
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Wydziaª Matematyki i Informatyki

Waldemar Sieg

Topologia dziedziny a rozkªady pewnych funkcji

pierwszej klasy Baire'a na sumy i ró»nice

funkcji o domkni¦tym wykresie

Praca doktorska

napisana pod kierunkiem

dra hab. Marka Wójtowicza

Pozna«, luty 2012



Spis tre±ci

Spis oznacze« 4

Wst¦p 8

Rozdziaª 1. Podstawowe de�nicje i twierdzenia pomocnicze 13

1.1. Podstawowe de�nicje 13

1.2. Rodziny funkcji 18

1.3. Twierdzenia pomocnicze 22

Rozdziaª 2. Struktura rodziny odwzorowa« b¦d¡cej sum¡ dwóch funkcji

quasi-ci¡gªych o domkni¦tym wykresie 27

2.1. Klasa B
#
1 (X) 27

2.2. Rozkªad funkcji z klasy B
#
1 (X) na sum¦ dwóch skªadników z

klasy QU(X) 42

Rozdziaª 3. Rozszerzenia funkcji o domkni¦tym wykresie i ich

zastosowanie do charakteryzacji P-przestrzeni 50

3.1. Rozszerzenia funkcji o domkni¦tym wykresie 50

3.2. Zastosowanie rozszerze« funkcji o domkni¦tym wykresie do

charakteryzacji P-przestrzeni 57

3.3. P-przestrzenie i twierdzenie o domkni¦tym wykresie 68

Rozdziaª 4. Liniowe rozszerzenia pewnych funkcji kawaªkami ci¡gªych 73

4.1. Klasa P0(X) 73

2



SPIS TRE�CI 3

4.2. Klasa P0(X) jako ró»nica dwóch nieujemnych funkcji o

domkni¦tym wykresie 78

4.3. Rozszerzenia liniowe funkcji z klasy P0(A) 84

Rozdziaª 5. Maksymalna klasa addytywna dla rodziny QU(R) 93

Bibliogra�a 97



Spis oznacze«

symbol znaczenie

[a, b] przedziaª domkni¦ty o ko«cach a i b

N zbiór liczb naturalnych

Z zbiór liczb caªkowitych

Q zbiór liczb wymiernych

R zbiór liczb rzeczywistych

intA wn¦trze zbioru A

clA domkni¦cie zbioru A

bdA brzeg zbioru A

dom f dziedzina funkcji f

rng f zbiór warto±ci funkcji f

cardA moc zbioru A

f(A) obraz zbioru A wyznaczony przez funkcj¦ f

f−1(A) przeciwobraz zbioru A wyznaczony przez funkcj¦ f

[f = a] = {x ∈ dom f : f(x) = a}

[f 6= a] = {x ∈ dom f : f(x) 6= a}
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symbol znaczenie

[f > a] = {x ∈ dom f : f(x) > a}

[f < a] = {x ∈ dom f : f(x) < a}

f�A zaw¦»enie funkcji f do zbioru A

χA funkcja charakterystyczna zbioru A

sgn(x) funkcja znak x

C(f) zbiór wszystkich punktów ci¡gªo±ci funkcji f

D(f) zbiór wszystkich punktów nieci¡gªo±ci funkcji f

Y X rodzina wszystkich funkcji f : X → Y

C(X) rodzina wszystkich funkcji ci¡gªych okre±lonych na przestrzeni

Hausdor�a X

C∗(X) = {f ∈ C(X) : f ≡ 0 lub f(x) 6= 0 dla wszystkich x ∈ X}

D(X) rodzina wszystkich funkcji Darboux okre±lonych na przestrzeni

Hausdor�a X (de�nicja 1.16)

U(X) rodzina wszystkich funkcji o domkni¦tym wykresie okre±lonych

na przestrzeni Hausdor�a X (de�nicja 1.17)

Q(X) rodzina wszystkich funkcji quasi-ci¡gªych okre±lonych na prze-

strzeni Hausdor�a X (de�nicja 1.18)

QU(X) = Q(X) ∩ U(X); rodzina wszystkich funkcji quasi-ci¡gªych o

domkni¦tym wykresie okre±lonych na przestrzeni Hausdor�a X

SC(X) rodzina wszystkich funkcji póªci¡gªych okre±lonych na prze-

strzeni polskiej X (de�nicja 1.15)
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symbol znaczenie

P(X) rodzina wszystkich funkcji kawaªkami ci¡gªych okre±lonych na

przestrzeni normalnej X (de�nicja 4.1)

K(X) rodzina wszystkich funkcji klikowych okre±lonych na przestrzeni

Hausdor�a X (de�nicja 1.19)

B1(X) rodzina wszystkich funkcji pierwszej klasy Baire'a okre±lonych

na przestrzeni Hausdor�a X (de�nicja 1.12)

F+(X) rodzina wszystkich funkcji f o warto±ciach nieujemnych okre±lo-

nych na niepustym zbiorze X

Fb(X) rodzina wszystkich ograniczonych funkcji f okre±lonych na nie-

pustym zbiorze X

A,B niepuste podzbiory przestrzeni RX

A±B = {f ± g : f ∈ A, g ∈ B}

A ·B = {fg : f ∈ A, g ∈ B}

An = A+A+ . . .+A︸ ︷︷ ︸
n

αA = {α · a : a ∈ A, α ∈ R}

DA = A−A = {f : X → R : f = g − h; g, h ∈ A}

−A = (−1)A

±A = A ∪ (−A) = {±f : f ∈ A}

AB = A ∩B

lin(X) powªoka liniowa przestrzeni X

ρ(x, y) odlegªo±¢ punktu x od punktu y w przestrzeni metrycznej (X, ρ)
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symbol znaczenie

ρ(x, F ) odlegªo±¢ punktu x od zbioru F w przestrzeni metrycznej (X, ρ)

f+ = max{f, 0}

f− = max{−f, 0}

δ(U) = max{ρ(x, y) : x, y ∈ U}; ±rednica zbioru U w przestrzeni

metrycznej (X, ρ)

K(x0, r) = {x : ρ(x, x0) < r}; kula otwarta o ±rodku w punkcie x0 i

promieniu r > 0 w przestrzeni metrycznej (X, ρ)

G(f) wykres funkcji f

G(A) grupa addytywna generowana przez rodzin¦ A (de�nicja 1.7)

PS(X, Y ) klasa perturbacji rodziny S, ci¡gªych operatorów liniowych mi¦-

dzy przestrzeniami Banacha X i Y (uwaga 5.1)



Wst¦p

W 1927 roku A. Lindenbaum zauwa»yª, »e ka»da funkcja rzeczywista jest

sum¡ dwóch funkcji Darboux [38]. Byª to jeden z pierwszych wyników rozwi¡-

zuj¡cych problem rozkªadu funkcji rzeczywistej f : X → R na sum¦ (ró»nic¦

lub iloczyn) �lepszych� do badania odwzorowa«. W ci¡gu ostatnich 15 lat

uzyskano wiele analogicznych rezultatów w tej dziedzinie.

W 2002 roku Borsik [11] udowodniª, »e je»eli X jest przestrzeni¡ doskonale

normaln¡, to

P(X) = U(X) + U(X), (0.1)

tj., dowoln¡ funkcj¦ kawaªkami ci¡gª¡ mo»na przedstawi¢ w postaci sumy

dwóch odwzorowa« o domkni¦tym wykresie. W tym samym roku Chaatit

i Rosenthal [16] scharakteryzowali struktur¦ klasy

DSC(X) = {f : X → R : f = g − h; g, h ∈ SC(X)},

funkcji daj¡cych si¦ przedstawi¢ jako ró»nica dwóch odwzorowa« póªci¡gªych

okre±lonych na przestrzeni polskiej X. Wcze±niej, w 1997 roku Borsik [12]

udowodniª, »e je»eli X jest przestrzeni¡ pseudometryzowaln¡, to K(X) =

= Q(X) + Q(X), tj., dowoln¡ tzw. funkcj¦ klikow¡ mo»na przedstawi¢ w

postaci sumy dwóch odwzorowa« quasi-ci¡gªych.

Bardziej subtelne wyniki dotycz¡ rozkªadów funkcji z pewnych podzbiorów

zbioru funkcji pierwszej klasy Baire'a: B∗1(X), oraz kawaªkami ci¡gªych P(X)

(patrz str. 6 oraz de�nicje 1.13 i 4.1). W 1999 roku Borsík, Dobo² i Repický

pokazali [13], »e je»eli X jest przestrzeni¡ metryczn¡ o±rodkow¡, to dowolne

8
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odwzorowanie z klasy B∗1(X) ⊂ B1(X) mo»na przedstawi¢ w postaci sumy

trzech funkcji quasi-ci¡gªych o domkni¦tym wykresie tj., B∗1(X) ⊂ QU(X)+

+QU(X) +QU(X). W tej samej pracy pokazano, »e je»eli X jest przestrzeni¡

polsk¡, to zachodzi równo±¢

B∗1(X) = P(X) = lin(QU(X)) = QU(X) + QU(X) + QU(X). (0.2)

Zatem, na mocy (0.1) oraz (0.2), je»eli X jest przestrzeni¡ polsk¡, to

B∗1(X) = U(X) + U(X). (0.3)

Sugeruj¡c si¦ równo±ciami (0.2) oraz (0.3), Borsík, Dobo² i Repický postawili

problem [13, str. 5] charakteryzacji zbioru QU(X) + QU(X). W rozdziale

2 niniejszej rozprawy wyznaczyªem dosy¢ ogólne warunki wystarczaj¡ce na

to, aby odwzorowanie f : X → R byªo sum¡ (lub iloczynem) dwóch funkcji

quasi-ci¡gªych o domkni¦tym wykresie.

Innym problemem zwi¡zanym z wy»ej opisan¡ tematyk¡ i rozwa»anym

przeze mnie jest nast¦puj¡ce zagadnienie.

Niech (W ) oznacza pewn¡ wªasno±¢ funkcji rzeczywistych, X - ustalon¡

przestrze« topologiczn¡, A - niepusty podzbiór przestrzeni X. Wprowad¹my

oznaczenie

WA = {f ∈ RA : f ma wªasno±¢ (W )}.

Przy jakich zaªo»eniach o zbiorze A ka»d¡ funkcj¦ f ∈ WA mo»na przedªu»y¢

do funkcji f ∈ WX?

Klasyczny wynik Tietzego mówi, »e odwzorowanie f ci¡gªe na domkni¦-

tym podzbiorze A przestrzeni normalnej X mo»na przedªu»y¢ do funkcji f

ci¡gªej na X. Ponadto, w 1951 roku Borsuk i Dugundji udowodnili twierdze-

nie [49, 21.1.4] o istnieniu liniowego operatora rozszerzania funkcji ci¡gªej z

podzbioru domkni¦tego A przestrzeni metrycznej X, na caª¡ t¦ przestrze«.
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W niniejszej pracy zostanie udowodniony analogon twierdzenia Tietzego dla

przypadku funkcji o domkni¦tym wykresie (Twierdzenie 3.1) oraz analogon

twierdzenia Borsuka-Dugundjiego dla przypadku pewnej specjalnej podklasy

klasy funkcji kawaªkami ci¡gªych (Twierdzenie 4.6).

Podstaw¡ niniejszej rozprawy s¡ artykuªy [50], [51] oraz [58]. W artykule

[50] podaªem warunki wystarczaj¡ce na to, aby odwzorowanie f : X → R

okre±lone na dowolnej przestrzeni metrycznej X mo»na byªo przedstawi¢ w

postaci sumy dwóch funkcji quasi-ci¡gªych o domkni¦tym wykresie. W pracy

[58] badaªem zale»no±¢ mi¦dzy klasami C(X), U(X) i B1(X) (odpowiednio

funkcji ci¡gªych, o domkni¦tym wykresie i pierwszej klasy Baire'a). W arty-

kule [51] okre±liªem maksymalne klasy dziaªa« (addytywn¡, multiplikatywn¡,

maksimum i minimum) dla rodziny funkcji quasi-ci¡gªych o domkni¦tym wy-

kresie. Cz¦±¢ zawartych w tej rozprawie wyników jest jednak nowa i nie byªa

publikowana. Szczegóªowe omówienie rozprawy zamieszczam poni»ej.

Praca podzielona jest na pi¦¢ rozdziaªów. Rozdziaª 1. zawiera podstawowe

de�nicje i twierdzenia pomocnicze. W podrozdziale 1.3 przypominam szereg

twierdze« dotycz¡cych rozpatrywanych rodzin funkcji, jak równie» dowodz¦

kilku lematów, na które powoªuj¦ si¦ w dalszej cz¦±ci pracy.

Rozdziaª 2. po±wi¦cony jest rodzinie funkcji rzeczywistych okre±lonych na

przestrzeni metrycznejX, któr¡ na u»ytek moich bada« oznaczyªem symbolem

B
#
1 (X). W podrozdziale 2.1 podaj¦ jej de�nicj¦ oraz okre±lam i dowodz¦ pod-

stawowe wªasno±ci. W podrozdziale 2.2 dowodz¦ jedno z kluczowych twierdze«

rozprawy pokazuj¡ce, »e dowoln¡ funkcj¦ z klasy B
#
1 (X) mo»na przedstawi¢

w postaci sumy dwóch funkcji quasi-ci¡gªych o domkni¦tym wykresie (Twier-

dzenie 2.5).
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W rozdziale 3. zajmuj¦ si¦ rozszerzaniem funkcji o domkni¦tym wykresie.

W podrozdziale 3.1 podaj¦ wzór na rozszerzenie f funkcji f o domkni¦tym

wykresie, okre±lonej na zerowym podzbiorze A przestrzeni normalnej X na

caª¡ t¡ przestrze« z zachowaniem domkni¦to±ci wykresu f . Wynik ten sto-

suj¦ do nowej charakteryzacji P-przestrzeni: w podrozdziale 3.3 wykazaªem,

»e je»eli X jest przestrzeni¡ doskonale normaln¡, to rodziny funkcji B1(X),

U(X) i C(X), odpowiednio, pierwszej klasy Baire'a, o domkni¦tym wykresie i

ci¡gªych s¡ sobie równe wtedy i tylko wtedy, gdy X jest P-przestrzeni¡.

Wyniki uzyskane w rozdziale 3. wykorzystuj¦ w kolejnym. Po±wi¦cony

jest on specjalnej podklasie klasy P(X) funkcji kawaªkami ci¡gªych okre±lo-

nych na przestrzeni normalnej X. Na u»ytek moich bada« oznaczyªem j¡ sym-

bolem P0(X). W podrozdziale 4.1 podaj¦ jej de�nicj¦ i dowodz¦ wªasno±ci,

z których korzystam w dalszej cz¦±ci rozdziaªu. W podrozdziale 4.2 poka-

zuj¦, »e dowolne odwzorowanie z klasy P0(X) mo»na przedstawi¢ w postaci

ró»nicy dwóch nieujemnych funkcji o domkni¦tym wykresie. W podrozdziale

4.3 podaj¦, wykorzystuj¡c wynik z podrozdziaªu 3.1, wzór okre±laj¡cy liniowy

operator rozszerzania odwzorowania z P0(A) do P0(X), gdzie A ⊂ X jest

domkni¦tym i typu Gδ (tj., zerowym) podzbiorem przestrzeni normalnej X.

W 1987 r. Menkyna podaª opis ([39]) maksymalnej klasy addytywnej

(patrz de�nicja 5.1) dla rodziny funkcji rzeczywistych o domkni¦tym wykre-

sie. Rozdziaª 5. mojej pracy po±wi¦cony jest badaniu klas maksymalnych

dla rodziny funkcji quasi-ci¡gªych o domkni¦tym wykresie. Okazuje si¦, »e w

zakresie teorii operatorów liniowych poj¦cie klasy maksymalnej ma swój od-

powiednik: jest to perturbacja rodziny przeksztaªce« liniowych. Teoria ta jest

do±¢ mocno rozbudowana, a wi¦kszo±¢ wyników pochodzi od P. Aiena i M.

Gonzaleza [1].
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Stosowana przeze mnie numeracja de�nicji, twierdze«, lematów itp. skªada

si¦ z dwóch liczb, z których pierwsza oznacza numer rozdziaªu, a druga numer

twierdzenia, lematu, itp. Odr¦bn¡ numeracj¦ w ka»dym rozdziale prowadz¦

dla de�nicji, oznacze«, uwag i problemów, natomiast w danym rozdziale wspól-

nie numeruj¦ twierdzenia, lematy i wnioski. Symbol � oznacza koniec dowodu

lematu, twierdzenia lub wniosku.



ROZDZIAª 1

Podstawowe de�nicje i twierdzenia pomocnicze

1.1. Podstawowe de�nicje

Podane oznaczenia i de�nicje pochodz¡ z prac [50], [51], [58] oraz mono-

gra�i [20]. Przyjmujemy w nich, »e X jest przestrzeni¡ topologiczn¡ Haus-

dor�a.

Oznaczenie 1.1.

Niech x ∈ X. Symbolem Vx oznaczamy zbiór wszystkich otocze« otwar-

tych punktu x w przestrzeni X.

Definicja 1.1.

Niech S b¦dzie niepustym zbiorem. Mówimy, »e rodzina F podzbiorów

zbioru S jest �ltrem wªa±ciwym podzbiorów zbioru S, je±li speªnione s¡ nast¦-

puj¡ce warunki:

• S ∈ F, ∅ /∈ F,

• je±li A ⊂ B ⊂ S i A ∈ F, to B ∈ F,

• je±li A,B ∈ F, to A ∩B ∈ F.

Filtr wªa±ciwy F jest �ltrem maksymalnym (ultra�ltrem), je±li jedynym �ltrem

zawieraj¡cym F jest F.

Definicja 1.2.

Niech E b¦dzie algebr¡ rodziny podzbiorów przestrzeni X. Mówimy, »e

podzbiór J zbioru E jest ideaªem, je±li speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

• ∅ ∈ J ,
13
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• je±li A ∈ J i B ∈ E, to z faktu B ⊂ A wynika, »e B ∈ J ,

• je±li A1, A2 ∈ J , to A1 ∪ A2 ∈ J .

Ponadto, ideaª J nazywamy σ-ideaªem, gdy ostatni warunek mo»na zast¡pi¢

warunkiem

• je±li {An}n∈N ⊂ J , to
⋃
n∈NAn ∈ J .

(Najcz¦±ciej poj¦cie σ-ideaªu pojawia si¦ gdy E jest σ-algebr¡.)

Definicja 1.3.

Niech T b¦dzie przestrzeni¡ liniowo-topologiczn¡. Niepusty zbiór do-

mkni¦ty F ⊂ T nazywamy sto»kiem (w przestrzeni T ), gdy speªnione s¡

nast¦puj¡ce warunki:

• F + F ⊂ F ,

• αF ⊂ F dla dowolnego α ∈ R+,

• F ∩ (−F ) = {0}.

Definicja 1.4.

Mówimy, »e zbiór A ⊂ X jest zerowy, je»eli istnieje funkcja ci¡gªa

f : X → [0, 1] taka, »e A = [f = 0]. Dopeªnienie A′ = [f > 0] zbioru zerowego

nazywamy zbiorem kozerowym.

Definicja 1.5.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡. Mówimy, »e odwzorowanie

f : X → R jest a�niczne, je»eli dla dowolnych elementów x1, x2 ∈ X oraz

α, β ∈ R takich, »e α+β = 1, speªniona jest równo±¢ f(αx1+βx2) = αf(x1)+

+βf(x2).

Odwzorowanie f : X → R+ b¦dziemy nazywa¢ dodatnio a�nicznym, je»eli

powy»sza równo±¢ b¦dzie speªniona dla parametrów α, β ∈ R+.
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Przykªad 1.1.

(i) Niech t = (t1, t2) ∈ R2. Odwzorowanie f : R2 → R okre±lone wzorem

f(t) = t1 + t2 + 5 jest przeksztaªceniem a�nicznym.

(ii) Niech F[0, 1] = {f : [0, 1] → R+ : f -ci¡gªe} oraz niech c ∈ R \ {0}.

Odwzorowanie T : F[0, 1]→ R[0,s]
+ okre±lone wzorem

T (f)(s) =
∫ s
0
f(x)dx+ c jest dodatnio a�niczne.

Definicja 1.6.

Niech E ⊂ X. Ci¡gªe odwzorowanie r : X → E takie, »e r(x) = x dla

ka»dego x ∈ E, nazywamy retrakcj¡, a zbiór E - retraktem przestrzeni X.

Definicja 1.7.

Niech F ⊂ RX . Grup¡ addytywn¡ generowan¡ przez niepust¡ rodzin¦ F

nazywamy zbiór

G(F) =
∞⋃
n=1

(±F)n.

Dziaªanie grupowe
⊕

w G(F) jest dziaªaniem zaw¦»onym z przestrzeni RX

(tj., dodawanie elementów z G(F) odbywa si¦ �po wspóªrz¦dnych�).

W poni»szych de�nicjach zakªadamy, »e � jest relacj¡ cz¦±ciowego po-

rz¡dku w zbiorze A.

Definicja 1.8.

Mówimy, »e zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany (poset) (A,�) jest zbiorem

skierowanym, je»eli dla dowolnych dwóch elementów a, b ∈ A istnieje element

c ∈ A taki, »e c � a i c � b.
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Przykªad 1.2.

(i) Rodzina wszystkich sko«czonych podzbiorów zbioru Z z relacj¡ ⊂ jest

rodzin¡ skierowan¡. Dla dowolnych sko«czonych zbiorów F i G odpowiednim

zbiorem zawieraj¡cym je oba jest na przykªad zbiór F ∪G.

(ii) W rodzinie I wszystkich przedziaªów domkni¦tych zbioru R okre±lmy

relacj¦ � nast¦puj¡co:

[c, d] � [a, b]⇔ c > a ∧ d > b.

Rodzina (I,�) jest zbiorem skierowanym. Dla dowolnych przedziaªów [a, b],

[c, d] ⊂ R, odpowiednim przedziaªem [x, y] speªniaj¡cym warunki [x, y] � [a, b]

i [x, y] � [c, d], jest na przykªad przedziaª [|a|+ |c|, |b|+ |d|].

(iii) Zbiór liczb porz¡dkowych z relacj¡ < (α < β ⇔ α ∈ β) jest rodzin¡

skierowan¡. Dla dowolnych liczb porz¡dkowych α i β odpowiedni¡ liczb¡ γ

speªniaj¡c¡ warunek α < γ i β < γ jest na przykªad liczba α + β.

Definicja 1.9.

Ci¡giem uogólnionym (MS-ci¡giem, ci¡giem Moore'a-Smitha) w prze-

strzeni topologicznej X, nazywamy funkcj¦ odwzorowuj¡c¡ niepusty zbiór

skierowany (A,�) w przestrze« X.

Oznaczenie 1.2.

Ci¡g uogólniony odwzorowuj¡cy niepusty zbiór skierowany (A,�) w przest-

rze« X oznacza¢ b¦dziemy symbolem (xσ)σ∈A.

Przykªad 1.3.

(i) Ci¡g (a1, a2, . . .) elementów przestrzeni topologicznej V mo»e by¢ roz-

wa»any jako ci¡g uogólniony w V okre±lony na zbiorze N.
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(ii) Niech ω b¦dzie pierwsz¡ niesko«czon¡ liczb¡ porz¡dkow¡. Rozwa»my

dobrze uporz¡dkowany zbiór A = [0, ω) (zªo»ony z liczb porz¡dkowych α < ω)

i funkcj¦ f okre±lon¡ na A i o warto±ciach w przestrzeni topologicznej V .

Funkcja ta jest MS-ci¡giem w przestrzeni V .

Definicja 1.10.

Je»eli (xα) jest MS-ci¡giem w przestrzeni topologicznej X i x ∈ X, to

mówimy, »e ci¡g (xα) jest zbie»ny do punktu x, i piszemy

xα → x,

gdy dla dowolnego otoczenia U punktu x istnieje element β ∈ A taki, »e

xα ∈ U dla dowolnego α > β.

Definicja 1.11.

Niech (xα) i (yβ) b¦d¡ MS-ci¡gami odwzorowuj¡cymi zbiory skierowane,

odpowiednio, A i B w przestrzenie topologiczne, odpowiednio, X i Y . Mó-

wimy, »e ci¡g (yβ) jest podci¡giem ci¡gu (xα), je»eli istnieje funkcja k : B → A

taka, »e:

• yβ = xk(β),

• dla dowolnego α ∈ A istnieje element β0 ∈ B taki, »e k(β) > α dla

ka»dego β > β0.
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1.2. Rodziny funkcji

Przyjmujemy, »e X i Y s¡ przestrzeniami topologicznymi Hausdor�a.

Oznaczenie 1.3.

Niech F(X) b¦dzie rodzin¡ funkcji okre±lonych na przestrzeni topolo-

gicznej X. Symbolem F+(X) oznacza¢ b¦dziemy zbiór funkcji z rodziny F(X)

o warto±ciach nieujemnych.

Oznaczenie 1.4.

Rodzin¦ wszystkich funkcji ci¡gªych odwzorowuj¡cych X w R oznaczamy

symbolem C(X).

Definicja 1.12.

Niech f : X → R. Mówimy, »e funkcja f nale»y do I klasy Baire'a,

je»eli jest punktow¡ granic¡ pewnego ci¡gu (fn) funkcji ci¡gªych fn : X → R,

n = 1, 2, . . ..

Oznaczenie 1.5.

Rodzin¦ wszystkich funkcji I klasy Baire'a odwzorowuj¡cych X w R ozna-

czamy symbolem B1(X).

Kolejna de�nicja okre±la przynale»no±¢ odwzorowania f do rodziny funkcji

B∗1(X) ⊂ B1(X). Rodzin¦ t¦ zde�niowaª O'Malley w 1976 r. [43]

Definicja 1.13.

Niech f : X → R. Mówimy, »e funkcja f nale»y do klasy B∗1(X), je»eli

dla dowolnego niepustego podzbioru domkni¦tego F przestrzeni X, wn¦trze

zbioru C(f�F ) jest niepuste.

Przykªad 1.4.

Prostym przykªadem funkcji z klasy B∗1(X) jest f(x) = [x], x ∈ R.
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Kolejna de�nicja okre±la przynale»no±¢ odwzorowania f do rodziny funkcji

B∗∗1 (X) ⊂ B∗1(X). Rodzin¦ t¦ zde�niowaª Pawlak w 2000 r. [45]

Definicja 1.14.

Niech f : X → Y . Mówimy, »e funkcja f nale»y do klasy B∗∗1 (X), je»eli

zaw¦»ona do zbioru D(f) jest ci¡gªa.

Przykªad 1.5.

Ka»da funkcja rzeczywista f , dla której zbiór D(f) jest sko«czony jest

funkcj¡ z klasy B∗∗1 (X) (np. f(x) = sgn(x), x ∈ R).

Definicja 1.15.

Niech f : X → R oraz x0 ∈ X. Mówimy, »e funkcja f jest póªci¡gªa z

góry [odpowiednio, z doªu] w punkcie x0, je»eli dla dowolnego ε > 0 istnieje

zbiór U ∈ Vx0 taki, »e f(x) 6 f(x0) + ε [odpowiednio, f(x) > f(x0) − ε] dla

dowolnego x ∈ U .

Oznaczenie 1.6.

Rodzin¦ wszystkich funkcji póªci¡gªych (z góry lub z doªu) odwzorowuj¡-

cych X w R oznaczamy symbolem SC(X).

Definicja 1.16.

Niech X i Y b¦d¡ dowolnymi przestrzeniami topologicznymi. Mówimy, »e

funkcja f : X → Y ma wªasno±¢ Darboux (albo, »e f jest funkcj¡ Darboux ),

je»eli obraz dowolnego spójnego podzbioru przestrzeniX jest zbiorem spójnym

w przestrzeni Y .

Oznaczenie 1.7.

Rodzin¦ wszystkich funkcji Darboux odwzorowuj¡cych A ⊂ X w Y ozna-

czamy symbolem D(A).
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Definicja 1.17.

Niech f : X → Y . Mówimy, »e funkcja f ma domkni¦ty wykres, je»eli jej

wykres G(f) jest domkni¦tym podzbiorem przestrzeni X × Y .

Definicja 1.18.

(Zobacz [26]) Niech f : X → R, gdzie X jest przestrzeni¡ metryczn¡.

Mówimy, »e funkcja f jest quasi-ci¡gªa w punkcie x ∈ X, je»eli istnieje ci¡g

(xn) punktów ci¡gªo±ci funkcji f taki, »e xn → x i f(xn)→ f(x).

Mówimy, »e funkcja f jest quasi-ci¡gªa, je»eli jest quasi-ci¡gªa w ka»dym

punkcie x ∈ X.

Przykªad 1.6.

Funkcja f : R→ R okre±lona wzorem f(x) = sin 1
x
gdy x 6= 0 oraz f(0) =

1
2
jest funkcj¡ quasi-ci¡gª¡, która nie ma domkni¦tego wykresu.

Oznaczenie 1.8.

Rodzin¦ wszystkich funkcji quasi-ci¡gªych odwzorowuj¡cych X w R ozna-

czamy symbolem Q(X).

Definicja 1.19.

Mówimy, »e funkcja f : X → R jest klikowa w punkcie x ∈ X, je»eli dla

dowolnego zbioru U ∈ Vx i dla dowolnego ε > 0 istnieje zbiór otwarty G ⊂ U

taki, »e |f(y)− f(z)| < ε, dla ka»dych y, z ∈ G.

Mówimy, »e funkcja f jest klikowa, je»eli jest klikowa w ka»dym punkcie

x ∈ X.

Przykªad 1.7.

Ka»da funkcja f : R→ R, dla której zbiór C(f) jest g¦sty w R, jest klikowa

(przykªadem funkcji klikowej, która nie jest quasi-ci¡gªa jest odwzorowanie

f : R→ R okre±lone wzorem f(x) = 0 gdy x 6= 0 oraz f(x) = 1 gdy x = 0).
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Oznaczenie 1.9.

Rodzin¦ wszystkich funkcji klikowych odwzorowuj¡cych X w R ozna-

czamy symbolem K(X).

Oznaczenie 1.10.

Symbolem QU(X) oznaczamy rodzin¦ Q(X) ∩ U(X); jej elementami s¡

zatem funkcje quasi-ci¡gªe o domkni¦tym wykresie.

Przykªad 1.8.

Przykªadem funkcji nieci¡gªej nale»¡cej do klasy QU(X) jest odwzoro-

wanie f : R → R okre±lone wzorem f(x) = 0 dla x 6 0 oraz f(x) = 1
x
dla

x > 0.
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1.3. Twierdzenia pomocnicze

W tym podrozdziale, je»eli nie zde�niujemy dokªadniej, to przyjmujemy,

»e X i Y s¡ przestrzeniami topologicznymi Hausdor�a.

Uwaga 1.1.

(Zobacz [20, strona 62]) Podzbiór A przestrzeni normalnej X jest zbiorem

domkni¦tym typu Gδ wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiorem zerowym pewnej

funkcji ci¡gªej f : X → I = [0, 1].

Lemat 1.1.

(Zobacz [57, strona 161]) Niech K b¦dzie niepustym zbiorem skierowa-

nym. Zbiór K jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy MS-ci¡g w K

zawiera podci¡g zbie»ny do elementu zbioru K.

Lemat 1.2.

(Zobacz [57, strona 191]) Funkcja f : X → Y ma domkni¦ty wykres

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego MS-ci¡gu xσ ⊂ X takiego, »e xσ → x

i f(xσ)→ y, zachodzi równo±¢ y = f(x).

Lemat 1.3.

(Zobacz [57, strona 196]) Niech f : X → Y b¦dzie funkcj¡ o domkni¦tym

wykresie. Je»eli Y jest przestrzeni¡ zwart¡, to f jest odwzorowaniem ci¡gªym.

Na podstawie powy»szego lematu otrzymujemy

Wniosek 1.4.

Ka»da ograniczona funkcja f : X → R o domkni¦tym wykresie jest ci¡gªa.

Dowód kolejnego lematu znajduje si¦ w [28]. Dla peªno±ci niniejszej roz-

prawy podajemy jego uzasadnienie wykorzystuj¡c w tym celu Lemat 1.2.
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Lemat 1.5.

Dla ustalonej funkcji f : X → R oraz elementu x ∈ X, zde�niujmy zbiór

C(f, x) wzorem

C(f, x) =
⋂
V ∈Vx

clf(V ) =

= {y ∈ R : istnieje MS-ci¡g (xα) ⊂ X taki, »e xα → x i f(xα)→ y}.

Funkcja f ma domkni¦ty wykres wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego

punktu x ∈ X prawdziwa jest równo±¢

C(f, x) = {f(x)}. (1.1)

Dowód.

Zaªó»my najpierw, »e C(f, x) = {f(x)} dla dowolnego punktu x ∈ X.

Przypu±¢my niewprost, »e f nie ma domkni¦tego wykresu. Na podstawie

Lematu 1.2 istniej¡ wówczas: punkt x0 ∈ X i MS-ci¡g (tα) taki, »e tα → x0

oraz f(tα) → a 6= f(x0). Wtedy, z okre±lenia zbioru C(f, x0) wynika, »e

{a} ⊂ C(f, x0). Znale¹li±my wi¦c element a 6= f(x0), który nale»y do zbioru

C(f, x0), wbrew przyj¦temu zaªo»eniu. Pokazali±my tym samym, »e je»eli

C(f, x) = {f(x)} dla dowolnego punktu x ∈ X, to f ma domkni¦ty wykres.

Z drugiej strony zaªó»my, »e funkcja f : X → R ma domkni¦ty wykres.

Przypu±¢my, niewprost, »e istnieje punkt x0 ∈ X taki, »e C(f, x0) ! {f(x0)}.

Istnieje wówczas MS-ci¡g (xα) ⊂ X taki, »e xα → x0 i f(xα) → y0 6= f(x0).

Zatem (xα, f(xα))→ (x0, y0) ∈ clG(f) \G(f). Wynika st¡d, »e

clG(f) \ G(f) 6= ∅, wbrew zaªo»eniu o domkni¦to±ci wykresu odwzorowania

f . �
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Lemat 1.6.

(Zobacz [23, Tw. 3.6] oraz [57, strona 196]) Niech X i Y b¦d¡ przest-

rzeniami topologicznymi Hausdor�a i ponadto, niech f : X → Y b¦dzie funk-

cj¡ o domkni¦tym wykresie. Je»eli K jest zwartym podzbiorem przestrzeni Y ,

to zbiór f−1(K) jest domkni¦ty w X.

Kolejny z lematów podaje wygodne kryterium sprawdzania domkni¦to±ci

wykresów funkcji o warto±ciach rzeczywistych. Szkic jego dowodu znajduje si¦

w [11]. W celu uzyskania peªnej jasno±ci prowadzonych rozwa»a« podajemy

poni»ej jego uzasadnienie.

Lemat 1.7.

Niech dana b¦dzie funkcja f : X → R. Je»eli dla dowolnego x ∈ X i dla

dowolnego m ∈ N istnieje zbiór V ∈ Vx taki, »e

f(V ) ⊂ (−∞,−m) ∪
(
f(x)− 1

m
, f(x) +

1

m

)
∪ (m,∞),

to funkcja f ma domkni¦ty wykres.

Dowód.

Dowód oparty jest na Lemacie 1.5. Wyka»emy, »e powy»szy warunek im-

plikuje równo±¢ (1.1) dla dowolnego x ∈ X. Niech y ∈ C(f, x). Poka»emy, »e

y = f(x). Poniewa» dla dowolnych x ∈ X i m ∈ N istnieje zbiór V ∈ Vx taki,

»e

f(V ) ⊂ (−∞,−m) ∪
(
f(x)− 1

m
, f(x) +

1

m

)
∪ (m,∞),

wi¦c

y ∈ cl f(V ) ⊂ (−∞,−m] ∪
[
f(x)− 1

m
, f(x) +

1

m

]
∪ [m,∞).
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St¡d,

y ∈
⋂
m∈N

(
(−∞,−m] ∪

[
f(x)− 1

m
, f(x) +

1

m

]
∪ [m,∞)

)
= {f(x)}.

Zatem, na mocy Lematu 1.5, funkcja f ma domkni¦ty wykres. To ko«czy

dowód. �

W dalszych rozwa»aniach b¦dziemy wykorzystywa¢ nast¦puj¡cy wynik

(patrz [17]).

Lemat 1.8.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ Hausdor�a i niech f : X → R

b¦dzie funkcj¡ o domkni¦tym wykresie. Wówczas funkcja |f | ma domkni¦ty

wykres.

Odnotujmy równie» nast¦puj¡cy oczywisty fakt.

Uwaga 1.2.

Niech f : X → R b¦dzie funkcj¡ o domkni¦tym wykresie oraz a ∈ R.

Wówczas funkcja af ma domkni¦ty wykres.

W 1985 r. Dobo² udowodniª [17], »e suma dwóch nieujemnych funkcji o

domkni¦tym wykresie jest funkcj¡ o domkni¦tym wykresie. Poniewa»

0 ∈ U+(X), wi¦c wynik Dobo²a przyjmuje nastepuj¡c¡ posta¢.

Lemat 1.9.

U+(X) + U+(X) = U+(X).

Z powy»szego Lematu, na mocy Uwagi 1.2 wynika, »e zbiór U+(X) jest

sto»kiem w zbiorze wszystkich funkcji RX .
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Na zako«czenie tego rozdziaªu udowodnimy lemat, w którym okre±lona

zostaªa pewna wªasno±¢ funkcji quasi-ci¡gªych (ale nie ci¡gªych) o domkni¦tym

wykresie.

Lemat 1.10.

Niech g : R → R b¦dzie odwzorowaniem z klasy QU(R) o dyskretnym

zbiorze punktów nieci¡gªo±ci i ponadto, niech x0 ∈ D(g). Wtedy

lim
x→x−0

g(x) = g(x0) oraz | lim
x→x+0

g(x)| =∞, lub

lim
x→x+0

g(x) = g(x0) oraz | lim
x→x−0

g(x)| =∞.
(1.2)

(Przykªadem takiego odwzorowania jest funkcja g : R→ R okre±lona wzorem

g(x) = x dla x ∈ (−∞, 0] oraz g(x) = 1
x
dla x ∈ (0,∞))

Dowód.

Niech g : R → R b¦dzie odwzorowaniem z klasy QU(R), nieci¡gªym w

punkcie x0 ∈ R. Poniewa» g ma domkni¦ty wykres oraz zbiór D(g) jest

dyskretny, wi¦c jedna z granic jednostronnych funkcji g w punkcie x0 musi mie¢

warto±¢ ±∞ (w przeciwnym przypadku punkt x0 byªby punktem ci¡gªo±ci

funkcji g). Zatem druga ze wspomnianych granic jednostronnych musi by¢

równa warto±ci g(x0) (w przeciwnym przypadku funkcja g nie byªaby quasi-

ci¡gªa w punkcie x0). �



ROZDZIAª 2

Struktura rodziny odwzorowa« b¦d¡cej sum¡ dwóch

funkcji quasi-ci¡gªych o domkni¦tym wykresie

2.1. Klasa B
#
1 (X)

W 1999 r. Borsík, Dobo² i Repický pokazali [13], »e je»eli X jest prze-

strzeni¡ metryczn¡ o±rodkow¡, to dowolne odwzorowanie z klasy B∗1(X) mo»na

przedstawi¢ w postaci sumy trzech funkcji quasi-ci¡gªych o domkni¦tym wy-

kresie, tj.,

B∗1(X) ⊂ QU(X) + QU(X) + QU(X).

Postawili oni jednocze±nie problem [13, str. 5] charakteryzacji zbioru

QU(X) + QU(X).

W niniejszym rozdziale okre±limy klas¦ funkcjiB#
1 (X) okre±lonych na prze-

strzeni metrycznej X, której elementy da si¦ przedstawi¢ w postaci sumy

dwóch funkcji quasi-ci¡gªych o domkni¦tym wykresie.

Definicja 2.1.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech f : X → R. Mówimy, »e

funkcja f nale»y do klasy B
#
1 (X), je»eli jest ci¡gªa lub speªnione s¡ dla niej

nast¦puj¡ce warunki:

(t1) zbiór D(f) jest o±rodkowy,

(t2) zaw¦»enie f�D(f) jest ci¡gªe (tj., f ∈ B∗∗1 (X), patrz De�nicja 1.14),

(t3) limu→x|f(u)| =∞, dla ka»dego x ∈ D(f) (tj., na mocy warunku (t2),

dla ka»dego x ∈ D(f) istnieje ci¡g (un) punktów ci¡gªo±ci funkcji f

taki, »e |f(un)| ↑ ∞).

27
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Z okre±lenia warunku (t2) oraz faktu, »e B∗∗1 (X) ⊂ B1(X) (zobacz [45,

Proposition. 1]) wynika natychmiast, »e B
#
1 (X) ⊂ B1(X) (tj., je±li X jest

przestrzeni¡ metryczn¡, to ka»da funkcja f ∈ B
#
1 (X) jest pierwszej klasy

Baire'a).

Zauwa»my najpierw, »e

Uwaga 2.1.

Z warunków (t2) i (t3) wynika natychmiast, »e dla dowolnego odwzoro-

wania f ∈ B
#
1 (X), zbiór D(f) ma puste wn¦trze (tj., zbiór C(f) jest g¦sty w

X).

W kolejnym lemacie udowodniona zostanie podstawowa wªasno±¢ funkcji

z klasy B
#
1 (X). Stanowi on uogólnienie wyników uzyskanych przez Kostyrk¦ i

�alát'a [35], Baggsa [4] (dla dziedziny X b¦d¡cej przestrzeni¡ metryczn¡) oraz

przez Dobo²a [17, Theorem 3] (dla dziedziny X b¦d¡cej przestrzeni¡ topolo-

giczn¡). Wykorzystamy j¡ w dowodzie gªównego twierdzenia tego rozdziaªu.

Lemat 2.1.

Niech (X, ρ) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech f : X → R b¦dzie

funkcj¡ speªniaj¡c¡ warunek (t3) de�nicji 2.1:

lim
u→t
|f(u)| =∞, (2.1)

dla ka»dego t ∈ D(f). Wtedy zbiór D(f) jest domkni¦ty. W szczególno±ci,

wªasno±¢ ta przysªuguje wszystkim nieci¡gªym funkcjom f ∈ B
#
1 (X) ∪ U(X).

Dowód.

Przypu±¢my, »e zbiór D(f) nie jest domkni¦ty, tj.,

clD(f) \D(f) 6= ∅. (2.2)
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Niech x b¦dzie elementem nale»¡cym do zbioru

clD(f) \D(f) = clD(f) ∩ C(f) (2.3)

i niech (xj) b¦dzie ci¡giem elementów zbioru D(f) takim, »e

lim
j→∞

ρ(xj, x) = 0. (2.4)

Poniewa» (xj) ⊂ D(f), wi¦c

lim
u→xj
|f(u)| =∞

dla ka»dego j ∈ N. Z powy»szego warunku wynika, »e istnieje ci¡g (uj) ⊂ C(f)

taki, »e

lim
j→∞

ρ(xj, uj) = 0 oraz |f(uj)| > 1 + |f(x)| dla wszystkich j. (2.5)

Z (2.4) i pierwszego z warunków (2.5) uzyskujemy uj → x przy j → ∞.

Poniewa» jednak x jest punktem ci¡gªo±ci odwzorowania f (na mocy (2.3)),

wi¦c z drugiego z warunków (2.5) otrzymujemy sprzeczno±¢: |f(x)| > 1+

+|f(x)|. St¡d, warunek (2.2) jest niemo»liwy, a zatem musi by¢ clD(f) =

= D(f), tj., zbiór D(f) jest domkni¦ty, jak twierdzili±my. �

Oznaczenie 2.1.

Niech F b¦dzie niepust¡ rodzin¡ podzbiorów przestrzeni metrycznej (X, ρ).

Symbolami KF i UF oznaczamy, odpowiednio, zbiory
⋃
K∈F clK oraz

⋃
K∈FK,

gdzie clK jest domkni¦ciem zbioru K w przestrzeni X. Ponadto, symbolem

KF oznacza¢ b¦dziemy rodzin¦ {clK,K ∈ F}.

Oznaczenie 2.2.

Symbolem K(t, ε) oznaczamy kul¦ domkni¦t¡ o ±rodku w punkcie t ∈ X

i promieniu ε > 0.
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Kolejny lemat jest kluczowym dla dowodu gªównego twierdzenia tego roz-

dziaªu. Stanowi on rozszerzon¡ wersj¦ wyniku pochodz¡cego od Borsíka, Do-

bo²a i Repický'ego [13, Lemma 3.3]. Poprzedzimy go uwag¡ okre±laj¡c¡ spo-

sób rozumienia zbie»no±ci ci¡gu zbiorów (Un) do punktu x.

Definicja 2.2.

Mówimy, »e ci¡g (Un), niepustych podzbiorów przestrzeni X, jest zbie»ny

do elementu x, i piszemy:

lim
n→∞

Un = x,

gdy obydwa ci¡gi (δ(Un)) i (ρ(x, Un)) s¡ zbie»ne do 0.

Przykªadem ci¡gu (Un) podzbiorów przestrzeni R zbie»nym do 0 jest

Un = (1/(n+ 1), 1/n), n = 1, 2, . . ..

Lemat 2.2.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Dla ka»dej nieci¡gªej funkcji

f ∈ B
#
1 (X) istniej¡ niesko«czone rodziny A i B otwartych podzbiorów prze-

strzeni X takie, »e dla rodziny L = A ∪ B speªnione s¡ warunki (patrz ozna-

czenia 2.1 na poprzedniej stronie):

(i) KL ⊂ C(f) (tj., clK∩D(f) = ∅ dla ka»degoK ∈ L); w szczególno±ci,

UA i UB s¡ otwartymi podzbiorami zbioru C(f);

(ii) rodzina {clK : K ∈ L}, podzbiorów przestrzeni C(f), jest dyskretna

(tj., dla ka»dego x ∈ C(f) istnieje zbiór U ∈ Vx przecinaj¡cy co

najwy»ej jeden element rodziny {clK : K ∈ L});

(iii) dla ka»dego ci¡gu (Kp) parami rozª¡cznych elementów KL i dla ka»-

dego ci¡gu (yp) takiego, »e yp ∈ clKp, p = 1, 2, . . ., zachodzi:

lim
p→∞
|f(yp)| =∞;
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(iv) D(f) ⊂ clUA ∩ clUB = clKA ∩ clKB (zauwa»my, »e clUA = clKA i

clUB = clKB).

Dowód.

Niech F = D(f). Z Lematu 2.1 i wªasno±ci (t3) De�nicji 2.1 wynika, »e

zbiór F jest domkni¦ty i nie posiada punktów izolowanych w przestrzeni X.

(2.6)

Na podstawie aksjomatu (t1) De�nicji 2.1 zbiór F jest o±rodkowy; niech zatem

G oznacza ustalony przeliczalny i g¦sty podzbiór zbioru F . Poniewa» zbiór F

jest nigdzieg¦sty (patrz Uwaga 2.1 i Lemat 2.1), wi¦c mo»emy przyj¡¢, »e

G = {xk : xi 6= xj przy i 6= j}Mk=1,

gdzie M = cardF , gdy F jest zbiorem sko«czonym oraz M = ∞, gdy F jest

zbiorem niesko«czonym.

Gªówn¡ ide¡ konstrukcji elementów rodziny L jest okre±lanie ci¡gów(
U

(k)
j

)∞
j=1

, otwartych podzbiorów zbioru C(f) w taki sposób, aby U (k)
j → xk

przy j → ∞ (patrz De�nicja 2.2), oraz aby |f(x)| > k + j dla dowolnego

elementu x ∈ U (k)
j i dla wszystkich indeksów j, k ∈ N. Konstrukcj¦ przeprowa-

dzimy indukcyjnie w trzech krokach.

KROK 1. Na mocy warunku (2.6), punkt x1 ∈ G nie jest izolowany w X.

Z ci¡gªo±ci zaw¦»enia f�F (aksjomat (t2)) oraz warunku clC(f) = X (patrz

Uwaga 2.1) wnosimy, »e istnieje niesko«czony ci¡g (t
(1)
j ) elementów zbioru

C(f) taki, »e:

t
(1)
j 6= t(1)m dla j 6= m, (2.7)

oraz

lim
j→∞

t
(1)
j = x1. (2.8)
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Ponadto, na podstawie warunku (t3) De�nicji 2.1, mamy

lim
t→x1
|f(t)| =∞,

wi¦c mo»emy przyj¡¢ (przechodz¡c do odpowiedniego podci¡gu ci¡gu (t
(1)
j )),

»e

|f(t
(1)
j+1)| > |f(t

(1)
j )| > 1 + j, (2.9)

dla wszystkich indeksów j. Poniewa» zbiór C(f) jest otwarty oraz

t
(1)
j ∈ C(f), j = 1, 2, . . . , wi¦c istnieje ci¡g liczb dodatnich (ε

(1)
j ) speªniaj¡cy

warunek ε(1)j ↓ 0 przy j →∞ i takich, »e

K(t
(1)
j , ε

(1)
j ) ⊂ C(f) dla wszystkich j, (2.10)

oraz, na mocy (2.7),

K(t
(1)
j , ε

(1)
j ) ∩K(t(1)m , ε(1)m ) = ∅ przy j 6= m. (2.11)

Ponadto, na mocy (2.9) i (2.10) mo»emy zaªo»y¢, »e wszystkie liczby

ε
(1)
j , j = 1, 2, . . ., s¡ takie, »e

|f(x)| > 1 + j, dla wszystkich x ∈ K(t
(1)
j , ε

(1)
j ) oraz dla wszystkich indeksów j.

(2.12)

Niech teraz K1 = {U (1)
j : j = 1, 2, . . .}, gdzie U (1)

j = K(t
(1)
j , ε

(1)
j ), j = 1, 2, . . ..

Dla rodziny K1 speªnione s¡ nastepuj¡ce warunki:

(a1) clU
(1)
j ⊂ C(f), dla ka»dego j = 1, 2, . . . (co wynika z (2.10)),

(b1) |f(x)| > 1 + j, dla ka»dego x ∈ clU
(1)
j i ka»dego j = 1, 2, . . . (co

wynika z (2.12)),

(c1) clU
(1)
j ∩ clU

(1)
k = ∅, przy j 6= k (co wynika z (2.11)),
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(d1) limj→∞ clU
(1)
j = x1 (patrz De�nicja 2.2; wynika to z (2.8) oraz

faktu, »e ε(1)j ↓ 0 przy j →∞).

W przypadku, gdy M = 1, konstrukcja rodziny L jest zako«czona. Poªó»my

bowiem L = K1, A = {U (1)
2j−1 : j > 1} i B = {U (1)

2j : j > 1}. Wªasno±ci (a1),

(b1) i (d1) implikuj¡, odpowiednio, warunki (i), (iii), oraz (iv) Lematu 2.2.

Poka»emy, »e speªniony jest równie» warunek (ii).

Przypu±¢my, »e istnieje element x0 ∈ C(f) taki, »e dla dowolnej liczby

p ∈ N, istniej¡ ró»ne od siebie liczby jp, j′p ∈ N takie, »e:

K
(
x0,

1

p

)
∩ clU

(1)
jp
6= ∅ 6= K

(
x0,

1

p

)
∩ clU

(1)
j′p
. (2.13)

Zauwa»my, »e ci¡gi (jp), (j
′
p) s¡ ograniczone:

w przeciwnym przypadku mo»emy zaªo»y¢, »e istnieje ci¡g (up) taki,

»e np. up ∈ K(x0,
1
p
) ∩ clU

(1)
jp

, dla wszystkich indeksów p, oraz

limp→∞ up = x0; st¡d, poniewa» x0 jest punktem ci¡gªo±ci funkcji f ,

limp→∞ f(up) = f(x0), wbrew nierówno±ci w warunku (b1).

St¡d, przechodz¡c do podci¡gów, mo»emy zaªo»y¢, »e oba ci¡gi (jp) i (j′p) s¡

staªe:

jp = m1, j
′
p = m2 oraz m1 6= m2,

dla wszystkich p, p′ ∈ N.

Poªó»my teraz U (1)
jp

= M oraz U (1)
j′p

= P . Z warunku (c1) wynika, »e:

clM ∩ clP = ∅. (2.14)

Z drugiej strony, z (2.13) otrzymujemy:

K
(
x0,

1

p

)
∩ clM 6= ∅ 6= K

(
x0,

1

p

)
∩ clP
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dla niesko«czenie wielu indeksów p. St¡d

x0 ∈ clM ∩ clP,

wbrew równo±ci (2.14). Z powy»szej sprzeczno±ci wynika, »e warunek (ii)

Lematu 2.2 nie mo»e by¢ faªszywy. To ko«czy dowód pierwszego kroku kon-

strukcji. Dla M = 1 dowód lematu jest zako«czony.

KROK 2. Niech M > 2 i zaªó»my, »e dla liczby naturalnej r < M skonstru-

owali±my przeliczaln¡ rodzin¦ Kr otwartych podzbiorów przestrzeni X postaci

Kr = {U (i)
j : i = 1, . . . , r; j > 1}, dla których speªnione s¡ poni»sze warunki

(odpowiadaj¡ce warunkom dla r = 1, uzyskanym w pierwszym kroku kon-

strukcyjnym):

(ar) clU
(i)
j ⊂ C(f), dla ka»dego j = 1, 2, . . . oraz ka»dego i = 1, . . . , r,

(br) |f(x)| > i + j, dla ka»dego x ∈ clU
(i)
j , ka»dego j = 1, 2, . . . oraz

ka»dego i = 1, . . . , r,

(cr) clU
(i1)
j1
∩ clU

(i2)
j2

= ∅, dla (i1, j1) 6= (i2, j2), przy i1, i2 6 r oraz

j1, j2 > 1,

(dr) limj→∞ clU
(i)
j = xi, dla i = 1, . . . , r.

Poka»emy teraz, »e istnieje rodzinaK(r+1) otwartych podzbiorów U
(r+1)
j przest-

rzeni X, gdzie j = 1, 2, . . ., taka, »e dla rodziny Kr+1 = Kr ∪K(r+1) speªnione

s¡ powy»sze cztery warunki przy r zast¡pionym przez r + 1.

Argumentacja jest podobna do uzasadnienia z Kroku 1. Poniewa» r < M ,

wi¦c istnieje element

xr+1 ∈ G \ {x1, . . . , xr} ⊂ F = D(f). (2.15)
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Na mocy warunku (2.6) wnioskujemy, »e punkt xr+1 jest punktem nieizolowa-

nym w przestrzeni X. Z ci¡gªo±ci zaw¦»enia f�F (aksjomat (t2)) oraz warunku

clC(f) = X (patrz Uwaga 2.1) wnosimy, »e istnieje ci¡g

(t
(r+1)
j ) ⊂ C(f) taki, »e:

t
(r+1)
j 6= t(r+1)

m dla j 6= m, (2.16)

oraz

lim
j→∞

t
(r+1)
j = xr+1. (2.17)

Ponadto, na podstawie warunku (t3) De�nicji 2.1, mamy

lim
t→xr+1

|f(t)| =∞,

wi¦c mo»emy przyj¡¢ (przechodz¡c do odpowiedniego podci¡gu ci¡gu (t
(1)
j )),

»e

|f(t
(r+1)
j+1 )| > |f(t

(r+1)
j )| > (r + 1) + j, (2.18)

dla wszystkich indeksów j. Poniewa» zbiór C(f) jest otwarty oraz

t
(r+1)
j ∈ C(f), j = 1, 2, . . . , wi¦c istnieje ci¡g liczb dodatnich (ε

(r+1)
j ) speªnia-

j¡cy warunek ε(r+1)
j ↓ 0 przy j →∞ i takich, »e

K(t
(r+1)
j , ε

(r+1)
j ) ⊂ C(f) dla wszystkich j, (2.19)

oraz, na mocy (2.16),

K(t
(r+1)
j , ε

(r+1)
j ) ∩K(t(r+1)

m , ε(r+1)
m ) = ∅ przy j 6= m. (2.20)

Ponadto, na mocy nierówno±ci (2.18) i inkluzji (2.19) mo»emy zaªo»y¢, »e

wszystkie liczby ε(r+1)
j , j = 1, 2, . . ., s¡ takie, »e

|f(x)| > (r + 1) + j, (2.21)

dla wszystkich x ∈ K(t
(r+1)
j , ε

(r+1)
j ) oraz dla wszystkich indeksów j.
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Zgodnie z wcze±niej przyj¦tymi zaªo»eniami, mamy xr+1 6∈ {x1, . . . , xr}. Z

okre±lenia ci¡gów (t
(r+1)
j ) oraz (ε

(r+1)
j ) wynika (patrz De�nicja 2.2), »e

lim
j→∞

K(t
(r+1)
j , ε

(r+1)
j ) = xr+1.

Zatem, z zasady szu�adkowej Dirichleta wynika, »e przekrój

K(t
(r+1)
j , ε

(r+1)
j ) ∩

⋃
Kr

jest niepusty tylko dla sko«czonej ilo±ci indeksów j:

w przeciwnym wypadku bowiem, element xr+1 nale»aªby do którego± ze

zbiorów z rodziny Kr, czyli - na mocy zaªo»enia (ar) -byªby punktem

ci¡gªo±ci funkcji f , wbrew warunkowi (2.15).

Zatem, istnieje indeks j0 taki, »e

K(t
(r+1)
j0+j

, ε
(r+1)
j0+j

) ∩
r⋃
i=1

∞⋃
j=1

clU
(i)
j = ∅, dla j = 1, 2, . . . . (2.22)

Poªó»my U (r+1)
j = K(t

(r+1)
j0+j

, ε
(r+1)
j0+j

), j = 1, 2, . . . oraz K(r+1) = {U (r+1)
j : j > 1}.

Dla rodziny K(r+1) speªnione s¡ nastepuj¡ce warunki:

(a) clU
(r+1)
j ⊂ C(f), dla ka»dego j = 1, 2, . . . (co wynika z (2.19)),

(b) |f(x)| > (r + 1) + j, dla ka»dego x ∈ clU
(r+1)
j i ka»dego j = 1, 2, . . .

(co wynika z (2.21)),

(c) clU
(r+1)
j ∩ clU

(r+1)
k = ∅, przy j 6= k (co wynika z (2.20)),

(d) limj→∞ clU
(r+1)
j = xr+1 (co wynika z (2.17) oraz faktu, »e ε(r+1)

j ↓ 0

przy j →∞),

(e) clU
(r+1)
j ∩ clU

(m)
k = ∅, dla ka»dego m 6 r i ka»dych j, k = 1, 2, . . .

(co wynika z (2.22)).

Zatem
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• z warunków (a) i (ar) wynika warunek (ar+1),

• z warunków (b) i (br) wynika warunek (br+1),

• z warunków (c), (e) i (cr) wynika warunek (cr+1),

• z warunków (d) i (dr) wynika warunek (dr+1).

Tak wi¦c K(r+1) jest poszukiwan¡ rodzin¡ otwartych podzbiorów przestrzeni

X, tj., tak¡, »e rodzina Kr+1 = Kr ∪K(r+1) speªnia wymagane warunki (ar+1),

(br+1), (cr+1) i (dr+1).

Udowodnili±my tym samym, »e dla M > 2 istnieje wst¦puj¡cy ci¡g

K1 ⊂ K2 ⊂ . . .Kr ⊂ . . . przeliczalnych rodzin podzbiorów przestrzeni X,

postaci takiej jak powy»ej speªniaj¡cy, dla ka»dego r, warunki (ar)− (dr). Dla

M <∞, ci¡g jest sko«czony a jego ostatni wyraz ma indeks r = M ; dla

M =∞, na mocy indukcji matematycznej, ci¡g jest niesko«czony przeliczalny.

KROK 3. Poªó»my teraz

L =
M⋃
r=1

Kr = {U (i)
j : i, j > 1},

A = {U (i)
2j−1 : i, j > 1},

oraz

B = {U (i)
2j : i, j > 1}.

Podobnie jak w Kroku 1, wªasno±ci (ar), (br) i (dr) implikuj¡, odpowiednio,

warunki (i), (iii) oraz (iv) Lematu 2.2.

Ponadto, argumentacj¦ dowodz¡c¡ prawdziwo±ci warunku (ii) w Kroku 1

(tj., przy u»yciu teraz wªasno±ci (br) i (cr) zamiast (b1) i (c1)) mo»na zastoso-

wa¢ w nast¦puj¡cy sposób aby pokaza¢, »e warunek

K
(
x0,

1

p

)
∩ clU

(sp)
jp
6= ∅ 6= K

(
x0,

1

p

)
∩ clU

(s′p)

j′p
, p = 1, 2, . . . , (sp, jp) 6= (s′p, j

′
p),

(2.23)
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dla dowolnego x0 ∈ C(f) jest faªszywy.

Zauwa»my najpierw, »e ci¡gi (sp) i (s′p) s¡ ograniczone. Istotnie, warto±ci

funkcji |f | na wyrazach ci¡gów
(
U

(sp)
jp

)
p
i
(
U

(s′p)

j′p

)
p
(zbie»nych, odpowiednio,

do punktów x0, x
′
0 ∈ C(f)), s¡ wi¦ksze (patrz warunek (br+1)) ni» suma dol-

nego i górnego indeksu ka»dego ze zbiorów takiego ci¡gu. Gdyby wi¦c ci¡gi

(sp) i (s′p) nie byªy ograniczone, to punkty x0 i x′0 nie byªyby punktami ci¡-

gªo±ci funkcji f .

St¡d, przechodz¡c do podci¡gów mo»emy zaªo»y¢, »e te ci¡gi s¡ staªe:

sp = q1, s
′
p = q2,

dla wszystkich p = 1, 2, . . ..

Twierdzimy tak»e, »e ci¡gi (jp) oraz (j′p) s¡ ograniczone:

w przeciwnym przypadku mo»emy zaªo»y¢, »e istnieje ci¡g (up) taki,

»e np. up ∈ K
(
x0,

1
p

)
∩ clU

(sp)
jp

, dla wszystkich indeksów p, oraz

limp→∞ up = x0; st¡d, poniewa» x0 jest punktem ci¡gªo±ci funkcji f ,

limp→∞ f(up) = f(x0), wbrew nierówno±ci w warunku (br+1).

Przechodz¡c do podci¡gów mo»emy teraz zaªo»y¢, »e oba ci¡gi (jp) i (j′p) s¡

staªe:

sp = m1, s
′
p = m2,

dla wszystkich p = 1, 2, . . ..

Poªó»my M = U
(q1)
m1 = U

(sp)
jp

, P = U
(q2)
m2 = U

(s′p)

j′p
. Poniewa» (sp, jp) 6=

6= (s′p, j
′
p), wi¦c (q1,m1) 6= (q2,m2), sk¡d M 6= P . Z okre±lenia zbiorów M i P

oraz z warunku (cr+1) wynika teraz, »e:

clM ∩ clP = ∅. (2.24)
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Z drugiej strony, z (2.23) otrzymujemy:

K
(
x0,

1

p

)
∩ clM 6= ∅ 6= K

(
x0,

1

p

)
∩ clP,

dla niesko«czenie wielu indeksów p. St¡d

x0 ∈ clM ∩ clP,

wbrew równo±ci (2.24). Z powy»szej sprzeczno±ci wynika, »e warunek (ii)

Lematu 2.2 nie mo»e by¢ faªszywy. Tym samym zako«czony zostaª dowód

Lematu 2.2. �

Na zako«czenie tego podrozdziaªu udowodnimy dwa dodatkowe lematy.

Zostan¡ one wykorzystane w dowodzie gªównego twierdzenia Rozdziaªu 2.

Lemat 2.3.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech f ∈ B
#
1 (X). Zbiór

D(f) ∪ KL, gdzie L jest rodzin¡ zbiorów okre±lon¡ tak jak w powy»szym

lemacie, jest domkni¦ty.

Dowód.

Poªó»my W = D(f) ∪KL. Poka»emy, »e

W = clW. (2.25)

Na mocy Lematu 2.1, zbiór F = D(f) jest domkni¦ty, sk¡d

clW = F ∪ clKL. (2.26)

Ustalmy element x ∈ clW . Poniewa» F ⊂ W (i F jest domkni¦ty), wi¦c

z równo±ci (2.26) wynika, »e bez zmniejszania ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e

x ∈ clKL = (clKL ∩ F ) ∪ (clKL \ F ), a zatem, »e

x ∈ clKL \ F = clKL ∩ C(f) (2.27)
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(przypominamy, »e X\F = X\D(f) = C(f)). Twierdzimy, »e warunek (2.27)

implikuje x ∈ KL, tj., x ∈ clK ′ dla pewnego K ′ ∈ L (co w dalszej kolejno±ci

implikuje, »e x ∈ W , sk¡d clW = W ). Istotnie, przypu±¢my, »e x 6∈ clK dla

ka»dego K ∈ L. Z równo±ci w warunku (2.27) wynika, »e x ∈ C(f) zatem,

na mocy Lematu 2.2 (ii) wnioskujemy, »e istnieje otwarte otoczenie U punktu

x takie, »e albo U ∩ clK0 6= ∅ dla dokªadnie jednego zbioru K0 ∈ L, lub

U ∩ clK = ∅ dla ka»dego K ∈ L. Poªó»my teraz Ux = U \ clK0 w pierwszym

przypadku oraz Ux = U w drugim. Wtedy zbiór Ux jest otwartym otoczeniem

punktu x takim, »e Ux ∩KL = ∅, sk¡d x 6∈ clKL - wbrew warunkowi (2.27).

Zatem nasze stwierdzenie musi by¢ prawdziwe. To ko«czy dowód równo±ci

(2.25). �

Lemat 2.4.

Niech A i B b¦d¡ rodzinami zbiorów okre±lonymi tak jak w Lemacie 2.2.

Wtedy zbiory KA i KB s¡ rozgraniczone, tj.,

KA ∩ clKB = KB ∩ clKA = ∅. (2.28)

Dowód.

Zauwa»my najpierw, »e z warunków (i) oraz (ii) Lematu 2.2 wynika, i»

clM ∩ clN = ∅ (2.29)

dla dowolnych zbiorów M ∈ A i N ∈ B. Przypu±¢my, »e istnieje element

w ∈ KA ∩ clKB. Wtedy istniej¡: zbiór K ∈ A taki, »e w ∈ clK oraz ci¡g

(wr) ⊂ KB zbie»ny do w. Zauwa»my, »e KB =
⋃
K∈B clK oraz B = {U (i)

2j :

i, j > 1}, gdzie U (i)
j = K(t

(i)
j , ε

(i)
j ), j = 1, 2, . . . s¡ zbiorami okre±lonymi tak,

»e limj→∞ U
(i)
j = xi ∈ D(f). Z powy»szych okre±le« wynika, »e (wr) ⊂ KB

gdy istnieje niesko«czenie wiele indeksów r takich, »e:
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• wr ∈ clH0 dla pewnego H0 ∈ B

• wr ∈ clHr, gdzie Hr ∈ B oraz Hr′ 6= Hr′′ przy r′ 6= r′′.

Z zaªo»e« pierwszego punktu wynika, »e x ∈ clK ∩ clH0, wbrew warunkowi

(2.29). W drugim przypadku za±, na mocy warunku (iii) Lematu 2.2, otrzy-

mujemy limr→∞|f(wr)| =∞, wbrew ci¡gªo±ci funkcji f w punkcie

x ∈ KA ⊂ C(f). Tak wi¦c warunek (2.28) nie mo»e by¢ faªszywy. �
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2.2. Rozkªad funkcji z klasy B
#
1 (X) na sum¦ dwóch skªadników z

klasy QU(X)

W niniejszym podrozdziale podamy i udowodnimy gªówne twierdzenie tego

rozdziaªu. Okre±limy w nim sposób rozkªadu funkcji z klasy B
#
1 (X) na sum¦

dwóch skªadników z klasy QU(X).

Oznaczenie 2.3.

Symbolem B
#
01(X) oznacza¢ b¦dziemy podzbiór klasy B

#
1 (X) zªo»ony z

funkcji f takich, »e f�D(f) ≡ 0.

Poni»sza uwaga pozwoli nam skróci¢ dowód twierdzenia gªównego (dzi¦ki

niej ograniczymy si¦ do przypadku funkcji f ∈ B
#
01(X)).

Uwaga 2.2.

Je±li f ∈ B
#
1 (X) to f = f0 + g, gdzie f0 ∈ B

#
01(X) oraz g ∈ C(X).

Dowód.

Niech f ∈ B
#
1 (X). Wówczas, na mocy warunku (t2) De�nicji 2.1, zaw¦»e-

nie f�D(f) jest ci¡gªe. Na mocy Lematu 2.1, zbiór D(f) ⊂ X jest domkni¦ty.

Zatem, z twierdzenia Tietzego wynika, »e odwzorowanie f�D(f) mo»na prze-

dªu»y¢ do funkcji g ∈ C(X). Niech f0(x) = f(x)−g(x), dla dowolnego x ∈ X.

Wtedy f0 ∈ B
#
01(X), f0 + g = f i f0(x) = 0 dla dowolnego x ∈ D(f). To

ko«czy dowód. �

Z powy»szej uwagi wynika, »e

B
#
1 (X) = B

#
01(X) + C(X). (2.30)

Podamy teraz i udowodnimy gªówny wynik tego rozdziaªu. Stanowi on uogól-

nienie twierdzenia Borsíka, Dobo²a i Repický'ego [13, Theorem 4.1], w którym
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udowodniono, »e je»eli X jest przestrzeni¡ metryczn¡ o±rodkow¡, to ka»da

funkcja z klasy B∗1(X) jest sum¡ trzech funkcji quasi-ci¡gªych o domkni¦tym

wykresie.

Twierdzenie 2.5.

Niech (X, ρ) b¦dzie niesko«czon¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Ka»de odwzo-

rowanie f ∈ B#
1 (X) jest sum¡ dwóch funkcji quasi-ci¡gªych i o domkni¦tym

wykresie na X, tj.,

B#
1 (X) ⊂ QU(X) + QU(X). (2.31)

Dowód.

Na mocy równo±ci (2.30) wystarczy, »e udowodnimy - równowa»n¡ do

zwi¡zku (2.31) - inkluzj¦:

B
#
01(X) ⊂ QU(X) + QU(X). (2.32)

Ustalmy w tym celu funkcj¦ f ∈ B
#
01(X). Wystarczy, »e rozwa»ymy jednynie

przypadek, gdy f jest odwzorowaniem nieci¡gªym. W dowodzie twierdzenia

podamy okre±lenia funkcji h1, h2 ∈ QU(X) takich, »e f = h1 + h2. Oba

te odwzorowania b¦d¡ okre±lone z wykorzystaniem przeliczalnej rodziny L,

otwartych podzbiorów zbioru C(f), których wªasno±ci zostaªy wymienione w

Lemacie 2.2.

Niech f+ = max{f, 0}, f− = max{−f, 0}, F = D(f). Na podstawie

Lematu 2.3, zbiór W zde�niowany wzorem

W = F ∪KL = F ∪KA ∪KB, (2.33)

(gdzie KA =
⋃
K∈A clK oraz KB =

⋃
K∈B clK), jest zbiorem domkni¦tym.

Przypomnijmy ponadto, »e elementami rodzin A oraz B s¡ takie otwarte pod-

zbiory przestrzeni X, »e KA∪KB ⊂ C(f). Oznaczmy przez `W funkcj¦ ci¡gª¡
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okre±lon¡ na zbiorze X \W wzorem `W (x) = 1/ ρ(x,W ). Poniewa»W = clW ,

wi¦c ρ(x,W ) > 0 dla dowolnego x ∈ X \W . Zde�niujemy teraz funkcje h1, h2

wzorami

h1(x) =


f(x) dla x ∈ KA

0 dla x ∈ KB ∪ F

f+(x) + `W (x) dla x ∈ X \W,

(2.34)

oraz

h2(x) =


0 dla x ∈ KA

f(x) dla x ∈ KB ∪ F

−f−(x)− `W (x) dla x ∈ X \W.

(2.35)

Oczywi±cie f = h1 + h2. Poka»emy, »e obie funkcje h1, h2 s¡ quasi-ci¡gªe i

maj¡ domkni¦te wykresy. Zauwa»my, »e s¡ one ci¡gªe - wi¦c te» quasi-ci¡gªe

- na zbiorze otwartym X \W (bo W jest domkni¦ty).

Podamy teraz uzasadnienie (wykorzystuj¡c w tym celu De�nicj¦ 1.18)

quasi-ci¡gªo±ci odwzorowania h1 na zbiorze W .

Je»eli x0 ∈ KA =
⋃
K∈A clK, to istnieje zbiór otwarty K ∈ A taki (patrz

warunek (i) w Lemacie 2.2), »e x0 ∈ clK ⊂ C(f). Je»eli x0 ∈ K, to oczywi±cie

x0 ∈ C(h1) (poniewa» f(x) = h1(x) dla dowolnego x ∈ clK, K ∈ A). Je»eli z

kolei x0 ∈ clK \K, to istnieje ci¡g (tn) ⊂ K zbie»ny do x0. Zatem h1(tn) =

f(tn)→ f(x0) = h1(x0), sk¡d wynika, »e funkcja h1 jest quasi-ci¡gªa w punkcie

x0.

Je»eli x0 ∈ KB =
⋃
K∈B clK, to istnieje zbiór K ∈ B taki, »e x0 ∈ clK.

Poniewa» K jest zbiorem otwartym i h1(x) = 0 dla ka»dego x ∈ K, wi¦c

zbiór K jest zawarty w zbiorze C(h1) punktów ci¡gªo±ci funkcji h1. Zatem
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x0 = limn→∞ tn, gdzie tn ∈ K ⊂ C(h1), n = 1, 2, . . .. St¡d, na mocy De�nicji

1.18, funkcja h1 jest quasi-ci¡gªa w ka»dym punkcie x0 ∈ KB.

Niech teraz x0 ∈ F . Wtedy h1(x0) = 0. Na podstawie warunku (iv)

Lematu 2.2 mamy

F ⊂ clUA ∩ clUB,

gdzie UA i UB s¡ zbiorami otwartymi (patrz Oznaczenie 2.1). Zatem x0 =

= limn→∞ tn, gdzie tn ∈ UB ⊂ C(h1), n = 1, 2, . . .. St¡d, na mocy De�nicji

1.18, funkcja h1 jest quasi-ci¡gªa w ka»dym punkcie x0 ∈ F .

Podobnie udowodnimy quasi-ci¡gªo±¢ na zbiorze W funkcji h2.

Je»eli x0 ∈ KB =
⋃
K∈B clK, to istnieje zbiór otwarty K ∈ B taki (patrz

warunek (i) w Lemacie 2.2), »e x0 ∈ clK ⊂ C(f). Je»eli x0 ∈ K, to oczywi±cie

x0 ∈ C(h2) (poniewa» f(x) = h2(x) dla dowolnego x ∈ clK, K ∈ B). Je»eli z

kolei x0 ∈ clK \K, to istnieje ci¡g (tn) ⊂ K zbie»ny do x0. Zatem

h2(tn) = f(tn)→ f(x0) = h2(x0), sk¡d wynika, »e funkcja h2 jest quasi-ci¡gªa

w punkcie x0.

Je»eli z kolei x0 ∈ KA =
⋃
K∈A clK, to istnieje zbiór K ∈ A taki, »e

x0 ∈ clK. Poniewa» K jest zbiorem otwartym i h2(x) = 0 dla ka»dego x ∈ K,

wi¦c zbiórK jest zawarty w zbiorze C(h2) punktów ci¡gªo±ci funkcji h2. Zatem

x0 = limn→∞ tn, gdzie tn ∈ K ⊂ C(h2), n = 1, 2, . . .. St¡d, na mocy De�nicji

1.18, funkcja h2 jest quasi-ci¡gªa w ka»dym punkcie x0 ∈ KA.

Niech teraz x0 ∈ F . Wtedy h2(x0) = f(x0) i poniewa» f�D(f) ≡ 0, wi¦c

h2(x0) = 0. Na podstawie warunku (iv) Lematu 2.2 mamy

F ⊂ clUB ∩ clUA,
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gdzie UA i UB s¡ zbiorami otwartymi (patrz Oznaczenie 2.1). Zatem x0 =

= limn→∞ tn, gdzie tn ∈ UA ⊂ C(h2), n = 1, 2, . . .. St¡d, na mocy De�nicji

1.18, funkcja h2 jest quasi-ci¡gªa w ka»dym punkcie x0 ∈ F .

Z powy»szych rozwa»a« wynika, »e odwzorowanie h1 (a tak»e h2) jest quasi-

ci¡gªe na zbiorze W = KA ∪KB ∪F = KL ∪F . Zatem h1 i h2 s¡ quasi-ci¡gªe

na zbiorze (X \W ) ∪W = X.

Aby udowodni¢, »e odwzorowania h1 i h2 maj¡ domkni¦te wykresy, ustalmy

punkt x0 ∈ X i ci¡g xn → x0. Niech ponadto hj(xn)→ αj ∈ R przy n→∞,

j = 1, 2. Musimy pokaza¢, »e αj = hj(x0), j = 1, 2. Poniewa» zbiór X \W

jest otwarty i (jak pokazali±my wcze±niej) odwzorowania hj, j = 1, 2 s¡ na

nim ci¡gªe, wi¦c obydwa maj¡ na nim domkni¦te wykresy. Rozwa»my wi¦c

pozostaªe podprzypadki przypadku x0 ∈ W = KA ∪ (KB ∪ F ):

(a) x0 ∈ KA,

(b) x0 ∈ KB,

(c) x0 ∈ F .

Zauwa»my najpierw, »e

xn ∈ W dla prawie wszystkich n : (2.36)

gdyby bowiem dla niesko«czenie wielu indeksów n byªo xn ∈ X \W ,

to dla tych»e indeksów mieliby±my h1(xn) = f+(xn) + `W (xn) oraz

h2(xn) = −f−(xn) − `W (xn); wówczas |hj(xn)| > `W (xn) = 1
ρ(xn,W )

dla niesko«czenie wielu indeksów n; poniewa» jednak

limn→∞ ρ(xn,W ) = 0, wi¦c limn→∞|hj(xn)| =∞ dla j = 1, 2,

sprzeczno±¢.
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W podprzypadku (a), zachodzi równo±¢ α1 = f(x0) = h1(x0), poniewa»

na podstawie Lematu 2.2(i) zbiór KA jest podzbiorem zbioru C(f), punktów

ci¡gªo±ci funkcji f .

Aby udowodni¢, »e α2 = h2(x0) = 0 wystarczy pokaza¢, »e

xn ∈ KA dla prawie wszystkich indeksów n. (2.37)

W przeciwnym przypadku, na podstawie warunku (2.36) mieliby±my

xn ∈ KB ∪ F dla niesko«czenie wielu indeksów n, sk¡d x0 ∈ cl(KB ∪ F ) =

= clKB ∪ F (poniewa» na podstawie Lematu 2.1, mamy clF = F = D(f)).

St¡d, na mocy (2.28) i Lematu 2.2(i), otrzymaliby±my sprzeczno±¢:

x0 ∈ KA ∩ (clKB ∪ F ) = KA ∩ clKB︸ ︷︷ ︸
=∅, patrz Lemat 2.4

∪ KA ∩ F︸ ︷︷ ︸
=∅, bo KA⊂C(f)=X\F

= ∅.

Ostatecznie, warunek (2.37) jest prawdziwy, co implikuje α2 = h2(x0) = 0,

jak twierdzili±my.

W podprzypadku (b),

xn ∈ KB dla prawie wszystkich indeksów n, (2.38)

poniewa» ponownie, na mocy (2.28) i Lematu 2.2(i)(ii), F ∩KB = ∅ = clKA∩

∩KB. Tak wi¦c h1(x0) = 0 = h1(xn) = 0 → 0 = α1 oraz h2(xn) = f(xn) →

f(x0) =

= α2 (poniewa» x0 ∈ C(f): patrz Lemat 2.2(i)) przy n→∞.

W podprzypadku (c) zauwa»my, »e z postaci odwzorowa« h1, h2 i z przyj¦-

tego warunku f�F ≡ 0 wynika, »e h1(x0) = 0 = f(x0) = h2(x0). Ponadto,

odwzorowania h1 i h2 s¡ równe f , odpowiednio, na KA i KB. Zatem, na

mocy Lematu 2.2(iii), xn ∈ KA dla sko«czonej ilo±ci indeksów n w przypadku

odwzorowania h1 oraz xn ∈ KB dla sko«czonej ilo±ci indeksów n w przypadku

odwzorowania h2. Wreszcie, xn ∈ KB ∪ F dla prawie wszystkich indeksów n
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przy h1 oraz xn ∈ KA ∪ F dla prawie wszystkich indeksów n przy h2. Ale

wówczas, poniewa» h1 i h2 �znikaj¡�, odpowiednio, na zbiorachKB∪F iKA∪F ,

wi¦c hj(xn) = 0→ 0 = hj(x0) = αj, j = 1, 2, przy n→∞.

Pokazali±my w ten sposób, »e w ka»dym z podprzypadków (a), (b) i (c)

warunki xn → x0 i hj(xn) → αj ∈ R (przy n → ∞), j = 1, 2, implikuj¡, »e

αj = hj(x0), tj., obie funkcje h1 i h2 maj¡ domkni¦te wykresy.

Dowód inkluzji (2.32) jest zako«czony. �

Po zastosowaniu Twierdzenia 2.5 do funkcji g = ln f otrzymujemy natych-

miast nast¦puj¡cy wynik.

Twierdzenie 2.6.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech f : X → R+ b¦dzie funkcj¡

speªniaj¡c¡ warunki (t1) i (t2). Je±li limu→xf(u) =∞ lub limu→xf(u) = 0 dla

ka»dego x ∈ D(f), to f jest iloczynem dwóch dodatnich funkcji quasi-ci¡gªych.

Uwaga 2.3.

�adne z odwzorowa« b¦d¡cych czynnikami iloczynu okre±lonego w powy»-

szym twierdzeniu nie musi mie¢ domkni¦tego wykresu.

Powy»sz¡ uwag¦ dobrze obrazuje nast¦puj¡cy przykªad.

Przykªad 2.1.

Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ wzorem:

f(x) =

 1 ; x = 0

1
|x| ; x 6= 0.

Wtedy C(f) = R \ {0} i dla f speªnione s¡ warunki (t1) oraz (t2) De�nicji

2.1. Ponadto, oczywi±cie limu→0f(u) =∞. Zatem, na mocy Twierdzenia 2.6,

funkcja f jest iloczynem dwóch funkcji quasi-ci¡gªych eh1 i eh2 (funkcje h1 i
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h2 okre±lone s¡ w Twierdzeniu 2.5), z których jednak eh2 nie ma domkni¦tego

wykresu. Istotnie, niech

A =
{( 1

4k + 2
,

1

4k + 1

)
: k = 0, 1, 2, . . .

}
,

oraz

B =
{( 1

4k + 4
,

1

4k + 3

)
: k = 0, 1, 2, . . .

}
.

Poªó»my

h1(x) =


1
x

; x ∈ KA

0 ; x ∈ KB ∪ {0}

f+(x) + 1
|x| ; x ∈ R \ {0},

oraz

h2(x) =


0 ; x ∈ KA

f(x) ; x ∈ KB ∪ {0}

f−(x)− 1
|x| ; x ∈ R \ {0}.

Wtedy eh2(0) = e1 = e, ale limx→0− h2(x) = −∞, sk¡d limx→0− e
h2(x) = 0.

Oznacza to, »e wykres funkcji eh2 nie jest domkni¦ty.

Z Twierdze« 2.5 i 2.6 otrzymujemy

Wniosek 2.7.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech f : X → R+ b¦dzie funkcj¡

speªniaj¡c¡ warunki (t1) i (t2). Je±li limu→xf(u) = ∞ dla ka»dego x ∈ D(f),

to f = g1 + g2 = g3 · g4, gdzie g1, g2, g3, g4 s¡ quasi-ci¡gªe na X i dodatkowo

g1, g2 maj¡ domkni¦te wykresy.
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Rozszerzenia funkcji o domkni¦tym wykresie i ich

zastosowanie do charakteryzacji P-przestrzeni

3.1. Rozszerzenia funkcji o domkni¦tym wykresie

W 1916 roku Tietze udowodniª, »e funkcj¦ ci¡gª¡ f okre±lon¡ na domkni¦-

tym podzbiorze A przestrzeni normalnej X, mo»na przedªu»y¢ do funkcji ci¡-

gªej okre±lonej na caªej przestrzeni X.

Okazuje si¦, »e je±li X jest przestrzeni¡ metryczn¡, to twierdzenie Tietzego

mo»na znacznie wzmocni¢: klasyczne twierdzenie Borsuka (uogólnione przez

Dugundjiego [49, Theorem 21.1.4]) mówi, »e istnieje operator liniowy Ext z

C(A) do C(X) taki, »e Ext(f)�A = f dla wszystkich f ∈ C(A); operator Ext

jest wi¦c liniowym operatorem rozszerzania. Ponadto, operator ten zaw¦»ony

do Cb(A), funkcji ograniczonych z C(A), jest dodatni¡ izometri¡ o warto±ciach

w Cb(X).

Badania w tym kierunku, dla przestrzeni funkcji ró»niczkowalnych, prowa-

dzone byªy m.in. przez Merriena [40] i Bromberga [14]. W roku 2007 Fe�er-

man [21] uzyskaª nast¦puj¡ce uogólnienie ich wyników: Dla ustalonych m,n ∈

N oraz niesko«czonego podzbioru E przestrzeni Rn, niech Cm(Rn) oznacza

przestrze« m-krotnie ró»niczkowalnych funkcji f : Rn → R, za± Cm(E) - prze-

strze« zaw¦»e« do E elementów Cm(Rn). Wtedy istnieje liniowy i ci¡gªy ope-

rator T : Cm(E) → Cm(Rn) taki, »e T (f)(e) = f(e), dla dowolnego e ∈ E.

Operator T jest oczywi±cie liniowym operatorem rozszerzania.

50
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Naturalnym problemem w zakresie moich bada« jest przedªu»anie odwzo-

rowa« z zachowaniem klasy innej ni» ci¡gªo±¢. W roku 2005 Kalenda i Spurný

[32] opublikowali prac¦ o rozszerzeniach funkcji pierwszej klasy Baire'a okre±lo-

nych na podzbiorach przestrzeni caªkowicie regularnej X, uogólniaj¡c kla-

syczny wynik w tym zakresie pochodz¡cy od Kuratowskiego [37], gdy X jest

przestrzeni¡ metryczn¡. W gªównym twierdzeniu tego podrozdziaªu podany

jest jawny wzór na rozszerzenie funkcji o domkni¦tym wykresie okre±lonej na

podzbiorze zerowym przestrzeni normalnej X, do funkcji o domkni¦tym wy-

kresie na caªej przestrzeni X. Zostanie on wykorzystany do konstruowania

rozszerze« funkcji z pewnej podklasy klasy funkcji kawaªkami ci¡gªych. Cz¦±¢

tego rozdziaªu oparta jest na publikacji [58].

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡, g : X → R - funkcj¡ ci¡gª¡, A =

= [g = 0] - zbiorem zerowym funkcji g, oraz f : A→ R - funkcj¡ o domkni¦tym

wykresie. Dla przejrzysto±ci prowadzonych rozwa»a« wprowad¹my nast¦pu-

j¡ce okre±lenia.

Definicja 3.1.

Symbolem f (A,g) oznacza¢ b¦dziemy odwzorowanie f (A,g) : X → R okre±lo-

ne wzorem

f (A,g)(x) =

 f(x) dla x ∈ A,
1

g(x)
dla x /∈ A.

(3.1)

Ponadto, symbolem Ext(A,g) oznacza¢ b¦dziemy odwzorowanie

Ext(A,g) : U+(A)→ U+(X) okre±lone wzorem

Ext(A,g)(f) = f (A,g).
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Uwaga 3.1.

Z powy»szych okre±le« wynika natychmiast, »e je»eli g1 6= g2, to

f (A,g1) 6= f (A,g2), sk¡d Ext(A,g1)(f) 6= Ext(A,g2)(f). Podobnie, je±li f1 6= f2, to

Ext(A,g)(f1) 6= Ext(A,g)(f2).

Twierdzenie 3.1.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡, g : X → R - ustalon¡ funk-

cj¡ ci¡gª¡, A - zbiorem zerowym funkcji g (przyjmujemy, »e X 6= A 6= ∅),

oraz f : A → R - odwzorowaniem o domkni¦tym wykresie. Wtedy funkcja

f (A,g) okre±lona wzorem (3.1) ma domkni¦ty wykres, przeksztaªcenie Ext(A,g)

jest dodatnio a�niczne (patrz De�nicja 1.5) oraz zbiór D(f (A,g)) - punktów

nieci¡gªo±ci funkcji f (A,g) - jest postaci:

D(f (A,g)) = D(f) ∪ bdA.

Dowód.

Uzasadnimy najpierw, »e odwzorowanie f (A,g) ma domkni¦ty wykres. Je-

»eli x /∈ A, to f (A,g)(x) = 1
g(x)

, sk¡d x ∈ C(f (A,g)). Zatem funkcja f (A,g) ma

domkni¦ty wykres na zbiorze X \A. Poka»emy teraz, »e f ma domkni¦ty wy-

kres równie» na zbiorze A. Wykorzystamy w tym celu Lemat 1.2. Poka»emy

wi¦c, »e dla dowolnego MS-ci¡gu (xδ) takiego, »e xδ → x ∈ A i f(xδ)→ y ∈ R,

zachodzi równo±¢ y = f(x). Rozpatrzmy w tym celu nast¦puj¡ce przypadki:

(·) x ∈ intA,

(··) x ∈ A \ intA.

W przypadku (·), niech (xα) b¦dzie MS-ci¡giem zbie»nym do punktu x oraz

niech f (A,g)(xα) → t ∈ R. Poniewa» zbiór intA jest otwarty, wi¦c istnieje

wska¹nik α0 taki, »e xα ∈ intA dla ka»dego α > α0. Zatem f (A,g)(xα) =
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= f(xα)→ t. Z faktu, »e funkcja f ma domkni¦ty wykres wynika, »e

t = f(x) = f (A,g)(x).

W przypadku (··) mamy f (A,g)(x) = f(x) oraz g(x) = 0. Niech (xα)

b¦dzie MS-ci¡giem zbie»nym do punktu x, oraz niech f (A,g)(xα) → t ∈ R.

Twierdzimy, »e istnieje element β taki, »e dla dowolnego indeksu α > β,

zachodzi xα ∈ A:

Istotnie, przypu±¢my, »e dla dowolnego elementu β istnieje indeks

αβ > β taki, »e xαβ = yβ ∈ X \ A. Wtedy

f (A,g)(yβ) =
1

g(yβ)
→ t 6= 0

(bo w przeciwnym przypadku mieliby±my |g(yβ)| → ∞ przy yβ → x,

co prowadzi do sprzeczno±ci z faktem, i» funkcja g jest ci¡gªa). Zatem

g(yβ)→ 1

t
6= 0. (3.2)

Z drugiej strony, z ci¡gªo±ci funkcji g wynika, »e

g(yβ)→ g(x) = 0,

wbrew (3.2).

Zatem istnieje element β taki, »e dla dowolnego indeksu α > β, zachodzi

f (A,g)(xα) = f(xα)→ t. Z domkni¦to±ci wykresu funkcji f wynika, »e

t = f(x) = f (A,g)(x).

Pokazali±my w ten sposób, »e dla dowolnego elementu x ∈ A i dla do-

wolnego MS-ci¡gu (xα) zbie»nego do punktu x, zachodzi f (A,g)(xα) → t =

f (A,g)(x). St¡d, na mocy Lematu 1.2, funkcja f (A,g) ma domkni¦ty wykres w

caªej dziedzinie.

Niech teraz liczby a, b > 0 b¦d¡ takie, »e a + b = 1. Ponadto, niech

f1, f2 b¦d¡ nieujemnymi funkcjami rzeczywistymi na A, obie o domkni¦tym
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wykresie. Wtedy funkcje af1 i bf2 s¡ oczywi±cie nieujemne oraz (patrz Uwaga

1.2) maj¡ domkni¦te wykresy. Z Lematu 1.9 wynika teraz, »e odwzorowanie

af1 + bf2 ma domkni¦ty wykres; ponadto

Ext(A,g)(af1 + bf2) = af1 + bf2(A,g) =

 (af1 + bf2)(x) dla x ∈ A,
a

g(x)
+ b

g(x)
dla x /∈ A

=

=

 af1(x) + bf2(x) dla x ∈ A,
1

g(x)
dla x /∈ A

= af1(A,g) + bf2(A,g) =

= aExt(A,g)(f1) + bExt(A,g)(f2).

Wykazali±my w ten sposób dodatni¡ a�niczno±¢ odwzorowania Ext(A,g).

Na zako«czenie wyka»emy, »e D(f (A,g)) = D(f) ∪ bdA =

= (X \ C(f)) ∪
(
A ∩ (X \ intA)

)
.

Niech x ∈ D(f (A,g)). Przypu±¢my, niewprost, »e x /∈ D(f) ∪ bdA. Mamy

zatem x ∈ C(f) ∩
[
(X \ A) ∪ intA

]
, sk¡d x ∈ C(f) oraz x ∈ (X \ A) ∪ intA.

Je»eli x ∈ X \ A, to f (A,g)(x) = 1
g(x)

, sk¡d x ∈ C(f (A,g)). Je»eli z kolei

x ∈ intA, to f (A,g)(x) = f(x), sk¡d x ∈ C(f (A,g)). W obu przypadkach mamy

zatem x ∈ C(f (A,g)), wbrew zaªo»eniu. Pokazali±my tym samym, »e

D(f (A,g)) ⊂ D(f) ∪ bdA. (3.3)

Poka»emy teraz, »e D(f) ∪ bdA ⊂ D(f (A,g)). Niech x ∈ D(f) ∪ bdA.

Zaªó»my najpierw, »e x ∈ D(f). Poniewa» ka»dy punkt nieci¡gªo±ci funkcji f

jest punktem nieci¡gªo±ci funkcji f (A,g), wi¦c x ∈ D(f (A,g)). Niech teraz

x ∈ bdA. Wtedy istnieje MS-ci¡g (xα) ⊂ X \ A zbie»ny do punktu x.

Wówczas, z ci¡gªo±ci funkcji g wynika, »e 1
f (A,g)(xα)

= g(xα) → 0. Zatem

|f (A,g)(xα)| → ∞, sk¡d x ∈ D(f (A,g)).

Pokazali±my tym samym, »e je»eli x ∈ D(f)∪bdA, to x ∈ D(f (A,g)). St¡d

D(f) ∪ bdA ⊂ D(f (A,g)). (3.4)
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�¡cz¡c inkluzje (3.3) oraz (3.4) otrzymujemy drug¡ cz¦±¢ tezy Twierdzenia.

To ko«czy jego dowód. �

Udowodnimy teraz wniosek wynikaj¡cy z powy»szego Twierdzenia.

Okre±limy w nim odwzorowanie, które oka»e si¦ by¢ retrakcj¡ (patrz De�nicja

1.6). W literaturze przyjmuje si¦ zwykle, »e retrakcja jest odwzorowaniem

ci¡gªym. W naszym przypadku rozwa»amy funkcje, które nie musz¡ by¢ ci¡gªe

(ale zachowuj¡ domkni¦to±¢ wykresu). Tak wi¦c powiemy, »e odwzorowanie

surjektywne e : X → A ⊂ X jest retrakcj¡, o ile e2 = e ◦ e = e.

Wniosek 3.2.

Przy oznaczeniach i zaªo»eniach przyj¦tych w Twierdzeniu 3.1, odwzorowa-

nie e : U(X)→ U(X) okre±lone wzorem e(f) = Ext(A,g)(f�A) jest retrakcj¡.

Dowód.

Niech e(f) = Ext(A,g)(f�A). Przyjmijmy ponadto, »e rA(f) = f�A. Mamy

wówczas

e ◦ e = (Ext(A,g) ◦rA) ◦ (Ext(A,g) ◦rA) = Ext(A,g) ◦(rA ◦ Ext(A,g)︸ ︷︷ ︸
idU(X)

) ◦ rA =

= Ext(A,g) ◦rA = e.

�

W Twierdzeniu 3.1 zbiór A jest domkni¦ty i typu Gδ. Okazuje si¦, »e

zaªo»enia tego nie mo»na na ogóª osªabi¢. Je»eli np. domkni¦to±¢ zbioru

A ⊂ X zast¡pimy zaªo»eniem, »e jest on typu Fσ, to istniej¡ przykªady funkcji

f ∈ U(A), których nie da si¦ przedªu»y¢ do odwzorowania f (A,g) ∈ U(X).

Rozwa»my jeden z nich.
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Przykªad 3.1.

Niech X = R oraz A = (0,∞). A jest oczywi±cie zbiorem typu Gδ

(bo jest otwarty) oraz zbiorem typu Fσ (poniewa» (0,∞) =
⋃
n[ 1
n
, n]) w X.

Niech f : (0,∞)→ R b¦dzie odwzorowaniem okre±lonym wzorem f(x) = sin 1
x
.

Oczywi±cie f jest ci¡gªe w ka»dym punkcie x ∈ A = (0,∞) ⊂ R, a wi¦c

f ∈ U(A). Jednak funkcji f nie da si¦ przedªu»y¢ do »adnej funkcji

g : [0, 1] → R o domkni¦tym wykresie. Wynika to z faktu, »e w produkcie

{0} × [0, 1] ⊂ [0, 1] × R znajdzie si¦ niesko«czenie wiele punktów skupienia

wykresu ka»dej funkcji g takiej, »e g�A = f .

Ponadto, warto zauwa»y¢, »e

Uwaga 3.2.

Niech X b¦dzie normaln¡ przestrzeni¡ spójn¡. Wówczas jedynymi zbio-

rami domkni¦to-otwartymi w X s¡ ∅ i X. Wtedy, nawet w sytuacji gdy

odwzorowanie f jest ci¡gªe, jego rozszerzenie f (A,g) okre±lone wzorem (3.1)

jest �nietrywialne� (tj., nieci¡gªe). Jest tak np. wtedy, gdy niepusty ustalony

zbiór A 6= X nie jest otwarty w X.
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3.2. Zastosowanie rozszerze« funkcji o domkni¦tym wykresie do

charakteryzacji P-przestrzeni

W niniejszym podrozdziale wykorzystamy Twierdzenie 3.1 do uzyskania

nowej charakteryzacji P-przestrzeni.

Definicja 3.2.

Mówimy, »e caªkowicie regularna przestrze« topologiczna X jest

P-przestrzeni¡ [24, str. 62-63], je±li dowolny jej podzbiór typu Gδ jest otwarty;

równowa»nie, ka»dy zbiór kozerowy [zerowy] jest domkni¦ty [otwarty].

Definicja 3.3.

Mówimy, »e caªkowicie regularna przestrze« topologiczna X jest zero-

wymiarowa [20, str. 435], je±li jest niepust¡ T1-przestrzeni¡ i ma baz¦ zªo»on¡

ze zbiorów domkni¦to-otwartych.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ normaln¡, g : X → R - funkcj¡ ci¡gª¡ oraz

A - zbiorem zerowym funkcji g (przyjmujemy, »e X 6= A 6= ∅). Ponadto,

niech f(x) = 0 dla dowolnego x ∈ A. Wtedy rozszerzenie funkcji f okre±lone

wzorem (3.1) przyjmuje posta¢:

0(A,g)(x) =

 0 dla x ∈ A,
1

g(x)
dla x /∈ A.

(3.5)

Wiemy ju» (patrz Twierdzenie 3.1), »e funkcja 0(A,g) ma domkni¦ty wykres.

Poniewa» funkcja f ≡ 0 na A jest ci¡gªa, wi¦c naturalnym jest problem ci¡-

gªo±ci funkcji 0(A,g), tj.,

Problem. Przy jakim zaªo»eniu o zbiorze A, funkcja Ext(A,g)(0) = 0(A,g)

jest ci¡gªa?

Odpowied¹ zawarta jest w kolejnym Lemacie (b¦d¡cym wnioskiem z Twier-

dzenia 3.1). Dla peªno±ci rozprawy podajemy jego uzasadnienie.
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Lemat 3.3.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ normaln¡, g : X → R - funkcj¡ ci¡gª¡ oraz

A - zbiorem zerowym funkcji g (przyjmujemy, »e X 6= A 6= ∅). Funkcja

0(A,g) okre±lona wzorem (3.5) jest ci¡gªa wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór A jest

otwarty.

Dowód.

Je»eli zbiór A jest otwarty, to z faktu, »e jest zbiorem zerowym wynika, »e

jest on domkni¦to-otwarty. St¡d, odwzorowanie 0(A,g) jest oczywi±cie ci¡gªe.

Poka»emy teraz, »e implikacja odwrotna równie» jest prawdziwa.

Z Twierdzenia 3.1 wynika, »e zbiór punktów nieci¡gªo±ci funkcji f (A,g) jest

równy sumie D(f) ∪ bdA. Poniewa» w naszym przypadku mamy f(x) = 0

dla dowolnego x ∈ A, wi¦c D(f) = ∅. Zatem odwzorowanie 0(A,g) jest ci¡gªe

wtedy i tylko wtedy, gdy bdA = clA \ intA = ∅. Poniewa» zbiór A jest

domkni¦ty (jako zbiór zerowy), wi¦c bdA = A \ intA. St¡d, bdA = ∅ wtedy

i tylko wtedy gdy A ⊂ intA. Zatem A = intA. �

Z powy»szego Lematu i de�nicji P-przestrzeni otrzymujemy nast¦puj¡cy

Wniosek 3.4.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ normaln¡. Dla dowolnego zerowego pod-

zbioru A przestrzeniX i odpowiadaj¡cej mu funkcji g, funkcja 0(A,g) jest ci¡gªa

wtedy i tylko wtedy, gdy X jest P-przestrzeni¡.

Uwaga 3.3.

(a) Je»eli X jest P-przestrzeni¡ i ka»da funkcja ci¡gªa okre±lona na przest-

rzeni X jest ograniczona na pewnym podzbiorze S ⊂ X, to zbiór S jest

sko«czony (zobacz [24, 4K(3)]);
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(b) Ka»da doskonale normalna (lub speªniaj¡ca pierwszy aksjomat prze-

liczalno±ci) P-przestrze« jest dyskretna (wynika to z faktu, »e w ka»dej takiej

P-przestrzeni zbiory jednoelementowe s¡ otwarte).

Warto ponadto zaznaczy¢, »e

Lemat 3.5.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ speªniaj¡c¡ aksjomat oddziela-

nia T1. Niech ponadto A b¦dzie sko«czonym podzbiorem przestrzeni X. Je»eli

zbiór A jest otwarty, to dla ka»dego elementu a ∈ A, zbiór {a} równie» jest

otwarty1.

Z Uwagi 3.3 i Lematu 3.5 wynika, »e (zobacz tak»e [24, 4K(3)])

Stwierdzenie 3.1.

Ka»da lokalnie zwarta P-przestrze« jest dyskretna.

Dowód.

Poniewa» X jest P-przestrzeni¡ lokalnie zwart¡, wi¦c ka»dy punkt x ∈ X

ma otoczenie zwarte. Z Uwagi 3.3(a) wynika, »e takie otoczenie zwarte jest

sko«czone. Zatem, na mocy Lematu 3.5, zbiór {x} jest otwarty dla ka»dego

x ∈ X, tj., X jest przestrzeni¡ dyskretn¡. �

1Niech A = {a1, a2, . . . , an} ⊂ X b¦dzie zbiorem otwartym. Poniewa» X jest T1-

przestrzeni¡, wi¦c zbiór {a1} jest domkni¦ty. Zatem jego dopeªnienie X \ {a1} jest otwarte.

Poniewa» zbiory X \ {a1} oraz A s¡ otwarte, wi¦c zbiór A1 =
(
X \ {a1}

)
∩ A =

{a2, a3, . . . , an} jest otwarty. Podobnie zbiór A2 =
(
X\{a2}

)
∩A1 = {a3, . . . , an} jest tak»e

otwarty. Post¦puj¡c indukcyjnie otrzymamy, »e zbiór Ak−1 =
(
X \ {ak−1}

)
∩Ak−2 = {ak}

jest otwarty dla ka»dego k ∈ N.
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Podamy teraz pewien specjalny przykªad P-przestrzeni. Jego szczególnym

przypadkiem jest przestrze« opisana w przykªadzie Nakano (zobacz [48, Ex.

43.15]).

Przykªad 3.2.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ oraz niech A b¦dzie niepustym

ustalonym podzbiorem przestrzeni X. Niech ponadto J b¦dzie σ-ideaªem podz-

biorów przestrzeni X takim, »e dla dowolnego x ∈ X mamy {x} ∈ J oraz⋃
J /∈ J (przykªady takich σ-ideaªów na konkretnych przestrzeniach X podamy

poni»ej). Niech τA b¦dzie rodzin¡ zbiorów do której nale»¡:

• podzbiory przestrzeni X rozª¡czne z A oraz

• podzbiory przestrzeni X zawieraj¡ce A, których dopeªnienia

nale»¡ do J,

tj.,

τA = 2X\A ∪BA, (3.6)

gdzie BA = {B ⊂ X : A ⊂ B oraz X \B ∈ J}. Wtedy

(i) rodzina τA jest topologi¡ na X;

(ii) baz¦ topologii w przestrzeni (X, τA) stanowi rodzina zbiorów domkni¦to-

otwartych postaci BA ∪ CA, gdzie CA = {C ∈ X \ A : C ∈ J};

(iii) nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. (X, τA) jest przestrzeni¡ normaln¡;

2. (X, τA) jest przestrzeni¡ Hausdor�a;

3. cardA = 1;

(iv) je»eli cardA > 2, to (X, τA) nie jest T0 - przestrzeni¡;

(v) (X, τA) jest P-przestrzeni¡ wtedy i tylko wtedy, gdy cardA = 1.
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Dowód warunku (i).

Poka»emy, »e dla rodziny τA speªnione s¡ aksjomaty topologii.

Poniewa» ∅ ∩ A = ∅, wi¦c ∅ ∈ 2X\A ⊂ τA. Ponadto, poniewa» A ⊂ X i

X \X = ∅ ∈ J, wi¦c X ∈ BA ⊂ τA.

Niech teraz M,N ∈ τA. Poka»emy, »e M ∩N ∈ τA. Rozwa»my w tym celu

nast¦puj¡ce przypadki.

• Je»eli jeden ze zbiorów M lub N nale»y do rodziny 2X\A, to

M ∩N ∈ 2X\A ⊂ τA.

• Je»eli M,N ∈ BA, to A ⊂M ∩N oraz X \ (M ∩N) = (X \M)∪

∪(X \N) ∈ J, sk¡d wynika, »e M ∩N ∈ BA ⊂ τA.

Niech wreszcie S b¦dzie dowolnym zbiorem oraz dla ka»dego s ∈ S, Ms ∈

τA. Poka»emy, »e
⋃
s∈SMs ∈ τA. Rozwa»my w tym celu nastepuj¡ce przy-

padki.

• Wszystkie zbiory Ms nale»¡ do rodziny 2X\A. Wtedy⋃
s∈SMs ∈ 2X\A ⊂ τA.

• Istnieje przynajmniej jeden indeks s0 taki, »e Ms0 ∈ BA. Wtedy,

poniewa» A ⊂Ms0 , wi¦c A ⊂
⋃
s∈SMs. Ponadto

X \
⋃
s∈S

Ms ⊂ X \Ms0 ∈ J (poniewa» Ms0 ∈ BA).

Zatem
⋃
s∈SMs ∈ BA ⊂ τA.

W ten sposób zako«czyli±my uzasadnienie faktu, »e τA jest topologi¡. �

Dowód warunku (ii).

Uzasadnimy najpierw, »e zbiór

B(X) = BA ∪ CA,
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gdzie CA = {C ⊂ X \ A : C ∈ J}, jest baz¡ topologii w przestrzeni (X, τA).

Niech U ∈ τA \ {∅}. Je»eli U ∈ BA, to oczywi±cie U ∈ B(X). Niech wi¦c

U ∈ 2X\A (tj., U ∩ A = ∅). Poka»emy, »e zbiór U jest pokryty elementami

zbioru CA. Z okre±lenia σ-ideaªu J wynika, »e dla ka»dego punktu x ∈ X (w

szczególno±ci x ∈ X \ A), mamy {x} ∈ J. Poªó»my

U =
⋃
xU∈U

{xU}.

Ka»dy ze zbiorów {xU} nale»y do σ-ideaªu J oraz oczywi±cie {xU} ∩ A = ∅.

Zatem {xU} ∈ CA dla dowolnego xU ∈ U , a wi¦c zbiór U mo»emy pokry¢

elementami B(X). Z obu rozwa»anych przypadków wynika, »e B(X) jest baz¡

topologii w przestrzeni (X, τA).

Poka»emy teraz, »e klasa B(X) skªada si¦ wyª¡cznie ze zbiorów domkni¦to-

otwartych. Uzasadnimy najpierw, »e BA ⊂ DO(X). Niech B ∈ BA. Poniewa»

BA ⊂ τA, wi¦c zbiór B jest otwarty i A ⊂ B. St¡d X \B ⊂ X \ A. Zatem

X \B ∈ 2X\A ⊂ τA sk¡d wynika, »e B jest zbiorem domkni¦tym.

Zauwa»my teraz, »e klasa CA skªada si¦ z dopeªnie« zbiorów B ∈ BA:

CA = {F ⊂ X : X \ F ∈ BA},

sk¡d CA ⊂ DO(X). Pokazali±my tym samym, »e

BA ∪ CA ⊂ DO(X) \ {∅}. (3.7)

W celu wykazania prawdziwo±ci inkluzji odwrotnej przyjmijmy, »e niepusty

zbiór U ⊂ X jest domkni¦to-otwarty w X. Skoro U jest zbiorem otwartym,

to U ∈ τA = 2X\A ∪ BA. Poniewa» BA ⊂ B(X), wi¦c wystarczy rozwa»y¢

przypadek U ∈ 2X\A. Poka»emy, »e wtedy U ∈ CA. Mamy zatem

U ⊂ X \ A. (3.8)
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Zauwa»my, »e rodzina FA - zbiorów domkni¦tych w przestrzeni (X, τA) - jest

postaci

{F ⊂ X : A ⊂ F} ∪
(
2X\A ∩ J

)
.

Poniewa» U ∈ FA \ {∅} wi¦c, z inkluzji (3.8), otrzymujemy

U ∈ J. (3.9)

Z faktów (3.8) i (3.9) wynika wi¦c, »e U ∈ CA. Pokazali±my tym samym, »e

dowolny niepusty zbiór domkni¦to-otwarty w przestrzeni X jest podzbiorem

sumy BA ∪ CA, tj., DO(X) \ {∅} ⊂ BA ∪ CA. W poª¡czeniu z inkluzj¡ (3.7)

otrzymujemy wi¦c równo±¢

DO(X) \ {∅} = B(X),

a wi¦c baza B(X) topologii τA skªada si¦ wyª¡cznie z niepustych zbiorów

domkni¦to-otwartych. �

Dowód warunku (iii).

Implikacja 1⇒ 2 jest oczywista. Dla uzasadnienia implikacji

2 ⇒ 3 zaªó»my, »e (X, τA) jest przestrzeni¡ Hausdor�a. Przypu±¢my, nie-

wprost, »e {a, b} ⊂ A, a 6= b. Niech x, y b¦d¡ ró»nymi elementami przestrzeni

X. Poniewa» X jest przestrzeni¡ Hausdor�a, wi¦c punkty te mo»na oddzieli¢

rozª¡cznymi zbiorami Ux, Vy ∈ τA. Bez straty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e

Ux, Vy ∈ B(X) = BA ∪ CA. Rozwa»my przypadek gdy x, y ∈ A, x = a, y = b.

Wtedy oczywi±cie x 6= y. Naszym celem jest znalezienie rozª¡cznych zbiorów

Ux, Vy ∈ B(X) takich, »e x ∈ Ux oraz y ∈ Vy. Niemo»liwe jest, aby Ux, Vy ∈ CA

(gdy» wówczas mieliby±my A ∩ Ux = A ∩ Vy = ∅). Niech wi¦c Ux, Vy ∈ BA

b¦d¡ takimi zbiorami, »e x ∈ Ux oraz y ∈ Vy. Wtedy jednak A ⊂ Ux ∩ Vy,

sk¡d wynika, »e Ux ∩ Vy 6= ∅, sprzeczno±¢.
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Aby zako«czy¢ dowód warunku (iii) wyka»emy prawdziwo±¢ implikacji

3⇒ 1. Niech A = {a}. Poka»emy, »e przestrze« (X, τA) jest normalna.

Musimy najpierw wykaza¢, »e (X, τA) jest przestrzeni¡ Hausdor�a. Rozwa»-

my w tym celu nast¦puj¡ce przypadki.

(·) Niech x1, x2 ∈ X b¦d¡ punktami takimi, »e x1 6= x2 oraz x1 6= a 6= x2.

Przyjmijmy wówczas, »e U = {x1} oraz V = {x2}. Oczywi±cie x1 ∈ U i

x2 ∈ V . Poniewa» x1 6= x2, wi¦c U ∩ V = ∅. Ponadto, poniewa» x1 6= a 6= x2,

wi¦c U, V ∈ 2X\A ⊂ τA.

(·) Niech x1, x2 ∈ X b¦d¡ punktami takimi, »e x1 = a oraz x2 6= a.

Przyjmijmy wówczas, »e V = {x2} oraz U = X \ V . Oczywi±cie

x1 ∈ U , x2 ∈ V oraz U ∩ V = ∅. Poniewa» x2 6= a, wi¦c V ∈ 2X\A ⊂ τA.

Ponadto, a ∈ U oraz X \ U = X \ (X \ V ) = V = {x2} ∈ J, sk¡d wynika, »e

U ∈ BA ⊂ τA.

Pokazali±my tym samym, »e gdy A = {a}, to (X, τA) jest przestrzeni¡ Haus-

dor�a. Wyka»emy, »e jest to przestrze« normalna. Rozwa»my nast¦puj¡ce

przypadki.

• Niech F,G ⊂ X b¦d¡ rozª¡cznymi zbiorami domkni¦tymi takimi, »e

a /∈ F ∪G. Przyjmijmy wówczas, »e U = F oraz V = G. Oczywi±cie

F ⊂ U , G ⊂ V oraz U∩V = F ∩G = ∅. Poniewa» a /∈ F ∪G = U∪V ,

wi¦c U, V ∈ 2X\A ⊂ τA.

• Niech F,G ⊂ X b¦d¡ rozª¡cznymi zbiorami domkni¦tymi takimi, »e

a ∈ G \F . Przyjmijmy wówczas, »e U = F oraz V = X \U . Oczywi-

±cie F ⊂ U , G ⊂ V oraz U ∩ V = F ∩G = ∅. Poniewa» a /∈ F = U ,

wi¦c U ∈ 2X\A ⊂ τA. Ponadto, poniewa» zbiór F jest domkni¦ty,

wi¦c zbiór V = X \ F jest otwarty.
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Tym samym zako«czyli±my uzasadnienie faktu, »e przestrze« (X, τ{a}) jest

normalna. �

Dowód warunku (iv).

Poka»emy, »e je»eli cardA > 2, to przestrze« (X, τA) nie speªnia aksjomatu

oddzielania T0. Niech a, b b¦d¡ ró»nymi elementami zbioru A. Przypu±¢my,

»e istnieje zbiór otwarty Ua ∈ B(X) taki, »e a ∈ Ua oraz b /∈ Ua. Z okre±lenia

bazy B(X) wynika, »e Ua /∈ CA (poniewa» elementami zbioru CA s¡ podzbiory

przestrzeni X rozª¡czne z A). Zatem Ua ∈ BA, sk¡d wynika, »e b ∈ A ⊂ Ua,

sprzeczno±¢. �

Dowód warunku (v).

Je»eli (X, τA) jest P-przestrzeni¡, to - jako caªkowicie regularna - jest prze-

strzeni¡ Hausdor�a; z udowodnionego warunku (iii) otrzymujemy

cardA = 1. Na zako«czenie poka»emy, »e je»eli cardA = 1, to przestrze«

(X, τA) jest P-przestrzeni¡. Je»eli cardA = 1, to z wªasno±ci (iii) wynika,

»e przestrze« (X, τA) jest normalna (w szczególno±ci, caªkowicie regularna).

Niech (Mn) ⊂ τA. Poka»emy, »e niepusty zbiór M =
⋂∞
n=1Mn jest otwarty.

Rozwa»my w tym celu nastepuj¡ce przypadki.

• Wszystkie zbiory Mn nale»¡ do rodziny BA. Wtedy, dla ka»dego

n ∈ N, mamy A ⊂ Mn oraz X \Mn ∈ J. Zatem A ⊂ M =
⋃∞
n=1Mn

oraz

X \M = X \
∞⋃
n=1

Mn =
∞⋂
n=1

(X \Mn) ∈ J,

sk¡d M ∈ BA ⊂ τA.

• Istnieje przynajmniej jeden indeks n0 taki, »e zbiór Mn0 jest rozª¡czny

z A. Wtedy M ∩ A = ∅, sk¡d M ∈ 2X\A ⊂ τA.
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Tym samym udowodnili±my, »e je»eli A jest zbiorem jednoelementowym, to

(X, τA) jest P-przestrzeni¡. To ko«czy dowód caªego warunku. �

Jak wspominaj¡ Gillman i Jerison [24], P -przestrzenie wyst¦puj¡ stosun-

kowo rzadko. Zwykle wymy±la si¦ ich przykªady dla osi¡gni¦cia jakich± celów

wynikowych w teorii funkcji. Poni»ej podajemy przykªady konkretnych prze-

strzeni (X, τA): wszystkie one s¡ szczególnymi przypadkami Przykªadu 3.2.

Przykªad 3.3.

(Nakano [48, Ex. 43.15]) Niech X b¦dzie nieprzeliczalnym zbiorem punk-

towym, x∞-ustalonym elementem zbioru X, oraz niech A = {x∞}. Topologi¦

τA de�niujemy na X nast¦puj¡co:

τA = 2X\{x∞} ∪ {B ⊂ X : x∞ ∈ B oraz X \B 6 ℵ0},

gdzieX \B oznacza moc zbioruX\B. Tu, ideaª J skªada si¦ ze zbioru pustego

i wszystkich przeliczalnych podzbiorów zbioru X. Topologia τA jest normalna,

(X, τA) jest P-przestrzeni¡, a klasa niepustych podzbiorów domkni¦to-

-otwartych jest jej baz¡ i jest postaci:

B(X) = {B ⊂ X : x∞ ∈ B oraz X \B 6 ℵ0}∪{C ⊂ X : x∞ /∈ C oraz C 6 ℵ0}.

Przykªad 3.4.

Oznaczmy przez µ miar¦ Lebesgue'a na prostej rzeczywistej, oraz niech

A b¦dzie niepustym i wªa±ciwym podzbiorem przedziaªu X = [0, 1]. σ-ideaª

J zde�niujmy jako zbiór J = {J ⊂ [0, 1] : µ(J) = 0}. Oczywi±cie
⋃
J /∈ J,

poniewa»

µ
(⋃
J∈J

J
)

= 1.

Zgodnie z de�nicj¡ topologii τA (patrz wzór (3.6), str. 62), mamy

τA = 2[0,1]\A ∪ {B ⊂ [0, 1] : A ⊂ B oraz µ(B) = 1}.
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Dla A = {0}, topologia τA jest normalna, (X, τA) jest P-przestrzeni¡, a klasa

niepustych podzbiorów domkni¦to-otwartych jest jej baz¡ i jest postaci:

B(X) = {B ⊂ [0, 1] : 0 ∈ B oraz µ(B) = 1} ∪ {C ⊂ (0, 1] : µ(C) = 0}.

Przykªad 3.5.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡ oraz niech ∅ 6= A ⊂ X.

σ-ideaª J zde�nujmy jako zbiór J = {J ⊂ X : J jest zbiorem I kategorii}.

Przyjmuj¡c

τA = 2X\A ∪ {B ⊂ X : A ⊂ B jest zbiorem I kategorii},

otrzymujemy posta¢ bazy topologii τA:

B(X) = {B ⊂ X : A ⊂ B oraz B - jest zbiorem II kategorii}∪

∪{C ⊂ X \ A : C- jest zbiorem I kategorii}.

Zgodnie z warunkami (iii) i (v) Przykªadu 3.2, przestrze« (X, τA) jest

P-przestrzeni¡ (równowa»nie, Hausdor�a) wtedy i tylko wtedy, gdy A = 1.

Inne przykªady P-przestrzeni przedstawione zostaªy m.in. w monogra�i

Gillmana i Jerisona [24, Ex. 4JKL, 4N] oraz w pracach: Nakano [41], Dowa

[19], Kunena [36], Osby i Henriksena [44] oraz Raphaela i Woodsa [47].



ROZDZIA� 3. ROZSZERZENIA FUNKCJI O DOMKNI�TYM WYKRESIE... 68

3.3. P-przestrzenie i twierdzenie o domkni¦tym wykresie

Gªówne twierdzenie tego podrozdziaªu jest kontynuacj¡ Wniosku 3.4 i roz-

szerza list¦ warunków równowa»nych na to, aby caªkowicie regularna prze-

strze« X byªa P-przestrzeni¡. Warunki te zostaªy sformuªowane przez Tuckera

[55, Theorem 5]:

• zbie»no±¢ porz¡dkowa w C(X) jest równowa»na ograniczonej zbie»no-

±ci punktowej2,

oraz Gillmana i Henriksena [25, Theorem 5.3]:

• ka»dy zerowy podzbiór przestrzeni X jest otwarty;

• pier±cie« C(X) jest regularny3;

• ka»dy ideaª pierwszy pier±cienia C(X) jest maksymalny;

• ka»dy podzbiór typu Gδ w X jest otwarty (Ka»dy podzbiór typu Fσ

w X jest domkni¦ty);

• ka»dy ideaª pier±cienia C(X) jest przekrojem wszystkich ideaªów mak-

symalnych, które go zawieraj¡.

Twierdzenie 3.6.

Niech X b¦dzie caªkowicie regularn¡ przestrzeni¡ topologiczn¡. Nast¦pu-

j¡ce warunki s¡ równowa»ne.

i) U(X) = C(X) (tj., ka»da funkcja f : X → R o domkni¦tym wykresie

jest ci¡gªa);

ii) B1(X) = C(X);

iii) B1(X) = U(X);

2Ci¡g (xn)n∈N jest porz¡dkowo zbie»ny do elementu x, je»eli istniej¡ dwa ci¡gi (yn)n∈N,

(zn)n∈N takie, »e yn ↑ x, zn ↓ x i yn 6 xn 6 zn dla ka»dego n.
3Pier±cie« A jest regularny je±li dla ka»dego elementu a ∈ A istnieje element x ∈ A

taki, »e axa = a.
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iv) X jest P-przestrzeni¡.

Dowód tego twierdzenia jest oparty na kilku wªasno±ciach funkcji ci¡gªych i o

domkni¦tym wykresie okre±lonych w Lematach 3.7 i 3.8.

Lemat 3.7 stanowi uogólnienie konstrukcji Dobo²a[17] i Baggsa[5] nieci¡-

gªej funkcji o domkni¦tym wykresie. W jego sformuªowaniu niepusty zbiór

zerowy [f = 0] jest dowolny, podczas gdy wy»ej wymienieni autorzy zakªa-

daj¡, »e zbiór ten jest nigdzieg¦sty [17, Theorem 5] lub zwarty [5, Theorems

3.2 i 4.3].

Lemat 3.7.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡. Niech ponadto f : X → [0, 1]

b¦dzie tak¡ funkcj¡ ci¡gª¡, »e [f = 0] 6= ∅. Rozwa»my odwzorowanie

f ∗ : X → R+ dane wzorem:

f ∗(x) =


1

f(x)
dla x ∈ [f > 0],

0 dla x ∈ [f = 0].
(3.10)

Wtedy f ∗ jest odwzorowaniem o domkni¦tym wykresie oraz

D(f ∗) = bd[f = 0].

Prawdziwo±¢ Lematu 3.7 wynika z Twierdzenia 3.1 (gdy» stanowi on jego

szczególny przypadek).

Kolejny lemat zawiera znane fakty. Poniewa» jednak stwierdzenie (a) po-

zostawione zostaªo czytelnikowi jako ¢wiczenie (patrz [24, 4J(2)]), pod koniec

rozdziaªu podamy jego prosty dowód.

Lemat 3.8.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Hausdor�a.
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(a) Je±li X jest P-przestrzeni¡ i ξ ∈ X, to ka»da funkcja f ∈ C(X) jest

staªa na pewnym otoczeniu punktu ξ.

(b) Niech f : X → R b¦dzie funkcj¡ o domkni¦tym wykresie. Wtedy

(zobacz [57, str. 196 - (iii), (iv)])

(*) dla ka»dego przedziaªu domkni¦tego [a, b], zbiór f−1([a, b]) jest do-

mkni¦ty;

(**) je±li f jest ograniczona, to jest ci¡gªa.

Podamy teraz dowód gªównego twierdzenia tego podrozdziaªu.

Dowód Twierdzenia 3.6.

Niech X b¦dzie caªkowicie regularn¡ przestrzeni¡ topologiczn¡.

Zaprzeczenie warunku (iv) implikuje zaprzeczenie warunku (i). Je±li X nie

jest P-przestrzeni¡, to istnieje funkcja f okre±lona na X taka, »e zbiór [f = 0]

nie jest otwarty. Zatem bd[f = 0] 6= ∅. Na mocy Lematu 3.7, funkcja f ∗ ma

domkni¦ty wykres i D(f ∗) 6= ∅, tj., f ∗ jest odwzorowaniem nieci¡gªym. St¡d

U(X) 6= C(X).

Ka»dy z warunków (ii) oraz (iii) implikuje warunek (iv). Niech U b¦dzie

dowolnym niepustym zbiorem kozerowym w przestrzeni X, tj., U = [f > 0],

gdzie f : X → R jest pewn¡ funkcj¡ ci¡gª¡. Wówczas χU (funkcja charak-

terystyczna zbioru U) jest z pierwszej klasy Baire'a4. Dla przypadku (ii)

4Niech (fn) b¦dzie ci¡giem funkcyjnym o wyrazie ogólnym fn(x) = n
√

f(x), n = 1, 2, . . ..

Ka»da z funkcji fn jest oczywi±cie ci¡gªa. Zatem punktowa granica ci¡gu (fn) okre±lona

jako 1 gdy f(x) > 0, oraz 0 gdy f(x) = 0, jest funkcj¡ z pierwszej klasy Baire'a (zobacz

[32, dowód Theorem 2]).
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otrzymujemy teraz, »e U jest zbiorem domkni¦tym. St¡d, poniewa» U byª do-

wolnym zbiorem kozerowym otrzymujemy (na mocy De�nicji 3.2), »e X jest

P-przestrzeni¡.

W przypadku (iii), na mocy Lematu 3.8(b)(**), funkcja χU jest ci¡gªa,

sk¡d - tak jak poprzednio - X jest P-przestrzeni¡.

Warunek (iv) implikuje warunek (ii). Jest to prosty wniosek z Lematu

3.8(a). Niech ξ ∈ X. Punktowa granica f ci¡gu funkcyjnego (fn) ⊂ C(X),

którego wyrazy s¡ staªe, odpowiednio, na otoczeniach Vn punktu ξ,

n = 1, 2, . . ., jest staªa na przekroju V =
⋂
n Vn, który jest zbiorem otwartym

(co wynika z de�nicji P-przestrzeni). St¡d, funkcja f jest ci¡gªa w punkcie ξ.

Warunek (iv) implikuje warunek (i). Niech f ∈ U(X). Twierdzimy, »e dla

dowolnego przedziaªu otwartego (a, b), zbiór f−1
(
(a, b)

)
jest typu Gδ, a wi¦c

otwarty na mocy de�nicji P-przestrzeni. Z Lematu 3.8(b)(*) wynika, »e ka»dy

zbiór

An = f−1
(
[b, b+ n]

)
, n = 1, 2, . . . ,

jest domkni¦ty. Zatem zbiór f−1
(
[b,∞)

)
=
⋃∞
n=1An jest typu Fσ. Podobnie,

zbiór f−1
(
(−∞, a]

)
jest tak»e typu Fσ. Wynika st¡d, »e zbiór

f−1
(
(a, b)

)
= X \

(
f−1
(
[b,∞)

)
∪ f−1

(
(−∞, a]

))
,

jest typu Gδ.

Warunek (iv) implikuje warunek (iii). Poniewa», jak ju» zostaªo pokazane,

(iv) implikuje zarówno (i) jaki i (ii), zatem warunek (iv) implikuje równo±¢

U(X) = C(X) = B1(X).

To ko«czy dowód twierdzenia. �

Uwzgl¦dniaj¡c Stwierdzenie 3.1 otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek z

Twierdzenia 3.6.
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Wniosek 3.9.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ doskonale normaln¡ lub przestrzeni¡ speª-

niaj¡c¡ pierwszy aksjomat przeliczalno±ci (np. metryzowaln¡), lub przestrze-

ni¡ lokalnie zwart¡. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

i) U(X) 6= C(X) (tj., istnieje nieci¡gªa funkcja f : X → R o domkni¦tym

wykresie);

ii) B1(X) 6= C(X);

iii) B1(X) 6= U(X);

iv) X nie jest dyskretna.

Kolejny wniosek wynika z faktu, »e ka»da P-przestrze« jest zerowymiarowa

(zobacz [24, 4K(7)]).

Wniosek 3.10.

Niech X b¦dzie caªkowicie regularn¡ przestrzeni¡ topologiczn¡. Ponadto,

je±li X jest przestrzeni¡ spójn¡, to istnieje nieci¡gªe odwzorowanie na X o

domkni¦tym wykresie (tj., U(X) 6= C(X)).

Na zako«czenie tego podrozdziaªu podamy brakuj¡cy dowód stwierdzenia

(a) w Lemacie 3.8.

Dowód stwierdzenia (a) Lematu 3.8.

Niech X b¦dzie P-przestrzeni¡ i niech ξ ∈ X. Ponadto, niech f : X → R

b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Poka»emy, »e istnieje otoczenie V punktu ξ, na którym

funkcja f jest staªa. Bez zmniejszania ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e f(ξ) = 0.

Poªó»my Vn = f−1
(
− 1

n
, 1
n

)
dla dowolnego n = 1, 2, . . .. Zbiór V =

⋂
n Vn

jest zbiorem typu Gδ. Poniewa» X jest P-przestrzeni¡, wi¦c jest on otwartym

otoczeniem punktu ξ. Ponadto, oczywi±cie f(x) = 0 dla ka»dego x ∈ V . To

ko«czy dowód »¡danego warunku. �



ROZDZIAª 4

Liniowe rozszerzenia pewnych funkcji kawaªkami ci¡gªych

4.1. Klasa P0(X)

W pierwszym podrozdziale tego rozdziaªu wprowadzimy do u»ytku pewn¡

specjaln¡ podklas¦ klasy funkcji kawaªkami ci¡gªych. Skªada si¦ ona z pew-

nych funkcji pierwszej klasy Baire'a i b¦dzie potrzebna do sformuªowania no-

wych wyników w zakresie liniowego rozszerzania pewnych funkcji kawaªkami

ci¡gªych.

Niech F(X) oznacza klas¦ funkcji rzeczywistych okre±lonych na przestrzeni

Hausdor�a X (np. U(X) oznacza klas¦ funkcji o domkni¦tym wykresie, Q(X)

- klas¦ funkcji quasi-ci¡gªych, a C(X) - klas¦ funkcji ci¡gªych). Niech A b¦dzie

ustalonym (niepustym) podzbiorem przestrzeni X. Mówi¡c o liniowym roz-

szerzaniu funkcji z F(A) do elementów z F(X), b¦dziemy mieli na my±li liniowy

operator E : F(A)→ F(X) taki, »e E(f)�A = f dla ka»dego f ∈ F(A).

Definicja 4.1.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ Hausdor�a i niech

f : X → R. Mówimy, »e funkcja f jest kawaªkami ci¡gªa, je»eli istnieje ci¡g

(Wn), domkni¦tych podzbiorów przestrzeni X takich, »e
⋃∞
n=1Wn = X i dla

ka»dego n ∈ N, zaw¦»enie f�Wn jest ci¡gªe. Rodzin¦ wszystkich funkcji ka-

waªkami ci¡gªych okre±lonych na przestrzeni X oznacza¢ b¦dziemy symbolem

P(X).

73
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Odnotujmy, »e poniewa» suma dwóch zbiorów domkni¦tych jest zbiorem

domkni¦tym, wi¦c w powy»szej de�nicji mo»emy przyj¡¢, i» ci¡g (Wn) jest

wst¦puj¡cy.

Wprost z powy»szej de�nicji wynika, »e je»eliX jest przestrzeni¡ normaln¡,

to

P(X) ⊂ B1(X) (4.1)

(wyrazami ci¡gu funkcji ci¡gªych (fn) - zbie»nego do f ∈ P(X) - s¡ przedªu-

»enia Tietzego zaw¦»e« f�Wn).

Poni»szy lemat okre±la zwi¡zek mi¦dzy klas¡ funkcji o domkni¦tym wykre-

sie i klas¡ funkcji kawaªkami ci¡gªych.

Lemat 4.1.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ Hausdor�a. Ka»da funkcja o

domkni¦tym wykresie jest kawaªkami ci¡gªa, tj., U(X) ⊂ P(X).

Dowód.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ Hausdor�a i niech f ∈ U(X).

Przyjmijmy Fn = f−1([−n, n]), dla dowolnego n ∈ N. Na mocy Lematu 1.6

ka»dy ze zbiorów Fn jest domkni¦ty. Ponadto, oczywi±cie

∞⋃
n=1

Fn = f−1([−1, 1]) ∪ f−1([−2, 2]) ∪ . . . ∪ f−1([−n, n]) ∪ . . . = X.

Wreszcie, poniewa» ka»de z zaw¦»e« f�Fn jest ograniczone wi¦c, na mocy

Wniosku 1.4, jest ci¡gªe. To ko«czy dowód. �

Definicja 4.2.

Niech f : X → R. Mówimy, »e funkcja f nale»y do klasy P0(X), je»eli

istnieje ci¡g (Wn), domkni¦tych i typu Gδ podzbiorów przestrzeni X takich,

»e
⋃∞
n=1Wn = X i dla ka»dego n ∈ N, zaw¦»enie f�Wn jest ci¡gªe.
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Poniewa» ka»dy domkni¦ty podzbiór przestrzeni doskonale normalnej jest

typu Gδ, wi¦c z De�nicji 4.1 oraz 4.2 otrzymujemy natychmiast

Stwierdzenie 4.1.

Dla ka»dej przestrzeni topologicznej Hausdor�a X zachodzi inkluzja

P0(X) ⊂ P(X); ponadto, P0(X) = P(X), gdy X jest doskonale normalna.

Z inkluzji (4.1) oraz powy»szego stwierdzenia wynika, »e je»eli X jest prze-

trzeni¡ normaln¡, to P0(X) ⊂ P(X) ⊂ B1(X); w szczególno±ci

funkcje z P0(X)s¡ pierwszej klasy Baire'a, gdy Xjest przestrzeni¡ normaln¡.

Problem 4.1.

Nietrudno jest wskaza¢ przykªad przestrzeni X i funkcji rzeczywistej f na

niej okre±lonej, która jest kawaªkami ci¡gªa, ale nie ma domkni¦tego wykresu

(zobacz Lemat 4.1). Wystarczy np. przyj¡¢ X = R oraz f(x) = sin 1
x
, gdy

x 6= 0 i f(x) = 0, gdy x = 0. St¡d, inkluzja U(X) ⊂ P(X) jest, na ogóª, wªa-

±ciwa. Nie potra�¦ jednak wskaza¢ normalnej (ale nie doskonale normalnej)

przestrzeni topologicznej X takiej, aby P0(X) 6= P(X).

Lemat 4.2.

Je»eli X jest przestrzeni¡ topologiczn¡, to ka»da funkcja o domkni¦tym

wykresie okre±lona na przestrzeni X jest odwzorowaniem z klasy P0(X), tj.,

U(X) ⊂ P0(X).

Dowód.

Niech f ∈ U(X). Poªó»my Wn = f−1([−n, n]), dla dowolnego n ∈ N.

Oczywi±cie
⋃∞
n=1Wn = X i z Lematu 1.6 wynika, »e zbiory Wn s¡ domkni¦te.

Ponadto, dla dowolnego n ∈ N, zaw¦»enia f�Wn s¡ ograniczone, a wi¦c ci¡gªe
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(na mocy Wniosku 1.4). Zauwa»my, »e dla dowolnego n ∈ N, mamy

X \Wn = f−1
(

(−∞,−n)
)
∪ f−1

(
(n,∞)

)
.

Poniewa»

(−∞,−n) =
∞⋃
k=1

[
− n− k,−n− 1

k

]
oraz

(n,∞) =
∞⋃
k=1

[
n+

1

k
, n+ k

]
,

wi¦c

f−1
(

(−∞,−n)
)

= f−1
( ∞⋃
k=1

[
−n−k,−n− 1

k

])
=
∞⋃
k=1

f−1
([
−n−k,−n− 1

k

])

oraz

f−1
(

(n,∞)
)

= f−1
( ∞⋃
k=1

[
n+

1

k
, n+ k

])
=
∞⋃
k=1

f−1
([
n+

1

k
, n+ k

])
.

Z Lematu 1.6 wynika, »e zbiory f−1
(

[−n− k,−n− 1
k

])
i

f−1
([
n + 1

k
, n + k]

)
s¡ domkni¦te. St¡d, zbiór X \Wn jest typu Fσ. Zatem,

dla dowolnego n ∈ N, zbiór Wn jest typu Gδ. Pokazali±my w ten sposób, »e

wyrazami ci¡gu (Wn) s¡ zbiory domkni¦te typu Gδ. Ponadto,
⋃
nWn = X

oraz zaw¦»enia f�Wn s¡ ci¡gªe dla dowolnego n ∈ N. Wynika st¡d, »e

f ∈ P0(X). �

Lemat 4.3.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ normaln¡. Wtedy P0(X)−P0(X) = P0(X).

Dowód.
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Niech f, g : X → R b¦d¡ funkcjami z klasy P0(X). Wówczas istniej¡

rodziny {Wn}∞n=1 i {Hn}∞n=1 domkni¦tych zbiorów typu Gδ takich, »e⋃
nWn = X =

⋃
nHn oraz, dla dowolnych j, k ∈ N, zaw¦»enia f�Wk i g�Hj

s¡ ci¡gªe. Wtedy oczywi±cie zbiory Wk ∩ Hj s¡ domkni¦te i typu Gδ dla

dowolnych k, j ∈ N. Ponadto
∞⋃

j,k=1

(Wk ∩Hj) =
∞⋃
k=1

Wk ∩
∞⋃
j=1

Hj = X ∩X = X

oraz zaw¦»enia (f − g)�(Wk ∩ Hj) s¡ ci¡gªe dla ka»dych k, j ∈ N. Zatem

f − g ∈ P0(X). Pokazali±my w ten sposób, »e P0(X)− P0(X) ⊂ P0(X).

Niech z kolei f ∈ P0(X). Poniewa» 0 ∈ P0(X), wi¦c f = f − 0 ∈

∈ P0(X) − P0(X). Pokazali±my w ten sposób, »e P0(X) ⊂ P0(X) − P0(X).

To ko«czy dowód lematu. �
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4.2. Klasa P0(X) jako ró»nica dwóch nieujemnych funkcji o

domkni¦tym wykresie

Gªówne twierdzenie tego podrozdziaªu zostanie wykorzystane do konstru-

owania rozszerze« funkcji z klasy P0(X). Jest ono uogólnion¡ (z przestrzeni

doskonale normalnej na przestrze« normaln¡) wersj¡ wyniku Borsika. Poka-

zaª on [11, Theorem 2], »e je»eli X jest przestrzeni¡ doskonale normaln¡, to

P(X) = U+(X)−U+(X). W uzasadnieniu tego faktu wyst¦puj¡ jednak pewne

luki. W naszym dowodzie ich uzupeªnienia oznaczone s¡ kursyw¡.

Twierdzenie 4.4.

NiechX b¦dzie przestrzeni¡ normaln¡. Klasa funkcji U+(X) jest sto»kiem

generuj¡cym klasy P0(X) tj., U+(X) jest sto»kiem w RX oraz

P0(X) = U+(X)− U+(X). (4.2)

Dowód.

Na podstawie Uwagi 1.9, klasa U+(X) jest sto»kiem w RX . Na podstawie

Lematu 4.2, zachodz¡ inkluzje:

U+(X) ⊂ U(X) ⊂ P0(X), (4.3)

wi¦c z Lematu 4.3 otrzymujemy:

U+(X)− U+(X) ⊂ P0(X)− P0(X) = P0(X). (4.4)

Wyka»emy teraz inkluzj¦ przeciwn¡ do inkluzji (4.4).

Niech f ∈ P0(X) i niech (Wk)
∞
k=1 b¦dzie ±ci±le wst¦puj¡cym, niesko«-

czonym ci¡giem domkni¦tych i typu Gδ podzbiorów przestrzeni X takich, »e⋃∞
k=1Wk = X i zaw¦»enia f�Wk s¡ ci¡gªe dla ka»dego k ∈ N.
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Zauwa»my, »e je»eli ci¡g (Wk) ma sko«czenie wiele elementów r, to

wówczas Wr = X, sk¡d wynika, »e funkcja f jest ci¡gªa na caªej prze-

strzeni X; podobnie, je»eli w ci¡gu (Wk) niesko«czenie wiele elemen-

tów stanowi¡ zbiory domkni¦to-otwarte, to wówczas funkcja f tak»e

jest ci¡gªa na caªej przestrzeni X.

Rozwa»amy wi¦c jedynie przypadek, gdy sko«czenie wiele elementów ci¡gu

(Wk) stanowi¡ zbiory domkni¦to-otwarte. Wówczas (na mocy faktu, »e ci¡g

ten jest ±ci±le wst¦puj¡cy) mo»emy je w naszych rozwa»aniach pomin¡¢ i przy-

j¡¢, »e dla dowolnego indeksu k ∈ N, zbiór Wk nie jest otwarty w przestrzeni

X. Poªó»my

W0 = ∅ i Ek = Wk \Wk−1, k = 1, 2, . . .

i zauwa»my, »e zbiory Ek s¡ parami rozª¡czne i niepuste (bo Wk ( Wk+1 dla

wszystkich k ∈ N), oraz

∞⋃
k=1

Ek = W1 ∪ (W2 \W1) ∪ (W3 \W2) ∪ . . . ∪ (Wk \Wk−1) ∪ . . . = X.

Poniewa» ka»dy ze zbiorówWk jest domkni¦ty i typu Gδ wi¦c, na mocy Uwagi

1.1, istniej¡ nieujemne funkcje ci¡gªe gk : X → [0, 1] takie, »e

g−1k (0) = Wk−1. (4.5)

Ponadto, z zaªo»enia, »eWk ( Wk+1 dla wszystkich k, wynika ostra nierówno±¢

gk(x) > 0, gdy x ∈ Wk \Wk−1 = Ek 6= ∅. (4.6)

Dalsza cz¦±¢ argumentacji jest uszczegóªowieniem dowodu wyniku Borsika

[11, Theorem 1].

Niech hk = min{g1, g2, . . . , gk}. Wtedy ka»da z funkcji hk jest nieujemn¡

funkcj¡ ci¡gª¡ i tak¡, »e hk+1 6 hk dla dowolnego k ∈ N. Ponadto, z równo±ci
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(4.5), z okre±lenia funkcji hk i faktu, »e ci¡g (Wk)
∞
k=1 jest wst¦puj¡cy wynika,

»e

h−1k (0) =
k⋃
i=1

g−1i (0) =
k⋃
i=1

Wi−1 = Wk−1 = g−1k (0). (4.7)

�¡cz¡c warunki (4.6) oraz (4.7) otrzymujemy ostr¡ nierówno±¢ dla funkcji hk:

hk(x) > 0, dla x ∈ Ek; k = 1, 2, . . . (4.8)

Poniewa» zbiory Ek s¡ parami rozª¡czne, wi¦c z wªasno±ci (4.8) wynika, »e

funkcja t : X → R, okre±lona wzorem t(x) = 1
hk(x)

gdy x ∈ Ek, jest dobrze

zde�niowana. Odwzorowanie to jest oczywi±cie ±ci±le dodatnie.

Poªó»my f1 = f+ + t oraz f2 = f− + t, gdzie f+ = max{f, 0} i

f− = max{−f, 0}. Odwzorowania f1 i f2 s¡ oczywi±cie nieujemne. Ponadto,

f1 − f2 = f .

Dowód twierdzenia b¦dzie zako«czony gdy poka»emy, »e funkcja

f1 ma domkni¦ty wykres (uzasadnienie dla f2 jest analogiczne).
(4.9)

Wykorzystamy w tym celu Lemat 1.7. B¦dziemy poszukiwa¢ wi¦c otoczenia

V punktu x ∈ X takiego, aby

f(V ) ⊂ (−∞,−m) ∪
(
f(x)− 1

m
, f(x) +

1

m

)
∪ (m,∞), (4.10)

dla dowolnego m ∈ N.

Ustalmy x ∈ X i m ∈ N. Z równo±ci
⋃∞
k=1Ek = X wynika, »e istnieje

indeks k0 ∈ N taki, »e x ∈ Ek0 = Wk0 \Wk0−1.

Poniewa», na podstawie równo±ci równo±ci (4.7), funkcja hk0+1 zeruje si¦

wyª¡cznie na zbiorze Wk0 , wi¦c hk0+1(x) = 0. St¡d i z faktu, »e funkcja hk0+1

jest ci¡gªa na X wynika, »e dla dowolnego ε > 0 istnieje otoczenie Vx punktu

x takie, »e hk0+1(Vx) ⊂ [0, ε). Zatem, dla ustalonej liczby m ∈ N, istnieje
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otoczenie V (m)
x punktu x takie, »e hk0+1(V

(m)
x ) ⊂ [0, 1

m
). Tak wi¦c,

0 6 hk0+1(y) <
1

m
(4.11)

dla dowolnego y ∈ V (m)
x .

Ze zwi¡zku (4.7) i z faktu, »e funkcje hk s¡ ±ci±le dodatnie na Ek (patrz

(4.8)), otrzymujemy hk0(x) > 0. Zatem, z ci¡gªo±ci odwzorowania hk0 wynika,

»e istnieje otoczenie S(m)
x punktu x takie, »e

∣∣∣ 1

hk0(y)
− 1

hk0(x)

∣∣∣ < 1

2m
(4.12)

dla dowolnego y ∈ S(m)
x .

Ponadto, poniewa» funkcja f+ jest ci¡gªa na zbiorze Wk0 , wi¦c istnieje

otoczenie U (m)
x punktu x takie, »e

|f+(x)− f+(y)| < 1

2m
(4.13)

dla dowolnego y ∈ U (m)
x ∩Wk0 .

Poªó»my V (x;m) = V
(m)
x ∩ S(m)

x ∩ U (m)
x . Tak okre±lony zbiór V (x;m)

jest oczywi±cie otwartym otoczeniem punktu x. Poka»emy, »e po pewnych

mody�kacjach - patrz warunek (4.15) - b¦dzie dla niego speªniona inkluzja

(4.10). Rozpatrzmy w tym celu dwa przypadki:

(a) y ∈ Ek0 ∩ V (x;m),

(b) y ∈ V (x;m) \ Ek0 .

Rozwa»my najpierw przypadek (a). Ustalmy w tym celu y ∈ Ek0 ∩ V (x;m).

Poniewa» (Wk)
∞
k=1 jest ±ci±le wst¦puj¡cym ci¡giem zbiorów domkni¦tych i

x ∈ Ek0 = Wk0 \Wk0−1, (4.14)



ROZDZIA� 4. LINIOWE ROZSZERZENIA PEWNYCH FUNKCJI KAWA�KAMI... 82

wi¦c otoczenie V (x;m) punktu x mo»na dobra¢ tak, aby

V (x;m) ∩Wk0−1 = ∅ (4.15)

(je»eli bowiem przekrój zbioru Wk0−1 z ka»dym otoczeniem V ∈ Vx

byªby niepusty, to mieliby±my x ∈ clWk0−1 = Wk0−1, wbrew (4.14)).

Wówczas, z (4.15) wynika, »e y ∈ Wk0 ∩ V (x;m). Z wªasno±ci (4.12) oraz

(4.13) otrzymujemy:

|f1(x)− f1(y)| = |f+(x) + t(x)− f+(y)− t(y)| =
∣∣∣[f+(x)− f+(y)]+

+
[ 1

hk0(x)
− 1

hk0(y)

]∣∣∣ 6 |f+(x)− f+(y)|+
∣∣∣ 1

hk0(x)
− 1

hk0(y)

∣∣∣ <
<

1

2m
+

1

2m
=

1

m
.

St¡d,

f1(x)− 1

m
< f1(y) < f1(x) +

1

m
dla dowolnego y ∈ Ek0 ∩ V (x;m). (4.16)

W przypadku (b), pami¦taj¡c, »e Ek0 = Wk0 \Wk0−1, mamy

y ∈ V (x;m) \ (Wk0 \Wk0−1), a zatem y ∈ V (x;m) oraz y /∈ Wk0 \Wk0−1,

sk¡d

y ∈ V (x;m) oraz (y /∈ Wk0 lub y ∈ Wk0−1).

Poniewa» V (x;m) ∩ Wk0−1 = ∅, wi¦c z powy»szych warunków wynika, »e

y ∈ V (x;m) \Wk0 .

Dalej, skoro Wj ⊂ Wj+1 dla dowolnego j ∈ N, wi¦c y /∈ Wj dla j 6 k0.

St¡d wynika, »e y /∈ Ej = Wj \Wj−1 dla j 6 k0

(w przeciwnym przypadku bowiem, istniaªby indeks j0 6 k0 taki, »e

y ∈ Wj0 , sprzeczno±¢).
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Z drugiej strony, na podstawie równo±ci
⋃∞
j=1Ej = X, istnieje indeks p > k0

taki, »e y ∈ Ep, a poniewa» ci¡g (hj) jest nierosn¡cy, wi¦c hp(y) 6 hk0+1. St¡d

i z nierówno±ci (4.11) otrzymujemy

f1(y) = f+(y) +
1

hp(y)
>

1

hk0+1(y)
> m dla dowolnego y ∈ V \ Ek0 . (4.17)

Wykazali±my tym samym (patrz nierówno±ci (4.16) oraz (4.17)), »e dla dowol-

nego elementu x ∈ X i dowolnej liczby m ∈ N istnieje otoczenie V = V (x;m)

punktu x takie, »e

f1(y) ∈
(
f1(x)− 1

m
, f1(x) +

1

m

)
∪ (m,∞),

dla dowolnego y ∈ V .

Na mocy Lematu 1.7 wnioskujemy wi¦c, »e funkcja f1 ma domkni¦ty wy-

kres. Na podstawie uwagi (4.9) dowód twierdzenia jest zako«czony. �

Na przeªomie XX i XXI wieku matematycy sªowaccy (Borsík, Dobo² i

Repický) badali struktur¦ grupy addytywnej G(F), generowanej przez pewne

klasy funkcji, których wspóln¡ cech¡ jest domkni¦to±¢ wykresu. Borsík wyka-

zaª [11], »e je»eli X jest przestrzeni¡ doskonale normaln¡, to

G(U(X)) = U(X) + U(X). (4.18)

Z inkluzji (4.3), Lematów 4.2 i 4.3 oraz równo±ci (4.2), otrzymujemy pewne

wzmocnienie cytowanego wyniku; równo±¢ (4.18) zachodzi równie» w przy-

padku, gdy X jest przestrzeni¡ normaln¡.

Wniosek 4.5.

Niech X b¦dzie normaln¡ przestrzeni¡ topologiczn¡. Wówczas

G(U(X)) =
⋃∞
n=1(±U(X))n = U(X)± U(X) = P0(X).
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4.3. Rozszerzenia liniowe funkcji z klasy P0(A)

W kolejnym podrozdziale podamy jawny wzór okre±laj¡cy liniowy operator

rozszerzania funkcji z klasy P0(A) do klasy P0(X), gdzie A jest domkni¦tym

i typu Gδ podzbiorem normalnej przestrzeni X.

Oznaczenie 4.1.

Niech F(X) b¦dzie rodzin¡ funkcji okre±lonych na przestrzeni X. Sym-

bolem Fb(X) oznacza¢ b¦dziemy podrodzin¦ rodziny F(X), zªo»on¡ z tych

funkcji rodziny F(X), które s¡ ograniczone.

Definicja 4.3.

Je»eli A ⊂ X i f ∈ Pb(A), to norm¦ ‖ · ‖A odwzorowania f na A de�niu-

jemy jako

‖f‖A = sup
x∈A
|f(x)|.

W dowodzie twierdzenia gªównego wykorzystamy fakty uzasadnione w

Twierdzeniach 4.4 i 3.1. Twierdzenie to ma nastepuj¡c¡ posta¢.

Twierdzenie 4.6.

Niech X b¦dzie normaln¡ przestrzeni¡ topologiczn¡, oraz niech A ⊂ X

b¦dzie domkni¦tym i typu Gδ podzbiorem przestrzeni X. Niech ponadto

f ∈ P0(A). Poªó»my

f̃(x) =

 f(x) dla x ∈ A

0 dla x /∈ A.
(4.19)

Odwzorowanie T : P0(A) → RX okre±lone wzorem T (f) = f̃ , ma nast¦puj¡ce

wªasno±ci:

• jego przeciwdziedzin¡ jest P0(X),
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• jest liniowym operatorem rozszerzania takim, »e jego zaw¦»enie do

dziedziny P0
b(A) jest izometri¡ (tj., ‖T (f)‖X = ‖f‖A).

Dowód.

Niech A b¦dzie domkni¦tym i typu Gδ podzbiorem przestrzeni normal-

nej X. Jest on (patrz Uwaga 1.1) zbiorem zerowym pewnej funkcji ci¡gªej

g : X → R. Skoro f : A→ R jest funkcj¡ z klasy P0(A) to, na podstawie Twier-

dzenia 4.4, istniej¡ odwzorowania p, q ∈ U+(A) takie, »e f(x) = p(x) − q(x)

dla ka»dego x ∈ A. Z Twierdzenia 3.1 wynika, »e funkcje p i q daj¡ si¦

jednoznacznie przedªu»y¢, odpowiednio, do funkcji o domkni¦tym wykresie

p(A,g), q(A,g) : X → R+, okre±lonych wzorem (3.1):

p(A,g)(x) =

 p(x) dla x ∈ A
1

g(x)
dla x /∈ A,

oraz

q(A,g)(x) =

 q(x) dla x ∈ A
1

g(x)
dla x /∈ A.

Mamy wi¦c p(A,g), q(A,g) ∈ U+(X) i, na mocy Twierdzenia 4.4,

p(A,g) − q(A,g) ∈ P0(X).

Rozwa»my odwzorowanie T : P0(A)→ P0(X) okre±lone wzorem

T (f) = f̃(x) = p(A,g)(x)− q(A,g)(x) =

 f(x) dla x ∈ A,

0 dla x /∈ A.

Wida¢, »e nie zale»y ono od funkcji g i oczywi±cie jest przedªu»eniem funkcji

f ∈ P0(A). Poka»emy, »e jest to przedªu»enie liniowe.

Istotnie, niech f1, f2 ∈ P0(A). Wtedy, dla dowolnego x ∈ X, mamy

(
T (f1 + f2)

)
(x) = f̃1 + f2(x) =

 (f1 + f2)(x) dla x ∈ A,

0 dla x /∈ A
=
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=

 f1(x) + f2(x) dla x ∈ A,

0 dla x /∈ A
=

=

 f1(x) dla x ∈ A,

0 dla x /∈ A
+

 f2(x) dla x ∈ A,

0 dla x /∈ A
= f̃1(x) + f̃2(x) =

=
(
T (f1)

)
(x) +

(
T (f1)

)
(x).

Dowód równo±ci
(
T (sf)

)
(x) =

(
sT (f)

)
(x) jest analogiczny.

Ponadto, je»eli funkcja f jest ograniczona, to

‖T (f)‖X = ‖f̃‖X = sup
x∈X
|f̃(x)| = sup

x∈A
|f(x)| = ‖f‖A.

�

W kontek±cie powy»szych rozwa»a« pojawia si¦ naturalne pytanie.

Czy domkni¦to±¢ zbioru A w Twierdzeniu 4.6 mo»na zast¡pi¢ (bez zmiany

tezy) sªabszym zaªo»eniem, np. »e jest to zbiór typu Fσ?

Nie wiemy czy jest to mo»liwe w zakresie klasy P0(A), ale dla odwzorowa«

z rodziny P(A) odpowied¹ jest pozytywna.

Lemat 4.7.

Niech X b¦dzie normaln¡ przestrzeni¡ topologiczn¡ oraz niech A ⊂ X

b¦dzie podzbiorem przestrzeni X jednocze±nie typu Fσ i Gδ. Wtedy, dla

dowolnego odwzorowania f ∈ P(A), wzór (4.19) okre±la jego przedªu»enie

f̃ ∈ P(X).
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Dowód.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ normaln¡ i niech f ∈ P(A). Ponadto, niech

(Fn) i (Gn) b¦d¡ takimi ci¡gami zbiorów domkni¦tych w X, »e A =
⋃∞
n=1 Fn

oraz X \ A =
⋃∞
n=1Gn. Oczywi±cie Fn ∩Gm = ∅ dla dowolnej pary indeksów

n,m ∈ N. Poniewa» funkcja f jest kawaªkami ci¡gªa na A, wi¦c A jest sum¡

zbiorów ci¡gu (Aj) - domkni¦tych w A i takich, »e zaw¦»enia f�Aj s¡ ci¡gªe

dla ka»dego j ∈ N. Poniewa» zbiory Aj s¡ domkni¦te w A, wi¦c ka»dy z nich

mo»na przedstawi¢ w postaci przekroju A∩Rj, gdzie (Rj) jest ci¡giem zbiorów

domkni¦tych w X. Mamy wi¦c

A =
∞⋃
j=1

Aj =
∞⋃
j=1

(A ∩Rj) =
∞⋃

j,n=1

(Fn ∩Rj) =
∞⋃

j,n=1

A(j, n).

Poªó»my H(j, n) = A(j, n) ∪ Gn dla dowolnych j, n ∈ N. Zbiory H(j, n) s¡

wi¦c domkni¦te w X oraz

∞⋃
j,n=1

H(j, n) =
∞⋃

j,n=1

(A(j, n)∪Gn) =
∞⋃

j,n=1

A(j, n)∪
∞⋃
n=1

Gn = A∪ (X \A) = X.

Dla funkcji f̃ zde�niowanej wzorem (4.19), zaw¦»enie f̃�Gn = 0 jest oczywi±cie

ci¡gªe dla ka»dego n ∈ N. Ponadto, z okre±lenia zbiorów A(j, n) wynika, »e

ka»de z zaw¦»e« f̃�A(j, n) = f�A(j, n) tak»e jest ci¡gªe. �

Zaªo»e« powy»szego lematu dotycz¡cych zbioru A ⊂ X nie da si¦ na ogóª

osªabi¢. Np. nie mo»na pomin¡¢ zaªo»enia, »e jest on zbiorem typu Gδ.

Uzasadnia to poni»szy przykªad.

Przykªad 4.1.

Niech X = [0, 1] oraz niech A = (0, 1) ∩ Q ⊂ X b¦d¡ zbiorami rozwa»a-

nymi z topologi¡ naturaln¡. Wówczas X jest doskonale normaln¡ przestrzeni¡

topologiczn¡ (wi¦c P0(X) = P(X)) oraz A jest zbiorem typu Fσ (ale nie typu

Gδ) w X. Ponadto P(A) = RA, gdy» zbiór A jest przeliczaln¡ sum¡ zbiorów
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sko«czonych (na ka»dym takim zbiorze dowolna funkcja jest ci¡gªa). Niech

f : A→ R b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ wzorem

f(
k

`
) = `, (4.20)

przy zaªo»eniu, »e uªamek k
`
jest nieskracalny. Poka»emy, »e odwzorowania f

nie da si¦ rozszerzy¢ do funkcji nale»¡cej do klasy P(X).

Zauwa»my najpierw, »e funkcja f jest nieci¡gªa w ka»dym punkcie swojej

dziedziny. Istotnie, wynika to z faktu, »e nieskracalnych uªamków o danym

mianowniku jest w A sko«czenie wiele.

Przypu±¢my, »e f mo»na rozszerzy¢ do funkcji f̃ ∈ P(X). Wtedy istniaªby

ci¡g (Fn), zbiorów domkni¦tych taki, »e [0, 1] =
⋃∞
n=1 Fn oraz zaw¦»enia f�Fn

s¡ ci¡gªe dla ka»dego n ∈ N. Wówczas, z wªasno±ci Baire'a, istniaªby indeks

n0 ∈ N taki, »e intFn0 6= ∅. Zatem istniaªby niepusty przedziaª (a, b) zawarty

w zbiorze Fn0 . St¡d, na mocy ci¡gªo±ci zaw¦»e« f�Fn, ka»da liczba wymierna

ξ ∈ (a, b) byªaby punktem ci¡gªo±ci odwzorowania f , wbrew faktowi, i» f jest

nieci¡gªa w ka»dym punkcie dziedziny.

Na zako«czenie tego podrozdziaªu podamy jeszcze jeden sposób rozszerza-

nia funkcji kawaªkami ci¡gªych. Do jego uzasadnienia potrzebne b¦d¡ dwa

fakty zawarte w poni»szych lematach. Dowód pierwszego z lematów podobny

jest do uzasadnienia Lematu 4.7.

Lemat 4.8.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ Hausdor�a. Ponadto, niech

E b¦dzie podzbiorem typu Fσ i jednocze±nie Gδ w przestrzeni X, oraz niech

g : X\E → E b¦dzie odwzorowaniem ci¡gªym. Wówczas retrakcja ϕ : X → X
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okre±lona wzorem

ϕ(x) =

 x : x ∈ E

g(x) : x ∈ X \ E,
(4.21)

jest odwzorowaniem kawaªkami ci¡gªym na X.

Dowód.

Niech iE : E → E b¦dzie odwzorowaniem identyczno±ciowym na zbiorze

E. Poniewa» E jest zbiorem jednocze±nie typu Fσ i Gδ, wi¦c istniej¡ ci¡gi

zbiorów domkni¦tych (Fn) i (Gn) takie, »e
⋃
n Fn = E oraz

⋃
nGn = X \ E.

Oczywi±cie Fj ∩ Gk = ∅ dla dowolnych j, k ∈ N. Ponadto, poniewa» g jest

funkcj¡ ci¡gª¡, wi¦c zaw¦»enia iE�Fn oraz g�Gn s¡ ci¡gªe dla ka»dego n ∈ N.

Poªó»myHn = Fn∪Gn, dla dowolnego n ∈ N. Wtedy
⋃
nHn =

⋃
n(Fn∪Gn) =

=
⋃
n Fn ∪

⋃
nGn = E ∪ (X \ E) = X. Ponadto, z ci¡gªo±ci zaw¦»e« iE�Fn

oraz g�Gn wynika ci¡gªo±¢ funkcji ϕ na ka»dym ze zbiorów Hn. To ko«czy

dowód lematu. �

Drugi z lematów jest szczególnym przypadkiem Twierdzenia [6, Theorem

5.2]. Poniewa» autorzy pomijaj¡ fragment dowodu, z którego wynika praw-

dziwo±¢ tego lematu, poni»ej podajemy jego uzasadnienie.

Lemat 4.9.

Zªo»enie dwóch funkcji kawaªkami ci¡gªych jest funkcj¡ kawaªkami ci¡gª¡.

Dowód.

Niech X, Y i Z b¦d¡ przestrzeniami topologicznymi Hausdor�a. Niech

ponadto g : X → Y oraz f : Y → Z b¦d¡ funkcjami kawaªkami ci¡gªymi.

Wtedy istniej¡ ci¡gi zbiorów domkni¦tych (Fn) i (Gn) takie, »e
⋃
n Fn = Y i⋃

nGn = X, oraz zaw¦»enia f�Fk oraz g�Gj s¡ ci¡gªe dla dowolnych j, k ∈ N.

Niech Hjk = (g�Gj)
−1(Fk) = {x ∈ Gj : g(x) ∈ Fk} dla dowolnych j, k ∈ N.
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Zbiór Hjk jest domkni¦ty w X (bo jest domkni¦tym podzbiorem zbioru Gj,

który jest domkni¦ty w X). Ponadto

⋃
j,k

Hjk =
⋃
j,k

[
Gj ∩ g−1(Fk)

]
=
⋃
j

Gj ∩
⋃
k

g−1(Fk) =

= X ∩ g−1
(⋃

k

Fk

)
= X ∩ g−1(Y ) = X ∩X = X.

Poka»emy, »e funkcja h = f ◦ g jest ci¡gªa na ka»dym z domkni¦tych zbiorów

Hjk. Niech (xα) b¦dzie MS-ci¡giem zbie»nym do punktu x ∈ Hjk. Wówczas

h(xα) = (f ◦ g)(xα) = f(g(xα)) oraz

(∃α0) (∀α > α0) xα ∈ Hjk. (4.22)

Z (4.22) wynika, »e g(xα) ∈ Fk dla dowolnego α > α0. Poniewa» xα → x i Fk

jest zbiorem domkni¦tym dla ka»dego k ∈ N, wi¦c g(xα)→ g(x) ∈ Fk. Zatem

f(g(xα)) → f(g(x)) ∈ Fk, a wi¦c funkcja h = f ◦ g jest ci¡gªa na ka»dym ze

zbiorów Hjk. �

Teraz mo»emy ju» poda¢ twierdzenie, w którym opiszemy wspomniany wy-

»ej sposób rozszerzania funkcji kawaªkami ci¡gªych. Stanowi ono uogólnienie

Lematu 4.7 i pokazuje, »e ilo±¢ wszystkich rozszerze« odwzorowania f ∈ P(E)

jest równa co najmniej ilo±ci ci¡gªych odwzorowa« g : X \ E → X.

Twierdzenie 4.10.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Hausdor�a i niech E ⊂ X b¦dzie zbiorem

typu Fσ i jednocze±nie Gδ w X. Ponadto, niech f : E → R b¦dzie funkcj¡

kawaªkami ci¡gª¡ na E, a ϕ retrakcj¡ okre±lon¡ wzorem (4.21), gdzie

g : X \ E → E jest funkcj¡ ci¡gª¡. Odwzorowanie Tϕ : P(E) → RX okre±lone

wzorem Tϕ(f) = f ◦ ϕ ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

• jego przeciwdziedzin¡ jest P(X),
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• jest liniowym operatorem rozszerzania takim, »e jego zaw¦»enie do

Pb(E) jest izometri¡.

Dowód.

Z Lematu 4.8 wynika, »e funkcja ϕ jest kawaªkami ci¡gªa. Zatem (na mocy

Lematu 4.9) Tϕ(f) = f ◦ ϕ, jako zªo»enie dwóch funkcji kawaªkami ci¡gªych,

jest kawaªkami ci¡gªe na X. Liniowo±¢ Tϕ oraz fakt, »e Tϕ : Pb(E) → Pb(X)

jest izometri¡ dowodzi si¦ tak samo jak w przypadku Twierdzenia 4.6. �

Powy»sze twierdzenie mo»na zastosowa¢ do uzyskania istotnego wniosku

z wyniku Jayne'a i Rogersa. W 1982 roku udowodnili oni [30] nast¦puj¡ce

twierdzenie.

Twierdzenie 4.11.

Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi, przy czym Y jest przest-

rzeni¡ zupeªn¡. Ponadto, niech f b¦dzie kawaªkami ci¡gª¡ funkcj¡ przeksztaª-

caj¡c¡ zbiór E ⊂ X w przestrze« Y . Wtedy f mo»na przedªu»y¢ do funkcji

f̂ ∈ P(E1) o warto±ciach w Y , gdzie E1 ⊃ E jest zbiorem b¦d¡cym przekrojem

zbioru A typu Fσ i zbioru B typu Gδ w X.

Stosuj¡c Twierdzenie 4.10 do wyniku Jayne'a i Rogersa, uzyskujemy na-

st¦puj¡ce

Stwierdzenie 4.2.

W Twierdzeniu 4.11 nie mo»na przyj¡¢, »e E1 jest jednocze±nie zbiorem

typu Fσ i Gδ w X.
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Dowód.

Jako uzasadnienie posªu»y nam funkcja f okre±lona w Przykªadzie 4.1.

Niech wi¦c X = [0, 1] oraz niech A = [0, 1] ∩ Q ⊂ X b¦d¡ zbiorami rozwa»a-

nymi z topologi¡ naturaln¡. Odwzorowanie f : A→ X okre±lamy wzorem

f(
k

`
) = `,

przy zaªo»eniu, »e uªamek k
`
jest nieskracalny. Jak wcze±niej pokazali±my

(Przykªad 4.1) f jest funkcj¡ kawaªkami ci¡gª¡ na A. Przypu±¢my, »e istnieje

funkcja f̂ ∈ P(E1) taka, »e zbiór E1 ⊃ A jest typu Fσ i Gδ w X oraz f̂�A = f .

Wówczas, na mocy Twierdzenia 4.10, funkcja Tϕ(f̂) = f̂ ◦ϕ jest kawaªkami ci¡-

gªym przedªu»eniem funkcji f̂ (a wi¦c i f) na X, wbrew wnioskom uzyskanym

w Przykªadzie 4.1. �



ROZDZIAª 5

Maksymalna klasa addytywna dla rodziny QU(R)

Ostatni z rozdziaªów rozprawy powstaª w caªo±ci na podstawie pracy [51].

Rozszerzymy w nim list¦ wyników zwi¡zanych z wyznaczaniem klas maksy-

malnych dla dwóch rodzin funkcji.

W gªównej mierze skupimy si¦ na maksymalnej klasie addytywnej (wyniki

opisuj¡ce klasy: multiplikatywn¡, maksimum i minimum podamy bez dowo-

dów - znajduj¡ si¦ one w pracy [51]).

Definicja 5.1.

Niech F(X, Y ) b¦dzie rodzin¡ skªadaj¡c¡ si¦ z odwzorowa« f : X → Y ,

gdzie X i Y s¡ przestrzeniami metrycznymi. W tym rozdziale rozpatrywa¢

b¦dziemy takie rodziny przy zaªo»eniu, »e X = Y = R. Maksymaln¡ klas¡

addytywn¡ dla rodziny F nazywamy zbiór:

Ma(F) = {g ∈ RR : g + f ∈ F, dla ka»dej funkcji f ∈ F}.

Podobnie, maksymaln¡ klas¡ multiplikatywn¡, maksimum i minimum dla

rodziny F nazywamy, odpowiednio, zbiór:

Mm(F) = {g ∈ RR : gf ∈ F, dla ka»dej funkcji f ∈ F},

Mmax(F) = {g ∈ RR : max{g, f} ∈ F, dla ka»dej funkcji f ∈ F},

Mmin(F) = {g ∈ RR : min{g, f} ∈ F, dla ka»dej funkcji f ∈ F}.

93
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Uwaga 5.1.

Odpowiednikiem maksymalnej klasy addytywnej dla rodziny funkcji

F(X, Y ) jest - w przypadku rodziny S(X, Y ), podzbioru przestrzeni L(X, Y )

operatorów liniowych ci¡gªych dziaªaj¡cych z przestrzeni Banacha X do Y -

klasa perturbacji, któr¡ de�niujemy jako:

PS(X, Y ) = {A ∈ L(X, Y ) : K + A ∈ S(X, Y ), dla ka»dego K ∈ S(X, Y )}.

Jednym z pierwszych matematyków, który j¡ badaª byª w roku 1966 Wa-

shenberger [56]. Wspóªcze±nie, najwi¦cej wyników dotycz¡cych klas pertur-

bacji pochodzi od Aiena i Gonzaleza (zobacz m.in. [1], [2] oraz [3]).

Na przestrzeni caªego minionego stulecia wielu matematyków zajmowaªo

si¦ badaniem maksymalnych klas (gªównie addytywnej) dla ró»nych rodzin

funkcji. W szczególno±ci, w 1990 roku, Grande i Soªtysik [27] udowodnili

nast¦puj¡cy wynik.

Lemat 5.1.

Niech Q = Q(R) b¦dzie rodzin¡ funkcji quasi-ci¡gªych okre±lonych na

przestrzeni R. Wtedy Ma(Q) = C.

Ponadto, pokazano mi¦dzy innymi, »e

• Ma(D) = Const (Radakovič [46], 1931),

• Ma(DB1) = C (Bruckner [15], 1978),

• Ma(DQ) = Const (Natkaniec [42], 1992),

• Ma(DB1Q) = C (Banaszewski [7], 1992), (zobacz tak»e [31]).

W roku 1987 Menkyna [39] badaª rodzin¦ funkcji rzeczywistych okre±lonych

na lokalnie zwartej przestrzeni normalnej X i uzyskaª dwa wyniki które, dla
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przypadku X = R, przyjmuj¡ posta¢

Ma(U) = C,

Mm(U) = C∗.

(5.1)

Poni»ej podajemy gªówne twierdzenie tej cz¦±ci pracy. Okre±lona w nim

zostaªa maksymalna klasa addytywna dla rodziny funkcji quasi-ci¡gªych o

domkni¦tym wykresie.

Twierdzenie 5.2.

Niech QU = QU(R) b¦dzie rodzin¡ funkcji quasi-ci¡gªych i o domkni¦tym

wykresie okre±lonych na przestrzeni R. Wtedy Ma(QU) = C.

Dowód.

W celu uproszczenia zapisu przyjmijmy, »e C(R) = C oraz U(R) = U. Z

Lematu 5.1 i faktu, »e C + U ⊂ U, otrzymujemy C + QU ⊂ QU, sk¡d C ⊂

⊂Ma(QU). Poka»emy, »e prawdziwa jest inkluzja odwrotna.

Przypu±¢my nie wprost, »e istnieje funkcja nieci¡gªa g nale»¡ca doMa(QU).

Mamy przy tym g ∈ QU, poniewa» Ma(QU) ⊂ QU. Niech teraz g(x) =

= −g(x) + arctan(g(x)). Mamy g = ϕ ◦ g, gdzie ϕ(x) = −x + arctan(x), a

zatem g jest funkcj¡ quasi-ci¡gª¡ jako zªo»enie funkcji quasi-ci¡gªej i ci¡gªej.

Poka»emy teraz, »e g jest tak»e funkcj¡ o domkni¦tym wykresie. Niech

(tn, g(tn))→ (t, A), A ∈ R. St¡d ci¡g (g(tn))n jest ograniczony, a zatem, wo-

bec ograniczono±ci ci¡gu (arctan(g(tn)))n, ograniczony musi by¢ tak»e ci¡g

(g(tn))n. Zatem, poniewa» g ma domkni¦ty wykres, g(tn) → g(t). St¡d

arctan(g(tn)) → arctan(g(t)), a wi¦c A = g(t). Tak wi¦c g ma domkni¦ty

wykres oraz, wobec zaªo»enia g ∈Ma(QU), mamy g + g = arctan(g(·)) ∈ QU.

Niech x0 b¦dzie punktem nieci¡gªo±ci funkcji g. Poniewa» funkcja g−g(x0)

tak»e nale»y do Ma(QU), wi¦c mo»na bez straty ogólno±ci przyj¡¢, »e
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g(x0) = 0. Je±li xn → x0 i g(xn) 9 g(x0), to ci¡g (xn)n zawiera podci¡g

(xnk)k taki, »e |g(xnk)| → ∞ (gdyby tak nie byªo, (xn)n zawieraªby podci¡g

(xnk)k taki, »e g(xnk) → y, y 6= 0, a to byªoby sprzeczne z domkni¦to±ci¡

wykresu funkcji g). Mo»emy wi¦c bez straty ogólno±ci zaªo»y¢, »e xn → x0

i |g(xn)| → ∞. W istocie, znów bez straty ogólno±ci, mo»na zaªo»y¢, »e

g(xn) → ∞, sk¡d arctan(g(xn)) → π
2
, a poniewa» g(x0) = 0, pokazuje to, »e

wykres funkcji arctan(g(·)) nie jest domkni¦ty. Uzyskali±my wi¦c sprzeczno±¢

z g ∈Ma(QU).

�

W pracy ([51]) uzasadniªem ponadto, »e

Mmax(QU) = Mmin(QU) = ∅

oraz

Mm(QU) = C∗,

gdzie

C∗ = {f ∈ C : f ≡ 0 lub f(x) 6= 0 dla wszystkich x ∈ R}.
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