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Spis oznaczen

symbol znaczenie

[a, b] przedzial domkniety o koncach a i b
N zbior liczb naturalnych

7 zbior liczb catkowitych

Q zbior liczb wymiernych

R zbior liczb rzeczywistych

int A wnetrze zbioru A

cl A domkniecie zbioru A

bd A brzeg zbioru A

dom f  dziedzina funkcji f

rng f  zbiér wartosci funkcji f

card A moc zbioru A

f(A) obraz zbioru A wyznaczony przez funkcje f
f7Y(A) przeciwobraz zbioru A wyznaczony przez funkcje f
[f =a] ={redomf:f(x)=a}

[f #a] ={zedomf: f(x)#a}
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symbol znaczenie

[f > a]
[f <a
fTA

QU(X)

SC(X)

={zedomf: f(z) >a}
={zedomf: f(z) <a}

zawezenie funkcji f do zbioru A

funkcja charakterystyczna zbioru A

funkcja znak x

zbidr wszystkich punktow ciagtosci funkeji f
zbiér wszystkich punktéw nieciaglosci funkceji f
rodzina wszystkich funkcji f: X — Y

rodzina wszystkich funkcji cigglych okreslonych na przestrzeni

Hausdorffa X
={feCX): f=01lub f(z)# 0 dla wszystkich z € X}

rodzina wszystkich funkcji Darboux okreslonych na przestrzeni

Hausdorffa X (definicja 1.16)

rodzina wszystkich funkcji o domknietym wykresie okreslonych

na przestrzeni Hausdorffa X (definicja 1.17)

rodzina wszystkich funkcji quasi-ciggltych okreslonych na prze-
strzeni Hausdorffa X (definicja 1.18)

= 9(X) N U(X); rodzina wszystkich funkcji quasi-ciagtych o
domknietym wykresie okre$lonych na przestrzeni Hausdorffa X

rodzina wszystkich funkcji potciaglych okreslonych na prze-

strzeni polskiej X (definicja 1.15)
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znaczenie

FH(X)

F(X)

A, B
A+B
A-B
An
aA

DA

+A
AB
lin(X)

p(r,y)

rodzina wszystkich funkcji kawatkami ciaglych okre$lonych na

przestrzeni normalnej X (definicja 4.1)

rodzina wszystkich funkcji klikowych okre$lonych na przestrzeni

Hausdorffa X (definicja 1.19)

rodzina wszystkich funkcji pierwszej klasy Baire’a okreslonych

na przestrzeni Hausdorffa X (definicja 1.12)

rodzina wszystkich funkcji f o wartosciach nieujemnych okreslo-

nych na niepustym zbiorze X

rodzina wszystkich ograniczonych funkcji f okreslonych na nie-

pustym zbiorze X

niepuste podzbiory przestrzeni RX
={f+tg:feAgeB}
={fg:feAgeB}

=A+A+...+ A

n

={a-a:a€ A aecR}

—A-A={f: X 3R:f=g—hig.he A
— (—1)A

=AU(-A)={xf:fe A}

—ANB

powloka liniowa przestrzeni X

odleglosé punktu x od punktu y w przestrzeni metrycznej (X, p)
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symbol znaczenie

p(x, F) odleglos¢ punktu x od zbioru F' w przestrzeni metrycznej (X, p)

I — max{f, 0}

I — max{—f,0}

s(U) = max{p(z,y) : x,y € U}; Srednica zbioru U w przestrzeni
metrycznej (X, p)

K(zo,7) = {z : p(z,z9) < r}; kula otwarta o $srodku w punkcie x, i
promieniu r > 0 w przestrzeni metrycznej (X, p)

G(f) wykres funkcji f

G(A) grupa addytywna generowana przez rodzine A (definicja 1.7)

PS(X,Y) klasa perturbacji rodziny 8, ciaglych operatoréw liniowych mie-

dzy przestrzeniami Banacha X 1Y (uwaga 5.1)




Wstep

W 1927 roku A. Lindenbaum zauwazyt, ze kazda funkcja rzeczywista jest
suma dwoch funkeji Darboux [38]. Byt to jeden z pierwszych wynikow rozwia-
zujacych problem rozktadu funkcji rzeczywistej f: X — R na sume (roznice
lub iloczyn) "lepszych” do badania odwzorowan. W ciggu ostatnich 15 lat
uzyskano wiele analogicznych rezultatow w tej dziedzinie.

W 2002 roku Borsik [11] udowodnil, ze jezeli X jest przestrzenia doskonale

normalng, to
PX) =UX) +UX), (0.1)

tj., dowolna funkcje kawalkami ciagta mozna przedstawi¢ w postaci sumy
dwoch odwzorowan o domknietym wykresie. W tym samym roku Chaatit

i Rosenthal [16] scharakteryzowali strukture klasy
DSC(X)={f: X —=>R:f=g—h;g,h€8C(X)},

funkcji dajacych sie przedstawic¢ jako réznica dwoch odwzorowan poédlciggtych
okreslonych na przestrzeni polskiej X. Weczesniej, w 1997 roku Borsik [12]
udowodnit, ze jezeli X jest przestrzenia pseudometryzowalna, to K(X) =
= 9(X) + 9(X), tj., dowolna tzw. funkcje klikowa mozna przedstawi¢ w
postaci sumy dwoch odwzorowan quasi-ciaglych.

Bardziej subtelne wyniki dotycza rozkltadow funkcji z pewnych podzbiorow
zbioru funkcji pierwszej klasy Baire’a: B} (X), oraz kawatkami ciagtych P(X)
(patrz str. 6 oraz definicje 1.13 1 4.1). W 1999 roku Borsik, Dobos i Repicky

pokazali [13], Ze jezeli X jest przestrzenia metryczna osrodkowa, to dowolne

8
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odwzorowanie z klasy Bi(X) C By(X) mozna przedstawi¢ w postaci sumy
trzech funkeji quasi-ciagltych o domknietym wykresie tj., B(X) C QU(X)+
+OU(X) 4+ QU(X). W tej samej pracy pokazano, ze jezeli X jest przestrzenia

polska, to zachodzi rownosé
Bi(X) =P(X) =lin(QU(X)) = QU(X) + QU(X) + QU(X). (0.2)
Zatem, na mocy (0.1) oraz (0.2), jezeli X jest przestrzenia polska, to
BI(X) = U(X) + U(X). (0.3)

Sugerujac sie rownosciami (0.2) oraz (0.3), Borsik, Dobos i Repicky postawili
problem [13, str. 5| charakteryzacji zbioru QU(X) + QU(X). W rozdziale
2 niniejszej rozprawy wyznaczyltem dosy¢ ogoélne warunki wystarczajace na
to, aby odwzorowanie f: X — R bylo suma (lub iloczynem) dwoch funkeji
quasi-ciagtych o domknietym wykresie.

Innym problemem zwigzanym z wyzej opisang tematyka i rozwazanym
przeze mnie jest nastepujace zagadnienie.

Niech (W) oznacza pewng wtasno$é funkeji rzeczywistych, X - ustalong
przestrzen topologiczng, A - niepusty podzbior przestrzeni X. Wprowadémy
0Znaczenie

Wa={f €R*: f ma wiasnogé¢ (W)}.

Przy jakich zatozeniach o zbiorze A kazdg funkcje f € W mozna przediuzyé
do funkcji f € Wx ¢

Klasyczny wynik Tietzego moéwi, ze odwzorowanie f ciaglte na domknie-
tym podzbiorze A przestrzeni normalnej X mozna przedtuzyé do funkeji f
ciggtej na X. Ponadto, w 1951 roku Borsuk i Dugundji udowodnili twierdze-

nie (49, 21.1.4] o istnieniu liniowego operatora rozszerzania funkcji ciaglej z

podzbioru domknietego A przestrzeni metrycznej X, na caly te przestrzen.
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W niniejszej pracy zostanie udowodniony analogon twierdzenia Tietzego dla
przypadku funkcji o domknietym wykresie (Twierdzenie 3.1) oraz analogon
twierdzenia Borsuka-Dugundjiego dla przypadku pewnej specjalnej podklasy
klasy funkcji kawatkami ciagltych (Twierdzenie 4.6).

Podstawa niniejszej rozprawy sa artykuty [50], [51] oraz [58]. W artykule
[60| podatem warunki wystarczajace na to, aby odwzorowanie f: X — R
okreslone na dowolnej przestrzeni metrycznej X mozna bylo przedstawi¢ w
postaci sumy dwoch funkeji quasi-ciaggtych o domknietym wykresie. W pracy
[68] badatem zalezno$¢ miedzy klasami C(X), U(X) i B1(X) (odpowiednio
funkgji ciagtych, o domknietym wykresie i pierwszej klasy Baire’a). W arty-
kule [51] okreslitem maksymalne klasy dziatan (addytywna, multiplikatywna,
maksimum i minimum) dla rodziny funkeji quasi-ciagtych o domknietym wy-
kresie. Cze$¢ zawartych w tej rozprawie wynikoéw jest jednak nowa i nie byta
publikowana. Szczegétowe omoéwienie rozprawy zamieszczam ponizej.

Praca podzielona jest na pie¢ rozdzialéw. Rozdziat 1. zawiera podstawowe
definicje i twierdzenia pomocnicze. W podrozdziale 1.3 przypominam szereg
twierdzen dotyczacych rozpatrywanych rodzin funkcji, jak réwniez dowodze
kilku lematow, na ktore powoluje sie w dalszej czesci pracy.

Rozdzial 2. poswiecony jest rodzinie funkeji rzeczywistych okreslonych na
przestrzeni metrycznej X, ktorg na uzytek moich badan oznaczytem symbolem
Bf(X). W podrozdziale 2.1 podaje jej definicje oraz okreslam i dowodze pod-
stawowe wtasnosci. W podrozdziale 2.2 dowodze jedno z kluczowych twierdzen
rozprawy pokazujace, ze dowolng funkcje z klasy Bf(X ) mozna przedstawic
w postaci sumy dwoch funkeji quasi-ciagltych o domknietym wykresie (Twier-

dzenie 2.5).
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W rozdziale 3. zajmuje sie rozszerzaniem funkcji o domknietym wykresie.
W podrozdziale 3.1 podaje wzor na rozszerzenie f funkcji f o domknietym
wykresie, okreslonej na zerowym podzbiorze A przestrzeni normalnej X na
caly ta przestrzen z zachowaniem domknietosci wykresu f. Wynik ten sto-
suje do nowej charakteryzacji P-przestrzeni: w podrozdziale 3.3 wykazatem,
ze jezeli X jest przestrzenia doskonale normalna, to rodziny funkcji Bq(X),
U(X) i C(X), odpowiednio, pierwszej klasy Baire’a, o domknietym wykresie i
ciagltych sa sobie réwne wtedy i tylko wtedy, gdy X jest P-przestrzenia.

Wryniki uzyskane w rozdziale 3. wykorzystuje w kolejnym. Pos$wiecony
jest on specjalnej podklasie klasy P(X) funkcji kawatkami ciaglych okreslo-
nych na przestrzeni normalnej X. Na uzytek moich badan oznaczylem ja sym-
bolem Py(X). W podrozdziale 4.1 podaje jej definicje i dowodze wlasnosci,
z ktorych korzystam w dalszej czesci rozdziatu. W podrozdziale 4.2 poka-
zuje, ze dowolne odwzorowanie z klasy Py(X) mozna przedstawi¢ w postaci
roznicy dwoch nieujemnych funkeji o domknietym wykresie. W podrozdziale
4.3 podaje, wykorzystujac wynik z podrozdziatu 3.1, wzér okreslajacy liniowy
operator rozszerzania odwzorowania z Po(A) do Py(X), gdzie A C X jest
domknietym i typu Gy (tj., zerowym) podzbiorem przestrzeni normalnej X.

W 1987 r. Menkyna podal opis (|39]) maksymalnej klasy addytywnej
(patrz definicja 5.1) dla rodziny funkcji rzeczywistych o domknietym wykre-
sie. Rozdzial 5. mojej pracy poswiecony jest badaniu klas maksymalnych
dla rodziny funkcji quasi-ciagltych o domknietym wykresie. Okazuje sie, ze w
zakresie teorii operatoréow liniowych pojecie klasy maksymalnej ma swoj od-
powiednik: jest to perturbacja rodziny przeksztatcen liniowych. Teoria ta jest
do$¢ mocno rozbudowana, a wiekszo$¢ wynikéw pochodzi od P. Aiena i M.

Gonzaleza [1].
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Stosowana przeze mnie numeracja definicji, twierdzen, lematow itp. sklada
sie z dwoch liczb, z ktorych pierwsza oznacza numer rozdzialu, a druga numer
twierdzenia, lematu, itp. Odrebna numeracje w kazdym rozdziale prowadze
dla definicji, oznaczen, uwag i problemoéw, natomiast w danym rozdziale wspol-
nie numeruje twierdzenia, lematy i wnioski. Symbol [J oznacza koniec dowodu

lematu, twierdzenia lub wniosku.



ROZDZIAL 1

Podstawowe definicje i twierdzenia pomocnicze

1.1. Podstawowe definicje

Podane oznaczenia i definicje pochodza z prac [50], [51], [58] oraz mono-
grafii [20]. Przyjmujemy w nich, ze X jest przestrzenia topologiczna Haus-

dorfla.

OZNACZENIE 1.1.
Niech x € X. Symbolem V, oznaczamy zbior wszystkich otoczen otwar-

tych punktu x w przestrzeni X.

DEFINICIA 1.1.

Niech S bedzie niepustym zbiorem. Moéwimy, ze rodzina JF podzbioréw
zbioru S jest filtrem wtasciwym podzbiorow zbioru S, jesli spelnione sa naste-
pujace warunki:

e ScTF 0¢7,
ejesSi ACBCSiAeF toBeF,
e jesli A BT, to ANBeJT.
Filtr wlasciwy F jest filtrem maksymalnym (ultrafiltrem), jesli jedynym filtrem

zawierajacym J jest J.

DEFINICIA 1.2.
Niech € bedzie algebra rodziny podzbioréow przestrzeni X. Mowimy, ze

podzbiér J zbioru € jest ideatem, jesli spetnione sg nastepujace warunki:

e e J,

13
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e jesli Ae JiBeé, tozfaktu B C A wynika, ze B € 7,

OjeéliAl,AQEJ, t0A1UA2€j-

Ponadto, ideal J nazywamy o-ideatem, gdy ostatni warunek mozna zastapic¢

warunkiem
o jesli {Ap}nen C T, to U,en An € J.-

(Najczesciej pojecie o-ideatu pojawia sie gdy € jest o-algebra.)

DEFINICIA 1.3.
Niech T bedzie przestrzenia liniowo-topologiczng. Niepusty zbior do-
mkniety F' C T nazywamy stozkiem (w przestrzeni T'), gdy spelnione sa

nastepujace warunki:

o '+ FCF,
e oF C F dla dowolnego oo € RT,

e 'N(—F) = {0}.

DEFINICJA 1.4.
Moéwimy, ze zbior A C X jest zerowy, jezeli istnieje funkcja ciagla
f: X —[0,1] taka, ze A= [f = 0]. Dopelnienie A’ = [f > 0] zbioru zerowego

nazywamy zbiorem kozerowym.

DEFINICJA 1.5.

Niech X bedzie przestrzenia liniowg. Moéwimy, ze odwzorowanie
f: X — R jest afiniczne, jezeli dla dowolnych elementéow xq,x5 € X oraz
a, B € R takich, ze a+ = 1, speliona jest rownosé¢ f(ax; + Brs) = af(x)+
+0f(22).

Odwzorowanie f: X — R, bedziemy nazywaé¢ dodatnio afinicznym, jezeli

powyzsza rownos$¢ bedzie spetniona dla parametrow o, 8 € R,



ROZDZIAL 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I TWIERDZENIA POMOCNICZE 15

PRZYKLAD 1.1.
(i) Niech t = (t1,t,) € R% Odwzorowanie f: R? — R okreglone wzorem

f(t) = t1 + ta + 5 jest przeksztalceniem afinicznym.

(17) Niech F[0,1] = {f: [0,1] — R, : f-ciagle} oraz niech ¢ € R\ {0}.
Odwzorowanie T: F[0,1] — R okreslone wzorem

T(f)(s) = [, f(x)dx + ¢ jest dodatnio afiniczne.

DEFINICJA 1.6.
Niech £ C X. Ciagte odwzorowanie r: X — FE takie, ze r(z) = z dla

kazdego x € E, nazywamy retrakcjq, a zbior E - retraktem przestrzeni X.

DEFINICJA 1.7.
Niech F C RX. Grupg addytywng generowang przez niepustq rodzine F
nazywamy zbior

o

5(F) = [ J=EF)"

n=1

Dzialanie grupowe @ w G(F) jest dzialaniem zawezonym z przestrzeni RX

(tj., dodawanie elementow 7z G(F) odbywa sie "po wspoltrzednych”).

W ponizszych definicjach zaktadamy, ze > jest relacja czesciowego po-

rzadku w zbiorze A.

DEFINICJA 1.8.
Mowimy, ze zbior czesciowo uporzadkowany (poset) (A, >) jest zbiorem
skierowanym, jezeli dla dowolnych dwéch elementow a,b € A istnieje element

c€e Ataki,zec>aic>b.
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PRZYKEAD 1.2.
(1) Rodzina wszystkich skoriczonych podzbior6w zbioru Z 7z relacja C jest
rodzing skierowang. Dla dowolnych skoriczonych zbioréw F' i G odpowiednim

zbiorem zawierajacym je oba jest na przyktad zbior F'U G.

(71) W rodzinie I wszystkich przedziatow domknietych zbioru R okreslmy

relacje > nastepujaco:
le,d] > [a,b] < ¢>aAd>D.

Rodzina (I, ) jest zbiorem skierowanym. Dla dowolnych przedzialow [a, b],
[c,d] C R, odpowiednim przedzialem [z, y] spelniajacym warunki [z, y] > [a, ]

i [z,y] = [c,d], jest na przyktad przedzial [|a| + |c|, |b| + |d|].

(7ii) Zbior liczb porzadkowych z relacja < (a < f < « € ) jest rodzina
skierowang. Dla dowolnych liczb porzadkowych « i § odpowiednia liczba ~

spelniajaca warunek o < v i 8 < v jest na przyktad liczba o + f3.

DEFINICJA 1.9.
Ciggiem uogdlnionym (MS-ciggiem, ciggiem Moore’a-Smitha) w prze-
strzeni topologicznej X, nazywamy funkcje odwzorowujaca niepusty zbidr

skierowany (A, >) w przestrzen X.

OZNACZENIE 1.2.
Ciag uogolniony odwzorowujacy niepusty zbior skierowany (A, =) w przest-

rzenn X oznaczaé¢ bedziemy symbolem (z,)sca-

PRZYKEAD 1.3.
(1) Ciag (aq,as, ...) elementow przestrzeni topologicznej V moze by¢ roz-

wazany jako ciagg uog6lniony w V' okreslony na zbiorze N.
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(77) Niech w bedzie pierwsza nieskoriczong liczba porzadkowa. Rozwazmy
dobrze uporzadkowany zbior A = [0,w) (zlozony 7 liczb porzadkowych a < w)
i funkcje f okreslona na A i o wartoSciach w przestrzeni topologicznej V.

Funkcja ta jest MS-ciagiem w przestrzeni V.

DEFINICJA 1.10.
Jezeli (x,) jest MS-ciagiem w przestrzeni topologicznej X i z € X, to

mowimy, ze ciag (z,) jest zbiezny do punktu x, i piszemy
To = T,

gdy dla dowolnego otoczenia U punktu x istnieje element g € A taki, ze

zo € U dla dowolnego a > 3.

DEFINICJA 1.11.

Niech (z,) i (y3) beda MS-ciagami odwzorowujacymi zbiory skierowane,
odpowiednio, A i B w przestrzenie topologiczne, odpowiednio, X i Y. Mo-
wimy, ze ciag (yg) jest podciggiem ciagu (x,), jezeli istnieje funkcja k: B — A
taka, ze:

® Ys = Th(p),
e dla dowolnego a € A istnieje element 5y € B taki, ze k(f) > « dla

kazdego 8 = [Sy.
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1.2. Rodziny funkcji

Przyjmujemy, ze X i Y sa przestrzeniami topologicznymi Hausdorffa.

OZNACZENIE 1.3.
Niech F(X) bedzie rodzing funkcji okreslonych na przestrzeni topolo-
gicznej X. Symbolem F*(X) oznaczaé¢ bedziemy zbiér funkcji z rodziny F(X)

o warto$ciach nieujemnych.

OZNACZENIE 1.4.

Rodzine wszystkich funkeji cigglych odwzorowujacych X w R oznaczamy

symbolem C(X).

DEFINICIA 1.12.
Niech f: X — R. Mowimy, ze funkcja f nalezy do [ klasy Baire’a,
jezeli jest punktowa granica pewnego ciagu (f,) funkcji ciagtych f,: X — R,

n=12,....

OZNACZENIE 1.5.
Rodzine wszystkich funkcji T klasy Baire’a odwzorowujacych X w R ozna-

czamy symbolem By (X).

Kolejna definicja okresla przynalezno$é odwzorowania f do rodziny funkcji

Bi(X) C B1(X). Rodrine te zdefiniowal O’Malley w 1976 r. [43]

DEFINICIA 1.13.
Niech f: X — R. Mowimy, ze funkcja f nalezy do klasy Bi(X), jezeli
dla dowolnego niepustego podzbioru domknietego F' przestrzeni X, wnetrze

zbioru C(f[F') jest niepuste.

PRzZYKELAD 1.4.

Prostym przyktadem funkeji z klasy B3(X) jest f(z) = [z],z € R.
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Kolejna definicja okresla przynalezno$é odwzorowania f do rodziny funkcji

Bi*(X) C Bj(X). Rodzine te zdefiniowal Pawlak w 2000 r. [45]

DEFINICIA 1.14.
Niech f: X — Y. Moéwimy, ze funkcja f nalezy do klasy Bi*(X), jezeli

zawezona do zbioru D(f) jest ciagla.

PRZYKLAD 1.5.
Kazda funkcja rzeczywista f, dla ktorej zbior D(f) jest skoriczony jest

funkcja z klasy B*(X) (np. f(z) =sgn(z),z € R).

DEFINICJA 1.15.

Niech f: X — R oraz xg € X. Mowimy, ze funkcja f jest pdtciggla z
gory |odpowiednio, z dotu| w punkcie xg, jezeli dla dowolnego ¢ > 0 istnieje
zbior U € V,, taki, ze f(x) < f(xo) + ¢ [odpowiednio, f(z) > f(x¢) — €] dla

dowolnego = € U.

OZNACZENIE 1.6.
Rodzine wszystkich funkeji potciagtych (z gory lub z dotu) odwzorowuja-

cych X w R oznaczamy symbolem 8C(X).

DEFINICJA 1.16.

Niech X 1Y beda dowolnymi przestrzeniami topologicznymi. Méwimy, ze
funkcja f: X — Y ma wlasno$é Darbouz (albo, ze f jest funkcjq Darbouz),
jezeli obraz dowolnego spdjnego podzbioru przestrzeni X jest zbiorem spojnym

w przestrzeni Y.

OZNACZENIE 1.7.
Rodzine wszystkich funkcji Darboux odwzorowujacych A C X w Y ozna-

czamy symbolem D(A).
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DEFINICJA 1.17.
Niech f: X — Y. Moéwimy, ze funkcja f ma domkniety wykres, jezeli jej

wykres G(f) jest domknietym podzbiorem przestrzeni X x Y.

DEFINICIA 1.18.

(Zobacz [26]) Niech f: X — R, gdzie X jest przestrzenia metryczna.
Mowimy, ze funkcja f jest quasi-ciggta w punkcie v € X, jezeli istnieje ciag
(x,) punktow ciaglosci funkeji f taki, ze x, — x i f(z,) — f(z).

Mowimy, ze funkcja f jest quasi-ciggta, jezeli jest quasi-ciggta w kazdym

punkcie z € X.

PRZYKLAD 1.6.
Funkcja f: R — R okreslona wzorem f(z) = sin < gdy « # 0 oraz f(0) =

% jest funkcja quasi-ciagta, ktora nie ma domknietego wykresu.

OZNACZENIE 1.8.
Rodzine wszystkich funkeji quasi-ciggtych odwzorowujacych X w R ozna-

czamy symbolem Q(X).

DEFINICJA 1.19.

Mowimy, ze funkcja f: X — R jest klikowa w punkcie x € X, jezeli dla
dowolnego zbioru U € V, i dla dowolnego € > 0 istnieje zbior otwarty G C U
taki, ze |f(y) — f(2)| < ¢, dla kazdych y,z € G.

Mowimy, ze funkcja f jest klikowa, jezeli jest klikowa w kazdym punkcie

r e X.

PRZYKLAD 1.7.
Kazda funkcja f: R — R, dla ktorej zbior C(f) jest gesty w R, jest klikowa
(przyktadem funkeji klikowej, ktora nie jest quasi-ciaglta jest odwzorowanie

f: R — R okreslone wzorem f(z) =0 gdy = # 0 oraz f(x) =1 gdy x = 0).
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OZNACZENIE 1.9.
Rodzine wszystkich funkcji klikowych odwzorowujacych X w R ozna-

czamy symbolem C(X).

OZNACZENIE 1.10.
Symbolem QU(X) oznaczamy rodzing Q(X) N U(X); jej elementami sa

zatem funkcje quasi-ciaggte o domknietym wykresie.

PRZYKEAD 1.8.
Przykladem funkeji nieciagtej nalezacej do klasy QU(X) jest odwzoro-
wanie f: R — R okreslone wzorem f(z) = 0 dla o < 0 oraz f(z) = + dla

x > 0.
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1.3. Twierdzenia pomocnicze

W tym podrozdziale, jezeli nie zdefiniujemy doktadniej, to przyjmujemy,

ze X 1Y sa przestrzeniami topologicznymi Hausdorffa.

UWAGA 1.1.
(Zobacz |20, strona 62|) Podzbior A przestrzeni normalnej X jest zbiorem
domknietym typu Gs wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiorem zerowym pewnej

funkeji ciagtej f: X — I =10,1].

LEMAT 1.1.
(Zobacz |57, strona 161]) Niech K bedzie niepustym zbiorem skierowa-
nym. Zbior K jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy MS-ciag w K

zawiera podcigg zbiezny do elementu zbioru K.

LEMAT 1.2.
(Zobacz |57, strona 191|) Funkcja f: X — Y ma domkniety wykres
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego MS-ciagu x, C X takiego, ze x, — x

i f(x,) = vy, zachodzi réwnos¢ y = f(x).

LEMAT 1.3.
(Zobacz |57, strona 196]) Niech f: X — Y bedzie funkcja o domknietym

wykresie. JezeliY jest przestrzenig zwarta, to f jest odwzorowaniem ciggtym.

Na podstawie powyzszego lematu otrzymujemy

WNIOSEK 1.4.

Kazda ograniczona funkcja f: X — R o domknietym wykresie jest ciagla.

Dowod kolejnego lematu znajduje sie w [28]. Dla pelnosci niniejszej roz-

prawy podajemy jego uzasadnienie wykorzystujac w tym celu Lemat 1.2.
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LEMAT 1.5.
Dla ustalonej funkcji f: X — R oraz elementu x € X, zdefiniujmy zbiér

C(f,x) wzorem

C(fa)= () df(v)=

= {y € R: istnieje MS-ciag (x,) C X taki, ze v, — x 1 f(x4) = y}.

Funkcja f ma domkniety wykres wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego

punktu x € X prawdziwa jest réwnosé
C(f,x) ={f(x)}. (1.1)

DowOD.

Zalozmy najpierw, ze C(f,z) = {f(x)} dla dowolnego punktu =z € X.
Przypusémy niewprost, ze f nie ma domknietego wykresu. Na podstawie
Lematu 1.2 istnieja wowczas: punkt xg € X i MS-ciag (t,) taki, ze t, — xo
oraz f(t,) — a # f(xg). Wtedy, z okreslenia zbioru C(f,x¢) wynika, ze
{a} € C(f,xo). Znalezlismy wiec element a # f(xg), ktory nalezy do zbioru
C(f, o), wbrew przyjetemu zatozeniu. PokazaliSmy tym samym, ze jezeli
C(f,x) = {f(x)} dla dowolnego punktu x € X, to f ma domkniety wykres.

Z drugiej strony zalozmy, ze funkcja f: X — R ma domkniety wykres.
Przypus$émy, niewprost, ze istnieje punkt zo € X taki, ze C(f, z¢) 2 {f(z0)}-
Istnieje wowcezas MS-ciag (z,) C X taki, ze z, — 0 1 f(za) = o # f(x0).
Zatem (x4, f(za)) = (20,y0) € clG(f) \ G(f). Wynika stad, ze
cG(f)\ G(f) # 0, wbrew zalozeniu o domknietosci wykresu odwzorowania

e O
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LEMAT 1.6.

(Zobacz |23, Tw. 3.6] oraz [57, strona 196|) Niech X i Y beda przest-
rzeniami topologicznymi Hausdorffa i ponadto, niech f: X — Y bedzie funk-
cja o domknietym wykresie. Jezeli K jest zwartym podzbiorem przestrzeni Y,

to zbior f~1(K) jest domknigty w X.

Kolejny z lematéw podaje wygodne kryterium sprawdzania domknietosci
wykresow funkeji o wartosciach rzeczywistych. Szkic jego dowodu znajduje sie
w [11]. W celu uzyskania pelnej jasnosci prowadzonych rozwazan podajemy

ponizej jego uzasadnienie.

LEMAT 1.7.
Niech dana bedzie funkcja f: X — R. Jezeli dla dowolnego x € X i dla

dowolnego m € N istnieje zbior V € V, taki, ze

FV) € (=00, =m) U (f(2) = — f(2) + =) U (m, 00),
to funkcja f ma domkniety wykres.

DowOD.
Dowd6d oparty jest na Lemacie 1.5. Wykazemy, ze powyzszy warunek im-
plikuje rownosé¢ (1.1) dla dowolnego z € X. Niech y € C(f, x). Pokazemy, ze

y = f(x). Poniewaz dla dowolnych = € X i m € N istnieje zbior V' € V, taki,

FV) € (o0, =m) U (f(@) =~ (@) + - ) U (m, ),
wiec
1 1
y €l f(V) C (=00, —m] U [f(g:) L f@) + E} U [m, o0)
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Stad,

ye N (oo, =m]U 1) = - f@) + =] Ulm.o0)) = {(£(@)}

m
meN

Zatem, na mocy Lematu 1.5, funkcja f ma domkniety wykres. To konczy

dowdd. O

W dalszych rozwazaniach bedziemy wykorzystywac nastepujacy wynik

(patrz [17]).

LEMAT 1.8.
Niech X bedzie przestrzenia topologiczng Hausdorffa i niech f: X — R
bedzie funkcja o domknietym wykresie. Woéwczas funkcja |f| ma domkniety

wykres.
Odnotujmy réowniez nastepujacy oczywisty fakt.

UWwAGA 1.2.
Niech f: X — R bedzie funkcja o domknietym wykresie oraz a € R.

Wowezas funkcja af ma domkniety wykres.

W 1985 r. Dobo§ udowodnit [17], ze suma dwoch nieujemnych funkeji o
domknietym wykresie jest funkcja o domknietym wykresie. Poniewaz

0 € UT(X), wiec wynik Dobosa przyjmuje nastepujacg postac.

LEMAT 1.9.

UH(X) + UT(X) = UH(X).

Z powyzszego Lematu, na mocy Uwagi 1.2 wynika, ze zbior UT(X) jest

stozkiem w zbiorze wszystkich funkeji R¥.
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Na zakoniczenie tego rozdzialu udowodnimy lemat, w ktorym okreslona
zostata pewna whasnosé funkeji quasi-ciagtych (ale nie ciagtych) o domknietym

wykresie.

LEMAT 1.10.
Niech g: R — R bedzie odwzorowaniem z klasy QU(R) o dyskretnym

zbiorze punktéw nieciaglosci i ponadto, niech xo € D(g). Wtedy

lim g(z) = g(zo) oraz | lim g(z)| = oo, lub
=Ty =z

(1.2)

lim g(z) = g(zo) oraz | lim g(z)| = co.

(Przykladem takiego odwzorowania jest funkcja g: R — R okreslona wzorem

g(z) =z dla x € (—00,0] oraz g(z) = < dla z € (0,00))

DowoOD.

Niech g: R — R bedzie odwzorowaniem z klasy QU(R), nieciaglym w
punkcie g € R. Poniewaz g ma domkniety wykres oraz zbior D(g) jest
dyskretny, wiec jedna z granic jednostronnych funkcji ¢ w punkcie xy musi mieé¢
warto$¢ +oo (w przeciwnym przypadku punkt z, bytby punktem ciaglosci
funkeji g). Zatem druga ze wspomnianych granic jednostronnych musi by¢
rowna wartosci g(zo) (w przeciwnym przypadku funkcja g nie bytaby quasi-

ciaggla w punkcie x). O



ROZDZIAL 2

Struktura rodziny odwzorowan bedacej sumg dwéch
funkcji quasi-cigglych o domknietym wykresie
2.1. Klasa B7(X)

W 1999 r. Borsik, Dobo$ i Repicky pokazali [13], Ze jezeli X jest prze-
strzenia metryczng osrodkowa, to dowolne odwzorowanie z klasy B1(X ) mozna
przedstawi¢ w postaci sumy trzech funkcji quasi-ciagtych o domknietym wy-
kresie, tj.,

BH(X) C QU(X) + QU(X) + QU(X).

Postawili oni jednoczesnie problem [13, str. 5| charakteryzacji zbioru
QU(X) + QU(X).

W niniejszym rozdziale okreslimy klase funkcji 3f(X ) okreslonych na prze-
strzeni metrycznej X, ktorej elementy da sie przedstawi¢ w postaci sumy

dwoch funkeji quasi-ciggtych o domknietym wykresie.

DEFINICJA 2.1.

Niech X bedzie przestrzenia metryczna i niech f: X — R. Méwimy, ze
funkcja f nalezy do klasy BY (X)), jezeli jest ciagla lub spelnione sa dla niej
nastepujace warunki:

(t1) zbior D(f) jest osrodkowy,

(to) zawezenie f]D(f) jest ciagle (tj., f € Bi*(X), patrz Definicja 1.14),

(t3) lim,_,.|f(u)| = oo, dla kazdego z € D(f) (tj., na mocy warunku (t,),

dla kazdego x € D(f) istnieje ciag (u,) punktow cigglosci funkeji f

taki, ze [f(un)| T 00).
27
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Z okredlenia warunku (t5) oraz faktu, ze Bi*(X) C B1(X) (zobacz [45,
Proposition. 1]) wynika natychmiast, ze B¥(X) c B1(X) (tj., jesli X jest
przestrzenia metryczna, to kazda funkcja f € B¥(X) jest pierwszej klasy
Baire’a).

Zauwazmy najpierw, ze

UWAGA 2.1.
Z warunkow (t2) i (t3) wynika natychmiast, ze dla dowolnego odwzoro-
wania f € Bf(X), zbior D(f) ma puste wnetrze (tj., zbior C(f) jest gesty w

X).

W kolejnym lemacie udowodniona zostanie podstawowa wtasnosé funkeji
z klasy 3#()( ). Stanowi on uogolnienie wynikoéw uzyskanych przez Kostyrke i
Salat’a [35], Baggsa [4] (dla dziedziny X bedacej przestrzenia metryczng) oraz
przez Dobosa [17, Theorem 3| (dla dziedziny X bedacej przestrzenia topolo-

giczna). Wykorzystamy ja w dowodzie gtownego twierdzenia tego rozdziatu.

LEMAT 2.1.
Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczng i niech f: X — R bedzie

funkcja spelniajaca warunek (t3) definicji 2.1:

Tim| ()] = oo, (2.1)

u—t

dla kazdego t € D(f). Wtedy zbiér D(f) jest domkniety. W szczegdlnosci,

wlasnosé ta przysluguje wszystkim niecigglym funkcjom f € B¥(X)UU(X).

Dowob.

Przypus$émy, ze zbior D(f) nie jest domkniety, tj.,

clD(f)\ D(f) # 0. (2:2)
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Niech x bedzie elementem nalezacym do zbioru

Al D(f)\ D(f) = el D(f) N C(f) (2:3)

i niech (z;) bedzie ciagiem elementéw zbioru D(f) takim, ze

lim p(z;,xz) =0. (2.4)

Jj—o0

Poniewaz (x;) C D(f), wiec

Tim [ f(u)] = o0

U—T 5

dla kazdego j € N. Z powyzszego warunku wynika, ze istnieje ciag (u;) C C(f)

taki, ze

lim p(z;,u;) = 0 oraz |f(u;)| > 14 |f(z)| dla wszystkich j. (2.5)

o0
Z (2.4) i pierwszego z warunkow (2.5) uzyskujemy w; — z przy j — oo.
Poniewaz jednak x jest punktem ciaglosci odwzorowania f (na mocy (2.3)),
wiec z drugiego z warunkow (2.5) otrzymujemy sprzecznosé: |f(z)| > 1+
+|f(x)]. Stad, warunek (2.2) jest niemozliwy, a zatem musi by¢ cl D(f) =

= D(f), tj., zbior D(f) jest domkniety, jak twierdzilismy. O

OZNACZENIE 2.1.

Niech F bedzie niepusta rodzing podzbioréw przestrzeni metrycznej (X, p).
Symbolami Ky i Uy oznaczamy, odpowiednio, zbiory | J s cl K oraz |Jy 5 K,
gdzie cl K jest domknieciem zbioru K w przestrzeni X. Ponadto, symbolem

KY oznacza¢ bedziemy rodzine {cl K, K € F}.

OZNACZENIE 2.2.
Symbolem K (t,¢) oznaczamy kule domknicta o $rodku w punkcie ¢t € X

i promieniu € > 0.
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Kolejny lemat jest kluczowym dla dowodu gléwnego twierdzenia tego roz-
dziatu. Stanowi on rozszerzona wersje wyniku pochodzacego od Borsika, Do-
bosa i Repicky’ego [13, Lemma 3.3|. Poprzedzimy go uwaga okreslajaca spo-

sob rozumienia zbieznosci ciagu zbioréw (U,,) do punktu z.

DEFINICJA 2.2.
Moéwimy, ze ciag (U, ), niepustych podzbiorow przestrzeni X, jest zbieiny

do elementu x, i piszemy:

lim U, =z,
n—o0

gdy obydwa ciagi (6(U,)) i (p(x,U,)) sa zbiezne do 0.
Przyktadem ciggu (U,) podzbioréw przestrzeni R zbieznym do 0 jest

U,=1/(n+1),1/n),n=1,2,....

LEMAT 2.2.

Niech X bedzie przestrzenig metryczna. Dla kazdej niecigglej funkcji
fe Bfﬁ(X ) istnieja nieskoriczone rodziny A i B otwartych podzbioréw prze-
strzeni X takie, ze dla rodziny L = AU B spelnione sa warunki (patrz ozna-
czenia 2.1 na poprzedniej stronie):

(i) K- C C(f) (tj., d KND(f) = 0 dla kazdego K € L); w szczegdlnodci,

Uy i Ug s otwartymi podzbiorami zbioru C(f);

(17) rodzina {c1 K : K € L}, podzbioréw przestrzeni C(f), jest dyskretna
(tj., dla kazdego x € C(f) istnieje zbior U € V, przecinajacy co
najwyzej jeden element rodziny {cl K : K € L});

(4ii) dla kazdego ciagu (K,) parami rozlagcznych elementéw K* i dla kaz-

dego ciagu (y,) takiego, ze y, € c1 K,, p=1,2,..., zachodzi:

Jim [/ (yp)| = oo;
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() D(f) CclUgneclUsg =cl KgNecl Kp (zauwazmy, ze clUy = cl K 4 i

clUp = cl Kp).

Dowonb.

Niech F' = D(f). Z Lematu 2.1 i wlasnosci (t3) Definicji 2.1 wynika, ze

zbior F' jest domkniety i nie posiada punktow izolowanych w przestrzent X.
(2.6)

Na podstawie aksjomatu (¢1) Definicji 2.1 zbior F jest osrodkowy; niech zatem

G oznacza ustalony przeliczalny i gesty podzbiér zbioru F'. Poniewaz zbior F

jest nigdziegesty (patrz Uwaga 2.1 i Lemat 2.1), wiec mozemy przyjac, ze

G={xy 7 #xjpray i # jnL,,

gdzie M = card F', gdy F' jest zbiorem skonczonym oraz M = oo, gdy F jest
zbiorem nieskonczonym.

Glowna idea konstrukeji elementéw rodziny L jest okreslanie ciagow
(U;k)>:ol7 otwartych podzbioréw zbioru C'(f) w taki sposob, aby U;k) — T},
przy j — oo (patrz Definicja 2.2), oraz aby |f(x)| > k + j dla dowolnego
elementu x € U;k) i dla wszystkich indeksow j, k € N. Konstrukcje przeprowa-
dzimy indukcyjnie w trzech krokach.

KROK 1. Na mocy warunku (2.6), punkt x; € G nie jest izolowany w X.
Z ciaglosci zawezenia f|F (aksjomat (f9)) oraz warunku clC(f) = X (patrz

Uwaga 2.1) wnosimy, ze istnieje nieskoriczony ciag (tél)) elementow zbioru

C(f) taki, ze:

(1) 1 -
t # t dla j # m, (2.7)
oraz
lim tg»l) = 2. (2.8)
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Ponadto, na podstawie warunku (t3) Definicji 2.1, mamy

Tim [ f(1)] = o0

t—x1
wiec mozemy przyjaé¢ (przechodzac do odpowiedniego podciagu ciagu (tg-l))),
ze
1 (1) .
P> 1FED] > 1+ (2.9)

dla wszystkich indeksow j. Poniewaz zbior C'(f) jest otwarty oraz

t;l) € C(f),7 =1,2,..., wiec istnieje ciag liczb dodatnich (5§-1)) spelniajacy

(1)

warunek 5 i 0 przy j — oo i takich, ze

7(155-1),55»1)) C C(f) dla wszystkich j, (2.10)
oraz, na mocy (2.7),

K, e n KD, Dy =0 przy j # m. (2.11)

J 7 .7
Ponadto, na mocy (2.9) i (2.10) mozemy zalozy¢, ze wszystkie liczby

Q. I
e; 7 =12,..., sa takie, ze

|f(z)| > 147, dla wszystkich x € F(ty), 6§1)) oraz dla wszystkich indeksdw j.
(2.12)
Niech teraz Ky = (U 1 j = 1,2,...}, gdzie UM = K7, 1), j = 1,2,.

Dla rodziny K; spelnione sa nastepujace warunki:
(a) U}l) C C(f), dla kazdego 7 = 1,2,... (co wynika z (2.10)),

by f(z)] > 14 j, dla kazdego x € au? i kazdego j = 1,2,... (co
J

wynika z (2.12)),

(c1) U}l) Necl U,gl) =0, przy j # k (co wynika z (2.11)),
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(dy)  limjecl U;l) = x (patrz Definicja 2.2; wynika to z (2.8) oraz

faktu, ze 5§1) 10 przy j — o0).

W przypadku, gdy M = 1, konstrukcja rodziny L jest zakoriczona. Polézmy
bowiem £ = K, A = {UQ(;)_1 cj=1iB= {UQ(;) : j = 1}. Wtasnosci (aq),
(b1) i (dy) implikuja, odpowiednio, warunki (7), (iii), oraz (iv) Lematu 2.2.
Pokazemy, 7ze spelniony jest rowniez warunek (ii).

Przypusémy, ze istnieje element zo € C(f) taki, ze dla dowolnej liczby

p € N, istnieja rozne od siebie liczby jy,, j;, € N takie, ze:
1 (1) ! (1)
i (o, 1—9) NAUY £0 £ K (v, ]3) nav). (2.13)

Zauwazmy, ze ciagi (jp), (j,) sa ograniczone:
w przeciwnym przypadku mozemy zatozyé, ze istnieje cigg (uyp) taki,
Ze np. u, € K(xo, Il)) Necl UJS), dla wszystkich indeksow p, oraz
lim,, o u, = xo; sted, poniewaz x jest punktem ciggtosci funkcji f,

limy, oo f(u,) = f(x0), whrew nierdwnosci w warunku (by).

Stad, przechodzac do podciagéw, mozemy zalozy¢, ze oba ciagi (j,) i (j;) sa

stale:

. .,
Jp = M, J, = My oraz my # Mo,

dla wszystkich p,p’ € N.

Potézmy teraz U;pl) = M oraz U;,l) = P. 7Z warunku (c¢;) wynika, ze:
p
cdMnelP =40. (2.14)
Z drugiej strony, z (2.13) otrzymujemy:

K(::;O,%) Nl M 4+ K(m),%) AclP
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dla nieskonczenie wielu indeksow p. Stad
xog €clMNclP,

wbrew rownosci (2.14). 7 powyzszej sprzecznosci wynika, ze warunek (i7)
Lematu 2.2 nie moze by¢ falszywy. To koriczy dowdd pierwszego kroku kon-

strukcji. Dla M = 1 dowdd lematu jest zakonczony.

KROK 2. Niech M > 2 i zal6zmy, ze dla liczby naturalnej r < M skonstru-
owali$my przeliczalng rodzine K, otwartych podzbioréw przestrzeni X postaci
K, = {UJ@ ci=1,...,r;j = 1}, dla ktorych spelnione sa ponizsze warunki
(odpowiadajace warunkom dla r = 1, uzyskanym w pierwszym kroku kon-

strukcyjnym):
(a,) U]@ C C(f), dla kazdego j = 1,2,... oraz kazdego i = 1,...,r,

(by)  |f(z)] > i+ j, dla kazdego = € cl U]@, kazdego j = 1,2,... oraz

kazdego i =1,...,r,

(cr) ClUJ(lil) N CIUJ(ziQ) = 0, dla (i1, 51) # (i2,J2), Przy i1,i2 < 7 oraz

Ji,72 = 1,
(d)  limy U =z dlai=1,...,7

Pokazemy teraz, ze istnieje rodzina K+ otwartych podzbiorow U ](TH) przest-
rzeni X, gdzie j = 1,2, ..., taka, ze dla rodziny K,.; = K, U KT+ spelnione
sa powyzsze cztery warunki przy r zastapionym przez r + 1.

Argumentacja jest podobna do uzasadnienia z Kroku 1. Poniewaz r < M,

wiec istnieje element

T € G\{z1,...,2.} C F = D(f). (2.15)
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Na mocy warunku (2.6) wnioskujemy, ze punkt z,; jest punktem nieizolowa-
nym w przestrzeni X. 7 ciagtosci zawezenia f[F (aksjomat (t9)) oraz warunku
clC(f) = X (patrz Uwaga 2.1) wnosimy, ze istnieje ciag

(t§r+1)) C C(f) taki, ze:

(r+1) (r+1) :
t; ) F ) dla g #£m, (2.16)
oraz
. r+1
Jim 1Y = 2. (2.17)

Ponadto, na podstawie warunku (¢3) Definicji 2.1, mamy

lim [f(t)| = oo,

t—ap 41
wiec mozemy przyjaé¢ (przechodzac do odpowiedniego podciagu ciagu (tg-l))),
ze
P> 1@ > 4+ 1)+ (2.18)

dla wszystkich indeksow j. Poniewaz zbior C'(f) jest otwarty oraz

tg”l) e C(f),7 =1,2,..., wiec istnieje ciag liczb dodatnich (5§T+1)) spetnia-
jacy warunek E;T—H) 1 0 przy j — oo i takich, ze
F(tyﬂ), 8§»T+1)) C C(f) dla wszystkich j, (2.19)
oraz, na mocy (2.16),
KD 0 A K (0D, e04D) = 0 przy j # m. (2.20)

Ponadto, na mocy nierownosci (2.18) i inkluzji (2.19) mozemy zalozy¢, ze

wszystkie liczby 5§r+1), j=1,2,..., sa takie, ze
[f(@)| > (r+1) +J, (2.21)

dla wszystkich x € F(tyﬂ), 55“”) oraz dla wszystkich indeksow j.
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Zgodnie z wezedniej przyjetymi zatozeniami, mamy x,,1 & {x1,...,2,}. Z

okreslenia ciggow (t;“”) oraz (5§T+1)) wynika (patrz Definicja 2.2), ze

lim K (t ETH) 5§T+1)) = Tpi1.
j—o0

Zatem, z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze przekroj

F(t('T+1) 6(-T+1)> ﬂ U}CT

i 0%
jest niepusty tylko dla skonczonej ilosci indeksow j:
w przeciwnym wypadku bowiem, element x,1 nalezatby do ktoregos ze

zbiorow z rodziny IC,., czyli - na mocy zatozZenia (a,) -bytby punktem

ciggtosci funkeji f, wbrew warunkowi (2.15).

Zatem, istnieje indeks j, taki, ze

KUt gt mUUclU“ 0, dlaj=12.... (2.22)

Jo+j Jo+]
i=17=1

Poltozmy UJ(TJr K(tg;ij), 85213)), j=1,2,...oraz K+ = {U;TH) cj =1},

Dla rodziny K+ spetnione sa nastepujace warunki:
(a) U](TH) C C(f), dla kazdego j = 1,2, ... (co wynika z (2.19)),

(b) |f(x)| > (r+1)+ 7, dla kazdego z € cl U;TH) i kazdego j =1,2,...

(co wynika z (2.21)),
() U(TJr1 N U™ =0, przy j # k (co wynika z (2.20)),

(d)  limj,cl U;TH) = 2,41 (co wynika z (2.17) oraz faktu, ze 55-7"“) 10

przy j — 00),

() AU naU™ =0, dla kazdego m < 7 i kazdych j,k = 1,2,...

(co wynika z (2.22)).

Zatem
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e 7z warunkéw (a) i (a,) wynika warunek (a,;1),
b) i (b.) wynika warunek (b,,1),

)
¢), (e) i (¢,) wynika warunek (c,41),

(
e 7 warunkow (
e z warunkow (

(

e 7 warunkow (d) i (d,) wynika warunek (d,,1).

Tak wiec K1) jest poszukiwana rodzing otwartych podzbioréw przestrzeni
X, tj., takg, ze rodzina K, = K, UK+ spelnia wymagane warunki (a,,,),
(bry1)s (crg1) 1 (drya)-

Udowodnilidmy tym samym, ze dla M > 2 istnieje wstepujacy ciag
Ki C Ky C ...K, C ... przeliczalnych rodzin podzbioréw przestrzeni X,
postaci takiej jak powyzej spelniajacy, dla kazdego r, warunki (a,) — (d,). Dla
M < oo, ciag jest skoriczony a jego ostatni wyraz ma indeks r = M; dla

M = oo, na mocy indukcji matematycznej, ciag jest nieskoniczony przeliczalny.
KROK 3. Pol6zmy teraz
M
=K ={U]" i =1},
r=1
A= {UQ(;)—I iy j 2 1},
oraz
B={U§):i,j>1}.
Podobnie jak w Kroku 1, wlasnosci (a,), (b.) i (d,) implikuja, odpowiednio,
warunki (i), (iii) oraz (iv) Lematu 2.2.
Ponadto, argumentacje dowodzaca prawdziwosci warunku (i7) w Kroku 1
(tj., przy uzyciu teraz wlasnosci (b,) i (¢,) zamiast (by) i (¢1)) mozna zastoso-

waé w nastepujacy sposob aby pokazaé, ze warunek

1 s 1 s . .
K (o ) el £ 02 K (w0, ) NelUY, p=1,2, . (s, 5i) # (55, 73)

(2.23)
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dla dowolnego z¢ € C(f) jest falszywy.

Zauwazmy najpierw, ze ciagi (s,) i (s},) sa ograniczone. Istotnie, wartosci
funkeji | f| na wyrazach ciagow <U;§”)>p i (U;Z”)p (zbieznych, odpowiednio,
do punktow xg,x € C(f)), sa wicksze (patrz warunek (b,41)) niz suma dol-
nego i gornego indeksu kazdego ze zbioréw takiego ciaggu. Gdyby wiec ciagi
(sp) 1 (s;,) nie byly ograniczone, to punkty z i ;5 nie bylyby punktami cia-
glosei funkeji f.

Stad, przechodzac do podciagéw mozemy zalozyé, ze te ciagi sa state:

/
Sp = Q17Sp = {2,

dla wszystkich p =1,2,....

Twierdzimy takze, ze ciagi (j,) oraz (j,) sa ograniczone:

w przeciwnym przypadku mozemy zatozyé, ze istnieje cigg (u,) taki,
ze np. up € K(Ioa %) Necl Uj(jp), dla wszystkich indeksow p, oraz
lim,_,o u, = xo; sted, poniewaz x jest punktem ciggtosci funkcji f,

lim, 0 f(u,) = f(xo), whrew nierdwnosci w warunku (by41).

Przechodzac do podciggow mozemy teraz zatozy¢, ze oba ciagi (j,) i (j;,) sa

stale:

Sp =M1, S ma,

, —_—
» =

dla wszystkich p =1,2,....
Polezmy M = U = U, p = U#) = U;:;’). Poniewas (s,, j,) 7

# (55, 7,), Wiee (g1, m1) # (g2, m2), skad M # P. Z okrelenia zbiorow M i P

oraz 7z warunku (c,y1) wynika teraz, ze:

cMnNelP =0. (2.24)
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Z drugiej strony, z (2.23) otrzymujemy:
1 1
K(a:o, —) Al M # 0 K(xo, —> AclP,
p p
dla nieskonczenie wielu indekséw p. Stad
xo €clMNeclP,

wbrew rownosci (2.24). Z powyzszej sprzecznoSci wynika, ze warunek (ii)
Lematu 2.2 nie moze by¢ fatszywy. Tym samym zakonczony zostat dowod

Lematu 2.2. ]

Na zakoniczenie tego podrozdzialu udowodnimy dwa dodatkowe lematy.

Zostang one wykorzystane w dowodzie gtéwnego twierdzenia Rozdziatu 2.

LEMAT 2.3.
Niech X bedzie przestrzenia metryczna i niech f € BY (X). Zbior
D(f) U K., gdzie L jest rodzina zbioréw okreslong tak jak w powyzszym

lemacie, jest domkniety.

DowoD.

Polozmy W = D(f) U K. Pokazemy, ze
W =clW. (2.25)
Na mocy Lematu 2.1, zbior F' = D(f) jest domkniety, skad
W =FUcK;,. (2.26)

Ustalmy element z € clW. Poniewaz F© C W (i F jest domkniety), wiec
z rownosci (2.26) wynika, ze bez zmniejszania ogélnosci mozemy przyjac, ze

recKy=(lK;NF)U(clK;\ F), a zatem, ze

[L’ECIKL\F:CIKLQC<f) (227)
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(przypominamy, ze X\ F = X\ D(f) = C(f)). Twierdzimy, ze warunek (2.27)
implikuje z € K, tj., € cl K’ dla pewnego K’ € L (co w dalszej kolejnosci
implikuje, ze © € W, skad clW = W). Istotnie, przypusémy, ze = ¢ cl K dla
kazdego K € L. 7 réwnosci w warunku (2.27) wynika, ze x € C(f) zatem,
na mocy Lematu 2.2 (ii) wnioskujemy, ze istnieje otwarte otoczenie U punktu
x takie, ze albo U Ncl Ky # 0 dla dokladnie jednego zbioru K, € L, lub
UnNc K =0 dla kazdego K € L. Polozmy teraz U, = U \ ¢l Ky w pierwszym
przypadku oraz U, = U w drugim. Wtedy zbior U, jest otwartym otoczeniem
punktu z takim, ze U, N K = 0, skad = & cl K, - wbrew warunkowi (2.27).
Zatem nasze stwierdzenie musi by¢ prawdziwe. To konczy dowod réwnosci

(2.25). O

LEMAT 2.4.
Niech A i B beda rodzinami zbioréw okreslonymi tak jak w Lemacie 2.2.

Wtedy zbiory K 4 i K3 sa rozgraniczone, tj.,
KAHCIKB:KBHCIKAZQ. (228)

Dowob.

Zauwazmy najpierw, ze z warunkow (i) oraz (ii) Lematu 2.2 wynika, iz
cddMNeclN =1 (2.29)

dla dowolnych zbiorow M € A i N € B. Przypu$émy, ze istnieje element
w € K4NclKg. Wtedy istnieja: zbior K € A taki, ze w € cl K oraz ciag
(w,) C Kp zbiezny do w. Zauwazmy, ze Kg = |Jxgcl K oraz B = {Ué;) ;
i,j = 1}, gdzie Uj@ = K(tg-i),gg-i)), j =1,2,... sa zbiorami okreslonymi tak,
ze lim; UJ@ = x; € D(f). Z powyzszych okreslen wynika, ze (w,) C Kg

gdy istnieje nieskonczenie wiele indeksow r takich, ze:
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e w, € cl Hy dla pewnego Hy € B

e w, € clH,, gdzie H, € B oraz H, # H,» przy r' #r".
7 zalozen pierwszego punktu wynika, ze x € cl K N cl Hy, wbrew warunkowi
(2.29). W drugim przypadku za$, na mocy warunku (iii) Lematu 2.2, otrzy-
mujemy lim,_,oo| f(w,)| = oo, whrew ciagtosci funkcji f w punkcie

x € K4 C C(f). Tak wiec warunek (2.28) nie moze by¢ falszywy. O
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2.2. Rozklad funkcji z klasy B7(X) na sume dwoch sktadnikow z

klasy QU(X)

W niniejszym podrozdziale podamy i udowodnimy gtéwne twierdzenie tego
rozdziatu. Okreslimy w nim sposoéb rozktadu funkcji z klasy TBf(X) na sume

dwoch skladnikow z klasy QU(X).

OZNACZENIE 2.3.
Symbolem B¥ (X) oznaczaé¢ bedziemy podzbior klasy B (X) ztozony z

funkeji f takich, ze fID(f) = 0.

Ponizsza uwaga pozwoli nam skroci¢ dowod twierdzenia gtownego (dzieki

niej ograniczymy sie do przypadku funkcji f € B (X)).

UWAGA 2.2.

Jesli f € BY(X) to f = fo+ g, gdzie fy € BY(X) oraz g € C(X).

DowOD.

Niech f € B¥(X). Wowczas, na mocy warunku (t,) Definicji 2.1, zaweze-
nie f]D(f) jest ciaglte. Na mocy Lematu 2.1, zbior D(f) C X jest domkniety.
Zatem, z twierdzenia Tietzego wynika, ze odwzorowanie f[D(f) mozna prze-
dtuzy¢ do funkeji g € C(X). Niech fo(z) = f(x) —g(x), dla dowolnego z € X.
Wtedy fo € B (X), fo+g = fi fo(zr) = 0 dla dowolnego z € D(f). To

konczy dowdd. 0
Z powyzszej uwagi wynika, ze
BH(X) = B, (X) 4+ C(X). (2.30)

Podamy teraz i udowodnimy gltéwny wynik tego rozdziatu. Stanowi on uogél-

nienie twierdzenia Borsika, Dobosa i Repicky’ego [13, Theorem 4.1|, w ktorym
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udowodniono, ze jezeli X jest przestrzenig metryczng osrodkows, to kazda
funkcja z klasy Bj(X) jest suma trzech funkeji quasi-ciagtych o domknietym

wykresie.

TWIERDZENIE 2.5.

Niech (X, p) bedzie nieskoriczona przestrzenia metryczna. Kazde odwzo-
rowanie f € BY (X) jest suma dwéch funkeji quasi-ciaglych i o domknietym
wykresie na X, tj.,

BY (X) C QU(X) + QU(X). (2.31)

DowoOD.
Na mocy rownosci (2.30) wystarczy, ze udowodnimy - réwnowazng do

zwiazku (2.31) - inkluzje:
B (X) € QU(X) 4 QU(X). (2.32)

Ustalmy w tym celu funkcje f € B(ﬁ(X ). Wystarczy, ze rozwazymy jednynie
przypadek, gdy f jest odwzorowaniem nieciagtym. W dowodzie twierdzenia
podamy okreslenia funkcji hy, hy € QU(X) takich, ze f = hy + hy. Oba
te odwzorowania beda okreslone z wykorzystaniem przeliczalnej rodziny L,
otwartych podzbioréw zbioru C(f), ktérych wlasnosci zostaly wymienione w
Lemacie 2.2.

Niech f* = max{f,0}, /= = max{—f,0}, FF = D(f). Na podstawie

Lematu 2.3, zbior W zdefiniowany wzorem
W=FUK;,=FUK,UKgp, (2.33)

(gdzie K4 = Ugeqcl K oraz Kg = |Jgepcl K), jest zbiorem domknietym.
Przypomnijmy ponadto, ze elementami rodzin A oraz B sg takie otwarte pod-

zbiory przestrzeni X, ze K, U Kp C C(f). Oznaczmy przez (y funkcje ciagla
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okreslona na zbiorze X \ W wzorem ly () = 1/ p(x,W). Poniewaz W = cl W,

wiec p(x, W) > 0 dla dowolnego x € X \ W. Zdefiniujemy teraz funkcje hy, hy

wzorami
f(zx) dla z e Ky
h(z) =14 0 dla v€ KgUF (2.34)
@)+ tbw(z) dla ze X\W,
oraz

0 dla z € K4
ha(z) = { f(x) dla z€ KgUF (2.35)

—f(z) = bw(x) dla xe X \W.

Oczywiscie f = hy + he. Pokazemy, ze obie funkcje hq, hy sa quasi-ciggle i
maja domkniete wykresy. Zauwazmy, ze sa one ciaglte - wiec tez quasi-ciagle
- na zbiorze otwartym X \ W (bo W jest domkniety).

Podamy teraz uzasadnienie (wykorzystujac w tym celu Definicje 1.18)
quasi-ciagtosci odwzorowania h; na zbiorze W.

Jezeli vy € K4 = Ugeqcl K, to istnieje zbior otwarty K € A taki (patrz
warunek (i) w Lemacie 2.2), ze g € cl K C C(f). Jezeli xy € K, to oczywiscie
zo € C(hy) (poniewaz f(x) = hy(z) dla dowolnego = € cl K, K € A). Jezeli z
kolei zy € cl K\ K, to istnieje ciag (t,) C K zbiezny do xy. Zatem hy(t,) =
f(tn) = f(xo) = hy(xo), skad wynika, ze funkcja h; jest quasi-ciagta w punkcie
xo.

Jezeli xg € Kg = (Jyepcl K, to istnieje zbior K € B taki, ze xp € cl K.
Poniewaz K jest zbiorem otwartym i hi(x) = 0 dla kazdego x € K, wiec

zbior K jest zawarty w zbiorze C(hy) punktow ciaglosci funkeji hy. Zatem
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xo = lim, o t,, gdzie t, € K C C(hy),n =1,2,.... Stad, na mocy Definicji
1.18, funkcja h; jest quasi-ciagta w kazdym punkcie zy € Kp.
Niech teraz xy € F. Wtedy hi(xg) = 0. Na podstawie warunku (iv)

Lematu 2.2 mamy

FCcUygnclUg,

gdzie Uy 1 Ug sa zbiorami otwartymi (patrz Oznaczenie 2.1). Zatem o =
= lim, 00 tn, gdzie t, € Ug C C(h1),n = 1,2,.... Stad, na mocy Definicji
1.18, funkcja h; jest quasi-ciagta w kazdym punkcie zo € F.

Podobnie udowodnimy quasi-cigglos¢ na zbiorze W funkeji hs.
Jezeli zyg € Kp = Jpegcl K, to istnieje zbiér otwarty K € B taki (patrz
warunek (i) w Lemacie 2.2), ze g € cl K C C(f). Jezeli zy € K, to oczywiscie
xg € C'(hy) (poniewaz f(x) = ha(z) dla dowolnego x € cl K, K € B). Jezeli z
kolei zg € cl K \ K, to istnieje ciag (¢,) C K zbiezny do xy. Zatem
ho(tn) = f(tn) — f(xg) = ha(xo), skad wynika, ze funkcja hs jest quasi-ciggla
w punkcie xg.

Jezeli z kolei g € K4 = [Ugeqcl K, to istnieje zbior K € A taki, ze
xo € cl K. Poniewaz K jest zbiorem otwartym i ho(z) = 0 dla kazdego = € K,
wiec zbior K jest zawarty w zbiorze C'(hg) punktow ciaglosci funkeji ho. Zatem
xo = lim,, o t,, gdzie t, € K C C(hg),n = 1,2,.... Stad, na mocy Definicji
1.18, funkcja ho jest quasi-ciagta w kazdym punkcie z¢ € K 4.

Niech teraz z¢ € F. Wtedy ho(zg) = f(0) i poniewaz f]D(f) = 0, wiec

ha(xo) = 0. Na podstawie warunku (iv) Lematu 2.2 mamy

F CcUgNclUy,
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gdzie Uy 1 Ug sa zbiorami otwartymi (patrz Oznaczenie 2.1). Zatem o =
= lim,_y00 tn, gdzie t, € Uy C C(hy),n = 1,2,.... Stad, na mocy Definicji
1.18, funkcja ho jest quasi-ciagta w kazdym punkcie zo € F.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze odwzorowanie h; (a takze hy) jest quasi-
ciaggte na zbiorze W = K,UKgU F = KU F. Zatem h; i hy sa quasi-ciagle
na zbiorze (X \ W)U W = X.

Aby udowodnié, ze odwzorowania hq i ho maja domkniete wykresy, ustalmy
punkt zy € X i ciag x,, — 0. Niech ponadto h;(z,) = a; € R przy n — oo,
J = 1,2. Musimy pokaza¢, ze o; = h;(zg), j = 1,2. Poniewaz zbior X \ W
jest otwarty i (jak pokazaliSmy wczes$niej) odwzorowania hj,j = 1,2 sa na
nim ciagle, wiec obydwa maja na nim domkniete wykresy. Rozwazmy wiec

pozostale podprzypadki przypadku zg € W = K4 U (KgU F):

(a) o € KA,

(b) X € KB7

(c) g € F.

Zauwazmy najpierw, ze

x, € W dla prawie wszystkich n : (2.36)

gdyby bowiem dla nieskoriczenie wielu indekséw n byto x, € X \ W,

to dla tychze indeksow mielibysmy hi(x,) = fT(x,) + bw(x,) oraz

hao(xn) = —f~(2,) — bw(2,); wowcezas |h;(z,)| = lw(x,) = p(miw)
dla nieskonczenie wielu indeksow n; poniewaz jednak
lim,, o p(x,, W) = 0, wiec mn_)oo|hj($n)| =00 dla j=1,2,

sprzecznosé.
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W podprzypadku (a), zachodzi rownos¢ a1 = f(xg) = hi(xg), poniewaz
na podstawie Lematu 2.2(i) zbior K4 jest podzbiorem zbioru C(f), punktow
ciaggtosci funkcji f.

Aby udowodnié¢, ze as = ho(xg) = 0 wystarczy pokazaé, ze
x, € K4 dla prawie wszystkich indeksow n. (2.37)

W przeciwnym przypadku, na podstawie warunku (2.36) mielibysmy
x, € KU F dla nieskoniczenie wielu indeksow n, skad zg € cl(Kg U F) =
= cl K U F (poniewaz na podstawie Lematu 2.1, mamy cl F' = F = D(f)).
Stad, na mocy (2.28) i Lematu 2.2(i), otrzymaliby$my sprzecznosé:
g€ KAN(lKgUF)= KyNcKg U K.NF = (.

=0, patrz Lemat 2.4 =0, bo KACC(f)=X\F
Ostatecznie, warunek (2.37) jest prawdziwy, co implikuje as = ha(xg) = 0,
jak twierdzilismy.

W podprzypadku (b),
x, € Kg dla prawie wszystkich indeksow n, (2.38)

poniewaz ponownie, na mocy (2.28) i Lematu 2.2(i)(ii), FNKp =0 = cl K4N
NKp. Tak wiec hi(xg) = 0 = hy(z,) =0 — 0 = oy oraz hy(z,) = f(x,) —
f (950) =

= ay (poniewaz zy € C(f): patrz Lemat 2.2(i)) przy n — oo.

W podprzypadku (¢) zauwazmy, ze z postaci odwzorowari hy, he 1 z przyje-
tego warunku f[F = 0 wynika, ze hi(xo) = 0 = f(x9) = ha(zg). Ponadto,
odwzorowania h; i hy sa réwne f, odpowiednio, na K4 i Kp. Zatem, na
mocy Lematu 2.2(iii), z,, € K4 dla skoniczonej ilosci indekséw n w przypadku
odwzorowania hy oraz x,, € Kp dla skonczonej ilosci indeksow n w przypadku

odwzorowania hy. Wreszcie, x,, € Kg U F' dla prawie wszystkich indeksow n
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przy hy oraz x, € K4 U F dla prawie wszystkich indeksow n przy ho. Ale
wowczas, poniewaz hy i he "znikaja”, odpowiednio, na zbiorach KgUF i K 4UF',
wiec hj(z,) =0 — 0= hj(zy) =y, j = 1,2, przy n — oo.

Pokazalismy w ten sposob, ze w kazdym z podprzypadkow (a), (b) i (c)
warunki x, — xo i hj(x,) = o; € R (przy n — o0), j = 1,2, implikuja, ze
a; = hj(xo), tj., obie funkcje hy i hy maja domkniete wykresy.

Dowod inkluzji (2.32) jest zakonczony. O

Po zastosowaniu Twierdzenia 2.5 do funkcji g = In f otrzymujemy natych-

miast nastepujacy wynik.

TWIERDZENIE 2.6.
Niech X bedzie przestrzenia metryczng i niech f: X — R, bedzie funkcja
spetniajaca warunki (t1) i (t5). Jesli lim,_,, f(u) = oo Iub lim, ., f(u) = 0 dla

—UuU—

kazdego x € D(f), to f jest iloczynem dwéch dodatnich funkcji quasi-ciaggtych.

UWAGA 2.3.
Zadne z odwzorowan bedacych czynnikami iloczynu okreslonego w powyz-

szym twierdzeniu nie musi mie¢ domknietego wykresu.
Powyzsza uwage dobrze obrazuje nastepujacy przyktad.

PRzZYKEAD 2.1.

Niech f: R — R bedzie funkcja okreslona wzorem:

1 3 =0

|71\ ;ox#0.
Wtedy C(f) = R\ {0} i dla f spelione sa warunki (¢;) oraz (t5) Definicji

2.1. Ponadto, oczywiscie lim, o f(u) = co. Zatem, na mocy Twierdzenia 2.6,

funkcja f jest iloczynem dwoch funkeji quasi-cigglych et i "2 (funkcje hy i
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hy okreglone sa w Twierdzeniu 2.5), z ktorych jednak "2 nie ma domknietego

wykresu. Istotnie, niech

A:{<4k:1+2’4k1+1> :k:0’1’2""}’

oraz
1 1
B= {(4k:+4’4k:+3> :k:0,1,2,...}.
Poltézmy
( % o € Ky
hi(z) =4 0 ; x € Ky U{0}
| Fr@ s reR\ (0}
oraz
0 ;o x € Ky
ho(z) = q f(x) .z € Ky U{0}
@) & ;o zeR\ {0}
Wtedy €20 = ¢! = ¢ ale lim,_o- ho(7) = —o0, skad lim,_o- €@ = 0.

Oznacza to, ze wykres funkcji €2 nie jest domkniety.
Z Twierdzen 2.5 i 2.6 otrzymujemy

WNIOSEK 2.7.

Niech X bedzie przestrzenia metryczna i niech f: X — R, bedzie funkcja
spetniajaca warunki (t1) i (t3). Jesli lim,_, f(u) = oo dla kazdego x € D(f),
to f = g1+ 92 = g3 - g4, gdzie g1, g2, g3, g1 S5a quasi-ciagte na X i dodatkowo

g1, g2 maja domkniete wykresy.



ROZDZIAL 3

Rozszerzenia funkcji o domknietym wykresie i ich

zastosowanie do charakteryzacji P-przestrzeni

3.1. Rozszerzenia funkcji o domknietym wykresie

W 1916 roku Tietze udowodnil, ze funkcje ciagta f okreslona na domknie-
tym podzbiorze A przestrzeni normalnej X, mozna przedtuzyé¢ do funkcji cig-
gltej okreslonej na calej przestrzeni X.

Okazuje sie, ze jesli X jest przestrzenig metryczng, to twierdzenie Tietzego
mozna znacznie wzmocnié: klasyczne twierdzenie Borsuka (uogolnione przez
Dugundjiego [49, Theorem 21.1.4]) mowi, ze istnieje operator liniowy Ext z
C(A) do C(X) taki, ze Ext(f)]A = f dla wszystkich f € C(A); operator Ext
jest wiec liniowym operatorem rozszerzania. Ponadto, operator ten zawezony
do C°(A), funkcji ograniczonych z C(A), jest dodatnig izometrig o wartosciach
w CP(X).

Badania w tym kierunku, dla przestrzeni funkcji rézniczkowalnych, prowa-
dzone byly m.in. przez Merriena [40] i Bromberga [14]. W roku 2007 Feffer-
man [21] uzyskal nastepujace uogolnienie ich wynikéw: Dla ustalonych m,n €
N oraz nieskoriczonego podzbioru E przestrzeni R™, niech C™(R™) oznacza
przestrzen m-krotnie rézniczkowalnych funkcji f: R™ — R, zas C™(E) - prze-
strzen zawezen do E elementow C™(R™). Wtedy istnieje liniowy i ciggly ope-
rator T: C"™(E) — C™(R"™) taki, ze T(f)(e) = f(e), dla dowolnego e € E.

Operator T jest oczywiScie liniowym operatorem rozszerzania.

50
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Naturalnym problemem w zakresie moich badan jest przedtuzanie odwzo-
rowari 7z zachowaniem klasy innej niz ciagtosé. W roku 2005 Kalenda i Spurny
|32] opublikowali prace o rozszerzeniach funkcji pierwszej klasy Baire’a okreslo-
nych na podzbiorach przestrzeni catkowicie regularnej X, uogoélniajac kla-
syczny wynik w tym zakresie pochodzacy od Kuratowskiego [37], gdy X jest
przestrzenig metryczng. W glownym twierdzeniu tego podrozdziatu podany
jest jawny wzor na rozszerzenie funkcji o domknietym wykresie okreslonej na
podzbiorze zerowym przestrzeni normalnej X, do funkcji o domknietym wy-
kresie na calej przestrzeni X. Zostanie on wykorzystany do konstruowania
rozszerzen funkcji z pewnej podklasy klasy funkcji kawatkami cigglych. Czesé
tego rozdzialu oparta jest na publikacji [58].

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, g: X — R - funkcja ciggla, A =
= [g = 0] - zbiorem zerowym funkcji g, oraz f: A — R - funkcja o domknietym
wykresie. Dla przejrzystosci prowadzonych rozwazan wprowadZzmy nastepu-

jace okreslenia.

DEFINICJA 3.1.

Symbolem ?( A,9) 0znaczaé bedziemy odwzorowanie 7( Ag) ¢ X — Rokreslo-

ne wzorem
_ f(z) dla x € A

fag(@) = (3.1)
ﬁ dla = ¢ A.

Ponadto, symbolem Ext(4 4 oznacza¢ bedziemy odwzorowanie

Extiag): UT(A) = Ut (X) okreslone wzorem

Exta,)(f) = 7(14,9)'
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UWAGA 3.1.
7 powyzszych okreslen wynika natychmiast, ze jezeli g; # go, to
7(14791) # T(A’QQ), skad Ext(ag,)(f) # Extag,)(f). Podobnie, jesli fi # fs, to

Exta,g)(f1) # Extag(f2).

TWIERDZENIE 3.1.

Niech X bedzie przestrzenig topologiczna, g: X — R - ustalong funk-
¢ja ciagla, A - zbiorem zerowym funkcji g (przyjmujemy, ze X # A # (),
oraz f: A — R - odwzorowaniem o domknietym wykresie. Wtedy funkcja
f( A,g) Okreslona wzorem (3.1) ma domknigty wykres, przeksztalcenie Ext 4 )
jest dodatnio afiniczne (patrz Definicja 1.5) oraz zbiér D(T( Ag)) - punktéw

niecigglosci funkcji f (4 4 - jest postaci:

D(f(a,) = D(f) Ubd A.

DowOD.

Uzasadnimy najpierw, ze odwzorowanie 7( A,g) Mma domkniety wykres. Je-
zeli © ¢ A, to T(A,g)(x) = ﬁ, skad x € C(T(Ag)). Zatem funkcja T(Ay) ma
domkniety wykres na zbiorze X \ A. Pokazemy teraz, ze f ma domkniety wy-
kres rowniez na zbiorze A. Wykorzystamy w tym celu Lemat 1.2. Pokazemy
wiec, ze dla dowolnego MS-ciagu (x5) takiego, ze x5 — = € Ai f(zs) > y € R,
zachodzi réwnosé y = f(x). Rozpatrzmy w tym celu nastepujace przypadki:

(1) x € int A,

() z € A\ int A.

W przypadku (-), niech (x,) bedzie MS-ciggiem zbieznym do punktu = oraz
niech 7( Ag)(Ta) = t € R. Poniewaz zbior int A jest otwarty, wigc istnieje

wskaznik «q taki, ze z, € int A dla kazdego o > ay. Zatem T(A,g)(xa) =
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= f(zo) — t. Z faktu, ze funkcja f ma domkniety wykres wynika, ze
t=f(z)= 7(A,g)<x>‘

W przypadku (--) mamy 7(,4,9)(55) = f(z) oraz g(z) = 0. Niech (z,)
bedzie MS-ciggiem zbieznym do punktu z, oraz niech T(A,g)(xa) —t e R
Twierdzimy, ze istnieje element [ taki, ze dla dowolnego indeksu o > f,

zachodzi x, € A:

Istotnie, przypusémy, ze dla dowolnego elementu [ istnieje indeks

ag > f3 taki, ze 1o, = yg € X \ A. Wiedy

1
Fag(ys) = 9 —t#0

(bo w przeciwnym przypadku mielibysmy |g(ys)| — oo przy ys — x,

co prowadzi do sprzecznosci z faktem, iz funkcja g jest ciggta). Zatem

o) = 7 #0. (32

Z drugiej strony, z ciggtosci funkcji g wynika, ze

9(ys) — g(x) =0,

whrew (3.2).

Zatem istnieje element [ taki, ze dla dowolnego indeksu o > [, zachodzi

fag(Ta) = f(2a) = t. Z domknigtosci wykresu funkcji f wynika, ze
t=f(z) = Fag (@)

PokazaliSmy w ten sposob, ze dla dowolnego elementu x € A i dla do-
wolnego MS-ciagu (z,) zbieznego do punktu z, zachodzi T(Ag)(xa) —t =
?(Ag) (). Stad, na mocy Lematu 1.2, funkcja ?(A,g) ma domkniety wykres w
calej dziedzinie.

Niech teraz liczby a,b > 0 beda takie, ze a + b = 1. Ponadto, niech

f1, f2 beda nieujemnymi funkcjami rzeczywistymi na A, obie o domknietym
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wykresie. Wtedy funkcje af; i bf; sg oczywidcie nieujemne oraz (patrz Uwaga
1.2) maja domkniete wykresy. 7Z Lematu 1.9 wynika teraz, ze odwzorowanie

afi + bfy ma domkniety wykres; ponadto

- (afi +bfz)(x) dla z € A,
EXt(Ag)(CLfl + bfg) = af1 + be(Ay) = =
oy b dla z¢ A

g(z) T g(2)

afi(z) +bfa(z) dla z € A, _ _
= = afiag) Tbhaag =
L dla z¢ A

9(z)
= aBExtiag)(f1) + 0Ext(a,q)(f2).

WykazaliSmy w ten sposob dodatnia afinicznos¢ odwzorowania Ext (4 ).
Na zakoriczenie wykazemy, ze D(?(A’g)) =D(f)UbdA =

— (X \C(f)U (Aﬂ(X\intA)).

Niech # € D(f 4,))- Przypusémy, niewprost, ze = ¢ D(f) Ubd A. Mamy
zatem z € C(f) N [(X \ A) Uint A], skad z € C(f) oraz z € (X \ A) Uint A.

Jezeli z € X \ A, to T(A,g)(x) = ﬁ, skad x € C’(T(Ag)). Jezeli z kolei

x € int A, to ?(A’g) (x) = f(x), skad = € C(?(A,g)). W obu przypadkach mamy

zatem x € C(f4,), whrew zalozeniu. Pokazalismy tym samym, Ze

D(f(ag) C D(f)UbdA. (3.3)

Pokazemy teraz, ze D(f) UbdA C D(f4,). Niech x € D(f) UbdA.
Zalozmy najpierw, ze x € D(f). Poniewaz kazdy punkt nieciggtosci funkeji f
jest punktem nieciggtosci funkcji 7(,4,9)» wiec x € D(T(A’g)). Niech teraz
r € bdA. Wtedy istnieje MS-ciag (z,) C X \ A zbiezny do punktu z.

1

Wowcezas, z ciaglosci funkcji g wynika, ze e = g(x,) — 0. Zatem
(A,g)\Ta

| Fag(@a)| = 00, skad € D(f 4,)-

Pokazalismy tym samym, ze jezeli x € D(f)Ubd A, to z € D(T(A,g)). Stad

D(f)Ubd A C D(f(a,) (3.4)
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Laczac inkluzje (3.3) oraz (3.4) otrzymujemy druga czes$é tezy Twierdzenia.

To koniczy jego dowdod. 0

Udowodnimy teraz wniosek wynikajacy z powyzszego Twierdzenia.
Okreslimy w nim odwzorowanie, ktore okaze sie by¢ retrakcja (patrz Definicja
1.6). W literaturze przyjmuje sie zwykle, ze retrakcja jest odwzorowaniem
ciaggtym. W naszym przypadku rozwazamy funkcje, ktore nie musza by¢ ciagte
(ale zachowuja domknietos¢ wykresu). Tak wiec powiemy, ze odwzorowanie

surjektywne e: X — A C X jest retrakcja, o ile €2 = eoe = e.

WNIOSEK 3.2.
Przy oznaczeniach i zalozeniach przyjetych w Twierdzeniu 3.1, odwzorowa-

nie e: U(X) — U(X) okreslone wzorem e(f) = Ext(a g (f[A) jest retrakcja.

DowOD.
Niech e(f) = Ext(aq) (flA). Przyjmijmy ponadto, ze ra(f) = f[A. Mamy

woOwczas

eoe = (Extag ora)o (Extag ora) = Extag)o(raoExtay)ora=
—_———

idu(x>
= Exta,4) 04 = €.
O

W Twierdzeniu 3.1 zbidér A jest domkniety i typu Gs. Okazuje sie, ze
zalozenia tego nie mozna na ogo6l ostabi¢. Jezeli np. domknieto$¢ zbioru
A C X zastapimy zalozeniem, ze jest on typu F,, to istnieja przykltady funkcji
f € U(A), ktorych nie da sie przedtuzy¢ do odwzorowania T(A,g) e U(X).

Rozwazmy jeden z nich.
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PRZYKEAD 3.1.
Niech X = R oraz A = (0,00). A jest oczywiscie zbiorem typu Gy

(bo jest otwarty) oraz zbiorem typu F, (poniewaz (0,00) = |J,[%,n]) w X.

n

1

Niech f: (0,00) — R bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorem f(z) = sin .
Oczywiscie f jest ciagte w kazdym punkcie z € A = (0,00) C R, a wiec

f € U(A). Jednak funkcji f nie da sie przedtuzyé¢ do zadnej funkceji

g: [0,1] — R o domknietym wykresie. Wynika to z faktu, ze w produkcie

{0} x [0,1] € [0,1] x R znajdzie sie nieskorniczenie wiele punktow skupienia

wykresu kazdej funkcji g takiej, ze g[A = f.
Ponadto, warto zauwazy¢, ze

UWwWAGA 3.2.

Niech X bedzie normalng przestrzenia spojna. Wowczas jedynymi zbio-
rami domknicto-otwartymi w X sa 0 1 X. Wtedy, nawet w sytuacji gdy
odwzorowanie f jest ciaggle, jego rozszerzenie ?(A,g) okreslone wzorem (3.1)
jest "nietrywialne” (tj., nieciagle). Jest tak np. wtedy, gdy niepusty ustalony

zbiér A # X nie jest otwarty w X.
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3.2. Zastosowanie rozszerzen funkcji o domknietym wykresie do

charakteryzacji P-przestrzeni

W niniejszym podrozdziale wykorzystamy Twierdzenie 3.1 do uzyskania

nowej charakteryzacji P-przestrzeni.

DEFINICIA 3.2.
Mowimy, ze catkowicie regularna przestrzen topologiczna X jest
P-przestrzeniq |24, str. 62-63|, jesli dowolny jej podzbior typu G jest otwarty:;

rownowaznie, kazdy zbior kozerowy [zerowy| jest domkniety [otwarty].

DEFINICIA 3.3.
Mowimy, ze calkowicie regularna przestrzen topologiczna X jest zero-
wymiarowa |20, str. 435|, jesli jest niepusta Tj-przestrzenia i ma baze zlozona

ze zbiorow domknieto-otwartych.

Niech X bedzie przestrzenig normalna, g: X — R - funkcja ciggta oraz
A - zbiorem zerowym funkcji g (przyjmujemy, ze X # A # ()). Ponadto,
niech f(z) = 0 dla dowolnego x € A. Wtedy rozszerzenie funkcji f okreslone

wzorem (3.1) przyjmuje postac:

_ 0 dla z € A,
O(Ay) (ﬂf) = (3.5)
L dla z¢ A

g(x)

Wiemy juz (patrz Twierdzenie 3.1), ze funkcja 0(4,) ma domkniety wykres.
Poniewaz funkcja f = 0 na A jest ciagta, wiec naturalnym jest problem cig-
glosci funkeji O¢a g, tj.,

Problem. Przy jakim zatozeniu o zbiorze A, funkcja Extiag)(0) = 0(a)
jest ciggta?

Odpowiedz zawarta jest w kolejnym Lemacie (bedacym wnioskiem z Twier-

dzenia 3.1). Dla pelnosci rozprawy podajemy jego uzasadnienie.
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LEMAT 3.3.

Niech X bedzie przestrzenia normalng, g: X — R - funkcja ciagla oraz
A - zbiorem zerowym funkcji g (przyjmujemy, ze X # A # (). Funkcja
O(a,g) Okreslona wzorem (3.5) jest ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy zbior A jest

otwarty.

DowOD.

Jezeli zbior A jest otwarty, to z faktu, ze jest zbiorem zerowym wynika, ze
jest on domknieto-otwarty. Stad, odwzorowanie 044 jest oczywiscie ciagte.
Pokazemy teraz, ze implikacja odwrotna rowniez jest prawdziwa.

Z Twierdzenia 3.1 wynika, ze zbiér punktow nieciagloscei funkeji 7( A,g) Jest
rowny sumie D(f) U bd A. Poniewaz w naszym przypadku mamy f(z) = 0
dla dowolnego = € A, wiec D(f) = 0. Zatem odwzorowanie 04, jest ciagle
wtedy i tylko wtedy, gdy bd A = cl A\ int A = (. Poniewaz zbior A jest
domkniety (jako zbior zerowy), wiec bd A = A\ int A. Stad, bd A = () wtedy

i tylko wtedy gdy A C int A. Zatem A = int A. O

7 powyzszego Lematu i definicji P-przestrzeni otrzymujemy nastepujacy

WNIOSEK 3.4.
Niech X bedzie przestrzenia normalng. Dla dowolnego zerowego pod-
zbioru A przestrzeni X i odpowiadajacej mu funkcji g, funkcja 04 ) jest ciagla

wtedy i tylko wtedy, gdv X jest P-przestrzenia.

UWAGA 3.3.
(a) Jezeli X jest P-przestrzenia i kazda funkcja ciagla okreslona na przest-

rzeni X jest ograniczona na pewnym podzbiorze S C X, to zbior S jest

skoticzony (zobacz [24, 4K(3)]);
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(b) Kazda doskonale normalna (lub spelniajaca pierwszy aksjomat prze-
liczalnosci) P-przestrzeni jest dyskretna (wynika to z faktu, ze w kazdej takiej

P-przestrzeni zbiory jednoelementowe sg otwarte).
Warto ponadto zaznaczyé, ze

LEMAT 3.5.

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna spetniajaca aksjomat oddziela-
nia T1. Niech ponadto A bedzie skoriczonym podzbiorem przestrzeni X . Jezeli
zbior A jest otwarty, to dla kazdego elementu a € A, zbior {a} réwniez jest

otwartyl.
Z Uwagi 3.3 i Lematu 3.5 wynika, ze (zobacz takze |24, 4K(3)])

STWIERDZENIE 3.1.

Kazda lokalnie zwarta P-przestrzen jest dyskretna.

DowOD.

Poniewaz X jest P-przestrzenig lokalnie zwarta, wiec kazdy punkt z € X
ma otoczenie zwarte. Z Uwagi 3.3(a) wynika, ze takie otoczenie zwarte jest
skoniczone. Zatem, na mocy Lematu 3.5, zbior {z} jest otwarty dla kazdego

x € X, tj., X jest przestrzenia dyskretna. 0

INjech A = {a1,a9,...,a,} C X bedzie zbiorem otwartym. Poniewaz X jest T}-
przestrzenia, wiec zbior {a1} jest domkniety. Zatem jego dopelnienie X \ {a;} jest otwarte.
Poniewaz zbiory X \ {a1} oraz A sa otwarte, wiec zbior A; = (X \ {a1}> nNA =
{as,as,...,a,} jest otwarty. Podobnie zbior A; = (X\{a2}> NA4; ={as,...,a,} jest takze
otwarty. Postepujac indukcyjnie otrzymamy, ze zbiér A1 = (X \ {ak,l}) NAg_o = {ax}

jest otwarty dla kazdego k € N.
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Podamy teraz pewien specjalny przyktad P-przestrzeni. Jego szczegdlnym
przypadkiem jest przestrzen opisana w przykltadzie Nakano (zobacz [48, Ex.

43.15)).

PRZYKLAD 3.2.

Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng oraz niech A bedzie niepustym
ustalonym podzbiorem przestrzeni X. Niech ponadto J bedzie o-ideatem podz-
biorow przestrzeni X takim, ze dla dowolnego x € X mamy {z} € J oraz
U3J ¢ 3 (przyktady takich o-ideatow na konkretnych przestrzeniach X podamy
ponizej). Niech T4 bedzie rodzing zbioréw do ktdrej nalezg:

e podzbiory przestrzeni X roztgezne z A oraz
e podzbiory przestrzeni X zawierajgce A, ktorych dopetnienia
nalezg do g,
4.,
T4 =2V UB,, (3.6)

gdzie By ={B C X : AC Boraz X\ B€J}. Wtedy
(1) rodzina T4 jest topologig na X;

(1) baze topologii w przestrzeni (X, T4) stanowi rodzina zbiordw domknieto-

otwartych postaci B4 UCa, gdzie C4 ={C € X\ A:C €},

(731) nastepujgce warunki sq réwnowazne:
1. (X, Ta) jest przestrzenig normalng;
2. (X, 7a) jest przestrzeniq Hausdorffa;
3. card A =1;

(1v) jezeli card A > 2, to (X, Ta) nie jest Ty - przestrzeniq;

(v) (X, 7a) jest P-przestrzeniq wtedy i tylko wtedy, gdy card A = 1.
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DOWOD WARUNKU ().

Pokazemy, ze dla rodziny 74 spelnione sg aksjomaty topologii.

Poniewaz 0 N A = 0, wiec ) € 2X\ C 74. Ponadto, poniewaz A C X i
X\X=0€g, wiec X € By C 7a.

Niech teraz M, N € 74. Pokazemy, ze M NN € 174. Rozwazmy w tym celu

nastepujace przypadki.

e Jezeli jeden ze zbioréw M lub N nalezy do rodziny 2X\4, to
MNN € 2X\V C 7y,
o Jezeli M|N € By, to AC M NN oraz X\ (MNN)=(X\ MU

U(X \ N) € 7, skad wynika, ze M NN € B4 C Ta.

Niech wreszcie S bedzie dowolnym zbiorem oraz dla kazdego s € S, M, €

Ta. Pokazemy, ze |J, .o Ms € T4. Rozwazmy w tym celu nastepujace przy-

ses
padki.
e Wszystkie zbiory M, nalezg do rodziny 2X\4. Wtedy
Useg Ms € 25\ C 7.
e Istnieje przynajmniej jeden indeks sy taki, ze My, € Bs. Wtedy,

poniewaz A C My, wiec A C |, g M;. Ponadto

ses

X\ JM, c X\ M, €7 (poniewaz M,, € B,).

SES

Zatem | .o My € By C 7a.

seS

W ten sposob zakonczyliSmy uzasadnienie faktu, ze 74 jest topologia. ([l

DOWOD WARUNKU (i1).

Uzasadnimy najpierw, ze zbior

B(X) = B UCy,
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gdzie C4 = {C € X\ A: C € J}, jest baza topologii w przestrzeni (X, 74).
Niech U € 74\ {0}. Jezeli U € By, to oczywiscie U € B(X). Niech wiec
U € 2X\ (tj.,, UN A = (). Pokazemy, 7e zbiér U jest pokryty elementami
zbioru C4. Z okrelenia o-ideatu J wynika, ze dla kazdego punktu x € X (w
szezegolnosci x € X \ A), mamy {z} € J. Polozmy
U= U {zv}.
ey el

Kazdy ze zbiorow {xy} nalezy do o-idealu J oraz oczywiscie {zy} N A = 0.
Zatem {xy} € C, dla dowolnego xy € U, a wiec zbiér U mozemy pokryé
elementami B(X). Z obu rozwazanych przypadkow wynika, ze B(X) jest baza
topologii w przestrzeni (X, 74).

Pokazemy teraz, ze klasa B(X) sktada sie wylacznie ze zbioréw domknigto-
otwartych. Uzasadnimy najpierw, ze By C DO(X). Niech B € B4. Poniewaz
B4 C Ta, wiec zbior B jest otwarty i A C B. Stad X \ B C X \ A. Zatem
X\ B € 2\ c 74 skad wynika, ze B jest zbiorem domknietym.

Zauwazmy teraz, ze klasa C4 sktada sie z dopelnien zbiorow B € B 4:
Ca={F CX:X\FeBul,
skad C4 C DO(X). Pokazalisémy tym samym, ze
BaUCy C DO(X) \ {0}. (3.7)

W celu wykazania prawdziwosci inkluzji odwrotnej przyjmijmy, ze niepusty
zbior U C X jest domknieto-otwarty w X. Skoro U jest zbiorem otwartym,
to U € 74 = 2XM U By,. Poniewaz B, C B(X), wiec wystarczy rozwazy¢é

przypadek U € 2X\4. Pokazemy, ze wtedy U € C4. Mamy zatem

UcCX\A. (3.8)
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Zauwazmy, ze rodzina F4 - zbioréw domknietych w przestrzeni (X, 74) - jest

postaci

{(FCX:ACF}u(2Xny).

Poniewaz U € F4 \ {0} wiec, z inkluzji (3.8), otrzymujemy
Ued. (3.9)

Z faktow (3.8) i (3.9) wynika wiec, ze U € C4. Pokazalismy tym samym, ze
dowolny niepusty zbiér domknieto-otwarty w przestrzeni X jest podzbiorem
sumy B4 UCy, tj., DO(X)\ {0} € BoUC4. W polaczeniu z inkluzja (3.7)

otrzymujemy wiec rOWnNos¢
DO(X) \ {0} = B(X),

a wiec baza B(X) topologii 74 sktada sie wylacznie z niepustych zbiorow

domknieto-otwartych. O

DOWOD WARUNKU (i17).
Implikacja 1 = 2 jest oczywista. Dla uzasadnienia implikacji

2 = 3 zalozmy, ze (X,7a) jest przestrzenia Hausdorffa. Przypu$émy, nie-
wprost, ze {a,b} C A, a # b. Niech x,y beda réznymi elementami przestrzeni
X. Poniewaz X jest przestrzenia Hausdorffa, wiec punkty te mozna oddzieli¢
rozlacznymi zbiorami U,,V, € 74. Bez straty ogélnoSci mozemy przyjac, ze
Uy, V, € B(X) = B4 UCy4. Rozwazmy przypadek gdy z,y € A, z =a, y = b.
Wtedy oczywiscie © # y. Naszym celem jest znalezienie roztacznych zbioréw
U, V, € B(X) takich, ze z € U, oraz y € V. Niemozliwe jest, aby U,,V, € C4
(gdyz wowczas mielibysmy ANU, = ANV, = 0). Niech wiec U,,V, € By
beda takimi zbiorami, ze v € U, oraz y € V,. Wtedy jednak A C U, NV,

skad wynika, ze U, NV}, # 0, sprzecznosc.
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Aby zakonczy¢ dowod warunku (iii) wykazemy prawdziwosé implikacji
3 = 1. Niech A = {a}. Pokazemy, ze przestrzen (X, 74) jest normalna.
Musimy najpierw wykazac, ze (X, 74) jest przestrzenia Hausdorffa. Rozwaz-

my w tym celu nastepujace przypadki.

(1) Niech 1,29 € X beda punktami takimi, ze x1 # x5 oraz x; # a # xs.
Przyjmijmy wowczas, ze U = {x;} oraz V = {x5}. Oczywiscie x; € U i
1o € V. Poniewaz 1 # 1o, wiec U NV = (). Ponadto, poniewaz x; # a # T,

wiec U,V € 2X\ C 7.

(1) Niech z1,zo € X beda punktami takimi, ze ;1 = a oraz xs # a.
Przyjmijmy wowczas, ze V = {x3} oraz U = X \ V. Oczywiscie
x1 € U, £y € V oraz UNV = (. Poniewaz x5 # a, wiec V € 2X\4  7,.
Ponadto, a € U oraz X \U = X \ (X \ V) =V = {2y} € J, skad wynika, ze

UeByCra.

Pokazalismy tym samym, ze gdy A = {a}, to (X, 74) jest przestrzenia Haus-
dorffa. Wykazemy, ze jest to przestrzen normalna. Rozwazmy nastepujace
przypadki.
e Niech F,G C X bedg roztgcznymi zbiorami domknietymi takimi, ze
a ¢ FUG. Przyjmijmy wowczas, ze U = F oraz V = G. Oczywiscie
FcU,GcVorazUNV = FNG = (). Poniewaz a ¢ FUG = UUV,
wiec U,V € 2X\ C 74.
e Niech F,G C X beda roztacznymi zbiorami domknietymi takimi, ze
a € G\ F. Przyjmijmy wowczas, ze U = F oraz V = X \ U. Oczywi-
scie FCU,GCVorazUNV =FNG = 0. Poniewaz a ¢ F = U,

2X\A

wiec U € C 7a. Ponadto, poniewaz zbior F' jest domkniety,

wiec zbior V = X \ F jest otwarty.
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Tym samym zakonczyliSmy uzasadnienie faktu, ze przestrzen (X, 7)) jest

normalna. O

DOWOD WARUNKU (iv).

Pokazemy, ze jezeli card A > 2, to przestrzen (X, 74) nie spelnia aksjomatu
oddzielania Ty. Niech a,b beda réoznymi elementami zbioru A. Przypu$émy,
ze istnieje zbior otwarty U, € B(X) taki, ze a € U, oraz b ¢ U,. Z okreslenia
bazy B(X) wynika, ze U, ¢ C4 (poniewaz elementami zbioru C4 sa podzbiory
przestrzeni X roztaczne z A). Zatem U, € B4, skad wynika, ze b € A C U,,

sprzecznosc. [

DOWOD WARUNKU (v).

Jezeli (X, 74) jest P-przestrzenia, to - jako catkowicie regularna - jest prze-
strzenia Hausdorffa; z udowodnionego warunku (éi7) otrzymujemy
card A = 1. Na zakoniczenie pokazemy, ze jezeli card A = 1, to przestrzen
(X, 7a) jest P-przestrzenia. Jezeli card A = 1, to z wlasnosci (7i7) wynika,
ze przestrzen (X, 74) jest normalna (w szczegolnosci, catkowicie regularna).
Niech (M,) C 74. Pokazemy, ze niepusty zbior M = (2, M, jest otwarty.

Rozwazmy w tym celu nastepujace przypadki.

o Wiszystkie zbiory M, nalezg do rodziny Ba. Wtedy, dla kazdego
n € N, mamy A C M, oraz X \ M,, € J. Zatem A C M =J,~, M,

oraz
X\M=X\|JM,=((X\M,) €3,
n=1 n=1

skad M € B C 74.
o Istnieje przynajmniej jeden indeks ng taki, ze zbior My, jest roztgczny

z A. Wtedy M N A =0, skad M € 2X\4 C 7.
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Tym samym udowodnilidémy, ze jezeli A jest zbiorem jednoelementowym, to

(X, 74) jest P-przestrzenia. To koriczy dowdd calego warunku. O

Jak wspominaja Gillman i Jerison [24|, P-przestrzenie wystepujg stosun-
kowo rzadko. Zwykle wymysla sie ich przyktady dla osiggniecia jakichs celow
wynikowych w teorii funkcji. Ponizej podajemy przyktady konkretnych prze-

strzeni (X, 74): wszystkie one sa szczegélnymi przypadkami Przyktadu 3.2.

PRZYKEAD 3.3.
(Nakano |48, Ex. 43.15]) Niech X bedzie nieprzeliczalnym zbiorem punk-
towym, xs-ustalonym elementem zbioru X, oraz niech A = {z,,}. Topologie

74 definiujemy na X nastepujaco:
T4 =2X\Me=} U{B € X : 2, € Boraz X \ B < ¥},

gdzie X \ B oznacza moc zbioru X\ B. Tu, ideal J sktada sie ze zbioru pustego
i wszystkich przeliczalnych podzbioréw zbioru X. Topologia 74 jest normalna,
(X, 7a) jest P-przestrzenia, a klasa niepustych podzbioréw domknieto-

-otwartych jest jej baza i jest postaci:
B(X):{BCX:xOOEBorazX\BéNO}U{C’CX:xOO¢Coraz5<No}.

PRZYKLAD 3.4.

Oznaczmy przez p miare Lebesgue’a na prostej rzeczywistej, oraz niech
A bedzie niepustym i wlasciwym podzbiorem przedzialu X = [0, 1]. o-ideal
J zdefiniujmy jako zbior J = {J C [0,1] : u(J) = 0}. Oczywiscie |JJ ¢ 4,

poniewaz

/,L(UJ):L

Jed
Zgodnie 7 definicja topologii 74 (patrz wzor (3.6), str. 62), mamy

T4 =20 U{B C[0,1]: AC B oraz p(B) = 1}.
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Dla A = {0}, topologia 74 jest normalna, (X, 74) jest P-przestrzenia, a klasa

niepustych podzbioréw domknieto-otwartych jest jej baza i jest postaci:
B(X)={BC|[0,1]:0€ Boraz u(B) =1} U{C c (0,1] : u(C) = 0}.
PRZYKLAD 3.5.
Niech X bedzie przestrzenig metryczna zupelna oraz niech ) # A C X.

o-ideal J zdefinujmy jako zbior J = {J C X : J jest zbiorem I kategorii}.

Przyjmujac
T4 =2 U{B C X : A C B jest zbiorem I kategorii},
otrzymujemy posta¢ bazy topologii 74:
B(X)={B C X :AC B oraz B - jest zbiorem II kategorii}U

U{C C X \ A: C- jest zbiorem I kategorii}.

Zgodnie z warunkami (i) i (v) Przykladu 3.2, przestrzen (X, 74) jest

P-przestrzenia (rownowaznie, Hausdorffa) wtedy i tylko wtedy, gdy A=1

Inne przyktady P-przestrzeni przedstawione zostaly m.in. w monografii
Gillmana i Jerisona [24, Ex. 4JKL, 4N] oraz w pracach: Nakano [41], Dowa

[19], Kunena [36], Osby i Henriksena [44] oraz Raphaela i Woodsa [47].
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3.3. P-przestrzenie i twierdzenie o domknietym wykresie

Glowne twierdzenie tego podrozdziatu jest kontynuacja Wniosku 3.4 i roz-
szerza liste warunkow réwnowaznych na to, aby catkowicie regularna prze-
strzen X byta P-przestrzeniag. Warunki te zostaly sformutowane przez Tuckera

[65, Theorem 5|:

e zbieznos¢ porzadkowa w C(X) jest rownowazna ograniczonej zbiezno-
$ci punktowej?,
oraz Gillmana i Henriksena |25, Theorem 5.3]:

e kazdy zerowy podzbior przestrzeni X jest otwarty;

e pierdcien C(X) jest regularny?;

e kazdy ideal pierwszy pierscienia C(X) jest maksymalny;

e kazdy podzbior typu G5 w X jest otwarty (Kazdy podzbior typu F,
w X jest domkniety);

e kazdy ideal pierscienia C(X) jest przekrojem wszystkich ideatow mak-

symalnych, ktore go zawieraja.

TWIERDZENIE 3.6.
Niech X bedzie catkowicie regularng przestrzenig topologiczng. Nastepu-
Jjace warunki sg rownowazne.
i) W(X) = C(X) (tj., kazda funkcja f: X — R o domkni¢tym wykresie
jest ciagla);
i) B1(X) =C(X);
i) By (X) = U(X);
2Ciag (2 )nen jest porzadkowo zbiezny do elementu z, jezeli istniejg dwa ciagi (Yn )nen,

(zn)nen takie, ze y, T2, zn, L 1y <z, < 2, dla kazdego n.

3Pierscien A jest regularny jesli dla kazdego elementu a € A istnieje element z € A

taki, ze ara = a.
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iv) X jest P-przestrzenia.

Dowod tego twierdzenia jest oparty na kilku wtasnosciach funkeji ciaglych i o
domknietym wykresie okreslonych w Lematach 3.7 i 3.8.

Lemat 3.7 stanowi uogolnienie konstrukeji Doboga|17] i Baggsa|5| niecia-
gtej funkcji o domknietym wykresie. W jego sformutowaniu niepusty zbidr
zerowy [f = 0] jest dowolny, podczas gdy wyzej wymienieni autorzy zakla-
daja, ze zbior ten jest nigdziegesty [17, Theorem 5| lub zwarty [5, Theorems

3.214.3.

LEMAT 3.7.
Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. Niech ponadto f: X — [0,1]
bedzie taka funkcja ciagla, ze [f = 0] # 0. Rozwazmy odwzorowanie

7+ X — R, dane wzorem:

() = 7 dla x € [f>0], (3.10)
0 dla ze[f=0].

Wtedy f* jest odwzorowaniem o domknietym wykresie oraz

D(f*) = bd[f = 0],

Prawdziwos$¢ Lematu 3.7 wynika z Twierdzenia 3.1 (gdyz stanowi on jego
szczegbluy przypadek).

Kolejny lemat zawiera znane fakty. Poniewaz jednak stwierdzenie (a) po-
zostawione zostalo czytelnikowi jako ¢wiczenie (patrz [24, 4J(2)]), pod koniec

rozdziatu podamy jego prosty dowod.

LEMAT 3.8.

Niech X bedzie przestrzenia Hausdorffa.
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(a) Jesli X jest P-przestrzenia i { € X, to kazda funkcja f € C(X) jest

stata na pewnym otoczeniu punktu .

(b) Niech f: X — R bedzie funkcja o domknietym wykresie. Wtedy

(zobacz [57, str. 196 - (iii), (iv)])

(*) dla kazdego przedzialu domknietego [a,b], zbiér f~*([a,b]) jest do-

mkniety;
(**) jesli f jest ograniczona, to jest ciagla.

Podamy teraz dowod gloéwnego twierdzenia tego podrozdziatu.

DowOD TWIERDZENIA 3.6.

Niech X bedzie catkowicie regularng przestrzenia topologiczna.

Zaprzeczenie warunku (iv) implikuje zaprzeczenie warunku (i). Jesli X nie
jest P-przestrzenia, to istnieje funkcja f okreslona na X taka, ze zbior [f = 0]
nie jest otwarty. Zatem bd[f = 0] # (. Na mocy Lematu 3.7, funkcja f* ma
domkniety wykres i D(f*) # 0, tj., f* jest odwzorowaniem nieciaglym. Stad
U(X) # C(X).

Kazdy z warunkow (ii) oraz (iil) implikuje warunek (iv). Niech U bedzie
dowolnym niepustym zbiorem kozerowym w przestrzeni X, tj., U = [f > 0],
gdzie f: X — R jest pewna funkcja ciagta. Wowczas Xy (funkcja charak-

terystyczna zbioru U) jest z pierwszej klasy Baire’a®. Dla przypadku (ii)

4Niech (f,,) bedzie ciagiem funkcyjnym o wyrazie ogolnym f,,(z) = ¥/f(z),n =1,2,....
Kazda z funkcji f, jest oczywiscie ciagta. Zatem punktowa granica ciagu (f,) okreslona
jako 1 gdy f(z) > 0, oraz 0 gdy f(x) = 0, jest funkcja z pierwszej klasy Baire’a (zobacz

[32, dowod Theorem 2]).
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otrzymujemy teraz, ze U jest zbiorem domknietym. Stad, poniewaz U byl do-
wolnym zbiorem kozerowym otrzymujemy (na mocy Definicji 3.2), ze X jest
P-przestrzenia.

W przypadku (iii), na mocy Lematu 3.8(b)(**), funkcja Xy jest ciagla,
skad - tak jak poprzednio - X jest P-przestrzenig.

Warunek (iv) implikuje warunek (ii). Jest to prosty wniosek z Lematu
3.8(a). Niech £ € X. Punktowa granica f ciagu funkcyjnego (f,) C C(X),
ktorego wyrazy sa state, odpowiednio, na otoczeniach V,, punktu &,
n=1,2,..., jest stala na przekroju V = (1, V,, ktory jest zbiorem otwartym
(co wynika z definicji P-przestrzeni). Stad, funkcja f jest ciaglta w punkcie €.

Warunek (iv) implikuje warunek (i). Niech f € U(X). Twierdzimy, ze dla
dowolnego przedzialu otwartego (a,b), zbior f~'((a,b)) jest typu Gs, a wiec
otwarty na mocy definicji P-przestrzeni. Z Lematu 3.8(b)(*) wynika, ze kazdy
zbior

A, =fH(b,b+n]), n=1,2,...,

jest domkniety. Zatem zbior f~([b,00)) = U2, 4, jest typu F,. Podobnie,

zbior f‘l((—oo, a}) jest takze typu F,. Wynika stad, ze zbior

£ (@ 8) = X\ (F7H([.00)) U £ ((—00.d])).

jest typu Gs.
Warunek (iv) implikuje warunek (iii). Poniewaz, jak juz zostalo pokazane,

(iv) implikuje zaréwno (i) jaki i (ii), zatem warunek (iv) implikuje rownosé

To konczy dowdd twierdzenia. 0

Uwzgledniajac Stwierdzenie 3.1 otrzymujemy nastepujacy wniosek z

Twierdzenia 3.6.
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WNIOSEK 3.9.

Niech X bedzie przestrzenig doskonale normalng lub przestrzenia spet-
niajacg pierwszy aksjomat przeliczalnosci (np. metryzowalng), lub przestrze-
nig lokalnie zwarta. Nastepujace warunki sa rownowazne.

i) U(X) # C(X) (tj., istnieje nieciagla funkcja f: X — R o domknigtym
wykresie);
i) B1(X) # C(X);
i) By (X) # U(X);

iv) X nie jest dyskretna.

Kolejny wniosek wynika z faktu, ze kazda P-przestrzen jest zerowymiarowa

(zobacz |24, 4K(7)]).

WNIOSEK 3.10.
Niech X bedzie catkowicie regularna przestrzenia topologiczng. Ponadto,
jesli X jest przestrzenia spojna, to istnieje nieciagte odwzorowanie na X o

domknietym wykresie (tj., UW(X) # C(X)).

Na zakonczenie tego podrozdzialu podamy brakujacy dowod stwierdzenia

(a) w Lemacie 3.8.

DOWOD STWIERDZENIA (a) LEMATU 3.8.

Niech X bedzie P-przestrzenia i niech £ € X. Ponadto, niech f: X — R
bedzie funkcjg ciggly. Pokazemy, ze istnieje otoczenie V punktu &, na ktorym
funkcja f jest stala. Bez zmniejszania ogolnosci mozemy przyja¢, ze f(£) = 0.
Polozmy V, = f‘1< -1, %) dla dowolnego n = 1,2,.... Zbior V.=, V,
jest zbiorem typu Gs. Poniewaz X jest P-przestrzenia, wiec jest on otwartym
otoczeniem punktu £. Ponadto, oczywiscie f(x) = 0 dla kazdego = € V. To

konczy dowdd zadanego warunku. U



ROZDZIAL 4

Liniowe rozszerzenia pewnych funkcji kawaltkami cigglych

4.1. Klasa Py(X)

W pierwszym podrozdziale tego rozdzialu wprowadzimy do uzytku pewng
specjalng podklase klasy funkcji kawatkami ciggtych. Sklada sie ona z pew-
nych funkcji pierwszej klasy Baire’a i bedzie potrzebna do sformutowania no-
wych wynikow w zakresie liniowego rozszerzania pewnych funkcji kawatkami
ciaghych.

Niech F(X) oznacza klase funkeji rzeczywistych okreslonych na przestrzeni
Hausdorffa X (np. U(X) oznacza klase funkcji o domknietym wykresie, Q(X)
- klase funkcji quasi-ciagtych, a C(X) - klase funkcji ciaglych). Niech A bedzie
ustalonym (niepustym) podzbiorem przestrzeni X. Moéwiac o liniowym roz-
szerzaniu funkcji z F(A) do elementow z F(X ), bedziemy mieli na mysli liniowy

operator E: F(A) — F(X) taki, ze E(f)[A = f dla kazdego f € F(A).

DEFINICJIA 4.1.

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna Hausdorffa i niech
f: X — R. Moéwimy, ze funkcja f jest kawatkami ciggla, jezeli istnieje ciag
(W,,), domknietych podzbioréw przestrzeni X takich, ze |J,—, W, = X i dla
kazdego n € N, zawezenie f[W,, jest ciagle. Rodzine wszystkich funkcji ka-
waltkami ciggtych okreslonych na przestrzeni X oznacza¢ bedziemy symbolem

P(X).
73
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Odnotujmy, ze poniewaz suma dwoch zbioréw domknietych jest zbiorem
domknietym, wiec w powyzszej definicji mozemy przyjac, iz ciag (W,,) jest
wstepujacy.

Wprost z powyzszej definicji wynika, ze jezeli X jest przestrzeniag normalna,
to

PX) € Bi(X) (4.1)

(wyrazami ciggu funkcji ciaglych (f,,) - zbieznego do f € P(X) - sg przedtu-
zenia Tietzego zawezen f[W),,).
Ponizszy lemat okresla zwigzek miedzy klasa funkcji o domknietym wykre-

sie i klasa funkcji kawatkami ciggtych.

LEMAT 4.1.
Niech X bedzie przestrzenia topologiczng Hausdorffa. Kazda funkcja o

domknietym wykresie jest kawatkami ciagla, tj., W(X) C P(X).

DowOD.
Niech X bedzie przestrzenia topologiczna Hausdorffa i niech f € U(X).
Przyjmijmy F,, = f~'([-n,n]), dla dowolnego n € N. Na mocy Lematu 1.6

kazdy ze zbioréw F), jest domkniety. Ponadto, oczywiscie

UF. = (~11us(-22)u...uf(-nn)u...=X.

Wreszcie, poniewaz kazde z zawezen f[F),, jest ograniczone wiec, na mocy

Whiosku 1.4, jest ciggte. To konczy dowdd. ([l

DEFINICJA 4.2.
Niech f: X — R. Mowimy, ze funkcja f nalezy do klasy Po(X), jezeli
istnieje ciag (W, ), domknietych i typu G5 podzbioréw przestrzeni X takich,

ze U 2, W, = X idla kazdego n € N, zawezenie f[W,, jest ciagle.
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Poniewaz kazdy domkniety podzbiér przestrzeni doskonale normalnej jest

typu Gs, wiec z Definicji 4.1 oraz 4.2 otrzymujemy natychmiast

STWIERDZENIE 4.1.

Dla kazdej przestrzeni topologicznej Hausdorffa X zachodzi inkluzja

Po(X) C P(X); ponadto, Po(X) = P(X), gdy X jest doskonale normalna.

Z inkluzji (4.1) oraz powyzszego stwierdzenia wynika, ze jezeli X jest prze-

trzenia normalna, to Po(X) C P(X) C By (X); w szczegolnosei
funkcje z Po(X)sq pierwszej klasy Baire’a, gdy X jest przestrzenig normalng.

PROBLEM 4.1.

Nietrudno jest wskazac przyktad przestrzeni X i funkcji rzeczywistej f na
niej okreslonej, ktora jest kawatkami ciagta, ale nie ma domknietego wykresu
(zobacz Lemat 4.1). Wystarczy np. przyja¢ X =R oraz f(z) = sin <, gdy
r#01 f(x) =0, gdy x = 0. Stad, inkluzja U(X) C P(X) jest, na ogot, wha-
Sciwa. Nie potrafie jednak wskaza¢ normalnej (ale nie doskonale normalnej)

przestrzeni topologicznej X takiej, aby Po(X) # P(X).

LEMAT 4.2.
Jezeli X jest przestrzenig topologiczng, to kazda funkcja o domknietym

wykresie okreslona na przestrzeni X jest odwzorowaniem z klasy Po(X), tj.,

U(X) C Po(X).

DowOD.
Niech f € U(X). Potézmy W, = f~'([-n,n]), dla dowolnego n € N.
Oczywiscie |J,—, W,, = X iz Lematu 1.6 wynika, ze zbiory W,, sa domknigte.

Ponadto, dla dowolnego n € N, zawezenia f [V, sa ograniczone, a wiec ciagte
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(na mocy Wniosku 1.4). Zauwazmy, ze dla dowolnego n € N, mamy

X\ W, = f—1(<—oo, —n)) U f—l((n, oo)).

Poniewaz
(—00, —n) = G [—n—k —n—l]
’ - ) k
k=1
oraz
(n,00) = O [n—l—l n—i—k]
) - kv
k=1
wiec

7 (009) =5 (U e sy = U (o one])

Z Lematu 1.6 wynika, ze zbiory f~! ([—n —k,—n — %D i

f‘lqn + %, n + k]) sa domkniete. Stad, zbior X \ W, jest typu F,. Zatem,
dla dowolnego n € N, zbior W,, jest typu Gs. PokazaliSmy w ten sposob, ze
wyrazami ciagu (W,,) sa zbiory domkniete typu Gs. Ponadto, |J, W,, = X
oraz zawezenia f[W,, sa ciagte dla dowolnego n € N. Wynika stad, ze

f e Po(X). OJ

LEMAT 4.3.

Niech X bedzie przestrzenia normalng. Wtedy Po(X) — Po(X) = Po(X).

Dowob.
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Niech f,g: X — R beda funkcjami z klasy Po(X). Wowczas istnieja
rodziny {W,}2 | i {H,}°,; domknietych zbioréw typu Gy takich, ze
U, W, =X =, H, oraz, dla dowolnych j,k € N, zawezenia f[W; i g[H;
sa ciagte. Wtedy oczywiscie zbiory Wy N H; s3 domknigte i typu G5 dla

dowolnych k, 5 € N. Ponadto

G (WkﬂHj):OWkﬂGHj:XﬂX:X
Jk=1 k=1 J=1

oraz zawezenia (f — g)[(Wy N H,) sa ciagle dla kazdych k,j € N. Zatem

f—g € Po(X). Pokazalismy w ten sposob, ze Py(X) — Po(X) C Po(X).
Niech z kolei f € Py(X). Poniewaz 0 € Py(X), wiec f=f—0¢€

€ Po(X) — Po(X). Pokazalismy w ten sposob, ze Po(X) C Po(X) — Po(X).

To konczy dowod lematu. 0
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4.2. Klasa Py(X) jako roznica dwodch nieujemnych funkcji o

domknietym wykresie

Glowne twierdzenie tego podrozdzialu zostanie wykorzystane do konstru-
owania rozszerzen funkcji z klasy Po(X). Jest ono uogoélniong (z przestrzeni
doskonale normalnej na przestrzen normalna) wersja wyniku Borsika. Poka-
zal on [11, Theorem 2|, ze jezeli X jest przestrzenia doskonale normalna, to
P(X) =UT(X)—UT(X). W uzasadnieniu tego faktu wystepuja jednak pewne

luki. W naszym dowodzie ich uzupetnienia oznaczone sa kursywa.

TWIERDZENIE 4.4.
Niech X bedzie przestrzenig normalng. Klasa funkcji Ut (X) jest stozkiem

generujacym klasy Po(X) tj., UT(X) jest stozkiem w RX oraz

Po(X) = UT(X) — UT(X). (4.2)

Dowob.
Na podstawie Uwagi 1.9, klasa UT(X) jest stozkiem w R¥. Na podstawie

Lematu 4.2, zachodza inkluzje:

U (X) C U(X) C Po(X), (4.3)

wiec z Lematu 4.3 otrzymujemy:

U (X) — UT(X) € Po(X) — Po(X) = Po(X). (4.4)

Wykazemy teraz inkluzje przeciwna do inkluzji (4.4).
Niech f € Po(X) i niech (W), bedzie Scisle wstepujacym, nieskon-
czonym ciggiem domknietych i typu Gs podzbioréw przestrzeni X takich, ze

Ure; Wi = X 1 zawezenia f[W, sa ciagle dla kazdego k € N.
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Zauwwazmy, ze jezeli cigg (Wy) ma skoriczenie wiele elementdw r, to
wowcezas W, = X, skqd wynika, ze funkcja f jest ciggta na calej prze-
strzeni X; podobnie, jezeli w ciggu (Wy) nieskoriczenie wiele elemen-
tow stanowiq zbiory domknieto-otwarte, to wowczas funkcja f takze

jest ciggta na catej przestrzeni X.

Rozwazamy wiec jedynie przypadek, gdy skoniczenie wiele elementéw ciggu
(Wy,) stanowia zbiory domknieto-otwarte. Wowczas (na mocy faktu, ze ciag
ten jest $cisle wstepujacy) mozemy je w naszych rozwazaniach pominaé i przy-
ja¢, ze dla dowolnego indeksu k € N, zbior Wy, nie jest otwarty w przestrzeni

X. Potézmy

Wo=01E,=Wi\ W1, k=1,2,...

i zauwazmy, ze zbiory Ej sa parami rozlaczne i niepuste (bo Wy C Wi, dla

wszystkich k& € N), oraz
UEk WU (Wa\ W)U W5\ Wa)U...U(Wp \W,_1)U...=X.

Poniewaz kazdy ze zbiorow Wy, jest domkniety i typu Gs wiec, na mocy Uwagi

1.1, istnieja nieujemne funkcje ciagte gp: X — [0, 1] takie, ze
¢ (0) = Wiy, (4.5)
Ponadto, z zalozenia, ze W, C Wy, dla wszystkich k, wynika ostra nieréwnos¢
gr(z) >0, gdy v € Wi, \ Wiy = E # 0. (4.6)

Dalsza cze$¢ argumentacji jest uszczegétowieniem dowodu wyniku Borsika
[11, Theorem 1|.
Niech hy = min{gi, g2, ..., gr}. Wtedy kazda z funkcji hy jest nieujemna

funkcja ciagla i taka, ze hy1 < hi dla dowolnego £ € N. Ponadto, z rownosci
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(4.5), z okreslenia funkeji hy i faktu, ze ciag (Wy)32, jest wstepujacy wynika,

k k
hi'(0) = g '(0) = [ Wit = Wit = 6,7 (0). (4.7)

i=1 =1

Laczac warunki (4.6) oraz (4.7) otrzymujemy ostrg nier6wnos¢ dla funkeji hy:
hk(l’) >0,dlaxe E; k=1,2,... (48)

Poniewaz zbiory FEj sa parami roztaczne, wiec z wlasnosci (4.8) wynika, ze
funkcja t: X — R, okreslona wzorem t(x) = m gdy x € E, jest dobrze
zdefiniowana. Odwzorowanie to jest oczywiscie scisle dodatnie.
Polozmy f1 = f* +toraz fo = f~ +t, gdzie f+ = max{f,0} i
f~ = max{—f,0}. Odwzorowania f; i fo sa oczywiscie nieujemne. Ponadto,
fi—=f=1
Dowdd twierdzenia bedzie zakonczony gdy pokazemy, ze funkcja
(4.9)
f1 ma domkniety wykres (uzasadnienie dla f, jest analogiczne).
Wykorzystamy w tym celu Lemat 1.7. Bedziemy poszukiwaé¢ wiec otoczenia

V punktu x € X takiego, aby

dla dowolnego m € N.

Ustalmy z € X i m € N. Z rownosci | J,-, Ex = X wynika, ze istnieje
indeks ko € N taki, ze v € Ey, = Wy, \ Wigy—1.

Poniewaz, na podstawie rownosci rownosci (4.7), funkcja hy, 1 zeruje sie
wylacznie na zbiorze Wy, wiec hy y1(x) = 0. Stad i z faktu, ze funkcja hgy i1
jest ciagta na X wynika, ze dla dowolnego € > 0 istnieje otoczenie V,, punktu

x takie, ze hgy11(V:) C [0,¢). Zatem, dla ustalonej liczby m € N, istnieje
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otoczenie V™ punktu z takie, ze hy 1 (VA™) C [0, L). Tak wiec,

1
0< b (y) < = (4.11)

dla dowolnego y € V™.
Ze zwiazku (4.7) i z faktu, ze funkcje hy sa Scisle dodatnie na Ej (patrz
(4.8)), otrzymujemy hg,(z) > 0. Zatem, z ciagtosci odwzorowania hy, wynika,

ze istnieje otoczenie SJ(;m) punktu x takie, ze

N N P (4.12)
hko(?J) hko(x) 2m '

dla dowolnego y € SI™.
Ponadto, poniewaz funkcja f* jest ciggla na zbiorze Wy, wiec istnieje

otoczenie U™ punktu z takie, ze

1

@) = W)l < 5~ (4.13)

dla dowolnego y € U™ N W, .

Potozmy V(z;m) = Vi s A Uf™. Tak okreslony zbior V(z;m)
jest oczywiscie otwartym otoczeniem punktu z. Pokazemy, ze po pewnych
modyfikacjach - patrz warunek (4.15) - bedzie dla niego spetiona inkluzja

(4.10). Rozpatrzmy w tym celu dwa przypadki:
(a) y € Ex NV (z;m),
(b) y € V(z;m) \ Eg,.

Rozwazmy najpierw przypadek (a). Ustalmy w tym celu y € Ey, NV (z;m).

Poniewaz (W)52, jest scisle wstepujacym ciagiem zbioréw domknietych i

x e Eko = Wko \ Wko—la (414)
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wiec otoczenie V (x;m) punktu z mozna dobra¢ tak, aby
V(z;m) N Wy,—1 =10 (4.15)

(jezeli bowiem przekrdj zbioru Wy,—1 z kazdym otoczeniem V € V),
bytby niepusty, to mielibysmy x € clWy,—1 = Wy,_1, wbrew (4.14)).
Wowczas, z (4.15) wynika, ze y € Wi, NV (x;m). Z wlasnosci (4.12) oraz

(4.13) otrzymujemy:

[f1i(@) = )] = [/ (@) + t(z) = [T (y) — t)| = ’[f*(l’) - [T+

NI
hko(x) hko(?/)

B 1
hko (y)

H <|f (@) = )l + ‘mj(x)

| <

11
om  2m  m’

Stad,

fi(z) — % < fily) < fi(z) + % dla dowolnego y € Ex, NV (x;m). (4.16)

W przypadku (b), pamietajac, ze Ey, = Wi, \ Wi,—1, mamy
y € Vi(zsm) \ (Wi, \ Wiy—1), a zatem y € V(z;m) oraz y & Wi, \ Wyy—1,

skad
y € V(x;m) oraz (y ¢ Wy, lub y € Wy, _1).
Poniewaz V(x;m) N Wy,—1 = 0, wiec z powyzszych warunkéow wynika, ze
y € V(z;m)\ Wi,.
Dalej, skoro W; C W,y dla dowolnego j € N, wiec y ¢ W; dla j < k.
Stad wynika, ze y ¢ E; = W; \ W,_; dla j < ko
(w przeciwnym przypadku bowiem, istniatby indeks jo < ko taki, Ze

y € W,,, sprzecznosc).
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7 drugiej strony, na podstawie roéwnosci U;; E; = X, istnieje indeks p > ko
taki, ze y € E,, a poniewaz ciag (h;) jest nierosnacy, wiec h,(y) < hg,11. Stad
i z nierownosci (4.11) otrzymujemy

1
=
hp(y) Prg+1 (f‘/)

WykazaliSmy tym samym (patrz nieroéwnosci (4.16) oraz (4.17)), ze dla dowol-

fily) = f(y) + > m dla dowolnego y € V' \ Ey,. (4.17)

nego elementu x € X i dowolnej liczby m € N istnieje otoczenie V =V (x;m)

punktu x takie, ze

dla dowolnego y € V.
Na mocy Lematu 1.7 wnioskujemy wiec, ze funkcja f; ma domkniety wy-

kres. Na podstawie uwagi (4.9) dowod twierdzenia jest zakoriczony. O

Na przetomie XX i XXI wieku matematycy stowaccy (Borsik, Dobos i
Repicky) badali strukture grupy addytywnej G(F), generowanej przez pewne
klasy funkcji, ktérych wspolng cecha jest domknietosé wykresu. Borsik wyka-

zal [11], Ze jezeli X jest przestrzenia doskonale normalng, to
GU(X)) = UX) + U(X). (4.18)

Z inkluzji (4.3), Lematow 4.2 i 4.3 oraz réwnosci (4.2), otrzymujemy pewne
wzmocnienie cytowanego wyniku; rownosé (4.18) zachodzi réwniez w przy-

padku, gdy X jest przestrzenia normalna.

WNIOSEK 4.5.

Niech X bedzie normalng przestrzenig topologiczng. Wéwczas

S(U(X)) = UpZy (FUX))" = UX) £ U(X) = Po(X).
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4.3. Rozszerzenia liniowe funkcji z klasy P(A)

W kolejnym podrozdziale podamy jawny wzor okreslajacy liniowy operator
rozszerzania funkcji z klasy Py(A) do klasy Po(X), gdzie A jest domknietym

i typu Gs podzbiorem normalnej przestrzeni X.

OZNACZENIE 4.1.
Niech F(X) bedzie rodzing funkcji okreslonych na przestrzeni X. Sym-
bolem F°(X) oznacza¢ bedziemy podrodzine rodziny F(X), zlozona z tych

funkeji rodziny F(X), ktore sa ograniczone.

DEFINICJA 4.3.
Jezeli AC X i f € P*(A), to norme || - || odwzorowania f na A definiu-

jemy jako

[f]la = sup | f(z)].
€A

W dowodzie twierdzenia glownego wykorzystamy fakty uzasadnione w

Twierdzeniach 4.4 i 3.1. Twierdzenie to ma nastepujaca postac.

TWIERDZENIE 4.6.
Niech X bedzie normalng przestrzenia topologiczna, oraz niech A C X
bedzie domknietym i typu G5 podzbiorem przestrzeni X. Niech ponadto

f € Po(A). Polézmy

~ r) dla re€ A
fy=] 1 ) (419)
0 dla = ¢ A.

Odwzorowanie T': Py(A) — RX okreslone wzorem T(f) = ]?, ma nastepujace

wiasnosci:

e jego przeciwdziedzing jest Po(X),
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e jest liniowym operatorem rozszerzania takim, ze jego zawezenie do

dziedziny Py"(A) jest izometrig (tj., |T(f)|lx = || f]l4)-

DowOD.

Niech A bedzie domknietym i typu G5 podzbiorem przestrzeni normal-
nej X. Jest on (patrz Uwaga 1.1) zbiorem zerowym pewnej funkcji ciaglej
g: X — R. Skoro f: A — R jest funkcja z klasy Py(A) to, na podstawie Twier-
dzenia 4.4, istnieja odwzorowania p,q € UT(A) takie, ze f(x) = p(z) — q(z)
dla kazdego x € A. Z Twierdzenia 3.1 wynika, ze funkcje p i ¢ daja sie
jednoznacznie przedhuzy¢, odpowiednio, do funkcji o domknietym wykresie

Piag) diag: X — Ry, okreslonych wzorem (3.1):

;

B p(z) dla z€ A
Pag(e) = .
\ m dla x ¢ A,
oraz )
B q(z) dla z€ A
Q(A,g) (l’) = )
\ m dla «x ¢ A.

Mamy wiec P4 gy T(a,q) € UT(X) i, na mocy Twierdzenia 4.4,

Pag) ~ T(ag) € PolX).
Rozwazmy odwzorowanie T': Po(A) — Po(X) okreslone wzorem

- f(z) dla z € A,
T(f) = f(x) = Pag(r) = Gag(r) =
0 dla z¢ A

Widag, ze nie zalezy ono od funkcji g i oczywiscie jest przedtuzeniem funkcji
f € Po(A). Pokazemy, ze jest to przedluzenie liniowe.

Istotnie, niech f1, fo € Py(A). Wtedy, dla dowolnego € X, mamy

—— 1+ f2)(x) dla z € A,
(TUh+ 5)) @) = i Ty = { ST e de
0 dla z¢ A
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fi(z) + fo(z) dla z € A,
0 dla ¢ A
fi(z) dla x € A, fo(z) dla x € A, ~ ~
= + = fix) + folx) =
0 dla z¢ A 0 dla z¢ A
= (7(/)) @) + (T()) (@),
Dowdd rownosci <T(sf)> (x) = (sT(f))(x) jest analogiczny.
Ponadto, jezeli funkcja f jest ograniczona, to
IT()llx = Iflx = sup| f(w)] = sup | £ (z)| = | f] .
zeX z€A
U

W kontekscie powyzszych rozwazan pojawia sie¢ naturalne pytanie.

Czy domknietos¢ zbioru A w Twierdzeniu 4.6 mozna zastapi¢ (bez zmiany

tezy) stabszym zalozeniem, np. ze jest to zbior typu F,7

Nie wiemy czy jest to mozliwe w zakresie klasy Py(A), ale dla odwzorowari

z rodziny P(A) odpowiedz jest pozytywna.

LEMAT 4.7.

Niech X bedzie normalna przestrzenia topologiczna oraz niech A C X

bedzie podzbiorem przestrzeni X jednoczesnie typu F, i Gs. Wtedy, dla

dowolnego odwzorowania f € P(A), wzor (4.19) okresla jego przedtuzenie

fePXx).
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DowOD.

Niech X bedzie przestrzenia normalna i niech f € P(A). Ponadto, niech
(F,) i (Gy) beda takimi ciggami zbioréow domknietych w X, ze A =J. 2, F,
oraz X \ A =J,2, G,. Oczywiscie F,, N G,, = () dla dowolnej pary indeksow
n,m € N. Poniewaz funkcja f jest kawaltkami ciaggla na A, wiec A jest suma
zbioréw ciagu (A;) - domknietych w A i takich, ze zawezenia f[A; sa ciagle
dla kazdego j € N. Poniewaz zbiory A; sa domkniete w A, wiec kazdy z nich
mozna przedstawi¢ w postaci przekroju ANR;, gdzie (R;) jest ciagiem zbiorow

domknietych w X. Mamy wiec

S

Potoézmy H(j,n) = A(j,n) UG, dla dowolnych j,n € N. Zbiory H(j,n) sa

AﬂRj):GFﬂR UA],

7,n=1 7,n=1

\\Cg

wiec domkniete w X oraz

U #G.m = U @Gmuéc.) = AGn) U U(X\A4) =

Dla funkcji f zdefiniowanej wzorem (4.19), zawezenie F1G, = 0 jest oczywiscie
ciagle dla kazdego n € N. Ponadto, z okreslenia zbiorow A(j,n) wynika, ze

kazde z zawezen f[A(j, n) = flA(j,n) takze jest ciagte. O

Zaltozen powyzszego lematu dotyczacych zbioru A C X nie da sie na ogot
ostabi¢. Np. nie mozna poming¢ zalozenia, ze jest on zbiorem typu Gs.

Uzasadnia to ponizszy przyktad.

PRZYKLAD 4.1.

Niech X = [0, 1] oraz niech A = (0,1) NQ C X beda zbiorami rozwaza-
nymi z topologia naturalna. Wowczas X jest doskonale normalng przestrzenia
topologiczna (wiec Po(X) = P(X)) oraz A jest zbiorem typu F, (ale nie typu

Gs) w X. Ponadto P(A) = R4, gdyz zbior A jest przeliczalng suma zbiorow
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skoriczonych (na kazdym takim zbiorze dowolna funkcja jest ciagta). Niech
f: A — R bedzie funkcja okreslona wzorem

() =4 (4.20)

k
l
przy zatozeniu, ze utamek % jest nieskracalny. Pokazemy, ze odwzorowania f
nie da sie rozszerzy¢ do funkcji nalezacej do klasy P(X).

Zauwazmy najpierw, ze funkcja f jest niecigglta w kazdym punkcie swojej
dziedziny. Istotnie, wynika to z faktu, ze nieskracalnych utamkoéw o danym
mianowniku jest w A skonczenie wiele.

Przypusémy, ze f mozna rozszerzy¢ do funkcji fe P(X). Wtedy istnialby
ciag (F,), zbiorow domknietych taki, ze [0,1] = |J,—, F,, oraz zawezenia f[F),
sa ciagle dla kazdego n € N. Wowczas, z wlasnosci Baire’a, istniatby indeks
no € N taki, ze int F,,, # (). Zatem istniatby niepusty przedzial (a,b) zawarty
w zbiorze F,,,. Stad, na mocy ciagtosci zawezen f[F},, kazda liczba wymierna
¢ € (a,b) bylaby punktem ciagtosci odwzorowania f, whrew faktowi, iz f jest

nieciggta w kazdym punkcie dziedziny.

Na zakonczenie tego podrozdziatu podamy jeszcze jeden sposob rozszerza-
nia funkcji kawaltkami cigglych. Do jego uzasadnienia potrzebne beda dwa
fakty zawarte w ponizszych lematach. Dowo6d pierwszego z lematow podobny

jest do uzasadnienia Lematu 4.7.

LEMAT 4.8.
Niech X bedzie przestrzenia topologiczna Hausdorffa. Ponadto, niech
E bedzie podzbiorem typu F, i jednoczesnie Gs w przestrzeni X, oraz niech

g: X\ E — FE bedzie odwzorowaniem ciagglym. Woéwczas retrakcja p: X — X
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okreslona wzorem

x rrxel
p(r) = (4.21)
glx) : z€X\E,

jest odwzorowaniem kawatkami ciggltym na X.

DowOD.

Niech ig: E — E bedzie odwzorowaniem identyczno$ciowym na zbiorze
E. Poniewaz E jest zbiorem jednoczesnie typu F, i G5, wiec istnieja ciagi
zbioréw domknietych (F,) i (G,,) takie, ze |, £, = E oraz |J, G, = X \ E.
Oczywiscie F; NGy, = 0 dla dowolnych j,k € N. Ponadto, poniewaz g jest
funkcja ciagla, wiec zawezenia ig|F, oraz g[G, sa ciaglte dla kazdego n € N.
Potézmy H,, = F,,UG,, dla dowolnego n € N. Wtedy U, H, = U,,(F,UG,) =
=U,Fnul,G, =EU(X\E)=X. Ponadto, z ciaglosci zawezen ip[F,
oraz g|G, wynika ciggto$¢ funkcji ¢ na kazdym ze zbiorow H,. To konczy

dowod lematu. O

Drugi z lematow jest szczegolnym przypadkiem Twierdzenia [6, Theorem
5.2]. Poniewaz autorzy pomijaja fragment dowodu, z ktorego wynika praw-

dziwo$¢ tego lematu, ponizej podajemy jego uzasadnienie.

LEMAT 4.9.

Zlozenie dwoch funkcji kawatkami ciggtych jest funkcja kawatkami ciagla.

DowoOD.

Niech X, Y i Z beda przestrzeniami topologicznymi Hausdorffa. Niech
ponadto g: X — Y oraz f: Y — Z beda funkcjami kawatkami ciaglymi.
Wtedy istnieja ciagi zbioréw domknietych (F,) i (G,,) takie, ze |J, F,, =Y i
U,, Gr» = X, oraz zawezenia f[Fj oraz g[G; sa ciagle dla dowolnych j, k € N.

Niech Hj, = (g1G;) ' (Fy) = {z € G; : g(z) € F;} dla dowolnych j, k € N.
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Zbior Hjj, jest domkniety w X (bo jest domknietym podzbiorem zbioru Gj,

ktory jest domkniety w X). Ponadto
Ut =[G ng " (F)] =JGinJg ' (F) =
y - -

:Xﬂg_1<UFk> —XNg(Y)=XNX=X.
k

Pokazemy, ze funkcja h = f o g jest ciagla na kazdym z domknietych zbiorow
Hji. Niech (z,) bedzie MS-ciagiem zbieznym do punktu =z € Hj,. Wowcezas
hza) = (f © g)(za) = f(9(za)) oraz

(Fap) (Va > o) x4 € Hjg. (4.22)

Z (4.22) wynika, ze g(x,) € Fy dla dowolnego o > . Poniewaz x, — x i F},
jest zbiorem domknietym dla kazdego k € N, wiec g(z,) — g(x) € Fi. Zatem
flg(za)) — f(g(x)) € Fi, a wiec funkcja h = f o g jest ciagta na kazdym ze

zbiorow Hjy,. O

Teraz mozemy juz podac twierdzenie, w ktérym opiszemy wspomniany wy-
7ej sposob rozszerzania funkcji kawatkami ciaglych. Stanowi ono uogolnienie
Lematu 4.7 i pokazuje, ze ilos¢ wszystkich rozszerzen odwzorowania f € P(E)

jest rowna co najmniej ilosci ciagtych odwzorowan g: X \ £ — X.

TWIERDZENIE 4.10.

Niech X bedzie przestrzenia Hausdorffa i niech E C X bedzie zbiorem
typu F, i jednoczesnie G5 w X. Ponadto, niech f: E — R bedzie funkcja
kawalkami ciggla na E, a ¢ retrakcja okreslona wzorem (4.21), gdzie
g: X \ E = FE jest funkcja ciagla. Odwzorowanie T,: P(E) — RX okreslone

wzorem T, (f) = f o ¢ ma nastepujace wlasnosci:

e jego przeciwdziedzing jest P(X),



ROZDZIAL. 4. LINIOWE ROZSZERZENIA PEWNYCH FUNKCJI KAWAEKAMI... 91

e jest liniowym operatorem rozszerzania takim, ze jego zawezenie do

PY(E) jest izometria.

DowOD.

Z Lematu 4.8 wynika, ze funkcja ¢ jest kawatkami ciagla. Zatem (na mocy
Lematu 4.9) T,,(f) = f o ¢, jako zlozenie dwoch funkeji kawatkami ciagtych,
jest kawatkami ciaglte na X. Liniowos¢ T, oraz fakt, ze T,: P°(E) — P°(X)

jest izometria dowodzi sie tak samo jak w przypadku Twierdzenia 4.6. U

Powyzsze twierdzenie mozna zastosowa¢ do uzyskania istotnego wniosku
z wyniku Jayne’a i Rogersa. W 1982 roku udowodnili oni [30] nastepujace

twierdzenie.

TWIERDZENIE 4.11.

Niech X 1Y beda przestrzeniami metrycznymi, przy czym Y jest przest-
rzenig zupeina. Ponadto, niech f bedzie kawatkami ciagla funkcja przeksztal-
cajacg zbior E C X w przestrzenn Y. Wtedy f mozna przedtuzyé do funkcji
fe P(E,) o wartosciach wY, gdzie By D E jest zbiorem bedacym przekrojem

zbioru A typu F, i zbioru B typu Gs w X.

Stosujac Twierdzenie 4.10 do wyniku Jayne’a i Rogersa, uzyskujemy na-

stepujace

STWIERDZENIE 4.2.

W Twierdzeniu 4.11 nie mozna przyjeé, ze Fy jest jednoczesSnie zbiorem

typu F, 1 Gs w X.
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DowOD.
Jako uzasadnienie postuzy nam funkcja f okreslona w Przyktadzie 4.1.
Niech wiec X = [0,1] oraz niech A =[0,1]NQ C X beda zbiorami rozwaza-

nymi z topologia naturalng. Odwzorowanie f: A — X okres§lamy wzorem

oA

k
="

przy zalozeniu, ze utamek % jest nieskracalny. Jak wcze$niej pokazalismy
(Przyktad 4.1) f jest funkcja kawatkami ciggla na A. Przypudémy, ze istnieje
funkcja fe P(E,) taka, ze zbior By D A jest typu F, i G5 w X oraz f[A = f.
Wowezas, na mocy Twierdzenia 4.10, funkcja Tso(f) = fogp jest kawaltkami cig-

glym przedtuzeniem funkeji f (a wiec i f) na X, whrew wnioskom uzyskanym

w Przyktadzie 4.1. O



ROZDZIAY 5

Maksymalna klasa addytywna dla rodziny QU(R)

Ostatni z rozdzialow rozprawy powstal w catosci na podstawie pracy [51].
Rozszerzymy w nim liste wynikow zwigzanych z wyznaczaniem klas maksy-
malnych dla dwéch rodzin funkcji.

W gléwnej mierze skupimy sie na maksymalnej klasie addytywnej (wyniki
opisujace klasy: multiplikatywng, maksimum i minimum podamy bez dowo-

dow - znajduja sie one w pracy [51]).

DEFINICJA 5.1.

Niech F(X,Y') bedzie rodzing sktadajaca sie z odwzorowan f: X — Y,
gdzie X 1Y sa przestrzeniami metrycznymi. W tym rozdziale rozpatrywac
bedziemy takie rodziny przy zatozeniu, ze X =Y = R. Maksymalng klasq

addytywng dla rodziny F nazywamy zbior:

M (F)={g eR¥: g+ f € F, dla kazdej funkcji f € F}.

Podobnie, maksymalng klasq multiplikatywna, maksimum i minimum dla

rodziny F nazywamy, odpowiednio, zbior:
M, (F) = {g € R*: gf € T, dla kazdej funkcji f € F},

Muax (F) = {g € R® : max{g, f} € F, dla kazdej funkcji f € F},

Muin(F) = {g € R® : min{g, f} € F, dla kazdej funkcji f € F}.

93
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UWwWAGA 5.1.

Odpowiednikiem maksymalnej klasy addytywnej dla rodziny funkcji
F(X,Y) jest - w przypadku rodziny 8(X,Y), podzbioru przestrzeni £(X,Y)
operatoréw liniowych ciaglych dzialajacych z przestrzeni Banacha X do Y -

klasa perturbacyi, ktora definiujemy jako:
PSX,)Y)={Aec L(X,Y): K+ Aec§(X,Y), dlakazdego K € 8§(X,Y)}.

Jednym z pierwszych matematykow, ktory ja badat byt w roku 1966 Wa-
shenberger [56]. Wspolczesnie, najwiecej wynikow dotyczacych klas pertur-
bacji pochodzi od Aiena i Gonzaleza (zobacz m.in. 1], |2] oraz |3]).

Na przestrzeni calego minionego stulecia wielu matematykow zajmowato
sie badaniem maksymalnych klas (glownie addytywnej) dla réznych rodzin
funkcji. W szczegolnosei, w 1990 roku, Grande i Soltysik [27] udowodnili

nastepujacy wynik.

LEMAT 5.1.
Niech Q = Q(R) bedzie rodzina funkcji quasi-cigglych okreslonych na

przestrzeni R. Wtedy M, (Q) = C.

Ponadto, pokazano miedzy innymi, ze

D) = Const (Radakovic [46], 1931),

* Mu(D)

e M,(DB,) = € (Bruckner [15], 1978),

e M,(DQ) = Const (Natkaniec [42], 1992),
(

o M,(DB,Q) = € (Banaszewski 7], 1992), (zobacz takze [31]).

W roku 1987 Menkyna |39] badal rodzine funkcji rzeczywistych okreslonych

na lokalnie zwartej przestrzeni normalnej X i uzyskat dwa wyniki ktore, dla
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przypadku X = R, przyjmuja postac

Ma<u) = e?
(5.1)
M, (W) = €*.

Ponizej podajemy gtowne twierdzenie tej czesci pracy. Okreslona w nim

zostala maksymalna klasa addytywna dla rodziny funkcji quasi-ciagtych o

domknietym wykresie.

TWIERDZENIE 5.2.
Niech QU = QU(R) bedzie rodzina funkcji quasi-ciaglych i o domknietym

wykresie okreslonych na przestrzeni R. Wtedy M,(QU) = C.

DowOD.

W celu uproszczenia zapisu przyjmijmy, ze C(R) = € oraz U(R) = U. Z
Lematu 5.1 i faktu, ze C+ U C U, otrzymujemy €+ QU C QU, skad C C
C M, (QU). Pokazemy, ze prawdziwa jest inkluzja odwrotna.

Przypusémy nie wprost, ze istnieje funkcja nieciggta g nalezaca do M, (QU).
Mamy przy tym g € QU, poniewaz M,(QU) C QU. Niech teraz g(x) =
= —g(z) + arctan(g(z)). Mamy g = ¢ o g, gdzie ¢(x) = —z + arctan(z), a
zatem ¢ jest funkcja quasi-ciagly jako ztozenie funkcji quasi-cigglej i ciggtej.
Pokazemy teraz, ze g jest takze funkcja o domknietym wykresie. Niech
(tn,g(tn)) — (t,A), A € R. Stad ciag (g(t,)). jest ograniczony, a zatem, wo-
bec ograniczonosci ciggu (arctan(g(t,))),, ograniczony musi byé¢ takze ciag
(9(tn))n. Zatem, poniewaz g ma domkniety wykres, g(t,) — ¢(t). Stad
arctan(g(t,)) — arctan(g(t)), a wiec A = g(t). Tak wiec § ma domkniety
wykres oraz, wobec zalozenia g € M,(QU), mamy g + g = arctan(g(-)) € QU.

Niech zy bedzie punktem nieciagtosci funkcji g. Poniewaz funkcja g— g(xo)

takze nalezy do M,(QU), wiec mozna bez straty ogélnosci przyjac, ze
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g(xo) = 0. Jesli z,, = x¢ 1 g(zn) - g(x0), to clag (z,), zawiera podciag
(@n, )k taki, ze |g(x,, )] — oo (gdyby tak nie bylo, (x,), zawieralby podciag
(@, )k taki, ze g(z,,) — y, y # 0, a to byloby sprzeczne z domknietoscia
wykresu funkcji g). Mozemy wiec bez straty ogolnosci zalozy¢, ze z, — xg
i|g(z,)] — oo. W istocie, znéw bez straty ogolnosci, mozna zaltozyé¢, ze
g(zn) — o0, skad arctan(g(z,)) — 7, a poniewaz g(x) = 0, pokazuje to, ze

wykres funkcji arctan(g(+)) nie jest domkniety. UzyskaliSmy wiec sprzecznosé

z g € My (QU).

W pracy ([51]) uzasadnitem ponadto, ze
Mmax(Qu> = Mmin(Qu) =0

oraz
M,,(QU) = ¢,
gdzie

C*={feC:f=01Iub f(x) # 0 dla wszystkich z € R}.
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