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WSTEP

Podstawowym zagadnieniem rozwazanym w teorii punktu statego jest pytanie,
przy jakich zalozeniach odwzorowanie f przeksztatcajace zbior X na pewien jego
nadzbiér posiada punkt stalty, tj. taki punkt x € X, ze f(z) = x. Cho¢ teoria
punktu stalego swoimi poczatkami siega prac takich matematykow jak H. Poin-
caré czy Ch.-E. Picard, to wydaje sie, iz za moment wyodrebnienia sie tej teorii
jako samodzielnego dziatu matematyki nalezy uzna¢ poczatek wieku XX, kiedy to
uksztattowal sie specyficzny jezyk oraz metody topologii (w szczegdlnosci teorii
przestrzeni metrycznych) czy analizy funkcjonalnej. Nie sposob nie wspomnieé
w tym miejscu takich klasycznych wynikéow, udowodnionych w omawianym cza-
sie, jak twierdzenie Brouwera (1912) wraz z jego uogdlnieniem uzyskanym przez
J. P. Schaudera w roku 1930, twierdzenie Banacha o kontrakcji (1922) czy twierdze-
nie Lefschetza (1926), ktére taczy teorie punktu stalego z topologia algebraiczna.
Szczegdlnie dynamiczny rozwdj teorii punktu stalego nastapit w drugiej potowie
XX wieku i zwiazany byt z badaniami dotyczacymi m.in. odwzorowan nierozszerza-
jacych, odwzorowan a-zgeszczajacych oraz ich uogdlnien czy wreszcie multifunkcji;
nalezy réwniez nadmieni¢ o badaniach dotyczacych interesujacej z punktu widzenia
niniejszej rozprawy klasy odwzorowan stabo kontrakcyjnych, stanowigcej swoisty
pomost pomiedzy odwzorowaniami kontrakcyjnymi a nierozszerzajacymi i Scisle
zwiazanej z wynikami M. Edelsteina czy M. Furiego i A. Vignolego, a takze klasy
do niej ,dualnej”, sktadajacej sie z odwzorowan silnie rozszerzajacych.

Rozwdj teorii punktu statego od samego poczatku byt zwiazany z licznymi jej
zastosowaniami w innych dziatach matematyki, a takze takich naukach jak ekonomia,
teoria gier czy informatyka teoretyczna. Metoda kolejnych przyblizen Picarda oraz
jej abstrakcyjne ujecie przez S. Banacha w postaci twierdzenia o kontrakcji, jak
rowniez wyniki J. Leray’a i J. P. Schaudera ukazaty, ze twierdzenia o punktach
statych stanowia szczegdlnie uzyteczne narzedzie do badania istnienia lub istnienia
i jedynosci rozwiazan nieliniowych réownan rézniczkowych i catkowych.

Jednym z typow rownan catkowych rozwazanych w niniejszej rozprawie sg
uogoélnione réwnania Fredholma drugiego rodzaju, do badania ktérych mozna

zastosowaé wyniki dotyczace odwzorowan silnie rozszerzajgcych; drugim typem sg
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natomiast tzw. réwnania funkcyjno-catkowe Hammersteina, ktore niejednokrotnie
moga by¢ réwniez traktowane jako zaburzenia nieliniowych réwnan Hammersteina
pewnym sktadnikiem zaleznym od funkcji niewiadomej. Okazuje sie, ze w przypadku,
gdy zaburzenie jest tzw. odwzorowaniem wyzszego rzedu, czesto badanie istnienia
i jedynosci rozwiazan réwnania funkcyjno-catkowego mozna sprowadzi¢ do badania
wtasnosci odpowiedniego rownania bez zaburzenia.

Odwzorowania wyzszego rzedu wprowadzone zostaly w roku 1970 przez S. I. Gros-
smana i R. K. Millera w pracy [48]. Rozwazane byty one réwniez przez D. L. Lo-
velady’ego w artykule [59], w zwiazku z pewnym twierdzeniem o punkcie statym
(zob. Paragraf 2.4) i zostaly zastosowane do badania istnienia i jedynosci rozwiazan
m.in. dla abstrakcyjnego nieliniowego rownania rézniczkowego z zaburzeniem, réw-
nania rézniczkowo-catkowego Fredholma oraz pewnego uktadu rownan catkowych.
Wedtug najlepszej wiedzy autora rozprawy, do tej pory nie prowadzono jednak sys-
tematycznych badan dotyczacych klasy odwzorowan wyzszego rzedu samej w sobie.
Jest to jednym z celéw niniejszej dysertacji.

Gléwnym celem prezentowanej rozprawy jest udowodnienie pewnych twierdzen
o punktach statych dla wybranych operatoréw nieliniowych, a takze zaprezentowanie
zastosowan uzyskanych wynikéw w teorii rownan rézniczkowych oraz catkowych.
W szezegblnosci zainteresowani bedziemy rozwigzaniami bedacymi funkcjami o ogra-
niczonej wariacji w sensie Jordana oraz w sensie Younga. Okazuje si¢ bowiem, iz
niejednokrotnie rozwigzania rownan opisujacych konkretne fizyczne zagadnienia sg
wlasnie takimi funkcjami. Uwage kierujemy réwniez ku réwnaniom rézniczkowym
i catkowym w przestrzeniach funkcji prawie okresowych, w szczegdlnosci w prze-
strzeni funkcji pseudo prawie okresowych oraz w klasie funkcji prawie okresowych
w sensie Levitana. Poniewaz w odroznieniu od funkcji prawie okresowych oraz prawie
automorficznych (a takze ich zaburzen) funkcje prawie okresowe w sensie Levitana
moga by¢ nieograniczone, wiele probleméw dotyczacych roéwnan nieliniowych w tej
klasie funkcji od wielu lat pozostaje otwartych.

Oddzielny rozdzial pracy po$wiecony jest odwzorowaniom wyzszego rzedu. Omo-
wiono w nim zaréwno ogolne wtasnosci takich odwzorowan, jak rowniez szczegdtowo
przebadano operatory superpozycji oraz catkowe operatory Hammersteina dziataja-
ce w przestrzeniach funkcji o ograniczonej wariacji oraz w przestrzeniach funkcji
prawie okresowych roéznych typow.

Przedlozona rozprawa ma nastepujaca strukture. Rozdziat 1, ktéry dotyczy pod-
stawowych poje¢ potrzebnych w dalszych rozdziatach, sktada si¢ z pieciu paragrafow.
Pierwszy z nich poswiecony jest ustaleniu konwencji oraz oznaczen. W Paragrafie 1.2
przypominamy definicje tzw. funkcji gérnie poétciagtych z dotu oraz podajemy pewne
ich wtasnosci. W Paragrafie 1.3 przytaczamy natomiast podstawowe fakty doty-
czgce przestrzeni unormowanych czesciowo uporzadkowanych oraz krat Banacha,
a takze dowodzimy abstrakcyjny lemat Gronwalla. Kolejne dwa paragrafy dotycza
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odpowiednio przestrzeni Banacha funkeji o ograniczonej wariacji (w sensie Jordana
oraz w sensie Younga) oraz przestrzeni funkcji prawie okresowych réznych typow.
W szczegdlnosci w Paragrafach 1.5.1 oraz 1.5.2 przypominamy podstawowe definicje
funkcji prawie okresowych oraz podajemy zaleznosci, jakie zachodza pomiedzy
takimi funkcjami. Dowodzimy réwniez fakt stwierdzajacy, ze nie istnieje niezerowa
funkcja prawie okresowa bedgca funkcjg catkowalng w sensie Lebesgue’a z p-ta pote-
ga. W Paragrafie 1.5.3 przedstawiamy nowe wyniki dotyczace operatora superpozycji
oraz operatora splotu w przestrzeni funkcji prawie okresowych w sensie Levitana,
a takze poruszamy zagadnienie zwigzane z okre$leniem naturalnej topologii w zbio-
rze takich funkcji. Ostatni paragraf Rozdziatu 1 poswiecony jest zaprezentowaniu
pewnych wybranych faktéw z teorii przestrzeni niearchimedesowych.

Rozdziat 2 dotyczy twierdzen o punktach statych dla odwzorowan jednowarto-
Sciowych i sktada sie z czterech paragrafow. W Paragrafie 2.1 dowodzimy wyniki
dla odwzorowan stabo F-kontrakcyjnych oraz silnie F-rozszerzajacych okreslonych
w przestrzeniach topologicznych. Ponadto, w paragrafie tym przytaczamy pewien
wariant twierdzenia Petalasa-Vidalisa dla odwzorowan stabo kontrakcyjnych w unor-
mowanych przestrzeniach niearchimedesowych. W Paragrafie 2.2 prezentujemy
twierdzenie typu Moncha pochodzace z pracy [20]. Trzeci paragraf poswiecony
jest omowieniu twierdzen typu Leggetta-Williamsa dla odwzorowan okreslonych
w rzeczywistych czesciowo uporzadkowanych przestrzeniach Banacha. Z punktu wi-
dzenia zastosowan na szczegdlng uwage zastuguje jedno z rozszerzen wspomnianego
twierdzenia, w ktorym warunek istnienia pewnego dodatnio jednorodnego, addy-
tywnego oraz ciggtego operatora zastepuje sie warunkiem dotyczacym seminormy.
W ostatnim czwartym paragrafie rozwazamy twierdzenia typu Lovelady’ego dla
odwzorowan bedacych ztozeniem odwzorowania spetiajacego warunek Lipschitza
z odwzorowaniem wyzszego rzedu, zaréwno w przypadku archimedesowym jak
1 niearchimedesowym.

Rozdziat 3, sktadajacy sie z trzech paragraféw, poswiecony jest omowieniu
odwzorowan wyzszego rzedu. W Paragrafie 3.1 badamy ogdélne wtasnosci takich
odwzorowan, definiujemy rodzine odwzorowan jednakowo wyzszego rzedu i do-
wodzimy, ze punktowa granica ciggu odwzorowan jednakowo wyzszego rzedu jest
odwzorowaniem wyzszego rzedu. Ponadto badamy zwiazki, jakie zachodza pomiedzy
odwzorowaniami wyzszego rzedu a odwzorowaniami rézniczkowalnymi (w sensie
Frécheta). W drugiej czesci Paragrafu 3.1 zajmujemy sie autonomicznymi ope-
ratorami superpozycji bedacymi odwzorowaniami wyzszego rzedu. W kolejnych
dwoéch paragrafach omawiamy odwzorowania wyzszego rzedu okreslone zaréwno
w przestrzeniach funkcji o ograniczonej wariacji (w sensie Jordana oraz w sensie
Younga), jak réwniez w przestrzeniach funkeji prawie okresowych réznych typéw.
W szczegolnosci dowodzimy, iz funkcja analityczna generuje autonomiczny opera-

tor superpozycji, ktory jest odwzorowaniem wyzszego rzedu w przestrzeni funkcji
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o ograniczonej wariacji w sensie Jordana wtedy i tylko wtedy, gdy a; = 0, tzn.
gdy pierwszy wspotczynnik rozwiniecia funkcji f w szereg potegowy jest réwny
zero. Ponadto, prezentujemy przyktad nietrywialnego nieautonomicznego operatora
superpozycji, bedacego odwzorowaniem wyzszego rzedu w przestrzeni funkcji o ogra-
niczonej ¢-wariacji, a takze podajemy warunki, przy ktérych nieliniowy operator
catkowy Hammersteina jest odwzorowaniem wyzszego rzedu w przestrzeni BVy[0, 1].

Ostatni czwarty rozdzial poswiecony jest zaprezentowaniu przyktadowych zasto-
sowan udowodnionych w niniejszej rozprawie twierdzen o punktach statych, a takze
wynikow dotyczacych odwzorowan wyzszego rzedu i funkcji prawie okresowych.
Sktada si¢ on z czterech paragrafow. W Paragrafie 4.1 dowodzimy, iz przy pewnych
zatozeniach uogolnione réwnanie Fredholma drugiego rodzaju posiada doktadnie
jedno rozwigzanie catkowalne w sensie Lebesgue’a z kwadratem. W Paragrafie 4.2
zajmujemy sie natomiast badaniem istnienia ciaglych rozwigzan dodatnich dla catko-
wego rownania Hammersteina. Celem paragrafu trzeciego jest omoéwienie zagadnienia
istnienia oraz jedynosci rozwigzan m.in. dla nieliniowego réwnania catkowego Ham-
mersteina z zaburzeniem oraz liniowego i semi-liniowego réwnania rézniczkowego
odpowiednio w klasie funkcji pseudo prawie okresowych oraz prawie okresowych
w sensie Levitana. Ostatni paragraf jest po$wiecony natomiast problemowi istnienia
oraz jedynosci rozwigzania dla mieszanego rownania Volterry-Fredholma oraz nieli-
niowego rownania catkowego Hammersteina z zaburzeniem w przestrzeni funkcji
0 ograniczonej wariacji w sensie Younga.

Wszystkie wyniki, ktore pochodza z prac opublikowanych (w tym réwniez przez
autora rozprawy) lub przyjetych do druku zawieraja informacje o Zrédle. Brak
takiej informacji oznacza, ze dane twierdzenie jest nieopublikowanym oryginalnym
wynikiem.

Niniejsza rozprawa zostala przygotowana czesciowo w okresie, gdy autor byt
stypendysta Fundacji Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu na rok 2011.

PODZIEKOWANIA

Pragne ztozy¢ serdeczne podzigkowania mojemu promotorowi prof. UAM dr. hab.
Dariuszowi Bugajewskiemu za okazang zyczliwosé¢ i wyrozumialosé, liczne dyskusje
matematyczne oraz opieke naukows podczas studiow doktoranckich, a takze za
cenne uwagi i wskazowki, ktére w sposéb istotny przyczynity sie do ulepszenia
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RozDZIAL 1

PRELIMINARIA

Niniejszy rozdzial poswiecony jest ustaleniu notacji oraz przytoczeniu podstawowych
faktow, ktore bedg przydatne w dalszej czesci rozprawy. Nalezy zwrocié uwage, iz
nie jest to wykaz kompletny i pewne pojecia oraz wyniki zostang przedstawione

dopiero w rozdziatach, w ktorych beda potrzebne.

1.1. KONWENCJE I OZNACZENIA

Przez R, oznacza¢ bedziemy zbiér liczb nieujemnych, przez N zbior liczb natural-
nych, natomiast przez Ny zbior N U {0}.

Symbol := oznacza ,rowna sie z definicji”; bedzie on uzywany nie tylko w defini-
cjach, lecz réwniez w rozumowaniach, celem podkreslenia, ze dana réwnos$¢ wynika
wprost z definicji. Stosowany niekiedy zapis x=:y jest oczywiscie rownoznaczny
7 y=x.

Symbolami < oraz = oznaczaé¢ bedziemy zaréwno relacje czesciowego porzadku,
relacje w zbiorze skierowanym, jak rowniez dowolng dwuargumentows relacje prze-
chodnig w abstrakcyjnym zbiorze. Za kazdym razem jednak badz bedziemy wyraznie
pisa¢, jakie wlasnosci maja relacje < i =, badz bedzie to wynikalo z kontekstu.
Literami A i M bedziemy oznacza¢ dowolne zbiory indekséw, w tym takze zbiory
skierowane, gdy mowa bedzie o ciggach uogdlnionych.

Cho¢ przez przestrzen topologiczna rozumiemy pare uporzadkowana (X, Tx),
sktadajaca sie z niepustego zbioru X, w ktérym okreslono topologie Tx, czesto
dla prostoty bedziemy pisa ,przestrzen topologiczna X”. Analogicznie, zamiast
~przestrzen metryczna (X,dx)” czy ,przestrzenn unormowana (X, ||-||y)” bedziemy
zwykle pisaé¢ ,przestrzen metryczna X” oraz ,przestrzen unormowana X”; wéwczas
metryke oraz norme w X bedziemy oznacza¢ odpowiednio dx i ||| lub po prostu
d i |-l

Podzbiory przestrzeni topologicznych bedziemy zawsze (o ile nie zaznaczono
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inaczej) rozwazaé z topologia podprzestrzeni.

Dombkniecie zbioru A bedziemy oznaczaé¢ przez A.

Przez B(A), gdzie A jest dowolnym niepustym zbiorem, bedziemy rozumie¢
przestrzen Banacha funkcji ograniczonych o wartosciach rzeczywistych okreslonych
na A, z norma supremalng ||-|| . Symbolem BC(X), gdzie X jest przestrzenia
topologiczna Hausdorffa, bedziemy oznacza¢ podprzestrzen unormowang przestrzeni
B(X) sktadajaca sie z funkcji ciagtych; w przypadku, gdy X jest przestrzenig zwarta,
zgodnie z tradycja zamiast BC(X) bedziemy pisa¢ C(X). Zamiast C([a, b)), gdzie
a,b e Ria <b, bedziemy pisa¢ Cla,b]. Dodajmy, iz symbolu |[|-|| , bedziemy réw-
niez uzywac, niekoniecznie w kontekscie przestrzeni unormowanych, w odniesieniu
do pojedynczych funkeji (takze nieograniczonych) w jego standardowym znacze-
niu, tj. [|f|l :=sup,e4lf(t)] dla f: A — R; w przypadku funkcji nieograniczonej
prayjmujemy |[f]].. i= + oo.

Jezeli X C R jest zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a oraz 0 < p < +o00,
to przez LP(X) bedziemy oznaczaé przestrzen liniowa (klas) funkeji o wartosciach
rzeczywistych okreslonych na X i caltkowalnych w sensie Lebesgue’a z p-tg potega.
Oczywiscie, gdy 1 < p < 400, LP(X) jest przestrzeniag Banacha z p-ta norma
catkowy ||-||,,. Zamiast L([a,b]), gdzie a,b € R oraz a < b, bedziemy pisa¢ L[a, b].

Niezaleznie od wymiaru przestrzeni, miare Lebesgue’a zbioru mierzalnego 2 C R”
bedziemy oznacza¢ meas €.

Kule domknieta w przestrzeni metrycznej lub unormowanej X o srodku w punk-
cie x oraz promieniu r > 0 (z wyjatkiem przestrzeni BV,[0, 1]) bedziemy oznaczac
Bx(z,r); w przypadku przestrzeni funkcji o ograniczonej wariacji w sensie Younga
bedziemy pisa¢ Bg(z,r). Dla prostoty zamiast Br(z,r) bedziemy réwniez pisaé
[ — 7,z + r|. Ponadto dla r = +o00 przyjmujemy Bx(0,r):=X.

W rzeczywistej czesciowo uporzadkowanej przestrzeni unormowanej X przekroj
stozka Cx z kula Bx(0,7) bedziemy oznaczaé¢ Cx (0, 7).

Jezeli X jest zbiorem odwzorowan x: A — B, gdzie A, B sg pewnymi niepustymi
zbiorami, to nieautonomicznym operatorem superpozycji F', generowanym przez
f: Ax B — B, nazywamy przeksztalcenie, ktore kazdemu x € X przyporzadkowuje
odwzorowanie F'(z) dane wzorem F(z)(t):=f(t,z(t)) dla t € A. Operator super-
pozycji F' nazywamy autonomicznym, gdy jest generowany przez odwzorowanie
f: B— B.

Symbolem f", gdzie n € N, zaleznie od kontekstu, bedziemy oznaczaé¢ n-ta
iteracje odwzorowania f: X — X, jak réwniez funkcje zdefiniowang wzorem
fr@):=[f)]" dlat € X, gdzie f: X — R. Jezeli f: X — Y;ig: X — Y, sa
odwzorowaniami, to bedziemy pisa¢ f = g, gdy f(z) = g(z) dla kazdego = € X.
W przypadku, gdy Y;:=R, bedziemy pisa¢ f = 0, by podkresli¢, iz f(z) = 0 dla
kazdego x € X. Czesto dla prostoty bedziemy opuszczaé niektére nawiasy w zapisie
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wzordéw funkeji (odwzorowan); i tak na przyktad zamiast f((z,y)) bedziemy pisaé
fz,y).
Litera « oznaczaé¢ bedziemy miare niezwarto$ci Kuratowskiego, tj. funkcje okre-

slong na rodzinie ograniczonych podzbioréw przestrzeni metrycznej wzorem

a(A):=inf {5 >0:

istnieje skonczone pokrycie zbioru A }

zbiorami o $rednicy mniejszej niz

W przypadku, gdy A jest zbiorem nieograniczonym przyjmujemy «(A):= + oo.
(Podstawowe fakty dotyczace miary niezwartosci Kuratowskiego, wykorzystywane
w niniejszej rozprawie mozna znalezé w pracy [19].) W analogiczny sposéb wy-

korzystujac pojecie e-sieci mozna zdefiniowaé¢ miare niezwartosci Hausdorffa x.

1.2. ODWZOROWANIA GORNIE POLCIAGLE Z DOLU

W niniejszym paragrafie podamy definicje oraz podstawowe wtasnosci funkeji gornie
potciggtych z dotu. Warto w tym miejscu wspomnieé, iz funkcje gornie potciggle
z dotu zostaly wprowadzone w roku 2006 w pracy [30] w zwiazku z badaniami

dotyczacymi twierdzen typu ,minimax”.

Definicja 1.1 ([30, Definition 4.3]). Niech X bedzie przestrzenia topologiczna.
Funkcje f: X — R nazywamy gornie potciggle z dotu w punkcie x € X, jezeli dla
dowolnego zbieznego do x ciggu uogdlnionego (y)rea elementéw przestrzeni X
takiego, ze f(xy,) < f(xy,) dla Ay < A1, zachodzi f(z) < limyep f(2)).

Uwaga 1.1. Zauwazmy, iz granica limyeca f(z,) wystepujaca w Definicji 1.1 zawsze
istnieje (w sensie wlasciwym lub niewtasciwym) (por. [52, Problem F (b), s. 77]).

Definicja 1.2. Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. Funkcje f: X — R
nazywamy gornie potciggle z dotu, jezeli jest ona gornie poétciggla z dotu w kazdym

punkcie przestrzeni X.

Stwierdzenie 1.1. Niech X bedzie przestrzenig topologiczng. Kazda funkcja pot-
ciggla z dotu jest gornie potcigglta z dotu.

Dowdd. Niech x € X oraz niech (x)xea bedzie zbieznym do x ciagiem uogdlnionym
clementéw przestrzeni X takim, ze f(xy,) < f(z,,) dla A2 < A Z Uwagi 1.1
wynika, iz granica limyey f(z)) istnieje. Pokazemy, Ze granica ta jest wlasciwa.

Przypusémy nie wprost, ze limyey f(z)) = —oo. Istnieje wtedy taki indeks
X €A, ze f(z)) < f(z) — 1 dla \g < A. Stad

zyeA={yeX: fly) < f(z)—1} dla \g < A
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Z pélciagtosci z dotu funkcji f wynika, iz A jest zbiorem domknietym (por. [38,
s. 152]), a zatem = € A, gdyz limyep 2y = x. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze
limyep f(x)) > —o0.
Obierzmy ¢ > 0. Rozumujac analogicznie jak w pierwszej cze$ci dowodu, mozna
pokazaé, ze
re{yeX: fly) <e+limflan)},

co wobec dowolnosci € > 0 dowodzi, ze f(z) < limyep f(xy). O

Uwaga 1.2 ([30, Example 4.4]). Twierdzenie odwrotne do Stwierdzenia 1.1 nie jest
prawdziwe. Mozna bowiem wykazac, ze funkcja f: R — R okreslona wzorem

r+1 dlax >0,
x dla x <0

flx) =

jest gornie poétciagta z dotu, lecz nie jest poélciagta z dotu.

Wykazemy teraz dwa lematy charakteryzujace pewne wtasnosci funkeji gérnie
potciggtych z dotu. Pierwszy ze wspomnianych lematéw jest odpowiednikiem twier-
dzenia Weierstrassa o osigganiu kreséw, natomiast drugi lemat dotyczy ztozenia
funkcji gornie potciaglej z dotu z odwzorowaniem cigglym.

Lemat 1.1 ([30, Lemma 4.5]). Jezeli X jest zwartq przestrzeniq topologiczng,
natomiast f: X — R funkcjqg gornie potciggle z dotu, to istnieje taki punkt xq € X,
Ze f(xg) = infrex f(2).

Dowdd. 7 definicji kresu dolnego wynika, ze w zbiorze X istnieje ciag uogdlniony
() rea taki, ze

flzy) < flzy,) dla Xy g N oraz }\1& flzy) = ég)f(f(a:) (1.1)

Poniewaz X jest przestrzenia zwarta, wiec bez straty ogélnosci, mozemy zatozy¢, ze
ciag uogdlniony (xy)rea jest zbiezny do pewnego elementu zp € X. (W przeciwnym
przypadku (x)xea ma podciag uogdlniony spetiajacy (1.1) —por. [84, Section 11
oraz Theorem 17.4].) Zatem wobec gornej potciagtosci z dotu funkeji f, otrzymujemy
f(zo) < limyep f(zy). Stad f(zo) = infiex f(2). O

Lemat 1.2 (|26, Lemma 2]). Niech X oraz Y bedq przestrzeniami topologicznymi.
Jezeli odwzorowanie f: X — Y jest ciggle, a funkcja g: Y — R jest gornie potciggla
z dotu, to ztozenie h:=go f: X — R jest funkcjqg gornie potciggle z dotu.

Dowdd. Niech x € X oraz niech (x))xen bedzie dowolnym zbieznym do z ciagiem
uogélnionym w X takim, ze h(zy,) < h(xy,) dla Ao < A\1. Wtedy ktadac yy:i=f(xy)
oraz y:=f(x) mamy limyepyy = y oraz g(yx,) < g(y»,) dla Ay < A;. Stad, na
mocy zatozeni, otrzymujemy h(x) = g(y) < limyea g(ya) = limyen h(xy), co koficzy
dowdd. O
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Uwaga 1.3 ([26, Remark 2]). Niech X bedzie przestrzenia topologiczng oraz niech
f: X — X bedzie odwzorowaniem ciggtym, a F: X x X — R funkcja gornie
poélciagla z dotu. Na mocy Lematu 1.2 funkcja  — F(z, f(x)) jest gornie potciagla
z dotu.

1.3. PRZESTRZENIE UNORMOWANE CZESCIOWO UPORZADKOWANE

W tym paragrafie przypomnimy pewne pojecia z teorii przestrzeni unormowanych
czesciowo uporzadkowanych. W szczegolnosci sformutujemy oraz udowodnimy abs-
trakcyjny lemat Gronwalla (zob. Twierdzenie 1.1), ktéry nastepnie wykorzystamy
w Paragrafie 4.3.1 do dowodu istnienia rozwiazania nieliniowego rownania catkowego

Hammersteina.

Definicja 1.3. Niech X bedzie rzeczywista przestrzenig unormowana. Niepusty, do-
mkniety i wypukty zbior Cx C X nazywamy stozkiem, gdy spetnione sg nastepujace

warunki:
(a) jezeli x € Cx, to ax € Cx dla dowolnego a > 0;
(b) jezeli x € Cx oraz —x € Cx, to x = 0.

Uwaga 1.4. Kazdy stozek w rzeczywistej przestrzeni unormowanej X wyznacza
relacje czedciowego porzadku < zdefiniowang w nastepujacy sposob

=<y wtedy i tylko wtedy, gdy y—x € Cy. (1.2)

Oczywiscie, relacja < zdefiniowana powyzej jest zgodna ze struktura liniowa prze-
strzeni X, tzn. jezeli z,y € X sa takie, ze x <X y, to z + z < y + 2z dla dowolnego
z € X oraz ar < ay dla dowolnej liczby nieujemnej a.

W dalszej czesci niniejszej rozprawy, ilekro¢ bedzie mowa o relacji czesciowe-
go porzadku w zwiazku z pewnym stozkiem, bedziemy zaktadac, ze zostata ona

okreslona wzorem (1.2).

Definicja 1.4. Rzeczywista przestrzen Banacha (X, ||-]|), w ktérej okreslono relacje
czesciowego porzadku <, nazywamy kratqg Banacha, jezeli:

(a) (X, <) jest kratg, tzn. dowolne dwa elementy x,y € X posiadaja najmniejsze

ograniczenie gorne sup{z,y} oraz najwigksze ograniczenie dolne inf{x,y};
(b) relacja < jest zgodna ze struktura liniowa przestrzeni X;

(¢) norma ||-|| jest monotoniczna, tzn. dla dowolnych punktéw =,y € X z warunku

2] < Iyl wynika, ze || < yll, gdzie |e|:=sup{z, —z}.
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Przypomnijmy dobrze znany
Lemat 1.3. Przestrzen BC(R) jest kratg Banacha ze stozkiem
Cpoi={xr € BC(R) : z(t) > 0 dla kazdego t € R} .

Dowdd. Zauwazmy, iz zbiér Cpe jest stozkiem w przestrzeni Banacha BC(R), ktory

wyznacza relacje czesciowego porzadku < zdefiniowang nastepujaco
r=<y wtedy 1 tylko wtedy, gdy z(t) < y(t) dla kazdego t € R.

7 Uwagi 1.4 wynika, iz porzadek < jest zgodny ze struktura liniowa przestrzeni
BC(R), a ponadto dla dowolnych elementéw z,y € BC(R) funkcje

t — min{xz(t),y(t)} oraz, t — max{z(t),y(t)}

sg odpowiednio najwigkszym ograniczeniem dolnym i najmniejszym ograniczeniem
gornym elementéw z,y. Pozostaje wiec wykazaé, iz norma ||-||_ jest monotoniczna.
Poniewaz dla x € BC(R) mamy |x|(t) = max{z(t), —x(t)} = |z(t)|, wiec z warunku
|z] < |y| wynika, ze |z(t)| < |y(t)| dla kazdego ¢ € R. Stad ||z|l < |yl O

Definicja 1.5. Operator liniowy S w przestrzeni unormowanej X ze stozkiem C'y
nazywamy dodatnim, jezeli Sx € C'x dla z € CY.

Twierdzenie 1.1 (Abstrakcyjny lemat Gronwalla, [46, Lemma 1.9.1]). Niech (X, <)
bedzie kratq Banacha ze stozkiem Cx oraz niech x,y € Cx. Zatéimy ponadto,
ze S jest takim dodatnim oraz ograniczonym operatorem lintowym dzialajgcym
w przestrzeni X, ze r4(S) < 1, gdzie ry oznacza promien spektralny operatora S.
Jezeli v <y + Sz, to x X z, gdzie z jest rozwigzaniem rownania z =y + Sz.

Dowdd. Zdefiniujmy odwzorowanie T': Cx — Cx wzorem T'(§) = y + S¢. Poniewaz
r < T(x), wigc T(x) < T (x) dla n € Ny, gdzie T°(z):=x. Istotnie, jezeli
T™(x) < T (z) dla pewnego n € Ny, to ST"(x) < ST"™(x), a zatem

T z) =y + ST"(z) K y + ST (x) = T" ().
Tym samym
n—1
e T z) =) Sky + S™x dla kazdego n € N.
k=0

Wobec domknigtosci zbioru Cx oraz faktu, ze r4(S) < 1, otrzymujemy (por. [1,
Twierdzenie 2.9, s. 466))

n—1 o0
Tz < lim <Z Sky + S”x> = Z Sky =(I—- S)_ly =z,
k=0

n—00
k=0

co konczy dowdd. O
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1.4. PRZESTRZENIE FUNKCJI O OGRANICZONEJ WARIACJI

Celem tego krotkiego paragrafu jest ustalenie terminologii oraz oznaczen zwigzanych
z funkcjami o ograniczonej wariacji w sensie Jordana oraz w sensie Younga.

Ze wzgledu na pézniejsze zastosowania ograniczymy sie do przedziatu [0, 1].

Definicja 1.6. Niech x bedzie funkcjg o wartosciach rzeczywistych zdefiniowang
na przedziale [0, 1]. Liczbe

1

\/(x)zzsupimm alti),

0

gdzie supremum brane jest po wszystkich podziatach 0 =t; <t; < ... <t, =1
przedziatu [0, 1], nazywamy wahaniem lub wariacjg (w sensie Jordana) funkcji =

na przedziale [0, 1].

Uwaga 1.5. Przestrzen liniowa

BV[0,1] = {x: 0,1] = R: \;/(x) < —i—oo}

1
wraz z norma ||z| 5, :=|z(0)| 4+ \/(z) jest przestrzenia Banacha (zob [1, Twierdze-
0

nie 6.14, s. 133]). Elementy tej przestrzeni nazywamy funkcjami o ograniczonej
wariacji lub BV -funkcjami, a rozwigzania rownan catkowych nalezace do tej prze-

strzeni BV -rozwiazaniami.

Uwaga 1.6. Kazda funkcja o ograniczonej wariacji jest funkcja ograniczong. Po-
nadto jest jasne, ze ||z|| < ||z| 5, dla kazdego x € BV[0,1].

Lemat 1.4 (por. [3, Section 6.5]). Zalézimy, Ze funkcja f: R — R jest lokalnie
lipschitzowska, tzn. spetnia warunek Lipschitza na kazdym przedziale zwartym.
Wtedy autonomiczny operator superpozycyi F', generowany przez funkcje f, dziala
w przestrzeni BV[0, 1].

Dowdd. Niech x € BV/0,1]. Z zalozenia oraz Uwagi 1.6 wynika, ze funkcja f
spelnia warunek Lipschitza na przedziale [— ||z 5y , ||| 5y/] 2 pewna stata L. Niech
0=ty <t <...<t,=1bedzie dowolnym podziatem przedziatu [0, 1]. Wtedy

i]F(a:)(ti) — F()(ti1)| = i’f(x(ti)) — f(a(tir))]

< Limm -t < LV@),

1

a zatem \/(F(z)) < +o0, co konczy dowdd lematu. O
0
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Uwaga 1.7. M. Josephy pokazal, ze lokalna lipschitzowskosé¢ funkeji f jest rowniez
warunkiem koniecznym, by autonomiczny operator superpozycji F', generowany
przez f, dzialal w przestrzeni BV[0, 1] (zob. [3, Theorem 6.13; 51]). W przypadku
przestrzeni funkcji o ograniczonej ¢-wariacji (zob. Definicja 1.8 ponizej) analogiczny
wynik uzyskali J. Ciemnoczotowski oraz W. Orlicz (zob. [31]). Dodajmy, iz twier-
dzenie Ciemnoczotowskiego-Orlicza w przypadku przestrzeni funkcji o ograniczonej
uogoblnionej ¢-wariacji udowodniono w pracy [18].

Przejdziemy teraz do funkcji o ograniczonej wariacji w sensie Younga.

Definicja 1.7. Funkcje ¢: Ry — R, nazwiemy ¢-funkcjq, jezeli jest ona ciagla,
nieograniczona, niemalejaca oraz taka, ze ¢(u) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy u = 0.

Definicja 1.8. Niech x bedzie taka funkcja o wartosciach rzeczywistych, okreslong
na przedziale [0, 1], ze £(0) = 0. Ponadto niech ¢ bedzie ¢-funkcja. Liczbe

vary(z):= sup i (| (ts) — x(tiz1)]),

gdzie supremum brane jest po wszystkich podziatach 0 =tg <t; < ... <t, =1
przedziatu [0, 1], nazywamy ¢-wariacjg (lub wariacjg w sensie Younga) funkcji
na przedziale [0, 1].

Uwaga 1.8. Jezeli ¢ jest wypukla ¢-funkcja (a tylko takie bedziemy rozwazaé
w niniejszej rozprawie), to przestrzen

BVy[0,1] = {z: [0,1] — R : 2(0) = 0 oraz vary(Az) < +oo dla pewnego A > 0}
wyposazona w norme
[zl 4:=inf {A > 0 varg(z/A) < 1}

jest przestrzenia Banacha (zob. [66, Theorem 3.21]). Elementy tej przestrzeni
nazywamy BV,-funkcjami.

Uwaga 1.9. Kazda BV -funkcja jest ograniczona oraz mierzalna w sensie Lebes-
gue’a (por. [64, Properties 10.7 (a) oraz Theorem 10.9]). Ponadto, istnieje taka
liczba ¢y > 0, ze ||z, < ¢4 ||z]l, dla kazdego x € BVy[0, 1]. Istotnie, poniewaz

o(llz)l.) = g ¢(lz(t)]) < varg(z) dlaz € BVy[0, 1],
€0,
wiec
Iz, = inf {2 > 0:vars(A\'2) <1} > inf {A > 0:6(A " z]l) < 1} = ¢;" 2]l ,

gdzie
0< C;IZ:in{A >0: (A1) < 1} < +o00. (1.3)
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1.5. PRZESTRZENIE FUNKCJI PRAWIE OKRESOWYCH

Niniejszy paragraf poswiecimy oméwieniu réoznych przestrzeni funkeji prawie okre-
sowych. W pierwszej czesci podamy definicje podstawowych klas funkcji prawie
okresowych wraz z pewnymi ich wtasnosciami. W szczegélnosci opiszemy zwigzki
zachodzace pomiedzy réznymi typami funkcji prawie okresowych oraz ich uogol-
nieniami. W czesci drugiej paragrafu przedstawimy nowe wyniki dotyczace funkcji
prawie okresowych. Szczegdlng uwage poswiecimy operatorom splotu oraz operato-
rom superpozycji w przestrzeni funkcji prawie okresowych w sensie Levitana, a takze
omowimy zagadnienie dotyczgce istnienia funkcji prawie okresowych catkowalnych
w sensie Lebesgue’a z p-ta potega.

1.5.1. DEFINICJE ORAZ PODSTAWOWE FAKTY. Zaczniemy od sformutowania,
pochodzacej od Bohra, definicji funkcji prawie okresowe;j.

Definicja 1.9. Funkcje ciaglta f: R — R nazywamy prawie okresowq, jezeli dla
dowolnego € > 0 istnieje taka liczba dodatnia [., ze kazdy przedziat otwarty o dtu-
gosci [. zawiera co najmniej jeden punkt 7 taki, ze

supl(t+7) = (1) <.

Zbiér funkcji prawie okresowych bedziemy oznaczaé¢ symbolem AP(R).

Uwaga 1.10. Funkcje prawie okresowe sa ograniczone oraz jednostajnie ciagte (zob.
[68, Theorem 3.1.4 i) oraz Theorem 3.1.5; 81, Twierdzenie 1.1]).

Twierdzenie 1.2 (Kryterium Bochnera, [81, Twierdzenie 1.4]). Funkcja ciggla
f: R — R jest prawie okresowa wtedy 1 tylko wtedy, gdy z kazdego ciggu liczb
rzeczywistych (T, )nen mozna wyrwac podciqg (Tn, )ren taki, Ze (f(t + Tn,))ken jest
zbieziny jednostajnie wzgledem t na R.

Uogolnieniem funkcji prawie okresowych sa, wprowadzone przez Bochnera na
poczatku lat 60. ubiegtego wieku, funkcje prawie automorficzne (dzi$ zwane funk-
cjami prawie automorficznymi w sensie Bochnera). Co ciekawe, Bochner, jak sam
pisze w pracy [10], juz na kilka lat przed swoimi studiami nad prawie okresowo-
Scia, zajmowal sie funkcjami prawie automorficznymi (mimo, iz tak ich wtedy nie

nazywal) w zwiazku z badaniami dotyczacymi geometrii rézniczkowej (por. [9]).

Definicja 1.10 ([11, Definition 2]). Funkcje ciagta f: R — R nazywamy prawie
automorficzng w sensie Bochnera (w skrocie BAA), jezeli z kazdego ciagu liczb
rzeczywistych (7,,)neny mozna wyrwaé podciag (7, )ren taki, ze granica punktowa

(1= Jim f(t+7.,)
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istnieje dla kazdego t € R oraz

lim g(t —7,,) = f(¢) dla kazdego t € R.

k—o00

Przez BAA(R) bedziemy oznaczaé zbiér wszystkich funkeji prawie automorficz-

nych w sensie Bochnera.

Uwaga 1.11. Funkcje prawie automorficzne w sensie Bochnera sa ograniczone
(zob. [68, Theorem 2.1.3 iv)]). Ponadto kazda funkcja prawie okresowa jest prawie
automorficzna w sensie Bochnera (zob. [68, Remark 2.1.2]). Dodajmy, iz odwrotna
implikacja nie zachodzi. Mozna bowiem wykazaé, iz funkcja f: R — R zdefiniowana
wzorem

1
f(t) =sin
2+ cost + cos /2t

jest prawie automorficzna w sensie Bochnera, ale nie jest prawie okresowa (zob. [6,

) dlat e R,

Example 3.1]). Okazuje sie bowiem, iz funkcja f nie jest jednostajnie ciagta na R.

Uwaga 1.12. Funkcje ciagle spetniajace warunek z Definicji 1.10 wyrazony w ter-
minach ciggéw uogoélnionych nazywamy prawie automorficznymi w sensie Veecha
(zob. [85]). Nadmienmy, ze funkcje prawie automorficzne w sensie Veecha sa réwniez
ograniczone (por. [5, s. 430]).

Uwaga 1.13. Kazda funkcja prawie automorficzna w sensie Bochnera jest prawie
automorficzna w sensie Veecha (zob. [82, Proposition 4.3]). Milnes [63, s. 243]
pokazal jednak, ze implikacja odwrotna nie zachodzi. Funkcja f: R — R okreélona

WZzOorem
f(t) =sin(2¥7t)  dlateVy, keN,
gdzie
> ) k-1 __ 1
R=J Vi, Vie= | ([0, 1) + sp + zkm)7 Sk;:¥
k=1 mEZ 3

jest prawie automorficzna w sensie Veecha, lecz nie jest prawie automorficzna

w sensie Bochnera.

Zdefiniujemy teraz najogodlniejsza klase funkcji prawie okresowych, ktore bedzie-
my rozwaza¢ w niniejszej rozprawie, tj. klase funkcji prawie okresowych w sensie
Levitana.

Definicja 1.11 ([74, s. 220]). Zbiér E C R nazywamy relatywnie gestym, jezeli
istnieje taki zbior skonczony F' C R, ze F'+ E = R.
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Definicja 1.12 (por. [74, Definition 2]). Funkcje ciagla f: R — R nazywamy
prawie okresowq w sensie Levitana (w skrécie LAP), jezeli dla dowolnego € > 0
oraz dowolnego skonczonego zbioru M C R istnieje relatywnie gesty zbior £ w R

taki, ze
E—FECE(f,e,M)={reR:|f(t+7)— f(t)] <e dla wszystkich t € M}.

Definicja 1.13 (zob. [5, s. 429]). Topologia Bohra na R nazywamy najsilniejsza
topologie, stabsza od topologii euklidesowej, w ktérej R jest catkowicie ograniczong
grupa topologiczng.

Rownowazne okreslenia funkcji LAP podaje nastepujace

Twierdzenie 1.3 ([74, Satz 3 oraz Satz 9; 75, Satz 1.2]). Niech f: R — R bedzie
funkcjqg ciggltq. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) f jest funkcjg prawie okresowq w sensie Levitana;

(i) f jest funkcjq ciggla w topologii Bohra, tzn. funkcja f jest ciggla jako funkcja
2 Rp do R, gdzie Rg oznacza zbior liczb rzeczywistych rozwazany z topologiq
Bohra,

(iii) z kazdego ciggu liczb rzeczywistych (7,)nen mozna wyrwaé podciqg (Tn, )ken
taki, ze
_ {llig}l ft 4 Tn, — ) = f(t) dla kazdego t € R,

to znaczy dla dowolnego t € R oraz dowolnego € > 0 istnieje m € N takie, Ze
|f(t+ 70, — Tn,) — f()] < e dla wszystkich k,1 > m.

Uwaga 1.14. M. Alfsen i P. Holm dowiedli, ze klasa funkcji prawie okresowych
o warto$ciach liczbowych pokrywa sie z klasg funkcji jednostajnie cigglych wzgledem
pewnej jednostajnosci na R, ktéra indukuje topologie Bohra (por. [2, Theorem 2]).

Tym samym kazda funkcja prawie okresowa jest prawie okresowa w sensie Levitana.

Przyktad 1.1. Rozwazmy funkcje f: R — R zdefiniowana ponizszym wzorem

1

— dla t € R.
2+cost+cos\/§t

f(t)

Mozna udowodnié, ze funkcja f jest nieograniczona oraz prawie okresowa w sensie
Levitana (zob. np. [56, s. 144; 81, Przyktad 5.1]).

Przez LAP(R) oznaczaé bedziemy zbiér funkcji prawie okresowych w sensie
Levitana, a przez LAP,(R) jego podzbiér sktadajacy sie z funkeji ograniczonych.
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Uwaga 1.15. Okazuje si¢, ze LAP,(R) = AA(R), gdzie AA(R) oznacza rodzing
wszystkich funkeji prawie automorficznych w sensie Veecha (szczegdly zob. [5, s. 430;
42, Satz 3; 63, Theorem 13]).

Szczegoblnie interesujace z punktu widzenia teorii rownan nieliniowych, wydaja sie
by¢ zburzenia funkeji prawie okresowych funkcjami ciagtymi o pewnych dodatkowych
wtasnosciach. Ponizej definiujemy dwie klasy takich funkc;ji.

Definicja 1.14 ([44]). Funkcje ciagta f: R — R nazywamy asymptotycznie prawie
okresowq, jezeli mozna ja przedstawi¢ w postaci f = ¢+, gdzie funkcja ¢o: R — R
jest prawie okresowa, a funkcja ¢: R — R jest ciaglta oraz spelnia ponizszy warunek

lim (t) = lim ¥(t) =0.

t—+o00

Funkcje ¢ oraz ¢ nazywamy odpowiednio czescig gtowng oraz czescig korygujgcg
funkcji f.

Uwaga 1.16. Rozktad funkcji asymptotycznie prawie okresowej na cze$¢ gtéwna
oraz korygujaca jest jednoznaczny (zob. [24, Theorem 2.6] oraz por. [28, Theorem
5.3]). Ponadto, przestrzen liniowa AAP(R) wszystkich funkcji asymptotycznie
prawie okresowych jest przestrzenia Banacha z norma || f|| 41p = el + %]
gdzie ¢ oraz 1 sg odpowiednio czescia gtéwnag oraz korygujaca funkeji f.

Definicja 1.15 ([89, Definition 2]). Funkcje ciagla f: R — R nazywamy pseudo
prawie okresowq, jezeli mozna ja przedstawi¢ w postaci f = ¢ + 1, gdzie funkcja
v: R — R jest prawie okresowa, a funkcja ¢): R — R jest ciagta i ograniczona oraz

spetnia ponizszy warunek

m — [ Ji(s)|d
im ﬁLT\w(s)] s =0.

T—+o00

Funkcje ¢ oraz ¢ nazywamy odpowiednio cze$cig glowng oraz czeScig ergodyczng
funkcji f.

Zbiér funkcji pseudo prawie okresowych bedziemy oznaczaé¢ symbolem PAP(R).

Twierdzenie 1.4 ([90, Lemma 1.3]). Jezeli funkcja ¢: R — R jest czescig gléwng

funkcji f € PAP(R), to p(R) C f(R).
Uwaga 1.17. Korzystajac z Twierdzenia 1.4 mozna wykazaé, ze rozktad funkcji
pseudo prawie okresowej na czesé gtoéwnag oraz ergodyczna jest jednoznaczny (zob.

rowniez [91, Theorem 1.5]).
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Uwaga 1.18. Niech X € {AP(R), BAA(R), LAP,(R), PAP(R)}. Przestrzen
liniowa X z norma supremalng oraz mnozeniem funkcji okreslonym punktowo jest
przemienng algebra Banacha z jedynka (por. [41, Theorem 1.9; 69, Section 1.6;
74, Corollar, s. 227; 81, Twierdzenie 1.5; 90, Theorem 1.4]).

Na zakonczenie tego paragrafu sformutujemy dwa twierdzenia, ktére odgrywaja
istotng role w teorii funkcji prawie okresowych.

Twierdzenie 1.5. Niech X oznacza jedng z przestrzeni: AP(R), BAA(R), LAP,(R),
LAP(R), AAP(R), PAP(R) oraz niech f € X. Jezeli funkcja g: R — R jest ciggla,
togo fe X.

Dowdd powyzszego twierdzenia mozna znalezé w [11, Theorem 2; 28, Theorem 5.6;
58, Theorem 2.1; 68, Theorem 2.1.5; 74, Corollar (vi); 81, Twierdzenie 1.2].

Stwierdzenie 1.2 (por. [5, Proposition 6.D.1; 81, Twierdzenie 1.7]). Niech X
oznacza jedng z przestrzeni: AP(R), BAA(R), LAP,(R) oraz niech f € X. Wtedy
¢

funkcja F: R — R okreSlona wzorem F(t) = / f(s)ds dla t € R nalezy do X, o ile
0
F € BC(R).

1.5.2. PRZESTRZENIE FUNKCJI PRAWIE OKRESOWYCH, ASYMPTOTYCZNIE PRA-
WIE OKRESOWYCH ORAZ PSEUDO PRAWIE OKRESOWYCH. Celem niniejszego para-
grafu jest zbadanie pewnych wtasnosci funkcji prawie okresowych oraz szczegdtowe
omoéwienie zwigzkow zachodzacych pomiedzy funkcjami bedacymi pewnymi zabu-
rzeniami funkcji prawie okresowych. W szczegdlnosci udowodnimy, ze klasa funkcji
asymptotycznie prawie okresowych jest podklasg klasy funkcji pseudo prawie okre-
sowych. W paragrafie tym wykazemy réwniez prawdziwosé wysunietego w roku
2007 przez T. Diagane przypuszczenia, dotyczacego nieistnienia niezerowych funkeji
prawie okresowych catkowalnych w sensie Lebesgue’a z p-ta potega (1 < p < +00)
(zob. [35, s. 46]).

Twierdzenie 1.6 ([25, Theorem 9]). Kazda funkcja asymptotycznie prawie okresowa

jest pseudo prawie okresowa. Odwrotna implikacja nie zachodzi.

Dowdd. Niech f: R — R bedzie funkcja asymptotycznie prawie okresowa z czesdcia
gtowng ¢: R — R oraz czescia korygujacag ¢: R — R.
Poniewaz funkcja v jest ciaggta oraz ograniczona, by udowodni¢ pierwszg czesé

twierdzenia, wystarczy wykazac, ze

im [ [(s)|d
im ﬁ/_Tw(s)y s =0.

T—+00
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Wobec faktu, iz ¢ jest czescia korygujaca funkcji f, dla ustalonej liczby dodatniej €,
istnieje taka liczba T7 > 0, ze [¢(t)| < 3¢ dla wszystkich ¢ ¢ [T, T3], a zatem dla
T > max{Ty,2¢7'Ty ||¢]| .}, otrzymujemy

/_ZWJ(S)Ids:/_‘Tlew(S)|ds+/_2\¢(s)|ds+/TlT|zp(5)|d5

1 1
< §5<T —T)+ 2T ||¢, + 55(T —T)

=e(T -T)+ 2T |[Y] -
Stad

<e dla T >max{T1,2e7'Ty |¥]l .}

I e(T'—-Ty) Ti||¥|
- < o0
2T /JMS)MS o7 T

co konczy pierwsza czes¢ dowodu.

Udowodnimy teraz, ze istnieje funkcja pseudo prawie okresowa, ktéra nie jest
asymptotycznie prawie okresowa.

Niech funkcja g: [0, 1] — R bedzie zdefiniowana ponizszym wzorem

At dlat € [0, 3],

g(t) =
) —4t+4 dlate (3,1

Rozwazmy funkcje f: R — R okreslong nastepujaco

fo) = g(t—10") dlat € [10",10" + 1] oraz n € N,

0, w przeciwnym przypadku.

Oczywiscie funkcja f jest ciagta oraz ograniczona, a ponadto, dla T > 1, otrzymuje-
my il T]+1
T 1000810
o [ 1felas< o [ fls)as = 1280 T]

Stad f € PAP(R). Gdyby f € AAP(R), to istniatby rozktad funkcji f na cze$é
gtowna ¢p: R — R oraz czes¢ korygujaca ¢: R — R. Poniewaz f = ¢ + ¢, wiec
f—1 € AP(R), a zatem na mocy Twierdzenia 1.2 istnieje podciag (—ng)ren clagu
(—n)nen taki, ze

ilelﬂg‘f(t —ng) — Yt —ng) — g(t)‘ — 0, gdy k — oo, (1.4)

gdzie g € BC(R) jest pewna funkcja. Zauwazmy, ze funkcja g jest tozsamosciowo

rowna 0. Rzeczywiscie, poniewaz

lim f(s)= lim 9¥(s) =0,

S§——00 §—>—0O0
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wiec, dla kazdego t € R, otrzymujemy

g(t) = lim [t =ni) = ¥(t —ng)| = 0.

W konsekwencji, dla dowolnego ¢ € R, mamy

[F (&) = 9@ = [F1(¢ + nn) = na] =PI+ 1k) — ]| <suplfs —ng) = (s —m)l,

s€R
co wobec (1.4) dowodzi, ze f = 1. Jednakze, lims ., f(s) nie istnieje, a zatem
funkcja ¢ nie moze by¢ czescig korygujaca zadnej funkcji asymptotycznie prawie
okresowej. Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze f ¢ AAP(R) i konczy dowdd

twierdzenia. ]
7 Twierdzenia 1.4 oraz Twierdzenia 1.6 otrzymujemy nastepujacy

Whiosek 1.1 ([25, Corollary 1]). Jezeli funkcja ¢: R — R jest czescig glowng
funkcji f € AAP(R), to o(R) C f(R).

Uwaga 1.19 ([25, Remark 12]|). Zauwazmy, ze norma |-||,,p na przestrzeni
AAP(R) jest rownowazna z norma supremalng ||-|| . Istotnie, jezeli funkcja f jest
asymptotycznie prawie okresowa o czesci gtownej ¢: R — R oraz czesci korygujace;j
Y: R — R, to na mocy Wniosku 1.1 wnosimy, ze ||¢|| ., < [/f|l.., & zatem

[ llee < N lanp = el + 10l < M flloe + 1 =@l < 31 Fll

Ponadto, przestrzen liniowa AAP(R) z norma supremalna jest przemienng algebra
Banacha z jedynka.

Zanim przejdziemy do sformutowania oraz udowodnienia twierdzenia, ktore
potwierdza przypuszczenie T. Diagany, przypomnimy nastepujaca definicje wartosci

sredniej funkcji.

Definicja 1.16 ([88, s. 85]). Wartoscig $rednig funkeji lokalnie catkowalnej (w sensie
Lebesgue’a) f: R — R nazywamy wielkosé

przy zatozeniu, ze granica ta istnieje w sensie wtasciwym lub niewtadciwym.

Uwaga 1.20 (por. [25, Remark 13]). Niech f € AP(R). Wtedy warto$¢ srednia
M(f) istnieje i jest skoniczona. Jezeli ponadto M(|f|) =0, to f =0 (zob. [81, s. 34;
88, s. 85 oraz s. 111]).

Twierdzenie 1.7 ([25, Theorem 10]). Nie istnieje niezerowa funkcja prawie okre-
sowa, ktora byltaby calkowalna w sensie Lebesque’a z p-tg potegq (0 < p < +00).
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Przedstawimy teraz trzy rézne dowody powyzszego twierdzenia.

Pierwszy dowod Twierdzenia 1.7. Przypusémy, ze f: R — R jest funkcja prawie
okresowg catkowalna w sensie Lebesgue’a z p-ta potega, gdzie 0 < p < +00. Wobec
Twierdzenia 1.5 |f|? € AP(R) N L'(R), a zatem

LI ds =o.

1 [T 1
p — ] p < 3
M(f1) = Jim o /_T|f(8)‘ ds < lim o7
Stad, na mocy Uwagi 1.20, |f(¢)|P = 0 dla kazdego ¢t € R, czyli f = 0. O

Drugi dowdd Twierdzenia 1.7. Przypusémy, ze f: R — R jest funkcjg prawie okre-
sowa catkowalnag w sensie Lebesgue’a z p-ta potega, gdzie 0 < p < +00. Wobec
Twierdzenia 1.5 |f]? € AP(R) N L*(R), a zatem funkcja F: R — R okreslona
wzorem

pxt)::jﬁﬂf(sﬂpds dla t € R

jest ograniczona. Ze Stwierdzenia 1.2 wynika, iz funkcja F' jest prawie okresowa,
a wiec w szczegblnosci prawie okresowa w sensie Levitana (por. Uwaga 1.14). Na
mocy Twierdzenia 1.3 z ciagu (n),en mozna wyrwaé taki podciag (ng)ren, ze

. {llig}l F(t+n,—n) = F(t) dla kazdego t € R,
tzn. dla ustalonego ¢ € R oraz dowolnego € > 0 istnieje taka liczba naturalna N, ze

|F(t+ne—my) — F(t)] <e dla k,l > N.

Poniewaz ciag (ng)ren jest rosnacy, wiec ny —ny > 0 dla k > N, a zatem

[ s = [ s [

=|F(t+nx —ny) — F(t)| <e,

co dowodzi, ze
+o0o
O</)]ﬂﬁﬂb<a
t

Wobec dowolnosci liczby € > 0 stwierdzamy, ze [f(s)[? = 0 dla s € [t,+00)
i w konsekwencji f = 0. [

Podamy teraz trzeci dowoéd Twierdzenia 1.7, ktory bazowal bedzie na pewnych
wynikach dotyczacych operatora splotu, dlatego tez zaktadamy, ze 1 < p < +o0.

Trzeci dowod Twierdzenia 1.7. Przypusémy, ze f: R — R jest funkcja prawie okre-
sowg catkowalng w sensie Lebesgue’a z p-ta potega, gdzie 1 < p < +o00. Na mocy
Twierdzenia 1.5, bez straty ogdlnosci, mozemy zaltozyé¢, ze funkcja f przyjmuje
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wylgcznie wartosci nieujemne. Zauwazmy, ze funkcja g: R — R okreslona nastepu-
jacym wzorem
1, dalt <1,

g(t) =
72, dlalt| >1

nalezy do przestrzeni L'(R) N LY(R), gdzie q jest wyktadnikiem sprzezonym z p,

1 = 1. Splot f * ¢, zdefiniowany wzorem

(f*g)(t):/Rf(t—s)g(s)ds dla t € R,

tzn. p~t + ¢~

jest funkcja prawie okresowa (zob. [35, Proposition 4.1.1]), a ponadto z [49, The-
orem 21.33] wynika, ze

lim (f=*g)(t)=0.

Jt|—+o00
Rozumujac podobnie jak w drugiej czesci dowodu Twierdzenia 1.6 mozna pokazac,
ze (f % g)(t) = 0 dla kazdego t € R (por. réwniez [68, Theorem 2.1.8]).

Gdyby funkcja f nie byta tozsamosciowo rowna 0, to istniatyby liczby t; € R,
e € (0,1) oraz ¢ > 0 takie, ze f(t) > cdlat € (tg — e,y + ) i tym samym

(F29)(t0) = [ Fts=s)g(s)ds > [

—€

£ 3

f(to —s)g(s)ds = / f(to — s)ds > 2ce > 0.

—€

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze f = 0. [

Uwaga 1.21 ([25, Remark 14]). Niech 1 < p < +o0. Funkcje f: R — R nazywamy
p-prawie okresowq, jezeli mozna jg przedstawi¢ w postaci f = ¢+, gdzie p: R — R
jest funkcjg prawie okresows, natomiast 1: R — R funkcja catkowalng w sensie
Lebesgue’a z p-ta potega (por. [35, s. 46]). Z Twierdzenia 1.7 wynika, ze rozktad
funkcji p-prawie okresowej na czes¢ prawie okresowg oraz catkowalng z p-ta potega
jest jednoznaczny. Istotnie, gdyby funkcja p-prawie okresowa f: R — R posiadata
przedstawienia f = @1 + 1 = @o + V9, gdzie p; € AP(R) oraz ¢; € LP(R) dla
i = 1,2, to funkcja p:=p; — s € AP(R) N LP(R) i na mocy Twierdzenia 1.7
musiataby by¢ tozsamosciowo réwna zero. Tym samym ¢, = @9 1 w konsekwencji

Y1 = 1y

1.5.3. PRZESTRZEN FUNKCJI PRAWIE OKRESOWYCH W SENSIE LEVITANA. Glow-
ny problem, jaki poruszymy w tym paragrafie, dotyczy naturalnej topologii, ktora
mozna okresli¢ w klasie LAP(R). Wobec wyniku Reicha (zob. [74, Corollar (v)])
naturalng topologia wydaje sie by¢ topologia zbieznosci jednostajnej na R. Z drugiej
strony, poniewaz klasa LAP(R) zawiera funkcje nieograniczone, topologia ta nie
moze by¢ wyznaczona przez norme supremalna, jak ma to miejsce w przypadku
innych klas funkcji prawie okresowych. Niemniej jednak, jak pokazuje ponizsze
twierdzenie, w klasie LAP(R) mozna zdefiniowaé¢ zupelna metryke, ktora wyznacza
topologie zbieznosci jednostajnej (por. [39, Twierdzenie 9, s. 182]).
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Twierdzenie 1.8 ([25, Theorem 11}). (LAP(R),dy) jest zupelng przestrzenig

metryczng z metrykq dy okreslong wzorem

d(f, g)=min{L, [|f —gl.}  dla f,g € LAP(R).

Dowdd. Niech f,g,h € LAP(R). Oczywiscie dr(f, g) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
f=goraz dy(f,g) =dr(g, f). Ponadto,

dL(fa h) + dL(hvg) = min{l? Hf - hHoo} + min{L Hh - gHoo}
=min{2, 1+ [|f = Al , 1+ [[h =gl I/ = hllo + [[h = gl }

co dowodzi, iz odwzorowanie dj, jest metryka na zbiorze LAP(R) (por. réwniez [39,
Twierdzenie 3, s. 170]).

By udowodnié¢ twierdzenie, wystarczy zatem wykazaé, ze przestrzen LAP(R)
jest zupelna w metryce dy. Jezeli (f,,)nen jest ciagiem Cauchy’ego w (LAP(R),dy),
to dla dowolnego ¢ € (0, 1) znajdziemy taka liczbe naturalna N, ze

1o = finlloo = de(fa, fm) <€ dlan,m > N.

Istnieje wiec funkcja f: R — R taka, ze ||f — full., — 0, gdy n — oo (zob. [76,
Twierdzenie 7.8, s. 129]). Poniewaz wszystkie funkcje f,, sa ciagte w topologii Bohra
(zob. Twierdzenie 1.3), wiec rowniez i funkcja f jest ciagla w topologii Bohra
(por. [39, Twierdzenie 2, s. 40]), a zatem f € LAP(R). Ponadto dr(f,, f) — 0, gdy
n — 00, totez przestrzen (LAP(R),dy) jest zupelna. O

Uwaga 1.22 (por. [25, Remark 20]). Topologia zbieznosci jednostajnej na przestrze-
ni LAP(R) niestety nie jest topologia liniowa, gdyz operacja mnozenia przez skalar
nie jest odwzorowaniem ciggtym. Istotnie, rozwazmy dowolny cigg niezerowych liczb
rzeczywistych (¢, )nen zbiezny do 0, a takze ciag staly (f,)nen, ktérego wszystkie
wyrazy sa rowne nieograniczonej funkcji prawie okresowej w sensie Levitana f
zdefiniowanej w Przyktadzie 1.1. Wtedy

dr(cnfn,0) = min{1, ||lc, fnll .} = min{1, |c,| - | fll .} =10, gdy n — oo.

Okazuje sig, iz problem okreslenia naturalnej topologii w klasie LAP(R) jest
w szczegbdlnosei Scisle zwiazany z rozwazaniami dotyczacymi nieautonomicznego

operatora superpozycji, bowiem zachodzi nastepujace

Twierdzenie 1.9 ([25, Theorem 12]). Nieautonomiczny operator superpozycji F',
generowany przez funkcje f: R x R — R, dziala w przestrzeni (LAP(R),dy) i jest
jednostajnie ciggly wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzq nastepujgce warunki:

(i) dla kazdego u € R funkcja s — f(s,u) jest prawie okresowa w sensie Levitana;
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(i) funkcja u v f(t,u) jest jednostajnie ciggla na R jednostajnie wzgledem t € R,
4. dla kazdego € > 0 istnieje §:=9(c) > 0 takie, zZe sup,cp|f(t,u)— f(t,v)] <e,
0 ile |lu—v| <6 dla u,v € R.

Dowdd. Zalézmy, ze funkcja f spelnia warunki (i) oraz (ii). Pokazemy, ze F(z) €
LAP(R) dla z € LAP(R).

Niech z € LAP(R) oraz niech (t))xea bedzie ciagiem uogdlnionym liczb rze-
czywistych zbieznym w topologii Bohra do t € R. Wobec zatozenia (i) funkcja
s+ f(s,z(t)) jest prawie okresowa w sensie Levitana, a zatem na mocy Twierdze-
nia 1.3 dla ustalonego € > 0 istnieje \; € A takie, ze

Fltn () = £ ()] < 52 diadm Ar

Ponadto, znajdziemy takie Ay € A, ze |z(ty) — z(t)] < 0 dla A = Ao, gdzie
6:=0(%e) > 0 jest liczbg wybrang zgodnie z warunkiem (ii). Stad

[F(tx, 2 () = f x(t)] < suplf(s, z(t)) = f(s,2(1))] < 56 dla A = Ay,

seR

a zatem dla A = A3, gdzie A\3 = A1 oraz A3 = Ao, otrzymujemy

|F(2)(tx) — F(x)(0)] = [f(r, x(t2) — f, x(t))]
< |f(n,(ta)) = flEn x(0)] + [ f(Ex, 2(8) — f(E, z(2))]
< lg + 15 =
2 2 ’
co dowodzi ciagtosci funkeji F'(x) w topologii Bohra. W konsekwencji F'(x) jest
funkcja prawie okresowa w sensie Levitana.
Wykazemy teraz, ze F': LAP(R) — LAP(R) jest odwzorowaniem jednostajnie
ciaglym. Dla e € (0, 1) niech §:=4(¢) bedzie liczba wybrana zgodnie z warunkiem (ii).
Zauwazmy, ze bez straty ogdlnosci, mozemy przyjaé, iz d € (0,1). Wtedy

di(F(z), F(y)) = min{1, | F(z) = F(y)ll.}
<|IF(2) = F(y)llo = igﬂglf(sax(S)) — fs,y(s))] <e

dla wszystkich z,y € LAP(R) takich, ze ||z — y||, = dr(x,y) < 6, co koniczy dowdd
pierwszej czesci twierdzenia.

Zalézmy teraz, ze nieautonomiczny operator superpozycji F dziatajacy w prze-
strzeni metrycznej (LAP(R),dy) jest jednostajnie ciagly. Dla dowolnego u € R
funkcja stala z,: R — R, okredlona wzorem xz,(t) = u dla t € R, jest prawie
okresowa w sensie Levitana, a zatem F(xz,) € LAP(R). Poniewaz F'(x,)(t) = f(t,u)
dla t € R, wiec funkcja f spelia warunek (i).
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Ustalmy ¢ € (0,1). Wobec jednostajnej ciaglosci nieautonomicznego operatora
superpozycji F', znajdziemy taka liczbe §:=d(¢) € (0, 1), ze

|F(z) — F(y)|l <€, oile ||z —yll, <ddlax,ye LAP(R).
W szczegdlnoscei

sup|f(s,u) — f(s,v)| <e, oile ju—v| = ||z, — x|, < dlau,veR,
seR
gdzie funkcje x,, x,: R — R zdefiniowane sg wzorami x,(t) = u oraz z,(t) = v dla

t € R. Tym samym pokazaliSmy, iz funkcja f spetnia warunek (ii). O

Uwaga 1.23. Wyniki dotyczace nieautonomicznego operatora superpozycji w prze-
strzeniach AP(R) oraz BAA(R) mozna znalez¢é odpowiednio w monografiach [32,
Theorem 2.8; 35, Proposition 4.2.8; 41, Theorem 2.11] oraz [68, Theorem 2.2.6].
W pracy [58] oraz ksiazce [35, Theorem 5.4.1] podano natomiast warunki, by
nieautonomiczny operator superpozycji przeksztatcal przestrzen PAP(R) w siebie.

Dodajmy, ze w przeciwienstwie do dowodu Twierdzenia 1.9, dowody wspo-
mnianych powyzej wynikéw nie korzystaty z odpowiednio$ci pomiedzy prawie
okresowoscig czy prawie automorficznoscia a (jednostajna) ciagltoscia w topologii

Bohra (por. Twierdzenie 1.3, Uwaga 1.14 oraz Uwaga 1.15).

Na zakonczenie rozwazan dotyczacych okreslenia topologii w zbiorze funkcji
prawie okresowych w sensie Levitana wykazemy nastepujace

Stwierdzenie 1.3. Dla dowolnej funkcji cigglej f: R — R istnieje cigg funkcji
prawie okresowych w sensie Levitana zbiezny do funkcji f niemal jednostajnie na R.

Dowdd. Dla ustalonej liczby naturalnej n takiej, ze n > 2 niech f,,: [-n,n] — R

bedzie funkcja zdefiniowana nastepujacym wzorem
fd=n)z+nf(l—n) dlazé€[-n,1-—n),
fa(z) =1 f() dlaz e[l —n,n—1],
—fin=1z+nf(n—1) dlaze (n—1,n].
Poniewaz funkcja f, jest ciagta oraz f(—n) = f(n), wiec na mocy twierdzenia

Weierstrassa o aproksymacji (zob. np. [65, Twierdzenie 9.6]), istnieje taki wielomian
trygonometryczny 7,,: R — R, ze

1
|fo(z) — T (2)| < = dla wszystkich = € [—n,n].
n

Oczywiscie T,, € LAP,(R) dla dowolnej liczby naturalnej n > 2. Zauwazmy ponadto,
iz ciag (T}, )n>2 jest niemal jednostajnie zbiezny do funkcji f na R. Istotnie, dla
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dowolnego przedziatu zwartego [a,b] C R oraz dowolnego € > 0 istnieje liczba
naturalna ng > 2 taka, ze ng' < € oraz [a,b] C [1—ng, ng— 1]. Wtedy dla dowolnego
x € [a,b] oraz n > ny mamy

1
[f (@) = Tu(z)] = [fulz) = Tu(2)] < - <k,
co konczy dowdd stwierdzenia. O]

Uwaga 1.24. Ze Stwierdzenia 1.3 wynika w szczegdlnodci, iz granica niemal jedno-
stajnie zbieznego ciggu funkcji prawie okresowych w sensie Levitana nie musi by¢
funkcjg prawie okresowa w sensie Levitana. Oczywisdcie Stwierdzenie 1.3 jest row-
niez prawdziwe, jezeli cigg funkcji prawie okresowych w sensie Levitana zastapimy
ciagiem funkcji prawie okresowych lub prawie automorficznych w sensie Bochnera.

W drugiej czedci niniejszego paragrafu zajmiemy sie operatorem splotu dziataja-
cym w przestrzeni LAP,(R).

Stwierdzenie 1.4 ([25, Proposition 5]). Niech (X, X, ) bedzie przestrzeniq z mia-
rg oraz niech (fom)nmen bedzie ciggiem podwdjnym takich funkcji mierzalnych
o wartosciach rzeczywistych, ze

lim  fom(z) = f(x) dla kazdego x € X.

min{n,m}—oo

Jezeli istnieje taka funkcja catkowalna g: X — R, , Ze
| fom(z)] < g(2) dla wszystkich v € X oraz n,m € N,

to
lim /fn,mdu:/fd,u.
min{n,m}—o0 JX X

Powyzsze twierdzenie uzasadnia si¢ podobnie jak klasyczne twierdzenie Lebes-
gue’a o zbieznosci zmajoryzowanej (zob. np. [77, Twierdzenie 1.34, s. 35]), dlatego
tez jego dowodd zostanie pominiety.

Twierdzenie 1.10 ([25, Theorem 13]). Niech f € LAB,(R) oraz niech g: R — R
bedzie funkcjq catkowalna w sensie Lebesque’a. Wiedy splot fxg: R — R, okreslony
nastepujgcym wzorem

(f*9)(t) :/Rf(t—s)g(s)ds dla t € R,

jest ograniczong funkcjg LAP.



PRELIMINARIA 28

Dowad. 7 twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej wynika, ze splot f g
jest funkcja ciagta. Istotnie, jezeli (t,)nen jest dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych
zbieznym do t € R, to

Jim (fg) () = lim [ f(ta = )g(s)ds = [ f(t = s)g(s)ds = (f » g)(0)
gdyz |f(T — $)g(s)| < ||fllo lg(s)] dla wszystkich 7,s € R. Oczywiscie, f * g jest

rowniez funkcja ograniczona i ||f * g||, < || fll l9]l;- By udowodnié¢ twierdzenie,
pozostaje wykazaé wiec, ze f*x g € LAP(R).
Niech (7,)nen bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych. Poniewaz f jest

funkcja prawie okresowa w sensie Levitana, z ciagu (7,),eny mozna wyrwaé taki

pOdCi@g (Tnk)k€N7 ze

lim  f(t+ 7, —Tn) = f(?) dla kazdego t € R.

min{k,l}—o0

Ponadto, wobec ograniczonosci f, dla t, s € R, mamy

[f =8+ Top = T0)9(8)] <[ fllo l9(5)]-

Stad, na mocy Stwierdzenia 1.4, otrzymujemy

lim  (f*xg){t+7n, — ) = /R lim  f(t— s+ Tn, — Tn,)9(s)ds

min{k,l}—oo min{k,l}—o0

= [ £t = 9)g(s)ds = (f )1
dla kazego t € R, czyli f*xg € LAP(R). O

Uwaga 1.25. Odpowiednik Twierdzenia 1.10 w przypadku przestrzeni AP(R)
zostal wykazany w pracy [15], natomiast w przypadku przestrzeni BAA(R) w pra-
cy [23]. Dodajmy, iz pseudo oraz asymptotyczna prawie okresowos$¢ operatora splotu
wraz z zastosowaniami do zwyczajnych rownan rézniczkowych pierwszego rzedu

(liniowych i semi-liniowych) oraz réwnania Volterry jest tematem pracy [24].

Przyktad 1.2 (25, Example 4]). Rozumujac analogicznie jak w trzecim dowodzie
Twierdzenia 1.7, w oparciu o Twierdzenie 1.10, mozna stwierdzi¢, ze nie istnieje
niezerowa oraz ograniczona funkcja catkowalna w sensie Lebesgue’a z p-ta potega

(1 < p < 400), ktéra bylaby prawie okresowa w sensie Levitana.

Uwaga 1.26. Okazuje sie, ze korzystajac z teorii szeregéw Fouriera (por. [81, ss. 135-
136]) Twierdzenie 1.7 oraz Przyktad 1.2 mozna uogélnié¢ na przypadek funkcji LAP.
Dodajmy, iz B. Basit i H. Giinzler, bazujac na pewnych ideach pochodzacych od
C. Zhanga (por. [90, Lemma 1.3]) oraz wykorzystujac tzw. nieréwnosé¢ Porady, udo-
wodnili podobny wynik dla tzw. funkcji rekurencyjnych (zob. [5, s. 427]) w przypadku
rozktadu na sume¢ dwoch funkeji bedacych elementami jednostajnie domknigtych
grup addytywnych, speliajacych pewne dodatkowe warunki (zob. [5, Proposition
1.2]).
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1.6. PRZESTRZENIE NIEARCHIMEDESOWE

W niniejszym paragrafie przypomnimy pewne pojecia dotyczace przestrzeni niear-
chimedesowych.

Definicja 1.17. Niech K bedzie ciatem. Funkcje |-|: K — R nazywamy waluacjq,
gdy dla dowolnych elementéw a,b € K spelnia ona nastepujace warunki:

(a) |a|] = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0;
(b) lab| = [al[b];
(c) la+b] < max{lal, [b]}.

W niniejszej rozprawie rozwazacé bedziemy jedynie waluacje nietrywialne, tzn.
takie, ktére w pewnym punkcie a € K\ {0} przyjmuja warto$¢ rézna od 1. Ponadto
zaktada¢ bedziemy, ze wszystkie ciata z waluacja (K, |-|) sa zupelne w metryce
zdefiniowanej wzorem (a, b) — |a — b|.

Definicja 1.18. Niearchimedesowa przestrzenia unormowana nazywamy prze-
strzen liniowa X nad cialem K z waluacja |-|, w ktérej okreslono odwzorowanie
I|IIl -+ X — Ry, ktére dla dowolnych x,y € X oraz a € K spelia warunki:

(a) ||z|]| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0;
(b) [lazll = laf l=[;
(©) [lz + yll < max{llz], f[y]}-

Kule domkniete i otwarte w niearchimedesowych przestrzeniach unormowanych
definiuje sie analogicznie jak w przypadku zwyktych przestrzeni unormowanych.
Nalezy jednak pamieta¢, iz wyrazenia ,domkniety” oraz ,otwarty” w przypad-
ku przestrzenie niearchimedesowych nie odnosza si¢ do wtasnosci topologicznych
wspomnianych zbioréw (por. [78, Proposition 18.4]).

Definicja 1.19. Méwimy, ze niearchimedesowa przestrzen unormowana jest sfe-

rycznie zupeina, jezeli kazdy zstepujacy cigg kul domknietych ma niepusty przekroj.

Prostg konsekwencja sferycznej zupetnosci jest nastepujacy prosty fakt, ktorego

dow6d w przypadku ciata z waluacja mozna znalezé w [79, s. 5.

Stwierdzenie 1.5. Jezeli (Bx(xx,7)))xen jest rodzing kul domknietych w sferycz-
nie zupelnej niearchimedesowej przestrzeni unormowanej X takq, Ze Bx(xx, 7)) N

Bx(x,,1,) # 0 dla kazdych A, € A, to Nyea Bx(xa,72) # 0.
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TWIERDZENIA O PUNKTACH STALYCH

Niniejszy rozdziat ma na celu wykazanie kilku twierdzen o punktach statych.

Paragraf 2.1 dotyczy¢ bedzie twierdzen o punktach statych dla odwzorowan
stabo F-kontrakcyjnych oraz silnie F-rozszerzajacych dziatajacych w przestrzeniach
topologicznych. Dodajmy, iz istnienie oraz jedynosé¢ punktéw stalych badanych od-
wzorowan w tym przypadku wynika¢ bedzie z dwoch typow zatozen: kontrakcyjnego
oraz ,zwartosciowego.” Na zakonczenie Paragrafu 2.1 wykazemy takze twierdzenie
Petalasa-Vidalisa dla odwzorowan stabo kontrakcyjnych w sferycznie zupetnych
niearchimedesowych przestrzeniach unormowanych.

W Paragrafie 2.2 udowodnimy twierdzenie o punkcie stalym typu Moncha,
pochodzace z pracy [20].

Paragraf 2.3 po$wiecimy rozwazaniom dotyczacym odwzorowan zdefiniowanych
w rzeczywistych czedciowo uporzadkowanych przestrzeniach Banacha. Przytoczymy
oryginalny wynik Leggetta-Williamsa, a takze wykazemy uzyteczne z punktu widze-
nia zastosowan pewne jego rozszerzenie, ktore nie tylko pozwala na udowodnienie
istnienia rozwigzania dodatniego badanego réwnania nieliniowego, ale takze daje
pewne dodatkowe informacje o liczbie rozwigzan.

W ostatnim paragrafie zajmiemy sie twierdzeniami typu Lovelady’ego dla odwzo-
rowan, ktore powstajg jako ztozenie odwzorowan spetniajacych warunek Lipschitza
z tzw. odwzorowaniami wyzszego rzedu. Pokazemy rowniez, iz twierdzenie Love-
lady’ego, cho¢ zwigzane z twierdzeniem Banacha, mozne w pewnych przypadkach
prowadzi¢ do ogdlniejszych wynikéw niz zasada kontrakeji. Na zakonczenie Paragra-
fu 2.4, bazujac na wspomnianym wczesniej wyniku Petalasa-Vidalisa, udowodnimy
twierdzenie typu Lovelady’ego dla odwzorowan okreslonych w przestrzeniach niear-
chimedesowych.
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2.1. TWIERDZENIA DLA ODWZOROWAN SILNIE
F-ROZSZERZAJACYCH ORAZ SLABO F-KONTRAKCYJNYCH

Nasze rozwazania zaczniemy od nastepujacej definicji odwzorowania stabo F-kon-
trakcyjnego oraz silnie F-rozszerzajacego. Dodajmy, ze odwzorowania stabo F'-
kontrakcyjne zostaly wprowadzone w roku 1969 przez M. Furiego oraz A. Vignole-
go w [45].

Definicja 2.1 ([26, Definition 2]). Niech X bedzie przestrzenia topologiczng oraz
niech F': X x X — R bedzie funkcja gornie poédtciagta z dotu. Odwzorowanie
f: X — X nazywamy:

(a) stabo F-kontrakcyjnym, jezeli F'(f(x), f(y)) < F(z,y) dla dowolnych punktéw
x,y € X takich, ze x # y;

(b) silnie F-rozszerzajgcym, jezeli F'(f(x), f(y)) > F(x,y) dla dowolnych punktow
x,y € X takich, ze x # y.

W przypadku, gdy (X, d) jest przestrzenia metryczna i F(x,y) = d(z,y), odwzoro-
wanie f nazywamy odpowiednio stabo kontrakcyjnym oraz silnie rozszerzajgcym.

Uwaga 2.1. Wprost z definicji wynika, ze odwzorowania stabo F-kontrakcyjne
oraz silnie F-rozszerzajace posiadajg co najwyzej jeden punkt staly. Istotnie, gdyby
przyktadowo odwzorowanie stabo F-kontrakcyjne f posiadato dwa rézne punkty

stale z,y € X, to zachodzitaby nastepujaca nieréwnos¢

Fx,y) = F(f(z), f(y)) < F(z,y),
co jest niemozliwe.

Wiadomo, ze twierdzenie Banacha o punkcie stalym jest nieprawdziwe, gdy
zalozenie kontrakcyjnosci odwzorowania zastapimy staba kontrakcyjnoscia (zob. [38,
(6.1), s. 17]). Jednakze, jak wykazal Edelstein (por. [47, Twierdzenie 2.2, s. 21])
w przypadku przestrzeni metrycznych zwartych, odwzorowania stabo kontrakcyjne
posiadaja doktadnie jeden punkt staty. W roku 1969 M. Furi i A. Vignoli uogdlnili
wynik Edelsteina, dowodzac nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.1 ([45]). Niech X bedzie ograniczong oraz zupelng przestrzenig
metryczng oraz niech odwzorowanie ciggle f: X — X bedzie stabo F-kontrakcyjne.
Jezeli dodatkowo odwzorowanie f jest a-zgeszczajgce, tzn.

a(f(V)) < a(V) dla kazdego ograniczonego zbioru V- C X takiego, ze a(V') > 0,

to posiada ono dokiadnie jeden punkt staly.



TWIERDZENIA O PUNKTACH STALYCH 32

Twierdzenie Furiego-Vignolego jest szczegdlnym przypadkiem ponizszego wyniku,
dlatego tez jego dowdd zostanie pominiety.

Twierdzenie 2.2 ([26, Theorem 1]). Niech X bedzie przestrzenig topologiczng oraz
niech xqg € X. Zatozmy ponadto, Ze odwzorowanie ciggle f: X — X jest stabo
F-kontrakcyjne. Jezeli nastepujgca implikacja

V=f(V)U{xe} = V' jest warunkowo zwarty (2.1)

jest prawdziwa dla kazdego przeliczalnego zbioru V- C X, to odwzorowanie f posiada

doktadnie jeden punkt staty.

Dowéd. Zdefiniujmy ciag (y,)nen nastepujacymi wzorami

Y1:==o, Ynt1:=f(yn), meN

i potézmy A:={y, : n € N}. Oczywiscie A = f(A) U {x¢}, wiec na mocy zalo-
zenia, zbiér A jest warunkowo zwarty w przestrzeni topologicznej X. Przez ¢
oznaczmy funkcje o wartoéciach rzeczywistych okreslong na zbiorze A wzorem
o(r) = F(x, f(z)) dla x € A. Wobec Uwagi 1.3, funkcja ¢ jest gornie polcig-
glta z dotlu, a zatem na mocy Lematu 1.1 osigga warto$¢ najmniejsza w pew-
nym punkcie y € A. Poniewaz odwzorowanie f jest ciagle oraz f(A) C A, wigc

fy) € f(A) C f(A) C A
Przypusémy, ze f(y) # y. Wtedy jednak

o(f(y) = F(fw), F*() < Fly, f(y)) = ¢(y),

co bytoby sprzeczne z wyborem elementu y jako punktu, w ktérym funkcja ¢
przyjmuje warto$¢ najmniejsza. Stad f(y) = y. Jedynosé punktu stalego wynika
z Uwagi 2.1. O

Uwaga 2.2. Niech X bedzie ograniczong oraz zupelng przestrzenia metryczna.
Jezeli odwzorowanie f: X — X jest a-zgeszczajace, to warunek (2.1) jest spelniony
przy dowolnym xg € X. Przypu$émy bowiem, iz istnieje taki przeliczalny podzbioér
V przestrzeni X, ze V = f(V)U{xo}, lecz a(V) > 0. Wtedy, na mocy wlasnosci

maksimum miary «, otrzymujemy

a(V) =a(f(V)U{ze}) = a(f(V)) < a(V).

Otrzymana sprzecznosé dowodzi, iz a(V) = 0, a zatem zbiér V jest warunkowo

zwarty.

Nastepujacy przyktad pokazuje, iz w przypadku, gdy X jest zupetna i ograniczona

przestrzenig metryczng, Twierdzenie 2.2 jest istotnym uogoélnieniem Twierdzenia 2.1.
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Przyktad 2.1 (][22, Example 1]). Przez ¢ oznaczmy przestrzen Banacha wszystkich
ciggow o wyrazach rzeczywistych zbieznych do zera z norma supremalng. Niech

X:={x:=(&)nen € o : &, € [0,1] dla wszystkich n € N}

oraz niech (¢,)n>1, gdzie [ jest ustalona liczba naturalna, bedzie takim ciagiem
liczb rzeczywistych, ze ¢, € (0,1) dla n > [ oraz lim, . ¢, = 1. Odwzorowanie
f: X — X zdefiniujmy wzorem f(x) = <f”(£"))neN’ gdzie funkcje f,: [0,1] — [0, 1]
spelniaja nastepujace warunki:

o |fu(u) — fu()] < 5lu—wv| dlau,vel0,1] orazn=1,2,...,1;
o fu(u)=gqyudlauel0,1] oraz n > 1.

Wykazemy, ze odwzorowanie f jest stabo kontrakcyjne. Zauwazmy, ze dla usta-

lonych z,y € X istnieje takie N € N, ze ||f(z) — f(v)|l = |fv(En) — fn(nn)],
a zatem jezeli x # y, to

1f(x) = fFWlloo = [fnEN) = fn(nn)] < léx — ] < |l — | -

Zatézmy teraz, ze V jest takim podzbiorem X, ze V = f(V) U {0}, gdzie 0
oznacza element zerowy przestrzeni cq. W oparciu o metode indukeji matematyczne;j

pokazemy, ze dla dowolnego k£ € N mamy

V= A V)U{fH0), £572(0), .., £(0), 0} (2.2)

Zauwazmy, iz (2.2) dla k = 1 zachodzi na mocy zalozenia. Ponadto, jezeli (2.2)
zachodzi dla pewnego k € N| to

FV) = V) ULFH0), £17H0),. -, £2(0), £(0)},

wiec

V= V) U{fH0), f£70),- .-, £(0),0}
Z (2.2) wynika, ze V C {x € X : §, =0 dlan > [}. Gdyby bowiem dla pewnego
elementu x € V istniata taka liczba naturalna n > [, ze &, > 0, to dla dowolnego
k € N znalezlibysmy element y € V (zalezny od k) taki, ze &, = ¢n,. Ale wtedy

0 <& < lim gin, < lim ¢f =0,
k—o00 k—o00

co prowadzitoby do sprzecznosci. Zbior V' jest wiec warunkowo zwarty w przestrze-
ni topologicznej X, a zatem na mocy Twierdzenia 2.2 odwzorowanie f posiada
doktadnie jeden punkt staty z* € X.

Pokazemy teraz, ze odwzorowanie f nie spelnia zalozen twierdzenia Furiego-
Vignolego. Niech V:= {ek::(eﬁ)neN eX:ke N}, gdzie e =1ick =0dlan #k.
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Z [4, Theorem 6.1.1] wynika, ze (V) = 1, gdzie x oznacza miare niezwartosci
Hausdorffa, a zatem z nastepujacego oszacowania

V) <aV)<diamV =1,

otrzymujemy, ze a(V) = 1. Analogiczne rozumowanie prowadzi do wniosku, ze

a(f(V)) =1, gdyz
f@ﬂ:{ﬁ;m®a+qwkexzk>@u{ﬂﬁ)eX:k:L2V”J}

Odwzorowanie f nie moze wiec by¢ a-zgeszczajace i tym samym nie spetnia ono

zatozen twierdzenia Furiego-Vignolego o punkcie statym.

Okazuje sie, ze z Twierdzenia 2.2 wynika rowniez istnienie oraz jedynos¢ wspol-
nego punktu statego dla pary odwzorowan komutujacych. Prawdziwy bowiem jest
nastepujacy

Whiosek 2.1 (por. [80, Theorem 3.1]). Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng
oraz niech vy € X. Zatozmy ponadto, zZe odwzorowania f,g: X — X spetniajq
nastepujgce warunki:

(i) fog=golf;
(ii) odwzorowanie f jest ciggle oraz stabo F-kontrakcyjne.
Jezeli nastepujgca tmplikacja
V=f(V)U{g(xo)} — V' jest warunkowo zwarty

jest prawdziwa dla kazdego przeliczalnego zbioru V- C X, to istnieje dokladnie
jeden wspolny punkt staty odwzorowan f i g, tzn. istnieje taki punkt x* € X, ze

fla®) = g(z7) =~

Dowdd. Przez x* oznaczmy jedyny punkt staly odwzorowania f, ktérego istnienie
wynika z Twierdzenia 2.2. Poniewaz g(z*) = (go f)(z*) = (f o g)(z*) = f(g(z*)),
wiec g(z*) = x*, co konczy dowdd twierdzenia. O]

Uwaga 2.3. Zaznaczmy, iz zaprezentowany powyzej dowdéd Wniosku 2.1 rézni sie
istotnie od dowodu oryginalnego zawartego w pracy [80], ktéry wzorowany byt na
dowodzie [26, Theorem 1] (por. dowdéd Twierdzenia 2.2).

Nastepujace dwa wyniki stanowig kontynuacje rozwazan na temat istnienia i je-
dynosci punktéw statych dla odwzorowan stabo F-kontrakcyjnych. W szczegoélnosci
Stwierdzenie 2.2 uogdlnia twierdzenie o punkcie statym z pracy [92] dla odwzorowan
okreslonych w przestrzeni Banacha z quasimodutem oraz dwuargumetnows relacja
przechodnig.
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Stwierdzenie 2.1 ([26, Theorem 2]). Niech X bedzie przestrzenig topologiczng
oraz niech odwzorowanie ciggle f: X — X bedzie takie, Ze k-ta iteracja f* jest
stabo F-kontrakcyjna dla pewnego k € N. Zalézimy ponadto, 1z spelniony jest jeden
z ponizszych warunkow:

(i) istnieje taki punkt xo € X, Ze implikacja
V=fV)u{zy} =V jest warunkowo zwarty
zachodzi dla dowolnego przeliczalnego zbioru V C X;
(i) istnieje taki punkt o € X, Ze implikacja
V=rff(VYu{x} =V jest warunkowo zwarty
zachodzi dla dowolnego przeliczalnego zbioru V C X.
Wtedy odwzorowanie f posiada doktadnie jeden punkt staty.

Dowéd. Zdefiniujmy funkcje o nastepujacym wzorem o(z) = F(z, f¥(z)) dlaz € X.
Rozumujac analogiczne jak w dowodzie Twierdzenia 2.2 otrzymujemy, ze odwzorowa-
nie f* posiada doktadnie jeden punkt staty 2* € X. Punkt ten jest zarazem jedynym
punktem stalym odwzorowania f, bowiem réwnosé f(z*) = f(f*(z*)) = f*(f(z*))
wobec faktu, ze zbiér punktéw statych odwzorowania f* pokrywa sic ze zbiorem
jednoelementowym {z*}, implikuje, iz f(z*) = z*.

Czesé (ii) wynika z Twierdzenia 2.2 zastosowanego do odwzorowania f* oraz

poOwWyzszego rozumowania. O

Stwierdzenie 2.2 ([26, Theorem 3]). Niech (X, ||||) bedzie przestrzenig Banacha,
w ktorej okreslono takqg dwuargumentowq relacje przechodnig <, 12

(1) dla wszystkich x,y € X z warunku 0 < z <y wynika, Ze ||z|| < |ly]|.
Zatozmy ponadto, Ze odwzorowania f,m, A: X — X spelniajq nastepujgce warunki:
(ii) 0 < m(x) oraz |m(x)| = ||z| dla wszystkich x € X;

(iii) A jest cigglym operatorem liniowym oraz ||A*z| < ||z|| dla pewnego k € N
i wszystkich x € X \ {0} takich, Ze 0 X ;

(iv) jezeli0 g o Ky, to Az < Ay;
(v) m(f(x) — f(y)) < Am(z —y) dla wszystkich z,y € X.

Jezeli ponadto jeden z warunkow ze Stwierdzenia 2.1 zachodzi (przy czym warunek (ii)
z tym samym k co zaloZenie (iii) niniejszego twierdzenia), to odwzorowanie f posiada

doktadnie jeden punkt staty.
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Dowdd. Pokazemy, ze odwzorowanie f spelnia zalozenia Stwierdzenia 2.1. Dla
dowolnych z,y € X mamy

m(f* (@) = [F(y) < Am(fH @) = 1) < - < Afm(e —y),

a zatem z zalozen (ii) oraz (iii) dla z # y otrzymujemy

175 @) = fF@)ll = Im(f* (@) = ) < A m(z = y)]
< |lm(z =)l = llz =yl

Tym samym wykazalidémy, ze k-ta iteracja odwzorowania f jest stabo kontrakcyjna.
Zauwazmy ponadto, ze wobec ciagltodci operatora liniowego A oraz zalozen (ii) i (v),
odwzorowanie f jest ciagte. Na mocy Stwierdzenia 2.1 odwzorowanie f posiada
wiec doktadnie jeden punkt staty:. O]

Przyklad 2.2 ([26, Example 1]). Rozwazmy przestrzen ¢, wszystkich ciagéow
o wyrazach rzeczywistych zbieznych do zera z norma supremalng. Zdefiniujmy

operator A: ¢y — ¢y nastepujacym wzorem

Ar= (66, 56056 )  dlas=(E )

Wtedy || Az| < ||z]| dla wszystkich @ € ¢ oraz ||A3z|| < ||x|| dla wszystkich z € cq
takich, ze x # 0, gdyz

1.1 1 1
Az = (56046, 5o 56n) dlami=(€nen

Zajmiemy sie teraz odwzorowaniami silnie F-rozszerzajacymi. Na wstepie udo-
wodnimy fakt, bedacy prosta modyfikacja twierdzenia o punkcie statym z [38, (6.8),
s. 18]. Dodajmy, iz Twierdzenie 2.3 zostanie wykorzystane w Rozdziale 4 do bada-
nia istnienia oraz jedynosci rozwigzan uogolnionego réwnania Fredholma drugiego

rodzaju w klasie funkcji catkowalnych w sensie Lebesgue’a z kwadratem.

Twierdzenie 2.3 (|26, Theorem 4]). Niech A oraz B bedq takimi niepustymi
podzbiorami przestrzeni metrycznej (X,d), ze A C B i zbior B jest zupelny. Je-
zeli odwzorowanie f: A — B jest suriekcjg oraz istnieje liczba 3 > 1 taka, ze
d(f(x), f(y)) > Bd(x,y) dla wszystkich x,y € A, to f posiada dokladnie jeden punkt
staty.

Dowdd. Zauwazmy, ze f jest odwzorowaniem réznowartosciowym. Istotnie, jezeli
f(z) = f(y), to d(f(x), f(y)) = 0, a zatem d(x,y) = 0 oraz = = y. Pokazemy, ze
odwzorowanie odwrotne f~': B — A C B jest kontrakcja. Dla dowolnych z,w € B
istnieja takie punkty x,y € A, ze z = f(z) oraz w = f(y). Wtedy

d(z,w) = d(f(z), f(y)) > Bd(w,y) = Bd(f(2), [ (w)),
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czyli 1
d(f71(2), fH(w)) < Gz w).

Na mocy twierdzenia Banacha odwzorowanie f~! posiada dokladnie jeden punkt

staly % € A, ktory jest zarazem jedynym punktem stalym odwzorowania f. [

Nastepujacy wynik stanowi z jednej strony rozszerzenie T'wierdzenia 2.3, z drugiej

natomiast odpowiednik Twierdzenia 2.2 dla odwzorowan silnie F-rozszerzajacych.

Twierdzenie 2.4 ([26, Theorem 5]). Niech A, B bedg takimi niepustymi podzbiorami
przestrzeni topologicznej X, ze A C B oraz niech f: A — B bedzie silnie F'-
rozszerzajgcym homeomorfizmem. Jezeli istnieje punkt xo € A taki, Ze nastepujgca

implikacja
f(C)=CU{f(zo)} = C jest warunkowo zwarty w A (2.3)

jest prawdziwa dla dowolnego przeliczalnego zbioru C' C A, to odwzorowanie f

posiada doktadnie jeden punkt staty.

Dowéd. Na wstepie dowodu wykazemy, ze odwzorowanie f~': B — A C B jest
stabo F-kontrakcyjne. Dla dowolnych punktéw z,w € B takich, ze z # w, mamy

F(z,w) = F(f(2), f(y)) > Fla,y) = F(f(2), [ (w)),

gdzie z = f(z) oraz w = f(y), a zatem F(f~!(z2), f'(w)) < F(z,w).

Zatozmy teraz, ze V jest dowolnym przeliczalnym podzbiorem B takim, ze
V= f"YV)U{f(x)}. Wtedy V = f(C) dla pewnego przeliczalnego zbioru C' C A
oraz,

F(C) = fHAC)U{f (o)} = CU{f(zo)}.

Wobec (2.3) zbiér C jest zwarty w A, a zatem z ciagtosci odwzorowania f wynika,
ze V jest zbiorem zwartym w B. Na mocy Twierdzenia 2.2, odwzorowanie f~!
ma doktadnie jeden punkt staly, ktéry jest zarazem jedynym punktem statym

odwzorowania f. O

Zaprezentujemy teraz dwa przyktady ilustrujace Twierdzenie 2.4. Dodajmy, iz
interesujacym wydaje sie by¢ Przyktad 2.4, ktéry pokazuje, ze zatozenie silniej
F-rozszerzalnosci odwzorowania f jest istotne, tzn. nie moze zosta¢ ono zastapione

zatozeniem silniej rozszerzalnosci.

Przyktad 2.3 (|26, Example 3]). Niech X bedzie przestrzenia wszystkich funkcji
ciagltych z: [-1,1] — R z norma

[EN 2—</_11]:v(t)|2dt> g
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Rozwazmy odwzorowanie f: A — B okrelone wzorem f(x) = 2z dla x € A, gdzie
A={r e X :|z||, <1} oraz B:={re X : ||, <2}.

Zauwazmy, ze zbiér B nie jest zupelny w normie |[|-||,. Oczywiscie
1) = FW)lly = 2]z —yll,  dla wszystkich 2,y € X,

co pokazuje, ze odwzorowanie f jest silnie rozszerzajace.

Pokazemy teraz, ze odwzorowanie f spelnia warunek (2.3) z zq = 0, gdzie 0
oznacza funkcje tozsamosciowo réwng zero. Zatézmy, ze C jest takim niepustym
przeliczalnym podzbiorem zbioru A, ze f(C) = C U {0}. Gdyby punkt = # 0
nalezal do zbioru C, to f"(z) € C' C A dla dowolnego n € N, z czego wynikaloby,
ze 2" - ||z||, € [0,1] dla kazdego n € N. Otrzymana sprzecznos$¢ dowodzi, wobec
niepustosci zbioru C, ze C' = {0}. W szczegdlnosei zbiér C' jest wiec warunkowo
zwarty w A.

1

Poniewaz zaréwno f jak i f~' sa odwzorowaniami cigglymi, wiec na mocy

Twierdzenia 2.4 odwzorowanie f posiada doktadnie jeden punkt staty.

Przyklad 2.4 ([26, Example 4]). W przestrzeni R? z metryka promienista d,

rozwazmy nastepujace zbiory
A= {(:L’,y) €R*:2€19,10], y =20 — 2:6}

oraz
B::{(m,y) €R*:2€[8,10], y =20 — Qx}.

Odwzorowanie f: A — B okreslone wzorem f(x,y) = (2x — 10, 2y) jest home-
omorfizmem, gdyz zbiory A i B sktadaja sie wytacznie z punktow izolowanych.
Pokazemy teraz, ze odwzorowanie f jest silnie d,.-rozszerzajace, gdzie d, oznacza
metryke ,rzeka”. Niech (z;,y;) € A dla i = 1,2. Bez straty ogdlnosci mozemy
zalozy¢, ze r1 < xo. Wtedy

dr(f(z1,91), f(22,42)) = 201 + 222 — 221 + 2y = 2d,((x1, ¥1), (T2, ¥2))-

Ponadto mozna wykazac, ze metryka ,rzeka” rozpatrywana jako funkcja zdefinio-
wana na przestrzeni (R? d,) x (R? d,) jest polciaglta z dotu, a wiec takze gornie
potciggta z dotu. Tym samym odwzorowanie f jest silnie d,-rozszerzajace.

7 rozumowania analogicznego jak w Przyktadzie 2.3 wynika, ze f spelnia wa-
runek (2.3) dla zy = (10,0), a zatem na mocy Twierdzenia 2.4 odwzorowanie f
posiada doktadnie jeden punkt staty.

Zauwazmy jednak, iz f nie jest silnie d,-rozszerzajace. Istotnie,

d,(£(10,0), £(9,2)) = 10 + V80 oraz d,((10,0),(9,2)) = 10 + v/35,

a zatem wprowadzenie funkcji F' w Twierdzeniu 2.4 jest istotne.
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2.1.1. TWIERDZENIE O PUNKCIE STALYM DLA ODWZOROWAKN SLABO KONTR-
AKCYIJNYCH W PRZESTRZENIACH NIEARCHIMEDESOWYCH. W roku 1993 C. Pe-
talas i T. Vidalis ([72]) uzyskali twierdzenie o punkcie stalym dla odwzorowan
stabo kontrakcyjnych w sferycznie zupelnych niearchimedesowych przestrzeniach
unormowanych. W tej samej pracy autorzy pokazali rowniez, ze zatozenie sferycz-
nej zupetosci rozwazanej przestrzeni jest istotne i nie moze zosta¢ opuszczone,
a takze, ze omawiane twierdzenie nie zachodzi dla odwzorowan nierozszerzajacych
(zob. [72, Example 1 oraz Example 2]).

Ponizej prezentujemy pewne rozszerzenie wyniku Petalasa i Vidalisa dla odwzo-
rowan stabo kontrakcyjnych okreslonych na kulach.

Twierdzenie 2.5 ([27, Theorem 5.1]). Niech X bedzie sferycznie zupelng unormo-
wang przestrzeniq niearchimedesowq. Jezeli odwzorowanie f: Bx(0,7) — Bx(0,7)
jest stabo kontrakcyjne, to posiada ono dokladnie jeden punkt staty.

Dowdd. Dla prostoty przez B, oznaczmy kule Bx(a,|la — f(a)]|). Zauwazmy, ze
B, C Bx(0,r) dla kazdego a € Bx(0,r). Istotnie, dla € B, mamy

|zl < max{[le = all, a]| } < max{[la = f(@)|, lall } < max{|al, [If (@]} <r

Wykazemy teraz, ze w rodzinie A:={B, : a € Bx(0,r)}, czeSciowo uporzadkowa-
nej przez relacje inkluzji, istnieje element minimalny. Niech C bedzie tanicuchem w A.
Wobec Stwierdzenia 1.5 istnieje taki punkt b € X, ze

be B:= ﬂ B,.

BaeC

Okazuje sie, ze B, C B, dla kazdego B, € C. Istotnie, niech x € B,. Wtedy

|z = all < max{||z = b], I - all} < lla = f(a)ll,
poniewaz ||b — a|| < |la — f(a)|| oraz
16— f )]

<
<max{[lb—al|, a = f(@)||, | f(a) = F(B)]}
<max{[|b—al|, Ja— f(a)ll} = lla = f(a)].

[l = b

Dowolny tancuch w rodzinie A posiada wiec ograniczenie dolne, a zatem na mocy
lematu Kuratowskiego-Zorna w A istnieje element minimalny B,, gdzie z € Bx (0, r).

Przypusémy, ze z # f(z). Poniewaz ||f(z) — f2(2)]| < ||z — f(2)| oraz f(z) €
By N B, wiec By(,y C B.. Z drugiej jednak strony z ¢ Bj(.), a zatem B,y # B.,
co przeczy minimalnosci kuli B,. Tym samym f(z) = z. Jedynos$é punktu statego

odwzorowania f wynika z Uwagi 2.1. O]
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2.2. TWIERDZENIE TYPU MONCHA

W niniejszym krotkim paragrafie wykazemy twierdzenie typu Mdncha, udowodnione
w pracy [20], w ktorej zostato ono zastosowane do badania istnienia stabo ciagtych

rozwiazan nieliniowego catkowego réwnania Hammersteina w przestrzeni Banacha.

Twierdzenie 2.6 (|20, Theorem 1]). Niech A bedzie takim domknietym oraz wypu-
ktym podzbiorem przestrzeni lokalnie wypukiej Hausdorffa X, ze 0 € A. Zatozimy

ponadto, Ze odwzorowanie F: A — A jest ciggle. Jezeli nastepujoca implikacja
V=convF(V)lubV =FV)Uu{0} =V jest warunkowo zwarty (2.4)

zachodzi dla kazdego podzbioru V C A, to odwzorowanie F' posiada punkt staty.

Dowdd. Zdefiniujmy ciag (yn)nen, nNastepujacymi wzorami
yo:=0, Yni1:=F(y,) dlan € Ny

i potézmy Y:={y, : n € Ng}. Poniewaz Y = F(Y) U {0}, wiec z (2.4) wynika, ze
zbiér Y jest warunkowo zwarty w A. W szczegdlnosci zbior

Z:={x € A: x jest punktem skupienia ciagu (y,)nen, }

jest niepusty (por. [84, Section 11 oraz Theorem 17.4]).

Pokazemy teraz, ze Z = F(Z). Niech y € F(Z), tzn. y = F(z) dla pewnego
x € Z. Namocy [84, Theorem 11.5] ciag (¥ )nen, Posiada podciag uogdlniony (7)) rea
zbiezny do punktu z. Zauwazmy ze (F(n)))rea jest podciagiem uogélnionym ciggu
(Yn)nen, oraz limyep F(ny) = F(x), co dowodzi, ze y = F(x) € Z. Tym samym
F(Z)c Z.

Niech teraz x € Z oraz niech (n))ea bedzie zbieznym do x podciagiem uogdl-
nionym ciagu (Yn)nen,- Stosujac definicje podciagu uogdlnionego (zob. [84, Defini-
tion 11.2]) oraz fakt, ze Y = F(Y)U{0} mozna wykazad, iz istnieja ciagi uogélnione

(€u)pem oraz (C,)uem takie, ze:
o (§u)uen jest podciagiem uogélnionym (nx)sex;
® (Cu)uem jest podciggiem uogdlnionym (y,)nen, zbieznym do pewnego y € A;
o ¢, =F(C,) dlapue M.

Stad, wobec hausdorffowosci przestrzeni X, otrzymujemy
r = ;161]1\1/[@ = AIG%F(CM) = F(y),

co dowodzi, iz x € F(Z). W konsekwencji Z C F(Z).
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Rozwazmy teraz nastepujaca rodzine podzbioréw zbioru A
Q={W C A:ZCW oraz conv F(W) C W}.

Rodzina € jest niepusta, gdyz A € Q. Niech V' oznacza przekrdj wszystkich zbioréw
nalezacych do (). Zbior V jest niepusty, bowiem Z C V.

Wykazemy, ze V' = conv F'(V'). Poniewaz conv F'(V') C conv F(W) C W dla
kazdego W € Q, wiec conv F(V) C V| a zatem

conv F[conv F(V)} C conv F(V).

Ponadto Z = F(Z) C conv F(Z) C conv F(V), co dowodzi, ze conv F'(V) € Q.
Stad V' = conv F'(V).

Z (2.4) wynika, ze V jest zwartym podzbiorem zbioru A. Poniewaz F (V) C
V', wigc na mocy twierdzenia Schaudera (zob. [38, Theorem 2.3, s. 74]) obcigcie

odwzorowania I do zbioru V posiada punkt staty, co konczy dowdd. O]

Uwaga 2.4. Zauwazmy, iz Twierdzenie 2.6 pozostanie prawdziwe, jezeli punkt 0
zastapimy dowolnym innym punktem zy € A.

2.3. TWIERDZENIA TYPU LEGGETTA-WILLIAMSA

Paragraf ten rozpoczniemy od przedstawienia wyniku udowodnionego przez L. W. Leg-
getta i R. W. Williamsa w zwiazku z badaniami dotyczacymi istnienia dodatnich

wartosci wtasnych nieliniowych operatoréw catkowych Hammersteina.

Definicja 2.2 ([38, Definition 1.1, s. 51]). Ciagte odwzorowanie F' przestrzeni
topologicznej X w przestrzen topologiczna Y nazywamy zwartym, jezeli obraz F(X)
zawarty jest w zwartym podzbiorze przestrzeni Y.

Twierdzenie 2.7 ([55, Theorem 1]). Niech (X, ||-||) bedzie rzeczywistq czesciowo
uporzqgdkowang przestrzeniqg Banacha ze stozkiem Cx i niech F': Cx(0,r) — CYx,
gdzie v > 0, bedzie odwzorowaniem zwartym. Zatozmy ponadto, ze istniejq ciggly,
addytywny i dodatnio jednorodny funkcjonat &: Cx — Ry oraz liczby m, M, > 0
spetniajgce nastepujgee warunki:

(i) [|[F(z)]| < ME{F(x) dla x € Cx(0,7);
(i) m <rM~! oraz £z = m dla pewnego v € Cx(0,7);
(iii) EF(x) > 9, jezeli x € Cx(0,7) oraz Ex = m.

Wtedy istniejg Ao > 0 oraz xg € Cx(0,7)\ {0} takie, Ze \oxg = F(x0) oraz {xg = m.
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Zanim przejdziemy do sformutowania i udowodnienia pewnego rozszerzenia

Twierdzenia 2.7, przypomnimy kilka faktéow dotyczacych retraktow absolutnych.

Definicja 2.3 ([38, Definition 10.1, s. 92]). Przestrzen topologiczna Y nazywamy
retraktem absolutnym, jezeli:

(a) przestrzen Y jest metryzowalna;

(b) dla dowolnej przestrzeni metryzowalnej X oraz dowolnego zbioru domknietego
A C X kazde ciggle odwzorowanie f: A — Y posiada ciagte rozszerzenie
F:X—-Y.

Twierdzenie 2.8 (por. [38, Theorem 10.5, s. 93]). Kazdy niepusty oraz wypukly
podzbior przestrzeni unormowanej jest retraktem absolutnym.

Twierdzenie 2.9 ([38, Proposition 10.2, s. 92]). Niech B bedzie podzbiorem retraktu
absolutnego Y . Jezeli istnieje retrakcja przestrzeni Y na B, to B jest retraktem
absolutnym.

Twierdzenie 2.10. Niech (X, ||-||) bedzie rzeczywistq czeSciowo uporzgdkowang
przestrzeniq Banacha ze stozkiem Cx oraz niech F: Cx(0,r) — Cx, gdzie r > 0,
bedzie odwzorowaniem zwartym. Zatozmy ponadto, Ze istniejq ciggla seminorma
|-|: X — Ry oraz liczby m, M, > 0 spelniajgce warunki:

(i) Cx(0,r) N ker|-| = {0};
(i) [|z|| < M|z| dla z € Cx;
(iii) m < rM~! oraz|z| = m dla pewnego v € Cx(0,r);
(iv) |F(z)| > 6, jezeli x € Cx(0,r) oraz|z|=m.
Wtedy istniejg Ao > 0 oraz xg € Cx(0,7)\ {0} takie, Ze Aoxog = F(x0) oraz|xe|= m.
Dowod. Wykazemy, ze zbior
Si={z € X :|z]=m} N [Cx(0,r) \ {0}],

ktéry wobec zatozenia (iii) jest niepusty, jest retraktem zbioru Cx (0,7) \ {0}.
Zdefiniujmy odwzorowanie p: C'x(0,7)\ {0} — X wzorem p(z) = mz|z|~*. Dla
kazdego x € Cx(0,r) \ {0} mamy

plx) € Cx,  p(@)l=m,  llp(@)| =m|z]]z]™" <mM <,

a zatem p(x) € S dla x € Cx(0,7) \ {0}.
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Pokazemy teraz, iz odwzorowanie p jest ciagte. Poniewaz seminorma |-| jest
ciagta wzgledem normy ||-||, istnieje wiec taka stata dodatnia ¢, ze |z| < ¢||z|| dla
kazdego x € X (por. [1, Twierdzenie 4.1, s. 119]). Dla x € Cx(0,7)\ {0} oraz € > 0
niech

0<d< min{(20)71|x|, (2m) " te|z], (4rcm)’1|x|2}.

Wtedy, jezeli y € Cx(0,7) \ {0} oraz ||z — y|| <4, to

1
[yl >z| =]z —y|> S |z]
2

oraz
1 lzlyl=yl=l|  |«lyl=ylyl] + [ylyl = ylx||
— |[p(z) — p(y)|| = <
m |z ]|y |||y
< |z -yl +|Iylllx—y|< ||a:—y||Jr lylllz -yl
|z |z ||yl Izl 2] (2] = |y — =)
|z =yl | lwllle =yl _ llz =yl  2rc|z -yl
< <
STl T 2P S el T e
Lo, 1
Somt T om© &

co pokazuje, iz odwzorowanie p jest retrakcja.

Stad, wobec wypuktosci zbioru Cx (0,7) \ {0}, na mocy Twierdzenia 2.8 oraz
Twierdzenia 2.9 wnosimy, ze S jest retraktem absolutnym. Zdefiniujmy odwzorowa-
nie 7": S — X wzorem

mF (z)
T(z) = :
| F'(z)]
Poniewaz dla x € S mamy
m
|T(x)[=m  oraz  [|T(2)]| = = IF(2)l| <mM <,
|F'(z)]

wiec T odwzorowuje S w siebie. Z uwagi na zalozenie (iv), rozumujac podobnie jak
w przypadku ciagtosci retrakcji p mozna wykazaé¢, ze odwzorowania 1" jest zwarte,
a zatem na mocy uogélnionego twierdzenia Schaudera (zob. [38, Theorem 10.8,
s. 94]) T posiada punkt staty zo € S. Stad A\gzro = F(z0) dla A\g =|F(xo)|m™t. O

Uwaga 2.5. W teorii punktu statego problem istnienia rozwiazania (A, z) réwnania
Az = F(z) nazywany jest zagadnieniem istnienia kierunku niezmienniczego (ang. in-
variant direction) dla odwzorowania F. Twierdzenie 2.7 oraz Twierdzenie 2.10
orzekaja zatem, iz przy pewnych zalozeniach odwzorowanie zwarte F' posiada ,do-
datni” kierunek niezmienniczy o pewnych dodatkowych wlasnosciach. Dodajmy, iz
klasycznymi wynikami dotyczacymi zagadnienia istnienia kierunku niezmienniczego
dla odwzorowan zwartych sa m.in. twierdzenie Birkhoffa-Kellogga oraz alternatywa
nieliniowa (zob. [38, ss. 61-62]).
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Zaltozenie zwartosci odwzorowania F' w Twierdzeniu 2.7 mozna ostabié. Praw-

dziwe bowiem jest nastepujace

Twierdzenie 2.11. Niech (X, ||-||) bedzie rzeczywistq czesciowo uporzedkowang
przestrzeniq Banacha ze stozkiem Cx oraz niech F: Cx(0,r) — Cx, gdzie r > 0,
bedzie odwzorowaniem ciggltym. Zatozmy ponadto, zZe istniejq ciggly, addytywny
i dodatnio jednorodny funkcjonat &: Cx — Ry oraz liczby m, M, 6 > 0 spetniajgce
warunks:

(i) [|[F(z)]| < ME{F(x) dla x € Cx(0,r);
(i) m <rM~! oraz £z = m dla pewnego v € Cx(0,7);
(iii) EF(z) > 6, jezeli x € Cx(0,7) oraz E&x =m.
Jezeli istnieje y € Cx(0,71) takie, Ze &y = m, dla ktorego nastepujgca implikacja

[V Cconv |J AF(V) Wb VcC [J ANV)U{y}| = V jest zwarty
O<>\<% 0<>\<%
jest prawdziwa dla kazdego zbioru V- C Cx(0,71), to istniejq: liczba dodatnia Ay oraz
punkt xy € Cx(0,7) \ {0} takie, ze \oxo = F(x0) oraz Exg = m.

Dowéd. Niech S:=£~1({m})NCx(0,r). Oczywiscie zbiér S jest niepusty, domkniety
oraz wypukty. Podobnie, jak w dowodzie Twierdzenia 2.10 zdefiniujmy odwzorowanie

T: S5 — X wzorem Fa)
T =rw)

Zauwazmy, iz odwzorowanie T jest ciagle oraz odwzorowuje zbiér S w siebie.

Pokazemy, ze spelnia ono zatozenia Twierdzenia 2.6. Niech V' bedzie dowolnym

podzbiorem zbioru S. Poniewaz dla kazdego = € V mamy

() = fF(:L')F(x) € Oi\i? AF(V),
wiec
conv (V) C conv | J . AF(V) oraz T(V)U{y}c U . AF(V) U {y}.

Tym samym, jezeli V' = conv T'(V') lub V' = T'(V)U{y}, to na mocy zalozenia zbiér V/
jest warunkowo zwarty w S. Z Twierdzenia 2.6 (por. Uwaga 2.4) odwzorowanie T
posiada wigc punkt staly zo € S, a zatem A\gzo = F(x¢), gdzie \g = m'EF (zy). O

Na zakonczenie tego paragrafu przedstawimy pochodzacy od V. C. Borkara
i S. T. Patila wynik, ktory moze by¢ zastosowany do badania istnienia dodatnich

rozwigzan uktadéw réwnan nieliniowych postaci

Ao =F(z,y), Ay=F(y ).
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Whiosek 2.2 ([12, Theorem 2.1]). Niech (X, ||-||) bedzie rzeczywistq czesciowo upo-
rzagdkowang przestrzeniqg Banacha ze stozkiem Cx i niech F': Cx(0,7) x Cx(0,r) —
Cx, gdzie r > 0, bedzie odwzorowaniem zwartym. Zaléimy ponadto, Ze istniejg
ciggty, addytywny i dodatnio jednorodny funkcjonat £: Cx x Cx — R, oraz liczby
m, M,6 > 0 spetniajgce warunki:

(i) E[F(2,y), Fy, x)] = E[F(y, ©), F(x,y)] dla 2,y € Cx(0,r);
(i) [[F(z,y)ll < ME[F(x,y), Fy, x)] dla z,y € Cx(0,7);
(iii) m < rM~t oraz £(z,y) = m dla pewnych x,y € Cx(0,7);
(iv) &[F(z,y), F(y,x)] > 9, jezeli x,y € Cx(0,7) oraz £(x,y) = m.
Wtedy istniejg Ao > 0 oraz xg,yo € Cx(0,7) \ {0} takie, Ze &(xg,yo) = m oraz

Xozo = F(xo, o), Aoyo = F(yo, z0).

Dowdd. Rozwazmy rzeczywistyg przestrzen Banacha X x X z norma maksimum oraz
stozkiem I' :=Cx x Cx. Zauwazmy, ze I'(0,7) = Cx(0,7) x Cx(0,7). Zdefiniujmy

odwzorowanie ®: I'(0,7) — I' wzorem

®(z,y) = (F(x,y), F(y,z))  dla(z,y) € ['(0,7).

Odwzorowanie ® wraz z funkcjonatem & oraz liczbami m, M, § spelnia zatozenia
Twierdzenia 2.7, a zatem istnieja A\g > 0 oraz (zo,y0) € I'(0,7) \ {(0,0)} takie, ze
&(xo, yo) = m oraz A\o(zo,yo) = P(x0, yo), co wobec okreslenia odwzorowania ® daje
Moo = F(20,90) 1 Moyo = F(yo, o). O

Uwaga 2.6. Zaznaczmy, iz zaprezentowany dowdéd Wniosku 2.2 r6zni sie od dowodu
zaprezentowanego przez V. C. Borkara i S. T. Patila, ktory z kolei inspirowany byt
dowodem twierdzenia Leggetta-Williamsa (zob. [55, Theorem 1] oraz por. dowod
Twierdzenia 2.10).

Uwaga 2.7. Wynik Borkara-Patila na przypadek odwzorowan L-a-zgeszczajacych
(tzn. spelniajacych warunek z Twierdzenia 2.1 ze stala L > 0 po prawej stronie
nier6wnosci) uogélnili B. C. Dhage oraz M. Kumpulainen w [34].

Uwaga 2.8. W ostatnich latach ukazato sie wiele prac poswieconych tzw. podwoj-
nym punktom stalym (zob. np. [8,29,33,70]). Przypomnijmy, iz (x,y) € X x X
nazywamy podwdjnym punktem statym (ang. coupled fized point) odwzorowania
F: XxX — X, jezelix = F(x,y) oraz y = F(y, x). Okazuje sie jednak, iz w niekto-
rych przypadkach, rozumujac analogicznie jak w dowodzie Wniosku 2.2, twierdzenia
dotyczace podwojnych punktéw statych mozna sprowadzi¢ do znanych wynikéw

z teorii punktu statego.
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2.4. TWIERDZENIA TYPU LOVELADY EGO

W roku 1973 D. L. Lovelady ([59]) wykazal twierdzenie o punkcie stalym dla odwzo-
rowan powstajacych jako ztozenie odwzorowania lipschitzowskiego z odwzorowaniem
wyzszego rzedu, ktore okazalo si¢ szczegodlnie uzyteczne przy badaniu istnienia roz-
wiazan réwnan nieliniowych z zaburzeniem. W niniejszym paragrafie wykazemy
kilka twierdzen typu Lovelady’ego, zaréwno w przypadku archimedesowym, jak
i niearchimedesowym. Pokazemy réwniez, iz metoda oparta na twierdzeniach typu
Lovelady’ego w pewnych przypadkach moze prowadzi¢ do ogdlniejszych wynikéw
niz np. metoda oparta na twierdzeniu Banacha.

Nasze rozwazania rozpoczniemy od definicji odwzorowania wyzszego rzedu,

wprowadzonej przez S. [. Grossmana i R. K. Millera.

Definicja 2.4 ([48]). Niech (X, |]]) bedzie przestrzenig unormowang. Odwzo-
rowanie G: Bx(0,r) — X nazywamy odwzorowaniem wyzszego rzedu, jezeli dla
dowolnego € > 0 istnieje 0 < § < r takie, ze

|G(x) — G(y)|| <ellz —y dla wszystkich 2,y € Bx(0,9). (2.5)

2.4.1. TWIERDZENIA TYPU LOVELADY'EGO W PRZESTRZENIACH ARCHIMEDE-
SOWYCH. W nastepujacym twierdzeniu, w poréwnaniu z oryginalnym wynikiem
Lovelady’ego ([59, Theorem 1]) zakladamy, ze rozwazane odwzorowania zamiast na
catych przestrzeniach okreslone sg na pewnych ich podzbiorach.

Twierdzenie 2.12 ([27, Proposition 5]). Niech (X, ||-||y) oraz (Y, ||-|ly) bedq prze-
strzeniami Banacha oraz niech odwzorowanie T: X X By (0,7) — Y spelnia naste-

pujgce warunki:
(i) T(0,0) =0;
(ii) IT(a,z) = T(b,y)lly < Blla = bl x + B |z — ylly dla wszystkich a,b € X oraz
wszystkich x,y € By (0,r), gdzie 3 > 0.

Zalézmy ponadto, Ze G: By (0,1) — Y jest odwzorowaniem wyziszego rzedu oraz
G(0) = 0. Istniejg wtedy takie liczbyn, o € (0,7], Ze dla kazdego (ag, x¢) € Bx(0,n)X
By (0,n) istnieje dokladnie jeden punkt x* € By (0, 0) taki, ze x* = T'(ag, xo+G(z")).

Dowdd. 7 definicji odwzorowania wyzszego rzedu dla
1
=
4max{1, 5}

istnieje taka liczba o € (0,7], ze ||G(z) — G(y)|ly < ellz —y|ly dla wszystkich
x,y € By (0,0). Niech n:=¢-o oraz niech (ag, zo) € Bx(0,1)x By (0,n). Zdefiniujmy
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odwzorowanie K : By (0,0) — Y nastepujacym wzorem
K(z) =T(ag,z0 + G(x)).
Zauwazmy, ze odwzorowanie K jest dobrze okreslone, gdyz

lzo + G(@)[ly < llzolly + G (@)lly < llzolly + & lzfly

20

< 0= ——— T
Snteo 4max{1,ﬁ}\r

Ponadto, dla = € By (0, 0) otrzymujemy

K (2)lly < Bllaollx + Bllzolly +BlIIG@)y < Bllaolly + 5 llxolly + B2 llzlly
3P0

pea 4max{1, 5} 7

a zatem K odwzorowuje kule By (0, 0) w siebie. Poniewaz dla z,y € By (0, o) mamy

1K (2) = K()lly <BlG(z) = GW)lly <ebllz—ylly
g

1
=7 - < e —

4

wiec odwzorowanie K jest kontrakcja. Na mocy twierdzenia Banacha istnieje zatem
doktadnie jeden punkt staly odwzorowania K nalezacy do kuli By (0,0). [

Uwaga 2.9. Zauwazmy, ze Twierdzenie 2.12 moze by¢ réwniez zastosowane dla
odwzorowan T': By (0,7) — Y speiajacych warunek Lipschitza ze stata 5 > 0 oraz
takich, ze T'(0) = 0. Istotnie, w takim przypadku wystarczy rozwazy¢ odwzorowanie
T: X x By(0,7) — Y okreslone wzorem T'(a,z) = T'(z) dla (a,z) € X x By(0,r).

Udowodnimy teraz nastepujace rozszerzenie twierdzenia Lovelady’ego dla prze-
strzeni Banacha z quasimodutem.

Whiosek 2.3 ([27, Proposition 6]). Niech (X, ||||x) oraz (Y, |-|ly) beda przestrze-
niami Banacha oraz niech < bedzie takq dwuargumentowq relacjg przechodnig
okreslong w przestrzeni Y, ze dla wszystkich x,y € Y z warunku 0 < © < y wynika,
iz [|z|ly < cllylly, gdzie ¢ > 0. Zalézmy ponadto, ze odwzorowania A, B,m:Y —Y
orazn: X — Y sq takie, Ze:

(i) 0 g m(z) oraz |m(z)|y = ||z|ly dla kazdego x € Y;
(ii) istnieje taka stata d > 0, zZe |n(a)|ly < d||ally dla kazdego a € X;
(i) A, B sq cigglymi operatorami liniowymi.

Niech odwzorowanie T: X XY —'Y spelnia nastepujgce warunki:
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(iv) 7(0,0) = 0;

(v) m(T(a,z) —T(b,y)) < Am(x —y) + Bn(a — b) dla wszystkich a,b € X oraz
r,yeyY

oraz niech G:' Y — 'Y bedzie odwzorowaniem wyzszego rzedu 1 G(0) = 0.
Istniejg wtedy takie liczby dodatnie o,n, Ze dla kazdego (ag, xg) € Bx(0,n) X
By (0, n) istnieje dokladnie jeden punkt x* € By (0,0) taki, ze x* = T(ag, zo+G(z¥)).

Dowdd. Dla punktéow a,b € X oraz z,y € Y mamy

1T (a, z) = T(b,y)lly = [m(T(a,z) =T y))ly
< clAlllm(z = y)lly + 1Bl [lnla = b)]y
< clAllllz = ylly +cd[[Bl[fla = bl x

a zatem na mocy Twierdzenia 2.12 istnieja takie liczby dodatnie n oraz o, ze dla
kazdego (ag, zo) € Bx(0,m) x By (0,n) istnieje doktadnie jeden punkt z* € By (0, 0)
taki, ze 2* = T'(ag, xo + G(z%)). O

W wielu przypadkach zamiast Twierdzenia 2.12 mozna stosowaé twierdzenie
Banacha o kontrakcji, jednak jak pokazuje ponizszy przyktad, zastosowanie metody
opartej na twierdzeniu Lovelady’ego moze prowadzi¢ do ,lepszych” oszacowan
stalej n, ktora zwigzana jest z zakresem zmiennno$ci warunkoéw poczatkowych

rozwazanych probleméw (por. tez Uwaga 4.6).

Przyklad 2.5. Rozwazmy nastepujace liniowe rownanie catkowe Volterry drugiego

rodzaju z zaburzeniem
aw:go+euxw+43ﬁﬁm@m& e o] (2.6)

i zatézmy, ze G: C[0, 1] — C]0, 1] jest odwzorowaniem wyzszego rzedu, a funkcje
g:[0,1] = Rik: A— R, gdzie

Ar={(t,s) € [0,1] x [0,1] : 0 < s <t < 1},

sa ciagle. Przypusémy ponadto, ze G(0) = 0 oraz ||k||_ < 1.
Wobec przyjetych zatozen, operator F,: C|[0,1] — C[0, 1] zdefiniowany wzorem

zy@@:g@+é%@@mg@, teo,1]

jest kontrakcja. Stad odwzorowanie T: C[0, 1] — C[0, 1], ktére funkeji g € C10, 1]
przyporzadkowuje jedyne ciagle rozwiazanie réwnania x = Fy(z), jest dobrze

okreslone. Oczywiscie T'(0) = 0, a ponadto z lematu Gronwalla (zob. np. [67, Lemat
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Belmana, s. 118]) wynika, ze T spetnia warunek Lipschitza ze stata ell¥ll-. Wybierajac
liczbe € > 0 tak, by ¢ - ellfl~ < 1 i przyjmujac

o:=06(ae) oraz n:=(1— a)oe, (2.7)

gdzie a € (0,1), a d(g) jest stata wybrang zgodnie z definicja odwzorowania wyzszego
rzedu dla € > 0, analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 2.12 mozna wykazac, iz
odwzorowanie K : Bc(0,0) — Bc(0,0), zdefiniowane wzorem K(z) = T(g + G(x))
dla x € B¢(0,0) oraz ustalonego g € Bc(0,n), jest kontrakcja. W konsekwen-
cji K posiada dokladnie jeden punkt staty z* € Bo(0,0), ktéry oczywiscie jest
rozwiazaniem réwnania (2.6).

Istnienie ciagtych rozwigzan réwnania (2.6) wynika rowniez z twierdzenia Bana-
cha. Mozna tatwo pokaza¢, iz dla danego € > 0 takiego, ze € + ||k||, < 1 oraz liczb
n i o okresdlonych wzorami (2.7), a takze ustalonego g € B¢ (0,7), odwzorowanie
G + F jest kontrakcja oraz przeksztalca kule Bo(0,0) w siebie. Zatem, na mocy
zasady kontrakcji Banacha, w kuli B¢ (0, 0) istnieje doktadnie jeden punkt staly
odwzorowania G + F,, ktory jest zarazem ciaglym rozwigzaniem réwnania (2.6).

Zauwazmy, ze z poroOwnhania dopuszczalnych wartosci statej ¢ > 0 dla odpo-
wiednich metod wynika, iz zakres stosowalnosci metody zwiazanej z twierdzeniem
Banacha w przypadku réwnania (2.6) jest mniejszy niz metody opartej na twierdze-
niu Lovelady’ego. Bezposrednie zastosowanie zasady kontrakcji, w przeciwienstwie
do metody bazujacej na twierdzeniu Lovelady’ego, pozwala bowiem na wykazanie
istnienia ciaglego rozwiazania réwnania (2.6) dla funkcji ,poczatkowych” g naleza-
cych do kuli o mniejszym promieniu 7. Przyktadowo zaktadajac, iz odwzorowanie
wyzszego rzedu G jest takie, ze 0(g) = %5 (por. Przyktad 3.5 oraz Przyktad 3.8)
oraz przyjmujac | k|| :=0,9, a:=0,5, w przypadku metody opartej na twierdzeniu
Banacha otrzymujemy

e < 0,1, o < 0,025, n < 0,00125,
natomiast w przypadku metody zwiazanej z twierdzeniem Lovelady’ego
e < 0,4066, o < 0,1016, n < 0,0207.

Na zakoniczenie nadmienmy, ze state €, 0 oraz 7, ktére wystepuja w dowodzie
Twierdzenia 2.12 sg okreslone nieco inaczej niz te wystepujace w niniejszym przy-
ktadzie. Wynika to z dwéch powodoéw: po pierwsze w Twierdzeniu 2.12 rozwaza
si¢ odwzorowanie T' zdefiniowane na iloczynie kartezjanskim podzbioréw przestrze-
ni unormowanych, a po drugie state ¢, 0,n okreslone w dowodzie wspomnianego
twierdzenia dla og6lnego przypadku, moga nie by¢ optymalne, gdy rozpatruje sie
konkretny problem.
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2.4.2. TWIERDZENIA TYPU LOVELADY'EGO W PRZESTRZENIACH NIEARCHIMEDE-
SOWYCH. W oparciu o rozszerzenie wyniku C. Petalasa i T. Vidalisa udowodnione
w Paragrafie 2.1.1, wykazemy teraz twierdzenie Lovelady’ego dla odwzorowan okre-
Slonych w przestrzeniach niearchimedesowych.

Warto w tym miejscu zaznaczy¢, iz w przypadku niearchimedesowym mozna
podaé przyktady réznowartosciowych funkeji o wartoéciach liczbowych, ktore spet-
niaja warunek Holdera z wykladnikiem wiekszym niz 1 (zob. [78, Example 26.4
i Exercise 26.B, s. 74] oraz por. [78, Theorem 4.4, s. 11]). W szczegdlnosci istnieja
przyktady nietrywialnych odwzorowan wyzszego rzedu dziatajacych w przestrzeniach
niearchimedesowych.

Twierdzenie 2.13 ([27, Theorem 5.2]). Niech (X, ||-||x) ¢ (Y. ]|||ly) bedq niearchi-
medesowymi przestrzeniami unormowanymi, przy czym zatozmy, ze przestrzen 'Y
jest sferycznie zupetna. Niech T: X XY —'Y bedzie odwzorowaniem spetniajgcym

nastepujgce warunki:
(i) T(0,0) =0;

(i) |IT(a,z) =T(b,y)|ly < ﬁmax{”a —blly, ||z — yHY} dla wszystkich a,b € X
oraz x,y €Y, gdzie 3 > 0.

Zaléimy ponadto, ze G:Y — Y jest odwzorowaniem wyzszego rzedu oraz G(0) = 0.
Wtedy istniejq takie liczby dodatnie o,m, Ze dla kazego (ag,zo) € Bx(0,m) x By (0,7)
istnieje dokladnie jeden punkt z* € By (0,0) taki, Ze x* = T(ag, zo + G(x¥)).

Dowdd. Rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek 1.: § = 0. Niech n:=r i o:=r, gdzie r € (0,+00), oraz niech z* = 0.
Wtedy dla kazdego (ag, zo) € Bx(0,1) x By (0,n) otrzymujemy

0="1T(0,0) = T(ao, xo) = T'(ag, xo + G(0)).
Przypadek 2.: 3 > 0. Z definicji odwzorowania wyzszego rzedu dla ¢ < 371 ist-
nieje liczba o > 0 taka, ze ||G(z) — G(y)|ly < ellz —ylly dla z,y € By(0,0).

Niech n:=eo. Dla ustalonego punktu (ag,z9) € Bx(0,m) x By(0,n) zdefiniujmy

odwzorowanie K : By (0,0) — Y nastepujacym wzorem
K(z) =T(ag,zo + G(x)).
Zauwazmy, ze dla kazdego z € By (0, 0) mamy

Bmax{||a||x , |70 + G(2) Iy } < Bmax{[laolx , llzolly .|zl }

Bmax{eo,e0,e0} < o,

1K (@)]ly <
<
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a zatem odwzorowanie K przeksztalca kule By (0, 0) w siebie. Ponadto, dla réznych
punktéw z,y € By (0, 0), otrzymujemy

IK(z) = K@)y <BIG) -Gy <ebllz—ylly <llz—ylly,

co dowodzi stabej kontrakcyjnosci odwzorowania K. Na mocy Twierdzenia 2.5,
odwzorowanie K posiada wiec doktadnie jeden punkt staty nalezacy do kuli By (0, o).
O

Na zakonczenie tego paragrafu przedstawimy przyktad zastosowania Twierdze-

nia 2.13 do dowodu istnienia rozwigzania pewnego rownania liniowego z zaburzeniem.

Przyktad 2.6 (|27, Example 9]). Niech X bedzie sferycznie zupetna niearchime-
desowg przestrzenig unormowang oraz niech A: X — X bedzie takim operatorem
liniowym, ze operator odwrotny A~! istnieje oraz jest ciggly. Udowodnimy, ze jezeli
G: X — X jest odwzorowaniem wyzszego rzedu i G(0) = 0, to istnieja liczby

dodatnie n oraz o takie, ze dla kazdego z € Bx(0,n) réwnanie
Az —G(z) =2 (2.8)

posiada dokladnie jedno rozwiazanie lezace w kuli Bx (0, ).

Zdefinujmy odwzorowanie T: X — X wzorem T'(z) = A~ x. Poniewaz operator
liniowy A™! jest ciagly, wiec ||[A™ x| < ||A7Y ||=]| dla kazdego = € X (zob. [78,
Proposition 13.5]), a zatem odwzorowanie T' spelnia warunek Lipschitza. Stad,
na mocy Twierdzenia 2.13 (por. Uwaga 2.9), istnieja liczby o,n > 0 takie, ze dla
kazdego z € Bx(0,7n) znajdziemy doktadnie jeden punkt z* € Bx(0,0) taki, ze

v* =T(z+G(2")) = A7 (z + G(a"),
ktéry oczywiscie jest rozwiazaniem réwnania (2.8).

Uwaga 2.10. Réwnanie postaci (2.8) bylo rozwazne m.in. w pracy [13]. W artykule
tym autorzy wykazali, ze przy pewnych zalozeniach dotyczacych ograniczonych oraz
odwracalnych operatoréw liniowych A, B dziatajacych w sferycznie zupelniej niear-
chimedesowej przestrzeni unormowanej, rownanie Az + Bx = z posiada rozwigzanie
dla kazdego z € X (zob. [13, Proposition 7.5]).



RozDZzI1AL 3

ODWZOROWANIA WYZSZEGO RZEDU

Niniejszy rozdziat w cato$ci po$wiecony jest badaniu odwzorowan wyzszego rzedu,
ktore zdefiniowaliSmy w Paragrafie 2.4 w zwiazku z rozwazaniami dotyczacymi
twierdzen typu Lovelady’ego.

Zaczniemy od wykazania pewnych ogdélnych wlasnosci takich odwzorowan.
W szczegoblnosci przedyskutujemy zwiazek odwzorowan wyzszego rzedu z odwzoro-
waniami rézniczkowalnymi (w sensie Frécheta) w pewnym otoczeniu zera, a takze
podamy warunki, przy ktorych granica punktowo zbieznego ciggu odwzorowan
wyzszego rzedu jest odwzorowaniem wyzszego rzedu. W drugiej czesci Paragra-
fu 3.1 udowodnimy dwa twierdzenia charakteryzujace autonomiczne operatory
superpozycji wyzszego rzedu.

Badania dotyczace operatoréw superpozycji wyzszego rzedu w przypadku prze-
strzeni funkcji o ograniczonej wariacji (w sensie Jordana i Younga) oraz przestrzeni
funkcji prawie okresowych réznych typow kontynuowaé bedziemy odpowiednio
w Paragrafie 3.2 oraz Paragrafie 3.3.

W Paragrafie 3.2 podamy réwniez warunki dostateczne na to, by nieliniowy
operator catkowy Hammersteina byt odwzorowaniem wyzszego rzedu w przestrzeni

funkcji o ograniczonej ¢-wariacji.

3.1. OGOLNE WLASNOSCI ODWZOROWAN WYZSZEGO RZEDU

Rozwazania dotyczace odwzorowan wyzszego rzedu rozpoczniemy od wykazania
dwoch prostych lematéw, z ktorych na uwage zastuguje Lemat 3.2, podajacy warunek

konieczny, by dane odwzorowanie bylo odwzorowaniem wyzszego rzedu.

Lemat 3.1 ([27, Lemma 3.2]). Niech (X,||-||) bedzie przestrzenig unormowang.
Odwzorowanie G: X — X jest wyzszego rzedu wtedy i tylko wtedy, gdy jest wyzszego

rzedu wzgledem kazdej normy na X réwnowaznej z ||-|.
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Dowdd. Niech |-| bedzie norma na X réwnowazna z ||-||. Istnieja wtedy takie liczby
a,b > 0, ze a|z| < ||z|| < b]z| dla wszystkich x € X (zob. [1, Twierdzenie 4.5,
s. 119]). Niech ¢ bedzie dowolna liczba dodatnia oraz niech liczba dodatnia ¢ bedzie
wybrana tak, by

|G(z) — G(y)|| < %6 |z =yl dla x,y € X takich, ze ||z| < 0 oraz ||y|| < 4.
Wtedy dla z,y € X takich, ze |z| < 071§ oraz |y| < b716, otrzymujemy

1 €
|G() — Gl < - 1G() = Gl < =l = yll <zl — g,
co konczy dowdd. O]

Lemat 3.2 ([27, Lemma 3.3]). Niech X bedzie przestrzenig unormowang. Jezeli
G: Bx(0,r) — X, gdzie r € (0,400], jest odwzorowaniem wyzszego rzedu, to
pochodna G' w punkcie 0 istnieje oraz G'(0) = 0.

Dowéd. Dla ustalonego € > 0, z definicji odwzorowania wyzszego rzedu, istnieje
0 < 0 < r takie, ze
|G(h) = G(O)]]
17l

a zatem odwzorowanie GG posiada pochodng w punkcie 0 oraz G'(0) = 0. m

<e dla 0 < ||h]| <4,

Uwaga 3.1. Jezeli G: Bx(0,r) — X jest odwzorowaniem rézniczkowalnym na
pewnym otoczeniu zera takim, ze pochodna G’ jest ciagta w punkcie 01 G'(0) = 0,
to w oparciu o twierdzenie Lagrange’a (zob. [53, Twierdzenie 7, s. 222]) mozna
tatwo wykazac, ze G jest odwzorowaniem wyzszego rzedu.

Z twierdzenia Rademachera (zob. [54, Theorem 3.8.10]) wynika, ze odwzorowania
wyzszego rzedu okreslone na podzbiorach R”, jako funkcje spelniajace lokalny
warunek Lispchitza w punkcie 0, sa r6zniczkowalne prawie wszedzie (wzgledem
odpowiedniej miary Lebesgue’a) w pewnym otoczeniu zera. Ponizszy przyklad
pokazuje, ze warunek ,prawie wszedzie” nie moze zosta¢ zastgpiony warunkiem
swszedzie” . Istnieja bowiem odwzorowania wyzszego rzedu, posiadajace pochodng
w otoczeniu zera poza pewnym zbiorem przeliczalnym, ktorego punktem skupienia

jest punkt 0.
Przyktad 3.1 ([25, Example 3]). Rozwazmy funkcje f: R — R zdefiniowana

nastepujacym wzorem

11
1 -
0 dat¢_2n,2n_1],n€N,
1,1 (1 dn—1
- — dlate |— —0—— N
T =13 22 are _2n’4n(2n—1)]’”G ’
1 1 [ dn—1 1
St —— dlate ,neN.
Doy S mee—ny 1"
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Oczywiscie pochodna f istnieje poza pewnym zbiorem przeliczalnym A oraz

1
F@l< - daze[—5h 5]\ A

Stad, na mocy uogélnionego twierdzenia Lagrange’a (zob. [37, Theorem 8.5.2]),

otrzymujemy

1
co dowodzi, iz funkcja f jest wyzszego rzedu.

Okazuje sie, iz Przyktad 3.1 mozna wzmocni¢. Inspirowani wynikami pochodza-
cymi z pracy [43], a takze klasycznymi wynikami z pracy [87], pokazemy, ze dla
dowolnego zbioru A C (0,1) typu Gs, o mierze Lebesgue’a zero istnieje funkcja
wyzszego rzedu f: R — R rézniczkowalna wszedzie na zbiorze R\ A, a zarazem nie

posiadajaca pochodnej w zadnym punkcie zbioru A.

Przyktad 3.2. Niech A C (0,1) bedzie zbiorem miary Lebesgue’a zero typu Gs,,
tzn. zalézmy, ze istnieje taki ciag podwdjny zbioréw otwartych A, C (0, 1), gdzie

n,k eN, ze
A=U N Au

neN keN
Rozwazmy zbior A%:={u? : u € A} C (0,1). Poniewaz funkcja kwadratowa jest ho-
meomorfizmem przedziatu (0, 1) na (0, 1), wiec zbiér A? jest typu Gs,, a ponadto ma
on miare Lebesgue’a zero, jako obraz zbioru miary zero poprzez funkcje lipschitzow-
ska (zob. [60, Lemat 4, s. 112]). Na mocy twierdzenia Zahorskiego (zob. [43, Theorem
2]) istnieje funkcja lipschitzowska [: R — R, ktéra jest rézniczkowalna wszedzie
na zbiorze R\ A2, i ktéra nie posiada pochodnej w zadnym punkcie zbioru A2
Rozwazmy funkcje f: R — R zdefiniowang wzorem

l(u?) dlau>0,

flu) = [(0) dlawu<D0.

Oczywiscie f’(u) istnieje dla u € R \ A oraz nie istnieje dla u € A. Ponadto, f jest
odwzorowaniem wyzszego rzedu. Istotnie, dla dowolnego & > 0 niech §:=¢(2L)~,
gdzie L jest stala Lipschitza funkcji I. Wtedy, dla u,v € [0, d], otrzymujemy

[f(uw) = f)l = 1(w?) = 1(v*)] < Lju® = v*| < 20Lfu — v| = elu — ],
jezeli u,v > 0 oraz
[f(u) = f(v)] = [I(w*) = 1(0)] < L|w?| < 6Lu < efu -],

jezeliu > 01iv <O.
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Zanim przejdziemy do wyniku, ktory podaje warunki dostateczne na to, by
granica punktowo zbieznego ciggu odwzorowan wyzszego rzedu byta rowniez odwzo-
rowaniem wyzszego rzedu, wprowadzmy nastepujaca definicje jednakowego warunku

wyzszego rzedu.

Definicja 3.1 ([25, Definition 9]). Niech X bedzie przestrzenig unormowana oraz
niech r € (0, 4+00]. Méwimy, ze rodzina odwzorowan {G: Bx(0,r) — X : A € A}
jest jednakowo wyzszego rzedu (ang. equi-higher-order), gdy dla dowolnego £ > 0
istnieje 0 < § < r takie, ze

sup ||Ga(z) — Gr(y)]| < e lz —yl| dla wszystkich z,y € Bx(0,4).

AeA
Stwierdzenie 3.1 ([27, Proposition 3]). Niech X bedzie przestrzenig unormowang.
Jezeli (Gp)nen, gdzie G2 Bx(0,7) — X orazr € (0,400], jest ciggiem odwzorowan

jednakowo wyzszego rzedu zbieznym punktowo do odwzorowania G: Bx(0,r) — X,

to odwzorowanie G jest wyzszego rzedu.

Dowdd. Dla ustalonego € > 0 wybierzmy taka liczbe 0 < § < r, ze
|Gn(z) — Grn()| < ellz —yl| dla wszystkich =,y € Bx(0,0) oraz n € N.
Wtedy, dla z,y € Bx(0,0) oraz n € N, mamy

1G(2) = G| < N[G(z) = Gu(@)[| + |Gu(@) = Gu(y)I] + |Gnly) = Gyl
<G(@) = Gu(@)] +ellz =yl + 1Guly) = G,

a zatem przechodzac z n — oo, otrzymujemy
|G(z) = Gy)|| <ellz -yl dlaz,ye Bx(0,0),
co konczy dowdd. O]

Nastepujacy przyktad pokazuje, ze zatozenie dotyczace jednakowego warunku
wyzszego rzedu nie moze zostaé¢ opuszczone nawet w przypadku, gdy ciag (Gp)nen
jest zbiezny do funkcji granicznej jednostajnie.

Przyktad 3.3. Rozwazmy ciag (G, )nen funkcji G,,: [—1,1] — R, ktére dane sg
nastepujacymi wzorami G, (x) = 2tz dlan € Noraz z € [—1,1]. Z Uwagi 3.1
wynika, ze wszystkie odwzorowania G,, sg wyzszego rzedu, jednakze, jak pokazemy
ponizej, ciag (G, )nen nie jest jednakowo wyzszego rzedu. Gdyby bowiem byl, to
dla 5::% istniataby liczba 0 < § < 1 taka, ze

1
|Gn(z) — Gu(y)] < §|x —y| dla wszystkich n € N oraz z,y € [0, 4].
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W szczegdlnodei, dla wszystkich n € N zachodzitaby nieréwnosé Stz < %5.
7 drugiej jednak strony lim,, .., 0 T = 1, Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze cigg
(Gr)nen nie jest jednakowo wyzszego rzedu.

Korzystajac z metod rachunku rézniczkowego mozna wykazaé, ze ciag funkcyjny
(Gp)nen jest zbiezny jednostajnie na przedziale [—1, 1] do funkeji G: [-1,1] — R
danej wzorem G(z) = |z|, ktéra nie jest odwzorowaniem wyzszego rzedu (por.
Lemat 3.2).

Okazuje sie, ze w przypadku, gdy X jest przemienng algebra unormowana,
a odwzorowania G, sa generowane przez sumy czesciowe pewnego rzeczywistego
szeregu potegowego, mozna podaé prosta charakteryzacje jednakowego warunku

wyzszego rzedu.

Stwierdzenie 3.2 (por. [25, Proposition 4]). Zalézmy, ze f(t) = S22, a;t" jest
rzeczywistym szeregiem potegowym o promieniu zbieznosci p € (0, 400]. Ponadto,
niech xo bedzie ustalonym elementem przemiennej algebry unormowanej X . Cigg
(Gn)nen, gdzie dla ustalonego r € (0,400] odwzorowania G,,: Bx(0,r) — X dane
sq wzorams
Gu(z) = apzo + > ara”,
k=1

jest jednakowo wyzszego rzedu wtedy i tylko wtedy, gdy f'(0) =0, tzn. gdy a; = 0.

Dowdd. Jezeli ciag (G )nen jest jednakowo wyzszego rzedu, to dla dowolnego & > 0
istnieje liczba 0 < 6 < r taka, ze

|Gi(x) — Gi(y)|| < el|lz — v dla wszystkich z,y € Bx(0,9).

Stad ||lai1(z —y)|| < ez —y||, co dowodzi, ze a; = 0.

Zalozmy teraz, ze f'(0) = 0. Przez ¢ oznaczmy funkcje o wartosciach rzeczywi-
stych, zdefiniowang jako suma zbieznego szeregu potegowego >, |a; |t na przedziale
(—r',7"), gdzie r' < min{p, r}. Poniewaz ¢ posiada pochodne dowolnego rzedu na
przedziale (—1',r") oraz ¢'(0) = f'(0) = 0, wigc dla danego ¢ > 0 znajdziemy
0 < 0 < r' takie, ze ¢'(9) < e.

Wtedy dla n > 2 oraz z,y € Bx(0,0) otrzymujemy

la =yl =@ =)@ + 2 Py + ey )

n—1 ) )
<llz =yl - X =)™yl < e =yl -nom ™,
=0

a zatem

n n

1Gn(@) = Gu)ll < Dlaille’ — 'l < |z —yll - 3 ilasfo™

=2 =2

<Oz =yl <ellz =y,
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co pokazuje, ze ciag (G )nen jest jednakowo wyzszego rzedu. O

Uwaga 3.2. Stwierdzenie 3.2 jest réwniez prawdziwe w przypadku zespolonych
szeregow potegowych, jezeli zawezimy sie do rozwazania przemiennych algebr unor-

mowanych nad ciatem liczb zespolonych.

Nastepujace dwa twierdzenia omawiaja zwigzek pomiedzy autonomicznymi
operatorami superpozycji a funkcjami, ktore operatory te generuja, w aspekcie

odwzorowan wyzszego rzedu.

Twierdzenie 3.1. Niech (X, ||]|) bedzie przestrzeniq unormowang, ktéra spetnia
nastepujgce warunki:

(i) X jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni B(A), gdzie A jest niepustym
zbiorem;

(i) funkcje state nalezqg do X .

Jezeli autonomiczny operator superpozycyi F': X — X, generowany przez funkcje
f: R —= R, jest odwzorowaniem wyzszego rzedu, to funkcja f jest rowniez odwzoro-

waniem wyzszeqo rzedu.

Uwaga 3.3. Zalozenie (i) powyzszego twierdzenia mozna ostabi¢ zaktadajac, ze X
jest podprzestrzenia liniows przestrzeni wszystkich funkcji o wartosciach rzeczywi-
stych zdefiniowanych na niepustym zbiorze A, rozwazanej z dzialaniami dodawania
i mnozenia przez liczbe rzeczywista okreslonymi w sposoéb naturalny. Poniewaz
jednak w dalszej czeSci niniejszej rozprawy bedziemy rozwazaé jedynie przestrze-
nie unormowane, bedace podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni Banacha funkcji

ograniczonych, dlatego tez Twierdzenie 3.1 wykazemy w podanej postaci.

Dowadd. Zauwazmy, ze u - r1 = x,, dla dowolnego u € R, gdzie x, oznacza funkcje
stata, przyjmujaca wartos¢ v € R dla wszystkich elementéow zbioru A. Ponadto,
||z1|| # 0. Dla ustalonego € > 0, z definicji odwzorowania wyzszego rzedu, istnieje
liczba § > 0 taka, ze

[F(z) = F)ll <ellz—yl  dlazye Bx(0,9).

Wtedy dla u,v € [—&,8], gdzie & = ||z1]|”", otrzymujemy

1 €
| F(z) — ()| <
|4

Nadmienmy, ze Twierdzenie 3.1 uogélnia Proposition 2 z pracy [27].

|f(u) = fv)] = [y = 2of| = €lu—of. O

2

Twierdzenie 3.2 (por. [25, Theorem 8|). Niech (X, |-||.,) bedzie przestrzenig

unormowang, ktora spetnia nastepujgce warunki:
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(i) X jest podprzestrzeniq unormowang przestrzeni B(A), gdzie A jest niepustym
zbiorem;

(i) funkcje stale nalezg do X .

Autonomiczny operator superpozycyi F': X — X, generowany przez funkcje f: R —
R, jest odwzorowaniem wyzszego rzedu wtedy 1 tylko wtedy, gdy funkcja f jest
wyzszeqo rzedu.

Dowdd. Na wstepie zauwazmy, ze twierdzenie zostanie udowodnione, gdy wykaze-
my dostatecznos¢ postulowanego warunku, albowiem implikacja odwrotna wynika
z Twierdzenia 3.1.

Jezeli zatem funkcja f jest wyzszego rzedu, to dla dowolnego £ > 0 istnieje § > 0
takie, ze

|f(u) — f(v)] < elu—| dla u,v € [-9,6].
Stad, dla z,y € Bx(0,0) oraz t € A, otrzymujemy

[F(2)(t) = Fy))] = [f(z@) = fly@®)] <elz(t) —y@)] <ellz -yl -

W konsekwencji || F(z) — F(y)| . <ellz —yl,, co konczy dowdd. O
Uwaga 3.4. Z uwagi na Lemat 3.1 w Twierdzeniu 3.2 zamiast zaktadac, ze w prze-
strzeni X rozwazamy norme ||-|| réwnowazna z norma supremalna, bez straty
ogoélnosci, moglismy przyjaé, iz ||-|| = ||| .-

Na zakoniczenie niniejszego paragrafu podamy przyktad nieliniowych operatoréw
catkowych wyzszego rzedu w przestrzeni BC(R.).

Stwierdzenie 3.3 ([59, Theorem 3]). Niech k: R, x Ry — R bedzie funkcjg

spetniajgcq nastepujgce warunks:

(i) dla kazdego t € Ry funkcja s — k(t, s) jest mierzalna w sensie Lebesque’a na

zbiorze Ry ;

+oo
(i) sup |k(t, s)| ds=:d < 4o0;
teR4 0

+oo
(iii) lim / |k(tn, s) — k(to, s)| ds = 0 dla dowolnego ciggu liczb rzeczywistych
n—oo 0
nieujemnych (t,)nen 2zbieznego do ty.

Zatozmy ponadto, ze funkcja ciggla f: R — R jest rozniczkowalna w sposob ciggly
na pewnym otoczeniu zera oraz f'(0) = 0. Wiedy nieliniowy operator catkowy
Hammersteina G: BC(Ry) — BC(R,), zdefiniowany wzorem

G = | k) fa(s) ds dlat € R, (3.1)

jest odwzorowaniem wyzszeqo rzedu.
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Dowdd. Niech x € BC(R,) oraz niech (,)nen bedzie ciagiem liczb rzeczywistych
nieujemnych zbieznym do t. Poniewaz z € BC(R, ), istnieje wiec liczba M > 0
taka, ze | f(z(s))| < M dla wszystkich s € Ry, a zatem

+o0o
|G (2)(tn) — G(x)(to)| < /[ |k (tn, s) — k(to, s)|| f(x(s))| ds
M/ — k(to, 5)| ds.

Stad, na mocy zaltozenia (iii), G(x) jest funkcja ciagta. Ponadto, z zalozenia (ii)
wynika, ze funkcja G(z) jest réwniez ograniczona.

Wykazemy teraz, ze G jest odwzorowaniem wyzszego rzedu. Niech € bedzie
dowolng liczba dodatnia. Wybierzmy liczbe 6 > 0 tak, aby pochodna f’ istniata na
przedziale [—d, 0] oraz by f'(s) € [—ed™!,ed™!] dla |s| < J. Wtedy, z twierdzenia
Lagrange’a, mamy |f(t) — f(s)| < ed™ |t — s, oile s,t € [-4,]. W konsekwencji,
dla z,y € BC(Ry) takich, ze ||z|| <1 |yl <0 oraz t € R, otrzymujemy

G0~ GOL< [ ke )17 () — flu(s)]ds
<ed Mo —yl [ Ik )] ds

<elr -yl
co konczy dowdd. O

Przyktad 3.4 (|27, Example 1]). Rozwazmy funkcje f: R - Rik: Ry xR, — R,

okreslone nastepujacymi wzorami

1
es, jezeli s <0,
fls) = .
0, jezelis>0

oraz
1 — rcos(ts)
(14 s2)(1 — 2rcos(ts) +12)’

gdzie r € (0, 1) jest ustalone. Poniewaz

k(t,s) =

1—2rcos(ts) +7r* > (1 —7)*>0 dlat,s € Ry,

wiec funkcja k jest poprawnie zdefiniowana oraz ciggta. Ponadto, dla dowolnego
t € Ry mamy

+oo e 1 —rcos(ts) T e
/0 [k(t, 5)lds = /0 (14 s?)(1 — 2rcos(ts) + TZ)dS 2 et—r
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(zob. [40, Paragraf 519]). Stad

400 T
sup |k(t,s)|ds = = - :
teR, J0 2 1—r

Zauwazmy, ze

1 —rcos(ts) o 2 1

M= (0~ 2rcos(ts) +7) S T2 1442

dla dowolnego t € R, oraz, ze funkcja s +— 7 jest catkowalna w sensie Lebes-

+ 52
gue’ana R, . A zatem, na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej

“+oo

lim |k(tn, s) — k(to,s)|ds =0
n—oo 0
dla dowolnego ciagu liczb rzeczywistych nieujemnych (t,,),en zbieznego do to.
FLatwo sprawdzi¢, ze funkcja f jest gladka na R oraz f'(0) = 0 (por. [83,
Example 1.3, s. 5]), a zatem na mocy Stwierdzenia 3.3 operator catkowy G okreslony

wzorem (3.1) jest odwzorowaniem wyzszego rzedu w przestrzeni BC'(R, ).

3.2. ODWZOROWANIA WYZSZEGO RZEDU W PRZESTRZENIACH
FUNKCJI O OGRANICZONEJ WARIACJI

W niniejszym paragrafie oméwimy odwzorowania wyzszego rzedu, dziatajace w prze-
strzeniach funkcji o ograniczonej wariacji w sensie Jordana oraz w sensie Younga;
w szczegblnosci zainteresowani bedziemy operatorami superpozycji, jak réwniez
nieliniowymi operatorami catkowymi.

Na wstepie rozwazmy nastepujace dwa przyktady.

Przyktad 3.5 ([27, Example 2]). Niech f: R — R bedzie funkcja okreslona wzorem
f(u) = u?. Poniewaz BV[0,1] jest algebra, wigc autonomiczny operator superpo-
zycji F', generowany przez funkcje f, dziala w przestrzeni BV[0, 1]. Pokazemy, ze
jest on odwzorowaniem wyzszego rzedu. Niech € > 0 i potézmy ¢ ::%6. Wtedy, dla
z,y € Bpy(0,6), mamy

1F(z) = F)ll gy = ll2* = ¥*llv = l(z = ) (= +9) | gy
<2z +yllpy lz —yllpy <ellz—ylpy
gdyz |2yl gy < 2|12l gy Wl gy dla z,y € BV[0,1] (zob. [3, s. 173]).

Przyktad 3.6 ([27, Example 3]). Z Twierdzenia 3.1 oraz Lematu 3.2 wynika,
ze funkcja f: R — R dana wzorem f(u) = sinu dla u € R, nie generuje au-
tonomicznego operatora superpozycji bedacego odwzorowaniem wyzszego rzedu
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w przestrzeni BV[0, 1]. Zauwazmy bowiem, ze przestrzenn BV[0, 1] z norma ||| 5,/
spelnia zatozenia Twierdzenia 3.1. Gdyby zatem autonomiczny operator superpozy-
cji F: BV|[0,1] — BV|0, 1] byt odwzorowaniem wyzszego rzedu, wtedy funkcja f
bytaby wyzszego rzedu, a wiec f/(0) = 0. Oczywiscie w naszym przypadku f'(0) = 1.

Okazuje sie, iz Przyktad 3.6 jest szczegdlnym przypadkiem nastepujacego ogodl-

nego twierdzenia.

Twierdzenie 3.3 ([27, Theorem 4.1]). Niech f: R — R bedzie sumq szeregu
potegowego o Srodku w zerze oraz promieniu zbieznosci p = 400, tzn. zatozmy, Ze
wstniejq liczby rzeczywiste ag, aq, . .. takie, ze

= Zaiui dla u € R.

Wtedy autonomiczny operator superpozycji F: BV[0,1] — BV|[0, 1], generowany
przez funkcje f, jest wyzszego rzedu wtedy i tylko wtedy, gdy a; = 0.

Dowdd. Zauwazmy, ze operator superpozycji F jest dobrze zdefiniowany, gdyz
funkcja f jest lokalnie lipschitzowska (zob. Lemat 1.4).

W celu wykazania dostateczno$ci warunku a; = 0, skorzystamy ze Stwierdze-
nia 3.1. Przestrzenn BV([0,1] z normg | - [gv:= ||| + ||| 5 (réwnowazna ||| 5,,)
jest przemienng algebrag Banacha z jedynka, a zatem na mocy Stwierdzenia 3.2
ciag (Fy,)nen odwzorowan dzialajacych w przestrzeni (BV[0,1],| - |pv), okreslonych
wzorami F,(x) = 31 a;x’, gdzie 2° = 1 dla z € BV|0, 1], jest jednakowo wyzszego
rzedu.

Wykazemy teraz, ze ciag (F),)nen jest zbiezny punktowo do operatora F' w nor-
mie | - |gy. Niech f,(u) = 3" a;u’ dla u € R, gdzie u° = 1. Poniewaz funkcja
u— (fn — f)(u) spelia warunek Lipschitza na kazdym przedziale J(a):=[—a, a] ze
staly Ly (@)1= supc 0|/ (u) — f3(u)] wice

Y@M@—F@D<LM®Y@)

gdzie b = ||z|| 5, (por. dowdd Lematu 1.4). Stad
|Fn(z) — F(2)|py < 2| Fu(z) — F(2)]| gy

ZMEwwﬁ—f@®M+2V@M@—F@D

< 2/fu(@(0)) = £(2(0))] + 2Ln(b) \/(2)

0

co dowodzi, ze lim,, .o, F,,(z) = F(z) w normie | - |gy dla kazdego x € BV[0,1] .
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Ze Stwierdzenia 3.1 oraz Lematu 3.1 wynika wiec, ze autonomiczny operator
superpozycji F' jest odwzorowaniem wyzszego rzedu.
Implikacja odwrotna jest konsekwencja Twierdzenia 3.1 oraz Lematu 3.2 . [J

Przyktad 3.7 ([27, Example 4]). Poniewaz

= (=1)° o
= ! dla u € R,
CoS U ;) @) u au
wiec na mocy Twierdzenia 3.3, w odréznieniu od Przyktadu 3.6, funkcja f(u) = cosu
generuje autonomiczny operator superpozycji F': BV[0,1] — BV0, 1], ktéry jest

odwzorowaniem wyzszego rzedu.

Wykazemy jeszcze nastepujacy prosty fakt dotyczacy nieautonomicznych opera-
toréw superpozycji wyzszego rzedu, ktore dzialaja w przestrzeni BV[0, 1].

Stwierdzenie 3.4 ([27, Proposition 4|). Zatéimy, zZe funkcja f:[0,1] x R — R
jest okreslona za pomocg wzoru f(t,u) = g(t)u + h(t), gdzie g,h € BV[0,1]. Wtedy
nieautonomiczny operator superpozycji F: BV[0,1] — BV[0, 1], generowany przez

funkcje f, jest odwzorowaniem wyzszego rzedu wtedy @ tylko wtedy, gdy g = 0.

Dowdd. Poniewaz BV[0, 1] jest algebra, iloczyn dwéch funkcji o ograniczonej waria-
cji jest funkcja o ograniczonej wariacji (zob. [3, s. 173]). Stad F(z) € BV|[0,1] dla
kazdego x € BV[0, 1].

Zalozmy, ze nieautonomiczny operator superpozycji F' jest odwzorowaniem

wyzszego rzedu. Wtedy dla ustalonego € > 0 istnieje 0 > 0 takie, ze
|1F(z) = FW)llpy <cellz—yllpy  dlaz,y € Bpy(0,0). (3-2)

Oczywiscie, funkcje x5, zo: [0,1] — R, dane wzorami x5(t) = 0 oraz z((t) = 0 dla
t € [0, 1], naleza do kuli Bgy(0,d), a zatem, dla dowolnego ¢ € [0, 1], otrzymujemy

019 = lg@)zs ()] < llg - @5l py = 1F(25) = F@o)ll gy <€ llwsllpy =0 - ¢

Stad |g(t)| < e dla kazdego t € [0, 1]. Poniewaz liczba dodatnia ¢ byta dowolna,
wiec g = 0.

Implikacja odwrotna jest oczywista. O

W drugiej czesci tego paragrafu zajmiemy sie odwzorowaniami wyzszego rze-
du w przestrzeni funkcji o ograniczonej ¢-wariacji. Zaczniemy od przedstawienia

nastepujacego przyktadu, ktory uogdlnia Przyktad 3.5.

Przyklad 3.8 ([27, Example 5]). Z Uwagi 1.9 wynika, ze normy | - [5:= |||, + |||,
i [[-]l, okreslone na przestrzeni liniowej BVy[0, 1] sa réwnowazne. Ponadto, BVy[0, 1]
z norma | - |4 jest algebra Banacha, gdyz

lzylly <Nzl llylly + ll2liy vl dlaz,y € BV4[0,1]
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(zob. [61, Theorem 2]). A zatem, autonomiczny operator superpozycji F', gene-
rowany przez funkcje f: R — R dang wzorem f(u) = u?, dziala w przestrzeni
(BV4[0,1],] - |4). Zauwazmy, ze jest on odwzorowaniem wyzszego rzedu. Istotnie,
dla ustalonego ¢ > 0 niech (5::%5. Wtedy dla z,y € BV,[0,1] takich, ze |z|s <
oraz |y|, < 6, otrzymujemy

[F(z) = F(y)ls = [2* = y*ls = [z = y) (@ + y)ls < |2+ ylolr —yls < elz —yls.
Na mocy Lematu 3.1 rowniez operator superpozycji F' dziatajacy w przestrzeni
(BV[0, 1], [I]l,) jest odwzorowaniem wyzszego rzedu.

Ponizszy przyktad nietrywialnego nieautonomicznego operatora superpozycji
dzialajacego w przestrzeni BV,[0, 1], ktéry jest odwzorowaniem wyzszego rzedu,
inspirowany jest wynikami pochodzacymi z pracy [62] (por. réwniez [3, ss. 176-177]).

Przyktad 3.9 ([27, Example 6]). Niech {rg,r1,...} C [0,1] bedzie nieskonczo-
nym ciagiem liczb wymiernych takim, ze ro = 0. Zalézmy, ze w: R — R spelnia
nastepujace warunki:

(i) w(0) =0;
(ii) w jest rézniczkowalne w sposob ciagly na pewnym otoczeniu zera i w'(0) = 0;
(iii) w przeksztalca zbiory ograniczone na zbiory ograniczone.

Dla ciagu liczb rzeczywistych £:=(&;);>0 takiego, ze ®(£):=>2,0(|&]) < +o0,
gdzie ¢ jest wypukla ¢-funkcja, okreslimy funkcje f: [0, 1] x R — R nastepujacym
wzorem

Ew(u), jezelit=r; oraz u € R,

f(t,u) = (3.3)

0 w przeciwnym przypadku.

Pokazemy, ze nieautonomiczny operator superpozycji F', generowany przez funkcje f,
dziala w przestrzeni BV,[0, 1] oraz jest odwzorowaniem wyzszego rzedu.

Niech 0 =ty < ... < t,, = 1 bedzie dowolnym skonczonym podziatem przedziatu
[0, 1] oraz niech x € BV¢[O 1]. Wtedy ||z, < ¢4 ||2]|, =M < 400 (zob. Uwaga 1.9),
a zatem na mocy zalozenia (iii), |w(u)| < N dla |u| < M. Stad, dla A > 0 takiego,
ze AN < 1, otrzymujemy

> o(GNF@E) ~ F@)bl) < 3 6(SNF@@)] + 5NFE) )

=1 =1

Zn:cb(AIF (1)) + ;;qﬁ ME@) (1)) < Y o(MF@)@)])

=1 ( 1=0
zn%cb(wtz, ) < §¢(A|a||w (r)!)

=0

3

[\D\»—t

z(t;))|
igb(ﬂgiw) < AN®(£) < +o0.

=0
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Tym samym vary(3AF(z)) < +oo. Poniewaz F(z)(0) = f(0,2(0)) = &w(0) = 0,
wiec operator F' dziala w przestrzeni BV,0, 1].
Niech € bedzie dowolng dodatnia liczba rzeczywista. Wybierzmy 6 > 0 tak, by

jw'(u)] < 2¢y, max{1, ®(&)}

dla |u| < ¢40.

Wtedy dla x,y € BV,[0,1] i A > 0 takich, ze [|z[|, < 4, [lyll, <5 i [z — yl|, < Ae™*
oraz dowolnego podziatu 0 = tg < t; < ... < t, = 1 przedziatu [0, 1] mamy

> 6(AIF(@) — F@)t) - [F() - Fp)l(te)])
<Y 0(2AF (@) () — F)(®)])

< 2o (2 ela(r) ~ (u(r)])
< (<0 max{L #(€))) () - ()]
< 2o (rmax(L #() o vl )

<Y o((max{1.2(6)}) &)

=0

< WZ¢ &)

()
S max(1, o)} S

Stad, dla x,y € By(0,9), otrzymujemy
(@) = Fly)ll, = inf {3 > 0 varg (A [F(2) = F)]) <1} < la =,
co dowodzi, ze F' jest odwzorowaniem wyzszego rzedu.

Na zakonczenie niniejszego paragrafu udowodnimy twierdzenie, podajace warunki
dostateczne na to, by nieliniowy operator catkowy typu Hammersteina dziatajacy

w przestrzeni BVy|0, 1] byt odwzorowaniem wyzszego rzedu.

Twierdzenie 3.4 ([27, Theorem 4.2]). Zalézmy, ze k: [0,1] x[0,1] — R jest funkcjq
takqg, ze:

(1) dla kazdego t € [0, 1] funkcja s — k(t,s) jest mierzalna w sensie Lebesgue’a
na przedziale [0, 1];

(i) k(0,s) =0 dla p.w. s € [0, 1];
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(ili) istnieje liczba ¥ > 0 taka, Ze var, (ﬁ_lk(-, 3)) <m(s) dla p.w. s € ]0,1], gdzie
m: [0,1] — Ry jest funkcjq calkowalng w sensie Lebesgue’a.

Ponadto zatozmy, Ze funkcja borelowska f: R — R spelnia nastepujgce warunki:
(iv) f odwzorowuge zbiory ograniczone na zbiory ograniczone;

(v) istnieje otoczenie zera, na ktorym funkcja f jest rézniczkowalna w sposdob
cigglty i f'(0) = 0.

Wtedy nieliniowy operator catkowy Hammersteina G okreslony wzorem
1
G(z)(t) = / k(t,s)f(z(s))ds dla © € BVy[0,1] oraz t € [0,1],
0
dziala w przestrzeni BVy[0,1] i jest odwzorowaniem wyzszego rzedu.

Uwaga 3.5. Zauwazmy, ze w (iii) nie wymagamy, by funkcja s — var, (?9_11{2(-, s))
byta mierzalna w sensie Lebesgue’a. Ponadto, warto doda¢, iz w dowodzie Twier-
dzenia 3.4 nie musimy wiedzie¢, czy ztozenie funkcji f z BV,-funkcja « nalezy do
przestrzeni BV,[0, 1] czy tez nie.

Uwaga 3.6. Okazuje sie, ze w przypadku, gdy funkcja f nie jest tozsamosciowo

réwna zero, tzn. gdy istnieje takie a € R, ze f(a) # 0, to zalozenie (i) jest

konieczne, by operator G dziatal w przestrzeni BV,[0, 1]. Jezeli bowiem zalozymy,

iz G: BVy[0,1] — BVy|0, 1], to w szczegdlnosci funkcja G(z), gdzie x(t) = a dla

t € (0,1] i (0) = 0, bedzie okreslona dla wszystkich wartosci t € [0,1]. Ale
1

G(z)(t) :/ k(t,s)f(a)ds, co dowodzi m.in., ze dla kazdego ¢ € [0,1] funkcja
0

s+ k(t, s) jest mierzalna w sensie Lebesgue’a.

Ponadto, jezeli oprocz warunku f # 0 zalozymy, ze istnieje takie b € R, ze
f(b) = 0, to warunek (ii) okazuje sie réwniez konieczny. By wykazaé ten fakt,
zauwazmy, ze dla dowolnego przedziatu I:=(¢,d) C [0, 1] funkcja x;: [0,1] — R
dana wzorem

0 dlat=0,
ri(t) =9a dlatée(cd),
b w przeciwnym przypadku
jest funkcja o ograniczonej ¢-wariacji, a zatem G(zy) € BV,[0,1]. W szczegdlnosci

1

0 = G(x7)(0) :/ k(0, 8) f (z:(s))ds = f(a) /Cdk(o,s)ds.

0
Na mocy twierdzenia Lebesgue’a o rézniczkowaniu (zob. [60, Twierdzenie 6, s. 159]),
dla p.w. s € [0, 1] otrzymujemy

s+h

) 1
k(0,s) = hlirélJr o k(0,0)do = 0.
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Dowod Twierdzenia 3.4. Zaczniemy od pokazania, ze catka wystepujaca w definicji
operatora G istnieje i jest skoficzona dla kazdego x € BVy[0, 1]. Niech z € BV,]0, 1].
Funkcja f(z(-)) jest mierzalna w sensie Lebesgue’a, jako ztozenie funkcji mierzal-
nych (por. Uwaga 1.9). Ponadto, z zatozenia (iv), istnieje taka stata N > 0, ze
suPseplf(2(s))] < N, a zatem w celu wykazania istnienia oraz skoticzonosci roz-
wazanej calki, wystarczy dowiesé, ze dla kazdego ¢ € [0, 1] funkcja s — k(t, s)
jest calkowalna w sensie Lebesgue’a na [0,1]. Ustalmy wiec ¢ € [0,1]. Wtedy,
z (ii) oraz (iii) dla p.w. s € [0, 1] mamy

S0 k(E, 5)]) = D(07 R (t, 5) = K(
< @(07 k(t5) = k(0,5)]) + (97 |k(1, 5) = k(t, 5)])
< varg (ﬁ’lk‘(-, s)) < mf(s).

Poniewaz ¢ jest wypukta ¢-funkcja, wiec

o(u)
< o(1) dla

Oznaczajac A:i={s € [0,1] : |k(t, s)| > 0}, otrzymujemy

au =

v S
/0 |k(t,s)|ds:/A|k(t, s)|ds+/[071]\A|k:(t, §)|ds < M/Aqs(ﬁ k(2 5)])ds +
19 1
< gb(l)/o m(s)ds + 10 < 4o0.

Tym samym udowodniliSmy, ze operator G jest dobrze okreslony.

Pokazemy teraz, ze operator G dziala w przestrzeni BVy[0, 1]. Niech = bedzie
BVy-funkcja. Wtedy |zl < ¢y x|, =M < +oo (zob. Uwaga 1.9), a zatem na
mocy zalozenia (iv), |f(u)| < N dla |u] < M, gdzie N > 0. Stad dla A > 0 takiego,
ze AN < 1 oraz dowolnego skoniczonego podziatu 0 =ty < t; < ... < t, =1
przedziatu [0, 1], otrzymujemy

Z¢( k(ti, s) — k(ti,l,s)D < var¢(19’1k(~,s)> < m(s) dla p.w. s € [0,1]
oraz

§¢(A\G<x><ti> — Gt )

M:

¢( /“”“5 tion )| f(z ())|ds)

-
Il
—

M:

gb(AN/ E(ts, s) — k(ti v, 5 )|ds>

1

-
Il

<

/01 (,\N|k(ti, s) — k(ti_1, 3)|)d8

-

-
Il
_

< IAN /1 i(/ﬁ(ﬁ—lw(ti, 5) = k(tio1, 5)[)ds

< OAN / s)ds < 400,
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a zatem var,(AG(z)) < +oo. Poniewaz G(z)(0) = /1 k(0,s)f(x(s))ds = 0, wigc
operator G dziata w przestrzeni BV,[0, 1]. ’

Na zakonczenie wykazemy, ze G jest odwzorowaniem wyzszego rzedu. Niech e
bedzie liczbg dodatnig. Wybierzmy liczbe dodatnig & w taki sposéb, by

3
dl J,
’f( )| Je max{l Cm} a ’S’ Co
gdzie cm::/ s)ds. Wtedy dla dowolnego podzialu 0 =ty < t; < ... <t, =1
przedziatu oraz ustalonego A > 0 takiego, ze € ||z — y|, < A mamy

> (A G@)(E) — G)(t) — Gla) (i) + Gly)(ti)])

<3 o(A [kt 5) — kit L7 (s) — Fly(s))lds)

<> [ o(Ocomax(t, e h) e e — yll 57 () — bltir, )]s
<[ Zl¢((maX{1,cm})1191|k;(ti,s) ~k{ti1,)] )

¢
< s)ds = ——— < 1,
max{1, cm}/ 5= max{1, ¢y}

oile z,y € B4(0,0). A zatem dla z,y € By(0, ), otrzymujemy
IG() ~ G, = nf {3 > 0 vary (A [G(2) ~ Gw))) < 1} < < e — .

co pokazuje, ze GG jest odwzorowaniem wyzszego rzedu i tym samym konczy dowod

twierdzenia. OJ

3.3. ODWZOROWANIA WYZSZEGO RZEDU W PRZESTRZENIACH
FUNKCJI PRAWIE OKRESOWYCH

Celem tego krotkiego paragrafu jest scharakteryzowanie autonomicznych operatordw
superpozycji, bedacych odwzorowaniami wyzszego rzedu, ktore dziataja w prze-

strzeniach funkcji prawie okresowych réznych typow.

Whiosek 3.1 ([25, Corollary 2 oraz Corollary 3]). Niech X bedzie jedng z ponizszych
przestrzeni AP(R), BAA(R), LAB,(R), AAP(R), PAP(R) oraz niech F: X — X
bedzie autonomicznym operatorem superpozycji, generowanym przez funkcje cigglq
f: R — R. Operator F' jest odwzorowaniem wyzszego rzedu wtedy 1 tylko wtedy, gdy
funkcja f jest wyzszego rzedu.
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Dowdd. Zauwazmy, ze przestrzen X rozwazana z normg supremalng spetnia za-
tozenia Twierdzenia 3.2 (por. Paragraf 1.5). Ponadto, na mocy Twierdzenia 1.5,
autonomiczny operator superpozycji F' jest dobrze zdefiniowany, tzn. dziata w prze-
strzeni X. Tym samym, na mocy Twierdzenia 3.2, F' jest odwzorowaniem wyzszego
rzedu wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest wyzszego rzedu. By zakonczy¢ dowod
w przypadku przestrzeni (AAP(R), ||| 44p) Wystarczy powotaé sie na Lemat 3.1
oraz Uwage 1.19. [

Zwroémy uwage, ze z Wniosku 3.1 wynika, iz w klasie autonomicznych ope-
ratoréow superpozycji, dziatajacych w przestrzeniach funkcji prawie okresowych
i generowanych przez funkcje ciagte, podklasa odwzorowan wyzszego rzedu jest
catkowicie wyznaczona przez klase funkcji ciggtych wyzszego rzedu o wartosciach

rzeczywistych okreslonych na R.



R0OzDZIAL 4

7ZASTOSOWANIA DO TEORII ROWNAN
ROZNICZKOWYCH ORAZ CALKOWYCH

Glownym celem tego rozdziatu jest zaprezentowanie przyktadowych zastosowan
omoéwionych w niniejszej rozprawie twierdzen o punktach statych do badania ist-
nienia oraz jedynosci rozwigzan liniowych oraz nieliniowych réwnan rézniczkowych
i catkowych.

W Paragrafie 4.1 zajmiemy sie tzw. uogélnionym réwnaniem Fredholma drugiego
rodzaju, ktore bedziemy rozwaza¢ w przestrzeni Hilberta funkcji catkowalnych
w sensie Lebesgue’a z kwadratem.

W Paragrafie 4.2 wykazemy, iz przy pewnych zatozeniach, nieliniowe rownanie
catkowe Hammersteina posiada ciagte rozwiazania dodatnie.

Paragraf 4.3 poswiecimy badaniu kilku rownan rézniczkowych i catkowych w prze-
strzeniach funkcji prawie okresowych réznych typoéw. W szczegélnosci zajmiemy sie
nieliniowym réwnaniem catkowym Hammersteina z zaburzeniem, a takze liniowym
oraz semi-liniowym réwnaniem rézniczkowym.

Celem ostatniego paragrafu bedzie omdéwienie zagadnienia istnienia oraz jedy-
nosci rozwigzan, bedacych funkcjami o ograniczonej ¢-wariacji, dla mieszanego
rownania Volterry-Fredholma oraz nieliniowego rownania catkowego Hammersteina

7 zaburzeniem.

4.1. UOGOLNIONE ROWNANIE FREDHOLMA

W niniejszym paragrafie zajmiemy sie badaniem istnienia oraz jedynosci rozwiazan

dla tzw. uogdlnionego réwnania Fredholma drugiego rodzaju

f+A i k(91 00) ) iom = @, (4.1)
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ktore rozwazaé bedziemy w rzeczywistej przestrzeni Hilberta L?[a, b], gdzie a,b € R
oraz a < b. Dodajmy, ze w rownaniu (4.1) (-,-) oznacza iloczyn skalarny, A € R,
f:a,b] = Roraz k,: R — R (n € N) sa danymi funkcjami, (¢, )nen jest zupelnym
uktadem ortonormalnym w przestrzeni L*[a, b], a zbieznos¢ szeregu rozumiana jest
w sensie normy ||-||,. (W dalszej czeSci tego paragrafu bedziemy rozwazaé zaréwno
szeregi liczbowe, jak réwniez szeregi funkcji bedacych elementami przestrzeni L?|a, b].
Nie bedziemy jednak za kazdym razem zaznacza¢ w jakim sensie nalezy rozumieé
zbieznosé danego szeregu, gdyz bedzie to zawsze wynikaé z kontekstu.)

Motywacje do rozpatrywania rownania (4.1) ptyna z teorii liniowych réwnan
Fredholma, tj. rownan catkowych postaci

ft)+ )\/ab k(t,s)p(s)ds = p(t) dla p.w. t € [a, ], (4.2)

gdzie A\ € R oraz f € L?[a,b]. Przypomnijmy bowiem, ze jezeli jadro k: [a,b] x
[a,b] — R jest catkowalne w sensie Lebesgue’a z kwadratem oraz hermitowskie,
tzn. k(t,s) = k(s,t) dla p.w. t, s € [a, ], to liniowy operator catkowy K: L*[a,b] —
L?[a, b] wyznaczony przez jadro k jest samosprzezony oraz zwarty, a zatem na mocy
twierdzenia spektralnego (zob. [73, Theorem 4.15, s. 109]) mozna go przedstawi¢
W postaci .
Ky = Zlun<s0,1/)n>¢n dla ¢ € L?[a, ],

gdzie (pn)nen jest ciagiem niezerowych wartosci wlasnych operatora K, a (¢, )nen
ciagiem funkcji wlasnych odpowiadajacych wartosciom p,. (Oczywiscie, powyzsza
suma moze by¢ skonczona, jezeli operator catkowy K posiada jedynie skonczenie
wiele wartosci wlasnych.) Réwnanie (4.2) mozna zatem przepisa¢ w nastepujacej
postaci

FANS () )0 = .
n=1

gdzie funkcje u,, : R — R okreslone sg wzorami u, (t) = u,t dlat € R. Stad (4.2) moz-
na traktowacé jako szczegdlny przypadek réwnania (4.1). Dodajmy, iz o ile w przypad-
ku liniowych réwnan Fredholma zawsze zachodzi réwnosé inf, ey infeg|ul ()| = 0,
gdyZz (fin)nen € I? (zob. [73, Theorem 4.19, s. 120]), o tyle w dalszych rozwaza-
niach zainteresowani bedziemy sytuacja przeciwna, tzn. bedziemy zaktadaé, ze
infey infyer |k, (1)] = & > 0.

Twierdzenie 4.1 ([26, ss. 131-133]). Zalézmy, ze (ky)nen, gdzie k,: R — R, jest

ciggiem funkcjyi spetniajgcych nastepujoce warunki:

(i) dla kazdego n € N funkcja k,, jest rozniczkowalna w sposdb ciggly na R oraz

k,(0) = 0;

(i) infnen infrer|k,(t)] > £ > 0.
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Jezeli |\k| > 1, to dla kazdego f € L*[a,b] réwnanie (4.1) posiada dokladnie jedno
rozwigzanie w klasie funkcji catkowalnych (w sensie Lebesgque’a) z kwadratem na

przedziale [a, b).

Dowdd. Na wstepie wykazemy, ze funkcje k, sa suriekcjami na R. Niech n € N.
Zauwazmy, ze bez straty ogélnosci, mozemy zaltozyé¢, iz k! (t) > k dla wszystkich
t € R. Stad dla t > 0 otrzymujemy

t
k(1) = / K (s)ds > wt
0

oraz, rozumujac analogicznie, k,(t) < kt dla t < 0, co dowodzi suriektywnosci
funkcji k,. Wtedy oczywiscie funkcja odwrotna k,': R — R istnieje dla kazdego
n € N.

Pokazemy teraz, ze dowolna funkcja g € L?|[a, b] spelnia nastepujacy warunek

2\%1((9,%))!2 < Foo.
Dla kazdego n > 2 mamy
ikt ({9, 0m) )| = sk ({9 00)) = K (01, 00|
ki (0) || (49 20)) = ki ({601, 0m)) |

= |k o k" ((g, gon>) — kno k;1(<s01, son>)\

N

Y

= [(9:¢n) = (p1,00)| = |(g,0m)

gdzie 6, € R jest liczba wybrana zgodnie z twierdzeniem Lagrange’a o wartosci

sredniej, a zatem
Skt (oea)[” <5 Slta e <40

Zdefiniujmy nastepujace zbiory

A::{cp € Lyla,b] : i‘kn(<§07$@n>)‘2 < +oo}

oraz

B:={¢ € Lya,b] : i!krf@*(s& — I, wn>)\2 < +oo}.

Zauwazmy, ze A # (), gdyz na przyktad p; € A. Ponadto, z powyzszego rozumowania
wynika, ze B = L?[a,b]. W szczegdlnosci, zbiér B jest zupelny w normie ||-||, oraz
ACB.
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Rozwazmy odwzorowanie K,: A — B dane wzorem
Kx(p) f+A§:k(wwnﬁ%
Wykazemy, ze odwzorowanie K jest suriekcja. Dla g € B niech

i ( (g9 — f,SOn>) Pn-

Poniewaz

w0k (A g = fron))| = N Mo — fon)|  dlaneN,

wiec v € A. Ponadto
Kkh?zf*+kﬁik(:§:kl( (g — fwmﬁwm#%ﬁwn
n=1 m=1
=f+A§§%OMfQ”@—fmmﬁ%
n=1

=f+9-f=g

Dla dowolnego ¢, 9 € A, na mocy réwnosci Parsevala (zob. [86, s. 86]) oraz
zalozenia (ii), otrzymujemy

I263() = K = I 3l (G2r00d) = (10 00)

K00 [(0 o) — (00|

=P
n=1
> |l z\ 0y 0m) — (W, 0m)| = Ml o — w12,

gdzie 6, € R jest liczba wybrana zgodnie z twierdzeniem Lagrange’a o wartosci
sredniej. Stad
KA (0) = Kx(D)lly = [Asl lle =l

czyli odwzorowanie K jest silnie rozszerzajace. Na mocy Twierdzenia 2.3 odwzo-
rowanie K posiada doktadnie jeden punkt staly w przestrzeni L?[a,b], a zatem
réwnanie (4.1) ma dokladnie jedno rozwiazanie catkowalne z kwadratem na prze-

dziale [a, b]. O

Uwaga 4.1. Jezeli przez p* € L*[a, b] oznaczymy jedyny punkt staly odwzorowania
K, to wobec dowodu Twierdzenia 2.3 mamy ¢* = lim,, o, K, "(f) w normie [|-||,,

gdzie K™ oznacza n-ta iteracje odwzorowania K *
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Uwaga 4.2. W ogdlnosci A # Ly(a,b). Istotnie, niech &,:=n""! dla n € N. Wtedy
(&n)nen € Lo oraz oczywiscie ¢ = Y00, £, € Lala, b], jednakze jezeli potozymy
k,(t) =nt dlat € R, to (kn(ﬁn))neN ¢ I, mimo, iz ciag (kn)nen spelnia zatozenia
Twierdzenia 4.1.

Przyktad 4.1. Rozwazmy ciag (kp)nen funkcji k,: R — R danych wzorami &, (t) =
knt+e' —1dlat € R, gdzie inf, ey K, > k > 0. Latwo sprawdzié¢, iz cigg ten spelnia
zatozenia Twierdzenia 4.1.

4.2. NIELINIOWE ROWNANIE CALKOWE HAMMERSTEINA
W PRZESTRZENI FUNKCJI CIAGLYCH

Niech €2 bedzie ograniczonym oraz otwartym podzbiorem R", gdzie n € N. Rozwazmy

nastepujace nieliniowe rownanie catkowe Hammersteina

Adwzﬁgﬁﬁﬁ@w@Wh, teq, (4.3)

gdzie k: O xQ — R, i f: QxR — R, s funkcjami cigglymi, natomiast \ jest nie-
zerowq liczba rzeczywista. Dodatnim rozwiazaniem réwnania (4.3) nazywamy pare
(A, ), gdzie X jest liczba dodatnia, a x:  — R jest funkcja ciagla spelniajaca (4.3)
taka, ze z(t) > 0 dla kazdego ¢ € (.

Inspirowani wynikami R. W. Leggetta i L. R. Williamsa pochodzacymi z pra-
cy [b5], wykazemy teraz nastepujace

Twierdzenie 4.2. Niech ) bedzie ograniczonym oraz otwartym podzbiorem R™ oraz
niech Qy C Q bedzie zbiorem domknietym dodatniej miary Lebesque’a. Zaléimy
ponadto, Ze funkcje k: Q x Q — R, i f: Q x [0,7] — R, gdzie r > 0, sq ciggle.
Jezeli istniejq liczby dodatnie 01,02, m takie, ze

(i) / k(t,s)dt > 01 dla kazdego s € Qo;
Qo

(ii) / k(t,s)dt > dok(u, s) dla wszystkich (u,s) € Q x Q;
Qo

(iii) f(t,7) > 0, jezeli m(meas Q)P < & <1 oraz t € Qq, gdzie p > 1;
(iv) 0 < m < rdy(meas Q) "V, gdzie p™* +q7 ' =1,

to rownanie (4.3) posiada takie dodatnie rozwigzanie (A, x), Ze

(@pm%§wzm
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W dowodzie Twierdzenia 4.2 skorzystamy z ponizszego faktu, bedacego prosta

konsekwencjg nieréwnosci Holdera.

Stwierdzenie 4.1 (por. [65, Twierdzenie 6.10, s. 54]). Niech (X, X, ) bedzie
przestrzeniq z miarg skonczong. Jezeli 1 < py < py < 400, to

1/p2

(i fosoran) " < (i foman) ™ aw ez,

gdzie LP*(X, X, 1) oznacza przestrzeri Banacha (klas) funkcji o wartosciach rzeczy-

wistych catkowalnych z potegq ps wzgledem miary p na X.

Dowod Twierdzenia 4.2. Niech

C::{x € C(Q) : z(t) > 0 dla kazdego t € Q oraz / z(t)dt > by Ha:HOO}
Q

0
oraz niech ciagta seminorma |-|: C'(Q2) — R, bedzie zdefiniowana nastepujacym

wzorei

1/p
|| = (/Qo|x(t)|pdt> dla 2 € C(Q).

Zauwazmy, iz zbiér C' jest stozkiem w przestrzeni C'(€2), a ponadto C Nker|-| = {0}.
Istotnie, jezeli |z]| =0 dla z € C, to x(t) = 0 dla p.w. t € o, a zatem z definicji
zbioru C' wynika, ze ||z|| ., = 0. W konsekwencji z(t) = 0 dla t € Q.

Zalbézmy teraz, ze x € C. Wtedy ze Stwierdzenia 4.1 otrzymujemy

Qo

1/p
|x|:< / [x(t)]pdt> > (meas )~/ / 2(t)dt > (meas Qo) 76, ||z,
Qo

co pokazuje, iz zalozenie (ii) Twierdzenia 2.10 jest spelnione, jezeli przyjmiemy
M:=(meas )"/, .
Niech odwzorowanie F': C(0,7) — C(Q) bedzie dane wzorem

F(2)(t) :/ﬁkr(t, $)f(s,x(s))ds,  teq.

Oczywiscie odwzorowanie F jest poprawnie okreslone, tzn. F'(z) € C(2) dla kazdego
z € C(Q). Pokazemy teraz, ze F' jest odwzorowaniem zwartym (zob. Definicja 2.2).
Poniewaz odwzorowanie F jest ciggle, wiec wobec twierdzenia Arzeli-Ascolego
(zob. [65, Twierdzenie 9.15]) wystarczy wykazaé, iz dla dowolnego ciagu (x,,)nen
elementow zbioru C(0,7) ciag (Yn)nen, gdzie y,:=F(z,) dla n € N| jest ograniczony
oraz jednakowo ciagty.

Poniewaz funkcje f, k sa ciagle, wiec

1Ynlloo = Suy/ﬁk(ta $)f(s,2n(s))ds <measQ |Ik]| | fll dlaneN.

teQ)
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Ponadto, wobec jednostajnej cigglosci funkcji k, dla danego ¢ > 0 istnieje § > 0
takie, ze |k(t, s) — k(7, s)| < € dla wszystkich s,t,7 € Q, oile ||t — T||g. < J. Zatem

[4n(t) = yn(T)] < /ﬁlk(t, s) = k(7,9)[f (s, 2n(s))ds < emeas Q [ f]|

dla wszystkich n € N oraz ¢, 7 € Q takich, ze ||t — 7||g. < 9, co dowodzi jednakowej
ciaglosci ciagu (Y )nen-

By wykazaé, iz F' jest odwzorowaniem dodatnim, tzn. odwzorowaniem prze-
ksztalcajacym zbior C'(0,r) w stozek C', ustalmy x € C(0,r). Poniewaz funkcje f,k
przyjmuja wartosci nieujemne, wiec F(x)(t) > 0 dla kazdego t € Q. Co wiecej, na
mocy zalozenia (ii), dla dowolnego u € § otrzymujemy

/QOF(J;)(t)dt_/QO/Qk(t, s)f(s,x(s))dsdt—/g[/gok(t, s)dt] F(s, 2(s))ds

> 52/ k(u, s)f(s,z(s))ds = 6 F(x)(u),

Q

(4.4)

co dowodzi, iz F' odwzorowuje C(0,7) w C'.
Dla ustalonego s € € niech u € €y bedzie takie, ze k(u, s) = maxicq, k(t, s).
Wtedy, na mocy zalozenia (ii), otrzymujemy

meas g - k(u, s) > / k(t,s)dt > d2k(u, s),

Qo

co dowodzi, ze dy < meas()y. (Zauwazmy, ze wobec zalozenia (i), dla kazdego
s € Qg funkcja t — k(t, s) nie jest tozsamosciowo réwna zero na zbiorze €)y.) Zatem
definiujac funkcje x: Q — R wzorem z(t) = m(meas) "7 dla t € Q mamy
z(t) < r0y(meas Q) ~/P~19 L r oraz

m
=0p— < t)dt.
%2 [[#oc = 02 (meas Q) 1/» /Qo z(t)

Tym samym x € C(0,r) oraz |z| = m.

Na zakonczenie wykazemy, ze odwzorowanie F' oraz seminorma |-| spelniaja
zatozenie (iv) Twierdzenia 2.10. Przypusémy, ze x € C(0,r) oraz |x| = m. Poniewaz
09 < meas )y, wiec przedzial [m(meas Qo) 1P, r} jest niepusty. Z cigglosci funkcji f
i zalozenia (iii) wynika wiec, iz istnieja takie state 0 < ¢ < 1 orazn > 0, zef(t,x) > n
jezeli t € Qy oraz ¥Ym(meas )~ /P < 2 < r. Niech

lez{t € Qo : x(t) > Ym(meas Qo)_l/p}.

Wtedy
mp:/ xtpdt:/ x(t)[Pdt + z(t)]|Pdt
[ tpa = [ feoPat+ [ (o)
Doy P
< rP meas () + l(llim(meas p — meas Ql> < rPmeas ) + ¥PmP,
meas 2
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a zatem mP(1 — 97) < rP meas(); i w konsekwencji meas 2y > 0. Stad
1/p
|F(z)| = ( / [F(:c)(t)]pdt> > (meas )~/ / F(z)(t)dt
QO QO

Q

= (meas QO)_I/Q/i [/Qo k(t, s)dt] f(s,z(s))ds

> d1(meas Qo)_l/q/ f(s,z(s))ds > §;mmeas Q; (meas Q) ~/9=:6 > 0.

1951

By zakonczy¢ dowdd wystarczy zastosowaé Twierdzenie 2.10. [

Uwaga 4.3. Zauwazmy, iz dla p = 1 oraz ¢ = 400 Twierdzenie 4.2 jest takze
prawdziwe (przyjmujemy wtedy (meas ) ~'/%:=1), a zatem jest ono uogélnieniem
wyniku R. W. Leggetta oraz L. R. Williamsa (zob. [55, Theorem 2]).

Uwaga 4.4. Twierdzenie 4.2 uogdlnia rowniez, na przypadek odwzorowan nieli-
niowych, klasyczny wynik R. Jentzscha (zob. [50]) méwiacy, iz liniowy operator
catkowy X

Kx(t) = /0 k(t,s)z(s)ds, t€0,1], z € C0, 1],

generowany przez funkcje ciagla k: [0,1] x [0,1] — (0,+400) posiada dodatnia
wartos¢ wlasna, ktora odpowiada pewnej dodatniej funkcji wtasnej y € C0, 1].

Okazuje sie, iz w przypadku, gdy funkcja f przyjmuje wytacznie wartosci dodat-
nie, a miara zbioru 2y jest odpowiednio mata, mozna nie tylko wykaza¢ istnienie
rozwiazan dodatnich réwnania (4.3), ale takze otrzymaé¢ pewne dodatkowe informa-

cje dotyczace liczebnosci zbioru rozwigzan.

Twierdzenie 4.3. Niech ) bedzie ograniczonym oraz otwartym podzbiorem R™
oraz niech Qg C Q bedzie takim zbiorem domknigtym, ze meas$y € (0,1). Zalézmy
ponadto, Ze funkcje k: QxQ — Ry, f: Qx[0,7] — (0,+00), gdzier > 0, sq ciggle.
Jezeli istniejq liczby dodatnie 61,02, m spelniajgce nastepujgce warunki:

(i) / k(t,s)dt > 01 dla kazdego s € Qo;
Qo

(ii) / k(t,s)dt > 6ok(u, s) dla wszystkich (u,s) € Q x Q;
Qo

(iii) 0 < m < 7dy(meas Q) =4, gdzie g > 1,

to réwnanie (4.3) posiada nieskoticzenie wiele rozwigzarn dodatnich (A, x,), gdzie
a € (p,+00) oraz p~' +q ' =1 takich, ze

([, fraorae) R
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Dowdd. Niech a € (p,+00) oraz niech b bedzie wyktadnikiem sprzezonym z a, tzn.
a ' +b1 =1 Wtedy b € (1,q) oraz

0 < m < rdy(meas Q) 9 < rdy(meas Q) /2.

Stad, na mocy Twierdzenia 4.2, istnieje takie dodatnie rozwiazanie (\,, z,) rownania

(4.3), 7 1
( /Q 0 [xa(t)]“dt> -

Zauwazmy ponadto, iz x4, # Z4,, 0 ile a; # as. Gdyby bowiem z,, = x,, =«
dla a; < ag, to na podstawie Stwierdzenia 4.1 otrzymalibysmy

</QO[$(t)]a2dt> 1/az _ (/QO [z(t>]a1dt> 1/a < meas g1 </QO [x(t)]@dt) 1as

i w konsekwencji
1 < (meas Q) /a1,

co przeczytoby zatozeniu, ze meas )y < 1. [

Nastepujacy wynik pokazuje, iz zalozenia (i) oraz (ii) Twierdzenia 4.2 i Twier-
dzenia 4.3 spetnione sg dla szerokiej klasy jader.

Stwierdzenie 4.2 (por. [55, Corollary 1]). Niech Q bedzie ograniczonym oraz
otwartym podzbiorem R™ oraz niech Qg C Q bedzie zbiorem domknietym dodatniej
miary Lebesque’a. Zaléimy ponadto, Ze funkcja k: Q x Q — R, jest ciggla. Jezeli
istniejq funkcje ciggle hyi, he, hs: Q — R, takie, ze

(i) hi(t) > 0 oraz hs(t) > 0 dlat € Qp;
(i) hi(t)hs(s) < k(t,s) < ho(t)hs(s) dla (t,s) € Q x Q,
to jadro k spelnia zalozenia (i) oraz (ii) Twierdzenia 4.2 i Twierdzenia 4.3.

Dowdd. Dla s € {2y mamy

/QO k(t, s)dt > /Q B (£ h(s)dt = ha(s) /Q ha(t)dt > min hy(s) /Q ha(t)dt > 0,

s€Qo

a zatem warunek (i) zachodzi z 0,:= Hel%)n hs(s) / hy(t)dt. Ponadto, dla dowolnych
S 0 Qo

hq(t)dt
:/QO (1)
[hall o + 1

u, s € Q oraz

52:
otrzymujemy
/ k(t, s)dt > hy(s) / ha()dt > 6, holl. ha(s) > Saha(u)hs(s) > dak(u, 5),
Qo Q0

co konczy dowdd. O]
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Przyktad 4.2 ([55, Remark 1]). Niech Q:=[0,1] i ©:=0, 1] oraz rozwazmy jadro
k:10,1] x [0,1] — R, dane wzorem k(t,s) = |t — s|. Zauwazmy, ze funkcja k nie
spelnia zalozeni Stwierdzenia 4.2, gdyz k(¢,t) = 0 dla t € [0, 1], a wiec funkcje hy, hs
o zadanych wlasnos$ciach nie moga istnie¢. Poniewaz jednak dla dowolnego s € [0, 1]

mamy

1 1 s 1 1 1
/ k:(t,s)dt:/ |t—s|dt:/(s—t)dt+/(t—s)dt:sQ—s+—>—,
0 0 0 s 274

wiec funkcja k spetnia zalozenia (i) oraz (ii) Twierdzenia 4.2.

Na zakoniczenie niniejszego paragrafu zaprezentujemy przyktad ilustrujacy Twier-
dzenie 4.2, dotyczacy pewnego zagadnienia brzegowego. Przyktad ten rozszerza
wynik Leggetta i Williamsa (zob. [55, ss. 253-254]), ktéry otrzymujemy przyjmujac
p =1 oraz q = +o0.

Przyklad 4.3. Niech r bedzie liczba dodatnia. Rozwazmy nieliniowe rownanie

rozniczkowe

—a"(t) = Mf(ta(t),  telo,1] (4.5)

z warunkami brzegowymi
z(0) =2'(1) = 0, (4.6)
gdzie A € R oraz f: [0,1] x [0,7] — R jest funkcja ciagla.
Mozna tatwo sprawdzi¢, iz réwnanie (4.5)-(4.6) jest réwnowazne z nastepujacym

rOwnaniem catkowym

an:AAVﬁﬁﬁ@@@Wm te o1, (A7)
gdzie k: [0,1] x [0,1] — R, oraz

t dlat<s,

k(t,s) =
(t:5) s dlat > s.

Innymi stowy kazde rozwiazanie zagadnienia (4.5)-(4.6), tj. funkcja z: [0, 1] — [0, 7]
dwukrotnie r6zniczkowalna w sposéb ciagly, ktora spelia (4.5)-(4.6), jest ciagltym
rozwiazaniem réwnania (4.7) i odwrotnie.

Zatézmy, ze funkcja f przyjmuje wylacznie wartosci nieujemne i f(1,7) > 0.
Istnieje zatem taka stata 0 < ¢ < 1, ze f(t,z) >0 dlac<t<lorazer <z <r.
Udowodnimy, ze réwnanie (4.7) posiada dodatnie rozwigzanie (A~!, x) spetniajace

(12 o) =re “8)

warunek
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gdzie p > 1. Potézmy

:=0,1], Qo:=[c, 1], 61 = da:=c(1 —¢), mi=rc(1 — ¢)V/?.

Jezeli s € [c, 1], to
1 s 1 1 1
/ k(t,s)dt = / tdt +/ sdt = s — 582 - 502 >c(l—c) =01 > 6k(u,s) (4.9)

dla u € [0,1], a zatem jadro k spelnia zatozenie (i) Twierdzenia 4.2. Ponadto, jezeli
s €10,¢], to

/1 k(t,s)dt = /1 sdt = (1 —¢)s > ¢(l —¢)s = dok(u,s), we€l0,1].  (4.10)

Wobec tego z (4.9) oraz (4.10) wynika, ze k spelnia réwniez zatozenie (ii) Twierdze-

nia 4.2. Zauwazmy, iz

m = 1y (meas Q) "1/ oraz m(meas Qo) VP = re,

1

gdzie p~! + ¢~ = 1, co dowodzi, ze funkcja f spetnia zaltozenia (iii)-(iv) Twierdze-

nia 4.2. Tym samym réwnanie (4.7) posiada dodatnie rozwiazanie, ktére dodatkowo

spelia warunek (4.8).

4.3. NIELINIOWE ROWNANIA ROZNICZKOWE ORAZ CALKOWE
W PRZESTRZENIACH FUNKCJI PRAWIE OKRESOWYCH

Niniejszy paragraf poswiecimy omoéwieniu zagadnienia istnienia rozwigzan liniowych
oraz nieliniowych réwnan rézniczkowych i catkowych w przestrzeniach funkcji prawie
okresowych takich jak: BAA(R), LAP,(R) oraz PAP(R). W tym miejscu warto
wspomnie¢, iz dodatkowe informacje dotyczace zastosowan funkcji prawie okresowych

w teorii réwnan rézniczkowych oraz catkowych mozna znalezé w monografiach [35,

41,56,57,68,69, 71].

4.3.1. NIELINIOWE ROWNANIE CALKOWE HAMMERSTEINA 7 ZABURZENIEM
W PRZESTRZENI PAP(R). Rozwazmy nieliniowe réwnanie catkowe Hammersteina

z zaburzeniem
1
£(t) = g(t) + G()(t) + [ K(t.5)f(s,x(s)ds,  tER  (411)
0
oraz przyjmijmy nastepujace zatozenia:

1° g € PAP(R);
2° G: PAP(R) — PAP(R) jest odwzorowaniem wyzszego rzedu i G(0) = 0;
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3° jadro k: R x [0,1] — R mozna przedstawi¢ w postaci k = ¢ + 1, gdzie funkcje
@, ¥: R x[0,1] — R sg ciagle oraz speliaja warunki:

(i) kazdy ciag (t,)nen liczb rzeczywistych posiada podciag (t,,, )men taki,
ze granica lim,, ., ¢(t + t,,, , s) istnieje jednostajnie wzgledem (t, s) €
R x [0, 1];

N1 I :
(ii) TEI}:IOO T 7T\w(t, s)|dt = 0 dla kazdego ustalonego s € [0, 1];

4° funkcja k jest ograniczona na R x [0, 1];

5° funkcja f: [0,1] x R — R jest ciagla oraz spetnia warunek Lipschitza ze wzgle-
du na drugg zmienna jednostajnie wzgledem pierwszej zmiennej, tj. istnieje

taka liczba dodatnia L, ze

|f(t,u) — f(t,v)] < Llu —v| dla wszystkich u,v € R, ¢t € [0,1];

6° f(t,0) = 0 dla kazdego t € [0, 1];
™ L-|k||l, <1

W dowodzie gtéwnego wyniku niniejszego paragrafu — Twierdzenia 4.4 —skorzy-
stamy z abstrakcyjnego lematu Gronwalla (zob. Twierdzenie 1.1), a takze z serii
nastepujacych lematow.

Lemat 4.1 (|25, Lemma 5]). Funkcje ¢, ¥: R x [0,1] — R sq¢ ograniczone.

Dowdd. Niech (t,s) € R x [0,1]. Z zalozenia 3° (i) oraz Twierdzenia 1.2 wynika,
ze funkcja 7 — @(7,s) dla 7 € R jest prawie okresowa, a wiec w szczegélnosci
ograniczona (zob. Uwaga 1.10). Tym samym, wobec 4°, réwniez funkcja 7 +—
(T, s) jest ograniczona, a zatem funkcja 7 — k(7,s) jest pseudo prawie okresowa.
7 Twierdzenia 1.4 otrzymujemy

|o(t, 8)| < suplk(t, 5)| < [kl
teR

oraz
el = sup{lo(t, )] : (t,5) € R x [0, 1]} < [Jbll..
Stad
[Vlloe < llelloe + 1l < 21Kl - a

Lemat 4.2 (25, Lemma 6]). Odwzorowanie F' zdefiniowane wzorem
1
F(x)(t) = / k(t,s)f(s,x(s))ds, r € PAP(R), t € R, (4.12)
0

dziata w przestrzeni PAP(R).
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Dowdd. Niech x € PAP(R). Pokazemy, ze funkcje

@(t)::/ol o(t,s)f(s,z(s))ds oraz \Il(zf)::/o1 W(t,s)f(s,xz(s))ds dlateR

sa odpowiednio czescia gtéwna oraz czescia ergodyczna funkeji F(x).

7 ograniczono$ci funkcji pseudo prawie okresowej wynika, ze
N(:U)::sup{‘f(s,x(s))‘ s €0, 1]} < +o00,

a zatem na mocy Lematu 4.1, funkcje ® oraz ¥ sg ograniczone. Oczywiscie, funkcje
te sa réwniez ciagle, wiec &, ¥ € BC(R).
Jezeli (T),)nen jest dowolnym ciagiem liczb dodatnich rozbieznym do nieskonczo-

nosci, to oznaczajac

1 [Tw
(=57 [

dla kazdego s € [0, 1] mamy: lim,,_. V,(s) = 0 oraz ‘\Pn(s)‘ < 2|kl dlan e N.
Stad, na mocy twierdzenia Fubiniego oraz twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci

Wit s)\dt, dla s € [0, 1],

zmajoryzowanej, otrzymujemy

< lim —— o7, /Tn (t)‘dt nh_)ngo—/ / ‘w (t,s)f(s,z( ’dsdt

' 1/ 1 /Tn
< NG, | (QT/T d

1

= N(x)- lim [ W,(s)ds

n—oo 0

t, s)‘dt) ds

1
= N(x)- [ lim U,(s)ds =0,

0 n—oo

co dowodzi, ze funkcja W jest ergodyczna.

Pokazemy teraz, ze funkcja ® jest prawie okresowa. Niech (t,),en bedzie dowol-
nym ciggiem liczb rzeczywistych. Na mocy zatozenia 3° (i) istnieje podciag (¢, )men
o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnego € > 0 istnieje n(e) € N takie, ze

‘gp(t +tn,,8) — ot +tn,,, s)‘ < e dla wszystkich I,m > n(e) i (t,s) € R x [0, 1].

Stad, dla I,m > n(N(z)™'e) otrzymujemy

Sup‘q) (t+tn,) — P(t+ tn,, ‘ = sup /01 {go(t +tn, S) — ot +t,,, S)V(s, z(s))ds

teR teR

sup/ ’@tthnl, 90(t+tnm,s)‘d5<€
teR

co, w potaczeniu z Twierdzeniem 1.2, dowodzi prawie okresowosci funkcji ® i zarazem

konczy dowdd. O]
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Lemat 4.3 ([25]). Dla dowolnego g € PAP(R) nieliniowe réwnanie calkowe Ham-

mersteina
x@):g@y+A k(t,s)f(s,2(s))ds, tER, (4.13)

posiada doktadnie jedno pseudo prawie okresowe rozwigzanie x,.

Dowdd. Wobec Lematu 4.2 odwzorowanie F' zdefiniowane wzorem (4.12) przeksztal-
ca przestrzen PAP(R) w siebie. Ponadto, na mocy zatozeni 5° oraz 7°, odwzorowanie
to jest kontrakcja, a zatem dla dowolnego g € PAP(R) réwnanie (4.13) posiada
dokladnie jedno rozwigzanie z, € PAP(R). O

Lemat 4.4 ([25, Lemma 7]). Odwzorowanie T': PAP(R) — PAP(R), zdefiniowane

wzorem T'(g) = x,, spetnia warunek Lipschitza oraz T'(0) = 0.

Dowdd. Poniewaz réwnanie (4.13) dla dowolnego g € PAP(R) posiada doktadnie

jedno rozwigzanie, z zalozenia 6° otrzymujemy
1
Oz/kﬁ@ﬁ@ﬁm& teR.
0

Stad 7'(0) = 0.
By udowodnié, ze odwzorowanie T spetnia warunek Lipschitza skorzystamy

z Twierdzenia 1.1. Przez S oznaczmy operator liniowy okreslony wzorem
1
Sz(t)=1L- / |k(t, s)|z(s)ds dla t € R oraz z € BC(R).
0

Mozna tatwo pokazaé, ze operator S jest dodatni oraz dziatla w przestrzeni BC(R).
Poniewaz [|S|| < L - ||k|| ., wiec z 7° wynika, ze ry(S) < ||S]| < 1. Ponadto, jezeli c

jest nieujemng liczbg rzeczywistg, to rozwigzanie réwnania
y(t) = c+ Sy(t), t eR, (4.14)

dane jest wzorem
o0 1
y(t):=c- (1 + Z/ ky(t, s)ds),
n=1 0

gdzie

1
ki(t,s):=L|k(t,s)| oraz kn+1(t,3)::/ ki(t, 7))k, (7, s)dT dlan > 0.

0

[stotnie, poniewaz operator liniowy S jest kontrakcja, wiec rozwigzanie réwna-

nia (4.14) wyraza sie¢ szeregiem Neumanna

y(t) =c+ i S"c(t),
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przy czym szereg ten jest zbiezny jednostajnie wzgledem ¢ € R, a ponadto
Sme(t) = 0/01 ka(t,s)ds  dlateRorazn e N.
Stad, jezeli g,h € PAP(R), to
g = 22(8) = g (8) = a(0)] < lg(®) — h(0)| + L+ [ k(e (s) — a(s)ds

1
<H9—Mu+ifélﬂtﬂmuﬁ—xmﬁms
= llg = hllo + Slzg — 21l (1),

a zatem na mocy Lematu 1.3 oraz Twierdzenia 1.1 otrzymujemy

0 1
n(0) = an(01 < = Wl (143 [ hulto)as) < 3l = .
n=1
gdzie

. — !
B':§E£<1+,§/o kn(t, s)ds).

Tym samym
IT(9) = T(W)lloo < Bllg = Pl - -

Twierdzenie 4.4 ([25, Theorem 15]). Przy zalozeniach 1°-7° istniejq takie liczby
dodatnie n i o, Ze dla kazdego g € Bpap(0,n) réwnanie (4.11) posiada doktadnie

jedno rozwigzanie pseudo prawie okresowe w kuli Bpap(0,0).

Dowdéd. Odwzorowanie T': PAP(R) — PAP(R) zdefiniowane wzorem 1'(g) = x,,
gdzie z, jest jedynym rozwigzaniem pseudo prawie okresowym réwnania (4.13),
spelnia zatozenia Twierdzenia 2.12 (por. Uwaga 2.9). Stad, wobec zalozenia 2°, na
mocy Twierdzenia 2.12 istnieja takie liczby dodatnie 1 oraz o, ze dla dowolnego
g € Bpap(0,n) istnieje dokladnie jeden element z* € Bpap(0,0) taki, ze z* =
T(g+ G(z*)), czyli spelniajacy réwnanie

1
z*(t) = g(t) + G(z")(t) +/ k(t,s)f(s,z"(s))ds dlat e R. O
0
Uwaga 4.5 ([25, Remark 24]). Zauwazmy, ze rozwiagzanie zerowe rownania

z(t) = G(z)(t) + /01 k(t,s)f(s,z(s))ds, teR,

jest stabilne w nastepujacym sensie: dla dostatecznie matego € > 0 istnieje taka liczba
d >0, ze jezeli g € PAP(R) oraz ||g||,, <, to réwnanie (4.11) posiada doktadnie
jedno pseudo prawie okresowe rozwiazanie z* takie, ze ||z*|| < e. Powyzszy fakt

jest bezposrednig konsekwencja dowodu Twierdzenia 2.12.
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Uwaga 4.6 ([25, Example 5]). Dowdd Lematu 4.4 oparty byt na Twierdzeniu 1.1,
czyli na tzw. abstrakcyjnym lemacie Gronwalla. W rozwazanym dowodzie moglismy

skorzysta¢ rowniez z kontrakcyjnosci odwzorowania F', gdyz oszacowanie

1

1T(g) — T'(h)| W

lg — Rl

co X

jest prosta konsekwencjg ponizszego ciggu nieréwnosci
g — 2nlloo < lg = hlloo +1F(2g) = Fzn)llo <llg = Pllog + L lIEll oo lzg — 2all -

Okazuje si¢ jednak, ze zastosowanie Twierdzeniu 1.1 prowadzi do lepszej statej

Lipschitza dla odwzorowania T'. Istotnie

o .1 o0 1
[:=sup (1 + / k’n(t,S)ds> <L+ LIS = 77—
> 2 T LTk

teR

Tym samym stata n, wystepujaca w Twierdzeniu 4.4, moze przyjmowaé wicksze
wartosci.

Przyktadowo, jezeli rozpatrzymy funkcje ¢(t,s) = ssint, (t,s) = 0 oraz
f(t,u) = Lu dla L € (0,1), ktére oczywiscie spetniaja zatozenia 3°-7°, otrzymamy
kni1(t,s) = ki(t,s) - L™(sin 1 — cos 1)™ dla wszystkich n € N oraz

5 |+ Llsint| |+ L
= su = :
teﬂ% 2 —2L(sin1 — cos 1) 2 —2L(sinl —cos1)

4.3.2. ROZWIAZANIA PRAWIE OKRESOWE W SENSIE LEVITANA DLA LINIOWYCH
ROWNAN ROZNICZKOWYCH. Rozwazmy rownanie liniowe pierwszego rzedu naste-
pujacej postaci

2'(t) = Aa(t) + f(¢), t €R, (4.15)

gdzie funkcja f: R — R jest prawie okresowa w sensie Levitana, a A € R.

Twierdzenie 4.5 ([25, Theorem 16]). Jezeli f € LAP,(R) oraz A < 0, to réw-
nanie (4.15) posiada rozwigzanie x € LAP,(R), ktére wyraZa sie nastepujgcym
wzorem

x(t) = /too A9 f(s)ds, teR. (4.16)

Dowdd. Funkcja x: R — R okre$lona wzorem (4.16) jest oczywiscie rozwiazaniem

rownania (4.15). Zauwazmy, ze x = g * f, gdzie funkcja g: R — R jest dana wzorem

eM o dlat >0,
g(t) =
0 dla t < 0.

Poniewaz g jest funkcja catkowalna w sensie Lebesgue’a na R, wiec z Twierdzenia 1.10
wynika, ze © € LAP,(R), co konczy dowdd twierdzenia. O
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Uwaga 4.7 ([25, Remark 25]). Okazuje sie, ze jednostajnie ciggle oraz ograniczone
funkcje LAP sa prawie automorficzne w sensie Bochnera (por. [5, s. 430]). Poniewaz
splot funkcji catkowalnej w sensie Lebesgue’a z funkcja mierzalng w sensie Lebesgue’a
i ograniczona jest jednostajnie ciagly oraz ograniczony (zob. [49, Theorem 21.33]),
wiec rozwigzanie réwnania (4.15) dane wzorem (4.16) nalezy do przestrzeni BAA(R).

Zanim pokazemy przyktad réwnania (4.15), ktérego rozwigzanie jest prawie auto-

morficzne w sensie Bochnera, ale nie jest prawie okresowe, udowodnimy nastepujacy

fakt.

Stwierdzenie 4.3 ([25, Proposition 6]). Niech f: R — R bedzie funkcjq ciggla
oraz ograniczong oraz niech funkcja u: R — R bedzie zdefiniowana nastepujgcym
wzorem

t
u(t) = / A9 £(5)ds, t e R,

gdzie X < 0. Wtedy wartosé $rednia M (f) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
wartosé $rednia M (u). Ponadto M(f) = —AM (u).

Dowdd. Zauwazmy, ze funkcja u jest lokalnie calkowalna (w sensie Lebesgue’a),
a zatem na mocy twierdzenia Fubiniego, dla dowolnego 7' > 0, otrzymujemy

/ 1dt = / / s)dsdt
_ / / A9 £(s)dtds + / / A9 £ (5)dtds
)\/ ds—i/_of“”s S"/

1 1 /T

Poniewaz funkcja u jest ograniczona, wiec istnienie wartosci sredniej M (f) jest
rownowazne istnieniu wartoéci sredniej M (u). Ponadto M(u) = —3M(f). O

Przyktad 4.4 ([25, Remark 26]). Niech [ € LAP,(R) bedzie funkcja skonstruowana
przez Levitana (por. [56, s. 151]), ktorej warto$¢ srednia M (1) nie istnieje. Wtedy,

na mocy Twierdzenia 4.5 oraz Uwagi 4.7, funkcja
t
u(t) = / e*tl(s)ds dlat € R,

bedaca rozwiazaniem réwnania (4.15) przy A = —1 oraz f = [, jest jednostajnie
ciagta oraz prawie automorficzna w sensie Bochnera. Funkcja u nie jest jednak
prawie okresowa, gdyz na mocy Stwierdzenia 4.3 jej wartosé¢ srednia M (u) nie
istnieje (por. Uwaga 1.20).
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Powyzszy przyktad jest Scisle zwiazany z pytaniem postawionym przez B. Basita
i H. Giinzlera (zob. [5, Open question 4., s. 436]), ktore dotyczy podania w sposéb
jawny wzoru funkcji jednostajnie ciagtej f takiej, ze f € BAA(R), ale f ¢ AP(R).

4.3.3. ROZWIAZANIA PRAWIE AUTOMORFICZNE W SENSIE BOCHNERA DLA SEMI-
LINIOWYCH ROWNAN ROZNICZKOWYCH. Rozwazmy nastepujace rownanie semi-

liniowe pierwszego rzedu
' (t) = Xx(t) + f(t,x(t)), t eR, (4.17)
gdzie f: R xR — R oraz A € R.

Twierdzenie 4.6. Zalozmy, ze ograniczona funkcja f: R x R — R spetnia naste-
pujgce warunki:

(i) dla kazdego uw € R funkcja t — f(t,u) jest prawie okresowa w sensie Levitana;

(i) ustnieje taka stata L > 0, zZe |f(t,u) — f(t,v)] < Llu — v| dla wszystkich
t,u,v € R.

Jezeli A < 0 oraz L < |\|, to rownanie (4.17) posiada dokladnie jedno rozwigzanie

prawie automorficzne w sensie Bochnera.

Dowdd. 7 Twierdzenia 1.9 wynika, ze funkcja t — f(¢,z(t)), dla t € R, nalezy
do przestrzeni LAP,(R) dla kazdej ograniczonej funkcji prawie okresowej w sensie
Levitana z: R — R. Zatem, wobec Twierdzenia 1.10, odwzorowanie F': LAP,(R) —
LAP,(R) zdefiniowane wzorem

Fa)(t) = /1t (s a(s)ds,  tER

jest dobrze okreslone (por. dow6éd Twierdzenia 4.5).
Pokazemy, ze odwzorowanie F' jest kontrakcja. Dla x,y € LAP,(R) oraz t € R

mamy
PW0 - F)0) < [ (5,050 — Flsu(s)lds
<L [ PNas) —y(s)lds < Lz —yll, [ as
- L
—W'Hfﬂ—yl\m.

Stad ||F(z) — F(y)|l., < LA ™" - |z — yl|.. Na mocy twierdzenia Banacha o kontr-
akcji, istnieje wiec doktadnie jedna funkcja z, € LAPB,(R) taka, ze

() = Flz)(t) = /_t A (s (), tER
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Wtedy oczywiscie 2/ (t) = Az.(t) + f(t,z.(t)) dla t € R. By zakonczyé¢ dowdd,
wystarczy zauwazy¢, ze x, € BAA(R) (por. Uwaga 4.7). O

Uwaga 4.8. Rownania postaci (4.15) oraz (4.17) rozwazane byly przez wielu au-
toréw; wymienimy tylko kilku z nich. A. M. Fink [41] zajmowal si¢ zagadnieniem
istnienia rozwiazan prawie okresowych, natomiast C. Zhang [90, 91] rozwiazan
pseudo prawie okresowych dla wspomnianych réwnan. Z kolei w pracy [24], wyko-
rzystujac wyniki dotyczace operatora splotu autorzy wykazali, ze przy pewnych
zatozeniach réwnania (4.15) i (4.17) posiadajg rozwiazania asymptotycznie oraz
pseudo prawie okresowe. B. Basit i A. J. Pryde [7] do badania istnienia i jedynosci
stabych rozwiazan (ang. mild solutions) abstrakcyjnych réwnan liniowych oraz semi-
liniowych w przestrzeniach funkcji prawie okresowych réznych typoéw o wartosciach

wektorowych stosowali metody eksponencjalnie stabilnych Cyp-pétgrup.

4.4. NIELINIOWE ROWNANIA CALKOWE W PRZESTRZENI
FUNKCJI O OGRANICZONEJ ¢-WARIACJI

Ostatni paragraf niniejszego rozdzialu po$wiecimy badaniu istnienia rozwigzan
nieliniowych réwnan catkowych w klasie funkcji o ograniczonej ¢-wariacji. Dodajmy;,
iz zagadnienie to (réwniez w przypadku innych klas funkeji o ograniczonej wariacji)
bylo rozwazane m.in. w pracach [16-18,21].

4.4.1. MIESZANE ROWNANIE VOLTERRY-FREDHOLMA. Rozwazmy nastepujace
mieszane roéwnanie Volterry-Fredholma

z(t) = g(t) + /Ot/ol k(t,s)f(z(s))dsdr, dla t € [0, 1], (4.18)

gdzie g: [0,1] - R, f: R — R oraz k: [0,1] x [0,1] — R sa pewnymi funkcjami.
Warto w tym miejscu zaznaczy¢, iz réwnania tego typu (cho¢ w innej klasie funkcji
niz BV,[0,1] oraz przy troche innych zatozeniach) zostaly wykorzystane przez
Diekmanna do opisu rozprzestrzeniania si¢ epidemii (zob. [36], por. réwniez [14]).

Twierdzenie 4.7 ([27, Example 7]). Niech funkcje k: [0,1] x [0,1] — R oraz
f: R —= R, gdzie f jest funkcjg borelowskq, spetniajg zatozenia (1)-(v) Twierdze-
nia 3.4. Ponadto niech f(0) = 0. Wtedy istniejq takie liczby dodatnie n i o, ze dla
dowolnego g € B,(0,n) réwnanie (4.18) posiada doktadnie jedno BV,-rozwigzanie
w kuli B4(0,0).

Dowdd. Na mocy Twierdzenia 3.4, odwzorowanie G: BV,[0,1] — BVy|0, 1] dane
wzorem

G = [ bt s) f(a(s))ds  dlat € [0,1]
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jest odwzorowaniem wyzszego rzedu oraz G(0) = 0.
Zdefiniujmy odwzorowanie T': BV,|0, 1] x BVy|0, 1] — BV,[0, 1] nastepujacym
wzorem

T(g,x) +/ s)ds  dlate0,1].
Pokazemy, ze odwzorowanie 7' jest dobrze okreslone. Z Uwagi 1.9 wynika, ze catka

¢
/ x(s)ds, dlat € [0, 1], istnieje i jest skoniczona dla kazdego x € BV,]0, 1]. Ponadto,
0

dla dowolnego skonczonego podziatu 0 =ty < t; < ... < t, = 1 przedziatu [0, 1]
oraz x € BV,[0,1] otrzymujemy

zn:qb(’/ s)ds — /ti_l x(s)ds > < i¢</ti|$(5)‘d5>

2:¢ [2lloo (t: = tim1)) < Xn:(ti — i) o(l[zll0) = olllzllo)-

i=1

Stad dla kazdego x € BV4[0, 1]

vary [ a(5)ds) < (Jal..) <+,

przy czym ¢-wariacja wystepujaca w powyzszej linii liczona jest ze wzgledu na
zmienng t. Poniewaz T'(g,2)(0) = 0, wigc T(g,z) € BV,[0,1] dla wszystkich
g,z € BV4[0,1].

Wykazemy teraz, ze odwzorowanie 1" spelia warunek Lipschitza. Niech x,y €
BVy40,1] oraz niech 0 =ty < t; < ... < t, = 1 bedzie skoniczonym podziatem
przedziatu [0, 1]. Wtedy

1 /Oti [x(s) — y(s)}ds — /Oti_1 [x(s) - y(s)]ds
<3 (37 [ le(s) — p(e)ds) < w3 e = il i)

Lol

gdzie id: [0, 1] — [0, 1] jest odwzorowaniem identycznosciowym. Stad dla punktéw
z,y,9,h € BV,[0, 1] mamy

I7(0.2) = Tl < llg = bl + | [ [a() —vi]as]
<llg —nll,+ mf{)\ >0 varg(A 7 |z — gl id) < 1}
=llg = hll, + llz — yHooinf{/\ >0 : varg(Aid) < 1}
= llg = hll, + llz = gl i,
< llg = bll, + o lidl, 1z = ol
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Ponadto 7(0,0) = 0, a zatem na mocy Twierdzenia 2.12, istnieja takie liczby
dodatnie 7 i o, ze dla dowolnego g € By(0,7n) znajdziemy dokladnie jeden element
z* € By(0,0) taki, ze z* = T'(g, G(z*)), tj. dla kazdego t € [0, 1] spelniajacy réwnosé

2(0) = T(9. G = o(0) + [ Gl)rdr = g(0)+ [ [ krs)f(a () dsdr
[

4.4.2. NIELINIOWE ROWNANIE CALKOWE HAMMERSTEINA Z ZABURZENIEM. Roz-

wazmy nieliniowe réwnanie catkowe Hammersteina z zaburzeniem postaci
1
x(t) = g(t) + F(x)(t) + 1// k(t,s)f(x(s))ds dla t € [0, 1], (4.19)
0

gdzie g: [0,1] = R, k:[0,1] x [0,1] = R, f: R — R oraz F': BV,[0,1] — BV,[0,1]

jest odwzorowaniem wyzszego rzedu i v € R.

Twierdzenie 4.8 (por. [27, Example 8]). Zaldzmy, ze funkcja k: [0,1] x [0,1] — R
spetnia zatozenia (1)-(ili) Twierdzenia 3.4. Niech ponadto f: R — R bedzie takg
funkcjq lokalnie lipschitzowskq, Ze f(0) = 0 oraz niech F: BV,[0,1] — BV,[0,1]
bedzie odwzorowaniem wyzszego rzedu i F'(0) = 0. Istnieje wtedy liczba dodatnia p
taka, Ze dla kaZdego |v| < p znajdziemy takie liczby dodatnie n oraz o, Ze dla
kazdego g € By(0,n) réwnanie (4.19) posiada dokladnie jedno BVy-rozwigzanie
w kuli B(0,0).

Dowdd. Niech r bedzie dowolna liczba dodatnia oraz niech ¢ € (0,r). Wybierzmy
liczbe p > 0 tak, by
q+Ypmax{l,c,} sup |f(t)] <r oraz Jpmax{l,c,}c,L(r) <1, (4.20)
teJ(cer)
gdzie L(r) oznacza stata Lipschitza funkcji f na przedziale J(cyr):=[—cy4r, cyr],
cp jest najmniejsza liczba spetiajaca nieréwnosé [|z]|, < ¢y [z, dla z € BVy[0, 1]

1
(por. Uwaga 1.9) oraz cm::/ m(s)ds.
0
Dla ustalonego v € R takiego, ze |v| < p oraz g € By4(0, ¢) zdefiniujmy opera-
tor H nastepujacym wzorem
1

H(z)(t) = g(t) + u/o k(t,s)f(x(s))ds dla x € By(0,7) oraz t € [0, 1].

Rozumujac podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 3.4 mozna pokazaé, ze operator H
jest dobrze okreslony oraz dziata w przestrzeni BV,[0, 1].

Wykazemy teraz, ze H(By(0,7)) C By(0,7). Dla dowolnego skoficzonego podzia-
0=ty <ty <...<t, =1 przedzialu [0, 1] oraz liczby dodatniej A takiej, ze

vpmax{l,c,} sup |[f(t)] <A
teJ(cer)
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otrzymujemy

z//olk(ti,s)f(m(s))ds— y/olkr(ti_l,s)f(m(s))ds

>o(x

=1

)
<20 (X ke ) = Kt 1 oo s
<> [ o(x il s |f<>|rk<ti,s>—k<ti_1,s>|)ds

tGJ C¢'I‘)

</0 Zgb((max{l,cm})_lﬁ_1|k:(ti,s)—k(ti_l,s)|>ds

Cm
s)ds = ————— < 1.
max{1, cm}/ °T max{1l, ¢y}

<
Stad, wobec (4.20), dla kazdego = € By(0, ), mamy

1H () q+dpmax{l,cn} sup |f(t)] <.

o < lgll, + .

v [ k) Fals)as]| <
0 ¢

By pokazaé, ze operator H jest kontrakcja, ustalmy x,y € By(0,r). Wtedy dla
dowolnego skoriczonego podziatu 0 =ty < t; < ... < t, = 1 przedziatu |0, 1] oraz
takiej liczby dodatniej A, ze Ypmax{1l, ¢, }cyL(r) ||:13 —yll, < A otrzymujemy

n

> 6(AMH (2)(t:) — H(y)(t:) — H(@)(tia) + H(y) (b))

=1

<3 6(A Wl [l 9) — k11,91 (5)) — Fos)las )
<3 [ o (N HWALO) e il ot 5) — Kt )1 ) ds

=1

/O Zgb((max{l, e 1) k(s 8) — k(ti 1, 3)|>d5

d5—67m<1.

max{l Cm} / max{1,¢,}

<

Zatem

|H (x) = H(y)||, = inf {A > 0: vary(\"'[H(z) — H(y)]) < 1}
< dpmax{l, ¢y tes L(r) |z —yll,,

co w potaczeniu z (4.20) dowodzi kontrakeyjnosci operatora H.
Na mocy twierdzenia Banacha operator H posiada dokladnie jeden punkt
staly w By(0,r), ktéry oznaczymy przez x,,. Dla ustalonego v € R takiego, ze

V|l x mozemy zateim zdemnniowac oawzorowanile . s — ,T) wzorem
< p mozemy zatem zdefiniowaé od ie T: By(0,q) — By(0
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T(g) = z4,. Odwzorowanie 7" spelnia warunek Lipschitza. Istotnie,

1T(9) = Ty = Nlzgr — znull
1

<llg=hll,+ v [ KCpfegus)ids = v [ K)o (s)ds]
<llg = hlly + pmax{l, epmies Lr) |2, — x4
= [lg = hlly + dpmax{l, cmies L(r) [[T(9) = T(A)ll4,
a zatem [|T(g) —T(h)|l, < Bllg — hll, dla wszystkich g, h € By4(0, q), gdzie
b= 1
"1 —dpmax{l,cy ey L(r)
Poniewaz T'(0) = 0, wiec z Twierdzenia 2.12 wynika istnienie takich liczb

dodatnich 7 oraz o, ze dla kazdego g € B,(0,n) istnieje dokltadnie jeden element
z* € By(0,0) taki, ze z* = T(g + F(z*)), tj. spetiajacy nastepujaca réwnosé

2 (1) = g(0) + F)0) + v [ Vbt s) f@t(s)ds  dlate[0,1]. O

Uwaga 4.9. Twierdzenie 4.8 jest rozszerzeniem wyniku z pracy [17, Theorem 1] na
przypadek nieliniowych réwnan catkowych Hammersteina z zaburzeniem w klasie

funkcji o ograniczonej ¢-wariacji.
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