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Wstep

Celem niniejszej rozprawy jest opis przestrzeni mnoznikéw punktowych dziatajacych po-
miedzy pewnymi klasami krat Banacha, w tym przestrzeniami Orlicza, oraz sformuto-
wanie pewnych warunkéw gwarantujacych staba zwartosé operatoréw mnozenia punkto-
wego.

Przypomnijmy, ze dla dwoch krat Banacha X i Y zdefiniowanych nad tg samg prze-
strzenia miary przez przestrzenn mnoznikow punktowych M (X,Y) rozumieé¢ bedziemy
przestrzen wszystkich funkcji mierzalnych f takich, ze fg € Y dla kazdego g € X, wy-
posazona w norme operatorowa. Oczywiscie, kazdy element f € M(X,Y) wyznacza
operator mnozenia punktowego My: X — Y w nastepujacy sposob

M¢g= fgdlage X.

Mnozniki punktowe, obok operatoréw kompozycji, pojawiaja sie w teorii funkcyjnych
krat Banacha jako jeden z najwazniejszych przyktadéw operatoréow liniowych. Poczatku
systematycznych badari nad nimi upatrywaé¢ mozna juz w latach sze$édziesigtych ubie-
glego wieku (patrz np. [3,16,21,39,63,64|). W najprostszym przypadku, gdy rozwazamy
mnoznik M, dzialajacy z kraty Banacha w siebie w przypadku, gdy funkcjg f jest ogra-
niczona. 7 drugiej strony, przestrzen mnoznikéw punktowych M (X, L') pokrywa sie z
dualem Kothego X', czyli przestrzenia wszystkich ciagltych funkcjonatéow catkowych na
X. W ogélnosci jednak wyznaczenie przestrzeni mnoznikéw pomiedzy dwiema przestrze-
niami funkcyjnymi bywa bardzo trudnym zagadnieniem, rozwigzanym tylko w niektorych
szczegolnych klasach przestrzeni funkcyjnych.

Operatory mnozenia punktowego rozwazane sg takze w szerszym kontekscie, tzn.
niekoniecznie jako operatory dziatajace na kratach Banacha. W analizie harmoniczne;j
istotng klasa operatoréow sg tzw. mnozniki Fouriera. Przypomnijmy, ze mnoznik Fo-
uriera pomiedzy dwiema przestrzeniami funkcyjnymi X oraz Y zdefiniowaé¢ mozna jako
operator mnozenia M,: FX — FY, gdzie symbol FX oznacza przestrzen transformat
Fouriera funkcji z przestrzeni X. Problematyka opisu mnoznikéw Fouriera jest wysoce
nietrywialna, o czym moze $wiadczy¢ fakt, ze nie jest znana satysfakcjonujaca charakte-
ryzacja tych operatoréw dziatajacych nawet na LP dla p # 2. Historie badan dotyczacych
mnoznikow Fouriera, jak i wspotczesne wyniki, mozna znalezé, np. w pracy [32]. Innymi
przyktadami operatoréw pojawiajacych sie w analizie harmonicznej zwigzanych z mnoz-
nikami punktowymi sa operatory Toeplitza oraz Hankela (patrz [12,47,70]). Zauwazmy
ponadto, ze operatory mnozenia per se badane sa, np. na przestrzeniach Sobolewa (za-
gadnieniu temu po$wigcona jest monografia [60]).
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Warto nadmienié, ze mnozniki punktowe stuza takze badaniu idealéw operatoro-
wych. Przykladem takiego zastosowania moze byé¢ twierdzenie Maureya—Rosenthala,
ktore mowi, ze kazdy r—wypukly operator T': X — LP faktoryzuje sie silnie przez L",
tj. istnieje operator R: X — L"() i f € M(L",Y) taki, ze T' = MyR. Twierdzenie to,
wraz z jego uogblnieniami, uzywane jest m.in. przy badaniu operatoréw p—sumujacych
(patrz [22,69]).

Tematyka blisko zwigzana z pojeciem mnoznika punktowego, ktoérej réwniez poswie-
cimy uwage w tej rozprawie, jest tzw. faktoryzacja krat Banacha. Mowimy, ze krata X
faktoryzuje krate Y, gdy zachodzi rownosé

XoMX,Y)=Y.

Zrodla problemu faktoryzacji krat Banacha dopatrywaé sie mozna juz w klasycznym

twierdzeniu t.ozanowskiego, ktore orzeka, ze dla kraty Banacha X zachodzi réwnosé

X ® X' = L', co oznacza, 7e X faktoryzuje L' (patrz [54]). Faktoryzacja w réznych

klasach krat Banacha byla badana przez wielu autoréw (zobacz, np. [40,74,76]).
Glownym wynikiem niniejszej rozprawy jest opis przestrzeni

M(L*Y, L¥),

gdzie @, vy sa funkcjami Younga. Zagadnienie opisu przestrzeni mnoznikéw pomiedzy
roznymi przestrzeniami Orlicza postawil O’Neil w roku 1965 (patrz [67]). Wielu au-
torow uzyskalo czesciowe wyniki, dowodzac, ze pod pewnymi zalozeniami, przestrzen
M (L%, L¥) jest przestrzenia Orlicza (por. [57-59] czy [39]). W przeciwienstwie do nich
udowodnimy, ze bez dodatkowych zalozen na funkcje Younga ¢, 1, zachodzi rownosé

M(L#1, L#) = L#9%1,

gdzie pS 1 jest funkcja Younga generowang przez ¢ oraz ¢1. Ponadto uogélnimy powyz-
szy rezultat na przypadek przestrzeni Musielaka—Orlicza oraz Calderéna—t.ozanowskiego.
Twierdzenia te pozwola uzyska¢ warunki na faktoryzacje przestrzeni ze wspomnianych
klas krat Banacha.

Rozprawa sktada sie z czterech rozdziatow. W pierwszym z nich wprowadzimy pod-
stawowe pojecia oraz twierdzenia, z ktorych bedziemy korzystaé w dalszej jej czesci.

W drugim rozdziale zajmiemy sie opisem przestrzeni mnoznikéw mnoznikéw pomie-
dzy dwiema przestrzeniami Orlicza. Zaczniemy od przypomnienia historii tego problemu
oraz omoéwienia wezesniejszych wynikow. Gtéwnym rezultatem tego rozdziatu jest, wspo-
mniane wczesniej twierdzenie, ktére méwi, ze dla dowolnych funkcji Younga ¢, o1 mamy
rownosé M (L#Y, L¥) = L¥9¢! (twierdzenie 2.1.7). Rezultat ten w pelni rozwiazuje pro-
blem opisu przestrzeni mnoznikéw pomiedzy przestrzeniami Orlicza. Nastepnie wykorzy-
stamy te rownosé, aby wykazaé¢ rownowazny warunek na faktoryzacje dwoch przestrzeni
Orlicza. Zademonstrujemy takze nowe przyklady przestrzeni Orlicza dla ktorych twier-
dzenie 2.1.7 jest kluczowe, aby wyznaczy¢ przestrzenn mnoznikéw. Rozdzial ten powstal
na bazie artykutu [50]
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Rozdzial trzeci poswiecimy uogoélnieniu wynikéw z rozdziatu drugiego na przestrzenie
Musielaka—Orlicza oraz przestrzenie Calderéna—t.ozanowskiego. Przedstawimy konstruk-
cje uogolnionej funkeji dopekniajacej ¢ © 1 dla pary funkeji Musielaka—Orlicza oraz zba-
damy jej podstawowe wtasnosci. Nastepnie udowodnimy szereg lematéw, ktore pozwola
nam dowie$¢ réwnosci M (L#1, L¥) = L¥9%1 dla dowolnej pary funkcji Musielaka—Orlicza
@ i 1. Rozwazymy réwniez mnozniki punktowe pomiedzy przestrzeniami Calderéna—
Lozanowskiego. Na koniec przyjrzymy sie faktoryzacji przestrzeni Musielaka—Orlicza
oraz przestrzeni Calderéna—t.ozanowskiego. Podamy warunek dostateczny na faktory-
zacje przestrzeni Musielaka—Orlicza oraz wykazemy, ze otrzymany warunek nie jest ko-
nieczny, co zilustrujemy odpowiednim przyktadem. W przypadku przestrzeni Calderéna—
Lozanowskiego podamy warunek rownowazny faktoryzacji. Czes$¢ rozdziatu dotyczaca
przestrzeni Musielaka—Orlicza bazuje na wynikach z publikacji [51], natomiast wyniki
dotyczace przestrzeni Calderéna—t.ozanowskiego pochodza z przygotowywanego manu-
skryptu [49].

W ostatnim, czwartym rozdziale, zbadamy staba zwartos¢ mnoznikéw punktowych.
W tym celu scharakteryzujemy zbiory stabo zwarte w przestrzeniach funkcyjnych. Do-
wiedziemy, ze przestrzen symetryczna X spelnia kryterium Dunfforda—Pettisa, tj. kazdy
zbior stabo zwarty jest X—jednostajnie caltkowalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest 1-
roztacznie jednorodny. Zaprezentujemy takze nowe przyktady przestrzeni 1-roztacznie
jednorodnych. Rozdzial ten oparty jest o rezultaty z pracy [48].
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Rozdzial 1

Preliminaria

1.1 Kraty Banacha

Niech (€2, X, i) bedzie przestrzenia z miara o—skoriczona i zupelna. Dla dowolnego zbioru
mierzalnego A C () oznaczmy przez A° jego cze$é¢ bezatomowsy oraz przez A% jego czesé
atomowa. Bez straty ogolnosci przyjmiemy, ze atomy w €2 (o ile istnieja) sa singletonami.
Z zalozenia o—skonczono$ci miary p wynika, ze przestrzen (2,3, u) moze zawiera¢ co
najwyzej przeliczalng liczbe atomoéw. Frazy ,u—prawie wszedzie w € i ,dla u—prawie
wszystkich t € Q7 bedziemy w skrocie zapisywali y—p.w. w € oraz odpowiednio: dla
ppw. t € Q. Przez LY = L%(Q, 3, 1) oznaczmy przestrzeri wszystkich klas abstrakcji
(ze wzgledu na relacje rownosci pu—prawie wszedzie) mierzalnych i p—prawie wszedzie
skoniczonych funkcji okreslonych na €2 o wartosciach rzeczywistych. WprowadZzmy na
przestrzeni LY relacje czesciowego porzadku < zdefiniowans dla dowolnych f,g € L°
zaleznoscia

f < g wtedy i tylko wtedy, gdy f(t) < g(t) dla p—p.w. t € Q.

Funkcje f € LY nazywamy elementem dodatnim, gdy f > 0, tj. gdy f(t) > 0 dla
p-prawie wszystkich t € Q. Przez stozek dodatni przestrzeni L° rozumiemy zbior
LY ={f € L": f>0}. Dla dowolnego A C L° definiujemy Ay = AN LY.

Definicja 1.1.1. Przestrzenn Banacha X C LY nazywamy kratga Banacha, gdy spelnia
nastepujace warunki:

(i) jezeli f € LY, g € X oraz |f| < |g|, to f € X i zachodzi nieréwnosé || f|lx < |lgllx
(wlasnos¢ idealu).

(ii) jezeli f € LY, (fn) C X4, sug”anX <ooifut|fl,tofeXi|flly= sug”anX
ne ne
(wlasnos$é Fatou).

Moéwimy, ze X C LY jest krata quasi-Banacha, gdy X jest zupelna przestrzenia quasi-
unormowana spetniajaca warunki (i) oraz (ii).
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Krate Banacha X nad (2, ¥, u) nazywamy funkcyjna krata Banacha, gdy miara
jest bezatomowa. Analogicznie, jezeli miara y jest miarg liczacg, to méwimy o ciagowej
kracie Banacha.

Kraty Banacha definiuje sie takze w szerszym kontekscie przestrzeni Banacha nie
bedacych podprzestrzeniami przestrzeni LY. O takich kratach traktuje miedzy innymi
monografia [61]. W literaturze nie ma jednak ustalonego nazewnictwa dla kategorii krat,
ktore beda przedmiotem rozwazan w tej pracy. By zobrazowaé te kwestie przyjrzyjmy
sie kilku definicjom.

e W [53] autorzy stosuja okreslenie przestrzern Kdthego na podprzestrzenie Banacha
przestrzeni L posiadajace wlasnosé ideatu oraz stabg jedynke, tj. element dodatni
u—p.w. w €

e W [61] przestrzeniami Kéthego autor nazywa unormowane, niekoniecznie zupetne,
podprzestrzenie LY spelniajace warunek ideatu. Jezeli dodatkowo przestrzeri taka
jest zupekla, to uzywa okreslenia funkcyjna przestrzen Banacha;

e W [43] funkcyjna przestrzenia Banacha autorzy nazywaja dowolna domknieta i
niepusta podprzestrzei Banacha przestrzeni L°. Jezeli taka przestrzen posiada
wlasnoéé ideatu to nazywaja ja idealng kratq Banacha.

7 powodu braku jednoznacznego nazewnictwa w literaturze oraz koniecznosci rozréznie-
nia krat funkcyjnych i ciagowych, stosowaé bedziemy termin krata Banacha w rozumieniu
definicji 1.1.1. Przyjecie w tej definicji wlasnosci Fatou jest motywowane dazeniem do
uproszczenia sformutowan twierdzen, gdyz rozwazamy wytgcznie przestrzenie posiadajace
te wlasnosé. 7 drugiej strony, w przytoczonych wczesniej monografiach, czesto wymaga
sie aby krata posiadala stabg jedynke. W niniejszej rozprawie rezygnujemy z tego zalo-
zenia w celu zagwarantowania zeby w ogélnosci przestrzen mnoznikow M (X,Y') zawsze
byta krata, nawet wtedy, gdy jest trywialna.

Fakt 1.1.2 (Theorem 1.8, [13]). Niech X,Y beda kratami Banacha nad ta sama prze-
strzenia miary. Wowczas zawieranie X C Y jest ciggle, tj. istnieje stata C' > 0 taka,
ze
Iflly < Cllfllx (1.1.1)
dla wszystkich f € X.
Najmniejsza stata C' > 0, dla ktorej spetniona jest nier6wnosé (1.1.1) nazywamy stala
zawierania. Jezeli kraty Banacha X,Y sa rowne jako zbiory (co bedziemy oznaczaé

X =Y), to z nier6wnosci (1.1.1) wynika, ze ich normy sa rownowazne.

Definicja 1.1.3. Niech X bedzie krata Banacha. Moéwimy, ze element f € X jest
porzadkowo ciagly, gdy dla dowolnego ciagu (f,) C X takiego, ze 0 < f,, < |f]| oraz
fn(t) = 0 dla p—p.w. na t € Q zachodzi

| fnllx — 0 przy n — oo.

Podprzestrzen elementéw porzadkowo cigglych przestrzeni X bedziemy oznaczaé
X, Moéwimy, ze przestrzen X jest porzadkowo ciggtla, gdy X, = X.
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Istnieje wiele warunkow rownowaznych porzadkowej ciaglosci elementu f € X (patrz
np. [13, Proposition 3.2]). W niniejszej rozprawie bedziemy korzystali z nastepujacej
charakteryzacji elementéw porzadkowo ciaghych.

Fakt 1.1.4. Niech X bedzie krata Banacha. Element f € X jest porzadkowo ciagtly
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu zbior6w mierzalnych (A,,) takiego, ze A, | ()
(tj- x4, + 0 p—p.w. w Q przy n — oo) mamy

| fxa,llx — 0 przy n — oo.

Podprzestrzen X, spetnia warunek idealu. Jednak w przypadku, gdy X nie jest
porzadkowo ciggta i X, jest nietrywialna, to podprzestrzenn X, nie jest kratg Banacha w
sensie definicji 1.1.1, poniewaz nie posiada wlasnosci Fatou.

Definicja 1.1.5. Niech X bedzie krata Banacha nad Q. Przestrzen

X = {g cL: / f(t)g(t)du(t) < oo dla kazdego f € X}
Q

Wyposazong w norme
lall = sup [ 1F(Bg(0)] dutt
flx<1/9
nazywamy przestrzenia dualng w sensie Kéthego (lub w skrocie dualem Koéthego).
Przestrzen X' jest izometryczna z podprzestrzenia przestrzeni dualnej X*. Izometrie
te wyraza przyporzadkowanie kazdej funkcji g € X' ciggtego funkcjonatu x okreslonego

(fra2) = /Q F(Hg(t)dp(t) dia f € X,

przy czym |lgllx = [|25] o

Fakt 1.1.6 (Corollary 4.3, [13]). Krata Banacha X jest porzadkowo ciagla wtedy i tylko
wtedy, gdy X' = X*.

Definicja 1.1.7. Nosnikiem funkcji f € L? nazywamy zbior
supp(f) = {t € Q: f(t) # 0}.

No$nikiem kraty Banacha X nazywamy mierzalny podzbiér supp X przestrzeni €2
speliajacy warunki:

(i) dla dowolnego f € X istnieje mierzalny zbioér A miary zero taki, ze

supp(f) C AUsupp X,

(ii) istnieje f € X taki, ze u(supp X \ supp(f)) = 0.
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Latwo zauwazy¢, ze zbiory supp(f) oraz supp X sa wyznaczone z dokladnoscia do
zbioru miary zero.

Definicja 1.1.8. Niech X bedzie kratg Banacha nad €. Dla dowolnego zbioru A C 2
miary dodatniej podprzestrzeri

X[A]:={f € X : pu(supp(f) \ A) = 0}

Z NOrma
1l x4 = I xallx s | € X[A]

nazywamy obcieciem przestrzeni X do zbioru A. Podobnie, dla dowolnej nieujemnej
funkcji mierzalnej v przestrzen wagowa X (v) definiujemy jako

X(w)={feLl’: fve X}

Z NOTMmMa
1l x @y = I ollx s
dla f € X(v).

Przypomnijmy dwie istotne konstrukcje interpolacyjne. Niech X,Y beda kratami
Banacha nad tg sama przestrzenia miary. Przez przekroj krat Banacha X, Y rozumiemy
przestrzen

XnY={fel’: feX, feY}

wyposazong w norme
11|y = maxt (| Fllx s [[flly )

Przez sume algebraiczna krat Banacha X, Y rozumiemy przestrzen
X+Y={felL’ f=g+hdapewnychge X, heY}

Z NOTMmMa
[fllx 1y =nf{{lgllx +1oly : f=9+h, geX, heY].

Zaréowno przekroj jak i suma algebraiczna krat Banacha jest krata Banacha (patrz [13,
Theorem 1.3]).

1.2 Przestrzenie symetryczne

Klasycznymi przyktadami ciggowych i funkcyjnych krat Banacha sa przestrzenie Lebes-
gue’a P oraz LP. Wazng klasa krat Banacha, bedaca uogdlnieniem przestrzeni Lebesgue’a
sa przestrzenie symetryczne, czyli takie w ktérych norma jest niezmiennicza ze wzgledu
na operatory zlozenia z odwzorowaniami zachowujacymi miare (patrz [13,43]).

W niniejszej rozprawie przez I bedziemy oznaczali przedzial [0, 1] lub [0, c0) z miara
Lebesgue’a m,. Dla dowolnej funkcji f € L°(I) definiujemy jej funkcje dystrybucji
dg : [0,00) = I wzorem

dr(\) =m({t € I : |f(t)] > A}) dla A > 0.
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Moéwimy, ze funkcje f,g € L(I) sa réwnomierzalne, gdy ich funkcje dystrybucji sa
identyczne.

Definicja 1.2.1. Krate Banacha X nad I nazwiemy przestrzenia symetryczna (lub
symetryczng krata Banacha), gdy dla kazdej pary rownomierzalnych funkeji f, g €
LO(I) warunek f € X, implikuje, ze g € X i |||l = |l9llx-

Definiowanie funkcyjnych przestrzeni symetrycznych nad przedzialem I nie ogranicza
ogolnosci rozwazan, gdyz na mocy twierdzenia reprezentacyjnego Luxemburga (patrz
[13, Theorem 4.10, p. 62]) kazda funkcyjna przestrzen symetryczna nad abstrakcyjna
przestrzenia miary (2, %, 1) (przy pewnych dodatkowych zalozeniach na (€2, ¥, ¢t)) mozna
wyreprezentowaé jako przestrzen symetryczng nad I. Analogicznie jak w definicji 1.2.1
wprowadza sie pojecie symetrycznych krat ciggowych zastepujac przedzial I zbiorem
N z miara liczaca. Poniewaz symetryczne ciagowe kraty Banacha nie sa przedmiotem
rozwazan niniejszej rozprawy, wiec w dalszym ciagu watek ten nie bedzie rozwijany.

Definicja 1.2.2. Dla dowolnej funkcji f € L° funkcje f* : I — [0,00) definiowana
wzorem

ff@#) =inf{A>0:ds(\) <t} dlatel
nazywamy nierosngcym przestawieniem funkcji f.

Funkcje f* oraz f sa rownomierzalne. W szczegdlnodci, jezeli krata X jest syme-
tryczna, to || f| x = ||f*| x dla kazdego f € X.

Definicja 1.2.3. Niech X bedzie przestrzenia symetryczna. Funkcje

Fx®) = |Ixj00 x -
nazywamy funkcja fundamentalng przestrzeni X.

Funkcja fundamentalna jest quasi-wklesta tj. fx(0) = 0, fx jest niemalejaca oraz

funkcja fXT(t) jest nierosnaca (patrz [13, Corollary 5.3|). Ponadto, z uwagi na symetrie,

Ixallx = Fx (1)

dla kazdego A C I takiego, ze m(A) = t.
Zwiazek miedzy porzadkows cigglo$cia przestrzeni symetrycznej X a zachowaniem
sie jej funkcji fundamentalnej wyraza nastepujacy

Fakt 1.2.4. Niech X bedzie przestrzenig symetryczng. X posiada nietrywialne porzad-
kowo ciagle elementy (tj. X, # {0}) wtedy i tylko wtedy, gdy

lim fx(t) = 0.

t—0t

Przyklad 1.2.5. Niech 1 < p < co. Wéwczas przestrzeri Lebesgue’a LP jest przestrzenia
symetryczng, ktorej funkcja fundamentalna wyraza sie wzorem

fro(t) =t7, t>0

dla 1 < p < oo oraz
fre(t)=1, t>0.
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Innym, waznym przyktadem przestrzeni symetrycznych sa przestrzenie Lorentza.

Przykltad 1.2.6. Niech 0 < p < oo oraz 0 < ¢ < o©. Przestrzenia Lorentza LP¢
nazywamy zbior

P = {f cL°: /I(tl/pf*(t))qd: < oo},

z quasi-norma (norma, gdy ¢ > 1) wyrazona wzorem

1l = < [y (t))qit)l/q‘

Jezeli ¢ = oo, to

L™ = {f e L°: supt'/Pf (1) < oo}
tel

Z quasi-norma
[ £1ly o0 = sup /P £*(8).
tel

Jezeli p > 1, to quasi-norma ||-||,, ., jest rownowazna normie danej wzorem
||f||p,00 = sup tl/pf**(t),
tel

gdzie f** jest funkcja maksymalna, tj.
1 t
o= [ res
0

1.3 Przestrzenie Orlicza

Jedna z najwazniejszych klas przestrzeni symetrycznych, ktorej poswiecimy uwage w
niniejszej rozprawie jest klasa przestrzeni Orlicza. Przestrzenie te sa intensywnie badane
od czasu ich wprowadzenia przez Orlicza w [68| (patrz np. [1,3,14,18,33,42,45,46,56,62,
65,73]).

Definicja 1.3.1. Funkcje ¢ : [0,00) — [0, o0] nazywamy funkcja Younga, gdy ¢(0) =
0, ILm ¢(u) = 00 i ¢ jest wypukta na [0,b,) (lub [0,b,], gdy ¢(b,) < 00), gdzie

by = sup{u > 0: ¢(u) < oco}.

Funkcje Younga ¢, ktorej wartosci sg skonczone (tj. gdy b, = 0o) nazywamy funkcja
Orlicza. Funkcje Orlicza ¢ nazywamy N—funkcja, gdy spelnia dodatkowo warunki
im 2% _

u—0t U u—oo U

lim p(u) =
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Zwroémy uwage, ze w powyzszej definicji dopuszezamy funkcje ¢ taka, ze p(u) = oo
dla kazdego u > 0. Dla funkcji Younga ¢ oznaczmy

a, = sup{u > 0: ¢(u) = 0}.
Definicja 1.3.2. Niech ¢ bedzie funkcja Younga. Zbior
L? = {f € L°(I) : I,(\f) < oo dla pewnego A > 0}

wyposazony w tzw. norme Luxemburga—Nakano wyrazong dla dowolnego f € L¥

wzorem ;
11, ::inf{)\>0:1¢ (}\) < 1},

gdzie I, jest wypuklym modularem okreslonym na L°(I) zaleznoscia

I(f) = /] (D)t dla f € LO(T),

nazywamy (funkcyjna) przestrzenia Orlicza.

Podobnie zdefiniujemy ciagowa przestrzeni Orlicza tj. dla funkcji Younga ¢ defi-
niujmy modular

Ip(z) =) ¢(ln]) dla z = (2,),
n=0

nastepnie zbior
0¥ = {x € £ : I,(Ax) < oo dla pewnego A > 0}

wyposazamy w norme Luxemburga—Nakano zdefiniowang, identycznie jak w przypadku
funkcyjnym.

Przestrzenie Orlicza sg symetrycznymi kratami Banacha, ktorych funkcja fundamen-
talna wyraza sie wzorem

1
p1(1/t)

gdzie o1 jest prawostronnie ciagta odwrotnoscia funkcji ¢, tj.

fre(t) =

¢ H(u) = inf{v = 0: p(v) > u} dla kazdego u > 0.

Poniewaz funkcja Younga nie musi byé bijekcja, zatem w ogélnosci nie mozemy moéwic
o jej odwrotnosci. Wtasnosci prawostronnie ciaglej odwrotnosci zostalty zebrane w [39,
Lemma 3.1].

Definicja 1.3.3. Niech ¢ bedzie funkcja Younga. Funkcje ¢* : [0, 00) — [0, 0o] zdefinio-
wang wzorem
©*(u) =sup{uv — p(v)} dlau >0

v=0

nazywamy funkcjg dopelniajaca w sensie Younga do .
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Twierdzenie 1.3.4 (Theorem 9.1, [56]). Niech ¢ bedzie funkcja Younga. Dualem
Kothego przestrzeni Orlicza L¥ jest przestrzenn Orlicza generowana przez funkcje do-
pelniajaca ©*, tj.

(L¥) = L¥".

Twierdzenie 1.3.5 (Theorem 3.4, [56]). Niech ¢, p1 beda funkcjami Younga. L¥0 =
L** wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg state A, B, K > 0 takie, ze zachodzg nier6wnosci

Apo(u) < p1(Ku) < Beo(u) (1.3.1)
dla

(i) duzych argumentow tj. istnieje ug > 0 takie, ze nieréwnosé (1.3.1) jest spelniona
dla u > g, gdy I = [0, 1];

(ii) wszystkich argumentow tj. nieréwnos$é (1.3.1) jest spelniona dla w > 0, gdy
I =10,00).

Analogicznie, w przypadku ciaggowych przestrzeni Orlicza, mamy ¢¥9 = (%! gdy nie-
réownosci (1.3.1) sa spelnione dla maltych argumentow tj. istnieje ug > 0 takie, ze
nier6wnosé (1.3.1) jest spetniona dla u < uyp.

Podobnie jak w powyzszym twierdzeniu, szereg warunkéw na funkcje Younga ¢ de-
finiujaca przestrzen Orlicza L¥ formutujemy dla duzych lub wszystkich argumentéw w
zaleznosci od postaci przedziatu I (lub maltych argumentow w przypadku ciagowym).
Przyktadem zaleznosci definiowanej w ten sposob jest warunek As, ktory implikuje po-
rzadkowa ciaglto$é przestrzeni LY. Dokladniej méwimy, ze funkcja Orlicza ¢ spetnia
warunek Aj dla duzych argumentow (co zapisujemy ¢ € AY), gdy

I ¢(2u)
im sup

< 00

Rownowaznie, ¢ € AS°, gdy istnieja stale C' > 1 oraz ug > 0 takie, ze
©(2u) < Cop(u) dla u > ug. (1.3.2)

Jezeli nierownosé (1.3.2) jest spelniona przy ug = 0, to moéwimy, ze funkcja Orlicza
spelnia warunek A, dla wszystkich argumentéw, co zapisujemy ¢ € Ag. Jezeli
€ A, gdy I = [0,1), lub ¢ € Ay, gdy I = [0,00), to przestrzen Orlicza L? jest
porzadkowo ciagla (patrz [56, Corollary p. 21]).

Majac na uwadze powyzsze twierdzenia bedziemy moéwié, ze warunek na funkcje
Younga jest spelniony dla odpowiednich argumentéow, gdy jest spetniony

(i) dla maltych argumentéow w przypadku ciagowym,
(ii) dla duzych argumentéw w przypadku przestrzeni Orlicza nad [0, 1],

(iii) dla malych argumentéw w przypadku przestrzeni Orlicza nad [0, 0o).
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1.4 Przestrzenie Musielaka—Orlicza i przestrzenie Carldero-
na—t.ozanowskiego

Przedstawimy teraz dwa uogoélnienia przestrzeni Orlicza. Pierwszym z nich sa prze-
strzenie Musielaka—Orlicza, ktore powstaja przez zastapienie funkcji Younga funkcja
Musielaka—Orlicza. W ostatnich latach przestrzenie te sa intensywnie badane, zwtaszcza
w kontekscie analizy harmonicznej oraz przestrzeni Sobolewa (patrz [19,33,34]).

Definicja 1.4.1. Niech (€, X, 1) bedzie przestrzenia z o—skonczona i zupelna miara p.
Funkcje ¢ : © x [0,00) — [0, 00] nazywamy funkcja Musielaka—Orlicza, gdy spelnia
nastepujace warunki:

(i) o(t,-) jest funkcja Younga dla p—p.w. t € Q,
(i1) ¢(-,u) jest funkcja mierzalna dla kazdego u € [0, 00).

Naduzywajac delikatnie notacji, bedziemy mowicé, ze powyzsza funkcja Musielaka—Orlicza
¢ jest zdefiniowana nad przestrzenia miary (€2, 3, u). Podobnie jak dla funkcji Younga
definiujemy parametry a, b,, ktére w tym przypadku sg mierzalnymi funkcjami zmiennej
t € Q (patrz |18, Proposition 5.1]), tj.

ay(t) =sup{u > 0: ¢(t,u) =0}, by(t) =sup{u>0:p(t,u) < oo}
dla t € Q.
Definicja 1.4.2. Niech ¢ bedzie funkcja Musielaka—Orlicza. Zbior
L? = {f € L’ : I,(\f) < oo dla pewnego A > 0}

wyposazony w norme Luxemburga—Nakano

HfH(p ::inf{)\>():Lp (i) <1}’

gdzie I, jest wypuklym modularem okreslonym na LO(I) wzorem

I(f) = /Q ot [ £ dn(t),

nazywamy przestrzenig Musielaka-Orlicza.

Przestrzenie Musielaka—Orlicza sg kratami Banacha. Z definicji 1.4.2 wynika, ze
supp L? = {t € Q2 : b,(t) > 0}.

Jezeli funkcja Musielaka—Orlicza ¢ zalezy w sposdb istotny od parametru ¢t € €, tj.
nie istnieje funkcja Younga ¢ taka, ze o(t,u) = ¢1(u) dlaw > 01 p—p.w. t € Q, to
przestrzen Musielaka—Orlicza L? nie jest symetryczna.
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Bedziemy czesto korzystaé z nastepujacej zaleznosci normowo—modularnej, prawdzi-
wej zaro6wno w przestrzeniach Orlicza, jak i przestrzeniach Musielaka—Orlicza

Jezeli [|fll, < 1to I(f) < I, (1.4.1)

dla f € L¥ (patrz [56, Theorem 1.1]).

Dla funkcji Musielaka—Orlicza ¢ symbolem ¢~ oznaczamy funkcje dwoch zmiennych
taka, ze funkcja o ~1(t,-) jest prawostronnie ciagla odwrotnogcia funkeji Younga (¢, -)
dla p—p.w. t € . Dokladniej

1

@ (t,u) =1inf{v > 0: p(t,v) > u}

dla v > 0 oraz pu—p.w. t € Q.
Dla dowolnych funkcji Musielaka-Orlicza ¢, @1, w2 bedziemy uzywaé notacji:

eTlogt <ol

gdy istnieje stala C' > 0 taka, ze

Cor (tu)psy ' (tu) < o ' (tu)

dla prawie wszystkich ¢ € ) oraz u > 0. Analogicznie, piszemy

o1 oyt =T
gdy istnieje stata D > 0 taka, ze

Dy (8 w)ey ' (tu) = o7 (E )
dla prawie wszystkich ¢ € Q oraz u > 0. Jezeli r6wnoczesnie

1 1

ety <7t i erlert =T
to piszemy <p1_1<p2_1 ~ oL

Analogiczng notacje bedziemy stosowaé w przypadku funkeji Younga.

Innym uogdélnieniem przestrzeni Orlicza sa przestrzenie Calderéna—t.ozanowskiego
X,. W przeciwieristwie do przestrzeni Musielaka—Orlicza nie dokonuje si¢ modyfika-
¢ji funkcji Younga lecz inaczej definiuje sie modular. Doktadniej, catke, czyli norme w
L', w definicji modularu 1.3.2 zastepuje sie norma w ustalonej kracie Banacha X. W
literaturze mianem przestrzeni Calderéna—t.ozanowskiego okresla sie czesto przestrzenie
powstale z ogodlniejszej konstrukceji, okreslonej dla dwoch krat Banacha X,Y. Wéwczas
przestrzenn Calderéna—t.ozanowskiego w rozumieniu ponizszej definicji jest jej szczegol-
nym przypadkiem gdy jedng z przestrzeni jest L>°. Konstrukcja X, byla badana przez
wielu autoréow, patrz np. [17,26, 35,39, 40, 44].
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Definicja 1.4.3. Niech X bedzie krata Banacha oraz ¢ funkcja Younga. Przestrzenia
Calderéna—Lozanowskiego X, nazywamy zbior

X, ={f¢€ 0. le(M Dl x < oo dla pewnego A > 0}

HfHX¢ ::inf{)\>O:I¢ <§> < 1},

() = {rso<|f|>ux dla () € X,

o0 w przeciwnym przypadku.

Wyposazony w norme

gdzie

Fakt 1.4.4. Niech E bedzie symetryczng krata Banacha oraz ¢ funkcja Younga. Wow-
czas przestrzen Calderéna-Lozanowskiego F, rowniez jest symetryczna oraz jej funkcja
fundamentalna wyraza sie wzorem

[0 pp—

et (1/fB(1))
dla kazdego t € I.

1.5 Przestrzen mnoznikéw punktowych

Opiszemy teraz konstrukcje przestrzeni mnoznikéw punktowych, ktoéra bedzie centralnym
obiektem rozwazan w niniejszej rozprawie.

Definicja 1.5.1. Niech X,Y beda dwoma kratami Banacha nad ta sama przestrzenia
miary (€, 3, ) 1 niech supp X = Q. Przestrzenia mnoznikow punktowych nazy-
wamy zbiér

M(X,)Y)={feL: fgeY dlakazdego g € X}

wyposazony w norme operatorowa

HfHM(X,Y) = sup | fglly-
lgll x <1
Jezeli z kontekstu bedzie jednoznacznie wynikato z jakimi przestrzeniami X, Y mamy do
czynienia, to norme ||-||y;(x yy bedziemy skrétowo oznaczaé ||| -

Z definicji 1.5.1 wynika, ze przestrzen mnoznikoéw punktowych M (X,Y") jest krata
Banacha. Ponadto, jezeli obie przestrzenie X,Y sa symetryczne, to rowniez przestrzen
M(X,Y) jest symetryczna (patrz [39,40,58|). Dla krat funkcyjnych moze sie zdarzy¢, ze
przestrzenn mnoznikéw punktowych jest trywialna. Istotnie, biorac p > g mamy réownosé
M(LP,L?) = {0}. Z drugiej strony dla krat ciggowych X, Y przestrzen M(X,Y") jest
nietrywialna, gdy Y # {0}. Waznym zagadnieniem dotyczacym przestrzeni mnoznikow
punktowych jest jej opis dla konkretnych klas przestrzeni. Np. dla dwoch przestrzeni
Lorentza przestrzeri mnoznikow (o ile jest nietrywialna) jest przestrzenia Lorentza.
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Przyktad 1.5.2 (Theorem 4, [41]). Niech 1 < p; < pp < oo oraz 1 < 1,90 < oc.

Zdefiniujmy po = z%' Wtedy

1 1 1

p2 P11 PO
Przyjmijmy

o = { o, gdy o> a
o0, gdy qo < q1-

Jezeli pg > p1 lub pg = p1 i g0 < q1, to zachodzi réwnosé
A]w(L]Do,qo7 Lpl:(h) = [P292
Jezeli pg < p1 lub pg = p1 i g0 > q1, to
M(LPoto [Prar) = {0}

Szczegdlnym przypadkiem przestrzeni mnoznikéw punktowych jest dual Kéthego prze-
strzeni X gdyz
X'=M(X,LY.

Na mocy [13, Theorem 2.7] drugi dual Kéthego pokrywa sie z wyjSciowa przestrzenia,
tj. X” = X. W terminach mnoznikéw punktowych twierdzenie to przyjmuje postac

M(M(X,LY), L") = X.

Powstaje zatem naturalne pytanie o zastapienie przestrzeni L' inng krata Banacha. Do-
ktadniej, dla jakich krat X,Y spelniona jest rownosé

M(M(X,Y),Y)=X? (1.5.1)
Jezeli warunek (1.5.1) jest spelniony, to moéwimy, ze X jest Y—doskonata. Problem ten
byt rozwazany miedzy innymi w [16, 58, 76].
1.6 TIloczyny punktowe i faktoryzacja

Inna konstrukcja, ktéra bedziemy rozwazaé dla krat Banacha jest iloczyn punktowy. Jest
on blisko powiazany z mnoznikami punktowymi.

Definicja 1.6.1. Niech X,Y beda kratami Banacha nad ta sama przestrzenig miary
(Q, %, p). Iloczynem punktowym przestrzeni X © Y nazywamy zbior

XoY ={fgel’:feXgeY}
wyposazony w quasi-norme

[fllxoy = mf{llgllx [Ally = f = gh}.
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Liniowos¢ X ©® Y wynika z wtasnosci ideatu przestrzeni X,Y. Iloczyn punktowy
X ®Y nietrywialnych krat Banacha X,Y jest nietrywialng krata quasi-Banacha, o ile
zbiér supp(X) N supp(Y) ma miare dodatnia. Jezeli X,Y sa symetrycznymi kratami
Banacha, to réwniez przestrzen X © Y jest symetryczna. W kontekscie iloczynu X ©Y
przestrzen mnoznikow punktowych M (X,Y) moze by¢ traktowana intuicyjnie jako dzie-
lenie przestrzeni Y przez X. Mozna zatem postawié¢ pytanie o faktoryzacje przestrzeni
Y przez X, czyli kiedy zachodzi réwnosé

XoMX,Y)=Y?

Pierwszym rezultatem tego typu bylo twierdzenie Lozanowskiego, ktore orzeka, ze dla
dowolnej funkcyjnej kraty Banacha X mamy

XoMX, LY=L

Twierdzenie to znalazlto nietrywialne zastosowania w teorii sum skreconych (patrz [37]).
Ponadto stato sie ono Zzrédtem inspiracji do badan nad faktoryzacja w szerszym zakresie.
Twierdzenie Lozanowskiego doczekalo sie szeregu alternatywnych dowodéw przeprowa-
dzonych zupelnie odmiennymi metodami (patrz Gillespie [31], Jamison i Ruckle [36]).
Twierdzenie Lozanowskiego zostato uogolnione przez Reisnera, ktory w [74, Theorem 1|
wykazal, ze p—wypukto$é¢ kraty X ze statg 1 jest rownowazna faktoryzacji LP przez X.
Problem ten byt takze badany niezaleznie przez Nilssona w [66]. W |76] Schep udowod-
nit, ze X faktoryzuje LP wtedy i tylko wtedy, gdy X jest LP-doskonala. W ogdlnym
przypadku, jezeli X faktoryzuje Y, to tatwo wykazaé, ze X jest Y-doskonata. Pytanie
o prawdziwos¢ implikacji przeciwnej jest nadal otwarte. Wiadomo jedynie, ze jezeli X
jest Y-doskonata, to rownos¢ X © M(X,Y) =Y nie musi by¢ izometryczna, co pokazuje
przyklad Bollobéasa oraz Brightwella z pracy [11] (por. |76, Example 3.6]). Kolejnym
twierdzeniem Schepa dotyczacym faktoryzacji jest uogélnienie wspomnianego wczedniej
wyniku dotyczgcego faktoryzacji LP. Wykazal on, ze jezeli X jest p—wypukla ze stala 1
iY jest p—wklesta ze stalg 1, to X faktoryzuje Y.

Warunki na faktoryzacje dwoch przestrzeni z pewnej klasy mozna otrzymaé znajac
opis przestrzeni mnoznikéw punktowych oraz iloczynéw punktowych. Zaprezentujemy
taki przypadek na przyktadzie przestrzeni Lorentza.

Przyklad 1.6.2 (porownaj [15,40]). Niech 1 < po,p1,q0,q1 < 00 oraz niech p,q > 0

beda takie, ze
1 1 n 1 1 1 1

pbp b1 pPo ¢ q1 q0
Woéwcezas zachodzi réwnosé
LPo:90 oy [PLar — [P (1.6.1)

Korzystajac z przyktadu 1.5.2, na mocy réownosci (1.6.1), mozna wyznaczy¢ wyktadniki
D0, P1, 40, q1 Przy ktorych przestrzen LPO9 faktoryzuje LP1-9t,
Jezeli pg > p1 1 qo > q1, to otrzymujemy

LPo90 @ M(LPO90, [P1a1) = [P090 o [P2:92 — [P,
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gdzie p% =1 _15;1_1_ q%' Na mocy definicji p, ¢ mamy

1 1 1 1 1 1 1

p P2 Po P Po Po P1

skad p = p;. Podobnie dostajemy g = ¢1. Zatem LPO9 @ M (LPo-90 [P1:91) = [P131  czyli
przestrzen LPo-9° faktoryzuje LP19L,
Jezeli pg > p1 oraz gy = q1, to

LPo:90 ]\4<Lpo7qo7 Lphql) = [P0 ;) [P2:2° = [P1d0 — [P1.a1

zatem w tym przypadku rowniez otrzymujemy faktoryzacje.
Jezeli pg < p1 lub pg = p1 1 qo > q1, to

M(Lp07q07Lp17QI) — {0}7

skad
[Pos90 o M(LPO,QO’LPMH) — [,Po:90 o) {0} — {0}

W ostatnim przypadku faktoryzacja nie zachodzi, mimo, ze przestrzen mnoznikéw
jest nietrywialna. Pierwsza z takich mozliwosci pojawia sie, gdy pg > p1 oraz qo < q1.
Mamy woéwczas

LPosd0 (o M(L;Dm%’ Lphth) = [P0:90 o) [P2,50 — [ P1,40 7& [PLa
Podobnie, jezeli pg = p1 i qo < q1, to
LPOo @ N (LPo:90| [PLA1) = [Posto @ [ = [Po:do o [PLa1,

Ostatecznie otrzymujemy, ze LPO% faktoryzuje LPL% wtedy i tylko wtedy, gdy po > p1
igo=2q lubpo=piig=aq.



Rozdzial 2

Mnozniki punktowe pomiedzy
przestrzeniami Orlicza i1 faktoryzacja

W tym rozdziale wykazemy, ze przestrzen mnoznikéw punktowych pomiedzy dwoma
przestrzeniami Orlicza jest rOwniez przestrzenig Orlicza. Co wiecej, podamy wzor funkcji
Younga generujacej te przestrzenn. W rezultacie otrzymamy takze warunek réwnowazny
na to by jedna przestrzen Orlicza faktoryzowata drugg.

Problem charakteryzacji przestrzeni mnoznikéw punktowych pomiedzy przestrzeniami
Orlicza pojawil sie po raz pierwszy w pracy Ando [3]. Dokladniej, Ando postawil pytanie
o0 to, czy przestrzen mnoznikéw punktowych pomiedzy przestrzeniami Orlicza jest row-
niez przestrzenig Orlicza. Jednoczesnie sam udzielil czesciowej odpowiedzi wykazujac, ze
dla trzech przestrzeni Orlicza L¥°, L¥', L¥ nad [0, 1] wlozenie

L o L¥° C L¥ (2.0.1)
jest rownowazne istnieniu statej C' > 0 takiej, ze nieréwnosé
P(Cuv) < po(u) + p1(v)

zachodzi dla duzych argumentéw, tj. dla wszystkich w,v > wug przy pewnym ug > 0.
Zauwazmy, ze inkluzja (2.0.1) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

LYo C M(L*',L¥). (2.0.2)
W 1965 O’Neil [67] wykazal, ze nieréwnosé
o5 (W () < 7 (u)
spetniona dla duzych argumentéw implikuje uogdlniong nieréwnosé¢ Younga

p(uv) < po(u) + ¢1(v) (2.0.3)

15
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dla duzych argumentow, a zatem takze inkluzje (2.0.2). W pracy tej zostalo postawione
pytanie o warunki, przy ktérych zachodzi inkluzja odwrotna. Doktadniej, dla jakich
funkcji Younga ¢, g, v1 mamy

M(L#', L¥) C L¥°?

Maligranda i Persson w [58| podali czesciowa odpowiedZ na pytanie O’Neila, wyka-
zujac, ze jezeli nieréwnosci (2.0.3) i

o (u) < oyt (w)er (u)

sa spelnione dla odpowiednich argumentéw (tj. dla duzych argumentoéw, gdy I = [0, 1]
lub wszystkich argumentow, gdy I = [0,00)), to

M(L#*, L) = L#°.

W [57] Maligranda oraz Nakai wzmocnili powyzsze twierdzenie dowodzac, ze jezeli
istnieje stata C' > 1 taka, ze

o~ (u) < Oyt (u)ipy *(u)
dla odpowiednich argumentéw, to
M(L#Y, L¥) — L¥°.
Zestawiajac ten wynik z twierdzeniem O’Neila otrzymujemy, ze
M(L#', L¥) = L¥°,
gdy spelniona jest réwnowaznos$é

wo T T (2.0.4)

dla odpowiednich argumentow.
Powyzsze twierdzenia nie prowadza do uzyskania wzoru na funkcje ¢o generujaca

przestrzeri mnoznikéw. Mozna z nich jedynie wywnioskowaé, ze jezeli funkcja £— jest
Y1
rownowazna odwrotnosci pewnej funkcji Younga g, to przestrzen mnoznikéow punk-

towych M (L¥', L¥) jest przestrzenig Orlicza L#°. Istnieja jednak pary funkcji Younga
©1, , dla ktorych nie istnieje funkcja Younga ¢g spelniajaca rownowaznosé (2.0.4) mimo,
ze przestrzenn mnoznikow M (L#1, L¥) jest nietrywialna przestrzenia Orlicza (patrz |39,
Example 7.8| lub przyktady 2.2.2 oraz 2.2.3).

Ustalmy funkcje Younga 1, ¢ oraz, ze rozwazamy przestrzenie Orlicza L%', L¥ zde-
finiowane nad [0,00). Zeby wskaza¢ funkcje Younga generujaca przestrzen M (L#', L¥)
przyjrzyjmy sie uogélnionej nieréwnosci Younga (2.0.3) bedacej warunkiem koniecznym
na wlozenie L¥° C M (L¥', L¥) (patrz [67]). Mozemy ja rownowaznie zapisa¢ jako

wo(u) = p(uv) — ¢1(v) dla u,v > 0. (2.0.5)
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Najmniejsza funkcja Younga spelniajaca nierownosé (2.0.5) (czyli generujaca naj-
wieksza przestrzen Orlicza w sensie inkluzji) jest uogélniona funkcja dopelniajaca
w sensie Younga funkcji ¢ wzgledem ¢ oznaczana symbolem ¢ & ¢; i definiowana
wzorem

S pi(u) = sup {p(uv) —p1(v)} (2.0.6)
0<v<by,

Jest ona zatem naturalnym kandydatem na funkcje generujaca przestrzen mnoznikéw
punktowych M (L¥', L¥). Co wiecej, jej konstrukcja jest uogoélnieniem konstrukeji funk-
cji dopelniajacej w sensie Younga powigzanej z najprostszym przypadkiem przestrzeni
mnoznikéw punktowych, tj. przestrzeni dualnej w sensie Kéthego. Przypomnijmy, ze w
przypadku przestrzeni mnoznikéw z przestrzeni Orlicza L' do L' zachodzi rownosé
M(L?, LY) = L¥1, gdzie o} jest funkcja dopelniajaca w sensie Younga (patrz [56, The-
orem 9.1]). Przestrzeri L! jest przestrzenig Orlicza generowana przez funkcje Younga
o(u) =wu dla u > 0. Zatem, poniewaz ¢} = ¢ © (1, mamy

M(L#', L") = L¥1 = L¥5%1,

Uogolniona dopetiajaca funkcja Younga byta rozwazana w kontekécie mnoznikéw
przez Maureya [59], ktory wykazal, ze jezeli dla N—funkcji o1, ¢ funkcja ¢ © @1 jest
gtadka, to zachodzi réwnosé

M(L#*, L¥) = L¥O%0,

W praktyce trudno okresli¢ w jaki sposéb wlasnodci o1, ¢ wplywaja na gtadkos¢ ¢ & 1,
zatem mozliwosci wykorzystania powyzszego twierdzenia sg ograniczone.
Gdyby byto wiadomo, ze dla funkcji Younga (1, ¢ spelniona jest réwnowaznosé

(pop) for  me T, (2.0.7)

to otrzymaloby sie réwnosé M (L¥t, L¥) = L¥S¥1. Tym tokiem rozumowania poszli Kol-
wicz, Lesnik i Maligranda w [39] wykazujac szereg warunkow dostatecznych na to aby
zachodzila réwnos¢ M (L1, L¥) = L1, Miedzy innymi udowodnili, ze (2.0.7) zacho-

p(uv)
w1 (u)

nastepujacych warunkéw:

dzi, gdy lim sup = ( dla dowolnego v > 0 oraz spelniony jest co najmniej jeden z
uU—00

p(uv)
»1(u)

R ()
e funkcja o0

e funkcja jest nierosnaca dla kazdego v > 0,

jest niemalejaca,

® © © 1 warunek spetnia As dla duzych argumentow.

Jednoczesnie skonstruowali pare funkcji Younga ¢1, ¢, dla ktorych (2.0.7) nie jest spel-
niona mimo, ze
M(L#', L¥) = L¥O%,
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Nalezy podkresli¢, ze problem opisu przestrzeni mnoznikéw punktowych pomiedzy
ciggowymi przestrzeniami Orlicza zostal rozwigzany przez Djakova i Ramanujana w [23].
Udowodnili oni, ze dla dowolnych funkcji Orlicza ¢, 1 zachodzi réwnosé

M (092, (7)) = (#5191,
gdzie ¢ ©1 1 jest modyfikacja konstrukcji ¢ © 1 wyrazona wzorem

por1pi(t) = sup {p(st) —p1(s)}-

0<s<1

2.1 Mnozniki punktowe pomiedzy przestrzeniami Orlicza

Nasze rozwazania ograniczymy do funkcyjnych przestrzeni Orlicza z uwagi na rezultat
Djakova i Ramanujana dajacy peten opis przestrzeni mnoznikéw pomiedzy ciagowymi
przestrzeniami Orlicza. Dowo6d gléwnego twierdzenia tego rozdziatu bedzie wymagat
wykazania kilku lematow.

Lemat 2.1.1. Niech ¢, 1 beda funkcjami Younga takimi, ze b, < oo oraz b,, = oo.
Woéwcezas
M(L*t, L¥) = {0}.

Dowdd. Przyjmijmy, ze f € M(L¥',L¥) jest niezerowa oraz nieujemna. Poniewaz b, <
0o, wiec L¥ C L. Niech ¢ > 0 bedzie stalg tego zanurzenia, tj.

19lloe < ligll,

dla kazdego g € L¥. Bez straty ogolnosci mozemy przyjaé, ze m({t € I : f(t) > %}) >0
dla kazdego n € N. Zaltozenie b,, = oo implikuje porzadkows ciggloé¢ w przestrzeni L*#!
funkcji charakterystycznych zbioréw miary skoriczonej. Istotnie, mamy

HX[OJ)le = m — 0 przy t — oo.

(

Mozemy zatem wybraé ciag zbiorow (A,) tak aby:
(i) A, c{tel:f(t) =1} oraz m(A,) > 0;
(i) Ixal,, < 5.

Woéwcezas HnQXAnH% < 1, skad

n < |0 fxanll o < elln® Fxaull, < cllflla
dla kazdego n € N. Otrzymana sprzeczno$¢ konczy dowdd lematu. O

Uwaga 2.1.2. Teze lematu 2.1.1 mozna wywnioskowaé takze z [39, Proposition 3.2].
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Lemat 2.1.3. Niech ¢, p1 bedg funkcjami Younga, przy czym b, < co. Woéwczas
M(L#', L¥) C L*°.

Dowdd. Przypusémy, ze M(L¥1, L¥) ¢ L. Wowczas istnieje funkcja f € M (L, L¥)
taka, ze || f||ar = 1 oraz

m({tel:|f(t)] =n}) >0,
dla wszystkich n € N. Dla kazdego n € N zdefiniujmy A, == {t € I : |f(t)] > n}. Na

mocy wtasnosci ideatu mamy

Inxanllar < [Fllar < 1.

Niech ng bedzie takie, ze m(A4,,) < co. Wtedy dla kazdego n > ng

-1

Ixalle = 75—
77 X Ang

nb

1fllar = lInxa, v 2 i X A XAy llp = ] .

XAnO ”401 XAno ||<P1

Uzyskana sprzecznosé dowodzi, ze M (L%, L¥) C L. O

Dla dalszych rozwazan uzyteczna bedzie nastepujaca modyfikacja uogolnionej funkcji
dopehiajacej w sensie Younga ¢ © @1 definiowanej wzorem (2.0.6).

Definicja 2.1.4. Niech ¢, 1 beda funkcjami Younga oraz niech 0 < a < by,,. De-
finiujemy obcieta uogélniona funkcja dopelniajaca w sensie Younga funkcji ¢
wzgledem ¢ wzorem

¢ Sa p1(t) = sup {p(st) — p1(s)}-

0<s<a

Lemat 2.1.5. Niech ¢, 91 beda funkcjami Younga oraz 0 < a < b,,. Woéwczas funkcje
YO p1 196, e takze sa funkcjami Younga.

Dowdd. Teze lematu wykazemy jedynie dla ¢ 8, ¢1. Dowdd dla ¢ © ¢; jest analogiczny.
Ustalmy 0 < a < by, . Latwo zauwazy¢, ze ¢ ©,¢1(0) = 0 oraz ¢S4 p1(00) = 0o. Wobec
tego wystarczy wykazaé, ze ¢ S, ¢1 jest wypukla. Niech wj,ug > 0 oraz A € (0,1).
Wtedy

¢ Sa pr(Aur + (1 = Nug) = sup {p(s(Aur + (1 = Nug)) — ¢1(s)}

0<s<a
< Osgiga{w(sul) + (1= Ng(suz) = Ap1(s) — (1 = Nei(s)}
< Aoigga{ap(sul) —p1(s)t+ (1 =) Oigga{w(sw) —p1(s)}

= Ap Sa p1(u1) + (1 = A)p S p1(u1).
Zatem ¢ S, 1 jest funkcja Younga. O

Uwaga 2.1.6. Fakt, ze dla dwoch funkeji Younga ¢, 1 funkcja ¢ © ¢1 jest rowniez
funkcja Younga byt dowiedziony w [3, Theorem 4].



ROZDZIAL 2. PRZESTRZENIE ORLICZA 20

Twierdzenie 2.1.7. Niech ¢, ¢1 beda funkcjami Younga. Woéwczas
M(L# L¥) = [POPL

Dowdd. Jezeli b, < oo oraz b, = 00, to ¢ © ¢1(u) = oo dla kazdego u > 0. Wtedy,
na mocy lematu 2.1.1, zar6wno L¥9%t = {0}, jak i M(L¥',L¥) = {0}. Zatem teza
twierdzenia jest spelniona w sposob trywialny. Mozemy wiec zatozy¢, ze ¢ © ¢1(u) < 0o
dla pewnego u > 0. Zaczniemy od wykazania, ze

L¥S?Y C M(L¥, L¥). (2.1.1)

Niech f € L¥®%! oraz g € L¥! beda takie, ze

1

1
£l e < 5 0107 llgl,, < 5

Chcemy wykazaé, ze fg € LY oraz Hfg”w < 1. Na mocy definicji funkcji ¢ © @1 zachodzi
uogolniona nieréwnos$é¢ Younga, tj.

o(us) < p1(s) + o p1(u) dlau,s > 0.

Stad, na mocy zaleznosci normowo-modularnej (1.4.1), mamy

| =

1,(fg) = / (1 (HgH)dt < / oo (| f(B))dt + / e1(lg(H))dt <

Zatem fg € L¥ oraz
Ifgll, <1,

Wobec tego
1f9ll, < 41 llpep, ll9ll,

dla dowolnych f € L¥°¢1 i g € L¥*. Zatem f € M(L¥*, L¥) oraz ||f|,, < 4||f||§0®<p1, co
koniczy dowod inkluzji (2.1.1).
Wykazemy teraz inkluzje odwrotng, tj.

M(L?*, L) C [POPL

Najpierw udowodnimy istnienie statej ¢ > 0 takiej, ze dla dowolnej funkcji prostej f €
M (L#', L¥) zachodzi nieréwnoscé

[fllpop: < cllfllar (2.1.2)
Niech f € M(L#', L¥) bedzie funkcja prosta nieujemna postaci f = >, arxp, taka, ze

1
< PR
1Fllar < 5

gdzie b = 1, gdy by, = oo lub b = by, gdy b,, < oo. Wykazemy, ze dla kazdego
1 < a < by, zachodzi
I@@a‘ﬂl (f) < L.
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Ustalmy dowolne 1 < a < by,. Z definicji ¢ ©, ¢1 wynika, ze dla kazdego k istnieje by
takie, ze
plagbr) = ¢ Sa p1(ak) + 1(by).

Zdefiniujmy g :== > byxp,. Mamy
k

©(f9) = ¢ Sa p1(f) + ¢1(9) (2.1.3)

oraz g(t) < adlat e I. Z rownosci (2.1.3) wynika w szczegdlnosci, ze

¢ Sap1(f) < o(f9), (2.1.4)
oraz
¢1(9) < »(f9). (2.1.5)
Wykazemy, ze
lgll,, <1 (2.1.6)

W zaleznosci od by, definiujemy ciag zbioréw (A, ) nast¢pujaco:

o Jezeli by, = 00, to fre:1(07) = 0. Wowezas istnieje ¢, > 0 takie, ze dla dowolnego
A C I spemiajacego m(A) < t, zachodzi ||xallp, < 2 . Jako (4,) wybieramy
ciag parami rozltacznych zbiorow takich, ze m(A,) < t, dla kazdego n € N oraz
I=UA,.

e W przypadku, gdy b,, < oo mozemy bez straty ogdlnosci przyjac, ze b, > 1.
Wtedy fre: (0T) = i < 1, skad istnieje t, > 0 takie, ze dla kazdego A C I
spelniajacego m(A) < t, zachodzi ||xally, < 1. Ponownie dobieramy ciag (A,)
parami roztacznych zbiorow takich, ze m(Ay) < t, dlan € Noraz I = J A,.

Wowczas dla dowolnego n € N
a 1
IF9xanlle < llglarllfxanllen < gplxanlle < 5
gdyz |f(t)| < a < by, oraz §l[xa,lle; < 1. Ponadto z nieréwnosci (2.1.5) wynika, ze

I, (9x4,) < Io(faxa,) < |[fgxanlle < 3, (2.1.7)

N =

dla kazdego n € N. Zdefiniujmy
n
Gn =Y gXA,-
k=1

Twierdzimy, ze Iy, (gn) < % dla kazdego n € N. Udowodnimy te nieréwnosé¢ indukeyjnie.
Dla n =1 wynika ona z (2.1.7). Niech n > 1 oraz zalézmy, ze

Lpl (gnfl) <

N | —
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Mamy
Iy, (gn) = I@l(gnfl) + Iy, (QXAn) < L
Zatem |\gn||,, <1, skad otrzymujemy

1 1

Stosujac ponownie nieréwnosé (2.1.5) dostajemy ostatecznie

1
Lo, (gn) < Ip(fon) < ||fgn||go < 9
dla kazdego n € N, co koiiczy dowdd indukeyjny.
Zauwazmy, ze ¢, T g m—prawie wszedzie. Na mocy wtasnosci Fatou przestrzeni L¥?
wnosimy, ze g € L¥! oraz

”gHle < Slrlbp HgnH(pl <1

Poniewaz || fgll, < 3ll9lle. < 3, wiec stosujac nieréwnosé (2.1.4) otrzymujemy

Ieuon () < T(F9) < Ifol, < 5

Na mocy lematu Fatou mamy

DN |

Lo (f) = /I & g1 (f(1)dt < lim inf / o S or(F(1))dt <

a—by, JI

Ostatecznie f € LP9% oraz || f||poe, < 1, co koriczy dowdd w przypadku, gdy f jest
funkcja prosta.

Niech teraz f € M(L¥*, L¥) bedzie dowolna funkcja. Istnieje ciag funkcji prostych
nieujemnych (f,) taki, ze f,(t) T |f| (t) dla m-prawie wszystkich t € I. Wtedy

[fnlloeer < 26/l fullar — 2601l ar-

Zatem wlasno$¢ Fatou oraz (2.1.2) implikuje, ze f € L¥9%! oraz || f|lpee, < 20| f|lam, co
koriczy dowdd. O

2.2 Faktoryzacja przestrzeni Orlicza

Jezeli dla dwoch krat Banacha E, F' przestrzen mnoznikow M (E, F) jest trywialna, to
oczywiscie przestrzenn F nie moze faktoryzowaé przestrzeni F. W rozwazaniach dotycza-
cych faktoryzacji ograniczymy sie zatem do sytuacji, w ktorej przestrzeri mnoznikéw jest
nietrywialna.

Wiadomo (por. [39,56,67]), ze jezeli dla dwoch funkeji Younga ¢, 1 istnieje trzecia
funkcja Younga ¢g taka, ze M(L¥',L¥) = L¥°, to L¥' faktoryzuje L¥ wtedy i tylko
wtedy, gdy réwnowaznosé (2.0.4), tj.

wo Tt !
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jest spelniona dla odpowiednich argumentéw. 7 drugiej strony, jezeli nie jest spelniona
rownowaznosé (2.0.4), to ze znanych wezesniej twierdzen nie mozemy wnioskowaé, ze
M (L%, L¥?) jest przestrzenia Orlicza. W takiej sytuacji nie mozemy zastosowaé wcze-
$niejszych wynikéw by otrzymaé warunek na faktoryzacje przestrzeni Orlicza. Dopiero na
mocy twierdzenia 2.1.7 wiemy, ze M (L¥*, L¥) zawsze jest przestrzenia Orlicza. Pozwala
to w pelni scharakteryzowaé dla jakich funkcji Younga zachodzi faktoryzacja generowa-
nych przez nie przestrzeni Orlicza.

Twierdzenie 2.2.1. Niech ¢, 1 beda funkcjami Younga. Wowczas przestrzen L¥! fak-
toryzuje przestrzen L%, tj.
L © M(L¥',L%) = L¥

wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) I = [0,00) i rownowaznosé o (p © ¢1)~! ~ ¢! jest speliona dla wszystkich
argumentow,

1

(i) T = [0,1] i rownowaznosé ¢; (¢ © ¢1)~" ~ ¢! jest spetniona dla duzych argu-

mentow.

Dowdd. Wykazemy jedynie podpunkt (i). Dowod przypadku (ii) jest analogiczny. Z
twierdzenia 2.1.7 wynika, ze M (L¥',L¥) = L¥9%1. W szczegolnosci M (L¥1, L¥) jest
przestrzenig Orlicza. Wykorzystamy twierdzenie [40, Collorary 6 (a)], ktore orzeka, ze
dla trzech funkcji Younga ¢, @g, ¢1 r6wnosé

L¥t ® LYo = [¥

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy réwnowaznosé

-1 - -1
¢ oy et

jest spelniona dla wszystkich argumentéw. Na mocy powyzszego, biorac w miejsce ¢q

funkcje ¢ © 1 otrzymujemy teze twierdzenia. O

W [39, Example 7.8] autorzy konstruuja pare przestrzeni Orlicza L¥, L¥! nad [0, 1]
taka, ze L¥! nie faktoryzuje L¥, mimo iz M (L¥',L¥) # {0}. Ponizej zaprezentujemy
dwie nowe pary przestrzeni Orlicza, dla ktorych faktoryzacja réwniez nie zachodzi. Pierw-
szy z przykladow jest analogiczny do konstrukeji z pracy [39], ale przestrzenie sa zdefi-
niowane na polprostej. Istota drugiego jest to, ze przestrzen mnoznikow M (L%, L¥) jest
rézna od L°°, w przeciwieristwie do znanych przyktadow tego typu.

Przyktad 2.2.2. Zdefiniujmy nastepujacg pare funkcji Orlicza

v1(u) = u?
oraz ' oo
2nlu —n!? dlau € ["'Hg*l)', n'(gﬂ)), n>1
o(u) = %u—ﬁ dla u € [%,g—ﬂ), n>1

2u—1dlaue[23).
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Funkcja ¢ jest zdefiniowana w taki sposob, by byla styczna do funkeji u? w punktach

postaci n! oraz % W szczegolnosci, dla kazdego u > 0, mamy

p(u) < u® = o1(u). (2.2.1)

Wypuktosé funkcji ¢ wynika z faktu, ze jest to tamana, dla ktorej wspotezynniki kierun-
kowe kolejnych fragmentéw liniowych rosna, gdy ro$nie argument.

Rozwazmy przestrzenie Orlicza L¥?, L¥' zdefiniowane nad [0,00). Zauwazmy, ze
L#t = L2, Ponadto z nieréwnosci (2.2.1) wynika, ze L? C L¥. Otrzymujemy, ze L™ C
M(L?,L¥). Wykazemy teraz, ze M(L? L¥) = L. Dowiedziemy M(L?,L¥) C L>®. W
tym celu wykazemy, ze fprr2, L¢)(O+) = 1 (poniewaz dla przestrzeni symetrycznych E
warunek fz(07) > 0 implikuje zawieranie E C L*°). Wezmy € > 0 oraz n € N takie, ze
# < e. Mamy

X0l 2 = sup 1Fx0.) [, = InX0,1/m2) X100 [l = (X0, /mm ], =1
<

gdyz Hn!X[O,I/nIQ)Hz = 1. Wykazaliémy zatem, ze M (L% L¥) = L°°.

Udowodnimy teraz, ze nie istnieje funkcja Younga ¢g spetniajaca (2.0.4) dla matych
lub duzych argumentow.

(i) Przypusémy, ze istnieje funkcja Younga ¢ taka, ze

co M u) < gt (w)er ! (u) < Co~t(u)

dla pewnych staltych ¢, C,ug > 0 i wszystkich u > ug (tj. spelniajaca rownowaznosé
(2.0.4) dla duzych argumentow). Mamy dla n > 1

. gpl_l(n!(n - 1)!)@51(71!(71 -1 _ 2¢/nl(n — 1)!@51(n!(n =

€S o (nl(n— 1)) (n—1Dl(n+1)
_ 2v/npy L (n!(n — 1)) o 20 H(n!(n — 1)1
(n+1) = vn '
Stad
C\f < gt (nl(n — 1)), (2.2.2)
7 drugiej strony dla dowolnego n > 1
—1( 12y, =1 (012 1,12
1 (%) (n!%) _ nlpg (nl%) 4
c> (012 = o =, (n!9). (2.2.3)

ednak ¢, jako odwrotnosé¢ funkcji Younga jest niemalejaca. Zatem nierownosé
J d k al . k d L. f k .. Y . t . 1 . Z . . ..

.2.2) przeczy nieréwnosci (2.2.3). Wobec tego nie moze istnie¢ ¢ spelniajaca
2.2.2 ierd Sci (2.2.3). Wob i ze istnieC ¢ Iniaja
(2.2.2) dla duzych argumentow.
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(ii) Podobne mozna wykazaé, ze nie istnieje funkcja Younga ¢g spelniajaca (2.0.4) dla
malych argumentow. Przypusémy, ze istnieje funkcja ¢ spetniajaca

co M (u) < gt (w)epr ! (u) < Co~t(u)

dla pewnych stalych ¢, C,ug > 0 oraz wszystkich 0 < u < ug. Dla n > 1 mamy

Lo G e ) _ o () - Vi 1<n)<2¢51(n’?2).

e () om0 ) T oo e NG
Zatem n
e () 2 2evi
dla kazdego n > 1. Z drugiej strony
~1( 1\, ~1(1 1, -1(1
o> P (a) 20" () _ w0 (ae) _ ol (1)
o~ (7iz) o ’

dla kazdego n > 1, skad

Ponownie otrzymaliSmy sprzecznos¢, gdyz ¢ ! jest niemalejaca.
Na zakoniczenie wyznaczmy funkcje ¢ © 1. Dla dowolnego 0 < v < 1 mamy

p(su) < ¢(s) < @i(s),
skad
p(su) — ¢1(s) <O.
Wobec tego, na mocy definicji funkcji ¢ & ¢1, otrzymujemy
S p1(u) =0
dla 0 < u < 1. Natomiast jezeli u > 1, to dla kazdego n > 1 mamy
o(un!) — p1(n!) = 2nlun! — n!* — n!? = 2(u — 1)n!?.
Zatem

PO p1(u) = igg{@(SU) —p1(s)} = 0.

W rezultacie z definicji przestrzeni Orlicza wynika, ze LS9t = L. Wobec tego
zachodza réwnosci
L[POPL — [[© — M(L“"l,L‘P)

mimo braku réwnowaznosci (p © 1) ']t & ¢! Tymczasem z twierdzeri z prac [39)
czy [57] nie mozemy wywnioskowaé, ze przestrzeni M (L2, L¥) jest przestrzenia Orlicza.
Ponadto, zauwazmy, ze L? nie jest L¥—doskonata. Istotnie, mamy

M(M(L?, L¥),L¥) = M(L>®,L¥) = L¥ # L.
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Przyklad 2.2.3. Zdefiniujmy nastepujace funkcje Younga, bedace modyfikacja funkcji
z poprzedniego przyktadu

u? dla u € [0, 1),

o(u) =< 2u—1dawuell,3/2),
n!4+(n—1)! nKn+2h
2 0 2

2nlu —n!? dla u € | , n>1

oraz

u? dla u € [1,00).

WV

1

Generowane przez nie przestrzenie Orlicza L¥!, LY bedziemy ponownie rozwazaé¢ nad
polprosta.

Zaczniemy od wykazania, ze nie istnieje funkcja Younga o spelniajaca (2.0.4) dla
malych lub duzych argumentéw.

(i) Fakt, ze dla zadnej funkcji Younga ¢ nie moze zachodzi¢ ¢y '¢;! ~ ¢t dla
duzych argumentow wynika z punktu (i) w przykladzie 2.2.2.

(ii) Wykazemy, ze nie istnieje funkcja Younga g spelniajaca (2.0.4) dla matych argu-
mentéw. Gdyby tak nie bylo, to istniataby funkcja Younga ¢q taka, ze

cp™H(u) < oy (wer () < Ot (u)

dla pewnych statych ¢, C,ug > 0 oraz 0 < u < ug. Dla kazdego n > 1 mamy

n+l
_ 2nl 9061 (ﬂ)
e

n+l _;/n R
=2 o () 220" () v

o s PG o' G) _

skad
() < 0 &
Yo (n!2 S Tyn
7 drugiej strony dla wszystkich n > 1 otrzymujemy

c<f ) Gr) _men Ge) _ o (;ﬂ) _

¢~ () a1

Stad

UzyskaliSmy sprzecznosé, gdyz ¢, ! jest niemalejgca.
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Wyznaczymy teraz funkcje ¢ © ¢1. Z przykladu 2.2.2 wynika, ze ¢ © p1(u) = oo dla
kazdego u > 1. Niech 0 < u < 1. Zauwazmy, ze ¢(us) < ¢(s) < i(s) dla wszystkich
s = 1. Wobec tego

PO p1(u) = %gg{sf)(w) —p1(s)}

= sup {¢(us) —i(s)}

0<s<1
2 1
= sup {(us)2 -5+ 30
s€lgtiian o )i neN e

Funkcje, ktore pojawiajg sie pod supremum nie posiadaja wartosci maksymalnej we-
wnatrz odpowiednich przedzialéw, poniewaz sg to fragmenty parabol o ramionach skie-
rowanych do gory. By obliczy¢ supremum nalezy zatem rozwazyé¢ wartodéci na koncach
przedziatow

w)=max{ (o)t — (U )~ =+ —
el ned |2+ 1)V nl2(n+ D)l a2 2pl nl 20l " nl2
(n+2)%u? —8(n+2)(n+1)+4n+1)2 (n+1)%u? —4n
= max )
neN 4(n+1)1? 4n!?

(n+2)%2u?—8(n+2)(n+1)+4(n+1)>2
4(n+1)!12

Wyrazenie jest zawsze ujemne, stad

YO p1(u) = max

(n+1)%u? — 4n
4n!? ’
2 2— . . . . .
Najmniejsze n € N, dla ktérego wyrazenie %7!“24" jest nieujemne, to ng spetniajace
iﬁ < u < ngfl Analizujac wartodci wyrazenia pod maksimum dla
n 2= ng otrzymujemy

nieré6wnosé

0 dla uw =0,
YO pi(u) = 7(”“2;?2274" dla u € (2\{;?18"; 2\/71771:“?”‘1 ,n>=1,

oo dla u € (1,00),

gdzie &, = Zauwazmy, ze w tym przypadku M (L¥',L¥) # L°°, poniewaz

1
n2+3n+3"
CLSO@SOI = O
Uwaga 2.2.4. Otrzymalismy zatem pare funkcji Younga 1, ¢, dla ktorych nie istnieje
funkcja Younga ¢g spetniajaca (2.0.4), tj.

-1 -1 1
Yo P11 Fe .

Stad wynika, ze dotychczas znane twierdzenia nie daja mozliwo$ci wywnioskowania iz
M(L*#', L¥) jest przestrzenia Orlicza.
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W przykladzie 2.2.2 bylismy w stanie wykaza¢, ze M (L%, L¥) = L¥°%1. W przy-
padku przyktadu 2.2.3 uzyskanie takiej réwnosci bez odwotania sie do twierdzenia 2.1.7
bytoby bardzo trudne.

W pierwszym przyktadzie nieistnienie funkcji Younga spelniajacej rownowaznosé (2.0.4)
dla matych argumenté6w mozemy otrzymaé réwniez z ogdlniejszych rozwazan dotyczacych
mnoznikéw punktowych pomiedzy ciagowymi przestrzeniami Orlicza. Istotnie, jezeli ¢
jest zdefiniowana jak w przyktadzie 2.2.2; to

2
ey
skad M (€%, ¢09) = (>°. Mozemy stad takze wywnioskowaé, ze £2 nie faktoryzuje ¢¢ gdyz
COMWP ALY =201 =7 417

Korzystajac z twierdzenia 2.2.1 wnosimy, ze nie istnieje funkcja ¢g speliajaca (2.0.4)
dla malych argumentéw.

7 drugiej strony w przyktadzie 2.2.2 nie mozemy uzy¢ podobnej argumentacji. Niech
funkcje ¢, 1 bedg zdefiniowane jak w przyktadzie 2.2.2. Wykazemy, ze przestrzen mnoz-
nikow pomiedzy ciagowymi przestrzeniami Orlicza generowanymi przez ¢, @1 jest nietry-
wialna, tj. M(£P1,0%) # £>°. Aby to udowodni¢ wystarczy pokazaé, ze dla ciagu (z,)
sum czesciowych kolejnych elementéw bazy kanonicznej, tj.

n
Ty — E (&3
k=0

mamy HanM(WI ¢y — 00 przy n — co. W tym celu zauwazmy, ze (¥ = 02, Korzystajac
ze wzoru na funkcje fundamentalng przestrzeni Orlicza otrzymujemy, ze

n+1
7,.’1:& = 1,
2n! P
dla n > 1. Stad
1 1 n!
T2 = n+' X 2 n+' R @,
o e 02 2n! 50, 20! n T 2
dla n > 1. Zatem
lim ||x .2 = 00.
n—00 n M(ee1 02)

Poniewaz, na mocy wlasnosci ideatu ciag (Hﬂ:nH M1 g2)> jest niemalejacy, wiec rowniez

nhjolo [@nll pr(eer 2y = 00,

co dowodzi, ze M (¢91,£%) £ (>°.
W obu przyktadach nie zachodzi faktoryzacja odpowiednich przestrzeni Orlicza. Wy-

nika to z twierdzenia 2.2.1 oraz braku rownowaznosci (¢ © gol)_lgol_l ~ oL,



Rozdzial 3

Mnozniki punktowe pomiedzy
uogolnieniami przestrzeni Orlicza

Glownym celem tego rozdzialu bedzie opis mnoznikéw punktowych M (L#', L¥) oraz
M(E,,, E,) pomiedzy parami przestrzeni Musielaka—Orlicza oraz parami przestrzeni
Calderona—t.ozanowskiego, odpowiednio.

Udowodnimy, ze dla przestrzeni Musielaka—Orlicza L¥', L¥ zachodzi réwnosé

M(L‘pl,L‘p) — L@@wj

o ile supp(L¥) = Q. Opis taki byl znany wczesniej tylko dla waskiej klasy przestrzeni,
tj. dla par przestrzeni Nakano (nazywanych rowniez przestrzeniami Lebesgue’a o zmien-
nym wyktadniku). Reprezentacja przestrzeni mnoznikéw punktowych pozwoli nam udo-
wodnié¢, ze warunkiem dostatecznym na faktoryzacje przestrzeni Musielaka—Orlicza jest

réwnowaznoscé

erltpop) e

W przeciwienistwie do przypadku przestrzeni Orlicza, warunek ten nie jest konieczny, co
zobrazujemy odpowiednim przyktadem.

Podobne twierdzenia wykazemy w klasie przestrzeni Calderéna—t.ozanowskiego. Do-
ktadniej, dla przestrzeni symetrycznej E oraz dwoch funkcji Younga ¢, 1, spetniajacych
pewne techniczne zalozenia, udowodnimy, ze

M(E,,,Ey) = Epcyp, -

Na koniec omoéwimy warunki na to aby przestrzen K, faktoryzowala E.

3.1 Uogoé6lniona funkcja dopetniajaca w sensie Younga
W niniejszym podrozdziale zaprezentujemy konstrukcje uogélnionej funkcji dopetniajacej

w sensie Younga ¢ © ¢ dla pary funkcji Musielaka-Orlicza ¢, ¢ oraz przedstawimy
podstawowe wtasnosci tej konstruke;ji.

29



ROZDZIAL 3. UOGOLNIENIA PRZESTRZENI ORLICZA 30

Niech ¢ oraz ¢1 beda funkcjami Musielaka-Orlicza nad przestrzeniag miary 2. Przyj-
miemy nastepujace oznaczenia

Qoo :={t € Q°: by, (t) = by(t) = oo},

Qo0 = {t € Q°: by, (t) = 00, by(t) < oo},
Qo0 = {t € Q°: 0 < by, (t) < 00, by(t) = oo},
Qoo,o0 = {t €Q°: 0 < by, (t) < 00, by(t) < oo},

Qo = Q0,0 U 20,00,
Qoo = Do 00 U Qoo -

Definicja 3.1.1. Niech ¢, 1 beda funkcjami Musielaka—Orlicza. Uogolniong funk-
cje dopelniajaca w sensie Younga funkcji ¢; wzgledem ¢, oznaczana ¢ © @1,
definiujemy wzorem

by, (1)} dla t € Q°,

sup {@(t, su) —p1(t,$): 0 < s <
0 < s < min {cw(t), ber (1) }} dla t € Q%

sup {Lp(t, su) — @1(t, s):

()0@ Qol(tv u) = {

gdzie ¢y, (t) = ¢! (t, ﬁ) dla t € Q% (czyli ¢, (t) =1/ HX{t}le)'

Zauwazmy, ze byo,, (w) > 0 dla kazdego atomu w € Q. Ponadto zachodzi réwnosé

b () = 723

dla t € Q. Istotnie ustalmy ¢t € Qn, dla ktorego ¢(t,-), p1(t,-) sa funkcjami Younga

oraz niech u > 2l Mamy woéwczas u = boltlte ]a pewnego € > 0 a zatem
b‘Pl( ) bLP1 (t)—¢

v © @1t u) = sup {p(t, su) — @i(t, s): 0 < s < by, ()}

_ by(t) + ¢ )
= sup {g@(t,s‘%m(t)) —¢1(t,8): 0<s< b@l(t)}

> (1, bp(t) + ) — p1(t, by () — ) = o0

Jezeli zag u < bb“”((tt)) to tatwo zauwazy¢, ze ¢ © p1(t,u) < 0.

P1
Wobec tego dla p—p.w. t € Qoo

0 dlawu=0,
oo dlau >0,

pOpitu) = {
skad
supp(L¥E?1) = (20,0 U Qoo U Q%) N supp(L¥). (3.1.1)

Podobnie jak w przypadku przestrzeni Orlicza, w dowodzie gtéwnego twierdzenia be-
dziemy uzywaé nastepujacej modyfikacji konstrukeji funkcji ¢ & ¢.
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Definicja 3.1.2. Niech a > 0 oraz ¢, ¢1 beda funkcjami Musielaka—Orlicza. Funkcje
p Sq 1 definiujemy wzorem

sup {¢(t, su) — pi1(t,s) : 0 < s < a} dla t € Qg,
© O @1(t,u) == sup Pt su) —p1(t,s) 1 0 < s < by, (t)} dla t € Qo,
sup < ¢(t, su) — p1(t,s) : 0 < s < min {%1 (1), b“"12(t) }} dla t € Q°.

Podobnie jak w przypadku funkcji ¢ © 1 mamy réwnosé

(a+ 1)bso(t)

bsﬂeam (t) = ab@ (t)
1

dla p—p.w. t € Q

Lemat 3.1.3. Niech a > 0 oraz ¢, ¢1 beda funkcjami Musielaka—Orlicza. Woéwczas, dla
dowolnego a > 0, funkcje p © 1 1 @ O, 1 sa takze funkcjami Musielaka—Orlicza.

Dowdd. Z lematu 2.1.5 wynika, ze dla prawie wszystkich ¢t € Q funkcje p ©4 @1(t,-) 1
© © p1(t,-) sa funkcjami Younga. Wystarczy zatem uzasadni¢, ze dla v > 0 mierzalnosé
funkeji pS401(+, u) 1 0O (-, u). Udowodnimy ten fakt dla pSp;. Oczywiscie kazda czesé
przestrzeni €2 moze byé¢ rozwazana osobno. Wykazemy mierzalno$é na o,. Zauwazmy,
ze dla u > 0 oraz t € Q zachodzi

P © pi(t,u) = sup{p(t, su) —p1(t,5) : 0 <'s < by, (1)}
= sup{p(t, ubg, (t)v) = p1(t, b, (H)v) : 0 < v < 1}
= sup{p(t, ubg, (t)v) = p1(t,bp, () : v € QN[0 1)}

Funkcje (-, uby, (1)v) i p1(-, by, (-)v) sa mierzalne wobec czego takze funkcja ¢ © 1 (-, u)
jest mierzalna jako supremum przeliczalnej rodziny funkcji mierzalnych. Dowdd mierzal-
nosci ¢ & 1 funkcji na g jest niemal identyczny. W przypadku funkcji ¢ 6, 1 dowod
mierzalnosci jest analogiczny. O

Przyktad 3.1.4. Niech p,q : © — [1,00) beda dwoma funkcjami mierzalnymi takimi,
ze q(t) < p(t) dla p—p.w. t € Q. Zdefiniujmy pare funkcji Musielaka—Orlicza

1 1
tu) = —ul® oraz tou) = ——uP®
dlat € Q,u > 0. Wtedy
20 opltiu) = —u'®
Ao

gdzie ( y + % = Wlt) dla p—p.w. t € Q.
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3.2 Mnozniki punktowe pomiedzy przestrzeniami Musielaka—
Orlicza

Dowod réwnosci M (L1, L¥) = L¥9%1 dla przestrzeni Musielaka-Orlicza L#!, L¥ bedzie
przebiegal podobnie jak dowdd analogicznego twierdzenia z poprzedniego rozdziatu.

Przypomnijmy, ze wykazujac twierdzenie 2.1.7 w dowodzie nieréwnosci (2.1.6) wy-
korzystywaliSmy podzial przestrzeni miary I na rodzine zbioréw (A, ), ktorych istnienie
wynikato z symetrii przestrzeni Orlicza. W przypadku przestrzeni Musielaka—Orlicza
podobna argumentacja nie jest wystarczajaca, gdyz nie sa to przestrzenie symetryczne.
W ponizszych dwoch lematach udowodnimy, ze da sie skonstruowaé¢ podzial przestrzeni
miary w taki sposob, aby mozna bylo kontrolowaé normy funkcji charakterystycznych w
przestrzeni Musielaka—Orlicza.

Lemat 3.2.1. Niech ¢ bedzie funkcja Musielaka—Orlicza okreslona nad bezatomowsa
przestrzenig miary (£2,3, p) oraz niech b,(t) = oo dla p—p.w. t € Q. Wowczas dla
kazdego a > 0 istnieje ciag (A,) parami rozltacznych i mierzalnych zbiorow taki, ze
U A, = Q oraz

neN

1
Ixanll, < =,

Q

dla kazdego n € N.

Dowadd. Ustalmy a > 0. Dla kazdego n € N zdefiniujmy
B, ={teQ:n—-1< ¢t a) <n}.

Zbiory B,, sa mierzalne, gdyz dla kazdego a > 0 funkcja ¢(+, a) jest mierzalna. Co wiecej,

sa one parami roztaczne i u [ Q\ |J By, | = 0. Z zalozenia bezatomowosci 2 wynika, ze
neN
kazdy ze zbioréw B, mozemy podzieli¢ na ciag (skoriczony lub nie) parami roztacznych,
mierzalnych zbioréw (C]n)jeln speliajacych g C} = By, przy czym ,u(C}-l) < % dla
j€ln
7 € I,,. Zatem dla kazdego n € N i j € I,, zachodzi

I, (aoxey) = [ o(t.a)dut) < u(C}) sup olta) < 1.
CJ’.L tECJ”

Stad

1
HXCJ” < )
© a

dla n € N oraz j € I,. Poszukiwany ciag (Ag) otrzymujemy poprzez odpowiednie
przenumerowanie podwdjnie indeksowanego ciagu (Cjn)neN,je I,- O

Lemat 3.2.2. Niech ¢ bedzie funkcja Musielaka—Orlicza okreslona nad bezatomowsa
przestrzenia miary (€2, 3, u) i niech by (t) < oo dla p—p.w. t € Q. Wowcezas dla dowolnego
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a > 0 istnieje ciag parami roztacznych zbioréw mierzalnych (A,,) takich, ze |J A, =
neN

oraz
2

ess sup{b,(t)}
teAy,

Ixanlly <

Dowadd. Dla kazdego k € Z definiujmy zbiory
By = {t € Q: 2" < b, (t) < 2F}.

Poniewaz funkcja b, jest mierzalna, wigc kazdy ze zbioréow By, jest mierzalny. Dla k € Z
oraz n € N oznaczmy

B, ={teBr:n—-1< o(t, 281 < n}.

Ciag (Bj,n) zawiera parami roztagczne zbiory mierzalne oraz (Q\ U Bk,n) =0.
neN,keZ

Mierzalno$é¢ zbioréow (By, ,,) wynika z mierzalnosci funkcji (-, u). Oznaczmy
1= {(k,n) € 22 : p(By) # 0},
Dla pary (k,n) € I istnieje ciag (skoriczony lub nie) parami roztacznych zbioréw mie-

rzalnych (C’f’n)jgkm takich, ze | C’f’n =Dy, i u(C’f’n) <ldajely, Zatem
jelk,n

o (2 xgen) = [ (25 ) < (€5 sup (.2 < 1,
! o T ok
J

dla wszystkich (k,n) € I oraz j € I . Stad

1 2 2
<

< < ‘
o 281 7 ess sup{by(t)}  ess sup{by(t)}
tGBkyn tECJI?’n

X Ak,
e

Podobnie jak poprzednio, poszukiwany ciag (A,,) otrzymujemy poprzez przenumerowanie

potrojnie indeksowanego ciagu (Cj]?’n)k,neN,jeln- O

Fakt 3.2.3. Niech ¢ bedzie funkcja Musielaka—Orlicza taka, ze b,(t) < oo dla p—p.w.
t € Q2. Wowczas
L? C L*™(1/by).

Dowdd. Niech f ¢ L*°(1/b,). Dla kazdego n € N definiujemy zbi6r mierzalny

b= {renen <01}
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Poniewaz f/b, jest funkcja nieograniczona, wiec p(A,) > 0 dla kazdego n > 0. Ustalmy
a > 0 oraz wezmy n > N takie, aby spetniona byta nier6wnosé an > 2. Wtedy

nb‘PXAn g ‘f| )

skad
I, (af) = Iy, (CmbsOXAn) 2 1y (2waAn) = Q.

Wobec dowolnosci a > 0, na mocy definicji przestrzeni Musielaka-Orlicza wnosimy, ze
fé LY. O

Lemat 3.2.4. Niech ¢, ¢1 bedg funkcjami Musielaka—Orlicza okres§lonymi nad bezato-
mowy przestrzenig miary (£2, %, 1). Zatozmy, ze 0 < by, (1) < 0o oraz 0 < b, (t) < oo dla
u—p.w. t € Q. Wowczas

M(L#',L?) C L*>(by, /by).

Dowdd. Oznaczmy v(t) = blf;(%). Zalozmy, ze funkcja nieujemna f ¢ L°°(v). Dla

kazdego n € N definiujemy
Ap={teQ:n< f(t)v(t) <n+1}.

Bez straty ogoélnosci mozemy zaltozyé¢, ze pu(A,) > 0 dla kazdego n € N. Poniewaz
przestrzen () jest bezatomowa, wiec dla kazdego n € N istnieje zbiér miary dodatniej

B, C A, taki, ze
by, (¢) 1
t, 2 ) dp(t) < —.
/nm(, 5 >M() on

Oznaczmy

Woéwcezas

Iy, (9) z/ﬂwl (t,g(t)) du(t) = Z/ ®1 (t, b““;t)> du(t) <1,
n=1 n

wobec czego g € L¥* oraz |g||,, < 1. Z drugiej strony

1 n

F9() > 57 (8) > Tbs(6) dla jrpav. ¢ € B,

skad fg ¢ L¥, gdyz LY C Loo(i) na mocy faktu 3.2.3. Wobec tego f ¢ M(L¥*, L¥), co

koriczy dowod. O

Lemat 3.2.5. Niech ¢, ¢ bedzie parg funkcji Musielaka—Orlicza okreslonag nad bezato-
mowa przestrzenia miary (€2, 3, 1) oraz niech supp L' = ). Wowezas

supp M (L#', L¥) = Q0,0 U Qoo.
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Dowdd. Wykazemy, ze (€00 Nsupp M (L¥',L¥)) = 0. Przypu$émy, ze tak nie jest.

Woéwcezas istnieje zbior miary dodatniej A C Qg o, dla ktorego x4 € M(L#', L¥). Wy-

bierzmy zbiér miary dodatniej C' C A tak, aby tlné by(t) =6 > 0. Z lematu 3.2.1 wynika,
€

ze istnieje ciag zbiorow miary dodatniej (A4,) taki, ze A,, C C oraz

1

< —
Iy < -

dla kazdego n € N. Na mocy faktu 3.2.3 otrzymujemy, ze L¥[Qg o] C Loo(i)[Qo’oo] z
pewng stala zanurzenia ¢ > 0. Wobec tego

Ay > € xan ey = ¢ sup —
® bo teA, b¢(t)
S S S
c inf by (%) ~ cinf by () o

teAn teC

Dla kazdego n € N oznaczmy f, :=nxa,. Poniewaz | fy| ¢+ <1, wiec

n
Ixallar = lfaxally = lInxa,lly = Z5

dla wszystkich n € N. Zatem x4 ¢ M (L¥', L¥), co jest sprzeczne z zalozeniem. ]

W dowodzie twierdzenia 2.1.7 skonstruowaliémy funkcje z przestrzeni Orlicza L¥!
wydobywajaca norme funkcji prostej f € M (L¥', L¥). Dla kazdego t € I wybieraliSmy
liczbe s = s(t) realizujaca supremum

sup{p(f(t)s) —pi1(s) : 0 < s < a}.

Poniewaz f byta funkcja prosta, wiec takze funkcja s(t) byta funkcja prosta, a tym samym
mierzalng. W przypadku przestrzeni mnoznikéw pomiedzy przestrzeniami Musielaka—
Orlicza podobna konstrukcja jest znacznie trudniejsza. Przypomnijmy, ze supremum,
ktore pojawia sie w obcietej uogodlnionej funkcji dopelniajacej, ma postaé

sup{p(t, (t)s) = p1(t,s) : 0 < s < a}.

Nawet w sytuacji, gdy f jest funkcjg prosta, mierzalnos¢ funkcji realizujgcej to supremum
nie jest oczywista. Ponizszy lemat zapewnia, ze dla dowolnego a > 1 mozna wybraé
mierzalna funkcje s taka, ze

@ Sa 1, f(1) = (X, [(t)s(t) — ¢1(t, s(t)),
dla p—p.w. t € Q.

Lemat 3.2.6. Niech ¢, bedzie para funkcji Musielaka—Orlicza okreslona nad bez-
atomowsa przestrzenia miary (2,%, ). Zalézmy ponadto, ze supp L¥* = Q. Niech
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A C supp L¥ \ Qo bedzie zbiorem miary dodatniej. Jezeli dla liczb @ > 1,u > 0
nier6wnosé 3

e (1) <

jest spelniona dla p—p.w. t € A, to funkcja f : A — [0, 00) zdefiniowana wzorem

f(t) == max {0 < v < min {a, ailbw(t)} co1(t,v) + oS4 p1(t,u) = cp(t,uv)}

jest funkcja mierzalna.
Dowdd. Bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze ¢1(t, -) oraz ¢(t, -) sa funkcjami Younga

dla kazdego t € A. Ustalmy u > 0 oraz a > 1 spelniajace zalozenia, tj.

3
® Oq Y1 <t, 2u> < oo dla py—p.w.te A

Dla t € A zdefiniujmy

f(t) = max {0 < v < min {a, ailbm(t)} co1(t,v) + 9S4 pi(t,u) = cp(t,uv)} :

Niech (ry) bedzie ciagiem gestym w [0, a] (tj. zbiorem {ri,ro,...} gestym w [0,a]). Dla
wszystkich k,n € N zdefiniujmy zbior

B = {t €eA:r, < aiﬂb%(t), ©1(t, 1K) + ¢ Sa p1(t,u) — p(t,urg) < 1/n}

oraz funkcje

qr(t) = TRX By (t).
Poniewaz zbiory B;! s mierzalne, wigc kazda z funkcji qf jest mierzalna. Zauwazmy, ze
z definicji ¢ 6, ¢1 wynika nieré6wnosé

0< Spl(ta U) + ¢ Oaq wl(tv U)) - QO(t, U)’U)
dla p—p.w. t €  oraz w,v > 0. Stad
o(t, ury) < oo,

gdyz p1(t,rE) < 001 9 64 p1(t,u) < oo dla k € N. Poniewaz supremum przeliczalnej
rodziny funkcji mierzalnych jest funkcja mierzalng, wystarczy wykazaé, ze

f(t) = limsup g5 ()

k,n—o00

dlat € A. W tym celu zacznijmy od udowodnienia nier6wnosci

limsup gy < f.
k,n—o0
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Przypu$émy, ze tak nie jest. Wowcezas dla pewnego tg € A oraz & > 0 zachodzi

lim sup g (to) > f(to) + 0.

k,n—o00

Zatem istnieje podciag (qZ;) spelniajacy nieréwnosci

. a -
min {a, mbw (tg)} > q! (to) > x(to) + 9,

oraz

©1(to, u, (to)) + ¢ ©a w1 (to,u) — (p(to,uq;:? (to)) < 1/ni, (3.2.1)

ki

dla i € N. Z drugiej strony istnieje podciag (g;) = (qzl’) ciaggu (g,") oraz liczba py >
'Lj 1

f(to) taka, ze q;(to) = po. Na mocy (3.2.1) oraz cigglosci funkeji Younga mamy

©1(to, po) + ¥ Sa w1 (to, u) — @(to, upy) = 0,

co jest w sprzecznosci z wyborem f(tg) jako najwiekszej liczby spehiajacej powyzsze
réwnanie. Zatem wykazaliSmy, ze limsupy, ,_,o. g < f.
Wykazemy teraz nieréwnos¢ przeciwna, tj.

limsupgq; > f.
k,n—o0

Ustalmy t € A oraz zdefiniujmy
Cp = {0 < v < min {a, ailbw(t)} tp1(t,0) + 9 O pr(tu) — @(t, uv) < 1/n} .

Poniewaz f(t) € C), dla wszystkich n € N, wiec kazdy ze zbiorow C, jest niepustym
zbiorem otwartym. Wobec tego istnieje ciag (ry,) taki, ze ry, € C; oraz r,, — f(t). Stad
t € B}, dla kazdego i € N. Zatem

f(t) < limsup g}, (¢) < limsup gf (¢),

1—>00 k,n—o00

co koniczy dowdd mierzalnosci funkeji f. O

W dalszym ciaggu okaze sie przydatnym nastepujace proste spostrzezenie dotyczace
podziatu przestrzeni mnoznikéw punktowych wzgledem przestrzeni miary. Jezeli X jest
kratg Banacha nad € oraz A, B C ) sa mierzalnymi zbiorami spetniajacymi AU B = ,
to X mozemy wyrazi¢ wzorem

X = X[A] + X[B],

gdzie X[A] oznacza obciecie przestrzeni X do zbioru A (patrz definicja 1.1.8). Wowczas
formuta

£l x a1+ x5 = I fxallxpa) + 1 fxBllxs
okregla rownowazng norme w przestrzeni X. Ponizszy lemat orzeka, ze mnozniki punk-
towe komutuja z dekompozycja tego typu.
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Lemat 3.2.7. Niech X,Y bedzie para przestrzeni funkcyjnych okreslonych nad 2 oraz
niech A, B C () bedg rozlgcznymi zbiorami mierzalnymi spelniajgcymi A U B = €.
Zachodzg réownosci

M(X,Y)=M(X[A],Y[A]) + M(X[B],Y[B]) = M(X,Y)[A]+ M(X,Y)[B].

Jestesmy gotowi by udowodnié¢ gtéwne twierdzenie tego rozdziatu.

Twierdzenie 3.2.8. Niech ¢, 1 beda funkcjami Musielaka—Orlicza okreslonymi nad
przestrzenia miary (Q, %, u). Zalozmy, ze supp L¥* = Q. Wowczas

M(L¥',L¥) = [POPL
Dowdd. Bez straty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze supp(L¥) = Q, gdyz zaréwno
M (L, L?)[€2\ supp(L¥)] = {0},
na mocy lematu 3.2.5, jak i
L#E#1[Q\ supp(L¥)] = {0},
na mocy faktu 3.1.1. Dowo6d wlozenia
L¥E? C M(L#Y, L)

jest identyczny jak w przypadku przestrzeni Orlicza.
Wykazemy, ze
M(L#, L¥) C [POPL

Gdy 11(Q00,00) > 0 oznaczmy przez C jest staly zanurzenia
M(L#*, L) [Qo0,00] € L% (b, /by)[oo,00],

(patrz lemat 3.2.4). W przypadku, gdy 1(Qec.00) = 0 przyjmijmy C' = 1. Oznaczmy
¢ =min{l,C}. Niech 0 < f € M(L¥*, L¥) bedzie funkcja prosta postaci

F="akxe, + Y bkxBy
KeJ kel

gdzie 1, J sa skoniczonymi zbiorami indeksow, By, C Q¢ dla k € I oraz wy, sa atomami dla
k € J. Zalozmy ponadto, ze || f||,; < £
Udowodnimy, ze dla dowolnego a > 1 zachodzi nieréwnosé

Ipgap: (f) < 1. (3.2.2)

Ustalmy a > 1. Skonstruujemy funkcje g(t) okreslong na 2 oraz rodzine parami
roztacznych zbioréw mierzalnych (A,,) spetniajacych warunki

(1) »Sap1(t, (1) = p(t,9(t) f() — ¢1(t,g(t)) dla pp.w. t € Q,
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(i) Ifgxanll, <5 dlaneN,

(iii) supp(M(L¥*,L¥)) C U An,
neN

(iv) g € L¥* oraz [|g||,, < 1.

Do konstrukeji funkcji ¢ wykorzystamy lemat 3.2.6 zastosowany dla kazdej z liczb
by, oraz kazdego zbioru Bj z osobna. Zacznijmy od sprawdzenia, ze dla k € I zachodzi
niero6wnosé ¢ S, p1(t, %bk) < oo dla y—p.w. t € Bg. Niech k£ € I. Na mocy lematu 3.2.4

_ 1
HfbsoéwXQoo,ooHoo sc HfXQooooHM < 4
oraz
b@@aﬂpl (t) =0
dla p—p.w. t € Q9 U Qs 0. Otrzymujemy zatem

bgo@m(t) < bsoeasm (t)
4 = 2

b = f(t) <

dla p—p.w. t € Bi. Stad wynika, ze ¢ S, ¢1 (¢, %bk) < oo dla p—p.w. t € Bi. Wobec tego
zalozenia lematu 3.2.6 sa spelnione. Stosujac go dla ustalonej liczby by oraz zbioru By,
dla k € I, otrzymujemy mierzalng funkcje gx(t) spelniajaca warunki

¥ Oa (Pl(t7 f(t>) = (P(tv gk(t)f(t>) - ‘Pl(ta gk(t))

oraz
a
0 < gu(t) < min < a, ——b,, (¢
ault) < minfo, 0,0

dla p—p.w. t € Bg.
Pozostalo zdefiniowaé¢ funkcje g na czesci atomowej. Niech ciag c¢p > 0 bedzie taki,

o< (o gy )57

© Oq 1(wk, ar) = (W, ckar) — 01 (W, ck).

ze

dla dowolnego k € J. Istnienie ciagu (cx) spelniajacego powyzsze warunki wynika z faktu,
ze supremum w definicji ¢ ©, ¢1 na czesci atomowej jest brane po zbiorach zwartych.
Wobec tego funkcja g spelniajaca warunek (i) wyraza sie wzorem

gk(t) dlat e B, 0
g(t) =< cp dlat=wyg, 0
0 dla t ¢ supp(f).
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Skonstruujemy teraz ciag zbioréw (A,) spelniajacy warunki (ii) oraz (iii). Rozwazymy
osobno zbiory Q, Qg oraz czes¢ atomowa przestrzeni (2.

Zacznijmy od 4. Na mocy lematu 3.2.2 istnieje cigg parami rozlacznych zbioréw
mierzalnych (Al) taki, ze |J AL = Q. oraz

neN
2
| S s
¢1 " ess sup by, (t)
te AL
dla n € N. Poniewaz 0 < g(t) < by, (t), wiec
1
7, < ess supbo () 171 s, < 2.
teAl

n

co oznacza, ze zbiory (AL) speniaja (ii).
WezZmy teraz pod uwage zbior g. Z lematu 3.2.1 wynika, ze istnieje cigg parami
roztacznych zbioréw mierzalnych (A2) taki, ze |J A2 = Qq oraz

neN
1
Ieall,, <+
Ponadto
Ioxazll, < o lxazll,, <5

gdyz g(t) < a
Pozostato wyznaczy¢ odpowiednie zbiory dla czesci atomowej. Dla dowolnego w € Q¢
zachodzi

1 1
loxeal, < 5o (o miagy ) Ity = 3

przy czym ostatnia rownos¢ wynika z faktu, ze HX{w}H<p1 = W/u({w}))' Zatem po-
szukiwanymi zbiorami beda atomy. 7

Z otrzymanych trzech ciggoéw zbiorow (AL), (A42), ({w})wesupp(M(Le1,Le))a tworzymy
pojedynczy ciag zbiorow (A,). Na mocy lematu 3.2.5 mamy

supp(M (L*#, L¥)) U Ay,
neN

skad wnosimy, ze ciag zbiorow (A,,) spetnia warunek (iii).
Pozostalo wykazaé, ze warunek (iv) jest takze spelniony, tj.
lglly, <1

Podobnie jak w przypadku mnoznikoéw punktowych pomiedzy przestrzeniami Orlicza
udowodnimy ten fakt poprzez indukcje.
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Zaczniemy od wykazania, ze dla k € N zachodzi

1
loxally, < 3- (3.2.3)
Z réwnosci
@ Sa p1(t, (1) = o(t, f(t)g(t) — e1(t, 9(1))
wynikaja dwie nastepujace nieréwnosci
e1(t, 9(t) < o(t, f(t)g(t)) dla p—p.w. t € Q,
v Sa 1t f(1) < o(t, f(£)g(t) dla p—p.w. t € Q.
Na mocy (3.2.4), nieréwnosci || fgxa, |, < 3 oraz (1.4.1) mamy
1
- 2.
S (326)

Iy (9xa,) = / o1 (1 g(6)du(t) < /A ot F(0)9()du() = I (foxa,) <

A

dla kazdego k € N.
n
Oznaczmy g, = Y, gx4,. Stosujac zasade indukeji matematycznej wykazemy, ze

k=1
(3.2.7)

Y

N

Iy, (9n) <

dla kazdego n € N.

Z nieréwnosci (3.2.3) wynika, ze Iy, (g1) < 3. Niech n > 1 oraz zalézmy, ze

1901 (gnfl) <

DN =

Mamy
Lﬂl (gn) = ‘[991 (gn—l) + 1901 (gXAn) <1,

skad |lgn|l,, < 1. Podobnie jak w nieréwnosci (3.2.6), otrzymujemy

DO | =

I<P1 (gn) < Icp (fgn) <

Zatem nieréwnosé (3.2.7) jest wykazana. Poniewaz g, (t) T ¢g(t) dla u—p.w. t € Q, wiec
na mocy wlasnoéci Fatou przestrzeni L¥! wnosimy, ze g € L¥! oraz

HgH@l < S%p Hganol g 17

co oznacza, ze warunek (iv) takze jest spelniony.
W dalszym ciggu wykazemy nieréwnosé¢ Ioe, 4, (f) < 1. Na mocy (3.2.5) mamy

—_

1£glle < 1Farllglly, < 5
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Lo, (f) = /Q ¢ Ca g1 (b, FO)du(t) < /Q o(t, D) dut) = I, (fg) < 1.

Stosujac lemat Fatou otrzymujemy, ze

Lo (£) = [ 0@ 1(t, FO)ult) < timint [ 00 o1(t, FO)ult) < 1.

gdyz ¢ ©q p1(t, f(1) T @ © pi1(t, f(t)) dla p—p.w. t € , co dowodzi nier6wnosci (3.2.2).
Zatem f € L¥°%! oraz

Hngp@(pl < 1

Postepujac jak w przypadku mnoznikéw punktowych pomiedzy przestrzeniami Orlicza,
przyblizajac dowolng funkcje f € M(L¥', L¥) funkcjami prostymi i korzystajac z wta-
snosci Fatou dostajemy, ze f € L¥©¥! oraz

1 lpep, < 4cllfllar

co koniczy dowdd. O

W przypadku przestrzeni Nakano LP(), tj. przestrzeni Lebesgue’a o zmiennym wy-
ktadniku p(-) (patrz przyktad 3.1.4) otrzymujemy nastepujaca charakteryzacje, uzyskana
réwniez, elementarnymi metodami, przez Karlovicha w [38].

Wnhiosek 3.2.9. Niech (2,3, 1) bedzie bezatomows przestrzenia miary oraz p,q :  —
[1,00) beda mierzalnymi funkcjami speliajacymi ¢(¢) < p(t) dla p—p.w. ¢t € Q. Wowczas
M(Lp('),Lq(')) =L0),

1 1o 1
gdzie OGO O] dla p—p.w. t € Q.

Dowdd. Zauwazmy, ze przestrzenie Nakano LP() moga by¢ rownowaznie zdefiniowane

przez funkcje Musielaka—Orlicza postaci ¢, (t,u) = ﬁup(t). Istotnie dla ¢(t,u) = uP®)
zachodzi

v (t, %) = (g)p(t) < p(lt)up(” = @p(t,u) < @(t,u),

dla t € Q oraz u > 0, skad dostajemy, ze LP() = L¥». Na mocy przyktadu 3.1.4 mamy

1
©q © p(t,u) = —u".

r(t)

Zatem, stosujac twierdzenie 3.2.8, otrzymujemy

M(IPO, £90)y = 70,
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3.3 Mnozniki punktowe pomiedzy przestrzeniami Calderéna—
Lozanowskiego

W tym paragrafie zajmiemy sie przestrzeniami Calderéna—t.ozanowskiego bedacymi uogol-
nieniami przestrzeni Orlicza. Problem opisu przestrzeni M(E,,, E,) zostal podjety w
pracy [39]. Autorzy wykazali miedzy innymi, ze dla dowolnej przestrzeni symetrycznej
FE oraz pary funkcji Younga ¢, ¢1 spetniajacej rownowaznosé

(pop) ot~ (3.3.1)
dla odpowiednich argumentéw zachodzi
M(E¥', E¥) = E#9%1,

W dalszym ciagu uzasadnimy, ze zalozenie rownowaznosci (3.3.1) nie jest konieczne.
Lemat 3.3.1. Niech ¢, ; beda funkcjami Younga oraz niech E bedzie przestrzenia
symetryczna. Zalozmy, ze b, < 00, by, = 0o oraz fg(07) = 0. Wowczas

M(E%, Ew) = {0}

Dowo6d powyzszego lematu przebiega podobnie jak dowod lematu 2.1.1. Zalozenie,
ze fe(0%) = 0 jest istotne, poniewaz biorac E = L™ oraz dowolne nietrywialne funkcje
Younga ¢, 1 mamy

M(E,,,E,) = M(L>*,L>*) = L™.

Twierdzenie 3.3.2. Niech ¢, 1 bedg funkcjami Younga oraz niech E bedzie przestrze-
nia symetryczng. Jezeli warunki b, < oo, by, = oo oraz fg(0") = 0 nie sa rownoczesnie
spelnione, to zachodzi réwnosé

M(E,,,Ey) = Epcg, -

Dowdd. Poniewaz w dowodzie twierdzenia 2.1.7 nie korzystaliSmy w istotny sposob z
faktu, ze modular jest definiowany przez caltke, wiec te samg technike mozemy zastosowaé
do wykazania niniejszego twierdzenia. Zilustrujemy to na przyktadzie dowodu inkluz;ji.

E¥S°1 C M(E*', E?). (3.3.2)

Niech f € E¥®%1 oraz g € E¥! beda takie, ze

—_

1£llg,e,, <5 ooz lglls,, <

1
5
Wykazemy, ze fg € E¥ oraz || fg]| B, S 1. W tym celu wykorzystamy uogdlniong nieréw-
nos$¢ Younga, tj.
o(us) < p1(s) + p S p1(u) dlau,s > 0.
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Stad, na mocy zaleznosci normowo-modularnej, mamy

=1.

!
2

N |

1o(f9) = lle(fOg(E)le < e ©er(f(E)e + ler(g@)llp <

Zatem fg € E¥ oraz
I£gll, <1.

Wobec tego
Vol <41Fl5,., lols,

dla dowolnych f € E¥°%1 i g € E¥1.

Dowod inkluzji M (E,,, E,) C E,c,, bedzie przebiegal podobnie jak dowod zawiera-
nia M (L¥', L¥) C L¥"¥1. Wystarczy wszystkie wystapienia calki zastapi¢ norma ||-|| 5 ,
tak jak zostalo zrobione to powyzej.

Uzasadnimy jedynie, ze mozemy skonstruowaé¢ podzial przestrzeni miary I na ciag
roztacznych podzbioréow analogiczny do tego, jaki postuzyt do dowodu nieréwnosci (2.1.6).
Ciag ten bedzie zalezal od tego czy by, jest skonczona oraz od wartosci fg(07). Przy-
pomnijmy, ze funkcja fundamentalna przestrzeni F,, wyraza si¢ wzorem

1
T o 11/ fE)

Niech a > 1. Rozwazmy nastepujace przypadki.

fE,, (1)

(i) Niech b, = b, = oo i fg(07) = 0. Wowczas zachodzi rownos¢ fg, (07) =
0. Mozemy zatem znalez¢ t, > 0 takie, ze ||XAHE<F1 < é dla dowolnego A C
I spelniajacego m(A) < t,. Ciag zbioréow (A,) dobieramy w taki sposob, aby
m(A,) < t, dla kazdego n € N oraz I = |J A,.

(ii) Niech by, < ooi fg(07) = 0. Wtedy bez straty ogélnosci mozna zatozy¢, ze by, > 1.
Wowczas fg, (07) = i < 1, wobec czego istnieje t, > 0 takie, ze
Ixalle,, <1,

dla wszystkich A C I spetniajacych m(A) < t,. Ponownie znajdziemy ciag zbiorow
(Ay) taki, ze m(A4,) < t, dla kazdego n € N oraz I = J 4.

(iii) Niech teraz fr(0T) > 0. Wowczas to zachodzi réwnosé

1
fEL;,1 (0F) = W (3.3.3)

Bez straty ogoélnosci mozemy zalozy¢, ze wyrazenie (3.3.3) jest mniejsze niz 1 a
nastepnie wybieramy ciag (A,) tak jak w przypadku (ii).

Podziat ten pozwala nam powtorzy¢ konstrukcje z dowodu twierdzenia 2.1.7. O
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3.4 Faktoryzacja przestrzeni Musielaka—Orlicza oraz
Calder6ona—t.ozanowskiego

Wykorzystujac wyniki z poprzednich sekcji udowodnimy réwnowazny warunek na fak-
toryzacje pary przestrzeni Calderéna-tozanowskiego E,, oraz E,. Ponadto podamy
warunek dostateczny na faktoryzacje pary przestrzeni Musielaka—Orlicza.

Zacznijmy od prostszego przypadku, czyli od faktoryzacji przestrzeni Calderéna—
Lozanowskiego. Podobnie jak dla przestrzeni Orlicza, warunek na faktoryzacje dwoch
przestrzeni z tej klasy wynika z [40, Corollary 6| oraz opisu przestrzeni mnoznikéw punk-
towych pomiedzy przestrzeniami Calderona—tozanowskiego (twierdzenie 3.3.2).

Twierdzenie 3.4.1. Niech ¢, p1 bedg funkcjami Younga oraz niech E bedzie przestrze-
nig symetryczna. Zalézmy ponadto, ze warunki b, < 0o, by, = oo oraz fg(07) = 0 nie
sg rownoczesnie spetnione. Woéwczas E,, faktoryzuje E, wtedy i tylko wtedy, gdy

i) rownowaznosé ¢ (¢ © 1) 7! & ¢! jest speliona dla wszystkich argumentow, w
przypadku I = [0, 00),

ii) rownowaznos¢ oy (p © 1)~ ~ ¢! jest spetiona dla duzych argumentow, w
przypadku I = [0, 1].

Zajmiemy sie teraz faktoryzacja przestrzeni Musielaka—Orlicza. Udowodnimy wtoze-
nie L¥ C L¥° ® L¥' dla przestrzeni Musielaka—Orlicza L¥, L¥°, L¥* nad nieskoriczona
przestrzenia miary. W przypadku bezatomowej, skoriczonej przestrzeni miary dowdd jest
analogiczny. Mozna wéwczas ostabié zalozenia i przyjaé, ze nieréwnosé cpl_lgoa Ly ot

zachodzi tylko dla duzych argumentow.

Lemat 3.4.2. Niech ¢, ¢ beda funkcjami Musielaka—Orlicza nad przestrzenia miary
(Q, %, 1). Jezeli cpl_lcpal >~ ¢~ ! oraz supp L' = (, to zachodzi inkluzja

L?Y C L¥° ® L*.
Dowdd. Jezeli (1(Qo0,00) > 0, to przez C' oznaczymy stala zawierania

L [Qs0,00] € L) [Q00,00)

w przeciwnym wypadku niech C' = 1. Oznaczmy ¢ := min{l,C}. Wezmy nieujemna
funkcje f € L¥ taka, ze | f[|, = 2. Oznaczmy y(t) = (t, f(t)). Wtedy y(t) < oo
u—p.w., gdyz f(t) < %bw(t). Zdefiniujmy dla ¢ = 0,1
-1 f(®)
fi) =47 (t’y(t))\/ e ) 89 ¢ € supp(/)
0 gdy ¢ ¢ supp(f)

Oczywiscie f = fofi. Musimy wykazaé¢, ze f; € L¥i, dla i = 0,1, oraz, ze normy
|]f,~||% sa ograniczone przez stala. Z zalozenia gol_lgoal >~ ¢~ ! istnieje D > 0 spekniajace
nieré6wnosé

D(pl_l(t, u)cpal(t, u) = gpfl(t,u) dla (t,u) € Q x [0, 00).
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W szczegolnosci, ktadac v = 0, otrzymujemy

ay (1) <D
Qg (t)a‘Pl (t)
Twierdzimy, ze

o, fi(t)
o (t, @) <ol £(1). (3.4.1)

Jezeli y(t) =0, to

filt) = ap(0) M < a1 <t>(t)<t> <ap(t)VD

skad
! fi(t)
w(nig) =0

W przypadku, gdy y(¢) > 0 mamy

_ -1 f()

o= (t’y“”\/ 2 (v O)er (D)
pre) DfY)

< 12 1(t7y(t)) Qﬁfl(t,y(t)) Pi 1(t7y(t)) W =¥ 1(t)y(t))\/5

Otrzymujemy zatem
(1299 ) < e ean0) = ot0) = (0.0 (3.42)

co dowodzi (3.4.1). Calkujac obustronnie nieréwnosé (3.4.2) mamy

fi
I‘Pi <\/5 <I<P(f) < 17
dla ¢ = 0,1. Wynika stad, ze

I£ill,, < VD < \/2Dc]| ],
Ostatecznie f € L¥° © L¥! oraz

1l Looorer < 2Dellfll,

co koniczy dowdd. O

Przypomnijmy, ze dla funkcji Musielaka—Orlicza ¢, ¢1 uogélniona nieréwnosé¢ Younga
implikuje, ze
p1 (PO p) T <

(patrz np. [39]).
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Twierdzenie 3.4.3. Niech ¢, ¢; bedsg funkcjami Musielaka—Orlicza nad przestrzenia
miary (€, X, u) oraz niech supp(L#t) = Q. Jezeli gpfl(cp S 1)t~ 7t to L¥ faktory-
zuje L¥.

Dowod. Wlozenie
LY C L¥O¥ o LA

wynika z lematu 3.4.2. Udowodnimy inkluzje przeciwna, tj.

LFOPL o [¥PL C ¥
Niech f € L¥®%1 oraz g € L¥'. Poniewaz M (L%, L¥) = L¥°%! wiec
fgeL?¥

oraz
1f9ll, < Iflla llglly, < cllfllpap, Nglly,
co koniczy dowdod. O

1

Na koniec zauwazmy, ze warunek <p1_1(g0 S 1) ~ ¢!, w przeciwienstwie do przy-

padku przestrzeni Orlicza, nie jest konieczny.

Przyklad 3.4.4. Niech Q = [0,1/2) z miara Lebesgue’a. Zdefiniujmy nastepujace
funkcje Musielaka—Orlicza

o(t,u) == max{u — t, 0},
o1(t,u) = u,

dla t € Q oraz u > 0. Latwo zauwazy¢, ze L = L¥* = L'. Co wiecej

0 gdyOo<<u<l1
oo gdy u>1,

@@@I(tﬂj’) - {

zatem L¥9¥1 = [, Otrzymujemy faktoryzacje
LY @ LPO9 = L%,

7 drugiej strony

(peen) Htu) =1, ¢ (tu) =utt, o7 (tu) =u.
Mamy ¢; ' (t,u) - (9 © 1) (t,u) = u, wobec czego nie istnieje stata D taka, ze

Du =Dy (tu)(p © 1) H(tu) > 97 (tu) = u+t
dla t € 2 oraz u = 0. Ostatecznie otrzymalismy, ze

R (ZI=TT) R

mimo, ze L¥! faktoryzuje L¥.



Rozdzial 4

Staba zwartos¢é w przestrzeniach
funkcyjnych

Rozdzial ten poswiecimy opisowi zbioréow stabo zwartych w przestrzeniach funkcyjnych.
Przypomnijmy klasyczne twierdzenie Dunforda—Pettisa orzekajace, ze ograniczony zbior
K C L'[0,1] jest stabo zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest on jednostajnie calkowalny.
Najwazniejszym osiggnieciem tego rozdziatu jest wykazanie, ze podobna charakteryzacja
jest prawdziwa dla dowolnej funkcyjnej kraty Banacha, ktora jest 1-rozlacznie jedno-
rodna. Doktadniej, wykazemy, ze w przestrzeni X klasa zbioréw warunkowo stabo zwar-
tych pokrywa sie z klasa zbioréw X —jednostajnie catkowalnych wtedy i tylko wtedy, gdy
X jest 1-rozlacznie jednorodna.

Ponadto zbadamy wtasnosci zbioréw X—jednostajnie catkowalnych. Udowodnimy, ze
dla kraty funkcyjnej X kazdy X—jednostajnie calkowalny zbiér K C X jest zbiorem
Banacha—Saksa. Wynik ten jest uogoélnieniem [24, Theorem 4.10]. Wykazemy takze
analog twierdzenia de la Vallée Poussina dla przestrzeni symetrycznych na [0, 1].

Twierdzenia dotyczace zwiazku pomiedzy X—jednostajng catkowalnoscia a stabg zwar-
toscia wykorzystamy do opisu stabo zwartych operatoréw mnozenia pomiedzy kratami
funkcyjnymi.

W ostatniej sekcji scharakteryzujemy 1-rozlgcznie jednorodne przestrzenie Orlicza i
Lorentza na [0,00). Ponadto zbadamy warunek Ay na funkcje Younga, ktory pojawia
sie w kontekscie 1-rozltacznie jednorodnych przestrzeni Orlicza.

4.1 Przestrzenie 1-roztacznie jednorodne i jednostajna cal-
kowalnosé
Definicja 4.1.1. Niech X bedzie funkcyjna krata Banacha. Moéwimy, ze X jest 1—

rozlacznie jednorodna (ang. ,1-disjointly homogeneous”, co bedziemy skrotowo za-
pisywa¢ 1-DH), gdy dla dowolnego semiznormalizowanego® ciagu funkcji o roztacznych

!Ciag (fn) C X nazywamy semiznormalizowanym, gdy dla pewnych statych A, B > 0 zachodzi
A< | fallx < BdlaneN.

48
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nosnikach (f,,) C X istnieje podciag (f,,) réwnowazny kanonicznej bazie £1, tj. istnieja
state ¢, C' > 0 takie, ze dla kazdego a = (az) € £* zachodzi

o

Z akfnk

k=0

cllall, < < Cllally -

X

Przestrzenie 1-DH i ich uogolnienia p—DH dla 1 < p < oo byly przedmiotem in-
tensywnych badaii w ostatniej dekadzie, por. [5-7,28-30]. Przykladami 1-rozlacznie
jednorodnych funkcyjnych krat Banacha sa miedzy innymi przestrzenie Orlicza L¥]0, 1],
ktorych funkcja Younga ¢ spelnia warunki ¢ € A$° oraz ¢* € Ay (definicja 4.4.2, patrz
takze [28,52]) oraz przestrzenie Lorentza LP1[0,1] (patrz [27, Theorem 5.1]).

Przestrzenie 1-DH byly rowniez rozwazane w konteks$cie dodatniej wtasnosci Schura.
Mowimy, ze krata Banacha X ma dodatniag wlasno$é Schura, gdy kazdy dodatni
stabo zbiezny do zera ciag jest rowniez normowo zbiezny, patrz [77,78]. Wnuk wykazal
w [78, Theorem 7|, ze krata Banacha X jest 1-DH wtedy i tylko wtedy, gdy ma dodatnia
wlasnosé Schura (patrz takze [29, Proposition 4.9] oraz |71, Proposition 1.2]).

Ograniczony zbiéor K C L'[0,1] nazywamy jednostajnie catkowalnym, gdy dla
kazdego £ > 0 istnieje 0 > 0 taka, ze dla kazdego zbioru A C [0, 1] spelniajacego warunek
m(A) < § zachodzi

sup [ £(0]d(0) = sup | Frall <.
feEKJA feK

W przypadku funkcyjnych krat nad dowolna (niekoniecznie skoniczona) przestrzenia
miary wprowadzimy nastepujace uogodlnienie pojecia jednostajnej catkowalnosci

Definicja 4.1.2. Niech K bedzie ograniczonym podzbiorem funkcyjnej kraty Banacha
X. Moéwimy, ze K jest X—jednostajnie calkowalny (ang. ,,X-equi-integrable”), gdy
dla dowolnego ciagu zbiorow mierzalnych (A,,) takiego, ze A, | 00 zachodzi

sup || fxa,llx — 0 gdy n — oo.
feK

Latwo zauwazyé, ze wszystkie elementy zbioru X—jednostajnie catkowalnego sa po-
rzadkowo ciagle (por. fakt 1.1.4). Nastepujacy lemat mowi, ze powyzsza definicja X—
jednostajnej catkowalnosci pokrywa sie z pojeciem jednostajnej catkowalnosci podzbioru
przestrzeni L]0, 1].

Lemat 4.1.3. Niech X bedzie funkcyjna krata Banacha nad skoniczona przestrzenia
miary 2. Dla ograniczonego podzbioru K C X nastepujace warunki sg rownowazne:

(i) Dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla zbioru A C Q spelniajacego pu(A) < ¢
zachodzi

sup || fxally <e.
feK

(ii) Dla kazdego ciagu zbiorow (A,), A, C § takiego, ze u(A;,) — 0 zachodzi

sup || fxa,llx — 0 gdy n — oo.
feK
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(iii) Dla kazdego ciagu zbiorow (A,), A, C Q takiego, ze A, | 0 zachodzi

sup || fxa,llx — 0 gdy n — oo.
feK

Dowdd. Dla bezatomowej i skoriczonej przestrzeni miary oraz ciggu jej mierzalnych pod-
zbiorow (A,) warunki p(A,) — 0 oraz A4, | 0 sa rownowazne. Zatem implikacje
(i) = (i1) = (ui1) sa oczywiste. Dowiedziemy jedynie, ze (iii) = (i). Za-
l6zmy, ze (i) nie jest spetnione. Istnieje wowczas € > 0 taki, ze dla kazdego n € N istnieje
zbior B, C Q spelniajacy u(B,) < 1/2" oraz

sup || fxB, llx > €.
feK

Oznaczmy A, = r,, Br. Wowczas A, | () oraz

sup || fxa, llx >
fex

wobec czego (iii) nie jest spelione. O

W powyzszym lemacie zatozenie skoniczonosci miary bylo istotne, poniewaz dla miar
nieskoriczonych warunek A, | 0 nie implikuje zbieznosci u(A,) — 0, tj. nie zachodzi
implikacja (i1) = ().

Wiadomo, ze w dowolnej kracie Banacha X kazdy zbiér X—jednostajnie catkowalny
jest rowniez relatywnie stabo zwarty |61, Proposition 3.6.5.]. Dunford oraz Pettis w
[25, Theorem 3.2.1.] dowiedli, ze dla podzbioréw L'[0,1] przeciwna implikacja réwniez
jest prawdziwa, tj. K C L'[0,1] jest stabo zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest on
jednostajnie catkowalny. Kilka lat wezesniej Orlicz w [68] udowodnit, ze dla N—funkcji
¢ takiej, ze ¢* € Ay (warunek ten zostanie dokladnie oméwiony w nastepnej sekcji,
patrz definicja 4.4.2) K C L?[0,1] jest stabo zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest on
L¥#—jednostajnie calkowalny (przypomnijmy, ze funkcja Orlicza generujaca L' nie jest
N—funkcja). Twierdzenie to zostalo uogdlnione przez Alexopoulosa, ktory wykazat w [1],
ze zaltozenie iz ¢ jest N-funkcjg mozna pomingé.

Definicja 4.1.4. Niech X bedzie kratag Banacha. Moéwimy, ze X spelnia kryterium
Dunforda—Pettisa, gdy kazdy relatywnie stabo zwarty podzbior X jest X—jednostajnie
catkowalny (patrz [8]).

Zauwazmy, ze zadna nieskonczenie wymiarowa przestrzen refleksywna nie moze spet-
nia¢ kryterium Dunforda—Pettisa. Wynika to z faktu, ze kazdy ograniczony zbior w
refleksywnej kracie Banacha X jest relatywnie stabo zwarty, natomiast kula B(X) nigdy
nie jest zbiorem X—jednostajnie catkowalnym.

Zaczniemy od wykazania, ze w przypadku funkcyjnych krat Banacha X—jednostajna
catkowalnosé zbioru implikuje wtasno$é Banacha—Saksa.
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Definicja 4.1.5. Niech K bedzie ograniczonym podzbiorem przestrzeni Banacha X.
Mowimy, ze K jest zbiorem Banacha—Saksa, gdy dla kazdego ciagu (f,) C K istnieje
f € X oraz podciag (fn,) taki, ze ciag $rednich arytmetycznych dowolnego podciagu

( fnkl) wyrwanego z (fp,) jest zbiezny do f, tj. ciag

1 N
(vm)

NeN

jest zbiezny do f w normie X.

Przypomnijmy, ze kazdy zbiér Banacha—Saksa jest stabo zwarty. Ponizsze twierdzenie
jest uogolnieniem wyniku Doddsa, Semenova i Sukocheva, ktorzy w |24, Theorem 4.10]
wykazali, ze jezeli X jest osrodkowa przestrzenia symetryczna na [0, 00), ciag (z,) C X
jest stabo zbiezny do zera oraz {x,} jest X—jednostajnie catkowalny, to (x,) posiada
podciag, ktérego Srednie sa zbiezne.

Twierdzenie 4.1.6. Niech X bedzie funkcyjna krata Banacha taka, ze L' N L™ <« X.
Jezeli zbior ograniczony K C X jest X—jednostajnie catkowalny, to K jest zbiorem
Banacha—Saksa w X.

Dowdd. Niech K C X bedzie ograniczonym X—jednostajnie catkowalnym zbiorem oraz
niech (f,) C K. Bez straty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze K C B(X). Z X—jednostajnej
catkowalnosci zbioru K wynika, ze funkcje f,, sa porzadkowo ciagle dlan € N. Zatem na
mocy twierdzenia Daya—Lennarda [20, Theorem 3.1| wnosimy, ze istnieje funkcja f € X
oraz podciag (fn,) clagu (fy) taki, ze kazdy kolejny podciag (fnkj) spelnia

1 n
- Z fnkj (t) — f(t) dla y—p.w. t € Q przy n — oc.

Zaczniemy od wykazania, ze f € X,. Niech h € B(X') oraz niech A C 2 bedzie zbiorem
mierzalnym. Mamy, na mocy lematu Fatou

[ romatos) ] [ oxamsoldnt)

1 n
gliminf/ h(t)xa(t)— fr ()| dp
mant [ 160 3 10

< sup Z/\h xa(t) fon ()] du(t)

neN v

(t)

<s — h ’
< nggnZ\lfnkXAHX 1A

< sup — Z sup llgxallx = sup llgxallx
neN Tl e 1g
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Stad, z wlasnosci Fatou przestrzeni X, wobec dowolnosci wyboru h € B(X’), wynika, ze

I fxallx < sup|lgxallx
geK

dla dowolnego zbioru A C . Na mocy X—jednostajnej catkowalnosci zbioru K otrzy-
mujemy, ze f € Xg.

Niech ( fnkz) bedzie dowolnym podciagiem ciagu (fy, ). Oznaczmy ciag jego $rednich
przez (gn), tj.

1 n
= =S f, dlaneN.
g ”i;sz an e

Udowodnimy teraz, ze ciag (g,) jest zbiezny w normie do elementu f. Poniewaz  jest
o-skonczona, wigc istnieje cigg zbioréw miary skonczonej (€2) taki, ze Q@ = (e Qi

Oznaczmy
Bn = U Qk
k>n

Wezmy dowolny € > 0. Poniewaz zbiér K jest X—jednostajnie catkowalny, funkcja f
jest porzadkowa ciggla oraz B, | (), wiec istnieje ¢ € N takie, ze rownoczesnie

IfxBllx <e i suplgxslly <e.
geK

Oznaczmy B := B;. Zauwazmy, ze (B') < oo (gdzie B’ = Q\ B). Na mocy lematu 4.1.3
istnieje § > 0 taka, ze dla zbioru A C B’ speliajacego u(A) < ¢ zachodza nier6wnosci

[fxallx <e i supllgxalx <e.
geEK

W szczegdlnosei, dla dowolnego zbioru A C B’ spelniajacego p(A) < § otrzymujemy

lgnxallx <e i llgnxnlx <e

dla kazdego n € N. Stosujac twierdzenie Jegorowa wnioskujemy, ze istnieje zbior C C B’
taki, ze u(B’'\ C) < ¢ oraz ciag (g,) jest jednostajnie zbiezny do f na zbiorze C. Niech
N € N bedvzie takie, ze

€

I(f = gn)xclloe € 75—
Ixcllx

dla kazdego n > N. Zatem

1f = gnllx < I(F = gn)xellx + |(f = gn)xsrell 5 + 11 = gn)xsllx
g

Ixcllx
5e

N

Ixcllx + |1 Fxenellx + llgnxsnellx + 1 x8llx + lgnxsll x

N

dla wszystkich n > N, co koiczy dowdd. O
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7 twierdzeniem Dunforda—Pettisa powiazane jest twierdzenie de la Vallée Poussina,
ktore podaje rownowazny opis zbioréow jednostajnie catkowalnych. Orzeka ono, ze zbiér
K C L' jest jednostajnie catkowalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rosnaca, wypukla
funkcja ¢: [0,00) — [0, 00) taka, ze ¢(0) =0, ulg{)lo SDTu) = 00 oraz

1
sup [ p(17(0)at < .
feK Jo

Podobny warunek pojawia sie w teorii przestrzeni symetrycznych w kontekscie silnych
zanurzen (patrz np. [4, Lemma 4|). Nastepujace twierdzenie podaje charakteryzacje zbio-
row X—jednostajnie catkowalnych w symetrycznych przestrzeniach nad [0, 1] analogiczna
do tej zawartej w twierdzeniu de la Vallée Poussina.

Twierdzenie 4.1.7. Niech K bedzie zbiorem ograniczonym zawartym w przestrzeni
symetrycznej X nad I = [0,1] takiej, ze X, # {0}. Wowczas nastepujace warunki sa
réwnowazne:

(i) K jest X—jednostajnie catkowalny;
T e
(i) tim_sup [|/xq17151x

(iii) Istnieje rosnaca i wypukla funkcja ¢: [0,00) — [0,00) taka, ze ¢(0) = 0 oraz

lim £ = oo, dla ktorej sup [|o(|f])l|x < oo.
feK

U— 00

Dowdd. (i) = (i7). Niech € > 0. Wybierzmy § > 0 taka, ze dla kazdego zbioru A C Q
spelniajacego m(A) < § zachodzi

sup || fxallx <e.
feK

Poniewaz X jest przestrzenia symetryczng nad [0, 1], wiec X C L. Niech C bedzie stala
tego zawierania. Z nieréwnosci Czebyszewa wynika, ze

11l I1f1l
m({|f] >~}) < S <CT <9

dla kazdego f € K oraz v > 0. Zatem

lim su =0.
Jimn sup /X171 ¢
(ii) = (). Niech € > 0. Z zalozenia wynika, ze istnieje vy > 0 taka, ze
sup || fx <e.
s [|/x0171201x

Niech (A,,) bedzie ciagiem zbioréw miary dodatniej takim, ze A,, | (). Poniewaz X, #
{0}, wiec istnieje N € N takie, ze

€
Anllx < —
el < —
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dla kazdego n > N. Wobec tego

I xaallx < [ Fx0s1<m0nanllx + 1 X0A5900040 ¢ <0 x4l +e =26

dla kazdego f € K oraz wszystkich n > N, co oznacza, ze K jest zbiorem X—jednostajnie
catkowalnym.

(7it) = (i7). Obierzmy £ > 0. Poniewaz lim # = 00, wiec istnieje stata u. > 0
U—00
taka, ze
u < ep(u) dla u > ue. (4.1.1)

Oznaczmy M = sup ||¢(|f])||x. Wtedy dla kazdego f € K mamy
fex

1 fxqfsuallx <elle(fD)xqsuallx < 6?22\\@(!f’)”X<M5

gdzie pierwsza nieréwnosé¢ wynika z (4.1.1).
(#i) = (4i7). Niech ug = 0. Dla n > 1 wybierzemy w,, > 0 takie, ze
sup |15y < 25
fex

oraz Un+1 = 2uy. Zdefiniujemy funkcje

(o)
E (u—up)+

Wtedy ¢ jest funkcja wypukla, rosnaca taka, ze ¢(0) = 0. Wykazemy, ze zachodzi
rownosé

im 2% — o, (4.1.2)
u—oo U
Dla u € [up, Up+1) mamy
n n
Z U — ug) + —nu—Zuk nu — 2Uy,
k=1 k=1
CO oznacza, ze
PO gt o
U

skad bezposrednio wnioskujemy rownosé (4.1.2).
Pozostato wykazaé, ze
sup [o(|f ]l x < oo
feK
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Dla kazdego f € K mamy

o(|f]) < Zl [FIX{1 £ un}s
wobec czego . )
oDl < 3 Xl <
n=1
co koniczy dowdd. O

Uwaga 4.1.8. Podobna charakteryzacja zbioréw X—jednostajnie catkowalnych nie jest
mozliwa dla przestrzeni symetrycznych nad I = [0, 00). Istotnie, wezmy dowolna rosnaca
funkcje ¢: [0,00) — [0, 00) oraz oznaczmy zbior

K = {Xpnt1): n € N} C X.
Zbiér K jest ograniczony, ale nie jest X—jednostajnie calkowalny. Z drugiej strony, mamy

%ywwwxzwanwx<w

4.2 Staba zwarto$¢é w przestrzeniach 1-rozlacznie jednorod-
nych

Do dowodu gtéwnego twierdzenie tego rozdzialtu bedziemy potrzebowaé nastepujacych

lematoéw. Drugi z nich jest uogolnieniem |1, Lemma 2.6].

Lemat 4.2.1 (Lemma 2.7, [1]). Niech X bedzie przestrzenia Banacha, (z,,) C X ciagiem
stabo zbieznym do zera oraz niech (z}) C X* bedzie ciagiem stabo™ zbieznym do zera.
Dla dowolnej liczby € > 0 istnieje rosnacy ciag (k;) C N taki, ze

Z’<xnxn]>‘ <edlaieN.
J#i

Lemat 4.2.2. Niech X bedzie funkcyjna krata Banacha. Jezeli zbior ograniczony K C X
nie jest X—jednostajnie catkowalny, to istnieje ciag (f,) C K, liczba € > 0 oraz ciag
roztacznych i mierzalnych zbiorow (A4,,), A, C Q takich, ze

I fuxa,llx > ¢ dlaneN.

Dowdd. Zatézmy, ze K C X nie jest zbiorem X-jednostajnie calkowalnym. Wowczas
dla pewnego € > 0 oraz dla pewnego ciagu zbiorow (B,,) takiego, ze B,, | (), istnieje ciag
elementow (f,) C K spelniajacy

| faxB.llx = ¢,
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dla n € N. Oznaczmy ng = 1. Z wlasnosci Fatou przestrzeni X wynika, ze mozemy
znalezé ny > ng takie, ze

Kontynuujemy te procedure indukcyjnie, tj. majac wybrane ny znajdujemy ngiq > ng
takie, ze

Oznaczmy Ay = By, \ By,,,. Wowczas dla k € N spetniona jest nieréwnosc

JroXBpg\Bn, . > e/2.

JriX B \Buy, ¥ >¢e/2.

[ frexacllx = €/2,
co konczy dowod. ]

Twierdzenie 4.2.3. Funkcyjna krata Banacha X speklia kryterium Dunforda—Pettisa
wtedy i tylko wtedy, gdy X jest 1-rozlacznie jednorodna.

Dowdd. Zauwazmy, ze jezeli X spelnia kryterium Dunforda—Pettisa lub jest 1-DH, to
X € (0C). Mozemy zatem, bez straty ogdlnosci, przyjac, ze X € (OC).

(Dostatecznosé). Zaltozmy, ze X nie jest 1-DH. Wowczas istnieje znormalizowany
ciag (fn) C X funkcji o rozlacznych nosnikach, ktérego zaden podciag nie jest réwno-
wazny bazie kanonicznej ¢'. Z twierdzenia Rosenthala (patrz |72, The Main Theorem))
wynika, ze ciag (f,) zawiera podciag (fn,), ktory jest slabym ciagiem Cauchy’ego, tj.
dla dowolnego z* € X* ciag (fn,,z") jest ciagiem Cauchy’ego. Zaczniemy od wykazania,
ze jest on slabo zbiezny do zera. Przypus$émy, ze tak nie jest. Wowcezas istniejg g € X’
oraz a # 0 takie, ze

lim [ g(t)fn,(t)du(t) = a.
Q

k—o0
o0
Oznaczmy A := |J supp(fn,,). Dla h := gxa € X’ mamy
k=0

i [ B(OSon(OA0) =a@ 5 [ B e (Olt) =0,
Q Q

k—o0

Zatem ciag liczbowy ([q, B(t) fn, (t)dpu(t)) kew nie jest ciggiem Cauchy’ego, co jest sprzeczne
z tym, ze (fn, ) jest stabym ciagiem Cauchy’ego. Wobec tego (fy, ) jest stabo zbiezny do
zera. W szczegolnosci zbior K = {f,,, } jest stabo zwarty. Wykazemy, ze zbior K nie jest
X—jednostajnie catkowalny. Oznaczmy

A; = U SuPp(fnk)'
k=i

Wowcezas A; | 0 oraz

sup [|fxallx 2 lfnixaillx = [fnillx =1,
fekx
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co dowodzi, ze X nie spetnia kryterium Dunforda—Pettisa.

(Koniecznosé). Niech K C X bedzie dowolnym stabo zwartym podzbiorem, ktory
nie jest X—jednostajnie calkowalny. Wybierzmy ciag (g,,) C K, ktory nie jest X-—
jednostajnie catkowalny. Poniewaz K jest stabo zwarty, wiec istnieje podciag (gm,,)
stabo zbiezny do pewnego g € X. Oznaczmy

fn = Gm, — g

Woweczas ciag (fy) jest stabo zbiezny do zera. Ponadto zbior { f,, } nie jest X—jednostajnie
catkowalny. Wynika to z braku X—jednostajnej catkowalnosci zbioru {g,, } oraz porzad-
kowej cigglosci funkcji g. Na mocy lematu 4.2.2 istnieje € > 0 oraz cigg parami roz-
tacznych, mierzalnych zbiorow (Ay) taki, ze dla pewnego podciagu (fy,) ciagu (fy) oraz
dowolnego k£ € N zachodzi nier6wnosé

X llx > €

Poniewaz X jest 1-DH zatem istnieje dalszy podciag ( fri X Akl) ciagu (fn,xA,) rOwno-
wazny bazie kanonicznej przestrzeni ¢'. Oznaczmy w; = fnk, XAy, - Wykazemy teraz
istnienie h € X' takiego, ze

<z)m%h>:§:mdMaezﬁ (4.2.1)
=0 =0

Niech U = [w;] bedzie domknieta podprzestrzenia w X rozpieta przez ciag (w;) oraz niech
T: U — ¢! bedzie izomorfizmem takim, ze T'(w;) = ¢; dla I € N. Wezmy y* € (> tak,

o
aby (a,y*) = Z a; dla dowolnego a € ¢'. Oznaczmy h}, == T*y* € U*. Z twierdzenia

Hahna—Banacha Wymka ze istnieje h* € X* taki, ze hi, = hy 1 [h¥]|xe = [[hg ]l

Oczywiscie
o o
> anwht) =3 a
1=0 =0

dla dowolnego a € ¢*, co dowodzi, ze h* ma pozadana wlasnogé. Poniewaz X € (OC),
wiec X* = X’. Wobec tego istnieje h € X' spelniajacy rownosé

(fih*) = /f t)dla f € X,

tym samym h spelnia (4.2.1).
Dla kazdego | € N oznaczmy h; = hXAkl i niech h; bedzie funkcjonatem liniowym
danym wzorem

(fih) = /Q Fh(t)dp(t) dla f € X.

Zauwazmy, ze dla [ € N zachodzi

(Fosgs ) = [ (OO0 = [ fo, (OB (D(0) = . 7) =1
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Ponadto ciag (h}) jest stabo* zbiezny do zera, gdyz dla dowolnego g € X mamy

[ o] -

< [loxan, |, Il < [Joxca, | WAl

L/ a(t)h(t)du(t)
Ay,

Porzadkowa ciaglosé X implikuje, ze HgXAkz . — 0, a wigc takze (g, hj) — 0.

Na mocy lematu 4.2.1 istnieje rosnacy ciag ({;) C N taki, ze dla j # i € N mamy

3 | 2] < 5

J#i

Dla dowolnego i € N otrzymujemy

(o) = (5
Jj=1
> ‘<fnklz’hi>‘ B Z ‘<fnkli7h2kj>’ z1- % - %
J#i

Zatem (fy,) nie jest stabo zbiezny do zera, co jest sprzeczne z zalozeniem i tym samym
koriczy dowdd. O

4.3 Slaba zwarto$é operatoré6w mnozenia punktowego

Definicja 4.3.1. Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha oraz niech 7: X — Y bedzie
ciggltym operatorem liniowym. Moéwimy, ze T jest operatorem stabo zwartym, gdy
TB(X) jest zbiorem relatywnie stabo zwartym w przestrzeni Y.

Lemat 4.3.2. Niech X oraz Y beda funkcyjnymi kratami Banacha nad . Jezeli f €
M(X,Y)q, to My: X =Y jest operatorem stabo zwartym.

Dowdd. Wykazemy, ze zbior M;B(X) jest Y—jednostajnie catkowalny. Niech (4,,) bedzie
ciggiem mierzalnych zbiorow takim, ze A, | (. Mamy

sup  |lhxa,lly = sup |[foxa.lly = Ifxa,lla — 0 przy n — oo,
heM;B(X) geB(X)

co oznacza, ze zbior MyB(X) jest Y-jednostajnie catkowalny. O

Jezeli przestrzen Y spetnia kryterium Dunfforda-Pettisa, to okazuje sie, ze porzad-
kowa ciaglos¢ f € M(X,Y) jest takze konieczna dla stabej zwartosci operatora M.

Twierdzenie 4.3.3. Niech X oraz Y beda funkcyjnymi kratami Banacha nad €2, przy
czym Y jest 1-rozlacznie jednorodna. Dla dowolnego f € M(X,Y) operator My: X — Y
jest stabo zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy f € M(X,Y),.
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Dowdd. Staba zwartos¢ operatora My oznacza, ze zbiér MyB(X) jest relatywnie stabo
zwarty. 7 twierdzenia 4.2.3 wynika, ze zbior MyB(X) jest Y-jednostajnie catkowalny.
Niech (A;) bedzie ciagiem mierzalnych zbiorow takim, ze A, | 0. Z Y-jednostajnej
catkowalnodci zbioru M;B(X) wynika, ze

I fxanllyr = sup ||fgxa.lly — 0 przy n — oo.
9eB(X)

Zatem f € M(X,Y),. O

Nastepne dwa przyktady pokazuja, ze zatozenia twierdzenia 4.3.3 sa istotne. Oczywi-
$cie, w przypadku, gdy jedna z przestrzeni X, Y jest refleksywna, wowczas kazdy operator
jest stabo zwarty. W szczegolnosci zaltozenie f € M(X,Y), nie jest konieczne dla stabej
zwartosci operatora My: X — Y. W przykladzie 4.3.5 wskazemy konkretny przyktad
mnoznika, ktéry nie jest stabo zwarty.

Przyktad 4.3.4. Niech 1 < p < ¢ < 00. Na mocy przyktadu 1.5.2, mamy
M(LP, LP) = L°°.

Zatem M (LP, LP7), = {0}. Z drugiej strony na mocy refleksywnosci przestrzeni LP kazdy
operator mnozenia Mf jest stabo zwarty mimo, ze jego symbol nie jest porzadkowo ciagty.

Przyklad 4.3.5. Niech 1 < p < ¢ < 00. Przypomnijmy, ze
M(LP*°[0,1], LT*°[0,1]) = L"*°[0, 1],

gdzie 1 = % -1 porownaj przykltad 1.5.2). Wezmy f(t) = t~'/", wowczas mamy, ze
feM(LP>0,1 (ﬁ LD ). Zauwazmy, ze dla dowolnego 0 < & < 1

[ x00],00 =1

wobec czego f nie jest porzadkowo ciggla. Dowiedziemy, ze operator M/ nie jest stabo
zwarty. Przez (r,) oznaczmy ciag funkcji Rademachera, tj.

rn(t) == sgn(sin(2"7t)) dla t € [0,1], n € N.
Niech g(t) = t~1/7, wtedy g € LP*. Wykazemy, ze obraz ciaggu (grn,) C LP">, tj. ciag

(fgrn) C L®>, nie posiada podciagu stabo zbieznego, co oznacza, ze My nie jest stabo
zwarty. Aby to udowodni¢ pokazemy, ze dla dowolnego z € (L%*)’, zachodzi

(fgrn,x) / f(t) )z(t)dt — 0 przy n — oo, (4.3.1)
oraz zbudujemy funkcjonal z} € (L%*>°)" taki, ze

(fgrn,x]) = qiLl dlan e N. (4.3.2)
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Rownosé (4.3.1) dla dowolnego = € (L9>) oznacza, ze jezeli ciag (Mygry,) posiadatby
podciag stabo zbiezny, to bylby on stabo zbiezny do zera. Wynika to z faktu, ze dual
Kothego jest normujacy (patrz [13, Theorem 2.9]). Z drugiej strony staba zbieznosé
podciagu ciagu (Mygry,) do zera jest niemozliwa, na mocy (4.3.2). Niech 0 # = € (L?*>)
bedzie dowolne. Na mocy [53, Proposition 2.c.10.], mamy

(fgrae) = [ FO0ra(©a(t)dt - 0 pray n - o
Q
Skonstruujemy teraz funkcjonalt z7 € (LT°°)*, tj. taki, ze
(fgrn,z7) = qi% dlan e N.

Oznaczmy przez B-lim granice Banacha, tj. funkcjonal liniowy i ciagly na £°° taki,
ze dla kazdego ciagu zbieznego a mamy B-lim a = h_)m an (wiecej informacji o takich
n oo

funkcjonatach mozna znalezé w [13, Lemma 2.8]). Zdefiniujmy

2771
25 (h) == B lim 2"~/4 /O h(#)dt dla b € L9,

W celu udowodnienia ciaglosci ] wystarczy wykazaé nieréwnosé

n—n/ 2 Hh”‘]aoo 00
2nn/4 h(t)dt < —2% dla h € L9
0 1—-1/q

Na mocy definicji normy w L% mamy
h*(t) < [|hllg oot /9 dla b € L9

Stosujac nieré6wnosé

S S
/h(t)dt‘g/ h*(t)dt dla t > 0
0 0

(patrz [13, Theorem 2.2, p. 44]) dla kazdego h € LT otrzymujemy

2—n 2—"
onn/a / h(t)dt| < 2n—"/4 / B (t)dt
0 0

1l g,00

1-1/q

Tym samym dowiedli$my ciagtosci funkcjonatu z7 na L9°°. Pozostalo sprawdzi¢, ze
(fgrn,27) = ;45 dlan € N. Poniewaz fgry(t) = t=Yar, (), wiec

2771/
< ll, zn—n/q/g 1/agt <

271\7 27]\7
2NN/‘1/ fgra(t)dt = 2NN/‘1/ LT
0 0 g—1

dla kazdego N > n. Stad (fgry,z}) = q%’l dla kazdego n € N, co konczy dowdd.
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Wykorzystamy teraz twierdzenie 4.3.3 by otrzymaé¢ warunek na porzadkows ciagtosé
przestrzeni mnoznikéw punktowych. W ogélnosci problem opisu porzadkowej ciaglosci
przestrzeni mnoznikéw punktowych jest nietrywialny. Z jednej strony nawet dla ,po-
rzadnych” przestrzeniami X, Y przestrzen M (X,Y) moze nie mie¢ zadnych elementow
porzadkowo ciagglych. Na przyktad zachodzi

M(L* L?) = L*™.

7 drugiej strony przynajmniej jedna z przestrzenie moze byé skrajnie ,zta” w aspekcie
porzadkowej ciaglosci, a przestrzenn mnoznikéw punktowych mimo to bedzie porzadkowo
ciggta. Fenomen ten potwierdza réwnosé

M(L>®, L% = L.

Whniosek 4.3.6. Niech X oraz Y beda funkcyjnymi kratami Banacha nad €. Jezeli
przestrzen X jest refleksywna oraz Y jest 1-rozlacznie-jednorodna, to M (X,Y) € (OC).

Dowdd. Niech f € M(X,Y). Z refleksywnosci przestrzeni X wynika, ze operator mno-
zenia My: X — Y jest stabo zwarty. Na mocy twierdzenia 4.3.3 otrzymujemy, ze f jest
porzadkowo ciagta. O

4.4 Symetryczne przestrzenie 1-roztacznie jednorodne

Przyktadami przestrzeni symetrycznych bedacych 1-rozlacznie jednorodnymi sa prze-
strzenie Lorentza LP'[0, 1] oraz przestrzenie Orlicza L¥[0, 1], ktérych funkcja generujaca
spelnia warunki ¢ € AS® 1 ¢* € Ag. Jednak brak w literaturze przyktadéw przestrzeni z
ta wlasnoscig zdefiniowanych na potproste;.

Twierdzenie 4.4.1. Dla kazdego 1 < p < oo przestrzein (LP! N L')[0,00) jest 1-
roztacznie jednorodna.

Dowdd. Oznaczymy E = (LP' N L')[0,00). Niech (f,) C E bedzie znormalizowanym
ciggiem funkcji o roztacznych nosnikach. Wykazemy, ze istnieje podciag (fn,) ciagu (fn)
réwnowazny bazie kanonicznej przestrzeni ¢'. Rozwazymy dwa przypadki. Zatézmy, ze
istnieje 6 > 0 taka, ze || fn,||; > ¢ na pewnym nieskonczonym podciagu (fp,). Wowczas,
dla dowolnego a = (ax) € I, zachodzi

o0 oo oo oo oo
D larl =) Nactully = D anfar| =D anfar| =06 lakl-
k=1 k=1 k=1 g k=1 1 k=l

Oznacza to, 7e (fn,) jest réwnowazny bazie kanonicznej przestrzeni ¢1. Zalézmy teraz,
ze || fnlly — 0 przy n — oc. Istnieje zatem N € N takie, ze || fu|,; =1 dlan > N, gdyz
| fall g1 = 1 dla n € N. Bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze an||p,1 =1 dla
kazdego n € N. Twierdzimy, ze dla dowolnego k € N istnieje n € N takie, ze

[ faXt sl =172 (4.4.1)
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Przypusémy, ze nier6wnos¢ (4.4.1) nie jest spelniona. Istnieje wowcezas ko takie, ze
anx{fn>ko}Hp,1 <1/2dlaneN.

Stad wynika, ze
| FaX kot ]l = 1/2 dlan € N.

Zatem, na mocy nieréwnoéci Holdera, zachodzi

ko Y ko 1/p "
1/2< [ fxipeanll, = [ doars ([ an o) w
Wobec tego
1
nlly 22—
I > o

co jest sprzeczne z zalozeniem, ze ||fn|l; — 0. Tym samym wykazaliémy nieréwnosc¢
(4.4.1).

Poniewaz | fnll,; = 1, wigc istnieje nieskoriczony ciag indekséw (ny), dla ktérego
spelnione sa warunki

o m({fn, >k}) — 0 przy k — oo;

fnkX{fnk>k}Hp71 >1/2dla k € N.

Mozemy wiec wybraé kolejny podciag (fn,,) taki, ze

1 .
m ({fu, > ki}) < S dla i €N.
Zdefiniujmy ciag funkcji (g;) C E wzorem
gi(t) = [fnkiX{fnki>ki}} (t—1/2°) X[ /21,00 (1)

Zauwazmy, ze dla i € N funkcja g; jest rownomierzalna z fnkiX{ Fay, kit Ponadto mamy

11 ,
supp(g;) C |:2i’ W) dla i € N.

Oznacza to, ze ciag (g;) jest semiznormalizowanym ciagiem funkcji o roztacznych nosni-
kach oraz (g;) C LP[0,1]. Poniewaz przestrzen LP'[0,1] jest 1-roztacznie jednorodna
(patrz [27, Theorem 5.1]), wiec istnieje podciag ciagu (g;) réwnowazny bazie I!. Bez
straty ogdlnoéci mozemy zalozyé, ze ciag (g;) jest rownowazny bazie I'. Zatem istnieje
n > 0 taka, ze dla dowolnego a = (a;) € I* mamy

o [ee] o0 oo [e.e]
UZ\GH < Zaigi < EaifnkiX{f"k_>k,-} < Zaifnki < ZWL
i=1 k=1 LP1[0,1] k=1 ‘ B k=1 B =1

co koniczy dowdd. O
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Astashkin, Kalton oraz Sukochev w [8] dowiedli, ze porzadkowo ciagta przestrzen Or-
licza L¥]0, 1] spelnia kryterium Dunforda—Pettisa wtedy i tylko wtedy, gdy dopeliajaca
funkcja Younga ¢* spelnia warunek Ay.

Definicja 4.4.2. Niech ¢ bedzie funkcjg Younga. Mowimy, ze ¢ spelnia warunek Ag,
gdy istnieje A > 1 taka, ze

p(Au)

u—oo p(u) o

(4.4.2)

W przeciwienistwie do warunku As powyzszej definicji nie mozemy réwnowaznie sfor-
mutowaé przyjmujac, ze rownosé¢ (4.4.2) jest spelniona dla kazdego A > 1, co potwier-
dza [46, Example 7]. Z drugiej strony warunek Ay mozemy traktowac jako silne zaprze-
czenie warunku AS°. Wynika to z faktu, ze przy zalozeniu iz ¢ ¢ AS° przestrzen L¥
posiada kopie [*° na pewnym ciggu znormalizowanych funkcji o roztacznych no$nikach.
Jezeli natomiast ¢ € Ag, to kazdy taki ciag rozpina kopie przestrzeni [*°. W ostatnich
latach warunek ten byl intensywnie badany przez wielu autorow (patrz np. [2], [9], [45]
oraz |75]).

W przypadku przestrzeni Orlicza na I = [0,00) warunek na to, by byla ona 1-
roztacznie jednorodna, a wiec by spelniata kryterium Dunforda—Pettisa, rozwazano w
pracy |29, Theorem 5.1]. Jednakze warunek, ktory sie tam pojawia, zostal sformutowany
w termiach zbioru Cy, przez co moze by¢ trudny do weryfikacji (por. [65]). Naturalnym
jest zatem problem charakteryzacji 1-DH przestrzeni Orlicza na potprostej w terminach
wlasnosci funkeji .

Twierdzenie 4.4.3. Przestrzen Orlicza L¥[0,00) jest 1-roztacznie jednorodna wtedy i
tylko wtedy, gdy spelnione sa nastepujace warunki

(i) ¢ € Ag;
(ii) ¢* € Ag;

(iii) ¢ jest rownowazna z funkcja liniowa dla malych argumentow, tj. istnieja stale
c,C,d,ug > 0 takie, ze zachodzi

cu < ¢(du) < Cu dla 0 < u < up.

Dowadd. Dostatecznosé wynika z podobnej argumentacji jak w przypadku przestrzeni
Lorentza, poniewaz z warunku (iii) wynika, ze

L#]0,00) = (L¥ N LY)[0, 00).

Jedyna roznica w poréwnaniu z dowodem twierdzenia 4.4.1, pojawia si¢ przy wykazy-
waniu nieréwnosci (4.4.1). Zalézmy, ze (f,) C L¥[0,00) jest ciagiem dodatnich funkcji
o roztacznych nosnikach takim, ze ||fn|[1 — 0 oraz ||fs|l, = 1. Udowodnimy, ze dla
dowolnego k € N istnieje n € N takie, ze spelniona jest nieréwnosé

[ foxgasmll, > 1/2:
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Przypuscimy, ze tak nie jest. Wéwczas istnieje kg takie, ze
lfaxtsusropll, <1/2dlan €N.

Wobec tego
| faxucnopll, > 1/2 dlan €N,
skad

[ eenest
{fn<ko}
Poniewaz funkcja ¢ jest wypukta, wiec

©(2ko)
ko

o(2t) < tdla 0 <t < ko,

co implikuje, ze

1< / o2 f (0)dt < L3R / Fu(t)dt dla n € N.
{f'n<k30} k() {fn<k'0}

Ostatecznie, na mocy warunku (ii) na funkcje ¢, mamy
ko
¢(2ko)

co jest sprzeczne z zalozeniem, ze || fn|[1 — 0.

Koniecznos$é zalozenia ¢* € Ay wynika z [8, Proposition 5.8]. Ponadto, na mocy
porzadkowej ciaglosci przestrzeni 1-DH wnosimy, ze ¢ € As. Pozostalo wykazaé, ze ¢
spelnia warunek (iii). Rozwazmy ciag

1
| fnlll = >§dlan€N,

Jn = Xn-1,), dlaneN.

Kazdy podciag ciagu (f,) jest rownowazny bazie kanonicznej w ciagowej przestrzeni
Orlicza 1. Zatem ¥ = [, co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest rownowazne
funkcji liniowej dla matych argumentéw. O

4.5 Warunek A

W tej sekcji rozwazymy zwiazek pomiedzy warunkiem Ag a indeksami funkcji Younga.
Przypomnijmy najpierw definicje indeksow Matuszewskiej—Orlicza oraz indekséw Simo-
nenki.

Definicja 4.5.1. Niech ¢ bedzie funkcja Younga. Dolny i géorny indeks Matusze-
wskiej—Orlicza (dla duzych argumentow) oznaczamy odpowiednio symbolami oy, 55°
i definiujemy wzorami

In M (t

ay = li el iA 24 (’(’0),
t—0+ Int
In M (t

g = lim M),

t—o0 Int



ROZDZIAL 4. SEABA ZWARTOSC W PRZESTRZENIACH FUNKCYJNYCH 65

gdzie M(t,p) = limsup %. Podobnie, dolny oraz gorny indeks Simonenki (dla
U—00
duzych argumentéw) oznaczamy odpowiednio symbolami ag’, bz’ 1 definiujemy wzorami
/
a:,o — lim inf 22 (u)?
u—oo (P u)
up'(u)

b%° := limsu .
v u—>oop SO(U)
Zachodza nieréwnosei 1 < af < a2’ < Bgo <P <o (patrz [55, Theorem 3.2]).
Ponadto b3’ < oo 1 537 < oo wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € A3°. Indeksy Matuszewskiej—
Orlicza funkcji Younga ¢ oraz jej funkcji dopetniajacej ¢* powigzane sa wzorem

1 1 1 1

—t o =t 2= =1
oF B an By

Analogiczny wzor zachodzi dla indekséw Simonenki przy dodatkowym zatozeniu, ze ¢
jest N—funkcja. Dokladniej dla N—funkcji ¢ zachodza nastepujace rownosci
1 1 1 1

—_— = — =1. 4.5.1
ago + bf;‘i aj;i + bﬁ;o ( )

Wiecej informacji o indeksach mozna znalezé w [43, 55, 56].

Lemat 4.5.2. Jezeli ¢ € Ay, to indeksy Matuszewskiej—Orlicza funkcji ¢ spelniaja

oo oo
ag =By = oo.

Dowdd. Jezeli p € Ag to ¢ ¢ AS° oraz B3 = oo. Niech A > 1 bedzie takie, ze
(Au)

lim 2% = 0o, Wowezas lim £ = 0. Dla dowolnego n > A mamy
u—soo Plu uoo Pu)
A A
lim sup /) < limsup p(u/A) = lim p(u/A) =0.
Oznacza to, ze M(t,p) =0dlat < %, a zatem ag’ = 00. ]

Whniosek 4.5.3. Jezeli ¢ € Ay, to indeksy Matuszewskiej—Orlicza funkcji dopelniajacej
©* spetniaja réwnosé
o o =1

O[LP* — ©

W szczegdlnosci p* € A,

W artykule [48]| postawiliSmy pytanie o prawdziwo$é¢ implikacji odwrotnej, tj. czy
warunek

oo oo
ag =P, =00

implikuje, ze ¢ € Ap. Okazuje sie, ze odpowiedZ na to pytanie jest negatywna, co
wykazali Astashkin oraz Strakhov w artykule [10], konstruujac odpowiedni przyktad.

7 drugiej strony w terminach indekséw Simonenki mozna podaé¢ warunek dostateczny
na to, aby ¢ € Ag. Bedziemy potrzebowaé¢ nastepujacy lemat.
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Lemat 4.5.4. Niech ¢ bedzie funkcja Orlicza. Jezeli lim ug (w)

SISy T 00 o

lim p(Au)

u=oe p(u)

= oo dla dowolnego A > 1.

Dowdd. Zdefiniujmy (t) := t?;;g)‘ Istnieja wowczas state tg, ¢ > 0 takie, ze ¥(t) > ¢ dla
t > tg. Wobec tego dla dowolnej A > 1 otrzymujemy

25 oo ([0 [ 50)

Zatem dla A > 1 mamy

A
lim (M) S

U—c0 (p(u) U—y00

co koniczy dowdd. O

Twierdzenie 4.5.5. Niech ¢ bedzie funkcja Orlicza. Jezeli spetniony jest warunek

lim ug(’g;) =1, (4.5.2)

to lim £
U—00 80*(“)

= oo dla kazdego A > 1. W szczegdlnosci ¢* € Ag.

Dowdd. Oznaczmy

(u)

p(u) = U oraz p1(u) = / p(t)dt dla u > 0.
u 0

Wypuktosé funkeji ¢ implikuje, ze p jest niemalejaca. Oznacza to, ze @1 jest

pr(w) _ . Jua P p(u/a)(1 —1/a)
1 235& up(u ) umoo  up(u) > ()
— lim ap(u/a)(1 —1/a) - pw(d—1/a) . .
_ul—>oo o(u) >ul—>0<> o(u) 1-1/a

gdzie ostatnia nieréwnosé¢ wynika z wypuktosci funkeji ¢. Otrzymujemy stad

_oei(u)
uh_}rgo ) 1. (4.5.3)

Ustalmy v > 0 oraz oznaczmy u = p~ ' (v). Wéweczas z [56, Theorem 8.2 wynika réwnosé

uv = up(u) = p1(u) + @1 (v),

CO oznacza, ze
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Korzystajac z rownosci (4.5.3) dostajemy

—1
lim Up* ) =
V=00 @1(1))

Poniewaz o} (u) = p~'(u) (por. [42]), wiec na mocy lematu 4.5.4, dostajemy

lim @1*0\“)
U—00 901(“)

=00, dla A > 1. (4.5.4)

Z monotonicznosci p wynika, ze ¢1(u) < ¢(u) dla v > 0. Zachodzi zatem nier6wnosé

p1(u) = ¢*(u)
dla u > 0. Pokazemy teraz, ze

1
n—1

-1
o] (7] 7 u> < " (u) dla u > 0. (4.5.5)

Mamy, dla v > 0
nuw

p1(nu) > / p(t)dt = up(u) (n—1) = p(u)(n —1) dlan>1, u>0,

u

1 *<17—1 ) 1 {17—1 ()}
u| = sup us — p1(s
n—171\y n—1s0l 7 7

us 1
:sup{ cpl(s)} :sup{tu

sso lm n—1 >0
< sup {tu — p(t)} = o™ (u),
t>0

a stad

! 1801(77t)}

co dowodzi nieréwnosci (4.5.5). Ustalmy dowolne A > 1 oraz wybierzmy 7 > 1 tak, aby
/\’77_1 > 1. Na mocy (4.5.4) mamy

co koriczy dowdod. O

Otrzymujemy zatem nastepujaca charakteryzacje.
Whniosek 4.5.6. Jezeli dla N-funkcji ¢ obydwa indeksy Simonenki sg nieskoriczone, tj.
ay = b2 =00, to p € A,.
Dowdd. Z réwnosci (4.5.1) wynika, ze aZ: = bz =1, zatem funkcja ¢* spelnia zalozenia
twierdzenia 4.5.5. Wynika stad, ze ¢ = ¢ € Ag. O
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Warunek a2’ = b2’ = oo nie moze by¢ konieczny na to by ¢ € Ag. Pokazuje
to [46, Example 7], w ktorym autorzy konstruuja funkcje Orlicza ¢ taka, ze

lim (2u)
u=0o0 p(u)

< 00,

ale .
lim p(5u) =

u=oe p(u)

Zatem @ € Ag. 7 drugiej strony, jezeli obydwa indeksy Simonenki funkcji ¢ bytyby
nieskoniczone to, na mocy twierdzenia 4.5.5, obie powyzsze granice réwniez bylyby nie-
skoniczone.

W wielu przypadkach dla funkcji Orlicza ¢ nie da sie jawnym wzorem opisaé¢ funkcji
dopelniajacej ¢*, ale wykorzystujac twierdzenie 4.5.2 mozemy wykazaé, ze ¢* € Ay.

Przyktad 4.5.7. Zdefiniujmy nastepujace rodziny N—funkcji dla a > 0:

gpg(u) =uln(1+ u),

ol (u) = u\/1 +aln(l + u)

oraz
©2 (1) = uexp (\/ 1+aln® u) .
Mamy
or
upy (u) au
=1+ — 1 gdy uv — o0,
20 (u) I+umi+a) 5
Y
up, (u) au
=1+ — 1 gdy u — o0
o1 () 21+ Wl +alm(1+u)] &Y
oraz )
upq () :1+$—>1gdyu—>oo.

902(71) 2v/14+alnmu

7 twierdzenia 4.5.5 otrzymujemy wiec, ze (4,02)* , (gocll)* , (gpg)* e Ay.
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