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Wstep

Niniejsza rozprawa doktorska dotyczy formut doktadnych zwigzanych z
funkcja Mobiusa krzywej eliptycznej. Motywacja do moich rozwazan sa wy-
niki dotyczace formut doktadnych zwigzanych z klasyczng funkcjg Mobiusa
p(n), ktora jest zdefiniowana réwnoscia

1, n=1
p(n) =4 (=1)", n=pps...p,p; —rézne liczby pierwsze,
0, p?|n dla jakiej$ liczby pierwszej p.

Mozna tez ja zdefiniowa¢ jako wspotezynniki szeregu Dirichleta

1 (o)
@: E /J/;;L), S:0'+it7 0>1
n=1

Rozdzial pierwszy zawiera wiadomosci o pojeciach i twierdzeniach wyste-
pujacych w pracy.

Paragraf pierwszy zawiera informacje na temat funkcji hipergeometrcz-
nych, przytaczam w nim definicje i wtasnosci funkcji G-Meijera oraz funkcji
Bessela pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju.

W paragrafie drugim podaje definicje L-funkcji krzywej eliptycznej E :
y? + arxy + azy = 23 + asx? + asx + ag, podstawowe wlasnosci wspoétezyn-
nikéw w odpowiadajacym jej szeregu Dirichleta, twierdzenie o przedtuzeniu
analitycznym L-funkcji na ptaszczyzne zespolong i réwnaniu funkcyjnym oraz
wprowadzam funkcje F'(s) = L (s + 3, E), czyli znormalizowana L-funkcje.
Dalej podaje twierdzenia zwigzane z zerami tak okreslonej L-funkcji. Defini-

cje i twierdzenia w tym paragrafie zaczerpnatem gtownie z [8], [12] i [19].
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Nastepnie w paragrafie trzecim definiuje funkcje Mobiusa krzywej eliptycznej
pe(n) oraz formutuje i udowadniam twierdzenie dotyczace podstawowych
wlasnosci tejze funkcji, takich jak multiplikatywno$¢, wartosci w potegach
liczb pierwszych i oszacowanie ug(n) = O(n¢). Nastepnie dowodze, ze funkcja
F(s) nalezy do klasy Selberga.

W drugim rozdziale dowodze pewnych analitycznych wtasnosci funkceji
F(s) analogicznych do znanych twierdzen dla funkcji dzeta Riemanna, ktére
sg konsekwencja twierdzen dotyczacych zer w pasie krytycznym. Nastepnie
definiuje funkcje m(F, z), ktéra jest analogonem funkcji m(z), badanej przez
K. Bartz w pracach [1], [2]

eSZ o
:ZC(S)CZS, Sz > 0, (1)

gdzie D oznacza kontur sktadajacy sie z potprostej (—% + 100, —%} , odcinka

[—%, 5} i polprostej [5, 5+ zoo) W pracy [1] autorka pokazuje, ze m(z) jest
funkcja holomorficzng na gérnej pédiptaszczyznie. W tym rozdziale udowad-

niam analogiczne twierdzenie dla funkcji

w9 = 5 [ 7
Z 2m F

gdzie C' oznacza kontur sktadajacy sie z potproste; (—% + 100, —ﬂ , krzywej
gtadkiej I; okreslonej przy pomocy funkeji 7 : [0,1] — C takiej, ze 7(0) =

:)
72

7(1)=210<S7(t) <1ldlate (0,1) i pomiedzy odcinkiem (—

NI

1
3
a krzywa [; funkcja F'(s) nie ma zer, oraz pélproste;j [5, S+ @oo)

W rozdziale drugim wspominam takze o funkcji sumacyjnej

= > u(n)

n<x
Funkcja M (x) jest Scisle zwiazana z hipoteza Riemanna, tzn. hipoteza Rie-
manna jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy M(x) = O ($%+6> dla do-

wolnego € > 0.
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Najstarsza hipoteza zwiazang z funkcjg Mobiusa byta hipoteza Mertensa,

ktory sformutowatl ja w pracy [13], méwigca, ze

> un)| <V,

n<x
dla x > 1. Jednak w roku 1985 Andrew Odlyzko i Hermann te Riele w pracy

[16] pokazali jej falszywos¢, zamykajac w ten sposob jedna z drég do dowodu
hipotezy Riemanna.

Gtoéwne wyniki pracy zawarte sa w rozdziale trzecim. W paragrafie pierw-
szym udowadniam twierdzenie o przedtuzeniu meromorficznym funkcji m(F, z)
na calg ptaszczyzne zespolong. Twierdzenie to jest analogiczne do twierdzen
K. Bartz, gtéwnie z pracy [1], a takze do twierdzen K. Bartz z pracy [2].

Ponizsze twierdzenie jest gléwnym rezultatem tych rozwazan

Twierdzenie (Bartz). Funkcja m(z) moze bycé przedtuzona analitycznie do
funkcji meromorficznej na catlej plaszczyinie zespolonej, gdzie spetnia réwna-

nie funkcyjne

m(z) +m(z) = —Qi un) cos <27Te_z) : (2)

n n

Jedynymi osobliwosciami tak przedtuzonej funkcji sq bieguny proste w punk-
tach z = logn, z residuams

_p(n)
211

r€S;—10gnM(2) =

K. Bartz uzyskata takze analogiczne wyniki dla innych rodzajow funkcji,
ktére mozna znalez¢é w pracach (3] 1 [4].

Analogiczne wyniki zwigzane z funkcja ¢ Eulera otrzymata M. Rekos
w pracy [20], a zwigzane z funkcja 0(n)(liczba dzielnikéw bezkwadratowych
liczby n) otrzymal K. Wiertelak w [22].

J. Kaczorowski w pracy [9] otrzymal zespolona formute dokladna dla

funkcji m(z). Udowodnil zupelnie nowymi metodami
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Twierdzenie (Kaczorowski). Dia |Sz| < 7,z # logn, u(n # 0)

m(z) = — S Me — 12 - ez.mo(z)
n1:1 n ( ne ) 21m B (3)
— i ma() + 7)) + o (Fa(2) + (o))
gdzie
mo(2) :g(:)z—}ogn
my(z) = 217”0/ (tg 28 —2) Ce(sz)ds,
Fnlz) = 217m [ (e ) ;(t) ds

sq funkcjami holomorficznymi w polplaszczyznie Sz > —m.

Gléwnym wynikiem mojej rozprawy jest analogiczna zespolona formuta
doktadna dla badanej przeze mnie funkcji m(F, z), ktorej dowdd znajduje
siec w paragrafie drugim trzeciego rozdziatu. Dowod opiera si¢ na nieco zmo-
dyfikowanej metodzie z pracy [9]. Zar6wno w przypadku réwnania funkcyj-
nego, jak i formuty doktadnej wystepuja funkcje Bessela rzedu pierwszego,
natomiast w pracy [9] wystepuje funkcja cosz = — %WZY%(Z). Natomiast
w pomocniczych funkcjach m*(F,z), my(F,z) i H(F,z) zmienitem funkcje
tg % na funkcj¢ tgms, oraz sama formuta doktadna jest prawdziwa w pasie
|$z] < 27, Zmiany te mozna powiazaé z tym, ze w [9] rozwazana byta funk-
cja ¢ Riemanna, ktéra jest stopnia 1, natomiast badana przeze mnie funkcja
F(s) jest stopnia 2, stad podwojenie argumentu. W obliczeniach pojawity sie
dos¢ skomplikowane calki, ktére wymagaty uzycia funkeji specjalnych, takich
jak funkcja G-Meijera i funkcje Bessela. Dodatkows trudnoscig w badaniach
bylo pojawienie sie mozliwych osobliwosci w przedziale (0, 1), ktérych istnie-
nie nie jest wykluczone, bo funkcja F(s) moze mieé zera w tym przedziale.
Stad konieczne byto wprowadzenie funkcji R(z) i R*(z), ktére maja te dobra

wlasnosé, ze sg catkowite.



Wstep 6

Twierdzenie. Dia z = x+ iy, [y| < 2m,x € R,z # logn, ur(n) # 0 zachodzi

. pn) (o ((Ar 5\ 2, ( dm o\T
) n\/_zn< ()2 (A ))
1 . 1 o p(140)z
— 5(B(z) — iR (2)) + o (H(F,2)+H(F,2)) - ——mo(F 2)
— o (P, 2) £ (F,2)
(4)
gdzie

? Sz
my(F, z) = Q—M,/C(tgﬁs — 1) I )ds,
1 3+ico e’*
H(F = — t — d
R(z) = Z reSs—p ,
o F(s)
0<pB<1

Sz

R*(z) = ) ress_gtgms :
F(8)=0 F(s)
0<p<1




Oznaczenia

((s)
['(s)
log s
n|m
f(s)
Arg(s)

Ponadto w pracy liczby zespolone bedziemy oznaczaé przez z = x + 1y,

badz przez s = o + it.
L- funkcji.

zbiér liczb naturalnych

zbior liczb rzeczywistych

zbior liczb zespolonych

zbior liczb zespolonych o dodatniej czesci urojonej
czesé rzeczywista liczby zespolonej

czes¢ urojona liczby zespolonej

modut liczby zespolonej

symbol Landaua oznaczajacy, ze istnieje stata do-

datnia c taka, ze | f(z)| < cg(z) dla kazdego x € X
symbol Winogradowa majacy to samo znaczenie

co symbol Landaua
f(z)

lim &% =1

z—00 9(x)

istnieja stale dodatnie ¢y, ¢y takie, ze |z1| < ¢1]29]
i [z2] < a7

funkcja dzeta Riemanna

funkcja Gamma Eulera

logarytm zespolony o podstawie e

liczba n dzieli liczbe m

podwdjne sprzezenie, tj.f(s) = f(3)

argument gtowny liczby zespolonej s.

Natomiast przez p = 3 + 17y oznacza¢ bedziemy zera



Rozdzial 1

Preliminaria

1.1. Funkcje hipergeometryczne

Waznym narzedziem w badaniu funkcji m(z, F') okazuja sie by¢ funkcje
specjalne.

Funkcje G-Meijera definiujemy w nastepujacy sposob

[T —s)IIT(1—a,

a17a2,...,ap> . L Jl;[l ( J S)jl;ll ( a] +S) ZSdS
— . q p !

bubayesbg ) 2mE T (1~ b+ s) [ T(a; - s)

j=m+1 Jj=n+1

G (z

(1.1)
gdzie a;,b; € C, przy czym muszg by¢ spetnione warunki:
*x0<m<qg<,0<n<pmnpq€el
xap—b; #1,2,3,... dlak=1,2,...,n,5=1,2,....,m (1.2)
x 2 # 0.
Warunek drugi implikuje, ze zaden biegun I'(b; — s), j = 1,2,...,m nie
pokrywa sie z zadnym biegunem I'(1 — ay + s), k =1,2,... n.

Kontur L moze mie¢ jedng z trzech postaci:

1. L przebiega od —ioco do 100 w ten sposob, ze wszystkie bieguny funkcji
I'(bj—s), 7 =1,2,...,msana prawo od konturu, a wszystkie bieguny funkcji
I'l—ar+s), k=1,2,...,n sanalewo. Wtedy catka (1.1) jest zbiezna dla
z takich, ze |arg z| < ém, gdzie § = m+n — 3(p + q)

2.L jest petla zaczynajaca i konczacy sie w 0o, otaczajacg wszystkie biegu-

ny funkeji I'(b; —s), j = 1,2,..., m dokltadnie jeden raz, z ujemna orientacja,
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ale nieokrazajaca zadnego bieguna funkcji I'(1 — ax + s), £k = 1,2,...,n
Woéwezas catka jest zbiezna dla wszystkich z € C, jezeli tylko ¢ > p > 0; jest
takze zbiezna , gdy p = ¢ > 0, ale tylko w kole |z] = 1.

3.L jest petla zaczynajaca i konczaca sie w —oo, otaczajaca wszystkie
bieguny funkcji I'(1 — ax + s), k = 1,2,...,n dokladnie jeden raz, z do-
datnia orientacja, ale nieokrazajaca zadnego bieguna funkeji I'(b; — s),j =
1,2,...,m. Wéwczas caltka jest zbiezna dla wszystkich z € C, jezeli tylko
p > q = 0; jest takze zbiezna , gdy p = ¢ > 0, ale tylko w kole |z| = 1.

Funkcja Bessela pierwszego rodzaju dana jest réwnoscia

o 1)k ( )2k+a

I;) (k4 a+1)

(1.3)

Funkcja Bessela drugiego rodzaju, zwang tez funkcja Neumanna, dana

jest rownodcia

Jy(z) cos(vm) — J_,(2) '

Yo(z) = Jim sin(v) (14)
Dla n € N funkcje Y,,(z) mozemy zapisaé
2m—n
Yo (2) = 2J,(2) <1og< ) +7> nil <§)
2 = (n—m —1)Im! 15)

Zn—|—2m
(~1" (,2) ity (omen + ) |

m =1,2,...1 przyjmujemy dodatkowo hy = 0.

[en]

gdzie hyy =1+ 3+ ...+ =+,
Funkcje Hankela, zwang tez funkcja Bessela trzeciego rodzaju, definiuje

sie nastepujaco
HM (2) = Jo(2) — (=1)"iY,(2), n=1,2. (1.6)



Rozdzial 1. Preliminaria 10

Wtasnosci
_11ai,asg,...,Q ].-bl 1—b21—b
Gmn 1 ) ) P — Gnm ) ’ ) q ) 1.7
pa <Z bl,bg,...,bq> a» <Z‘1—a1,1—a2,...,1—ap> ( )
G (2], b) = 3@ 1, (2/%) (18)
1
20 a—3 _ _1a+b)

e <Z a,b,a — ;) = (2\/2) ' (1.9)
G (zlac) = 222FIK, ., (2v/2), (1.10)

gdzie K, (z) jest zmodyfikowana funkcja Bessela trzeciego rodzaju dana wzo-
rem .
K,(z) = —§i7re_%””iH(2) (ze_%”) : (1.11)

v

Powyzsze definicje 1 wlasnosci pochodza z [5] 1 [6].
W rozwazaniach czesto bedziemy tez korzysta¢ ze wzoru Stirlinga: Dla

0>01i—7m4+0<args <7 — 9 zachodzi

logI'(s) = (s—é) logs—s—l—log\/%—i-O(l) : (1.12)

5]

ktérego dowdd mozna znalezé w [11] oraz z oszacowania
ID(c +it)| = e 2™ ¢|7~2v/27, gdy [t| — oo, (1.13)

ktorego dowdd znalezé mozna na przyktad w [18], str. 342.

1.2. L-funkcje krzywych eliptycznych

Niech bedzie dana krzywa eliptyczna dang réwnaniem Weierstrassa
E vy +azy + asy = 23 + aox® + agr + ag (1.14)
okreslona nad ciatem Q. Definiujemy wspotczynniki by = af + 4as, by =
araz + 2a4, bg = a3 + 4dag, bgatag — ajazay + 4dasag + azai — ai. Wyrdznik
krzywej eliptycznej E jest zdefiniowany wzorem

A = —b3bg — 8b — 27b3 + babybg, (1.15)
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przy czym zaktada si¢, ze A # 0. Wprowadzmy jeszcze wspotezynniki ¢y =
b% — 24b47 Cg = —b% + 36b2b4 - 216b6

Definicja 1.1. Funkcje L(s) nazywamy L—funkcja, jezeli spelnione sg po-
nizsze warunki:
(1) przedstawia sie jako szereg Dirichleta oraz posiada iloczyn Eulera
stopnia d > 1,
L= A0 <1 B a1<sp>>1 . <1 B adim)l, -
n=1 P p p
gdzie A(1) = 1,A(n) € C,a;(p) € C. Szereg i iloczyn musza by¢ zbiezne

w polplaszezyznie Rs > 1. Liczby a;(p) nazywamy lokalnymi pierwiastkami
funkeji L(s) w punkcie p, i spelniaja nieréwnosé
| (p)| < p dla kazdego p. (1.17)
(2) Uzupemiona L—funkcja
A(L.3) = g31(s)L(5) (1.13)
(tzw.czynnik gamma 7(s) dany jest réwnoscia

y(s) =7 % ﬁr<52“j>, (1.19)

i=1

liczby k; € C zwane sa lokalnymi parametrami funkcji L(s) w nieskonczo-
nosci. Zaktadamy ponadto, ze liczby r; sg rzeczywiste lub parami sprzezone
i R(x;) > —1. Natomiast liczba catkowita ¢, zwana przewodnikiem funkeji
L(s), jest taka, ze a;(p) #0dlapfqgil <i<d.)

ktéra jak tatwo widaé jest holomorficzna w péiptaszezyznie R(s) > 1 musi
by¢ analitycznie przedtuzalna do funkcji meromorficznej rzedu 1 na calej

plaszczyznie zespolonej. Ponadto musi spetnia¢ rownanie funkcyjne
A(L,s) =wA(L,1 - s), (1.20)
gdzie w € C, |w| = 1.

Definicja 1.2. L-funkcje krzywej eliptycznej E : y? + ajxy + asy = a2 +

asx? 4 aux + ag definiujemy jako iloczyn
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Ls, By =T (1—aw™) TL(1-ap+p">) ", (1.21)

plA pfA
gdzie
p+1—#E(F),p [A
0, gdy E ma redukcje addytywna mod p,
1, gdy E ma redukcje mult. typu split mod p,

—1, gdy E ma redukcje mult. typu non-split mod p.
Méwimy, ze krzywa eliptyczna E ma dobra redukcje mod p, jezeli p fA;

#E(F,) oznacza liczbe punktéw na krzywej £ nad ciatem [, wraz z punktem
w nieskonczonosci. Jezeli zas p|A to krzywa zredukowana jest osobliwa (punkt
osobliwy jest tylko jeden) i méwimy, ze krzywa ma zla redukcje mod p,
przy czym jezeli plcs to nazywamy redukcje addytywna (E/F, ma ostrze
(ang.cusp)), a jezeli p feq to redukcje nazywamy multiplikatywna (E/F, ma
wezel (ang.node)). Ponadto redukcje multiplikatywna nazywamy typu split,
jezeli tangens nachylenia stycznej w wezle jest wymierny, badz typu non-split,
jezeli tangens nachylenia stycznej w wezle jest niewymierny.

3
2
tw.Hasse, ktére mowi, ze |a,| < 2,/p. Ponadto jezeli zapiszemy L(s, E) =

0o ¢(n)
n=1 ns

c(p) = ap, c(p'™) = c(p)e(p?) — pepo-1,v = 1,2,3, .., jezeli (p,A) = 1 oraz

Powyzszy iloczyn jest zbiezny w poéiplaszezyznie Rs > co wynika z

to ¢(1) = 1 i wykorzystujac wlasnosci operatoréw Heckego mamy

c(p*™) = c(p)*™, jezeli p|A, c(mn) = c(m)c(n), o ile (m,n) = 1. Definiuje

sie tez przewodnik N krzywej eliptycznej £ wzorem

N =]]»", (1.22)
p
0, jesli £ ma dobrg redukcje  mod p
vp =41, jesli E ma multiplikatywng redukcje  mod p ,

2+ ,, W przeciwnym wypadku ,

gdzie A\, jest catkowite i nieujemne. Nie bedziemy tu przytaczac¢ szczegdtowej
definicji liczb A, gdyz nie jest to istotne w naszych rozwazaniach. Ogélnie

mozna powiedzie¢, ze p|A < p|N.
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Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 1.1. L(E,s) przedtuza sie do funkcji calkowitej, ktdra spetnia

rownanie funkcyine

A(E,s) =nA(E,2 — s),

gdzie
AE,s) = (g) ['(s)L(E,s)
oraz n = £1.

Powyzsze twierdzenie zostato udowodnione w potowie lat dziewigcdzie-
sigtych XX wieku dla pewnej klasy krzywych eliptycznych przez Taylora i
Wilesa, przy dowodzie Wielkiego Twierdzenia Fermata. Po kilku latach zo-
stato udowodnione dla dowolnej krzywej eliptycznej przez Breuila, Diamonda,
Conrada i Taylora [7].

Z réwnania funkcyjnego widzimy, ze funkcja L(FE, s) ma zera w punktach
s =0,—1,—2,... 1 nagzywamy te zera trywialnymi. Pozostate zera znajduja
sie w tzw. pasie krytycznym % < Rs < % Przypuszcza sie, ze wszystkie
zera w pasie krytycznym leza na prostej Rs = 1 i sa pojedyncze (Hipoteza
Riemanna). W przeciwienstwie do funkcji dzeta Riemanna istnieja L-funkcje
krzywej eliptycznej, ktore maja zero rzeczywiste na prostej krytycznej w
punkcie s = 1 oraz Birch i Swinnerton-Dyer sformutowali hipoteze o zwiazku
krotnosci tego zera z rangg grupy Mordella-Weila na krzywej eliptycznej.

Podana wyzej L-funkcja krzywej eliptycznej nie jest standardowsg L-funkcja,
ktora jest poczatkowo okreslona dla Rs > 1, i dla ktorej rownanie funkeyjne
wigze warto$éi s i 1 — s, dlatego w dalszym ciggu bedziemy zajmowac sie
funkcja

F(s) = L <s + ; E) , (1.23)

czyli znormalizowana L-funkcja.

Whniosek 1.2. Funkcja F(s) jest holomorficzna w pélplaszczyinie R(s) >
1, |F(s)| > 0 w tej polplaszczyinie, ponadto F(s) przedtuza sie do funkcji

catkowitej i spetnia rownanie funkcyjne

A(E, s) =nA(E,1 —s), (1.24)
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gdzie
. N\’ 1
Aw@:'f_rG+>F@ (1.25)
27 2
oraz n = £1.
Dowéd. Wynika bezposrednio z tw. 1.1. O]

W tym miejscu podamy dwa wazne fakty zwiazane z L—funkcjami. W [8] na

str. 104 znajdujemy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.3. Niech L(s) bedzie L-funkcjq stopnia d. Niech N(T, L)
bedzie liczbg zer p = B+ 1y funkcji L(s) takich, 2e 0 < f < 1 i |y| < T,
T > 2. Zachodzi wowczas réownosé

T T4
N(T,L) = =~ log -2

Takze w [8], str. 97, znajduje sie istotny lemat

Lemat 1.4. Dowolna L—funkcja L(s) jest wielomianowo ograniczona w pio-

nowym pasie s =0 +1it, a <o < b, t > 1.

1.3. Funkcja Mobiusa krzywej eliptycznej
Definicja 1.3. Arytmetyczna funkcje Mobiusa pg(n) krzywej eliptycznej
definiujemy jako wspétezynniki szeregu Dirichleta odwrotnosci funkeji F'(s)

1 & wusn) -
(5)_;::1 , > 1.

F

ns

Twierdzenie 1.5. i) Funkcja pg(n) jest funkcjg multiplikatywnag.

—h k=1
i) pe(p*) =41, k=2ip fA
0, k>3bk>2iplA.

iii) pp(n) = O (n) dla dowolnego € > 0.
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Dowdd. i)Uzasadnienie tej wlasnosci wynika z wlasnosci grupy funkeji mul-

tiplikatywnych ze splotem Dirichleta i elementem neutralnym

1, n=1
e(n) =

0, n>1.

Mianowicie skorzystamy z podanego nizej lematu, ktéry znalez¢é mozna (jako
Whniosek) w [15], str.109

Lemat 1.6. Jezeli funkcja f = g = h jest multiplikatywna, to obie funkcje

f, 9 sq multiplikatywne lub teZ Zadna z nich.

Wystarczy przyjaé f(n) = c,, gdzie ¢, sa wspélezynnikami szeregu Di-
richleta funkcji F'(s), g(n) = pr(n), wtedy f(n) * g(n) = e(n), a stad
otrzymujemy multiplikatywnos¢ funkeji pg(n).

i1)Z definicji funkcji F'(s) oraz réwnosci (1.21) mamy

stad wynika teza.

iii)Jesli liczba n dzieli sie przez trzecia potege jakiejkolwiek liczby piewszej
to teza jest oczywista, bo wtedy z 1) 1 ii) mamy od razu pug(n) = 0. Zaltézmy
wiec, ze n nie dzieli sie przez zadng trzecig potege liczby pierwszej i niech
bedzie dany rozktad liczby n na czynniki pierwsze n = py-...-pr-q12-. . .- qs>,
przy czym dowolne dwie liczby sposrod p;, q; sa rdzne, co mozemy tez zapisac
n =niny?, (ny,A) =1, (ny,ne) = 1 gdzie n; i ny sa bezkwadratowe, wtedy
k Tapl."'.a’pr /’L(nl)
pe(n) _ng[nME(p )=(-1) S v p]l_[ma(p),

gdy (n2,A) =1 oraz pp(n) =0, gdy (n2, A) > 1.

Korzystajac teraz z nieréwnosci Hasse i oszacowania d(n) = O(n¢) (p.[15],

str. 114) mamy
pi(n) = 0 (27) = O(d(n)) = O (n).

Definicja 1.4. Klasa Selberga S nazywamy zbiér wszystkich funkcji f(s)
zmiennej zespolonej s spetiajacych ponizsze warunki:
1.(Szereg Dirichleta):Dla Rs > 1, f(s) = 352, % gdzie a; = 1.
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2.(Przedtuzenie analityczne):Dla pewnego catkowitego m > 0, (s—1)™ f(s)
przedtuza sie do funkcji catkowitej skoniczonego rzedu.

3.(Réwnanie funkcyjne):Istnieja liczby @ > 0, «; > 0,7; € C, dla ktérych
Rr; > 0 takie, ze funkcja

d
0(s) = Q" TI T (s + 1) (5) (1.27)
i=1
spetnia rownanie funkcyjne
P(s) = wdb(1 — ), (1.28)

gdzie w jest liczba zespolona taka, ze |w| = 1.
4.(lloczyn Eulera):Dla R(s) > 1

f(s) =11 fn(s),

gdzie

e e}

Fo(s) = exp (z bp’“)

£ phs
by =0 (pke) dla pewnego 6 < 3.
5.(Hipoteza Ramanujana): Dla dowolnego ustalonego ¢ > 0
a, =0 (n),
gdzie stata w symbolu O moze zalezeé¢ od e.

Liczbe df = 2 Z?Zl o nazywamy stopniem funkcji f.
Mamy nastepujacy lemat
Lemat 1.7. Funkcja F(s) nalezy do klasy Selberga.

Dowdéd. Warunek 1. jest spelniony w sposéb oczywisty. Spelnienie warunkéw
2., 3. jest natychmiastowa konsekwencja wniosku 1.2. Warunek 5. wynika z
twierdzenia 1.5. Sprawdzimy warunek 4. Z réwnosci 1.21 i réwnosci

log(1—2) = § 2 |z| < 1 mamy, ze spelniony jest warunek F(s) = I, F,(s),

. b .
gdzie F,(s) = exp (Z,ﬁol p";f) . Niech teraz a, = a, + @,, 0,0, = p, zatem

| = /P -
%))

ogL(s,E) = -3 & <%>n_z<i1 <%>n+§

S
plan=1" \P ptA \n=
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Zatem
a/\/_ — 1 O‘p/\/_ ap/\/_
Fo-en (-2 () -2 (S0 () 42
—k
Stad widaé, ze dla p f A mamy ‘bpk < ‘%‘k + % = 2, a dla p|A
mamy ‘bpk < 1. O]




Rozdzial 2

Lematy

2.1. Analityczne wtasno$ci funkcji m(F), z)

W przypadku klasycznej funkcji Mobiusa, jak weze$niej wspominalismy, bada

sie jej funkcje sumacyjna

M(z) = 3 uln). (2.1)

n<x
Mozemy analogicznie dla L-funkcji krzywej eliptycznej i odpowiadajacej jej
funkcji Mébiusa pp(n) wprowadzi¢ funkcje sumacyjna

Mp(x) = pp(n). (2.2)

n<x

Podobnie jak w przypadku funkcji dzeta Riemanna, hipoteza Riemanna dla

naszej funkcji F' jest rownowazna oszacowaniu
1
ME(x) <<€ x2+67

dla dowolnego € > 0, co jest trescig tw.5.14 z [8].

Ponadto z oszacowania obszaru wolnego od zer

&1
o>1— ———
log(|t| +2)
wynika oszacowanie
Mp(r) < ze~eVioer, (2.3)

Dwa powyzsze fakty wynikaja z twierdzen z pracy [17].
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W dalszej czesci pracy bedziemy gtownie zajmowac si¢ analitycznymi wia-

snosciami funkcji
Sz

m(F,z) ! /C ;(S)ds, (2.4)

" 2mi

ktoéra jak juz wspomniano we Wstepie jest odpowiednikiem funkcji badanej
przez K. Bartz i J. Kaczorowskiego funkcji m(z).

Wystepujacy w okresleniu funkcji m(F, z) kontur C sktada sie z pol-
prostej (—i + 100, —ﬂ , krzywej gtadkiej I; okreslonej przy pomocy funkcji

7:[0,1] — C takiej, ze 7(0) = -5, 7(1)=2i0< Q7 <1dlate (0,1)

1

i pomiedzy odcinkiem (—1, %) a krzywa [, funkcja F(s) nie ma zer oraz

polproste;j {%, % + zoo) .

&

=
&)

Do udowodnienia niektérych wlasnosci funkcji m(F, z) bedziemy potrze-
bowaé¢ wiecej wlasnosci funkcji F(s), ktore sa analogiczne jak dla funkcji
dzeta Riemanna. Punktem wyjscia bedzie ponizszy lemat, ktoérego dowod

mozna znalezé w [21] na stronie 49.

Lemat 2.1. Jezeli f(s) jest reqularna oraz zachodzi nieréwnosé

| f(s)
50)

<eM M >1

i




Rozdzial 2. Lematy 20

w kole |s — so| <1, to

(s 1 AM
g ] et

p STP
1,

gdzie p przebiega zera funkcji f(s) takie, Ze |p — so| < 57

e~

r

W dalszej czesci udowodnimy kilka lematéw dotyczacych zwiazkéw funk-
cji F i jej zer. W ponizszych rozwazaniach wybieramy gataz gtéwna logaryt-
mu.

Jako konsekwencje powyzszego lematu otrzymujemy

Lemat 2.2. Jezeli p =  + iy przebiega nietrywialne zera funkcji F(s) to

P s 1 o
Fls) ~ |t—;|<1 — + O(log [t]), (2.5)

dla =1 <o <2 |t > 2.

Dowdd. Lemat 5.2 na str.97 w [8] méwi, ze dowolna L-funkcja jest wielomia-
nowo ograniczona w pionowym pasie s = o + it, gdzie a < o < b, [t| > 1
Zatem w lemacie 2.1 mozemy przyjaé¢ f(s) = F(s),so = 2+it,r = 12, wtedy
przy M = AlogT mamy

F'(s) 1
= > ——+0(logT) (2.6)
F(S) |p—so |<6 S=p
dla |s—sg| < 3, wszczegdlnosci dla —1 < o < 2, |t| = T. Otrzymujemy wtedy

rownosé (2.6) z cztonem resztowym O(log |t]). Ponadto kazdy sktadnik sumy
wystepujacy w (2.6), a nie wystepujacy w (2.5), jest ograniczony, poniewaz
wtedy ‘—‘ ‘ ‘ 1, i liczba takich sktadnikéw nie przekracza N (t+6) —

N(t —6) = O(log [t]), co wynika z tw.1.3. O

Lemat 2.3. Jezeli p = ﬁ + iy przebiega nietrywialne zera funkcji F(s) to
log F(s)= Y log(s—p)+ O(loglt]), (2.7)
[t—vI<1

dla =1 <o <2, |t| > 2, przy czym —7 < Slog(s — p) < 7.
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Dowdd. Calkujac obustronnie réwnos¢ (2.5) w granicach od s do 2+ it, przy
czym zaktadamy, ze t nie jest réwne czesci urojonej zadnego zera funkcji F,
otrzymujemy

log F(s) —log F(2+it) = Y (log(s — p) —log(2 + it — p)) + O(log |t]),

[t—v|<1

(2.8)
log F'(2 + it) jest ograniczony, ponadto log(2 + it — p) takze jest ograniczony
i takich sktadnikow jest O(log |t]), wiec ich suma szacuje si¢ przez O(log [¢]).
Zatem lemat jest prawdziwy dla t takich, ktore nie jest réwne czesci urojonej
zadnego zera funkcji F', a przez ciggtos¢ dla wszystkich s w podanym pasie,

roznych od zer. O

Udowodnimy teraz istotny lemat, ktorego zastosowanie pozwoli pdzniej przed-

stawi¢ funkcje m(F, z), okreslona jako catke, w postaci sumy szeregu.

Lemat 2.4. Istnieje stala dodatnia A taka, Ze kazdy przedzial (T, T + 1),

T > Ty > 0 zawiera warto$¢ t, dla ktorej

IF(s)| >t (-1<0<2).

Dowdd. Poréwnujac czesci rzeczywiste lewej i prawej strony réwnosci (2.7) i
korzystajac z réwnosci Rlog z = log |z| mamy
log|F(s)| = > log|s—p|+O(ogt) > > loglt—~|+ Ologt), (2.9)
[t—yI<1 lt—yI<1
gdyz s —p| =[o = B +i(t =) > |t —.
Nastepnie mamy

T+1 min(y+1,7+1)
o ologlt—Aldt= > / log [t — ~|dt
[t—v|<1 T-1y<T+2 | oim
o ! (L7 (2.10)
v+1
> Y /log]t—fy\dt: S (=2)> —AlogT,
T-19<T+2 2 T—-1<y<T+2

przy pewnym A; > 0. Ostatnia nieréwnos$¢ wynika z faktu, ze w pasie T'—1 <

Sz < T + 2 funkcja F(s) ma O(logT) zer, co jest wnioskiem z tw.1.3.
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Jezeli dla kazdego t € (T,T + 1) bytoby > logl|t —v| < —AjlogT, to

[t—I<1
mielibysSmy
T+41 T+41
/ > loglt —ldt < / (—AilogT)dt = —A;logT,
T lt=yI< T

a wiec sprzecznosé z powyzszym.
Zatem
> loglt—] > —AjlogT

=<1
dla pewnego t € (T, T+1), stad wynika, ze log | F(s)| > —Alog T dla pewnego
t e (T,T+1) oraz dla kazdego o € [—1,2].
O

W pracy [9] na str.2 znajduje si¢ stwierdzenie méwiace, ze istnieje rosnacy

ciag liczb dodatnich (7},)%°,,T,, — oo taki, ze

n=1»

e, (o +iTn ' =0(T). (2.11)
Ponizej podajemy analogiczny fakt dla funkcji F'(s), ktory jest tatwym wnio-
skiem z lematu 2.4.

Lemat 2.5. Istnieje rosngcy cigg liczb dodatnich (T,,)°, T, — oo taki, Ze
=1 A
_{2%§Q|F(U+ZTR| = O(Tn) : (2.12)

dla pewnej statej dodatniej A.
Dowdd. O

Ostatni lemat stosuje sie w dowodzie, juz wspomnianej, wlasnosci zawar-

tej w tezie ponizszego lematu

Lemat 2.6. Funkcja m(F,z) przedstawia sie w postaci

m(F,z) = lim Zp: reSs—p (}S(s)> ,
0<Sp<Tn

gdzie cigg (T,,),", jest taki jak w lemacie 2.5.

Dowdd. Dla z € H mozemy zapisacé

m(F,z) = i m(z, F;T,-1,T,), (2.13)

n=1
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gdzie dla dowolnych rzeczywistych 0 < a < b ktadziemy
m(z Fiab) = 3 res, p{ c } (2.14)
a<y<b (S)
przy czym sumowanie jest po nietrywialnych zerach p = 3+ iy funkcji F(s),

takich ze a <y < b.

Majac cigg T;, mozemy pogrupowac wyrazy szeregu . res—, ( 5(: ) tak,
v>0

ze jest zbiezny, poniewaz

[[eY]

2+1Tn
F
_ZJ’_ZTn 4
(2.15)
i teraz korzystajac z tw.Cauchy’ego otrzymujemy teze. O
Z powyzszego widzimy, ze dla &(z) > 0 mozemy napisaé
(Fo=lim ¥ O et (216)
m(F,z) = lim s — ) :
Tl 2 (k, — Dldske UEG)

0<Sp<Tn

Pokazemy teraz, ze m(F,z) jest funkcja holomorficzng w gornej polptasz-
czyznie.
Rozbijmy funkcje m(F, z) na sume trzech catek

2mim(F, z) = nq1(2) + na(2) + ns(2)

—7—&-100

(2.17)
/F ds+/F ds + / G

7—+zoo

Ma

Badamy zbieznos¢ calki n;.

Z réwnania funkcyjnego (1.25) dla funkcji F'(s) mamy

m> L(3—s)

F(:s)zn(z7T F(s—i—%)F(l_S)’ (2.18)
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korzystajac teraz z oszacowania (1.13) oraz faktu, ze ’F (g — zt)‘ = 1 otrzy-

mujemy
39 7
1 . \/N 2 t|4 3
F<—4+Zt) = (27‘(’) }t;}l Xt2> przytﬂ o0, (219)
wiec
1 3
——— = O(|t|"2), przy t — oo,
’F (-1 + zt)‘
stad mamy
— L+t 00
eSZ 3 1
ds < /t‘ie‘ﬂ‘tydt.
_1[ F(s) /
1 100
Zatem calka
m(z) = / * / i)™

—1tico 14
jako suma dwoch bezwzglednie zbieznych catek jest zbiezna bezwzglednie na
H, stad wynika holomorficznosé n,(z) w tym obszarze. Catka n3(z) jest takze
bezwglednie zbiezna dla y > 0, bo

§ .
5 “+100

| [ Sum
|ds]<</e2x vdt,
3/ F)]

2

a wiec jest funkcja holomorficzng dla y > 0. Oczywiscie ny(z) przedstawia
funkcje analityczna na calej ptaszczyznie, jako catka z funkcji ograniczonej
po zbiorze domknietym i ograniczonym.

Tak wiec udowodnilismy

Lemat 2.7. Funkcja m(F,z) jest funkcjg holomorficzng w gornej pélptasz-

czyinie.

Na zakonczenie rozwazan w tym rozdziale udowodnimy lemat , ktory jak
zobaczymy w nastepnym rozdziale pozwoli nam przedtuzy¢ meromorficznie
funkcje m(F, z) na cala ptaszczyzne zespolona, otrzymaé réwnanie funkcyjne

i formute doktadna.
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Lemat 2.8. Niech z = x+iy,y > 0,5 = Re??, Rsinf > 1,

dla R > R(z,y) prawdziwa jest nieréwnosé

GSZ

F(s) se

-yg

Dowéd. Z réwnania funkcyjnego (1.25) mamy
11 (JN)Q“F(H;) 1
F(s) n\ 27 F(%_S)F(l—s)’

stad otrzymujemy
Sz

e

jus
2

25

<0 < mw. Wiedy

(2.20)

=sz— (2s —1)log2m — logT’ (2 —s>—|—

+logT’ <s + 1> - <1 — s> log N — log(nF(1 —s)).

2 2

Mamy

sz = Re"(x +iy) = xRcosf — yRsin +i(Rsinf + xcos).

Skorzystamy z réwnosci

log (2 —s) = log g

——5

+ iArg (;) — s) )

Dalej mamy

3
——35

1
g |5

= log (g — Rcos@—iRsinH)

9 1 9
:log\/RQ—?)RcosQ—i— = 510g <R2—3Rcosé’+4> (2.21)

4
cos 9

1
=1 —1 1—
ogR—|—20g< 3 I V2

+> zlogR+O<

)
R Y

gdyz log (1 — x) = O(x), dla dostatecznie matych z.Zauwazmy, ze

cos Arg (3 — s> = cos Arg (; — Rcosf — iRsin 9)

3_R 0 1
= 2 o :—0059+O(>,
\/R2—3RCOSQ+% R

(2.22)
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gdyz
R R—\/RQ—SRCOSQ—F% )
= +
\/R2—3R0059+% \/R2—3R005«9+%
3Rcosf — 2
=1+ T :1+O(1>.
\/R2—3Rc039+%(R+\/Rz—SRcose—i—%) R
(2.23)
Podobnie otrzymujemy
, 3 . 3 o
sin Arg (2 — 5) = sin Arg (2 — Rcosf — iR sin 9>
R 2.24)
= ftsin0 :—sin9+0(1>. (
\/R2—3RCOSQ—}—% R
Korzystajac ze znanych zwiazkéw trygonometrycznych cos(a+7) = — cos
sin(a + 7) = — sin « otrzymujemy
1
Arg@—s) :9+7r+0(R>.

Tak wiec

1 . 1
log<s+2> zlogR+29+O(R>,

nastepnie korzystajac ze wzoru Stirlinga

1 1
logI'(s) = (s— 2) logs — s +logV2m + O <> ,

5]
dostajemy
— Rlog ' (2 - s) = —R(1—s)log <2 — 3) —Rs+ O(log R)
kS
R
= Rlog Rcos® — R(0 + m)sinf — Rcosf + O(log R).
podobnie
1 1
RlogT’ <s + 2) =R (slog (5 + 2)) — Rs+ O(log R)

= Rlog Rcos® — ROsin® — Rcosf + O(log R),

— “R(1 - Re?) <logR +i@+T)+O ( )) ~Rs+O(logR) (2:25)

(2.26)
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korzystajac ponadto z oszacowania log F'(o +it) < log(|t|] + 2), |o] >

1, |t| > 1, otrzymujemy w koricu

Sz Sz

log ( ) = Rlog ;( 7= 2Rlog Rcosf + Rf(0,x,y) + O(log R), (2.27)
gdzie f(0,x,y) = (x+210g2——2)0089—(y+29+7r)81n0
Dla § <0< \/@ mamy
[0, z,y) (y+20+7)+0 !
xr,y) = — s
) 7y y \/@
i wtedy
eSZ yR
1 <9t
1) 2
adlaf—k\/m\ﬁ 7 jest
| cos ] > L
Viog R
i wtedy
lo i —2|cosf|Rlog R+ O(R) < —yR < _yit
S|F(s)| & STYES T

dla dostatecznie duzych R, co dowodzi tezy lematu.
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Zespolone formuty dokladne

3.1. Roéwnanie funkcyjne

Pokazemy teraz, ze m(z) przedtuza sie meromorficznie na C i spelnia
pewne roéwnanie funkcyjne.
Przy oznaczeniach z réwnosci (2.17) wida¢ od razu, ze calka ny(z) przedsta-
wia funkcje catkowita.
Calke n3(z) przeksztalcamy w ponizszy sposéb
bine .
2z pe(n)

ns(z) = 3/ mds = —e 2 —n%(z “logn) (3.1)

a wiec ng(z) jest funkcja meromorficzna na plaszezyznie zespolonej majaca

bieguny pierwszego rzedu w punktach z = logn, ug(n) # 0 z residuami

res,—lognN3(2) = —pr(n). (3.2)

Rozpatrzmy teraz funkcje nq(z). Z réwnania funkcyjnego mamy

_1 _1 25—1
B 1 e5% B 1 i sz (g) F(S—I—%)
m(z) = 1/ F(S)ds_ﬁ s F(%—s) F(1-ys) s (33)
—7 o0 —zHioco

korzystajac z rownosci

3 1 T
I'i=—=s)I'(s—=) =—
(2 8) (S 2) cos(ms)
eﬂ'is + 6—7ris
2

oraz

cos(ms) =

mamy dalej
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1
m(Z):_W 1400 F(l—s) S
-1 es(z+210g< = )7m>r (S—I— l) T (s _ 1) (3.4)
+_1/ P08 ds

D(s+3)0(s—3)

korzystajac z oszacowania ' F(1=s)

< e s =—1+it ktére wyni-
ka z (1.13) i (2.19) otrzymujemy, ze catka n; 1(z) jest zbiezna w pétplaszczyz-
nie y > —27 i przedstawia tam funkcje holomorficzna, a ny 2(2) jest funkcja
holomorficzng w gérnej potptaszezyznie.

Dalej mamy
e (s () ) (L nyp (o)

nis— — / ds

F(1—ys)

1 .
4200

= n121(2) +11,22(2).
Korzystajac z oszacowania podanego wyzej tatwo widac, ze n 25 jest zbiezna

w polplaszczyznie y < 2. Pokazemy, ze n; o1 przedstawia funkcje analitycz-

ng

n121 = 1/ es(zmlog(?’y)*m)F (s + ;) r (3 — ;) <n§:1 Ni(_TE)) ds
Ve
) () ) ) 2
n=1

(3.6)
Niech
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i —i]u
U2 +i,-1+i]u [ Ly, -
oraz
Dy=[-3—i,—i+ilu[-t+id+iud+id-iu[i-i-1-i].
Przy tych oznaczeniach mamy

D, = (—1—2'00 -4

—1tico
4/ o (2108 (5 ) rionn) <s + ;) r (s - ) ds
B (3.7)

) e e )

Obliczamy powyzsze dwie calki. Korzystajac kolejno z definicji funkcji G—

Meijera oraz whasnosci (1.7), (1.10) oraz (1.11) mamy

[ebrelE) e (D (- D
b 2 2
13
53)
= amicy (¢ (o)) L)
(3.8)
= 4mi K, <2€;(z+2log(\ﬁ) mHOgn))
= 4m (—;iwe_émﬂlm) <2€_§<z+210g(g§)_m+logn) e‘ém>>

47 2
= —27T2iH(2) e 2.
! vV INn

Natomiast z tw. Cauchy’ego o residuach mamy

/€s<z+zlog(g§)m+1ogn)r (8 N ;> . <S B ;> i

- 27TiG02 < z+2log(‘ﬁ —mi+logn
— 20

Dy
=z 0, VN —mi+logn
_ oot (rren(3F ) —mitionn) (3.9)
. eiv/Nn 4T . !
= —2mi - (—1) = —A4r e 2 .
2T \/N_n
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Zatem

-1
= pEn) e AT 2. ( 4Am -
n = —27% E — | H e 2| ——1| —=e2 . (3.10
12,1 ~ n ( ' \VNn m \V/Nn (3.10)

Pokazemy, ze ostatni szereg jest bezwzglednie zbiezny. Z (1.6) mamy réw-
nos¢

o) M)
o) ) 2 )

Pokazemy najpierw, ze szereg

g‘l “ETE”) 7 (\/4%@—5> (3.11)

jest zbiezny bezwzglednie. Istotnie korzystajac z oszacowania

[
[SI1%
(VI

' /T (w4 1), (3.12)

1
—Z
2

|Ju(2)] <

ktérego dowdd mozna znalezé w [6], str. 14 otrzymujemy

> ,UE(n) AT . > 1 4m e|%’ |z|
J e 2|l K evin -el2 3.13

dla kazdego z € C, gdyz |e*| < ell.

Teraz pokazemy, ze szereg

nil “Er(bn) (Y1 <\;‘;\Tf—ne‘5> +72T (;i;_ne_§>_l) (3.14)

jest zbiezny bezwzglednie.

Z réwnosci (1.5) mamy

v (A N 2 ( 4r L\ "
(& — e 2
! vV Nn ™ \vVNn

47T _z 47T _z 47T _z
=2vJ; \/N_ne 2 | 4+ 2log 2\/N_ne 2 | Jp \/N_ne 2

[ 1N

(3.15)
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Szereg

[SIEN

gjl “ETEM i <\;}7\;_ne— ) (3.16)

jest jak pokazaliémy wyzej bezwzglednie zbiezny. Szereg

g METEH) log (2\%Tv_nei> Ji (;17\;_7163> (3.17)

takze jest bezwzglednie zbiezny, gdyz korzytajac z oszacowania 2% log z < 1,

dla a > 01 z < 1, ustalamy tutaj gataz gtéwng logarytmu, mamy

i p(n) log in e 2 || |J A ez
1 2V Nn ' VNn
- . w 3] " (3.18)
aflovame” 3
< 2 Nn . 21,
;n%_i‘ee e e

Przyjmujac teraz o dostatecznie mate, np. a = i, otrzymujemy bezwzgledna

zbieznos¢ szeregu.

Szereg
A e_% 1+2m
Nn
LU SR I 1>m< : Gt +h) | (319
— on ml(m + 1)! me '
jest bezwzglednie zbiezny,bo
< Ar e_% 1+2m
/N
00 2
-1 . P
2 | Y g (Bt )
(3.20)
< Sy e ] 2T 5| et
e = e 2|enn
Nn 0 m! VNn

A wigc pokazaliSmy, ze n 21 jest funkcja catkowita.
W ten sposob otrzymaliémy przedtuzenie meromorficzne funkcji m(F, z) do
potptaszezyzny Sz > —27.

Niech € sktada si¢ z poétprostej s = o +i,—00 < 0 < —i, odcinka
[—i + 1, —i], krzywej [ : {—%, g] .

Z uwagi na lemat 2.8 mozna zmieni¢ kontur catkowania C' na kontur

sktadajacy sie z C oraz polprostej s = % +1t,0 <t < o0
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&

N
=

=

Wynika to stad, ze

7%+l Sz Sz 7%+1] Sz
e e e

/ ds = / ds + / ——ds,
Fo =) 7o) FG)

— i—i—iTl

gdzie S oznacza tuk okregu o $rodku w poczatku uktadu wspotrzednych i
promieniu R > 1 zawarty miedzy potprosta —i +it, 1 <t < oo, a pélprosta

t+i,—00 <t < —3,aTy =Ti(R) 1Ty, = Th(R) oznaczaja odpowiednio

1
4
rzedna i odcieta przecieé potprostych z okregiem |s| = R.

3

T

15




Rozdzial 3. Zespolone formuly dokladne

Zauwazmy, ze z lematu 2.8

[ < sl o0
S 2 = )
Fs)™| S 17
5
gdy R — oo.
1 652 +
m(F,z) = m/F@)dHMO (2),
Cy
%—i_zoo sz
gdzie My (2) = 5= [ oy ds. Zauwazmy dalej, ze
3

M

1 eSZ
(F _ _7/
mE2) = =55 | Tt
C

gdzie C = [~} —ico, —1 —d| U [~ —i, ] UI(-1,3) U[3, 5 —ioo).
Ponizszy rysunek przedstawia kontur C
Ry
_1 3
1 2
R
—1
Zatem
(F.2) = My (o) + o [ =d
= z S
S 2 0 2mi ) F(s)
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gdzie

1 %71100 e5%
My (2) = —— / £ 4
0 (2) =55 | Fs)™

aC:l (%, —i) U[-%, —3 —i]U[—1 —4, —3 —i0c0), kontur moglismy ”ztama¢”

po zastosowaniu lematu 2.8 do funkcji F(s) = F(3).

Zauwazmy, ze

$+ioo 5Ftoo
1 pe(n) 1 & _
M7 - = / 2 g = / s(z logn)d
5 (2) 5 7; s = o z;ME(n) e s
: (3.21)
1 oo z o0
- Z pe(n) o3 (z—logn) _ _ ez Z . pe(n)
mi ‘= z —logn 2w ;=i n2(z — logn)
oraz
2 _ioo 5 —ioco
_ 1 >, pge(n) 1 & i )
M o - / szd - / s(z Og”)d
o (2) omi | 2 e**ds v nZ:l pe(n) e s
o0 32 o0
_ L Z pe(n) 3 (z—logn) _ ﬁ Z %
211 ‘= z —logn 21t ;=i n2(z — logn)
(3.22)
M (z) + My (z) =0.
Zatem dla |3z| < 27, z # logn, pg(n) # 0 mamy
1 652
m(z)=——— | ——ds—R 3.23
m(z) +m(z) = —3 (;/ s~ RG) (3.23)

gdzie Cy : (—o0 — i, —3 —qJU[-1 —i, =2 + U [-1 +4,—00 +1),
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)
1
_1
1
R
—1
(3.24)
6525
R(z) = Y ressp——, (3.25)
raa ()
0<p<1

powyzsza suma ma skoniczong liczbe sktadnikow, wiec funkcja R(z) jest funk-
cja catkowitq.
Zauwazmy, ze z (2.20) dla Rs < 0 mamy

1 <\/N>28‘1 (s+3) & ppn) (3.26)
= ’]7 _— s . .
F(s) 27 r (% — 5> = n!
Wobec tego
1 es? 1 1 (VN\*'T (5 + %) > pup(n)
— | ——ds= —/ — | — — ¥ ) n’ds
2mi Jo, F(s) 2mi Jo, p \ 2w T <§ s — n
2 n=
. (3.27)
T f:/m(n) 1 /F(5+2) (Nne'z)sd
= o —_— s
~ 2
nwWN= n 2#202 r (% _ 3) (2m)
Obliczmy catke wewnatrz powyzszej sumy
1 L (5 + %) Nne*\® o1 [Nne* |1 3
omi / r (g _ S) (2m)? ds = Gz (2m)2 1272
C2 2 (3.28)

G0 ( (27T)2

02\ Nne?

1 1 J 471' _z
-, == | = e 2.
2 2 "\VNn



Rozdzial 3. Zespolone formuly dokladne 37

Twierdzenie 3.1. Funkcja m(z) przediuia sic meromorficznie na calg plasz-

czyzne zespolong i dla z # logn, up(n) 7é 0 spetnia réwnanie funkcyjne

ME 4T
m(z) +m(z) 77\/_2 (me )—R(z). (3.29)

n

|

Jedynymi osobliwosciami tak przedtuzonej funkcji m(z) sq bieguny pierwszego

rzedu w punktach z =logn, ug(n) # 0 z residuami

pe(n)
2w

€S, —lognM(2) = —

Dowdd. Réwnanie funkcyjne jest stuszne w pasie |$z| < 27, co wynika z
réwnosci (3.23). Korzystajac teraz z faktu, ze m(F, z) jest holomorficzna w

potptaszczyznie Sz > —27 otrzymujemy

m(F, 2) = —m(F, ) n\/_ 3 “En (\j‘;_ne> —R(=)

dla §z < 27, co wynika z zasady przedluzama analitycznego oraz dla Sz >

—2m

m(F,z) = —m(F, 2) Z fp(n ( \;‘]7\;_”6%) — R(2).

Zatem m(F, z) i m(F,z) przedluzam sie do funkcji meromorficznej na calej
plaszczyznie zespolonej oraz dla z # logn, ug(n) # 0 speliaja réwnanie

(3.29). Wartosci residuéw w punktach osobliwych wynikaja z (3.2). O

3.2. Zespolona formuta doktadna

Rozwazmy nastepujace funkcje

pe(n) 1
mo(F 2) nzl n% —logn’
my(F, z) = ! / (tgms — 1) 67szds (3.30)
2mi F(s) 7’
HF) = [ (gms — i) S s
2mi F(s)

Pokazemy, ze m(F,z) 1 H(F, Z) sa holomorﬁczne w polplaszezyZnie

S(2) > —27. Zauwazmy, ze tg (o +it) =i+ O (e™?), przy t — oo. Istotnie
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dla dostatecznie duzych ¢ mamy

, _ osin(o +it) . e“et —e ¢t
glotit) =i cos(o + it) ' et 1 eioet
261'0'671‘/ eft eft
= . A . A 3.31
7 (ezae—t + e—zaet> < |€w€—t + e—zaet| < |€—t — et ( )

et 1 O (o2
it @ 1S (e )
Zauwazmy, ze

3 oo - 0 5 6(%“02

e S ] (i (2 it) =) <0
/ (tgms Z)F(s) s=1 g5 ti i F(§+it> (3.32)
S+i 1 2

ostatnia catka jest bezwzglednie zbiezna w potplaszczyznie Sz > —27, po-

e(%-ﬁ-it)z
(ur () )

niewaz

dt < /e_%tex_tydt
0 (3.33)

(e o]

<o [etvna
0

Zatem H(F, z) jest holomorficzna w pétplaszezyznie Sz > —27.

Analogicznie mamy

1 /—i+i
271 J -t tico

skorzystalismy tu z oszacowania (2 ) Mamy takze

1 /g-‘rloo
271 J3 4

bo czynnik F (% + it) jest ograniczony. Zatem funkcja my(F, z) jest funkcja

Sz

(tgms —1) Fi)

t 26 7rt ac—tydt7

(tgms — z) 2wl gty gy

holomorficzng w potptaszezyznie Sz > —27.

Z oszacowania pug(n) = O (n°) wynika, ze funkcja

mo(F, 2) = i ME(BTL) 1

= nz z-—logn

(3.34)

jest meromorficzna na C i ma bieguny pierwszego rzedu w punktach s =

logn, up(n) # 0 z residuami

ress:logan(F7 Z) =



Rozdzial 8. Zespolone formuly dokladne 39

Rozpatrzmy teraz funkcje
Sz

m*(F, z) = 21m gtg(ﬁs)F(s)ds,

korzystajac znowu z lematu 2.8 mozemy zapisaé

§ .
5 “+100

1 652
m*(F,z) = — /+ / tgms ds
2mi | J F(s) (3.35)

3
2

=m,(F, z) +my(F, z).

Zauwazmy, ze

, sin(m(o +1)) e — e
t == < L 3.36
g(n(o +1)) cos(m(o + 1)) " emio 1 n < (3:36)
Przyjmujac teraz w (2.27) s = o +1i, o <0 otrzymujemy
1

b alolog(lol),
|F(o+1)]
a stad mamy , ze m*(F, z) jest funkcja catkowita. Funkcje m;(F, z) mozemy

zapisac
1 %J’_’Loo eSZ
“(F 2) = H(F, 2) + — / d
mb( 2) ( Z)+2ﬂ_ / F(S) S
. (3.37)
1 5+w00 oo (n)
=H(F,z)+ — / e 3 LB g
2 = n
3
2
Zauwazmy teraz, ze szereg 1/F (§ -+ it) =y 120 segt gbiesmy bez-
) 2 n=1 n it

wzglednie, wiec powyzsza rownos¢ mozemy catkowaé wyraz po wyraziei otrzy-

mujemnmy

32

€2
2T

To daje przedtuzenie meromorficzne m*(F, z) do pasa |y| < 27 i m*(F, z)

my(F,z) = H(F,z) —

mo(F, z).

ma bieguny w punktach logn,n =1,2,3,..., ug(n) # 0, z residuami

_ks(n)
27

ress—iognm’ (F,2) =
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Rozwazmy teraz funkcje m*(F,z), Sz < 0. Zmieniajac zmienna s — 3

otrzymujemy

m*(F, z) /tgﬁs
27T

tak jak poprzednio zamieniamy kontur catkowania C' na kontur skladaj@cy

[_i — i, —00 — z} i otrzymujemy
Sz %Z
m*(F,z) = o gﬁSF(S) s+ H(F,2) 27Tm0< /%)

To daje przedtuzenie meromorficzne m*(F, z) do pasa |3(z)| < 2.
Zatem dla |(z)| < 27 zachodzi

m*(F,z) + m*(F, z)

3 (3.38)
=—J(F,z)— (F,2)+ H(F,z) + H(F,z) — R*(2),
gdzie . .
J(F,z) = 27”/ gﬂs;(s)ds, (3.39)

aCy:(—o0o—i,—2—i|u[-3—i,—t+i|U[-1+i—0c0+i).

Sz

R*(z) = > ress_gtgms——.
F(o F(s)
0<B<1

Funkcja R*(z) jest catkowita, bo powyzsza suma jest skonczona.

Wykorzystujac réwnanie funkcyjne otrzymujemy

1 es2T (s—i— %) \/W 2s5—1
J(F,z) = 2m/ tg(m)77F (% - S) P 3) ( 5 ) ds.

Zauwazmy, ze

oraz
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F(ll_ s) - 2 Mri(_z), Rs < 0,
wiec
J(F,z) = <—775N>21m,/02tg(7r311< )F<s—> cos( (i;g)s (Tiﬂi(z))dsz

= () e st (o 3)r (o= 3) () (5 -

o7 B F3+%Fs—% e“Nn\
n\j_zun (27”/ (F(S)I?(lgs) )(4]7:[2>d3)

Obliczmy catke wewnatrz powyzszej sumy

Tl re- ey

2mi Jo,  [(s)[(1 —s) 472
L (+%) (3_)(%>d
= s
2mi Jey'uey”  T(s)I(1 —s) 472 ’
gdzie
oo —id, = — i - —d,—+1 - +1i,—00+1i
2 ’4 4 74 4 ) )

02//2[——2—+i]u[—1+i3+z] {34—23 ']U[g—i—l—z}.
4 7 4 4774 4774 4 7 4
(3.40)
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1 / F(s%—% F(s—%) (eZNn>8d$

omi Je,  D(s)D(1 — s) Ar?
1 1 s
1 / F(s+7)f‘<8—§) (ean> d
= — 5
2mi Joyr T'(s)I(1 —s) 472
1 r (3
+ 7/
2mi Joyr T(s)T
1

*Nn
— G0,2 €

[\

r(s—3) (62Nn)sds (3.41)

29

Zatem

05 5040 (o ()2 () )

Dlaz e R,z # logn mamy

st - 50 (L ()2 () )

3z
—; mo(F,x) + 5 (H(F,z) + H(F,x)) — - R*(x),
(3.42)
z oczywistej réwnosci
m*(F,z) =im(F, z) + my(F, 2)
otrzymujemy
T < pe(n) AT . lezv/Nn

S(m(F - _ B VA _ =
Sn(F) = 7o 5 Ly (Hes) - 1Y

e(3e (3.43)

+ 5 mo(F, ) (H(F,z)+ H(F,x))
1 1
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7 kolei
,uE 4m 7% _1 * T
Ron(F0) == TS (et S,

Z powyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 3.2. Dila z = = + iy, ly| < 27,z € R,z # logn,ug(n) # 0

zachodzi réwnosé

(i = 5 $ uEn (H1<2> (;;_ne> -2 (J‘;_n(g)l)

_ ;(R(z) iR () + o (H(F2) + F(F,2)) - ;;Zmom 2)
- 21Z (my(F, 2) + mi(F, 2)).

(3.45)

Dowdd. 7 réwnosci (3.43) 1 (3.44) wynika stusznosé tezy dla z € R,z #
logn, up(n) # 0, a przez przedtuzenie analityczne jest stuszna w pasie |3z| <
2. O
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