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zbednymi konsultacjami, nie korzystatem z pomocy innych oséb, a w szczegdlnosci nie
zlecatem opracowania rozprawy lub jej istotnych czesci innym osobom, ani nie odpisy-
watem tej rozprawy lub jej istotnych czesci od innych oséb.

Oswiadczam ponadto, ze niniejsza wersja pracy jest identyczna z zataczona wersja
elektroniczna.

Réwnoczesnie wyrazam zgode na to, ze gdyby powyzsze o$wiadczenie okazato sie
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niej nie tylko znaczaco rozwingtem moja prace, lecz réwniez poznatem i zachwycitem sie
pieknem teorii grup.
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Adulescentia est tempus discendi, sed nulla
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Streszczenie

W niniejszej pracy doktorskiej przedstawiono nowy protokét destylacji splatania. Jest on
oparty na metodzie bisekcji i w niektérych przypadkach wykorzystuje jednokierunkowy
protokét haszujacy. Protokdt ten zastosowano do nastepujacych dwuqubitowych stanéw
splatanych: a) stanu mieszanego sktadajacego sie z czystego stanu splatanego i orto-
gonalnego do niego czystego stanu produktowego; b) stanu mieszanego skfadajacego
sie z dwdch czystych standéw splatanych réznigcych sie faza i ortogonalnego do nich
czystego stanu produktowego; c) stanu mieszanego skfadajacego sie z czystego stanu
splatanego i dwdch czystych stanéw produktowych (wszystkie stany sa wzajemnie or-
togonalne). Pokazano, ze w przypadku stanéw z punktéw a) i b) protokédt ten zawsze
pozwala wydestylowac splatanie, a w przypadku stanéw z punktu c) protokét ten pozwa-
la wydestylowaé splatanie dla pewnego zakresu parametréw charakteryzujacych stany.
Protokét ten poréwnano z innymi szeroko stosowanymi protokotami i pokazano, ze w
zastosowaniu do wymienionych stanéw jest on od nich na ogét efektywniejszy. Wykorzy-
stujac zaproponowany protokét, znaleziono dolne ograniczenie na asystowang klasyczna
komunikacja w dwie strony kwantowa pojemnos¢ nastepujacych kanatéw kwantowych:
a) kanatu ttumigcego amplitude; b) kanatu ttumiacego amplitude i zmieniajacego faze;

c) uogdlnionego kanatu ttumigcego amplitude.



Abstract

In this thesis we presented new entanglement distillation protocol. It is based on bisection
method and in some cases it uses one-way hashing protocol. The protocol was applied to
the following two-qubit entangled states: a) mixed state which consists of pure entangled
state and orthogonal pure product state; b) mixed state which consists of two pure
entangled states with different phases and orthogonal pure product state; c) mixed state
which consists of pure entangled state and two pure product states (all states are mutually
orthogonal). It was shown that in the case of states from points a) and b) the protocol
always enables to distill entanglement and in the case of states from point c) it enables
to distill entanglement for certain range of parameters characterising those states. The
protocol was compared with other widely used protocols and it was shown that in the
case of mentioned states it is usually more effective. Using the proposed protocol, we
found lower bound on quantum capacity assisted by two-way classical communication of
the following quantum channels: a) amplitude damping channel; b) amplitude damping

and phase-flip channel; c) generalised amplitude damping channel.
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ROZDZIAL 1

Wstep

Podstawowym zasobem w komunikacji kwantowej jest splatanie [1]. Ma ono zasto-
sowanie miedzy innymi w tak waznych protokotach jak protokét teleportacji kwantowe]
[2], protokdt gestego kodowania [3], czy protokét kryptograficzny Ekerta [4]. Wszystkie
one wykorzystuja stany maksymalnie splatane dzielone przez pare uzytkownikéw. Nieste-
ty uzyskanie stanéw maksymalnie splatanych (lub stanéw im bliskich) jest w warunkach
laboratoryjnych zadaniem trudnym. Na skutek nieuniknionego oddziatywania ze $rodo-
wiskiem, stan kwantowy — a w szczegdlnosci zawarte w nim splatanie — dekoheruje. W
efekcie para uzytkownikéw zamiast czystych stanéw maksymalnie splatanych (nawet je-
8li zostaty one poczatkowo przygotowane) otrzymuje mieszane stany splatane lub stany
separowalne. Rodzi sie wiec potrzeba ochrony splatania przed dekoherencja. Jedna z
mozliwych metod jest zakodowanie stanéw maksymalnie splatanych za pomoca kwanto-
wego kodu korekgji btedéw [5, 6]. Istnieje jednak druga, bardziej efektywna metoda, ktéra
jest destylacja splatania [7, 8, 9]. W tym celu dwoje uzytkownikéw, ktdrzy wspédtdziela
wiele kopii mieszanych standéw splatanych, przeksztatca je za pomoca lokalnych operacji
kwantowych w mniejsza liczbe kopii stanéw maksymalnie splatanych (lub stanéw im bli-
skich). Uzytkownicy ci moga dodatkowo komunikowac sie klasycznie w celu skorelowania
operacji, ktore wykonuja. Niestety nie jest znany uniwersalny protokét destylacji splata-
nia, ktéry bytby optymalny dla wszystkich stanéw (to znaczy pozwalatby wydestylowac z
nich maksymalng ilo$¢ splatania). Praktycznie dla réznych klas stanéw rézne protokoty
okazuja sie efektywne. Co wiecej, tylko w pojedynczych przypadkach udowodniono, ze
dany protokét jest optymalny.

W niniejszej pracy doktorskiej przedstawimy nowy protokét destylacji splatania. Jest



on oparty na metodzie bisekcji i w niektérych przypadkach wykorzystuje jednokierunkowy
protokdt haszujacy. Protokét ten zastosujemy do nastepujacych dwuqubitowych stanéw

splatanych:

a) stanu mieszanego sktadajacego sie z czystego stanu splatanego i ortogonalnego do

niego czystego stanu produktowego,

b) stanu mieszanego sktadajacego sie z dwdch czystych standw splatanych rézniacych

sie fazg i ortogonalnego do nich czystego stanu produktowego,

c) stanu mieszanego sktadajacego sie z czystego stanu splatanego i dwéch czystych

stanéw produktowych (wszystkie stany s3 wzajemnie ortogonalne).

Pokazemy, ze w przypadku stanéw z punktéw a) i b) protokét ten zawsze pozwala wyde-
stylowac splatanie, a w przypadku stanéw z punktu c) protokét ten pozwala wydestylowad
splatanie dla pewnego zakresu parametréw charakteryzujacych te stany. Dodajmy jed-
nak, ze dla standéw z punktu c) istnieje réwniez zakres parametréw, dla ktdrych protokdt
ma zerowg wydajno$¢ mimo, ze stany te zawieraja destylowalne splatanie. Protokét ten
poréwnamy z innymi szeroko stosowanymi protokotami destylacji splatania, takimi jak
jednokierunkowy protokét haszujacy czy protokédt rekurencyjny. Pokazemy, ze w zasto-
sowaniu do wymienionych standw jest on od nich na ogdt efektywniejszy.
Wykorzystamy réwniez zaproponowany protokét do znalezienia dolnego ograniczenia
na asystowang klasyczng komunikacja w dwie strony kwantowa pojemnos¢ nastepujacych

kanatéw kwantowych:
a) kanatu ttumiacego amplitude,
b) kanatu ttumigcego amplitude i zmieniajacego faze,
c) uogdlnionego kanatu ttumigcego amplitude.

Na koniec dodajmy, ze prawie wszystkie wyniki otrzymamy w sposéb analityczny,

wykorzystujac wiedze z rachunku prawdopodobienstwa, kombinatoryki i teorii grup.



ROZDZIAL 2

Podstawowe wiadomosci teoretyczne

2.1 Kanaty kwantowe

Kanatem kwantowym nazywamy liniowe, kompletnie dodatnie odwzorowanie zacho-
wujace $lad, ktére odwzorowuje operator gestoSci w operator gestosci. Oznaczmy przez
p stan wejsciowy kanatu, przez N'(p) stan wyjsciowy, natomiast przez pp stan $rodo-
wiska (rysunek 2.1). Zaktadamy, ze stan wejsciowy i stan Srodowiska s3 poczatkowo w
stanie produktowym p® pg. Niech U oznacza operacje unitarng dziatajaca na przestrzeni
zawierajacej stan wejsciowy i stan srodowiska. Wtedy dziatanie kanatu mozemy wyrazié

nastepujaco
N(p) = Tre(U(pe pr)U") . (2.1)

Oznaczmy przez |e;) ortonormalna baze w przestrzeni Hilberta opisujaca $rodowisko
[10]. Dodatkowo, bez straty ogdlnosci zatézmy, ze wejsSciowy stan Srodowiska jest stanem

czystym postaci

pe = |eo) (eo| , (2.2)

wtedy wzér 2.1 mozemy zapisac

N(p) = §<€k|(U(p®|€o> (eol)UT) [ex) = (2.3)
- ZEW}E}Z’ (24)

gdzie operatory Ej, = (ex| U |eg) nazywamy operatorami Krausa. Dziataja one tylko na

przestrzeni stanu wejsciowego. Co wiecej, poniewaz kanat kwantowy musi zachowywaé

3



wejscie N wyjscie

Rysunek 2.1: Kanat kwantowy.

$lad, mamy
L= TH) = T BupEl) = (Y ELEp) (25)
Powyzszy wzdér musi by¢ prawdziwy dla kazdego p. Stad operatory E). spetniajg warunek
S EE, = 1. (2.6)
k
Wyrézniamy kilka klas kanatéw kwantowych. Najwazniejszymi z nich sa:
e kanaty niszczace splatanie (ang. entanglement breaking channels) [11],
e kanaty wigzace splatanie (ang. entanglement binding channels) [12],
e kanaty degradowalne (ang. degradable channels) [13].

Jezeli przez kanat niszczacy splatanie przeslemy jedna czastke z dowolnego dwuczast-
kowego stanu splatanego to stan koncowy dwéch czastek bedzie stanem separowalnym.
Bardziej ztozona sytuacja nastapi, gdy te sama czynno$¢ wykonamy za pomoca kanatu
wigzacego splatanie. Wtedy stan koncowy dwéch czastek bedzie stanem o zwigzanym
splataniu lub stanem separowalnym, przy czym dla pewnych wyboréw stanéw poczatko-
wych musi to by¢ stan o zwigzanym splataniu (w przeciwnym wypadku kanat ten bytby
kanatem famiacym splatanie). Stan o zwigzanym splataniu to taki, ktéry zawiera w sobie
splatanie, ktérego nie mozemy z niego wydestylowac. Destylowalne splatanie dla takich
standw jest wiec réwne zero.

Zatrzymajmy sie dtuzej przy kanatach degradowalnych. S3 one z naszego punktu

widzenia najbardziej interesujace, gdyz do tej klasy kanatéw nalezy rozwazany przez nas

4



w dalszej czesci pracy kanat ttumigcy amplitude. W celu doktadnego podania definicji
kanatu degradowalnego wprowadzmy nastepujace oznaczenia: przez H 4 oznaczmy prze-
strzen Hilberta stanéw wejSciowych, przez Hp przestrzen Hilberta stanéw wyjsciowych,
a przez Hp przestrzeh $rodowiska. Kanat N jest odwzorowaniem przestrzeni Hilberta

H 4 w przestrzen Hilberta Hpg, ktérego dziatanie na stan p jest dane wzorem 2.1

Zdefiniujmy teraz kanat dualny, ktéry jest odwzorowaniem z przestrzeni Hilberta H, do

przestrzeni Hilberta Hg

N€p): Hy — Hg, (2.8)
ktérego dziatanie na stan p jest dane wyrazeniem

N<(p) = Trp(U(p @ pr)U") . (2.9)

Teraz mozemy podaé definicje kanatu degradowalnego. Kanat N nazywamy degrado-

walnym, jezeli istnieje taki kanat
N'(p) : Hp— Hp, (2.10)

ze spetniony jest warunek (rysunek 2.2)

Ne(p) = (N oN)(p) . (2.11)
H 4
NC‘
N
/ "
y N

Rysunek 2.2: Schemat przejscia pomiedzy przestrzeniami Hilberta H 4, Hg oraz Hg na
skutek dziatania kanatéw N, N i N<.

W kolejnych pieciu podrozdziatach opiszemy interesujace nas kanaty kwantowe. Oprécz
podania dla kazdego z nich formalnej postaci operatoréw Krausa, przedstawimy ich dzia-

tanie na qubit ze sfery Blocha.



2.1.1 Kanat ttumigcy amplitude

Kanat ttumiacy amplitude (ang. amplitude damping channel) jest jednym z podsta-
wowych kanatéw kwantowych, ktérego laboratoryjnym przyktadem jest Swiattowdd. Jego
parametrem jest stopien ttumienia, ktéry oznaczymy przez ~. Brak fotonu w $wiattowo-
dzie jest reprezentowany stanem |0), a obecno$¢ fotonu stanem |1). Dziatanie kanatu
ttumigcego amplitude mozemy wyjasni¢ w taki sposob: z prawdopodobienstwem ~ foton
emitowany jest do Srodowiska, natomiast z prawdopodobienstwem 1 — ~ foton pozo-

staje w Swiattowodzie. Formalny zapis tego kanatu w postaci operatoréw Krausa jest

nastepujacy

B = 10y {0+ /1711 {1 . (2.12)
BY = A0y . (2.13)

Ponizej zilustrowano zmiang stanu pojedynczego qubitu ze sfery Blocha (zapisanego w

postaci macierzy gestosci)
)0 L0
IA) (A] = cos 3 |0) (0] + sin 3 1) (1] + (2.14)
- 0 0 ’ 0 0
+ e ¥sin 30085 0) (1] + €'¥ sin 5085 1) (0] ,
po przejsciu przez opisywany kanat. Na wyjsciu stan kanatu bedzie miat postac

0 6 0
pad = (cos? 3 + v sin? 5) 0) (0] + (1 — ) sin? 3 1) (1] + (2.15)
- 0 0
1 — ~4)e™ ™ sin - cos —
+ (1 —")e 31n2(;os2|0><1|+
. 0 0
+ (\/1—7)e“”sm§cos§\1>(0| :

Ze wzoru 2.15 otrzymujemy, ze wspétrzedne sfery Blocha transformuja sie nastepujaco

e — Tey/1—7, (2.16)

r, = sin(f)cos(yp) , (2.17)

r, = cos(f) .

Wizualizacja powyzszej transformacji dla parametru ttumienia v = 0,8 zostata przed-
stawiona na rysunku 2.3. Wida¢ na nim, ze sfera Blocha zostaje Scisnigta, a jej Srodek

przesuniety w kierunku goérnej czesci osi Z.



Rysunek 2.3: Dziatanie kanatu ttumigcego amplitude na sfere Blocha dla parametru
v=0,8.

2.1.2 Uogdlniony kanat ttumigcy amplitude

Dziatanie uogdlnionego kanatu ttumigcego amplitude (ang. generalized amplitude
damping channel) charakteryzuja dwa parametry ttumienia v oraz £. Dla tego kanatu

wyrdzniamy trzy operatory Krausa, ktére maja postac

E§Y = \1=£10) (0] + /1=~ (1) (1] , (2.18)
B = el , (2.19)
EF = y10)(1] . (2.20)

Przyktad dziatania uogdlnionego kanatu ttumigcego amplitude przedstawiony zostat dla

stanu 2.14. W takim przypadku na wyjsciu otrzymamy stan
pos = (1= &)cos® S +ysin® 0)[0) 0] + (2.21)
+  (£cos? g + (1 — v) sin® Z) 1) (1] +
+ m\/ﬁe’w sin Z cosg 10) (1] +
+ \/q\/ﬁei‘p sin Z cosg 11) (0] .
Natomiast wspétrzedne Blocha transformuja sie nastepujaco

S e rprd 222
Ty = Ty\/m\/l—f,

r. = r.(1=8—7)+7-¢&,



co zostato przedstawione na rysunku 2.4. Podobnie jak w przypadku kanatu ttumigcego

amplitude sfera Blocha zostaje Sci$nieta i przesunieta.

Rysunek 2.4: Dziatanie uogélnionego kanatu ttumiacego amplitude na sfere Blocha dla

parametréw £ = 0,5 oraz v = 0, 8.

2.1.3 Kanat zmieniajacy bit

Kolejnym waznym kanatem kwantowym, ktéry omoéwimy, jest kanat zmieniajacy bit
(ang. bit flip channel). Dziatanie tego kanatu nalezy interpretowa¢ nastepujaco: z praw-
dopodobienstwem 1 — § qubit pozostanie niezmieniony, natomiast z prawdopodobien-
stwem ¢ do qubitu zostanie zastosowana operacja Pauliego X. Wobec tego operatory

Krausa dla tego kanatu maja postac

Eg' = v1-0(10) (0] +[1) (1]) , (2.23)
EYf = V5(10) 1] + 1) (0])- (2.24)

Qubit, ktéry na wejsciu tego kanatu jest w stanie 2.14, na wyjsciu tego kanatu bedzie

znajdowat sie w stanie
5 0 . o0
por = (1-— 6)(008 3 |0) (0] + sin 3 1) (1] + (2.25)
. 6 0 , g 0
=10 i _ P Qin — —
+ e sm2(3052|0>(1|+6 81n20052|1><0|)+
0 7
+ 5<COSQ§|1)<1|+sin2§|O) (0] +

4 6 6 , g 0
+ e sini cos 3 1) (0] + €' sin§cos 2 0) <1|) :



Natomiast ponizsze wzory przedstawiaja, jak transformuja wspétrzedne sfery Blocha
Te — Tz,

(2.26)
Ty — Ty(l - 25) )
r, — r,(1—20).

Kanat zmieniajacy bit powoduje Scisniecie sfery Blocha wzdtuz osi Y i Z o czynnik 1—24
(rysunek 2.5).

NN

SO
~ AN

<
=
I

2
=
=/
/]

,,‘,
7
y /d
Zis,

P
7

Rysunek 2.5: Dziatanie kanatu zmieniajacego bit na sfere Blocha dla parametru 6 = 0, 2.

2.1.4 Kanat zmieniajacy faze

Kanat zmieniajacy faze (ang. phase flip channel) jest podobny do kanatu zmienia-
jacego bit. Réznica pomiedzy tymi kanatami polega na tym, ze w przypadku kanatu

zmieniajacego faze z prawdopodobienstwem 1 — 7 qubit pozostaje niezmieniony, a z

prawdopodobienstwem 7 do qubitu zostaje zastosowana operacja Pauliego Z. Ponizej
przedstawiono operatory Krausa opisujace ten kanat

Ef' = /1—=n(]0) (0] + 1) 1)) , (2.27)
= v/n((0) (O] = [1) (1)) -

pf
£y

(2.28)
Przedstawmy dziatanie kanatu zmieniajacego faze na qubit w stanie 2.14. Na wyjsciu

kanatu w tym przypadku otrzymujemy nastepujacy stan

0 0
por = cos? S10) (0] + s 1) (1] +

(2.29)
i . O 0 i . 0 0
+ (1—277)(6 Sosmgcosi\O) (1|—|—e‘psm§cos§|1><0|).
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Wobec tego wspotrzedne sfery Blocha transformuja sie nastepujaco

Te — Ta:(277 - 1) ) (2'30)
ry — 1,(2n—1),

ry — T4.

Interpretacja graficzna powyzszej transformacji przedstawiona jest na rysunku 2.6. Wida¢

na nim, ze kanat zmieniajacy faze powoduje $cisniecie sfery Blocha wzdtuz osi X i Y o
czynnik 1 — 2n.

E—=

(‘\‘\\\ h
<3 N

S

<Z

£Z2S
gL K

e
=

EEETS] =
V—L 1 7
— A
AL L
- 77
v

Rysunek 2.6: Dziatanie kanatu zmieniajacego faze na sfere Blocha dla parametrun = 0, 2.

2.1.5 Kanat bedacy ztozeniem kanatu ttumiacego amplitude i
zmieniajacego faze
Oprécz kanatéw kwantowych opisanych powyzej istnieja réowniez kanaty ztozone.

Nalezy do nich kanat bedacy ztozeniem kanatu ttumigcego amplitude i zmieniajacego faze

(ang. amplitude damping and phase flip channel). Operatory Krausa opisujace dziatanie
tego kanatu maja postac

Eg® = /1 =n(]0) (0] + /1= y[1) (1]) , (2.31)
EF®T = (|0} (0] — /1=~ [1) (1)), (2.32)
EX™ = [0y (1] . (2:33)
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Analogicznie jak w poprzednich punktach przedstawimy dziatanie takiego kanatu na qubit

w stanie 2.14. Stan, jaki powstaje na wyjsciu, ma postac

0 0
Padpf = (cOs> 3 + ~ysin? 5) |0) (0] + (2.34)
0
+ (1 —~)sin® 3 1) (1] +
. 0 0
+ e /1 —~(2n—1) sin§ cos 5 |0) (1] +
. 0 0
+ e¥y/1—7(2n—-1) sinicosi 11) (0] .

Natomiast wspotrzedne sfery Blocha transformuje sie nastepujaco
e o re(2n—1)y/1-7, (2:35)
ry = ry(2n— 1)\/ﬁy
r, = r.(l—7)+7.

Na rysunku 2.7 pokazano dziatanie kanatu na sfere Blocha. Widzimy, ze na skutek

dziatania kanatu zostata ona $cisnieta, a jej Srodek zostat przesuniety w kierunku gérnej

czesci osi /.

Rysunek 2.7: Dziatanie kanatu ttumigcego amplitude i zmieniajacego faze na sfere Blocha

dla parametrow n = 0,21 v =0,8.

2.2 Pojemnosci kanatéw kwantowych

Istnieje klika rodzajéw pojemnosci kanatu kwantowego. Réznorodno$¢ ta wynika z
rodzaju informacji, jaka chcemy przesta¢ przez kanat oraz z dodatkowych zasobdw jaki-

mi moga dysponowac uzytkownicy kanatu kwantowego. O maksymalnej ilosci informacji
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klasycznej przesytanej przez kanat kwantowy informuje nas pojemnos$¢ klasyczna. Po-
dobnie, o maksymalnej ilosci informacji kwantowej, jaka mozemy przesta¢ przez kanat
kwantowy, informuje nas pojemno$¢ kwantowa.

Wprowadzmy najpierw pojecie wiernosci. Jest to miara podobienstwa dwéch stanéw

kwantowych. Formalna definicja ma nastepujaca postaé

F o= (T(ypoyp)? (2:36)

gdzie p i o s3 macierzami gestosci. Z powyzszego wzoru wynika, ze gdy 0 = p, to F' =1,
natomiast gdy stany o i p maja nosniki na wzajemnie ortogonalnych podprzestrzeniach,
wtedy F' = 0.

Pojemno$¢ klasyczna kanatu kwantowego N dana jest wyrazeniem

C — lim lim sup{:?; 3k 3pVer, F(, K, D,N) > 1 — e} , (2.37)

e—(0 n—oo

gdzie 1) oznacza stan ze zbioru stanéw ortogonalnych T, = {]0), |1) }*™, ktdry chcemy
przestal przez kanat V. Stan 1) zostaje zakodowany w n qubitéw za pomoca protokotu
kodowania K, n qubitéw zostaje przestanych przez kanat NV, a nastepnie stan 1) zostaje
zdekodowany za pomoca protokotu dekodowania D. F (¢, K, D, N') oznacza wiernos¢
stanu koncowego ze stanem poczatkowym.

W analogiczny sposéb definiujemy pojemnoéé kwantowa kanatu kwantowego V', czyli

Q = lim lim sup{m : HKE'DVpeﬁng(P, K,D,N)>1-— e} , (2.38)

e—0n—oo n ’

gdzie p oznacza dowolny stan kwantowy z przestrzeni H5™, ktéry chcemy przestaé przez
kanat V.

Niestety, definicje 2.37 i 2.38 nie méwia, jak obliczy¢ pojemnosci klasyczng czy kwan-
towa konkretnego kanatu. Mozna tego dokona¢, korzystajac z przedstawionych ponizej
wzordw.

Udowodniono, ze pojemno$¢ klasyczna dana jest wzorem [14, 15]

C = Jim  CalN(p) (239)
gdzie
Cy = max x(N(p)), (2.40)
{pipi}

oznacza pojemnos¢ klasyczng Holevo, natomiast x jest funkcjg Holevo
XWN(p) = SWN(pipi)) — ZPzS(N(Pz)) : (2.41)

S(p) jest entropiag von Neumanna stanu p. Jak widaé funkcja Holevo jest réznica po-

miedzy entropig Sredniego stanu wyjsciowego i Srednig entropig stanéw wyjsciowych.
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Niestety pojemno$¢ klasyczna Holevo nie jest addytywna funkcja kanatu, co w ogdlno-
Sci nie pozwala na proste obliczenie pojemnosci [16]. Pokazano jednak, ze dla kanatéw
depolaryzujacych lub famiacych splatanie C'y jest addytywna [17, 18].

Znany jest rowniez wzér na pojemnos¢ kwantowa kanatu kwantowego

Q = Ji_)rgloi%lﬁéilc(l,q ® (N®")p(Pap)) , (2.42)
gdzie
IC(IA ®NB<(I)AB)) = S(NB(,OB)) — S(IA ®NB((I)AB)) , (243)

oznacza koherentna informacje obliczong na stanie, ktéry powstaje w wyniku przestania
przez kanat N poduktadu B dowolnego czystego stanu splatanego ® 45 [19, 20, 21]. Stan
podukfadu B we wzorze 2.43 oznaczony zostat przez pg = Trg® 5. Zoptymalizowana
koherentna informacja podobnie jak pojemnos¢ klasyczna Holevo nie jest w ogdlnosci
addytywna funkcjg kanatu [22, 23, 24]. Natomiast jest ona addytywna dla kanatéw
degradowalnych i PPT [13, 25, 26].

Jezeli uzytkownicy oprécz kanatu kwantowego posiadaja dodatkowe zasoby, to moga
oni w pewnych przypadkach zwiekszy¢ pojemnos$¢ danego kanatu kwantowego. Moéwi-
my wtedy o asystowanych pojemnos$ciach. Jezeli dodatkowym zasobem jest komunikacja
klasyczna od odbiorcy do nadawcy, to pojemno$¢ klasyczng (kwantowa) kanatu kwanto-
wego oznaczamy przez Cr(Qr). Jesli dodatkowym zasobem jest komunikacja klasyczna
zaréwno od odbiorcy do nadawcy jak i od nadawcy do odbiorcy, to pojemnosé klasycz-
na (kwantowg) kanatu kwantowego oznaczamy przez Cs((Q2). Nalezy zaznaczy¢, ze w
przypadku pojemnosci C'5 klasyczna komunikacja nie moze zaleze¢ od przesytanej wiado-
mosci. Natomiast, gdy dodatkowym zasobem s3 czyste stany splatane miedzy nadawca
a odbiorcy, to pojemno$¢ klasyczna (kwantowa) kanatu kwantowego oznaczamy przez
Cr(QE) [27, 28]. Pojemnosci te oraz odpowiadajace im zasoby zebrano w tabeli 2.1.
Relacje pomiedzy powyzszymi pojemnosciami zostaty opisane w pracy [29] i s3 one na-

stepujace:

a) Pojemnosci klasyczne

C<Cpr<Cy<Cpy, (2.44)

b) Pojemnosci kwantowe

Q<Qr<Q<Qp, (2.45)
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Tabela 2.1: Rodzaje asystowanych klasycznych i kwantowych pojemnosci kanatu kwan-

towego.

Pojemnos¢ | Pojemnos¢ Rodzaj dodatkowego zasobu

klasyczna | kwantowa

Cr Qr Klasyczna komunikacja

od odbiorcy do nadawcy

Cs Q- Klasyczna komunikacja w obie strony to jest
od nadawcy do odbiorcy jak i

od odbiorcy do nadawcy

Cg Qp Czyste stany splatane miedzy nadawca i odbiorca

c) Pojemnosci klasyczne i kwantowe

Q < C, (2.46)
Qr < Cp, (2.47)
Q2 < Oy, (2.48)
Qe = ;OE- (2.49)

Nalezy tez podkresli¢, ze dla niektérych kanatéw nieréwnosci z wzoréw 2.44-2.48 prze-
chodza w nieréwnosci ostre lub réwnosci [29, 30, 31]. Znany jest wzér na asystowana

splataniem pojemnos¢ klasyczng Cg [27, 28]
Cp = mQX(S(PB) + SN (pp)) — S(N @ I)Pa5) (2.50)

i — co za tym idzie — wzdr na asystowana splataniem pojemno$¢ kwantowa (poréwnaj
2.49). Zauwazmy, ze pojemno$¢ ta jest addytywna.

Poza klasyczng i kwantowa pojemnosciag kanatu kwantowego, istnieje réwniez pry-
watna pojemnos$¢ kanatu kwantowego, ktéra ma zastosowanie w kryptografii kwantowej
[21, 32]. Podobnie jak pojemnos$¢ klasyczna Holevo i zoptymalizowana koherentna infor-

macja nie jest ona addytywna funkcja kanatu [33, 34, 35, 36].

2.3 Protokoty destylacji splatania

W tym podrozdziale oméwimy protokoty destylacji splatania. Zaczniemy jednak od
wprowadzenia dwéch istotnych miar splatania: kosztu splatania i destylowalnego splatania
[8, 37].
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Definicja 2.1 (Koszt splatania). Niech pap oznacza dowolny stan dwuqubitowy, nato-
miast n liczbe jego kopii. Niech P bedzie protokotem wykorzystujacym jedynie zachowu-
Jace slad lokalne operacje (operacje unitarne lub pomiar), wspomagane przez klasyczna
komunikacje. Protokdt ten przeksztatca czyste stany maksymalnie splatane w stany bli-
skie stanom oap. Dalej, niech ®(d)ap symbolizuje macierz gestosci dwuquditowego,
czystego stanu maksymalnie splatanego o wymiarze d. Koszt splatania Ec(oap) definiu-
Jjemy jako zminimalizowana po wszystkich mozliwych protokotach P wydajnos¢ r danego
protokotu P, obliczang w granicy n dazacego do nieskoriczonosci. Formalnie, zapisujemy

to nastepujaco

n—oo

Ec(oap) = inf {r : lim [irfl)f Trl 0% — P(@(T’”)AB)H = O} . (2.51)
Dualng miarg splatania jest destylowalne splatanie.

Definicja 2.2 (Destylowalne splatanie). Destylowalne splatanie Ep(oap) definiujemy
Jjako zmaksymalizowana po wszystkich mozliwych protokotach P wydajnos¢ r danego

protokotu P, obliczana w granicy n dazacego do nieskoriczonosci. Zapisujemy to naste-

pujaco
Ep(oas) = sup {r  lim [i%f THP(%%) — ®(2™) as|| = 0} : (2.52)

przy czym P oznacza w tym przypadku protokét wykorzystujacy jedynie zachowujace
slad lokalne operacje (operacje unitarne lub pomiar), wspomagane przez klasyczna ko-
munikacje, ktory przeksztatca stany pap w stany bliskie czystym stanom maksymalnie

splatanym. Protokdét P nazywamy protokotem destylacji splatania.

Niestety obie z tych miar splatania s3 trudne do obliczenia. Dla kosztu splatania
gbérnym ograniczeniem jest splatanie tworzenia, na ktoére jest znany wzér analityczny dla
dwéch qubitéw [38]. Dodajmy, ze splatanie tworzenia nie jest addytywne i moze by¢
Scisle wieksze od kosztu splatania [16, 39]. Dla destylowalnego splatania wyznaczono
ograniczenie gérne, ktérym jest wzgledna entropia splatania [40, 41] oraz obliczono jego
warto$¢ dla konkretnych stanéw kwantowych [42, 43, 44, 45, 46, 47, 48]. Dla pozostatych
stanéw mozemy znalez¢ ograniczenie dolne na destylowalne splatanie, opracowujac dla
nich protokoty destylacji splatania i obliczajac ich wydajnos¢. W informatyce kwantowe;
znanych jest wiele protokotéw destylacji splatania. Dla standéw dwuczastkowych sg to
protokoty rekurencyjne [7, 9], protokoty wykorzystujace efekt pompowania splatania [49,
50, 51], protokoty typu N — M [52, 53, 54], protokoty haszujace [8, 55, 56, 57, 58] i inne
[59, 60, 61]. Istnieja réwniez protokoty destylacji splatania ze stanéw wieloczastkowych
[51, 53, 62, 63, 64, 65]. My omdéwimy dwa z tych protokotéw, ktére zostaty wykorzystane

w tej pracy doktorskiej i poréwnane z zaproponowanymi protokotami.
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2.3.1 Protokét rekurencyjny

Przedstawiony ponizej protokét rekurencyjny podany zostat w pracy [9]. Alternatywny
protokét rekurencyjny podano w pracy [7]. Jest on jednak mniej efektywny, dlatego go
pominiemy. Zatézmy, ze Alicja i Bob posiadaja dwie kopie mieszanego stanu splatanego

pap, ktéry w bazie Bella ma posta¢ diagonalna

@ 0 0 0
0 ay 0 0
_ 253
pAs 0 0 a3 0 (2.53)
0 0 0 ay

Parametry a; > a; > ag > a4 sa prawdopodobienstwami wystapienia stanéw [¢F) , 5,
107) ap: |9 ) aps [¥7) 4, gdzie

W) ap = j§<|01>ABiuo>AB>, (2.54)
1
|¢i>AB = ﬁ(|OO>ABi|11>AB)' (2-55)

Przebieg protokotu rekurencyjnego jest nastepujacy:

1. Alicja stosuje na kazdej kopii stanu pap operacje unitarng U zdefiniowang przez

1 .
Uiy = (0 =il (2.56)
Ul = ——(1)—i[0)) . (2.57)

Ql

2

natomiast Bob operacje odwrotng U

1 |
Urjoy = ﬁ(|0>+z]1>), (2.58)
Uty = \}5(|1>+zyo>). (2.59)

2. Zaréwno Alicja jak i Bob wykonuja operacje C NOT', zdefiniowang nastepujaco
CNOT |la)|b) = la)|bDa) , (2.60)

gdzie a,b € {0,1}, a symbol & oznacza sume modulo 2. Dalej, Alicja i Bob
mierza qubity docelowe w bazie obliczeniowej {|0) ,|1)}. Jezeli w wyniku pomiaru
otrzymali koincydencje (oboje zmierzyli |0) lub oboje zmierzyli |1)), to odrzuca-
ja qubity docelowe. Natomiast jesli wynik zwrdcit brak koincydencji oba qubity
zostajg odrzucone. W przypadku koincydencji warto$¢ wspdtczynnika a, okreslaja-
cego prawdopodobienstwo wystepowania stanu [¢)") 45 w stanie p'AB po pomiarze

zostaje zwiekszona. Transformacje wspotczynnikéw opisuja ponizsze wzory
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’ a/%‘i‘a%

d = 2 (2.61)
@ = 2(35\”]“4, (2.62)
a, = ag;ai, (2.63)
a, = QC?V“Q, (2.64)

gdzie N jest czynnikiem normalizacyjnym
N = (a;+a2)*+ (a3 +aq)* . (2.65)

Majac n kopii stanu papg, Alicja i Bob moga bardziej zwiekszy¢ warto$¢ wspoétczynnika
ai. W tym celu dzielg posiadane kopie stanu na bloki, sktadajace sie z dwdch kopii i sto-
suja opisany powyzej protokét na kazdym z blokow. W ten sposéb otrzymuja p,5 kopii
stanu p 5, gdzie p, jest prawdopodobienstwem sukcesu. Nastepnie powtarzaja rekuren-
cyjnie przebieg protokotu na coraz to mniejszej liczby blokéw. W granicy n dazacego do
nieskonczonosci, prawdopodobienstwo a; bedzie dazyto do jednosci. Wspdtczynnik przy
stanie |¢)T) , 5 obliczamy rekurencyjnie podstawiajac za a; wspdtczynnik a, we wzorze
2.61 i tak dalej. Wazny podkreslenia jest fakt, ze protokét rekurencyjny moze by¢ za-
stosowany tylko do stanéw o wspétczynniku a; > % (stany o wspétczynniku a; < % s3
separowalne). Niestety wydajnos$¢ protokotu rekurencyjnego jest zerowa. Chcac osiagnaé
niezerowg wydajnos¢, postepuje sie nastepujaco: najpierw za pomocg protokotu rekuren-
cyjnego sprowadza sie wspdtczynnik a; do wartosci, dla ktérej inny protokét destylaci
splatania ma niezerowa wydajno$¢ (na przyktad protokdt haszujacy), a nastepnie stosuje

sie ten protokét.

2.3.2 Jednokierunkowy protokét haszujacy

Jednokierunkowy protokét haszujacy zostat szczegdtowo przedstawiony w pracach
[8, 55, 56]. Protokdt ten wymaga komunikacji klasycznej w jednym kierunku i ma zato-

sowanie do:
e destylacji klucza szyfrujacego,
e destylacji splatania,
e generacji klucza szyfrujacego,

e generacji splatania.
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W tej pracy doktorskiej interesuje nas wydajnos$¢ tego protokotu, o ktérej informuje nas

ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.1 (Wydajno$¢ jednokierunkowego protokotu haszujacego w przypad-
ku destylacji splatania). Niech pap oznacza stan mieszany wspdtdzielony przez dwéch
uzytkownikow Alicje i Boba. Jesli zastosuja oni na stanie jednokierunkowy protokét ha-
szujacy z komunikacja klasyczng od Alicji do Boba, to jego wydajnos¢ bedzie spetniata

nieréwnosé¢
R_. > S(pp) — S(pas) , (2.66)

gdzie S(pp) to entropia von Neumana stanu poduktadu odbiorcy, natomiast S(pag)
to entropia stanu catego uktadu. Wielkos¢ po prawej stronie nieréwnosci nazywamy

koherentng informacja (patrz wzér 2.43)

Warto dodaé, ze w niektérych przypadkach wydajnos$é protokotu haszujacego mozna
poprawi¢ jesli dopuscimy komunikacje klasyczng w obydwu kierunkach [57, 58]. Istnie-
je rowniez protokdt destylacji splatania oparty na kodach polarnych, ktéry dla stanéw
dwuqubitowych diagonalnych w bazie stanédw maksymalnie splatanych, osiaga taka sa-
ma wydajno$¢ jak protokdt haszujacy. Niestety, obecnie nie wiadomo czy taka samga

wydajno$¢ protokdt ten osigga dla dowolnego stanu splatanego [66].

2.4 Teoria grup

W tym punkcie przedstawimy aparat matematyczny, ktéry zostanie wykorzystany
w rozdziale 4, dotyczacym destylacji splatania z mieszanego stanu splatanego dwdch
qubitéw o macierzy gestosci rzedu 3. Wiecej wiadomosci oraz dowody przedstawionych

w tym podrozdziale twierdzen czytelnik znajdzie w [67].

2.4.1 Niezbedne pojecia

Definicja 2.3 (Waga Hamminga). W ciggu bitéw o dtugosci n waga Hamminga nazy-

wamy liczbe bitéw o wartosci 1.

Przyktad 2.1. Waga Hamminga ciagu bitéw x = 11101100 o dfugoscin = 8 jest réwna
k=5.

Definicja 2.4 (Dystans Hamminga). Dystans Hamminga pomiedzy dwoma ciggami
bitéw x oraz y o dtugosci n definiujemy jako liczbe pozycji, na ktérych ciagi te réznia

sie.
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Przyktad 2.2. Ciggi o dtugosci n = 8 postaci

numer pozycji 12345678 ,
x = 00011101 ,
y = 00101101 ,

réznig sie na dwdch pozycjach (3 i4), stad dystans Hamminga pomiedzy nimi jest réwny
2.

Definicja 2.5 (Grupa). Grupa nazywamy zbiér G z dziataniem mnozenia - : GXxG — G,

spetniajacy nastepujace warunki:
1. Dla dowolnych elementéw a, b, c € G zachodzi prawo tacznosci (a-b)-c = a-(b-c).

2. W zbiorze G istnieje element neutralny e dla dziatania -, taki, ze dla kazdegoa € G

prawdziwe jest e -a = a - e = a.

3. Dla kazdego a € G istnieje element odwrotny do niego, ktéry oznaczymy a™*,

1 1

taki, zea-a " =a ' -a=cec.

Ponadto jezli dla dowolnych a,b € G zachodzi a-b = b-a, to grupe nazywamy przemienna

lub abelowa.

2.4.2 Permutacje, podziaty liczb naturalnych i diagramy Younga
Woprowadzmy najpierw kilka definicji dotyczacych permutacji [68, 69].

Definicja 2.6 (Permutacja). Niech X,, = {1,2,...,n} oznacza zbiér liczb naturalnych.
Permutacja (i), gdzie i € X,, nazywamy kazda bijekcje zbioru X, w ten sam zbiér.

Oznaczmy przez S,, zbidr wszystkich bijekcji zbioru X, .

Zbiér S, sktada sie z n! elementéw (permutacji). Dowolng permutacje 7 € S,
mozemy przedstawi¢ za pomoca macierzy M,,, lub w postaci macierzy zerojedynkowej

M, ,,. Zilustrujmy to ponizszym przyktadem.

Przyktad 2.3. Dla n = 3 zbiér S; sktada sie z 3! = 6 elementéw. Przedstawmy jeden

z nich
(1) = 2, (2.67)
m(2) = 3,
3) = 1,
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w postaci macierzy M 3

123
M273 = ( ) . (268)
2 31

Przedstawmy wartosci 1, 2 i 3 za pomoca wektoréw

1
1 = 01, (2.69)
0
0
2 = 11,
0
0
3 = 01,
1
wtedy macierz zerojedynkowa M3 3 ma postac
001
Msz = | 1 00 (2.70)
010
Definicja 2.7 (Cykl). Niech x1,xs, ...,z oznaczaja rézne liczby ze zbioru X,,. Jesli
permutacja ™ zachowuje pozostate n — k liczb ze zbioru X,, oraz
m(z1) = w(x2), (2.71)
m(z2) = w(xs),
m(ze) = w(z),
wtedy m nazywamy cyklem o dtugosci k i oznaczamy (x1, s, . .., xy,). Cykl dtugosci jeden

Jest identycznoscia. Natomiast cykl o dtugosci dwa, nazywamy transpozycja i oznaczamy

T.

Przyktad 2.4 (Cykl). Permutacja

1 2 3 4
(2341) )

ma nastepujacy cykl o dtugosci 4

(1234). (2.73)
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Definicja 2.8 (Cykle roztaczne). Dwa cyklem, = (21,2, ..., xy) orazme = (Yy1,Y2,- -, Y1)
ze zbioru S,, s roztaczne, gdy zbiory (1,2, ..., x) i (Y1, Y2, - .., y) Sa roztaczne. Dwa

cykle roztaczne sa przemienne.

Twierdzenie 2.2. Kazda permutacja m € S jest ztozeniem pewnej liczby cykli roztacz-
nych. Przedstawienie permutacji m w postaci ztozenia roztacznych cykli jest jednoznaczne
z doktfadnoscia do porzadku czynnikéw. Ponadto kazda z permutacji z S,, jest ztozeniem

pewnej liczby transpozycji.

Przyktad 2.5. Permutacje

1 2 3 4
(4321) 7a)

mozemy roztozy¢ na nastepujacy iloczyn transpozycji

(1 4)(23). (2.75)

Definicja 2.9 (Znak permutacji). Niech m = 17y ... 7y jest jednym z rozktadéw per-
mutacji T € S, na iloczyn transpozycji. Liczbe sgnmt = (—1)* nazywamy znakiem
permutacji. Znak permutacji zalezy jednie od samej permutacji w, a nie od jej rozktadu.

Permutacje nazywamy parzysta, gdy sgnm = 1, natomiast nieparzysta, kiedy sgnm = —1.

Z powyzszej definicji mozemy wywnioskowad, ze permutacja, ktéra ma rozktad na
iloczyn sktadajacy sie z parzystej liczby transpozycji, jest permutacja parzysta, a permu-

tacja sktadajaca sie z nieparzystej liczby transpozycji, jest permutacja nieparzysta.

Przyktad 2.6. Permutacja w ze zbioru Sg

123456
(2.76)
2 14365

ma rozktad na transpozycje postaci
(12)(34)(56). (2.77)
Znak tej permutacji sgnm = (—1)3 = —1, wiec jest to permutacja nieparzysta.
Wprowadzimy teraz pojecie podziatu liczby oraz diagraméw Younga.

Definicja 2.10 (Podziat \). Podziatem X liczby n, nalezacej do zbioru liczb naturalnych

(0 nie zaliczamy do zbioru liczb naturalnych), nazywamy nierosnacy ciag postaci
)\ == (/\17/\27”-7)\7’7---) y (278)

gdzie \; rowniez naleza do zbioru liczb naturalnych. Dla kazdego podziatu wyrézniamy

trzy pojecia:
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1. Dtugosé, czyli liczbe jego elementéw, ktéra oznaczamy przez I(\).

2. Wage, czyli sume wszystkich jego elementéw, ktdra oznaczamy przez
A= DN (2.79)

3. Krotnos¢ m; i-tego elementu, ktdra oznaczamy przez \;"'.
Przyktad 2.7. Dla liczby n = 5 mamy nastepujace podziaty

(5)(41)(32)(312)(221)(213)(1°). (2.80)

Rozktad A mozna przedstawié graficznie za pomoca diagraméw Younga. Diagram
Younga skfada sie z rzedéw pustych kwadratéw. Kazdy -ty rzad sktada sie z \; kwadra-

téw.

Przyktad 2.8. Rozkfady dla n =5 z przyktadu 2.7 odpowiadaja diagramom Younga

A= (5), A= (4,1), A=(3,2), A=(31,1), A=(221

A=(2,1,1,1), A=(1,1,1,1,1).

Wyobrazmy sobie, ze dla danego rozktadu liczby n, w puste kwadraty reprezentuja-
cego go diagramu Younga, wpiszemy bez powtdrzen liczby naturalne m € {1,2,...,n}.
Jesli rozktad tych liczb spetnia warunek, ze w kazdym wierszu od lewej do prawej strony
i w kazdej kolumnie od goéry do dotu tworza one ciag rosnacy, to taki diagram nazy-
wamy standardowym diagramem Younga. W naszych dalszych rozwazaniach pojawi sie
réwniez pojecie semi-standardowego diagramu Younga. Semi-standardowym diagramem
Younga nazywamy diagram Younga wypetniony liczbami naturalnymi, ktére w kazdym
wierszu od lewej do prawej strony tworza ciag niemalejacy, natomiast w kazdej kolumnie
od géry do dotu tworza cigg rosnacy. W takim diagramie elementy \; rozktadu A moga

sie powtarzac.

Przykfad 2.9 (Semi-standardowe diagramy Younga). Dla n = 3 mamy ponizsze semi-

standardowe diagramy Younga
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1]1] 1]1] 2]2]

Dalsze przyktady dotyczy¢ beda diagraméw Younga i standardowych diagraméw
Younga.

Przykfad 2.10 (Diagramy Younga i standardowe diagramy Younga). Dla n = 3 mamy
nastepujace diagramy Younga

B
A=(3), A=(21),

A=(1,1,1).

Natomiast standardowe diagramy Younga majg postac

3

o]0 ~]

1
3 2]

A=(3), A=(21), A=(21), A=(L1,1).

Liczbe standardowych diagraméw Younga dla danego rozktadu A, mozemy obliczy¢

ze wzoru
A ce Uy
f)\ — n' (V17V27 71/ ) , (281)
! ..y,
gdzie indeks r = () jest dtugoscia podziatu A, v;(A\) = N\j+Il(N)—idlai =1,2,...1()),
natomiast A(zy, x9,...,x,) 0znacza nastepujace wyrazenie
A(Z'l,ilj'g,...,l'r) = H(xl_xj) ’ (282)
i<j

przy czym dla r = 1 wyrazenie A(x;) = 1.

Przyktad 2.11. W przyktadzie 2.10 widaé, ze dla n = 3 mamy trzy mozliwe przypadki
rozkfadu. | tak, rozktadowi A = (3) odpowiada jeden standardowy diagram Younga,
rozktadowi \ = (2,1) — dwa, zas$ rozkfadowi A = (1,1,1) — jeden standardowy diagram

Younga. Teraz uzyskajmy ten wynik korzystajac ze wzoru 2.81.

1. Rozkfad \ = (3)

(A = 1, (2.83)
v = 3,
Alyy) = 1,
f(3) - 1

23



2. Rozktad A = (2,1)

(A = 2, (2.84)
v = 3,
v, = 1,
Avy, 1) = 2,
fEY = 2.

3. Rozkfad A = (1,1,1)

A = 3, (2.85)
v = 3,
Vo = 2,
vy = 1,

2.4.3 Metoda symetryzacji Younga i dekompozycji Schura-Weyla

W tym punkcie przedstawimy metode symetryzacji Younga i dekompozycji Schura-
Weyla. Niech grupa permutacji S, bedzie zdefiniowana na przestrzeni (C?)*". Wtedy

n-krotny iloczyn tensorowy tej przestrzeni mozemy przedstawi¢ jako
(CH*" = @yH{ @MY, (2.86)

gdzie HY jest przestrzenia reprezentacji nieprzywiedinych grupy S,, dla rozktadu ), nato-
miast HY jest przestrzenia krotnosci danej reprezentacji. Na przestrzeni (C%)®* mozemy

zdefiniowaé symetryzatory Younga P, ktére zwigzane s z danym rozktadem )\

pa - L I A II S, (2.87)

|
n kekolumna(,a) kewiersz(\,a)

gdzie f* to czynnik zdefiniowany we wzorze 2.81, za$

S = >, Vi, (2.88)
TESy

Ay = D sgn(m)V; . (2.89)
ﬂ'ESn

W powyzszym wzorze V. jest operatorem permutacji, dziatajgcym nastepujaco
Valin) @+ ® lin) = in()) @ +* ® lin(w)) (2.90)
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gdzie |i1) ... |i,) sa wektorami bazowymi z przestrzeni (C?)®". Operatory we wzorach
2.88 i 2.89 rzutuja odpowiednio na podprzestrzen symetryczna i antysymetryczng prze-
strzeni (C%)®*. Wyznaczamy je korzystajac z danego standardowego diagramu Younga
(oznaczonego przez a) dla rozktadu A. | tak operator Sy powstaje z permutacji ele-
mentéw znajdujacych sie w k-tym wierszu diagramu, natomiast operator 4; powstaje
z permutacji elementéw znajdujacych si¢ w k-tej kolumnie diagramu. Nalezy zaznaczy¢,

ze symetryzatory PM® s3 idempotentne, czyli spetniaja réwnosé
(PM)? = P, (2.91)

lecz w ogdlnosci nie s3 one wzajemnie ortogonalne i hermitowskie. Na koniec przedsta-
wimy jak symetryzatory Younga wiaza sie z dekompozycja Schura-Weyla. Mianowicie

symetryzator Younga mozna zapisa¢ nastepujaco
P = @l (2.92)

gdzie I{ jest operatorem identyczno$ciowym dziatajacym na przestrzeni krotnosci repre-

zentacji HY, a wektory |u) i |v) naleza do przestrzeni H5.
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ROZDZIAL 3

Destylacja splatania ze standéw mieszanych
sktadajacych sie z czystego stanu splatanego

I czystego stanu produktowego

3.1 Bisekcyjny protokoét destylacji

W tym rozdziale przedstawimy bisekcyjny protokét destylacji, ktéry pierwotnie zostat
opisany w pracy [70]. Ma on zastosowanie do destylacji splatania ze stanu mieszanego
sktadajacego sie z czystego stanu splatanego i czystego stanu produktowego ortogonal-
nego do niego. W pracy [71] rozszerzono jego zastosowanie pokazujac, ze protokét ten w
potaczeniu z jednokierunkowym protokotem haszujacym moze zosta¢ uzyty do destyla-
cji splatania ze stanu mieszanego sktadajacego sie z dwdch czystych stanéw splatanych

réznigcych sie faza i stanu produktowego ortogonalnego do nich.

3.1.1 Dwuqubitowe stany mieszane

Zatézmy, ze Alicja i Bob wspédtdziela n = 2™ kopii stanu pap, gdzie m € N. Stan
pap Jjest stanem mieszanym, sktadajacym sie z czystego stanu splatanego i stanu pro-

duktowego ortogonalnego do niego. Jego postac jest nastepujaca

pap = plo*(a))(¢"()|as + (1 —p)[01) (01| 4 (3.1)
gdzie
67 (@)ap = al00),5+V1=0a?[ll),y . (3.2)
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Bez straty ogdlnosci zaktadamy, ze parametr « nalezy do zbioru liczb rzeczywistych.
Zadaniem Alicji i Boba bedzie wydestylowanie stanéw maksymalnie splatanych z n kopii
stanu 3.1. Uzytkownicy moga wykonywa¢ lokalne operacje kwantowe i komunikowac sie
ze sobg w klasyczny sposob. W celu wydestylowania splatania stosuja oni nastepujacy

protokét:

1. Kazdy z uzytkownikéw dokonuje pomiaru na n qubitach ze wspétdzielonych n kopii

stanu pap. Pomiar ten jest dany przez operatory rzutowe

P = Y ProPh, (3.3)
permutacje
gdzie
Po= 1, (3-4)
Py = 0)(0]

We wzorze 3.3 przez permutacje rozumiemy sume po permutacjach bez powtérzen
iloczynéw tensorowych n operatoréw rzutowych 3.4. W iloczynach tych k opera-
toréw ma posta¢ P;, a n — k ma posta¢ P,. Oznacza to, ze kazdy z uzytkownikéw
mierzy, ile qubitéw znajduje sie w stanie |0), a ile w stanie |1) bez mierzenia, ktére

qubity znajduja sie w tych stanach.

2. Jesli zaréwno Alicja jak i Bob otrzymaja wynik pomiaru £, to stan po pomiarze

przyjmuje postac

g = PraPippip Peabrs (3.5)
kAB Tr(PoaPreppisPeaPis) '
Zapiszmy stan p%% w nastepujacej postaci
pap = Pl (@) (¢ (a)XE + (3.6)

P =)ot (@) (6T () Fe " @ [01) (01] , +
permutacje| +

P A1 = p) ot (@) (6T (a)Te? @ [01) (01|55 +
permutacje| +

(L= p)fon) (01153

+ + 4+ + o+

Analizujac wzory 3.3, 3.4, 3.5 i 3.6 mozna zauwazy¢, ze operatory Pps i Pip
anihiluja wszystkie cztony po prawej stronie znaku réwnosci we wzorze 3.6 z wy-

jatkiem pierwszego. Stad stan p} 45 jest stanem maksymalnie splatanym o rzedzie
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Schmidta rankP,4 = rankP,p = (Z) [72]. Warto zaznaczy¢, ze w przypadkach,

gdy k = 0 lub k = n, splatanie jest catkowicie niszczone.

Jedli Alicja otrzyma inny wynik pomiaru niz Bob, to dzielg oni pary qubitéw na dwie
rowne grupy i wykonuja analogiczny pomiar jak w pierwszym kroku niezaleznie na

kazdej grupie. Schemat bisekcji przedstawia rysunek 3.1.

3. Alicja i Bob przerywaja bisekcje na danej grupie par qubitéw, gdy otrzymaja na niej
te same wyniki pomiaru. Natomiast kontynuuja bisekcje na tej grupie par qubitéw,
dla ktérej otrzymali rézne wyniki pomiaréw. Schemat blokowy protokotu znajduje

sie na rysunku 3.2

e...0 no= 2"
o+o n =2

|
eeccccccececccee n=2"
0000000 o000 00o00 0 n=23
o000 0000 o000 o000 -2
00 060 00 00 00 00 00 00 =2
© 060 00 060 0000 00 00 0 -

Rysunek 3.1: Schemat bisekcji w protokole destylacji. Czarna kropka oznacza pojedyncza

pare qubitéw dzielong przez Alicje i Boba.

Wyprowadzimy teraz wzér na wydajnos¢ protokotu. W tym celu oznaczymy przez ¢
numer kroku protokotu, natomiast przez R; splatanie wydestylowane z grupy 2™ (1
par qubitéow pod warunkiem, ze Alicja i Bob otrzymaja te same wyniki pomiaréw. Przez
p(S;) oznaczymy prawdopodobienstwo sukcesu w i-tym kroku (to znaczy otrzymania
przez Alicje i Boba tych samych wynikéw pomiaréw), a przez p(F;) prawdopodobienstwo
porazki w i-tym kroku. Wprowadzmy réwniez na podstawie wzoru 3.6 prawdopodobien-

stwa

plsi) = p 7 (3.7)
oraz

p(f) = 1-p" 7 (3.8)
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POMIAR <

CZY LICZBA kU
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BOBA?

BISEKCJA

STOP

Rysunek 3.2: Schemat blokowy protokotu bisekcyjnego.

Okreélaja one odpowiednio, ze w grupie skfadajacej sie z 2 (1 stanéw pap jest
2m=(=1 stanéw ¢t () (¢ ()| 45 Oraz, ze w grupie skfadajacej sie z 2™~ 1 stanéw

pap nie ma 2™~ stanéw |pT(a)) (7 ()| ,5- Zauwazmy, ze

p(Si) = p(si) (3.9)

oraz

p(F) = p(fi). (3.10)

Zgodnie z protokotem sukces w i-tym kroku na danej grupie par qubitéw skutkuje prze-
rwaniem na niej pomiaréw, natomiast porazka powoduje przejscie do bisekcji i kolejnego
pomiaru na 2™~ parach qubitéw. Przez p(S;, F;_1) oznaczymy taczne prawdopodobien-
stwo sukcesu w i-tym kroku dla jednej z dwéch grup par qubitéw i porazki w ¢ — 1-ym
kroku dla grupy par qubitéw sktadajacej sie z wymienionych wyzej grup. Zauwazmy, ze

prawdopodobienstwo to spetnia réwnanie

p(Si, Fio1) = 2p(si)p(fi) - (3.11)

Czynnik 2 we wzorze 3.11 pojawia sie, poniewaz po porazce w i — 1-szym kroku Alicja
i Bob moga osiagna¢ sukces w i-tym kroku najwyzej dla jednej z dwdch grup. Ponadto
zauwazmy, ze jezeli Alicja i Bob odniesli porazke dla jednej grupy par qubitéw w 7 — 1-
szym kroku, to musieli réwniez odnies¢ porazke we wszystkich krokach poprzednich dla
kazdej grupy qubitow zawierajacej te grupe. Ponadto zauwazmy, ze w ¢ — 1-szym kroku

mozemy mieé 2:=2 grup par qubitéw, dla ktérych Alicja i Bob odnieéli porazke. Wobec
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tego dostaniemy nastepujacy wzér na wydajnos$¢ protokotu
1 :
R = 271(]9(51)31 +p(So, FL) Ry + -+ + 272p(S;, Fi)Ri ... ) . (3.12)
Korzystajac z wzoréw 3.7, 3.8, 3.9, 3.10 i 3.11 wyrazenie to mozemy zapisa w postaci
]_ om 2m—1 2m—1
R = 2—m(p Ri+2p"" (1 —p*" Ry + (3.13)
+ 272 =" TR+ ) =
1 m ml i_2 gm—(i—1) m—(i—1)
= (P R+ Y 2T =" TR

m
2 =2

Po przeksztatceniach dostajemy
1 n m—(1— . .
R = 27mzp2 ( 1)(21—1Ri_21Ri+1) : (314)
i=1

gdzie zatozyliSmy, ze R,,,+1 = 0.

Przejdzmy do wyznaczenia wzoru na R;. Zacznijmy od obliczenia prawdopodobien-
stwa tego, ze zaréwno Alicja jak i Bob otrzymaja wyniki £ pod warunkiem, ze oboje
otrzymaja takie same wyniki wykonujac pomiar na 2~(=1 parach qubitéw. Jest ono
réwne

m—(i—1 Qmi(iil)
p(k|S) = a2 )_k)(\/l—oﬂ)%( y ) (3.15)

Natomiast stan po pomiarze wspétdzielony przez Alicje i Boba jest stanem maksymalnie

QM_IS_I)). Wobec tego splatanie wydestylowane z grupy

splatanym o rzedzie Schmidta (
2=(=1) par qubitéw pod warunkiem, ze Alicja i Bob otrzymaja te same wyniki pomiaréw,
jest réwne usrednionemu rzedowi Schmidta stanu maksymalnie splatanego otrzymanego

przez Alicje i Boba. Jest ono dane wyrazeniem

gm—(i—1) _ m—(i—1)
m—(i—1 2
R = 3 a2 )_k)(\/l—oﬂ)%( >>< (3.16)

k=0 k

om— (i—1)
log, I :

Wzér 3.16 jest wzorem ogdlnym dla dwuqubitowych stanéw mieszanych, sktadaja-
cych sie z czystego stanu splatanego i stanu produktowego ortogonalnego do niego.
Przyjmijmy teraz, ze czysty stan splatany jest stanem maksymalnie splagtanym

1

6" )a = \/5(‘00>AB+‘11>AB)' (3.17)

Wobec tego stan 3.1 przyjmuje postac

pan = D)6 Lan + (1 —p)[01) (0L, - (3.18)
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Wzér na splatanie wydestylowane z grupy 2~ =1 par qubitéw pod warunkiem, ze Alicja
i Bob otrzymaja te same wyniki pomiaréw, dostajemy podstawiajac za a we wzorze 3.16

wartosc % Po uproszczeniach otrzymujemy wzér

gm—(i—1) 1 om—(i—1) gm—(i—1)
R = Y W( " >log2< I ) (3.19)

k=0
Podstawiajac formute 3.19 do wyrazenia 3.14 mozemy obliczy¢ wydajno$¢ naszego pro-
tokotu dla stanu splatanego, sktadajacego sie ze stanu maksymalnie splatanego i stanu
produktowego ortogonalnego do niego.

Na rysunku 3.3 przedstawiono zalezno$¢ wydajnosci protokotu bisekcyjnego od pa-
rametru p. Ponadto poréwnano ja ze wzgledna entropia splatania oraz z wydajnosciami
innych protokotéw destylacji splatania, a mianowicie protokotem Bennetta i innych z
pracy [7] oraz protokotem haszujacym. Liczba kopii stanu 3.18, na ktérych wykonywany
jest pierwszy pomiar w protokole bisekcyjnym, wynosi n = 64. Zauwazmy, ze wydaj-
no$¢ protokotu bisekcyjnego jest zawsze wieksza (z wyjatkiem p = 0) od wydajnosci
protokotu Bennetta i innych, oraz ze w szerokim zakresie parametru p jest ona wigksza
od wydajnosci protokotu haszujacego. Zwréémy réwniez uwage, ze wydajnos¢ protokotu
bisekcyjnego jest mniejsza od wzglednej entropii splatania. Przypomnijmy, ze wzgledna
entropia splatania jest gérnym ograniczeniem na destylowalne splatanie [41].

Na rysunku 3.4 przedstawiono zalezno$¢ wydajnosci R protokotu bisekcyjnego od
parametru p dla réznej liczby kopii stanu pap, na ktérych wykonywany jest pierwszy
pomiar. Natomiast w tabeli 3.1 przedstawiono przyktadowe wyniki liczbowe dla p = %
Zauwazmy, ze wykresy dla n = 32 i n = 64 praktycznie sie pokrywaja, a przyktadowe
wyniki liczbowe s3 identyczne z doktadnoscia do szesciu cyfr znaczacych. Oznacza to,

ze protokét jest szybko zbiezny wraz ze wzrostem liczby n.

Tabela 3.1: Wartosci wydajnosci R protokotu bisekcyjnego w zaleznosci od liczby kopii n

standw pap, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar dla parametru p = % Zrédto:
[70].

n R

2 10,111111
4 | 0,158981
8 | 0,16638
16 | 0,166574
32| 0,166575
64 | 0,166575
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Rysunek 3.3: Zalezno$¢ wydajnosci R réznych protokotéw destylacji splatania od para-
metru p: protokét bisekcyjny — linia gruba ciggta, protokét Bennetta i innych z pracy
[7] — linia cienka kreskowana, protokét haszujacy — linia gruba kropkowana. Linia gruba
kreskowana przedstawia wzgledng entropie splatania. Liczba kopii stanu p4p, na ktérych

wykonywany jest pierwszy pomiar w protokole bisekcyjnym, wynosi n = 64. Zrédto: [70].

06F

04r

0.2‘ | ‘0.4‘ | ‘0.6‘ | ‘0.8‘ | ‘l.Op

Rysunek 3.4: Zalezno$¢ wydajnosci R protokotu bisekcyjnego od parametru p dla réznej
liczby kopii stanu pp, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar: n = 2 — linia ciagta
gruba, n = 4 — linia kropkowana gruba, n = 8 — linia kreskowana gruba, n = 16 — linia
kreskowana cienka, n = 32 — linia kropkowana cienka, n = 64 — linia ciagta cienka.

Wykresy dla n = 32 i n = 64 praktycznie sie pokrywaja.
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3.1.2 Wieloqubitowe stany mieszane

Zastosowanie protokotu destylacji splatania opisanego w punkcie 3.1.1 mozna roz-
szerzy¢ do wieloczastkowych stanéw qubitéw. Oznaczmy przez ¢ liczbe uzytkownikéw

wspdtdzielagcych n = 2™ kopii stanu papc... postaci

papc.. = plo(a))(d(a)| po. + (1 —p)oasc.. (3.20)
gdzie
’¢(a)>ABC... = Oé| 0.. -O>ABC... +v1-— 042’ 1... 1>ABC... , (321)

t—1
o = Z Z Gt ,permutacje (322)

permutacje to=1
(11000 0001 e ).
to  t—to—1 to  t—to—1
W stanie opisanym wzorem 3.22 wystepuja ciagi o dtugosci ¢, zawierajace to stanéw |0)
oraz t —to stanéw |1). Ciggi takie sumujemy po wartosciach ¢, i permutacjach. Protokét
przebiega analogicznie jak w przypadku stanéw dwuqubitowych. Wszyscy uzytkownicy
wykonuja pomiar dany operatorami rzutowymi 3.3. Przerywaja oni protokét na danej
grupie qubitéw, gdy kazdy z nich otrzyma taka sama wartos¢ k. Brak koincydencji miedzy
wszystkimi uzytkownikami skutkuje bisekcja. Wydajnos¢ w takim protokole przedstawiaja
wzory 3.14 i 3.16. Nalezy jednak podkreslié, ze destylowane s3 tutaj wieloqubitowe stany
splatane typu GHZ, a nie — jak w poprzednim punkcie — dwuqubitowe stany maksymalnie

splatane.

3.1.3 Dwuczastkowe mieszane stany quditéw

W tym punkcie uogdélnimy bisekcyjny protokét destylacji na przypadek pewnych dwu-
czastkowych stanéw quditéw [71]. Przez d oznaczymy wymiar quditu. Rozwazymy przy-
padek dwdch stanéw réznigcych sie ztozonoscig zawartego w nich stanu separowalnego.

W pierwszym przypadku stan p p ma postaé

pap = Pla) (¢alsp + (1 —p)[01) (01],p , (3.23)

gdzie

1 d—1

’¢d>AB = ﬁ%W)AB : (3-24)

Stan 3.23 jest stanem mieszanym, skfadajagcym sie ze stanu maksymalnie splatanego
dwdch quditéw i stanu produktowego ortogonalnego do niego. Aby wydestylowac spla-

tanie z n kopii tego stanu, Alicja i Bob stosuja opisany wczedniej protokédt bisekcyjny,
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ale z innymi operatorami rzutowymi. Operatory te s3 dane wzorem

P = Y PPFropith, (3.25)
permutacje
gdzie
Po= ), (3.26)
Py — z|> il

i#1
Splatanie wydestylowane z grupy 2™~ (=1 stanéw pap pod warunkiem, ze Alicja i Bob

otrzymaja te same wyniki pomiaréw, wynosi

1 2m_(i_1) om—(i—1)_f
Ri = e 2|, J@d=D x (3.27)
k

2m—(i—1) i
log, < I )(d— 1)2 Dk

Czynnik (2%:7”

malnie splatanego, ktéry Alicja i Bob dostang, jezeli w wyniku pomiaru oboje otrzymaja

)(d —1)2"""k we wzorze 3.27 jest rzedem Schmidta stanu maksy-

rezultat k. Aby otrzymaé catkowita wydajnos¢ protokotu, nalezy podstawi¢ R; dane
wyrazeniem 3.27, do wzoru 3.14.

Zaleznos$¢ wydajnosci protokotu bisekcyjnego od parametru p dla stanu 3.23 dla réz-
nych wymiaréw quditéw d przedstawiono na rysunku 3.5. Widzimy, ze wraz ze wzrostem
wymiaru d i parametru p wzrasta wydajnos¢ protokotu. Nie jest to zaskakujace, poniewaz
dla p = 1 stany te zawieraja log d e-bitéw.

W drugim przypadku stan p4p ma postac

pan = o) Glp+ (=) S Glili+ D)6+ Dl - (329)

i parzyste
W tej sytuacji stan separowalny jest bardziej ztozony i sktada sie z g stanéw produkto-
wych. Bardziej ztozone s3 réwniez operatory rzutowe, jakich musza uzy¢ Alicja i Bob,
aby wydestylowa¢ splatanie

Po= Y Pre RSN (3:29)

permutacje
gdzie

d—1

o= Y Il (3.30)
i=1, i nieparzyste
d—1

Po = > 0l

1=0, ¢ parzyste
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Rysunek 3.5: Zalezno$¢ wydajnosci protokotu bisekcyjnego R od parametru p dla stanu
3.23 dla réznych wymiaréw quditéw d: d = 4 — linia ciggta, d = 6 — linia kreskowana,
d = 8 — linia kropkowana, d = 10 — linia kreskowano-kropkowana. Liczba kopii stanu

pap, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar w protokole bisekcyjnym, wynosi
n = 64.

Splatanie wydestylowane z grupy 2™~ (—1) stanéw pap pod warunkiem, ze Alicja i Bob

otrzymaja te sam wyniki pomiaréw jest dane wyrazeniem

1 gm—(i—1) 2m—(7;—1) d om—(i—1)

k

2m7(i71) d 2m=(=1)
log, k: ) .

Czynnik (2%:71))(%)2%“71) jest rzedem Schmidta stanu maksymalnie splatanego, ktéry

Alicja i Bob otrzymaja, jezeli oboje uzyskaja w wyniku pomiaru rezultat k. Podobnie jak
w poprzednim przypadku, catkowita wydajnos¢ protokotu otrzymamy podstawiajac R;
dane wyrazeniem 3.31, do wzoru 3.14.

Zalezno$¢ wydajnosci protokotu bisekcyjnego od parametru p dla liczby kopii stanu
3.28 n = 64 dla réznych wartosci d przedstawiono na rysunku 3.6. Widzimy, ze podobnie
jak dla stanu 3.23, wraz ze wzrostem wymiaru d i parametru p wzrasta wydajnosé
protokotu. Na rysunku 3.7 poréwnano wydajnosé¢ R protokotu bisekcyjnego dla obydwu

przypadkow.
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Rysunek 3.6: Zalezno$¢ wydajnosci protokotu bisekcyjnego R od parametru p dla stanu

3.28 dla réznych wymiaréw quditéw d: d = 4 — linia ciggta, d = 6 — linia kreskowana,

d = 8 — linia kropkowana, d = 10 — linia kreskowano-kropkowana. Liczba kopii stanu

pap, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar w protokole bisekcyjnym, wynosi
= 64.
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Rysunek 3.7: Poréwnanie zaleznosci wydajnosci protokotu bisekcyjnego R od parametru
p dla stanéw 3.23 i 3.28 dla réznych wymiaréw quditéw d. Dla stanu 3.23: d = 4 — linia
ciggta, d = 6 — linia kreskowana, d = 8 — linia kropkowana, d = 10 — linia kreskowano-
kropkowana. Dla stanu 3.28: d = 4 — linia gruba ciagta, d = 6 — linia gruba kreskowana,
d = 8 — linia gruba kropkowana, d = 10 — linia gruba kreskowano-kropkowana. Liczba
kopii stanu pap, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar w protokole bisekcyjnym,

wynosi n = 64.
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3.2 Ulepszenie protokotu bisekcyjnego

W pracy [70] przedstawiono protokét destylacji splatania dla stanu 3.17, ktéry osiaga
wiekszg wydajnos¢ niz oryginalny protokét bisekcyjny. Protokét ten faczy ze sobg protokét
bisekcyjny i protokét haszujacy. Jego kroki sa nastepujace:

1. Alicja i Bob dokonujg na n parach stanu 3.17 pomiaru danego przez operatory

rzutowe 3.3.

2. Jezeli Alicja i Bob otrzymaja te sam wyniki pomiaréw, to znaczy ks = kp, wtedy

n

dostana stan maksymalnie splatany o rzedzie Schmidta (kA

) i przerywaja protokoét.

Jezeli Alicja i Bob otrzymaja rézne wyniki pomiaréw, to znaczy k4 # kg, to wykonuja

jedna z dwéch czynnosci:
a) Stosuja na otrzymanym stanie protokdt haszujacy.

b) Dzielg n par qubitéw na dwie réwne grupy i na kazdej grupie powtarzaja czynnosci

z punktéw 1 i 2 (z n zastapionym przez n/2).

Alicja i Bob wybieraja te czynnos¢, ktéra daje wiekszg wydajnosé protokotu.

Obecnie wyprowadzimy wzér rekurencyjny na wydajnos¢ tego protokotu. Zatézmy,
ze Alicja i Bob otrzymali w pierwszym kroku wyniki pomiaréw k4 i kg. Zauwazmy, ze
mozliwe s3 tylko wyniki pomiaréw dla ktérych kg > k4. W takim przypadku Alicja i Bob
otrzymaja po pomiarze nastepujacy stan

1
p(n, ka, kp)
\01><01]§%B_k“‘ + permutacje] P! P,

p(n, ka, kp)ap o (10 Yo b AR (3.32)

gdzie

p(n,ka,kp) = (n B (k:z B M) (n - (k]i_ kA)) 9~ (n=(kp—ka)) (3.33)

Prawdopodobienstwo tego, ze Alicja i Bob otrzymaja w pierwszym kroku rezultaty k4 i
kp jest dane przez iloczyn prawdopodobienstwa, ze wsréd n kopii stanu 3.32 znajduje sie
n — (kg — k) stanéw maksymalnie splatanych |¢") i (kp — k) standw produktowych
|01) oraz prawdopodobienistwa, ze w wyniku pomiaru na n — (kg — k) kopiach stanéw
maksymalnie splatanych otrzymaja rezultat k4. Pierwsze z tych prawdopodobienstw wy-
nosi

k — n—(k‘B—k’A) 1 _ k’B—kA n . i 4
p(?’L, AakB) p ( p) n—(kB—kA) (33 )
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Drugie z tych prawdopodobienstw jest réwne

(n - (kB - kA)) 9—(n—(kp—ka)) (3.35)
k4

Wobec tego prawdopodobienstwo tego, ze Alicja i Bob otrzymaja w pierwszym kroku

wyniki pomiaréw k4 i kg, wynosi
P(n,ka, kg) = pr=ks=ka) (1 — pyks=kapn L, kp) . (3.36)

Zatézmy, ze w i-tym kroku Alicja i Bob otrzymali rezultaty k4 i kg, i zdecydowali sie
zastosowac protokét haszujacy. Zauwazmy, ze stan po pomiarze bedzie dany wyrazeniem
analogicznym do 3.32

1
p(m, ka, kp)
|01>(01|§§§B"“> + permutacje] P\ P,

p(m, ka, kp)ap o A (10 YOO I A= (3.37)

gdzie
m m— (kg — k
p(m, ka, kp) = (m ~ (k- k:A)) ( ( k:i A)>2—<m—<k5—’m” (3.38)
i m = 55ty Wynika to z faktu, ze operatory rzutowe spefniaja réwnanie
(P @ PP = (P @ PY*)owar o (3.39)

Wydajnos¢ protokotu haszujacego jest dana przez jedna z dwéch koherentnych informa-

cji, to znaczy

I.a—B(pas) = S(ps) —S(pas), (3.40)

gdy komunikacja klasyczna przebiega od Alicji do Boba, lub

Iep—a(pap) = S(pa) — S(pas), (3.41)

gdy komunikacja klasyczna przebiega od Boba do Alicji. Entropia poduktadu Alicji jest

réwna

S(m, ka, kg) = log, (Z) (3.42)

gdzie (;Z) jest liczba ciagdw m-bitowych o wadze Hamminga k4. Natomiast entropia

poduktadu Boba wynosi

Sm.ka k) = log, (;’;) | (3.43)
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gdzie (,:Z) jest liczba ciggédw m-bitowych o wadze Hamminga kp. Poniewaz stan catego
uktadu Alicji i Boba po pomiarze jest stanem mieszanym, sktadajacym sie z (m_(k’;_kA))
czystych stanéw ortogonalnych, ktére wystepuja z réwnymi wagami, wiec
S(m,ka kg) = log, ( " ) (3.44)
m — (kg — ka)

Ostatecznie wydajnos¢ protokotu haszujacego dana jest wyrazeniem

Lm, ka k) = log, [max{<z> (;T;) H ~log, (m_ (]:; B M). (3.45)

Maksimum w powyzszym wzorze wystepuje, poniewaz Alicja i Bob beda destylowaé
splatanie za pomoca protokotu haszujacego, ktéry daje wiekszg wydajnosé.

Zatbézmy teraz, ze w k-tym kroku Alicja i Bob zdecydowali sie podzieli¢ m par qubitéw
na dwie réwne grupy i na kazdej grupie dokonali pomiaru danego przez operatory rzutowe
3.3. Obliczmy prawdopodobienstwo i stan po pomiarze w przypadku, gdy Alicja i Bob
otrzymaja w wyniku pomiaru rezultaty k', i k’; na pierwszej grupie par qubitéw i rezultaty
Ky i K, na drugiej grupie par qubitéw pod warunkiem, ze w k-tym kroku uzyskali rezultaty
ka i kp. Poniewaz Alicja i Bob dokonujga pomiaréw na stanie 3.37, ich wyniki spetniaja

nastepujace zaleznosci
Fat+ka = ka, (3.46)
kp+ky = kg, (3.47)

a prawdopodobienstwo ich otrzymania wynosi
p(m/2, ky, kp)p(m/2, ks, kp)

ko kg, kg, kglm, ka, kg) = 3.48
p( A vy vas B|m7 A B) p(m,kA7kB) ( )

Z kolei stan po pomiarze przyjmuje postac
()2, K Kg)ap © p(m/2, Ky, ki) - (3.49)

Wobec tego wydajnos$¢ protokotu bedzie dana nastepujacym wzorem rekurencyjnym

k:4 max
R(m,ka,kp) =
k;:k; min

p(ky, kg ka — Ky, kp — kglm, ka, kp)
[R(m/2, ks, k) + R(m/2,ka — Ky, kp — k)] ,

max

B
> (3.50)
/B:k/B min

k

gdzie
Famn = maX{O,kJA—%}, (3.51)
Kmae = min{kA,%}, (3.52)
kg min = maX{O,kB—%}, (3.53)
[ min{kB,%}. (3.54)
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Alicja i Bob wybiorg optymalny protokét, to znaczy albo zastosuja protokdt haszujacy,
albo podziela m par qubitéw na dwie réwne grupy i na kazdej grupie dokonaja pomiaru
danego przez operatory rzutowe 3.3. Ich wybdr zalezy od tego, w ktérym przypadku

uzyskaja wieksza wydajnos¢. Wobec tego zmodyfikujemy wzér 3.50 w nastepujacy sposéb

R(m, ka, k) — max{[c(m,k’A,k;B), (3.55)

! !

k k

B max

>

! !
kEp=kE min

A max

’
A

p(kiy, kg, ka — kg, kg — kglm, ka, kp)
[R(m/)2, K, k) + R(m/2, ka — Ky, ki — k;jg)]} .

/
A min

k,=k

Nalezy podkresli¢, ze ostateczne wyrazenie nalezy usredni¢ po wynikach pomiaréw otrzy-
manych przez Alicje i Boba w pierwszym kroku.

Z konstrukcji protokotu wynika, ze ma on wydajno$¢ nie mniejsza zaréwno od pro-
tokotu bisekcyjnego jak i od protokotu haszujacego. Poréwnanie wydajnosci protokotu
bisekcyjno-haszujacego z wydajnoscia innych protokotéw w zastosowaniu do destylacji
splatania ze stanu 3.17 przedstawiono na rysunku 3.8. Ponadto w tabeli 3.2 przedstawio-
no zalezno$¢ wydajnosci protokotu bisekcyjno-haszujacego od liczby kopii stanu 3.17, na
ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar dla parametru p = % Dla poréwnania podano
analogiczne wyniki dla protokotu bisekcyjnego. Mozna zauwazy¢, ze dla n > 8 wydajnosé

protokotu bisekcyjno-haszujacego jest wieksza od wydajnosci protokotu bisekcyjnego.

Tabela 3.2: Wartosci wydajnosci Ry, dla protokotu bisekcyjno-haszujacego i R;, dla pro-
tokotu bisekcyjnego w zaleznosci od liczby kopii stanu p4p5, na ktérych wykonywany jest

pierwszy pomiar dla parametru p = 3. Zrédto: [70].

Ry, Ry
0,111111 | O0,111111
0,158981 | 0, 158981
0,173419 | 0,16638
16 | 0,175076 | 0,166574
321 0,175129 | 0,166575
64 | 0,175129 | 0,166575

|~ N3
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Rysunek 3.8: Zalezno$¢ wydajnosci R réznych protokotéw destylacji splatania od pa-
rametru p: protokét bisekcyjny — linia cienka ciagta, protokdt bisekcyjno-haszujacy —
kropki, protokdt haszujacy — linia gruba kropkowana. Linia gruba kreskowana przedsta-
wia wzgledna entropie splatania. Liczba kopii stanu pap, na ktérych wykonywany jest

pierwszy pomiar w protokole bisekcyjnym, wynosi n = 64. Zrédto: [70].

3.3 Protokét filtrujgco-haszujacy

W tym punkcie poréwnamy protokét bisekcyjny z protokotem bedacym potaczeniem
protokotu filtrujacego [73, 74, 75, 76, 77] i protokotu haszujacego. Nasze rozwazania
beda dotyczy¢ stanu mieszanego, sktadajacego sie ze stanu maksymalnie splatanego i

stanu produktowego ortogonalnego do niego, to znaczy

pap = ploT) (¢ [ap + (1 —p)[01) (01] 15 (3.56)

gdzie
_ L

‘¢+>AB = \/5(‘00>AB + ‘11>AB) : (3-57)

Przeanalizujemy nastepujacy scenariusz protokotu filtrujacego. Alicja dokonuje lokalnego

pomiaru na swoim qubicie danego przez operatory Krausa
Ps = elo) (0, + 1) (1l . (3.58)
Pr = V1—¢€|0)(0], ,

natomiast Bob nie mierzy swojego qubitu. Parametr ¢ przyjmuje wartosci z zakresu od

0 do 1. Postaé nieunormowanego stanu po pomiarze w przypadku, gdy Alicja otrzyma

rezultat .S, mozna obliczy¢ z nastepujacego wzoru

pup = Ps®@IpapPs®1 . (3.59)
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Jego jawna postaé wyglada nastepujaco

pap = ploT()) (@7 (€)|ap + (1 —p)e|01) (01],p , (3.60)

gdzie

1
V2
Natomiast unormowany stan jest dany wyrazeniem

1" 1 !
PaB = ~—PaB> (3-62)
Ps

67 (e))ap = (Vel00) 45 + [11) 1) - (3.61)

gdzie ps = Tr(p,z) jest prawdopodobiefistwem otrzymania przez Alicje rezultatu S.
Jezeli Alicja i Bob posiadaja wiele kopii takich stanéw, wtedy moga zastosowac pro-
tokdt haszujacy i wydestylowaé splatanie z wydajnoscig réwng koherentnej informacji
I.a—5(p4p) unormowanego stanu p; w przypadku, gdy Alicja przesyta klasyczng in-
formacje do Boba. Zeby otrzyma¢ wydajnoéé catego protokotu musimy pomnozy¢ ko-
herentna informacje przez prawdopodobienstwo pg otrzymania rezultatu S. Obliczmy te

wydajnosé

Ry = psleaplpap) =ps(S(pp) — S(pap)) = (3.63)
= ps(=Tr(pplog, pp) + Tr(paplogs pag)) =
= —Tr(pglog, pi) + Tr(pplogs ps) + Tr(pap10gs pap) — Tr(paplogs ps) =
= —Tr(pplogs pp) + Tr(pap10gs pap) =
= S(pp) = S(pap) = Lea-n(pap) -

Wobec tego wydajnos¢ catego protokotu jest rowna koherentnej informacji IC,AHB(,O/AB)
nieunormowanego stanu p , 5. Podobnie, gdy Bob przesyta klasyczna informacje do Alicji,
wydajno$¢ catego protokotu jest réwna koherentnej informacji 1. p_.4(p,4p) nieunormo-
wanego stanu p, ;. Poniewaz chcemy uzyska¢ jak najwieksza wydajnosé, zoptymalizuje-
my obydwie koherentne informacje nieunormowanego stanu p, 5 ze wzgledu na parametr
€, a nastepnie wezmiemy wiekszg z nich. Ostatecznie maksymalna wydajnos¢, jaka mo-

zemy otrzymad wynosi
Ry = max{mﬁax]QAHB(p;,B),mgx]C’B_,A(p;lB),0} : (3.64)

Wyniki poréwnujace wydajnos¢ protokotu filtrujgco-haszujacego (R) z wydajnoscia
protokotu bisekcyjno-haszujacego (R,y,) i protokotu bisekcyjnego (R;) dla konkretnych
wartosci p przedstawiono w tabeli 3.3. Liczba kopii stanu psp, na ktérych wykonywa-
ny jest pierwszy pomiar w przypadku protokotu bisekcyjno-haszujacego i bisekcyjnego,
wynosi n = 64. Widzimy, ze wydajnos¢ protokotu bisekcyjno-haszujacego jest wieksza

od wydajnosci protokotu filtrujgco-haszujacego dla wszystkich przedstawionych wartos$ci

42



parametru p. Natomiast wydajno$¢ protokotu bisekcyjnego jest wieksza od wydajnosci
protokotu filtrujgco-haszujacego dla wszystkich przedstawionych warto$ci parametru p

oprécz p = 0, 9.

Tabela 3.3: Poréwnanie wydajnosci protokotu filtrujgco-haszujacego (Ry), protokotu
bisekcyjno-haszujacego (Ryr,) i protokotu bisekcyjnego (R,) dla réznych wartosci pa-

rametru p. Liczba kopii stanu pap, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar wynosi

n = 064.

p Ry Ry, Ry
0,1 0,00128807 | 0,00252427 | 0,00252424
0,2 | 0,00608361 | 0,01039192 | 0,0103882
0,3 | 0,01598048 | 0,0245307 | 0,0244754
0,4 | 0,0310459 | 0,04668578 | 0,0463282
0,5 | 0,0495459 | 0,07984542 | 0,078389
0,6 | 0,0976421 | 0,12910356 | 0,124628
0,7 0,160549 | 0,20363273 | 0,192043
0,8 | 0,280058 | 0,32225551 | 0,294733
0,9 | 0,520997 | 0,53181998 | 0,469567
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ROZDZIAL 4

Destylacja splatania ze standéw mieszanych
sktadajacych sie z dwoch czystych standow

splatanych i czystego stanu produktowego

W tym rozdziale opiszemy protokét destylacji splatania dla mieszanego stanu splata-

nego o rzedzie macierzy gestosci rébwnym trzy.

4.1 Opis protokotu

W pracy [71] przedstawiono zastosowanie protokotu bisekcyjnego w potaczeniu z
jednokierunkowym protoktem haszujagcym do destylacji splatania z mieszanego stanu
splatanego rzedu 3. Stan ten skfada sie z dwdch czystych standw splatanych réznigcych

sie fazg i stanu produktowego ortogonalnego do nich, to jest

pan = PPy -+ (L= p)|01) (01] 15 . (4.1)
gdzie

pap = o (@)(@"(@)as + (1 =)™ () (67 ()| a5, (4.2)
natomiast

07 (a))ap = a|00),;+ V1—a?[ll),y , (4.3)

|0~ ())ap = «l00),5 —V1—0a?[ll),, . (4.4)
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Wyobrazmy sobie, ze Alicja i Bob posiadajg n = 2™ kopii stanu 4.1. Wobec tego catko-

wity stan ma postaé

Pis = DloaEt+ (4.5)
n— ! n—l

P( 1)(1 _P)[PAS( : ® |01) (01] 45 +

permutacje| +

P (1= p)loa™ Y @101) (0155 +

permutacje| +

<+ (1=p)"[lon) (1[5 -

+ o+ o+ o+ o+

W powyzszym wzorze stowo permutacje oznacza wszystkie mozliwe permutacje iloczynu
tensorowego n — k stanéw p 5 i k stanéw |01) (01]. Alicja i Bob destyluja splatanie,
stosujac do n = 2™ kopii stanu pap protokdt bisekcyjny przedstawiony w podrozdziale
3.1. Istnieje jednak réznica pomiedzy obydwoma przypadkami. O ile w przypadku desty-
lacji splatania ze stanéw 3.1 i otrzymania zaréwno przez Alicje i Boba wyniku pomiaru
k, stan po pomiarze jest stanem maksymalnie splatanym, to w przypadku destylacji
splatania ze stanu 4.5 i otrzymania zaréwno przez Alicje jak i Boba wyniku pomiaru
k, stan po pomiarze, ktéry oznaczymy przez pj,p. jest nadal stanem mieszanym. Jak
sie okaze w nastepnym podrozdziale, jest to stan o dodatniej koherentnej informacji.
Wobec tego, Alicja i Bob po otrzymaniu wielu kopii takiego stanu moga wydestylowaé z
niego splatanie za pomoca protokotu haszujacego z wydajnoscia 1.(p} 45). Powtarzajac
rozumowanie z podrozdziatu 3.1.1 i zastepujac logarytm z rzedu Schmidta we wzorze
3.16 przez koherentng informacje 2.43, dostajemy nastepujace wyrazenie na wydajnosé

catego protokotu

]_ m m—(i—1 ; )
R = om ZPQ ( >(2%1Rz‘ —2'Riy1) (46)
i=1
gdzie
om—(i—1) ) gm—(i—1) m—(i—1)
R, = Z o2 *k)(\/l — 042)%( L )Ic(PiAB ) (4.7)
k=0

oznacza splatanie wydestylowane z grupy 2™~ =1 stanéw pap pod warunkiem, ze Alicja
i Bob otrzymali ten sam wynik pomiaru i R, 1 = 0.

W dalszych punktach tego rozdziatu skupimy sie na znalezieniu wzoru na koherentna
informacje wystepujaca w powyzszym wzorze. W tym celu siegniemy do opisanych w

punkcie 2.4 metod matematycznych.
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4.2 Obliczenie koherentnej informacji dla stanu po

pomiarze

Jezeli zaréwno Alicja jak i Bob w i-tym kroku otrzymaja w wyniku pomiaru ten sam

wynik k, wtedy stan po pomiarze bedzie dany wzorem

o PyaPippipPialis (4.8)
kAB Tr(PkAPkBpE?%PkAPkB) ’ |

gdzie n = 270~ Zgodnie z definicja podang we wzorze 2.43 koherentna informacja

dla stanu po pomiarze p} 5 bedzie miata postac
L(Pkap) = S(pr) — S(Pras) - (4.9)
Entropia poduktadu Boba jest rowna rzedowi operatora rzutowego Py i wynosi
n n
S(es) = loga () (4.10)

Chcac obliczy¢ entropie catego uktadu, musimy znalez¢ wartosci wiasne stanu p}, 5.

Zauwazmy, ze stan ten ma takie same wartosci wtasne jak stan

n Pkp®npk
Pr — a5 - (4.11)
TI’(P]gp® Pk)
W powyzszym wzorze p jest stanem postaci
1
p = z|H){(+H+(1—-2)= (4.12)

5
gdzie |[+) = %(|O) + |1)), © = 2q — 1, natomiast I oznacza dwuwymiarowa macierz
jednostkowa. Wynika to z faktu, ze stan pj 4 mozna przeksztatci¢ w stan pj za pomo-
ca operacji unitarnej. Wystarczy, ze na kazdej parze qubitow AB zastosujemy operacje
unitarng C-NOT, gdzie qubit A jest qubitem kontrolnym, a qubit B jest qubitem docelo-
wym. Wobec powyzszego wzdr na koherentng informacje sprowadza sie do nastepujacego
wyrazenia

I(pkap) = logy (Z) — S(p) - (4.13)
Znalezieniu wartosci wtasnych stanu pj poswiecimy kolejny podrozdziat. Alternatywne

wyprowadzenie wzoru na wartosci wtasne przedstawimy w Dodatku.

4.2.1 Wartosci wtasne stanu p}}

Bez straty ogdlnosci, w celu uproszczenia obliczen, wszelkie rozwazania dotyczyc

beda stanu nieunormowanego postaci
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Zauwazmy, ze powyzszy stan mozemy zapisa nastepujaco

1 k
oy = %ZleDf, (4.15)
=0
gdzie
Dyo= > o)yl . (4.16)
x,y;d(z,y)=21

Niech ‘H} oznacza przestrzen Hilberta rozpieta na wektorach skfadajacych sie z n qu-
bitéw i wadze Hamminga réwnej k w bazie standardowej. We wzorze 4.16 |x) i |y) sa
wektorami bazowymi z tej przestrzeni (to jest iloczynami tensorowymi k wektordw |1) i
n — k wektoréw |0)), natomiast d(x,y) oznacza odlegtos¢ Hamminga pomiedzy ciaggami
bitowymi z oraz y.

W celu pokazania, ze stan p;" ma postaé 4.15, zapiszemy go nastepujaco
o x 11—z on
pe = Bi|5(0) + 1)1+ (1)) + ——=(0) O] + 1) 1)) | P, (4.17)

oraz podstawimy

10) (0] = P, (4.18)
(1] = Pu,
0) (1] = Por,
11) (0] = Py .

Wobec tego wzér 4.17 przyjmie postac

T 1 ®n
7= P, [2(1301 +Po) + S(Pu+Pu)| B= (4.19)

I\ 2
:<2> >_'P kS[(P01+P10) ® (Poo+Pu>®(”‘”]Pk,

gdzie symbol S oznacza operator symetryzacji, czyli sume po wszystkich mozliwych
permutacjach bez powtdrzen elementéw ciggu, ktéry w naszym przypadku sktada sie z [
elementéw Py, + Py oraz n — [ elementéw Py + Py, na przyktad
S[(Por + P1o)®* ® (Poo+ Pl = (4.20)
= (Po1 +Puo) ® (Por+ Pio)® (FPoo + Pu1) +
+(Por + Pro) ® (FPoo+ Pi1) ® (Por + Pro) +
(P )®

+(P00+P11) (%9 1+P10 (P01+P10).

Zapiszmy operator, ktéry stoi przy z' w postaci

Pkg[(P01+P10)®l ® (P11+Poo)®(n_l)]Pk: (4.21)
I n—l
=> > BS {P&@Pllol ® Pﬂ@P&)l]]Pk-
1=0 5=0
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Poniewaz operatory rzutowe P rzutuja na podprzestrzen rozpigta przez wektory o wadze
Hamminga réwnej k, wobec tego wyrazenie P, {Pgl QP ®P,® PSBZJ} Py nie zeruje
sietylkodlat+ 7 =4k il—i+j=k. Stad otrzymujemy zalezno$¢ [ = 2i.

Wyprowadzimy teraz kilka wfasnoéci macierzy D} oraz wektoréw |z) i |y).

Wtasno$¢ 4.1. Dystans Hamminga d(x,y) pomiedzy wektorami |x) i |y) o wadze Ham-

minga réwnej k spetnia nieréwnosc
d(xz,y) < min{k,n — k} . (4.22)

Udowodnimy to w nastepujacy sposob. Podzielmy ciag x na dwie czesci. W pierwszej
czesci wartosci bitéw na odpowiednich pozycjach s3 zgodne z wartosciami bitéw w ciggu
y, a w drugiej czedci wartosci te sa przeciwne. Dystans Hamminga bedzie réwny liczbie
bitéw w drugiej czesci. Poniewaz wagi Hamminga ciagéw x oraz y sa réwne, stad wagi
Hamminga w pierwszej i w drugiej czesci réwniez sg réwne. Wobec tego liczba bitéw
w drugiej czesci ciaggu musi by¢ parzysta i — co wiecej — nie moze by¢ ona wieksza niz
liczba jedynek k oraz liczba zer n — k w catym ciggu x. W szczegdlnosci otrzymujemy,

ze dystans Hamminga d(z,y) jest liczba parzysta.

WHtasnos$é 4.2. Dla dwéch réznych par ciagéw (z,y) oraz (z',y') o réwnych dystansach

Hamminga d(z,y) = d(z',v) istnieje permutacja T, taka, ze

(n(@),m(y)) = («y) . (4.23)

Whtasnoéc¢ te udowodnimy nastepujaco. Niech permutacja 7, dziata na ciagi z i y tak,
ze przesuwa bity z pozycji zgodnych na lewa strong, a bity z pozycji niezgodnych na prawa
strone. Dalej wszystkie bity o wartosci 1 z ciggu « przesuwa na ostatnie pozycje w kazdej
czesci, automatycznie przenoszac odpowiadajace im bity w ciggu y. Taka transformacja

sprowadza ciagi = i y do tak zwanej postaci kanonicznej 2° i 1/°

2 = 0...01...10...01...1, (4.24)
N N N N——
n—k—l k-l l l

y° = 0...01...11...10...0,
n—k—l k-l l l

d(z,y)
2

I T, Ich dziatanie mozemy zapisa¢ nastgpujaco

ktoére zalezne sg jedynieod n, kil =

. Rozwazmy teraz dwie rézne permutacje 7,

Ty = %90, (4.25)
Wx/y/xlyl _ mOyO )
Z powyzszych wzoréw otrzymujemy
TpyTY = Wx/y/a:/y/ : (4.26)

48



Mnozac obustronnie wyrazenie 4.26 przez permutacje odwrotng W;;, dostajemy

o

ﬂ;;mmyxy = Ty . (4.27)
Stad permutacja 7 = W;;/ﬂ'xy.
Wtasno$¢ 4.3. Macierze Dy i D}, wzajemnie komutuja.

Przedstawmy macierze DF oraz Dl’i na dwa sposoby

Dfo= > lo)l, (4.28)

x?y
d(z,y)=21
i

Dy = > |y
x7y
d(y/,z)=2l/

Df = > I, (4.29)

Dy = Y o)yl
$7y

d(zy )=21'

Ze wzoru 4.28 otrzymujemy

DiDy = Y lo){yly) (=] = (4.30)
x?y7y,7z
d(z,y)=21
d(yl,z):2l/

= Z ) (2] =Zf”/(x,z) z) (2] ,

x7y7z
d($7y):2l

d(y,z)=21"

natomiast ze wzoru 4.29 dostajemy

DiDf = Y o) {yly) (2| = (4.31)
Z‘,y/7y z
d(z,y/):2l
d(y,z)=21
= Y o= fule2) o) (]
T,Y,2 x,z
d(z,y)=2l
d(y,z)=2l
gdzie
f(x,2) = |y:d(z,y) =2l,d(y,z) = 2ll] , (4.32)
fl’l(xa Z) = |y : d(.ﬁE,y) = 21/7d(ya Z) = 2l| . (433)
Wobec tego
(D, Dp] = (fur (x,2) = fry(,2)) |2) (=] (4.34)



Stad naszym celem jest pokazanie, ze

fw(@,2) = fr(z,2) . (4.35)

Wprowadzmy bijekcje g, ktéra dokonuje na ciggach x oraz z operacji negacji na réznia-

cych je bitach. Funkcja ta dziata wiec nastepujaco

g(z) = =z, (4.36)
g(z) = x. (4.37)

Zauwazmy, ze funkcja g nie zmienia dystansu Hamminga pomiedzy ciggami bitéw. Wobec

tego

dz,y) = d(g(x),9(y)) =d(z,y) =d(y,2) , (4.38)
dly,z) = d(g(y),9(2)) =d(y,x) =d(z,y) , (4.39)

gdzie y' = g(y) oraz y = g(y'). Wnioskujemy, ze bijekcja g odwzorowuje zbiér {y :
d(x,y) = 21,d(y,z) = 20'} na zbiér {y : d(x,y') = 2l',d(y’, z) = 21}, a to oznacza, ze

te dwa zbiory maja taka sama liczbe elementéw.

Whtasno$é 4.4. Kazdy operator dziatajacy w przestrzeni HY™ niezmienniczy wzgledem

permutacji qubitéw o jest liniowa kombinacja operatoréw DY .
Wezmy dowolny operator z przestrzeni H;" postaci

> aay ) (4l (4.40)
T,y
posiadajacy wtasnosé
A = V,AV), (4.41)

gdzie operator V, reprezentuje permutacje 0. Z wtasnosci 4.2 wiemy, ze dla dwéch par
ciagéw (x,y) i (z',y), o tych samych wagach i dystansach Hamminga, istnieje permu-
tacja m, ktéra odwzorowuje z w = i y w v . Rozwazmy permutacje 7 o tej wiasnosci. Z

jednej strony
Ve AVLL = Sl @) 0] = e 1) 0] (4.42)
Y
a z drugiej strony
Vi AV, = A=Y a,,|2) (y . (4.43)
Y
Stad otrzymujemy zaleznos¢
Aoy = Qn(a)r(y) = Ayl y - (4.44)
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Whioskujemy wiec, ze dla dwéch par ciggéw o réwnych dystansach i wagach Hammin-
ga wspotczynniki ag, i a,, s3 identyczne. A to oznacza, ze operator A jest liniowa
kombinacja operatoréw DF.

Pokazemy teraz, w jaki sposéb podprzestrzeri H;™ rozktada si¢ na reprezentacje

nieprzywiedlne grupy permutacji .S,,.

Lemat 4.1. Podprzestrzeri Hy" ma nastepujacy rozkfad na reprezentacje nieprzywiedine

grupy permutacji S,

HE = @mig{’fvn—k}Nf, (4.45)

J]=

gdzie N ]"" jest wyznaczone przez rozkfad A = (n — j,j). Ponadto operatory DF maja
nastepujaca postac

min{k,n—k}

Df = > af(j)P}, (4.46)

7=0
gdzie Pf jest operatorem rzutowym na reprezentacje nieprzywiedIng NJ’?. W podprze-

strzeni HY" kazda z reprezentacji wyznaczona przez rozktad \ wystepuje tylko raz, co

zapisujemy nastepujaco
H{@HINH" = CoHS . (4.47)

Dowdéd. Zalezno$¢ 4.47 wynika z nastepujacych faktéw. Poniewaz wszystkie opera-
tory dziafajace w przestrzeni H{" niezmiennicze wzgledem permutacji wzajemnie komu-
tuja, w rozkfadzie przestrzeni Hy" na reprezentacje nieprzywiedine, wymiar przestrzeni
krotnoéci HY musi byé réwny jeden. Z faktu, ze j nie jest wigksze od k oraz n — k,
wnioskujemy, ze symetryzator Younga odpowiadajacy rozktadowi A = (n — j, j) anihiluje
wektory o wadze Hamminga mniejszej niz j (oraz analogicznie wektory, w ktdrych liczba
zer jest mniejsza niz 7). B

Mozemy teraz wyprowadzié¢ wzér na wartoéci wtasne operatoréw DF. Wezmy dowolny
wektor |¢) z przestrzeni reprezentacji nieprzywiedIne; N;C i korzystajac z réwnania 4.46,

wyrazmy warto$¢ wtasna aF(j) w postaci

a(j) = @lDilé) (4.48)

(9]0)
Pokazemy teraz, ze wektor |¢) mozemy wybraé w nastepujacy sposéb
) = Pyla%), (4.49)

gdzie |2%) jest wektorem kanonicznym z przestrzeni Hy"

0 _
2% = [0...01...1), (4.50)
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natomiast ]5] oznacza symetryzator odpowiadajacy diagramowi Younga

1 o n—j=1| n—j

(4.51)

n—j+1 Ce n

A wiec operator P jest réwny operatorowi P*® zdefiniowanemu we wzorze 2.87.

Wystarczy teraz pokazaé, ze wektor Pj\x ) jest niezerowy i nalezy do podprzestrzeni
HY @ HY NHY". To, ze jest on niezerowy, wynika z definicji symetryzatora Younga
2.87. Zawieranie sie wektora f’j|m0> w podprzestrzeni H{", wynika z dwéch faktéw: po
pierwsze wektor |z°) nalezy z definicji do tej podprzestrzeni, po drugie symetryzatory
Younga sg kombinacja liniowg operatoréw permutacji, a te nie zmieniajg wagi Hamminga
(to znaczy podprzestrzer Hy™ jest niezmiennicza ze wzgledu na ich dziatanie). Natomiast
to, ze wektor f’j|x0> nalezy do podprzestrzeni HY @ HS, wynika z definicji symetryzatora
Younga 2.87.

Mozemy wiec wektor 4.49 utozsamiaé z wektorem |¢) ze wzoru 4.48. Korzystajac z
powyzszych wtasnosci, mozemy napisaé

ab(j) = (2°|SADFAS|2°) 7
(20|5.A428|x0)

gdzie S i A s3 odpowiednio symetryzatorem i antysymetryzatorem znanym ze wzoru
2.88 i 2.89 dla rozktadu A = (n. — j, 7).

Naszym celem jest znalezienie jawnej postaci wartoéci wiasnych o/ (j). Przeanalizuj-

(4.52)

my najpierw licznik oraz mianownik we wzorze 4.52. Poniewaz operator D komutuje z

operatorami S i A, oraz A jest proporcjonalny do operatora rzutowego, mozemy napisa¢,

ze
(°|SADFAS|2") = (2°|SA2SDf|2°) = (4.53)
= c(2°|SASD}|2") =
= c Z (z°|SASly) ,
Y120)
(2| SA’S|2%) = ¢ Y (2°|SAS|2°) , (4.54)
€20,

gdzie ¢ jest pewna stata, a Y)|,0, jest zbiorem stanéw |y), ktére s3 oddalone od stanu

|2°) o dystans Hamminga réwny 2I

Vi, = {ly) € "™ dlao,y) = 21} . (4.55)
Korzystajac z wzoréw 4.53 i 4.54 mozemy wzér 4.52 zapisaé nastepujaco
0 0
"y c(2"|SASly) (2°|SASly)
- = . 4.56
MO = 2SS 2, (oS ASf) (4.56)

52



Dokonajmy teraz nastepujacego podziatu wektora |y)
’y> = |3/1>1 |y2>2 |y3>3 ) (4-57)
ktéry wpiszemy w diagram Younga w nastepujacy sposéb
Y1) | |1y2)
|
|

|y3> |

, (4.58)

gdzie wektory y; i y3 wypetniajg j kwadratéw, a wektor y, pozostate n —2j kwadratéw.

Podzielmy zbi6r Y|,0) na podzbiory, ktére sg okreslone przez wage Hamminga wektoréw
[91) [y2)
Yy = {ly) € HY" 2 d(zo,y) = 2L, w(yryz) = m} . (4.59)

W dalszej czesci pokazemy, ze elementy sumy 4.56 zalezg tylko od zbioru Y% 20 , do

ktérego nalezy wektor |y). W ten sposéb mozemy przedstawi¢ wzér 4.56 w postaci

min{k,k—j} OSAS| >
o (@015 ASly) 4.60
W= mg{m J}ye;ﬂ (]S AS|20) o
- m{g 7 | |M
- ) 015 AS]a)

m=max{l,k—j}
. : : . . 0
Pozostaje nam do obliczenia moc zbioru 70y Oraz czynnik %.
Zacznijmy od policzenia mocy zbioru 0y - W tym celu podzielmy wektor |z°)

podobnie, jak podzielilismy wektor |y):
2% = |a)ilag)elag)s = [0%)1]a2)a[1%7)s5 (4.61)

i wpiszmy go w diagram Younga w podobny sposéb jak wektor |y), to znaczy

0 0
|
|
|v3) |
ktéry jawnie wyglada nastepujaco
0 0
0 0 | 0 1
1 1 \
|3) |
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Pierwszy wiersz w diagramie 4.63 jest podzielony na dwie czesdci. Lewa cze$¢ sktada
sie z 5 kwadratéw wypetnionych bitami o wartosci 0, natomiast prawa czes¢ sktada sie
z n — 27 kwadratéw wypetnionych bitami o wartosci 0 i 1. Drugi wiersz skfada sie z j
kwadratow, z ktérych kazdy jest wypetniony bitem o wartosci 1.

Dla stanu |y) diagram Younga bedzie nastepujacy

k ki

! | 2 (4.64)
O ... oo ol Jol...]lo]1]...|1
L.l o|1|...]1]]

ks |

Przez ki oznaczyliSmy liczbe jedynek w pierwszym wierszu wektora |y), ktéra przekrywa
sie z zerami w pierwszym wierszu wektora |2°), przez k, — liczbe jedynek w pierwszym
wierszu wektora |y), ktéra przekrywa sie z jedynkami w pierwszym wierszu wektora |z°)
i przez k3 — liczbe jedynek w drugim wierszu wektora |y). Poniewaz waga Hamminga

wektora |y) wynosi k, musi by¢ spetniona relacja
[ S — (4.65)
Z kolei z faktu, ze liczba jedynek w pierwszym wierszu wektora |y) jest réwna m, mamy
m= ki + ks . (4.66)

Dystans Hamminga 2/ pomiedzy wektorami |z") i |y) jest suma dwéch dystanséw [ i
l. Pierwszy z nich jest dystansem pomiedzy ciaggami z pierwszych wierszy w diagramach
4.63 i 4.64, natomiast drugi z nich jest dystansem pomiedzy ciggami z drugich wierszy

w tych diagramach. Dystanse te spetnig nastepujaca zaleznosé

ly = j—ks. (4.68)

Dodajac stronami powyzsze réwnania otrzymujemy

Q=L+lb=k+k —ko—ks = k+2k — (ki +ko+ks) =2k . (4.69)
—

Spoéjrzmy teraz na diagram 4.64. Permutacje ciggdw w obu wierszach musza zachowywa¢é

dystanse [; i [5. | tak, liczba permutacji zachowujacych dystans /; od pierwszego wiersza

wektora |y) do pierwszego wiersza wektora |2°), wynosi
n—=~k\[(l—7
4.70
(a0 4
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natomiast liczba permutacji zachowujacych dystans /s od drugiego wiersza wektora |y)

do drugiego wiersza wektora |z°) jest réwna

( é) | (4.71)

Z réwnan 4.65, 4.66 oraz 4.69 dostajemy

]{32 = m-—1 s
]C3 = k—m.

Mnozac przez siebie 4.70, 4.71 oraz korzystajac z 4.72 otrzymujemy ostateczny wzér na

moc zbioru Y;%>

wal = (")) (.73)

Przejdzmy teraz do obliczenia czynnika %. Dokonajmy podziatu wektoréw

|2°) oraz |y) zgodnie z diagramami 4.63 i 4.64. Ze wzoru 2.87 widzimy, ze antysyme-

tryzator dziata tylko na czedciach 1 i 3, co zapisujemy nastepujaco

A = Ay, (4.74)
Natomiast symetryzator dziata na czesSciach 1 i 2 oraz niezaleznie na czesdci 3, czyli

S = 51255 (4.75)

Wyprowadzimy obecnie pewng relacje, ktéra spetniaja operatory Sio, Sz i A13. W

tym celu wprowadzimy nastepujacy operator permutacji

¥ o= Y vhev® (4.76)

0ESn
gdzie V(") jest operatorem permutacji znanym ze wzoru 2.90, dziatajacym na i-tej czesci
wektora |2°) z podziatu 4.62. Natomiast suma rozciaga sie po wszystkich permutacjach
o nalezacych do grupy S,,. Zauwazmy, ze operator ten komutuje zaréwno z Sy, jak i z
Ais
XS1a = S, (4.77)
XAz = ApX (4.78)

oraz, ze zachodza tozsamosci

83812 = XSia, (4.79)
81283 = Sng. (480)
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Korzystajac z tych wiasnosci, otrzymujemy

S$1953 413853812 = 81283 A13X S0 = (4.81)
= 853512 X A13812 =
= S53X810 413812 =
= SiS1pA13S1s

Dziatajac operatorem SZ z prawej strony na wektor (x°|, dostajemy

|1 (x9]2(28]3S5 = (4.82)
)2 (21 (a2 (28] -

(2185 = (af]1(x]2(28]3|SF = («}
= (af]1(@]2 (283515 = (5!

Korzystajac ze wzoréw 4.81 oraz 4.82 otrzymujemy
<ZE0|81233A1333812 = (j!)2<I0|812A13812 . (483)
Dziatajac operatorami A;3 i Si» na wektory |2°) i |y), dostajemy odpowiednio

A13512’$0> = A13!x§>3812lx?>1!x8>2= (4-84)

= flafy) Auslad)s|(295)%)12

A13812|y) = A13’y3>3312’y1>1‘y2>2: (4-85)
= f(y12)-/413|y3>3|(912)8>12 )

gdzie f(2%) (f(y12)) jest liczba permutacji, ktére nie zmieniaja wektora |2%) 12 (|y12)12),
natomiast |(29,)%) 12 (|(y12)°)12) oznacza zsymetryzowany wektor |(29,))12 (|(y12))12).

Korzystajac z wzoréw 4.82, 4.84 i 4.85, mozemy obliczy¢ licznik ze wzoru 4.60
(4201812414138 12ly) = (314 (2°|S12A13413812]y) = (4.86)

= 02(1!)2f(y12)<$g\1<5fg’3v413\ﬂ3>1|y3>3<($3)8|($3)8>2 =
= (=172 f (yr2) (251 (@8] s Avs|ws) ] )3 ((29) [ (29)%)2

oraz mianownik z tego wzoru

(1N (2°]S12A13A13812]2°) = A(51)* (2" S12 4134138 12] %) (29) %[ (29)°)2 = (4.87)

= AN f (@) (28 (T5]3Ars|zs)1|Z3)s ((29) %] (29) ) -

Symbol ¢ w powyzszych wzorach oznacza stata normalizacyjng, natomiast ¥ oznacza

negacje wszystkich bitéw w ciggu x. Stad po uproszczeniach dostajemy

M B (3601512-/413312’3»_(_1)j—k+mM (4.88)

(a0|SAS[a®) — (aO|SAS[2%) (%)
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Pozostato nam teraz wyznaczenie wzoréw na f(y;2) oraz f(z9,). Wiemy, ze w wektorze
|y12) jest n — j bitéw, wiec liczba jego mozliwych permutacji wynosi (n — j)!. Jednak
(";J) permutacji zmienia wektor |y;2). Stad permutacji nie zmieniajacych wektora |y;2)

pozostaje

n—j)!
fy2) = (<njj)) . (4.89)
|dentyczne rozwazanie dotyczy funkcji f(2¥,). Tutaj jednak liczba permutacji zmieniaja-

cych wektor |z%,) jest réwna (Z:i) Mamy wiec

— )l
f(al,) = (”n_f iy (4.90)
(n=2)
Podstawiajac wyrazenia 4.89 i 4.90 do wzoru 4.88, otrzymujemy
(2°|SAS]y)

(19SAS]2%) (_1)j_k+m(nk) +9)

(W)
co jest ostatecznym wzorem na druga czes¢ wyrazenia 4.60. taczac ze sobg obie czesci
wzoru 4.60 to jest 4.73 i 4.91 dostajemy wzdr na wartoéci wtasne macierzy DF
min{k,k—j} (n—j) A .
k- i—k+m \n—k n J J
dor = 5 i () ) ) e
m=max{l,k—j} ( mj) ! m—1 k—m

Dokonujac podstawienia

m = k—j+1l—r, (4.93)
otrzymujemy nastepujaca postaé wzoru 4.92
max{0,l—j} k— i _ I S )
, . jH+l—r\(n—k—I1l+r Jj
ar(j) = oo (=1 ( ] ) < I (4.94)
r=min{l,k—j} r r

Korzystajac z zaleznosci 4.15, mozemy przedstawi¢ wartosci wtasne stanu pj w postaci

. 1 & .
MG) = 5 Y atal(), (4.95)
1=0
co po podstawieniu za of(j) wyrazenia 4.94 daje nam
1 k . max{0,l—j} [
MG) = e Y () (4.96)
=0 r=min{l,k—j}

()

Pozostaje nam wyznaczenie wzoru na krotnosci poszczegdlnych wartosci wtasnych. Krot-
nos¢ wartosci wiasnej dla danego j jest réwna liczbie standardowych diagraméw Younga
dla rozktadu A = (n — j,j). Podstawiajac wiec odpowiednie wartosci do wzoru 2.81,
otrzymujemy nastepujaca krotnosé

n n\n—2j5+1
o = <j>n_j+1‘ (4.97)

57



4.3 Przyktad: pomiar na czterech kopiach stanu p.p

Powyzsze rozwazania teoretyczne zilustrujmy przyktadem. Na podstawie wyprowa-
dzonych w poprzednim punkcie wzoréw wyznaczymy wartosci wiasne stanu otrzymanego
w wyniku pomiaru czterech kopii stanu p 4. Rozwazymy te przypadki, w ktérych zaréw-
no Alicja jak i Bob otrzymaja te same wyniki pomiardéw k. Sg to: k=0, k=1, k = 2,
k =31k =4.Z tych pieciu przypadkéw przeanalizujemy doktadnie jedynie dwa: k£ =1
oraz k = 2. Pominiecie pozostatych przypadkéw motywujemy w nastepujacy sposéb:
wyniki dla £ = 0 i kK = 4 s3 trywialne, natomiast rezultat dla £ = 1 jest réwnowazny

rezultatowi dla k = 3.

4.3.1 Przypadek n =4, k=1

Postaé stanu pi jest nastepujaca

o= 214<Dg+x2D}>, (4.98)
gdzie

00000000O0OO0OO0OO0OO0O0TOO
01 0000000O0O0O0O0GO0O0O
001 000000O0O0O0O0GO0TO0O
00000000O0OO0OO0OO0OO0TOO
0000100000O0O0O0GO0TO0O
0000000D0O0O0OO0OO0O0O0TO0O
00000000O0O0OO0OO0O0GO0TO0O

Dt - 00000000000000007 (4.99)
0000000O0OT10O0O0O0O0TO0O
0000000D0O0OO0OO0OO0O0O0TO0O
00000000O0O0OO0OO0O0OGO0TO0O
00000000O0O0OO0OO0O0O0TO0O
00000000O0OO0OO0OO0O0O0TOO
0000000DO0O0OO0OO0OO0O0O0TO0O
00000000O0O0OO0OO0O0GO0TO0O
00000000O0O0OO0OO0OO0OO0TO0O
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0000O0OO0OOO0OOOOOO0OO0O®O0O0
0010100O01O0O0O0OO0OO0O®O0O®O
0601 00100O01O0O0O0O0OO0O0®O
0000O0OO0OO0OO0OOOO0OOO0OO0O®O OO0
01 1000O0O01O0O0OO0OO0OO0O®O0OO
0000O0OO0OOO0OOOOOOO®O0O®O
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O®O
D! = 0000O0OO0OO0OO0OOO0OO0OOO0OO0O®O 0O (4.100)
01 10100O0O0O0O0OO0O0O0OO0O0
0000O0OO0OOO0OOOOOOO®O0O®O
0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O®O
0000O0OO0OO0OO0OOO0OO0OOO0OO0OO0O0
0000O0OO0OO0OO0OOOOOO0OO0O®O0O
0000O0OO0OO0OO0OOOOOOO®O0O®O
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O®O
0000O0OO0OO0OO0OOO0OO0OOO0OO0O®O 0O

Dla takich wartosci parametréw n i k parametr j przyjmuje dwie wartosci: 7 = 0 oraz

j = 1. Stad stan j] ma dwie rézne wartosci wtasne. Wektor kanoniczny 4.24 ma postaé
1z%) = ]0001) . (4.101)

Przeanalizujmy najpierw przypadek dla j = 0. Diagram Younga A = (4,0) ma postac
nastepujaca

0fofof1]

Odpowiadajacy mu operator Younga przeksztatca wektor |2°) w nastepujacy sposéb
1
PEO|L0) = Z(|0001> +10010) 4 [0100) + |1000)) . (4.102)

Z powyzszego wzoru dostajemy
1
1

Obliczmy najpierw wartosci wiasne macierzy D}. Na poczatku wyznaczymy zbiér

(| (PO PO ) (4.103)

wektoréw |y) oddalonych od wektora |2°) o dystans Hamminga réwny 0

Yoy = {]0001) : d(2° y) =0} . (4.104)
Jego moc wynosi |Y|,0y| = 1. Operator Younga przeksztatca wektor |y) z tego zbioru
nastepujaco

1
PEO) = Z(\0001) + 10010) 4 [0100) + |1000)) . (4.105)
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Korzystajac z 4.102 i 4.105, otrzymujemy

1
(20 (PO PO |y = e (4.106)

Na podstawie wzoru 4.60, otrzymujemy nastepujacy wynik na warto$¢ wtasna macierzy
D} dla j =0.

ap(0) = 1. (4.107)

Powyzsze wyniki zgadzaja sie z analogicznymi wynikami otrzymanymi ze wzoru 4.94

mzlz:l o 8 (3) (m 1_ 0) (1 _0m> =1. (4.108)

Obliczmy teraz wartosci wtasne macierzy D}. Zwigzany z nia zbiér wektoréw |y)

oddalonych od wektora |z°) o dystans Hamminga réwny 2 ma postaé
Yoy = {]0010),]0100),]1000) : d(z°,y) = 2} . (4.109)

Moc tego zbioru wynosi |Yio>] = 3. Operator Younga przeksztatca wektor |y) z tego

zbioru nastepujaco

PEO) = i(|0001) +/0010) + |0100) + |1000)) . (4.110)
Z 4.102 i 4.110 otrzymujemy

(@ (PO PO = 2 (4.111)
Na podstawie wzoru 4.60 wyznaczymy warto$¢ wtasna macierzy Di dla j =0

al0) = 3. (4.112)

ktéra zgadza sie z wartosciag wtasna otrzymang ze wzoru 4.94

mzl::l o 8 (?) (ml_ 1) (1 _Om> =3. (4.113)

Znajac a}(0) oraz o (0), mozemy wyznaczy¢ ze wzoru 4.95 wartoéé wiasna stanu pf dla
J=0

A(0) = 124322 =1+ 327 . (4.114)
Krotnos¢ tej wartosci wiasnej, obliczona ze wzoru 4.97, wynosi
g = 1. (4.115)

Przeanalizujmy teraz przypadek dla 7 = 1. Diagram Younga A = (3,1) ma postaé
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0/0]0]
1

Wektor kanoniczny |2°) jest przeksztatcany przez odpowiadajacy powyzszemu diagra-

mowi operator Younga nastepujaco

PG |20 = ;(|0001> — [1000)) . (4.116)
Z powyzszego wzoru dostajemy

(20 (PBDYE PED R0y — ; | (4.117)
Operator Younga przeksztatca wektor |y) ze zbioru 4.104 nastepujaco

PEDg) = ;(|0001> — [1000)) , (4.118)
Z 4.116 i 4.118 otrzymujemy

(@ (PEDY POV = (4119)

Teraz na podstawie wzoru 4.60 obliczamy warto$¢ wtasng macierzy D} dla j =1
Wynik ze wzoru 4.120 jest zgodny z wynikiem otrzymanym ze wzoru 4.94
0 3
1 0+m (3> 3 0 1
1) = -1 e =1. 4.121
Pozostato nam obliczenie wartoéci wtasnej macierzy Di. Dowolny wektor |y) ze zbioru

4.109 jest przeksztatcany nastepujaco

1
PGy = 5 (11000) —[0001)) . (4.122)
Z 4.116 i 4.122 otrzymujemy
1
(@|(PED) PV = 2 (4.123)

Podstawiajac te warto$¢ do wzoru 4.60 otrzymujemy warto$¢ wtasna macierzy Di dla

j=1
aj(l) = —1. (4.124)

Powyzsze wyniki sg takie same, jak otrzymane ze wzoru 4.94

al(l) = i(—1)0+m®(i’>< 0 )( ! ):—1. (4.125)

= (i) m—1)\1-m
Teraz korzystajac ze wzoru 4.95 mozemy wyznaczyé warto$¢ wiasng stanu jf dla j = 1
M) = 1122 =1-2%, (4.126)
ktérej krotnos¢ obliczona ze wzoru 4.97 wynosi

g = 3. (4.127)
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4.3.2 Przypadek n =4, k=2

Dla tego przypadku stan 3 bedzie miat postaé

(4.128)

gdzie

0000O0OO0OO0OO0OOO0OO0OOO0OO0O®OO0

> o

= 3

N <
S O O O O O O o o o o o o o o S O O O O O o o o o o o o o o o
S O O O O O O o o o o o o o o S O O O O O o o o o o o o o o o
o O O O O O O O o o o o o o o oS O O O O O O O O O o o o o o o
o O O O O O o O o o o —H o o o o o o o o A4 =4 o o = —A O O O O O
oS O O O O O O O O o o o o o o oS O O O O O O O O o o o o o o o
o O O O O O o o o +H o o o o o o o o 4 o o -4 O o 4 O o —A O O O
oS O O O O O O o +H o o o o o o o o o 4 o 4 O O o o A o —A O O O
S O O O O O O O O o o o o o o S O O O O O O O O o o o o o o o
S O O O O O O o o o o o o o o S O O O O O O o o o o o o o o o
o O O O O - O O o o o o o o o o o o - o -4 o o o o 4 o A O O O
o O O O - O O O o o o o o o o o o o - o o 4 o o 4 o o A O O O
oS O O O O O O o o o o o o o o S O O O O O o o o o o o o o o o
o O H O O O O O O o o o o o o o o o o o 4 = o o = = O O O O O
o O O O O O O O O o o o o o o oS O O O O O O O O o o o o o o o
oS O O O O O O O O o o o o o o oS O O O O O O O O o o o o o o o
oS O O O O O O O O o o o o o o S O O O O O O O O o o o o o o o

| I
nADO nADl
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0000O0OO0OO0OO0OOODOOO0OO®O0O®O0
0000O0OO0OOOOSODOOO0OO®O0O® 0
0 000O0OO0OO0OO0OOOOOSO0OO0OO0O®O0
0 000O0OO0OO0OO0OOOOOT1O0O®O0O®O0
0000O0OO0OOOOODOOO0OO®O0O®O0
0000O0OO0OO0OO0OOOT1TO0O0OOQO0OS®O0F® 0
0 000O0OO0OO0OO0OO0OT1TO0OO0OO0OO®O0O®O0

p? — 0000O0OO0OO0OO0OOSOOOO0OO®O0O®O0 (4.131)
0000O0OO0OOOOODOOO0OO®O0O®O0
0000O0OO0OT1TO0O0OO0OO0OOO0OSO®O0O® 0
0 000O0O1O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OGO0OO0O®O0
0 000O0OO0OO0OO0OOSODOOSO0OO®O0O®O0
0001000O0OO0O0OO0OO0OO0OO0O®O0O®O0
0000O0OO0OOOOODOOO0OOO0O® 0
0 000O0OO0OO0OO0OOOOOTO0OO0OO0O®O0
0 000O0OO0OO0OO0OOOOOSO0OO®O0O®O0

Wektor kanoniczny 4.24 ma postac
|z%) = ]0011) . (4.132)

Dla takich wartosci parametréw n i k& parametr j przyjmuje trzy wartosci j =0, j =1
oraz j = 2, wiec stan pj3 bedzie miat trzy rézne wartosci wtasne. Dla przypadku j = 0

diagram Younga ma postac
0fol1]1]

Odpowiadajacy mu operator Younga przeksztatca wektor |2°) w nastepujacy sposéb
1
PEO|L0) = 6(|0011> +(0101) + |0110) + [1001) + [1010) + |1100)) .(4.133)
Z powyzszego wzoru otrzymujemy
1

@O(PRY PR = 2 (4.134)

Obliczmy najpierw wartoéci wtasne macierzy D2. Zbiér wektoréw |y) oddalonych od

wektora |2°) o dystans Hamminga réwny 0 ma postaé
Yoy = {|0011) : d(2% y) =0} . (4.135)

Jego moc wynosi |Y,0)| = 1. Wektor |y) z tego zbioru jest przeksztatcany przez operator

Younga P*0) nastepujaco

1
PEO) = 6(\0011)+|0101>+yo110>+y1001>+|1010>+\1100)) . (4.136)
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Z 4.133 1 4.136 dostajemy
(@ |(PEN PEDy) = . (4.137)
Obliczona na podstawie wzoru 4.60 wartoé¢ wtasna macierzy D2 dla j = 0 wynosi

Oég(()) = 1. (4138)

Jest ona zgodna z wartoscia wifasna obliczong ze wzoru 4.94

0 = S B2 0 )y (4130

o (;i) m—0/\2—m

Obliczmy teraz warto$¢ wtasna macierzy D?. Zwiazany z ta macierza zbiér wektoréw

ly) oddalonych od wektora |°) o dystans Hamminga réwny 2, jest nastepujacy
Yo, = {[0101),]0110),]1001),[1010) : d(z°, y) = 2} . (4.140)

Jego moc wynosi |Y|,0| = 4. Operator Younga przeksztatca dowolny wektor z tego

zbioru w nastepujacy sposéb
4
PEO) = 6(\0011) +]0101) + |0110) + [1001) + [1010) + |1100)) . (4.141)
Z 4.133 i 4.141 otrzymujemy

(@®|(PUO)PUOy) =

O W~

(4.142)
Wartoé¢ wtasna macierzy D? dla j = 0, obliczona na podstawie wzoru 4.60, wynosi
a3(0) = 4. (4.143)

Identyczny wyniki dostajemy z 4.94
2 3) (2\( 2 0
20) = Y (1 —2+m(i =4 . 4.144
21 (0) mzz( ) (;) 1J\m—-1/\2—m ( )

Przejdzmy do wyznaczenia wartosci wtasnej macierzy D3. Zbiér stanéw oddalonych

od wektora |2°) o dystans Hamminga réwny 4, ma posta¢
Yoy = {|1100) : d(2° y) = 4} . (4.145)

Jego moc jest réwnal|Y|,0)| = 1. Wektor |y) z tego zbioru jest przeksztatcany przez

operator Younga P*% nastepujaco
1
PEO) = 6(|0011)+|0101>+|0110>+|1001>+|1010>+|1100>) . (4.146)

Z 4.133 i 4.146 dostajemy
1

(2| (PN PEVy) = = (4.147)
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Mozemy teraz skorzystaé ze wzoru 4.60 i obliczy¢ warto$¢ wtasna macierzy D3 dla j = 0
as(0) = 1. (4.148)

Identyczny wynik otrzymamy korzystajac ze wzoru 4.94

a2(0) = i(_l)2+m% (;) <m2_ 2) (2 _0m> —1. (4.149)

m= m

Podstawiajac o?(0) do wzoru 4.95, dostajemy warto$¢ wtasng stanu g3 dla j =0
A(0) = 12°+42® +12* =1+ 32° + 2. (4.150)
Jej krotno$¢ obliczona na podstawie wzoru 4.97 wynosi
g = 1. (4.151)

Rozpatrzmy teraz przypadek parametru j = 1. Diagram Younga ma wtedy postaé

0]0[1]
1

Utworzony na jego podstawie operator Younga dziata na wektor |z") nastepujaco
1
PED|20) = 5 (10011) 4 [1001) — [1010) — [1100)) . (4.152)
Z powyzszego wzoru dostajemy
(2| (PCNIPED |0y = 1 (4.153)

Najpierw wyznaczymy wartosci wiasne macierzy D2. Operator Younga P®1) dziata na

wektor |y) ze zbioru 4.135 nastepujaco

PEYg) = ;(|0011) + [1001) — [1010) — |1100)) . (4.154)
Z 4.152 i 4.154 otrzymujemy

(20| (PCNYIPED) = 1. (4.155)
Obliczona ze wzoru 4.62 warto$¢ wiasna macierzy D2 dla j = 1 wynosi

a2(1) = 1. (4.156)

Warto$¢ ta zgadza sie z wartoscig wtasna obliczong na podstawie wzoru 4.94

ap(l) = le (1)1+m(% (3) (m 1_ 0) (2 _1 m> —1. (4.157)

m=1
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Obliczmy teraz wartoéci wtasne macierzy D?. Operator Younga P! przeksztatca

wektor |y) ze zbioru 4.140 nastepujaco

P(371)|y) __— (4.158)
Z 4.152 i 4.158 dostajemy

(20|(PEDYT PED)yy = 0. (4.159)
Obliczona na podstawie wzoru 4.62 warto$¢ wtasna macierzy D? dla j = 1 jest réwna

a2(1) = 0. (4.160)

Identyczny wynik otrzymujemy ze wzoru 4.94

aj(l) = 21:(—1)””1(2?(?)( ! )( ! ):0. (4.161)

= (m) m—1)\2—m

PrzejdZmy do obliczenia wartoéci wtasnej macierzy D3. Operator Younga P31 dziata

na wektor |y) ze zbioru 4.145 nastepujaco

PEYg) = ;(|1010> + [1100) — [0011) — |1001)) . (4.162)
Z 4.152 1 4.162 dostajemy

(| (PEYTPEDy = 1. (4.163)
Wartos¢ wtasna macierzy Dg dla j =1, obliczona ze wzoru 4.62, wynosi

as(l) = —1. (4.164)

Jest ona zgodna z wartoscig wtasng otrzymana ze wzoru 4.94

a2(1) = i(—1)1+m@<§)< ! )( ! ):—1. (4.165)

= (m) m—2)\2—m
Korzystajac ze wzoru 4.95 mozemy wyznaczy¢ wartoéé wiasna stanu j3 dla j = 1
A1) = 12°4+ 02 — 12t =1 —2* . (4.166)
Krotnos$¢ warto$ci wtasnej 4.166, obliczona ze wzoru 4.97, wynosi
g = 3. (4.167)

Wreszcie rozpatrzmy przypadek parametru j = 2. Diagram Younga ma wtedy postac

00
111
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Odpowiadajacy mu operator Younga P*?) dziata na wektor |2°) nastepujaco

2
P20y = 5([0011) +[1100) — [0110) — [1001)) . (4.168)
Z powyzszego wzoru otrzymujemy
4
(20|(P@2)i p22)|0) 5 (4.169)

(2,2

Najpierw obliczymy wartoé¢ wtasna macierzy D2. Operator Younga P(>?) przeksztat-

ca wektor |z°) ze zbioru 4.135 w nastepujacy sposéb
2
PEYy) = 5(10011) +[1100) — [0110) — [1001)) . (4.170)
Z 4.168 i 4.174 dostajemy

(z0|(P@2)t p@2)|y) (4.171)

O W~

Warto$¢ whasna macierzy D3 dla j = 2 otrzymana na podstawie wzoru 4.97 wynosi
ag2) = 1. (4.172)

Identyczna warto$¢ wtasng otrzymamy ze wzoru 4.94

ag(2) = 20:(—1)0”"@(3)( 0 )( 2 ):1. (4.173)

0 (;) m—0/\2—m

Wyznaczmy teraz wartosci wtasne macierzy D?. Operator Younga P22 dziata na

wektor |y) ze zbioru 4.140 nastepujaco

4
PEYy) = 5(10110) + [1001) — [0011) — [1100)) . (4.174)
Z 4.168 i 4.174 dostajemy
8
(2°)(P>2) TP |y) = -5 (4.175)

Wartoé¢ wtasna macierzy D? dla j = 2 obliczona ze wzoru 4.97 wynosi
a3(2) = —2. (4.176)

Identyczny wynik dostaniemy ze wzoru 4.94

ai(2) = 21:(—1)0“"@(?)( 0 >< 2 ):—2. (4.177)

= (m) m—1/\2—-m

PrzejdZmy do obliczenia wartoéci wtasnej macierzy D3. Operator Younga P(>?) dziata

na wektor |y) ze zbioru 4.145 nastepujaco
2
PEYy) = 6(\0011) + [1100) — [0110) — |1001)) . (4.178)

67



Z 4.168 i 4.178 otrzymujemy

4
<:L‘0|(P(2’2))TP(2’2)|ZJ> = 5 (4.179)

Obliczona ze wzoru 4.60 warto$¢ wiasna macierzy D3 dla j = 2 wynosi

Oé%(?) - 1. (4.180)

Jest ona zgodna z wartoscig wtasng obliczona ze wzoru 4.94

02(2) = i(—mo“ﬂ@@( 0 )( 2 ):1. (4.181)

0 (i) m—2)\2—m

Znajac a3(2), a2(2) i a3(2), mozemy wyznaczy¢ na podstawie wzoru 4.95 wartosé

wiasng stanu g3 dla j = 2

A(2) = 12°—22" + 12 =1 - 227 + 2. (4.182)
Jej krotnos¢ obliczona ze wzoru 4.97 wynosi:

g = 2. (4.183)

Wszystkie wyniki dla przypadku czterech kopii stanu p zebrano w tabeli 4.1.

Tabela 4.1: Wartosci wtasne i ich krotnosci dla przypadku pomiaru na czterech kopiach

stanu pap.

3] MO)=1+322 |gi=1
MU =1-22 |gi=3
4 Ai(0) =1 g =1
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4.4 Wydajnosc protokotu

Znajac wyrazenie na wartosci wtasne stanu py oraz ich krotnosci, mozemy powrdcié
do naszego pierwotnego zagadnienia, czyli wyznaczenia wzoru na entropie stanu p} 45, a
dalej na koherentng informacje tego stanu i ostatecznie na wydajnos$¢ naszego protokotu.
Podstawiajac do wzoru 4.96 wyrazenie x = 2q — 1 oraz dzielac wartosci wtasne przez

czynnik normalizacyjny, dostajemy

» 1 1 k . max{0,l—j} l
NG) = Y- Y (1) (4.184
(k) =0 r=min{l,k—j}

()

S3 to wartosci wtasne stanu pi, 5. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze w powyzszym wyrazeniu
waga Hamminga k nalezy do zbioru {0,...%}, a nie — jak w poprzednim przypadku —
do zbioru {0,...n}. W celu wyznaczenia wartosci wtasnych w pozostatych przypadkach
skorzystamy z faktu, ze wartosci wtasne dla wagi Hamminga k s3 takie same jak dla
n— k. Podstawiajac wyrazenie 4.184 do wzoru na entropie stanu i uwzgledniajac krotnosé

kazdej z wartosci wtasnych danej wyrazeniem 4.97, dostajemy

k n— k max{0,l—j}
st~ 2 () 2j“z>zq—1 SN @8

j=0 n—j+ 1 =0 r=min{l,k—j}
k—j+l—r\(n—k—I1l+r j
)
k 1 max{O,lfj}
log, (Z ~2¢—-1* > (=)
=0 (k) r=min{l,k—j}

()

Podstawiajac z kolei 4.185 do 4.13 dostajemy wzér na koherentng informacje

I(Prap) = log, (Z) - <j>23+1 — (4.186)

=0 J+1i3 ( )
max{0,l—j} B [ —r iy r .
e G G )(sz
r=min{l,k—j}
k max{O,l—j}
log, (Z (2¢—1)* > (=1
=0 ( ) r=min{l,k—j}

()

Aby otrzymaé catkowita wydajnos¢ protokotu, wyrazenie to nalezy podstawi¢ do wzoru
4.7.
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Zatézmy obecnie, ze stan z ktérego destylujemy splatanie jest stanem mieszanym
sktadajacym sie z dwdch standw maksymalnie splatanych réznigcych sie faza i stanu

produktowego ortogonalnego do nich, to znaczy

pas = Ppap+(1—p)[01) (0] 4 | (4.187)
gdzie

pap = Al N o ap+ (1 =)o) (¢ |as . (4.188)
natomiast

05 = 5 (100)45 +111).45) (4.189)

07 )ap = \}5(|00>AB—|11>AB). (4.190)

W takim przypadku wydajnos$¢ naszego protokotu otrzymamy przyjmujac we wzorze
47 a = % Prowadzi to do nastepujacego wzoru na splatanie wydestylowane z grupy

27=(=1) par qubitéw pod warunkiem, ze Alicja i Bob otrzymaja te same wyniki pomiaréw

e | gm—(i—1) -

2m71—1

R = > (22’"“’“< I )Ic(pkAB ) (4.191)
k=0

gdzie koherentna informacja jest dana wyrazeniem 4.186.

Na rysunkach 4.1 oraz 4.2 przedstawiono wydajno$¢ protokotu bisekcyjno-haszujacego
w zaleznosci od parametréw q oraz p. Liczba kopii stanu 4.187, na ktérych wykonywany
jest pierwszy pomiar, wynosi n = 16. Z rysunku 4.1 widzimy, ze dla danej wartosci p
wydajnos¢ jest symetryczna wzgledem ¢ = % Symetria ta wynika z faktu, ze stan 4.187
mozna przeksztatci¢ w stan 4.187 z parametrem ¢ zastgpionym przez 1 — ¢ za pomoca
lokalnej operacji unitarnej Z i ponadto operacja ta komutuje z operatorami rzutowymi
3.3. Wydajnos¢ protokotu wraz ze wzrostem ¢ przyjmuje maksymalna warto$é¢ dla ¢ = 0
i wartos¢ 0 dla ¢ = % Zauwazmy, ze dla ¢ = % stan 4.187 jest stanem separowalnym. Z
kolei z rysunku 4.2 widzimy, ze dla danej wartosci ¢ wydajnos$¢ rosnie od wartosci 0 dla
p = 0 do wartosci maksymalnej dla p = 1. Pozwala nam to wyciggna¢ wniosek, ze wydaj-
nos$¢ protokotu jest niezerowa w catym zakresie parametréw, dla ktérych stan 4.187 jest
splatany. Warto réwniez przedstawi¢, jak wydajnos¢ protokotu bisekcyjno-haszujacego
zalezy od liczby kopii stanu 4.187, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar. Od-
powiednie wyniki prezentuja rysunki 4.3 i 4.4. Dla poréwnania przedstawiono réwniez
wydajnos¢ protokotu haszujacego. Widzimy, ze dla odpowiednio duzej wartosci parame-
tru p i szerokiego zakresu parametru ¢ wydajnos$¢ rosnie wraz z liczba kopii stanu 4.187,
na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar w protokole bisekcyjno-haszujacym. Po-

nadto dla szerokiego zakresu parametru p wydajnos$¢ protokotu bisekcyjno-haszujacego
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jest wieksza od wydajnosci protokotu haszujacego. Na zakonczenie dodajmy, ze wykres
dla n = 2 odpowiada réwniez protokotowi Bennetta i innych z pracy [7], po ktérym

nastepuje protokdt haszujacy.

R
030} |
5 j
025 h !
[ !
L !
020[ | i
L '\ ’/
[ 1
0.15 N N /
L ‘\‘ ! /
Y /
010p . K /
SN \ , /
[ \\ \\‘ 3 //
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005 . S
RadR \ \ , s
L AN N e P .
e R 27:4:.’:\—';;;;;—'% q
0.2 0.4 0.6 0.8 10

Rysunek 4.1: Zalezno$¢ wydajnosci R protokotu bisekcyjno-haszujacego dla stanu 4.187
od parametréw ¢ i p: p = 0, 8 —linia kreskowano-kropkowana, p = 0, 6 — linia kreskowana,
p = 0,4 — linia kropkowana, p = 0,2 — linia ciggfa. Liczba kopii stanu p4p, na ktérych

wykonywany jest pierwszy pomiar, wynosi n = 16. Zrédto: [71].

03r

02F

0.2 04 0.6 0.8 10

Rysunek 4.2: Zalezno$¢ wydajnosci R protokotu bisekcyjno-haszujacego dla stanu 4.187
od parametréw q i p: ¢ = 0,4 — linia kreskowano-kropkowana, ¢ = 0, 3 — linia kreskowana,
q = 0,2 — linia kropkowana, ¢ = 0,1 — linia ciggta. Liczba kopii stanu p4p, na ktérych

wykonywany jest pierwszy pomiar, wynosi n = 16. Zrédto: [71].
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Rysunek 4.3: Zalezno$¢ wydajnosci R protokotu bisekcyjno-haszujacego dla stanu 4.187
od parametru p dla ¢ = 0,1 i réznej liczby kopii stanu pap, na ktérych wykonywany jest
pierwszy pomiar: n = 16 — linia cienka kreskowano-kropkowana, n = 8 — linia cienka
kreskowana, n = 4 — linia cienka kropkowana, n = 2 — linia cienka ciggta. Gruba ciggta

linia oznacza wydajnoé¢ protokotu haszujacego. Zrédto: [71].

Rysunek 4.4: Zalezno$¢ wydajnosci R protokotu bisekcyjno-haszujacego dla stanu 4.187
od parametru g dla p = 0,9 i r6znej liczby kopii stanu p4p, na ktérych wykonywany jest
pierwszy pomiar: n = 16 — linia cienka kreskowano-kropkowana, n = 8 — linia cienka
kreskowana, n = 4 — linia cienka kropkowana, n = 2 — linia cienka ciggta. Gruba ciagta

linia oznacza wydajnoé¢ protokotu haszujacego. Zrédto: [71].
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ROZDZIAL 5

Destylacja splatania ze standéw mieszanych
sktadajacych sie z czystego stanu splatanego

i dwoch czystych stanow produktowych

5.1 Opis protokotu

Bisekcyjny protokét destylacji w potaczeniu z jednokierunkowym protokotem haszu-
jacym moze zostal zastosowany réwniez do mieszanych stanéw splatanych rzedu 3,
sktadajacych sie z czystego stanu splatanego oraz dwéch czystych stanéw produkto-
wych. O wszystkich stanach czystych zatozymy, ze s3 wzajemnie ortogonalne [78]. Stan

ten przedstawimy w nastepujacej postaci

pap = plo"(a){@"()|ap + q[01) (01] 15 + 7 [10) (10]4 (5.1)
gdzie
67 (@))ap = al00),5+V1=0a?[ll),y . (5.2)

Bez straty ogdlnosci przyjmujemy, ze parametr o nalezy do zbioru liczb rzeczywistych.
Zatézmy, ze Alicja i Bob posiadaja n kopii stanu 5.1. Stan catego uktadu mozemy

zapisac nastepujaco

s = 2 <pk1qk2rk3|¢+<a>><¢*<a>\§f§® (53)
k1,k2,k3;
k1+ko+kz=n

01) (01|5% @ |10) (10|5% + permutacje) .

73



Na stanie 5.3 Alicja i Bob stosuja protokét bisekcyjny. Stan po pomiarze w przypadku
koincydencji wyznaczymy na podstawie wzoru

Prea ® PeppisPea ® Prip
Tr(Pra ® PeppipFia ® Prp)
gdzie operatory rzutowe P4 i Py opisane s wzorem 3.3. Zauwazmy, ze para operatoréw

PkAB (54)

rzutowych P4 i Py anihiluje wszystkie cztony we wzorze 5.3, dla ktérych ko # k3. Stad
liczba stanéw |01) (01| , 5 oraz |10) (10| ,z musi by¢ réwna. Oznaczymy jg przez j. Wtedy

stan po pomiarze moiemy zapisac’ nastepujaco

Piap = (n k a) an 2gPrI (P t-pale™ (@ )><¢+(a)|§%72jp(k—j)/x® (5.5)
|01) <01]AB ® |10) (10|55 + permutacje) ,

gdzie przez permutacje rozumiemy permutacje par qubitéw w stanach |01) (01|, i
10) (10} , 5 oraz par qubitéw ze stanu Py, ja|¢™ (@) (o7 (@)% Pi_jya, przy czym
nie uwzgledniamy permutacji, ktére nie zmieniaja stanu Py_j al¢t () {(¢T ()T 2
Pi—ja ® [01) (0132, @ |10) (10|%%,. Méwiac Sciélej, nie permutujemy miedzy soba par
qubitéw na pozycjach 1, ...n—27, nie permutujemy miedzy soba par qubitéw na pozycjach
n—2j+1,...n—7j i nie permutujemy miedzy soba par qubitéw na pozycjach n—j+1, ...n.
Natomiast permutujemy na przyktad dowolng pare qubitéw z pozycji 1, ...n —25 z dowol-
na para qubitdéw z pozycji n — 25 + 1, ...n. Poniewaz wszystkich permutacji mamy n!, a
permutacji niezmieniajacych stanu Py_jyalo™ (@) (¢F ()| 95 > Pa_jya ®(01) (01|55, @
H@ﬂ%ﬁﬁﬁﬁhﬂﬁWﬂW@wM&mEU%jMW(»@W)A%%%ﬁA®
01) (01]%%, ® [10) (10|52, + permutacje) sktada sie z W standw czystych. Co wie-
cej stany te s3 do siebie wzajemnie ortogonalne. Zauwazmy réwniez, ze stany

(P alé (@) (6 (@)|55 % Pl a®101) (01|52, ©]10) (10|53 + permutacie) z rézny-
mi 7 maja nosniki na ortogonalnych podprzestrzeniach. Mozemy wigc od razu wyznaczy¢

wartosci wtasne stanu 5.5. Wyraiajq sie one wzorem

-2 S
)\(nJ{;’j,a) = (n k a)|a|2n k—3) ‘,/ Oé2|2k ])< jj) n— 2]qu] ] (56)
Natomiast krotno$¢ wartosci witasnej A(n, k, 7, &) wynosi
) n!
X(A(n, k, j, ) = =251 (5.7)

gdzie j < min{k,n — k}. Wspédtczynnik normalizacyjny we wzorach 5.5 i 5.6 musi by¢
wybrany tak, aby suma wszystkich wartosci wtasnych wynosita 1, a wiec przyjmuje on

wartosé
j<min{k,n—k}

p(n, ko) = Z n

= 2])'9 7!

n= 20\ 2
(5 e
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Dodajmy, ze wspoétczynnik ten jest jednocze$nie prawdopodobienstwem otrzymania za-
réwno przez Alicje jak i Boba wyniku pomiaru k.
Powtarzajac rozumowanie z rozdziatu 3, dostaniemy nastepujace wyrazenie na wy-

dajnos¢ catego protokotu

1 .
R = 2?(1?(51)]%1 +p(Sa, F1)Ry + -+ + 2 7p(S;, Fi1)Ri + ... ) : (5.9)

gdzie p(S;) jest prawdopodobienstwem tego, ze Alicja i Bob otrzymaja w pierwszym
kroku te same wyniki pomiardw; p(S;, F;_1) jest facznym prawdopodobienstwem tego,
ze Alicja i Bob otrzymaja w i-tym kroku te same wyniki pomiaréw na jednej z dwdch
grup 2~ 0=1) par qubitéw i nie otrzymaja tych samych wynikéw pomiaréw w i — 1-szym
kroku dla grupy 27~ (=2) par qubitéw sktadajacej sie z wymienionych wyzej grup. R;
jest splataniem wydestylowanym z grupy 2™~ (=1 par qubitéw pod warunkiem, ze Alicja
i Bob otrzymali te same wyniki pomiaréw. Jezeli Alicja i Bob dla danej grupy qubitéw
otrzymali te same wyniki pomiaréw, wtedy moga wydestylowaé z niej splatanie za pomoca
protokotu haszujacego (pod warunkiem, ze koherentna informacja stanu po pomiarze
jest dodatnia). Przypomnijmy, ze w takim przypadku Alicja i Bob musza posiada¢ wiele
grup par qubitéw, dla ktérych otrzymali te same wyniki pomiaréw i splatanie to nalezy
rozumieé, jako splatanie przypadajace na grupe par qubitéw. Wymienione wyzej wielkosci

sg dane nastepujacymi wzorami

27TL
p(Sl) = Zp(QmeaOé) ) (510)
k=0
gm—(i—1) ' om—(i—1) '
p(Sinifl) = 2 Z p<2m7(171)7k7a)(1 - Z p(2m7(171)7k7a)) ) (5'11)
k=0 k=0
gm—(i—1) . m—(i—1)
> p(2m Yk a)max{L(pfap ), 0}
Ro= 2 , (5.12)

> p2m=t-Y k a)
k=0

gdzie I.(p2h 5 ) jest koherentng informacja stanu p2, 5 . Ponadto zatozylismy, ze w
pierwszym kroku Alicja i Bob dokonuja pomiaru na n = 2™ parach qubitéw. Podstawiajac

te wzory do wyrazenia 5.9, dostaniemy
2771

1 m
R = 52> p(2" ko) max{L(piap), 0} + (5.13)

k=0

1 m ‘ me(ifl) ‘

+ =271 = Y p2™ Y k)

2m =2 k=0

2m7(i71) ‘ .

(> p@" 0 k) max{L(p4s ),0}).
k=0

Pozostaje nam do obliczenia koherentna informacja
L(prap) = S(pram)) — S(Pian) - (5.14)
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Zaréwno entropia poduktadu Alicji, jak i entropia poduktadu Bob wynosi
n n
S(PkA(B)) = log, Ll (5.15)

gdzie (Z) jest liczba ciggdédw n-bitowych zawierajacych £ jedynek. Entropie catego uktadu

mozemy obliczy¢ korzystajac z wzoréw 5.6, 5.7. Jest ona dana wyrazeniem

S min{k,n—k} ol ’a|2(n—k—j)’m‘2(k—j) (T;C:ij)pn—qujrj
(hag) = = E% (n — 24)!5!! p(n, k)
o 2(n_k_j) 3/1 — a2 Q(k_j) TL—2:7‘ pn_2]q]7nj
log, (’ | | | () ) (5.16)
p(n, k, )
Ostatecznie koherentna informacja wynosi
n n
Le(prap) = logy (| + (5.17)
min{k,n— 2(n—k—j 2(k—73) (=25, n—25 ja.j
.\ % k} ! |2 —h=a) |\ /T = a2 X J)(k_jj>p i gl
§=0 (n - 2j)!j!j! p(”a k, a)
g <|a|2(nkj)|, /T— a2 |2(k=) (7;_2jj)pn2jquj>'
’ p(n, k,a)

Na rysunku 5.1 przedstawiono zalezno$¢ wydajnosci R protokotu bisekcyjno-haszujacego
od parametru p dla stanu pap, w ktérym waga stanu |01) (01| ,5 jest dwa razy mniejsza
od wagi stanu [10) (10| , 5. Wiecej uwagi wydajnosci protokotu poswiecimy w nastepnym

punkcie.
100
o.si—
0.6}
0.4:—

02r

0.0 0.2 04

Rysunek 5.1: Zaleznos¢ wydajnosci R protokotu bisekcyjno-haszujacego od parametru
p dla stanu 5.1 z nastepujacymi parametrami: ¢ = 1%”, r = @ o= % Liczba
kopii stanu pap, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar w protokole bisekcyjno-

haszujacym, wynosi n = 32.
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5.2 Przypadek stanu p,p o rownych parametrach ¢ i

r

1

Rozwazmy przypadek stanu p o parametrach ¢ = r = 1%3’ oraz o = —=. Postal tego

S

2
stanu bedzie nastepujaca

pas = POV a5 2101} (01] 5+ 110) (10]15) (518)

gdzie
1

|¢+>AB = \/5(‘00>AB + |11>AB) : (5-19)

Zauwazmy, ze stan ten jest szczegdlnym przypadkiem stanu diagonalnego w bazie Bella,

a mianowicie

pas = BTN 6an + 5 T W s+ 5 LY s (520)
gdzie
1
WﬂAB = ﬁ(|01>AB —[10) 45) - (5.21)

Korzystajac ze wzoréw 5.8, 5.13, 517z g =r = %, otrzymujemy wzoér na wydajno$é
protokotu dla stanu 5.18.

Zalezno$¢ wydajnosci R od parametru p dla liczby kopii stanu pap, na ktérej wy-
konywany jest pierwszy pomiar n = 32, jest przedstawiona na rysunku 5.2. Dodatkowo
przedstawiono wydajno$¢ protokotu haszujacego i protokotu rekurencyjnego potaczone-
go z protokotem haszujacym. W pierwszym przypadku wykonano jeden krok rekurencji i
na otrzymanym stanie zastosowano protokét haszujacy. W drugim przypadku wykonano
dwa kroki rekurencji i na otrzymanym stanie zastosowano protokét haszujacy. Zauwaz-
my, ze protokdt rekurencyjny, w przeciwienstwie do protokotu bisekcyjno-haszujacego,
jest mato wydajny dla duzych wartosci parametru p. Dodajmy jednak, ze dla p > 1/2
protokét rekurencyjny (z odpowiednio duzg liczba krokéw) w potaczeniu z protokotem
haszujacym, pozwala wydestylowaé splatanie z niezerowa wydajnoscig. Natomiast, jak
wida¢ z rysunku 5.2, bisekcyjno-haszujacy protokédt destylacji splatania dla n = 32 po-
zwala wydestylowac splatanie tylko dla p > 0,6484. Pojawia sie wobec tego pytanie, czy
zwiekszajac liczbe kopii, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar, mozna zwiek-
szy¢ wydajnos$¢ protokotu bisekcyjno-haszujacego. Na rysunku 5.3 przedstawiono, jak
wydajno$¢ R zalezy od tej liczby. Na podstawie tego rysunku mozna wyciaggnaé wnio-
sek, ze zwiekszajac n powyzej 32 raczej nie mozna zdecydowanie poprawi¢ wydajnosci

protokotu.
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Rysunek 5.2: Zalezno$¢ wydajnosci R réznych protokotéw destylacji splatania od pa-
rametru p: protokdt biesekcyjno-haszujacy — linia ciggta, protokét haszujacy — linia
kreskowano-kropkowana, protokét rekurencyjny potaczony z protokotem haszujacym dla
jednego kroku rekurencji — linia kreskowana, protokét rekurencyjny potaczony z proto-
kotem haszujagcym dla dwoch krokéw rekurencji — linia kropkowana. Liczba kopii stanu
pap, ha ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar w protokole bisekcyjno-haszujacym,

wynosi n = 32.
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Rysunek 5.3: Zalezno$¢ wydajnosci R protokotu bisekcyjno-haszujacego od parametru p
dla roznej liczby kopii stanu pap, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar: n = 2
— linia kropkowana, n = 4 — linia kreskowano-kropkowana, n = 8 — linia kreskowana,

n = 16 — linia ciagta cienka, n = 32 — linia ciagta gruba.
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ROZDZIAL 6

Dolne ograniczenia na pojemnosc¢ ()

wybranych kanatéw kwantowych

6.1 Wprowadzenie

Wykorzystujac bisekcyjny lub bisekcyjno-haszujacy protokét destylacji splatania, znaj-

dziemy dolne ograniczenia na pojemno$¢ (), dla nastepujacych kanatéw kwantowych:
e kanatu ttumigcego amplitude,

e kanatu bedacego ztozeniem kanatu ttumigcego amplitude i kanatu zmieniajacego

faze,
e uogdlnionego kanatu ttumigcego amplitude.

Ograniczenia te we wszystkich przypadkach znajdziemy w nastepujacy sposob. Najpierw
Alicja przygotuje u siebie czyste stany splatane, po czym przesle przez kanat kwantowy
po jednym qubicie z kazdego stanu do Boba. W ten sposéb Alicja i Bob otrzymaja pewne
mieszane stany splatane. Nastepnie Alicja i Bob wydestyluja z tych stanéw stany mak-
symalnie splatane. Wreszcie, wykorzystujac wydestylowane stany maksymalnie splatane,
Alicja teleportuje qubity niosace informacje kwantowa do Boba. Dolne ograniczenie na
pojemno$¢ () kanatu kwantowego bedzie wtedy réwne wydajnosci protokotu destyla-
cji splatania dla mieszanych stanéw splatanych, otrzymanych z poczatkowych czystych

stanéw splatanych. Chcac otrzymac jak najwieksze dolne ograniczenie na pojemnosé
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(2> kanatu kwantowego, wydajno$¢ te zoptymalizujemy po poczatkowych czystych sta-
nach splatanych. Ograniczymy sie przy tym tylko do takich stanéw, dla ktérych znamy

analityczny wzér na wydajnos$¢ protokotu destylacji splatania.

6.2 Dolne ograniczenie na pojemnos$¢ (), dla kanatu
ttumigcego amplitude
Zatézmy, ze Alicja przygotuje wiele par qubitéw w stanach splatanych
[0(@)ap = @[00),4p + m|11>AB : (6.1)

Nastepnie Alicja przesyta po jednym qubicie z kazdej pary do Boba za pomoca kana-

tu ttumigcego amplitude. W ten sposéb powstaje wiele mieszanych standéw splatanych

postaci
pap = 1® B¢t () (oM ()|ap(] ® B3 + (6.2)
+ 1@ EFeT () (0" (o) ap @ EF)'
gdzie
By = 10) {0z +/1=7[1) (15 , (6.3)
EY = \A10) (1l (6.4)

sq operatorami Krausa dla tego kanatu (poréwnaj 2.12-2.13). Stan 6.2 w postaci jawnej
wyglada nastepujaco
pan = a?[00) (00|, 5+ (1 —a®)(1 —7) [10) (11| + (6.5)
+ a1 —a2y/1 —~(]00) (11] + [11) (00] ;) +
+ (1- CYQ)V 10) (10455 -

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy

pap = P167(@ )67 ()|as + (1 —p)[01) (01],5 , (6.6)
gdzie
0% (@ ))ap = ' 100) 45+ /1= ()2|11) 4 (6.7)
o = a , (6.8)
1—(1—-a?)y
p = 1—(1-a?)y. (6.9)

Widzimy, ze stan 6.6 ma taka sama posta¢ jak stan 3.1. Mozna wigc do wielu kopii

tego stanu zastosowal protokét destylacji splatania opisany w punkcie 3.1 rozdziatu 3.
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Podstawiajac zaleznosci 6.8 i 6.9 do wzoréw 3.14 i 3.16, otrzymujemy wzdr na dolne

ograniczenie na pojemnos$¢ Qo kanatu ttumigcego amplitude

1 m 1 om—(i— . .
Q' > Sy @R 2Ry (6.10)
=1
gdzie
mGey om—(i—1)
R = Y %@ (/1= 2)%( L >>< (6.11)
k=0

2m—(i—1)
log, I .

Zalezno$¢ dolnego ograniczenia na pojemno$¢ Q3¢ od parametru o? dla réznych
wartoéci wspétczynnika ttumienia v przedstawiono na rysunku 6.2'. Jako liczbe kopii
stanu papg, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar w protokole bisekcyjnym, przy-
jeto n = 64. Natomiast w tabeli 6.1 podano maksymalne wartosci tego ograniczenia i

odpowiadajace im wartoéci parametru o?.

Q)™
07L

v=0.1

06/
05/
04/
03/
02/

0.1

Rysunek 6.1: Zaleznoé¢ dolnego ograniczenia na pojemnos¢ (3¢ kanatu ttumiacego am-
plitude od parametru a? dla réznych wartosci wspétczynnika ttumienia v. Liczba kopii
stanu p4p, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar w protokole bisekcyjnym, wynosi
n = 64.

2

1Uzyto parametru o zamiast o, poniewaz lepiej oddaje on symetrie problemu. W takiej parametry-

2:

zacji warto$é a % odpowiada przygotowaniu przez Alicje stanéw maksymalnie splatanych.
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Tabela 6.1: Maksymalne wartoéci dolnego ograniczenia na pojemno$¢ Q3¢ kanatu ttumia-
cego amplitude dla réznych wartosci wspétczynnika ttumienia v oraz wartosci parametru
a?, ktére im odpowiadaja. Liczba kopii stanu p4p, na ktérych wykonywany jest pierwszy

pomiar w protokole bisekcyjnym, wynosi n = 64.

ad 2
Y 2 Q

0,1 0,630819 |0,570914
0,2 | 0,478489 | 0,59591
0,3 0,373067 | 0,611936
0,4| 0,2915 |0,623666
0,5 0,224687 | 0,632738
0,6 | 0,167981 | 0,639943
0,7 0,118655 | 0, 645728
0,8 | 0,0749596 | 0, 650363
0,9 | 0,0356947 | 0, 654009

6.3 Dolne ograniczenie na pojemnosc (), dla kanatu
tfumiacego amplitude i zmieniajacego faze

Niech Alicja przesle do Boba po jednym qubicie z kazdej wielu par qubitéw w stanie
6.1 przez kanat ttumigcy amplitude i zmieniajacy faze. Operatory Krausa dla takiego
kanatu sa nastepujace (poréwnaj 2.31-2.33)

B = T n(10) {015 + /1711 (1]) . (6.12)
B = i(10) {0l — T — 7 11) (1) . (6.13)
EF = 700) (1], - (6.14)

Na wyjsciu kanatu, pojedynczy stan mieszany bedzie miat postac

pan = a2]00) (00|, + (1 —a?)(1 =) [11) (1], + (6.15)
+ avl—a?(2n - 1)\/1_7(|00><11|AB+ 11) <OO|AB)+
+ (1—a®)y[10) (10] 4 -

Stan 6.15 mozemy przedstawié¢ w formie

pap = P ((1=n)e" (@)™ ()| +nlo™ (a))(d (a'|an) + (6.16)
+ (1 —p/) 01) <01|AB )
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67 (@ )ap = o [00),5+ /1= (a')?[11) 45 (6.17)
07 (@ Nap = a [00),, —/1—(a)2[11),, , (6.18)

a = , 6.19
1—(1—-a?)y (619

p = 1—(1—-a%y. (6.20)

Zauwazmy, ze stan ten ma postac 4.1. Mozemy wiec do wielu kopii tego stanu zastosowac
bisekcyjno-haszujacy protokédt destylacji splatania. Podstawiajac odpowiednie wartosci
do wzoréw 4.6, 4.7 i 4.186 dostaniemy nastepujace wyrazenie na dolne ograniczenie na

pojemno$¢ (Y5 dla kanatu ttumigcego amplitude i zmieniajacego faze

1 & oG-, A
;dpf > 27m Zp 2m—( 1)(2¢—1R?dpf . QZR:ilif) ’ (621)
=1
gdzie
dof gm_ -y m—(i—1) Qm_(i_l) m—(i—1)
e =y s () e22)
k=0
oraz
Ipian) = log (”) i(")"‘mli (1) (6.23)
c\PrAaB) = 2 - ) 2 Al .
k = \J n—j+1l:0(k>
maxgjl—j} (_1)l—r<k_j+l—T (n—k—l+7‘>< ] )
r=min{l,k—j} ! r L=
k 1 . max{0,l—j5} l
logy | > 75 (1 —2n) > (=D
=0 (k) r=min{l,k—j}

()

Na rysunkach 6.2 i 6.3 przedstawiono zalezno$¢ dolnego ograniczenia na pojemnos¢
Sdpf od parametru a? dla réznych wartoéci wspétczynnikéw ttumienia « i wspétczyn-
nikéw zmiany fazy. Jako liczbe kopii stanu p4p, na ktérych wykonywany jest pierwszy
pomiar w protokole bisekcyjno-haszujacym, przyjeto n = 16. Natomiast w tabelach 6.2
i 6.3 podano maksymalne wartosci tego ograniczenia i odpowiadajgce im wartosci para-

metru o?2.
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Rysunek 6.2: Zalezno$¢ dolnego ograniczenia na pojemnosé Q;dpf kanatu ttumiagcego

amplitude i zmieniajacego faze od parametru o dla réznych wspétczynnikéw ttumienia
~ i wspdtczynnika zmiany fazy n = 0, 2. Liczba kopii stanu papg, na ktérych wykonywany

jest pierwszy pomiar w protokole bisekcyjno-haszujacym, wynosi n = 16.

Q)™

000 n=0.1
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0010 n=0.2
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[ T]:O. 3
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Rysunek 6.3: Zalezno$¢ dolnego ograniczenia na pojemnosé Q;dpf kanatu ttumiacego

amplitude i zmieniajacego faze od parametru a? dla réznych wspétczynnikéw zmiany fazy
71 i wspétczynnika ttumienia v = 0, 8. Liczba kopii stanu psp, na ktérych wykonywany

jest pierwszy pomiar w protokole bisekcyjno-haszujacym, wynosi n = 16.
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Tabela 6.2: Maksymalne wartosci dolnego ograniczenia na pojemnos$¢ Q‘Sdpf kanatu ttu-

migcego amplitude i zmieniajacego faze dla réznych wartosci wspétczynnikéw ttumienia
~ i wspétczynnika zmiany fazy n = 0,2 oraz wartosci parametru o, ktére im odpowia-
daja. Liczba kopii stanu pap, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar w protokole

bisekcyjno-haszujacym, wynosi n = 16.

adpf 2
Y 2 o

0,1| 0,107143 | 0,576548
0,2 | 0,0767587 | 0,627465
0,3| 0,0565781 | 0,66257
0,4 | 0,0420765 | 0, 687778
0,5| 0,0310697 | 0,706445
0,6 | 0,0223743 | 0,720576
0,7 | 0,0152913 | 0,731438
0,8 | 0,00938069 | 0, 739883
0,9 | 0,00435065 | 0, 746509

Tabela 6.3: Maksymalne wartosci dolnego ograniczenia na pojemnos$¢ Q;dpf kanatu ttu-

migcego amplitude i zmieniajacego faze dla réznych wartosci wspdtczynnikéw zmiany
fazy 1 i wspétczynnika ttumienia v = 0,8 oraz wartoéci parametru o?, ktére im od-
powiadaja. Liczba kopii stanu pap, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar w

protokole bisekcyjno-haszujacym, wynosi n = 16.

adpf 2
n 2 o

0,1 0,0275969 | 0,697841
0,2 | 0,00938069 | 0, 739883
0,3 | 0,002111468 | 0, 784226
0,4 | 0,0001546 | 0,822914
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6.4 Dolne ograniczenie na pojemnos$¢ (), dla uogoal-

nionego kanatu ttumigcego amplitude

Dolne ograniczenie na pojemno$¢ ()5 dla uogdlnionego kanatu ttumigcego amplitude
wyznaczymy analogicznie jak dla kanatu ttumiacego amplitude. Tym razem Alicja prze-
syfa po jednym qubicie z kazdej z wielu par qubitéw w stanie 6.1 przez uogélniony kanat

ttumiacy amplitude, opisany operatorami Krausa postaci (poréwnaj 2.18-2.20)

EEY = \1—€10) (0] + 41— 1) (1 (6.24)
EF = el (0], (6.25)
ESY = A10) (1] (6.26)

Posta¢ pojedynczego stanu mieszanego otrzymamy z nastepujacego wzoru

/ ’

pap = T®E§ o™ () (0" (@)]ap(I © EE) + (6.27)
+ 1@ B ot ()7 (a)|ap(l @ BF)' +
+ 1@ B ot () (¢ (a)|as(l @ EF)T .
Powyzszy stan ma jawng postac
pan = 0%(1—€)|00) (00] 5 + (1~ a?)(1 — )11} (11] 4 + (6.29)
+ avl—a?/1—7y1-=(]00) (11] 45 + [11) (00] 1 5) +
+ a’¢ 01) (01,5 +
+ (1=a®)y[10) (10|, -
Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy
Pap = P1oT(@))(¢7 (@) ap + ¢ [01) (01] 4 + 7 [10) (01] 45 (6.29)
gdzie
97 (@))ap =  |00) 5+ /1= ()2 [11) 4 (6.30)
d = ovl—¢ , (6.31)
\/1 —(1—a?)y—a?
p = 1—(1-0a?)y—a’, (6.32)
g = o, (6.33)
ro= (1—a?)y. (6.34)

Poniewaz stan ten ma taka samg postac jak stan 5.1, wyrazenie na dolne ograniczenie

na pojemno$¢ ()2 dla uogdlnionego kanatu ttumiacego amplitude otrzymamy ze wzordw
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5.8, 5.13 i 5.17 przez podstawienie odpowiednich wartosci wyznaczonych we wzorach
6.31 — 6.34. Mamy wiec

om

QF > > p(2" ko) max{L(piap), 0} + (6.35)
k=0
1 m ' 2m—i+1 - )
+ 5 221_1(1 - Z p(2m—2+1’ k? «Q ))
2m =2 k=0
gm—it1
m—i / m—i+1
( Z p(2 +17 k? «a ) maX{IC(piAB )7 0}) )
k=0

gdzie
j<min{k,n—k}

f n' / L , i
p(n,k,a) = > o PRI T = (@2 (6.36)

= (n —2j)!y!5!
n — 2] 'Nn—25( NG ING
() wrsarey,
oraz
n
I(pkap) = log, <k> + (6.37)
min{k,n—k} n 1

>

§=0 (n—2j)!j!j!p(n,k,a')
’ n—k—i ; o n—2] IN—27 7 INds INd
P @ (2 ey
1 12—k , o n—2j INm—24 7 INdy NG
log, (\Oé POEEI 1 = ()2 J)<k_j>(p) (g Y (r )J) :

p(n, k. a)

Na rysunku 6.4 przedstawiono zalezno$¢ dolnego ograniczenia na pojemno$é Q%ad
uogdlnionego kanatu ttumiacego amplitude od parametru o w przypadku, gdy wspét-
czynniki ttumienia v i £ s3 réwne. Liczba kopii stanu pap, na ktérych wykonywany jest
pierwszy pomiar w protokole bisekcyjno-haszujacym, wynosi n = 32. Z kolei w tabeli 6.4
podano maksymalne wartosci tego ograniczenia i odpowiadajace im wartosci parametru

a?. Zauwazmy, ze dla wszystkich wartosci wspéfczynnikéw ttumienia maksymalna war-

tos¢ dolnego ograniczenia na pojemnosé and jest osiagana dla o? = % co odpowiada
przygotowaniu przez Alicje stanéw maksymalnie splatanych i przestaniu po jednym qu-
bicie z kazdego stanu do Boba. Wynika to z faktu, ze wspotczynniki ttumienia v i £ sg
réwne i — co za tym idzie — stan |0) jest tak samo ttumiony jak stan |1). Dodajmy, ze dla
duzych wartosci parametréw ttumienia mozna otrzymaé wiekszg wartosé dolnego ogra-

niczenia wykorzystujac protokét rekurencyjny w potaczeniu z protokotem haszujacym.
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Rysunek 6.4: Zaleznos¢ dolnego ograniczenia na pojemnos¢ and uogdlnionego kanatu
ttumiacego amplitude od parametru a? dla réznych wartoéci wspétczynnikéw ttumienia
~v = £. Liczba kopii stanu p4p, na ktérych wykonywany jest pierwszy pomiar w protokole

bisekcyjno-haszujacym, wynosi n = 32.

Tabela 6.4: Maksymalne wartosci dolnego ograniczenia na pojemnos¢ and uogdlnionego
kanatu ttumiacego amplitude dla réznych wartosci wspdtczynnikéw ttumienia v = &
oraz warto$ci parametru o?, ktére im odpowiadaja. Liczba kopii stanu pap, na ktérych

wykonywany jest pierwszy pomiar w protokole bisekcyjno-haszujacym, wynosi n = 32.

y=¢| Q0 | &
0,1 | 0,461087 | 0,5
0,2 | 0,158738 | 0,5
0,3 |0,0149814 | 0,5
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ROZDZIAL [

Podsumowanie

W przedstawionej pracy doktorskiej zaprezentowano efektywny protokét destylacji
splatania dla stanéw mieszanych o niepetnym rzedzie macierzy gestosci. Praca sktada
sie z pieciu gtéwnych rozdziatéw. W rozdziale 2 dokonano niezbednego wprowadzenia
do teorii kanatéw i pojemnosci kwantowych, jak réwniez opisano protokoty destylacji
splatania, wykorzystywane w dalszych rozdziatach pracy. Zaprezentowano réwniez pojecia
z teorii grup, ktére zostaty zastosowane w rozdziale 4.

Rozdziat 3 poswiecony zostat opisowi bisekcyjnego protokotu destylacji splatania, kté-
ry zastosowano do stanu mieszanego sktadajacego sie ze stanu maksymalnie splatanego
i stanu produktowego ortogonalnego do niego. Dodatkowo dla tego stanu rozszerzono
zastosowanie protokotu na stany mieszane quditéw oraz stany wielqubitowe. Pokazano
rowniez, ze wydajno$¢ protokotu mozna poprawi¢ poprzez potaczenie protokotu bisek-
cyjnego z protokotem haszujagcym. W ostatnim podrozdziale tego rozdziatu poréwnano
wyniki protokotu bisekcyjno-haszujacego z protokotem filtrujaco-haszujacym.

W rozdziale 4 pokazano, ze bisekcyjny protokdt destylacji w potaczeniu z jednokie-
runkowym protokotem haszujagcym mozna zastosowaé do destylacji splatania z dwuqu-
bitowego stanu mieszanego sktadajacego sie z dwdch standw splatanych réznigcych sie
faza i stanu produktowego ortogonalnego do nich. Warto nadmieni¢, ze w celu znalezie-
nia wzoru na wydajnos¢ protokotu destylacji dla tego stanu, wykorzystano metody teorii
grup, a w szczegblnosci metode symetryzacji Younga i dekompozycji Schura-Weyla.

W rozdziale 5 przedstawiono kolejne zastosowanie bisekcyjno-haszujacego protokotu,
tym razem do destylacji splatania z dwuczastkowego stanu mieszanego, sktadajacego sie

z czystego stanu splatanego i dwdch czystych stanéw produktowych.
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W rozdziale 6 otrzymane w poprzednich rozdziatach wyniki, wykorzystano do oblicze-
nia dolnych ograniczen na pojemno$¢ kwantowa ()5 dla nastepujacych kanatéw: kanatu
ttumiacego amplitude, uogdlnionego kanatu ttumigcego amplitude oraz dla kanatu ttu-
migcego amplitude i zmieniajacego faze.

Prawie wszystkie wyniki uzyskano w sposéb analityczny. Pokazano réwniez, ze bi-
sekcyjny lub bisekcyjno-haszujacy protokdt destylacji zastosowany do wczesniej wymie-
nionych standw, osigga w szerokim zakresie parametréw wieksza wydajnos¢ niz ogélnie

znane protokoty destylacji.
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ROZDZIAL 8

Dodatek

8.1 Algebraiczne schematy asocjacji

W pracy [71] przedstawiono dwie alternatywne metody rozwigzania zagadnienia wia-
snego dla stanu p} 5. Pierwsza z nich jest metoda symetryzacji Younga i dekompozycji
Schura—Weyla opisana szczegétowo w rozdziale 4, druga jest metoda algebraicznych
schematéw asocjacji, ktérej podstawowe zagadnienia zaprezentujemy w tym dodatku.

Dowody lematéw i twierdzen mozna znalez¢ w [79, 80].

Definicja 8.1 (Przemienne schematy asocjacji). Niech X bedzie zbiorem mocy n a R;,

gdziei € {0,1,...,d}, beda podzbiorami X x X o wtasnosciach:
1. Ry=A(z,z) ,x € X}.
2. X x X =UL, R;, gdzie Ri N\ R; = @ jezelii # j.
3. Rt = R, dla pewnegoi € {0,1,...,d}, gdzie Rt = {(z,y)|(y,v) € R;}.

4. Dla i,j,k € {0,1,....d}, liczba z € X, taka ze (z,2) € R; i (2,y) € R; jest
stata jezeli (x,y) € Ry. Stafg ta oznaczymy pf;.

5. pfj = p;?i Vi, j, k € {0,1,...,d}. Konfiguragie = = (X, {R;}_,) nazywamy prze-
miennymi schematem asocjacji (ang. commutative association scheme) klasy d.

Nieujemne liczby pg‘?i nazywamy liczbami przeciecia.

Dodatkowo przemienne schematy asocjacji o wfasnosci
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6. R! = R;,
nazywamy symetrycznymi przemiennymi schematami asocjacji.

Dla kazdego z przemiennych schematéw asocjacji mozna zdefiniowa¢ macierz sa-

siedztwa.

Definicja 8.2 (Macierz sasiedztwa). k-ta macierza sasiedztwa Ay, gdziek € {0,1,...,d}
dla przemiennego schematu asocjacji = = (X,{R;}%,) nazywamy macierz stopnia
|X| = n, ktdrej wiersze i kolumny sa oznaczone przez elementy X, a jej elementy

$3 nastepujace

(A)n, = { 1 jezeli (z,y) € R; (8.1)

0 jezeli (x,y) ¢ R;

Macierz sasiedztwa jest wiec macierzg o elementach 0 lub 1. Punkty od 1 do 5 w

definicji 8.1 sg réwnowazne nastepujacym wiasno$ciom macierzy sasiedztwa A;, gdzie
ie{0,1,...,d}.

Lemat 8.1. Niech = = (X,{R;}.,), bedzie przemiennym schematem asocjacji. Ma-

cierze A; sa dla niego macierzami sasiedztwa, wtedy i tylko wtedy, gdy
1. Ay =1, gdzie I jest macierza identycznosciows.
2. iéo Ay = J, gdzie J jest macierza skfadajaca sie z samych jedynek.
3. Al = A,/ dla pewnego k' € {0,1,...,d}.
4. AA; = éjopfjAk dla kazdego i, j,k € {0,1,...d}.

5. pl = pb dla kazdego i,j,k € {0,1,...d} wtedy i tylko wtedy, gdy A;A; = A;A;
dla kazdego i,5 € {0,1,...d}.
Ponadto dla symetrycznego przemiennego schematu asocjacji mamy

6. AL = Ay, dla kazdego k € {0,1,...d}.

Twierdzenie 8.1. Niech (X, {RX}% ) bedzie przemiennym schematem asocjacji. Dalej
niech Y bedzie zbiorem, na ktéry bijekcja ¢ odwzorowuje zbiér X, p : X — Y. Wtedy
para (Y, {R}},), gdzie

R € Y XY, (8.2)
RY = {(y.y)l¢ ' (y). ¢ '(¥)) € R} = d(R)} (8.3)

Jest przemiennym schematem asocjacji, a jego macierze sasiedztwa sa réwne macierzom

sasiedztwa przemiennego schematu asocjacji (X, {R;}%,).
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Dowéd. Para (Y, {RY}%,) jest przemiennym schematem asocjacji, poniewaz zbiér
Y i rodzina zbioréw {RY }¢_, sa odpowiednio bijekcyjnym obrazem X oraz {RX}%,
Udowodnimy réwnoé¢ ich macierzy sasiedztwa. Oznaczmy odpowiednio przez {A:X}4_,
i {A}}4, macierze sasiedztwa przemiennych schematéw asocjacji (X, {RX}L ) oraz
(Y, {RY}L,). Mozemy napisaé

1 . . |. ’ ! E RY
(A)yy = § Loz w) (8.4)
’ 0 jezeli (y,y) ¢ RY

o )b dezeli(07My) 7MY )) € BY
0 jezeli (p7'(y), 07" () ¢ R

1 jezeli (z,2) € RY _ (AN

| 0 jezeli (z,2) ¢ RX T

gdzie y = p(x) iy = @(x). Stad otrzymujemy teze naszego twierdzenia
X Y

|
Zanim przejdziemy do przedstawienia najwazniejszego dla nas przyktadu przemien-
nego schematu asocjacji, musimy wprowadzi¢ definicje symbolu Pochhammera i uogdl-

nionej funkgcji hypergeometryczne;.
Definicja 8.3 (Symbol Pochhammera). Symbol Pochhammera definiujemy nastepujaco
(@) = z(z+1)---(x+n—-1). (8.6)
Jako przyktad podamy kilka poczatkowych wartosci symbolu Pochhammera dla nie-
ujemnego n
r)g = 1 (8.7)

T = T

H
|

[\

)3 = 2°+322+ 2z

(z)
(z)
() = 2*+x
(z)
()4 = 2'+62° +112° + 62

T

Definicja 8.4 (Uogdlniona funkcja hypergeometryczna). Uogdlniona funkcja hyperge-

ometryczna to nieskoriczony szereg, ktéry mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci
o
ay, a9 ce a
Y et = ,F, T P (8.8)
k=0 b17 b27 R bq

(a1)g, (@2)k, - - - (ap)k z*
= (01)ks (D2)ks - - - (D) k!

gdzie (a)y i (b)y sa symbolami Pochhammera.

00 k
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Lemat 8.2 (Schemat Johnsona). Niech V' bedzie zbiorem o mocy n i niech k bedzie
nieujemng liczbg catkowita, taka, ze k < 5. Niech X 7 bedzie zbiorem k-elementowych
X7 = (Z) Dalej zdefiniujmy

podzbioréw zbioru V', takim, ze
R/ = {(zy)lr,ye X/ Jenyl =k -1}, (8.9)

gdziel = 0,1,2,... k. Wtedy para =7 = (X7, {R/}% ) jest przemiennym schematem
asocjacji klasy k nazywanym schematem Johnsona.

Macierz sasiedztwa dla schematu Johnsona Aj dla kazdego | € {0,1,...,k} ma

nastepujace wartosci wfasne
1 . .
, o (Ek=7"\(k—g\(n—k—Jj+7 ,
= —1)ir =h 8.10
o) = e (()E2) () = e

gdzie j = 0,1,...k identyfikuje odpowiednie przestrzenie wtasne A;, natomiast h;(j)

Jest dualnym wielomianem Hahna, to znaczy

| k k4 on—k—j+1
m“>:(‘WQ>B(_k A / ﬂ), (6.11)

)

gdzie 3, jest funkcja hypergeometryczna (poréwnaj definicja 8.4).

8.2 Wartosci wlasne macierzy D} z rozdziatu 4

Twierdzenie 8.2 (Wartosci wtasne macierzy DF). Macierze DY, sa macierzami sasiedz-

twa dla schematu Johnsona. Ich wartosci wtasne wyrazaja sie wzorem 8.10

Dowéd. Oznaczmy zbiér wektoréw ze standardowej bazy podprzestrzeni H}! przez
B(H}). Moc tego zbioru wynosi |B(H})| = (Z) Wektory te oznaczymy przez e; =
e(i1, i, ..., 1), gdzie iy,i9,...,9; € {1,2,...n} s3 indeksami jedynek w wektorze ba-
zowym e;. Stad zbiér {1,2,... ,n} — {iy,is,...,ix} sktada sie z indekséw zer w tym
wektorze.

Zauwazmy z lematu 8.2, ze elementy zbioru X, moga by¢ w naturalny sposéb przed-

stawione w postaci z{iy, is,...,ix} = x{i} € X7, gdzie iy, s, ..., i, 0znaczaja elementy

ze zbioru V = {1,2,...,n}, ktére zawieraja sie¢ w podzbiorze x{iy,is,...,ix} € X7 o

mocy |X7/| = (Z) Wobec tego istnieje naturalna bijekcja ¢ : X7 — B(HY)
@(x{il,ig,...,ik}) = e(il,ig,...,ik) . (812)

Z twierdzenia 8.1 otrzymujemy, ze para (B(HZ), {RZ}r_,), gdzie
Ri' = o(R), (8.13)

7

jest przemiennym schematem asocjacji o tej samej macierzy sasiedztwa jak schemat

Johnsona. Podzbiory R zbioru B(H}) x B(H}) opiszemy ponizszym lematem
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Lemat 8.3.
R = ¢(R}) = {(ei,¢;) € B(HE) x B(Hp)ld(es, ¢5) = 21}, (8.14)
gdziel € {0,1,...k}.
Dowdéd. Jezeli (e;,e;) € R wtedy dla

r o= o (e), (8.15)
y = ¢ '(eg)

gdzie 7,y € X7 mamy, ze (x,y) € R/ wtedy i tylko wtedy gdy |z Ny| = k — [. Stad

k-elementowe zbiory x,y maja k — [ elementéw wspdlnych, to znaczy

r = {’il,ig,...’L'k,Zl,ZQ,...Zk,l}, (816)
y = {jh]é,---jk,21,227--~2k;71},
(8.17)
gdzie
{il,i27...ik}ﬂ{jl,jg,...jk} - @ (818)
i
o(r) = e(iy,ia,... 0k, 21,22, Zk—1) (8.19)

o(y) = e(Ji,J2s- - Jk 21522, - - Zki) -

Z powyzszego wnioskujemy, ze dystans Hamminga pomiedzy wektorami ¢(z) = e; oraz
©o(y) = e; jest réwny 2/. B
Z definicji 8.2 mozemy wyciagna¢ nastepujacy wniosek.

Whiosek 8.1. Dla kazdego | = {0,1,...,k}

1 jezelid(e; e;) =2l
(DIH)61,62 = L. ’ (8-20)
0 jezelid(e;,e;) # 2L .
Teraz dowdd twierdzenia 8.2 wynika bezposrednio z faktu, ze
wo_ L oapn _ LSs 8.21
P = 5, pk—nzp k s (8.21)
2" 2" i3

oraz z wzoréw 8.101 8.11. &
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