TOMASZ SKAPSKI

METODY ESTYMACJI ROZKELADOW OPOZNIEN CZASOWYCH

Z odmiennosci form réwnan regresji z opdznionymi zmiennymi objas-
niajacymi wynikajg roéznice w ich zastosowaniu i interpretacji. Rowna-
nia te mogg zawiera¢ po kilka kolejnych op6znien i woéwczas obrazuja pro-
cesy stopniowego wygasania wptywu pewnego zjawiska na zjawisko obja-
$niane w réwnaniu. Czg¢sto wprowadza si¢ do réwnania zmienng z jed-
nym tylko opdznieniem. Wplyw tej zmiennej na zjawisko objasniane wy-
nika z przecigtnego uptywu czasu od powzigcia pewnej decyzji do jej zre-
alizowania lub tez uptywu czasu od powzigcia decyzji do pojawienia si¢
jej skutku. Te Srednie opdznienia czasowe sg najczesciej spotykane w ana-
lizach ekonomicznych.

Nasuwa si¢ naturalne zagadnienie wyboru jednej z form stosowania
op6znionych zmiennych. Jak zobaczymy nizej nie zawsze wiaczenie do
rownania pelnego rozkladu opodznien prowadzi do najlepszych rezultatow.
Najwygodniejsze i najbardziej efektywne, szczegélnie przy wielu zmien-
nych opdznionych, jest uzycie opodznien $rednich.

W zaleznosci od faktu, czy opdznionymi zmiennymi sg zmienne endo-
czy egzogeniczne, mamy do czynienia z réznymi rodzajami réwnan eko-
nometrycznych. Gdy w réwnaniu zmienna endogeniczna Y, jest funkcja
warto$ci tej samej zmiennej z okresOw wczesniejszych, tzn. jest funkcja
0 postaci

yt=f(.}‘t—1 s Viczseees Vior)

rownanie takie zwane jest w literaturze roéwnaniem autoregresyjnym.
W przypadku, gdy funkcja przybiera inng postac

ytzf(xw xt—l’ ses y xt—K)

mamy do czynienia z rownaniem o roztozonych opodznieniach zmiennej
objasniajacej.

Sa to dwie podstawowe postacie funkcji dynamicznych w badaniach
ekonomicznych, cho¢ w praktyce czesto spotykamy si¢ z mieszanymi for-
mami modeli, zawierajacymi opo6znienia kilku zmiennych endo- i egzoge-
nicznych

Ve=f (V=15 +ees Ye=Ls Xits Xig=15 +++ s Xig—K)
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Jakkolwiek réwnania ze zmiennymi opodznionymi posiadajg najczgsciej
okreslony sens ekonomiczny i znajduja szerokie zastosowanie w analizach
uktadow pewnych zjawisk jak rowniez dla celow predykeji, to jednak
przy ich adaptacji wytania si¢ wiele problemoéw natury metodologicznej.
Ze wzgledu na to, ze problemy te w wigkszos$ci nie sg rozstrzygnigte jed-
noznacznie w literaturze, konieczne jest ich wyrazne zasygnalizowanie
w celu uniknigcia nieporozumien w interpretacji uzyskanych rezultatow.

Pierwszym z probleméw jest zagadnienie agregacji czasowej w mode-
lach ze zmiennymi opo6znionymi. Nalezy zwroéci¢ uwage na fakt, ze struk-
tura wzajemnych zwigzkéw miedzy elementami badanego ukladu w uje-
ciu dynamicznym staje si¢ coraz bardziej skomplikowana w miare jak
uktad w swoim zachowaniu jest uzalezniony od coraz wigkszej liczby
opoznien czasowych. Zalezy to w duzej mierze od rozpigto$ci przedzia-
16w czasowych przyjetych za podstawe analizy. Z drugiej strony, oczy-
wiscie, o ile uktad w przedziatach rocznych mogt nie wykazywaé wcale
reakcji opoznionych, o tyle przy przechodzeniu do mniejszych jednostek
czasowych moze on wykazywac liczne opdznienia.

Stosowanie op6znien czasowych w modelach prostych, jednoréwna-
niowych daje najczgSciej jednoznaczna interpretacj¢ ekonomicznych za-
leznosci. Modele rekurencyjne przedstawiaja pod tym wzgl¢dem uktady
o znacznie bardziej zlozonej strukturze wewnegtrznej. Oczywiscie reku-
rencyjny model wielor6wnaniowy nie nastr¢cza nowych problemow typu
statystycznego w porownaniu z modelami jednoréwnaniowymi. Jezeli
rownania zawieraja tylko pojedyncze zmienne o roztozonych opdznieniach
wyplywaja stad jedynie trudno$ci w interpretacji ekonomicznej takiego
modelu. Jezeli, mianowicie, na dang zmienna objasniang dziala zmienna
objasniajaca z okre$lonym opodznieniem, to efekt tego oddzialywania roz-
przestrzeni si¢ od razu na dalsze zmienne objasniane w rownaniu, lecz
tylko te, ktore stoja w kolejnosci jednoczesnych oddzialywan w powsta-
tym, wskutek uszeregowania rownan, lancuchu sprze¢zen w stosunku do
wyroznionej zmiennej. Ma to istotne znaczenie z punktu widzenia cyber-
netycznych modeli sprze¢zen analizujacych uklad ekonomiczny pod katem
mozliwo$ci jego regulacji i sterowania.

Inny problem wystepuje w sytuacji, gdy zmienna objasniana jest
funkcja kombinacji wigcej niz jednej zmiennej objasniajacej lub gdy
rozpatrujemy zagadnienie jednoczesnego szacunku parametrow przy opoz-
nionych zmiennych w modelach réwnan wspdtzaleznych. Proponowane
metody odnos$nie do pierwszego przypadku angazujg bardzo zawily aparat
matematyczny i opierajac si¢ na wielu zatozeniach nie daja w pelni efek-
tywnych rezultatow '. Przypadek szacowania rozktadow opdznien czaso-
wych w modelach rownan jednoczesnych nie znalazt dotad zadowalaja-

' Metody takie podaje R. J. Hannan w pracy pt. Time Series Analysis, Londoni
1960, R. 3 pn. Regression for Time Series.
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cego rozwigzania w literaturze. Przypuszczaé nalezy, ze podstawowa role
w tym wypadku odgrywaja zagadnienia identyfikacji.

Kolejnym problemem, ktory nalezy zasygnalizowa¢ w zwigzku z wpro-
wadzeniem zmiennych opo6znionych do réwnania regresji, to problem wy-
boru metod estymacji parametréow przy tych zmiennych. Przy matych
probach stosowanie metody najmniejszych kwadratow w postaci klasycz-
nej prowadzi do wzrostu blgdow szacunku parametréow ze wzglgdu na
ostabienie zatozen o nielosowosci zmiennych objasniajacych, lecz nawet,
jak wykazat Koyck®, w duzych probach metoda ta daje obcigzone sza-
cunki parametrow. Blad ten spowodowany jest tym, ze réwnanie ze
zmienng opo6zniong zawiera sktadnik losowy z okresu (t-k), ktéory moze nie
by¢ niezalezny od opdznionej o ten sam okres zmiennej objas$niajace;j.
W dodatku sktadnik losowy tego roéwnania wykazywaé moze autokore-
lacj¢ w czasie. Poza tym wystepuje czg¢sto wspoétliniowos¢ opdznionych
zmiennych objasniajacych, ktora daje duzy stopien niepewnosci co do
zgodnosci 1 nieobcigzonosci estymatorow.

Na kanwie tych wlasnie zastrzezen rozwinglo si¢ szereg metod sza-
cunku parametrow przy zmiennych opdznionych przy czym chronologicz-
nie pierwsza byta metoda dwustopniowego szacowania parametroOw zapro-
ponowana przez L. Koycka w cytowanej juz pracy. Kolejne proby szty w
kierunku uproszczenia metody Koycka lub tez przyjmowania a priori
niewyst¢gpowania wymienionych zastrzezen i szacowania ex post autoko-
relacji sktadnika losowego i stopnia skorelowania jego ze zmiennymi ob-
jasniajacymi. Jedna z tych metod jest metoda L. R. Kleina, w ktorej au-
tor przyjmujac niezalezno$¢ sktadnikow losowych kilku rownan modelu
proponuje estymacj¢ parametrOw rownan ze zmiennymi opdéznionymi przy
pomocy metody najwigckszej wiarygodnosci z uktadu réwnan wspotzalez-
nych®. Oryginalng metode przy zastosowaniu twierdzenia Beyesa dla
kolejnych wariantow odno$nie do zatozen co do ksztattowania si¢ sktad-
nika losowego podali A. Zellner i M. S. Geisel®.

Wszystkie teoretyczne rozwazania dazace do statystycznego okresle-
nia opd6znien czasowych ujmuja ten problem jako badanie wplywu wa-
zonej sumy wszystkich opodznionych warto$ci zmiennej niezaleznej na
zmienna objasniang. Rozwaza si¢ wigc model o postaci:

Y= Z WiXi—i
i=0
lub bardziej doktadnie
yr'_'az WiXe—i.
i=0

2 L. Koyck, Distributed Lags and Investment Analysis, Amsterdam 1954.

L. R. Klein, The Estimation of Distributed Lags, Econometrica, 1958, ss. 553 -
- 565.

* A. Zellner, M. S. Geisel, Analysis of Distributed Lag Models with Application
to Consumption Function Estimations, Econometrica, 1970, nr 4.
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Jest oczywiste, ze bezposrednia estymacja parametrow a i w; przy uzy-
ciu danych z szeregéw y i x jest niemozliwa bez uprzedniego przyjecia
okre§lonych zatozen co do rozkladu wag w; w czasie. Pierwsze proby
okreslenia wzoru zachowania si¢ w; nastgpity w pracach I. Fishera’. Jako
naturalne ograniczenie przyjat on fakt, ze wagi w; maleja przy przecho-
dzeniu do coraz to dalszych okresow czasu. W konsekwencji tego zatoze-
nia przyjmowal on malejacy postep arytmetyczny za rozklad wspdiczyn-
nikow przy kolejnych opdznieniach zmiennej niezaleznej. Jego teorie
przypomnial i rozwinal L. Koyck 6 zaktadajac ze

w;=4% gdzie 0O<i<l

tzn., ze wagi w; przy kolejnych opoéznieniach zmiennej objas$niajacej two-
rza malejacy w czasie postep geometryczny.

Tego rodzaju zalozenia przyjmuja a priori, ze wplyw zmiennej nieza-
leznej jest najwigekszy w okresie biezacym (), a wraz z uwzglednieniem
coraz wczedniejszych okreséw czasu wplyw ten jest systematycznie male-
jacy. Formutowanie takiego zatozenia opiera si¢ wigc na postepowaniu,
ktéore preferuje informacje pochodzace z pdzniejszych okreséw czasu
wzgledem informacji wczeéniejszych’. Postgpowanie takie jest uzasad-
nione w okoliczno$ciach, gdy zmienna endogeniczna wykazuje natychmia-
stowg reakcj¢ na zmiany zmiennej egzogenicznej, tzn. gdy istnieje rzeczy-
wiste sprze¢zenie dwoch zjawisk w okresie biezacym (#). Nie zawsze jed-
nak zjawiska ekonomiczne wptywaja na siebie wedlug powyzszego mode-
lu. Czgste sa opoznione reakcje jednych zjawisk ekonomicznych na zmia-
ny drugich. W tych okoliczno$ciach proponowany monotoniczny rozktad
wag przy zmiennych opdznionych nie znajduje realnej interpretacji. Stad
powstaty kolejne modyfikacje modelu L. Koycka, stad tez préby uogdl-
nienia 1 uelastycznienia teoretycznych konstrukcji rozktadéw wspolczyn-
nikoéw przy zmiennych opdznionych, stad wreszcie catkowicie nowe proby
empirycznego ich ustalenia.

Najprostszym, lecz bardzo ktopotliwym rachunkowo rozwigzaniem jest
zatozenie, ze rozktad opdznien (a raczej rozkltad wspodtczynnikow przy
zmiennych opdznionych) ksztattuje sie¢ hiperbolicznie przyjmujac postaé

> 1. Fisher, Note on Short-Cut Method for Calculating Distributed Lags, Bulletin
de I'Institut International de Statistique, 1937, nr 3.

® L. Koyck, op. cit.

" Przypisanie wickszych wag danym, ktorych dostarczajg informacje bardziej
»aktualne" jest charakterystyczne dla badan szeregdw czasowych. W literaturze pol-
skiej system wag harmonicznych dla kolejnych obserwacji w szeregach czasowych
podal Z. Hellwig w artykule pt. Schemat budowy prognozy statystycznej metodq
wag harmonicznych, Przeglad Statystyczny, 1967, nr 2. Por. tez M. Nerlove, S. Wage,
On the Optimality of Adaptive Forecasting, Management Science 1964. System wag
proponowany przez tych autoréw wykorzystany zostal dla okres$lenia rozkladu
wspotczynnikow opodznien, w: R. Ch. Sims, Discrete Approximation of Continuous
Time Distributed Lags, Econometrica, 1971, ss. 646 - 668.
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wielomianu okreslonego stopnia. W ten sposdb wspotczynniki opdznien
zaleza od kilku parametrow wielomianu, ktére szacuje si¢ empirycznie
przy uzyciu réznych metod. Parametrami tymi sg: stopien wielomianu,
ilos¢ sktadnikow wielomianu oraz wspdlczynniki przy kolejnych sktadni-
kach wielomianu.

Innym sposobem jest uogdlnienie zatozenia Koycka o geometrycznym
uszeregowaniu wspotczynnikow opdznien. Wedtug tej teorii wspotczynniki
w; przyjmuja rozktad Pascala z dwoma parametrami. Rozklad ten w za-
leznosci od wartosci tych parametrow prowadzi do réznych modeli op6z-
nien. Wagi w; determinowane sg wigc nastepujaca formutla:

wiz(r+;_]>(l —/’V)r)‘.i

gdzie A 1 r sg parametrami rozkladu, 0<i<I, a r jest liczbg catkowity
dodatnia. Srednia rozktadu Pascala jest rowna ri/ (I—A) z wariancja rA/
(I—7)’. Warto$¢ modalna jest rowna (rA—I)/(1—2). Moda jest zwykle
mniejsza niz $rednia, wigc rozklad jest prawostronnie asymetryczny.
Wraz z wigkszym A i mniejszym r» asymetria jest wicksza. Gdy A—0
i r—m, rozktad Pascala dazy do rozktadu Poissona ze Srednig m. Gdy m
jest duze, granice stanowi rozktad Gaussa. Rozklad geometryczny, nalezy
zauwazy¢, jest jedng z form rozkladu Pascala dla r=I.

Przy braku jakichkolwiek informacji a priori o rozktadzie wag w;
widzimy, ze wybodr teoretycznej postaci tego rozktadu ma charakter w
duzej mierze arbitralny. W literaturze brak jest wiarygodnych wskazo-
wek co do wyboru analitycznej postaci rozktadu. Rozklad Pascala ze
wzgledu na posiadanie dwoch parametréw wydaje si¢ by¢ najbardziej
elastyczny dla celow estymacji rozktadow opoéznien czasowych w réwna-
niach regresji. Problemem staje si¢ estymacja parametréow [/ i r. Szcze-
g6lnie skomplikowana staje si¢ estymacja, gdy nie znamy wcze$niej rz¢du
wielkosci 7. °

Jednakze istniejg metody pozwalajace z dostateczng doktadno$cig (mie-
rzong m. in. wariancjg Sredniego opdznienia, konstrukcja jego przedziatu
ufnosci lub podaniem okre$lonego prawdopodobienstwa) na ustalenie roz-
ktadu wspoélczynnikéw przy zmiennych opdznionych. Duza role odgry-
waja nadal przy stosowaniu tych metod sposoby iteracyjne.

Jezeli szeregi czasowe zmiennych w modelu charakteryzuja si¢ istnie-
niem bardziej lub mniej prawidlowych oscylacji o charakterze sezono-
wym badz cyklicznym, to rozklady opdznien oszacowane na podstawie
tych szeregow beda rozkladami wielomodalnymi. Pomijajac zjawiska se-
zonowe i ich wplyw na rozklad opdznien czasowych’, zwrdcimy uwage

8 Por. Z. Z. Gritliches, Distributed Lags. A Survey. Econometrica 1967.

° Z badanego szeregu czasowego nalezy wyeliminowaé sezonowo$é przechodzac
do rocznych obserwacji lub uwzgledniajac w modelu liczbe¢ opodznianych okresow
rowna np. cztery przy danych kwartalnych lub 12 przy danych miesigcznych.
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na posta¢ rozktadu w przypadku wystgpowania prawidtowosci o charakte-
rze cykli gospodarczych.

Wielomodalny rozktad opdznien otrzymujemy wowczas, gdy analizu-
jemy model

L
Y= Z WiXe—j
i=0

gdzie L=n—I, a [ to $rednia diugos$é¢ cyklu, przy n=2, 3, 4, ..., N.
Nalezy zauwazy¢, ze przy cykliczno$ci zjawisk gospodarczych postgpowa-
nie takie nosi w sobie blad wobec zmiennej dtugosci cyklu gospodarczego.
Innymi stowy jakkolwiek dobrana dlugo$¢ L zawiera¢ w sobie moze ele-
menty cykliczno$ci szeregu czasowego badanej zmiennej. Problem dobo-
ru ,optymalnego" L doczekal si¢ opracowania we wczesniejszej litera-
turze estymacji opo6znien czasowych i w obecnej chwili istnieje szereg
metod pozwalajacych z okreslonym bledem Ilub prawdopodobienstwem
na estymacje¢ ,najlepszej" dlugosci L, minimalizujacej ryzyko wilaczenia
do analizy elementéw cyklu gospodarczego'®. W najnowszej literaturze
obserwuje si¢ odchodzenie od bezposredniej estymacji L droga uogolnia-
nia modelu poprzedniego réwnania na:

0
Y= 3 Wi,
i=0

W niektorych przypadkach celowe okazuje si¢ wlaczenie do badania opo6z-
nionych o L>2/ zmiennych egzogenicznych, a to ze wzglgdu na niewygas-
nigcie wplywu weczesniejszych wahan cyklicznych (szczegdlnie przy cy-
klach krotkich 3 - 4-letnich). Aproksymanta rozktadu opodznien moze by¢
wowczas jedna z funkcji drgan tlumionych lub suma funkcji okresowych
zestawionych w szereg Founiera przy pomocy analizy harmonicznej '

Istnieje w obecnej chwili stosunkowo bogata bibliografia dotyczaca
metod estymacji rozktadow opoznien czasowych. Wigkszo$S¢ z nich nie
byla jednak dotad weryfikowana na materiale empirycznym. Poniewaz
wiele z tych metod wymaga powaznego przygotowania matematycznego,
to w $Swietle niepewnych wartosci uzyskiwanych rezultatow nie bedzie-
my w tym miejscu zajmowali si¢ niektéorymi z nich.

Czg$¢ z tych propozycji powstatych w stosunkowo niedawnym czasie,
prowadzi do zastosowan analizy harmonicznej. Uzyskanie rezultaty (roz-
ktady) generowane widmowa funkcja ge¢stosci interpretowane sa jako
estymatory empirycznych rozktadéow opodznien zmiennej endogenicznej
w czasie'’.

Inng grupe stanowia metody zakladajace, ze opdznienia tworzg male-

" Por. np. V. K. Chetty, Estimation of Solow's Distributed Lag Models, Eco-
nometrica 1971, nr 1.

"' Por. np. J, Hanan, op. cit.

2 Por. w szczegblnosci R, Ch. Sims, op. cit.
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jacy postep geometryczny (a wigc opierajg si¢ na zalozeniu Koycka).
W grupie tej postugujacej si¢ metodami Monte Carlo szczegédlny nacisk
kladzie si¢ na wlasnosci skladnikéw losowych modelu, tzn. na ich auto-
korelacji w czasie, stalo$ci wariancji i stopnia skorelowania z kalejnymi
op6znionymi zmiennymi egzogenicznymi'’.

W niniejszym artykule '* zainteresujemy si¢ blizej metodami korelacji
z opéOznieniem oraz estymacjg parametrow rozktadu Pascala. Poniewaz
proponowane metody nie byly stosowane dotad w polskiej literaturze,
przedstawimy pokrotce ogdlne zasady, na ktoéorych si¢ one opieraja i ich
praktyczny algorytm.

Metoda wielomianu interpolacyjnego zaproponowana przez S. Almon '’
jest sposobem empirycznego ustalenia rozktadu wspoétczynnikow przy
zmiennych opoznionych przybierajacego postaé wielomianu stopnia n.
Punktem wyjscia jest skonczony szereg kolejno opdznionych zmiennych
objasniajacych przy czym wspotczynniki korelacji catkowitej migdzy
zmienng objasniang a kolejno opdznionymi zmiennymi objas$niajacymi sa
uzyte do okreslenia odcinka czasu (#;), w ciagu ktorego kolejne opdznione
zmienne objasniajace istotnie wplywaja na zmienna objasnianag. Moment
czasu, w ktorym opozniona zmienna objasnia zmienna endogeniczng ,,pra-
wie tak samo dobrze" jak zmienna nieopdzniona, autorka przyjmuje jako
ocen¢ dtugosci #,. Dla pewnosci szacunku ¢, przyjmuje si¢ okres #r.x
przy czym K dobierane jest arbitralnie. Celem tego postgpowania jest
oszacowanie okresu, w ciggu ktorego zaznacza si¢ wplyw zmiennych opodz-
nionych na zmienna objas$niang, przy czym jako kryterium optymalnego
jej doboru przyjmuje si¢ kwadrat wspodtczynnika korelacji wielorakiej
miedzy wybranymi zmiennymi (R’). Dla tak dobranej kombinacji opdz-
nien zmiennej objasniajacej, zmienna endogeniczng wyrazona bedzie
funkcja:

L
W= Z WiXe—;
i=0

W przypadku gdy liczba x, ; jest mata i1 nie wystgpuje migdzy nimi
wspotliniowos¢ mozna, przy zatozeniu liniowej zaleznos$ci, szacowac w;
bezposrednio przy uzyciu metody najmniejszych kwadratow. W przeciw-
nym wypadku nalezy okres§li¢ rozklad w; w czasie. Wedlug S. Almon
przyjmuje on posta¢ wielomianu stopnia n. Wstgpna warto$S¢ n okresla
si¢ na podstawie dostgpnej liczby informacji z analizy rozktadu wspot-
czynnikéw korelacji catkowitej. Do ,najlepszej" oceny n dochodzi si¢
droga iteracji. Rozklad w; otrzymuje si¢ z funkcji:

B L. R. Klein, op. cit. i E. Malinvaud, The Estimation of Distributed Lags,
A Comment, Econometrica 1961, ss. 430 - 433.

4 Artykul jest czeécia szerszego opracowania.

'S, Almon, The Distributed Lag between Capital Appropriations and Expen-
ditures, Econometrica 1965, nr 1.
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\Vi= Z ¢J(i)bj j=1,2...,n
i=1
gdzie b; to parametry funkcji

b;Z

Jj&g

e

V=

1

J

szacowane metoda najmniejszych kwadratow, a

L-1
th= .Zl ¢j(i)x‘_i
a @; (i) to wspoOlczynniki interpolacyjne Lagrange'a o wzorze ogélnym:
(i=io)(i=iy)...(i—iy)

(in-i- 1 _iO)(in+ 17 '1)(In+ 1= ln)

¢n-s‘-l (’):‘

Wartosci poszczegodlnych w; w okreslonym rozktadzie interpretuje si¢ jako
udziat kolejnych opdznionych zmiennych objasniajacych w wyjasnianiu
zmienno$§ci zmiennej objas$nianej. W kolejnym etapie nastgpuje wybor
jednej lub kilku zmiennych o najwyzszych wartosciach w; Wybrane
zmienne wlacza si¢ do modeli i estymuje si¢ parametry roéwnania dla
n—k zmiennych opdznionych przy pomocy klasycznej metody najmniej-
szych kwadratow. Autorka uwaza jednoczes$nie, iz to samo rownanie moze
zawiera¢ inne zmienne o réznych rozktadach opdznien lub/i zmienne nie
opoznione.

Autorka nie podaje zadnych zalozen co do mozliwosci stosowania ta-
kiej wtasnie metody i jej efektywnos$ci. Trudno jest wigc ocenié¢ poszcze-
golne etapy z punktu widzenia ich statystycznej prawidtowos$ci. Na mar-
ginesie przedstawionej metody nasuwaja si¢ jednak pewne uwagi.

Ot6z wiadomo, ze R’, choé¢ najbardziej naturalna miara gdy postugu-
jemy si¢ wspdtczynnikami korelacji catkowitej dla ustalenia sily zwiazku
miedzy zmiennymi, preferuje w tym przypadku maksymalng warto$¢ L,
szczegb6lnie gdy liczba uwzglednionych zmiennych zbliza si¢ do liczby
obserwacji w szeregu. Wskazane byloby wigc zastosowanie réwniez i in-
nych miar doboru zmiennych opo6znionych do rdéwnania. Interesujace
z punktu widzenia efektywno$ci wynikow byloby uzycie pojemnos$ci inte-
gralnych no$nikéw informacji Z. Hellwiga. Korzystanie z tej metody
bytoby tym bardziej naturalne, gdyz dysponujemy juz wektorem wspot-
czynnikéw korelacji catkowitej miedzy zmienng objasniang a zmiennymi
objasniajgcymi.

Warto$¢ stosowanej metody obniza fakt trudno$ci w oszacowaniu rze-
du n. Iteracja staje si¢ bardzo czasochtonna przy rosnacej liczbie opdznio-
nych zmiennych przy koniecznosci obliczania kolejnych wspdtczynnikow
interpolacyjnych Lagrange'a. Cze¢ste stosowanie metody najmniejszych
kwadratow prowadzi réwniez do niepewnosci w wiarygodnosci uzyska-
nych szacunkow.



Metody estymacji rozkladow 141

Jak wspomnieliSmy najbardziej istotng przeszkoda uzycia klasycznej
metody najmniejszych kwadratow dla estymacji parametréw funkcji re-
gresji z opdznionymi zmiennymi jest istnienie autokorelacji reszt. Istnie-
nie autokorelacji prowadzi do uzyskiwania obcigzonych ocen parametrow
a i w;, a przede wszystkim niezgodnych ocen realnego opdznienia (+—i),
Wspomniane wyzej metody (L. R. Kleina i innych) prowadzace do uzy-
skania zgodnych i nieobcigzonych ocen a, w; i L odnosza si¢ tylko do
przypadku monotonicznego rozktadu wag w;. Zainteresowania badaczy
skupiajg si¢ ostatnio wokot wspomnianego juz rozkltadu Pascala jako roz-
ktadu wspotczynnikow przy zmiennych opdznionych, przy czym réwnanie:

L . L 1 .
y=a ﬁ\:o (’ +; > (L—2)Aix,_;

. . . , r 1 .
zwane jest, od nazwiska jego wspottworcy, modelem Solowa '°. Zauwazmy,
ze na zasadzie rozwinigcia prawej strony tego réwnania w szereg dwu-
mianowy o wyktadniku ujemnym, otrzymamy:

L s .
5 (’*; 1) A=(1=2)"
i=0

Wprowadzajac / jako operator opdznienia o wlasnosci:
Ix,;=x,_,
otrzymujemy
yy=a(l—Ay(1—i)7"x,

Funkcje te mozemy przeksztalcic w

r AW er .
yt:< 1>yt—1+<7 ) "'2)’1—2_-“'*'(* DAy, +(1=4)x,

Zaktadajac a priori brak autokorelacji sktadnika losowego szukane oceny
parametrow a i A dla danego r otrzymujemy minimalizujgc rdznicg kwa-
dratow miedzy empirycznymi wartosciami y, a warto$cig przeksztatco-
nej powyzej funkcji. Rozwigzujac przy pomocy rachunku rézniczkowego
otrzymujemy dla danego r uktad rownan z niewiadomymi a i 4. Pierwiast-
kami rownania dla 1 sa wszystkie wartosci z zamknigtego przedziatu od
0 do 1. Najlepsza warto$¢ r wyznacza si¢ iteracyjnie, przy czym kryte-
rium wyboru r jest wariancja lub blad standardowy szacunku . Obli-
czenia znacznie si¢ komplikuja wraz z wydtuzeniem okresu opoznienia

' R. M. Solow, On the Family of Lag Distribution, Ecanometrdca 1960, por. tez
A. S. Goldberger, Teoria ekonometrii, Warszawa 1972, s. 353.

'7Ze wzgledu na brak miejsca nie przytaczamy w tym miejscu wszystkich
formut matematycznych, ktére maja dos$¢ skomplikowana postaé. Zainteresowa-
nych odsylamy do cytowanego artykulu R. M. Solowa.
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i wraz ze wzrostem r. W tym $wietle wybor mozliwych wartosci r staje
si¢ arbitralny.

Wad takich nie ma metoda estymacji parametrow modelu Solowa
przy pomocy twierdzefn rachunku prawdopodobienstwa. Metoda ta ' wy-
korzystuje twierdzenie Bayesa dla ustalenia rozktadow prawdopodo-
bienstwa a priori dla parametrow r, a, i 4 Traktuje si¢ wigc parametry
te jako zmienne losowe, przy czym A jest zmienng losowa ciagla w prze-
dziale 0,1, natomiast r jest zmienng losowa skokowa, przy czym r=I,

2, .., m. W my$l tej metody funkcja wiarygodnosci (v, 4, a, o, x, y)
przybiera postac

1 1

o7 P 257 ¢

r
gdzie Q=Y (w,—az)?,
=1

we=Y (1—=24l)y,
gdzie [ jest operatorem opodznienia
z,=3% (1=2)x,

Zaktadajac rozklady prawdopodobienstwa a priori

p()=di 0<i<l
1

p(r):»— - r=1,2)"""1
m

po przeprowadzeniu calkowania funkcji wiarygodnosci ze wzgledu na
a, x, y, o, otrzymujemy ostatecznie

T
p(A,n=(Y z)™*. TP
=1

gdzie
s=Y (wy—az)?*: (T—1)

t

natomiast

a=Y zw:Y z}
p(4, r) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej dwu-
wymiarowej 1 stad szukane p(r) i p(4) jako funkcje prawdopodobienstwa
brzegowego otrzymujemy z

p(r)= | p(r,A)da

p()=Y p(r,4)

" v, K. Chetty, op. cit
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Z otrzymanych rozkladow wybieramy t¢ warto§¢ r dla ktorej p(r) ma
warto$¢ modalng. Oceng X jest wartos¢ oczekiwana funkcji p(). Uzyska-
ne w ten sposob oceny parametrow okreslaja rozklad wspotczynnikow
opoznien w; poprzez kolejne podstawianie =0, 1, ..., L do rozktadu
Pascala.

Wyznaczymy obecnie rozktad realizacji zlozonych zamoéwien na statki
towarowe do przewozu tadunkéw suchych, czyli naptyw nowo zbudowa-
nego tonazu do eksploatacji zamowionego L lat wczesniej w stoczniach
Swiatowych.

Oznaczajac y, jako tonaz w eksploatacji w okresie ¢, a przez x, portfel
zamoOwien tonazowych w tym samym okresie, okreslimy rozktad opoz-
nien zmiennej x, wzgledem y, przy pomocy metod omoéwionych na stro-
nach poprzednich.

Zaktadamy, ze cykl realizacji zamowien tonazowych nie przekracza
czterech lat oraz ze §rednio cykl ten trwa dluzej niz jeden rok. Rozumie-
my wiec, ze opoOznienia y, wzgledem x, nie rozkltadaja si¢ w szeregu
geometrycznym w czasie.

Szacujemy wigc S$redni czas realizacji inwestycji tonazowych przy
czym dokonamy tego przy pomocy modelu Solowa dla r=2 i dla r=3.
Dokonamy nastepnie poréownania otrzymanego rozktadu opoznien z roz-
ktadami otrzymanymi przy pomocy wielomianu interpolacyjnego. Otrzy-
mane warto$ci wl interpretowac¢ bedziemy jako udzialy zrealizowanych
w kolejnych latach zamoéwien ztozonych w stoczniach t—I1, 2,
—3 i t—4 lat wcze$niej we wzroscie tonazu bedacego w eksploatacji.
Mozemy tak postapi¢, bowiem

Y wi=1
i

W modelu Solowa jako kryterium przyj¢cia odpowiednich » i A przyjmie-
my obliczone wedtug odpowiednich formul warto$ci wariancji s? oraz
warto§¢ sumy w;. Za najlepsza kombinacj¢ r i 4 traktujemy t¢, dla kto-
rej s? jest najmniejsza i Zw, jest najblizsza jednosci. Warto w tym miej-
scu zwroci¢ uwage, iz fakt, ze suma w; jest bliska jedno$ci oznacza pelna
realizacj¢ ztozonych zamoéwien w badanym okresie. Tym samym wigc
suma w; jest jednocze$nie kryterium ,dobroci" parametru L.
Dla r=2 otrzymaliSmy nast¢pujace rownanie ze wzgledu na 1
1250216064 A*—1973896777 1’+1385050249 A%+
—364379810 A*+2500539731 1*—4007453912 A*+
+2878299741  2*—756941890 A—1874770=0
Odpowiednio dla r=3
20532000-27135972 2''+1703075411 1'°—6093279275 1%+
+16474471959 1g—29875857387 1'+447119885989 1%+
—27380419678 1°+31310887065 1*—9223166087 A*+
+6434604267 2*—1125012533 1=0
Szukajac pierwiastkéw dla obu réwnan w przedziale od 0 do 1 otrzymu-
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jemy dla pierwszego roéwnania A = 0,58141 oraz dla drugiego réwnania
2 = 0,25368. Wariancje s? wynosily odpowiednio s’., = 630 i s}, =
= 1067. Otrzymujemy nastgpujace rozklady wspodlczynnikow w;: dla
r=2

0,17522 0,22375 0,17767 0,13775 0,10011

dla r=3
0,28618 0,31166 0,13319 0,04745 0,01524
przy czym dla pierwszego rownania Xw; = 0,81452, natomiast dla dru-

giego rownania Zw; = 0,79372

Oceny parametrow r i 1 otrzymane przy pomocy metody zapropono-
wanej przez Chetty'go przedstawiaja si¢ nastgpujaco

r 1 2 3 4
p(r) 0,01 0,23 0,65 0,09 0,02
E(2) = 0,27
Oceng parametru r jest jego warto§¢, dla ktorej prawdopodobienstwo
brzegowe jest najwazniejsze, czyli dla »=3. Ocena parametru A nie od-
biega znacznie od warto$ci uzyskanej przy pomocy modelu Solowa dla
r=3.

Przy zastosowaniu metody wielomianu interpolacyjnego przyjeliSmy
do badania zmienna x, ;, dla L=0, 1, 2, 3, 4. Wydluzenie szeregu ana-
lizy nie znajduje pokrycia w praktyce ze wzgledu na fakt, ze wigcej niz
4-letnia realizacja kontraktu pod budowe statku jest zjawiskiem niesty-
chanie rzadkim nawet w okresach pelnego wykorzystania zdolnosci pro-
dukcyjnych stoczni $§wiatowych.

Jako posta¢ rozktadu wspdtczynnikow w; zalozyliSmy wielomian dru-
giego stopnia. Po obliczeniu warto$ci wspotczynnikdéw interpolacyjnych
przy przyjetych na poprzednich stronach sposobach postepowania rozktad
wspotczynnikdw opdznien przedstawia si¢ nastgpujgco:

0,2034 0,2550 10,2274 0,0901 0,0033

Y w;=0,7792

Interpretujac uzyskane rezultaty mozemy stwierdzi¢, ze jakkolwiek
uzyskaliSmy trzy rézne rozklady opdznien, to jednak we wszystkich przy-
padkach posiadaja one warto§¢ modalng dla i = 1 rok. Widzimy wigc, ze
Sredni okres realizacji zamowionego tonazu wynosit na przestrzeni anali-
zowanych lat (1950 - 1971) jeden rok. We wszystkich trzech przypadkach
obserwujemy jednak duze sptaszczenie rozktadu wspolczynnikow, gdyz
warto$ci sasiednie w; w stosunku do warto$ci modalnych niezbyt istotnie
si¢ od nich r6znig. Szczegdlnie duza dyspersj¢ wykazuje rozklad w; dla
r=2 oszacowany przy pomocy modelu Solowa. Sugeruje on ok. 10-pro-
centowy udzial w nowo zbudowanym tonazu inwestycji sprzed czterech
lat.

Najwickszg asymetrig charakteryzuje si¢ drugi rozklad wspodtczyn-
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nikow opoéznien (dla r=3). We wszystkich trzech przypadkach obserwu-
jemy jednak wyrazng asymetri¢ prawostronng, przy czym rozklad wspoét-
czynnikow uzyskany metodg wielomianu interpolacyjnego wykazuje bar-
dzo tagodna asymetri¢. Moze si¢ to wigza¢ z przyjeciem jako podstawy
interpolacji wielomianu stopnia drugiego.

Zaobserwowana asymetria dodatnia znajduje swoje wytlumaczenie w
tendencjach wspotczesnego budownictwa okrgtowego. Biorac pod uwage
postep techniczny i organizacyjny w przemysle stoczniowym wyrazajacy
sic miedzy innymi w mechanizacji prac stoczniowych, szerokim stoso-
waniu metody poléwkowej przy budowie statkéw, stosowaniu nowych ro-
dzajow stali i tworzyw sztucznych w tym przemysle', najbardziej realng
kombinacjg wydaje si¢ by¢ rozklad opoéznien oszacowany przy pomocy
modelu Solowa dla »=3 i 4=0,25. Prawie 30-procentowy udzial w nowo
zbudowanym tonazu zamowien zlozonych w tym samym roku nadajac
rozkladowi charakter skrajnie asymetryczny wyraza tendencje panujace
na rynku budownictwa okrgtowego a dazace do dalszego skracania cyklu
budowy statku.

Wythumaczenie zaobserwowanej dyspersji lezy oczywiScie w znacznym
zroznicowaniu $redniego cyklu budowy statkow w réznych stoczniach
W poszczegdlnych krajach. Nalezy zwroci¢é uwage, ze dyspersja ta moze
by¢ spowodowana zaré6wno rzeczowa (w sktad portfelu zamowien na to-
naz ,suchy" wchodzi co najmniej kilkanascie typoéw statkdw o zrdznico-
wanych parametrach, a tym samym o zrdéznicowanej pracochtonnosci ich
budowy), jak i czasowg agregacja danych. Wydaje si¢ ze badanie opoznien
imiennej x, w krotszych jednostkach czasu pozwolitaby na bardziej jed-
noznaczne wyodrebnienie $Sredniej dhugosci cyklu realizacji zamdéwien to-
nazowych.

Zaobserwowana dyspersja utrudnia znacznie wybor konkretnego op6z-
nienia dla zmiennej x w przypadku traktowania tej zmiennej jako obja-
$niajacej w modelu ekonométrycznym. Najlepszym rozwigzaniem w tym
przypadku jest wprowadzenie do rownania modelu zmiennej bedacej wa-
zong sumg warto$ci tej zmiennej (x,;), przy czym wagami tej sumy sa
obliczone wspotczynniki opdznien — w;.

Konstrukcja takiej zmiennej pozwala na uchwycenie pelnego wpltywu
wszystkich opoéznionych warto$ci zmiennej x na wybrang zmienng objas-
niang bez konieczno$ci uwzgledniania w modelu wszystkich op6znionych
warto$ci x,; 1 jednocze$nie bez daleko idacych uproszczen przy uwzled-
nianiu tylko $redniego opoOznienia tej zmienne;j.

' Por. K. Wandelt, Studia nad postepem technicznym i organizacyjnym, Prace
Komisji Nauk Ekonomicznych PTPN, Poznan 1972.

10 Ruch Prawniczy z. 2/75
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ESTIMATION METHODS OF THE LAG DISTRIBUTION

Summary

The author deals with the principle estimation methods of the lag distribution.
The lag estimation with help of the interpolation polynomial and with help of the
Pascal distribution has been broad discussed.





