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Rozdziat 1

Wstep

1.1 Podstawowe oznaczenia

Wprowadzmy na poczatku oznaczenia, ktorych bedziemy uzywaé¢ w catej rozprawie.

Pragne jednak zaznaczy¢, ze pozostate oznaczenia bedziemy wprowadzaé sukcesywnie.

Notacja
. F cialo liczbowe,
. Op pierécien liczb catkowitych ciata F)
.S skonczony zbior idealtéw pierwszych pierécienia Op,

1
2
3
4. Opg lokalizacja pierécienia Op wzgledem S,
5. v ideal pierwszy w Op,

6

. ky = Op/v.

1.2 Historia problemu

Przez ostatnie 40 lat wielu matematykéw badato liniowa zaleznos¢ punktow w gru-
pach Mordella-Weila toruséw i rozmaitosci abelowych. Byli to miedzy innymi (w ko-
lejnosci chronologicznej):  A. Schinzel [Sch](1975), C. Corralez-Rodriganez, R. Schoof
[C-RS](1997), G. Banaszak [B1](1998), G. Banaszak, W. Gajda, P. Krasoni [BGK1](2003),
M. Larsen [La|(2003), T. Weston [We](2003), C. Khare, D. Prasad [Kh-P](2004), G. Ba-
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naszak, W. Gajda, P. Krasoii [BGK2](2005), S. Baranczuk [Bar|(2006), S. Baranczuk,
K. Gornisiewicz [BG](2008), W. Gajda, K. Gérnisiewicz [GG](2009), G. Banaszak
[B2](2009), P. Jossen, A. Perucca [JP](2010), A. Perucca [Pe2](2010), G. Banaszak,
P. Krason [BK](2011), P. Jossen [J1](2013), P. Rzonsowski [Rz](2015).

Nalezy przytoczyé tutaj twierdzenie prof. Andrzeja Schinzla [Sch, Theorem 2, str. 398],

ktore badania te zapoczatkowato:

Twierdzenie 1.2.1. Niech ay,qq,...,a € F* oraz B € F* spetniajg nastepujacg kon-

gruencje:
k
B=]]a"" modwv
i=1
dla pewnych ny 1, M2, ..., Ny € Z oraz dla prawie wszystkich ideatéw pierwszych v pier-
scienia Op. Wowczas istniejg liczby catkowite ny,no, ..., ny € Z takie, Ze:
k
g=11a"
i=1

Powyzsze twierdzenie dotyczy grupy algebraicznej G,, nad F. A. Schinzel pokazat

réwniez [Sch, str. 419], ze nie mozna tego wyniku uogélnié¢ dla produktu G,, x G,, nad F.

Problem badania liniowej zaleznos$ci w odniesieniu do abelowych rozmaitosci po raz

pierwszy zostal sformutowany w 2002 roku przez prof. Wojciecha Gajde.

Pytanie 1.2.2. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq zdefiniowang nad ciatem F. Niech
P bedzie punktem w grupie Mordella-Weila A(F) oraz A bedzie podgrupg grupy A(F).
Przypusémy, ze dla prawie wszystkich v w Op zachodzi r,(P) € r,(A). Czy punkt P
nalezy do A?

Innymi stowy problem ten mozna sformutowac nastepujaco: czy istnieje analogiczne twier-

dzenie do przytoczonego powyzej twierdzenia A. Schinzla dla rozmaitoéci abelowych?

Dla prostych rozmaitosci abelowych odpowiedZ pozytywna na powyzsze pytanie otrzy-
mal P. Jossen [J1, Main Theorem|. Jednak w najwiekszej og6lnosci, problem ten zostal
rozwiazany, z doktadnoscia do podgrupy elementéw torsyjnych, przez prof. Grzegorza Ba-
naszaka i prof. Piotra Krasonia w pracy [BK, Theorem 4.1, str. 325]. Autorzy pokazali,
ze zatozenia ich twierdzenia sg bardzo istotne, gdyz proba ich ominiecia skutkuje znale-
zieniem kontrprzyktadéw. Opisywane powyzej twierdzenie uogélnia rezultaty otrzymane
przez [We], [BGK2|, [GG] oraz [B2]. Mianowicie, T. Weston [We] otrzymal analogiczne
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twierdzenie do [BK, Theorem 4.1, str. 325] przy zatozeniu, ze Endz(A) jest przemienne.
G. Banaszak, W. Gajda oraz P. Krason [BGK2] udowodnili analogiczne twierdzenie dla
krzywych eliptycznych bez mnozenia zespolonego oraz dla klasy rozmaitosci abelowych A
takich, ze Endz(A) = Z, bez niejednoznacznosci zwiazanej z podgrupa torsyjna. Ponadto
pokazali [BGK2, Theorem 2.9], ze dla dowolnych rozmaitosci abelowych A, dowolnych
wolnych Endp(A)-modutéw A C A(F) oraz P € A(F') takich, ze Endp(A)P jest wolnym
modutem nad Endg(A), jesli dla prawie wszystkich v zachodzi r,(P) € r,(A), to istnieje
a € N takie, ze aP € A. W. Gajda wraz z K. Gérnisiewiczem [GG, Theorem 5.1] po-
kazali natomiast, ze za wspétczynnik a mozemy przyjac¢ liczbe 1. Gléwnym wynikiem
pracy G. Banaszaka [B2] jest rozwiazanie problemu liniowej zaleznosci dla rozmaitosci
abelowych przy zalozeniu, ze Endg(A)P jest wolnym modutem nad Endp(A) oraz A jest
wolnym Z-modutem, dla ktorego istnieje Z-baza, ktérej elementy sa liniowo niezalezne
nad Endp(A). W tej pracy, jako wniosek z gléwnego rezultatu, udowodniono réwniez
twierdzenie [GG, Theorem 5.1] (zobacz [B2, Proposition 2.8]).

W kontekscie semiabelowych rozmaitosci, pytanie o badanie liniowej zaleznosci zadata

A. Perucca w pracy [Pe2, Question 1., str. 119]:

Pytanie 1.2.3. Niech G bedzie produktem rozmaitosci abelowej i torusa, zdefiniowanym
nad ciatem F. Niech P bedzie punktem w grupie Mordella-Weila G(F') oraz A bedzie
skoriczenie generowang podgrupg grupy G(F'). Przypusémy, ze dla prawie wszystkich v
w Op zachodzi r,(P) € ry(A). Czy punkt P nalezy do A?

A. Perucca w wyzej wymienionej pracy, uogdlnia wyniki [GG] oraz [B2], mianowicie do-

wodzi, ze powyzsze pytanie ma twierdzaca odpowiedz dla trzech typow podgrup A.

1.3 Kroétki opis najwazniejszych wynikéw uzyska-
nych w niniejszej rozprawie

Jeden z gtéwnych wynikéw niniejszej rozprawy dotyczy badania liniowej zaleznosci
punktow w grupie Mordella-Weila rozmaitosci semiabelowych. Uogdlniamy wyniki A. Pe-
rucci [Pe2]. Udowodnimy analogiczne twierdzenie (Twierdzenie 3.1.7) do cytowanego po-
wyzej twierdzenia [BK, Theorem 4.1] dla szczegdlnej klasy rozmaitosci semiabelowych G,
ktore sa produktem torusa i rozmaitosci abelowej nad F' oraz dowolnej skonczenie ge-
nerowanej podgrupy A grupy Mordella-Weila G(F'). W dowodzie tym bedziemy uzywaé
pewnych metod i konstrukeji z [BK]. Zaprezentujemy réwniez kontrprzyktady dotyczace

Twierdzenia 3.1.7 pokazujace, ze jego zalozenie (3.1.7) jest istotne.

6
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Nastepnym wynikiem jest Twierdzenie 3.1.10 pokazujace, ze wystarczy rozpatrywac
tylko skonczong liczbe redukeji, by stwierdzi¢, czy P € A+G(F)tor, czy nie. Twierdzenie to
jest analogicznym twierdzeniem do [BK, Theorem 6.4]. Warto w tym miejscu zaznaczy¢,
ze nawet dla jednowymiarowego torusa takiego twierdzenia nie byto, wczesniej. Pojawia
sie ono dopiero w naszej pracy z G. Banaszakiem [BB, Theorem 4.3].

Wyniki niniejszej rozprawy dotycza réwniez badania wspéimiernosci podgrup w gru-
pach Mordella-Weila poprzez przeksztalcenia redukcji. Sa to wyniki uzyskane wspdl-
nie z G. Banaszakiem [BB|. Wyniki te dotycza relacji miedzy lokalno-globalnymi wta-
sno$ciami wspdtmiernosci a wlasnosciami liniowej zaleznosci (Twierdzenia 3.1.16, 3.1.17,
3.1.18). Jako wniosek (Wniosek 3.1.19.1) otrzymamy, ze dla rozmaitoéci semiabelowych
takich jak w Twierdzeniu 3.1.7 i dla skonczenie generowanych podgrup A, A’ C G(F) za-
chodzi lokalno-globalna wtasnos¢ silnej wspotmiernosci. Sformutujemy réwniez kryterium
(Wniosek 3.1.19.2) sprawdzania wsp6tmiernosci skoriczenie generowanych podgrup grupy
Mordella-Weila rozmaitosci semiabelowej, uzywajace skonczonej liczby przeksztatcen re-
dukcji. Na koniec przedstawimy kontrprzyktady dotyczace Wniosku 3.1.19.1, w przy-
padku, gdy opuscimy zalozenie o wykladnikach e; (3.1.7). Przyklady te prowadza do
klas 1-motywéw w sensie P. Deligne’a [Del], ktére z kolei prowadza, dla prawie wszyst-
kich v (po zmianie bazy do spec k, oraz wzigciu obrazéw odpowiednich podgrup poprzez

przeksztalcenia redukcji), do réwnych, torsyjnych 1-motywéw ([B-VRS], [J2]).



Rozdziat 2

Rozmaitosci semiabelowe

Niech S bedzie schematem. Semiabelowym schematem G nad S nazywamy prze-

mienny schemat grupowy nad S, ktory daje nastepujace rozszerzenie:
07T —=>G—A—=0,

gdzie T jest S-torusem, natomiast A jest schematem abelowym nad §. W przypadku,
gdy § = spec K, dla pewnego ciatla K, to G = G nazywamy rozmaitoscia semiabelowa

nad cialem K.

2.1 O endomorfizmach

Lemat 2.1.1. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq a T torusem nad ciatem K. Wowczas

Hompg (A, T) = {0} oraz Homg (T, A) = {0}.

Dowdd. Homg (A, T) = {0}, poniewaz jedyne funkcje miedzy A oraz K, to state funkcje.
Druga réwnosé wynika z [Mil, Corollary 3.9, str. 107]. O

Lemat 2.1.2. Niech G,G’ bedg rozmaitosciami semiabelowymi nad ciatem K. Niech
Y G — G bedzie homomorfizmem (grup algebraicznych). Wowczas istniejq jednoznacz-
nie wyznaczone, jedyne morfizmy vy : T — T oraz 1, : A — A’ takie, ze nastepujgocy

diagram jest przemienny:

0 T2, G "5 A 0
(2.1.1) }m lzp lwa
0 T 2o TN 0.
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Dowdéd. Zauwazmy, ze ztozenie homomorfizméw my o) o iy : T — A’ jest zerowym
homomorfizmem (patrz Lemat 2.1.1). Zatem v, := v o4y jest homomorfizmem z 7" do
T'. Homomorfizm 1), jest ilorazem 1 przez ;. Homomorfizm 1, (odp. v,) jest jedyny,

poniewaz iy jest iniekcja (odp. m jest suriekcja). O
7 powyzszego widzimy, ze:

(2.1.2) Homg (G, G') C Homg (T, T') x Homg (A, A").

W szczegdlnosci:

(2.1.3) Endg(G) C Endg(T) x Endg(A).

Twierdzenie 2.1.3 (Raynaud). Niech S bedzie calkowitym noetherowskim schematem
oraz G, H bedg dwoma schematami semiabelowymi nad S. Zalozmy, Ze istnieje gesty
otwarty podschemat U schematu S oraz homomorfizm vy : H|ly — Gly. Wowczas istnieje

jedyne rozszerzenie Yy do homomorfizmu ¢ : H — G nad S.
Dowdd. Patrz [FC, Proposition 2.7, str. 9]. O

Twierdzenie 2.1.4. Niech G, H bedg schematami semiabelowymsi nad catkowitym noethe-
rowskim schematem S z wildknami generycznymi G/K oraz H/K, odpowiednio. Niech

& = spec K bedzie punktem generycznym. Wowczas

Homgs (G, H) = Homg (G, H).

Dowdd. 7 (2.1.2) wiemy, ze Homg (G, H) C Homg (A, A") x Homg (T, T"), gdzie

0 T G A 0

oraz

0 T H A 0.
Stad Hompg (G, H) jest skonczenie generowana grupa abelowa i kazdy homomorfizm
¢ € Homg (G, H) rozszerza sie do homomorfizmu z Homy, (Gly,, H|y,) dla gestego otwar-
tego podzbioru Uy C S. Z twierdzenia 2.1.3 oraz Lematu 5 Grothendiecka [BLR, Chap. 1,
Lemma 5, str. 14] otrzymujemy:

Homg(G, H) = %ﬂ Homy (G|, H|v) = Homg (G, H).
ceUCUyp
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Whniosek 2.1.4.1. Niech G, H bedg schematami semiabelowymi nad S z wicknami gene-
rycznymi G/ K oraz H/K odpowiednio. Wowczas:

(1) Ends(G) = Endie(G),
(2) Homs(A, T) = {0} and Homs(T, A) = {0},
(3) Homs(G,H) C Homs(T,T") x Homs(A, A'),
(4) Ends(G) C Ends(T) x Ends(A),

gdzie
0 T g A 0

oraz

0 T H A’ 0.

7 powyzszych rozwazan widzimy, ze wystarczy bada¢ endomorfizmy dla rozmaitosci

semiabelowych.

Fakt 2.1.5. Niech G bedzie rozmaitoscig semiabelowg nad ciatem K oraz:

0 T ——G—"-A 0
bedzie diagramem z nig stowarzyszonym. Wowczas nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:
(1) GET x A.
(2) Istnieje rozszczepienie s : A — G homomorfizmu .
(8) Zanurzenie (2.1.3) jest izomorfizmem Endg(G) = Endg(T') x Endg(A).

(4) Homomorfizm (¢, 1,) = (07,1da) € Endg(T') x Endg(A) nalezy do Endg(G).

Dowdéd. Rozwazmy nastepujacy diagram przemienny:

0 T —-G—"- A 0
l@bt llﬁ lwa
0 T —15G—"5 A 0

Réwnowaznosé (1) <= (2) oraz implikacje (2) = (3) = (4) sa oczywiste. Zalézmy
(4). Biorac ¢ = (¢y,%,) = (0p,Ids) w powyzszym diagramie, definiujemy s : A — G
nastepujaco: dla dowolnego a € A, niech g € G bedzie takie, ze 7(g) = a. Nastepnie:
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Powyzsza definicja nie zalezy od wyboru g. Istotnie jesli m(g) = 0, to g € T oraz woéwczas

Y(9) = ¥i(g) = 0r(g) = 0.

Ponadto
mos(a) =mwot(g) =Idgom(g) =a.

Otrzymujemy (2). O

2.2 Produkt torusa i rozmaitosci abelowej

Niech G bedzie produktem torusa T oraz rozmaitosci abelowej A nad ciatem F'. Wéw-

czas z Faktu 2.1.5 otrzymujemy:
EHdF(G) = EHdF(T) X EHdF(A>
Niech F'/F bedzie skoficzonym rozszerzeniem cial takim, ze:
t
Gor F' =] Gf,
=0
gdzie

T®FF/=G80 oraz A@FF/:G?X-”XG?,

Go = G,, oraz G;/F’ sa prostymi, parami nieizogenicznymi rozmaitosciami abelowymi
dlai=1,...,t. Zatézmy ponadto, ze Endp(G;) = End;(G;). Wowcezas

t t
(221) EndF/(G) = H EHdF/(G?) = Meo (Z) D H Mel- (EndF/(G,))

1=0 =1
Dla prostoty zapisu zalézmy, ze I jest ciatem F’, jak wyzej.

Niech S bedzie skonczonym zbiorem ideatéw pierwszych w Op, takim ze dla kaz-

dego v ¢ S rozmaitos¢ abelowa A oraz torus 7" maja dobra redukcje. Niech A be-
dzie modelem Nérona nad spec Opg. Bez utraty ogélnosci, mozemy oznaczaé¢ réwniez

G, = spec Ops[z, 2], Zatem, oznaczmy T := G£. Zauwazmy, ze
T Xspecop s sSpec F =T.
Rozpatrzmy nastepujacy model nad spec Op s rozmaitosci semiabelowej G
G =G} Xspecops A
Wowezas G = G Xgpec 0 ¢ SPeEC F.

11
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Uwaga 2.2.1. Dla torusa T, méwiac o redukeji punktu mamy na mysli redukcje modulo
ideal pierwszy w pierécieniu Op g/, gdzie zbiér S’ powstal ze zbioru S poprzez dodanie
do niego tych idealéow pierwszych v pierscienia Op, ktére wystepuja w mianownikach
tego punktu. Zauwazmy réwniez, ze G(Ors) = T(Ors) X A(Ors) = (Org)® x A(F).
Widzimy wiec, ze jest to skonczenie generowana grupa abelowa. Dlatego méwiac o Z-
bazie grupy Mordella-Weila G(F') bedziemy mieé¢ na mysli baze skoriczenie generowanej

grupy abelowej G(Op.s).
Niech L/F bedzie skonczonym rozszerzeniem ciat. Niech Py, ..., P, € G;(L) beda

liniowo niezalezne nad Endp(G;) dlat = 0,1, ..., t. WprowadZmy nastepujace oznaczenia:
Ly = L(G[I"]),
L= = L(G[l*]),
Hlk = Gal (F/le) s
Hp := Gal (F/Li~)

Floo = Gal (LlOO/L) s
Iy = Gal (F/F).

Rozpatrzmy nastepujaca wieze cial:

F

Niech [ bedzie liczba pierwsza. Niech T;(A), T)(T), T;(G) oznaczaja moduly Tate’a roz-
maitoéci abelowej A, torusa T oraz rozmaitosci semiabelowej G, odpowiednio. W tym
przypadku T;(G) = T)(T) & T;(A). Niech V|(G) :=T)(G) ®z, Q.

Uwaga 2.2.2. Zauwazmy, ze Vi(G) jest poiprostym @Q;[I'=]-modutem, poniewaz jest suma
prosta polprostych Q,;[I'j«]-moduléw (pdtprostota V;(A), patrz [Fal).

12
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Twierdzenie 2.2.3. [J2, Lemma 6.3.2] Niech G oraz Gy bedg rozmaitosciami semiabe-

lowymi nad ciatem F. Wowczas:

Homp (G, Go) ®z Z; = Homr,, (T1(G1), Ti(G2)) -

Lemat 2.2.4. Dla i # 0, mamy:

Homr,, (Ti(Go), Ti(Gs)) = Homr,. (Ti(G:), Ti(Go)) = {0}

Dowod. Wynika z Twierdzenia 2.2.3 oraz Lematu 2.1.1. ]
Twierdzenie 2.2.5. [Mat, Corollary 5.2.7, str. 59

H' (T, Vi(G)) = {0}
Uwaga 2.2.6. 7 powyzszego twierdzenia widzimy, ze H! (I'j~, T}(G)) jest grupa skonczona,
gdyz H' (I, T)(G)) ®z, Q, = H' (T'1=, Vi(G)).
2.2.1 Przeksztalcenia redukcji

Oznaczmy nastepujaco przeksztalcenia Kummera:
k k 1 1
o+ Hi— Gl o(0) = o (5Py) — 5P

Niech ¢;; = 1&1111C ¢§f) : Hi« — T)(G;) bedzie granica odwrotna powyzej zdefiniowanych

przeksztatcen Kummera. Zdefiniujmy réwniez nastepujace przeksztaltcenia:
O Hy — GilI", @(0) = (¢ (0), ..., 65)(0))

o®) : Hy — PN, oW =Pl

Lemat 2.2.7. Niech o, ..., a4, € Endp (G;) ®z Z; dla kazdego i = 0,1,...,t. Jezeli:

t i
> D aii; =0,

i=0 j=1

to ayj jest endomorfizmem zerowym w Endp (G;).

13
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Dowdd. Zdefiniujmy ¢ — homomorfizm Endp(G) ®z Z;-modutéw:

Y
[ 1

G(L) ®2Z) —— H' (T, T)(G)) = H' (H~, T)(G)) = Hom (Hpe, Ti(G)) .

Zauwazmy, ze

ker ¢ < kerres’ = inf* (Hl (Do, Tl(G))) .
Z Uwagi 2.2.6, wiemy ze |H'(Tj~,T;(G))| < oo, zatem |kery| < oo, wiec
ker p C (G(L) ®z Zy)tor- Z zatozenia mamy:
t 7 t 7
0 $ 00, - (£ aum0n).
i=0 j=1 i=0 j=1
Zatem |G(L)ior| - 30 iy @ij(Py®1) = 0. Stad |G(L)or|ij = 0, gdyz Py @1 sg liniowo
niezalezne nad Endy(G;) ®z Z;. Otrzymujemy, wiec a;; = 0. O

Lemat 2.2.8. Obraz @ jest otwarty w @i_, T)(G;)".

Dowod. Wykorzystujac Uwage 2.2.2, Twierdzenie 2.2.3 oraz Lemat 2.2.4, dowdd przepro-

wadzamy analogicznie jak dowéd [BK, Lemma 2.5]. O

Uwaga 2.2.9. Z powyzszego lematu (Lemat 2.2.8) widzimy, ze istnieje liczba naturalna
m € N taka, ze:
t t
MPT(G)" C ®(Hix) C PTIG)"™.
i=0 =0
Istnienie liczby m wynika z wtasnosci grup proskonczonych, gdyz sg to grupy topologiczne

zwarte, wiec kazda podgrupa otwarta musi mie¢ skonczony indeks.

Twierdzenie 2.2.10. Niech | bedzie liczbg pierwszg. Niech G := Gy X G| X ... X Gy.
Niech Q;; € Gi(L) dla j = 1,2,...,1; bedg liniowo niezaleine nad Endp(G;) dla kaz-
dego i = 0,1,...,t. Wowczas istnieje zbior ideatéow pierwszych w Op o dodatniej ge-
stosci Dirichleta taki, ze 1,(Qi;) = 0 w Giy(ky) dla wszystkich i = 0,1,...,t oraz
g=12...r.

Dowdd. Zdefiniujmy I', podmodul Endp(G)-modutu G(L), generowany przez punkty @Q;;:

i=0 j=1

Zauwazmy, ze mamy nastepujace rownowaznosci:

M (g) =0 < Vi=0,1,....t: d(0)=1(0,0,...,0) =
1
Ik

1
<=>Vz=0,1,,t‘73=1,,r,a(l—kQ”): QU
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Zatem ker %) = Gal (F/le(likf)) oraz ker & = Gal (F/Lloo(%,oI‘)). Niech m bedzie
liczba naturalna jak w Uwadze 2.2.9 oraz niech k& > m. Niech

®: Hpe/ker @ = Gal (L (AT)/Li= ) — EBT, D7

®®) : Hy/ker @ = Gal (Ly(£T)/Lyx) — EBG (%]

beda przeksztalceniami zaindukowanymi przez przeksztalcenia Kummera. Mozemy zatem

rozpatrywac nastepujacy diagram przemienny:

Gal (L (&T)/Li ) —— @y T(Gi)" /I

1%

P(k+1)

D)/ Ly ) 255 @l Gl /im

4

Gal (L,M (4

Gal (L (FT)/ L) —2— @'y GilI¥]rs /i
Dla £k > m strzatki pionowe po prawej stronie sa izomorfizmami. Poniewaz

D!, Ti(G;)" /I™ jest skoriczone, wigc dla dostatecznie duzego k, obrazy przeksztalcen

®*) muszy sie stabilizowaé, tzn. dla k > 0:

i)/ Lyt ) ) = ®) (Gal (Lye(£T)/Lie) )

P+ (Gal (le+1(
Ponadto przeksztatcenia:
Gal (L (#T)/Ly) — @G [*]r

sa roznowarto$ciowe. 7 przemiennosci diagramu oraz powyzszych spostrzezen otrzymu-

jemy, ze homomorfizmy:

Gal (Lyrs (525 T)/Lywsr ) = Gal (L (£T)/Lye)

sa suriekcjami dla k£ > 0. To oznacza, ze dla k> 0
(2.2.2) le(likI‘) N L+ = L.

Z tw. Bogomolova [Bo, Corollary 1, str. 702] oraz z wtasnosci charakteru cyklotomicznego,
dla dostatecznie duzego k, istnieje automorfizm h € Gal (Lj~ /L), ktory dziata na T;(G)
jako translacja 1 + [*u dla pewnego u € Z;. Z (2.2.2), istnieje o € Gal (leﬂ(%kl")/le)
takie, ze:

— _ p(k+1)
U|sz(ﬁcr) =id oraz ol =h :

15
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gdzie h**1) jest obrazem homotetii h poprzez naturalne przeksztatcenie Gal (L /L) —
Gal (Lyw+1/Lp). Z tw. Chebotareva istnieje dodatniej gestosci zbiér ideatéw pierwszych
w pierscienia Of, taki, ze dla kazdego w, istnieje ideal pierwszy w; pierscienia O Ly (D)
lezacy nad w, dla ktérego zachodzi Fr,,, = o.
Niech [% bedzie rzedem elementu r,(Qi;) W Giw(kw);, gdzie ¢;; > 0. Niech
Ri; == #Qij. Wowczas R;; € G(Lp(3)) C G(Lp+1(3)). Element ry, (R;;) ma rzad
réwny ¥ w Gy (ke ). Niech ws bedzie idealem pierwszym pierécienia Ole( i) le-
zacym ponizej wy. Zauwazmy, ze Gal(ky,/ky) = (Fry,) = (id). Zatem ky, = ky, czyli

Giw(kw, )i = Giw(ky);. Przeanalizujmy ponizszy diagram przemienny:

Gi(L) ——— Giw(kuw)

J 5

Twoy

Gi(le(likI‘)) ——— Giw(kwsy )i

J

Gi<le+1 (li,cI‘)) *> le<kw1

2

Widzimy, ze 7, (R;;) przychodzi z Gy, (ky )i, czyli Fry, na tym elemencie dziata trywialnie.

Przypusémy, ze ¢;; > 1. Wowcezas:
R (19970, (Ryy) ) = (1+ Pu)lo ™ ey, (Ryg).
7, drugiej strony
p (kD) (lcij*lrwl(Rij» = Fry, (lcirl””m(Rij)) = 197, ().
Mamy zatem:
(e ury, (Ryg) = 0.
Czyli
lk‘—i-Cij—lu?“m(liinj) = lcij_lurw1(QU) = 0.
Sprzecznosé z zatozeniem, ze 1y, (Q;;) ma rzad réwny [ w Giy(ky). Zatem ¢;; = 0. O

Uwaga 2.2.11. Niech m bedzie nieujemng liczbg catkowityg oraz G := Gy X G X ... X G}.
Zaktadajac w Twierdzeniu 2.2.10, ze L D F(G[l™]) oraz podstawiajac za Q;; = P;; —
T;;, gdzie P;; € G;(L) sa liniowo niezalezne nad Endp G; oraz T;; € G,[I™], otrzymamy

nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.2.11.1. Istnieje zbior ideatow pierwszych w Or o dodatniej gestosci Dirichleta
taki, Ze ry(Pij) = 1o(Li;) w Giw(ky); dla wszystkich i =0,1,...,t oraz j =1,2,...,1;

16
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Twierdzenie 2.2.12. Niech G = Gy X Gy X --- X Gy. Niech | bedzie liczbg pierwszq oraz
niech Q;; € G;(L), dla 1 < j <r; bedg punktami liniowo niezaleznymi nad End.,(G;) dla
kazdego 0 < i < t. Niech T := ¥!_, >y Endp(Gi)Qij. Niech L/F bedzie skoriczonym

rozszerzeniem. Niech k bedzie liczbg naturalng takg, Ze obraz reprezentacji
Pre+1 - Gle — GLZ/lk+1(G[lk+l])

zawiera nietrywialng homotetie oraz le(llkI‘) N Lpg+1 = Lgk. Niech d bedzie wyrézni-
kiem ciata leﬂ(l%I‘)/Q. Wowczas istniejg efektywnie obliczalne stale by oraz by takie, Ze
rw(Qij) = 0 w Giy(ky) dla 1 < 5 <1 oraz 0 < i <t dla pewnych ideatow pierwszych
w C Oy, takich, ze Npjg(w) < byd®.

Dowod. Dowdd przebiega analogicznie do dowodu Twierdzenia 2.2.10 z jedyna zmiana,
ze zamiast cytowanego twierdzenia Chebotareva musimy uzy¢ jego efektywnej wersji [LO,
str. 416]. m

Stosujac Uwage 2.2.11 uzyskamy nastepujacy wniosek.
Whiosek 2.2.12.1. Niech k > m bedzie liczbg naturalng takqg, zZe obraz reprezentacji
Pre+1 - Gle — GLZ/lk+1 (G[Zk+1])

zawiera nietrywialng homotetie oraz le(likl") N Lp+1 = L. Niech d bedzie wyrdznikiem
ciata le+1(likI‘)/Q. Wowczas istniejg efektywnie obliczalne state by, by oraz ideal pierwszy

w pierscienia Of, taki, Ze Npg(w) < byd” oraz
rw(ﬂj) = Tw<Pij> w Giw(kw)l

dla wszystkich 1 < j <r; oraz 1 <1 < t.

Uwaga 2.2.13. Obliczanie statych w twierdzeniu Lagariasa-Odlyzki jest trudne (patrz [Se,
sekcja 2.2-2.5)).
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Rozdziat 3

Zasada lokalno-globalna

dla rozmaitosci semiabelowych

3.1 Badanie liniowej zaleznosci punktéw oraz wspoét-
miernosci podgrup w grupie Mordella-Weila roz-

maitosci semiabelowych

3.1.1 Uwagi ogdlne

Modutly nad algebrami pélprostymi

Na wstepie wprowadzmy nastepujace oznaczenia. Dla ¢ =0,...,¢

1. D, skonczenie wymiarowa algebra z dzieleniem nad Q,
2. e; € N,

3. €, skonczenie wymiarowa przestrzen nad D;.

Ponadto,
4. D := HEZO Dia
5. e:=(eg,e1,...,€),
6. MG(D) = ?;:0 Mq(-Di)u
7. Q = @2:0 Qzel

Widzimy, ze 2 w naturalny sposéb jest skoniczenie generowanym M, (D)-modutem. Mamy

nastepujacy lemat.

18
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Lemat 3.1.1. Jesli M jest niezerowym prostym podmodutem M., (D;)-modutu Q5 , to M
jest nastepujgcej postaci:

M = Ki()@(i) = {aa (D)@ (i) : ai(i) € Ki(i)},

gdzie K1(i) jest lewym ideatem w M., (D;) skladajgcym sie z macierzy postaci

I a1 0 ... 0 ]
. a921 0O ... 0
Ozl(l) = . .. .o
Ae;1 0O ... 0

natomiast w(i) € Q5" jest elementem postaci

w(i) =

Jako wniosek otrzymujemy.
Wnhniosek 3.1.1.1. Kazdy niezerowy prosty podmodul Me(D)-modutu  jest postaci:
K ()6 (i),
gdzie K1(i) oraz @(i) zdefiniowane sq jak w powyzszym lemacie.

Definicja 3.1.2. Niech D bedzie skoniczenie generowang algebra nad ciatem E, dimg D =
r. Wowczas D = >, _; Evg. Niech 6 € D. Mozemy zatem zapisac:

k=1

Mamy nastepujaca macierz:

dll d12 dlr
6 _ d21 d22 d2’r
drl dr2 drr

Wéwezas wielomian charakterystyczny fs(z) elementu § nad E jest rowny:
fs(z) =det(I, v — &) = 2" — (tr&)a" ' + -+ + (=1)"N(J).
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Przeksztatcenie tr : D — E okre§lone nastepujaco tr(d) := tr(d), nazywamy prze-

ksztalceniem $ladu. Przeksztalcenie sladu ma nastepujacag wlasnosé:
tr(6151 + 6252) = € tr(51) =+ €9 tr(52), dla €1,€2 € E, 51, 62 € D.
Zdefiniujemy teraz homomorfizm sladu dla algebry M, (D) nad Q.

tr: Mo(D) — Q,

t
tr = Ztri,
i=0

gdzie tr; sa homomorfizmami sladu
tr; : Mel(Dl) — Q

Twierdzenie 3.1.3. Homomorfizm tr daje naturalne przeksztatcenie pomiedzy przestrze-

niami lintowymi nad Q, ktore jest izomorfizmem.:
tr: Homy, oy (€2, M (D)) = Homg (22, Q).

Dowdd. [BK, Lemma 3.3] O

Uwaga 3.1.4. Algebra M,(D) jest péiprosta, wiec kazdy modut nad M,(D) jest pot-
prosty. W szczegélnosci © jest péiprostym modutem nad M, (D). Zatem dla kazdego
7 € Homyy, ) (2, M (D)) istnieje homomorfizm M (D) -modutéw s : Im 7 — Q taki, ze
7 038 = id. Poniewaz Homy,p) (22, M,(D)) = @i_, Homyy,, (p,) (2, Me,(D;)), mozemy
wige zapisa¢ 7 = [[;_, 7 (i) dla pewnych 7 (i) € Homy, (p,) (Qf, Mc, (D). Zauwazmy
ponadto, ze Im 7 = [[;_, Im 7 (i). Nastepnie dla kazdego i mozemy zdefiniowa¢ homomor-
fizm M, (D;)-modutéw $(7) : Im (i) — Q° taki, ze (i) o 8(i) = id oraz § = @l_, 8(i),

bo M, (D;) jest pierscieniem prostym.

Uwaga 3.1.5. Z twierdzenia [Re, Theorem 7.3] otrzymujemy, ze kazdy prosty pod-
modut M., (D;)-modutu M,,(D;) jest izomorficzny z K;(i). Zauwazmy réwniez, ze
dimp, M., (D;) = e? oraz dimp, K(i) = e;. Stad otrzymujemy, ze M, (D;) jest suma
prosta dokltadnie e; podmodutéw prostych. Czyli kazdy podmodut M., (D;) jest suma co

najwyzej e; podmodutéw prostych.
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Dalsze uwagi

Niech G/F bedzie rozmaitoscig semiabelowa taka, ze G = T x A nad cialem F.

Niech F’/F bedzie skoniczonym rozszerzeniem ciat takim, ze:
(3.1.1) TerF =G oraz A®pF =Gf x---x Gy,

gdzie Gy = Gy, i G;/F’ sa prostymi, parami nieizogenicznymi rozmaito$ciami abelowymi,
dlaz=1,...,t.

Niech L/F bedzie skoniczonym rozszerzeniem cial. Ponadto, zdefiniujmy stalta ¢ :=
|G(F)tor| oraz grupe Q := c¢G(F). Niech P € G(F) i niech A C G(F) bedzie skoi-

czenie generowana podgrupa.

1. Zatézmy, ze P = Qa + T, w G(L), gdzie Qr, € A, a T, € G(L)ior- Niech r bedzie
rzedem punktu 77,. Wéwcezas r(P — Qa) = 0, zatem P — Qp = Tr € G(F)ior, gdyz
z zalozenia P,Qp € G(F), wiec P — Qy € G(F). Stad P = Qa + Tr w G(F).

2. Zaldimy, ze v : G — [Ii_, G5 jest izogenia zdefiniowana nad L, gdzie Gy = G,
natomiast G;/L sa prostymi, parami nieizogenicznymi rozmaito$ciami abelowymi,
dlai=1,...,t. Zalézmy ponadto, ze y(P) € y(A) + Ty, dla Ty, € TTi_y G5 (L)or-
Niech r bedzie rzedem punktu 7. Istnieje zatem Q € A takie, ze r(P—Qy) € ker .
Poniewaz v z zalozenia jest izogenia, wiec |kery| < oco. Stad (P — Qa) € G(L)tor-
Analogicznie jak powyzej dostajemy: P — Qp = Tr € G(F)ior oraz P = Qp + Tk
w G(F).

3. Zatézmy, ze r,(P) € r,(A), wowezas 1,(cP) € r,(cA).
4. Jeli P € A+ G(F)ior, to cP € ¢cA C c A+ G(F)ior-

5. Jesli cP € cA + G(F)ior, to istnieje Qp € A oraz T' € G(F)ior, 2¢ ¢(P — Qp) =T,
ale P — Q) € G(F), wiec T = 0. Stad wynika, ze P — Qx € G(F)ior, zatem
P e A G(F)ior-

6. 2 jest skonczenie generowana, wolna grupa abelowa.

Z powyzszych uwag oraz dlatego, ze Endj jest skonczenie generowana wolng grupa abe-
lowa widzimy, ze bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze F' jest takim ciatem, dla ktorego

zachodzi nastepujaca réwnosc:
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oraz zachodza rozklady (3.1.1). Mozemy réwniez bez straty ogélnosci zatozyé, ze P € (Q,
P #0,ACQoraz A # {0}.

Uzupelimy teraz notacje.

o P,....P. ..., P, Z-baza grupy 2 taka, ze

AN=YZdP+ Y ZdP,

i=1 i=r+1

gdzied; € Z,d; 20 dlai=1,...rorazd; =0dlai=r+1,...,s,
dla Re Q, R=>; v P, gdzie y; € Z,
Q; := cG4(F), whedy Q = @l_, Q%
Q;:=Q,®,Q, Qf =0 ®,Q, 2:=Q0®zQ,
D; := Endp(G;) ®z Q,
K/ Q skoriczone rozszerzenie Galois takie, ze D; ®g K = My, (K).

Uwaga 3.1.6. Zauwazmy, ze jesli P € ), to mamy nastepujace rownowaznosci:
PelA <= PR1cA®;0k < VIVAl: PR1ecA®;0,,

gdzie | oznacza liczbe pierwsza, a A ideal pierwszy w Oy. Istotnie, niech P = Y27, n,; P,
dla n; € Z. Jesli P € A, to oczywistym jest, ze P ® 1 € A ®z Og. Odwrotnie, jesli
P®1eA®z Ok, to P® 1 mozna zapisa¢ nastepujaco:

P®1:Z<Zdibi,kﬂ®ﬁk> =Y P®dyi=)Y Pon,.
=1

k =1 i=1

Stad wynika, ze n;, = 0 dla i > r oraz d;y; = n; w Ok. Poniewaz QN Ok = Z, to d;|n;

w Z, dla kazdego ¢ = 1,...,r. Analogicznie dowodzimy drugiej rownowaznosci.
Niech
(3.1.2) T Q=7

bedzie dowolnym homomorfizm Z-modutéw. Niech w .= 7@ Q : Q — Q. Wbwczas
z Twierdzenia 3.1.3 istnieje przeksztatcenie 7 € Homyy, py (€2, Ml(ID)) takie, ze tr(w) = .

Nastepnie z Uwagi 3.1.4, mozemy zapisac:

7= ﬁﬁ-(i)

=0
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oraz

t
~:H§z
i=0

gdzie o5 = id, (i) € Homyy, (p,) (25", M, (D)), 8(i) € Homy, (p,) (Im (i), ©77) oraz

7(1) 0 8(i) = id. Mamy réwniez:

t
Kerw = [[Kerw(i), Qf =Im3s(i) ® Kerm(i), Q@=Ims®Kerm.
=0

Z Lematu 3.1.1 i Uwagi 3.1.5 otrzymujemy nastepujace rozktady na podmoduty proste:

Im s(3 @Kl oraz  Kerm(i @ K (i
k=ki+1
gdzie k; < e;. Zauwazmy, ze elementy wq(i),...,w,, (i) tworza baze przestrzeni €2; nad

D;. Bez straty ogdlno$ci mozemy zalozy¢, ze wy,(i) € Q; dla k =k; + 1,. .., u;

Dla prostoty zapisu oznaczmy réwniez przez m nastepujace przeksztatcenie:
(3.1.3) 7 QR O — Ok
oraz przez 7 (i) i 8(i) nastepujace M, (D;) ®¢ K-liniowe homomorfizmy:
(i) : Q' @z K — M, (D;) ® K oraz  5(i) : Im7(i) = QF ®@z K.

Poniewaz (2 jest skoniczenie generowanym Endg(G)-modutem, wiec istnieje liczba My € N

taka, ze homomorfizmy Endp(G) ®7 Og-modultéw:
Mo‘ﬁ'i Q@ZOK—)EHdF(G) ®ZOK7 S: MoIHlﬁ'—>Q®ZOK

sg dobrze okreslone. Ograniczajac homomorfizm $§ladu tr : M(D) ®y K — K do

Endp(G) ®z Ok otrzymamy Og-liniowy homomorfizm. Woéwczas
(314) tr MO T = M()?T

oraz Mymos = M, idMO - Zdefiniujmy M., (Endp(G;) ®z Ok )-modut I'(7):

ZK1 () Mooy (i) + Z Ky (i ) C Q' ®z Ok,
k=ki+1
gdzie Ki(i) C M, (Endp(G;) ®z Ok) oraz Endp(G) ®z Og-modut T' : L (i) C

Q ®z Ok. Zdefiniujmy state My := [Q ®7z Ok : T'] oraz M3 := [I" : M>yQ ®g (9)\].

Niech Kj (i) := Ki(i) ®o, Ox C M,,(Endp(G;) ®z Oy). Niech ponadto R € 2 bedzie

dowolnym punktem. Woéwczas:

(3.1.5) My(R® 1) Mog;);a(zz)k(i) &4 (i) +§%k§kj &(R)u(i) @4 (i),

dla pewnych a(R)g(i) € Ky (7).
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3.1.2 Gléwne rezultaty rozprawy

Twierdzenie 3.1.7. Niech G/F bedzie rozmaitoscig semiabelowqg takg, ze G = T x A

nad ciatem F. Niech F'/F bedzie skoriczonym rozszerzeniem cial takim, Ze:
(3.1.6) TepF =G oraz A®pF =G x---xGf,

gdzie Go = Gy, 1 G;/F' sq prostymi, parami nieizogenicznymi rozmaitosciami abelowymd,

dlar=1,...,t. Zalozimy, ze:
(317) €; S dimEndF/(Gi)O Hl(Gz(C), Q) dla 1 = O, Ce ,t,

gdzie Endp (G;)°? = Endp/(G;) ® Q. Niech P € G(F) oraz niech A C G(F) bedzie
dowolng skonczenie generowang podgrupg. Jesli r,(P) € ry(A) dla prawie wszystkich
idealow pierwszych v pierscienia Op, to P € A+ G(F ). Ponadto, jesli G(F)yor C A, to

otrzymujemy nastepujgcg rownowainosc:

Pe A < r,P)ery,(N) dla p.w. ideatow pierwszych v w Op.

Uwaga 3.1.8. Poniewaz H\(G,,(C); Z) = 7Z, wigc dimgyq,, (o) H1(Go(C); Q) = 1. Zatem
warunek (3.1.7) dla Gy ma nastepujaca postac: eg < 1.

Dowéd Twierdzenia 3.1.7. Zatézmy, ze ey # 0 (przypadek ey = 0 — [BK, Theorem 4.1]).
Niech P € Q2. Wéwczas

i=1
Zatézmy, ze P ¢ A. Korzystajac z Uwagi 3.1.6 mozemy réwnowaznie zatozy¢, ze
(3.1.9) P®1¢A®z0,,

dla pewnego A|l, gdzie [ jest pewna liczba pierwsza. Bedziemy rozpatrywaé réwnosé (3.1.8)
w Q®z7Ok. 7Z (3.1.9) wynika, ze istnieje 1 < jy < s oraz liczby naturalne m; < my takie,
ze ™ ||nj, oraz \"?|d;,. Niech 7 : Q — Z takie, ze m(R) := v;, bedzie homomorfizmem Z-
modultéw jak w (3.1.2). Mamy wéwcezas homomorfizmy 7, s, 7 (i), 5(i), My 7 dla pewnej
statej My. Mamy réwniez stata My i Mz oraz moduty T'(é) i I

Niech m > my. Zauwazmy, ze dla jo mamy:
7T(P X 1) §é ’/T(A ®Z O,\) + /\m’iT(Q ®Z O)\)
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Zatem z (3.1.4) otrzymujemy: My 7(P®1) ¢ Mymw(A®zO))+ MA™ 7(Q®zO,). Niech
Q € A. Wowezas

k

Mym(My(P®1—Q®1)) = M (Z(&(P)k(i) — a(Q)x(t)) 7~T(%(l’))> :

S

k=1
Zapis powyzszy jest uzasadniony, gdyz w = [[i_, (i) przeksztalca modul Q = @'_, Q;
w pierécien M, (D), po wspdlrzednych.

Zatem Mg (S5, (@(P)x(i) — &(Q)i(0)) ®(@(i))), . & MA" ®(MoQ @7 Oy). Stad

k;
Mg (Z(&(P)k(i) — a(Q)k(1)) ﬁ(@k(i))) ¢ MoA™ 7 (MsT).

k=1 0<i<t

Stad wynika, ze dla pewnego 0 < i <t oraz 1 < k < k;, mamy
(3.1.10) a(P)i(i) — a(Q)r(t) & N M3Ky (7).

Dla i =1,...,t, niech £; bedzie krata Riemanna taka, ze G;(C) = C9/L;. Dla i = 0,
mamy Go(C) = C* =R, & R/Z. Niech Ly = Z.

Niech 0 < i < t. Wéwezas mamy Hq(G;(C),Q) = £, ® Q. Mamy réwniez
T)(G;) = L; ®z Z;. Oznaczmy przez L; podkrate kraty £; indeksu [£; : L] = My,
ktéra jest wolnym podmodutem Endg(G;)-modutu £; rangi dimp, £; ®; Q. Niech
M, == NWW, M, ;. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

t t
L=L oraz L =L,
i=0 1=0

Niech e bedzie stopniem rozgatezienia idealu pierwszego A C Ok nad [. Mamy (O =

[1,; A°. Ponadto wiemy, ze dla dowolnego n € N:

Gz’ [ln] = Ez ®Z Zl /l"ﬁz ®Z Zl oraz Gz [ln] = @ Gl[)\en]

All

Zatem G;[\"] = L; @z Ly | \"L; ®z Zy. Rozpatrzmy nastepujacy diagram przemienny:

0 0 Ker z (n, \)

| |

00— AL Ry Ly ——— L @z Ly —2— L Rz Ly JN"L Q5 Ly — 0

J lz(n,)\)

0 —— )\en£®2ZA R d E@ZZA — £®ZZA/)\GRE®ZZA — 0

XML ®g Ty JANL! @7 Ty
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7 Jlematu weza” otrzymujemy, ze:
Kerz (n,A) —— AX"L Qg Z) /"L Ry Ly .

Stad | Ker z (n, A) | < oo oraz A\ Ker z (n, A) = 0, gdzie I"™#+||M,. Niech
pi :=dimp, H,(G;(C),Q) = dimp, £; ® Q.

Niech m,(i),...,m,, (i) bedzie baza wolnego modutu L] nad Endp(G;). Wowezas
L' ®z 7y |N"L @z Zy jest wolnym modutem nad Endp(G;) @z Ox/A" Endp(G;) @7 O,
oraz elementy 7,(i) = pr'(n,(i) ® 1) dla &k = 1,...,p; tworza baz¢ Endp(G;) ®z
O,/A" Endp(G;) @z Oy-modutu L' ®z Zy [N"L' @y Zy. Przypomnijmy, ze z zaloze-
nia e; < p;. Niech ["0|| My oraz I"3|| M3, dla mg, ms € N. Zalézmy, ze liczba n spelnia

nastepujaca nieréwnosc:
(3.1.11) en > m+ e(mgy + ms + my).
Oznaczmy przez
Tie(i) :=2(n,\) (M(0) € LRz Z\ JN"L Ry Ly = Gi(AT").

Niech L := F (G[I"]) = F ((Go X Gy X -+ x G¢)[I"]). Z Twierdzenia 2.2.10 oraz z Wniosku
2.2.11.1 istnieje zbior W idealtéow pierwszych w w O o dodatniej gestosci Dirichleta taki,
zedlat=0,1,...t

rw(wg(i) =0, dlak,+1<k<u
rw(wi (7)) = ry(Tr(2), dlal <k <k.

Niech w € W. Z zalozenia mamy r,,(P) € r,(A). Zalézmy, ze zdefiniowany wyzej punkt

Q € A jest taki, ze 7,(Q) = r,(P). Wowczas:
0= r(Ms(P 1= Q1)) = 3 S (&(P(i) — &(QUu(i) Mo ru(Tuli).

t
=0 k=1

Z [Pel, Corollary 2.3.4], 1, jest réznowartosciowe dla podgrupy torsyjnej. Zatem:

0= i(&(mk(z‘) — &(Q)i(i)) Mo T (i) =
t ki
= 2(n, ) (‘0;(&(}?),9(@') — a(Q)x(1)) Mo 'ﬁk(i))
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Stad Yo Sy (@(P)i(i) — a(Q)x(d)) Mo, (i) € Ker z (n, A), wiec
Nt m) SN (G(PY () — &Q)(D) (i) € AL @ T

k=1

To implikuje, ze

ki
Yo (a(P)ili) — a(Q)r(i) My, (i) € XTI L @4 Zy
k=1
Zatem dla kazdego 0 < i <toraz 1l <k <k;:
a(P)i(i) — a(Q)k(i) € Xm0 K (4),

gdyz (i) ® 1,...,m,. (1) ® 1 stanowia baze Endp(G;) ®z Ox-modutu L' ®@z Zy. W ten
sposéb uzyskaliSmy sprzecznosé z (3.1.10), poniewaz z (3.1.11), mamy e(n — mg — my) >

m + ems. ]

Liniowa zalezno$¢ punktow i skonczona liczba redukcji

G. Banaszak i P. Krason pokazali w [BK, Theorem 6.4], ze dla odpowiedniej klasy roz-
maitosci abelowych, wystarczy uzywaé tylko skonczonego zbioru S 1@3\ ideatéw pierwszych
v pierécienia O, by sprawdzié, czy P € A + A(F)or. Zbidr ten zalezy tylko od A, P, A
oraz od wyboru Z-bazy grupy A(F)/A(F)i:- W dowodzie tym autorzy wykorzystali wer-
sje efektywna twierdzenia Chebotareva [LO] oraz przeksztalcenie dwuliniowe kanonicznej
wysokosci:

B A(F) @z RxA(F)®zR — R,
ktore jest symetryczng dodatnio okreslona forma dwuliniows nad R.

We wspélnej pracy [BB, Sekcja 4.2] z G. Banaszakiem pokazaliSmy, ze istnieje forma
dwuliniowa, réwniez dla jednowymiarowego torusa nad F, ktéra jest symetryczna i do-
datnio okreslona nad R. Mianowicie, niech S bedzie skoniczonym zbiorem miejsc Op za-
wierajacym réwniez wszystkie miejsca Archimedesowe (ang. Arcimedean places). Niech
U(S) = Oks/(OFs)tor- Istnieje przeksztatcenie dwuliniowe (ang. bilinear regulator pa-
iring):

(., ):UW8) xUS) =R,

(u, vy ==Y log|ul, log|u/|,,
gdzie >, oznacza sumowanie po wszystkich elementach zbioru S z pominigciem jednego
miejsca Archimedesowego. Widzimy, ze przeksztalcenie dwuliniowe (., .) jest syme-

tryczne nieujemnie okreslone. Jest ono réwniez niezdegenerowane, gdyz regulator jest

rézny od 0. Zatem (., .) jest dodatnio okreslone.
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Niech (uq,...,u,) bedzie bazg U(S). Niech 7, 7/ beda elementami U(S) ® R. Wéwczas
7 oraz 4" mozemy jednoznacznie zapisa¢ jako v = YL u; @ ¢; 19" = YL, uy ® ¢ (sto-
sujac addytywna notacje dla grupy U(S)). Rozwazmy rozszerzenie wspdlczynnikéow do R

nastepujaco:

(., )®R: UWS)®R x US)®R — R,
(v, 7) = ZCiC;Z log |u;|, log |u;l,.
— ”

To przeksztatcenie dwuliniowe jest réwniez symetryczne. Dla v = >, u;®c¢; € U(S)QR
mamy
2
(=2 (Z cilog [us, ¢;log \uj\v) =2 (Z cilog \uilv> > 0.
v\ iy v\

Stad (., .) ® R jest nieujemnie okreslone. Zauwazmy, ze (.,.) ® R jest réwniez nie-
zdegenerowane, poniewaz jego macierz w bazie (u; ® 1,...,u,, ® 1) jest taka sama jak
macierz (., .) w bazie (uy,...,uy). To implikuje, ze (., .) ® R jest dodatnio okreslone.
Oznaczmy (., .) ® R przez (g.

Mozemy, wiec na G := T x A, gdzie T jest jednowymiarowym torusem oraz A dowolng
rozmaitos$cig abelowa nad ciatlem F' zdefiniowaé¢ symetryczna dodatnio okreslona forme

dwuliniowg (g, ktéra jest suma ortogonalng formy SBr i fy. Czyli Bg = Br @ Og-

Lemat 3.1.9. Niech P € § oraz niech A bedzie skoriczenie generowang podgrupg grupy
Q. Wtedy sprawdzenie, czy P € A lub nie, wymaga sprawdzenia tylko skonczenie wielu

uktadow liczb catkowitych (vy, ..., v,).
Dowdd. Patrz [BK, Lemma 6.1]. O

Twierdzenie 3.1.10. Zaldzimy, Ze rozmaito$é semiabelowa G/ F spetnia zaloZenia Twier-
dzenia 3.1.7. Niech P € G(F') oraz niech A bedzie dowolng skoriczenie generowang pod-
grupg grupy G(F). Wéwczas istnieje skoriczony zbior ST ideatéw pierwszych v pierscie-
nia O, zalezgcy tylko od rozmaitosci G, punktu P, podgrupy A oraz od Z-bazy P, ..., Ps
grupy Mordella-Weila G(F) (tzn. Z-bazy grupy G(Ops), jak w Uwadze 2.2.1) taki, ze

zachodzi nastepujgcy warunek:
jesli ro(P) € ro(A) dla wszystkich v € S™, to P € A+ G(F)qr.

Jesli G(F)ior C A, to mamy réwniez analogiczng réwnowazno$é jok w Twierdzeniu 3.1.7,

tzn.:

Pc A < r,(P)€r,(N) dla wszystkich ideatéw pierwszych v w S™.
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Dowdd. Konstruujemy zbiér skoniczony S analogicznie jak w dowodzie [BK, Theorem
6.4], korzystajac m.in. z Lematu 3.1.9. Nastepnie modyfikujemy dowdéd Twierdzenia 3.1.7
w analogiczny sposéb jak opisano w dowodzie wezesniej juz cytowanym, stosujac Twierdze-
nie 2.2.12 zamiast Twierdzenia 2.2.10 oraz Wniosek 2.2.12.1 zamiast Wniosku 2.2.11.1. [

Uwaga 3.1.11. Zbiér S5 mozna skonstruowaé efektywnie, gdy mozemy skonstruowaé efek-
tywnie Z-baz¢ wolnej grupy abelowej G(Ors)/G(OF.s)tor, czyli gdy mozemy efektywnie
skonstruowa¢ Z-bazy dla Of s/(OF g)tor 0raz A(F)/A(F)ier. Z-baza O ¢/(Of g)or jest
konstruowalna efektywnie [Le, str. 234], natomiast dla A(F)/A(F )i istnieje efektywny

algorytm znajdowania Z-bazy, jesli grupa Tate’a-Shafarevicha dla A jest skonczona.

Kontrprzyktady dotyczace Twierdzenia 3.1.7

A. Schinzel [Sch, str. 419-420] pokazal, ze Twierdzenie 1.2.1 nie moze zosta¢ uogélnione
dla dwuwymiarowego torusa. G. Banaszak oraz P. Krason [BK, Sekcja 5] réwniez pokazali,
ze zalozenia o wykladnikach e; w [BK, Theorem 4.1] sa bardzo istotne oraz, gdy sie
przekroczy ograniczenie, mozemy znalez¢ kontrprzyktady. W podobny sposéb pokazemy,
ze jeSli przekroczymy ograniczenia na e; w Twierdzeniu 3.1.7, to réwniez znajdziemy

kontrprzyktady.

1. Niech T := G2 nad F = Qi) oraz niech A := A;, gdzie A, zdefiniowane jak
w [BK, str. 330-331]. Czyli Ay := E?, gdzie E, jest krzywa eliptyczng nad Q dang
wzorem y? = 23 — d*xr. Krzywa ta ma mnozenie zespolone przez Z[i]. Zauwazmy,
ze dimqe) H1(E4(C),Q) = 1. Postepujac jak w [BK, str. 330-331], mozemy zna-
lez¢ takie d, ze rankgy) Eq(Q(7)) > 2. Niech d bedzie liczba o tej wlasnosci. Niech
1, Q2 € E4(Q(7)) beda punktami liniowo niezaleznymi nad Z[i]. Niech S := {v|2d :

v jest idealem pierwszym pierscienia Op} U {v: torus T ma zla redukcje}. Niech

stepujace punkty w A4(Q(7)):

@1
0

Ar bedzie dowolng podgrupa skoniczenie generowang w torusie 7. Zdefiniujmy na-
Q2

0
Q @
Niech Ay := Z[i| P, 4+ Z[i]| P, + Z]i] P;. Wéwezas stosujac metody z [BK, str. 330-332]

latwo mozna pokazaé, ze punkt P’ € A(F) zdefiniowany nastepujaco:

]
Q1

Pliz ,PQZ: ,PgZ:

P =
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spetnia nastepujace warunki: r,(P’) € r,(A)y) dla wszystkich v ¢ S oraz P’ ¢ A/,.

Niech Ry, Ry, R3, Ry, R5, Rg beda Z-generatorami podgrupy A’y. Zdefiniujmy pod-
grupe Ay == Y% | Z R;. Wéwcezas oczywistym jest, ze P’ ¢ Ay. Niech A := Ap Ay
w G(F'). Niech

1
1
P .=
1
0
@]

7 powyzszych rozwazan widzimy, ze
(3.1.12) ry(P) € ry(A)
dla wszystkich v ¢ S oraz
(3.1.13) Pé¢A.

. Podobnie mozemy skonstruowa¢ przyktad dla dowolnego torusa 7' := G¢° nad ciatem
F oraz dowolnej skonczenie generowanej podgrupy Ar grupy T'(F) oraz rozmaitosci
abelowej A nad cialem F, A := E3, gdzie E jest krzywy eliptyczng nad ciatem F
bez mnozenia zespolonego taka, ze istnieja trzy punkty P, P, P3 liniowo niezalezne
nad Z. Widzimy woéwczas, ze dimg H1(E(C),Q) = 2. Podgrupe A4 oraz punkt
P (rozszerzony o odpowiednia liczbe jedynek dla wspétrzednych odpowiadajacych
torusowi) definiujemy jak w [JP] oraz A := Apr @ A 4.

. Analogicznie mozemy skonstruowaé przyklad dla G2, := G,;, Xspec ops Gm dla F':=
Q, S :={(2),(3)}, Ors := Zg oraz dowolnej rozmaitosci abelowej A := [[_; G
nad F' (w tym momencie modyfikujemy zbiér S o idealy pierwsze ztej redukcji dla
A) i dowolnej podgrupy As € A(F). Wiemy, ze dimg H1(G,,(C),Q) = 1. Niech
Ar =N 0L \2 C G2, gdzie

m

el
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Natomiast punkt P definiujemy nastepujaco:

i
4
0
0

0

Znowu przyjmujemy za A := Ap @ A 4. Stosujac metody A. Schinzla [Sch, 419-420]

uzyskamy wlasnosci analogiczne do (3.1.12) oraz (3.1.13).

Wspoétmiernosé podgrup w grupach Mordella-Weila

Opisane tutaj wyniki dotycza wspétmiernosci podgrup w grupach typu Mordella-
Weila. Sa to wspélne wyniki uzyskane z prof. Grzegorzem Banaszakiem [BB|. Na wstepie

wprowadzmy dodatkowe oznaczenia, ktérych bedziemy uzywaé¢ w tej podsekcji.

NOTACJA

1. B(F') skonczenie generowana grupa abelowa,

2. B,(k,) grupa skoiiczona dla kazdego v.

Zalézmy, ze dla prawie wszystkich v istnieje homomorfizm grup (homomorfizm reduke;ji):

(3.1.14) Ty B(F) — By(ky).
Wprowadzimy teraz pojecie wspéhmiernosci i silnej wspotmiernodci.

Definicja 3.1.12. Niech G bedzie dowolng grupa oraz H,H' dwoma podgrupami
grupy G. H, H nazywamy wspOlmiernymi, gdy:

(3.1.15) [H: HNH'] <o oraz [H': HNH'] < .

Definicja 3.1.13. Niech B bedzie grupa abelows ze skonczong podgrupa torsyjna Bio,.

Dwie podgrupy A oraz A’ grupy B nazywamy silnie wspélmiernymi, gdy:

(3.1.16) ACANAN + By oraz ANNCANA + B

Uwaga 3.1.14. Zauwazmy, ze jesli A oraz A’ sa silnie wspéhmierne, to sa one réwniez

wspoOtmierne.

Wyniki dotycza badania relacji pomiedzy nastepujacymi wlasnosciami.
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Lokalno-globalne wtasnosci badania liniowej zaleznosci

Wtiasno$é liniowej zaleznosci: Niech P € B(F) oraz A C B(F') bedzie podgrupa.
Jesli r,(P) € ry(A), dla prawie wszystkich ideatéw pierwszych v, to P € A + B(F )i

Wlasnos$é stabej liniowej zaleznosci: Niech P € B(F) oraz A C B(F') bedzie pod-
grupa. Jedli r,(P) € r,(A), dla prawie wszystkich v, to istnieje n € N takie, ze nP € A.

Uwaga 3.1.15. Oczywistym jest, ze Wlasno$é liniowej zaleznosci implikuje Wtasnosé
stabej liniowej zaleznosci. Natomiast z Wlasnosci stabej liniowej zaleznos$ci nie
wynika Wlasno$é liniowej zalezno$ci. Istotnie, niech A/F bedzie rozmaitoscia abelowa
nad ciatem F' taka, Ze istnieje nietorsyjny element P € A(F). Niech n € Ny n > 1
oraz niech [ bedzie liczbg pierwsza wzglednie pierwsza z n. Zdefiniujmy nastepujaco:
B(F) := A(F), By(k,) := Ay(ky);. Niech A := ZnP. Oczywistym jest, ze r,(P) € r,(A)
oraz nP € A, ale P ¢ A+ B(F)or-

Lokalno-globalne wtasnos$ci wsp6tmiernosci

Lokalno-globalna wtasno$é wspdétmiernosci: Niech A, A’ C B(F') beda dwiema pod-
grupami. Podgrupy A i A’ sg wspétmierne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba natu-

ralna c taka, ze dla prawie wszystkich v zachodzi:

(3.1.17) [7o(A) s (ANA)] <c¢ oraz [r,(A):r,(ANA)] <ec.

Lokalno-globalna wlasno$¢ silnej wspélmiernosci: Niech A, A’ C B(F) beda
dwiema podgrupami. Podgrupy A i A’ sg silnie wspotmierne wtedy i tylko wtedy, gdy dla

prawie wszystkich v zachodzi:

(3.1.18) 7,(A) Cry(ANA) + ro(B(F)ior) oraz 1,(A) Cry(ANA) + 7y(B(F)ior)-

Wyniki dotyczace wspoélmiernosci
Twierdzenie 3.1.16 ([BB, Proposition 2.1]). Lokalno-globalna wtasnosé silnej
wspotmiernosci implikuje Lokalno-globalng wilasnosé wspélmiernosci.

Dowod. Zatézmy, ze zachodzi Lokalno-globalna wlasno$é silnej wspélmiernosci.
Niech A, A’ C B(F) beda dwiema podgrupami. Zatézmy, ze dla A, A’ dla prawie wszyst-
kich v, dla pewnego ¢ € N, zachodza warunki (3.1.17). Zdefiniujmy dwie podgrupy grupy
B(F) nastepujaco:

H:=cA+ANN oraz H =cN+ANN.
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Zauwazmy, ze ANA' C HNH', HCA i H' C N.Zatem HNH' = ANA'. Wowcezas
z (3.1.17), otrzymujemy:
ro(H) =1,(c!A) +r,(ANA) Cry(ANAN) Cr,(HNH) 4+ r,(B(F)or),
ro(H') =1,(d!A) +r,(ANA) Cr (ANA) Cr,(HNH) 4 r,(B(F)tor)-
Zatem dla H oraz H' zachodza warunki (3.1.18). Z Lokalno-globalnej wlasnosci silnej
wspotmiernosci uzyskujemy:
AdA+ANN=HCHNH + B(F)ix = ANA + B(F)tor,
AN +ANAN=H Cc HNH + B(F)ior = AN A + B(F)tor-
Stad ¢! A C ANA + B(F)ior oraz ! A" C ANN + B(F)tor. Z tego wynika, ze [A : ANA] <
oo oraz [A: ANAN] <. O

Twierdzenie 3.1.17 ([BB, Proposition 2.2]). Wiasnos$é stabej liniowej zalezZnosci
jest rownowazna Lokalno-globalnej wilasnosci wspotmiernosct.

Dowdéd. Zatézmy, ze zachodzi Wlasnosé stabej liniowej zalezno$ci. Niech A, A’ C
B(F) beda dwiema podgrupami.

(=) Zalézmy, ze A, A’ sa wspolmierne. Woéwcezas warunek (3.1.17) zachodzi dla ¢ :=
max{[A: ANA], [A: ANAN]}.

(<) Zatézmy, ze (3.1.17) zachodzi dla pewnego ¢ € N. Wtedy:

(3.1.19) ro(c!A) Cry(ANA),
(3.1.20) ro(c!A') Cry(ANA)
dla prawie wszystkich v. Niech Pi,..., P, € c!'A stanowia zbiér generatoréw c!A.

Z (3.1.19) otrzymujemy, ze 7,(F;) € r,(ANA’) dla prawie wszystkich v, dla i =1,...,m.
7 zatozenia WlasnoSci stabej liniowej zaleznosci wiemy, ze istnieje liczba naturalna
k taka, ze kP, € ANAN, dlai=1,...,m. Zatem k¢! A C ANA C A. Poniewaz B(F)
jest skonczenie generowana grupa abelowa, wiec A/kc! A jest skonczona grupa abelowa.
Stad otrzymujemy, ze A/A N A’ jest skoficzona grupa abelowa. W analogiczny sposéb
dowodzimy, ze A’/A N A’ jest skoriczona grupa abelowa.

Zaltézmy teraz, ze spelniona jest Lokalno-globalna wlasnosé wspdétmiernosci. Za-
tézmy, ze dla P € B(F') oraz podgrupy A C B(F) zachodzi r,(P) € r,(A), dla prawie
wszystkich v. Zdefiniujmy podgrupe A’ :=Z P + A C B(F). Zauwazmy, ze AN A = A.
Ponadto widzimy, ze r,(A) = r,(A’) dla prawie wszystkich v. Zatem zachodzi warunek
(3.1.17) dla ¢ = 1. Z Lokalno-globalnej wlasno$ci wspétmiernoéci otrzymujemy, ze

[A": A] < co. Stad wnioskujemy, ze istnieje liczba naturalna n taka, ze nP € A. ]
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Twierdzenie 3.1.18 ([BB, Proposition 2.3]). Witasnosé liniowej zalezZnosci jest row-

nowazna Lokalno-globalnej wilasnosci silnej wspoétmiernosci.

Dowod. Zatézmy, ze zachodzi Wlasno$é liniowej zaleznoSci.
(=) Niech A, A’ C B(F) beda podgrupami silnie wspétmiernymi. Wéwczas oczywistym

jest, ze zachodzi warunek (3.1.18).

(<) Zalézmy, ze dla prawie wszystkich v zachodzi warunek (3.1.18). Niech P € A.
Wtedy r,(P) € ro(ANA + B(F)io), dla prawie wszystkich v. Z Wlasno$ci liniowej
zaleznosci otrzymujemy, ze P € AN AN + B(F)or + B(F)tor = AN AN + B(F ). Zatem
ACANAN + B(F)ior- W ten sam sposéb pokazujemy, ze A" C ANA + B(F)or-

Zatézmy teraz, ze zachodzi Lokalno-globalna wtasno$¢ silnej wspoélmiernosci.
Niech P € B(F) oraz niech A C B(F) bedzie podgrupa grupy B(F'). Rozwazmy po-
nownie podgrupe A’ := Z P + A C B(F). Przypomnijmy, ze A N A" = A. Zalézmy, ze
dla prawie wszystkich v zachodzi r,(P) € r,(A). Wynika stad, ze r,(A) = r,(A") =
ro(ANA) C ry(ANA + B(F)io). Z Lokalno-globalnej wtasnosci silnej wspétmier-
noéci otrzymujemy, ze A’ C ANA + B(F)ior = A + B(F)tor- Zatem P € A+ B(F)or. O

Uwaga 3.1.19. Twierdzenie 3.1.16 wynika réwniez z Twierdzen 3.1.17, 3.1.18 oraz Uwagi
3.1.15.

Jestedmy w stanie sformutowaé wniosek analogiczny do [BB, Corollary 3.1] dla rozma-

itosci semiabelowych.

Whniosek 3.1.19.1. Niech G bedzie rozmaitoscig semiabelowg nad F spelniajgcq zatoze-
nia jak w Twierdzeniu 3.1.7. Wowczas zachodzi Lokalno-globalna wilasnosé silnej
wspotmiernosci dla skoriczenie generowanych podgrup, ze wzgledu na przeksztatcenia

redukcji.
Dowdéd. Wynika bezposrednio z Twierdzenia 3.1.7 oraz z Twierdzenia 3.1.18. [

Zachodzi réwniez analogiczny wniosek do [BB, Corollary 4.2 i 4.6] dla rozmaitosci

semiabelowych zdefiniowanych jak w Twierdzeniu 3.1.7.

Whniosek 3.1.19.2. Niech A,N' C G(F) bedg skonczenie generowanymi podgrupami.
Wowczas istnieje skoriczony zbidr S/f{?A,, ktory zalezy od gemeratoréw obu podgrup nad

Z, generatorow AN AN oraz Z-bazy grupy 2 taki, Ze spelniony jest nastepujgcy warunek:

jesli ry(A) C ry(ANA') oraz ry(N) C ry(ANA') dla wszystkich v € S§%, to A oraz N sq

silnie wspotmierne.
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Dowdd. Niech A, ' C G(F) beda skoriczenie generowanymi podgrupami. Niech

Py, ..., P.oraz P, ..., P! beda generatorami A i A’ odpowiednio. Z Twierdzenia 3.1.10

istniejg skonczone zbiory S SL_HAM/ oraz SHP, ., dla wszystkich ¢ = 1,...,r oraz j =
b j?

1, ..., s takie, ze zachodza nastepujace wtasnosci:

(3.1.21)

jesli r,(P;) € r,(ANA) dla kazdego v € SE™n,  to P € ANA + G(F)ior,
jesli - ry(Pl) € ro(ANA') dla kazdego v € Spyny, to PLe ANA + G(F)or.

Zbiér S /{h}v definiujemy nastepujaco:

-

fin ., _
SA7A/ Dt

=1

s
fin fin
SPi,AﬂA’ U U SPJ’.,AOA"
=1

Kontrprzyktady dotyczace Wniosku 3.1.19.1

Przedstawimy teraz kontrprzyktady do Wniosku 3.1.19.1, w przypadku, gdy pomi-
niemy zatozenie (3.1.7) o wyktadnikach e;. Pierwsze dwa z nich opisaliSmy w [BB, Sek-
cja 3.1].

1. G := A. Niech E; bedzie krzywa eliptycznag nad Q zdefiniowana réwnaniem
y? = 23— d*x. Krzywa E; ma mnozenie zespolone przez Z[i]. Ranga grupy Mordella-
Weila E,;(Q) moze osiagna¢ wartos¢ 6 (zobacz [RS, Table 2, str. 464]). Zal6zmy,
ze ranga E,(Q) wynosi przynajmniej 2. Wéwczas ranky, Eq(Q(7)) = 2ranky(Eq(Q)).
Widzimy wiec, ze rankzp) Eq(Q(¢)) > 2. Zdefiniujmy abelows powierzchnie Ag :=
Eyx Eq = E2 nad Q(i). Zauwazmy, ze A4 nie spelnia zatozen Wniosku 3.1.19.1, po-
niewaz dimg;) H1(E4(C),Q) = 1. (Zauwazmy, ze rozpatrujemy ta sama rozmaitosc,

co w pierwszym kontrprzyktadzie dotyczacym Twierdzenia 3.1.7).

Niech Q1, Q2 € E4(Q(i)) beda punktami liniowo niezaleznymi nad Z[i]. Rozwazmy

nastepujace punkty w Az(Q(7)):
Q2 0

0 ] p [Ql
Q) 0 Q)

G. Banaszak oraz P. Krason [BK, str. 330-332] rozwazali tylko punkty P, Py, P, Ps.
My rozwazamy dodatkowy punkt P’. Zdefiniujmy dwa nastepujace wolne Z|[il-
podmoduty modutu A,4(Q(7)):

Q2
0

P = , Pyi= , Py = , P =

2

A := Z[i|P + Z[i] P, + Z[i] P, + Z[i] P,
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N = Z[i| Py + Z[i| Py + Z[i| Ps + Z[i| P’

Wtedy:
ANAN =Z[i|P, + Z[i) P, + Z[i] P.

Z [BK, Proposition 5.6] 7,(A) = r,(A N A’) dla wszystkich idealtéw pierwszych v {
2d € Z[i]. W ten sam spos6b mozemy pokazaé, ze r,(A’) = r,(ANA’) dla wszystkich
ideatéw pierwszych v t 2d € Z[i|. Widzimy wiec, ze zachodzi (3.1.17) dla ¢ = 1.
Ale A oraz A’ nie sa wspohmierne, poniewaz sa one wolnymi Z[i]-modutami rangi 4,

a ich przekréj A N A’ jest wolnym Z[i]-modutem rangi 3.

Uwaga 3.1.20. Niech S bedzie zbiorem idealéw pierwszych zlej redukeji dla A.
Niech A bedzie modelem Nérona nad Opg. Rozwazmy nastepujace 1-motywy nad

spec O g w sensie P. Deligne’a [Dell:
A=A, [AN—= A, [AnNAN = A oraz [A+AN — A.

Zmieniajac baze do spec k, oraz biorac obrazy podgrup A, A’, ANA', A+AN w A,(k,)

poprzez przeksztatcenia redukeji r, (dla v ¢ S), otrzymamy torsyjne 1-motywy
[ro(A) = A,],  [ro(A) — A, [ro(ANA)— A] oraz  [r,(A+A)— A

Powyzszy przyktad pokazuje, ze dla kazdego v ¢ S te cztery torsyjne l-motywy
sa réwne (definicje torsyjnych 1-motywéw znalezé mozna w pracach [B-VRS] oraz
[J2]).

W podobny sposéb skonstruowalismy przyktad dla G =T.
. G =T. Rozwazmy schemat grupowy G2 := G, Xgpec ops Gm. Wiemy, ze
dimg Hy(G,,(C), Q) = 1.

Zatem w tym przypadku réwniez nie zachodzg zatozenia Wniosku 3.1.19.1. Niech

F = Qoraz S = {(2),(3)}. Stad Zs = Z[3, 3]. Dla kazdej liczby pierwszej p #
2,3, rozwazmy przeksztatcenia redukeji r, X 7, : Z[%, é]x X Z[%, %]X — Fy x F.

Dla prostoty bedziemy pisa¢ r, zamiast r, X r,. Rozwazmy nastepujace elementy

w Z[L, 1% x Z[L, 1%
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Przypomnijmy, ze A. Schinzel [Sch, str. 419-420] rozwazal tylko pierwsze cztery
z powyzszych punktéw A, A1, Ag, A3. My rozwazamy dodatkowy punkt X. Zdefi-
niujmy dwie podgrupy w Z[%, %]X X Z[%, %]X nastepujaco:

A= D\E N ND AT

N =MD LN
Wowczas

ANN =N 0\D 02
Podazajac za rozumowaniem A. Schinzla [Sch, str. 419-420] otrzymamy

(3.1.22) rp(A) =r,(ANA) =r,(N)

dla p # 2, 3. Istotnie, niech X :=r,(A\), N :=r,(X) oraz \; :=1,(\;) dlai=1,2,3.

Réwnanie

jest rownowazne uktadowi réwnan

1 =2M3% mod p,
(3.1.23)
22 = 2M2 3% mod p.
Zauwazmy, ze (3.1.23) jest identyczne z [Sch, (69), str. 419], wiec otrzymamy roz-
wigzania R;, Ry, R3 w doktadnie ten sam sposéb co A. Schinzel. Teraz musimy

pokaza¢, ze N € r,(A N A’). Réwnanie

V_ /\—1R3 )\—21{2 )\—SRl
jest réwnowazne uktadowi réwnan:

1 =382 mod p,

(3.1.24)
3?2 =3%2928%  mod p.

Dla p > 3 powyzszy system jest réwnowazny systemowi:
0= Ric; + Rycs mod (p— 1),
(3.1.25) ( )
2¢1 = Rycy + R3ca mod (p — 1),

gdzie 3=¢",2=¢w (Z/p)* =<g>=7Z/(p—1). Uktady (3.1.25) oraz [Sch,
(70), str. 420] sa identyczne. Zatem uzywajac tych samych obliczen co A. Schinzel

otrzymamy rozwigzania Ry, Ro, Rj.

Stad (3.1.17) zachodzi dla ¢ = 1. Ale A i A’ nie sa wspétmierne, bo sa one wolnymi

Z-modutami rangi 4, a ich przekréj A N A’ jest wolnym Z-modutem rangi 3.
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2’

Uwaga 3.1.21. Niech F = Q jak wyzej. Niech T' := G?, oraz niech T :=

G,, x. 11

specZ(},1] Gy Rozwazmy nastepujace 1-motywy nad specZ[3, g] w sensie P.

Deligne’a:
A—=T], [N—=T], [ANAN —=T] oraz [A-AN —=T].

Zmieniajac baze do spec F,, oraz biorac obrazy podgrup A, A’, ANA, A-A w T,(F,)
poprzez 1, (dla p # 2,3), otrzymamy torsyjne 1-motywy

rp(A) = T, [rp(A) = T, [rp(ANA) —=T,] oraz [rp(A-A) — T,

Powyzszy przyktad pokazuje, ze powyzsze cztery torsyjne 1-motywy sa sobie réwne,
dla kazdego p # 2, 3.
Uwaga 3.1.22. Stosujac bezposrednio przyktad A. Schinzla [Sch, str. 419-420] otrzy-

maliby$my dwie podgrupy A C A’. Nasza modyfikacja tegoz przyktadu prowadzi
do podgrup A, A’ takich, ze A ¢ A" oraz A’ ¢ A.

Uwaga 3.1.23. Warto zaznaczy¢, ze 1-motyw [A — G2 ] zostal nazwany przez P. Jos-

sena l-motywem Schinzla (Schinzel’s 1-motive [J2]).

Zmodyfikujemy teraz powyzszy kontrprzyklad 2. Niech T := G2, nad F' := Q(z)
oraz niech T := Gy Xspecop s, Gm, gdzie St = {(3),(7)}. Zatem T(Ofs,) =
Ors, X Opg,. Dla kazdego v ¢ Sy, rozwazamy przeksztatcenia redukcji r, x 7, :
Ors, X OFg,. — k) x k). Jak wyzej, dla prostoty bedziemy pisac r, zamiast r, x 7.

Rozwazmy nastepujace elementy w Opg X Opg

S

Zdefiniujmy nastepujace podgrupy w O, x Ofg,

3
1

Ap = NE N2 NS
Ny = 2N 0\D 2

Wowcezas
AN Al :)\?-)\g-)\sz’T.

Podazajac za rozumowaniem A. Schinzla [Sch, str. 419-420], analogicznie jak w po-

wyzszym kontrprzyktadzie 2., otrzymamy
(3.1.26) ro(Ar) = ry(Ar NAL) =1 (A}), dlavé Sp.
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Stad (3.1.17) zachodzi dla ¢ = 1. Ale A i A’ nie sg wspétmierne, bo A jest wolnym

Z-modutem rangi 4, a przekréj Ar N A/ jest wolnym Z-modutem rangi 3.

Teraz skonstruujemy kontrprzyktad dla G :=T x A.

. G:=TxAnad F := Q(¢). Niech torus T, zbi6r Sy, punkty A\, A1, Ao, A3 € T(OFps,.)
oraz podgrupy Ar, A}, beda zdefiniowane jak w kontrprzyktadzie 2", powyzej. Roz-

maito$¢ abelowa A := Ay = E?% nad F, punkty Qq, Q2 € E4(F) oraz P, P, P, Ps €
A4(F) definiujemy jak w kontrprzyktadzie 1. tej podsekcji.

Rozpatrywaé¢ bedziemy grupe G(Org), gdzie S = {v : wv|2d} U Sp. Niech
Ry, Ry, R3, R4, Rs, Rg beda generatorami nad Z wolnego Z[i]-podmodutu

Zi\P, + Z[i|Py + Z[i| Py © A(F).

Zdefiniujmy nastepujace podgrupy w A(F):

6
AA = ZZRZ,

i=1

:4 = Z P —|— AA.
Zdefiniujmy nastepujace wolne Z-podmoduly modutu G(Ops):

A= AT S AA7
N =N N,
Wéwezas
ANN =A@ Ay
Z kontrprzyktadu 1. dotyczacego Twierdzenia 3.1.7 oraz z kontrprzyktadu 1. i po-
wyzszego kontrprzyktadu 2. tej podsekcji widzimy, ze:

ro(A) =71,(AN) =r,(ANA), davées.

Zatem zachodzi (3.1.17) dla ¢ = 1. Jednak A i A’ nie sa wspdlmierne, gdyz sa
one wolnymi Z-modutami rangi 10, a ich przekréj A N A’ jest wolnym Z-modutem

rangi 9.

Uwaga 3.1.24. Zachowujac oznaczenia tegoz kontrprzyktadu, rozwazmy nastepujace

1-motywy nad spec Op g W sensie P. Deligne’a:

A—=G), [N—=G], [AnNN =G| oraz [Ar® A, =G
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Zmieniajac baze do speck, oraz biorac obrazy podgrup A, A’; ANA, Ar & AN
w G,(k,) poprzez r, (dla v ¢ ), otrzymamy torsyjne 1-motywy

[ro(A) = G,], [r.(A) = G, [r.(ANA)— G, oraz [r,(Ar & AN)) — G,].

Przyktad ten pokazuje, ze powyzsze cztery torsyjne 1-motywy sa sobie rowne, dla
kazdego v ¢ S.
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