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Wstep

Stale rosngca ilos¢ gromadzonych i przetwarzanych informacji powoduje dynamiczny rozwoj
informatyki. To state zapotrzebowanie na coraz wydajniejsze maszyny skutkuje olbrzymimi na-
ktadami na badania umozliwiajace tamanie kolejnych barier sprzetowych zwiazanych z coraz
wieksza skalowalnoscig, redukcjg poboru energii czy problemami zwigzanymi z chtodzeniem
uktadow. W tym kontekscie zrozumiata staje si¢ pokusa odejscia od klasycznego przetwarzania
informacji na rzecz metod kwantowych. Mimo probleméw technologicznych przy konstrukceji
odpowiednio trwatego i sterowalnego komputera kwantowego daje sie zauwazy¢ niestabngce
zainteresowanie rozwijaniem kwantowych metod rejestracji i przetwarzania informacji.

Jednym z wazniejszych zagadnien zwigzanych z komputerami kwantowymi jest pojecie spla-
tania poduktadu z drugim poduktadem lub reszta uktadu kwantowego [8), 26, [84], (92, 93], [94].
Splatanie to mozemy rozumie¢ jako miare korelacji pomiedzy dwoma poduktadami. Jak tatwo
mozna zauwazy¢, niezwykle istotnym aspektem podziatu uktadu na poduktady np. A i B, jest
w kontekscie mechaniki kwantowej fakt, iz przestrzen H stanéw kwantowych calego uktadu jest

tloczynem tensorowym przestrzeni poduktadéw H 4 i Hp co zapisujemy jako:

H="Has® Hg. (1)

Bardzo waznym narzedziem staje sie wiec multiliniowa struktura przestrzeni liniowych.
Formalne podobienstwo (w sensie struktury multiliniowej) przestrzeni stanéw magnetyka

Heisenberga z przestrzenig stanow komputera kwantowego sprawia, ze warto podjaé¢ studia nad
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CEL PRACY vi

zagadnieniami zwigzanymi z podstawieniem Bethego. Z drugiej strony, metody rozwinigte w
informatyce kwantowej (analiza splatania) maja szanse rzuci¢ nowe $wiatto na wiele aspektéw
zwigzanych z podstawieniem Bethego, w szczegoélnosci z hipotezg strun. W niniejszej pracy

rozwazamy wylacznie model izotropowy (XXX), to oznacza:

wezlty sg utozone w pierscien,
e pojedyncze obsadzenie zbioru weztéw N spinami,

e rzut spinu na kierunek zadany zewnetrznym polem magnetycznym wynosi j:%,

oddziatywanie pomiedzy sasiednimi spinami jest izotropowe, tzn. jest tylko jedna catka

wymiany.

Cel pracy

Punktem wyjsciowym rozprawy jest Sciste rozwigzanie zagadnienia wlasnego hamiltonianu
Heisenberga dla tzw. modelu XXX czyli dla pierscienia N spinéw 1/2 z izotropowym oddziaty-
waniem najblizszych sasiadow [5} 6], 9, 16, 21, 3T, 40, 50, 51, 52|, 87, 98|, [99], 121), 122].
Jak dobrze wiadomo, takie Sciste rozwiazanie na wartosci i wektory wlasne podatl Bethe w
roku 1931 [9], za$ elegancka forme kombinatoryczna klasyfikacji tych rozwigzan podali Kerov,
Kirillov i Reshetikin (KKR) [55] w terminach ozaglowanych konfiguracji strunowych.

W naszej pracy [68] zaproponowalismy zmodyfikowana wersje,w ktérej struktura kombi-
natoryczna pozostaje bez zmian, a jedynie ozaglowanie kazdej struny ma sens quasipedu. W
takim ujeciu, na poczatku rozwazan dotyczacych rozprawy dysponowaliSsmy $cistymi rozwigza-
niami podstawienia Bethego dla wszystkich stanéw N = 4..7, co z jednej strony stanowi szeroka

podstawe badania struktur spinowych i ich splatania, a z drugiej unikamy bariery katastrofy



CEL PRACY vii

kombinatorycznej zwiazanej z wyktadniczym wzrostem liczby rozwiazan.

Celem rozprawy jest

e zdefiniowanie roznych poduktadéw na bazie posiadanych Scistych rozwigzan

e analiza splatania dla takich poduktadow

Dwa istotnie rézne sposoby wyodrebniania poduktadow polegaja na

e wyodrebnieniu weztéw - naturalny sposoéb wyodrebnienia poduktadéw narzucajacy sie
juz na pierwszy rzut oka

e wyodrebnienie strun - wyjasnienie tej procedury wymaga juz gtebokiej znajomosci
struktury Scistych rozwiazan i zwiazanych z tym niektérych matematycznych metod

uktadéw catkowalnych.

W ramach splatania wezléw przetestujemy rézne miary splatania: negatywnos$é (negativity)
i wspo6tbieznosé (concurrence). W ramach drugiego watku naszym podstawowym narzedziem
jest Algebraiczny Bethe Ansatz (ABA) znany réowniez w literaturze jako kwantowa metoda
odwrotnego rozpraszania, ang. Quantum Inverse Scattering Method (QISM), opierajaca sie
na rownaniu Yanga-Baxtera. Istotnym wktadem naszej pracy bedzie zaproponowanie pewnych
kombinatorycznych metod ABA zwanych dalej roboczo kombinatoryka obiektéow Laxa. W tym
miejscu antycypujemy, ze istotnym elementem opisu Scistych rozwigzan jest tzw. konfiguracja
strunowa v, ktéra kombinatorycznie stanowi partycje liczby 7’ tych odwrdcen spinowych, ktére
sa zwiazane w struny. W takim ujeciu istotng charakterystyka Scistego rozwiazania jest diagram
Younga v F 1/, kazdy wiersz tego diagramu jest strung a kazda kratka reprezentuje dewiacje
spinowa w obrebie struny. Szczegdtowe okreslenia i stosowne twierdzenia pojawig sie w dalszej

czesci pracy.
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Metody

Naturalnym narzedziem zarowno modelu Heisenberga w teorii materii skondensowanej jak
tez teorii uktadow Scisle rozwigzywalnych, a ostatnio rowniez informatyki kwantowej, jest al-
gebra iloczynéw tensorowych. Przestrzen standéw H magnetyka Heisenberga jest N-ta potega
tensorowg przestrzeni jednoweztowej h, co w informatyce kwantowej przetwarza sie na stwierdze-
nie, ze rejestr komputera kwantowego jest N-ta potega pojedynczego qubitu. Taka przestrzen
stanowi réwniez podstawe teorii uktadow catkowalnych, ktérej najprostszym wariantem jest
model XXX. W pracy bedziemy postugiwaé sie metodg ABA, w ktorej podstawowym obiek-
tem jest operator Laxa, dzialajacy w iloczynie tensorowym H ® V' przestrzeni fizycznej przez
przestrzen pomocnicza V' = h.

Bedziemy tez postugiwac si¢ metodami kombinatorycznymi zwigzanymi ze schematem dwo-
istosci Weyla [34), 35, (47, [70], 89, 111], w ktérym przestrzen H jest areng dziatan dwoch grup
dualnych: grupy symetrycznej ¥y permutujacej wezty i grupy unitarnej U(2) dzialajacej na
spiny jednoweztowe. Ta dwoisto$¢ Weyla zapewnia pozyteczna klasyfikacje stanéw w terminach
reprezentacji nieprzywiedlnych obu grup (partycje liczby N na dwie czesci) oraz standardowych
tablic Younga i Weyla.

Waznym narzedziem w opisie tych baz jest dobrze znany w kombinatoryce algorytm Ro-
binsona Schensteda Knutha (RSK)[90, 91, 54]. W kontekscie podstawienia Bethego nalezy go
uzupetnié¢ o tzw bijekcje Kerova Kirillova Reshetikina [55]. Polaczenie tych bijekeji prowadzi
do powigzania wyjsciowych konfiguracji magnetycznych ze $cistymi rozwigzaniami podstawie-

nia Bethego, poprzez baze nieprzywiedlna dwoistosci Weyla.
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Motywacja wprowadzenia hipotezy strun jest do$¢ ztozona. Opiera sie ona na dwbch algo-
rytmach kombinatorycznych, nazywanych skrétowo RSK i KKR. Nie bedziemy w rozprawie
przytaczaé¢ szczegdlowego opisu tych algorytméw, gdyz wymaga to duzej objetosci tekstu, a
nie jest bezposrednio zwiazane z niezbednymi procedurami obliczeniowymi w temacie pracy.
W ogromnym skrocie, algorytm RSK (tj. Robinosna [90], Schensteda [91] i Knutha [54]) jest
bijekcja pomiedzy zbiorem SN wszystkich konfiguracji magnetycznych i bazg nieprzywiedlna
{|A\ty)} dwoistosci Weyla, a opisana w rozdziale 2. Natomiast bijekcje KKR [55], 56] mozna
uwaza¢ za przedtuzenie algorytmu RSK do bazy wszystkich $cistych rozwiazan Bethego. Bi-
jekcja KKR daje formalng podstawe definicji tzw. Sciezek, a przez to réwniez ozaglowanych

konfiguracji strunowych, co opiszemy w dalszym ciggu.

Uktad pracy

Praca sktada sie z 95-iu stron zorganizowanych w dziesie¢ rozdziatow i uzupetnionych trze-
ma dodatkami. Lacznie w pracy zawarto 23 tabele i 6 rysunkéw.

Pierwszy rozdzial zawiera wprowadzenie do oryginalnego podstawienia Bethego wraz z de-
finicja najwazniejszych obiektéw uzywanych w niniejszej pracy. Nastepny z rozdzialéw wpro-
wadza dziatanie dwoch istotnych grup symetrii tj. grupy unitarnej i symetrycznej. Wprowadza
klasyfikacje reprezentacji nieprzywiedlnych grupy unitarnej i symetrycznej poprzez partycje
liczby N. Rozdziatl 3 przytacza pojecie ozaglowanych konfiguracji strunowych jako klasyfikacji
Scistych rozwiazan podstawienia Bethego. W kolejnym rozdziale przedstawiamy otrzymywanie
Scistych rozwigzan metoda bezposredniej diagonalizacji operatora Hamiltona. Drugim istot-
nym watkiem poruszonym w tym rozdziale jest przedstawienie metody odwrotnego podstawie-

nia Bethego (IBA) pozwalajacej na otrzymywanie zestawéw parametréw Bethego dla sektoréw
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dwu i trojmagnonowych. Rozdziatl 5ty przytacza definicje uzywanych w pracy miar splatania
(wspoibieznosé-concurrence i ujemnosé-negativity) oraz opisuje wyznaczania tych wielkosci w
tej pracy. W kolejnych dwoch rozdziatach przytaczamy metode algebraicznego podstawienia Be-
thego (ABA) wlacznie z wyprowadzeniem uktadu réwnan Bethego. Rozdzialy ” Kombinatoryka
obiektéw Laxa” oraz ”Splatanie strun” przedstawiaja obiekty Laxa jako kluczowe narzedzie

badania splatania strun.



ROZDZIAY, 1

Oryginalne podstawienie Bethego

Model rozwazany w niniejszej rozprawie sktada si¢ z N weztow utozonych w pierscien, tak

ze naturalng symetria uktadu staje sie grupa cykliczna Cj. Niech

N={j=12,..,N} (2)

bedzie zbiorem weztow, a przez

2={i=1,2}2{i=0,1}2{i=+ -} (3)

oznaczmy zbiér mozliwych rzutéw spinu. W dalszym ciggu bedziemy tez zamiennie uzywaé
terminow ”alfabet weztow” i ”alfabet spinéw”. Powyzsza definicja wprowadza stosowane czesto
w literaturze oznaczenia, ktére w dalszej czesci pracy beda uzywane zamiennie. Klasyczng

przestrzenig konfiguracyjng modelu bedzie zbiér odwzorowan

N _[f:N D), PN =2V, (4)

a elementemi tej przestrzeni beda konfiguracje magnetyczne f = (i[1],...,i[N]). Przestrzenia
stanow kwantowych magnetyka Heisenberga jest iloczyn tensorowy przestrzeni jednoweztowych
[34], 89, 95], 111]

1



1. ORYGINALNE PODSTAWIENIE BETHEGO 2

Jesli przez r oznaczymy ilos¢ odwrécen spindéw, zwigzanych z namagnesowaniem M pierscienia
wzorem

T:E—M, (6)

to przestrzei stanéw magnetyka mozna przedstawi¢ jako sume prosta podprzestrzeni H") z
ustalong liczbg dewiacji spinowych

H=> aH", (7)

a wymiar kazdej z podprzestrzeni jest rowny wartosci odpowiedniego dwumianu Newtona

dimH") = (N ) (8)

r

Oczywiscie, zbior
QU ={j= (1, i) | 1 <j1 <jo<..<jr <N} (9)
nazywamy bazg konfiguracji w przestrzeni H"). Poniewaz r jest naturalna stalg ruchu modelu,

to H(" mozemy utozsami¢ z przestrzenia stanéw kwantowych nowego uktadu
r={a=12..,r} (10)

nazywanego w dalszym ciagu ukladem 7 pseudoczqstek Bethego (na pierécieniu N, czego nie za-
znaczamy explicite w notacji). Wektory j € Q) utozsamiamy z mozliwymi potozeniami uktadu
7, a sam zbiér Q) - z jego klasyczng przestrzenig konfiguracyjng. Przy takim utozsamieniu,
wzOr

HT = lec Q™ (11)

realizuje kwantowanie Schrodingera klasycznego uktadu pseudoczastek Bethego (podobnie jak

qubit h = C? = lcc2 jest kwantows wersjg bitu w informatyce) [42, 96, 106]. Zauwazmy, ze
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klasyczne pseudoczastki Bethego sg rozréznialne przez swoje polozenia na tancuchu na mocy
definicji (@)

1<jo<jow <N,dla l<a<d <r (12)

natomiast ich odpowiedniki kwantowe maja bardziej ztozone wlasnosci statystyczne. Jest to
konsekwencja numeracji pseudoczastek Bethego, narzucona przez strukture Yanga-Baxtera
przestrzeni konfiguracyjnej, w zwigzku z tym np. nie ma sensu transpozycja pseudoczastek
Bethego.

Zgodnie z oryginalna praca Bethego, dynamike uktadu 7 opisuje hamiltonian Heisenberga,

ktorego dzialanie w ograniczeniu do przestrzeni H(") mozna zapisa¢ wzorem

Hij) = Y (i) —13) (13)

yeQl”

gdzie przyjelismy catke wymiany réwna 2 (w celu unikniecia utamkowych elementéw macierzo-

(

wych), za$ er) C QM oznacza zbiér wszystkich konfiguracji magnetycznych sasiadujacych z
dang konfiguracja j. W tym miejscu nalezy wspomnieé, ze zgodnie z poprzednimi pracami ze-
spolu rzeszowsko-poznanskiego [44, [69), [8T], [107], przestrzen konfiguracyjna Q") ma naturalna
strukture sieci hiperkubiczej w r wymiarach z pewnymi F-wymiarowymi brzegami, 1 < F' < 7,
co jest konsekwencja faktu, ze dwie pseudoczastki Bethego nie mogg sie znalez¢ na jednym wezle

(warunek twardego rdzenia). Oryginalne podstawienie Bethego polega na szukaniu rozwiazan

zagadnienia wlasnego hamiltonianu w postaci:

) = > ai)i, (14)

gdzie
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(l(j) = Z AW €xp (Z pr(oz)ja) ) (15)

TEX, aEer

jest wartoscig funkcji falowej Bethego na j-tym wezle, przy czym

7
A= ][] exp (2¢7r(a),7r(a')) ,TE X, (16)

a>a/

ﬂ(a)<7r(a/)

oznacza amplitu rozpraszanla w Kanale, w Ooryin pseudoczastka & ma pseudo zZas
plitude rozp ia w kanale, w ktorym pseudoczastk pseudoped pr(a), zad

Daas, zadane przez zwiazek

¢;a/ = ctg% - ctg%, a,a €T, (17)

2ctg

jest faza zwigzang z solitonowym rozproszeniem pseudopedéw p, i pos. Solitonowe zderzenie
okreslone jest przez tzw.warunek odbicia (IT) i wyznacza faze ¢ przez pseudopedy py i po-
W tym miejscu warto zauwazy¢, ze zderzenie solitonowe rézni sie od sprezystego tym, ze w
pierwszym oba pseudopedy p, i po zachowuja sie a zmienia sie jedynie faza ¢,., podczas gdy
w drugim zachowuje sie¢ tylko suma p, +po = p., +p.,, zas pedy po zderzeniu moga si¢ rézni¢ od
pedéw przed zderzeniem (p, # pl,, Por # Ply). Wzory ([[dHIT)stanowia w naszych oznaczeniach
istote podstawienia Bethego.

Kazde §ciste rozwiazanie |¢) € H™), dane przez wzér (I4), jest scharakteryzowane przez
zbiér {p1,p2, ..., pr} wielkosci, na ogdl zespolonych, zwanych pseudopedami. Niech 3, bedzie
grupa wszystkich permutacji na zbiorze 7. W mys$l powyzszych wzordéw, wielkosé a(j) € C
funkcji falowej |1) € H™) ukladu 7 jest superpozycja, czyli suma po 7 € %, fal swobodnych
bedacych kompozycja wszystkich pseudopedéw, tak ze w cztonie m € ¥, z amplitudg A, zadana
przez wzor (16]), pseudoczastka o € 7 w wezle j posiada pseudoped pr(q). Mamy wiec obraz

kwantowy, w ktorym
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e pseudoczastki ulegaja zderzeniom dwuczastkowym,
e pomiedzy zderzeniami poruszaja siec swobodnie, kazda z jakims pseudopedem z powyz-
szego zbioru.

Zderzenia maja charakter solitonowy tj. zderzenie czatek o i o wyznacza faze ¢, wedlug
wzoru (IT), zwanego warunkiem odbicia (ang. reflection condition), zas wszystkie zderzenia
wyznaczaja odpowiednia amplitude A, zgodnie ze wzorem (I0). Faze 1, mozna interpretowaé
jako specyficzny odpowiednik statystyki dla pseudoczastek Bethego. W ten sposob ¥, gra role
grupy Pauliego (lub grupy nierozréznialnosci kwantowej) dla uktadu 7. Przy tym wtasciwosci
statystyczne pseudoczastek Bethego zalezg w tym ujeciu od ich pseudopedéw poprzez fazy ¢q o .

Zauwazmy, ze ¢ = 01 ¢ = 7 zadaja odpowiednio statystyke bozonowa i fermionowa.



ROZDZIAL, 2
Dwoistos¢ Weyla

Przestrzen wszystkich stanéw magnetyka Heisenberga H jest miejscem, w ktorym dziata

grupa unitarna U(2) oraz grupa symetryczna 3. Dzialanie kazdej z nich mozna opisa¢ wzorami

A: Xy xH—-H, B:UQ2)xH—MH, (18)
gdzie
/ o
Ao) = . fe2y, oeXy, (19)
fool
oraz
/ o
B(u) = , fe2y, uelU(2), (20)
uf
[A(0), B(w)] =0, o€ Xy, ueU(2). (21)

Wystepujace we wzorze dzialanie f o 07! jest zlozeniem dzialan o~ ! : N — N , oraz
f: N — 2. Dzialania A i B moina uwazaé za dzialania wzajemnie dualne. Réwniez zbio-
ry N i 2 mozna traktowaé jako dualne i interpretowa¢ odpowiednio jako alfabety weztow i
spinow. W ten sposob, kazda konfiguracja magnetyczna jest stowem, w alfabecie spinéw, o dtu-
gosci V.

Niezwykle istotnym faktem z punktu widzenia klasyfikacji stanéw wtasnych magnetyka jest
przemienno$ci dziatan A i B, co skutkuje moznoscig wprowadzenia bazy dostosowanej do sy-

metrii kazdej z tych grup [10, 1T, 12, 48, 49, (7, 63, 64, 65, 66, 67, [76, 82, 83, 86,
6
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102}, 109, 116, 123]. Rozktad dzialan A i B na reprezentacje nieprzywiedlne jest realizowany

wzorami
A= m(A,NAY, (22)
AN
oraz
B=Y m(B,\D", (23)
AN

gdzie m(A, \), m(B, \) sa krotnodciami wystepowania odpowiednich reprezentacji nieprzywie-

dlnych, przy czym na mocy dwoistosci Weyla zachodzi:
m(A,\) = dimD?, (24)

m(B,\) = dimA*, (25)

Przypomnijmy tu, ze reprezentacje nieprzywiedlne A* grupy symetrycznej Yy i D* grupy
unitarnej U(n) sa klasyfikowane przez ten sam obiekt kombinatoryczny A, czyli partycje liczby
N na co najwyzej n czesci.

Baza obliczeniowa 2V jest naturalng baza wyjsciowa. Rowniez naturalne jest dzialanie A :
YN X 5N _, 3N , traktowane jako dziatanie permutacyjne, a wiec jako element kombinatoryki.
Dziatanie to rozktada zbiér 2V wszystkich konfiguracji magnetycznych na orbity grupy .
Przy tym, kazdej orbicie przypisuje sie tzw. wage, charakteryzujaca wszystkie konfiguracje tej
orbity, zadang przez

p=(N—-rr), 0<r<N, (26)

gdzie r jest liczbg dewiacji spinowych kazdej z tych konfiguracji. Waga u okresla stabilizator

grupy Xy na tej orbicie, zadany przez klas¢ podgrup wzajemnie sprzezonych postaci

YH = ZNfr X Zr C EN- (27)
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Kazda taka podgrupa nosi nazwe podgrupy Younga (danej konfiguracji f). Orbita tego dzia-
lania jest wiec zadana przez liczbe r dewiacji spinowych. W przypadkach r < N/2, orbite
taka utozsamiamy z wprowadzong wezesniej przestrzenia konfiguracyjng Q) uktadu r dewiacji

spinowych. W istocie, Q") stanowi punkt wyjécia metody podstawienia Bethego. W ten sposéb

N
A=Y RW=r) (28)

r=0
tzn. dzialanie A rozklada sie na sume reprezentacji tranzytywnych RN="") grupy . Zwiazek
RW=r7) 7 reprezentacjami nieprzywiedlnymi A* dwoistoéci Weyla jest zadany przez rozkltad

Kostki, ktory w ogdlnosci ma postac

RF =" Ky, A, (29)

Adp
gdzie waga 1 definiuje stabilizator, zas ksztalt A definiuje reprezentacje nieprzywiedlng poprzez
diagram Younga, < okresla pewien porzadek czesciowy w zbiorze partycji liczby N, zwany
porzadkiem dominacji, za$ K, jest tzw. liczba Kostki [53}, [59]. Nie bedziemy tu szczegbtowo
definiowa¢ porzadku dominacji, z uwagi na fakt ze nie jest to istotne dla rozpatrywanego w
rozprawie przypadku spinu 1/2, natomiast przytoczymy fakt z kombinatoryki, ze liczba Kostki
K, oznaczajaca krotnos¢ reprezentacji nieprzywiedInej A w reprezentacji tranzytywnej R*,
jest rowna liczbie standardowych tablic Younga o ksztatcie A i wadze p. W naszym przypadku,

rozktad Kostki ma postaé [1, 2], 43, 69, [75]
R(N—'r,r) _ Z A(N—r’,r/). (3())
r'=0
Stosownie do powyzszych rozktadéw, przestrzen H rozpada sie na sektory H*

H=> oH (31)
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tak, ze w kazdym sektorze wystepuje m(A, \) = dim D* kopii reprezentacji A* oraz m(B, \) =
dim A* kopii reprezentacji D*. W efekcie, w przestrzeni H mozna wybraé tzw. baze nieprzy-
wiedlng dwoistosci Weyla w postaci |Aty).

Podamy tu krotki, ale przejrzysty opis kombinatoryczny bazy dwoisto$ci Weyla. Symbol
A = (N —r,r) jest partycja liczby N na dwie czesci i klasyfikuje reprezentacje nieprzywiedlne
A* grupy Yy, a jednoczesnie reprezentacje nieprzywiedlne D* grupy U(2). Natomiast bazy
nieprzywiedlne tych reprezentacji oznaczamy odpowiednio przez (standardowa) tablice Younga
y oraz Weyla t. Wprowadzone pojecia oparte na dwoistosci Weyla pozwalaja poda¢ kombi-
natoryczne definicje tablicy Younga i Weyla. Mianowicie, tablica Younga y jest bijektywnym
wypelnieniem diagramu Younga A literami alfabetu weztoéw tak, ze kolejne litery w kazdym
wierszu i kazdej kolumnie utozone sa w kolejnosci Scisle rosnacej. Natomiast tablica Weyla ¢
jest wypehieniem diagramu literami alfabetu spinow tak, ze kolejne litery sa w porzadku stabo

rosnacym (dopuszczalne sa powtorzenia).
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Ozaglowane konfiguracje strunowe w jezyku quasipedow

Wazna, a w istocie niezastgpiong role w klasyfikacji $cistych rozwiazan Bethego odgrywa
tzw. hipoteza strun [9], 15|, [16), 17, 18|, 19, 28|, 29, [99]. Co prawda jest ona nieudowodniona,
a zgodnie z zalozeniami ma obowigzywaé¢ w granicy N — oo (tzw granica termodynamiczna).
Co gorsza, istnieja przypadki w ktérych nie jest ona speliona [27), [30), 33, 17, [20), 103].
Tym niemniej, w aktualnym stanie wiedzy jest ona niezbedna do strunowej klasyfikacji tych
rozwigzan.

W celu sformutowania tej hipotezy wprowadzimy zamiast pseudopedu nowa zmienng cha-
rakteryzujaca dynamike pseudoczastki Bethego, tzw. parametr spektralny A. Formalnie jest on

okreslony przez wzor

e
P = = 32
¢ ,\_%’ ( )
inaczej
ta+1
= -— 33
2a—1’ (33)

gdzie a = €® jest porcja fazy zwigzang z przeskokiem pseudoczastki miedzy sgsiednimi weztami
(wzér ([B3) okresla sie niekiedy jako transformate Jacobiego). Z powyzszych definicji widaé

miedzy innymi, ze

e p € R wtedy i tylko wtedy A € R,

e )\ jest okreslone tylko poza p = 0.
10
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Okazuje sie, ze w modelu XXX zerowe pseudopedy odpowiadajg zwyrodnieniu wynikajgcemu
z symetrii sferycznej modelu. Doktadniej, podany wezesniej wzor (@) dotyczy rzutu M wypad-
kowego spinu S magnetyka. W przypadku symetrii sferycznej, tj. przemiennosci hamiltonianu
Heisenberga z operatorem S catkowitego spinu uktadu, kazdej wartosci S odpowiada 25 + 1
zwyrodniatych energetycznie rzutow M, —S < M < S. 7 perspektywy standéw magnetyka,

celowe jest wprowadzenie wielkosci

— S, (34)

gdzie 0 < 7’ < r. Zatem kazdy sektor o ustalonym r zawiera kopie rozwigzan z sektoréw o
nizszej liczbie dewiacji spinowych. Jesli rozpoczniemy rozwigzywanie problemu od znalezienia
stanu prozniowego, to wraz ze zwiekszeniem ilosci odwrdcen spinéw istotnie nowe beda roz-
wigzania z ' = r. Stany tego typu przyjelo sie nazywaé stanami najwyzszej wagi. W mysl
hipotezy strun, stany wlasne magnetyka Heisenberga dla zadanych (N, r,.S) sa jednoznacznie
sklasyfikowane poprzez diagram Younga bedacy partycja liczby ', v = /. W ten sposéb licz-
ba r’ ma fizyczna interpretacje tych pseudoczastek Bethego, ktore sa powiazane w struny (w
danym Scistym stanie wlasnym Bethego), zas$ pozostale r - r’ pseudoczastek sa odpowiednika-
mi tzw. bosonéw Goldstone’a lub tez modnych ostatnio czastek Higgsa, odpowiedzialnymi za
zwyrodnienie wynikte z symetrii sferycznej. Kazdy wiersz diagramu jest struna, a kazda kratka
reprezentuje jedna zwigzang pseudoczastke Bethego, charakteryzowang przez parametr spek-
tralny A # 0. W ten sposob, kazda pseudoczagstka Bethego zwiazana w konfiguracje strunowa

jest klasyfikowana przez parametr spektralny jako

m
v



3. OZAGLOWANE KONFIGURACJE STRUNOWE W JEZYKU QUASIPEDOW 12

gdzie [ = 1,2, ... oznacza dtugos¢ struny, a wiec liczbe kratek w wierszu diagramu Younga

vt v =12 .. m numeruje kolejne struny o dtugosci [, tak ze m; jest liczbg [—strun.

Natomiast liczba m, —Ssing < M < Sgring, NUmMeruje kolejne kratki danej struny, tak ze
-1

wielkoS$¢ Syring = 5~ zwana jest spinem tej [—struny. Hipoteza zaktada, ze w granicy z N — oo

zachodzi réwnosé

v = Aw +im, (35)

gdzie m jest liczba catkowitg lub potéwkowa. Innymi stowy, wszystkie parametry spektralne
danej struny (I, v) maja jednakowa cze$¢ rzeczywista Ay, zas$ cze$¢ urojona im przyjmuje war-
tosci catkowite lub potowkowe odpowiednio dla nieparzystych i parzystych [ we wskazanym
zakresie. Zatem w przypadku granicznym, aby okresli¢ stan w sposob jednoznaczny, wystarczy
podacé ksztatt tablicy Younga oraz rzeczywiste czesci parametrow spektralnych dla kazdej ze
strun. Uzasadnieniem stosowania hipotezy strun jest powszechne przekonanie (oparte ex post
na ogromnej liczbie danych numerycznych [7]) iz jest ona z nieco zmienionymi parametriami
Aw 1 m (tzw. "finite size corrections”, czyli poprawki na skonczone rozmiary)w przyblizeniu
speliona dla przewazajacej wiekszosci przypadkéw (ale nie zawsze!) réwniez dla skoniczonych
warto$ci V.

Opiszemy teraz, w pewnym rozwinieciu i ilustracji na przyktadach, idee ozaglowania konfi-
guracji strunowych nakreslong w fundamentalnej, ale bardzo zwieztej pracy Kerowa, Kirytowa i
Reshethikhina (KKR) [55]. Chodzi o to, aby wyznaczy¢, (a doktadniej, sklasyfikowa¢) wszystkie
stany dynamiczne danej konfiguracji strunowej v F /. W tym celu KKR podaja kombinatorycz-
ng definicje [—struny na pierécieniu N w terminach sciezek na dyskretnej plaszczyznie (7,29)

[23], 24, 108]. Dodawanie N spinowych momentéw pedu 1/2 w uktadzie drabinkowym mozna
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przedstawi¢ jako sume iloczynéw wspodtezynnikéw Clebscha-Gordana

1 1 1 1
5 5 Sia Si2 5 Sia3 S1.N-1 5 S
2 2 2 2
ZM mleN |m1>®®|mN>:
12...411. . . N—1
my mo M My ms Mo My, no1 my M

|512 8123 Sl...N—l S M> )
(36)

lub krécej, jako standardowa tablice Younga o ksztalcie A = {N — 7/, r'}, wypekiong literami

alfabetu weztow N tak, ze jezeli

Sl...j—l ; Sl...j _ {51...j1+§ 7 (37)

i
S1.5-1—%

gérnym

dolnym} wierszu diagramu A. Powyzszy proces standardowego wypet-

to litere j zapisujemy w {

niania tablicy mozna przedstawi¢ graficznie jako $ciezke na dyskretnej ptaszczyznie (j,2S5). Na

11213147

516
konfiguracja przedstawia przypadek struny izolowanej, utworzonej ze spinéw "+ znajdujacych

rysunku [Il przedstawiono Sciezke odpowiadajaca tablicy y = . Przyktadowa

)

sie na 3-tym i 4-tym wezle oraz nastepujacych po nich dwéch spinéw z weztéw 51 6. Strune
na tym diagramie symbolizuje piramida o podstawie j od 2 do 6 oraz wysokosci 25 od 2 do 4.

Dowolng strune izolowang mozna zapisa¢ poprzez tablice Younga postaci

H,|B;|H, (38)
B,
gdzie H;, H,, B;, B, sa wierszami sktadajacymi sie z kolejnych liter z alfabetu weztéw N
Hiy=|1]2|..|L} (39)
Hy=|L4+20+1|L+20+2|...|N} (40)

Bi=\rL+1|L+2|... |L+1) (41)
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Be=|L+l4+1|L+1+2|...|L+20} (42)

W ten sposob tancuch mozna podzieli¢ na cztery kolejne ciaggi skonczone H;, B;, B,, H.. W
obrazie KKR ciagi B; i B,, wzicte razem, formuja [-strune¢. Zauwazmy, ze kazdy z ciagow B
ma doktadnie [ elementéw, zatem cala struna sktada sie z 21 weztow. W sktad [-struny wchodzi
[ kolejno rozmieszczonych dewiacji spinowych i [ nastepujacych bezposrednio po nich ”spinow
kompensujacych” o rzucie zgodnym z polem zewnetrznym. Zatem kazda [-struna stanowi mole-
kute bedacg obiektem rozciggtym zajmujacym 2/ kolejnych weztéw. Kombinatorycznie, strune
o dtugosci [ (I-struneg) okreslamy jako piramide na Sciezce odpowiadajacej y € SYT(A). Unie
zbiorow H;|J H, interpretuje si¢ czesto jako "morze dziur” dla [-struny, zas liczbe catkowita
L = |H,| okreslajaca potozenie tej struny wzgledem lewego brzegu $ciezki nazywa sie ozaglowa-

niem tej [- struny. Liczba L dla [-struny moze przyjmowac¢ wartosci z przedziatu

0<L<P, (43)

gdzie liczbe P, nazywamy zakresem ozZaglowania l-struny. Nie bedziemy tu przytaczaé szczego-
towego wyjasnienia wzoru na zakres ozaglowania, podanego przez KKR. Powiemy tylko, ze ma

on postac

P, =N —2Q, (44)

przy czym Q; jest w ogolnosci liczbg kratek w pierwszych [ kolumnach diagramu Younga kon-
figuracji strunowej v, a w przypadku szczegdélnym struny izolowanej ze wzoréw (B8 42) mamy
@; = l. Czynnik kombinatoryczny @); odzwierciedla fizycznie efekty ograniczen kinematycznych

na ruch pojedynczej struny, wywotanych przez rozmiary pozostatych strun.
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2S5 ° °
A

4 ° °

3 ° ° °
2 ° ° °

1 ° ° ° °
O 1o 20 3 do D Go > J

Hl Bl BT e1'—’1719'

Rysunek 1. Na plaszczyznie kropkami zaznaczono wszystkie dozwolone punkty
(7,285), dowolna $ciezka musi byé tamana laczaca punkty spekliajace odpowiednie re-
guly dodawania spinéw. Dla ilustracji zaznaczono przykiad $ciezki dla stanu magnetyka
o N = 7 weztéw, o dwoch dewiacjach spinowych zwigzanych w struny v’ = 2 i wypad-
kowym spinie S = 3/2. Przy czym H; oznacza obszar zawierajacy plusy na lewo od
piramidy, B; zawiera minusy lewego stoku piramidy, B, plusy prawego stoku piramidy.

Obszar H, zawierajacy znak ”+”

Zatem diagram odpowiadajacy powyzszej Sciezce wynosi y =

216

Dla struny izolowanej ozaglowanie L ma prostg interpretacje graficzng i oznacza ilos¢ dziur,
czyli niezwigzanych w struny spinéw ”+”€ 2 na lewo od molekuty. Pominiemy tu szczegdto-

wy opis sytuacji, gdy struny sie czeSciowo przekrywaja [108], stwierdzajac jedynie, ze kazda
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dozwolona konfiguracja strunowa v charakteryzuje si¢ pewnym ozaglowaniem L;, dla kazdej

struny. Zbior wszystkich ozaglowan L, zdefiniowany jako
L={L,|l=12.;venm}, (45)

wraz z konfiguracja v nazywamy ozaglowang konfiguracja strunowa v L ktéra okresla jeden stan
wlasny Bethego.

Tak okreslone ozaglowania L;, maja prosty sens kombinatoryczny w schemacie konstrukeji
ozaglowanych konfiguracji strunowych [62]. W naszej pracy [68] nadaliSmy im tez naturalny
sens kinematyczny. W ogélnosci, kinematyczne wyrazenia na dopuszczalne stany kwantowe,
opisane kombinatorycznie powyzej, przektadaja sie na okreslone reguty wyboru dla mozliwych
stanéw pojedynczej struny. Wprowadzenie reprezentacji pedowej, a co z tym idzie pojecia strefy

Brillouina B okreslonej poprzez

+(N —1)/2,N/2, dla N parzystych
B={k=041,42, .., (46)
+(N —1)/2, dla N nieparzystych

z reprezentacjami nieprzywiedlnymi grupy translacji C'y

numerowanymi quasipedami k bedacymi fizycznie dopuszczalnymi pedami na tancuchu N, po-
zwala wyrazic je precyzyjnie jako ograniczenia na k. Doktadniej, struna o dtugosci [ dla konfi-
guracji strunowej v nie moze przyjmowac¢ dowolnych wartosci quasipedu k ze strefy Brillouina

B. W takim wypadku strefe Brillouina B mozna podzieli¢ na dwie czedci,

B = B;UB,, (48)
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gdzie By jest strefa zabroniong, umieszczong symetrycznie wzgledem centrum k = 0, za$ B,
jest zbiorem quasipedéw dozwolonych dla rozpatrywanej struny. Przy tym graniczny quasiped
kL. (pewien analogon powierzchni Fermiego) powigzany jest z zakresem ozaglowania [-struny

przez zwigzek
ke =Qi—1. (49)

Innymi stowy [-struna jest obiektem pozostajacym w nieustannym ruchu, z dopuszczalnym
quasipedem o wartosci nie mniejszej niz kb. Przy czym warto$é quasipedu struny (lv) o oza-

glowaniu L;, okresla wzor

llv = (Ql =+ le) mod B, (50)
gdzie mod B oznacza redukcje do strefy Brillouina B. Natomiast calkowity quasiped stanu
wlasnego podstawienia Bethego [vL) jest suma po wszystkich strunach co daje

k(vl) =>" (lel + i le> mod B, (51)

l

przy czym pierwszy wyraz z ostatniego wzoru reprezentuje wktad konfiguracji strunowej v,
za$ drugi pochodzi od zbioru ozaglowan L. Zatem jest zupelnie oczywistym fakt, iz kazda
ozaglowana konfiguracje strunowa |vL£) mozna zapisa¢ przy pomocy unikalnego zbioru strun,
przy czym kazda z nich posiada pewien dopuszczalny quasiped Ky, [ = 1,2, ..., v =1,2,....my.
Pseudopedy p, spehiajg uktad réwnan,
Npo — Y oo = 27k,, a €T, (52)
o' £a

ktéry w polgezeniu z warunkami odbicia dla ¢ao, 1 < a < o < r, stanowi podstawe do wyzna-

czania $cistych rozwiazan. Uktad ten jest znany w literaturze jako uktad réwnan Bethego. W
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powyzszej postaci jest to uktad rownan transcendentnych. W jezyku parametrow spektralnych

Ao, « €7, uklad réwnan Bethego ma postaé wielomianowa [60]

Ao+ 2\ Ao — Aoy +1i .
) — A . 53
(M-S) D v W (53)

oer\{a} T

Nalezy pamigtac, ze te rownania nie stosuja si¢ do zerowych pseudopedow, gdyz wéwczas pa-
rametr spektralny jest wielkoscia nieoznaczona. Uktad réwnan Bethego jest uktadem wysoce
nieliniowym, trudnym do rozwiazania explicite. Istotnym osiggnieciem Bethego jest trafne od-
gadniecie struktury tych rozwiazan. Liczba elementéw zbioru z(v) = {vL} zadanego partycja

v " wynosi

vy =TT (7). (54)

l

przy czym zachodzi

dim A* = 3 |z(v)]. (55)

vr!

Ostatnia z relacji wyrazona w jezyku $ciezek stanowi, iz liczba $ciezek wychodzacych z punktu
(0,0) do dowolnego punktu z ustalonymi parametrami (j,25) dla zadanego N jest réwna wy-
miarowi reprezentacji nieprzywiedlnej A* grupy symetrycznej Xy. W rozdziale 6 przytoczymy
wyprowadzenie uktadu réwnan Bethego w ujeciu tzw. algebraicznego podstawienia Bethego

(Algebraic Bethe Ansatz, ABA).
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Otrzymywanie Scislych rozwigzan

Niezwykle istotnym problemem z punktu widzenia analizy splatania stanéw wtasnych pod-
stawienia Bethego jest, z jednej strony, uzyskanie tych rozwiazan, zas z drugiej - umiejetny
wyboér poduktadéw. Z uwagi na fakt iz, hipoteza strun przewiduje postaé tych rozwiazan dla
N — 00, nalezy uzy¢ innych metod ich otrzymywania. Bezposrednie rozwigzywanie uktadu
rownan Bethego z uwagi na ich nieliniowo$¢ staje si¢ na obecnym stanie wiedzy trudno dostep-
ne juz dla tancuchéw sktadajacych sie z zaledwie kilku weztéw (np. N = 6, v = 3). Dlatego
tez tam gdzie jest to mozliwe (tj. w szczegdlnosei, gdy odpowiednie operatory rzutowania na
przestrzen stanéw wlasnych sa efektywnie jednowymiarowe) uzyto metody bezposredniej diago-
nalizacji. Zatem aby znajdowac Sciste rozwigzania magnetyka Heisenberga dazymy do mozliwie
najprostszego rozwiazania zagadnienia sekularnego dla Hamiltonianu (I3)), czyli do bezposred-
niej diagonalizacji hamiltonianu, bez rozwigzywania uktadu rownan Bethego.

Punktem wyjscia jest, wspomniany we wstepie, fakt formalnego podobienstwa modelu ma-
gnetyka Heisenberga do komputera kwantowego, przejawiajacy sie w strukturze multiliniowej
() odpowiednich przestrzeni standéw [105]. Zatem najbardziej naturalnym jest zapisanie wszel-
kich potrzebnych operatoréw w tym Hamiltonianu w bazie iloczynu tensorowego (baza uporzad-
kowania leksycznego). Idee tego wygodnie jest wyjasni¢ poprzez wprowadzenie odwzorowania

7

J takiego, ze jezeli rzutowi spinu do géry ”+” przypiszemy warto$é¢ 0, a rzutowi ”—" wartosé

19
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1, to takie odwzorowanie zadane formalnie poprzez

TN SN J(f) = 3 2N (56)
JEN

przypisze kazdej konfiguracji magnetycznej zapisana binarnie unikalng liczbe naturalna z prze-
dziatu [0, .., 2% —1].
W ten sposéb otrzymujemy system N —bitowy z dobrze okreslonym bitem najstarszym i naj-
mlodszym. Jak tatwo mozna zauwazy¢, w bazie iloczynu tensorowego konfiguracje f sa (zaleznie
od konwencji) uporzadkowane rosnaco lub malejaco ze wzgledu na J(f).

Niezwykle istotng symetrig magnetyka Heisenberga jest symetria cykliczna. Poniewaz grupa
C jest podgrupa ¥y dlatego orbity Q") grupy ¥ daja sie roztozyé na orbity grupy transla-
cji tak, ze kazda orbita grupy Cy stanowi przestrzen noéng reprezentacji tranzytywnej REN:Cr.

Liczby k sa dzielnikami liczby weztéw N i tworza sie¢ dzielnikow K (N) liczby N
K(N) ={x € N|nwd(N, k) = k}. (57)
Rozktad przestrzeni Q) na orbity grupy Cy zapisujemy formalnie:

RZN;(ZN,T:J:ET) l Cy = Z m(r, K)RCN:CH, (58)

KEK(N)

gdzie m(r, k) jest krotnoscia k—krotnie rozrzedzonej orbity Cy w Q). Zatem aby wyznaczy¢
macierz przejscia z bazy iloczynu tensorowego do bazy orbit grupy C, grupujemy konfiguracje
z ustalong liczba odwrocen spindéw r, sortujemy po r, a nastepnie w kazdym z blokow grupujemy
elementy w orbity grupy cyklicznej. Ostatnie dzialanie daje si¢ bardzo tatwo algorytmizowac

ze wzgledu na to, ze grupa Cy dziata na J(f) jak przesuniecie bitowe w prawo z przeniesieniem
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reszty z dzielenia na najstarszy bit [97]
Cn(J(f) = [(J(f) = /2] + 2" (I(f) = Dmod2] + 1 (59)
Ostatecznie otrzymujemy baze orbit ‘ZAV/ , T t>, gdzie t

t=(t1,t2, .., ), > ta =N (60)

jest wektorem odleglosci wzajemnych a kazda z jego sktadowych t, opisuje dystans jaki dzieli

dewiacje a—ta od a + 1—ej [41]

Jat1 —Ja dla a<r
lo = : (61)

nh—7Jgr+N dla a=r
Oczywiscie formalnie kazdy z elementéw orbity grupy Cy bedzie mial inny wektor t, jednakze
roznica ta wynika jedynie z wyboru pierwszego wezta. Zauwazmy, ze cykliczne przesuniecie kon-
figuracji f na tancuchu nie powoduje reorganizacji uktadu dewiacji a jedynie zmiane wyboru
pierwszego wezta a co za tym idzie cykliczne przestawienie elementéw poczatkowego wektora t.
Konwencja przyjeta w literaturze jest uzywanie do scharakteryzowania orbity grupy Cy ozna-

czanej symbolem O; wektora t utworzonego dla pierwszego jej elementu.

Niezwykle istotnym etapem podczas systematycznego otrzymywania rozwigzan jest wprowa-
dzenie reprezentacji pedowej przestrzeni ‘H, czyli transformaty Fouriera na wszystkich orbitach
grupy Cly. Baze taka nazywamy bazag profili falowych i tworzymy ja poprzez wprowadzenie
strefy Brillouina B (40) i zastapienie poltozen odwrdcen spinowych j quasipedami & w ramach

kazdej z orbit Oy. Matematycznie, B jest grupa dualng do grupy translacji C'y, zas jej elementy

k € B, czyli quasipedy, interpretuje sie jako reprezentacje nieprzywiedlne

T'w(j) = exp(—2rijk/N), j € N, (62)
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grupy Cy nad ciatem C liczb zespolonych. Fizycznie, strefa Brillouina B stanowi zbiér do-
puszczalnych pedow na tancuchu N. Obecno$é k—krotnie rozrzedzonych orbit grupy cykliczne;j

powoduje wystapienie rozrzedzonych stref Brillouina B/k
B/k={ke€ Bl|k/ke€Z} C B. (63)
Rozklad reprezentacji RY** grupy translacji na nieprzywiedlne opisuje wzoér

S el (64)

keB/k
Zatem trasformacje Fouriera pojedynczej orbity grupy cyklicznej definiuje wzor

N/k(t)

|B,t, k) = \fZFk (N t5) . (65)

Dokonanie powyzszej transformaty na wszystkich orbitach Oy wprowadza baze profili falo-
wych w calej przestrzeni magnetyka Heisenberga. Przyktadem jednego z prostszych ukta-
dow w ktorym wystepuja orbity rozrzedzone jest magnetyk sktadajacy si¢ z N = 6 weztow

(K(N) ={1,2,3}), mamy wowczas:

B = {0,+1,+2,3}
B/2 =  {0,+2} . (66)
B/3 = {0,3}

w przypadku r = 1 wystepuje jedna orbita regularna (x = 1) mamy

R6:1:F0+F1+F2+F3+F,2+F,1 (67)
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dla r = 2 wystepuja dwie orbity regularne (t € {(1,5),(2,4)}) oraz jedna orbite dwukrotnie

rozrzedzong t = {3,3} dla ktorej k = 2 wéwczas oprocz rozkladéw R%! pojawia sie

R%? =Tg+Ty+ Ty, (68)

analogicznie dla r = 3 mamy 3 orbity regularne (t € {(1,1,4),(1,2,3),1,3,2}) oraz 3-krotnie

rozrzedzona orbite Neela t = {2,2, 2}, o rozktadzie

R =T¢ +Ts. (69)

Zaletg stosowania metody bezposredniej diagonalizacji dla zagadnienia Hamiltona zapisanego
w bazie Fouriera jest mozliwos¢ praktycznego uproszczenia rozwigzywania wysoce nieliniowego
uktadu réwnan Bethego przy rownoczesnym znacznym ograniczeniu wymiaru zagadnienia. Roz-
wazmy dla przyktadu tancuch ztozony z N = 7 weztow woéwezas dim H = 128. Uwzglednienie
symetrii czastka-dziura pozwala na ograniczenie si¢ do rozwigzania zagadnienia w podprzestrze-
niach H"), r < 3, ktérych wymiary wynosza odpowiednio G) =17, (g) =21, (g) = 35. Strefa

Brillouina zawiera 7 quasipedow k = 0,41, +2, £3 ilos¢ weztéw jest liczbg pierwsza z czego
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wynika, ze mamy wytacznie orbity regularne.

T t
] (7)
2| e
(2,5)
G (70)
31(1,1,5)
(1,2,4)
(1,3,3)
(1,4,2)
(2,3,3)

Zapisanie zagadnienia na wartos$ci wtasne energii w bazie profili falowych skutkuje uzyskaniem:

e postaci diagonalnej zagadnienia r = 1, z energiami postaci

Eip=2+¢+¢E, € =0k w=exp(2mi/N) (71)

e siedmiu zagadnien o wymiarze 3 dla r = 2 postaci,

2 14& 0

Hige=| 146 0 1+, (72)
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e siedmiu zagadnien o wymiarze 5 dla r = 3

2 1 0 '3 0
10 1 & 3
Hiok=10 1 0 1 +83 : (73)

& 10 ¢

0 & 1+6& ¢ —2+§2+€2_

Fakt zawierania rozwigzan rozpatrywanego zagadnienia sekularnego w dowolnej podprzestrzeni
H") rozwiagzan z H""), r* < r sprawia iz nosnikiem istotnie nowych informacji dla kazdego z
rozpatrywanych w tym przykladzie wielomianéw charakterystycznych sa wielomiany vy, k()
stopnia drugiego. Innymi stowy, wielomian charakterystyczny zagadnienia sekularnego dla ope-

ratora Hamiltona wy . x(z) rozktada si¢ na iloczyn wielomianéw wy,—1 () i vy, x(2)

et ). (74)
gdzie pierwiastki wielomianéw v zawierajg doktadnie wszystkie energie stanéw najwyzszej wagi
[32], [58]. Pomimo niewatpliwych zalet metoda bezposredniej diagonalizacji ma takze bardzo
powazng wade. Zauwazmy, ze w podanym przyktadzie dla N = 7, r = 3, k = 0 wielomian
V73,0 jest w istocie rownaniem posiadajacym pierwiastek dwukrotny zatem stosujac te¢ metode
otrzymujemy jedynie operator rzutowania na calg przestrzen standéw najwyzszej wagi.

Tabele z warto$ciami wtasnymi dla rozpatrywanych przypadkéw N = 4..7 zostaly umiesz-
czone w dodatku A. Zgodnie z notacja przyjeta we wspomnianych tabelach w dalszej czesci
tekstu bedziemy sie odwotywaé do konkretnego stanu poprzez E(N,r, k, +g), gdzie znak =+ jest

taki jak znak przy odpowiednim wyrézniku réwnania kwadratowego a r — 1’ literek g informuje
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iz rozpatrywany stan jest r — r’-szym potomkiem odpowiedniego stanu z sektora z r’ dewiacja-
mi.

Pokazalismy wiec, ze w rozpatrywanych przypadkach (poza jednym wyjatkiem) mozemy
otrzymaé Sciste rozwiazania bez odwolywania sie do metody podstawienia Bethego (BA). Na-
turalne staje sie tu pytanie, jak poréwnaé¢ nasze wyniki z rozwigzaniami BA. Pytanie to sfor-
mutujemy jako tzw. odwrotne podstawienie Bethego (the inverse Bethe Ansatz, IBA) [3] [79].

Polega ono na wyznaczaniu parametrow Bethego, a wiec albo

(i) pseudopeddw p, i faz ¢op, 1# a < #71,
albo
(ii) parametréow spektralnych \,, a € rl
albo
(i) porcii fazy @, = ¢, a €7,
na podstawie znajomosci danego rozwigzania |¢) zagadnienia wlasnego hamiltonianu Heisen-

berga
Hp) = Ey), (75)

z metody bezposredniej diagonalizacji. Innymi stowy, w IBA dane sa: |¢) , E, k, a szukane np.
porcje fazy a,. Oczywiscie przypadki r = 0ir = 1 sa trywialne. W miare prosty jest przypadek
r = 2, gdzie mamy do czynienia z solitonowym rozpraszaniem dwoch pseudoczastek Bethego,
spetiajacym zasady zachowania energii i quasipedu. Oznaczajac a; = a, ag = b, zapisujemy

zasade zachowania quasipedu w postaci

ab=¢, (76)
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a zasade zachowania energii jako
at+a ' +b+b "l =FE+4. (77)

Jest to uktad dwoch réwnan na dwie niewiadome (a,b) przy danych (&, E). W tabelach (79
dodatku A) zawarto kolekcje parametréw spektralnych A stanéw dwumagnonowych dla tancu-
chow N = 4..6. Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze na obecnym stanie wiedzy nie jest znana
metoda pozwalajaca na jednoznaczng identyfikacje stanu wtasnego z odpowiednig tablicg w
przypadkach gdy dla okreslonych N,r, k posiadamy kilka rozwigzan o tym samym typie sy-
metrii (dodatek). W przypadku trzech dewiacji spinowych na chwile obecna nie dysponujemy
catky ruchu pozwalajaca na otrzymanie rozwigzan podstawienia Bethego, dlatego positkujemy
sie uktadem rownan Bethego z dodatkowymi warunkami wynikajacymi z zasady zachowania

energii i pedu
abc =& (78)
(a+a)+(0+b")+ (c+c!) =E+6. (79)

Podstawiajac do powyzszego wzoru F' = E + 6 — (a + a™') otrzymujemy
F=0b+b"~+(ct+c™h). (80)

Réwnania Bethego (B3) w jezyku wielkosci a, b, ¢ ma postaé

~ _ (ab—2a+1)(ac —2a+1)
“ = (ab—2b+1)(ac —2c+ 1)’ (81)

pozostate dwa réwnania powstajg z (8I]) poprzez cykliczna zamiane parametrow a, b, c. Wpro-

wadzajac wielko$¢ n = be, na mocy zasady zachowania pedu zachodzi réwnoczesnie n = £/a, i
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podstawiajac ja do réwnania (80) otrzymujemy, ze zaréwno a jak i b sa pierwiastkami réwnania
(1+n N2> = Fz+(14+n) =0. (82)

Wymnozenie réwnania Bethego na parametr a (81]) przez jego prawa strone oraz uwzglednienie,
wynikajacej z zasad zachowania energii i pedu, specyficznej symetrii miedzy parametrami b i ¢

(1), pozwala sprowadzi¢ uktad réwnan Bethego do wielomianu stopnia N postaci
Aa™ + Ba" '+ Ca"? - Ca® — Ba— A=0. (83)

gdzie A= FE4+6+&+6—2, B=4—46—2(E+6), B=4—46"—2(E+6), C =46+ 2
oraz C' = 467! + 2. Réwnanie (83) zawiera wszystkie rozwigzania parametréw a, b, c a takze
trywialny pierwiastek a = 1. Stad ogdlny wielomian na parametry Bethego a,b, c w sektorze

tréjmagnonowym ma postac
f) = RtV 4 RotN 2 + Ry(tV 3 + 4+ #%) + Rot + Ry, (84)

gdzie Ry = A, Ro=A+ B, Ry=A+ B+ C.

Jako przyklad rozwazmy degeneracje w centrum strefy Brillouina (k = 0) w heptagonie
(N = 7). Mamy do czynienia z dwoma stanami o tej samej energii £ = —5 rozréznialnymi
poprzez zamiane ozaglowarn jedno i dwu-struny (Dodatek B). Rozwiazanie tego przypadku jest o
tyle istotne, ze nie mozna go otrzymac przy pomocy bezposredniej diagonalizacji. Podstawiajac

odpowiednie wartosci do réwnania (84)) otrzymujemy wielomian
fO) =t =" +5t" + 2 +1*) —t+ 1. (85)
Zauwazmy, ze dzielac powyzsze réwnanie przez t3 oraz stosujac podstawienie

y=t+t" (86)
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otrzymujemy rownanie

glz) =2 —a® + 2047 (87)
o rozwigzaniach

1

T, = §+Y1+Y2, (88)
1 2

T, = §—|—6Y1+6Y2, (89)
1 2

T, = §+6Y1+6Y2, (90)

gdzie Yy o = —@f’/ (41 £ 9v/21) oraz € = —%+i§. Z réwnania (86) wynikaja réownania postaci
> —ar,+1=0, b*—bry+1=0, 2 —cax.,+1=0, (91)

stad mamy trzy pary rozwiazan ai, as, by, b, c1, ¢o, jak tatwo sprawdzic¢ zachodzi a;ay = b1by =
c1co = 1 oraz ay + as = x4; by + by = x5 ¢4 + co = .. Jedynym rzeczywistym rozwigzaniem

naszego rownania trzeciego stopnia jest z,, zas a; 2 Wynosza

a1 = %i%\/él—x%. (92)

Rozwigzania x,, . s sprzezone, stad ustalajac jedno z rozwigzan b> — 230+ 1 = 0 i oznaczajac
je przez b, pamigtajac o tym ze nasze rozwigzania musza spetnia¢ zasade zachowania pedu

abc = 1, otrzymujemy dwa mozliwe zestawy rozwigzan

albo
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Réwnanie (85) mozna zapisaé w postaci

f(t) = wi(t)wa(t),

30

(95)

gdzie wy(t) = 3 — A2+ At —1, wy(t) = 3 - A2+ At —1, A = %—i—b—l—%. Wymnazajac wielomiany

wy(t) 1 wy(t) 1 poréwnujac odpowiednie wspétezynniki z wielomianem (83) otrzymujemy A =

14 Z—V215 Ostatecznie poszukiwane zestawy parametréw a, b, ¢ sg pierwiastkami

we(t) =3 — <;+z\/21_5> t + (1 '\/1_5>t—1,

2 '
oraz

2 2 2 2

wy(t) =13 — (1—i\/ﬁ>t2+<1+i\/1_5>t—1.

Transformujac rozwiazania wielomiandéw wy (t) i we(t) zgodnie z ([B3) otrzymujemy

5 1 3
N =N 2 N2y
wi(A) Wi VT
1
wy(\) S CIL N C I S G

215 4 815

Przyblizone wartosci parametrow spektralnych wynosza

A~ —0.2199035743, Ay ~ 0.4327003994 + 0.5030656948:.

Warto zauwazy¢ iz pomimo relatywnie matej liczby weztéw N = 7 sa zaskakujaco zgodne z

przewidywaniami hipotezy strun dla N — oc.
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Splatanie stanéw jednowezlowych

Jak wiadomo, pojecie splatania (ang. entanglement) $cisle wiaze sie z podzialem uktadu U

na pewien poduktad A i jego otoczenie O.

H =Ha® Ho. (100)

Przypomnijmy, ze tzw. stany czyste w mechanice kwantowej sg reprezentowane przez wektory z
przestrzeni Hilberta, charakteryzujacej dany uktad. W aspekcie podziatu uktadu na poduktady
taki opis jest niewystarczajacy. Bardziej ogélnym przedstawieniem stanéw jest tzw. macierz

gestosci p, tj. macierz hermitowska

!

, (101)

)
I

o $ladzie 1, tj.

Trace p = 1. (102)

Macierz gestosci stanu czystego |1) jest dane przez |¢) (1| i spelnia warunek idempotentycz-

nosci

P = (103)

natomiast dla tzw. stanéw mieszanych jej sens fizyczny jest zadany przez zagadnienie wlasne

plvs) = pily) (104)

31
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gdzie p; > 0 jest prawdopodobiefistwem znalezienia w stanie |1);) ukltadu spreparowanego w

stanie p, przy czym spelniony jest warunek [13], 14, 25, 36], [37), [85]

>op=1. (105)

Innymi stowy, sens fizyczny stanu mieszanego wyraza sie poprzez rozktad spektralny operatora

p W postaci
F=Ymlv) (¥, (106)

gdzie p; > 0 1 spelniaja warunek (I05)), za$ |¢;) € H sa wzajemnie ortogonalnymi wektorami

napinajacymi przestrzen
H? =lcc{|¥i) |pi) # 0} CH. (107)

Liczbe catkowitg n, = dimH” nazywana rzedem Gramma-Schmidta stanu p. Przypadek n, = 1
odpowiada stanowi czystemu (wtedy p; = 1) [22), [45], [46].

W tym rozdziale zajmujemy si¢ badaniem splatania dla Scistych rozwigzan podstawienia
Bethego, przyjmujac wezty magnetyka jako elementarne poduktady. Musimy tu zaznaczy¢, ze
liczbowe oszacowanie tzw. miary splatania jest aktualnie ciagle problemem otwartym. Sciste
wyniki na kryteria separowalnosci zostaly opublikowane dla niewielkich uktadéw [38], [88]. W
kontekscie BA, odpowiada to badaniu podukladu dwoéch lub trzech weztow, przy zastosowa-
niu tzw. wspétbieznosci (concurrence) i negatywnosci (negativity) dla oszacowania splatania
jednoweztowego [39), 104, 117, 18|, 119], 120, 124]. W rozprawie bierzemy wiec jako punkt
startowy $ciste rozwigzanie |vL) dla pewnego N € (4..7), wyznaczamy z niego $cista zreduko-

wang macierz gestosci

RDMyrou =TT 1, in VL) (vL|. (108)
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dla poduktadu A = {ji, jo} dwéch wybranych weztéw, otrzymana z usrednienia po otoczeniu
uktadu O = N \ U. Miary splatania uzywane w rozprawie, czyli tzw. negatywno$¢ i wspo6ibiez-
no$¢ (nasze robocze odpowiedniki angielskich terminéw ”negativity” i ” concurrence” ), wyrazaja
sic w terminach zapisanych ponizej zagadnient wlasnych. Przy czym negatywno$é N jest zdefi-

niowana jako

N =3 A, A={xeSpecp™:x<0}, (109)
A€A

gdzie p’? jest czedciowa transpozycja macierzy gestosci p po podukltadzie B. Wprowadzona

przez Wootersa wspotbieznosé definiuje wzor
C(p) = max {0, \1 — A2 — A3 — \s}, (110)
gdzie uporzadkowane malejaco liczby A sg wartosciami wlasnymi macierzy
p%:ﬁ(&y@&y)ﬁ*(&y@&y)' (111>

Stan prozniowy nie zawiera zadnych dewiacji spinowych, stad zredukowana macierz gestosci
zawiera tylko jeden potozony na diagonali element niezerowy. Tabele zawierajace obliczone
wartosci rozwazanych miar splatania zamieszczono w dodatku C. Interesujacym wynikiem jest,
ze splatania dla wszystkich kopii stanu prézniowego dla dowolnego wyboru weztéw w ramach
rozpatrywanych dtugosci tancuchow sa rézne od zera. Wsrod wszystkich przeanalizowanych
przypadkéw zabsorbowano zgodnosé obu miar co do istnienia splatania, cho¢ wartosci liczbowe
na ogdt bylty rézne. Zauwazmy, ze dla dwoch wybranych w sposéb dowolny stanéw [11) 1 |19)
o splataniach Nj, Ny, C, Cy spelnienie nieréwnosci p; < po dla jednej z miar nie implikuje

spetnienia nieréwnosci 1y < v, dla drugiej.
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Dla uktadu sktadajacego sie z N = 4 wezldow zanotowano niezerowe wartosci miar splag-
tania: w przypadku weztow bezposrednio sasiadujacych dla pierwszego potomka stanu jedno-
magnonowego o quasipedzie k = 0 (dla tego stanu zanotowano najwyzsze wartosé¢ kazdej z
miar). dla weztéw niesasiadujacych splatanie wykazuje stan najwyzszej wagi w sektorze dwu-
magnonowym z quasipedem k = 0.

Przypadek tancucha o dtugosci N = 5 wskazuje na ciekawg korelacje miedzy quasipedem
a sgsiedztwem weztéw. To znaczy, dla weztéw sasiednich splatanie wykazuje stan najwyzszej
wagi dla r = 2, E52 41 0 quasipedzie k& = £1 natomiast dla weztéw odleglych stan Eso 10 0
quasipedzie k = +2 a wartosci odpowiednich miar sg sobie réwne.

Uktad sktadajacy si¢ z N = 6 weztow jest pierwszym w ktorym w sposob nietrywialny po-
jawiaja sie rozwigzania trojmagnonowe. 7 uwagi na wieksza ilos¢ weztow bogatsza jest rowniez
struktura splatan. Zauwazmy, ze w sektorze z r = 2 dla weztéow sagsiadujacych splatanie wy-
kazujg stany: Ego 10—, Es20 - oraz Fg o 11, zwickszenie odlegtosci miedzy wybranymi weztami
powoduje, "uaktywnienie” Ego 1o+, Fg20,+ oraz Ega 3, Dla maksymalnej mozliwej odlegtosci
miedzy weztami splatanie wykazuje stan Fgo 10 +. W sektorze trojmagnonowym r = 3 mamy
dla sgsiednich weztoéw stany Fgss —, Eg30,—g, dla weztéw maksymalnie rozsunietych Eg3 1o 4,
Es33.+, Es30+9 1 E630,—g, natomiast w przypadku posrednim obserwujemy brak splatan.

W przypadku tancucha o N = 7 weztach obserwujemy splatania sasiadujacych weztow dla
stanow: Ero 1, Ero oy, Eroas -, Erovo-2, Ergu1 g, Ergeo— Er3 3. Dla weztow sred-
nioodlegtych: Er7o 11—, Froto ., Erotst, Erots -, Eroto—6, Er3 414, Fr3404. Dla weztow

maksymalnie od siebie oddalonych E7 o 10—, Fro 431, Frsto_g, Fro4s 4.
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Algebraiczne podstawienie Bethego (Algebraic Bethe Ansatz)

Algebraiczne sformutowanie podstawienia Bethego zostalo rozwiniete na gruncie teorii od-
wrotnego kwantowego rozpraszania. Metody pozwalajace na sformutowanie ABA byty rozwijane
przez wielu naukowcow, warto wymieni¢ chociazby Izergina, Korepina, Takhtajana i Faddeeva.
Na szczegblna uwage zastuguja tu prace [28), 29, 100, 10T]. Aby lepiej unaocznié istote ABA,
w niniejszym rozdziale przesledzono fragmenty rozumowania Faddeeva zawarte w [29]. Wpro-

wadzmy operator Laxa dziatajacy na j-tym wezle jako f/jﬁa
Lios\) =AMy @Iy +i) 82 ® 6% (112)

gdzie Iy oraz Iy sg odpowiednio operatorami jednostkowymi w przestrzeni fizycznej i pomoc-
niczej a A jest parametrem spektralnym. Wygodnie jest przedstawiaé operatory L w bazie

zwigzanej z przestrzenia pomocniczg w postaci macierzy

- A+ 185 85
Ljo(\) = (113)
§j A — 83
gdzie
ot — 1 AT Y o — 1 AT ;oY 114
8] _5(% +wj), 8; _§(Uj_wj> (114)

£ = a;(A) bi(A) (115
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gdzie a()),b()), &), d(\) nazywamy obiektami Laxa. Rola tych obiektéw zostanie oméwiona
W sposob szczegdtowy w nastepnym rozdziale. Zatézmy, ze dwa okreslone na réznych weztach
operatory Laxa maja te samg przestrzen fizyczng, iloczyn f/jﬁif/j,iﬂ jest okreslony nad HQV V.

[loczyn operatoréow Laxa spelnia regute przemiennosci:

~

}A%imé ()‘ - M) Ejil ()‘> Ej,iz (M) = Lj7i2 (M) Ej7i1 (>‘) }A%ihiz (/\ - :u) ) (116)

gdzie
}Azimé ()‘ - :U“) = /\Ai1,i2 + iﬁil,iz' (117)

Relacja przemiennosci dla operatorow Laxa, zwana tez warunkiem Yanga-Baxtera, dotyczy
operator6w w przestrzeni H ® (V ® V'), przy czym operator ﬁ(A — p) dziata w kwadracie
tensorowym V®? przestrzeni pomocniczej i zwany jest w literaturze R- macierza. Operator U

jest transpozycja w V&2, tj.

N a®b
U= ,acV, beV. (118)
b®a

~ o~

Uporzadkowany iloczyn wszystkich operatoréw Laxa Lj, i(A)Ljy—14(A)... L, (A L, +(\) nazy-

wamy macierzg monodromii i oznaczamy litera M

~

My ;(X) = L ;(A\)..Ly (). (119)

W przestrzeni pomocniczej macierz monodromii ma strukture

M) = (120)
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i spetnia te same reguty zamiany operatoréw jak operator Laxa

~ — — — —

Ril,zé ()‘ - :U“) M;, (A) M;, (:UJ) = M, (M) M;, (A) ‘ﬁilﬁé (/\ - :U’) . (121>

Z definicji operatora Laxa wida¢, ze macierz monodromii jest wielomianem stopnia N ze wzgle-

du na parametr \. Zatem wielomianem jest takze $lad macierzy monodromi po przestrzeni

pomocniczej
FA) =tryM(X\) = A\) +D(\) =22V + Y B (122)
1=0
gdzie
-~ 1d -
k= ﬁ@F()\) (123)

A=0

brak wyrazu przy MY~ wynika z postaci réwnania (I13)) oraz wlasnoéci iloczynu macierzy to
jest wyraz w N — 1 ¢j potedze A moze powstaé¢ jedynie z iloczynu N obiektéw Laxa a(\) dla

operatora A oraz obiektéw d()) dla operatora D:

A+ 885) O+ 83y ) o+ 82) (N + 487)
(A — i83) (A — 831 )oe (N — i82) (N — i89)

stad mamy odpowiednio wyrazy iAN "1 SN | 32 oraz —iANTI YN 82

Przemienno$é¢ operatoréw F oraz F) sprawia iz mamy doktadnie N — 1 statych ruchu. Zatem
catkowalnosé¢ uktadu wymaga dotaczenia jednej niezaleznej statej ruchu, np. operatora rzutu
spinu. Jak wiadomo rodzina przemiennych operatoréw zawiera hamiltonian, ktéry daje sie

zapisaC poprzez

g-'Twpey -1 (124)

A=i/2

Warto w tym miejscu nadmieni¢, ze powyzsze rozumowanie postuzyto do wyznaczenia zupet-

nego uktadu catek ruchu dla modelu XXX w pracy [78]
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Wyprowadzenie uktadu réwnan Bethego

Stan prozni ferromagnetycznej |0) jest wektorem wlasnym operatoréw Ai /5, a operator C
w dziataniu na |0) daje wektor zerowy. Poniewaz wektor |0) spelnia réwnanie sekularne dla A i

D, réwnoczesnie zatem jest wektorem wtasnym operatora F. Chcemy, aby wszystkie pozostate

wektory wlasne operatora F miaty z doktadnoscia do czynnika normujacego postac:

VL) = | MAs. M) = B(Ap)...B(A\)]0) . (125)

Rysunek 2. Graficzny opis konfiguracji strunowej w formalizmie ABA.

e konfiguracja strunowa v = 7/ jest partycja liczby 1’ pseudoczastek Bethego powigzanych
w struny,
e kazdy wiersz partycji v jest struna, ktorej dtugosc [ jest liczbg kratek. Struny sg utozone

w bloki prostokatne o dtugosci [ i wysokosci m;, w kolejnosci malejacej dtugodci [,

38
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e kazdej kratce (I,v,m) odpowiada parametr spektralny A/’. Podstawienie wartosci pa-
rametréw spektralnych, wyznaczonych z uktadu réwnan Bethego (B3)), do wzoru (I25)

generuje nieunormowany stan wlasny |vL) ozaglowanej konfiguracji strunowej [56), (62,

69, 71, [73].

Wynika stad, ze

€10 Aw) = (A() + D()) [ A1 Aw) = A BO)...BO) [0 + D() B BO) 0)
(126)
gdzie £ jest wartoscia wtasna sladu macierzy monodromii. Wiemy, ze ﬁ()\) |0) = p™|0) oraz
JA)(/\) |0) = ¢V |0), gdzie p = \ + %, q = A — L. Zatem aby zbadaé jakie relacje wynikajg z
tak okreslonej postaci wektoréw wtasnych, nalezy postuzyé¢ si¢ odpowiednimi regutami zamia-

ny operatorow. Jako baze przestrzeni pomocniczej wybierzmy:

ey = oraz e_ =

Wowcezas operatory UiR przyjmuja postac:

)}
I

(127)
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A+

R(\) = ' (128)

A1

M, () = (129)

M, () = (130)

z wymnozenia odpowiednich macierzy i poréwnania odpowiednich elementéw macierzowych
wynikaja m.in. nastepujace reguly zamiany operatoréw. Swiadomie uzywamy tu terminu ”re-
guly zamiany operatoréw”, gdyz wzory (I32 {I34]) nie sa regutami komutacji (jak w zwyklej

algebrze Liego), ale specyficznymi relacjami definiujacymi w ABA.

A0 AGw)] = [BO). B = [60).C00)] = D). D] =0 (131
A=W ANB(p) = (A= p— i) B(u)A) —i(A — ) A(u) B(N) (132)
(= BB = (A~ + DB D) + (A — D) B (133)

~

CNB(n) = (A= p)? =#)C()BM) — (A = w)*BAC(w) (134)



7. WYPROWADZENIE UKEADU ROWNAN BETHEGO 41

Zbadajmy prawa strone réwnania (120)

A(w)B(A1)...B(N)[0) + D(u)B(Ay)...B(A) |0) =
/(= 2)BOWA() + g1 = M)B()A(M)] B(Aa) B(As)...B(\) [0) =
£l = M) B [ = 2) BOw) A(p) + g1 — o) B() A(a)| B(Ns)...B(\) |0) +
+9(1— M) B() [F(01 = A2) BO2) A1) + g(A = A2) BOW)A(Na)| B(As).-..
Flu = A f (1= A2) f (1 = As) BOW) B(A2) B(As) A(p)... B(A) [0) +
+f (= M) f (= X)g(n — As) B(M) B

2)B(As
(A2)B()A(Xs)...B(\) |0) +

+g(1 = A)g(\ = A2) f(ha = As) B() B(A) B(A3) A(X)... B() | 0) +

+9(1 = M)g(i = A2)g(in = As) B() B(A) B(A2) A(X)... B(\)) | 0) =

(135)
gdzie f(A—p) = ’\ ““ oraz g(A — p) =
A() B(A1).. BN |0) + D(1) B(M)...B(A) [0) =TTy E255pN () [{A}) + 136)
+ kot M (11, {A}) [{A} U 0 )
przy czym
7 LNi— A +i oy
M Ap) = A 137
0D = o T2 ) (137
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Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla operatora D, pamietajac o wynikajacej z (I34))

koniecznosci zmiany znaku przed czynnikiem ¢ otrzymujemy

D(p)B(M)---B(N) [0) + D()B(M)-..B(N) [0) = iy 250" () [{A}) +

H (138)
+ ket Ve (1 M) {A} U0 A,
Ny (o (A} = I ULy (139)

Zauwazmy, ze konieczno$¢ spetnienia warunku (I25) wymaga aby dla zbioru parametréow spek-

tralnych {\} zachodzita réwnos¢ M; (u, {A}) = —N; (i, {A}), to znaczy:

LA — A+ D P Y
=05 =125
k#j Ok k#j 97k

" (\). (140)

Zatem z zalozenia postaci (E (\)...B ()\l)) |0) wektoréw wlasnych operatora F' wynika iz pa-
rametry {Aq, ..., \;} musza spelia¢ uklad réwnan Bethego
(Aj+i/2>N:ﬁ/\j—)\k+i (141)
Aj—1/2 k#)\j—)\k—z"
Pokazalismy wiec, ze ABA prowadzi do takiego samego uktadu roéwnan, jakie oryginalnie otrzy-
mal Bethe w swojej pracy [9]. W nowej literaturze wyprowadzenie Bethego okresla sie jako

"wspohrzednosciowy” BA, w odréznieniu od ABA.
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Kombinatoryka obiektéow Laxa

Kluczowym obicktem ABA okazuje sie by¢ macierz monodromii M(\) € End (H @ V).

Przedstawimy jg w postaci
M= Y m) (142)
gdzie

m(A) = ]I =;(N) (143)

JEN

jest jednomianem stopnia N wzgledem obiektéw Laxa
z(A) € {a(A),b(A), c(A), d(N)}, (144)

za$ sumowanie w ([I42)) przebiega po zbiorze M), takich jednomianéw, okreslonym przez defini-
cje (I19) operatora monodromii w jezyku iloczynu operatoréw Laxa. Obiekty Laxa s formalnie
operatorami w przestrzeni H ® V, z;(\) € End(H ® V), ale dzialaja efektywnie tylko w prze-

strzeni (qubicie) wezla j € N, tj.

TN =L®.0i\N®..0, (145)
gdzie majg postac
+ —
iN=+p 0 (146)
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_|_ —

b= 110 0 (147)
—12 0
+ —

cA)= 1+]0 i (148)
—10 0
+ —

dN= 114 0, (149)

przy czym

v

i
D +5, q 5’

. (150)

~

sq wartociami wlasnymi operatoréw wagowych a(\) i d()), zas$ operatory skokowe b(\) i é(\)
sg w istocie niezalezne od parametru spektralnego A, a niezerowy element macierzowy i jest
wybrany wygodnie z punktu widzenia konwencji inwersji czasu i sprzezenia zespolonego. W
tym kontekscie warto zauwazy¢, ze uktad réwnan Bethego (B3) ma w jezyku widm operatoréw

Laxa postac

(m)N: M=% aer (151)

Qo o' #a o — Po’ 7
W ten sposéb, wszystkie subtelnosci ozaglowanych konfiguracji strunowych, opisanych w rozdz.
3,4 i dodatku 1, zawarte sa - poprzez uktad réwnan Bethego w postaci (I41]) - w widmach obiek-

téw Laxa. Definicja (II9) macierzy monodromii implikuje podzial zbioru M, jednomianéw
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zgodnie ze wzorem

na posta¢ operatora monodromii w przestrzeni pomocniczej V', zadany przez
My =MpUMgU MacU Mp,

tak ze

XN = Y m(\), Xec{AB,C D}

meMx
przy tym

|My| =28, | Mx|=2V"" dla X € {A,B,C, D}.

45

(152)

(153)

(154)

(155)

Uzywamy tu wiec zapisu, w ktoérym X (\) € EndH jest operatorem w przestrzeni stanéw

magnetyka, za§ X C M), jest pewnym obiektem kombinatorycznym (zbiorem okreslonych

jednomian6w).

Warto zauwazy¢, ze pojedynczy jednomian m € M); ma proste wtasciwosci separowalnosci:

kazdy czynnik x;(\) tego jednomianu dziata efektywnie tylko w przestrzeni j-tego wezla, j € N.

Okreslimy wage w(m) = (w,, wp, we, wq) jednomianu m tak, ze w, jest liczba obiektéw Laxa

typu x w m. Oczywiscie, mamy

Wy + wp +w, + wyg = N.

Ponadto, definicja (I19) macierzy monodromii implikuje

w, = We dla m € My lubm € Mp,
w, = w.+1 dla m € Mp,

w. = wy+1 dla m € Mg,

(156)

(157)
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poczatek koniec
Sciezki Sciezki
l l
poziom 2 ° ° ° ° ° °
poziom 1 ° ° ° ° ° °
j= 1 2 N-—-1 N

Rysunek 3. Konstrukcja $ciezek reprezentujacych jednomiany m.

co si¢ wiaze z nazwa ~operatory wagowe” dla A'i D oraz "skokowe” dla B i C. Uzyteczna kla-
syfikacje jednomiandéw mozna uzyskaé przy pomocy pewnych sciezek napietych na drabinkowej
sieci 2(N +1) punktéw (rys. ). Krawedzie taczace sasiednie punkty tej sieci reprezentuja obiek-
ty Laxa zgodnie z konwencja przedstawiong na (rys. [dl) Wéwczas kazdy jednomian m € My,
jest reprezentowany przez Sciezke, taczacag w sposob ciggly bez rozgalezien pewne punkty na
obu brzegach sieci. Przy tym zbior My zadany jest przez wszystkie $ciezki o okreslonym po-
czatku i koncu zgodnie z tabelg. Przedstawiamy zatem pewien kombinatoryczny algorytm
obliczania elementéw macierzowych operatora M (M) poprzez wyznaczanie wszystkich $ciezek o
wlasnosciach spetniajacych warunki tabeli[ll Algorytm ten wykazuje zalete wyraznego uwidacz-
niania réznych przestrzennych regut wyboru, zawartych w kolejnosci i rodzaju obiektéw Laxa
wystepujacych w danym jednomianie m. Na przyktad, pomiedzy dwoma dowolnymi obiektami
tworzenia dewiacji spinowej Z;jl i Z)j2, musi wystepowac operator niszczenia ¢;, j1 < j2 < js3. W
szczegolnosci, zakazany jest iloczyn typu l;jl;jﬂ, i podobnie ¢;¢;41. Rowniez operatory wagowe

roznych typéw nie moga sasiadowac¢. Bardziej szczegotowa analiza takich regut wyboru wiaze
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poziom 2 ° ° ° ° ° ° °

poziom 1 °

Rysunek 4. Konwencja reprezentacji graficznej obiektéw Laxa: operatory wagowe
przedstawione sa przez krawedzie poziome (operatory a i d odpowiednio na poziomie 1
i 2), za$ operatory skokowe - przez krawedzie diagonalne (operatory bié odpowiednio

od 2do 1iod1do 2, wkonwencji z lewa na prawo)

X poczatek sciezki koniec Sciezki schemat graficzny
A poziom 1 poziom 1 . ° ° °
AN
B poziom 2 poziom 1 e — o ° °
[ \ [ | [ J \ ®
C poziom 1 poziom 2 . ° o — o
Lo
D poziom 2 poziom 2 e — o o — o
[ \ [ ] [ J / [

o~

Tabela 1. Sciezki reprezentujace operatory A(X), B(A), C(A), D(A)
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si¢ z konkretnymi stanami uktadu, na jakie dziata dany jednomian.

Dziatanie jednomianu m(\) na dowolny stan | fa) jest dane przez wzor

0, NtAN, 4@ lub N"NN, # @
m(\) | fa) = (158)
iveteptqy | f'a’)y . w pozostalych przypadkach
gdzie

N = N,UN,UN,UN, (159)

okredla rozklad zbioru N weztow magnetyka na podzbiory N;, wyznaczony przez jednomian
m, zas

N=NtUN-~ (160)

- rozktad okreélony przez konfiguracje magnetyczng f, i wreszcie wyktadniki v i v przy warto-

sciach wtasnych obiektow Laxa p i ¢ zadane sg przez odpowiednie przekroje zgodnie ze wzorami

u = |NtAN,|+ [N~ NN,
(161)
v = |INTONg+ |N" NN,

Réwnowaznie, warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby element macierzowy (f!|m|f.),
wyznaczony przez wzor (I58) byt rézny od zera, jest aby zachodzity nastepujace inkluzje zbio-
rOW

N,C N~ (f) oraz N, C N*(f) (162)

(tj. kazdy obiekt ¢; jednomianu m musi dziata¢ na "minus” konfiguracji f, i podobnie b; na
2 p]_uS”>‘
Jak latwo mozna zauwazy¢, dzialanie dowolnego jednomianu m(A) na dowolny stan | fa)

daje albo zero, albo inny stan | f'a’), jednoznacznie okreslony przez m(\) oraz | fa) , pomnozony
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przez wspétezynnik okreslony wzorem (I58]). Jezeli ustalimy | fa) i wybierzemy dowolnie dwa

rézne jednomiany m(A) i m/(\), to zawsze

m(A) | fa) #m'(N) | fa) (163)

Oznacza to, ze dla kazdego niezerowego elementu macierzowego operatora monodromii M ()

istnieje doktadnie jeden jednomian m € M), taki, ze

(f'd|MN)|fa) = {f'd'|m(N)|fa) (164)

Innymi stowy, zliczanie niezerowych elementéw macierzowych operatora monodromii, a wiec w
istocie réznych kanatéw rozpraszania, staje si¢ przedmiotem wzglednie prostej kombinatoryki.

Wzér (I58) pozwala nam wyciagnaé jeszcze jeden wniosek natury kombinatorycznej, ktory
okaze sie wazny w aspekcie dyskusji splatania rozwiazan strunowych. Ustalmy mianowicie kon-
figuracje f i f’ i zbadajmy, jakie jednomiany m sprzegaja te konfiguracje zgodnie ze wzorem
(I58). Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze f € H"1, f' € H") czyli ze szukane m nalezy do
Mp (rozwazania dla pozostatych przypadkow przebiegaja podobnie, ze stosownymi modyfika-

cjami). Precyzujac te zalozenia, przyjmijmy ze

f = (jla ---jr—l)v f, = (.]ia j;)a (165)

gdzie j, oznacza potozenie "minusa” (czyli pseudoczastki Bethego) na tancuchu N w danej

konfiguracji. Niech

N=(f) = {jresdoma}, N() = it i (166)
oznaczajg zbiory weztéw z dewiacjami, zas

NT(f)=N\N"(f), N*°(f)=N\N(f) (167)
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beda odpowiednimi dopelieniami. Utworzmy teraz zbiory

Ne=N-(H\ (N (HNN() (168)

Ny = N=(M\ (N () N'(f). (169)

Wzér (I58)) implikuje, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,aby istniat taki jedno-

mian m € Mg, ze (f'|m(AN)|f) # 0, jest aby zbiory ]Vj i N,j "wzajemnie si¢ przenikaly”, tj.

aby w zbiorze N, U N, € N najblizszymi sasiadami dowolnego j € N, byly wezly j/ € N,.
Powyzsze rozwazania generuja jednoznaczny przepis na konstrukcje jednomianu m. Miano-

wicie, jezeli spetniony jest warunek przenikania, to jednomian m zadany jest przez

by  dla je N,
C; dla jeNS
z; = ! ‘ (170)
a; lub d; w pozostatych przypadkach, tak aby spetnic¢
warunek quasiciggltosci sciezki drabinkowe;.

Naturalna jest dalsza klasyfikacja jednomianéw m € My w zaleznosci od ich wag w(m), czyli

graficznie, od liczby ”zygzakéw” na Sciezkach drabinkowych. Formalnie, okreslamy rozktady

MX:UMXM XG{A,B,C,D} (171)
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U {mlw(m) = (wg,r,7, N — w, — 2r)}

meM 5

U {m|w(m) = (wa,r,7 =1, N —w, — 2r + 1)}

meMp

U {mlw(m) = (ws,r — 1,7, N — w, — 2r + 1)}

meM¢c

U {m|w(m) = (wg,r,7, N — w, — 2r)}

meMp

51

(172)
(173)
(174)

(175)

sg zbiorami jednomianéw z okreslong liczba skokowych obiektow Laxa. Spelione sa przy tym

reguty sum

N
My | = |Mp,| =
Ml = 0t = )

N
Mg, | = |Mc,| =
(M| = | M| (27_1)

N/2
[Z/:} N o
2r

r=0

N/2]+1
[/Z}:'i‘ N :2N_1
2r—1

r=1

(176)

(177)

(178)

(179)

gdzie [N/2] oznacza czesé catkowita liczby N/2. Powyzsze wzory podaja kombinatoryczny bilans

roznych jednomianéw m, wchodzacych w sktad wyrazenia na macierz monodromii. Jednakze, z

uwagi na oméwione powyzej wtasnosci separowalnosci obiektow Laxa, w szczegolnosci na wzor

(I63), mozemy przy ich pomocy ustali¢ réwniez liczbe niezerowych elementéw macierzowych,

zaréwno calej macierzy monodromii M (N), jak tez operatorow ﬁ()\), s D\()\) Co wiecej, mozna

przewidzie¢ na drodze kombinatorycznej, ile niezerowych elementéw macierzowych istnieje w

ramach danego sektora H) (dla operatoréw wagowych ﬂ()\) i D\(/\)), czy tez pomiedzy sek-

torami H~D i H") (operator B(X))) oraz H™ i H =D (operator C())). Dalsze rozwazania

szczegOtowe przeprowadzimy, w celu skupienia uwagi, dla operatora skokowego B (A), a wyniki
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N ()I=r-1 N (f)|=N-r+1

|M,|:V0—] |Nb|:r0

f ’ | | |

re-r, Ty l"(,—] N—VS—I”(,"']

Rysunek 5. Schemat pomocniczy do ilustracji kombinatoryki zwiazanej z elementem

macierzowym (f'|m|f) # 0 dla m € Mp,, w bloku Blrs=1rs)

przedstawimy dla wszystkich czterech operatoréw.
Rozpatrzmy jednomian m € Mp,,. Niech Z(m|r,) bedzie liczba niezerowych elementéw

macierzowych tego jednomianu, zwigzang z blokiem B(s=17s) tj.

Zmlr) = | {(#'ImIf) # 01F € Q7. ' € Q} |, m € My, (180)

Wyznaczymy teraz kombinatorycznie wielkosé Z(m|rg). Rysunek (B)) przedstawia rozktady
(I60) zbioru N weztéw magnetyka na podzbiory N‘(f), N*(f) oraz N‘(f’), NJr(f’), z do-
datkowym wyréznieniem podzbioréw N, € N*(f) i N. € N~ (f) zgodnie ze wzorem (IG2).
Przedstawienie to jest oczywiscie schematyczne, gdyz pomija ono warunek wzajemnego przeni-
kania, ale jest wystarczajacg ilustracja potrzebnej kombinatoryki. Dziatanie jednomianu m na
konfiguracje f polega, zgodnie z formutami ABA, na zamianie minuséw na plusy w podzbiorze

N. C N~ (f) oraz pluséw na minusy w podzbiorze N, C NJr(f), tak ze powstaje konfiguracja
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f' zgodnie ze strzatkami na rys. (Gl), a element macierzowy zawiera stosowne czynniki zgodnie
ze wzorem (I58). Ten rysunek pozwala nam okresli¢ liczbe mozliwych konfiguracji f € Q==Y
speliajacych wymog (f'|m|f) dla ustalonego m € Mp,,. Widaé¢ bowiem, ze $rodkowa czesé
pierscienia, powiazana ze zbiorami N,iN, jednomianu m, jest Scisle okreslona, natomiast pozo-
staje swoboda rozmieszczenia s — ro " minuséw” ze zbioru N “(H\ N., a wiec tych " minuséw”,
ktére nie sg anihilowane przez obiekty skokowe ¢; jednomianu m (kombinatorycznych ”kulek”)

na weztach zbioru N=(f)\ N,U N*(f)\ N, (kombinatorycznych ”pudelek”). Mamy zatem

N -2 1
Z(m|7‘s) _ ( o +

Ts —To

),mEMM. (181)

Wyrazenie Z(m|r,) spelia oczywiste reguty sum

N—rg+1
> Z(m|rg) =280t (182)

Ts=T0

oraz

Z( . )(N_Q”’“) — 2(BIr.). (183)

o 2rg — 1 Ts — To
Zauwazmy, ze dolna granica sumowania we wzorze (I82) odpowiada sytuacji, gdy rs = ro, a
wiec gdy znika lewa cze$é konfiguracji f’ na rys. (B), natomiast gérna granica gdy znika czesé
prawa.
Przyktad bilansu niezerowych elementow macierzowych operatora E(/\), w podziale na
”dhugosci zygzakow” zadane przez ro i na sektory zadane przez rs, podany jest w tabeli (2))

Analogiczne wzory dla A, C, D maja postac:

N -2

ZWWQ—(T_Q?,mGMM. (184)
N —2rg+1

Z(mlrs) = ( . _r(;J ), m € Mcy,. (185)
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rs|1 2 3 4 5| %
B,,

B 5 20 30 20 5| 80
B, — 10 20 10 —| 40
B, — -1 - —|1
> 5 30 51 30 5 |121

Tabela 2. Przykladowy bilans niezerowych elementéw macierzowych operatora B(\)

dla N =5

>,m€Mmm (186)

W ten sposob, zaprezentowane elementy kombinatoryki obiektéw Laxa pozwalaja wyzna-

czy¢ Scista postaé catej macierzy monodromii w wyjsciowej bazie konfiguracji magnetycznych.

Wprowadzona terminologia pozwala zlokalizowaé¢ wszystkie niezerowe elementy macierzowe i

wyznaczy¢ ich zaleznos¢é od parametru spektralnego A, poprzez wartosci wtasne p i ¢ obiektéw

Laxa.

Kombinatoryka obiektéw Laxa pozwala nam przesledzi¢ ztozone korelacje w Scistych rozwia-

zaniach podstawienia Bethego metodg algebraiczng, przy pomocy ABA, w sposob operacyjnie

niezalezny od $cistej diagonalizacji, przedstawionej w rozdz. 4 i dodatku. Umozliwia to gtebsze

zrozumienie istoty proceséw, zawartych implicite w wysoce nieliniowym uktadzie réwnan Be-

thego. Otwiera to, naszym zdaniem, duze mozliwosci pogltebienia wiedzy o tych rozwiazaniach,
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w szczegolnosci stawiania i rozwigzywania pytan o splatanie strun, poprzez bezposrednia anali-
ze wszystkich istotnych kanatéw rozpraszania, sklasyfikowanych przy pomocy $ciezek obiektow

Laxa. W nastepnym rozdziale przedstawimy taka analize dla rozwigzan dwumagnonowych.



ROZDZIAYL, 9

Splatanie strun

W rozdziale 6 opisali$émy szczegbétowo Sciste rozwiazania |vL) Bethego, scharakteryzowane
przez ozaglowane konfiguracje strunowe, w opisie ABA. Przypomnijmy tu krétko, ze konfigu-
racja strunowa v F 77 jest partycja liczby ' = N/2 — S tych pseudoczastek Bethego, ktore sa
zwigzane w struny w stanach o wypadkowym spinie S. ABA mozemy interpretowac, zgodnie ze
wzorem (I28) w taki sposéb, ze kazda z tych pseudoczastek wiaze sie formalnie z jedna kratka
diagramu Younga v (rys @), a wiec réwniez z pewnym parametrem spektralnym \,, o € 7.
Innymi stowy, mozemy uwazac iz te pseudoczastke kreuje operator B(/\a) ze stanu prozniowego,

tj ze

Aa) = B(Xa) |0) (187)

jest (nieunormowanym) stanem jednomagnonowym (na ogé! niestacjonarnym), z zadanym pa-
rametrem spektralnym \,, czyli z pseudopedem p, okreslonym przez wzér (B2)). Podobnie,
nieunormowany stan |v£) mozna utworzy¢ ze stanu prozniowego zgodnie ze wzorem ([I23]),
poprzez iloczyn r’ operatoréow E()\a) tworzenia pseudoczastek Bethego o parametrach spek-
tralnych A\, otrzymanych z rozwigzania uktadu rownan Bethego. Formalnie, mamy wigc do
czynienia z iloczynem operatorow B po kratkach diagramu Younga konfiguracji strunowej v.
Dyskusja tych rozwigzan zawiera wiec kombinatoryczng analize iloczynu 1’ operatoréow B (Aa)-

W tym rozdziale przedstawiamy taka analize dla kilku najprostszych konfiguracji strunowych.
56
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Rozpoczniemy od przypadku r =7’ = 1, tj. od stanéw jednomagnonowych ([I87). W termi-
nologii poprzedniego rozdziatu, jest to przypadek sektora ry = 1. Wzér ([I81]) na liczbe Z(m|1)

niezerowych elementéw macierzowych, pochodzacych od jednomianu m € Mp,,,

(188)

Z(m1) = (N—2r0+1>’

1—17rg
implikuje 7o = 1 jako jedyna mozliwosé (zauwazmy, ze zgodnie ze wzorem ([I73) o = 1 jest mi-
nimalna mozliwa wartoscia). Innymi stowy, sposréd wszystkich jednomianéw m € Mp, aktywne
w dziataniu na préozni¢ okazujg sie¢ by¢ tylko jednomiany z podzbioru Mp;, a wiec zawierajace

tylko jeden operator b;(\) tworzenia pseudoczastki Bethego. Mamy wiec

B(A)|0) = Bi(V)]0) (189)
gdzie
BN= Y m= > di(V)-djs (Mbjaza (N)..an(V) (190)

Zatem, na mocy wzoréw (I46])-(T49)

N
~ . . . .p i .
B(A)]0) =i E ¢’ 1pN Tg) =i— E e Prsd

jEN jEN

J) (191)

gdzie

, A— 1L
ePrs = 2 192
Nt (192)
okresla pseudoped p,s magnonu z parametrem spektralnym A. Powyzsze wzory demonstruja
fakt, ze f?()\) jest operatorem tworzenia magnonu z pseudopedem p,s. Jest oczywiste, ze dla

dowolnego A € C pseudoped p,s nie bedzie wspétmierny z pierScieniem magnetyka, tj. Npps #

27k dla dowolnego catkowitego k. W szczegdlnych przypadkach, dla

2
Dps = Wﬂk k€ B, (193)
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(tu B oznacza strefe Brillouina), pseudoped magnonu pokrywa sie z quasipedem. Zauwazmy
tez, ze nieunormowana amplituda p /q stanu (I91)) wyraza sie przez wartoéci wlasne obiektow
Laxa.

Warto zauwazy¢, ze powyzsze wyniki daja si¢ prosto wyrazi¢ dzieki faktowi iz operator B (N
w dziataniu na proznie redukuje sie efektywnie do sumy B, (A) jednomianéw zawierajacych tylko
jeden skokowy obiekt Laxa. Sytuacja komplikuje sie przy rozpatrywaniu wyzszych sektorow
rs > 0, ale rowniez wtedy operator B (M) "uaktywnia” tylko cze$é jednomianéw, co adekwatnie
opisuje kombinatoryka z poprzedniego rozdzialu. W przypadku dwumagnonowym, a wiec r =

7 = r, = 2, uaktywniaja sie w operatorze B (M) jednomiany postaci

My 1j, = dl---djlflbjl aj1+1...al,lcldlﬂ...de,lijanH...ajN, (194)

zawierajace dwa operatory tworzenia pseudoczastki Bethego w weztach j; < jo oraz operator
niszczenia w wezle posrednim [, j; <1 < jo, czyli mj, 15, € Mpo.

Zanalizujemy teraz elementy macierzowe takich jednomianéw zgodnie z opisem kombinato-
rycznym z poprzedniego rozdziatu. Zgodnie ze wzorem (I58), w przypadku sektora 32 niezerowe

elementy macierzowe majg postac
<j1j2|mj1lj2|l> = i3puqva (195)
gdzie
u=N-j+l—-j3—1, v=g5—1+73—-2 (196)

sa rowne odpowiednio liczbie operatoréw wagowych a i d w jednomianie (I94). Widaé z tego
wzoru, ze taki jednomian tworzy dwie pseudoczastki Bethego na weztach 77 < jo, z jedno-

czesnym niszczeniem pseudoczastki na wezle posrednim [, j; < | < jo. W szczegdlnosci, ten
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jednomian anihiluje préznie i uaktywnia sie dopiero w dziataniu na stany jednomagnonowe.

Stany dwumagnonowe nieunormowane w ABA konstruuje sie zgodnie ze wzorem
[ MAg) = E()\1>§()\2) 10) (197)

gdzie A1 i Ay sg parametrami spektralnymi otrzymanymi z rozwiazan uktadu roéwnan Bethego.
Z uwagi na opisane tu fakty o uaktywnianiu poszczegdlnych jednomiandéw m wchodzacych do

Bw postaci sumy, wystarczy przyjac przy generacji stanéw dwumagnonowych, ze
B(A) = Bi(A) + Ba(}), (198)

gdzie = oznacza rownos¢ operatorow przy ograniczeniu ich dziedziny do stanéw jednomagno-

nowych, zas

BN = Snery, m = Xm0V, (199)

jeN
§2(>‘) :EmEMBQm = Z mj1lj2()‘)7 (2()0)
1< <I<je<N

przy czym

mj()\) = dl...dj_lbjaj+1...aN (201)

kreuja pojedyncza dewiacje na wezle j. Przy tym samym znaczeniu znaku ==, zachodzi

~

BONB() = [By(N) + Ba()] Bu(), (202)

gdyz czton ég()\) nie uaktywnia si¢ przy bezposrednim dzialaniu na proznie.

Zgodnie ze wzorem ([202), operator B(A\)B(u) tworzenia z prozni stanu dwumagnonowego,
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zadanego przez parametry spektralne A i p, jest suma dwoch sktadnikow. Pierwszy z nich,

postaci

Bi(A) By () = | Z my (N)mg (), (203)

jest zwykla suma iloczynéw jednomianéw jednoweztowych (201]), zas drugi, czyli

Boy(N) By (p) = oo myu(N)mu(p), (204)

11 <I<ja<N

opisuje bardziej ztozone procesy kreacji i anihilacji. W ostatnim przypadku, najpierw utwo-
rzona jest wirtualna pseudoczastka Bethego na wezle [ € N , ktéra nastepnie anihiluje razem
z utworzeniem dwéch innych pseudoczastek, jednej na lewo od [ (w wezle j1), a drugiej na
prawo (w wezle jo). Takie procesy stanowia uzupetnienie zwyklych iloczynéw jednoweztowych,
niezbednie do zachowania regul zamiany kolejnosci operatoréw ABA | w szczegdlnosci przemien-
nosci operatora B dla roznych wartosci parametru spektralnego.

W celu ilustracji zastosowania kombinatoryki obiektow Laxa w ABA przedstawimy pew-
ne graficzne sposoby obliczania elementéw macierzowych operatoréw (203)) i (204). Na rys.
przedstawiony jest graficznie element macierzowy (jij2|m;, (A)mj,(11)|0). W gbérnym wierszu
rysunku zaznaczone sg wezty tancucha, w kolejnosci rosnacej. Kolejny wiersz oznacza poczat-
kowa konfiguracje magnetyczna, | f) = |0) w tym przypadku préznie ferromagnetyczna. Ponizej
wizualizujemy jednomiany dzialajace na |f), w kolejnosci od gory do dotu dla jednomianéw
wystepujacych w iloczynie z lewa na prawo. Dla kazdego jednomianu przedstawiona jest jego
Sciezka na diagramie drabinkowym, z zaznaczonymi wierzchotkami drabinki jako ttem niezbed-
nym do identyfikacji obiektéw Laxa. Wiersz ponizej Sciezki opisuje obiekty Laxa przypisane
poszczegdlnym weztom magnetyka zgodnie z rysunkiem [, za$ kolejny wiersz zawiera wspot-

czynnik przy obiekcie Laxa x;(A) (p = A +i/2, = A—1/2, lub ). Wspdtczynnik ten
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jest jednoznacznie okredlony przy pomocy wzoréw (I46HI49) przez obiekt Laxa x;(\) i wartosé
f(j) konfiguracji magnetycznej f figurujacej bezposrednio nad $ciezky (f = f dla m;, (@), lub
f=f"dla m;, (A) na rys. [fl). Wartosé¢ koricows elementu macierzowego otrzymujemy w wyniku
pomnozenia wszystkich uwidocznionych wspétczynnikéw przy obiektach Laxa. Zauwazmy, ze
parametrowi spektralnemu A przypisane sa wartosci wlasne p i ¢, zag parametrowi 1 odpowia-

dajar=p+1i/2, s=pn—1/2.

Obliczone w ten sposob elementy macierzowe wynosza

(J1gzlmg, (N)my, (p)|0) = —p I 7lghyNiaghTl, (205)

(gl (Nmy, (0)]0) = —pN=PHighm2pN =i =, (206)

co daje pelny wktad pochodzacy od proceséw jednomagnonowych w postaci

(172lm, (Nymy, (1) |0) = —pN =1 =ighp N miegleml — phmitlghem2p Nmhgn =l (207)

Zauwazmy, ze rys. [0l dobrze odzwierciedla istotne aspekty rachunku elementéw macierzo-
wych. W szczegblnosci, nalezy pamietaé, ze we wzorach (2050)-(207) zachodzi j; < js z uwagi na
konwencje zwigzane z mapa Yanga-Baxtera na przestrzeniach konfiguracyjnych, natomiast ta-
kiego ograniczenia nie ma we wzorze (203)). Z tego powodu, wzory (205)-(207) nie sa podatne na
transpozycje wskaznikéw j; i jo przy ustalonych parametrach spektralnych A i 1. Wiaze sie to tez
z faktem, ze jednomiany jednomagnonowe nie sg wzajemnie przemienne ([m;, (), m;, ()] # 0),
chociaz [B(A), B(u)] = 0. Uwidoczniona jest takze rola posrednich konfiguracji magnetycznych

f", ktora determinuje wlasciwy wybdr wartosci wtasnych operatoréw wagowych (p,q,r,s).
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Rysunek [0l dobrze prezentuje strukture iloczynu tensorowego przestrzeni stanéw magne-
tyka (konfiguracje magnetyczne: poczatkowa | f), posrednia | f”) i koficowa | f’), sa stanami
separowalnymi, a wiec iloczynami stanéw jednoweztowych) oraz separowalnos¢ kazdego jedno-
mianu m € M), (jest on przemiennym iloczynem jednoweztowych obiektéw Laxa). Zatem w
przypadku pojedynczego jednomianu, element macierzowy (f'|m|f) faktoryzuje sie na czynniki
jednoweztowe

(Fmlf) = 11 (F )l () - (208)

jEN
Spostrzezenie to tatwo jest uogoélni¢ na iloczyny jednomianéw. Jak widaé z rys. [0l faktoryzacja
jednoweztowa zachodzi dla takich weztow 7, dla ktorych wszystkie obiekty Laxa x; sg operato-
rami wagowymi. Natomiast w pozostatych przypadkach separacja na ogoét nie jest mozliwa. W

ogo6lnosci, czynnikowy element macierzowy obejmuje te wszystkie wezty, ktore naleza do zbioru

U No(m) U N(m) (209)

m

i w takich sytuacjach mozliwosci dalszej faktoryzacji nalezy rozpatrywaé dla kazdego przypadku
oddzielnie.

Przejdzmy teraz do obliczenia elementu macierzowego operatora By(\)Bi(\), zadanego
przez wzor (204]), ktory zgodnie ze wzorem (202) stanowi niezbedne uzupelnienie czlonu jed-
nomagnonowego (203)) w pelnym opisie stanéw dwumagnonowych. Opisana powyzej procedura

graficzna daje w wyniku

~ ~ jgil - - . .
<j1j2|BQ(/\)B1(,M)|O>: S Nl g2 N L, (210)

I=j1+1
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Jak wida¢, procesy tworzenia i niszczenia wirtualnej pseudoczastki Bethego zachodza wytacznie

na weztach [ € N , spetniajacych warunek posredniczenia
n<l<y (211)

a wiec w obszarze pomiedzy lokalizacjami rzeczywistych pseudoczastek. Ostatecznie na mocy

wzordéw (202), (207) 2I0) otrzymujemy:

;o _ Jj2—1 4, N—ji—jot+l—1 j1+jo—1—-2,,N—I I—1
(Jija]Apt) = Zl:j1+1l pN == gt pN-lg
(212)
_pN—j1—1qj17aN—j28j2—1 _ pN—j2+1qj2—27~N—j1 g1

Wykazanie separowalnosci lub splatania strun w obrebie dowolnego Scistego rozwigzania

m
liv;

podstawienia Bethego wymaga znajomosci kompletu parametréow spektralnych le. =Un,A
oraz ich rozktadu na poszczegdlne struny.

A= Llj (U le) (213)

i Vi

gdzie le. oznacza komplet parametrow niezbednych do utworzenia v;-tej [;-struny. Przy czym

na to aby dwie struny w stanie |vL) byly separowalne musi zachodzi¢
~ ~ ) ~ ENNY
vL) = C [(BO)-B()) 10) @ (BOAL,)--BO,)) 10)] (214)

Jak tatwo mozna zauwazy¢, ze wzgledu na rozne wymiary wektorow stojacych po obu stronach,
powyzszy warunek nie moze by¢ spetniony w sposob formalny. Jednakze z relacji Yanga-Baxtera
(m < n pociaga za soba j,, < j,) wynika, ze baza wektora po prawej stronie ostatniego réw-
nania zawiera sktadowe spoza modelu. Dlatego tez zamiast poréwnywaé¢ wprost stan wlasny z

iloczynem tensorowym strun dokonamy odpowiedniej symetryzacji i odrzucenia tzw. ”twardego
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rdzenia” (elementy zawierajace powtérzenia weztéw). Dla przypadku iloczynu dwu jednostrun

mamy:

[y = S[(BW)10) @ (Buw)10) + (Bi(w)0) ® (B()[0)]
~S1(B) [0y @ (B(w) [0) + (Bi(w)) [0) @ (BW) [0)],

, (215)

gdzie wyraz z indeksem h.c. (skrét od hard core) posiada niezerowe sktadowe wylacznie dla
sktadowych typu | 7;7:).

Na podstawie kombinatoryki obiektéw Laxa dowolny element macierzowy (jij2|u) wynosi
<j1]2|U> _ —pN_jlqjl_er_jQsz_l _ pN—qujz—er—hsh—l. (216)

Poréwnanie wspétezynnikow (212) z (2I6) wskazuje na brak separowalnosci stanéw zbudowa-
nych z dwu jednostrun. Przedstawienie podobnego rozumowania dla stanéw o bardziej rozbudo-
wanych konfiguracjach strunowych wymaga dalszych badan struktury odpowiednich elementéw
macierzowych a takze sprawnych metod usredniania po poduktadzie dla stanéow sktadajacych
sie z trzech i wiecej strun.

Do liczbowej oceny stopnia splatania pomiedzy dwoma strunami w stanie | ¥£) proponuje-

my wprowadzenie wielkosci C zdefiniowanej jako

[{ulvL)|

Co= 1= Ty e ey

(217)

Jak wida¢ Cy lezy w przedziale domknietym [0, 1], przy czym warto$¢ 0 osiaga dla stanéw se-
parowalnych i ro$nie monotonicznie w miare odchylania wektora | ¥£) od zsymetryzowanego
iloczynu wektoréw strun. Mamy swiadomo$¢ tego, iz zaproponowana miara jest jedynie pierw-
szym krokiem na drodze do uzyskania uniwersalnej metody obliczania splatan strun. Niemniej

jednak mamy nadzieje, ze ten pierwszy krok pozwoli na dalszy rozwdj metod umozliwiajacych
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pelny opis splatan strun w BA. W tym miejscu twierdzimy, ze zaproponowana wielko$¢ pozwoli
na analize splatan dla rozwigzan odpowiadajacych tablicom ksztattu H

Rozwazmy przypadek pentagonu N = 5. Z tablicy w dodatku B wynika, Ze interesuja-
ce nas stany odpowiadaja przypadkom r = 2, k = {0,£1}. Wykorzystujac odpowiednie
parametry spektralne A\ z dodatku A generujemy wektory wlasne jak i odpowiednie wekto-
ry iloczynu tensorowego. Przykitadowo dla rozwigzania o quasipedzie & = 0 mamy wartos¢
Cs=1- % ~ (0.7690598924 co wskazuje na znaczne splatanie strun. W tym miejscu mamy
swiadomos¢, ze problem badania splatania strun zostat jedynie zarysowany i wymaga dalszego
znacznie pogtebionego zbadania. Niemniej jednak wydaje si¢ iz narzedzia analizy zapropono-

wane w niniejszej pracy stanowia obiecujaca baz¢ dalszej eksploracji tego tematu.



ROZDZIAY 10
Whnioski i uwagi konncowe

W pracy zajmowalismy si¢ analizg zjawiska zwanego splataniem dla przypadku $cistych roz-
wiazan podstawienia Bethego. Szczegdtowa analiza splatania jest dziedzina stosunkowo mtoda,
zapoczatkowana na szersza skale w latach 80-tych ubiegtego stulecia w zwiazku z tzw. paradok-
sem EPR oraz z mozliwoscig zastosowania splatania do przetwarzania informacji w uktadach
kwantowych. Sam efekt splatania wigze sie z kwantows mozliwoscia nielokalnego oddziatywania
pomiedzy uktadami kwantowymi. Przy tym sam uktad kwantowy definiowany jest przez jego
przestrzen Hilberta, zas powszechnie stosowanym uproszczeniem jest zatozenie, ze ta przestrzen
ma wymiar skoniczony. Pojecie splatania, czy tez jego przeciwienstwa czyli separowalnosci, opar-
te jest na wyobrazeniach o multiliniowej strukturze przestrzeni stanéw kwantowych réznych
uktadow kwantowych, a wiec na mozliwosci faktoryzacji takich przestrzeni. W pracy wykorzy-
stalismy model magnetyka Heisenberga dla przypadku jednowymiarowego. Jak wiadomo, jest
to model Scisle rozwiazywalny a wigc umozliwia on stawianie i rozwigzywanie pytan zwiazanych
z informatyka kwantows.

Przedstawi¢ teraz pokrotce najwazniejsze wyniki uzyskane w pracy. Takim wynikiem jest
przedstawienie w rozdziale trzecim tzw. ozaglowanych konfiguracji strunowych w jezyku quasi-
pedow. Opisuje tam szczegdtowo jak mozna znanym rozwigzaniom strunowym Bethego przy-
pisac liczby kwantowe majace fizyczny sens quasipedu. Catkowalno$¢é BA przejawia sie w tym
ujeciu po prostu jako zasada zachowania quasipedu w odniesieniu nie tylko do calego roz-

wiazania, ale tez kazdej jego struny. W szczegdlnosci, przedstawiony obraz wyjasnia nature
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specyficznego zwyrodnienia zaobserwowanego w heptagonie (tancuch o dtugosci N=7) dla sta-
néw tréjmagnonowych w centrum strefy Brillouina.

W rozdziale czwartym skompletowatem wszystkie Sciste rozwiazania BA dla tancuchéw o
dtugosci N=4..7. Korzystatem przy tym ze zrédet literaturowych, chociaz w czesci tych wynikow
(N=6,7) mam wtasny udzial jako wspoétautor. Wyniki dotyczace splatania stanéw jednowezto-
wych przedstawione w rozdziale 5 uzyskatem we wspotpracy z innymi kolegami, w szczegdlnosci
z dr J. Milewskim. Postugiwalismy sie tu standardowymi miarami splatania (negatywnoscia i
wspOlbieznoscia). Okazalto sie ze splatanie $cistych rozwiazan wzgledem tych miar ma charakter
raczej sporadyczny niz powszechny.

Za kluczowy element pracy uwazam opracowanie kombinatoryki obiektéw Laxa przedstawio-
ne w rozdziale 8. Pokazatem tam, ze ABA jest bardzo dobrym narzedziem do badania splatania
dzieki temu, ze jego elementarne sktadniki, tzw. obiekty Laxa, spelniaja mocne wymagania se-
parowalnosci w reprezentacji potozeniowej. Dzieki temu mozliwe jest $ledzenie splatania, szcze-
gblnie w kontekscie warunkow Yanga-Baxtera, przy pomocy przejrzystych metod graficznych.
W ogoélnosci, kombinatoryka obiektéw Laxa moze by¢ mocnym narzedziem poglebionego ba-
dania uktadow catkowalnych w kontekscie informatyki kwantowej, z uwagi na transparentnosc
Sciezek reprezentujacych aktywne jednomiany obiektéow Laxa.

Ta kombinatoryke obiektéw Laxa zastosowatem do przypadku rozwigzan dwumagnonowych.
Okazalo sie, ze rozwigzania dwumagnonowe nie sa zwyklta kompozycja rozwigzan jednomagno-
nowych, ale wymagaja uzupetnienia w postaci proceséw typu wirtualnej anihilacji czastki Be-
thego z utworzeniem dwoch innych. Takie procesy maja charakter nielokalny, gdyz anihilacji
czastki w danym wezle towarzyszy kreacja w weztach odlegtych. Daje to doktadny wglad w

nieliniowe mechanizmy rozproszeniowe w uktadzie réwnan Bethego. W rozdziale 6 w ramach
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referatowego opisu ABA przedstawitem samodzielne wyprowadzenie specyficznych regut komu-
tacji zwigzanych z obiektami Laxa, bardziej szczegdétowo niz jest to dostepne w literaturze.

Wyniki rozprawy zostaly cze$ciowo opublikowane w 4-ech pracach [3, [4, (68, [97].

Publikacja [97] zawiera wstepne wyniki rozwazan dotyczacych symetrii czastka-dziura, po-
kazano ogdlng postaé operatora w bazie leksycznej i na przykltadzie tancucha sktadajacego sie
z N = 4 weztéw pokazano w jaki sposdb mozna go zapisywa¢ w réznych uzytecznych bazach.

Praca [68] stanowi przedtuzenie algorytméw RSK i KKR pozwalajace w jednoznaczny i pro-
sty sposob wyrazié¢ ozaglowania strun poprzez quasipedy. Wyniki tej pracy stanowity podstawe
do ”operacyjnego” zastosowania ABA w problemach separowalnosci, badanych w niniejszej
rozprawie. W szczegdlnosci, wazne bylo powiazanie parametréw spektralnych ABA z odpo-
wiednimi kratkami diagramu Younga v konfiguracji strunowej.

Ostatnie dwie publikacje traktuja o algebraicznych wtasnosciach $cistych rozwigzan pod-
stawienia Bethego dla tancuchéw sktadajacych sie z N = 6 i 7-miu weztow. W szczegdlnosci
przeanalizowano tam problem skonczonych rozszerzen ciata liczb wymiernych o pierwiastki wy-
réznikéw rownan kwadratowych (jedyne w tych przypadkach nierozktadalne czesci wielomianow
charakterystycznych hamiltonianu), pierwiastkéw V- tego stopnia z jedynki oraz dziatanie od-
powiednich grup Galois na tych rozszerzeniach.

Zdajemy sobie sprawe z tego, ze wymienione powyzej wyniki nie wyczerpuja, a jedynie roz-
poczynaja teoretycznag eksploatacje metod uzywanych w pracy, w szczegélnosci kombinatoryki

obiektow Laxa. Mamy nadzieje na wykorzystanie ich w najblizszej przysztosci.



Dodatek A. Sciste rozwigzania podstawienia Bethego

W tym dodatku zamieszczamy kolekcje wartosci wtasnych E hamiltonianu otrzymanych me-
toda bezposredniej diagonalizacji, oraz otrzymane metoda odwrotnego podstawienia Bethego
(IBA) odpowiadajace im zestawy parametréw A (dla przypadkéow N = 4..6, r = 2). Zauwazmy,

ze najkroétszy z rozwazanych tancuchéw posiada stany wlasne o energiach catkowitoliczbowych.

N =4
r| k | FE
0010
141 -2
2 | —4
21 0 | -6
2 | =2

Tabela 3. Wartosci wlasne energii dla magnetyka o N = 4 wezlach.

Energie stanéw wlasnych pentagonu zawieraja czynnik w = exp(27i/5) a Scislej
w? + 0? = § Zgodnie z praca [79] rozszerzenie ciata liczb wymiernych Q o pierwiastki z
jedynki w daje cialo Q(w) takie, ze wielomian charakterystyczny operatora H jest rozktadalny

nad Q(w).
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N =5

+1 | =3+ 2(w? + @?)

+2 | =5 — 2(w? + &?)

Tabela 4. Wartosci wlasne energii dla magnetyka o N = 5 weztach

W odréznieniu od pentagonu dla hexagonu oprécz orbit regularnych grupy cyklicznej Cy
wystepuja orbity dwu oraz trzykrotnie rozrzedzone. Zgodnie z przyktadem opisanym w rozdzia-
le 4 pociaga to za soba wystapienie rozrzedzonych stref Brillouina B/2 i B/3. Obecnosé tych
rozrzedzonych stref sprawia iz w obrebie ustalonej liczby magnonéow réznym quasipedom od-
powiada rézna liczba stanéw wtasnych (tu 1 lub 2). Jak tatwo mozna zauwazy¢ w przypadkach
z dwoma rozwiazaniami cialo Q(w) jest niewystarczajace do rozkladu wielomianu. Bardziej
precyzyjnie, przypadki dwumagnonowe ' = 2 o quasipedach £ = 0 i £2 wymagaja dolaczenia
V5 i /17, natomiast stany tréjmagnonowe ' = 3 na brzegu strefy Brillouina k = 3 zawieraja
cze$é niewymierng (v/13). Podsumowujac, w przeciwienstwie do N = 5 dla N = 6 zapewnienie
rozktadalnosci wielomianu charakterystycznego wymaga rozszerzenia Q(w) o kolejne pierwiast-

ki. Z tego bogactwa rozszerzen wynika bardziej skomplikowana struktura sieci rozszerzen [3].
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N =6
r| k )
010 0
1]+1 —1

+2 -3

3 —4

+1 -5
49 77+2m
—7-/17
2
3 —2
31 0 —6
+1 —4

3 | =54++13
—5—+/13

Tabela 5. Wartosci wlasne energii dla magnetyka o N = 6 wezlach.

Najbogatszym pod wzgledem struktury rozszerzen ciat wéréd rozwazanych przypadkow jest
heptagon N = 7. Kazda z podprzestrzeni z ustalonym /', £k (' € {2,3}) ma wymiar réwny 2 a
odpowiednie wielomiany charakterystyczne sa nierozktadalne w Q(w) [4]. Stad kazdy quasiped

k w sektorach ' € {2,3} powoduje koniecznos$¢ kolejnego rozszerzenia Q(w).
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N=T7

+2 -2+ (w? — &%)
+3 —2+ (w* — %
210 -2
—6
1 —T+2(w3+0%)H (W +5?)+1/Ba 1

2

—T+2(w?+@3) (w2 +o2)— /A2 1
2

—9—(W34?)—2(w?+@3)+4/A2 2

+2 3
—9—(W34?)—2(w?+w3)—1 /A2 2

2
13 —8—(w3+w3)+(;«)2+®2)+\/AQ,S
—8— (w3 +@3)+(w?+@?)—4 /A2 3

2

3] 0 -5

-5
—10— (w3 +@%)+(w?+@2)+1/As,1

+1 3
—10— (w343 +(W?+@%)— /A3 1

2
19 —9+2(w3+w3)+(2w2+@2)+\/A3,2
—94+2(w3 43+ (w2+@?)— /A3 2

2
43 —11— (w3 4@%)— (W2 +@%)+4 /A3 2

2

—11—(w34@3)— (w2 +@%)— /A3 2
2

Agy =11+ (WP + &%) — 2(w? + ©?), Agp = 10 — 3(w? + @?) — (w? + &?),
Ass =13+ 2(w? 4+ &%) + 3(w? + @?),
Az1 =29 +10(w® + &%) + 7(w? + &%), gz =19 = 3(w* +&°) — 10(w* + &?),
Asz =22 —T(w? + &%) + 3(w® + @?),

Tabela 6. Wartosci wlasne energii dla magnetyka o N = 7 wezlach.
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N =4

k = 2 | nieokreslone

Tabela 7. Kolekcja parametréw spektralnych stanéw dwumagnonowych dla N =4

N=5
k=0 A=+1
k=1 A=+L(V5-1) <‘é§\/5+\/54_—\/1+2\/5)
k=2 A=%4 (V5+1) <—*é§\/5—\/§j:i\/—l+2\/§>

Tabela 8. Kolekcja parametréw spektralnych stanéw dwumagnonowych dla N =5

Metoda bezposredniej diagonalizacji mimo niewatpliwych zalet nie pozwala niestety na znaj-
dowanie parametréw Bethego. Niemniej jednak znalezione przy jej pomocy wartosci energii
umozliwiajg znalezienie tych wielkosci w sektorze dwumagnonowym poprzez zastosowanie za-
sad zachowania energii i quasipedu (opisana w rozdziale 4 metoda odwrotnego podstawienia
Bethego - IBA). Zgodnie z oczekiwaniami najprostsza posta¢ kompletéw parametréw A\ obser-
wujemy dla najkrétszych tancuchéw. Przy czym zwickszanie ilosci weztéw powoduje nie tyle
utrudnienie otrzymania parametréw spektralnych, co raczej doprowadzenia ich do zwartej ta-
twej do zaprezentowania postaci. Z tego tez powodu w tym miejscu ograniczamy si¢ do podania

wynikéw dla tancuchéw o liczbie weztéw N € {4,5,6}.



DODATEK A. SCISLE ROZWIAZANIA PODSTAWIENIA BETHEGO 75

k=0|E(@6,2,0,+)

k=0]|E®6,20,—)

k=2|E@6,22+)

k=2|E@6,2,2 -)

1 =

A

N =6

\ — j:\/10+2\/5
T T 2(=5+v5)

N =+ v 10—-2v5

2(5++/5)

A= — + V3E3VIL
2(+15+v/3v11)

1/2i (—i\/ﬁ\/?:—i\/g—\/ﬁ—9+2 \VVITH1/ —1+i\/§>

At

A

—iv/TTVB=iV3—VTT+7+2 / VIT+1y/ —14iV/3
—1/2i(3—5 iV3—iV1TV3—V1T+2 4/ V1T+1\/ —1+i\/§)

—543iv/3—ivVITV3—VIT+2 V/ VIT+1V/ —14iV/3
1/2i (i\/ﬁ\/?li\/ﬁqtmfgw \VV1T=14/ 171'\/3)

iVTTN3—iv/3HVIT+T4+2/ V1T -14/1-i/3
—1/2i(3—5 iVB3HVIT+iVITV3+2/ —1+\/1*7\/1—i\/§)

—543iV/BHVITHIVITVE+2 / —14+VITV/ 1-iV/3

nieokreslone

Tabela 9. Kolekcja parametréw spektralnych stanéw dwumagnonowych dla N =6



Dodatek B. Klasyfikacja Scislych rozwigzan podstawienia Bethego

Rola niniejszego dodatku jest ilustracja idei klasyfikacji écistych rozwiazan Bethego poprzez
ozaglowane konfiguracje strunowe. Korzystajac z wynikéw zawartych w pracy [68] mozemy do-
kona¢ ozaglowania w jezyku quasipedéw a tym samym przedstawic¢ te klasyfikacje w postaci roz-
ktadu konfiguracji ozaglowanych po strefie Brillouina. Rozwazane w niniejszej pracy przypadki
N = 4..7 sa na tyle dalekie od przypadkéw rozwazanych w pracach [27), 30} 33|, 17, 20, 103], iz
mozemy uznac¢ ze symetria Scistych rozwigzan magnetyka Heisenberg jest zgodna z ta wykazy-

wang przez hipoteze strun. W przypadku najkrotszego z rozpatrywanych tancuchow w sektorze

E|l—-1 0 1 2
!
0 %)
1 -1 1 2
2
2

Tabela 10. Rozklad stanéw najwyzszej wagi po strefie Brillouina dla tancuchaz N =4

weztami

jednomagnonowym mamy zaledwie dwa rozwigzania przy czym stan rozproszeniowy lokuje si¢

w centrum a stan zwigzany na brzegu strefy Brillouina.
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k -2 -1 0 1 2
1,,/
0 %)
1 -2 —1 1 2
9 -2 2
21 -2
—2| |-2

Tabela 11. Rozklad stanéw najwyzszej wagi po strefie Brillouina dla tancuchaz N = 5

weztami

Sektor dwumagnonowy dla pentagonu zawiera po jednym rozwigzaniu dla kazdego z quasipe-
dow przy czym quasipedom k € {0,+1} odpowiadaja stany rozproszeniowe zas dla k = +2
mamy stany zwigzane.

Hexagon jest pierwszym z przypadkéw w ktérym pojawiajg sie stany tréojmagnonowe przy
czym stan zwigzany i rozproszeniowy sg zlokalizowane na brzegu strefy Brillouina. Quasipedom
k = £2 nie odpowiadaja zadne stany tr6jmagnonowe zas dla k € {0, £1} obserwujemy stany
o symetrii mieszanej. Analogicznie dla sektora dwumagnonowego mamy w centrum strefy Bril-
louina dwa stany rozproszeniowe, po jednym dla £ = £+1. Quasipedom k = £+2 odpowiada po
jednym stanie zwigzanym i rozproszeniowym za$ na brzegu strefy lokuje sie tylko jeden stan
TOZProszeniowy.

Jak juz zaznaczono w rozdziale 4 niewatpliwie z najciekawszg sytuacja mamy do czynienia
w centrum strefy Brillouina dla sektora tréjmagnonowego w heptagonie. Mamy tam dwa sta-

ny o takich samych ozaglowaniach a rozréznialnych dtugoscia strun. Mamy tu do czynienia z
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k -2 —1 0 1 2 3
7,,/
0 %)
1 -2 —1 1 2 2
9 —2 2 3
3 -2
-2 -2
2
-2
3 3
3
2 —2

Tabela 12. Rozklad standéw najwyzszej wagi po strefie Brillouina dla tanicuchaz N = 6

weztami

degeneracja, energia kazdego z tych stanéw wynosi Y = —5 i jest to jedyne miejsce sposrod roz-
wazanych w ktorym metoda bezposrednia diagonalizacja nie pozwala na otrzymanie wektoréw
wlasnych i co za tym idzie macierzy gestosci. Dla tego przypadku aby otrzymaé pozadane ma-
cierze gestosci nalezy wyznaczy¢ zestawy parametréw spektralnych A a nastepnie skonstruowac
odpowiednie wektory wtasne przy uzyciu aparatu opisanego w rozdziatach 6 i 7 poSwieconych

Algebraicznemu podstawieniu Bethego (ABA).
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k -3 -2 -1 0 1 2 3
7,./
0 1%}
1 -3 -2 -1 1 2 3
9 -3 -2 2 3
2 2 2 3 -3 -2
-3 -2 -2 -2 -2
3 -3
-3 -3
3 3 3 -3
3 -3 -2 —2
-3 -3 -3
2 3 -3
3 -3
-3 -3
-3 -3 3 -3

Tabela 13. Rozklad stanéw najwyzszej wagi po strefie Brillouina dla tahcuchaz N = 7

weztami



Dodatek C. Tabele splatan

W niniejszym dodatku przedstawiamy kolekcje tabel zawierajacych wyniki miar splatania
(wsp6ibieznosé - concurrence i negatywnos$é - negativity) weztéw dla rozwazanych diugodci

tancuchow i réznych mozliwych typéw sasiedztwa. Warto zauwazy, ze dla przypadku N = 4

Splatanie najblizszych sasiadéw dla N = 4

E N C
E41,41 0.1035533905 0.5
Ey1,2 0.1035533905 0.5
Ea104 | 0.1035533905 0.5
Eq2 41,9 0 0
Es22,4 0.5 1
Ey2,2 0 0
E120.4 | 0.1666666667 | 0.3333333333
E420 0 0

Tabela 14. Zestawienie splatan najblizszych sasiadow dla tancucha sktadajacego sie

z N = 4 wezléw

pierwszy potomek stanu jednomagnonowego o quasipedzie £ = 2 osigga maksymalng mozliwa

warto$¢ wspotbieznosci (concurence).
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Splatanie weztéw odleglych dla N =4

E N C
E41,41 0.1035533905 0.5
Ey1,2 0.1035533905 0.5
Es104 | 0.1035533905 05
Ey2 41,4 0 0
Ey22.4 0 0
Ey22 0 0
FE4.2,0,9 | 0.1666666666667 | 0.3333333333333
E420 0.25 0.5

Tabela 15. Zestawienie splatan dalszych sasiadéw dla lancucha skladajacego sie z

N = 4 wezléw

Dla pentagonu obserwujemy zmniejszenie sie wynikéw miar splatania dla stanéow w sektorze
jednomagnonowym, jest to tendencja ktéra tatwo mozna zaobserwowaé réowniez dla kolejnych
tancuchéw. Inng ciekawg korelacja miedzy quasipedem stanu a sgsiedztwem weztow dla stanow
najwyzszej wagi z sektora dwumagnonowego (E(5,2,+1) i E(5,2,42)). Niestety dla wyzszych
warto$ci IV nie jesteSmy w stanie zaobserwowaé tego typu prostych zaleznosci, a wraz ze wzro-
stem dtugosci tancucha splatanie miedzy-weztowe staje si¢ coraz rzadsze. Jest wielce prawdo-
podobne, ze nowe swiatto na korelacje miedzy weztami moze rzuci¢ analiza ich Scistych wartosci

ktora zostanie podjeta w toku dalszych badan.



DODATEK C. TABELE SPLATAN

Splatanie najblizszych sasiadéw dla N =5

E N C
Es1+1 | 0.0605551275 0.4
Es1 42 | 0.0605551275 0.4
Es104 | 0.0605551275 0.4

Es2 41,4 0 0

Es 2,41 0.1982380546 | 0.4641949229

Es2 424 0 0

Es2 42 0 0
Es20, | 01162277660 | 0.2535898384
Es.2.0 0 0

Tabela 16. Zestawienie splatan najblizszych sasiadéw dla tancucha sktadajacego sie

z N = 5 weztow

Splatanie weztéw odleglych dla N =5

E N C
E5,1,41 0.0605551275 0.4
Esi 42 | 0.0605551275 0.4
Es 1,0 0.0605551275 0.4
Es.2,.4+1,9 0 0
E52 41 0 0
Es,2,42,9 0 0
Es.2 42 0.1982380546 | 0.4641949229
Es20.,4 | 0.1162277660 | 0.2535808384
Es.2.0 0 0

Tabela 17. Zestawienie splatan dalszych sasiadéw dla tancucha skladajacego sie z

N =5 wezléw



DODATEK C. TABELE SPLATAN

Splatanie najblizszych sasiadéw dla N = 6
e | ow ] e

Eg,1,41 0.0393446629 | 0.3333333333
Eg1,+2 0.0393446629 | 0.3333333333
Eg,1,3 0.0393446629 | 0.3333333333

Eg,1,0 0.0393446629 | 0.3333333333

E6,2,41,9 0 0
Eg,2,41 0.0121459426 | 0.0386751347
E6,2,+2,9 0 0
E6,2,4+2,+ 0 0
Eg 2 +2,— 0.1472052278 | 0.4511535397
E62,3,9 0 0
Eg 2.3, 0 0

E6,2,0,9 0.0811327044 | 0.2067347009

E6,2,0,+ 0 0
Eg2,0,— 0.1485189540 | 0.4320510021
Eé6,3,+1,99 0 0
E6,3,41,9 0 0
Ee,3,+1, 0 0
E6,3,42,99 0 0
E6,3,42,+g 0 0
Eg,3,42,—g 0 0
Eg.3,3,99 0 0

Eg 33,9 0 0
E6,3,3,+ 0 0
E6,3,3,— 0.2171292729 | 0.4342585460
E6,3,0,999 0.1 0.2
E6,3,0,49 0 0

Eg,3.0,—g | 0.1030056648 | 0.2060113293

Eg,3,0, 0 0

Tabela 18. Zestawienie splatan najblizszych sasiadéw dla lancucha sktadajacego sie

z N = 6 wezlow



DODATEK C. TABELE SPLATAN

Splatanie dalszych sasiadéw dla N =6

5|

N c
Eg,1,4+1 0.0393446629 | 0.3333333333
Eg,1,42 0.0393446629 | 0.3333333333
Eg,1,3 0.0393446629 | 0.3333333333
Es,1,0 0.0393446629 | 0.3333333333
E6,2,41,9 0 0
Eg 2,41 0 0
E6,2,+2,9 0 0
Eg2,+2, + 0.1039725975 | 0.2827894191
Eé,2,+2,— 0 0
Eg,2,3,9 0.0690355937 | 0.3333333333
Eg 2.3, 0 0
Bo20,4 | 0.0811327044 | 0.2067347009
Ee,2,0,+ 0.0235125205 | 0.09871766877
Es,2,0,— 0 0
Eé6,3,+1,99 0 0
E6,3,41,9 0 0
Ee,3,41, 0 0
Eé,3,+2,99 0 0
Eg,3,42,+¢ 0 0
E6,3,42,—¢ 0 0
Eg,3,3,99 0 0
Eg 33,9 0 0
FE6,3,3,+ 0 0
Eg,3,3,—~ 0 0
E6,3,0,999 0.1 0.2
E6,3,0,49 0 0
Eg.3,0,—g 0 0
Eg,3,0, 0 0

Tabela 19. Zestawienie splatan drugich sgsiadéw dla tancucha skladajacego siez N =

6 weztow



DODATEK C. TABELE SPLATAN

Splatanie weztéw odleglych dla N =6
e | x| e

Eg,1,41 0.0393446629 | 0.3333333333
Eg1,+2 0.0393446629 | 0.3333333333
Eg,1,3 0.0393446629 | 0.3333333333

Eg,1,0 0.0393446629 | 0.3333333333

E6,2,41,9 0 0
Eg,2,41 0 0
Ee,2,42,9 0 0

Eg2,+2,+ | 0.1238868562 | 0.3506731113

Eé,2,+2,— 0 0
E62,3,9 0 0
Eg 2.3, 0 0

E6,2,0,9 0.0811327044 | 0.2067347009

E6,2,0,+ 0 0
Es,2,0,— 0 0
Eé6,3,+1,99 0 0
E6,3,41,9 0 0
Ee,3,+1, 0 0
E6,3,42,99 0 0

Eg,3,+2,+¢ | 0.0758689584 | 0.1517379169

E6,3,42,—g 0 0
E6,3,3,99 0 0
Eg 33,9 0 0

Eg 3,3,+ 0.3515667321 | 0.7031334640
Eg,3,3,—~ 0 0
E6,3,0,999 0.1 0.2
E6,3,0,+9 0.0333333333 | 0.0666666664
Ees0._g | 0.0333333333 | 0.0666666664

Eg,3,0, 0 0

Tabela 20. Zestawienie splatan trzecich sgsiadéw dla tancucha skladajacego sie z

N = 6 wezldéw



Tabela 21. Zestawienie splatan dla najblizszych sasiadéw dla tancucha sktadajacego

sie z N = 7 wezlow

DODATEK C. TABELE SPLATAN

Splatanie najblizszych sasiadéw dla N =7

E N c
E71,4+1 0.0275117720 | 0.2857142857
E71,42 0.0275117720 | 0.2857142857
E71,43 0.0275117720 | 0.2857142857

E71,0 0.0275117720 | 0.2857142857
E72,41,9 0 0
E72,41,+ 0 0
Er241,— 0.1116063945 | 0.4054465426
E72 424 0 0
E72 42+ 0.0352538192 | 0.1455521891
E72, 42— 0 0
E72,43,9 0 0
E72,43,+ 0 0
E72.43 - 0.1085975170 | 0.4417274047

Er20, | 0.05822291440 | 0.1750211752
E72,0,-2 0.0333751012 | 0.1257667170
Er20, 6 0 0
E7.3,41,99 0 0
E7,3,41,4+9 0 0
E73,41,—¢ | 0.0331353180 | 0.0815088680
E73.+1,40 0

E73,41,—- 0 0
E7.3,4+2,99 0 0
E7,3,42,49 0 0
E7342,—g 0 0
E73,42,+ 0 0
E7342 - 0.1954608657 | 0.4244933622
E7,3,43,99 0 0
E7.3,43,+¢ 0 0
BErs i3y 0 0
E73,43,+ 0 0
E7.3,43,— 0.0265422715 | 0.0579282585
E130.49s | 00802218304 | 0.1673675536
E73,0,+g 0 0
E730,—9g 0 0
Ez73,0,-5

E730,-5

86



Tabela 22. Zestawienie splatan dla drugich sasiadéw dla tancucha sktadajacego sie z

N =7 wezléw

DODATEK C. TABELE SPLATAN

Splatanie dalszych sasiadéw dla N =7

E N c
Er1,41 0.0275117720 0.2857142857
E71,42 0.0275117720 0.2857142857
E71,43 0.0275117720 0.2857142857

E7.1,0 0.0275117720 0.2857142857
E72,41,9 0 0
E72,4+1,+ 0 0
E72.41,— 0.0195506738 | 0.06388048294
Er2.42.4 0 0
E72 42+ 0 0
Erg4o— | 00615112523 | 0.1929843804
E72 43,4 0 0
E72 .43+ 0.0374155581 0.1812541978
E72,43 - 0.0055769024 | 0.01961345166

Ers0, | 00584196202 | 0.1750211752
E72,0,—2 0 0
E720,-6 0.01159126140 | 0.1428571428
E7.3,41,99 0 0
E73,41,49 0 0
E73,41,—¢ 0 0
E73.4+1,+ 0.0094860750 0.0207738646
E73,41,— 0 0
E7,3,42,99 0 0
E73,42,49 0 0
E73,42,—g 0 0
E73,42,+ 0.0015761960 0.0034528133
E73,42,— 0 0
E7,3,43,99 0 0
E73,43,49 0 0
E73,43,—g 0 0
Er3,43,4 0 0
E7,3,43,— 0 0
E7.3,0,99 0.0802218304 0.1673675536
E7.3,0,+9 0 0
E730,-g 0 0
E7.3,0,-5

E730,-5

87



DODATEK C. TABELE SPLATAN

Splatanie weztéw odlegtych dla N =7
E N c

E71,4+1 0.0275117720 | 0.2857142857
E71,42 0.0275117720 | 0.2857142857

Er1,43 0.0275117720 | 0.2857142857

E71,0 0.0275117720 | 0.2857142857
E72,41,9 0 0
E72,41,+ 0 0
E72 41, 0 0
E72 424 0 0
E72 42+ 0 0

E72,42 - | 0.0810472950 | 0.2671676189
E72 434 0 0
E72 434 | 0.0040403397 | 0.06707959510
E72,43,— 0 0

Er20, | 0.0584196202 | .1750211752

Er.2,0,-2 0 0
Erao 6 0 0
E7.3,41,99 0 0
E7,3,41,49 0 0
E73.41,—¢ 0 0
E73.41,+ 0 0
E73,41,— 0 0
E7.3,4+2,99 0 0
E7,3,42,44 0 0

E73,42,—g | 0.0051983941 | 0.0132305644

E73,42,+ 0 0
Er3.42, - 0 0
E7,3,43,99 0 0
E7.3,43,+¢ 0 0
E73,43,—g 0 0

E73,43,4+ | 0.1636459802 | 0.3553377983
E73,43,— 0 0

E13,0,99 | 0.0802218304 | 0.1673675536

E73,0,+g 0 0
E730,—9g 0 0
Ez73,0,-5
E730,-5

Tabela 23. Zestawienie splatan trzecich sasiadéw dla lancucha skladajacego sie z

N =7 wezléw
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