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Wprowadzenie

Niniejszy podrecznik jest adresowany do studentéw nauk Scistych, przede
wszystkim studiujacych na kierunku matematyka, oraz do oséb przygotowuja-
cych sie do egzaminu dla aktuariuszy. Zawiera przeglad najczeSciej stosowa-
nych modeli matematyki finansowej, w ktérych uzywa sie zmiennych badz pro-
cesOw losowych. Oczywiscie w siedmiu rozdziatach nie mozna przedstawié
catego bogactwa i r6znorodnosci tych zagadnien, totez zachecam do siegniecia
po literature fachowsg, ktérej spis zamieszczam na koncu.

W celu zrozumienia tresci ksigzki czytelnik powinien zna¢ rachunek réz-
niczkowy funkcji jednej i dwoch zmiennych, podstawy algebry liniowej, metod
rozwigzywania réwnan rézniczkowych, statystyki, a przede wszystkim pod-
stawy rachunku prawdopodobienstwa i proceséw stochastycznych.

Pierwszy rozdzial poswiecony jest krétkiemu opisowi rozwoju matematyki
finansowej, aby czytelnik poszukujacy dalszych informacji wiedziat, pod jakimi
hastami ich szukaé. Kolejny rozdziat jest wprowadzeniem do zagadnien opisa-
nych w publikacji. W rozdziale trzecim mozna zapozna¢ sie z podstawowymi
wtasno$ciami modeli deterministycznych matematyki finansowej. Nastepne
rozdziaty poSwiecone sa modelom losowym, czyli stochastycznym; w rozdziale
czwartym modele te dotycza przewidywania warto$ci lokat, w pigtym - analizy
portfeli. Rozdziatl szdsty zawiera opis metod stosowanych przy dyskretnym
modelu czasu, a siodmy przy ciggtym modelu. Kazdy rozdziat, poczynajac od
drugiego, a skonczywszy na siédmym, sktada sie z dwéch czesci. Pierwsza
z nich stanowi skrécony opis teorii i jej zastosowanie do zadan podanych
w formie rozwigzanych przyktadéw opatrzonych komentarzami. Cze$¢ druga
tworza zadania przeznaczone do samodzielnego rozwiazania. Zamieszczone
w niej odpowiedzi i wskazéwki do zadan mogg stuzy¢ do sprawdzenia popraw-
nosci rozwigzan. W celu utatwienia odszukiwania potrzebnej teorii kolejno$¢
zadan odpowiada kolejno$ci omawianych w rozdziale zagadnien.

Zadania i przyktady ilustrujace teorie zostalty wybrane nieprzypadkowo.
Wiekszo$¢ z nich stanowig zadania z egzaminu dla aktuariuszy z lat 2000-2013
z dzialu matematyka finansowa. Oprdécz wspomnianego dziatu egzamin obej-
muje takze zadania z matematyki ubezpieczen zyciowych i ubezpieczenh majat-
kowych, nieobjetych tre$cia niniejszego skryptu, oraz ze statystyki. Zadania
z egzaminu dla aktuariuszy sg oznaczone literg E, po ktorej zamieszczona jest
data egzaminu. Ksigzka ta moze by¢ cennym zbiorem zadan dla oséb przygoto-




wujacych sie do wspomnianego egzaminu. Tym osobom goraco polecam publi-
kacje prof. dr. hab. Waldemara Wotyniskiego pt. Prawdopodobieristwo i statysty-
ka. Zadania z egzaminéw dla aktuariuszy z rozwiqzaniami (2003-2007), wydana
w roku 2008 w Poznaniu przez Wydawnictwo Naukowe UAM. Stanowi ona
dodatkowa pomoc w nauce statystyki nie tylko dla przysztych aktuariuszy.

Moje zainteresowania matematyka finansowa rozpoczety sie w 2000 roku,
gdy powierzono mi prowadzenie ¢wiczen z tego przedmiotu. W 2001 roku bra-
tam udziat w Szkole z Matematyki Finansowej (Osrodek Konferencyjny PAN
w Bedlewie, 2-10.07).

Ksigzka ta nie powstataby, gdybym nie uczestniczyta, w latach 2000-2005,
w wyktadach prof. dr. hab. Dobiestawa Bobrowskiego, ktéry zapoczatkowat te
tematyke na Wydziale Matematyki i Informatyki UAM.

Zycze przyjemnego studiowania
Jolanta Grala-Michalak



1.1. Poczatki stochastycznych modeli
matematyki finansowej

Nazwa ,matematyka finansowa” w literaturze pojawita sie w 1946 roku, w tytu-
le ksigzki Clarence’a Richardsona Financial Mathematics. Pierwszy model loso-
wyl (czyli stochastyczny) wyceny instrumentéw finansowych na gietdzie pary-
skiej zostal zaproponowany przez Louisa Bacheliera w pracy doktorskiej
zatytutowanej Théorie de la spéculation, obronionej 29 marca 1900 roku. Byto
to przetomowe odkrycie; sgdzono bowiem, Ze zmiany cen na gietdzie sg tak
bardzo nieprzewidywalne, iz nie mozna ich opisa¢ metodami matematycznymi,
poniewaz préby dokonania tego nie przynosity efektéw. Do modelowania cen
Bachelier uzyl, znanego od czaséw Carla Gaussa i Simona de Laplace’a, rozktadu
normalnego. Dzisiaj ten model nazywa sie ruchem Browna, od nazwiska angiel-
skiego botanika Roberta Browna, ktéry w 1827 roku opisat ruch ziaren pytku
roslin w wodzie. Matematyczny opis tego zjawiska podat Albert Einstein dopie-
ro w 1905 roku, a wyniki potwierdzit eksperymentalnie Marian Smoluchowski
w roku 1906. Ostateczny ksztalt temu procesowi nadat Norbert Wiener w la-
tach 1918-1923.

Model Bacheliera zaktadat zerowg stope procentowa lokat i pozyczek oraz
to, ze ceny akcji moga przyjac¢ warto$ci ujemne, jak to jest w rozktadzie normal-
nym. Dzisiaj zastosowany przez niego model nazywamy arytmetycznym ru-
chem Browna. Mankamenty tego modelu poprawili, w latach 1955-1959, Paul
Samuelson i Matthew Osborne, wprowadzajac tak zwany geometryczny ruch
Browna. Zatozono w nim, Ze to logarytmy cen maja rozktady normalne. Paul
Samuelson zostat laureatem Nagrody Nobla w dziedzinie nauk ekonomicznych
w 1970 roku.

W 1963 roku Benoit Mandelbrot, badacz fraktali, zaproponowat model,
w ktérym przyrosty cen miaty niezalezne i identyczne rozktady z klasy tak zwa-
nych rozktadéw stabilnych, opisanych przez Paula Levy’ego okoto 1920 roku.
Rozklady te przewaznie nie majg skonczonej wariancji i gesto$ci wyrazonej

1 Model nazywamy losowym, jezeli przynajmniej jeden z czynnikdw w nim wystepujacych jest
zmienng losowg, ktérej wartosci pojawiajace sie z okreslonym prawdopodobieistwem znamy, ale
nie wiemy, ktéra z nich sie pojawi w ustalonej chwili. W sensie matematycznym zmienna losowa
jest funkcjg mierzalng okre$long na pewnej przestrzeni probabilistyczne;j.




explicite, natomiast charakteryzujg sie tym, Ze kombinacje liniowe niezaleznych
zmiennych losowych o wybranym rozktadzie stabilnym maja tez ten rozklad
(z doktadnoscia do statej).

W latach pieédziesigtych dwudziestego wieku Harry Markowitz zapropo-
nowat zastosowanie statystycznego kryterium oczekiwanej stopy zwrotu oraz
minimalnej wariancji do wyboru najlepszego portfela inwestycyjnego. Jego
odkrycia oraz pomyst Williama Sharpe’a dotyczacy miernika atrakcyjnosci fun-
duszy inwestycyjnych i prace Mertona Millera uhonorowano przyznaniem Na-
grody Nobla w dziedzinie nauk ekonomicznych w 1990 roku.

Wtoski ekonomista Eugene Fama, w 1965 roku, zasugerowat uzycie rozkta-
du t-Studenta do modelowania cen, poniewaz ma on rozmaite zalety: nalezy do
klasy rozktadéw stabilnych, ma gesto$¢ i wariancje oraz charakteryzuje sie
»grubszymi ogonami” w poréwnaniu z rozktadem normalnym.

Inne podejscie zaproponowat Peter Clark w 1973 roku. Twierdzil, Ze ,zegar
nie zawsze tyka z jednakowg szybko$cig”, czyli zdarzaja sie dni, w ktérych po-
jawia sie wiecej informacji niz przecietnie, a wtedy gietda reaguje wieksza
zmiennosScig. Zatem proces logarytméw cen gietdowych powinno sie modelo-
wac za pomocg ruchu Browna, ale wzgledem uptywu czasu zmodyfikowanego
przez pewien proces kierujacy.

Fischer Black i Myron Scholes, w 1973 roku, wykorzystali proces ruchu
Browna do opisu rynku finansowego w postaci dwoch réwnan: deterministycz-
nego opisujacego warto$¢ obligacji w czasie oraz stochastycznego réwnania
rézniczkowego wzgledem ruchu Browna. Model ten zostat wyrézniony Nagro-
da Nobla w dziedzinie nauk ekonomicznych w 1997 roku wraz z pracami Ro-
berta Mertona nad wyceng instrumentéw pochodnych.

W 1979 roku John Cox, Stephen Ross i Mark Rubinstein przedstawili analo-
giczny model dla czasu dyskretnego, oparty na btagdzeniu losowym, zwany mo-
delem CRR. Nazwa pochodzi od pierwszych liter nazwisk twércéw modelu.

David Easley, Nicholas Kiefer i Maureen O’Hara przedstawili, w 1997 roku,
model EKO. Zaproponowali uzycie teorii kolejek do opisu zachowan inwesto-
row.

Do opisu zjawisk na rynku finansowym uzywano dyskretnych proceséw li-
niowych, czyli szeregdéw czasowych z zalezno$ciami o charakterze liniowym. Do
nich zalicza sie proces ruchomej $redniej (moving average - MA) oraz model
autoregresji rzedu n (zwany AR(n)), w ktérym rozpatrywana wielko$¢ zalezy
od jej wartosci historycznych w n momentach czasowych w przesztosci. Potg-
czeniem tych modeli jest model ARMA, charakteryzujacy sie szybko zanikajaca
funkcjg autokorelacji, stosowany do opisu zmiennos$ci krétkoterminowe;.

W procesach nieliniowych btedy losowe (czyli ,biaty szum”) mnozy sie,
w przeciwienstwie do proceséw liniowych, w ktérych sie je dodaje. Pierwszym,
ktéry do opisu zmiennosci charakteryzujacej ceny gietdowe zastosowat tego
typu model, byt Robert Engle, laureat Nagrody Nobla w dziedzinie nauk eko-
nomicznych w 2003 roku. W roku 1982 zdefiniowat model ARCH, czyli Autore-

10



gressive Conditional Heteroscedasticity Model (model autoregresyjny warunko-
wo jednorodny), co dato poczatek badaniom nad tego typu modelami. Znalazt
on wielu nasladowcéw, m.in.: Tim Bollerslev w 1986 roku uogélnit go do posta-
ci GARCH (Generalized ARCH), a Ulrich Miiller z zespotem w 1995 roku wpro-
wadzili model HARCH (Heterogeneous Auto-Regressive Conditional Heterosceda-
stic model). Model TARCH (Treshold ARCH - model progowy ARCH) zostat
wprowadzony przez Howella Tonga w 1990 roku. Obecnie do modeli typu
GARCH stosuje sie funkcje tacznikowe Abe Sklara, a przyktady znalez¢ mozna
w ksigzce Ryszarda Domana z 2011 roku.

Prace Michaela Harrisona i Stanleya Pliski z lat 1981-1983 zawieraly
twierdzenia dotyczace wyceny instrumentéw finansowych w jezyku martynga-
téw. Metoda przez nich zastosowana pozwala zredukowac proces stochastycz-
ny do funkcjonatu zaleznego od procesu Wienera i zatosowac lemat Kiyoshi It6.

Wkiad profesoré6w Eugene Famy, Larsa Hansena oraz Roberta Shillera
w rozwoj badan nad analizg i wyceng aktywow zostat doceniony przez Krélew-
ska Szwedzkg Akademie Nauk, ktéra w 2013 roku przyznata im Nagrode Nobla
w dziedzinie nauk ekonomicznych. W uzasadnieniu napisano, ze chociaz nie ma
sposobu doktadnego przewidzenia cen akcji czy obligacji za kilka dni lub tygo-
dni, to dzieki badaniom laureatéw okazato sie, iZ mozna przewidzie¢, z duzym
prawdopodobienstwem, szerokie spektrum cen w okresach rzedu 3-5 lat. Juz
w latach szesédziesigtych dwudziestego wieku Eugene Fama wykazal, Ze ceny
akcji sa trudne do przewidzenia w krétkim okresie, choéby dlatego, Ze nowe
informacje sg prawie natychmiast stosowane do wyceny. To odkrycie zaowo-
cowato rozwojem funduszy opartych na indeksach gietdowych. Na poczatku lat
osiemdziesiatych dwudziestego wieku Robert Shiller odkryt, iz stosunek wyce-
ny do dywidendy dazy do spadku, kiedy jest wysoki oraz ma tendencje wzro-
stowa, gdy jest niski. Ten mechanizm samoregulacji dziata dla réznych rodza-
jow aktywéw, nie tylko akcji i obligacji. Trzeci z laureatéw - Lars Hansen
opracowat statystyczna metode, ktéra dobrze testuje sposoby racjonalnej wy-
ceny aktywow oraz zauwazyl, ze teorie Famy i Shillera dobrze wyjasniaja za-
gadnienia wyceny aktywdéw [18].

Szczegbtowy wykaz literatury dotyczacej historii matematyki finansowej
mozna znalez¢ na przyktad w ksigzce [21] lub w monografii [10] (w jezyku
angielskim).

1.2. Podzial modeli matematyKki finansowej

Modele stosowane w matematyce finansowej mozna podzieli¢ na dwie katego-
rie: modele deterministyczne, opisujgce zjawiska za pomoca deterministycz-
nych, tj. nielosowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych badZ czastkowych
oraz indeterministyczne (losowe), w ktérych wystepuja rownania zawieraja-
ce zmienne losowe zwane stochastycznymi rownaniami rézniczkowymi.
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Ze wzgledu na przyjety spos6b postrzegania czasu wyrdznia sie modele
z czasem dyskretnym, gdy zbiér rozpatrywanych chwil T jest przeliczalnym
zbiorem postaci {0, 1, 2, ...} oraz z czasem cigglym, gdy T jest zbiorem nieprze-
liczalnym - przedziatem [0, ).

MODELE MATEMATYKI FINANSOWE)

N

DETERMINISTYCZNE INDETERMINISTYCZNE
Z CZASEM Z CZASEM Z CZASEM Z CZASEM
DYSKRETNYM CIAGtYM DYSKRETNYM CIAGtYM

Ryc. 1.2.1. Podziat modeli matematyki finansowej

Ta dwoisto$¢ stosowanego opisu wynika z paradoksu Zenona z Elei opisa-
nego przez Arystotelesa w ksiedze VI ,Fizyki” [6].

Zatézmy, ze wystrzelona z tuku strzata pokonata okreslony odcinek drogi
do tarczy. W momencie wystrzelenia znajdowata sie na poczatku tej trasy, a po
dotarciu do celu - na jej konicu. W kazdej chwili lotu znajdowata sie w jakim$
konkretnym punkcie trasy, zatem pozostawata w spoczynku. Jednoczes$nie po-
ruszata sie, bo przebyla te trase w pewnym czasie. Matematyk Giovanni Bene-
detti (1530-1590) wyjasnit te sprzecznos¢, twierdzac, ze ,zatrzymanie” obiek-
tow w ich ruchu to dostrzeganie jedynie czesci zjawiska, bowiem miedzy
statycznymi obrazami znajdujg sie nieskonczenie krétkie odcinki czasu, w kté-
rych obiekt przebywa odpowiednie odcinki drogi [7]. Zatem, w niektorych sy-
tuacjach zaktadamy, Ze obserwujemy proces stochastyczny z czasem ptynacym
w sposob ciagly. W innych przypadkach mozemy przyjmowac, ze obserwowany
proces zmienia sie skokowo, ale zmiany te mogg sie pojawia¢ tylko w pewnych,
ustalonych z géry momentach (patrz podrozdz. 3.5).

Warto$¢ instrumentu finansowego w ogélnosci moze by¢ nieujemng funkcja
rzeczywista, ktorej warto$c¢ jest okreslona w kazdej chwili czasu, reprezento-
wanej przez punkt nieujemnej czesci osi liczb rzeczywistych [0, «). Punkt zero
jest ustalong umowng chwilg zapoczatkowania obserwacji procesu.

Jezeli rozpatrujemy bankowg lokate terminowg, ktéra przy dopisaniu odse-
tek wymaga dotrzymania ustalonego okresu, to zaktadamy, ze kapitalizacja
odsetek dokonuje sie w chwili koniczacej ustalony okres (sg to tzw. odsetki
z dotu). Wystarczy wiec rozpatrywac te chwile czasu, w ktérych dokonuje sie
kapitalizacja, zaniedbujac doktadniejszy opis. Koncentrujemy nasze postrzega-
nie tylko na tych punktach {0, 1, 2, ...} osi czasu, w ktérych zmienia sie warto$¢
rozpatrywanej funkcji, stosujac tzw. model dyskretny czasu.
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W przypadku instrumentéw finansowych o ustalonym z géry momencie
wygasniecia (takich jak na przyktad obligacje, opcje) zaktada sie, Zze rozpatry-
wany model ma skonczony horyzont czasowy T", czyli zaprzestajemy obser-
wacji procesu w pewnej ustalonej chwili T* i nie rozwazamy pdZniejszych mo-
mentéw. W przypadku modelu dyskretnego bierzemy pod uwage wytacznie
chwile {0, 1, 2, ..., T*}, a odpowiadajgcy mu model ciagly jest zdefiniowany na
przedziale [0, T*] liczb rzeczywistych.



2. Rynek finansowy

2.1. Podzial rynku finansowego

Rynek finansowy jest cze$cig kazdej gospodarki. Na nim zawierane s3 trans-
akcje finansowe polegajace na zakupie i sprzedazy instrumentéw finansowych.
Instrumenty finansowe s3g dwustronnymi umowami regulujacymi zaleznosci
finansowe lub majatkowe miedzy stronami. Rynek finansowy dzieli sie na: ry-
nek pieniezny, rynek kapitatowy, rynek walutowy i rynek instrumentéw po-
chodnych (derywatéw). Uczestnikami rynku sg inwestorzy indywidualni lub
instytucjonalni (banki, fundusze) oraz maklerzy/brokerzy pracujacy w domach
maklerskich.

W wezszym znaczeniu rynek kapitatowy utozsamiany jest jedynie z ryn-
kiem papieréw wartosciowych, ktory dzieli sie na rynek pierwotny (obroét
nowo emitowanymi walorami) i rynek wtdérny (obrét walorami bedacymi
w obiegu). Instytucjonalng forma rynku wtérnego jest gietda papieréw warto-
$ciowych - miejsce obrotu papierami wartoSciowymi przynoszacymi staty do-
chéd - obligacjami, walorami przynoszacymi zmienny dochéd - akcjami, bo-
nami skarbowymi oraz instrumentami pochodnymi.

Podstawowymi kategoriami rynku kapitatowego podlegajacymi analizie sg
stopy zwrotu z instrumentéw finansowych. Do ich okre$lenia niezbedne s3
metody wyceny, czyli okreSlenia teraZniejszej wartosci instrumentu. Temu
celowi stuza stochastyczne modele wyceny.

Zachowanie sie inwestoréw na rynku kapitalowym wyjasniajg teorie ma-
kroekonomiczne zwane modelami réwnowagi rynku kapitalowego. Do nich
nalezy miedzy innymi teoria portfela i teoria arbitrazu. Modele te wskazuja,
jaka powinna by¢ stopa zwrotu (lub réwnowaznie cena) instrumentu finanso-
wego w warunkach réwnowagi rynkowe;j.

Podstawowa obserwowang wielko$cig na rynku finansowym jest jedno-
okresowa stopa zwrotu R z instrumentu finansowego. Oznaczenie pochodzi od
francuskiego terminu rente reportable - stopa zwrotu (z inwestycji), uzytego
przez Louisa Bacheliera w 1900 roku.

o

efinicja 2.1.1. Stopa zwrotu lub stopg zysku z instrumentu finansowego R;
nazywamy wzgledng zmiane ceny instrumentu finansowego w ustalonym
okresie bazowym (od t do t + At), czyli

U=
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P —P,
Rt — t+ At t’
Pt

gdzie P; jest ceng tego instrumentu w chwili ¢, z uwzglednieniem dywidendy.

Okresem bazowym dla stopy zwrotu jest najczesciej rok. W modelu ciggtym
mozna rozwazac stope zwrotu dla okresu od ti-1 do t;, gdy ciag rosnacy liczb
rzeczywistych (t;) z to = 0 okre$la podziat osi czasu na kolejne okresy. W mode-
lu dyskretnym natomiast najczesciej przyjmuje sie, ze taki podziat na okresy
generuje zbiér liczb naturalnych. Czesto zaktada sie, Ze wszystkie okresy majg
jednakowg dtugo$¢ ré6wng okresowi bazowemu.

Model ciggty
Ro R1 R R3
A A A A ,
e Y S
| } L] L L] rd
to=0 t1 t2 t3 ta
Model dyskretny
Ro R1 R R3 R4 t

0 1 2 3 4 5

Ryec. 2.1.1. Poréwnanie modelu z czasem ciggtym i dyskretnym

Stope zwrotu zwykle wyraza sie w procentach. Najmniejszg mozliwg war-
toScig, jaka moze przyjac¢ stopa zysku, jest -1 (czyli -100%), co oznacza utrate
catego poczatkowego kapitatu. Wartosci ujemne $wiadcza o utracie czes$ci war-
tosci kapitatu poczatkowego, dodatnie za$§ o wzroscie wartosSci poczatkowego
kapitatu.

Inwestor dysponujacy wieloma walorami, czyli portfelem, moze réwniez
obliczy¢ stope zwrotu z catego posiadanego zespotu instrumentéw (patrz pod-
rozdz. 5.2).

Definicja 2.1.2. Stopa zwrotu w momencie t z portfela sktadajacego sie z N
waloréw o udziatach zapisanych za pomoca wektora kolumnowego

2]
o=|1]|=[wo,.., on"
@Y
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(gdzie wszystkie wspoétczynniki w; € [0,1] oraz @y + -+ + wy = 1), jest Sred-
nig wazong stép zwrotu R; dla poszczegblnych waloréw i (i €{1,2,...,N}),
czyli

P _ vN . pi
Ry = Jizo @; " Ry

2.2. Charakterystyka danych na rynku finansowym

Dane finansowe, w odréznieniu od innych rodzajow danych (biometrycznych,
technicznych, sSrodowiskowych itp.), charakteryzujg sie nastepujacymi cechami:
asymetrig, ,grubymi” ogonami, czestym brakiem korelacji czastkowej oraz
zmieniajgcymi sie skupieniami wartos$ci [10].

Przyklad 2.2.1. Rozwazmy przyktadowe ceny w chwili zamkniecia dziennych
sesji gietdy pewnego instrumentu finansowego, ktérego cena w chwili rozpo-
czecia obserwacji wynosi 11 po 21 okresach (dniach) wzrosta prawie do 2.

Szczegbtowe wyniki sg nastepujace:

1 1,0512 1,092 1,1236 11,1548 11,1873 11,2091 11,2258
1,2316 1,2414 1,285 1,3433 1,4045 11,4793 1,5408 1,6009
1,6811 1,758 1,8322 11,9103 1,9918.

Przedstawimy je na wykresie, aby fatwiej byto zinterpretowac¢ zmiany (ryc. 2.2.1).

25 4

2

1,5 -

1

0,5

0 »
T T T T T T T T T T T T T ™

123 4567 8 9101112131415161718192021
Ryc. 2.2.1. Wykres cen z przyktadu 2.2.1

Wydaje sie, ze ceny wzrastajag prawie w tym samym tempie, od 1 do 2, bo
wyKkres przypomina linie prosta. Wrazenie to jest jednak mylace; wystarczy
wyliczy¢ stopy zwrotu dla jednodniowych okreséw.
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Stopy zwrotu wynosza:

512 4,08 3,16 3,12 3,25 2,18 1,67 0,58
0,98 4,36 5,83 6,12 7,48 6,15 6,01 8,02
7,69 7,42 7,81 8,15.

W celu weryfikacji postawionej hipotezy sporzadzimy odpowiedni wykres
zmian dziennych stép zwrotu (ryc. 2.2.2). Wprawdzie zauwazy¢ mozna, Ze cena
stale ro$nie, ale do potowy badanego okresu tempo wzrostu (czyli stopa zwro-
tu) malato od 5% prawie do zera, pdZniej wzrastato, oscylujac, do poziomu 8%.

Sporzadzmy histogramy stép zwrotu (ryc. 2.2.3). Sa to wykresy stupkowe,
ktérych wysoko$¢ odzwierciedla liczbe wynikéw znajdujacych sie w przedziale,
dla ktérego sporzadzono stupek. Mozna zauwazyé, ze wykres dos$¢ znacz-
nie odbiega od krzywej gestosci rozktadu normalnego, naszkicowanej linig
ciggta. Rozklad stép zwrotu charakteryzuje sie ,,grubymi” ogonami, tzn. war-
tosci skrajne pojawiaja sie czesciej, niz gdyby dane podlegaty rozktadowi nor-
malnemu. Stad pomysty uzycia rozktadéw stabilnych oraz tych o ,grubych”

10 ¢

o~/
~ /

/
~

- -
T T T T T T T T T T T T T T T ™

123 456 7 8 910111213141516171819 20

o N B OO

Ryc. 2.2.2. Wykres stdp zwrotu dla danych z przyktadu 2.2.1

2 \
.| N

_// )

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0

Ryc. 2.2.3. Histogram stép zwrotu dla danych z przyktadu 2.2.1
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lub ,ciezkich” ogonach, rozktadéw o wiekszym rozrzucie niz rozktad normalny,
do modelowania danych.

Zgodnie z twierdzeniami granicznymi rachunku prawdopodobienstwa,
wraz ze wzrostem liczby danych ich rozktad bardziej przypomina rozktad nor-
malny. Mozna zaktadaé, ze notowania dzienne majg rozktad normalny, ale juz
dane zbierane tygodniowo wykazuja znaczne odstepstwa od niego. Najmniejsza
mozliwg warto$cia, jaka moze przyjaé¢ stopa zysku, jest -1 (-100%), wiec
uwzglednia¢ nalezy rozktady obciete.

Asymetria danych finansowych polega na tym, Ze ekstremalne ujemne
warto$ci zdarzaja sie czeSciej niz bardzo duze warto$ci dodatnie. Ta ujemna
skos$nos$¢, widoczna na histogramach, sugeruje, Ze to nie dane podlegaja rozkta-
dowi normalnemu, lecz raczej ich logarytmy. Na rycinie 2.2.4 przedstawiono
histogram sporzadzony dla logarytmoéw cen. Wykres stupkowy logarytmoéw cen
bardziej przypomina krzywa gestosSci rozktadu normalnego niz wykres dla sa-
mych cen (ryc. 2.2.3). Warto zwrdci¢ uwage na ekstremalne warto$ci dodatnie,
ktére pojawialy sie zbyt czesto, niz wynikatoby to z przyjetego modelu.

f \
fr

0
-0 -05 00 05 10 15 20 25

Ryec. 2.2.4. Histogram logarytmoéw cen dla danych z przyktadu 2.2.1

W celu zbadania zalezno$ci pojawiania sie poszczegdlnych wartosci spo-
rzadzimy wykresy warto$ci wspétczynnika autokorelacji dla danych z przykta-
du 2.2.1. Wspétczynnik autokorelacji jest odpowiednikiem wspétczynnika ko-
relacji liniowej z podrozdziatu 5.1 i interpretuje sie go w ten sam sposoéb.
Oblicza sie go dla wybranych dwdch podciagéw kolejnych obserwacji tej samej
dtugosci, przesunietych w czasie. To przesuniecie nazywa sie opéZnieniem cza-
sowym.
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Definicja 2.2.1. Wspoétczynnikiem autokorelacji probkowej dla dwoéch
ciggéw obserwacji dtugosci k x4, ..., x, oraz xy 4 1, ..., Xk +; (z opdZnieniem I),
wybranych z ciggu (x;) wynikéw obserwacji procesu losowego? X, nazywaé
bedziemy wyrazenie

= Yt — %) " (x4 — X)
1= —
?:1(351' - x)? ’

L1 o . f
Gdzie x = EZ{-‘zl x; jest $rednig arytmetyczna wyrazow ciagow xy, ..., Xi.

Tabela 2.2.1. Warto$ci autokorelacji dla réznych op6znien i btedy standardowe stuzace do osza-
cowania biatego szumu

Opoéznienie Autokorelacja Btad standardowy
1 0,8506 0,2078
2 0,6979 0,2023
3 0,5550 0,1966
4 0,4132 0,1907
5 0,2930 0,1846
6 0,1515 0,1784
7 0,0292 0,1719
8 -0,0830 0,1651
9 -0,1943 0,1581

10 -0,2807 0,1508

Wykres wspotczynnikéw autokorelaciji jest wykresem stupkowym (im wyz-
sza warto$¢ bezwzgledna wspdéiczynnika, tym wyzszy stupek). Wspétczynnik
autokorelacji przyjmuje warto$ci z przedziatu [-1, 1]. Im jego wartos$¢ bez-
wzgledna jest blizsza 1, tym wieksza jest sita zaleznoSci liniowej pomiedzy
dwoma ciggami warto$ci. Ujemne warto$ci wspoétczynnika $§wiadcza o ujemnej
zaleznos$ci, w ktérej wzrost wartosci w jednym ciggu wspotwystepuje ze spad-
kiem wartos$ci w drugim ciagu.

Na rycinie 2.2.5 przedstawiono wartos$ci wspoétczynnikéw autokorelacji
w postaci stupkéw dla opéznien od 1 do 10 oraz przedziaty ufnosci (granice),
wewnatrz ktérych znalaztyby sie stupki, gdyby obserwowany proces byt bia-
lym szumem (ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach normal-
nych N(0, ¢2)). Mozna zauwazy¢ silng dodatnig zalezno$¢ liniowg pomiedzy
stopami zwrotu z bliskich sobie momentéw czasowych (op6znienia od 1 do 5)
oraz pojawiajgce sie zaleznosci ujemne dla op6Znien poczawszy od 8 (bo wtedy
spada tempo wzrostu stop zwrotu, ktére poczatkowo rosto silniej). Dlatego

2 Procesem losowym (albo stochastycznym) nazywamy cigg zmiennych losowych okreslo-
nych na tej samej przestrzeni probabilistyczne;j.
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Ryc. 2.2.5. Wykres autokorelacji dla danych z przyktadu 2.2.1

nalezy odrzuci¢ hipoteze, Ze stopy zwrotu majg niezalezne rozklady normalne
o jednakowej wariancji.

Duze warto$ci wspétczynnikéw autokorelacji moga wynikaé z rozmaitych
przyczyn. Trzeba sprawdzié¢, czy badany proces losowy nie jest procesem auto-
regresji (patrz podrozdz. 4.3), w ktéorym poszczegélne zmienne losowe majg
wprawdzie rozktady normalne o jednakowej wariancji, ale ich kolejne wartosci
oczekiwane sg zwigzane liniowg rekurencyjng zaleznos$cia. Moze okazac sie, ze
dane podlegaja rozktadowi o ,grubym” ogonie, znacznie réznigcym sie od roz-
ktadu normalnego, dlatego proces rézni sie od biatego szumu. Wreszcie, oscyla-
cje wartosci wspo6tczynnikdw moga by¢ spowodowane nieliniowa zalezno$cig
pomiedzy warto$ciami oczekiwanymi lub wariancjami zmiennych losowych
tworzacych rozpatrywany proces.

Poza danymi o duzej czestotliwos$ci (na przykltad notowania dzienne
z przykt. 2.2.1) testy zwykle nie wykazujg istotnej korelacji czastkowej. Jed-
nak korelacja miedzy stopami zwrotu wzrasta podczas okreséw o duzej zmien-
nosci (krachéw). Pojawiajgce sie wéwczas ekstremalne dodatnie lub ekstre-
malne ujemne warto$ci zwykle utrzymuja sie przez dtuzszy czas (w przykt.
2.2.1 stale utrzymuje sie rosnacy trend cen notowan). Czas ten jest potrzebny
na to, aby rynek finansowy wytracony ze stanu réwnowagi ustabilizowat sie
w nowym jej punkcie.

Powyzsze cechy danych finansowych spowodowatly poszukiwania nowych,
niegaussowskich lub nieliniowych modeli (wspomnianych w podrozdz. 1.1),
ktére w krétkim lub dtugim horyzoncie czasowym dobrze okreslatyby zalezno-
$ci miedzy badanymi wielko$ciami. Wiecej informacji o tych modelach i testo-
waniu ich dopasowania mozna znaleZ¢ w pozycji [10].



Zadania do rozdziatu 2

1. W ubiegtym roku diler samochodéw sprzedat 1 egzemplarz za 120 000 z}, a jego zysk
wynidst 1%. Kioskarz sprzedajacy miesiecznie 1000 gazet po 2,50 z} miatl pieciopro-
centowa marze. Sklepikarz sprzedawat zywnos$¢ z dwuprocentowym zyskiem, a jego
miesieczne obroty wynosilty Srednio 6000 zt. Ktéry z nich uzyskat najwieksza stope
zwrotu w ciaggu roku?

2. Na podstawie ponizszych informacji wyznaczy¢ tygodniowe stopy zwrotu, ich Srednig
arytmetyczng i odchylenie standardowe (patrz podrozdz. 5.1).

Tydzien 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Kurs akcji | 135,0 {142,0 |158,0 |154,0 {175,0 |169,0 |173,0 |188,0 |187,0 |198,0

Dywidenda 7,5 6,2 2,1 3,3 5,8 3,4 5,6 4,5 4,7 8,9

3. Dane s3 notowania dzienne akcji pewnej spétki. Sporzadzi¢ histogram dla tych da-
nych, zaktadajac, ze przedziaty klasowe sa prawostronnie domkniete, maja dtugos¢
1%, a Srodek pierwszego z nich lezy w punkcie 2,5. Wykona¢ wykres dziennych no-
towan, logarytméw notowan oraz stép zwrotu.

3,3 4,6 2,2 3,0 4,1 51 6,2 7,3 8,2
9,1 2,6 32 4,4 53 2,3 31 4,2 52
6,1 7,5 2,8 3,3 4,5 58 2,4 3,2 4,3
53 6,7 2,2 31 4,2 52 6,0 7,3 8,7
3,7 4,8 2,9 3,3 4,6 57 3,5 4,7 2,5
3,2 4,5 57 3,9 4,9 3,8 3,7 3,6 3,6
3,5 3,7 4,9 2,7

Odpowiedzi

1. R1=1200 zt, R2= 1500 z1, Rs = 1440 z1.

2. Kolejno: 9,78%, 12,75%, -0,44%, 17,4%, -1,49%, 5,68%, 11,27%, 1,97%, 10,64%.
Srednia arytmetyczna: 7,5%, odchylenie standardowe (na podstawie estymatora nie-
obcigzonego wariancji): 6,65%.

21



20
18
16
14
12
10

o N M O

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Histogram czestos$ci danych. Ksztatt histogramu sugeruje, Ze dane maja rozktad lo-
garytmiczno-normalny.
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Wykresy notowan (linia ciggta) i ich logarytméw (linia kropkowana).
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Wykres warto$ci stop zwrotu.
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3. Kapitalizacja, oprocentowanie
i dyskontowanie

3.1. Zmiennos$¢ pienigdza w czasie

Wszystkie modele matematyki finansowej zaktadajg, ze warto$¢ pienigdza
zmienia sie wraz z uptywem czasu. Zaktadamy, Ze w ustalonej chwili poczatko-
wej (czyli w punkcie 0 na osi czasu) mamy kapitat K, ktéry wyrazony w (jakis$)
jednostkach pienieznych (np. w euro, dolarach, ztotéwkach) jest dodatnig licz-
ba rzeczywista. Funkcja wartosci kapitatu K (t), okreslona dla wszystkich chwil
t € T = [0, »), opisuje sposdb, w jaki nastepuje zmiana wartos$ci poczatkowego
kapitatu K,. O funkcji K(t) bedziemy, przynajmniej, zaktadali, iz jest ciggta
i r6zniczkowalna na przedziale [0, ). Mozemy przyjaé, Ze jesli funkcja osiagnie
warto$¢ rowng zeru w pewnej chwili ¢, to poéZniej przyjmie juz zawsze wartosci
ZEerowe.

Do poréwnania inwestycji o réznym Kapitale poczatkowym stuzy funkcja
akumulacji kapitatu, wyrazajaca zmiane wartosci w czasie jednostki zainwe-
stowanego kapitatu.

Definicja 3.1.1. Funkcja akumulacji kapitatu nazywaé bedziemy funkcje
a(t): [0, ©) — R okreslong wzorem
K(®)
a(t) = X(0)
dla wszystkich t € [0, «0), gdzie K (t) jest warto$cig kapitatu w chwili ¢, a K(0)
jego warto$cig w chwili poczatkowe;.

Przyktad 3.1.1. Pan A zainwestowat 1000 zt w roczng lokate bankowa, ktora
przyniosta mu 12% zysku, a pan B za kwote 500 z} zakupit pamigtkowe monety
wyemitowane przez NBP, ktore po roku sprzedat za 600 zi. Ktéra z tych inwe-
stycji miata wieksze tempo wzrostu wartosci?
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Rozwigzanie. Funkcja akumulacji kapitaltu pana A po roku wyniosta
a; (1) = % = 1,12, natomiast pana B po dwdch latach wyniosta a,(1) = % =
= 1,2. Jednostka kapitatu zainwestowana przez pana A zwiekszyta w ciggu roku
warto$¢ o 0,12, czyli wzgledny przyrost jednostki kapitatu byt réwny
LW -a,0) _ 0,12. Inwestycja pana B miata tempo wzrostu 22D - 2,0) _ 0,2.
a4 (0) az(0)

Pan B okazat sie lepszym inwestorem.

Zmiane warto$ci funkcji rzeczywistej mozna opisac za pomoca tempa wzro-
stu, uzywajac pojecia pochodnej, czyli granicy ilorazu réznicowego dla tej funk-
cji. Nalezy wtedy zatozy¢, ze funkcja ta jest rézniczkowalna w kazdym punkcie
przedziatu [0, «).

Definicja 3.1.2. Chwilowg stopa zwrotu (inaczej: chwilowa stopa zysku)
z pojedynczej inwestycji kapitatu w wysokosci K(0) w chwili 0 nazywac¢ be-
dziemy iloraz pochodnej funkcji wartosci kapitatu oraz tej funkcji, czyli wy-
razenie

K'(t)

K(t)
dla wszystkich t € [0, min { x: K(x) = 0}), gdzie K(t) jest wartoScig kapitatu
w chwili t.

r(t) =

Przyjmijmy, Ze zmiana wartosci kapitatu jest proporcjonalna do jego wyso-
kosci, a wspotczynnik proporcjonalnosci r(t) jest pewna funkcjg czasu, catko-
walng w dowolnym przedziale [0, s] zawartym w [0, min { x: K(x) = 0}). Wtedy
funkcja K (t) musi spetnia¢ réwnanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych

dK (t)
dt

=K()- r(t)

z warunkiem poczatkowym K (0) = K,.

Twierdzenie 3.1.1. Jezeli warto$¢ kapitatu w chwili t okre$la réwnanie roz-
niczkowe

d
ZK® =) K@),

N
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to rozwigzanie tego réwnania okre$lone jest wzorem
t
K(t)=K," eloradu,

Dowéd. Zapiszmy réwnanie w postaci
K'(®)
K(t)

Catkujemy obustronnie rownanie w przedziale [0, t], dostajac kolejno

=7r(t).

t t

K'(u)
Of K@ du = ofr(u)du,

t
ln(K(t)) — ln(K(O)) =jr(u)du.
0

t
Ostatecznie otrzymujemy rozwiazanie w postaci K(t) = K(0) - elomau
dla wszystkich t € [0, min {x: K(x) = 0}]. Latwo sprawdzi¢, Zze chwilowa stopa
zwrotu wyraza zmiane wartosci jednostki zainwestowanego kapitatu, czyli
a'(t)
a(t)
dla wszystkich t € [0, min {x: K(x) = 0}).

r(t) =

Q

Przyklad 3.1.2. [E17.05.2003] Oznaczmy przez AX(t) stan $érodkéw w pewnym
funduszu X. Natezenie oprocentowania w tym funduszu dane jest wzorem
S =a+b- t+c- t2 Do funduszu w chwili ¢t = 0 jest dokonywana wptata w wy-
sokosci 1. Wiadomo, ze

(i) A*(1) =%,

(i) A¥(3) = e%*,

(i) A%(5) = e150,
Wyznacz A% (7).

Rozwigzanie. Przy oprocentowaniu lokat pienieznych chwilowa stope zwro-
tu r(t) nazywa sie natezeniem oprocentowania i oznacza sie (ja) symbolem o
lub J(t). Stad mamy

t t? 3
AX(t) — efo(a+bu+cu2)du — eat+b7+c?.
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Z warunkéw zadania wynika, ze

b
In(A*(1)) = 0,04 = a + =+ =,

2 3

9b
In(4*(3)) =0,42 = 3a + > + 9¢,

25b  125c¢
In(A*(5)) = 1,6 =5a + N + 3

Dostajemy nastepujgcy uktad réwnan liniowych z niewiadomymi a, b i c:

6a + 3b+ 2c =0,24
6a+ 9+ 18c =0,84 ,
30a + 75b + 250c =9,6

ktérego rozwigzaniem jest a = 0,02, b = 0,02 i ¢ = 0,03. Ostatecznie mamy

49 343
0,027 +0,02- %2 40,0332
AX(7) =e 2 3 = %06 » 58,

Szczeg6lnym przypadkiem modelu chwilowej stopy zwrotu jest tzw. kapita-
lizacja ciggta. Zaktadamy woéwczas, ze tempo wzrostu wartosSci kapitatu jest
stale w czasie.

Twierdzenie 3.1.2. Jezeli chwilowa stopa zwrotu (inaczej: chwilowa stopa
zysku) z inwestycji ma statg wysoko$¢ w pewnym przedziale [0, s], to dla
wszystkich t € [0, s] zachodza wzory:

K(t) = KO : ert,

a(t) =e™.

Dowéd. Zatézmy, ze r(t) = ro dla wszystkich t € [0, s]. Poniewaz [ Ot r(u)du = ryt,
: _ . oTot _K® _ rt
wiec K(t) = K(0) eo,a(t)—K(O)—eO.
a

3.2. Oprocentowanie i dyskontowanie

Stopa procentowa jest miernikiem zysku (przychodu), jaki przystuguje posia-
daczowi kapitatu z racji udostepnienia go innym podmiotom (na przyktad ban-
kowi na tzw. umowe lokaty) na okreslony czas. Stopa zysku z inwestycji, zwana
tez stopa zwrotu z inwestycji, pozwala wyliczy¢ przyszta oczekiwang warto$¢
kapitatu na podstawie jego wartosci obecnej wedtug wzoru K(t) = Ky - a(t).
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Stope procentowg odsetek najczesciej podaje sie w stosunku rocznym (per
anno, p.a.). Odsetki sg kwotami pienieznymi ptaconymi za udostepnienie kapi-
tatu. Wysokos¢ tych kwot wylicza sie na podstawie stopy procentowej. Ze
wzgledu na to, czy po uplywie pierwszego ustalonego okresu odsetkowego
doliczane sg one do kapitatu czy tez nie, odsetki nazywamy sktadanymi (ztozo-
nymi) lub, odpowiednio, prostymi. Warto zauwazy¢, Ze jesli oprocentowanie
liczone jest metoda skitadana, to w nastepnych okresach odsetki z okresow
wcze$niejszych sg rowniez oprocentowane. W drugim przypadku odsetki we
wczesniejszych okresach nie s3 pdzniej oprocentowane, zatem sumujg sie
w sposOb prosty, stad nazwa: odsetki proste. Odsetki ze wzgledu na moment
wyptacania dzielimy na wyptacane z géry (w zaliczce, na poczatku ustalonego
okresu powierzenia kapitatu) lub na wyptacane z dotu (na koricu tego okresu).
Proces dopisywania odsetek do kapitatu z zastosowaniem formuty odsetek
ztozonych nazywa sie kapitalizacjg odsetek. W tabeli 3.4.2. zamieszczono wzory
okreslajace warto$¢ kapitatu i funkcje akumulacji kapitatu dla podstawowych
modeli kapitalizacji odsetek.

Dyskontowaniem nazywamy metode obliczania wartos$ci obecnej kapitatu
na podstawie jego oczekiwanej wartosci przysztej. Inaczej méwiac, dyskonto-
wanie polega na pomniejszaniu warto$ci przysztej kapitatu o kwote zwang
kwota dyskonta, reprezentujacg zmiane wartos$ci pienigdza w czasie. Tak wiec,

funkcja dyskonta jest odwrotnoscig (ale nie funkcjg odwrotng!) funkcji akumu-

lacji kapitatu, gdyz K, = % =K(©) - «b).

Definicja 3.2.1. Funkcja dyskonta nazywamy funkcje
nut) : [ 0, min{ x: K(x) = 0}]—)[ 0, )

okreslong wzorem

1
V(t) _ m,gdy Cl(t) #0

1l,gdya(t) =0

dla wszystkich t € [0, min {x: K(x) = 0}], gdzie a(t) jest funkcja akumulacji
kapitatu.

W przypadku, gdy {x: K(x) = 0} = 0, przyjmujemy, ze min {x: K(x) = 0} = o.

Przyklad 3.2.1. [E25.01.2003] Dana jest funkcja akumulacji kapitatu postaci

B In(5) — In(3)
T In(t+5) = In(t + 3)

Wyznacz obecna warto$¢ renty ptatnej z dotu agg;.

a(t)
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Rozwigzanie. Symbol agg oznacza obecng, tzn. w chwili 0, warto$¢ renty,
czyli ciggu wyptat w wysokosci 1, dokonywanych w momentach 1, 2, ..., 10.
Obecna warto$¢ wyptaty jednostkowej w chwili k (k € {1, 2, ..., 10}) wynosi Kok =
= [a(k)]-. Nalezy obliczy¢ sume obecnych wartos$ci wszystkich 10 wyptat renty,
czyli

O+ —In(k+3) 1 S k5

- kzl EOREIONINNE . (k + 3) -
21

_In (7) _2,351375

T (%) ~0,510826

4,60.

Stope procentowgq uzyta do obliczania kwoty dyskonta okresla sie mianem
stopy dyskontowej. Jesli do wyznaczenia kwoty dyskonta uzywa sie formuty
odsetek prostych, to dyskonto nazywamy prostym (lub handlowym), jesli za$
procentu sktadanego - to ztozonym.

Definicja 3.2.2. Chwilowa funkcja dyskonta (dyskontem chwilowym) na-
zywacé bedziemy wyrazenie

d, 1
et
POERAGRE

a(t)

gdzie a(t) jest funkcjg akumulacji kapitatu.

Definicja ta jest analogiczna do definicji chwilowej stopy procentowej. Znak
»,minus” we wzorze zostal umieszczony po to, by dyskonto przyjmowato warto-
$ci dodatnie. Okazuje sie, ze pojecie to jest rownowazne chwilowej stopie zwro-
tu w modelu opisanym w podrozdziale 3.1, gdyz prawdziwe jest ponizsze
twierdzenie:

Twierdzenie 3.2.1. ¢(t) = r(t).

N
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Dowéd. Korzystajac z definicji chwilowego dyskonta, mamy

t

fr(u)du = r(t).

0

d 1 d . _t,
oo @D G a
- L - e—fotr(u)du T dt
a(t)
d

Poniewaz obie wielko$ci sa rowne co do warto$ci, zatem postugujemy sie
tylko pojeciem chwilowej stopy zwrotu.

3.3. Zmienny strumien przepltywu kapitatu

W podrozdziale 3.1 zaktadaliSmy, Ze jedynym wptywem podczas inwestycji jest
kapitat poczatkowy K, a jego warto$¢ konicowa jest zalezna od tempa wzrostu
jego warto$ci, wyrazonego przez iloraz pochodnej K'(t) i wartosci funkcji K (¢t).
Zatézmy teraz, ze w kazdym punkcie odcinka [0, s] osi czasu do inwestycji do-
plywa nowy kapital w wysokosci okreslonej przez warto$¢ pewnej nieujemnej
funkcji ¢(t). Chcemy znalezZé wzdr opisujacy warto$¢ kapitalu koncowego
w chwili t sumy wptywdéw w czasie [0, s]. Przyjmijmy, Ze chwilowa stopa zwro-
tu r(t) ma statg dodatnig warto$¢ dla t [0, s].

W matematyce finansowej ze wzgledu na zatoZenie, Ze wartos$¢ pieniadza
jest zmienna, nalezy, oprécz wartos$ci nominalnej kapitatu (wyrazonej w jed-
nostkach pienieznych), podaé, w jakim momencie jest ona obliczona lub jakiej
chwili dotyczy. Najcze$ciej tym wybranym momentem jest zakoniczenie inwe-
stycji (na przyktad koniec okresu wazno$ci lokaty pienieznej, moment wygas-
niecia opcji, sprzedaz portfela posiadanych waloréw itp.), bo wtedy podsumo-
wuje sie zyski i straty zwigzane z t3 inwestycja i ocenia sie, jaka stope zwrotu
kapitatu przyniosta ona inwestorowi. W matematyce aktuarialnej (ubezpiecze-
niowej) natomiast podstawowym problemem jest wycena $wiadczenia (w ubez-
pieczeniach zyciowych) lub ochrony ubezpieczeniowej (w ubezpieczeniach in-
nych, na przyktad majagtkowych) w chwili 0, czyli cena (netto) ubezpieczenia
w momencie jego zakupu.

Przyklad 3.3.1. [E11.10.2003] Inwestor rozwaza nabycie 20-letniej renty
pewnej, ciagtej, ptatnej natychmiast, o intensywno$ci wyptat (force of payment)
zadanej wzorem ¢(t) = t2. Wiadomo, ze w catym rozpatrywanym okresie in-
tensywno$¢ oprocentowania jest stata i wynosi & = 7,00% (force of interest).
0 ile mniej zaptacitby inwestor, gdyby zrezygnowat z otrzymywania ptatnosci
w ostatnim 5-letnim okresie wyptaty, a intensywno$¢ oprocentowania zostata-
by podwyzszona i wynositaby 6 = 10,00%? Cena renty w kazdym rozpatrywa-
nym przypadku jest réwna warto$ci obecnej tej renty (net present value).
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Rozwigzanie. Rozpocznijmy od kilku niezbednych wyjasnien. W odniesieniu
do odsetek, zamiast symbolu r(t) uzywa sie oznaczenia &(t), natomiast gdy
funkcja ta nie zmienia sie w czasie - o.

Rentg nazywamy ciag ptatnosci wyptacanych w okres$lonej wysokosci i w
okreslonych punktach czasowych. Renta pewna jest wyptacana zawsze, nieza-
leznie od tego, czy rentobiorca Zyje, w przeciwienistwie do tzw. renty zyciowe;j.
Cigglosc¢ renty wymaga uzycia modelu ciggtego dla okreslenia czasu (patrz pod-
rozdz. 1.2). W rozpatrywanym problemie zaktadamy, ze w kazdej chwili (punk-
cie) odcinka [0, 20] na osi czasu nastepuje wyptata w wysokosci okreslone;j
przez funkcje ¢(t). Na przyktad, w chwili t = 5 nastepuje wyptata t? = 25 jed-
nostek. Obecna warto$¢ wyplaty (zwana wartoscig aktuarialng) jest warto$cia
wyptaty renty przeliczong na chwile 0.

Warto$¢ wyptaty t2 w chwili ¢ nalezy zdyskontowa¢ na chwile 0, czyli obli-
czy¢, jaka wielko$¢ kapitalu w chwili 0 bedzie réwna t? po uplywie czasu t.
Bedzie to oczywiscie t? - W(t), gdzie \(t) jest chwilowg funkcjg dyskonta postaci

We) = o6) = e~ hor @,

Nastepnie nalezy zsumowaé obecne wartosci wszystkich wyptat po (nieprzeli-
czalnym) przedziale [0, 20], otrzymujac wzor

20 ¢
K, (20) =j (2 e~ horwadu g¢
0

Wyznaczymy teraz réznice obecnych wartosci obu rent

K1(20) - KZ(ZO) =
20 . 15 .
— f t2 e—fo 0,07du 3y _ f t2 e—fo 01du s —
0 0
15

20
=f t2 e 007tqe — f t2 e 0ltgt ~589.
0 0
2x 2

2
. . 7 — — X
W ostatnim wierszu wykorzystano wzér [ x2e~%dx = e~ *¥[— ——— E]'

ce@@®°

Rozumujac analogicznie mozna wnioskowa¢, ze wartosé koncowa kapitatu
w chwili s, gdy doptywa on do inwestycji w chwili t € (0, s] w wysokosci ¢(t),
wyniesie

K(s) = f o(t) e‘fotr(”)du dt.
0

Udowodnimy teraz, ze wzoér ten jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowe-
go liniowego niejednorodnego I rzedu.
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Twierdzenie 3.3.1. Jezeli warto$¢ kapitatu w chwili ¢ okre$la réwnanie réz-
niczkowe

d
KO -1 K(©) = o(0),

to rozwigzanie tego réwnania podane jest wzorem

S S S
K(s) = f o(t) el rdugy 4 plyrdu K.
0

Dowéd. Rozwigzujemy najpierw réwnanie jednorodne K'® —r(t) - K(t) = 0
metodg rozdziatu zmiennych (patrz dowdd twierdzenia 3.1.1). Catkujemy obu-
stronnie ré6wnanie

K'(t) _
m = r(t),
otrzymujac
K'(®)
j %0) dt = jr(t)dt,
stad

In(K(t)) = fr(t)dt + c.
Ostatecznie mamy

Kit)=c;- elo T

Uzmienniajgc stalg, otrzymujemy korncowg postaé¢ rozwigzania naszego
réwnania

t
K(t) = ¢,(t) - elomWan,
Zatem ¢;(0) = K,. R6zniczkujemy wzgledem czasu t,dlat € [0, s],
t t
K'(©) =cj(t) - edo™@ (1) 7(t) - ey,
Otrzymane wyrazenie podstawiamy do réwnania niejednorodnego

t t t
ci(6) - eh TN 4 (1) - 7 () - TNy (1) - ¢i(£) - ehTIINM = (D),

a stad

t
ci(t) = p(t) - e fora,

31



Catkujac stronami wzgledem zmiennej t, wyznaczamy c1 postaci
c1(s) = c1(0) = [ p(6) - e oTangy,
Nastepnie okreslamy
K(s) = elo T8 (12 oty - e~ om0y + K, ).
Po przeksztatceniu prawej strony wzoru otrzymujemy

K(s) = f; o(t) elir@adugy 4 ofyrandu K.
d

W rozwigzaniu réwnania rézniczkowego z twierdzenia 3.3.1 pierwszy
sktadnik sumy jest catkg z wartosci kapitatu ¢(t) inwestowanego w chwili t
i zakumulowanego na moment s. Drugi sktadnik sumy stanowi dodatkowy kapi-
tat Ko inwestowany w chwili 0, zakumulowany na moment korica inwestycji s.
Zapiszmy K(s) za pomoca funkcji akumulacji kapitatu a(t) zdefiniowanej
w podrozdziale 3.1 i funkcji dyskonta z podrozdziatu 3.2.

s . i .
K(s) = f o(t) - e_fo r(wdu efo r(u)dudt + efo r(uw)du , Ky =
0

N

= f o(t) - (t) a(s) dt + a(s) - K, = a(s) <f o(t) - (t)dt + Ko>.
0 0

Wyrazenie
N
[ o0 woae+x,
0

jest wielko$cig kapitatu, ktory w momencie s osigga warto$¢ K (s). W jego sktad
wchodzi ,prawdziwy” kapitat poczatkowy K, zainwestowany w chwili 0 oraz
dalsze inwestycje ¢(t) w chwilach t € (0, s) dokonywane z intensywnoscia r(t),
zdyskontowane na moment 0 oraz zsumowane za pomocg catki fos o(t) - ft)dt.
Chwilowa stopa zwrotu z pojedynczej inwestycji K, wynosi

K'(s) -
T (S) = —i((s)(p(S)

3.4. Zasada stalej efektywnosci kapitalizacji
oraz stalego przyrostu w kapitalizacji

W niektérych rodzajach kapitalizacji tempo wzrostu wartos$ci kapitatu jest state
w czasie, czyli efekt kapitalizacji zalezy od czasu trwania inwestycji, a nie od
chwili jej rozpoczecia.
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Definicja 3.4.1. Méwimy, ze kapitalizacja spetnia zasade stalej efektywno-
w okresie od t; do t; jest rowna akumulacji tego kapitatu zainwestowanego
w oKkresie od t; do t, i ponownie zainwestowanego na tych samych warun-
kach od t, do t5.

Zbadamy, jakie rodzaje kapitalizacji charakteryzujg sie stalg efektywnoscia.
Zatézmy, ze dla wszystkich w > u > 0 funkcja akumulacji kapitatu spetnia zalez-
no$¢ rekurencyjng a(w + u) = a(w) - a(u). Wiemy tez, ze a(0) = 1. Chcemy
wyznaczy¢ wzor, za pomocg ktérego mozna bedzie znaleZ¢ warto$¢ w chwili ¢
zainwestowanej jednostki kapitatu, czyli a(t). W tym celu oszacujmy najpierw
tempo zmian warto$ci funkcji a(t). Granica ilorazu réznicowego jest r6wna

a(t+h)—a) . a®)alh)—a(t) _a(h)—-1
e L - T
=a(t)- %Z%M = a(®) - a'(0).

Otrzymali$my réwnanie rézniczkowe a’(t) = a(t)- a’'(0) o zmiennych
rozdzielonych, bo a’(0) jest statg. Catkujemy obustronnie réwnanie w przedzia-

le [0, t], otrzymujac
t t
j a’(s) ds = a’(O)j ds.
o a(s) 0

Rozwigzanie ogélne przyjmuje posta¢ Ina(t) —Ina(0) =a’(0)- t, z ktérej
wynika, Ze

a(t) = e?' O,

WyKkresy rozwigzan rownania nalezg do rodziny krzywych y = ect,

W zalezno$ci od wybranego warunku poczatkowego mozemy otrzymac in-
ny rodzaj kapitalizacji. Uwzglednijmy warunek poczatkowy a’'(0) = c¢. Wtedy
otrzymamy, ze a(t) = e, a ten rodzaj wzrostu kapitalu nazywa sie kapitaliza-
cja ciagla ze stopa ¢ w okresie bazowym.

Wybdr warunku a(1) = (1 + R), gdzie R > 0, prowadzi do wzoru okre$laja-
cego kapitalizacje ztozong, z funkcjg akumulacji kapitatu postaci

a(t) = et 'MA+R) — (1 4 R)L,

Biorgc a(1) = ﬁ, gdzie 0 < R < 1, otrzymujemy wzor a(t) = e
= (1 — R)~¢ definiujacy kapitalizacje z gory, zwang tez kapitalizacjg w zaliczce.
Wreszcie, jesli a(1) = (1 — d), gdzie 0 < d < 1, to wzér a(t) = et "(1-D =

= (1 — d)* okresla dyskonto ztozone.

~t-In(1-R) _
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Tabela 3.4.1. Przeglad najwazniejszych modeli kapitalizacji

Modele z czasem dyskretnym

Funkcja (czynnik)

Funkcja (czynnik)

. e Wartos¢ kapitatu akumulacji kapitatu dyskonta dla
Rodzaj kapitalizacji po n okresach . .
(n=1,2,.) dla n okreséw n okreséw
I (n=1,2.) (n=12.)
Kapitalizacja prosta ze stopg
R > -1 we wszystkich K(n) = Ky(1 + nR) a(n) =1+nR n) =
okresach 1+nR
Dyskonto proste ze stopg _ _ 1 1
dyskontowa d € (0, 1) K(m) = Ko(1 = nd) a(m)=1-nd M) = 1—nd
Kapitalizacja ztozona ze stopa
R > -1 we wszystkich Kn) =Ky(1+R)" a(n)=1+R)" n) = ———
1+R)"
okresach
Dyskonto ztoZone ze stopa _ _ am _ 1 n _ 1
dyskontowa d e (0, 1) K =K(1 - d) am =(1-d) M) =g
Kapitalizacja z gory ze sto- 1 1
i K =K,—— - — _ R\
f);lllivlve wszystkich okresach, (n) “aA= R a(n) a—rn n) = (1-R)
Modele z czasem ciggtym

Warto$¢ kapitatu Funkcja akumulacji Funkcja dyskonta
Rodzaj kapitalizacji w chwili ¢, kapitatu w chwili ¢, w chwili ¢,
te [0, ) t e [0, ) t e [0, )
Kapitalizacja ciggta z chwilo-
wa stopg r(t) = r> 0 statg K(t) = Kpe™ a(t) =e™ t)=e™

w czasie, kapital pojedynczy

Kapitalizacja z chwilowa sto-
pa r(t) zmienng w czasie, ka-
pitat pojedynczy w chwili 0

K(t) = Koefotr(s)ds

a(t) — efotr(s)ds

V(t) — e—fotr(s)ds

Kapitalizacja z chwilowg sto-
pa r(t), zmienng w czasie,
kapitat inwestowany z inten-
sywnoscig wptat ¢(t)

t
K@) = f o(s) els TWadu g
0

a(t) — efotr(s)ds

W) = e—fotr(s)ds

W innym podejs$ciu zaktadamy, ze funkcja akumulacji kapitatu charaktery-
zuje sie stalym przyrostem kapitalu w jednostce czasu. Zalézmy, Ze dla
wszystkich argumentéw w > u > 0 funkcja akumulacji kapitatu spetnia zalez-
no$¢ a(w + u) = a(w) + a(u) — 1 (odjecie jedynki jest konieczne, aby funkcja
osiggneta wartos¢ 1 w punkcie 0). W podobny spos6éb wyznaczamy pochodng
funkcji akumulacji kapitatu

a(t+h)—a(t)

a(®) +a(h)—1—a(t)

flzlino (t+h)—t h—0 h
_a()—-1_ . a(®)—a(0)
ST ST O
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Otrzymujemy roéwnanie rézniczkowe a'(t) =a’(0) =c z rozwigzaniem
a(t) — a(0) = ct, prowadzacym do wzoru a(t) = 1 + ct.

W tym przypadkuy, jesli c = R > 0, jest to kapitalizacja prosta ze stopa zwro-
tu R we wszystkich okresach bazowych, a jeslic = —d i 0 < d < 1, to funkcja
a(t) okresla dyskonto proste.

Z powyzszych rozwazan wynika, Ze kapitalizacja ztoZona, ciggta, z gory,
dyskonto ztozZone i kapitalizacja z chwilowg stopg r(t) (ze wzgledu na witasno-
$ci catki w wyktadniku wzoru) spetniajg zasade statej efektywno$ci, natomiast
kapitalizacja prosta i dyskonto proste charakteryzuja sie stalym przyrostem
bezwzglednym kapitatu w jednostce czasu.

Podstawowe modele kapitalizacji, zaréwno w modelach z czasem ciaglym,
jak i dyskretnym, mozna znalez¢ w tabeli 3.4.1. Domys$lnie w modelach z cza-
sem dyskretnym stosuje sie zasade kapitalizacji ztoZonej, w modelach z czasem
ciggtlym za$ kapitalizacje ciagla. Przegladajac rubryki tabeli, nalezy zwrdécié
uwage, ze dyskonto jest wartos$cia, o ktéra nalezy pomniejszy¢ przyszila warto$¢
kapitatu K(t) w celu uzyskania warto$ci poczatkowej kapitatu K(0). Dlatego
wzory dla kapitalizacji prostej i dyskonta prostego oraz dla kapitalizacji ztoZo-
nej i dyskonta ztozonego réznig sie znakiem wyrazenia w nawiasie. Dyskonto-
wanie jest dziataniem odwrotnym do kapitalizacji odsetek, dlatego funkcja dys-
konta v jest odwrotno$cia funkcji akumulacji kapitatu a(t).

Stopa dyskontowa d i stopa zwrotu R sg rownowazne, jezeli w tym samym
okresie warto$¢ dyskonta i odsetek jest jednakowa. W przypadku odsetek pro-

stych, dla réwnowaznych stép, zachodzi zalezno$¢ 1 + nR = ﬁ. Stad wynika-
ja réwnosci d = —£_ i R =—%_ Dla odsetek ztozonych, ze wzoru (1 + R)" =
1+nR 1-nd

=1 mamy zaleznoSci d = R iR= a w ktérych nie pojawia sie n
T a-ayv y T 1+R T i y poj €

z uwagi na stala w czasie efektywnos¢.

3.5. 0d modelu ciggltego do dyskretnego

Wréémy do twierdzenia 3.3.1. Wzoér opisujacy warto$¢ kapitatu koncowego
w chwili t dla sumy wptywow w czasie [0, s], okre$lonych funkcjg ¢(t), mozna
zapisac nastepujaco:

s S
K(s) = elorwau (f o(t) - e~ T @au gy + Ko>.
0

W interpretacji wzoru znalezienie wartosci tacznego kapitatu zgromadzo-
nego w czasie [0, s] wymaga zakumulowania, czyli pomnozenia przez funkcje

akumulagji a(s) = efo"®9 Wyrazenie w nawiasie oznacza pojedynczy kapitat

poczatkowy K, oraz warto$¢ aktuarialng wptat ¢(t) dokonywanych w réznych
momentach t przedziatu [0, s], zdyskontowang na chwile 0, czyli pomnozong
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S
przez funkcje dyskonta W(t) = e~ Je "% Jest to metoda retrospektywna, bo
»Siegamy wstecz” do chwili 0.
Ten sam wzo6r mozna zapisa¢ réwnowaznie w postaci wyrazenia

S S S
K(s) = J. o(t) el rWdugy 4 glordu K,
0

interpretowanego jako metoda prospektywna, czyli ,sieganie w przéd”. W tej
metodzie akumulujemy na moment s pojedynczy kapitat poczatkowy K, (mno-

zac przez a(s) = elo rWdwy oraz wplaty ¢(t) dokonywane w réznych momen-

tach t (mnozac przez funkcje akumulacji kapitatu dla czasu pozostatego do
rWdu %). Przypomnijmy, ze Kapitalizacja z chwilowg
stopa zwrotu spelnia zasade statej efektywnosci kapitalizacji.

Omawiany wzor moze przybrac rézne warianty.

chwili s, czyli przez efts

1. Gdyby K, = 0, bytby to model z czasem ciggtym i z chwilowa stopa zwro-
tu z kapitalizacji r(u), zamieszczony w ostatnim wierszu tabeli 3.4.1
w poprzednim podrozdziale.

2. Model z przedostatniego wiersza tabeli 3.4.1 otrzymamy, zaktadajac, Ze
o(t) = 0 dla wszystkich te[0,s]. Bedzie to wowczas model z pojedyn-
czym kapitatem poczatkowym K, inwestowanym w chwili 0. Interesuje
nas dopiero jego warto$¢ w chwili s. W tej sytuacji mozna postuzy¢ sie
znacznie prostszym przypadkiem dyskretnym, z kapitalizacjg prosta lub
ztozong (w jednym okresie mamy ten sam wzor) ze stopa zwrotu R dla
okresu [0, s], traktowanego jako okres bazowy. Oba sposoby kapitalizacji
musza powodowac taki sam efekt jednostki kapitatu, czyli 1+ R =

= elor@adu, Wynika stad, Ze stopa zwrotu w modelu dyskretnym, odpo-
wiadajgca chwilowej stopie zwrotu z kapitalizacji r(w) w modelu ciaglym,
musi by¢ réwna R = elo"@4% _ 1 Stosujac ja, otrzymujemy wzér wyra-
zajacy warto$¢ zainwestowanego kapitatu w chwili s

K(s) = K(0) - elo™@du — g (1 + R),
zgodny z modelem z czasem dyskretnym i stopa kapitalizacji R w jednym
okresie.
3. Zatézmy, ze funkcje ¢ i r okreslone na przedziale [0,s] sg funkcjami
schodkowymi, tzn. ¢(t) = ¥¥, (p(tj) " X(ty1e;) OT3Z r(u) = Z{-‘zlr(tj) .
" Htjoaty) gdzie symbol X(t;_y.¢;] OZNACZA funkcje charakterystyczng prze-
dziatu ( ti-1, tj]. Warto$¢ funkcji ¢ oraz r w punkcie 0 nie ma znaczenia.

Skoki tych funkcji znajduja sie w punktach ¢4, t,, ..., t,_; (gdzie 0 = to < t1
<tz < ... < ty = 5) przedziatu [0, s]. Chcemy zbudowa¢ dyskretny model ka-
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pitalizacji, podobny do powyzszego, ale w ktérym kapitalizacja odsetek
dokonuje sie tylko w punktach t4,t,, ..., t;,. Dlatego naturalnym wydaje
sie przyjecie formuty

S

s fmm r(wdu
K(s) = f o(t) - e M g
0
Wéwczas mamy
fts,r(u)du
K(s) = Z oty [ e .
tjoa
Zal6éZzmy ponadto, Ze
ti
efti“r(u)du =14 Ry,

dlai =0,1, ...,k -1, wowczas

K(s)—Z(p(t) (5 t2)° ]—[(1+Rq)

q=i+1

Biorgc t; = j, otrzymujemy wzor pozwalajacy wyznaczy¢ wartos¢ Kon-
cowg sumy zainwestowanych kapitatéw w momencie s = k,

K(k)—zq)(z) ]—[(1+R)

Jj=i+1

Warto$¢ aktuarialna (tj. zdyskontowana na moment 0) sumy kapitatow

bedzie rowna
k i
HOESWOINE
i=1 j=1

1

gdzie V] = m

3.6. Ocena inwestycji

Wariant trzeci modelu z podrozdziatu 3.5 jest stosowany do wyceny obligacji,
rent oraz réznych strumieni przeptywéw pienieznych, w ktérych okreslone sg
momenty, kierunek i wielko$¢ przeptywu. Wielkos¢ K(0), w ostatnim wzorze,
zwana jest biezacg warto$cig netto inwestycji i oznaczana skrétem NPV (net
present value).
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Definicja 3.6.1. Biezaca warto$¢ netto inwestycji (NPV) jest sumg zdys-
kontowanych na moment 0 naktadéw i dochodéw z inwestycji przy ustalo-
nym modelu kapitalizacji i ustalonej stopie zwrotu.

Wartos¢ ta, przy konkretnym modelu kapitalizacji, stuzy do oceny i porow-
nywania réznych inwestycji, poniewaz jest jednoznacznie okreslona. Bardziej
optacalna bedzie inwestycja o wiekszej wartos$ci biezacej netto.

Przyklad 3.6.1. [E24.03.2001] Inwestor postanowit zainwestowac kapitat P na
dwa lata. Przedstawiono mu dwie oferty:

(i) w ofercie I zagwarantowano efektywna roczna stope zwrotu 15%
w kazdym roku trwania inwestycji,

(i) w ofercie Il zagwarantowano, Ze natezenie oprocentowania ¢, bedzie
dane wzorem &, = 0,1 - t w ciggu catego okresu trwania inwestycji.

Inwestor zdecydowal, Ze cze$¢ a - P kapitatu zainwestuje, korzystajac z ofer-
ty I oraz reszte (1 - o) - P - korzystajac z oferty 1. Po dwdéch latach inwestor
posiadat kwote (kapitat P oraz odsetki) 200 000 zt. Wiadomo, ze gdyby inwe-
stor zainwestowat 2a - P, korzystajac z oferty I oraz (1 - 2a) - P, korzystajac
z oferty II, to po dwdch latach miatby kwote 205 000 zi. Oblicz wysokos¢
kapitatu P.

Rozwigzanie. Dla oferty I mamy: a/(2) = (1+0,15)?, dla II: a'’(2) =
2
= elo 015ds — 02 Korzystajac z warunkdw zadania, dostajemy uktad réwnan
{ aP(1,15)% + (1 — a) Pe%? =200 000
2aP(1,15)2 + (1 — 2a) Pe®? = 205 000"

Po odjeciu pierwszego rownania od drugiego tatwo otrzymujemy

5000

= Tiez =0z S149457.33,

aP

a podstawiajac do pierwszego, mamy P~ 160 000 zt.

W przyktadzie 3.6.1 w wyniku strategii pierwszej mamy kwote 200 000 z,
a strategii drugiej kwote 205 000 zt. Zatem, druga inwestycja okazata sie bar-
dziej optacalna. Ten sam wniosek otrzymalibySmy, poréwnujgc biezgce warto-
$ci netto obu strategii, przy na przyktad kapitalizacji ztozonej z roczna stopa R.
Mamy NPV(I) = 200000 - (1 + R)-2 oraz NPV(II[) = 205000 - (1 + R)? stad
NPV(I) < NPV(II).
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Z biezaca wartoscig netto zwigzana jest wewnetrzna stopa zwrotu, ozna-
czana skrotem IRR (internal rate of return).

Definicja 3.6.2. Wewnetrzna stopa zwrotu inwestycji (IRR) to dodatnia
stopa zwrotu R (w modelu dyskretnym), przy ktérej warto$¢ obecna (war-
to$¢ aktuarialna) inwestycji wynosi 0 pod warunkiem, Ze istnieje i jest jedno-
znacznie wyznaczona.

Okazuje sie niestety, Ze wewnetrzna stopa zwrotu moze nie istnie¢ lub nie
by¢ jednoznacznie wyznaczona, co pokazemy na ponizszym przyktadzie.

Przyklad 3.6.2. [E25.01.2003] Rozwazmy inwestycje, o ktérej wiadomo, Ze
w chwili t = 0 otrzymuje sie kwote (k - 0,5)%, po o$miu latach, czyli w chwili £t = 8
otrzymuje sie kwote (k - 1), a na koncu szesnastego roku, czyli w chwili t = 16
kwote 1. Sformutowa¢ warunek konieczny i wystarczajacy nieistnienia we-
wnetrznej stopy zwrotu dla tej inwestycji.

Rozwigzanie. Skorzystamy ze wzoru koncowego z podrozdziatu 3.5, z punktu 3:

K(0) = Zk: o(t;) ﬁ Vi
i=1 j=1

Zaktadamy, ze w czasie trwania inwestycji roczna stopa zwrotu R ma jed-

nakowa warto$¢ w kazdym roku, stad v; dla wszystkich j = 1, ..., 16.

~awn R)
Zatem
t; 2 8 1 \16

K(O)_ZW)(HR) :(k_%) +(k_1)<141-R) +1(1+—R) =0

8
. 1 . . .
Podstawiajac x = (m) , otrzymujemy réwnanie kwadratowe

1
x2+(k—1)x+(k—z)2=0,

ktére nie ma jednoznacznego rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy jego wyrdz-
2

nik jest rézny od zera, czyli gdy (k — 1)? —4(k—%) # 0, tzn. gdy k #0

lub k=2/3.

ce@@®°

Zatézmy dla uproszczenia, ze naktady i/lub dochody ¢(j) maja miejsce
w réwnoodlegtych od siebie momentach j osi czasu. Wéwczas punkty t; dzielg
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odcinek [0, s] na k cze$ci o réwnej dtugosci. Zastepujemy chwile ¢; liczbami i
(wtedy s = k).

Zgodnie z definicja, wewnetrzng stope zwrotu R (dodatnig, jednakowa dla
wszystkich okreséw (j - 1,)),j € {1, ..., k}) wyznaczamy z réwnania

k

Z o() (1+R) =0,

Jj=0

Podstawiajac nowa zmienng x = “;R (x € (0, 1)), otrzymujemy réwnanie, kto-
rego lewa strona jest wielomianem stopnia k postaci

k

Z o(j) x/ = 0.

Jj=0

Wewnetrzna stopa zwrotu dla tej inwestycji istnieje w przypadku, gdy ten
wielomian ma tylko jeden dodatni pierwiastek (bo R > 0). Rozstrzygniecie, czy
inwestycja ma wewnetrzng stope zwrotu, przynosi reguta Kartezjusza [17].

Regula Kartezjusza. Liczba dodatnich pierwiastkow wielomianu o wspét-
czynnikach rzeczywistych nie jest wieksza od liczby zmian znaku w ciggu
jego niezerowych wspoétczynnikéw i rézni sie od niej o liczbe parzysta.

Twierdzenie 3.6.1. Dla inwestycji opisanej ciggiem ptatnosci ¢(j) dlaj € {0,
1, .., n}, w ktérym znak wyrazéw ciggu zmienia sie dokladnie raz, istnieje
w przedziale (0, 1) doktadnie jeden dodatni pierwiastek wielomianu, gdy

- Z P(j) < Z ().

{:e(j) <0} {:e(j) > 0}

Dowdd. Na podstawie reguly Kartezjusza wnioskujemy, ze wielomian
flx) = fzo(p(j) x’ ma co najwyzej jedno dodatnie miejsce zerowe. Nalezy
rozwazy¢ dwa przypadki.

1. Zatézmy, ze ¢(j) < 0dlaj € {0, 1, ..., m} jest ciggiem naktadéw i ¢(j) > 0
dlaj e {m,m+1, .., n}jest ciagiem dochodéw z pewnej inwestycji.

Zat6ézmy teraz, ze ¢(0) < 0, wtedy dla x = 0 wielomian przyjmuje warto$¢
ujemna, bo jego wyraz wolny ¢ (0) jest ujemny. Ponadto (1) = Z}LO o(j) > 0.
Zatem, na mocy witasnosci Darboux funkcji ciggtych, f ma pierwiastek w prze-
dziale (0, 1).

Przyjmijmy, ze ¢(0) = -+ = ¢(i — 1) = 0 oraz ¢(i) < 0 dla pewnego i > 1.
Wéwczas f(x) = x Zf;é ¢(j + i) x’/. Poniewaz funkcja g(x) = x jest dodatnia
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na (0, =), wiec wystarczy pokazaé, ze wielomian h(x) = ;‘;5 o(j + i) x/ ma
pierwiastek lezacy w przedziale (0, 1). O funkcji h wiemy, ze h(0) = ¢(i) < 0
ih(1) = Zfzo o(j) > 0. Stad na mocy wihasnosci Darboux funkcji ciggtych f ma
pierwiastek w przedziale (0, 1).

2. W przypadku drugim, kiedy najpierw nastepuja dochody z inwestycji,
a potem naktady (na przyktad przy otrzymaniu kredytu) przebieg rozumowa-

nia jest podobny.
a

Przyklad 3.6.3. [E10.10.2005] Ktére sposréd podanych stwierdzen sa praw-
dziwe?

1. s31 = Xi-o a(t) w modelu oprocentowania prostego.

2. Jezeli ¢;sg ptatno$ciami w chwilach t; = 1,2, ...,n, to dla

n
iz ity

n
i=1Ci

|

prawdziwe jest stwierdzenie

n .
i=1Ci Vi

=1 Ci
(dla czynnika dyskontujgcego 0 < v< 1).
3. Dla kazdego ciagu przeptywoéw pienieznych
Aq,Q9, o s Oy A+ 1) A 4 20 -+ Q)

gdzie m < n, wewnetrzna stopa zwrotu IRR istnieje i jest jednoznacznie okre-
$lona w przypadku, gdy przeptywy a; sa tylko ujemne dla i <m + 1, a tylko
dodatniedlai > m.

Rozwigzanie 1. Symbol s3; oznacza warto$¢, w momencie n, wyplat renty
w wysokosci 1, dokonywanych w chwilach 1, 2, ..., n.

sgp=a(m—1D+an—-2)+-+a(l)+a0) =
1

n—

-1
N n—1

a(i) = Z(l +i*R) =n(1 +TR)'

i=0 i=0
Podany wzor nie jest prawdziwy, gdyZz gérny indeks sumowania powinien

by¢ réwny n - 1.
2.Wzér f =zl

i=1Ci

przynoszacego staly dochdd. Jest to srednia wazona diugosci okreséw, po ja-

okresla $redni czas trwania (duration) instrumentu
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kich pojawiaja sie przeptywy pieniezne. Wiemy, Ze jedli fjest funkcja Scisle wy-
puktg, to

fQu xp+ ot 2 %) < Ay f)) + -+ A fxn)
dla A; > 0 oraz takich, ze A4; + -+ 4, = 1. Podstawiajac 4; :ZC—; xX; =t
J

f(w) = v¥, otrzymujemy podane stwierdzenie.
3. Stwierdzenie jest prawdziwe, patrz twierdzenie 3.6.1.

3.7. Wycena obligacji

Jak wspomnieliSmy, model 3. z podrozdziatu 3.5 postaci

K(0) = Zk: () ﬁ Vi
i=1 j=1

moze postuzy¢ do wyceny obligacji przy zatozeniu, ze punkty t; dzielg odcinek
[0, s] na (k + 1) czeSci o rownej dlugosci. Zastgpmy chwile t; liczbami i. Zat6zmy

. 1 oL
tez, ze v; = TR dla wszystkich j =1, ..., k. Wtedy

k
KO =) o) (1 +R)™

oznacza biezgca cene obligacji (tj. wartos¢ obligacji w chwili 0). Wielkos$ci ¢(i)
(dlai=1, .., k- 1) maja jednakowe znaki i okreslajg wyptaty z kupondw, a ¢(k)
jest suma wyptaty z ostatniego kuponu i kwoty za wykup obligacji w terminie
jej zapadalno$ci k.

Przyklad 3.7.1. [E15.01.2000] Dane s3 trzy rodzaje obligacji o tej samej warto-
$ci wykupu i te same terminy ptatno$ci kuponow.
(i) pierwsza obligacja z kuponem w wysokosci 40 ma cene P,
(ii) druga obligacja z kuponem w wysokos$ci 30 ma cene Q,
(iii) trzecia obligacja z kuponem w wysokosci 80 ma cene S.
Wyznacz cene S trzeciej obligacji.
Rozwigzanie. Mamy
P=Y140(1+R)" + p(k)(1 + R) 7%,
Q=X130(1+R) "+ o)1+ R)K,
S=YK180(1+R) "+ o(k)(1+R)-.
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Zauwazmy, ze 40 - 5 - 30 - 4 = 80. Mnoz3c pierwsze réwnanie przez 5,
a drugie przez (-4) i odejmujac stronami, otrzymujemy 5P - 4Q = S.

ce@@®°

Przyklad 3.7.2. [E05.12.2005] Zaktad ubezpieczenn majgtkowych emituje
10-letnig obligacje katastroficzng z rocznym kuponem X i nominatem 1200 zt.
W momencie wystapienia pierwszej katastrofy wszystkie przyszte ptatnosci
z tytutu obligacji zostaja umorzone. Ile wynosi kupon tej obligacji, jezeli:

(i) prawdopodobienstwa co najmniej jednej katastrofy w kazdym roku sg
réwne p = 5% i sa niezalezne,

(ii) druga i kolejne katastrofy w dowolnym czasie nie majag wplywu na
ptatnosci z obligacji,

(iii) inwestorzy dyskontujg wszystkie ptatnosci z obligacji przy stopie i = 8%
w skali roku,

(iv) rynkowa cena obligacji wynosi 850.

Rozwigzanie. Niech zmienna losowa Z oznacza sume warto$ci wyptat z obli-
gacji zdyskontowanych na chwile 0. Rozktad zmiennej losowej Z przedstawiono
ponize;j.

o Xv+XvP 4+ | Xv+ X+
Obecna warto$¢ | 0 Xv Xv+ XV X 4 XVA0 4 1200440
Prawdopodo- | 4 55 | 05.0,95 | 0,05.0,952 .. 0,05 - 0,959 0,9510
bienstwo

Funkcja dyskonta dla jednego okresu wynosi v = ﬁ. Jezeli rynek dobrze

wycenit te obligacje, to cena rynkowa jest rdwna biezgcej cenie obligacji, a ta

jest warto$cig oczekiwang zmiennej losowej Z
10
(Z le') +1200 vlol.

9 k
850 = Z (ZXV‘) 0,05 - 0,95% + 0,951
i i=1

k=1 \i=1

Korzystajac ze wzoru na sume k wyrazow ciggu geometrycznego, mamy

9 1%
_ 7 1 k). k
850 = 0’052 <X1 — v(l 1% )) 0,95% +
k=1

40,9510 [(ervm _ V1°)> +1200 vlo].
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Dalej réwnanie przekszta{camy do postaci

9
vk ' X
1
+ 0,950 ( ( > + 1200 le.
—v 1—v

Po wykonaniu obliczen otrzymujemy X ~98.

850 = 0,05




Zadania do rozdziatu 3

1. Potrzebujemy 5 kg proszku do prania. W jakim przypadku zaptacimy najnizsza cene
za kilogram, jesli mamy do wyboru nastepujace mozliwosci:
-kupi¢ w najblizszym sklepiku 5 opakowan kilogramowych w cenie detalicznej
12 zt za jedno,
- wzig¢ ,na zeszyt” w osiedlowym sklepiku opakowanie pieciokilogramowe za 57 zt,
a zaptaci¢ po miesigcu z piecioprocentowymi odsetkami za odroczenie zaptaty.

2. Zamierzamy naby¢ telewizor za 4999,99 zt. Mamy do wyboru trzy sposoby zaptaty:

a) zaptaci¢ od razu,

b) wptaci¢ 10% ceny, wnie$¢ optate 50 zt, a reszte sptaci¢ w 12 ratach miesiecznych
z dotu, po 400 zt,

) kupi¢ dwa takie telewizory w promocji ,drugi za p6t ceny”, a po miesigcu sprze-
dac¢ ten zbedny za 3300 zl, ptacac 19-procentowy podatek od tej transakgji.

Ktory sposoéb jest dla nas najkorzystniejszy, jesli przyjmiemy, Ze roczna inflacja jest

na poziomie 6%?

3. Chcemy zainwestowac kapitat poczatkowy 1000 USD na dwa lata. Mamy do wyboru

trzy oferty banku:

a) roczna lokata z roczng kapitalizacja (ztozona) i nominalng stopa procentowg od-
setek wynoszaca 4%,

b) lokata pétroczna z nominalna stopg procentowg w wysokos$ci 3% przy odsetkach
kapitalizowanych miesiecznie w sposéb sktadany,

c) lokata po6troczna ze stopg procentowa wynoszaca 3,1% w kapitalizacji ciggte;j.

Z kazdej z ofert mozemy skorzysta¢ tylko raz. W jakiej kolejnosci nalezy wybrac

oferty, aby warto$¢ kapitatu po dwéch latach byta najwieksza?

4. Wykaza¢, ze chwilowa stopa zwrotu spetnia réwnanie rézniczkowe

2

d L Ld
Er(t)+(r(t)) K@ dt (t)=o.

5. Wykaza¢, ze czynnik dyskonta w kapitalizacji z chwilowg stopa zwrotu w okresie
[a, b], gdzie 0 < a < b, wyraza sie wzorem

A(a, b) = e‘ffr(s)ds.

6. Wykaza¢, ze w kapitalizacji ztoZonej, ciaglej oraz z géry spelniona jest zasada statej
efektywnoSci.

7. Kwote 1000 PLN inwestor ulokowat w banku na rok na lokacie oprocentowanej 4%
w stosunku rocznym, pézniej na lokacie kwartalnej oprocentowanej z géry z nomi-
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

nalnym oprocentowaniem 3,25% i trzykrotnie na lokaty kwartalne z oprocentowa-
niem ciaglym na 5%, 4% i 3% odpowiednio. Ile wyniosta koficowa warto$¢ jego ka-
pitatu? Zapisa¢ wzor funkcji akumulacji kapitatu dla tej inwestycji.

0,5n +1dlan =0lub1
Funkcja akumulacji kapitatu ma posta¢ a(n) =4{n? —4n+ 6dlan = 2 lub 3.
Inn dlan=4,5,6
W ktorym okresie intensywnos$¢ akumulacji byta najwieksza?

Chwilowa stope zwrotu okres$la wzoér r(t) = 1/(1 + t), t € (0, ©). Znalez¢ postac
funkcji akumulacji kapitatu. Jaki to rodzaj kapitalizacji?

Znalez¢ wzoér okreslajacy funkcje akumulacji kapitatu i okresli¢ rodzaj kapitalizacji

w nastepujacych przypadkach:

— Wartos¢ jednostki kapitatu zainwestowanego na (t + s) okresow jest r6wna sumie
wartosci jednostki kapitatu zainwestowanej na t okreséw i wartosci jednostki ka-
pitatu zainwestowanej na nastepnych s okreséw pomniejszonej o jej warto$¢ po-
czatkowa.

— Warto$¢ jednostki kapitatu zainwestowanego na (t + s) okreséw jest réwna ilo-
czynowi wartosci jednostki kapitalu zainwestowanej na t okreséw i wartosci jed-
nostki kapitalu zainwestowanej na nastepnych s okresow.

Zaktadajac, ze stopa w kazdym okresie kapitalizacji wynosi R (R > 0), oceni¢ bez-
wzgledny i wzgledny przyrost w okresie [n - 1, n] funkcji akumulacji kapitatu z po-
przedniego zadania (gdzien =1, 2, ...).

[E02.06.2001] Dla funduszu A natezenie oprocentowania wynosi r(t) = (1 + t)-,
natomiast dla funduszu B r(t) = 2t (1 + t?)-1. W chwili t = 0 inwestujemy 100 000 zt

w kazdy z funduszy. Jezeli A(t) oznacza kwote zgromadzong w chwili ¢ w fundu-
szu A, natomiast B(t) w funduszu B, znajdz ¢, dla ktérego funkcja C(t) = A(t) - B(¢t)
osigga maksimum.

[E06.12.2003] Natezenie oprocentowania zadane jest wzorem

2
_I_
1+2-et 1+3:-e%

r(t) =

dla t > 0. Wyznacz efektywna roczna stope zwrotu w ciggu trzeciego roku trwania
inwestycji, tj. w okresie pomiedzy t=2at=3.

[E09.10.2006] Funkcja intensywnosci oprocentowania w chwili ¢ dla kwoty zainwe-
stowanej w chwili s, 0 <s < t, wynosi 8(s, t) = (1 + s + £)-1. Funkcja a(s, t) jest funkcja
akumulacji w chwili ¢ kwoty zainwestowanej w chwili s. Wyznacz rdznice
a(1,4)-[a(1, 2) - a(2, 4)] miedzy akumulacja bez reinwestycji i z reinwestycja.

[E12.10.2002] O pewnej inwestycji wiadomo, ze w chwili t = 0 oraz w chwili t = 2
nalezy wptaci¢ odpowiednio Po = 504 oraz P: = 2400, natomiast w chwili ¢t = 1 oraz
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w chwili ¢t = 3 otrzymuje sie odpowiednio B1 = 1910 oraz B3 = 1000. Ktére z poniz-
szych sformutowan sg prawdziwe:

(i) istnieja doktadnie dwie wewnetrzne stopy zwrotu, z ktoérych jedna wynosi

25%,

(ii) warto$¢ obecna tej inwestycji jest funkcjg rosngca stopy zwrotu R dla R € [0,25,

0,3],

(iiiydla v € [0,6; 0,91] warto$¢ obecna tej inwestycji jest minimalizowana dla
v1 = 0,6, a maksymalizowana dla v, = 0,91.

16. Uzupetnij tabele.

Réwnanie rézniczkowe Funkcja akumulacji Doptyw kapitatu R?éxi?;s;le
zmian kapitatu kapitatu do inwestycji .
rézniczkowego
t)=et
K'() - K(t) = et & . K@) =
rosngca wyktadni- | ¢
te(0,s) czood 1do e’ = (t+K(0)e
K'(©) —tg(t)- K(©) .
= 2 sin(t) a(t) = cos(t) o(t) = 2 sin(t)
_z maleje od 1 do 0 rosngca od 0 do 2
te(0,s),s = 5
a(t) = e
K'(t)—a - K@) = a > 0 - kapitalizacja K(t) =
=ed ciggta ze stopg q, —(t+ K((;))e‘“
te(0,s) a < 0 - funkcja dyskon- -
ta ze stopa -a
t 2
! — _ P _t_ =
K'®) (1 S) K() o) = o _K®
2 lei Ktad- =(K(0)+1
— o5 malejaca wy 2
te(0,s) niczood1doe™/2| —e f)- ez
Odpowiedzi

1. W pierwszym przypadku zaptacimy (5 - 12)/5 = 12 zt/kg, w drugim (57 - 1,05)/5 =

11,97 zt/kg.

2. Obecna cena telewizora przy pierwszym sposobie zaptaty wynosi 4999,99 zi, przy
drugim 500 + 50 + 400 - (v + v+ V3 + ... + v12) = 550 + 400v - (1 - v?)/(1 - v) = 5548 z},
gdzie czynnik dyskonta za okres miesieczny wynosi v = (1 + 0,06/12)-1/12 = 0,9996,
v12 ~ 0,995. W trzecim przypadku ptacimy za dwa telewizory 7499,99 zi, zwraca sie
kwota 3300 - 0,81 - v =2 671,93 z. Warto$¢ obecna telewizora wyniesie 4828,06 zt.

3. W dowolnej. Funkcja akumulacji kapitatu jest iloczynem (przemiennos¢!) trzech
czynnikéw: 1,04; 1,00125 i 1,0156, bo wszystkie kapitalizacje spetniajg zasade statej

efektywnoSci.

4. Wystarczy zr6zniczkowac¢ wzoér podany w definicji 3.1.2.
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5. Wykorzysta¢ twierdzenie 3.1.1 oraz definicje 3.2.1.

6. Uzyj definicji 3.4.1 do wzoréw z tabeli 3.4.1.

7.1080,45 PLN, a(5) = 1,04 - (1 - 0,0325/4)-1. 004'1/4 . g0,041/4 . 0,03'1/4,
8.[0,1]1i 2, 3].

9.a(t) = 1 + ¢, kapitalizacja prosta.

10. Skorzysta¢ z podrozdziatu 3.4. Kapitalizacja prosta a(t + s) = a(t) + a(s) - 1, kapitali-
zacja ztozona a(t + s) = a(t) - a(s).

11. State s3: przyrost bezwzgledny w kapitalizacji prostej i wzgledny w kapitalizacji
ztozonej. W kapitalizacji prostej przyrosty wzgledne malejg z uptywem czasu. W ka-
pitalizacji ztozonej bezwzgledne przyrosty wzrastaja z uptywem czasu.

12.t=1/2.

a(3) —a(2)

a(2)

14.a(s, t) = (1 +s+1t)/(1 + 2s), odp. 2/15.

13. ~ 0,048 = 4,8%.

15. (i) Nie jest prawdziwe, sg trzy. Pierwiastkami réwnania s3g 0,8, 0,9 i 0,7. Odpowia-
dajg im nastepujace stopy zwrotu: 1/4,1/9i3/7.
(i) Tak, pochodna jest dodatnia dla R € [0,16; 0,35].
(iii) Nie, podane liczby nie sg miejscami zerowymi pochodnej, nie jest spetniony wa-
runek konieczny istnienia ekstremum.

16. Wiersz pierwszy: a(t) = e' Kkapitalizacja ciggta ze stopg 1, wiersz drugi:

2
K(t) _ sin (t) + K(0)

s wiersz trzeci: @(t) = e dla a > 0 - rosnaca wyktadniczo od 1

L’2
do e®, dla a < 0 - malejaca wyktadniczo od 1 do e%, wiersz czwarty: a(t) = e’ 2.



4. Modele z losowg stop3a zwrotu

4.1. Kapitalizacja spelniajaca zasade stalej efektywnosci

Rzadko zdarza sie, ze stopy zwrotu majg identyczne wartoSci we wszystkich
rozwazanych okresach. Dlatego w tym rozdziale zaktada¢ bedziemy, ze stopy
zwrotu R; z zainwestowanego kapitatu w i-tym okresie (i = 1, 2, ..., n) (lub ich
réwnowazne odpowiedniki) sg zmiennymi losowymi. Niech K, i K,, bedg do-
datnimi liczbami rzeczywistymi. Zmienna losowa K(n), oznaczajacg warto$¢
kapitatu poczatkowego K, w chwili n, wyraza sie za pomocg a(n) jako

K(n) =Ky - a(n).

Podobnie mozemy rozpatrywa¢ zmienng losowa K(0) = K,, - v(n), ozna-
czajacg wartos¢ K, kapitatu w chwili n, zdyskontowang na chwile 0.

ZatoZenia o rozktadach stép zwrotu sg wyrazem naszych przewidywan co
do przysztych ich wartosci. Na przyktad, jesli obecnie stopa zwrotu kapitatu R,
jest znana i wynosi 5% w okresie bazowym oraz przypuszczamy, Zze w nastep-
nym okresie znajdzie sie pomiedzy 2 i 8%, to mozemy zatozy¢, Ze R, ma rozktad

jednostajny na przedziale [2%, 8%] o gestosci % dla x € [2, 8], co oznaczymy
symbolem J [2, 8]. Wtedy zmienna losowa (1 + R;), wyrazona w procentach, ma

rozklad jednostajny ] [102, 108] o dystrybuancie Fy g, (t) = 2192 dla

t € [102, 108]. Wtedy funkcja dyskonta v, (t) = TlRl ma rozktad o dystrybuan-
. 1 1 1 1

cieF, (t) = g(108 - ?) dlat e [E’E]'

Dobdr odpowiedniego rozktadu jest uwarunkowany postulatem o nieujem-
nos$ci zmiennych losowych R;, co sie przektada na nieujemno$¢ zmiennych lo-
sowych a(n), v(n), K(n) i K(0). Dlatego wiekszo$¢ modeli opiera sie na rozkta-
dzie logarytmiczno-normalnym, a je$li wybiera sie rozktad normalny, to
z zastrzeZeniem, ze w praktyce zmienne losowe R; nie moga przyja¢ wartosci
mniejszej niz -1 (czyli -100%). Osiaggniecie wartosci -1 przez losowa stope
zwrotu oznacza utrate catego zainwestowanego kapitatu.

Rozwazmy najczesSciej stosowany model kapitalizacji dyskretnej, spetniajg-
cej zasade statej efektywnosci. Przy kapitalizacji ztoZonej z czasem dyskretnym
funkcja akumulacji kapitalu ma posta¢ a(n) = (1 + R)-(1 +Ry)-...-(1 + R,,)
dla kazdej liczby naturalnej n > 1, jest wiec iloczynem czynnikéw postaci

49



(1 + R;), zwanych stopami brutto. Funkcja dyskonta jest réwna

1 o1
V(n)zﬁzl;[HRi'

Jako iloczyn zmiennych losowych (1 + R;) lub ich odwrotnosci funkcje a(n)
oraz v(n) sa zmiennymi losowymi (jako funkcje borelowskie zmiennych lo-
sowych).

W modelach kapitalizacji spetniajacych zasade statej efektywnosci wyko-
rzystuje sie rozktady, dla ktérych rozktad iloczynu lub ilorazu daje sie tatwo
wyznaczy¢. Inny problem stanowi opis zalezno$ci stopy zwrotu w i-tym okresie
od wartosci stép w poprzedzajacych okresach. Wéweczas albo zaktada sie, ze
takiej zaleznoSci nie ma, albo stosuje sie zaawansowane modele - modele Mar-
kowa, procesy autoregresji lub funkcje tacznikowe (patrz [3]).

Wiele twierdzen rachunku prawdopodobienistwa pozwala wyznaczaé cha-
rakterystyki funkcji akumulacji kapitatu i funkcji dyskonta, takie jak rozkiad
prawdopodobienstwa, momenty zwykte i centralne (o ile istnieja).

Twierdzenie 4.1.1. Jezeli stopy zwrotu z inwestycji w Kolejnych okresach
tworzg ciag (R;) (i = 1, 2, .., n) niezaleznych zmiennych losowych o jedna-
kowym rozktadzie z wartosSciag oczekiwang 4 = —1 i skoficzong wariancja
o2 > 0, wowczas warto$¢ oczekiwana jednostki pienieznej po n okresach
kapitalizacji jest rowna

E(a(m) = 1+ ™,

a wariancja wartos$ci jednostki pienieznej po n okresach kapitalizacji jest
roéwna

= Var(a(n)) = {o? + (1 + w)2" — (1 + W™

Dowadd. Ciag (R;) tworzg niezalezne zmienne losowe o jednakowym rozktadzie.
Ich warto$¢ oczekiwana E(R;) = u,a wariancja Var(R;) = 6% > 0, stad

E(a(n))= E(L+Ry)-E(L1+Ry)- .. 'E(1+R,) =
=(1+ER)"=1Q+w"

E(a®?(n)) =E[(1+R)-(1+Ry) - .. -(1+R)]*=
= E[(1+R)? - E[(1 +Ry)?]-..-E[(1 +R)?] =
= {E[(1 +R)*]}* = {Var[1 + R} + [E(1 + R)]*}" =
={a*+ A+,

Var(a(n)) = E(az(n)) - [E(a(n))]2 ={o?2+ A +w?2 " —[1+w">
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Dodatkowy warunek x >-1 zapewnia nieujemno$¢é wyrazenia E(a(n)),
gdy n jest nieparzyste.
a

Przyklad 4.1.1. [E05.06.2006] Inwestor dokonuje w banku lokaty w kwocie
1000 PLN na 10 lat. Roczne stopy zwrotu w poszczegd6lnych latach s3 niezalez-
ne i majg rozktad jednostajny na przedziale [-10%, 25%]. Ile wynosi wspo6t-
czynnik E(X)/o(X) dla tej lokaty?

Rozwigzanie. Z wlasnosci rozktadu jednostajnego wynika, ze u = E(R;) =
_ —0,140,25 _ (0,25-(-0,1))2

=—0F = 0,075 oraz o? =Var(R;) = ——; — ~0,0102. Korzystajac
z twierdzenia 4.1.1, mamy:
E(1000 - a(lO)) = 1000 - (1+ 0,075)°~2061,03,
Var(1000 - a(n)) = 10°({0,0102 + (1,075)2}*° — [(1,075)*°]?) ~390 180.

Wsp6étczynnik E (X)/ o(X) wynosi okoto 3,3.

Warto zwrdéci¢ uwage, ze dla dowolnego rodzaju kapitalizacji zmienne lo-
sowe a(n) i v(n), bedgce swoimi odwrotno$ciami, nie musza mie¢ wartosSci
oczekiwanych, ktore sg liczbami odwrotnymi.

Twierdzenie 4.1.2. Warto$¢ oczekiwana losowej funkcji dyskonta jest réw-
na odwrotno$ci warto$ci oczekiwanej funkcji akumulacji kapitatu tylko
w przypadku rozktadu zdegenerowanego.

Dowdd. Zal6zmy, ze obie wartosci oczekiwane istniejg i sg skoriczone. Powyz-
sze twierdzenie wynika wprost z nieréwnoSci Jensena. Jesli fjest funkcjg Scisle
wypukla, to E(f(X)) > f(E(X)) dla niezdegenerowanej zmiennej losowej X.

WezZmy funkcje $cisle wypukly f(x) = i dlax > 0. Mozna wtedy zapisac¢:

1 1
a(n) ) > E(a(n))

E(v(n) =E(

Jesli natomiast prawdopodobienstwo P(X = ¢) = 1 dla pewnej liczby rzeczywi-

stej ¢, wowczas E(f(X)) = E(f(c)) =E (%) = % = f(c) = f(E(X)).
a
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Przyklad 4.1.2. [E14.05.2007] Efektywna stopa zwrotu w okresie od t -1 do t
wynosi i; dla t = 1, 2, .., n. Zakladamy, Ze i; s3 niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi o jednakowych rozktadach ze $rednia i oraz wariancja s2. Rozwazamy:

A. Zakumulowang warto$¢ kwoty 1 na koniec okresu n, oznaczang przez
a(n).

B. Obecng warto$¢ ptatnosci 1, wykonanej w chwili n, oznaczanej przez
a~l(n).

C. Przyszta wartos¢ (na moment n) jednostkowej renty pewnej, n-letniej,
ptatnej na poczatku roku ¢, t = 1, 2, ..., n, 0znaczanej przez §;|.

Ktére stwierdzenia sg prawdziwe?
A. Wariancje zmiennej losowej a(n) opisuje wzér
Var(a(n)) = {s? + 1+ 2i + i?}*-[1 +i]*™
B. Warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej $3; opisuje wzor E(§;|) =
= E (1 +0),
C. Warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej a™1(n) opisuje wzor E (a‘l(n)) =
=1+
Rozwigzanie. Stwierdzenie A jest prawdziwe na mocy twierdzenia 4.1.1.

Mamy: §5;=(1+i)A+i) .. (1+i) + @ +i) .. (T+i)+... +(1+iy)
lub krétko S5 = Y7 [Ti=;(1 + ix), stad

E(S‘nﬁ)=iE ﬁ(lﬂk) =i ﬁE(lHk) -
j=1 k=j 1 \k=j

j=

=Y+ =%(1 +0).

Wzér w B jest prawdziwy. Stwierdzenie C jest falszywe ze wzgledu na twier-
dzenie 4.1.2.

Rozwazmy najczesSciej stosowany model kapitalizacji dyskretnej, spetniajg-
cej zasade statej efektywnosci.

Twierdzenie 4.1.3. Zaktadamy, Ze stopy zwrotu brutto z inwestycji (1 + R;)
tworza, w kolejnych okresach, ciag niezaleznych zmiennych losowych o roz-
ktadach logarytmiczno-normalnych LN(ui, O‘iz), gdzies? >0dlai=1,2,..,n.

vl
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Wowczas funkcja akumulacji kapitalu a(n) ma rozktad LN(a, b?), funkcja
dyskonta »(n) ma rozktad LN(— a, bz), zmienna losowa K(n) ma rozktad
LN(In(K,) + a, b?) oraz zmienna losowa K(0) ma rozktad LN(In(K,) —
a, b?), gdziea = yuy + pp+...+ u, i b? = o + o4 +...+ o2 (przyjmujemy, ze
b > 0).

Dowdd. Zmienna losowa X ma rozktad LN(,ui,aL-Z) wtedy i tylko wtedy, gdy
In(X) ma rozktad N(y;0?). Rozwazmy zmienng losowa In(a(n)) =
=In(1+ Ry) + -+ In(1 + R,)). Jako suma n niezaleznych zmiennych losowych
o rozkladach normalnych ma rozklad normalny N(u; + u, + -+ up, o2 +
+ 02 + -+ 02). Stad a(n) = eM(@™) ma rozklad LN( py + pty + - + pty, 02 +
+ 07 +...+ ¢2). Dalej, K(n) jest iloczynem dodatniej statej K, i funkcji a(n),
wiec ten iloczyn bedzie miat taki sam rozktad i drugi parametr, jak funkcja
akumulacji kapitatu, zmianie ulegnie jedynie pierwszy parametr. Stad wynika,
ze K(n) marozktad LN(In(K,) + uy + tp +...+ i, 02 + 05 +...+ a2).

Dalej dowodzimy w podobny sposéb, ze In(1(n))=-In(1+Ry)- ...
-In(1 4+ R,) jest suma n niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach
N(-p;,0?), ma wigc rozktad normalny N(-uy- o= ... =, 62 + 0% + - + 02).
Zatem, funkcja dyskonta 1(n) ma rozktad logarytmiczno-normalny LN (- y; - pp— ...
- Upn, 02 + 02 + -+ ¢?), a zmienna losowa K(0) ma rozktad LN(In(K,,) - u;-
~ Uz~ -~ Uy, 0 + 05 +...+ aR). -

Przyklad 4.1.3. Na roczng, odnawialng co kwartat lokate wptacono kwote
10 tys. zL. Przyjmijmy, Zze w kolejnych czterech kwartatach kwartalne stopy
oprocentowania brutto dla tej lokaty beda mialy niezalezne rozktady loga-
rytmiczno-normalne: LN(0,04,0,0004), LN(0,02,0,0001), LN(0,03,0,0002)
i LN(0,03,0,0001). Poda¢ prognoze wartosci lokaty po roku na podstawie war-
toSci oczekiwanej i mediany oraz poréwnacé te wielko$ci. Wyznaczy¢ najbar-
dziej prawdopodobng warto$¢ lokaty po roku. Oszacowaé prawdopodobien-
stwo, Ze warto$¢ lokaty po roku bedzie wieksza niz jej warto$¢ oczekiwana.

Rozwigzanie. Przyjmuje sie, Ze jesli w zadaniu nie okreslono rodzaju kapita-
lizacji, to zaktadamy, ze jest to kapitalizacja ztozona. W dalszej cze$ci rozdziatu
uzasadnimy przyczyny takiego podejscia. Zatézmy wiec, ze kapitalizacja odby-
wa sie tylko na koncu kazdego kwartatu, a wysokos$¢ kwartalnej stopy zwrotu
brutto w tym momencie okre$la odpowiedni rozktad prawdopodobienistwa
podany w tresci zadania. Zmienna losowa W reprezentujgca warto$¢ wyrazonej
w ztotych lokaty po roku bedzie podlegata rozktadowi LN(In(103) + 0,04 + 0,02 +
+0,03+0,03, 0,0004+0,0001+0,0002+0,0001), czyli LN(3-In(10)+0,12,
0,0008).
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Tabela 4.1.1. Wzory okre$lajace wybrane charakterystyki zmiennej losowej W podlegajacej roz-
ktadowi logarytmiczno-normalnemu LN(a, b?), gdziea, b € R, b? >0[17]

Nazwa War.t 0s¢ Dominanta Mediana Wariancja WSPQ%CZYIEH.I k
oczekiwana zmienno$ci
] EW) = Do(W) = Me(W) = Var(W) = nw) =
Wzor _ ea.;.b7 = ga-b? = et = g2a+2b® _ ,2a+b? _ /ebz 1

Korzystajac ze wzoréw podanych w tabeli 4.1.1, wykonujemy obliczenia. Prog-
noza obliczona wedtug warto$ci oczekiwanej wynosi E(W) = ¢3n(10) +01204 o
~ 1127,95 z}, natomiast wedtug mediany Me(W) = 3010 +012 & 1127 50 71,
Réznice w warto$ciach prognoz sa nieistotne w poréwnaniu z kwotg 10 tys. zt.
Najbardziej prawdopodobna warto$¢ lokaty okresla dominanta wynoszaca
w tym rozkladzie Do(W) = e3In(10)+01192 ~ 1126 60 zt. Ponadto, mozna obli-
czy¢, ze odchylenie standardowe wartosci lokaty, bedace pierwiastkiem kwa-
dratowym z wariancji, jest rowne 31,91 zl; niewielkie w poréwnaniu z kwota
lokaty. Wspotczynnik zmiennosci takze przyjmuje niewielka wartos¢ (2,8%).

Prawdopodobienstwo, ze warto$¢ lokaty po roku bedzie wieksza niz
jej warto$¢ oczekiwana, jest rowne P(W > E(W)) =1-Fy(112795) =1 —

In(1127,95) - (3-In(10) + 0,12)\ _ . N . . .
(D( N ) =1— &(0,0135) = 0,4946, gdzie funkcja @ jest

dystrybuantg rozktadu normalnego standaryzowanego.

ce@@®°

Rozwazmy przypadek kapitalizacji zwanej ciggta. Przyjmijmy, ze r;dlai =1,
2, .., h oznaczaja chwilowe stopy zwrotu z zainwestowanego w chwili 0 kapita-
tu w kolejnych okresach i Zze zmiana ich wysokos$ci moze nastgpi¢ tylko na kon-
cu okresu. Oczywiscie wewnatrz okresu utrzymujg sie one na tym samym po-
ziomie, a kapitalizacja jest dokonywana w kazdej chwili (punkcie) przedziatu
[0, T*], podzielonego na okresy (niekoniecznie réwnej dtugosci). Funkcja aku-
mulacji kapitalu przyjmuje wiec posta¢ a(n) = exp{r;- r,-...- 1,,}. Jest wiec
iloczynem czynnikow postaci exp{r;}, gdzie exp{x} jest innym zapisem wyraze-
nia e*. Jako iloczyn zmiennych losowych funkcja a(n) jest zmienng losowa.
Ponadto, czynnik dyskonta, jako jej odwrotno$¢, wyraza sie wzorem
v(n) = exp{— it Tyt rn}. Mozemy dopusci¢, Ze zmienna losowa r; przybie-
rze ujemna warto$¢ dla pewnych i, co oznaczatoby deflacje w tych okresach.

Twierdzenie 4.1.4. Zal6Zmy, Ze w kazdym okresie obowigzuje kapitalizacja
ciagta ze stalg stopa procentowa r; (w i-tym okresie), ktéra ma rozktad nor-
malny N(,ui, O’iz) z dodatnig wariancjg o (i = 1, 2, ..., n), niezalezny od roz-
ktadéw w pozostatych okresach. Wéweczas funkcja akumulacji kapitatu a(n)
ma rozktad LN(a, b?), funkcja dyskonta 1{n) ma rozklad LN(— a, bz), Zmien-

vl
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na losowa K(n) ma rozktad LN(In(K,) + a, b?) oraz zmienna losowa K (0)
ma rozklad LN(In(K,) — a, b?), gdziea = p; +py + - +u, i b= o2 +
+ 62 +...+ o (przyjmujemy, ze b > 0).

Dowdd. Zastgpmy zmiane e warto$ci jednostki kapitalu w i-tym okresie
w modelu ciggtym kapitalizacja dyskretng ze stopa R;, dokonywang w chwili
konicowej i-tego okresu. WielkoSci te beda powigzane zaleznoscia 1 + R; = et
Korzystajac z twierdzenia 4.1.3, otrzymujemy natychmiast teze.

a

Z twierdzen 4.1.3 i 4.1.4 wynika, iZ modele w nich rozpatrywane sg réwno-
wazne w tym sensie, ze prowadza do takich samych wnioskéw. Wymaga to
jednak wyboru kapitalizacji spetniajacej zasade statej efektywnosci i odpowied-
niego rozktadu stép zwrotu, powigzanego z rozktadem logarytmiczno-normal-
nym. Mozna na przyktad sformutowa¢ analogiczne twierdzenie dla kapitalizacji

z gory, zaktadajac, iZ zmienna losowa ﬁ ma rozktad LN(y, 0%) (z parametrem
o> 0) o gestosci

1 1 _(®-p* 1
fa@= et 2 =y

1-R 27c? ox

o

In(x) — u)

dla x € (0, ), gdzie ¢ jest gestoscig rozktadu normalnego N(0, 1). Jest to réw-
nowazne stwierdzeniu, Ze gesto$¢ zmiennej losowej R jest réwna

1 1 _W 1 In(1—x)+ u
. . 2 =
VarZ 1-x ¢ oi-x"

dlax € [-x,1).

fr(x) =

o

Twierdzenie 4.1.5. Zakladamy, ze stopy zwrotu brutto z inwestycji j przy

kapitalizacji z géry tworza, w kolejnych okresach, cigg niezaleznych zmien-
nych losowych o rozktadach logarytmiczno-normalnych LN(,ui, aiz), gdzie
of>0dlai=1,2,..,n Wéwczas funkcja akumulacji kapitatu a(n) ma roz-
ktad LN(a, b?), funkcja dyskonta {n) ma rozktad LN(— a, bz), zmienna
losowa K(n) ma rozktad LN(In(K,) + a, b?) oraz zmienna losowa K(0)
ma rozktad LN(In(K,) —a, b?), gdziea = py + pp+...+ u,i b = o2 +
02 +...+ 02 (przyjmujemy, ze b > 0).
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Ryc. 4.1.2. Gestoéci zmiennej losowej R dla parametréw x =1, & =% (najwieksze maksimum),

u=0,0"=>iu=0,0° =1 (najmniejsze maksimum)
4

Z powyzszych rozwazan wynika, Ze mozna przyja¢, iz podstawowym rodza-
jem kapitalizacji speiniajgcym zasade statej efektywnosci jest kapitalizacja zto-
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zona, do ktorej mozna sprowadzi¢ pozostate przypadki. Mniejsze znaczenie niz
wybér zasady przyrostu kapitatu ma wybér konkretnego rozktadu stopy zwrotu.

W dtugim okresie inwestowania lub gdy inwestujemy w wiele drobnych
przedsiewzie¢, mozemy oszacowac rezultat przyrostu kapitatu za pomoca roz-
ktadu granicznego, jakim jest najczesciej rozktad normalny. W tym przypadku
do osiggniecia przyblizonego wyniku wystarczaja ogélne zatozenia o momen-
tach i niezaleznoSci rozwazanych zmiennych losowych. Stosujemy wtedy od-
powiednie twierdzenie graniczne.

Twierdzenie 4.1.6. (Centralne twierdzenie graniczne Lindeberga) Niech
ciag Xi, X2, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych ze skoriczo-
nymi momentami drugiego rzedu. Niech m, = E(X}) i o2 = Var(X,) oraz
Zp = Y k=1 Xg. Niech Fy(x) bedzie dystrybuanta zmiennej losowej Xi dla k =
=1, 2, .., azbiér D, = {x: |x — my| >&- X", of}. Zalézmy, ze spetniony jest,
dla kazdego dodatniego &, nastepujacy warunek (zwany warunkiem Linde-
berga):

n
1
n o2 Z f (x —my)? dFy(x) — 0 przy n — oo
i=1%i k=1 Dg
Sn_E(Sn)
Jvar(Sy)

losowej X o rozktadzie normalnym standaryzowanym.

Wowczas wyrazenie dazy, przy n — o, wedtug rozktadu do zmiennej

Przyklad 4.1.4. [E09.10.2006] Inwestor réwnomiernie inwestuje w ciggu
5 lat swoje $rodki o wartos$ci 1 mln PLN w grupe N firm o podwyzZszonym stop-
niu ryzyka. Prawdopodobienstwo podwojenia wartosci kazdej z inwestycji
w ciggu dowolnego roku wynosi 60%, a bankructwa inwestycji jest réwne 40%.
Wyniki inwestycji sa niezalezne w kolejnych latach i w tym samym roku dla
réznych firm. Ile musi wynosic¢ N, aby inwestor miat 99% pewnosci osiggniecia
po 5 latach 50% zysku nominalnego od cato$ci wtozonego kapitatu poczatko-
wego? Uzyj faktu, ze warto$¢ dystrybuanty standardowego rozktadu normalne-
go @dla argumentu 2,326 wynosi @(2,326) = 0,99.

Rozwigzanie. Niech zmienna losowa X; oznacza wartos$¢ inwestycji w i-tg
firme po 5 latach. Dla kazdego i € {1, 2, ..., N} zmienna losowa X; przyjmuje
warto$¢ 25 - (1/N) z prawdopodobienstwem 0,6° oraz warto$¢ 0 z prawdopodo-
5
bienstwem 1 - 0,65. Warto$¢ oczekiwana tej zmiennej jest rowna E(X;) = %

. . 2,45 1,445 . . .
a wariancja Var(X;) = = — Z faktu, ze suma wartosci oczekiwanych

N2 N2 °
. . . S . 73,4345
N zmiennych losowych wynosi 1,252, a suma ich wariancji jest réwna e

wynika, iz spetniony jest warunek Lindeberga. Prawdopodobienstwo osiggnie-
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cia celu inwestycyjnego ma wynosié¢ 0,99, czyli

N
3
P (Z X; > E) =0,99.
i=1

Wyrazenie przeksztalcamy w nastepujacy sposéb:

6\° 3 (6

N —(=2 2_(2
X~ (5) .2 5)

8,57 - 8,57

VN VN
Lewa strona nieréwnosci jest wyrazeniem dazacym do zmiennej losowej

o rozktadzie normalnym standaryzowanym, o dystrybuancie @. Przechodzac do
granicy, zapisujemy, ze

5

= 0,99.

5

# = @(—2,326) = 0,99.

)

N W

/)

(o]
Z
o1 o

Ostatecznie otrzymujemy N = 406,8, czyli trzeba zainwestowaé przynajmniej
w 407 firm.

Oto przykitad o podobnej tresci, wymagajacy zastosowania twierdzenia
Poissona.

Twierdzenie 4.1.7. (Poissona) Jezeli Xi, X», ... jest ciggiem zmiennych loso-
wych o rozktadzie dwumianowym z parametrami (1, p1), ..., (n, pn), ... Oraz n - pn
dazy do statej A (A > 0), gdy n — o, to

k
: n k _ n-k _ —/1/7‘_
gglgo (k)p A-p" " =ce m

dlak € {0, 1, ...}, czyli ciag rozktadow dwumianowych jest zbiezny do rozkta-
du Poissona z parametrem A.

Przyktlad 4.1.5. [E10.10.2005] Wyptata z rocznej obligacji uzalezniona jest od
liczby bankructw w tym okresie w ustalonym zbiorze 100 spoétek. Na koniec
roku wyniesie ona: 130 PLN, o ile zdarzyty sie nie wiecej niz 2 bankructwa,
100 PLN, jesli byty 3 lub 4 bankructwa, 90 PLN, je$li zdarzyto sie 5 lub 6 ban-
kructw oraz 50, jesli byto wiecej niz 6 bankructw. Rynek wycenia obligacje na
poziomie dajacym oczekiwang stope zwrotu i = 10%. Zaktadamy, Ze prawdopo-
dobienistwa bankructwa kazdej ze spotek w ciggu roku wynosza 2% i sg wza-
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jemnie niezalezne. Wyptata z obligacji jest pewna, a inwestor ja kupuje po bie-
zacej cenie rynkowej. Po godzinie od zakupu na rynek dotarta informacja
o bankructwie jednej ze spétek. O ile procent zmniejszy sie cena rynkowa obli-
gacji wskutek reakcji na te wiadomo$¢?

Rozwigzanie. Niech X1 oznacza wyptate z obligacji w poczatkowej sytuacji,
a X2 niech bedzie wyptata po wiadomosci o bankructwie jednej ze spétek. Roz-
ktad zmiennej losowej X; jest nastepujacy:

130 100 90 50
P(0) + P(1) + P(2) P(3) + P(4) P(5) + P(6) P(7) + P(8) +...+ P(100)

P(k) oznacza prawdopodobienstwo k sukceséw sposréd 100 préb Bernoul-
liego, czyli

P(k) = (Z)pk(l —-p)"*dlak =0,1,..,100.

Rozktad X; jest podany ponize;.

130 100 90 50
P(0) + P(1) P(2) + P(3) P(4) + P(5) P(6) + P(7) + ... + P(100)

Nalezy wyznaczy¢ wielko$¢ wyrazenia

EX1) —EQG)
EX)
B 130 - P(2) + 100 - (P(4) — P(2)) +90 - (P(6) — P(4)) — 50 - P(6)
130 - (P(0) + P(1) + P(2)) + 100 - (P(3) + P(4)) +90 - (P(5) + P(6)) + 50 - (X1 P(k))

Warto$ci prawdopodobienstw P(k) wyznaczamy dlaA =n-p=100-0,02 = 2,
korzystajac z przyblizenia rozkladu dwumianowego rozktadem Poissona
(twierdzenie 4.1.7).

P(k) Przyblizenie P(k) Przyblizenie
P(0) 0,135 335 P(4) 0,090 224
P(1) 0,270 671 P(5) 0,036 089
P(2) 0,270 671 P(6) 0,012 030
P(3) 0,180 447 1-[P(0) +...+ P(6)] 0,002 517

Wartos¢ wyrazenia jest rowna 9,50357/119,59247 = 0,079, czyli 7,9% po-
czatkowej ceny.
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4.2. Kapitalizacje o stalym przyroscie

Przy kapitalizacji, z czasem dyskretnym, ze statym w czasie przyrostem funkcja
akumulacji kapitatu jest zmienng losowg i ma posta¢ a(n) = (1 + R, +
+R,+...+ Rn) dla kazdej liczby naturalnej n > 1. Zmienne losowe R; oznaczajg

stopy zwrotu z inwestycji w okresach i = 1, 2, .., n. Funkcja dyskonta jest
zmienng losowg postaci

1 1
“a(m) 1+4+R;+Ry+...+R,

v(n)

Zmienna losowa K (n), jak w poprzednim rozdziale, oznacza warto$¢ kapita-
tu poczatkowego K, w chwili n i wyraza sie za pomoca a(n) jako

K(n) =Ky - a(n),

natomiast K(0) = K,, - v(n) jest zmienng losowa oznaczajgcg warto$¢ K,, kapi-
tatu w chwili n, zdyskontowang na chwile 0.

Twierdzenie 4.2.1. Zal6Zmy, Ze w kazdym okresie obowigzuje kapitalizacja
prosta ze stopg procentowa R; w i-tym oKkresie, ktéra ma rozktad normalny
N(y;, 6f) z dodatnimi wariancjami o7 (i = 1, 2, ..., n), niezalezny od pozos-
talych rozktadéw. Woéwczas zmienna losowa a(n) ma rozktad normal-
ny N(1+ a,b?) oraz K(n) ma rozklad normalny N(K,(1+ a), KZ - b?),
gdzie a = uy + pp+...+ p, i b? = o + 0% +...+ o (przyjmujemy, ze b > 0).
Zmienna losowa »{n) ma gesto$¢ postaci

o] Ia+a o
filx =172 Q 5 ax#0,

a zmienna losowa K (0) ma rozktad o gestosci
() = -2 %_(1“‘) dlax # 0
fK(O) xX) = bxz 4 b ax ’

gdzie @jest gestoscig rozktadu normalnego N(0, 1).

W modelach kapitalizacji o statym przyros$cie prym wiedzie rozktad nor-
malny ze wzgledu na wiasno$¢ addytywnosci. Niestety, tak jak w modelu Ba-
cheliera, w tym przypadku stopy procentowe R; moga przyjmowacé wartosci
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ujemne z prawdopodobiefistwem

P(R; < 0) = @(—ﬂ).
Oi
Zatozenie, ze stopa zwrotu R > 0 jest rownowazne stwierdzeniu, ze funkcja
dyskonta dla tego okresu spelnia warunek v € (0, 1], a jesli przyjmiemy, ze
R > -1, jest to rownowazne warunkowi v > 0.
Dystrybuanta zmiennej losowej 1(n) jest okre$lona wzorem

1
cD( 1+a) o ;- A+a) dx <0
b b o B
R = 4 . ,
1+a ;- 1+a)
cD(— )+CD —&———, gdyx>0
b b
a dla zmiennej losowej K(0) mamy
K,
(D( 1+a) ® + - Q+a) dvx <0
b b B
Fy0y(x) =1 K,
1+a - Q+a)
(D(— 5 >+cD ) gdyx >0

Jesli parametr a przyjmie duza warto$¢, a b? mata, wéwczas prawdopodo-
bienstwo tego, ze warto$¢ kapitatu bedzie ujemna, jest nieduze i mozna je za-
niedba¢ (patrz ryc. 4.2.1). Wynika to ze wzorow:

P(a(n) < 0) = cD(— 12—“) = P(K(n) < 0),

PO() € (0,1]) = 1 - (- %)

Jezeli zdecydujemy sie wybra¢ stabsze zatozenia, to prawdopodobienistwa
nieinterpretowalnych przypadkéw beda jeszcze mniejsze

P(a(n) < —1) = @(M),

b
P(v(n) < 0) = @(—1%“) — P(K(0) < 0).
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Ryc. 4.2.1. Gesto$ci zmiennej losowej Y(n) dla parametréw a = 2, b2 =i (najwieksze maksi-

mum), a = 1, b? =% ia = 2,b? =1 (najmniejsze maksimum)

4.3. Kapitalizacje z zaleznymi stopami zwrotu

W tym rozdziale przedstawimy trzy rodzaje procesdéw stochastycznych, znajdu-
jace zastosowania w matematyce finansowej: procesy gaussowskie, procesy
autoregresji i procesy Markowa. W procesach gaussowskich, taczne, skoniczenie
wymiarowe rozkltady zmiennych losowych tworzace proces majg wielowymia-
rowy rozklad normalny. Procesy autoregresji sg procesami gaussowskimi,
w ktérych wartosci oczekiwane zmiennych losowych sg powigzane zalezno$cia
rekurencyjna. Lancuchy Markowa sg procesami z czasem dyskretnym, w kto-
rych okreslona jest zalezno$¢ pomiedzy rozktadami kolejnych par zmiennych
losowych tworzacych proces.

Dla kapitalizacji o stalych przyrostach mamy twierdzenie analogiczne do
twierdzenia 4.2.1.

Twierdzenie 4.3.1. Zal6zmy, Zze w kazdym okresie obowigzuje kapitalizacja
prosta ze stopg procentowa R; w i-tym oKkresie oraz ze wektor losowy
[Ry, Ry, ..., R, ]T ma n-wymiarowy rozktad normalny N,(u, £) z wektorem
wartosci oczekiwanych p oraz dodatnio okreslong macierza kowariancji X.
Wéwczas zmienna losowa a(n) ma jednowymiarowy rozkitad normalny
N,(1+ a, d?), gdzie a = yy+...+ u, i d> =17 - £-1 (wyrazenie 17 - £-1
to suma elementéw macierzy X). Przyjmujemy, ze d > 0. Dalej, zmienna lo-
sowa K (n) ma jednowymiarowy rozktad normalny N, (K, - (1 + a), K¢ - d?),

o))
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zmienna v(n) ma gesto$¢ postaci

% 1 %— 1+a)

% f"(x):d 2 NTa ,dlax =0,
% natomiast K (0) ma rozktad o gestosci

% K, % -(1+a)

% fK(O)(x)zd_ 2 @ T ,dlax =0,

gdzie pjest gestoscig rozktadu normalnego N(0, 1).

Powyzsze twierdzenie jest uogolnieniem twierdzenia 4.2.1. Latwo mozna
zauwazy¢, ze po uwzglednieniu struktury zalezno$ci pomiedzy rozktadami st6p
zwrotu, zapisanej za pomoca macierzy X, nie zmienia sie posta¢ rozktadu praw-
dopodobienstwa zmiennych losowych a(n), K(n), n) i K(0), a jedynie para-
metr d? =17 - £.1 zastepuje b? = o + 0% +...+ g2. Oczywiscie d? = b?,
jesli macierz X jest diagonalna, co w przypadku rozktadu normalnego jest row-
nowazne niezaleznosci skladowych wektora [R;, R,, ..., R, |T. Wzory okre$laja-
ce dystrybuanty zmiennych losowych v(n) i K(0) oraz dyskusje problemu
ujemnych warto$ci zamieszczono w poprzednim rozdziale, a gesto$¢ w(n)
przedstawiono na rycinie 4.2.1.

Wobec zaleznos$ci e™ = 1 + R;, pomiedzy dwoma kapitalizacjami o stalej
efektywnosci, k-tym okresie, mamy odpowiednik twierdzenia 4.1.4 dla rozkta-
déw normalnych zaleznych. Tutaj jednak zmienne losowe a(n), K(n), v(n)
i K(0) majg rozktad logarytmiczno-normalny, skupiony na przedziale [0, «).

Twierdzenie 4.3.2. Zal6Zmy, Ze w kazdym okresie obowigzuje kapitalizacja
ciggta ze statg (w i-tym okresie) nieujemng stopa procentowa r;, a wektor
[r1, 73, ..., 7, |T ma n-wymiarowy rozktad normalny N,(y, Z) z wektorem war-
tosci oczekiwanych p oraz dodatnio okreslona macierza kowariancji Z.
Woéweczas funkcja akumulacji kapitalu a(n) ma jednowymiarowy rozktad
LN, (a, d?) oraz K(n) ma rozktad LN, (In(K,) + a,d?). Losowa funkcja dys-
konta v(n) ma rozklad LNl(— a, dz), a zmienna losowa K(0) ma rozktad
LN, (In(K,) — a, d?), gdzie a = py +...+ u, i d> =17 - £.1 (przyjmujemy,
zed > 0).

Przyklad 4.3.1. [E10.12.2012] W chwili 0 kwota K, zostata w catosci zainwe-
stowana w akcje pewnej sp6tki. Cena akcji tej spotki w chwili 0 wynosi S,. In-
westor zaktada, Ze cena akcji tej spdétki w chwili 1 ma rozktad logarytmiczno-
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-normalny z E(S;) = S, i Var(S;) = 0,04 - S&. Obliczy¢ oczekiwang wysoko$¢
straty z tej inwestycji pod warunkiem, Ze strata wystapi.

Rozwigzanie. W chwili 0 za kwote K, kupujemy I;—° akcji po cenie S,.
0

W chwili 1 cena S; ma rozklad logarytmiczno-normalny LN(y, 0%). Poniewaz
E(S1) =Sp=e ¥ }oraz Var(51)=0,04-S,* {e -1} - e24+ "} wiec o2 = In 1,04
) Strata powstaje wtedy, gdy K; — K, = (—) S1 — Ky < 0. Wiemy,

=In (\/_
ze w chwili 1 warto$¢ kapitatu K; ma rozktad LN(x+ In ( ) 0?) z dystrybuan-

Inx—u—In
ta F(x) = <J>
o
Obliczamy warto$¢ oczekiwanag straty pod warunkiem, Ze zajdzie strata:

—E(K;|K; < Ky) Ko
P(K; < Ko) P(K; < Kp)

E(—(K1 — KoKy — Ky < 0) =

Mianowniki sg réwne wyrazeniu @( Sz ~ ) @(g) Dalej mamy

) (1nx - - 1n(%0))’
o e 20° dx.
X T

Ko
E(K1|K1<Ko)=j X
0

Podstawiajac x = exp {Gt +u—In (%)} otrzymujemy
0

o—H
Ko (o 1 (t—a)z}
E(K,|K; < K, f —expy—————dt =
(K1 |Ky 0) = So ). > P{ 2
KO ,u+— 1nSO _ O
B [ o] - o

0

E(—(K; — KoK, — Ky < 0) =

Ko o(3)
2(2)

= Ko.

Podobne obliczenia przeprowadzamy, wyznaczajac prawdopodobienstwo
ogonowe dla warto$ci zagrozonej (tail value at risk) w nastepnym przyktadzie.
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Przyktlad 4.3.2. [E09.10.2006] Inwestujemy na gietdzie kwote X,. Po 12 mie-
sigcach stan naszego rachunku maklerskiego wynosi X;. Oceniamy, Zze wynik

inwestycji X = ;& ma rozklad logarytmiczno-normalny ze $rednig 1 i odchyle-
0

niem standardowym a > 0. Znajdz wzér okreslajacy prawdopodobienistwo ogo-
nowe dla wartosci zagrozonej (tail value at risk) TVaR,(X) = E(X|X > x,),

gdzie x,, jest p-tym kwantylem rozktadu zmiennej losowej X, czyli liczba spet-
niajacg warunek P(X < xp) =p.

Rozwigzanie. Z wlasnosci rozktadu logarytmiczno-normalnego wynika, Ze

2
Var(X) = exp{2u+ 206°} — exp(2u+ 20°} = a?,

E(X) = exp{,u+f}: 1,

a stad mamy: u = —%ln(l +a?)ic® =1In(1+a?).

Obliczmy

TVaRp(X)Z: E(X|X>x,)=

o 1 _(nx—p 1 P o (t-0)?
X e 202 dx —e’tZ [ ez dt
_ fxp xo\2rx _ 2z va _
P(X > xp) 1_¢<lnx1;_—,u)

11— cp(Np —J/In(1 + a2))

= 7 .
gdzie N,, = lnx—p_ﬂ.

o

W procesach autoregresji rzedu m (m = 1, 2, ...) zaklada sie, Ze warto$¢
oczekiwana procesu w chwili n zalezy od (n - m) poprzednich wartosci, a za-
leznos¢ ta ma charakter liniowy. Zatem, cigg warto$ci oczekiwanych zmiennych
losowych tworzacych proces losowy jest ciggiem rekurencyjnym, dla ktérego
tatwo mozna wyznaczy¢ charakterystyki probabilistyczne [2]. Rozwazmy, na
przyktad, proces autoregresji rzedu II.

Twierdzenie 4.3.3. [12] Zalézmy, ze chwilowe stopy zwrotu z inwestycji
w kolejnych okresach podlegaja procesowi autoregresji rzedu 2 (AR(2)),
czyli tworza cigg zmiennych losowych (ri) okreslony w nastepujgcy sposéb:

=T+k(riy —7)+ k(i —7) +e,
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gdzie 7 jest dtugoterminowa $rednia stopa zwrotu, a k,i k, stalymi spetnia-
jacymi warunki:
k1+k2 < 1,k2 _kl < 1,_1 < k2 < 1.
Cigg zmiennych losowych (e;) jest ciggiem nieskorelowanych zmiennych
losowych, wyrazajacych losowe wahania, zwanym ,biatym szumem”. Kazda

ze zmiennych losowych e; ma rozktad normalny N(0, 62) z dodatnig warto-
$cig parametru o2 Wéweczas:

1-k, o?
1+ky, (1—ky)?—k¥
Cov(ry,Ty) = Var(n,) - [laﬁ"_k +(1- /1)05;”_"],

a(1-az)

Var(r;) =

gdzie A = a o i a2 sg odwrotno$ciami pierwiastkéw réwnania

(r1-a) (1t az)
charakterystycznego 1 - ki - x + k2 - x2 = 0.

Ograniczenia natoZone na state ki oraz k; wynikaja z tego, ze proces musi
by¢ stacjonarny. Jesli zatozymy dodatkowo, ze k2 = 0, to otrzymamy model au-
toregresji AR(1) z rekurencjg rzedu pierwszego postaci

N = le'i_l + (1 - kl)T_' + €;.

Gdy k1 = k2 = 0, to (i) jest ciggiem niezaleznych chwilowych stép zysku z inwe-
stycji podlegajacych rozktadowi normalnemu N(7, 62), natomiast gdy k1 =1/2 i k»
=0, to otrzymane réwnanie okresla model wyréwnania wyktadniczego szeregu
stochastycznego (czyli procesu stochastycznego z czasem dyskretnym).

Przyklad 4.3.3. Wiemy, Ze cigg chwilowych stép zwrotu kapitatu (r(t))ccn jest
procesem autoregresji I rzedu ze $rednia (dtugoterminowa efektywna stopa)
0,09 i wariancja 0,003 oraz kowariancja pomiedzy sasiednimi warto$ciami
réwng 0,002. W trzecim roku chwilowa stopa wyniosta 6,75%. Jakiej stopy
oczekujemy w roku nastepnym?

Rozwigzanie. Rozwazamy proces autoregresji [ rzedu postaci r; =7 +
+ki(ri_y —T)+e, stad E(r;)) =7+ ky(E(r;_1) — 7). Zauwazmy, ze k, =0,
a réwnanie charakterystyczne ma posta¢ 1 - k1 - x = 0, z pierwiastkiem x = 1/kj.
Stad a1 = k1 i a2 = 0 (réwnanie jest liniowe, brak drugiego pierwiastka). Dalej
otrzymujemy A = 1, Cov(ry_q, 1) = kq - Var(ry), stad ki = 2/3. Znajac wszyst-
kie parametry procesu, obliczamy prognoze na czwarty rok

E(r,) = 0,09 +§(0,0675 —0,09) = 0,075.
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Szczeg6blna grupa proceséw z czasem dyskretnym sa procesy Markowa.

Definicja 4.3.1. Ciag zmiennych losowych {X,: n > 0}, przyjmujacych warto-
$ci w pewnym zbiorze przeliczalnym A = {x;, x5, ... }, nazywamy tancuchem
Markowa, gdy dla dowolnego k i dowolnych y,, y,, ...,y € A takich, ze
P(X; =y, 0, X1 = Yi—1) > 0, zachodzi rownos¢

P( Xy =y | X1 = y1, s Xkm1 = Yi—1) = P(Xie = i | X1 = Yie-1)-

Zalezno$ci pomiedzy zmiennymi losowymi X,, i X,,;; w taicuchu Markowa
pokazuje macierz przejécia P,. Macierz ta ma elementy postaci P,(i,j) =
= P(Xn+1 = Xj|Xp = Xi). Jest macierza stochastyczng, czyli taka, dla ktérej
suma elementéw kazdego wiersza jest rowna 1. W zastosowaniach najczesciej
postugujemy sie jednorodnymi tanicuchami Markowa, czyli takimi, dla ktérych
macierze P, sg identyczne (i rowne macierzy Po).

Wielka zaletg jednorodnych tancuchéw Markowa jest mozliwo$¢ uzyskania
rozktadu zmiennej losowej X, przez pomnozenie wektora rozktadu zmiennej
losowej Xy przez n-ta potege macierzy Po. Czesto definiuje sie jednorodne tan-
cuchy Markowa, podajac jedynie zmienng losowg, od ktérej startuje proces oraz
macierz przejscia. Znajac prawdopodobienstwo a priori, mozna stwierdzic,
gdzie i z jakim prawdopodobienstwem zakonczy sie proces po n krokach.

Przyklad 4.3.4. [E08.01.2007] Sytuacje na gietdzie opisuje taricuch Markowa

z dwoma stanami: H (hossa - stan I) i B (bessa - stan II). Prawdopodobienstwa
h 1-h

1-b b ]

W chwili t = 0 kupujemy za kwote 100 PLN dwuletnig obligacje X uprawnia-
jaca do wyptaty z kuponu w chwili t = 2 jednorazowo kwote 215, jezeli na giet-
dzie w drugim okresie (t = 2) byta hossa, 100 za$, jesli byta bessa. Jaki powinien
by¢ poczatkowy rozktad prawdopodobienistwa tancucha, aby oczekiwana war-
to$¢ biezaca inwestycji wyniosta 0 dla h = 0,4 i b = 0,97 Stata intensywnos¢
oprocentowania wynosi 6 =0,1.

przejscia dla tego procesu zawiera macierz: P = [

Rozwigzanie. Oczekiwana wartos¢ biezgca inwestycji to warto$¢ oczekiwana
zmiennej losowej NPV o warto$ci 215 - e~%2 z prawdopodobienistwem p i war-
toéci 100 - e~%% z prawdopodobienistwem (1 — p). Symbol p oznacza prawdo-
podobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, Ze na gietdzie w drugim okresie
(t = 2) byta hossa. Z zaleznosci 215- e™%2 - p+100-e792 - (1 —p) =100
wyznaczamy p = 0,1925.
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Niech wektor [x,y] bedzie (nieznanym) poczatkowym rozktadem prawdo-
podobienstwa. Prawdopodobienstwa konicowe [p, 1—p] w tancuchu Markowa
sg iloczynami wektora [x, y] i macierzy Pdlah = 0,4ib = 0,9

04 0,6
b y]- [0,1 0,9

Rozwigzaniem zadania sg liczby x = 0,6951iy = 0,305.

=1[0,1925, 0,8075].
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Zadania do rozdziatu 4

1. Sformutowa¢ i udowodni¢ twierdzenie o rozktadzie iloczynu niezaleznych zmien-
nych losowych o rozktadach logarytmiczno-normalnych.

2. Wykazaé, ze jesli zmienne losowe X i Y sg niezalezne i majg rozktady logarytmiczno-
-normalne, to
a) E(X-Y) = E(X) - E(Y),
b) Me(X - Y) = Me(X) - Me(Y), gdzie Me oznacza mediane rozktadu,
c) Do(X-Y) =Do(X) - Do(Y), gdzie Do oznacza dominante (warto$¢ modalng) rozktadu,
d) Var(X-Y) > Var(X) - Var(Y),
e) Do(X-Y)<Me(X-Y)<E(X-Y).

3. Ciag stop procentowych brutto jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowych rozktadach logarytmiczno-normalnych LN(x = 0,06; o2 = 0,01). Zna-
lez¢ oczekiwang warto$¢ jednostki pienieznej i wariancje tej warto$ci po pieciu
okresach.

4. [E16.11.1996] Zmienna losowa X ma rozktad LN(z 1). Wiadomo, ze P(X < q) = 0,6
oraz P(X<r) = 0,4. Pokazac¢,ze E(X) = (q - r - e)V/2.

5. Kwote 10 tys. zt wptacono na kwartalng, przedtuzalng lokate. Jaki jest rozktad moz-
liwych wartosci tej lokaty po roku, jesli jej oprocentowanie brutto w kolejnych
kwartatach miatoby niezalezne rozktady LN(0,05; 0,0001), LN(0,06; 0,0009),
LN(0,07; 0,0009), LN(0,08; 0,0025)? Poda¢ prognoze warto$ci lokaty na koniec roku
i rocznej stopy zwrotu oszacowane wedtug mediany oraz najbardziej prawdopo-
dobng wartos¢ lokaty.

6. Udowodni¢ twierdzenie:
Jezeli w j-tym okresie stopa procentowa brutto ma rozktad LN(;, o5?) niezalezny od
pozostatych okreséw kapitalizacji, to
a) czynnik dyskonta w j-tym okresie ma rozktad LN(-z, 62),
b) kapitat konncowy po n okresach kapitalizacji ma rozktad

LN(In(Ko) + g+ pro+ ... + pin; 012+ 022+ ... + On?),

¢) poczatkowa warto$¢ kapitatu, ktéry po n okresach osiagnie warto$¢ K ma rozktad
LN(In(K) - pi1- g2 = ... = tin; 012+ 022+ ... + On?).

7. Zaktadamy, ze cigg chwilowych stép zwrotu (r:) w kolejnych okresach jest ciggiem

niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach normalnych N (1 - n—iz 1) dla
n =1, 2, .. Znalez¢ rozktad wartosci ztotéwki po trzech okresach.
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8.

10.

11.

12.

13.

Ciag (1 + Rt) stop procentowych brutto w latach t = 1, 2, ... jest ciggiem niezaleznych
zmiennych losowych o rozktadach jednostajnych J[1/2, 3/2], gdy t jest nieparzyste
iJ[3/4, 7/4], gdy t jest parzyste. Znalez¢ wartos¢ oczekiwang ztotowki po pieciu la-
tach i wariancje tej wartosci.

Wskazéwka. Jesli zmienna losowa X ma rozktad jednostajny J[a, b], to EX = (a + b)/2
oraz Var(X) = (b - a)?/12.

Ciag (1 + Rt) stop procentowych brutto w latach ¢t = 1, 2, ... jest ciaggiem niezaleznych
zmiennych losowych o rozktadach LN((t - 1) /¢, 62), gdzie ¢ = 0,04. Znalez¢ warto$¢
oczekiwang ztotowki po trzech latach i odchylenie standardowe tej wartosci.

Wskazéwka: Jesli zmienna losowa X ma rozktad LN(x o2), to E(X¥) = exp {k - u +
+0,5-k2- 0%},

Miesieczne stopy zwrotu brutto z pewnej inwestycji w kolejnych miesigcach tworza
cigg niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach LN(0,01 - (j + 1); 0,03) dla
J-tego miesigca roku. Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze zainwestowana ztotéwka po
roku przyniesie zysk mniejszy niz e (stata Eulera).

[E14.05.2007] Inwestor rOwnomiernie inwestuje na trzy lata swoje srodki o warto-
$ci 1 mln PLN w grupe N firm o podwyzszonym stopniu ryzyka. Prawdopodobien-
stwo podwojenia warto$ci kazdej z inwestycji w ciagu dowolnego roku wynosi 40%,
braku zmiany warto$ci jest réwne 40%, a bankructwa inwestycji 20%. Wyniki inwe-
stycji sg niezalezne w Kkolejnych latach i w tym samym roku dla réznych firm. Ile
musi wynosi¢ N, aby inwestor miat 99% pewno$ci osiggniecia po trzech latach 50%
zysku nominalnego od catos$ci wlozonego kapitalu poczatkowego? Uzyj faktu, ze
warto$c¢ dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego wynosi @(2,326) = 0,99.

Zatézmy, ze dtugoterminowa ($rednia efektywna) stopa zwrotu kapitatu w pewnym
roku wynosita 6%, a stopa krotkookresowa w obecnym okresie wynosi 9%. Zat6zmy
ponadto, Ze stopy zwrotu kapitatu (r(t)):c.y w kolejnych okresach podlegaja mode-
lowi autoregresyjnemu I rzedu. Poréwna¢ warto$ci oczekiwane stép zwrotu
w trzech pierwszych okresach, gdy k1 = 0,2 i k1 = 0,8. Jaka jest szybko$¢ zmian w obu
przypadkach? Do czego daza wartosci oczekiwane?

Udowodni¢, ze w modelu autoregresyjnym I rzedu ze wspoétczynnikiem autoregres;ji
ki1 =1 trend jest staly.

14. Wiedzac, ze ciag chwilowych stép zwrotu kapitatu (r(t)):.vjest procesem autoregre-
sji Il rzedu ze $rednig 0,08 oraz ze dane s3 ponizsze warto$ci:
Chwila Warto$¢ prawdziwa Wartos$¢ oszacowana
t=1 0,1 0,086
t=2 0,11 0,094
t=3 0,09 0,102
t=4 0,095 0,092

znalez¢ oszacowanie wartosci r(5).
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Odpowiedzi i wskazoéwki
1. Jesli zmienna losowa Z ma rozktad normalny N(u, 62), to e ma rozktad logarytmicz-
no-normalny LN(g o2). Zastosowa¢ odpowiednie twierdzenia o rozktadzie nor-

malnym.

2. Jezeli zmienna losowa Z ma rozktad LN(, ¢?), to E(Z) = exp {u + ¢?/2}, Me(Z) = exp {u},
Do(Z) = exp {u - 6%}, Var(Z) = exp {2 + &2} - [exp {?} - 1]. Skorzystac z zadania 1.

3. a(5) ma rozktad LN(5 - 0,06, 5 - 0,01). E[a(5)] = €325, Var[a(5)] = %65 - (€205 - 1).
4.Zauwazy¢, ze P(X<q)=0,6 =1-P(X<r).

5. K(4) ma rozktad LN( In(10) + 0,26; 0,0044), 12,96930 tys. zt, 0,29693%,
12,91236 tys. zt.

6. Patrz dowod twierdzenia 4.1.3.
7.LN(133/60; 3).
8. E(a(5)) =9/4, Var(a(5)) = 1,86.
9. E(a(3)) = 2,59, Var(a(3)) =0,0219, c ~ 0,148.
10. &(1/6) = 0,56, gdzie @jest dystrybuantg rozktadu normalnego standaryzowanego.

11. Niech dla kazdej inwestycji k (k = 1, 2, .., N) zmienna losowa Zx oznacza warto$¢
funkcji akumulacji kapitatu zainwestowanego w k-tg firme po trzech latach. Jej roz-
ktad jest nastepujacy:

wartos¢ a, (3) prawdopodobienstwo
8 0,064
4 0,192
2 0,192
1 0,064
0 0,488.

. . . 1,5 - 1,728 _
Stosujgc metode z podrozdziatu 4.1, otrzymujemy ﬁ\/_— 2,326, stad
N~ 521,8. Odpowiedz: 522 firmy.

12. Przy ki = 0,2 otrzymujemy kolejno: 6,6%; 6,12%; 6,024%. Przy k1 = 0,8 mamy 8,4%;
7,92%; 7,536%. W drugim przypadku wolniejsze tempo zbiegania do 6%.
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13. W modelu AR(I) mamy E(r;) = E(k.7i_q + (1 — k)7 + ¢;) = kE(ri_y) + (1 — k)T,
dla k=1 otrzymujemy E(r;) = E(r;_,) dla wszystkich i. Stagd wynika, ze warto$ci
oczekiwane zmiennych losowych w ciggu (r;) sg jednakowe, czyli trend (tendencja)
nie zmienia sie.

14.0,091.



5. Analiza portfelowa

5.1. Miary dochodu, ryzyka i zwigzku liniowego

Miarg dochodu z waloru (czyli instrumentu finansowego) jest oczekiwana sto-
pa zwrotu, czyli warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu bedacej zmienng losowa.
Jest to jedna z najwazniejszych charakterystyk liczbowych zmiennej losowe;j,
nalezgca do grupy momentéw zwyktych. Miarg ryzyka waloru moze by¢: wa-
riancja (drugi moment centralny) zmiennej losowej, odchylenie standardo-
we, semiwariancja, semiodchylenie, odchylenie przecietne lub jeszcze inna
statystyczna miara zmienno$ci. Wiekszo$¢ teorii portfela opiera sie na warto-
$ci oczekiwanej (zwanej tez warto$cig Srednig) i odchyleniu standardowym
(zwanym ryzykiem) ze wzgledu na proste zwigzki miedzy tymi wielko$ciami
dla pojedynczego waloru i catego portfela. Jako ocene zaleznosci liniowej mie-
dzy stopami zwrotu dwo6ch waloréw przyjmuje sie wspotczynnik korelacji
liniowej z proby zwany momentem iloczynowym lub wspétczynnikiem korela-
cji Pearsona. Wzory definiujgce te statystyki z préby oraz ich wtasnosci czytel-
nik znajdzie w literaturze statystycznej, na przyktad w [13].

Przyklad 5.1.1. Warto$¢ oczekiwang waloru mozna oszacowa¢ metoda eksper-
tow, pytajac, jaka ich zdaniem bedzie stopa zwrotu w nastepnym okresie. Przy-
ktadowo, dwoch ekspertdw przewidywato duzy wzrost gospodarki, a w wyniku
tego 20-procentowa stope zwrotu, trzech ekspertow, cechujgcych sie mniej-
szym optymizmem, wskazywato na powolny wzrost PKB i 10-procentowy zysk
z instrumentu, trzech wieszczyto stagnacje i tylko 2-procentowy zysk, a dwéch
ostatnich straszyto recesjg i wskazywato na 5-procentowa strate. Przyjmuje sie,
ze prawdopodobienistwa poszczegdlnych stanow rynku sg réwne frakcji czesto-
$ci wzglednej wybranej odpowiedzi ekspertow.

Stan rynku Stopa zwrotu Prawdopodobienstwo
[%] tego stanu
Duzy wzrost 20 0.2
Powolny wzrost 10 03
Stagnacja 2 0.3
Recesja -5 0.2
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Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej R oznaczajacej prognoze stopy
zwrotu w nastepnym okresie jest réwna E(R)=20-0,2 + 10-0,3 + 2-0,3 +
+(-5)-0,2 =6,6%, czyli 0,066 w notacji dziesietne;.

Mozna postapic¢ inaczej; jesli w poprzednim okresie stopa zysku byta réwna
3% i przypuszczamy, Ze w nastepnym znajdzie sie w granicach od 2,5 do 4%
oraz nie mamy innej dodatkowej informacji, to zaktadamy, ze bedzie miata roz-
ktad jednostajny na przedziale [2,5; 4]. W tym rozktadzie warto$¢ oczekiwana
wyniesie 3,25, bo to Srodek no$nika rozktadu, czyli nasza prognoza wskaze
3,25%. Sposéb ten wymaga czynienia zatozen o konkretnym rozktadzie i jego
parametrach, ale potrafimy wowczas poda¢ oszacowanie wartos$ci oczekiwanej
i wariancji stopy zwrotu. Stosujemy wéwczas nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.1.1. Jesli jakas charakterystyka instrumentu finansowego
jest zmienng losowg o rozktadzie jednostajnym na przedziale [a, b], o gesto-
sci f(x) = ﬁ dla a <x < b, to warto$¢ oczekiwana tej charakterystyki wy-
(b—a)?

12

. . atb . . . .
niesie —=, a wariancja bedzie rowna

Rozmaite metody statystyki matematycznej pozwalajg na estymacje, tj.
oszacowanie warto$ci nieznanych parametréw rozktadu (estymacja parame-
tryczna) badz weryfikacje zatozen o przyjetym rozktadzie (estymacja niepara-
metryczna, testy zgodnosci). W najprostszym przypadku, jezeli rozktad praw-
dopodobienstwa ma skonczong warto$¢ oczekiwang, a dysponujemy préobg
n-elementows, czyli wynikami z n poprzednich okreséw, to $srednia arytme-
tyczna tych wynikéw jest estymatorem (nieobcigzonym, zgodnym) wartos$ci
oczekiwanej w tym rozktadzie. Taka ocena, na podstawie danych historycznych,
jest dobrym miernikiem w przypadku stabilno$ci rynku, bo sposéb ten zaktada
niezmienno$¢ rozktadu w tych n okresach. W warunkach duzej niepewnosci
lepiej jest stosowaé¢ mediane, czyli warto$¢ potozona na Srodku ciggu danych,
uporzadkowanego w kolejnosci niemalejgcej. W modelach z rozktadem loga-
rytmiczno-normalnym warto$¢ oczekiwana jest wieksza od mediany, moze
wiec wskazywacé zbyt optymistyczne prognozy.

Jesli oczekiwane stopy zwrotu sa takie same, inwestorzy wybiorg walor
charakteryzujacy sie mniejsza wariancjg, gdyz to oznacza wieksza pewnos$¢
osiggniecia oczekiwanego zysku. Wsréd miar ryzyka wariancja jest wazona
prawdopodobienistwami sumg kwadratéw odchylenn wartosci stép zwrotu od
wartosci oczekiwanej wynoszacej 6,6% w powyzszym przykladzie. Warto$¢ se-
miwariangji jest wazong sumg kwadratéw wyrazen postaci d; = min {(R;- 6,6),0}.
Odchylenie przecietne jest wazong suma wartosci bezwzglednych odchylen
wartosci stop zwrotu od wartos$ci oczekiwanej. W tabeli 5.1.1 zamieszczono
wzory i wyniki obliczen dla podanego przyktadu.
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Tabela 5.1.1. Obliczenia do przyktadu 5.1.1

Stopa
(Ri-6,6)2 di di2 |Ri- 6,6]
Stan rynku zwrgtu, Ri [%2] [%] [9%2] [%] Di
[%]
Duzy wzrost 20 179,56 0 0 13,4 0,2
Maty wzrost 10 11,56 0 0 3,4 0,3
Stagnacja 2 21,16 -4,6 21,16 4,6 0,3
Recesja -5 134,56 -11,6 134,56 11,6 0,2
wariancja semiwa- | odch. prze-
>pi(Ri- riancja cietne
-6,6)2= Ypidic= |Zpi|lRi- 6,6]=
=72,64 =33,26 =4,72

Wada wariangji jest to, ze wyraza sie ja w jednostkach kwadratowych, ina-
czej niz warto$¢ oczekiwang. Dlatego najczeSciej stosowang miarg ryzyka jest
pierwiastek kwadratowy z wariancji, czyli odchylenie standardowe, wyno-
szace w przyktadzie w przybliZzeniu 8,5229. Unikamy wtedy rozbieznosci jed-
nostek. Odchylenia warto$ci stop od wartosci oczekiwanej majg zaréwno war-
to$¢ dodatnia, jak i ujemna, w sumie znoszac sie wzajemnie, dlatego do oceny
zmiennoSci albo bierzemy ich kwadraty (obliczajac wariancje), albo wartosci
bezwzgledne (wyznaczajac odchylenie przecietne). Semiwariancja uwzglednia
jedynie odchylenia ponizej $redniej, poniewaz wyzsze od przecietnych stopy
zwrotu sg dla inwestora jak najbardziej pozadane. Pierwiastek kwadratowy
z semiwariancji zwany jest semiodchyleniem stopy zwrotu i w podanym
przyktadzie wynosi okoto 5,7671.

Jesli zdecydujemy sie narzuci¢ konkretny rozktad, to statystyczne metody
estymacji pozwolg oszacowac jego parametry, korzystajac z danych historycz-
nych. Przyktadowo zakladamy, za Bachelierem, ze stopy zwrotu podlegaja
rozktadowi normalnemu. Wtedy estymatorem (nieobcigzonym o minimalnej
wariancji, zgodnym, najwiekszej wiarogodnosci, najmniejszych kwadratéw)
wartosci oczekiwanej jest Srednia arytmetyczna danych historycznych. W przy-
padku wariancji mozemy wybra¢ pomiedzy estymatorem nieobcigzonym,
otrzymanym z metody najmniejszych kwadratéw, zwanym wariancjg z proby
a asymptotycznie nieobcigzonym i zgodnym estymatorem najwiekszej wiary-
godnosci, zwanym wariancjg z populacji. Warto$¢ pierwszego z nich obliczamy
jako wariancje ze wszystkimi wagami p; réwnymi (n - 1), a drugiego na pod-
stawie wszystkich wag p; réwnych n. Dla mniejszej liczby danych lepszym roz-
wigzaniem jest pierwszy estymator.

Oszacowanie wspotczynnika korelacji liniowej pomiedzy dwiema stopami
zwrotu R, oraz R, z dwdch walordw I i Il otrzymujemy na podstawie wzoru

_ Y, Pi(R1,i - ERl)(RZ,i - ERz) _ S12
1‘2_ 51'52 _Sl'SZ‘
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gdzie s; jest odchyleniem standardowym stopy zwrotu j-tego waloru (j = 1, 2),
a wyrazenie w liczniku

N
51'2 = Z pi(Rl,i - ERl)(RZ,i - ERZ)

=1

zwane jest kowariancja z préby. Podobnie jak dla wariancji, obliczajgc war-
tos¢ wyrazenia na podstawie danych historycznych, przyjmujemy w oblicze-
niach, ze wszystkie wagi p; sa réwne (n - 1) (lub dla duzej liczby danych: n).
Jezeli stopy zwrotu waloréw zmieniajg sie niezaleznie od siebie (zmienne loso-
we je reprezentujace s3 niezalezne), to wspo6tczynnik korelacji ma wartos¢
rowna zeru, a jego oszacowanie nie powinno istotnie rézni¢ sie od zera. Za
ewentualng réznice odpowiadajg btedy losowe, na ktére nie mamy wplywu.
Dodatnia warto$¢ wspotczynnika korelacji z préby moze swiadczy¢ o tym, ze
obie stopy zwrotu zmieniaja sie w podobny sposéb. Ujemne warto$ci sugeruja,
ze wzrostowi jednej stopy zwrotu towarzyszy spadek drugiej, i odwrotnie.

5.2. Srednia i wariancja portfela

Definicja 2.1.2 podaje sposob okres$lania stopy zwrotu z portfela. W $wietle
poprzedniego rozdziatu mozemy sformutowaé definicje oczekiwanej stopy
zwrotu z portfela i ryzyka (odchylenia standardowego) portfela.

Definicja 5.2.1. Oczekiwana stopa zwrotu z portfela P sktadajacego sie z N
waloréw o udziatach zapisanych za pomocg wektora kolumnowego ® = [,
.., wy]T, 0 elementach @; takich, ze @n + ... + wn =1, jest Srednig wazong ocze-
kiwanych stép zwrotu z poszczegdlnych waloréw, czyli

N
E(Rp) = Z w; " E(R;).
i=0

Portfel, o ktéorym mowa w definicji 5.2.1, zwany jest portfelem dopusz-
czalnym. Zauwazmy, Ze moze on mie¢ ujemne udziaty (nie wszystkie jednoczes-
nie!). Ujemna warto$¢ udziatu @ interpretujemy jako krétka sprzedaz, czyli
sprzedajemy i-ty w ilo$ci -aj;, ktérego w chwili obecnej nie mamy, ale zaraz
odkupimy go po, jak sie spodziewamy, nizszej cenie. Niektére modele nie po-
zwalaja na krotka sprzedaz, ktora nie na wszystkich rynkach jest dozwolona.
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Definicja 5.2.2. Odchyleniem standardowym albo ryzykiem portfela
dopuszczalnego P sktadajacego sie z N waloréw o udziatach zapisanych za
pomoca wektora kolumnowego ® = [wi, .., on]T nazywamy wyrazenie
sp = VoT'E o, gdzie macierz X jest macierzg kowariancji kolumnowego wek-
tora losowego R = [Ry, .., Rv]T. Wyrazenie s3 = o’ £ ® nazywamy wariancja
portfela P.

Macierz kowariancji ¥ jest symetryczng, nieujemnie okreslong macierza
wymiaru N x N, zawierajacg informacje o zalezno$ciach miedzy stopami zwrotu.
Elementami gléwnej przekatnej tej macierzy sa oszacowania wariancji stop
zwrotu kolejnych waloréw w portfelu. Pozadiagonalne elementy na miejscu
(i, /) sa oszacowaniami kowariancji miedzy i-ta i j-ta stopg zwrotudlai,j=1, .., N.
Sposo6b obliczania kowariancji z préby podano w poprzednim rozdziale w cze-
$ci o wspétczynniku korelacji liniowe;.

Zauwazmy, ze oczekiwana stopa zwrotu z portfela jest rownoczesnie ilo-
czynem skalarnym wektoréw R = [Ry, ..., Ry]T oraz ® = [y, ..., on]T (w dowolnej
kolejnosci ze wzgledu na przemienno$¢ iloczynu skalarnego). Pierwszy z nich
powinien by¢ zapisany wierszowo, a drugi kolumnowo, aby wyznaczy¢ iloczyn
E(R?) = ®"R = R"®. Podobnie mozna zapisa¢ portfel dopuszczalny jako port-
fel, dla ktérego ®” 1 = 17® = 1. Dodajmy, ze 1 oznacza N-elementowy wektor,
ktérego elementami sa wylacznie jedynki. Wyrazenie "2 zas$, bedace warian-
cja portfela, mozna zapisa¢ za pomoca formy kwadratowej

o' To=sp =YL 0 st + 2R N o @SS py
Pierwszy sktadnik jest wazong suma wariancji sktadnikéw portfela, a drugi
podwojong wazong sumg kowariancji pomiedzy tymi sktadnikami.

Zbioér D portfeli dopuszczalnych, czyli mozliwych do utworzenia z N walo-
réw, ktérych wartosci oczekiwane opisuje wektor R, a wariancje i kowariancje
macierz Z, mozna zapisa¢ nastepujaco:

D = {0e[0,1]N: @"1 = 1,E(R?) = @' R, sp = Vo'Z o} (bez krétkiej sprzedazy)
lub Dyp = {0eRN: 0’1 = 1,E(RP) = @R, sp = Vo'T o} (z krétka sprzedaza).

Zbiér ten przedstawia sie graficznie na ptaszczyzZnie rozpietej przez os ry-
zyka i 0§ warto$ci oczekiwane;j (sP,E(RP)) w postaci krzywej zaleznej od pa-
rametru wektorowego @. W niektérych modelach rozwazamy ptaszczyzne roz-
pieta przez wariancje i warto$¢ oczekiwang (s,%,E(RP)). W tym przypadku
odcieta jest podniesiona do kwadratu w poréwnaniu z poprzednim sposobem
opisu graficznego. Poniewaz ryzyko i wariancja nie moga przyjmowac wartosci
ujemnych, wiec wspomniane zbiory bedg sie znajdowa¢ w poéiptaszczyznie
zawierajgcej nieujemne warto$ci odcietej.
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Przyklad 5.2.1. [E17.06.2013] Rozwazamy aktywa A i B o identycznej cenie.
Inwestor rozpatruje nastepujace scenariusze w zakresie zwrotu z inwestycji
w aktywa Ai B:

Scenariusz Prawdopodobiefistwo Zwrot z[;ol;tywa A Zwrot z[;oljtywa B
I 0,3 20 5
11 0,2 5 10
111 0,5 ~10 20

Inwestor inwestuje p% posiadanych $rodkéw w aktywo A, a pozostale
$rodki w aktywo B, wyznaczajac p € [0, 100] w taki sposdb, aby wariancja stopy
zwrotu dla tak skonstruowanego portfela byta minimalna. Wyznaczy¢ oczeki-
wang stope zwrotu przy tak skonstruowanym portfelu.

Rozwigzanie. Postuzymy sie wzorami z rozdziatu 5.1. Warto$¢ oczekiwana
portfela ztoZonego wylacznie z aktywéw A bedzie wynosita E(R4) = 20-0,3 +
+5-:0,2-10-0,5 = 2%, a ztozony tylko z aktywoéw B portfel bedzie mial oczeki-
wang stope zwrotu E(Rg) =5-0,3 + 10-0,2 + 20- 0,5 = 13,5%. Wariancja zmien-
nej losowej oznaczajacej stope zwrotu z inwestycji w portfel aktywéw A bedzie
réwna wyrazeniu

>pi(Ri-2)2=0,3-(20-2)2+0,2 - (5-2)2+ 0,5 - (-10 - 2)2= 171(%)>2.

Analogiczna wielko$¢ dla portfela ztoZonego z aktywdédw B wyniesie
¥pi(Ri -13,5)2=0,3-(5-13,5)2+0,2-(10-13,5)2+ 0,5 (20-13,5)2=45,25(%)>2

Kowariancja pomiedzy warto$ciami stop zwrotu z aktywéw moze by¢ obli-
czona na podstawie nastepujacej formuty:

sap = 2121 Pi(Ra; — ERy)(Rp; — ER;)=03-(20-2) - (5-13,5) +
+0,2-(5-2)-(10-13,5)+0,5- (-10 - 2) - (20 - 13,5) = -87(%)2.

Rozwazmy zbiér D portfeli dopuszczalnych zawierajgcych w swym sktadzie
p-100% aktywoéw Ai (1 -p)-100% aktywow Bdlap € [0; 1]

D={0ec[0,1]20'1=1ER) =R, sp =Vo'Zo }.

Oczekiwane wartoéci tych portfeli bedg réwne E(R) =p-E(Ry) +
+ (1 -p) - E(Rg), bo @ €[p, 1 -p]7, a macierz kowariancji waloréw wchodzg-
cych w sktad portfela mieszanego dla danych z przyktadu 5.2.1 ma posta¢

171 -87

2= g 45,25/
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Wariancje portfeli ze zbioru D wynoszg
sg=p* 171+ (1 —p)?- 4525+ 2-(-87) -p- (1-p).
Funkcja ta jest trojmianem kwadratowym zmiennej p majagcym minimum
w punkcie
45,25 + 87
171 + 45,25-2 - (-87)

~0,33809.

Wartos$¢ oczekiwana portfela, w ktorym 33,89% stanowig aktywa A, a resz-
te aktywa B, jest rowna E(R) = 0,3389-2 + (1 - 0,3389) +13,5~9,6%, a wa-
riancja wynosi 0,4324 i jest najmniejsza dla rozpatrywanego zbioru portfeli
dopuszczalnych D. Wspotczynnik korelacji aktywow A i B jest rowny p,. =

-87

= = 0,99.

°ce@®°

Na rycinie 5.2.1 na ptaszczyZnie ryzyko-stopa zwrotu przedstawiono zbior
portfeli dopuszczalnych D, ktéry jest fragmentem krzywej przypominajacej tuk
paraboli i przechodzacej przez punkty A i B, narysowanej linig ciggta. Punkty
A i B odpowiadajg portfelom ztozonym tylko z jednego rodzaju aktywow.

E (R)

MV

>SP

Ryec. 5.2.1. Zbior portfeli dopuszczalnych skonstruowanych z dwéch waloréw

Punkt MV reprezentuje portfel o minimalnej wariancji (lub rownowaznie:
o minimalnym ryzyku) spo$rod portfeli ztozonych wytgcznie z waloréw A i B.
Linig przerywang zaznaczono punkty odpowiadajace portfelom z krétka sprze-
daza jednego z rozpatrywanych waloréow. Zbiér Dygp = {oaeiRN: o’l=
= 1,E(R?) = @R, sp = Vo Zo} jest zbiorem punktéw (x, y) nalezacych do
wykresu krzywej narysowanej linig ciggla i kreskowana. Krzywa (dla danych

79



z przyktadu 5.2.1) okreslona jest zalezno$ciami

x=+/p2-171+ (1-p)2 - 4525+ 2 (-87)p(1-p)

y=2p+135-(1-p),

gdzie p € R.

Zastanowmy sie teraz, jak wygladatyby zbiory D i Dgp, gdyby wspotczynnik
korelacji przyjat inng warto$¢ niz -0,99 (jak w przypadku danych z przykt.
5.2.1). Rozwazmy przypadki graniczne p = 1i p = - 1, zaktadajac, Ze pozostate
charakterystyki aktywédw A i B nie ulegly zmianie. W tym pierwszym przypad-
ku portfel o udziatach zapisanych za pomoca wektora ® [p, 1- p]’ ma wartos$¢
oczekiwang rowng

E(R)=2-p+135-(1-p)
i wariancje
sp=p?+ 171+ (1-p)? - 45,25+ 2,/171- 45,25 - p(1-p) =
= (VI7L - p+ 3525 - (1-p))
Stad jego ryzyko jest rowne
sp=|[VI71:p +/4525 - (1-p)| ~ 16,3499 - p + 6,7268|.

Dla p € R wzory x = 6,3499 - p + 6,7268 iy = 2-p + 13,5 (1-p), okreslajace
wspétrzedne punktéw zbioru Dgp, sa réwnaniami parametrycznymi prostej AB
na ptaszczyznie. Zbiér D punktéw (x, y) plaszczyzny ryzyko-stopa zwrotu jest
odcinkiem o korficach w punktach A i B.

Gdyby wspétczynnik Korelacji miedzy walorami A i B wyniést p=-1, to
warto$¢ oczekiwana portfela bytaby rowna E(R) = 2-p + 13,5 - (1— p), aryzyko
wyniostoby sp = |m -p -/45,25 - (1- p)| ~|19,8035 - p - 6,7268|. Zbiér Dyp
bytby wéwczas wykresem funkcji warto$¢é bezwzgledna po obrocie o kat -90°,
z wierzchotkiem w punkcie C (ryc. 5.2.2). Punkt C odpowiada portfelowi o ze-
rowym ryzyku. Taki portfel mozna utworzy¢ z waloréw A i B tylko w przypad-
ku, gdy p=-1. Na odcinku CE leza punkty obrazujace portfele o minimalne;j
wariancji dla réznych warto$ci wspotczynnika korelacji p. Wszystkie majg jed-
nakowy sktad o = [0,3389; 0,6611 ]7, jednakowa warto$¢ oczekiwang réwna
E(R) ~9,6%, ale réznig sie ryzykiem, bo odpowiadaja innym warto$ciom
wspoétczynnika korelacji. Wszystkie pozostate przypadki dla p € (- 1,1) znajda
sie wewnatrz obszaréw ograniczonych wariantami p=1ip=-1.
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Ryec. 5.2.2. Zbiér portfeli dopuszczalnych skonstruowanych z dwéch waloréw, gdy p=1ip=-1

Kolorem szarym zaznaczono portfele z krétka sprzedaza.

Reasumujgc, zbiér D portfeli dopuszczalnych bez krotkiej sprzedazy, ztozo-
ny z dwéch waloréw ryzykownych, dla wszystkich mozliwych warto$ci wspot-
czynnika korelacji, jest domknietym tréjkatem ABC. Analogiczny zbiér Dgp
uwzgledniajgcy mozliwos¢ krotkiej sprzedazy jest sumg domknietego tréjkata
ABC i dwoch nieograniczonych obszaréw z brzegiem utworzonych przez prze-
dtuzenia bokéw tego trdéjkata w wierzchotkach A i B. Dla ustalonej wartosci
wspotczynnika korelacji p wszystkie mozliwe portfele lezg na krzywej syme-
trycznej wzgledem prostej CE, przypominajacej ksztattem parabole, narysowa-
nej linig przerywang na rycinie 5.2.2. Im mniejsza jest warto$¢ p, tym punkt
odpowiadajacy portfelowi o minimalnej wariancji znajduje sie blizej punktu C,
im wieksza - tym punkt przybliza sie do punktu E. Réwnocze$nie zmienia sie
zakrzywienie linii, ale caty czas miesci sie ona w zbiorze D (lub Dgp).

Przyklad 5.2.2. [E02.06.2001] Inwestor ma 400 akcji spétki X. Wariancja stopy
zwrotu z akcji spotki X wynosi 1. Inwestor rozwaza zakup akcji spétki Y, dla
ktérej wariancja stopy zwrotu wynosi 2,25. Kowariancja pomiedzy stopami
zwrotu z obu akcji wynosi 0,53. Inwestor mierzy ryzyko inwestycji odchyle-
niem standardowym stopy zwrotu ze swojego portfela. Jak zmieni sie ryzyko
inwestycji, jesli inwestor sprzeda 100 akcji spotki X i kupi 100 akcji sp6tki Y?

Rozwigzanie. Portfel zawierajacy 400 akcji sp6tki X ma wariancje 1600 razy
wiekszg niz wariancja jednej akgji, czyli 1600 jednostek kwadratowych. Po zmia-
nie sktadu portfela jego wariancja wyniesie s3 = 3002 - 1 + 1002 - 2,25 + 2+ 300 -
-100- 0,53 = 144 300 jednostek kwadratowych. Ryzyka mierzone odchyleniami
standardowymi beda réwne odpowiednio 400 i 380, czyli zmiana sktadu port-
fela spowoduje spadek ryzyka o 20 jednostek, tj. 4% warto$ci poczatkowe;j.
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5.3. Portfele optymalne

W poprzednim rozdziale badaliSmy ksztatt zbioru portfeli dopuszczalnych zto-
zonych z dwéch waloréw ryzykownych na ptaszczyznie ryzyko-stopa zwrotu.
Otrzymane wnioski zastosujemy do rozwazenia ogolniejszego przypadku. Za-
16zmy, Ze na rynku dostepne sg trzy walory ryzykowne: A, B i C, réznigce sie
warto$ciami oczekiwanych stép zwrotu i wariancjami. Macierz kowariancji
pomiedzy tymi walorami ma posta¢

2
S1 S12 S13

_ 2
X=|s1 S3 Syl

S31 S3z S%
gdzie s? >0 dla i = 1,2,3 oraz Sij = Si"Sj Py dla wszystkich i = 1,2,3 oraz
j =1,2,3 takich, ze i #j. Macierz kowariancji pomiedzy zmiennymi losowymi
jest macierza symetryczng i dodatnio okre$long, stad -1 < Py < 1 (dla wszyst-
kichi =1,2,3 orazj = 1,2, 3 takich, ze i #j) oraz

1+ 2'012'023'013_10f2 —p§3—pf3 > 0.

E (R)

>sp

Ryc. 5.3.1. Zbidr portfeli dopuszczalnych bez krétkiej sprzedazy (zbiér D) i z krotka sprzedaza
(zbiory: D, D1, D2, D3)

Rozwazamy zbiér D portfeli dopuszczalnych bez kroétkiej sprzedazy, zto-
zonych z waloréw A, B i C (nie wszystkie muszg wej$¢ w jego sktad). Jest on
ograniczony tukami krzywych sktadajacych sie z punktéw odpowiadajacych
portfelom zawierajacym tylko 2 walory, a takie krzywe konstruowali$my
w poprzednim podrozdziale. Brzegi zbioru D majg ksztatt tukéw (ryc. 5.3.1).

W przypadku, gdy waloréw na rynku jest wiecej niz 3, rzut zbioru D na
ptaszczyzne ryzyko-stopa zwrotu wyglada analogicznie. Zbiér Dgp jest sumag
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zbioru D oraz nieograniczonych obszaréw D1, D;, D3 pomiedzy przediuzeniami
tukéw tworzacych brzegi obszaru D.

Inwestorzy s3g niechetni ryzyku i preferuja wyzsze stopy zwrotu. Portfele,
ktérych poszukuja, tworza zbiér efektywny, zwany tez granicg efektywng port-
feli dopuszczalnych.

Definicja 5.3.1. Portfelem efektywnym nazywamy taki portfel, dla ktérego
nie istnieje inny portfel o tej samej stopie zwrotu i mniejszym ryzyku oraz
nie istnieje portfel o tym samym ryzyku i wiekszej stopie zwrotu.

Zbiér D na plaszczyznie ryzyko-stopa zwrotu jest zbiorem domknietym
i ograniczonym (zwartym), a jego granica efektywna bedzie jego brzegiem po-
toZonym najbardziej na lewo i najbardziej u géry. Na rycinie 5.3.1 jest to tuk
krzywej od punktu MV do A. Zbiér Dgp natomiast jest nieograniczony, wiec nie
moze by¢ zwarty. Granica efektywnag zbioru Dgp jest krzywa wychodzaca
z punktu MV poprzez A az do nieskonczono$ci wzdtuz paraboli AB.

Portfele efektywne sg rozwigzaniami zagadnienia

max o'R Jnax o'R
0D o Mub (e § O
minw X o min ® X ®
®eD (DEDKP

Numeryczne znalezienie rozwigzania zagadnien (*)i (**) wymaga zasto-
sowania metody programowania kwadratowego z warunkami Kuhna-Tuckera.
Szczegbtowe wyjasnienia oraz przeglad literatury znajduja sie w [4].

PowyzZsze zagadnienia mozna uproéci¢ do postaci (+*+*), zaktadajac, ze po-
szukujemy portfela o minimalnym ryzyku, bez wzgledu na spodziewang wyso-
ko$¢ stopy zwrotu z niego.

mine’s ®
(%) ©

przy warunku @1 = 1

Rozwigzanie problemu (#*x) otrzymujemy po zastosowaniu metody mnoz-
nikéw Lagrange’a stuzacej do znalezienia ekstremum warunkowego. W tym
celu tworzymy nowg funkcje

o) =0"20 + (1 —0T1)

i poszukujemy jej minimum. Warunkiem koniecznym na to, by funkcja h miata
ekstremum w pewnym punkcie, jest zerowanie sie jej pochodnej (zapisanej
w postaci wektora) w tym punkcie. Zatem

dh(m, L)

=2Xo-A-1=0,
oo
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a stad mamy o = %2"1 -1. Z warunku 1 = ©"1 wynika, ze A =2-17.371. 1,
Zatem rozwigzanie ma postac
11
O=—""—
17-27" .1

Poniewaz funkcja @’ Zm jest wypukta, wiec w otrzymanym punkcie osigga swo-
je minimum.

Przyklad 5.3.1. Na pewnym rynku mozna kupi¢ tylko dwa rodzaje walorow:
A oraz B, o stopach zwrotu 20% i 8%, ryzykach 7% i 5%, dla ktérych wspét-
czynnik korelacji wynosi p = -0,4. Jaki sktad miatby portfel o minimalnym ry-
zyku?

Rozwigzanie. Macierz kowariancji dla waloréw A i B ma forme

_ 149 -14
z= [— 14 25 ]‘
ajej odwrotno$¢ jest rowna

Z—lzi_[ZS 14
Iz l14 491

Zatem sktad portfela o minimalnym ryzyku bedzie nastepujacy:

1 [39 5 0,38].

©=702 l63l T lo62

Inny problem postawitl Harry Markowitz w artykule Portfolio selection
w 1952 roku, opublikowanym w ,Journal of Finance” [14]. Wsréd portfeli osia-
gajacych oczekiwany zysk m, zawierajacych walory bez ryzyka o stopie zwrotu
Rp, poszukujemy portfela o minimalnym ryzyku, rozwiazujac zagadnienie

min @’ ®
(k) ) .
przy warunkach ®’1 = 1 oraz " - ER =m

ER jest wektorem wartosSci oczekiwanych waloréw w portfelu (z ostatnim
elementem réwnym Rf). Macierz Z, w tym przypadku, ma elementy rowne zeru
w ostatnim wierszu i kolumnie, bo niezmienny walor bez ryzyka nie moze by¢
skorelowany z pozostalymi walorami zmieniajagcymi swoja cene.

Jak podajg Wolfgang Hardle i Leopold Simar w [5], metoda mnoznikéw La-
grange’a pozwala na wyznaczenie rozwigzania zagadnienia (xxxx) poprzez
minimalizacje funkc;ji

h(o, A, %) =02 ® + A (m- @ - ER) + 1,(1-0"1)
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wzgledem wektora ®. Podobnie jak poprzednio, przyréwnamy pochodna funk-
cji h do zera

Oh(®, Ay, \p)
om

i szukamy rozwigzania tego réwnania. Mnozymy wyrazenie lewostronnie przez
®’, otrzymujac

=2%@-% - (ER) -2y 1=0

2072w -2y - 0T (ER)- 1y ®"1 = 0.

Uwzgledniajagc warunki o’ - ER = miw®’1 = 1, dostajemy
2072 @ -2y -m=A, -1 =0.
Stad mamy
A =20"Z@-L;-m
i podstawiamy wynik do warunku koniecznego
22o-A - (ER)-ad'Zw-2;-m)-1=0.

Wyznaczamy wektor ER

1 2
ER=7L—[220)—2(9T200 1+ A -m -1] =m-1+k—[2m—wT2® - 1].
1 1

Zapiszmy wektory o i ER, wydzielajac ostatnie elementy osobno w nastepujacy
sposdb:
— [@o _ [ERo
o= 2] em= 7]

Podobnie zapiszmy macierz X za pomoca nieosobliwej, symetrycznej i dodatnio
okreslonej macierzy M wymiaru o 1 mniejszego niz

_M O
2=[y ol
WyraZzmy inaczej wyrazenie z ER w postaci uktadu, w ktérym pierwsze

réwnanie bedzie rownaniem wektorowym, a ostatnie jednowymiarowym

2
(ERO =m-1+—[M: @y-oMa, 1]

M
2
{k Re =m -+~ [0~ (ERo) M(ER,)]

Z ostatniego rownania mamy

_ 2(ER))"M(ER,) _ 2(ER)"S(ER)

A
1 m—RF m_RF
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Stad

S 0-0'lo-1
(ER)TZ(ER)

M . O)O—Q)OTM(DO "

1
(ERy)TM(ER,) [m-R;,ER=m-1+

[m-Rg].

Ostatni zapis jest jedng z postaci modelu CAPM, ktéry bedzie przedstawiony
w nastepnym podrozdziale.

Mozna tez pokaza¢l, ze A, = —Ry - A, + ¢ i bez straty og6lnosci zatozy¢, ze
c=0.

Powrdémy do réwnania 2X @ -, - (ER)- %, - 1 = 0. Uwzgledniajac dotych-
czasowe wyniki, otrzymujemy uktad réwnan

{ZM(DO + 7\’1[RF1 - ERo] =0
RF7\d1 - RF}\’l =0 )

Stad poszukiwany wektor udziatéw waloréw ryzykownych w portfelu ma sktad

(ER,)"M(ER,)
m — Rp

M

> M~1(ER, — Rz1) =

0y = M~1(ER, — R;1).

Teraz uwzglednimy udziat waloru bez ryzyka we wzorach. W tym celu wr6¢my
do zaleznos$ci @’ - ER = m. Zapiszmy ja w innej postaci, tj.

ER
o wl-[pe|=m
F

lub réwnowaznie
ol (ERy) + u-Rp = m.

Uwzgledniajac wzér na o, i fakt, ze M~! jest macierza symetryczna, otrzymu-
jemy

ER,)"TM(ER
%;;0) (ERy — ReD"M~Y(ERy) +u- R = m,
stad
ER,)TM(ER
m—u-Rp = M(ERO —R:1)TMY(ER,)

m_RF

A
= 71 (ER, — Rs1)TM~1(ER,).

Mnoznik A, mozna zapisa¢ za pomoca innej zaleznosci jako

B 2(m —u-Rg)
~ (ER))TM(ER,) — Ry - 1"M~1(ER,)’

M
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Uwzgledniajgc ten wynik w réwnaniu 2Mw, + A [Rr1 — ERy] = 0, mamy

2(m —u-Rg)

M
@0 T ER,)TM(ER,) — Ry - 1"TM-1(ER,)

Stad wzor pozwalajacy wyznaczy¢ udziaty waloréw ryzykownych w poszuki-
wanym portfelu ma nastepujaca postac

_ (m—u-R )M (ER, — Rp1)
@0 = T(ER)T™M (ER, — Ry - 1)

Ostatni element wektora ®, czyli udzial u waloru bez ryzyka w portfelu
znajdziemy, wiedzac, Zze suma udziatéw w portfelu wynosi 1. Zatem
1
T . —
[@f u] [ 1] =1,
czyli
u=1-o0)l.

Wektor o7 = [@] u] jest rozwigzaniem zagadnienia (x**x). Poniewaz funkcja
o’ Zw jest wypukta, wiec badana funkcja osiggnie minimum w tym punkcie.

Przyklad 5.3.2. Na pewnym rynku mozna kupi¢ tylko dwa rodzaje walorow:
A oraz B, o stopach zwrotu 20% i 8%, ryzykach 7% i 5%, dla ktérych wspét-
czynnik korelacji wynosi p = -0,4. Walor bez ryzyka ma stope zwrotu 5%. Jaki
sktad miatby portfel o minimalnym ryzyku i stopie zwrotu na poziomie 10%?

Rozwigzanie. Na podstawie danych w zadaniu mozemy zapisac:

49 -14 0
X=|(-14 25 0|,

0 0 0
a1 [25 14
1029114 49)

g 0,0372

10 —5u 10,0319

oraz (10 —5u)-(0,0372 + 0,0319) + u = 1. Stad u = 0,4721. Zatem portfel
o minimalnym ryzyku i stopie zwrotu na poziomie 10% ma nastepujacy sktad:
walor A stanowi 28,42%, walor B - 24,37%, walor bez ryzyka - 47,21%.

Nalezatoby wyjasni¢, dlaczego w modelu Markowitza zaktada sie, Ze istnieje
na rynku tylko jeden walor bez ryzyka. Jest rzecza niemozliwg, aby na rynku
wystepowaty dwa catkowicie bezpieczne (tj. bez ryzyka, czyli o zerowym ryzy-
ku) walory o réznej stopie zwrotu, poniewaz wéwczas wszyscy inwestowaliby
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w lokaty przynoszace wiekszy dochdd, nikt nie kupowatby aktywéw dajacych
nizszy zysk. Pozostajg zatem dwie mozliwosci: albo jest tylko jedna stopa bez
ryzyka, albo walor o wyzszej stopie zwrotu jest obarczony jakim$ dodatnim
ryzykiem.

5.4. Model CAPM

Najprostsza postacig modelu réwnowagi rynku kapitatowego jest model wyce-
ny doébr kapitatowych zwany modelem CAPM (od stéw: Capital Asset Pricing
Model). Model ten wystepuje w réznych wariantach, poniewaz zostat zapropo-
nowany osobno przez Wiliama Sharpe’a (1964), Johna Lintnera (1965) i Jana
Mossina (1966). Jego standardowa posta¢ wymaga wielu zatozen:

1) brak kosztéw transakcji; ani z zakupem, ani ze sprzedazg nie sg zwig-
zane koszty,

2) aktywa sa nieskonczenie podzielne, na przyktad za jednostke pieniezng
mozna kupi¢ 1/183 cze$¢ pewnej akgji,

3) brak podatku od dochodéw osobistych,

4) decyzje kupna lub sprzedazy pojedynczego inwestora nie majg wptywu
na kursy akgcji, ktore sa rezultatem dziatania og6tu inwestoréow,

5) inwestorzy podejmujac decyzje, kierujg sie tylko wartosciami oczeki-
wanymi i ryzykiem,

6) inwestor moze krétko sprzedac kazda liczbe dowolnych akgji,

7) kazdy inwestor moze bez ograniczen zaciagaé¢ pozyczke lub ulokowa¢
dowolng kwote na procent réwny stopie wolnej od ryzyka R > 0,

8) inwestorzy podejmuja decyzje na jeden i ten sam dla wszystkich okres,

9) inwestorzy maja jednorodne (jednakowe) oczekiwania w odniesieniu
do portfeli,

10) istnieje rynek na wszystkie aktywa.

Kazdy inwestor dazy do posiadania portfeli efektywnych lezacych na granicy
efektywnej portfeli dopuszczalnych. Stosujgc zasady zawarte w punktach 51 7,
moze wybiera¢ portfele, ktéore sg kombinacjg liniowa portfeli efektywnych
i portfela ztozonego wytacznie z waloru bez ryzyka. Wybierane portfele leza
wiec na prostej przechodzacej przez punkt F (odpowiadajacy portfelowi bez
ryzyka) i pewien punkt nalezacy do zbioru efektywnego.

W rodzinie prostych przechodzacych przez punkt F i punkty zbioru efek-
tywnego znajdziemy taka, dla ktorej zwiekszenie ryzyka o jednostke spowoduje
najwiekszy wzrost stopy zwrotu. Taka prostg, dla ktorej wspotczynnik kierun-
kowy bedzie maksymalny, bedziemy nazywac linig rynku kapitalowego (capi-
tal market line). Prosta ta bedzie styczna do zbioru efektywnego w punkcie M ze
wzgledu na wypuktos¢ zbioru efektywnego.
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Na rycinie 5.4.1 przedstawiono linie rynku kapitatowego i zbidr portfeli do-
puszczalnych na ptaszczyznie ryzyko-stopa zwrotu. Zbidr efektywny (opisany
w podrozdz. 5.3) jest tukiem krzywej od punktu MV przez M oraz A i dalej prze-
dtuzeniem krzywej BA do nieskonczono$ci. Punkt stycznosci M nalezy zaréwno
do zbioru efektywnego, jak i do linii rynku kapitatlowego. Musi zatem odpowia-
da¢ tzw. portfelowi rynkowemu. Portfel rynkowy (market portfolio) to portfel
ztozony ze wszystkich ryzykownych waloréw, ktoérego sktad odzwierciedla
strukture udziatu tych waloréw w rynku, czyli jest dobrze zdywersyfikowany
(musi by¢ wiec efektywny). Gdyby wszyscy inwestorzy mieli taki sam portfel
ryzykownych aktywéw, to, zgodnie z punktami 7. i 9., w warunkach réwnowagi
musiatby by¢ on portfelem rynkowym. Dlatego portfel rynkowy moze by¢ iden-
tyfikowany z indeksem gietdowym tego rynku.

Ryc. 5.4.1. Linia rynku kapitatowego i zbidr portfeli dopuszczalnych

Nietrudno pokaza¢, Ze linia rynku kapitatlowego na ptlaszczyZnie ryzyko-
stopa zwrotu jest pétprosta wychodzgca z punktu F i przechodzaca przez M
o réwnaniu

(E(Rm) — Rr) s

E(Rg) = Rp +
Sm

B
(dla sg >0). W tym wzorze Rr jest (statg) stopg zwrotu z waloru bez ryzyka
(zwana krotko: stopa bez ryzyka), Ry jest (losowa) stopa zwrotu dla portfela
rynkowego, Rr oznacza (losowa) stopa zwrotu dla portfela efektywnego,

S oraz sy sa oszacowaniami ryzyk portfela efektywnego i rynkowego, odpo-

E(Rym) - R

wiednio. Wspétczynnik kierunkowy prostej postaci Ejest premia za

ryzyko zwigzane z inwestowaniem w walory ryzykowne zamiast w aktywa
bez ryzyka. Punkt F ma wspotrzedne (0,Rr), a punkt M ma wspotrzedne
(sm, E(Rup))-
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Z warunkow réwnowagi (equilibrium) dla portfeli efektywnych mozna wy-
prowadzi¢ warunki réwnowagi dla dowolnego waloru. Zatézmy, ze i-ty walor
na rynku (odpowiadajacy punktowi X) nalezy do zbioru efektywnego. Portfel
rynkowy jest rowniez efektywny. Ze wzgledu na wypuktos$¢ zbioru portfeli do-
puszczalnych prosta FX nie moze mie¢ wiekszego wspoétczynnika kierunkowego
niz prosta FM, wiec albo proste te pokrywaja sie, albo prosta FX ma mniejszy
wspoétczynnik kierunkowy. W ostatnim przypadku portfele odpowiadajace
punktom péiprostej FM bytyby bardziej efektywne niz portfel X, co przeczy
zalozeniu o efektywnosci tego waloru. Pozostaje jedyna mozliwosé - punkty
X i M leza na linii rynku kapitatowego. Dowolne kombinacje liniowe portfeli
X i M znajduja sie na prostej XM, ktora jest linig rynku kapitatowego, czyli sg
efektywne. Oznacza to, Ze wspotczynnik korelacji dla waloru X i portfela ryn-
kowego musi wynosi¢ 1. Gdyby byt mniejszy niz 1, to zbiér dopuszczalny port-
feli zbudowanych z X i portfela rynkowego przekroczylby linie rynku kapitato-
wego, co byloby sprzeczne z jej definicja.

E (Ry)

\
M
X
F
S SP
Ryc. 5.4.2. Pétproste FM i FX
Mamy wiec
Cov(R;, Ry)
l=ppy ="y
' SiSm
, . . Cov(Ry,Ry) . .
dla waloru X. Zatem ryzyko i-tego waloru jest réwne s; = —, i mozemy
M
zapisa¢ linie rynku kapitatowego w postaci
E(Ry) —R
E(R) = Ry + % Cov(Ry, Ryy).
M
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Oznaczajac przez f wyrazenie

Cov(R;, Ry)
sk
dostajemy miare oczekiwanej zmiany stopy zwrotu z i-tego waloru R; przy da-
nej zmianie E(Ry), zwang wspoétczynnikiem beta w jednowskaZnikowym
modelu Williama Sharpe’a z 1964 roku. Wstawiajac ten wzdr do poprzedniego,
otrzymujemy linie rynku papieréw wartosciowych (security market line)
w postaci rownania

E(R)) =Rp + ﬂi(E(RM) — Rp).

Oczekiwana premia za ryzyko dla i-tego waloru (E(R;) — Rr) jest propor-
cjonalna ze wspétczynnikiem S, do premii za ryzyko rynkowe (E(Ry) — Rp).
Walor bez ryzyka ma wspétczynnik beta rowny zeru, dla portfela rynkowego
By = 1. Walory, dla ktorych > 1, zwane ofensywnymi, reaguja gwattowniej
niz rynek na zachodzace zmiany. Walory defensywne, z < 1, s3 mniej wrazli-
we niz portfel rynkowy.

Wspoétczynnik beta dla portfela waloréw jest kombinacja liniowg wspoét-
czynnikéw beta dla sktadowych waloréw, przy czym udziaty w portfelu sa
wspoétczynnikami tej kombinacji.

Linie rynku papieré6w wartos$ciowych (patrz ryc. 5.4.3) przedstawia sie jako
prosta na ptaszczyZnie rozpietej przez o§ wspoétczynnika beta i 0§ oczekiwanej
stopy zwrotu (5 E(R)). Gdyby jaka$ inwestycja byta potozona powyzej lub po-
nizej tej prostej, istniataby wéwczas mozliwos¢ przeprowadzenia arbitrazu
pozbawionego ryzyka. Arbitraz trwalby do momentu, gdy wszystkie inwestycje
znalaztyby sie na tej linii.

E (R) |
A Y

X

(0,R}) B

V

Ryc. 5.4.3. Linia rynku papieréw warto$ciowych
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Mozna zauwazy¢, ze rownanie linii rynku papieréw wartos$ciowych jest
réwnaniem prostej regresji, dopasowywanej metoda najmniejszych kwadratow
do k punktéw odpowiadajacych wszystkim mozliwym walorom na rynku. Za-
16zmy, ze pewien portfel X odpowiada punktowi lezagcemu powyzej linii rynku
papieré6w wartosciowych. Charakteryzuje sie wiec zbyt duza stopa zwrotu
w pordwnaniu z dobrze wycenionym portfelem X’, lezacym na linii rynku pa-
pieréw wartos$ciowych. Oznacza to, Ze zostat zbyt nisko wyceniony przez rynek
w poréwnaniu do jego rzeczywistej wartosci, a to powoduje nadwyzke jego
stopy zwrotu ponad przecietng warto$¢ (patrz definicja 2.1.1). Niska cena spo-
woduje duzy popyt na niego wsrdd inwestoroéw, przy statej podazy jego cena
bedzie wzrasta¢ az do wartosci, dla ktorej jego stopa zwrotu zréwna sie ze sto-
pa zwrotu dla portfela X'. Podobnie portfel Y, odpowiadajacy punktowi znajdu-
jacemu sie ponizej prostej regresji, ma zbyt wysoka cene narzucong przez ry-
nek. Wskutek matego popytu na niego, przy statej podazy na rynku, jego cena
zacznie spada¢, a stopa zwrotu zacznie rosnac. Po pewnym czasie portfel osiag-
nie punkt réwnowagi X’ bedacy rzutem punktu X na prosta regresji. Wiecej
informacji mozna znalez¢ w [8] i [14].

Przyklad 5.4.1. [E02.06.2008] Inwestor chce oszacowaé oczekiwang stope
zwrotu z akcji X, korzystajac z Modelu Wyceny Aktywéw Kapitatowych CAPM.
Ma do dyspozycji nastepujace informacje: stopa wolna od ryzyka wynosi 10%,
oczekiwana stopa zwrotu z indeksu replikujacego caty rynek wynosi 22%, ko-
relacja miedzy stopa zwrotu akcji i stopg zwrotu indeksu wynosi 14%, warian-
cja stopy zwrotu indeksu wynosi 36%, wariancja stopy zwrotu akcji wynosi
25%. Wyznacz warto$¢ oczekiwanej stopy zwrotu z akgcji X.

Rozwigzanie. Skorzystamy ze wzoru linii rynku kapitatowego

E(Ry) = Rp + (E(Ry) — Rp) - 25 = 0,1 + 0,12 - 2002222 = 0,114,
M ,

czyli oczekiwana stopy zwrotu z akcji X wznosi 11,4%.

ce@@®°

Przyklad 5.4.2. [E20.06.2011] Zaktad ubezpieczen rozpatruje inwestycje
w dwa portfele, ktérych charakterystyki sg nastepujace:

portfel premia za ryzyko wspoétczynnik beta
I 3,1% 0,85
Il 3,8% 0,68.

Do oceny stopy zwrotu inwestor stosuje model CAPM, w ktérym stopa wol-
na od ryzyka, mierzona dochodowo$cig dtugoterminowych obligacji rzagdowych
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wynosi 5,5%. Ponadto, dla portfela I istnieje dodatkowa premia za ryzyko -
0,3%, bedaca narzutem na ryzyko zwigzanym ze strukturg portfela. Sposréd
podanych stwierdzen wybierz poprawne.

A. Informacje, do ktérych ma dostep zaktad ubezpieczen, nie wystarczaja,
aby oszacowac¢ oczekiwang stope zwrotu przy uzyciu modelu CAPM.

B. Inwestycje w oba portfele przyniosg takie same stopy zwrotu, niezaleznie
od tego, czy zostanie uwzgledniona dodatkowa premia za ryzyko dla portfela I.

C. Inwestycja w portfel II przyniesie wyzsza stope zwrotu niz inwestycja
w portfel [ niezaleznie od tego, czy zostanie uwzgledniona dodatkowa premia
za ryzyko dla portfela I.

D. Tylko przy uwzglednieniu dodatkowej premii za ryzyko dla portfela I in-
westycja w portfel I przyniesie wyzsza stope zwrotu niz inwestycja w portfel L.

E. Inwestycja w portfel I przyniesie wyzsza stope zwrotu niz inwestycja
w portfel II niezaleznie od tego, czy zostanie uwzgledniona dodatkowa premia
za ryzyko dla portfela I.

Rozwigzanie. Wyznaczmy réwnanie linii rynku papieréw warto$ciowych
E(R;) = Rp + B,(E(Ry) — Rp) dla obu portfeli. Dla portfela | mamy: bez uwzgled-
nienia dodatkowej premii za ryzyko E(R;) =55+ 0,85-3,1 =8,135, z jej
uwzglednieniem E(R;) = 5,5+ 0,85-3,4 = 8,39 oraz dla portfela Il E(R;) =
= 5,5+ 0,68 3,8 = 8,084. Prawidlowe jest stwierdzenie E.

Przyktlad 5.4.3. Akcja A o stopie zwrotu 7% ma wspoétczynnik beta réwny 0,5,
natomiast akcja B o stopie zwrotu 15% ma wspétczynnik beta wynoszacy 1,5.
Znajdz warto$¢ stopy wolnej od ryzyka. Zaktadajac, ze wspotczynniki korelacji
z rynkiem s3 jednakowe dla obu akcji, wyznacz iloraz ryzyk dla tych akcji.

Rozwigzanie. Zapisujemy réwnanie linii rynku papieréw wartos$ciowych dla
obu waloréw, otrzymujac uktad réwnan liniowych

{ 7=Rp+0,5-(E(Ry) — Rp)
15 =Ry + 1,5 (E(Ry) — Rp)’

Po odjeciu stronami dostajemy 8 = E(R) — Rr. Podstawiajac do pierwszego
réwnania, otrzymujemy Rp = 3%.
Dalej korzystamy ze wzorow:

__ Cov(Ry,Ry) . __ Cov(Rp,RM)
/BA - lﬂB - .

2 2
Sm Sm
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Nastepnie podstawiamy dane i stosujemy wzdr na kowariancje, dostajac

Pam SA"SM
05=p,= 52
M

'DB,M ' SB ' S'M
15=4,= — ez
M
Korzystamy z tego, ze p, ,, = pg,, 1 Otrzymujemy

0,5 " SM _ 1,5 " SM

)

Sa Sp

a stad iloraz ryzyk jest réwny




Zadania do rozdziatu 5

1. Przypusémy, ze stopy zwrotu pieciu akcji z pieciu okresow w przesztosci ksztatto-

waty sie nastepujaco:

Stopy zwrotu | Stopy zwrotu | Stopy zwrotu | Stopy zwrotu | Stopy zwrotu
Okres z waloru A z waloru B z waloru C z waloru D z waloru E

[%] (%] (%] (%] (%]
1 6,5 6,0 50 50 6,5
2 7,0 7,0 4,0 5,0 7,5
3 8,0 6,0 6,0 4,0 55
4 8,5 7,0 50 3,0 4,5
5 8,0 6,5 50 3,0 6,0

A. Znalez¢ oczekiwane stopy zwrotu oraz oszacowania warto$ci ryzyka i wspot-
czynnikéw zmiennosci dla tych akcji. Ktory walor ma najmniejszg zmiennos¢?

B. Wyznaczy¢ wspoétczynniki korelacji pomiedzy kazdg parg akgji.

C. Przedstawi¢ graficznie zmiany stép zwrotu z akcji w czasie.

D. Przedstawi¢ graficznie portfele sktadajace sie z co najwyzej dwdch waloréw
w uktadzie wspotrzednych (ryzyko, oczekiwana stopa zwrotu).

E. Przy jakim udziale akcji A oraz E w portfelu jego ryzyko bytoby najmniejsze? Jaka
bytaby jego wysoko$¢?

F. Ile waloréw bez ryzyka o stopie zwrotu 2% dokupi¢ do portfela o sktadzie au = 0,8;
we= 0,2, aby jego ryzyko zmalato dwukrotnie?

2. Dane sg wartosci stép zwrotu akcji i portfela rynkowego osiagnietych w ostatnich
10 okresach.

Okres

Stopy zwrotu akcji

| Stopy zwrotu portfela rynkowego

[%]
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A. Oszacowa¢ wariancje stopy zwrotu akgcji i portfela rynkowego oraz poréwnac te
wielkoSci.

B. Oszacowac¢ semiwariancje i semiodchylenie stopy zwrotu z akcji oraz z portfela
rynkowego.

. Rozwazmy portfel, w ktérym znajdujg sie akcje o rownych wariancjach, jednakowo

skorelowane. Wykaza¢, ze portfel o minimalnej wariancji ma jednakowe wagi.

. Rozwazmy portfel nieskorelowanych akcji o wariancjach s1?, ..., si2. Wykazac, ze mi-

-2
nimalng wariancje ma portfel o wagach w; = ﬁ dlaj=1, ..,k

=1

. Walor bez ryzyka ma stope zwrotu wynoszaca 2%, a portfel rynkowy ma stope

zwrotu rowng 7%.

A. Wyznaczy¢ linie rynku papieréw wartosciowych.

B. Inwestorzy majg portfele reprezentowane punktami A(3/2, 8), B(3/4, 6), C(1, 7),
D(1/5, 3), E(1/2, 6) w uktadzie wspétrzednych (wspétczynnik beta, stopa zwro-
tu). Ktére z nich s dobrze wycenione? Co stanie sie z pozostaltymi?

. Czy wariancja portfela sktadajacego sie z dwdch akcji o ryzykach 0,4 i 0,5 oraz

wspotczynniku korelacji pomiedzy nimi wynoszacym 0,6 moze by¢ réwna 0,5?

. Dla jakich warto$ci wspétczynnika korelacji z dwdéch akcji o ryzykach 0,7 i 0,5 moz-

na skonstruowac portfel o ryzyku mniejszym niz 0,5?

. Wiemy, ze stopa zwrotu z portfela rynkowego jest k-krotnie (k > 2, k jest liczbg cat-

kowitg) wieksza niz stopa zwrotu z waloréw bez ryzyka.

A. Przy jakim wspotczynniku beta portfel o stopie zwrotu dwukrotnie wiekszej niz
stopa zwrotu dla waloréw bez ryzyka jest dobrze wyceniony?

B. Dobrze wyceniona akcja A ma stope zwrotu (k - 1)-krotnie wyzsza niz stopa
zwrotu dla waloréw bez ryzyka. Czy jest to walor ofensywny?

C. Przy jakim wspotczynniku beta portfel o stopie zwrotu dwukrotnie wiekszej niz
stopa zwrotu dla portfela rynkowego jest dobrze wyceniony?

D. Dobrze wyceniona akcja A ma stope zwrotu trzykrotnie wyzszg niz stopa zwrotu
dla portfela bez ryzyka. Jaki jest wspotczynnik beta dla akcji A?

E. Dobrze wyceniona akcja A ma stope zwrotu trzykrotnie wyzszg niz stopa zwrotu
dla portfela rynkowego. Czy jest to walor defensywny?

. Rozpatrujemy akcje dwéch firm - A i B. Skorelowanie stép zwrotu tych akcji wyno-

si 0,3. Oszacowane s3g oczekiwane stopy zwrotu i ryzyko tych akcji. Wynoszg one:
- dla A: stopa zwrotu 8,7%, ryzyko 3,2%,
- dla B: stopa zwrotu 6,2%, ryzyko 2,1%.
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A. Wyznaczy¢ udziaty obu akcji w portfelu o minimalnym ryzyku.

B. Zaktadajgc, ze interesuje nas portfel o ryzyku rownym 2%, wyznaczy¢ udziaty
obu akcji w portfelu, ktéry gwarantuje maksymalng stope zwrotu przy takim
ryzyku.

C. Zaktadajgc, ze interesuje nas portfel o oczekiwanej stopie zwrotu réwnej 7%,
wyznaczy¢ udziaty obu akcji w portfelu, ktéry gwarantuje taka stope zwrotu.

10. Jakie ryzyka moga mie¢ portfele bez kroétkiej sprzedazy skonstruowane z waloréw:
A o stopie zwrotu 8% i ryzyku 5% oraz B o stopie zwrotu 5% i ryzyku 3%, jezeli
wspétczynnik korelacji pomiedzy nimi jest réwny -1?

11. Ktére z portfeli sg efektywne?

Portfele waloréw Stopa zwrotu ‘ Odchylenie standardowe
[%]
Portfel A 8 5
Portfel B 15 18
Portfel C 9 6
Portfel D 16 21
Portfel rynkowy 14 16
Instrument wolny od ryzyka 6 0

12. [E17.03.2008] Zaktad ubezpieczen rozpatruje inwestycje w dwa portfele, o ktérych
wiadomo, z jakim sektorem sg zwigzane. Ich charakterystyki sa nastepujace:

Portfel Sektor Premia za ryzyko ‘ Wspotczynnik beta
[%]
I X 4,1 0,8
II Y 4,8 0,97

Do oceny stopy zwrotu inwestor stosuje model CAPM, w ktérym stopa wolna od ry-
zyka, mierzona dochodowoscig dtugoterminowych obligacji rzagdowych, wynosi 6%.
Ponadto, dla portfela I istnieje dodatkowa premia za ryzyko 2,3%, bedaca narzutem
na ryzyko zwigzanym ze strukturg portfela. Sposréd podanych stwierdzen wybierz
poprawne.
A. Po uwzglednieniu dodatkowej premii za ryzyko zidentyfikowanej dla portfela I
inwestycja w portfel | przyniesie wyzszg stope zwrotu niz inwestycja w portfel I1.
B. Inwestycja w portfel | przyniesie wyzsza stope zwrotu niz inwestycja w portfel 11
niezaleznie od uwzglednienia dodatkowej premii za ryzyko dla portfela I.
C. Inwestycja w portfel Il przyniesie wyzsza stope zwrotu niz inwestycja w portfel |
niezaleznie od uwzglednienia dodatkowej premii za ryzyko dla portfela I.
. Inwestycje w oba portfele przyniosg takie same stopy zwrotu.
. Informacje, do ktérych ma dostep zaktad ubezpieczen, nie wystarczajg, aby osza-
cowac oczekiwang stope zwrotu przy uzyciu modela CAPM.

m g
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Odpowiedzi

1. Oto charakterystyki portfeli A, B, C, DiE:

Oczekiwane Wspotczyn-
Walory stopy Ryzyka niki zmien- Macierz wspétczynnikéw korelacji
zwrotu nosci

A 8 1,3693 0,1712 1 0,18 0,26 —-091 -0,49
B 6,5 0,5000 0,0769 0,18 1 -0,71 -0,25 0,00
C 5 0,7071 0,1414 0,26 -0,71 1 -0,35 -0,63
D 4 1,0000 0,2500 -091 -0,25 -0,35 1 0,78
E 6 1,1180 0,1863 -049 0,00 -063 0,78 1

A. Najmniejszg zmienno$¢ ma walor B.
B. pas = 0,18, pac = 0,26, pap = -0,91, pae = -0,49, psc = -0,71, psp = -0,25, pse = 0,
pep =-0,35, pce =-0,63, poe = 0,78.
C. Na wykresie zmian stép zwrotu w czasie walory A i D s3 najsilniej skorelowane
ujemnie. Mozna sadzi¢, ze walory B i E sg nieskorelowane, ale w pierwszym okre-
sie zmieniaja sie identycznie, potem przeciwnie, stad brak liniowej zaleznosci
(zerowa korelacja) pomiedzy ich stopami zwrotu w rozpatrywanym okresie. Ak-
cje D i E zmieniajg sie podobnie przez caty czas, stad ich silna korelacja dodatnia.

12,0
A

10,0

0,0

e C
- = D

seaee E

1

Zmiany stop zwrotu waloréw w czasie
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9.0

A
8,0 *A
7.0
4B
6.0 *E
50 *C
40 + D
3,0
20
1,0
0,0 : . : ‘ , : >
0.0 0,2 0.4 06 0,8 1,0 12 14 16
Walory A, B, C, D i E na ptaszczyznie (s, ER)
9
A A
8
7
6
5
4
3
AB ——=—AC AD === AE BC
2
———BD ccccce BE e «CD == e=CE DE
1
0 T T T T T T T >|

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6

Portfele jedno- i dwuwalorowe bez krétkiej sprzedazy na ptaszczyznie (s, ER).
Zaznaczenie pozostatych uczyni rysunek nieczytelnym. Na podstawie wykresu dla
10 portfeli wnioskowaé mozna, ze zbiér D przypomina ksztattem parasol, ktérego
granice sg tukami.
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E. Portfele ® = (x, 1 - x) zbudowane z waloréw A i E maja stope zwrotu 8x + 6(1 - x)
i ryzyko [1,36932x2 + 1,1180%(1 - x)? + 2x(1 - x) - 1,3693 - 1,1180 - (-0,49)]/2.
Portfel o najmniejszym ryzyku bedzie miat sktad w=(0,43; 0,57)7i ryzyko (0,385)1/2=
= 0,62. Dodanie waloru E skorelowanego ujemnie z walorem A zmniejszy ryzyko
portfela. Stopa zwrotu tego portfela wyniesie 7,118%.

F. Portfel zawierajacy w swym sktadzie 80% waloréw A i 20% waloréw E ma ocze-
kiwang stope zwrotu 7,6% oraz ryzyko 1,01%. Portfel po dotgczeniu waloru
bez ryzyka bedzie zawierat (0,8x) waloréw A, (0,2x) waloréw E i (1 - x)
waloréw bez ryzyka. Jego ryzyko wyniesie (1,01x?)1/2~ |x| - 1,005 i ma by¢ réwne
1,01/2 ~ 0,505, stad |x| = 0,502. Beda dwa takie portfele: (0,4016; 0,1004; 0,498)
i z krotka sprzedazg akcji (-1,2016; -0,3004; 1,502).

2. Var(R) = 62/3 = 20,6667, Var(Ru) = 40/9 = 4,4444. 7 akcji: 10 i 3,1623, z portfela
rynkowego 2 oraz 1,4142.

3. Macierz X mozna zapisa¢ w postaci £ = s2[(1 — p)I + p]], gdzie I jest macierza dia-
gonalng, a ] kwadratowa macierza o wszystkich elementach réwnych 1. Macierze Z,
[ oraz ] maja ten sam wymiar. W tym przypadku odwrotno$¢ macierzy X ma posta¢

-1 _ 1 —
z —752(1_p2)[(1+p)1 pll.

Macierz ta ma jednakowe sumy wierszy, dlatego mozemy wnioskowa¢, ze portfel
o minimalnej wariancji ma jednakowe wagi.

4. Macierz X jest macierza diagonalng i mozna jg zapisa¢ za pomoca elementéw
na gtéwnej przekatnej jako T = diag(s?, ..., s2). Stad wynika, ze:

7! = diag(sy?, ..., sg2).

5.y=5x+2,CiD s3dobrze wycenione.

6. Tak. Dwa przypadki.

7.Dla p<5/7.

8.A.—. B.Tak. C.:—. D.—— E. Nie. Jest ofensywny.

9.A.(0,2255; 0,7745). B. (0,336; 0,664). C. (0,32; 0,68).
10. Moga charakteryzowac sie ryzykiem w wysokosci |8x - 3| dla xe[0, 1].
11. Efektywne: B, C oraz rynkowy i bez ryzyka.
12.A.



6. Wycena w modelach dyskretnych

6.1. Wlasnosci bladzenia losowego

Jak podaje Dobiestaw Bobrowski [1], terminu random walk (losowy spacer)
uzyt po raz pierwszy Karl Pearson w liscie do angielskiego czasopisma ,Nature”
z 27.07.1905 roku. Redaktor John Rayleigh wskazal, Ze juz w 1880 roku osza-
cowal, iz spacerujacy poruszajac sie pojedynczymi krokami po prostej, po duzej
liczbie n krokéw, znajdzie sie pomiedzy punktem x a x + Ax (dla matych Ax > 0)
z prawdopodobienstwem

e 2n- Ax.

2m

3 2 1 0 1 2 3 «x

Ryc. 6.1.1. Btadzenie losowe o jednostke, startujace z zera, na prostej R

Dzisiaj postugujemy sie nastepujaca definicja procesu losowego zwanego
btadzeniem losowym:
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Definicja 6.1.1. Niech {X,,: n = 1} bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych
losowych okres$lonych na wspoélnej przestrzeni probabilistycznej (Q, F, P).
Ciag losowy {S,: n = 1}, dla ktérego S, = Y- Xx + S, dla n = 1 nazywamy
btadzeniem losowym.

Wyrazy ciggu {S,;: n = 1} interpretujemy jako kolejne pozycje ruchomego
punktu na prostej. Cigg ten, jak tatwo zauwazy¢, ma niezalezne przyrosty. Za-
ktada sie tez, ze P(X,, # 0) > 0 dla wszystkichn > 0.

Definicja 6.1.2. Btgdzenie losowe nazywa sie:

a) prostym, gdy punkt przemieszcza sie o jednostke w kazdym kroku,

b) Bernoulliego, jesli jest btadzeniem prostym i w kazdym kroku prawdo-
podobienistwo ruchu w prawo wynosi p, a w lewo q =1 —p, gdzie
pe(0,1),

c) symetrycznym, jesli jest btadzeniem Bernoulliegoip = %

d) startujacym z zera, jesli P(S, = 0) = 1.

Dowody wszystkich twierdzen podanych w tym rozdziale mozna znalez¢é
w publikacji [1].

Twierdzenie 6.1.1. Bladzenie losowe Bernoulliego jest jednorodne w cza-
sie i przestrzeni, tj. dla wszystkich 0 < k < n prawdopodobienstwo dojscia
z punktu a do x w (n — k) krokach jest réwne prawdopodobienstwu dojscia
z punktu 0 do (x — a) w tej samej liczbie krokéw, co mozna zapisac jako

P(S,=x|S,=a)=P(S_x=x—al|S, =0).

Btadzenie losowe jest tancuchem Markowa (patrz definicja 4.3.1), bo za-
chodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.1.2. Btadzenie losowe Bernoulliego ma wilasno$é Marko-
wa, tj.

P(Sp = xn | So = X0,S1 = X1, s Sp1 = Xp—1) = P(Sp = X | Spq = Xp—q)

dla wszystkich x, x4, ..., Xp,.

U=
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Powyzszy zapis oznacza, Ze znajomos$¢ catej $ciezki, jakg przeszedt ruchomy
punkt od chwili 0, nie jest konieczna do wskazania, gdzie znajdzie sie w nastep-
nym kroku. Wystarczy tylko informacja o poprzednim potozZeniu.

W literaturze najczeSciej rozwaza sie btadzenie losowe proste startujgce
z zera, poniewaz jesli mamy dany ciag {S;}, gdzie S;; = S;_; + X;;, bedacy bta-
dzeniem losowym o y jednostek w kazdym kroku, startujgcy z punktu x # 0,

. Xn - " L
to przeskalowanie X, = -, oraz przesuniccie Sn = Sp — Sy przeksztatcajg je

w bladzenie proste startujace z zera {S, }.

Oznaczmy przez (n, x) potozenie ruchomego punktu po n krokach w pozycji
S, = x. Droge ruchomego punktu ($ciezke) mozna zaznacza¢ jako tamang 13-
cz3ca punkty kratowe ptaszczyzny numer kroku-potozenie. Ponizsze twierdze-
nie opisuje wazng wiasno$¢ liczby $Sciezek.

Twierdzenie 6.1.3. Dla dowolnych n,k € N oraz x,y € Z takich, zex-y >0
liczba $ciezek, po ktérych moze i$¢ ruchomy punkt z (k, x) do (k + n,y), do-
chodzacych do osi odcietych lub jg przekraczajgcych, jest taka sama, jak licz-
ba Sciezek z punktu (k, - x) do (k +n,y).

Dowdd twierdzenia 6.1.3, zwanego zasada odbicia i sformutowanego przez
Andrieja Kotlmogorowa, opiera sie na réwnolicznosci zbioru $ciezek z punktu
(k,x) do (k +n,y), dochodzacych do osi odcietych lub ja przekraczajacych ze
zbiorem ich obrazéw po pewnym przeksztatceniu. Transformacja ta odcinek
kazdej $ciezki od poczatku (punktu (k, x)) do pierwszego przeciecia z osig od-
cietych zastepuje odbiciem symetrycznym wzgledem osi poziomej, a reszte
Sciezki pozostawia bez zmian (ryc. 6.1.2).

y y
X X N //\

—X k k+n’_x k \/\/ k+ n

v

.
g

Ryc. 6.1.2. Transformacja polegajaca na odbiciu symetrycznym fragmentu $ciezki od poczatku
do pierwszego punktu przeciecia z pozioma osig
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Mamy tez twierdzenia pozwalajgce policzy¢ $ciezki.

Twierdzenie 6.1.4. Dla dowolnych neN, x € Z, |x| < n, liczba $ciezek L(n, x)
z punktu (0, 0) do (n, x) jest rowna
n

n+x i
L(nx) = < . ),gdy (n + x) jest parzyste,

0, gdy (n+ x) jest nieparzyste.

Wyréznia sie nastepujace rodzaje $ciezek.

Definicja 6.1.3. Sciezke nazywamy:

a) dodatnia, gdy S,, > 0 dla wszystkichn = 1,

b) nieujemna, gdy S,, = 0 dla wszystkichn > 1,
c) ujemna, gdy S,, < 0 dla wszystkichn > 1,

d) niedodatnia, gdy S,, < 0 dla wszystkichn > 1.

Mozemy policzy¢ ilo$¢ Sciezek kazdego z tych rodzajow.

Twierdzenie 6.1.5. Dla dowolnychn € N, x € Z, x > 0, liczba dodatnich $cie-
zek z punktu (0, 0) do (n, x), jest rowna

x
—L(n,x).
n

Z uwagi na symetrie jest tyle samo $ciezek ujemnych z punktu (0, 0) do (n, x)
(dla neN, x € Z, x <0). Liczba $ciezek nieujemnych z punktu (0,0) do
(n,x) (dlan e N,x € Z, x > 0) jest r6wna

x+1

L(n,x) —L(n,x+2)=——L(n+1,x+1).

n+1
Jest to rowniez liczba $ciezek niedodatnich, z punktu (0,0) do (n,x), dla
neN,xeZ x<0.

Rozwaza sie tez dotarcie $ciezki na ustalony poziom po raz pierwszy.

Definicja 6.1.4. Sciezkami osiagajacymi x > 0 po raz pierwszy w n-tym
kroku nazywamy $ciezki z (0,0) do (n, x) takie, ze wszystkie posrednie po-
lozenia s3 w punktach x; < x,dlai=1,..,n-1.

U=
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Analogicznie okre$lmy $ciezki osiagajace x < 0 po raz pierwszy w n-tym
kroku jako $ciezki, dla ktoérych potozenia posrednie x; > x,dlai=1, ..,n- 1.

Twierdzenie 6.1.6. Liczba $ciezek wychodzacych z (0, 0) i osiggajacych po-
tozenie (n,x), dla x > 0, po raz pierwszy w n-tym kroku jest réwna liczbie
dodatnich $ciezek z punktu (0, 0) do (n, x).

Ryec. 6.1.3. Obrét uktadu wspédtrzednych o kat pétpeiny dookota punktu (g, E)

Dow6d wynika z faktu, ze $ciezki wychodzace z (0, 0) i osiggajgce potozenie
(n,x), dla x > 0, po raz pierwszy w n-tym Kkroku, po obrocie uktadu wspétrzed-
nych o kat p6tpelny dookota punktu (g,g) sg $ciezkami dodatnimi z (0,0) do
(n, x) w nowym uktadzie wspéirzednych.

W przypadku modelu ze skoriczonym horyzontem czasowym (w n-tym Kkro-
ku) bedzie nam potrzebne ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 6.1.7. Liczba dodatnich $ciezek wychodzacych z (0,0) i kon-

n—1
czacych sie po n krokach, dlan > 1, jest réwna ( FJ )
2

Tyle samo jest $ciezek ujemnych, na mocy twierdzenia 6.1.3.

Znajomos¢ liczby Sciezek okre$lonego typu jest potrzebna do wyznaczenia
prawdopodobienstw w produktowej przestrzeni probabilistycznej (€2, F, P)".
Kazdej Sciezce przypisuje sie prawdopodobienstwo dotarcia ruchomego punktu
od jej poczatku do jej korica w btadzeniu losowym, w ktérym prawdopodobien-
stwo ,kroku w prawo” wynosi p, a ,kroku w lewo” 1 — p (gdzie p € (0,1) jest
parametrem charakteryzujacym btadzenie losowe Bernoulliego). Liczba Scie-
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zek, ktére startujac z pewnego punktu, docieraja do tego samego celu w tej sa-
n

mej liczbie krokéw, wynosi (n;—x>’ gdzie n jest liczbg krokéw, a x réznica mie-

dzy potozeniem koricowym a potozeniem poczatkowym. Wszystkie te $ciezki
sktadaja sie z nT” krokéw w prawo” oraz n — - X _2°X krokéw w lewo”,

a réznia sie kolejnoscia ich wykonania. Do identyfikacji Sciezki potrzebne jest
okreslenie, ktére z krokéw wykonano ,w prawo”, bo pozostate musiaty by¢
skierowane ,w lewo”. Korzystamy przy tym z poniZzszego twierdzenia.

Twierdzenie 6.1.8. W btadzeniu losowym Bernoulliego, startujacym z zera,
prawdopodobienstwo dotarcia do punktu x w n krokach jest réwne

n n+x u
ntX)pz 1-p)z ,
2

jesli |x] <ni (n + x) - parzyste, n € N, x € Z. W pozostalych przypadkach
Wynosi zero.

Dla ustalonego n suma prawdopodobienistw dotarcia do wszystkich punk-
tow x jest rowna 1, co mozna zapisac jako

O\ nx n-x
Z ntxlpz (1-p)yz =1

—nsxsn 2
n n+x n-—x
Zatem, liczby (n + x) p 2 (1—p) 2z stanowig rozktad prawdopodobienistwa Pr
2

na zbiorze Q" wszystkich $ciezek dtugosci n. Ten rozktad, zwany dwumiano-
wym, jest indukowany przez parametr p w rozktadzie Bernoulliego, ktéremu
podlega prawdopodobienstwo P.

Mozemy tez rozwaza¢ nieskonczony cigg przestrzeni probabilistycznych
(Q, F,P);— ;. Wykorzystujac wiasnosci miar probabilistycznych, mozna osza-
cowa¢ prawdopodobienstwo, ze kiedykolwiek btadzenie losowe powrdci do
punktu startu.

Twierdzenie 6.1.9. W biadzeniu losowym Bernoulliego prawdopodobien-
stwo powrotu kiedykolwiek (tj. w nieograniczonym czasie) do punktu startu

wynosi 1 — |p —q|.

Whnioskujac z powyzszego twierdzenia, w btadzeniu symetrycznym (p = %)
ruchomy punkt znajdzie sie w potozeniu wyj$ciowym z prawdopodobienstwem
réwnym 1.
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Ciekawym zagadnieniem jest obliczanie prawdopodobienistwa ruiny gracza,
ktéry rozpoczyna gre z kapitatem k jednostek pienieznych i w kazdej grze moze
wygra¢ dodatkowa jednostke pieniezng, z prawdopodobiefistwem p, lub prze-
grac ze stratg jednostki kapitatu, z prawdopodobienstwem g = 1 — p. Gra kon-
czy sie z chwilg zdobycia przez gracza a (a > 0) jednostek pienieznych lub osiag-
niecia zadtuzenia b jednostek (b < 0), czyli ruiny.

P q
YA

: ; —o— :
Sn-l Sn Sll+1

Ryc. 6.1.4. Zagadnienie ruiny gracza

Twierdzenie 6.1.10. Dla dowolnycha € N,beZ,b<0oraz b<k<a,w bl3-
dzeniu losowym Bernoullego, startujagcym z punktu k, prawdopodobienstwo
osiaggniecia punktu a (wygranej) przed osiggnieciem punktu b (ruing), wy-

nosi:
a\ _(ay’
%,jeélm,ﬁq,
p p

k—b

m,]eshp=q.

Prawdopodobienstwo ruiny przed satysfakcjonujacym koncem gry to:

a\* _ (4"
% ,jeslip #q,
@ -G

a-k

% m,]esllp =q.

Przyklad 6.1.1. Obecna cena pewnej akcji wynosi 5 PLN. Zaktadamy, ze
w kazdym okresie moze ona, z prawdopodobienstwem p = 0,75, zwiekszy¢
swojg warto$¢ o 1 w stosunku do wartosci w poprzednim okresie lub zmniej-
szy¢ o 1 z prawdopodobienstwem q = 0,25. Wyznaczy¢:
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(i) prawdopodobienstwo, ze po 10 okresach cena wyniesie 9 PLN, przyj-
mujac, Ze nigdy nie byta mniejsza niz 6 PLN,

(ii) liczbe $ciezek zmian wartoS$ci ceny akcji, ktéra po 20 okresach osiggnie
warto$¢ 3 PLN, ale ani razu nie bedzie ujemna,

(iii) prawdopodobienstwo, ze w kazdym kroku liczba dotychczasowych
wzrostéw wartosci ceny akcji byta wieksza niz liczba spadkéw warto-
$ci, jesli zdarzyto sie a wzrostéow i b (b < a) spadkéw wartosci ceny ak-
cji,

(iv) prawdopodobienstwo, ze po n okresach cena osiggnie poziom poczat-
kowy,

(v) prawdopodobienstwo, Ze cena osiagnie poziom 10 PLN przed spad-
kiem do 2 PLN.

Rozwigzanie. (i) W podanych warunkach zmiana ceny musi nastgpi¢ tylko na
$ciezce dodatniej w modelu startujacym z zera, w ktérym po 10 krokach $ciezka
dociera do punktu 4. Oczywiscie prawdopodobienstwo wzrostu o 1 wynosi
p=0,75,aspadku o 1 - g = 0,25. Takich $ciezek dodatnich z (0,0) do (10, 4) jest

10
14—0<10 +4> = %(10). Idac taka Sciezka, wykonamy 7 krokéw w gore i 3 kroki
2

7

7 3

w dot. Zatem, szukane prawdopodobienstwo wyniesie 1io (170) “p’q°.

(ii) Stosujemy zasade odbicia. Od liczby wszystkich $ciezek z punktu (0, 5)
do punktu (20, 3) odejmujemy Sciezki z (0, -5) do punktu (20, 3). Zatem, liczba
szukanych Sciezek wynosi

L(20,-2) — L(20,8) = (290) - (ig) — 83950 — 38 760 = 45 190.

(iii) Zagadnienie to w literaturze zwane jest ,problemem balotacji”. Frakcja
liczby wszystkich $ciezek dodatnich, ktére z (0,0) dochodzg do (a — b)
w (a + b) krokach, w stosunku do liczby wszystkich $ciezek, ktore z (0,0) do-
chodza do (a — b) w (a + b) krokach, jest réwna

a—>b
a+b

a—>b
mL(a+b,a—b)- Lla+b,a—b) =

(iv) Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo powrotu do zera w n krokach.
Jesli n jest liczba nieparzysta, to prawdopodobienstwo to jest rowne 0. Jesli
n jest liczba parzysta, to liczba wzrostéw i spadkéw ceny musi by¢ taka sama.
Zatem, szukane prawdopodobienistwo wyniesie

L(2k,0)-pk-q* = (Zkk) p* - g%,

gdzie n = 2k.
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(v) Mamy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze btadzenie losowe startu-
jace z zera osiagnie warto$¢ a = 10 - 5 = 5 przed spadkiem do b =2 - 5 = -3,

-
o)

6.2. Podstawowe informacje o opcjach

Instrumenty finansowe, przedmiot obrotu na rynkach finansowych, dzielg sie
na trzy kategorie: instrumenty podstawowe, zwane tez prostymi lub bazo-
wymi, instrumenty pochodne, inaczej derywaty, oraz instrumenty hybry-
dowe. Do pierwszej grupy zaliczamy: akcje, obligacje, dewizy, bony skarbowe
oraz indeksy rynku, ktére, cho¢ sg pozbawione formalnego bytu, zalicza sie do
tej grupy. Derywaty sg oparte na instrumentach bazowych. Do nich zaliczamy
kontrakty terminowe (forward i futures), opcje, transakcje wymiany (swapy)
oraz interest rate agreements. W ostatniej grupie sg obligacje zamienne i dery-
waty od derywatéw (na przyktad opcje na opcje, kontrakty na opcje, opcje na
kontrakty itp.).

AKcja (share) to papier wartosSciowy stwierdzajacy udziat wtasciciela w ka-
pitale sp6tki akcyjnej, dajacy okreslone prawa w zamian za wktad w kapitat
spoiki. Jest instrumentem obarczonym ryzykiem zwigzanym z Koniunkturg na
gietdzie.

Obligacja (bond) jest dokumentem, w ktérym jego wystawca (emitent) po-
twierdza zaciagniecie pozyczki u wtasciciela obligacji w okre$lonej kwocie
i zobowiazuje sie jednocze$nie do zwrotu tej kwoty w ustalonym z goéry termi-
nie, a takze do zaptaty odsetek okre$lonych w momencie emisji i liczonych
w stosunku do nominalnej kwoty pozyczki. Obligacje (panstwowe) uznawane
s3 za instrumenty bez ryzyka.

Bony skarbowe (treasury bills) sa krétkoterminowymi papierami warto-
Sciowymi umozliwiajacymi zacigganie przez Skarb Panstwa kredytu na sfinan-
sowanie deficytu budzetu panstwa. W Polsce sg papierami warto$ciowymi na
okaziciela, sprzedawanymi z dyskontem, o terminie wykupu 2, 3 dni lub 1, 2, ...,
52 tygodnie.

Kontrakty futures (notowane na gietdzie) i forward (pozagietdowe) to
umowy kupna lub sprzedazy okres$lonych instrumentéw finansowych lub towa-
réw w ustalonym momencie w przysztosci, po okreslonej cenie.

Swap jest kontraktem zamiany dtugéw, czyli operacja wymiany strumieni
finansowych, ktérych warto$¢ i terminy sg z géry ustalone. Moga to by¢ kredyty
konsolidacyjne, zmiana statej stopy procentowej lokaty na zmienng itp.
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Opcja to umowa miedzy nabywca (posiadaczem) a sprzedawca (wystawca)
opcji dajgca nabywcy prawo do kupna (w przypadku opcji kupna) lub prawo
sprzedazy (dla opcji sprzedazy) instrumentu bazowego w okre$§lonym dniu
(dla opcji europejskiej) lub przed ustalonym dniem (dla opcji amerykan-
skiej) po ustalonej cenie (zwanej cena wykonania) w zamian za pewng optate
(zwanga cena opcji lub premia za opcje). Termin wygasniecia opcji to termin
jej waznosci. Po tym terminie opcja nie moze by¢ wykonana, wiec staje sie bez-
warto$ciowa.

Celem stochastycznych modeli jest wycena premii za opcje, ktorej wartosé
zalezy od popytu i podazy na rynku, czyli jest obarczona ryzykiem rynkowym.
Zajecie dlugiej pozycji (long position) oznacza kupno opcji, a krotkiej pozycji
(short position) - sprzedaz opcji. Nabywca opcji (seller) ptaci sprzedawcy pre-
mie za opcje w zamian za prawo decyzji, czy zrealizowac te opcje (tj. wykonaé
zapisang w niej transakcje kupna albo sprzedazy), czy nie. Sprzedawca (writer)
otrzymuje premie opcyjng w zamian za obowigzek kupna albo sprzedazy in-
strumentu bazowego, gdy wtasciciel opcji chce ja zrealizowac.

Opcja jest w cenie (in the money), gdy optaca sie ja wykonaé¢; jest po cenie
(at the money), gdy cena wykonania opcji i cena instrumentu bazowego na ryn-
ku w momencie wykonania opcji s3 rowne; wreszcie, opcja nie jest w cenie
(out of the money), gdy nie optaca sie jej wykonac.

Stosuje sie nastepujace oznaczenia: T - termin waznos$ci opcji, K - cena wy-
konania opcji, S; - cena instrumentu bazowego w chwili ¢t (0 <t < T), C - cena
opcji kupna Cyp zakumulowana na chwile T, P - cena opcji sprzedazy Py zakumu-
lowana na chwile T.

Tabela 6.2.1. Transakcje na rynku opcji europejskich

Zysk z opcji europej- Zysk/strata Zysk z opcji europej- Zysk/strata
Nazwa skiej w zaleznosci inwestora Nazwa skiej w zaleznosci inwestora
dla opcji od ceny instrumentu z opcji dla opcji od ceny instrumentu Z opcji
pierwotnego europejskiej pierwotnego europejskiej
sprzedaz P
Kupno opcji -Cow chwili | opcji sprze- / +Po
kupna, dtuga K / 0, dazy, krotka ) w chwili 0,
opcja kupna ' s (St-K)* opcja sprze- / K 5 -(K-S1)*
(long call) -Cr T1 wchwiliT dazy (short T| wchwiliT
put)
Kupno opcji _Py sprzedaz C| Co
sprzedazy, \ K wchwilio, | 2P kupng, N\ w chwili 0,
dtuga opcja . krotka opcja t
. S (K- Sm)+ K g | -(Sr-K)*w
sprzedazy ™| wchwiliT kupna (short \ T chwili T
(long put) P call)
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Inzynieria finansowa (patrz np. [20], [21]) zajmuje sie konstrukcja nowych
instrumentéw finansowych bedgcych kombinacja derywatéw lub instrumen-
tow bazowych z ré6znymi terminami wykonania, r6Znymi cenami itp. Rozréznia
sie cztery rodzaje transakcji na rynku opcji. Z kazda transakcja zwigzany jest
zysk, dodatni dla kupujacego i ujemny dla sprzedajacego, réwny wyptacie
uzyskanej z opcji pomniejszonej o jej cene. Do zapisu zysku z opcji stosuje sie
oznaczenie (x)* = max{x, 0} dla obciecia funkcji x do jej czesci nieujemnej i za-
stapienia cze$ci ujemnej warto$ciami zerowymi. W tabeli 6.2.1 liczba C jest ceng
opcji kupna Co przeliczong na moment T, a P jest ceng opcji sprzedazy Po
w chwili T.

Przyklad 6.2.1. [E05.12.2005] Biezace ceny rocznych europejskich opcji na
akcje spotki X

Cena wykonania 50 60 70
Cena opcji kupna 15 9 5
Cena opcji sprzedazy 13 20 28

Inwestor chce naby¢ instrument wyptacajacy za rok kwote: (120 - 2 - cena
akcji za rok), jesli cena akcji bedzie mniejsza od 50 (220 - 4 - cena akcji za rok),
jesli cena akcji znajdzie sie w przedziale [50, 60) (100 - 2 - cena akcji za rok),
jesli cena akcji znajdzie sie w przedziale [60, 70) (cena akcji za rok - 110), jesli
cena akcji bedzie wieksza lub réwna 70. Ile wynosi cena takiego instrumen-
tu przy zatozeniu braku kosztéw transakcyjnych oraz braku mozliwosci arbi-
trazu?

Rozwigzanie. Zapisujemy wyptaty z instrumentu za pomoca opcji kupna
i opcji sprzedazy:
120-2-St=2-(60 - Sn),
220-4-St=2-(60-S1)-2-(Sr-50),
100-2-St=-2-(St-50),
St-110=-2-(St-50) + 3 - (St - 70).
Teraz odtwarzamy konstrukcje instrumentu, korzystajac z wykreséw lub

wzoréw zamieszczonych w tabeli 6.2.1 jako 2 - (60 - St) -2 - (St-50) + 3 - (St- 70).
Stad cena w chwili 0 powinna wynosi¢2-20-2-15+3-5=25.
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Przyktlad 6.2.2. [E01.10.2012] Cena jednej akcji spétki o wynosi 50. Inwestor
zaktada, Ze cena akcji tej spotki za rok ma rozktad jednostajny na przedziale
(20, 100). Inwestor konstruuje dwa portfele:

1) zawierajacy w 100% akcje spoéiki o,
2) zawierajacy w 100% diugie pozycje w europejskich opcjach call na akcje
sp6tki o z ceng wykonania 50 i rocznym terminem wykonania.

Cena opcji wynosi 10. Przy powyzszych zatozeniach obliczy¢ stosunek wa-
riancji rocznej stopy zwrotu z portfela 2 do wariancji rocznej stopy zwrotu
z portfela 1.

Rozwigzanie. Niech X bedzie zmienna losowa modelujaca cene akcji sp6tki a
za rok. Ta zmienna losowa podlega rozktadowi jednostajnemu na przedziale
(20, 100) o gestosci

1/go dlax e (20,100)

X) = .
f@x) { 0 dla pozostatych x

Wartos$¢ oczekiwana tej zmiennej losowej moze by¢ obliczona za pomocg catki

100 1
x—dx = 60,
J;o 80

a wariancja ze wzoru

100
(100 — 20)?

f (x — 60)2 Ly
X 80T T 12
20

Warto$¢ drugiego portfela po uptywie roku reprezentuje zmienna losowa
Y = (X - 50)2, poniewaz zawiera on tylko opcje call o cenie wykonania 50. Mamy
dalej

100 1
EY = f (x — 50) —dx = 15,625,
20 80

100 1
EY? = f (x — 50)2 —dx = 520,8(3),
- 80

wiec Var(Y) = 520,8(3) - 15,6252 = 276,693. Kapitat poczatkowy potrzebny na
zakup pierwszego portfela to 50 jednostek pienieznych na kazda akcje, a na
zakup drugiego po 10 jednostek na kazda opcje.

Wariancja stopy zysku (zwrotu) z portfela 1 wynosi Var((X - 50)/50) =
= Var(X)/2500 ~ 0,213, dla portfela 2 mamy Var((X - 10)/10) = Var(X)/100 =
~ 2,767, a szukany iloraz wariancji wynosi, w przybliZeniu, 12,97.

ce@@®°
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6.3. Model CRR

Model wyceny europejskich opcji kupna i sprzedazy sformutowali John Cox,
Stephen Ross i Mark Rubinstein w pracy pt. Option pricing. A simplified
approach, zamieszczonej w ,Journal of Financial Economics” w 1979 roku. Be-
dziemy oznacza¢ go skrétem CRR.

Model zaktada, Ze na rynku dostepne sa dwa walory: obligacja zerokupo-
nowa, czyli walor bez ryzyka, ze statg w okresie stopa zwrotu bez ryzyka R > 0,
niezalezng od czasu i stanu rynku, oraz walor ryzykowny, czyli akcja niewypta-
cajgca dywidendy. Jest to model z czasem dyskretnym i skonczonym, cho¢ od-
leglym, horyzontem czasowym T* =N, czylit € {0, 1, ..., N}.

W chwili t = 0 wartos$¢ obligacji wynosi B, > 0 i ewoluuje w ten sposéb, ze
w momencie n (0 < n < N) warto$¢ obligacji wzrasta do By(1 + R)™, tworzac
deterministyczny proces {%Z}‘ zwany tez procesem konta bankowego. Jedno-

okresowa stopa zwrotu dla akcji moze wynie$¢ u z prawdopodobienstwem
p (p € (0, 1)) lub d z prawdopodobienstwem q = 1 —p, w kazdym okresie.
Z tego wynika, Ze cena akcji podlega pewnego rodzaju btadzeniu losowemu.
W chwili n = 1 cena akcji w przypadku hossy wzrosnie (up - stad oznaczenie u)
do S¥ = uS, albo w przypadku bessy (down) spadnie do S = dS,. W drugim
kroku mamy trzy mozliwe do osiggniecia wartosci ceny akcji: S3* = uS{ =
= u?S,, z prawdopodobienistwem p?, S¥4 = S = dS* = uS# = udS,, z praw-
dopodobienstwem 2pgq, oraz S$% = dSZ = d%S,, z prawdopodobiefistwem g>.
W momencie n cena zmienna losowa reprezentujgca cene akcji przybiera jedng

S no.o .
z (n + 1) wartoéci u/d"™/S,, z prawdopodobienstwem (1) p/q™/ dla wszyst-

kichn=0,1, .., N, czyli podlega rozktadowi dwumianowemu.
Przytoczmy teraz kilka niezbednych definicji i twierdzen dotyczacych arbi-
trazu. Wiecej informacji zamieszczono w publikacji [16].

Definicja 6.3.1. Rynek finansowy nazywamy zupelnym (complete), gdy dla
kazdego instrumentu finansowego istnieje strategia generujaca ten instru-
ment. W przeciwnym wypadku rynek nazywamy niezupelnym (incomplete).

Strategia inwestycyjna jest to wektor opisujacy sktad portfela zakupionego
w chwili t = 0. Warto$ci ujemne tego wektora traktujemy jak pozyczke lub
krétka sprzedaz waloru. Wartosci tego portfela w kolejnych chwilach n = 0, 1,
... N opisuje proces portfelowy {I},}.

Twierdzenie 6.3.1. Rynek finansowy jest zupelny, gdy istnieje na nim jedno-
znacznie wyznaczona miara bez ryzyka, przy ktérej nie ma mozliwosci arbi-
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trazu, tzn. z zainwestowanego zerowego kapitatu nie mozna uzyska¢ dodat-
niego zysku.

Miara ta zwana jest rowniez miara obojetng wobec ryzyka, miarg arbitra-
zowgq (risk-free measure, risk-neutral measure).

Twierdzenie 6.3.2. W modelu CRR nie ma arbitrazu wtedy i tylko wtedy,

gdy
0<d<1+R<u<l.

. . . —d+R . -1-
W tym modelu miara bez ryzyka spetnia warunki p = 1u_:;R ig= uuidR

, CO
wykazemy péznie;j.

Model CRR zaktada, ze na rynku mozna obraca¢ europejskimi opcjami kup-
na i europejskimi opcjami sprzedazy na jedna akcje. Opcje wygasaja w chwili N,
a cena ich realizacji wznosi K (musi byé S¢ < K < S}, inaczej opcje nie maja sen-
su). Kupujacy europejska opcje kupna na te akcje placi sprzedajacemu opcje
kwote Co w chwili t = 0, a w zamian otrzymuje prawo do kupna 1 akcji w chwili
t = N po cenie wykonania K zamiast na rynku po cenie Sy. Moze sie zdarzy¢
jedna z trzech mozliwosci (stad nazwa instrumentu finansowego - opcja):

Sy > K= (Sy — K)* > 0 opcja kupna jest w cenie
Sy = K= (Sy — K)* = 0 opcja kupna jest po cenie
Sy < K= (Sy — K)* = 0 opcja kupna nie jest w cenie.

Europejska opcja sprzedazy daje jg kupujgcemu prawo do sprzedazy 1 akcji
po cenie wykonania K w chwili t = N. Wyptlata z opcji sprzedazy bedzie dodat-
nia, jesli opcja kupna nie bedzie w cenie, i na odwrot:

Sy > K= (K—=Sy)* > 0 opcja sprzedazy nie jest w cenie
Sy = K= (K= Sy)™ = 0 opcja sprzedazy jest po cenie
Sy < K= (K—Sy)* = 0 opcja sprzedazy jest w cenie.

Rozwazmy portfel (¢, f) sktadajacy sie w chwili n = 0 z « obligacji i S akcji.
Warto$¢ tego portfela wynosi Vy = ¢ - By + - Sp. Po jednym okresie jego
warto$¢ albo wzroénie do V* = a-By(1+ R) + B+ S > 0,albo zmaleje do
V& = a -By(1+R)+ S-S >0. 0czekiwana wartoéé¢ portfela, liczona wzgle-
dem miary bez ryzyka, w chwilin = 1 wyniesie

pV1”+qV1d=p-aB0(1+R)+p-ﬁS{‘+(1—p)-aBO(1+R)+(1—p)-ﬂSld=
=a-By(1+R) + - [pSi+ (1 —p)S] > 0.
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Wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest wartosScig oczekiwang zmiennej
losowej S; wzgledem miary probabilistycznej {p, q3, co bedziemy oznacza¢ jako
E,(S1). Oczekiwana warto$¢ portfela jest dodatnia jako suma liczby dodatniej
i nieujemne;j.

Ze wzgledu na zmiennos$¢ wartosci kapitatu w czasie wygodniej jest postu-
giwac sie zdyskontowanymi wersjami proceséw cen waloréw zamiast ich war-
toSciami nominalnymi. Taka normalizacja polega na podzieleniu cen wszystkich
waloréw przez cene jednego z nich, ktéry zwany jest numéraire. Tutaj role
numéraire peti¢ bedzie funkcja okreslajgca wartos$¢ ztotéwki w modelu dys-
kretnym, czyli funkcja akumulacji w kapitalizacji ztoZonej ze stalg stopa R
w kazdym okresie od n — 1 don (n =0, 1, .., N). Dyskontujemy warto$¢ oczeki-
wang zmiennej losowej V; na chwile 0, dzielgc przez a(1) = 1 + R.

1 1
[P Vi +q- Vil = a- By + Bl Ep(SD)] > 0.

Jezeli nie ma mozliwoSci arbitrazu (zysku bez ryzyka), to musi zachodzi¢ wa-

( )
1 R

Warunek ten wynika stad, ze dodatni zdyskontowany oczekiwany zysk
z portfela w chwili 1 moze powsta¢ tylko z dodatniego kapitatu poczatkowego
VO = a'BO +ﬂSO
Powr6émy do warunku E,(S;/(1 + R)) = S,. Poniewaz zmienna losowa S;
ma rozktad dwupunktowy z prawdopodobiefistwami
p=P(S;=uS) =1-q=1-P(S; =dS),
wiec

E ( 51 )— Y o5+ 4
P\1+r) " P @+R TP 1+ R)”
stad otrzymujemy
prutq-d=1+R.

Uwzgledniajac, ze q = 1 — p, dostajemy wzor okreslajacy miare bez ryzyka
w modelu CRR:
1-d+R u—1+R
P="u—ad """ u—a
Ponadto, model CRR oparty jest na biadzeniu losowym, w ktérym ciag

zmian wartosci jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie, z prawdopodobienstwami:

p=P(Sn=u'Sn—1)=1_q=1_P(Sn=d'sn—1)-

Proces ten jest jednorodny w czasie i przestrzeni (patrz twierdzenie 6.1.1),
wiec aby w Zadnym momencie nie pojawita sie mozliwo$¢ arbitrazu, prawdo-
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podobienstwa p i ¢ musza by¢ takie same dla kazdej chwili n i musza stanowi¢
miare bez ryzyka.

Przyklad 6.3.1. [E03.10.2011] Obecnie cena nieptacacej dywidendy akcji wy-
nosi 18. Wiadomo, Ze za 6 miesiecy cena tej akcji wzro$nie do wysokosci 22 lub
spadnie do wysokosci 14. Cena europejskiej opcji kupna na te akcje, z terminem
wykonania za 6 miesiecy i ceng wykonania 20, wynosi 1,25. Ponadto, roczna
stopa wolna od ryzyka to 6%. Ktére z ponizszych stwierdzen sa prawdziwe
przy zatozeniu, ze nie istniejg koszty transakcji, aktywa sg idealnie podzielne,
a oprocentowanie depozytoéw i pozyczek jest takie samo i rOwne stopie wolnej
od ryzyka?

A. Nie istnieje mozliwo$¢ osiagniecia zysku arbitrazowego.

B. Istnieje mozliwo$¢ osiggniecia zysku arbitrazowego w wysokosci 0,15,
jesli: kupimy opisang opcje kupna, sprzedamy 0,25 akcji i ztozymy depo-
zyt w wysokoSci 3,40.

C. Istnieje mozliwo$¢ osiagniecia zysku arbitrazowego w wysokosci 0,15,
jesli: sprzedamy opisang opcje kupna, kupimy 0,25 akcji i zaciggniemy
pozyczke w wysokosci 3,40.

D. Istnieje mozliwo$¢ osiagniecia zysku arbitrazowego w wysokosci 0,30,
jesli: kupimy opisana opcje kupna, sprzedamy 0,5 akcji i ztozymy depozyt
w wysokosci 9,05.

E. Istnieje mozliwo$¢ osiagniecia zysku arbitrazowego w wysokosci 0,30,
jesli: sprzedamy opisana opcje kupna, kupimy 0,5 akcji i zaciagniemy po-
zyczke w wysokoSsci 9,05.

Rozwigzanie. Zbadajmy najpierw istnienie miary bez ryzyka. Ze wzoru
E, (li—lR) =S, mamy p-S¥+ (1—p)SE=5,(1+0,03), skad wyznaczamy
p = 0,5675. Wyceniamy opcje na podstawie wzoru
_pC+ (1 —-p)-Cf
o 1,03
i otrzymujemy wynik C, = 1,2875 #1,25. Okazato sie, Ze arbitraz jest mozliwy.
Ocenmy strategie B, C, D i E:

Strategia t=0 }50:5221 é:sé\;
B ~Co+2-34=-015 (Sn-K)*-2+3,5=0 -24+35=0
c Co-2+3,4=0,15 -y K +2-35=0 2-35=0
D ~Co+2-9,05=-13 (Sn-K)*-2+9,32=232 -2+49,32=032
E Co-2+9,05=13 - (Sy-K)* +2-9,32=-232 2-9,32=-032
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Zysk arbitrazowy jest dodatnig réznicg pomiedzy oczekiwanym kapitatem
konicowym i kapitatem poczatkowym. Strategia B z ujemnym kapitatem poczat-
kowym -0,15 ma zerowy kapitat koicowy, wiec zysk z niej wynosi 0,15. Strate-
gia C przyniesie strate (-0,15) zamiast zysku. W przypadku strategii D zysk
moze wynie$¢ 2,32 - (-1,3) = 3,62 z prawdopodobienstwem p = 0,5675 lub
0,32 - (-1,3) = 1,62 z prawdopodobienstwem q = 0,4325, czyli oczekiwany
zysk z D jest rowny 3,62 - 0,5675 + 1,62 - 0,4325 = 2,755. Podobnie stwierdza-
my, Ze oczekiwany zysk dla E jest ujemny, nie moze wiec wynie$¢ 0,3.
Prawdziwa jest jedynie odpowiedz B.

ce@@®°

Definicja 6.3.2. Portfel albo strategie nazywamy samofinansujacym/ca
(self-financial strategy), jesSli nie doktada sie ani nie wycofuje pieniedzy
z portfela w innych momentach niz n = 0 i n = N, a w kazdym posrednim mo-
mencie zyski z jednych waloréw sa reinwestowane w inne walory w portfelu.

Mozemy skonstruowac portfel, zaczynajac od zerowego kapitatu, gdy za po-
zyczke w wysokosci | a| - By w chwili 0 kupujemy S akcji po S, za sztuke. Wtedy
a < 0 (pozyczka), f> 0 (zakup), a poczatkowa warto$¢ portfela wynosi zero,

V0=a'Bo+ﬂ'SO=O.

Warto$¢ koncowa takiego portfela w warunkach braku mozliwosci arbitra-
Zu tez bedzie rowna zeru, tak samo jak warto$¢ oczekiwana portfela liczona
wzgledem miary bez ryzyka.

Definicja 6.3.3. Méwimy, Ze portfel replikuje instrument finansowy, jesli
wartoS$ci obu sg identyczne w kazdej chwili.

Zatézmy teraz, ze portfel (¢, f) sktadajacy sie w chwili n = 0 z « obligacji
i f akcji replikuje europejska opcje kupna na te akcje. Zatem, w chwili n = 0
warto$¢ portfela V, jest rowna cenie za te opcje, czyli V = C,. Jesli na gietdzie
zdarzy sie hossa, to Vi* =a-By(1+R)+ S-S} = Sy —K jesli bessa, to
V& = a-By(1+R)+ p-Sf = 0.

Odejmujemy stronami te réwnania i wyznaczamy rozwigzanie catego ukta-
du w postaci:

5= S —K 0
Y
—Sd(S¥ —K 1 '
g NGy —K) <0

St —sd By(1+ R)N
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Znaki wyrazen f > 01 a < 0oznaczaj3: aby zreplikowa¢ opcje, nalezy
przyja¢ dtuga pozycje w akcjach i wzia¢ pozyczke na zakup obligacji. Sprawie-
dliwa cena (w chwili 0) za europejska opcje kupna powinna wynies$¢

COZV():G('Bo‘l‘ﬂ'SO:
SE—K 0 c¥ cd
=Py TP RN T rarrt P ET e

Cena tej opcji w chwili 0 jest rowna wartoSci oczekiwanej wyplaty z tej op-

¢ji wzgledem miary bez ryzyka, czyli C, = E,(Cy - )N) Dla opcji sprzedazy

(1+R
wzor jest analogiczny: Py = E,(Py .(14—;R)N)' ale w portfelu replikujagcym nalezy

zajac¢ dtuga pozycje w obligacjach, a krotka w akcjach.
Regute obliczania warto$ci oczekiwanej wyptaty wzgledem miary bez ryzy-
ka stosuje sie do sprawiedliwej wyceny kazdego waloru.

Twierdzenie 6.3.3. Cena instrumentu finansowego w chwili n (0 < n < N)
jest zdyskontowang na te chwile warto$cia oczekiwang zysku z tego instru-
mentu wzgledem miary bez ryzyka.

Wedtug powyzszej zasady, cena europejskiej opcji kupna w chwili n (0 <n < N)
dla modelu CRR wyraza sie wzorem

1
Cn = (1 +R)N_n Ep[(SN _K) ] =
N-n
1
Jj=0

Dla opcji sprzedazy wzdr jest podobny:

P, = WE;;[—(SN -K)*] =
N-n

1 . ;
=0

Odejmujac stronami te dwa wzory, otrzymujemy réwnanie parytetu europej-
skich opcji kupna i sprzedazy, czyli
K
R N e L

dla wszystkich 0 <n < N.
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Przyklad 6.3.2. [E14.05.2007] Cena europejskiej opcji sprzedazy, o terminie
realizacji T = 1 rok, wynosi P = 1,03 w chwili 0. Aktualna (tj. w chwili 0) cena
akcji nieptacacej dywidendy wynosi S,, = 42, cena wykonania za$ K = 40. Rocz-
na ciagta stopa procentowa wolna od ryzyka wynosi 6= 10%. Wyznacz warto$¢
rocznej opcji kupna C dla tego samego instrumentu podstawowego z ceng wy-
konania K przy zatoZeniu braku arbitrazu.

Rozwigzanie. Skorzystamy z parytetu w chwili t = 0

K -0,1
C0=Po+50_ﬁ:1'03+42_40'e " ~6,84.

Przyklad 6.3.3. [E17.01.2005] Inwestor przyjmuje nastepujace zatoZenia
ksztattowania sie kursu akcji spétki X: obecna cena akcji wynosi 50 i w kazdym
z dwéch kolejnych okreséw cena akcji moze zmieni¢ sie o +20% (z prawdopo-
dobienistwem 60%) lub -10% (z prawdopodobienstwem 40%) w odniesieniu
do jej wartosci z poczatku okresu.

Amerykanska opcja ,kupna po cenie minimalnej” wyptaca w momencie rea-
lizacji (ktéra jest mozliwa zar6wno na koniec pierwszego, jak i drugiego okre-
su) réznice pomiedzy ceng akcji w chwili realizacji opcji a minimalng ceng akcji
w okresie do momentu realizacji opcji (z uwzglednieniem ceny poczatkowej),
o ile ta réznica jest dodatnia. Jakag maksymalng cene zaptacitby inwestor za ame-
rykanska opcje ,kupna po cenie minimalnej” na akcje sp6tki X, jesli wymaga, aby
oczekiwana stopa zwrotu z inwestycji w opcje wyniosta przynajmniej 10%
w skali jednego okresu? Opcja jest wazna od chwili obecnej przez dwa okresy.

Rozwigzanie. Zacznijmy od wyznaczenia wyptat z opcji na koricu drugiego okre-
su, jesli jej nie zrealizowano: AC}‘“ =72—-50=22, ACé‘d =54 —-50 =4,
ACfw =54 — 45 =9, 4cdd = 40,5 - 40,5 = 0. Przy wycenie we wczesniej-
szych okresach wyznaczamy wieksza z dwoch wartosci. Pierwsza to zdyskon-
towana o jeden okres warto$¢ oczekiwana (wzgledem miary bez ryzyka)
zmiennej losowej wskazujacej mozliwe wyptaty w nastepnym kroku Sciezki
zmian ceny, jesli teraz czekamy z realizacjg opcji. Druga warto$¢ to zysk lub
strata z instrumentu podstawowego, gdyby w tej chwili zrealizowa¢ opcje. Stad

22-0,6+4-0,4
ACE = max {—

, (60 — 50)+} = 13,45,

9-0,6+0-04
ACf = max {—

(40 - 50)*} = 4,91,

L. 1345:0,6+491-04
Co = 11

=9,12.

119



6.4. Martyngaly dyskretne

Warunek E,( S;/(1 + R)) = E,(Sy) = S, mozna zapisa¢ w ogdlniejszej postaci
jako E,(S,/(1+R)) = E,(Sy—1), ze wygladu na jednorodnodno$¢ btadzenia
losowego, albo wykorzystujac rekurencje, jako E, (S, /(1 +R)") = E,(S,) dla
n=1,2,...Funkcjonat E, wystepujacy w tych wzorach mozna zastgpi¢ warun-
kowa wartoscig oczekiwana.

Definicja 6.4.1. Warunkowg warto$cia oczekiwana catkowalnej zmienne;j
losowej X wzgledem c-algebry G — F nazywamy zmienna losowa E,(X|G)
spetniajaca warunki:

a) E,(X|G) jest mierzalna wzgledem c-algebry G,

b) dla kazdego zbioru 4 € G zachodzi réwno$¢ [, X dP = [, Ep(X|G)dP.

Oto najwazniejsze wtasnos$ci warunkowej wartosci oczekiwanej, patrz na
przyktad [9].

1.

Dla kazdej catkowalnej zmiennej losowej X i kazdej pod-c-algebry G w F
istnieje przynajmniej jedna catkowalna zmienna losowa E, (X|G). Jesli Y1
i Y2 s3 warunkowymi warto$ciami oczekiwanymi zmiennej losowej X
wzgledem c-algebry G, to Y1 = Y2 prawie wszedzie wzgledem miary P.

2.]esli Xi Y sa catkowalnymi zmiennymi losowymi, to dla dowolnych a, b € R

mamy

prawie wszedzie wzgledem P.

3. Jezeli zmienna losowa X jest mierzalna wzgledem c-algebry G, to

Ex(X|6)=X

prawie wszedzie wzgledem P.

4.]Jezeli zmienna losowa X jest mierzalna wzgledem c-algebry G, zmienna

losowa Y jest catkowalna i zmienna losowa X - Y jest catkowalna, to
Ep(X Y|G)=X-Ep(Y|G)

prawie wszedzie wzgledem P.

5.]Je$li pod-c-algebry G1 i G2 w F s3 niezalezne i zmienna losowa X jest mie-

rzalna wzgledem G1 i catkowalna, to
Ep(X|Gy) = Ep(X)

prawie wszedzie wzgledem P.

Przestrzen probabilistyczng (€2, F, P) ze wstepujacym ciggiem c-algebr (Fp)
takich, ze F, c F nazywamy bazg stochastyczna.
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Definicja 6.4.2. Proces losowy {X :n=0,1, } okres$lony na bazie sto-

n

chastycznej (Q, (Fn), F, P) jest martyngatem, jesli

a) jest zaadaptowany do filtracji, tzn. zmienna losowa X, jest F,-mierzalna
(mierzalna wzgledem c-algebry F,) dla kazdego n >0,

b) E,(|1X,|) < oo dlakazdegon >0,

c) X, =E, (Xn+1 | Fn) prawie wszedzie wzgledem P, dla kazdego n > 0.

Przyklad 6.4.1. [E02.06.2008] Zat6zmy, Ze cena pewnego instrumentu finan-
sowego jest zmienng losowa o pewnym rozktadzie ze $rednig zero i warian-
cja 1. Rozwazmy ciag nieskoniczony takich wzajemnie niezaleznych zmiennych
losowych {X,,:n = 0,1, ...}. Niech F, = o(X;, X,, ..., X;;) bedzie c-cialem (c-alge-
bra) generowanym przez Xy, X,, ..., X,,. Ktére sposréd stwierdzen sa prawdziwe:

(i) Proces S, =X, X; jest martyngatem wzgledem F,.
(ii) Proces S2 — n jest martyngalem wzgledem F,.
(iii) Proces E,(Xp41|F,) jest martyngatem wzgledem F,.

Rozwigzanie. Wszystkie stwierdzenia sg prawdziwe. F, jest naturalnag filtra-
cja procesu losowego {X,, : n =0,1, ...}, wiec zmienna losowa §,, jest mierzal-
na wzgledem F, dla kazdego n.

Dla kazdego n warto$¢ oczekiwana

2
Ep(ISn]) < E,(S3) = Var,(Sp) + [E,(Sp)] =n+0=n<w
oraz
Ep(5n+1 | Fn) = Ep(Sn | Fn) + Ep(Xn+1 | Fn) = Sn +0= Sn'
czyli (i) jest prawdziwe.
Podobnie, dla kazdego n,

E,(1S2—n]) < E,(IS2 ) +n=Var,(| S, ) + [E,(I Su D]* + 7 =

=n+n+0< o
oraz

Ep(5%+1 -+ |F)= Ep(SrZL+1| FR)-(+1) =
= Ep((sn +Xn+1)2| E, )—-(n+1) =
= Ep(Srle Fn) +2-5," Ep(Xn+1| Fn) + Ep(X%+1| Fn) -(n+1) =
2

= Sr% +2- Sn ' E(Xn+1) + {Varp(Xn+1| Fn) + [Ep(Xn+1| Fn)] } - (n + 1) =

=S2+0+14+0-n—-1=S2-mn,
czyli (ii) jest prawdziwe.
W trzecim przypadku, dla kazdego n, mamy E, (X, |F,) = E(X,41) = 0.
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Miara probabilistyczna, przy ktorej proces losowy {X,:n =0,1,..}jest
martyngatem, nazywa sie miara martyngalowa. Okazuje sie, Ze miara bez
ryzyka, wzgledem ktorej wyceniamy walory, jest réwnoczes$nie miarg martyn-

Cn
(A+R)"

gatowa, a zdyskontowane procesy w modelu CRR: { S } { }oraz

(1+R)™

{(:’;)n} dla 0 < n < N s3 martyngalami wzgledem niej. Ponizsze twierdzenie

taczy twierdzenie 6.1.1 z wlasno$ciami martyngatow.

Twierdzenie 6.4.1. ([11], [19]) Jesli nie ma mozliwos$ci arbitrazu oraz zdys-
Sn
(1+R)™
probabilistycznej P i generuje filtracje (Fy,), to istnieje miara martyngatowa Q,

wzgledem ktorej zdyskontowany proces cen jest tanicuchem Markowa.

kontowany proces ceny { } jest tanicuchem Markowa wzgledem miary

Przyklad 6.4.2. [E13.12.2010] Pan Jan przystepuje do funduszu inwestycyjne-
go z kwota poczatkowa S,. Fundusz dziala w nastepujacy sposéb: kazdego dnia
n =1, 2, ... do kwoty poczatkowej moze by¢ dodana kwota X, = A PLN z praw-
dopodobienstwem pe[0, 1] lub odjeta kwota X,, = B PLN z prawdopodobien-
stwem q € [0, 1], gdzie A, B > 0. Kazdego dnia ma miejsce albo powiekszenie,
albo pomniejszenie funduszu i zdarzenia te sg niezalezne. Zat6zmy, ze pan Jan
kazdego dnia otrzymuje informacje o tym, czy kwota X, zostala dodana, czy
odjeta. Zdefiniujmy proces {S, : n=0,1,..} stanu funduszu pana Jana na
dzien n jako S, = Yji-1 Xx + S, i okre§lmy, ktére z ponizszych stwierdzen sa
prawdziwe.

(i) Proces{S, : n=0,1,..}jest martyngalem wzgledem naturalnej filtra-
cji procesu{X, : n=0,1,..}

(ii) Proces{S, : n =0,1, ...} jest martyngalem wzgledem naturalnej filtra-
cji procesu {X, : n=0,1,...}, jezeli poczatkowa kwota wynositaby
So=0PLN.

(iii) Proces {S,, : n =0, 1, ...} jest martyngalem wzgledem naturalnej filtra-
cji procesu {X, : n=0,1,...}, jezeli poczatkowa kwota wynositaby
So = 0 PLN, a p = q = %2 niezaleznie od wysoko$ci wplat/wyplat A, B.

(iv) Proces {Z, : n=0,1,..} zwrotow z funduszu okreSlony jako
Zn =8Sp —So = Xp=1X) jest martyngatem wzgledem naturalnej filtra-
cji procesu {X,, : n=0,1,...} dla dowolnej kwoty poczatkowej i do-
wolnych p,q>0,p+q=1,jezeliA=B=1PLN.

(v) Proces {Z,: n=0,1,..} zwrotow z funduszu okreSlony jako
Zn =8Sp —So = Xp=1 X) jest martyngatem wzgledem naturalnej filtra-

cji procesu {X, : n=0,1,..} dla dowolnej kwoty poczatkowej
ip=-2_g=-2
"WPEe 1T oE
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Rozwigzanie. Tylko ostatnie stwierdzenie jest prawdziwe. Proces
{S, : n=0,1,..} jest martyngalem wzgledem naturalnej filtracji procesu
{X, : n=0,1,..},jesli

Ep(5n+1 | Fn) = Ep(Sn | Fn) + Ep(Xn+1 | Fn) = Sn +0= Sn'

czyli E,(Xy41|F,) = 0dla wszystkich n. Zatem musi by¢ spetniony warunek
A-p-B-q=0.W pierwszych czterech przypadkach tak nie jest. W pigtym

A-p-B-q=(A-B-A-B)/AB=0.

6.5. Lancuchy Markowa

Jak wspominaliSmy w rozdziale 4.3, dla jednorodnego tancucha Markowa
{Xn: n=0,1, } mozna zdefiniowa¢ macierz przejscia Py ze stanu i w n-tym
kroku do stanu j w (n+ 1)-szym kroku, o elementach Po(i,j) =P(X,+1 =
j| X, =1). Przykladem jednorodnego tanicucha Markowa jest zagadnienie rui-

ny gracza z rozdziatu 6.1. Macierz przej$cia w tym zagadnieniu jest kwadratowa
macierzg wymiaru (a + 1 + |b|) postaci

1 0 00 ... O
[q 0 p 0 .. 0]
P=lo0 q¢q 0 p - ol
v el

Przyklad 6.5.1. [E20.06.2011] Do wyceny obligacji korporacyjnych wykorzy-
stywany jest model oparty na ratingu kredytowym emitenta, w ktérym:

a) mozliwe sa dwa ratingi kredytowe A lub B;
b) macierz prawdopodobienstwa przejScia pomiedzy ratingami to:

Paa pAB] _ [0,7 0,31.
pea pPepl 10,1 09V

c) krok modelu jest roczny;

d) jesli na poczatku roku k emitent obligacji ma rating kredytowy A, to do
dyskontowania przeptywoéw pienieznych z wyemitowanej przez niego
obligacji wystepujacych w tym roku uzywamy czynnika dyskontujgcego
v, = 0,9. Jezeli za$ emitent ma rating kredytowy B, to analogiczny czyn-
nik dyskontujacy vz wynosi 0,8.

Rozwazmy obligacje korporacyjng wyemitowang na poczatku pierwszego
roku przez spo6tke o ratingu kredytowym A. Jest to trzyletnia obligacja o nomi-
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nale 1000, z kuponem w wysokos$ci 5% warto$ci nominalnej, ptatnym na koniec
roku. Znajdz cene tej obligacji w momencie emisji przy uzyciu opisanego mo-
delu.

Rozwigzanie. Nalezy obliczy¢ warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej, ktéra
reprezentuje cene tej obligacji w momencie emisji.

Przebieg ratingu Prawdopodobienstwo Cena tej obligacji w momencie emisji
A>A->A 0,7-0,7=0,49 50-0,9+50-0,92+ 1050 - 0,93 =850,95
A—>A—->B 0,7-0,3=0,21 50-0,9+50-0,92+1050-0,92-0,8="765,9
A—>B->A 0,3-0,1=0,03 50-09+50-09-0,8+1050-0,92-0,8=761,4
A—>B—>B 0,3-0,9=0,27 50-0,9+50-09-0,8+1050-0,9-0,82=685,8

Cena tej obligacji wynosi 0,49 - 850,95 + 0,21 - 7659 + 0,03 - 761,4 +
+0,27 - 685,8 =785,8125.

ce@@®°

Przyktlad 6.5.2. [E01.10.2012] Rozwazmy obligacje korporacyjna wyemitowa-
ng przez spoétke o ratingu kredytowym A. Jest to trzyletnia obligacja o nominale
1000, z kuponem w wysokosci 4% warto$ci nominalnej, ptatnym na koniec
roku. Do wyceny obligacji korporacyjnych wykorzystujemy model oparty na
ratingu kredytowym emitenta i majacy nastepujace zatozenia:

a) mozliwe sg trzy ratingi kredytowe A, B lub C;
b) macierz prawdopodobienstwa przej$cia pomiedzy ratingami ma naste-
pujaca postac:

Paa Pap Pac 07 02 01
[pBA (5:3:} pBCl = lO,S 0,5 O,Zl;
Pca PcB Pcc 03 03 04

c) krok modelu jest roczny;

d) jesli na poczatku roku k emitent obligacji ma rating kredytowy A, B lub
C, to do dyskontowania przeptywdéw pienieznych z wyemitowanych
przez niego obligacji, przypadajacych na dany rok, uzywamy odpowied-
nio czynnika dyskontujacego v, = 0,95,vz = 0,90 lub v, = 0,85.

Znajdz cene tej obligacji w momencie emisji przy uzyciu opisanego modelu.

Rozwigzanie. Nalezy obliczy¢ warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej, kto-
ra reprezentuje cene tej obligacji w momencie emisji.
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Prngieg Prafm}opodo- Cena tej obligacji w momencie emisji

ratingu bienstwo
A—>A—>A 0,7-0,7=0,49 [40-0,95+40-0,952+ 1040 -0,953=965,77
A—>A—>B 0,7-0,2=0,14 [40-0,95+40-0,952+1040-0,9-0,952=918,84
A->A->C 0,7-0,1=0,07 |40-0,95+40-0,952+1040-0,85-0,952=871,91
A—>B—>A 0,2-0,3=0,06 [40-095+40-0,9-0,95+1040-0,9-0,952=916,94
A—>B—B 02-05=0,10 [40-0,95+40-0,9-0,95+1040-0,92-0,95=872,48
A—>B—>C 0,2-0,2=0,04 (40-095+40-09-095+1040-0,95-0,9-0,85=2828,02
A—>C—>A 0,1-0,3=0,03 [(40-095+40-0,85-0,95+1040-0,952-0,85=868,11
A—->C—>B 0,1-03=0,03 [40-095+40-0,85-0,95+1040-0,95-0,9-0,85=2826,12
A—>C-C 0,1-04=0,04 [40-095+40-0,85-0,95+1040-0,95-0,852=784,13

Cena tej obligacji wynosi 0,49 - 965,77 + 0,14 - 918,84 + 0,07 - 871,91 +
+0,06-916,94 + 0,10 - 872,48 + 0,04 - 828,02 + 0,03 - 868,11 + 0,03 - 826,12 +
+0,04 - 784,13 =920,48.

ce@@®°



Zadania do rozdziatu 6

1. W biladzeniu losowym prostym symetrycznym obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
cena akcji o poczatkowej wartoscia (a >0, a € Z):
a) osiggnie wartos¢ (3a - 1) przed spadkiem do (a - 1) w dowolnej liczbie krokéw,
b) zawsze bedzie osiggata wartosci wieksze niz a (poza momentem startu) do kroku
(2n) wiacznie, a w (2n)-tym kroku osiggnie poziom 5a (dla n > 2a, n € Z).

2. Poda¢ prawdopodobienstwo, ze obecna cena akcji wynoszaca a zt (a > 0, a € Z)
i podlegajaca btadzeniu losowemu prostemu niesymetrycznemu (Bernoulliego) po
2k krokach (k> 2a, k € Z):

a) potroi sie,
b) osiggnie po raz pierwszy pieciokrotno$¢ swojej wartosci.

3. Zatézmy, ze stopa zwrotu kapitalu w roku zainwestowania wynosi 10% i w kolej-
nych latach moze zmieni¢ sie o 0,5% w nastepnym roku w stosunku do roku po-
przedniego. Zaktadamy, ze prawdopodobienstwa wzrostu i spadku sg jednakowe.

A. Znalez¢ wartos$ci oczekiwane i wariancje stop zwrotu z inwestycji w kolejnych la-
tach.

B. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze stopa zwrotu z inwestycji po 5 latach wynie-
sie 7,5%, 9,5%, 10%?

C. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze kiedykolwiek stopa zwrotu wyniesie 10%
(nie liczac roku zainwestowania), jesli liczba krokéw nie jest ograniczona?

D. Z ilu réznych dodatnich $ciezek bedzie sktadat sie ten model (przy zatozeniu, ze
liczba krokéw w btadzeniu losowym nie przekracza 20)?

E. Ile jest $ciezek takich, ze warto$¢ stopy zwrotu spadnie ponizej 5% po raz pierw-
szy przed 20. krokiem?

F. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana Sciezka nieujemna docho-
dzaca do 15% w 20 krokach okaze sie $ciezka dodatnig?

G. Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze stopa zwrotu osiagnie poziom 17% przed
spadkiem do poziomu 8,5%.

4. Przypus$c¢my, ze cena akcji w obecnej chwili wynosi 100 zt i w kazdym okresie moze
wzrosnac¢ lub zmale¢ o 10 zt, a prawdopodobienstwo {p = 1/3, q = 2/3} jest miara
arbitrazowg, neutralng wzgledem ryzyka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze cena
akcji w k-tym okresie:

a) bedzie doktadnie taka sama, jak na poczatku,
b) osiggnie poziom 130 zt po raz pierwszy?

5. [E17.03.2008] W uproszczonym modelu rynku papieréw warto$ciowych zaktada-
my, ze stan gieldy opisuje tancuch Markowa czasu ciggtego o dwoch mozliwych sta-
nach - hossa (h) i bessa (b) o intensywnosciach przej$¢ podanych w nastepujgcej
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macierzy

P(t) = Phh  Pnb

] _1[3+2e75t 2—2¢7%
Pbh  Pob

5(3—3e75t 2+ 3e75t)

W chwili ¢t = 0 inwestor lokuje 100 PLN na lokacie o rocznej ciaglej intensywnosci
oprocentowania 5% i czeka p6t roku. Jesli po pét roku na gietdzie jest hossa, inwe-
stor kupuje jednostki funduszu inwestycyjnego o rocznej ciagtej intensywnosci opro-
centowania 20%, je$li za$ bessa - pozostawia $rodki na tej samej lokacie. W chwili
t = 0 prawdopodobienstwo hossy na gietdzie ocenia sie na réwne prawdopodobien-
stwu bessy. Wyznacz warto$¢ oczekiwang rachunku inwestora po roku, liczac od
chwili t = 0.

. Strategia long condor polega na nabyciu opcji kupna o cenie K1, wystawieniu dwdch
opcji kupna o cenie realizacji Kz i K3 oraz nabyciu opcji kupna o cenie realizacji Ks,
przy czym Ki < Kz < K3 < K4. Wszystkie opcje wystawione sg na ten sam instrument
bazowy, maja rézne ceny realizacji oraz rézne terminy wygasniecia. Zapisa¢ wzor
funkcji wyptaty i sporzadzi¢ jej wykres w zalezno$ci od cen instrumentu bazowego
w chwili wygasania opcji.

. [E16.05.2005] Inwestor realizuje strategie inwestycyjng typu spread (jednoczes$nie
wystawia i kupuje opcje na te samg akcje). Ma on mozliwos$¢ zakupu (wystawienia)
europejskich opcji put i call o identycznym terminie waznosci, po cenach wykona-
nia 0 < K1 < K2 < Ks. Celem inwestora jest skonstruowanie strategii inwestycyjnej
dajacej funkcje wyptaty

( 0 dla x <K,
H(x): x—Kl dla KlngKz‘
2K, —K; —x dla K,<x<Kj;

2K, — K, —K; dla x>K;

gdzie x oznacza cene akcji w chwili wygasniecia opcji. Ktéra ze strategii charaktery-

zuje sie powyzsza wyptata:

a) dtuga pozycja call po cenie wykonania Ki, dwie krétkie pozycje call po cenie
wykonania K>, dtuga pozycja call po cenie wykonania K3,

b) dtuga pozycja put po cenie wykonania Ki, dwie krétkie pozycje put po cenie
wykonania K>, dtuga pozycja put po cenie wykonania Kz,

c) dluga pozycja put po cenie wykonania Ki, dwie kroétkie pozycje call po cenie
wykonania K>, dtuga pozycja put po cenie wykonania Kz,

d) dtuga pozycja call po cenie wykonania Ki, dwie krétkie pozycje call po cenie
wykonania Kz, dtuga pozycja call po cenie wykonania K.

. Przyjmijmy, ze cena akcji wynosi obecnie 100 zi. Niech parametr wzrostu ce-
ny pewnej akcji w kazdym okresie wynosi u = 1,5, a parametr spadku ceny akcji
d = 0,7. Niech cena realizacji europejskiej opcji kupna wygasajacej po trzech okre-
sach jest rowna K = 105 zl. Zalézmy, ze stopa kredytu/depozytu wynosi 20%
w pierwszym, 10% w drugim i 5% w trzecim okresie. Wyznaczy¢ cene opcji kupna
wystawiong na te akcje.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Poczatkowa cena akcji moze po jednym okresie potroi¢ sie lub spas¢ do 1/3 poczat-

kowej ceny.

A. Czy miara {p = 1/3, q = 2/3} moze by¢ miarg bez ryzyka?

B.Jaka powinna by¢ poczatkowa cena akcji, by w przypadku hossy (zwyzki) cena
akcji wyniosta 120 z1?

Obecna cena akcji wynosi So = 100 zt, w jednym okresie cena akcji moze wzrosnaé
u = 1,5 raza z prawdopodobienistwem 0,2 lub zmale¢ d = 0,7 razy z prawdopodo-
bienstwem 0,8. Niech cena realizacji opcji kupna K = 110 z}, a stopa procentowa de-
pozytu/kredytu wynosi 20% w jednym okresie. Wyznaczy¢ cene europejskiej opcji
kupna i europejskiej opcji sprzedazy.

W modelu CRR wyznaczy¢ cene europejskiej opcji kupna z ceng realizacji K= 110 zt
waznej 6 miesiecy, opartej na akcji o obecnej wartosci 100 zl, przy zatozeniu, Ze ce-
na akcji moze z miesigca na miesigc albo wzrosna¢ 1,2 razy, albo zmale¢ 0,8 razy.
Przyja¢, ze miesieczna stopa bez ryzyka wynosi 0,0001%.

Rozwazmy trzyokresowy model CRR z parametrami: So=4,u=2,d=1/2, R =1/4.
Znalez¢ ceny:
a) azjatyckiej opcji kupna akcji wygasajacej w chwili t = 2 o wyptacie

S+ S +
- (225"
b) opcji typu lookback o wyptacie V; = max {0 <n < 3:S, — S3} wchwilit =3,

+
c) azjatyckiej opcji kupna o wyptacie (% - 4) , gdzie Y, =S, + -+ S,,, wygasaja-
cej w chwili t = 3.

[E10.12.2012] Rozpatrujemy instrument finansowy wyptacajacy w chwili ¢ = 3
kwote Sy, — S,,,, gdzie S; jest ceng akcji w chwili ¢ = i, gdzie i = 0, 1, 2, 3, natomiast
Sy = max {S,,51,5,,55} i S, = min {S,,S5;,S,,53}. Inwestor wycenia instrument
na drzewie dwumianowym przy nastepujacych zatozeniach:

a) S, =100,

b) w ciggu roku cena akcji ro$nie o 25% lub spada o 20%,

¢) roczna intensywno$¢ oprocentowania wynosi 6= 10%,

d) rynek nie dopuszcza arbitrazu.

Jaka bedzie cena tego instrumentu?

Dla modelu CRR o parametrach u =2,d=1/2, R=0,1, So = 100 rozwazmy nastepu-
jace strategie inwestowania kwoty Ko= 1000 z}:

a) catg kwote lokujemy w banku,

b) za potowe kwoty kupujemy akcje, reszte lokujemy w banku,

c) za kwote 800 zt kupujemy akcje, reszte lokujemy w banku,

d) catg kwote przeznaczamy na zakup akcji,

e) pozyczamy dodatkowo 1000 zt i za wszystko kupujemy akcje.

Wyznaczy¢ oczekiwane stopy zwrotu. Ktora strategia jest strategia bez ryzyka? Kt6-
ra daje najwiekszy zysk w wybranych warunkach rynkowych?
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15.

16.

17.

18.

19.

Postugujac sie modelem CRR o parametrach u=2,d=1/2, R = 0,25, So= 50 zt budu-
jemy nastepujgcy portfel: krétka pozycja dla trzech europejskich opcji kupna po
20 zt za opcje, dwie akcje i pozyczka na brakujgcg kwote. Czy portfel ten jest portfe-
lem samofinansujacym sie (tzn. zakupy waloréw finansowane sa ze sprzedazy in-
nych)?

Rozwazmy dwa portfele:

a) europejska opcja kupna oparta na akcji o biezacej cenie 10, z ceng wykonania 12,
terminem wygasniecia T oraz gotdwka w wysokosci 12, ktéra bez ryzyka moze
by¢ zainwestowana na 10%;

b) europejska opcja sprzedazy na ten sam instrument, co opcja kupna, z ceng wyko-
nania 12, terminem wykonania T oraz z 1 akgji.

Wykaza¢, ze w terminie T wartos$¢ portfela A jest wieksza niz B.

Mamy nastepujace informacje:

a) w chwili n = 0 wiemy, ze rzucono kostka w ksztatcie o§mioscianu,

b) w chwili n = 1 wiemy, czy wypadta parzysta liczba oczek, czy nie,

c) w chwili n = 2 znamy reszte z dzielenia liczby wyrzuconych oczek przez 4,

d) w chwili n = 3 wiemy dodatkowo, czy liczba wyrzuconych oczek jest wieksza
niz 4, czy nie.

Opisac¢ te informacje za pomoca filtracji.

Czy nastepujace zmienne losowe sg mierzalne wzgledem c-algebr Fi, F2 i F3z zada-
nia poprzedniego?

_{V2 dla o e {2,6}
X(@) _{ e dla wef{1,34,578)
oraz

_{In3 dla we{l,2}
V(@) _{ 7 dla we{34,5678}

Ktéry z procesow - {X,} czy {Y;} jest adaptowany (definicja 6.4.2) do filtracji (F)
z zadania 17?7 Ktdry jest nieantycypujacy (definicja 7.2.1)?

Xo(w)=0dlawe QiYy(w)=0dlawe 2
_(1dlawe {2,4,6,8} _(2dlawe{2,4,6,8}
X1 (w) = {o dlawe {1,3,5,7) 1@ = {1 dlawe {1,3,5,7}

0dla we {4,8}
ldlawe {1,5}
2dlawe {2,6}
3dlawe {3,7}

2dlawe{1,2,3,4}

Xy(w) = {1 dla o e {5,6,7,8} 12(©) =

S5dlawe {1,2,3,4}

X,(w) = {e e (5678 B@=kdao= .
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20.

21.

22.

k Kk
.a) (E) fk , gdy k parzyste, b) BikL(k’ 3) G)
2

Udowodni¢, ze w btadzeniu losowym prostym symetrycznym martyngatami sa:

a) (Spn=1,
b) (S7 — M=y

Udowodni¢, ze w btadzeniu losowym prostym niesymetrycznym martyngatami sa:
a) (Sn = n(p = s

v () .

Rozwazmy ciag niezaleznych zmiennych losowych (V) taki, ze ¥, = 0i E(Y,) =1
dlan>1.NiechM, = lorazM, =Y, 'Y, - ... Y, dlan > 1. Pokazad, ze cigg (M,,) jest
martyngatem.

Odpowiedzi

D50, 1) 0

.a) (asz).pma.qk—a’b) Zfa( 2k )-pk+a.qk—a_

a+k

.A. E(R) = 10, Var(R) = k/4, B. 1/32, 10/32, 0, C. 1, D.( H )dla ust. n < 20,

2

E.2126,F.8/11,G.3/17.

k

. Zastosowa¢ model kapitalizacji ciggtej wzgledem czasu ze stala stopg procento-

wa 0,2. Wymnozy¢ wektor [0,5 0,5] przez P(t). OdpowiedzZ: ~ 109,96.
( 0 dla Sr<K;
| Sr—K dla K <Sr<K,
Kz - Kl dla KZ < ST S K3.
K, +K;—K;,—S; dla K;<S;<K,
K,+Ks—K,—K, da S, >K,
Odp. A. Skorzystac ze wzordéw w tabeli 6.2.1.

Co=31,29 z1.

.A.Tak, jesli R = 2/9, B. So= 40 z.
10.
11.
12.
13.

Co=20,83 z4, Po= 12,50 zt.
16,63 zt.
a) 1,28,b) 172/125, ¢) 76/125.

G = 74,86, C'd = 28,45, G4 = 33,43, (24 = 36,30, C1* = 54,21, (¢ = 31,08,
Co=42,31.
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14. a) bez ryzyka, e) najwiekszy zysk i najwieksze ryzyko. Wszystkie strategie przyno-
szg oczekiwany zysk w wysokos$ci 10% kapitatu poczatkowego.

15. Tak.

16. Warto$¢ pierwszego portfela w terminie realizacji opcji T wynosi (Sp — 12)* + 13,2.
Dla drugiego portfela mamy (12 — Sp)* + Sr.

17. Fo - trywialna, F1 - generowana przez zbior {2, 4, 6, 8}, F2 - generowana przez zbiory
{1,5},{3,7}, {2, 6}, {4, 8}, F3= 2"

18. {Xi} - mierzalny wzgledem F: i Fs. {Yt} - mierzalny wzgledem F3.
19. {Y:} jest adaptowany do filtracji, oba nie sg prognozowalne.

20. Skorzystac z definicji 6.4.2 oraz sprawdzi¢ warunki (b) i (c). Wzorowac sie na przy-
ktadzie 6.4.1.

21. Skorzystac z definicji 6.4.2 oraz sprawdzi¢ warunki (b) i (c). Wzorowac sie na przy-
ktadzie 6.4.1.

22.Zauwazy¢, ze In(M,) = In(Y)) + In(Yp)) + -+ n(Y) =X, + X, + -+ X, = S,,.

Skorzysta¢ z definicji 6.4.2 oraz sprawdzi¢ warunki (b) i (c). Wzorowac sie na przykta-
dzie 6.4.1.



7. Wycena w modelach ciaglych

7.1. Proces Wienera

Rozwazmy przestrzen probabilistyczng (Q, F, P) oraz ciagly model czasu.

Definicja 7.1.1. Procesem Wienera nazywamy proces stochastyczny

{W(t) t= 0} okreslony na przestrzeni probabilistycznej (€2, F, P) spehiaja-

cy warunki:

a) W(0) = 0 z prawdopodobienstwem 1,

b) przyrosty procesu W(t,), W(ty) —W(ty),.. W(ty) —W(ty_,) dla
0 <t; < <t s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi,

¢) zmienne losowe W (t) — W (s) majg rozktady N(0, t-s)dla0 <s<t,

d) trajektorie t — W(a), t) procesu sa ciaglte dla prawie wszystkich we 2
wzgledem miary P.

é ¥ i
05 L
' i A
O'Odbvl\ PR .'.‘ .u" 5
-0‘5.
o} i

P
. >

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N1

Ryc. 7.1.1. Trzy trajektorie procesu Wienera (w tym jedna nieciagta)
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Proces Wienera ma wiele ciekawych wtasno$ci. Niektore z nich wymienimy.

1. Whasno$¢ Markowa: przyrosty procesu W(t) — W(s) dla 0 <s <t nie za-
lezgod W(u)dlaO<u<s.
2.Dla n parzystych n-ty moment zwyklty dla przyrostu procesu
E[(W(t) — W(s))n] = (n—1)! +/(t — s)", (0<s<t),adlan-nieparzystych
jest rowny zeru.
B.E[W()-W(s)] =s, Cov[W(t) -W(s)] =s,Var[W(t) —W(s)] =
=t—s,p= Corr(W(t),W(s)) = \E
. Zmienna losowa W (t) ma rozktad N(0, t).
. Trajektorie podstawowej wersji procesu s3 ciggte, ale w zadnym punkcie
nie s3 rézniczkowalne, bo sg funkcjami o nieograniczonym wahaniu
na dowolnym przedziale [s, t] (dla 0 < s < t). Dlatego nie istnieje catka

[S2 0

Stieltjesa fStW(t)dt (wiec i rézniczka). Trzeba ja zastapi¢ catkg (i réz-
niczka) stochastyczng (na przyktad rachunkiem It6, patrz podrozdz. 7.2).

6. Trajektorie s3 fraktalami (krzywymi samopodobnymi). Jesli dowolng tra-
jektorie pomnozymy przez cZ w kierunku osi czasu OT i przez ¢ w kie-
runku osi warto$ci procesu, to otrzymamy trajektorie nieodréznialng od
wyjséciowej.

Przyklad 7.1.1. Pokazaé, ze proces {W?(t) — t} jest martyngalem z czasem
cigglym wzgledem naturalnej filtracji (Fy) procesu Wienera {W (t)}.

Rozwigzanie. Nalezy wykaza¢, podobnie jak w modelu dyskretnym, ze
E(JW?2(t) — t|) < « oraz ze E(W?2(t) — t|F,) = W2(s) — s dla wszystkich 0 < s
<t. Mamy wiec

EW?(®) —t|FK) =E(W®) -W(s) +W(s)? —t|F) =
=(t—s)+2W(s)-E(W®) —W(s)) + W3(s) —t =
=—s+2W(s) 0+ W?(s) =W?(s)—s

oraz E((W?2(t) —t) <E(W?2(t)) +t =t?> +t < oo

7.2. Catka Ito

Przedstawienie rozwigzania stochastycznego réwnania rézniczkowego poda-
nego przez Fishera Blacka i Myrona Scholesa, o czym bedzie mowa w nastep-
nym podrozdziale, wymaga zdefiniowania catki It6.
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Definicja 7.2.1. Niech {W(t) : t > 0} bedzie procesem Wienera okreslonym
na przestrzeni probabilistycznej (€2, F, P) i niech (F;) bedzie naturalng filtra-
cja dla {W(t)}. Dalej, niech {X(t) 1t > 0} bedzie innym procesem losowym
na tej samej przestrzeni, nieantycypujacym (inaczej: prognozowalnym, tj.
takim, ze kazda zmienna losowa X(t) jest mierzalna wzgledem o-algebry
generowanej przez (Fs) dla wszystkich s<t). Wezmy dowolny przedziat
[a, b] = [0, <) i dokonajmy jego podziatu punktami ty,t;, ..., t, takimi, ze
a=ty <ty <<t =>b. Rozwazmy sumy cze$ciowe Y,; X(t;_,) W (t;) —
W (t;_1)]. Jesli Srednice podziatu staja sie coraz mniejsze przy k — o (czyli
limy_,, max{|t; — t;_1|: 1 < i < k} = 0) oraz przy k — oo istnieje granica we-

dtug prawdopodobienstwa ciggu sum czes$ciowych, to te graniczng zmienng

losowg Y nazywamy catka It6 i zapisujemy jako Y = f‘fX(t) dW (¢t).

W przeciwienstwie do catek oznaczonych z funkcji rzeczywistych, ktére sa
skalarami, catka It6 jest zmienng losowa. R6zniczke procesu, ktory jest funkcjg
procesu It6, obliczamy, stosujac ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 7.2.1. (Lemat It6) Zat6zmy, ze X (t) jest procesem It6, tzn.
dX(t) = AX,t)dt + B(X,t)dW (t),
a proces Y(t) ma posta¢ Y(t) = f(X(¢t),t). Wtedy

dy(t) = (afA(X t) +i+§a—BZ(X t)) dt+iB(X t) dW (t).

Najprostszymi przyktadami proceséw It6 sa: arytmetyczny (dla A(X,t) = u
iB(X,t) = o)igeometryczny ruch Browna (dlaA(X,t) = u- XiB(X,t) = o-X).
Wtasnosci tych proceséw podano na przyktad w pozycji [21].

Przyktad 7.2.1. Wyprowadzi¢ rozwigzanie rdwnania ewolucji cen akgcji, ktora
zmienia sie zgodnie z réwnaniem dInS(t) = udt + odW (t), gdzie ¢ oznacza
staty dryf procesu, a dodatnia stata o okresla tempo zmienno$ci procesu.

Rozwigzanie. Zapiszmy rownanie ewolucji cen akcji w réwnowaznej postaci
dS(t) = u -S(t)dt + o - S(t)dW (t).

Réwnanie to okresla geometryczny ruch Browna.
Skorzystamy z lematu It6, biorgc f(S(t),t) =InS(t),A(X,t) = u-S(t)
iB(X,t) = o S(b).

134



Wyznaczamy pochodne czgstkowe procesu cen akcji

of 1
as S
oraz
o*f 1
sz~ §Z

Rozwigzanie ma postac

2

dInS(t) = ! S+0 1B dt+BdW(t)—( 102)dt+ dw (t)
o= \g# 252 3 T2 a ’

bedaca inng charakterystyka geometrycznego ruchu Browna z dryfem u
i zmienno$cia o.

7.3. Model BS

Zakladamy, Ze na rynku nie ma arbitrazu i dziala on w sposéb ciagly, tzn.
przyjmujemy model ciagly czasu z kapitalizacjg ciggta ze statg (w czasie wazno-
$ci opcji) stopa r bez ryzyka. Uczestnicy rynku moga bez ograniczen pozyczaé
i inwestowa¢ srodki wedtug stopy r. Akcje sa nieskonczenie podzielne, a ceny
kupna i sprzedazy dla tego samego instrumentu s3g jednakowe. Nie uwzglednia
sie kosztéw transakcji ani podatkéw. Dozwolona jest krdtka sprzedaz walorow.

W modelu sformutowanym przez Fishera Blacka i Myrona Scholesa w pracy
pt. The pricing of options and corporate liabilities, opublikowanej w ,Journal of
Political Economy” w 1973 roku, rynek opisujg dwa podstawowe réwnania:
stochastyczne rownanie rozniczkowe przedstawiajgce zmiany cen akcji bazo-
wej oraz nielosowe réwnanie rézniczkowe prezentujgce zmiany cen waloru bez
ryzyka (zwanym obligacjg lub rachunkiem konta bankowego). Ceny wszystkich
instrumentéw pochodnych s3 funkcjami zaleznymi od cen akgji i obligacji.

Cena obligacji spetnia (nielosowe) réwnanie rézniczkowe zwyczajne postaci

dinB(t) = B dt,
z warunkiem poczatkowym B(0) = B,. Rozwigzanie tego réwnania,
B(t) =B(0)-e™,

odpowiada kapitalizacji ciggtej ze statg stopa procentowa r w okresie bazowym.
Zmiany cen akcji okresla stochastyczne réwnanie rézniczkowe

dinS(t) = pdt + ocdW (t).
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Lewa strona wzoru jest rézniczkg zmian logarytmoéw cen, p oznacza staty
dryf procesu, dodatnia stata ¢ jest odchyleniem standardowym (miarg zmien-
nosci procesu), a dW(t) jest rézniczka Itd wzgledem procesu Wienera. Jak
przedstawiliSmy w poprzednim podrozdziale, rozwigzanie tego réwnania ma
postac

dnS(t) = (u—31c?)dt+cdw(t),

co mozna zapisa¢, rownowaznie, jako proces Ité6 w postaci catkowej

t t

St =So+f Su,udu+j SsodW (s)
0

0

albo prosciej w postaci procesu {S(t) : t = 0}, gdzie

s(t) = e 3%)dt + e aw (o).

Jest to rownanie okreslajace geometryczny ruch Browna, w ktérym zmienna
losowa S(t) marozktad LN(InSy + u- t, o - t).

Cene instrumentu pochodnego f{S, t) wystawionego na instrument bazowy,
ktérego cena zmienia sie zgodnie z réwnaniem dInS(t) = udt + odW(t),
okresla stochastyczne rownanie rézniczkowe Blacka-Scholesa

af of 10%f )
ot aSr5+zas2 o*S% =rf,
gdzie r jest stopa procentowa bez ryzyka w kapitalizacji ciggte;.

Latwo wykazaé, podstawiajac wzory do ostatniego réwnania, ze catkami
szczegblnymi tego réwnania sg dwie funkcje: f(S,t) = S (proces ewolucji ceny
akcji) oraz f(S,t) = e™ (proces zmian ceny obligacji, traktowanej jako nume-
raire). W pierwszym przypadku mamy 0+1-7-S+0=r-§5, a w drugim
r-e"™+0+0=r-e". Zgodnie z teorig réwnan rézniczkowych kazde rozwia-
zanie nieosobliwe jest funkcja catek szczegdlnych.

Jesli dodamy warunki brzegowe f(0,t) = 0i f(S,T) = (S —K)*, to otrzy-
mamy réwnanie Blacka-Scholesa na wycene w chwili ¢ (0 < t < T) europejskiej
opcji kupna wystawionej na akcje spo6tki nieptacacej dywidendy

Co=S ddf)—e TV . K. a(dy),

1n(%)+(ri§) (T—1)

df =
‘ T—¢

Funkcja @ we wzorze jest dystrybuantg rozktadu normalnego N(0, 1).
Przy warunkach brzegowych: f(oo,t) =01 f(S,T) = (K —S)* dostajemy
wzor na wycene w chwili ¢ (0 < t < T) europejskiej opcji sprzedazy wystawionej
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na akcje spo6tki nieptacacej dywidendy
Po=e 7T . K. d(—d;) — S, - d(—d}),

di_ln(%)+(ri§)-(T—t)
t T—t '

Przy innych warunkach brzegowych réwnania Blacka-Scholesa nie mozna
rozwigzac¢ wprost. Stosuje sie wtedy metody przybliZonych rozwigzan.

Podobnie jak w przypadku dyskretnym pomiedzy europejska opcja kupna
i europejska opcja sprzedazy zachodzi, dla wszystkich 0 < t < T, parytet opcji
kupna i sprzedazy w postaci zaleznosci

Ct - Pt - Sf - K . e_r(T_t).

Przyktad 7.3.1. [E12.03.2012] Przy zatozeniach odno$nie rynku finansowego,
zgodnych z modelem BS, dane s3:

(1) S(t) oznaczajace proces ceny akcji zalezny od czasu t, dla t > 0,
S(t) =5(0) - exp{(r — 5—0,56*)t+ o -W(1)},

(i) S(0) =1,

(iii) ojest zmiennoscig procesu ceny akcji i jest stale rowne 0,4,

(iv) dla t = 0 akcja S(t) placi stope dywidendy 6 = 0,04, kwota dywidendy
wynosi 0,04 - S(t)dt w okresie miedzy t a (t + At),

(v) wyrazenie r — ¢ oznacza dryf procesu i jest stale réwne 0,08, gdzie
r oznacza wolng od ryzyka stope procentowa,

(vi) wiadomo, ze zmiane procesu ceny akcji opisuje réownanie dS(t) =
= 0,08 -S(t)dt +0,4-S(t)dW(t), dla t > 0, tzn. krotkoterminowy
wzrost ceny akcji jest proporcjonalny do obecnego poziomu cen $red-
nio w stosunku 0,08 oraz zmienno$¢ ceny jest proporcjonalna do jej
obecnego poziomu.

Rozwazmy instrument pochodny, ktéry wyptaca kwote {1 + S(1) - In(5(1))?}
w momencie t = 1 i nie wyptaca nic w kazdym innym momencie. Zaktadajac
kapitalizacje ciagla, wskaz, w ktérym przedziale miesci sie oczekiwana obecna
wartos$¢ PV tego instrumentu:

a) PVp <0,732,
b) 0,732 < PV < 1,024,
¢) 1,024 < PVy < 1,075,
d) 1,075 < PV < 1,296,
e) 1,296 < PV < 2,001.
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Rozwigzanie. Podstawiajgc dane, mamy

S(t) =1-exp{(0,08—0,5-0,16) -t + o- W(t)} = exp{c- W(t)},

PVy = e %12E{1 4+ S(1) - In(S(1))?} = e ®12[1 + e FWW) . 2. E(W2(1))] =
= e 012[ 1+ o2 ] = 1,0288,

czyli oczekiwana obecna warto$¢ instrumentu znajdzie sie w przedziale c).

Przyklad 7.3.2. [E17.05.2003] Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia: S - obecna
cena akcji, K - cena wykonania opcji, Cx - cena europejskiej opcji kupna przy
cenie wykonania K, Py - cena europejskiej opcji sprzedazy przy cenie wykona-
nia K, N - okres do wykonania opcji.

Dla pewnej opcji wiadomo, ze Cx = Py, dla K = S oraz kazdego N > 0. Po-
nadto, dla N = N, oraz K = S cena opcji kupna (réwna cenie opcji sprzedazy),
wyliczona na podstawie wzoru BS, wynosi X. Jak zmieni sie cena opcji, gdy:

(i) natezenie oprocentowania wzro$nie dwukrotnie,

(ii) wariancja natezenia oprocentowania zmaleje czterokrotnie,
(iii) obecna cena akcji i cena wykonania wzrosng dwukrotnie,
(iv) okres do wykonania opcji wzrosnie czterokrotnie.

Rozwigzanie. Z rownania parytetu mamy 0 = Cy, — Py,, czyli Sy, = K,\,Oe‘”"0
oraz

X=C0=S@(da—)_e_rNK¢(d0_)=P0
Dalej, jesli zajda zmiany opisane w punktach (i)-(iv), to 25 = 2Ke 2" 4N czyli

S _ . SN -
= =g 8N 20 = ¢="No Wtedy
K Kn,

2S5 (dY) —eB2K - (d" ) =2-[S- D(d*) —e ¥ NK . p(d7)] =
= 2-[S- &d}) — e ™K - D(d5)] = 2X,
bo

oVN oVN

réznig sie tylko warto$cig chwilowej stopy zwrotu (8r dla dtirdla d%). Whios-
kujemy stad, Ze cena opcji wzro$nie dwukrotnie.
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Przyklad 7.3.3. [E10.12.2012] Niech S(t) bedzie ceng akcji w chwili (roku) t.
Akcja ta nie wyptaca dywidendy. Intensywno$¢ oprocentowania r wynosi 4%
w skali roku, a zmienno$¢ ceny o 25%. Zaktadamy ponadto, Ze proces ceny akcji
dany jest wzorem

S(t) = A(¢) - exp{ct dZ}

dla t > 0, gdzie zmienna losowa Z ma rozktad normalny standaryzowany N(0, 1)
oraz A(t) > 0 dla t > 0 jest pewng funkcjg rzeczywista. Rynek nie dopuszcza
arbitrazu. Wyznaczy¢ cene, w chwili 0, kontraktu, ktéry wyptaca po roku kwote
K =max {5(0),S(1)}.

Rozwigzanie. Zasadniczo kontrakt rézni sie od opcji tym, Ze opcji mozna
nie wykona¢, natomiast wykonanie kontraktu jest obligatoryjne. Zatem cena
kontraktu K, w chwili 0 wynosi

K, =¢e"E (maX{S(O),S(l)}) =e"E (max{S(O),A(l) . eO'ZS'EZ}) =
= e"max{S(0),A(1) - e°} =e" max{S(0),5(0)-e"} =S(0) - e?" =
= 5(0)-e%%8 ~1,08- S(0).

Wiecej informacji na temat wyceny rozmaitych instrumentéw finansowych
podano na przyktad w [9].

7.4. Parametry ,greckie”

Wedtug modelu BS, opisanego w poprzednim podrozdziale, warto$¢ kazdej
opcji zalezy od pieciu czynnikéw: ceny wykonania, ceny instrumentu podsta-
wowego, dtugosci okresu do terminu wygasniecia, stopy wolnej od ryzyka oraz
zmiennoS$ci cen instrumentu podstawowego. Wrazliwo$¢ ceny opcji na zmiane
ktérego$ czynnika opisuja pochodne wzgledem tych czynnikéw (poza ceng
wykonania, ktéra jest stata). W tabeli 7.4.1 zamieszczono wzory pozwalajgce
wyliczy¢ warto$¢ tych wspotczynnikéw, ktére oznaczane sa greckimi literami.
Przyjeto, ze ¢(x) jest gestoscig rozktadu normalnego standaryzowanego N(0, 1)
o dystrybuancie @(x).
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Tabela 7.4.1. Wspoétczynniki ,greckie”

\I/\]viz‘:)'vﬁ Okreélenie Warto$¢ wspdtczynnika Warto$¢ wspétczynnika
czynnika dla opcji kupna dla opcji sprzedazy
pochodna I rzedu wzgle- 6Ct ap,
Delta dem ceny instrumentu A= ——= D(d]) A= 35 = = —(—-df)
bazowego S, t
pochodna Il rzq¢'iu 6ZCt (d ) 62Pt (d )
Gamma |wzgledem ceny instru- I = a5Z I = 252
mentu bazowego S; t Sf r—t t Sf r—t
pochodna I rzedu ac,
Vega wzgledem zmienno$ci Ve = Fr V, = 9k _ Sep(dVT —t
(kappa) | cen instrumentu bazo- _ : =t Y7 80, Pl
wego o; =Sep(di VT — ¢t
i hodna I rzedu | 6; = =t P
minus pochodna I rzeau t= 3 A t= a3 N
Theta wzgledem dtugosci 61(T t) 61(T v
okresu do terminu =———S,0(d})o + =———S,0(d})o +
wéniceia (T — ©) T —¢ co(df) Z*T_tt(/’(t)
wygasnig —r(T=t) gy - =T (T=8) g -
+rKe ddy) rKe d(—dy)
pochodna I rzedu ac ap
Rho wzgledem stopy r wol- P = a_t =TKe " &(dp) P, = a_t ~TKe T @(—d;)
nej od ryzyka r r

Przyklad 7.4.1. [E08.01.2007] Oblicz dla ¢t = 0 iloczyn parametréw greckich
delta i vega europejskiej opcji kupna w modelu Blacka-Scholesa z biezaca ceng
akcji S (akcja nie wyptaca dywidendy), stopa wolna od ryzyka r, zmienno$cia
cen akcji o, czasem zapadalnosci opcji T i ceng wykonania K.

Rozwigzanie. Ay - Vo = @(dJ) - Sy - p(di)VT.

Przyklad 7.4.2. [E28.05.2012] W chwili ¢ = 0 na rynku dostepna jest akcja S(t)
o obecnej cenie 32 PLN oraz trzymiesieczna europejska opcja kupna wystawio-
na na akcje S(t) o cenie wykonania X = 32 PLN. Wiadomo, Ze parametr zmien-
nosci akcji S(t) ma warto$¢ o = 0,3 oraz parametr delta opcji kupna wynosi
0,5567. Wiedzac, ze roczna intensywno$¢ stopy wolnej od ryzyka jest stata
i rowna r = 0,04 (kapitalizacja ciggta) oraz parametr dla opcji kupna
d¢ = 0,0175, zapisz wzor pozwalajgcy wyznaczy¢ cene opcji kupna w chwili
t = 0 wystawiong na akcje S(t) zgodnie z modelem BS.

Rozwigzanie.

Co =Sy D) —e K- d(dy) = 17,81 — 12,64 [0 "¢

_x?
2 dx.
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Przyklad 7.4.3. [E25.03.2013] Cena pewnej opcji sprzedazy na akcje S niewy-
ptacajaca dywidendy, wyznaczona przy uzyciu modelu BS, w chwili ¢t = 0 wynosi
Co = 3. Cena akcji S w chwili t = 0 wynosi 40, natomiast parametr zmiennosci
ceny tej akcji o= 0,1. Czas do zapadalnoSci opcji to T = 1. W chwili ¢ = 0 znana
jest warto$¢ dwoch parametréw greckich delta i vega dla tej opcji sprzedazy,
mianowicie Ag = -0,69, Vo = 14,11. Oszacowad, o ile zmienitaby sie cena opcji
sprzedazy, gdyby cena akcji S nagle wzrosta o 1.

Rozwigzanie. Z warunkéw zadania wynika, ze
Ay = —(—d}) = —0,69 oraz Vy = S, - p(dNT = 409(d3) = 14,11.

Wartos¢ parametru gamma wskazuje, jaki bedzie przyrost parametru delta
opcji, jesli cena S wzrosnie o 1,

_ p(dg) _ p(dg) _ 14,11/40

= ~0,088,
N 4
4y — 4o
I—bzsl_SOZAl_AO=A1+O,69.

Stad otrzymujemy 4, =-0,602.




Zadania do rozdziatu 7

1. Wyceni¢ europejska opcje kupna o terminie do wygasniecia 6 miesiecy, cenie wyko-
nania 30 zl, oparta na akcji o aktualnej cenie 25 z1, jesli odchylenie standardowe stopy
zwrotu akcji wynosi 20%, a w czasie wazno$ci opcji nie bedzie wyptacana dywidenda.
Stopa w kapitalizacji ciagtej wolna od ryzyka wynosi 12%.

2. Wyceni¢ europejska opcje sprzedazy dla danych z poprzedniego zadania.

3.Cena pewnej akcji A nieprzynoszacej dywidendy w rozpatrywanym okresie jest
zmienng losowa o rozktadzie LN(x, ¢*) ze zmiennoScia o = 12% w skali roku, nieza-
lezng od dryfu x. Obecna cena akcji wynosi 96 zt. Wolna od ryzyka stopa procentowa
to 8%. Obliczy¢ cene trzymiesiecznej:

a) opcji kupna 1000 akcji A z ceng wykonania 100 tys. z1,
b) europejskiej opcji sprzedazy 1000 akcji A z ceng wykonania 100 tys. zt.

4. [E17.03.2008] Rozwazmy parametr grecki vega europejskich opcji kupna (o cenie C)
i sprzedazy (o cenie P) na rynku Blacka-Scholesa, ktére to opcje majg czas trwania T.
Zalézmy, ze zmiennos$¢ (o) ceny instrumentu podstawowego (S) wzrosta w chwili ¢
(liczac od chwili 0) o &€ > 0. Ile wyniesie réznica miedzy nowymi cenami opcji kupna
i sprzedazy C1i P1?

5.[E17.06.2013] Na rynku Blacka-Scholesa w chwili 0 dostepna jest opcja wyboru
(chooser option) na akcje A, niewyptacajaca dywidendy. Cena tej opcji w chwili 0 wy-
nosi 10 PLN. Nabyweca opcji w chwili 1 ma prawo zadecydowa¢, czy bedzie to euro-
pejska opcja sprzedazy wystawiona na akcje A, czy europejska opcja kupna akcji A,
realizowana w chwili 2 z ceng wykonania 100 PLN. Przez C:(A, K, T) oznaczymy cene
w chwili t < T europejskiej opcji kupna na akcje A o terminie wykonania T i cenie wy-
konania K. Cena akcji A w chwili 0 wynosi 97 PLN, stopa wolna od ryzyka za$ 0 (tzn.
jest to model bez dyskonta). Majac dane Co(A, 100, 1) = 3 PLN, znaleZ¢ Co(A, 100, 2).

Wskazéwka. Opcja wyboru jest portfelem ztozonym z dtugiej opcji kupna o terminie
wygasniecia T i dtugiej opcji sprzedazy o terminie do chwili wyboru.

6. Wykaza¢, na podstawie definicji, ze jesli {W(t) : t = 0} jest procesem Wienera, to
procesami Wienera sg rowniez:
a) W(t+s)—W(s),gdyt s>0 (jednorodno$¢ w czasie),
b)c-W (Ciz) gdzie ¢ > 0 jest pewng stalg, t > 0 (skalowanie),
At-w (%), gdzie t > 0 (odwrdcenie czasu),
d) - W(t), gdzie t > 0 (symetria).
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7.Pokaza¢, Ze nastepujace procesy sg martyngatami z czasem cigglym wzgledem pro-
cesu Wienera {W(t) : t > 0} z naturalna filtracjg (Fo):

a) {(W(@): t=0}
b) exp {o- W) — ?t} (eksponenta Doleans-Dade [9]).

8. Obliczy¢ catke Ito:
T
fo aw (t).

Odpowiedzi

. Wyceni¢, to przede wszystkim poda¢ cene w chwili 0. Co= 0,40 zt.
. Z parytetu: Po= Co - So + Ke”'" = 3,65 zl.

.1450,72 zt, 3470,04 zt.

. Zero, bo vega nie zalezy od o

. Cot'=10 = Co£(97,100,2) + Pof(97,100,1), stad Cof(97,100,2) = 4.

. Skorzystac z definicji 7.1.1.

. Patrz przyktad 7.1.1.

X N O U A W N

. Nalezy najpierw zapisa¢ wzor okreslajacy sumy czeSciowe. Zalezy on tylko od konco-
wych punktéw przedziatu, po ktérym catkujemy, a nie zalezy ani od ¢, ani od procesu
Wienera. Granica wedtug prawdopodobienstwa ciggu sum czesciowych bedzie réwna
W(T).
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