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Streszczenie

Rozprawa doktorska jest poswiecona analizie pewnych wtasnosci korelacji w me-
chanice kwantowej oraz ogdélnych teoriach probabilistycznych.

Pierwsza cze$¢ rozprawy dotyczy aktywacji tamania nieréwnosci CHSH za pomocq
wymiany splatania. Pokazano, ze wykorzystujac wiele odpowiednio dobranych sta-
néw nietamigcych nieréwnosci CHSH mozna, w wyniku wykonywania wielokrotnej
wymiany splatania, otrzymac stan kwantowy tamiacy te nieréwnos¢.

W drugiej czeSci rozprawy wprowadzono miary kontekstualnosci: wzajemngq in-
formacje kontekstualnosci oraz wzgledng entropie kontekstualnosci. Pokazano, ze obie
miary sa sobie réwnowazne. Ponadto wyznaczono wartosci wzglednej entropii kon-
tekstualno$ci miedzy innymi dla nastepujacych uktadéw: kwadratu Peresa-Mermina,
gwiazdy Mermina oraz uktadu Popescu-Rohrlicha.

Kolejna czes¢ rozprawy dotyczy ograniczen na ilos¢ korelacji miedzy wynikami
pomiaréw wykonywanych przez dwie osoby na wspotdzielonym stanie kwantowym.
Zaproponowano i udowodniono dla szerokich klas stanéw kwantowych nowe zasady
wykluczania informacji. Pierwsza z nich ogranicza sume wzajemnych informacji w
przypadku, gdy jedna osoba mierzy jedna obserwable, a druga osoba mierzy jedna
z dwoch obserwabli. Druga zasada ogranicza sume wzajemnych informacji w przy-
padku, gdy obie osoby mierza po jednej z dwdch obserwabli.

W ostatniej cze$ci rozprawy zbadano relacje miedzy kodami swobodnego dostepu
a uktadami (nie-)sygnalizujacymi. Zdefiniowano uktad zwigzany z kodem swobodnego
dostepu (uKSD), ktéry wraz z wykorzystaniem dodatkowego bitu informacji funkcjo-
nuje jak kod swobodnego dostepu. Wykazano, ze niesygnalizujqcy uKSD jest réwno-
wazny ukladowi Popescu-Rohrlicha. Dodatkowo sformutowano nieréwnosci wiazace
mozliwosci wykorzystania tych zasobow oraz pokazano, ze w niektérych przypadkach
zasoby sygnalizujace moga by¢ mniej uzyteczne niz niesygnalizujace.



Abstract

The matter of the dissertation covers the topic of correlations in quantum mecha-
nics and in generalized probabilistic theories.

The first section of the dissertation concerns the activation of violation of CHSH
inequality using entanglement swapping. It was shown that by performing multiple
entanglement swappings on a number of states which do not violate CHSH inequality
it is possible to obtain a state which violates this inequality.

In the second section two measures of contextuality are introduced: mutual infor-
mation of contextuality and relative entropy of contextuality. It was shown that the two
measures are equal. The relative entropy of contextuality was calculated for some par-
ticular boxes including among others Peres-Mermin square, Mermin star and Popescu-
Rohrlich box.

The next section analyzes bounds on correlations between outputs of measure-
ments performed by two parties on a shared quantum state. The new information
exclusion relations are postulated and proved for a vast class of quantum states. The
first relation bounds the sum of two mutual informations when one party measures a
single observable and the other party measures one of two observables. The second
relation bounds the sum of two mutual informations when each party measures one
of two observables.

In the last section the relation between random access codes and (non-)signalling
boxes is analyzed. A new box called racbox is defined, which if supplied with one
bit of communication offers random access code. It was shown that nonsignalling
racbox is equivalent to Popescu-Rohrlich box. Additionally, the resource inequality
is formulated and it was shown that in some cases signalling resources can be less
efficient than nonsignalling ones.
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Rozdziat 1

Wstep

Niniejsza rozprawa jest poswiecona zbadaniu wybranych wlasnosci korelacji w
mechanice kwantowej i ogélnych teoriach probabilistycznych w réznych ich aspek-
tach. Struktura pracy przedstawia sie nastepujaco:

W Rozdziale 2 oméwimy podstawowe pojecia wykorzystane w dalszej czesci pracy.
Zdefiniujemy tu pojecie korelacji lokalnych, wyprowadzimy nieréwnos¢ CHSH [1]
oraz pokazemy w jaki sposob jest ona tamana przez pewne szczegdlne uktady kwan-
towe. Dalej oméwimy warunki niesygnalizowania oraz zdefiniujemy uktad Popescu-
Rohrlicha [2, 3] tamiacy maksymalnie nieréwnos¢ CHSH. Oméwimy kody swobod-
nego dostepu, po czym rozpatrzymy mozliwosci jego symulowania wykorzystujac
uktady kwantowe lub uktad Popescu-Rohrlicha. W dalszej czesci przypomnimy znane
w literaturze zasady nieoznaczonosci ze szczegdlnym uwzglednieniem entropowych
zasad nieoznaczonosci. Nastepnie omowimy relacje wykluczania informacji Halla [4],
ktéra wynika bezposrednio z entropowej zasady nieoznaczonosci Maassena-Uffinka
[5]. W ostatniej czesci wprowadzimy pojecie kontekstualnosci. Przytoczymy tutaj
rowniez przyktady uktadow kontekstualnych realizowanych w ramach mechaniki kwan-
towej: kwadrat Peresa-Mermina, gwiazda Mermina [6-8] oraz uktad KCBS [9].

W Rozdziale 3 omédwimy aktywacje tamania nieréwnosci CHSH z wykorzystaniem
wielokrotnej wymiany splatania kwantowego dokonang w tancuchu stanéw dwuqu-
bitowych [10-13]. W pierwszej kolejnosci scharakteryzujemy wykorzystywane stany
kwantowe oraz okreslimy przedzialy parametréw, dla ktérych nie tamig one nieréw-
nosci CHSH. Pokazemy, ze w przypadku otrzymywania pewnych okreslonych wyni-
kéw pomiaru Bella po dostatecznie duzej liczbie wymian splatania, z poczatkowych
standw nietamigcych nieréwnosci CHSH mozna uzyska¢ stan koncowy tamiacy te nie-
rownosc¢. Nastepnie rozwazymy przypadki, ktére dla okreslonych parametréw poczat-
kowych stanéw kwantowych nie prowadza do aktywacji tamania nieréwno$ci CHSH.

Rozdziat 4 poswiecony jest miarom korelacji kontekstualnych [14]. W szczegdlno-
Sci wprowadzimy pojecie dwdch miar: pierwsza z nich (wzajemna informacja kontek-
stualnosci) okresla ilos¢ korelacji miedzy zmienna losowgq okreslajaca kontekst pomia-
rowy a wynikami pomiaréw dokonanych na danym uktadzie; druga miara (wzgled-
nej entropii kontekstualnosci) okresla minimalna sume odleglosci rodzin rozktadéw
prawdopodobienstwa opisujacych poszczegdlne konteksty pomiarowe od rodzin roz-
ktadow prawdopodobienstwa pochodzacych z tacznego niekontekstualnego rozktadu
prawdopodobienstwa. W dalszej kolejnosci wykazemy réwnos¢ obu miar kontekstu-
alnos$ci.Nastepnie przystapimy do wyznaczenia wartosci wzglednej entropii kontek-
stualnosci dla nastepujacych uktadéw: kwadratu Peresa-Mermina, gwiazdy Mermina



[6-8], uktadu Popescu-Rohrlicha [2, 3] oraz najprostszego ukladu kontekstualnego
przedstawionego w pracy [9]. W tym celu skorzystamy z odpowiednich technik syme-
tryzacji [15-17] dla pewnych szczegélnych rodzin rozktadéw prawdopodobienstwa
okreslanych dalej ukltadami izotropowymi. Umozliwi to okreslenie wartosci miary
kontekstualnosci dla dowolnych uktadéw izotropowych, ktérych szczegdlnymi repre-
zentantami sg wyzej wymienione uklady. Nalezy wspomnie¢, ze wczesniej uzyto w
analogiczny sposob wzglednej entropii do opisu ukladéw nielokalnych [18]: dla roz-
wazanych tam ukladéw wzgledna entropia kontekstualnosci redukuje sie do wpro-
wadzonej tamze miary statystycznej sity dowodow nielokalnosci. Wielkosci tej w [18]
nadano operacyjna interpretacje zwiazang z rozréznianiem uktadéw lokalnych i nie-
lokalnych. W Rozdziale 4 wykazemy, ze mozliwa jest réwniez inna operacyjna inter-
pretacja - oparta na symulacji ukladu kontekstualnego za pomocg ukltadéw niekon-
tekstualnych.

W Rozdziale 5 wprowadzimy relacje wykluczania informacji [4] ograniczajace
sume dwdch wzajemnych informacji dla odpowiednich par obserwabli mierzonych
przez dwie odlegte osoby [19]. Pierwsza relacja dotyczy przypadku dwéch wzajem-
nych informacji, gdzie na pierwszym poduktadzie mierzona jest tylko jedna obserwa-
bla, a na drugim poduktadzie mierzona jest jedna z dwéch obserwabli. Pokazemy, ze
relacja ta w pewnych przypadkach jest znacznie silniejsza niz relacja wykluczania in-
formacji Halla [4]. Druga relacja dotyczy przypadku dwdéch wzajemnych informacji,
gdzie na kazdym podukiadzie moze by¢ mierzona jedna z dwdch obserwabli. Obie
relacje udowodnimy dla pewnych klas stanéw kwantowych. W rozdziale tym przy-
wotamy réwniez dowdd pierwszej z nich dla dowolnych standw przedstawiony jako
jeden z wynikéw w pracy autorstwa Colesa i Pianiego [20].

W Rozdziale 6 zajmiemy si¢ poréwnaniem dwoch zasobéw: uktadu Popescu-Rohrlicha
z kodami swobodnego dostepu [21]. W tym celu zdefiniujemy dodatkowy uktad (uKSD)
po czym okreslimy jego whasnosci. Pokazemy, ze niesygnalizujqgcy uKSD jest réwno-
wazny uktadowi Popescu-Rohrlicha. W dalszej czesci sformutujemy nieréwnos¢ wig-
zaca te zasoby. W szczegdlnosci wykazemy, ze dysponujac dowolnym uKSD (sygnali-
zujacym badz niesygnalizujacym) mozemy, z wykorzystaniem jednego bitu informacji
oraz jednego bitu wspoétdzielonej losowosci, zasymulowac¢ uktad Popescu-Rohrlicha
a dodatkowo otrzymac kanat wymazujacy. Podamy rowniez przyktad sygnalizujgcego
uKSD nasycajacego te nier6wnosc.

W Rozdziale 7 strescimy najwazniejsze wyniki przedstawione w tej pracy.



Rozdziat 2
Podstawowe wiadomosci
feoretyczne

2.1. Nielokalnosé¢

Jedna z najistotniejszych wlasnosci korelacji w mechanice kwantowej, fundamen-
talnie odrézniajacych ja od klasycznych korelacji, jest ich nielokalny charakter. W
tym podrozdziale przytoczymy podstawowe pojecia, za pomocg ktérych mozliwe jest
Sciste zdefiniowane teorii lokalnych. Teorie te musza speinia¢ pewne ograniczenia
zwane nieréwnos$ciami Bella [22]. Pokazemy rowniez, ze korelacje wynikajace z me-
chaniki kwantowej, badz ogdlnych niesygnalizujacych teorii probabilistycznych moga
nie spelnia¢ tych nieréwnosci. Swiadczy to o nielokalnym charakterze korelacji kwan-
towych i niesygnalizujacych [23].

2.1.1 Korelacje lokalne

Rozwazmy nastepujacy eksperyment (,eksperyment Bella”): dwa przestrzennie
odseparowane uklady, ktére w przesztosci mogly oddzialywac ze soba, poddane sg
pewnym pomiarom przez dwoje uzytkownikéw, Alicje i Bolka (oznaczanych odpo-
wiednio A i B). Osoby te wykonuja pomiary na réznych uktadach. Alicja i Bolek moga
w ogdlnosci dokonac jednego z wielu réznych pomiaréw. Wybrany przez Alicje pomiar
oznaczymy przez x. Analogicznie, przez y oznaczymy pomiar wybrany przez Bolka.
Po dokonanym pomiarze, zaréwno Alicja jak i Bolek otrzymuja pewne wyniki pomia-
row. Przez a oznaczymy wynik pomiaru x otrzymany przez Alicje, a przez b wynik
pomiaru y otrzymany przez Bolka. Zwré¢my uwage, ze x,y,a, b moga przyjmowac
dowolne wartosci, poniewaz jest to catkowicie arbitralny zestaw liczb oznaczajacy
pomiary i wyniki tych pomiaréw.

Zauwazmy, ze wyniki a i b moga sie r6zni¢ w réznych seriach pomiarowych, nawet
jesli Alicja i Bolek wykonywali te same pomiary x i y. Innymi stowy, wyniki pomia-
row zaleza w ogdlnosci od tacznego rozktadu prawdopodobienstwa dla wynikéw a i
b jesli wykonywane byly pomiary x oraz y: p(a, b|x, y). Dany rozktad prawdopodo-
bienstwa p(a, b|x, y) mozna z kolei szacowa¢ powtarzajac odpowiednio duzg liczbe
razy pomiary x oraz y, a nastepnie zlicza¢ otrzymane wyniki a oraz b. Zauwazmy, Ze
w ogolnosci wyniki pomiaréw nie sg catkowicie niezalezne od siebie:

p(a, blx,y) # p(alx)p(bly), (2.1)
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tzn. wyniki a oraz b moga by¢ w pewien sposob skorelowane ze soba.

W celu zdefiniowania pojecia lokalnosci zatézmy, ze istnieje pewien zbidr czynni-
kéw majacych wplyw na otrzymywane wyniki pomiaréw. Oznaczmy ten zbior przez
A. Zaznaczmy, ze w ogolnosci w tym zbiorze moggq istnie¢ pewne zmienne, ktérych
wartosci nie jesteSmy w stanie poznac¢ na drodze jakichkolwiek eksperymentéw (tzw.
,Zmienne ukryte”). Zbiér A oraz wybrane pomiary x i y determinuja mozliwe wyniki
pomiaréw a i b zadajac pewien laczny rozklad prawdopodobienstwa p(a, b|x, y, A).
Jednak po odseparowaniu dwdch uktadéw od siebie lokalne pomiary wykonywane na
jednym ukladzie nie mogq mie¢ wptywu na drugi uktad i vice versa, tj. statystyczny
rozktad wynikéw a i b jest produktowy:

p(a,blx,y,A) = p(alx,A)p(bly, A). (2.2)

Sam czynnik A moze jednak zmienia¢ sie¢ w réznych seriach pomiarowych (z pew-
nym rozkladem prawdopodobienstwa p(A)). W celu oszacowania tacznego rozkladu
prawdopodobienstwa p(a, b|x, y) po wielu seriach pomiarowych musimy uwzglednié¢
losowy charakter czynnika A:

pla,blx,y) = p(A)p(alx, p(bly, 1), 2.3)
A

jesli zmienna A przyjmowata wartosci dyskretne (gdzie A jest tutaj przestrzenia, na
ktéra zmienna A jest zdefiniowana), lub

p(a, blx,y) :f dAp(A)p(alx, A)p(bly,A), (2.4)

A

jesli zmienna A przyjmowata wartosci ciaglte. Wszystkie mozliwe korelacje wynikéw
opisane tacznym rozkladem prawdopodobienstwa p(a, b|x, y), ktére mozna rozpisac
w formie (2.3) lub (2.4) nazywamy lokalnymi. W przeciwnym przypadku bedziemy
moéwic o korelacjach nielokalnych, albo krétko: nielokalnosci.

2.1.2 Nieréwnos¢ CHSH

Ponizej wyprowadzimy nieréwno$¢ CHSH (Clausera-Horna-Shimony’ego-Holta)
[1], ktora jest najprostsza nierownosciag Bella. W ogdlnosci, nieréwnosci Bella sg rela-
cjami wyrazonymi w postaci nieréwnosci, ktére musza by¢ spelnione przez wszystkie
lokalne korelacje (wszystkie lokalne rozktady prawdopodobienstwa p(a, b|x, y)). Za-
t6zmy, ze dwoje uzytkownikéw, Alicja i Bolek, dokonuja jednego z dwdch pomiaréw
x,y € {0,1} takich, ze kazdy pomiar moze da¢ dwa rézne wyniki a,b € {—1,+1}.
Oznaczmy przez (a, b, ) wartos¢ oczekiwang iloczynu ab przy pomiarach x i y:

(a,b,)=> abp(a,blx,y). (2.5)

a,b
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Przez (a,)|, oznaczmy wartos$¢ oczekiwana wyniku a warunkowanego przez A:

(@), =Y aplalx, ), (2.6)

a

i analogicznie
b,) = bp(bly, ). 2.7)
b

Zalézmy, ze korelacje zadane przez taczny rozklad prawdopodobienistwa p(a, b|x, y)
sq lokalne. Mamy wtedy:

(a,b,) = > abp(a,blx,y)
a,b
= ab J dAp(M)p(alx, A)p(bly, 1)
a,b A

- J 2292 Yap(ale, ) S ap(bly, 1)
= J d2.p(A) (@) |s(by)1;. (28)
A

Rozwazmy sume (ayb,) + (ayb;) + (a;by) — (a, b;). Mamy
{agbo) + (agby) + {a;bo) — (a; by)

;
= | dA ({ao)lalbodls + (ao)la{bi)ls + (@) la(bodls — {ay)la(bi)ls)
A

-
= | d2& ({ao)[,((bo}]5 + (b1)[:) + (a)a({bo)lx — (b1)I5)

JA

IA

(2.9)

:
dA (b + (b)la| + [(Bo)]x — (b1l
JA

gdzie w ostatniej linijce skorzystaliSmy z faktu, ze wartosci (ay)|,, (a;)|, mieszcza sie
w przedziale liczbowym [—1, 1]. Bez straty ogdlnosci mozemy dalej zatozy¢, ze

0 < (by)l5 = (bo)lz, (2.10)
co w konsekwencji daje
| (Do) + (B1) 2] + [ (o) — (b2 | < 2(bo)], <2, (2.11)

gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze réwniez wartosci (b,)|,, (b;)|, mieszcza sie¢ w prze-
dziale liczbowym [—1, 1]. Jesli powyzsza nieréwnos$¢ scalkujemy po calej przestrzeni
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zmiennych A, to po wstawieniu do (2.9) otrzymamy nieréwno$¢ CHSH:
(agbo) + (agby) + {a;bo) — (a;b;) <2, (2.12)

ktéra musi by¢ spelniona przez wszystkie lokalne korelacje postaci (2.4) (w przy-
padku dyskretnych wartosci zmiennych A analogicznie wyprowadzamy nieréwnos¢
CHSH, ktéra musi by¢ spelniona przez wszystkie lokalne korelacje postaci (2.3)).

2.1.3 Korelacje kwantowe i famanie nieréwnosci CHSH

Zgodnie z postulatami mechaniki kwantowej korelacje opisywane tacznym rozkta-
dem prawdopodobienstwa p(a, b|x, y) dane sa wyrazeniem

pla,blx,y)=Tr (Ma|x®Mb|ypAB), (2.13)

gdzie p,; to macierz gestosci opisujaca stan kwantowy wspotdzielony przez dwoje
uzytkownikéw, Alicje i Bolka, ktérzy dokonujgq pomiaréw opisywanych operatorami
pomiarowymi {M,,} oraz {M,,}. W przypadku, gdy Alicja i Bolek dokonujg kom-
pletnych pomiaréw von Neumanna {I1,,} oraz {Il,,} na stanie czystym |¥) taczny
rozktad prawdopodobienistwa (2.13) mozna zapisa¢ réwnowaznie jako

P(a,b|X:}’): <\P|Ha|x®nb|y|\p) (2.14)

Niech teraz zbiory wartosci wynilic')w poiniarc')w {a,} oraz {b,} reprezentuja wartosci
wlasne obserwabli odpowiednio A oraz B:

A=>a M,, (2.15)
B=) b, My,. (2.16)

Wartosci oczekiwane (a,), (b,) i (a,b,) wyrazaja si¢ odpowiednio przez:

<ax> =Tr (A®idd><dpAB)’ (217)
(b,) =Tr (idgxq ® Bpaz) , (2.18)
(a,b,) =Tr(A®Bps), (2.19)

(gdzie d jest wymiarem podprzestrzeni Hilberta poduktadu). Analogicznie dla stanéw
czystych mamy

(a,) = (VIA®id 4| W), (2.20)
(by) = (¥lidgyq ® B|¥), (2.21)
(a,b,) = (VIA® B|¥). (2.22)



2.1 Nielokalnosé 7

Przyktad. Zatézmy, ze Alicja i Bolek wspdtdzielg stan maksymalnie splatany

1
|¥~) = —=(|01) — [10)), (2.23)
V2
na ktérym dokonuja pomiaréw odpowiednio X - & oraz y - &, gdzie ¥, ¥ to wektory
jednostkowe, natomiast ¢ = (6,6 ,,5,) to wektor macierzy Pauliego. Wartosci wy-
nikow pomiaréw w tym przypadku naleza do zbioru {—1,+1}, natomiast wartosc
oczekiwana iloczynu dana jest wyrazeniem

(ah,) = (W7|%-G®F - G[¥)
_ (2.24)

<i

= _3-

Niech teraz pomiary Alicji x € {0,1} odpowiadaja pomiarom operatoréw X - &
wzdhuz dwéch dowolnych ortogonalnych kierunkéw é, i é;, natomiast pomiary Bolka
y € {0, 1} odpowiadaja pomiarom operatoréw ¥ -& wzdtuz kierunkéw wyznaczanych

~(eo+é1) —eté
przez % oraz % W tym przypadku mamy

1

(agbg) = (aghby) = {a;bg) = ﬁ (2.25)
1
(a;by) = —E. (2.26)
Zauwazmy, ze zachodzi
(aobo) + (aghy) + (a,b) — {ayby) = 2v/2, (2.27)

co tamie nieréwnos¢ CHSH (2.12) prawdziwa dla wszystkich korelacji lokalnych po-
staci (2.4). Tym samym wnioskujemy, ze w ogélnosci korelacje kwantowe (2.13) nie
sq lokalne. Pozwala to méwi¢ o nielokalnych wtasnosciach korelacji w mechanice
kwantowe;j.

W powyzszym przykladzie tamanie nieréwnosci CHSH bylto mozliwe przy wyko-
rzystaniu odpowiednio dobranych pomiaréw, ktére wykonywane sg na stanie kwanto-
wym, bedacym stanem maksymalnie splatanym. Zauwazmy, ze wykorzystanie stanu
splatanego jest warunkiem koniecznym do otrzymania korelacji nielokalnych [15].
Rzeczywiscie, jesli pomiary bylyby wykonywane na stanie separowalnym, ktory w
ogdlnosci mozemy zapisa¢ w postaci

pas =Y p(D)p® pf, (2.28)
14

gdzie stany pf‘ (pé) sq stanami warunkowymi generowanymi w zaleznosci od klasycz-
nej zmiennej losowej £, to dokonujac pomiaréw opisywanych operatorami pomiaro-
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wymi {M,, } oraz {M,, }, otrzymywane korelacje p(a, b|x, y) beda dane wyrazeniem

p(a, b|X,J’) =Tr (Ma|x ® Mb\y ZP(E)Pﬁ ® p}l;)
14
= p(O) Te(My, ) Tr(M,, 1)
J4

= p(0)p(alx, ) p(bly, o). (2.29)
L

Poniewaz wyrazenie to ma posta¢ (2.3) wnioskujemy, ze korelacje maja wylacznie
charakter lokalny.

Chociaz wykorzystanie kwantowych stanéw splatanych jest konieczne do uzy-
skania korelacji nielokalnych, w ogélnosci nie jest tatwe stwierdzenie, czy wykorzy-
stujac pewien okreslony stan splatany mozna uzyska¢ nielokalne korelacje (innymi
stowy: czy dany stan kwantowy jest nielokalny). Istnieje natomiast kryterium jedno-
znacznie stwierdzajace, czy okreslony dwuqubitowy stan kwantowy tamie nieré6wnos¢
CHSH [24]. Rozpatrzmy przypadek, w ktérym Alicja i Bolek wykonuja pomiary na sta-
nie p,p, ktérego podukiady A i B maja wymiar d = 2 (,,qubity”). Dwuqubitowy stan
P45 tamie nieréwnos¢ CHSH wtedy i tylko wtedy, gdy [24]:

ST > 1, (230)

gdzie A; oraz A; sg odpowiednio najwiekszg oraz druga co do wielkosci wartoscig
wlasna macierzy R'R, za$ macierz R jest zdefiniowana poprzez nastepujace elementy
macierzowe:

R;=Tr((6:®6)pss). (2.31)

gdzie &; to macierze Pauliego. Zauwazmy jednak, ze powyzsze kryterium dotyczy
wylacznie nielokalnosci stwierdzanej poprzez tamanie nieréwnosci CHSH. Jak wspo-
mnimy pdzniej istnieja rdwniez stany nielokalne (famiace pewna nieréwnosc¢ Bella),
ktére nie tamia nieréwnosci CHSH [25].

Rozwazmy raz jeszcze wyrazenie (a,b,) + (agb,) + (a; by) — (a;b;). W mechanice
kwantowej jest ono réwnowazne warto$ci oczekiwanej operatora %Bcygy, zdefiniowa-
nego przez

Beusu = A (By + B,) + A, (B, — By), (2.32)

gdzie A, (By) sg operatorami o wartosciach wiasnych a,, b, = £1. W przedstawionym
wczesniej przykladzie pokazalismy, ze dla pewnych okreslonych pomiaréw otrzymu-
jemy (ABcusy) = 2V/2. Powstaje naturalne pytanie, czy dla operatora %Bcygy; mozna
uzyskac wieksza warto$¢ oczekiwana, a tym samym osiggnac jeszcze wieksze tamanie

nierdwnosci CHSH. Pytanie to jest w istocie rOwnowazne z pytaniem o najwieksza
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warto$¢ wiasna operatora %Bcygy. Mozna pokazaé [26,27], ze najwieksza warto$é
wlasna operatora

QCZHSH =4+ [ADAZ] [BlsBZ] (233)
wynosi 8, a zatem warto$ci wlasne operatora % 53 ograniczone przez 2+/2. Tym

samym uzyskujemy gérne ograniczenie na tamanie nieréwnosci CHSH przez korelacje
w mechanice kwantowej. Ograniczenie to nazywamy ograniczeniem Tsirelsona.

2.1.4 Inne nierédwnosci Bella

W poprzednim podrozdziale wyprowadziliSmy nieréwnos¢ CHSH, ktéra jest naj-
prostsza nieréwnoscig Bella, opartg na zalozeniu, ze mamy dwoje obserwatoréw, z
ktérych kazdy moze wykonac jeden z dwdch pomiaréw dajacych dwa mozliwe wyniki.
W ogoélnosci jednak mozna skonstruowac réwniez inne nieréwnosci Bella [23], w za-
leznosci od ilo$ci obserwatoréw, ilosci réznych pomiaréw oraz ilosci wynikéw pomia-
réow [28-47]. Z reguly jest to zadanie wysoce nietrywialne. Wiele nieréwnosci Bella
(ograniczamy sie do dwoch obserwatoréw) ma posta¢ odpowiedniej kombinacji linio-
wej prawdopodobienstw dla tacznego rozkladu prawdopodobienstwa p(a, b|x, y):

> Mp(a,blx,y) <6 (2.34)

a,b,x,y

gdzie Mj; to rzeczywiste wspotczynniki, natomiast 6 jest nietrywialnym ogranicze-
niem dla wszystkich lokalnych rozktadéw prawdopodobienstwa p(a, b|x,y). W przy-
padku nieréwnosci CHSH mamy przyktadowo:

M;;yb = (—1)atbrxy, (2.35)
€ =2, (2.36)

gdzie a,b,x,y € {0,1}.

Dla pewnych wspétezynnikédw M;’}lf nieréwnosci Bella moga by¢ zapisane w formie
nieréwnosci, ktére musza by¢ spelniane przez odpowiednia sume wartosci oczekiwa-
nych iloczynéw wynikéw pomiaréw (korelatoréw), jak np. w postaci (2.12).

Ponizej przedstawimy przyktad innej nieréwnosci Bella, ktéra w odrdéznieniu od
nieréwno$ci CHSH zaktada wieksza ilos¢ pomiaréw dla kazdego z dwéch obserwato-
TOW.

Rozwazmy przypadek, gdzie kazdy z dwojga uzytkownikéw moze wykonaé¢ N po-
miaréw, ktdérych binarne wyniki oznaczymy przez a; dla pomiaréw Alicji i b; dla po-
miaréw Bolka (i,j € {0,1,...,N — 1}). Dla dowolnych lokalnych rozktadéw prawdo-
podobienstwa zachodzi

(agbo) + (a1 bg) + {ayby) + {azby) + ... + {ay_1by_1) — (aoby_1) <2N —2. (2.37)
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Nier6wnos¢ te nazywamy nieréwnoscia Braunsteina-Cavesa [48]. Zauwazmy, ze nie-
rownos¢ CHSH jest szczegdélnym przypadkiem powyzszej nieréwnosci dla N = 2.

2.1.5 Korelacje w teoriach niesygnalizujgcych

Mechanika kwantowa spetnia zasade niesygnalizowania. Zasada ta méwi, Ze sta-
tystyka wynikéw pomiaru u pewnego obserwatora (Alicji) nie moze w zaden sposéb
zaleze¢ od wyboru pomiaru obserwatora bedacego przestrzennie od niego odseparo-
wanego (Bolka). Mozemy ja zapisa¢ w formie réwnan

Vs O, P(@blx,y) = p(a,blx’,¥), (2.38)
b b
Viemy 2. P(@blx,y) = pla,blx,y"), (2.39)
lub krécej:
p(alx) =p(alx,y) = p(a,blx,y), (2.40)
b
p(bly)=p(blx,y) = p(a,blx,y). (2.41)

Jesli ktorys z warunkéw (2.38) nie bylby speliony, wtedy odpowiednie korelacje
p(a, blx, y) bylyby w konflikcie ze szczegdlna teoria wzglednosci, a mianowicie dys-
ponujac wieloma kopiami uktadéw jeden uzytkownik méglby poprzez swdj wybor
obserwabli natychmiastowo zmienia¢ obserwowalna statystyke wynikéw u drugiego
uzytkownika, co dawatoby mozliwos¢ natychmiastowej komunikacji. Dany uktad okre-
Slilibysmy wtedy jako sygnalizujqcy. Okazuje sie jednak, ze zbidér teorii probabili-
stycznych spehiajacych zasade niesygnalizowania jest szerszy niz mechanika kwan-
towa [2,3,49-51]. Na ponizszym przyktadzie pokazemy, ze zasada niesygnalizowania
dopuszcza nielokalne korelacje, ktérych nie dopuszcza mechanika kwantowa.

Przyktad. Zat6zmy, ze Alicja i Bolek dysponuja pewnym uktadem, na ktérym kazdy
z nich moze wykonywac¢ jeden z dwéch pomiaréw x € {0,1} przez Alicje i dwdch
pomiaréw y € {0, 1} przez Bolka. Jesli wyniki pomiaréw uzyskiwanych przez Alicje
a € {0,1} i Bolka b € {0, 1} maja rozklad prawdopodobienistwa taki, ze

dla a® b =xy,

p(a,blx,y)= (2.42)

O N

w przeciwnym wypadku,

to taka rodzine rozktadéw prawdopodobienstwa bedziemy nazywac uktadem Popescu-
Rohrlicha [2,3] i oznacza¢ skrétem PR (wiecej o ukladzie PR p. Rozdz. 4 oraz 6).
Wypisujac jawnie wszystkie 4 taczne rozkltady prawdopodobienstwa tatwo pokazaé,
ze uklad PR spelnia warunki (2.38), a zatem jest niesygnalizujacy.
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Zauwazmy, ze warunek
a®b=xy (2.43)

dla wynikéw a, b € {0, 1} jest rbwnowazny warunkowi
1
E(l—ab)zxy (2.44)

dla wynikéw a, b € {—1,+1} (0 dla wynikow takich samych, 1 dla wynikéw przeciw-
nych). Tak dobrane przenumerowanie wynikéw nie zmieni oczywiscie rozktadu ich
statystyk. Wyznaczmy teraz warto$¢ oczekiwang iloczynu (a, b, ) = Za’b abp(a,b|x,y)
wykorzystujac statystyki uktadu PR i relacje (2.44):

+1,4+1|x,y)+p(-1,—-1lx,y) =1 dla xy =0,
(ab,) = p( lx, y) + p( lx,¥) y (2.45)
—p(—1,+1|x,y) —p(+1,-1|x,y)=-1 dla xy =1.

Dla uktadu PR otrzymujemy zatem
{(agbo) + (agby) + (a; by) — (a; by) = 4, (2.46)

co rownoczesnie jest maksymalng algebraiczna wartoscig dla tego wyrazenia. Wi-
dzimy, ze tamiac ograniczenie Tsirelsona 2+/2 uktad PR nie moze by¢ zrealizowany z
wykorzystaniem korelacji w ramach mechaniki kwantowej, a tym bardziej z wykorzy-
staniem korelacji lokalnych postaci (2.4).

2.1.6 Nielokalnos¢ a kody swobodnego dostepu

Rozpatrzmy teraz sytuacje, w ktdrej zadanie pewnego uzytkownika (Bolka) po-
lega na odgadnieciu bitéw informacji x, ..., x, posiadanych przez innego uzytkow-
nika (Alicje). Kodem swobodnego dostepu (n, p) nazywamy funkcjonalno$¢, dzieki kté-
rej Bolek moze poznac¢ wartos¢ dowolnego z n bitéw Alicji z prawdopodobienstwem
rownym przynajmniej p. W niniejszej pracy bedziemy zajmowac sie wytacznie kodami
(2,p), w szczegdlnosci zas skrotem KSD oznaczac bedziemy kod (2, 1), tj. funkcjonal-
nos¢, dzieki ktérej Bolek moze z pewnoscig pozna¢ wartos¢ jednego, ale dowolnego,
z dwdch posiadanych przez nig bitow.

Jak pokazemy ponizej, istnieje protokoét [52-54] pozwalajacy na otrzymanie KSD
(2,1) przy wykorzystaniu uktadu PR i przestaniu jednego bitu informacji. Zat6zmy, ze
Alicja dysponuje dwoma bitami x, oraz x;, z kolei zadaniem Bolka jest wygenerowa-
nie za pomoca zasobéw jemu dostepnych wartoci x,, gdzie indeks y = 0,1 sygnuje
wybdr bitu Alicji, ktéry chece poznaé. Zauwazmy, ze sam uktad PR dziata jak funkcjo-
nalnos$¢, ktorej jednobitowe wejscia x, y i wyjscia a, b speiniaja warunek a® b = xy.
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Niech wejsciem Alicji bedzie suma binarna x; i x;:
X =x,® Xx;. (2.47)
Wtedy mamy oczywiscie
a®b=(x,®x,)y. (2.48)

Jesli do powyzszego réwnania obustronnie dodamy x,, to otrzymujemy wartos¢ rdowna
wartosci x ,:

b®a®x,=x,® y(x,®x,)=x,. (2.49)

Widzimy zatem, ze Bolek chcac pozna¢ warto$¢ dowolnego bitu x,, musi jedynie
do swojego wyniku z ukladu PR b doda¢ binarnie warto$¢ m = a @ x,, ktéra jest
wartoscig bitu przestanego mu przez Alicje. Tym samym KSD mozna symulowac za
pomoca uktadu PR przy dodatkowym przestaniu jednego bitu informacji.

W powyzszym protokole zalozyliSmy, ze Alicja i Bolek dysponuja uktadem PR,
ktérego nie da sie zrealizowa¢ w ramach mechaniki kwantowej. Naturalnym jest za-
tem pytanie, czy mozna zasymulowa¢ KSD korzystajac wylacznie z zasobéw kwan-
towych (plus przestanie jednego bitu informacji). Jak pokazemy ponizej, optymalny
protokdt [55] wykorzystujacy odpowiednio dobrane pomiary wykonywane na stanie
maksymalnie splatanym pozwala osiagna¢ kod swobodnego dostepu (2, p.), gdzie

1 1
=—-|14+—]~0,8536. (2.50)
T2 ( ﬁ)
Niech Alicja i Bolek wspétdzielg stan maksymalnie splatany (2.23), na ktérym doko-
nuja pomiaréw odpowiednio X - G oraz y - &, gdzie pomiary Alicji (Bolka) sygnowane
x € {0,1} (y € {0,1}) odpowiadaja pomiarom operatoréw zdefiniowanych identycz-
nie jak w przyktadzie z Podrozdz. 2.1.3. Teraz, z definicji wartosci oczekiwanej {(a, b, )
oraz (2.24), mamy:
1-x-y
pla=b|x,y)= — (2.51)
Jesli dodatkowo oznaczymy wyniki pomiaréw —1,41 przez odpowiednio 0,1 (por.
warunek (2.44)), to dla wybranych ustawien pomiaréw wynik (2.51) mozemy zapisac
jako

1 1
p(a@b:xylx,y)zi (1+E), (2.52)

(dla uktadu PR p(a®b = xy|x,y) = 1). Wykorzystujac nastepnie identyczny protokot
kodowania wejs¢ x, y oraz przesytanej informacji m jak w przypadku wykorzystania



2.2 Zasady nieoznaczonosci 13

uktadu PR, widzimy, ze warunek
X,=b®&m (2.53)

zachodzi z prawdopodobienstwem réwnym % (1 + %) Tym samym, prawdopodo-
bienistwo odgadniecia przez Bolka jednego ale dowolnego z dwéch bitéw Alicji przy

wykorzystaniu zasobéw kwantowych jest réwne w przyblizeniu 0,8536.

2.2. Zasady nieoznaczonosci

Jedna z fundamentalnych cech kwantowomechanicznego opisu $wiata jest tzw.
zasada nieoznaczonosci, ktéora méwi, ze w ogdlnosci nie jest mozliwe doktadne po-
znanie dwdch réznych wielkos$ci opisujacych dany uktad fizyczny. W tym podrozdziale
przytoczymy relacje nieoznaczonosci, zardwno w powszechnie znanej formie danej
przez Robertsona [56], jak rowniez w formie tzw. nieréwnos$ci entropowych [57].
Wskazemy tez na zwiazek zasad nieoznaczonosci z tzw. zasadami wykluczania infor-
macji [4].

2.2.1 Pierwotne zasady nieoznaczonosci

Juz przy samych narodzinach mechaniki kwantowej zdawano sobie sprawe na
fundamentalne réznice miedzy kwantowym i klasycznym opisem Swiata. Jednym z
pierwszych przyktadéw byla stynna zasada nieoznaczonosci Heisenberga [58] dla
dwoch (niekomutujacych ze soba) obserwabli potozenia i pedu, X i p, wyrazona w
formie

i, (2.54)

N| —

AZAp >

gdzie AO jest odchyleniem standardowym obserwabli O otrzymywanym przy pomia-
rze na stanie kwantowym |¥):

A0 =/ (¥|02|¥) — (W|0|W)2. (2.55)

Tak ujeta zasada nieoznaczonosci zostala nastepnie uogélniona przez Robertsona
[56] na przypadek dwéch dowolnych obserwabli X i Y

| S
AXAY > §|(‘1’|[X,Y]|‘I’>| (2.56)

Powyzsza nieréwnos$¢ méwi, ze nie jest mozliwe jednoczesne okreslenie dwdch wiel-
kosci fizycznych z dowolng dokladnoscia, jesli obserwable opisujace te wielkosci nie
komutuja ze soba. Im doktadniej znamy jedng warto$¢, tym wieksza niepewnos$¢ przy-
pisana jest drugiej wielkosci i vice versa. Nalezy jednak zauwazy¢, ze powyzsza nie-
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réwnosc¢ posiada pewne cechy, sSwiadczace o tym, ze tak ujeta relacja nieoznaczonosci
nie jest zadowalajaca. Po pierwsze, zalezy ona bezposrednio od postaci stanu kwanto-
wego, na ktérym wykonywane sg pomiary. Po drugie, dla pewnych obserwabli mozna
uzyska¢ nieréwnos$c¢ trywialng (warto$¢ oczekiwana komutatora réwna zeru), cho¢
odchylenia standardowe obu obserwabli sa niezerowe.

2.2.2 Entropowe zasady nieoznaczonosci

Rozwazmy entropie Shannona [59] rozktadu prawdopodobienistwa dla pewnej
obserwabli X, zdefiniowana jako

d
HX), = —Zpi(X,p)logzpi(X,p), (2.57)

i=1

gdzie p;(X,p) to prawdopodobienstwo otrzymania i-tego wyniku wyniku pomiaru
obserwabli X jesli pomiar wykonujemy na stanie kwantowym p o wymiarze d. W
dalszej czesci, o ile nie zostanie zaznaczone inaczej, przez wielkos¢ H(.¢/), (gdzie
.o/ oznacza pomiar w bazie {|a;)} z odpowiadajacymi im jej operatorami rzutowymi
P, = |a;){(a;|) rozumie¢ bedziemy entropie dla rozkladu prawdopodobienstwa {p;},
gdzie

pi :Tr(Plp). (2.58)

Okresliwszy miare niepewnosci dla dowolnej obserwabli, powstaje naturalne py-
tanie, czy istnieje zasada nieoznaczonosci dla dwéch obserwabli w postaci

H(.o), +H(B), = C(.o, B), (2.59)

gdzie C(.«/, B) to w ogolnosci pewne nietrywialne ograniczenie zalezne tylko od
pomiaréw .o/ i 8. Istotnie, pierwsza entropowa zasada nieoznaczonosci dla operato-
row potozenia i pedu zostala zaproponowana w [60] i ulepszona nastepnie w [61]
oraz [62,63], gdzie pokazano, ze zasada nieoznaczonos$ci Heisenberga wynika z en-
tropowej zasady nieoznaczonosci. Tym samym pokazano, ze nieréwnosci entropowe
stanowig ogdlniejsza forme zasad nieoznaczonosci.

Waznym wkladem do entropowych zasad nieoznaczonosci byta relacja nieozna-
czonosci dla dowolnych pomiaréw .o/ i 8 zaproponowana w pracy Deutscha [64]:

1+¢E)

H(o), +H(R), > —2log, ( (2.60)

gdzie wspotczynnik c jest definiowany jako

¢ = max|(a;|b)|?, (2.61)
l’]
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przy czym
1
3 <c<l (2.62)

Kraus [65] zaproponowat ulepszona zasade nieoznaczonosci, udowodniong poz-
niej przez Maassena i Uffinka [5], w formie nieréwnosci

H(.</), +H(A), = —log,c. (2.63)

Zwréémy jednak uwage, ze w przypadku, gdy bazy pomiaréw .« i % wspdtdzielg
cho¢by jeden wspdlny wektor, natychmiast dostajemy ¢ = 1, co jest zgodne z tym, Ze
istnieje stan, dla ktérego mozemy przewidzie¢ wyniki pomiaréw obserwabli .«/ i %.

Waznym rozszerzeniem entropowych zasad nieoznaczonosci s zasady nieozna-
czonos$ci z pamiecig kwantowg [66-70]. Nim je przedstawimy, rozwazmy najpierw
nastepujacq gre miedzy dwoma uzytkownikami Alicja i Bolkiem. Niech Alicja przygo-
tuje pewien stan kwantowy, po czym wysle go lub jego cze$¢ do Bolka. Bolek wyko-
nuje jeden z dwéch pomiaréw B lub 8@, po czym informuje Alicje o wybranym
przez siebie pomiarze. Jej zadaniem jest przewidzie¢ z najmniejsza mozliwa niepew-
noscig wynik pomiaru Bolka. Zauwazmy, Ze jesli Alicja przes$le caly uktad do Bolka,
jej niepewnos¢ jest zawsze ograniczona, gdyz

H(BY)+H(3B®) > —log,c. (2.64)

Okazuje sie jednak, ze Alicja moze pokona¢ to ograniczenie w przypadku, gdy po-
siada pamie¢ kwantowa w postaci poduktadu, ktéry jest splatany z uktadem przeka-
zywanym Bolkowi. W tym przypadku, relacja nieoznaczonosci z pamiecia kwantowsq
przyjmuje postac

S(BVIA) +S(B|A) = —log, c + S(BIA), (2.65)

gdzie A i B oznaczaja poduklady odpowiednio Alicji i Bolka, natomiast S(8%)|A) i
S(B|A) to warunkowe entropie von Neumanna. Zauwazmy, ze w przypadku gdy po-
duktady Alicji i Bolka sa splatane, to S(BJA) < 0 i tym samym niepewno$¢ wyniku
pomiaru w wyzej wspomnianej grze moze mie¢ warto$¢ mniejsza niz —log, c.

Przytoczymy przy tym trzy interesujace przypadki zasady nieoznaczonosci z pa-
miecig kwantowa [66].

o Jesli podukiad B jest maksymalnie splatany z poduktadem A, to S(B|A) = —log, d
i wtedy ze wzgledu na fakt, ze —log, ¢ < —log, d otrzymujemy trywialne ogra-
niczenie

S(BWA)+S(BP|A) > 0. (2.66)

Wobec tego Alicja ma mozliwos¢ dokltadnego przewidzenia wyniku pomiaru
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Bolka.

e Jesli uktad B nie jest splatany z A, to S(B|A) > 0. Jesli dodatkowo wezmiemy
pod uwage, zZe warunkowanie zmniejsza entropie H(B®|A) < S(8Y), to z
relacji nieoznaczonosci (2.65) otrzymujemy relacje Maassena-Uffinka (2.63).

e W przypadku braku pamieci kwantowej relacja (2.65) redukuje si¢ do
H(8"W)+H(8%) > —log,c + S(B). (2.67)

Jesli teraz stan ukladu B jest czysty, to powyzsza relacja ponownie redukuje sie
do relacji Maassena-Uffinka (2.63). Jesli natomiast stan uktadu B jest stanem
mieszanym, wtedy S(B) > 0 i powyzsza relacja jest silniejszym ograniczeniem
niz (2.63). Widzimy jednak, ze méwimy tutaj o relacji zaleznej od stanu, na-
tomiast relacja (2.63) jest zasada nieoznaczonosci, ktéra nie zalezy od stanu
uktadu.

2.2.3 Zasady wykluczania informaciji

We wczesniejszych rozwazaniach méwiliSmy o nieoznaczonosci wyrazonej jako
suma niepewnosci wynikéw pomiaréw réznych wielkosci fizycznych. W tym kontek-
Scie nalezy zauwazy¢, ze jezeli suma niepewnosci jest zawsze ograniczona z dotu,
to w przypadku, kiedy mielibysmy pelng informacje o wyniku jednego pomiaru, nie
moglibysmy jednoczesnie posiada¢ pelnej informacji o wyniku innego pomiaru. Owo
stwierdzenie wyrazi¢ mozna w postaci zasady wykluczania informacji [4, 71], ktéra
ogranicza z gory sume dostepnych informacji o wynikach réznych pomiaréw. W dal-
szej czesci przytoczymy wyprowadzenie relacji wykluczania informacji przedstawio-
nej w pracy [4] w postaci:

I(BY|&)+1(BP|&) < 2log,d +log,c, (2.68)
gdzie I( $|&) jest dostepnq informacjq uzyskiwana przy pomiarze %

I(B|6)=H(B),, - > .pH(B), (2.69)

na zespole stanow & danym przez & = {p;, p;}, gdzie
Pe= ) .DiPr (2.70)

Zauwazmy przy tym, Ze przygotowanie zespolu stanéw powyzszej postaci w natu-
ralny sposéb odpowiada sytuacji, gdy zostaje wykonany pomiar na jednym uktadzie
dwuuktadowego stanu kwantowego p45. Istotnie, jesli przyktadowo Alicja dokona po-
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miaru ./ w bazie {P,;}, to stan catego uktadu po pomiarze ma postac
Pag = Zpipim, (2.71)
gdzie
p; = Tr(P; ® idyx 40 a5) (2.72)

to prawdopodobienstwo otrzymania i-tego wyniku pomiaru, natomiast p};\B to stany
postaci

i

_ P ®idgqpaPi ®idgng

= 2.73
Pas Tr(P; ® idgx4Pa5) @73
Zgodnie z definicja entropii warunkowej mamy
H(B|.4),,, = ) piH(B),, (2.74)

gdzie H (:%)pé liczone sg na stanach warunkowych poduktadu Bolka p}i3 = TrApj‘B.
Tym samym wiedzac, ze wzajemna informacja pomiaréw .« i %

(o : B),, =H(RB),, —H(B|.d),, (2.75)
mozemy zasade wykluczania informacji Halla (2.68) przepisa¢ w postaci
(o : BD), +I1(o: BP), <2log,d+]log,c, (2.76)

ktéra w tej formie bezposrednio nabiera znaczenia jako nieréwnos¢ ograniczajaca ko-
relacje wynikéw pomiaréw uzyskiwanych przez dwéch obserwatoréw dokonujacych
okre$lone pomiary.

Dowdd relacji (2.76) wynika bezposrednio z zasady nieoznaczonosci Maassena-
Uffinka [5], co pokazemy ponizej. Zgodnie z tym co zostalo powiedziane powyzej,
suma dwéch wzajemnych informacji jest réwna

(e : BD), +I1(o: B,

=H(8"),, +H(3?), —H(#Y|), —H(BP|d),,
=H(3"),, +H(B),, = > p;(H(BM),. +H(BD),), @77

(w dalszej czesci, jesli bedzie wynika¢ to z kontekstu, bedziemy pomija¢ oznaczenie
stanu, na ktérym liczone sgq wartosci entropii i wzajemnych informacji). Zwré¢my
uwage, ze dla kazdego i zgodnie z zasadg nieoznaczonosci Maassena-Uffinka mamy:

H(BW),; +H(B?),; = ~log,c, (2.78)
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przy czym wspdlczynnik ¢ zalezy wylacznie od wektoréw wiasnych obserwabli %8V
i 8. Tym samym ograniczenie na sume dwéch wzajemnych informacji wyraza sie
przez

(o : BO)+1(of : BD) <H(BD)+H(BP)+ ) _p;log,c
<2log,d +log,c, (2.79)
gdzie w ostatniej linii wykorzystaliSmy fakt, ze

H(#) <log,d. (2.80)

2.3. Kontekstualnosé¢

Rozwazmy raz jeszcze zasade nieoznaczono$ci w postaci podanej przez Robert-
sona (2.56). Zalézmy, ze chcemy dokona¢ pomiaru dwéch niekomutujacych ze sobg
obserwabli na pewnym stanie kwantowym. Zasada nieoznaczono$ci méwi, ze w naj-
lepszym wypadku nie mozna wygenerowac zespolu statystycznego opisanego pew-
nym stanem kwantowym, ktéry z prawdopodobienstwem réwnym 1 (a wiec z od-
chyleniem standardowym réwnym 0) zwracatby zawsze te same wyniki pomiaréw
dla obu obserwabli jednoczesnie. O ile takie rozumowanie mozna jeszcze przeprowa-
dzi¢ rozpatrujac stan kwantowy w kategoriach zespotu statystycznego, to nie mozna
jeszcze na tej podstawie wnioskowac, czy przyktadowo pojedynczy obiekt moze by¢
opisany w kategoriach zmiennych ukrytych, ktére determinuja wyniki pomiardw, ktd-
rym jest poddany. Zamiast jednak rozpatrywa¢ dwie niewspdtmierzalne obserwable,
zastanéwmy sie do jakich wnioskéw mozna doj$¢ rozpatrujac wieksza ilos¢ obserwa-
bli, z ktérych przynajmniej niektdre sa wspotmierzalne.

Rozwazmy pewien dowolny stan kwantowy, na ktérym mozemy wykonywac po-
miary obserwabli ze zbioru V = {A;,A,,A,, ...}, przy czym przez ¢, bedziemy oznaczac
podzbiory obserwabli wspétmierzalnych, ktére bedziemy dalej nazywac kontekstami.
Zalézmy, ze kazdej obserwabli A; w sposéb jednoznaczny (niezalezny od wyboru
kontekstu) mozemy przypisa¢ pewna okreslong warto$¢ wyniku pomiaru a; tak, aby
przy kazdorazowym pomiarze obserwabli A; z okre$lonego kontekstu ¢, wynikiem
pomiaru byta ta konkretna warto$¢ (w przypadku mechaniki kwantowej a; moze by¢
jedng ze zbioru wartosci wlasnych obserwabli A;). Rozpatrzmy teraz pewien dowolny
zwiazek miedzy obserwablami

fk(ADAZ) '-'JAn) = 05 (281)

gdzie obserwable A; € ¢, (i € {1,...,n}). Zauwazmy, ze jesli wszystkie powyzsze ob-
serwable sa wspétmierzalne (komutujg ze soba), to réwniez wartosci wtasne danych
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obserwabli beda speliaty powyzszy zwiazek [7, 8], tzn.

filay,as,...;a,) =0. (2.82)

Rozwazanymi obserwablami w szczegdlnym przypadku moga by¢ réwniez ope-
ratory rzutowe rzedu 1 IT;, ktérym w sposéb jednoznaczny przypisujemy warto$¢ 7t;
(rt; € {1,0}). Tym samym, jesli przez d oznaczymy wymiar uktadu, to dla dowolnego
kontekstu zawierajacego d operatoréw rzutowych musimy mie¢ nastepujacy zwigzek
miedzy obserwablami

Q

i = 1dgygs (2.83)

i=1

a tym samym, zgodnie z przypisaniem (2.82) spelniony bedzie analogiczny zwiazek
dla ich wartosci wlasnych

d

> m=1. (2.84)

i=1

Okazuje sie jednak, zgodnie z rezultatem Kochena i Speckera [72] oraz Bella [ 73],
ze dla d > 3 istniejq takie zbiory obserwabli II;, Ze nie istnieje takie przypisanie
I1; — m;, dla ktérego spelnione bedaq relacje (2.84) (zbiory obserwabli I1; majace te
wlasnos¢ nazywamy zbiorami KS). Tym samym, nie istnieje jednoznaczne przypisanie
wynikéw wszystkim obserwablom, ktére mogltyby by¢ w zgodzie ze statystycznymi
przewidywaniami mechaniki kwantowej, badz tez kazde takie przypisanie musiatoby
koniecznie zaleze¢ od wyboru kontekstu, w ramach ktérego wykonujemy pomiary, co
nazywamy kontekstualnosciq. Oryginalny dowéd Kochena i Speckera wymagat uzycia
[72] 117 obserwabli I1; w przestrzeni d = 3, z czasem jednak znaleziono znacznie
mniejsze zbiory KS [74-78]. Dodajmy jednak, ze kontekstualno$¢ moze sie ujawniac
réwniez poprzez tamanie pewnych nieréwnosci [9,79-83]. W tym kontekscie warto
réwniez wspomnie¢ o entropowych testach kontekstualnosci [84-88].

Ponizej przedstawimy przyklady uktadéw kontekstualnych, ktére mozna zrealizo-
wacé na gruncie mechaniki kwantowe;j.

Przyktad 1, ,,kwadrat Peresa-Mermina”.

Rozwazmy dowolny stan uktadu dwéch spinéw % (d = 4), oraz nastepujacy zbior
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Rys. 2.1: 6 podzbioréw wspdtmierzalnych obserwabli
3 kolumny.

9
; (6 kontekstéw) tworza 3 rzedy oraz

b

obserwabli [6-8]:

A =6,0 idzxz,
Ay = idzxz ®0,,
A;=06,Q07,,

A4 = id2><2 ® é-yy

As =G, ®idyys, (2.85)
Ag=6,80,,
A,=6,80,,
Ag=6,8®0,,
Ay=0,80,,

z ktérych kazda ma dwie wartosci wlasne +1 oraz —1. Jesli teraz rozmiescimy powyz-
sze obserwable zgodnie ze schematem przedstawionym na Rys. 2.1, to 6 podzbioréw
wspotmierzalnych obserwabli (6 kontekstéw) tworza 3 rzedy oraz 3 kolumny. Za-
uwazmy, ze dla wszystkich kontekstéw mamy

AA A, = Tdyyg, (2.86)
z wyjatkiem
A3A6A9 e _id4x4. (2.87)

Okazuje sie, ze nie jest mozliwe jednoznaczne przypisanie kazdej obserwabli A; usta-
lonego wyniku a;, w taki sposéb, aby spetnione byly relacje:

a;a;q, =1, (2.88)
dla wszystkich kontekstéw, z wyjatkiem

asagdy = —1. (2.89)
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A,

A A, A, A,

AJ.'-!'J AS
A,

A, .

Rys. 2.2: 5 podzbioréw wsp6tmierzalnych obserwabli (5 kontekstéw) tworzonych jest przez
5 grup wspdtliniowych obserwabli A;.

Rzeczywiscie, zgodnie z powyzszymi relacjami, iloczyn wszystkich 9 wartosci a; wy-
nosi 1 jesli mnozylibysmy wartosci otrzymane dla trzech rzedéw, badz tez -1 jesli
mnozylibySmy wartosci otrzymane dla trzech kolumn. Tym samym dowolne przy-
porzadkowanie wartosci a; = +1 obserwablom A; zachowujace reguly (2.88) oraz
(2.89) musiatoby by¢ kontekstualne.

Przyktad 2, ,,gwiazda Mermina”.

Rozwazmy dowolny stan uktadu trzech spinéw % (d = 8), oraz nastepujacy zbiér
obserwabli [7,8]:

A=6,08 idyyo ® idyyas
A,=6,86,806,,
Ay =1idy, ® 0, ®idyy,
Ay =1idyy ® o,® idyxas
A =0x®0, 80y, (2.90)
A¢=06,856,00,,
A;=6,86,80,,
Ag=1dy,, ®1dy,, ®F ,
Ay =0, ®idyy, ®idyys,
Ajg = idyy ® 1dy, ® Gy,
z ktérych kazda ma dwie warto$ci wiasne +1 oraz —1. Jedli teraz rozmiescimy powyz-

sze obserwable zgodnie ze schematem przedstawionym na Rys. 2.2, to 5 podzbioréw
wspotmierzalnych obserwabli (5 kontekstéw) tworzonych jest przez 5 grup wspotli-
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niowych obserwabli. Zauwazmy, ze dla wszystkich kontekstéw mamy
AAAA = idgys, (2.91)
z wyjatkiem
AAAAs = —idgyg. (2.92)

Okazuje sig, ze nie jest mozliwe jednoznaczne przypisanie kazdej obserwabli A; usta-
lonego wyniku a;, w taki sposdb, aby spelione byly relacje:

a;a;q,q; =1, (2.93)
dla wszystkich kontekstéw, z wyjatkiem
a,asagag = —1. (2.94)

Rzeczywiscie, zgodnie z powyzszymi relacjami, mnozac wartosci otrzymane dla wszyst-
kich 5 krawedzi otrzymalibySmy wartos¢ -1, co jednak musiatoby odpowiada¢ pomno-
zeniu kwadratow wszystkich 10 wynikéw przez siebie (kazda obserwabla wystepuje
w dwéch réznych kontekstach) dajac tym samym wynik 1. Wobec tego dowolne przy-
porzadkowanie wartosci a; = £1 obserwablom A; zachowujace reguly (2.93) oraz
(2.94) musiatoby by¢ kontekstualne.

Warto zauwazy¢, ze w przeciwienstwie do kwadratu Peresa-Mermina, mozna zna-
lez¢ przypisanie wartosci a; obserwablom A;, ktére spetniajq przeciwne reguly w sto-
sunku do regut (2.93) oraz (2.94):

a;a;a,a; = —1, (2.95)
dla wszystkich kontekstéw, z wyjatkiem
a,asagag = 1. (2.96)

Reguly te beda zachowane, jesli tylko a; = a, = —1, z kolei pozostate a; = 1.

W powyzszych przyktadach mogliSmy zauwazy¢, ze wiele z relacji wspéimierzal-
nosci obserwabli A; wynikata z prostego faktu, ze dwa operatory, np. 6, oraz &, dzia-
taty na réznych podprzestrzeniach przestrzeni Hilberta (6, ® id,, oraz idy,, ® 6).
Z tym samym mieliSmy do czynienia rozwazajac dwie pary niewspoétmierzalnych ob-
serwabli A, A; oraz By, B; w nieréwnosciach CHSH. W tym kontek$cie mozna powie-
dzie¢, ze lokalne zmienne ukryte uzasadniajace nieréwnosci Bella mozna uwazaé za
niekontekstualne zmienne ukryte przy uwzglednieniu kontekstéw wynikajacych z prze-
strzennego odseparowania dwoch poduktadéw, na ktérym wykonywane s pomiary. Z
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11, 11,

Rys. 2.3: 5 podzbioréw ortogonalnych operatoréw rzutowych (5 kontekstéw) tworzonych
jest przez 5 par II;, I1; { 11045 -

tego wzgledu wszystkie nierownosci Bella mozna uzna¢ za szczegoélnego rodzaju nie-
réwnosci kontekstualnosci, ktérych tamanie swiadczy o kontekstualnym charakterze
okreslonego uktadu. O ile jednak warunkiem koniecznym na zlamanie nieréwnosci
Bella (w odniesieniu do mechaniki kwantowej) jest wykonanie pomiaréw na stanie
splatanym, to kontekstualnos$¢ uktadu mozna w pewnych przypadkach wykaza¢ dla
dowolnych stanéw kwantowych (tzw. kontekstualno$¢ niezalezna od stanu), czego
przyktadem jest kwadrat Peresa-Mermina, lub gwiazda Mermina. Jak pokazemy na
ponizszym przyktadzie, w odréznieniu od nieréwnosci Bella, mozna znalez¢ nieréw-
nosci kontekstualnosci réwniez dla uktadéw niepodzielnych, czego przyktadem jest
pojedynczy uktad o wymiarze przestrzeni Hilberta d = 3, np. czastka o spinie 1. Na-
lezy przy tym powiedzie¢, ze jest to najprostszy uktad kontekstualny, gdyz nie mozna
wykazac¢ kontekstualnosci dla ukltadu o wymiarze przestrzeni Hilberta d = 2 [89].

Przyktad 3, uktad KCBS.

Rozwazmy 5 jednorzedowych operatoréw rzutowych I1;, ktérych pary IT;, IT; | 1 1045
sg ortogonalne wzgledem siebie (a tym samym wspétmierzalne) [9]. Zauwazmy, ze
zadne z tak wybranych operatoréw rzutowych nie tworza pelnej bazy. Z kolei ortogo-
nalno$¢ par I1;, IT;, 045 Darzuca warunek wykluczania:

HiHi+1mod5 = O (297)

Jesli teraz rozmieScimy je w formie pieciokata przedstawionego na Rys. 2.3, to tatwo
zauwazy¢, ze chcac operatorom II; przypisaé w sposob jednoznaczny wartosci 7; =
1,0 spetiajace warunek

Tciﬂ:i+1mod5 = 0: (298)

suma wszystkich wartosci 7r; nie moze by¢ wieksza niz 2, a zatem musi by¢ spelniona
nastepujaca nierownos¢ kontekstualnosci:

5
dim) <2 (2.99)
i=1
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Dla powyzszego uktadu mozna sformutowac jednoczesnie nieréwnos¢ kontekstu-
alnosci w formie ograniczenia na korelacje miedzy wynikami wspoétmierzalnych ob-
serwabli. W tym celu w miejsce operatoréw rzutowych wstawmy obserwable zdefi-
niowane poprzez A; = 2I1; — id;,5; 0 warto$ciach wtasnych a; = +1. Latwo pokazac,
ze przy wykorzystaniu warunku wykluczania (2.97) oraz nieréwnosci (2.99) musi by¢
spelniona nieréwnosc:

5
Z<AiAi+1mod5> +32>0. (2.100)

i=1

Rozwazmy teraz stan kwantowy |¥) = (0,0, 1), z operatorami rzutowymi II;, =
|v;)(v;| takimi, ze

[v) = A (1,0, v/cos(x/5))

[v,) = A; ((cos(4n/5), sin(47/5), v/cos(r/5)) ,

Ivs) = A (cos(Zn/s) —sin(27/5), y/cos(1/5) ) (2.101)
[v4) = A; ((cos(2m/5), sin(27/5), v/cos(7/5)) ,

ve) = (cos(4n /5), — sin(47/5), v/ cos(r /5)) ,

gdzie A} sq odpowiednimi czynnikami normalizacyjnymi. Dla tak wybranych opera-
toréw, mamy:

Hini+1rnod5 =0, (2.102)
1
VL) = —, (2.103)
(W11, w) 75
(U]A.A oy =1 (2.104)
i ti+1mod5 \/g; .
a tym samym

5
D (i) = V5 ~ 2,2361, (2.105)

i=1

5

D (BIAA, 1moas| ) +3 =8 —4v/5 ~ —0,9443, (2.106)

i=1

co famie nieréwnosci (2.99) oraz (2.100). Widzimy zatem, ze jakiekolwiek niekontek-
stualne przyporzadkowanie wartosci 7t; = 1,0 operatorom rzutowym I1; zachowujace
regute (2.98) prowadzi do wnioskéw sprzecznych z wnioskami ptynacymi z mecha-
niki kwantowe;j.



Rozdziat 3
Aktywacja nielokalnych korelacj
kwantowych

3.1. Wstep

W biezacym rozdziale oméwimy wielokrotna wymiane splatania kwantowego do-
konang w lancuchu stanéw dwuqubitowych [10-13]. Pokazemy, ze w przypadku
otrzymywania pewnych okreslonych wynikéw pomiaru Bella po dostatecznie duzej
liczbie wymian splatania, z poczatkowych stanéw nietamiacych nieréwnosci CHSH
uzyska¢ mozna stan koncowy tamiacy te nieréwnos¢, co dalej bedziemy okresla¢ mia-
nem aktywacji tamania nieréwnosci CHSH.

3.2. tancuch stanow

Rozwazymy przypadek, kiedy poczatkowe stany kwantowe zostaly rozdystrybu-
owane pomiedzy pary uzytkownikéw tworzacych tanicuch (por Rys. 3.1 ). Kazda para
uzytkownikéw w tanicuchu oznaczona przez P, P, (1 <i < N — 1) wspdldzieli po
jednej kopii stanu pg, natomiast kazda para uzytkownikéw P;, P,.; (=N < i < —2)
wspotdzieli po jednej kopii stanu p;, z kolei ,centralna para” uzytkownikéw P_,, P,
wspotdzieli stan p,. Poszczegdlne stany kwantowe majq nastepujace postaci:

Pr = PI¥g) (¥g| + (1 = p)|00){00], (3.1

Pr Pr Pi Pr Pr

Cx | O—0 O—0 0—0O O~

WW VW  WW  WW  WW WV
P—n P—2 P—1 P1 P2 Pn

Rys. 3.1: tancuch standéw wykorzystywanych w niniejszej procedurze. Kazda para uzytkowni-
kéw P_;_q, P_; wspétdzieli stan p;, podczas gdy pary uzytkownikéw P;, P;i; (1<i<N-—1)
wspdtdzielg stan pg. Centralny stan p; jest wspdidzielony przez uzytkownikdédw P_; oraz
P;. Kazdy uzytkownik dokonuje pomiaru w bazie Bella na qubitach pochodzacych z dwéch
sasiednich stanéw. Zrédto: [13].
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gdzie
| W) =sinal01) + cos a|10), (3.2)
podobnie
pr=pl¥ ) (¥ [+ (1 - p)|00)(00], (3.3)
gdzie
|¥,) = cosa|01) + sin a|10), (3.4
podczas gdy
p1=p1 %) (¥ + (1 — p,)|00)(00], (3.5)
przy ogoélnej notacji
%) = —=(01) £ [10)) (3.6
V2

Poniewaz badamy mozliwos¢ aktywacji tamania nieréwnosci CHSH, jestesmy za-
interesowani wylacznie takimi stanami poczatkowymi, dla ktérych nie jest mozliwe
ztamanie wspomnianej nieréwnosci przez dwoje sasiednich uzytkownikéw dokonuja-
cych pomiaréw na qubitach ze wspétdzielonego stanu. Tym samym musimy znalez¢
zakres parametrow p, a oraz p,, dla ktérych wszystkie stany pg, p, oraz p; beda
stanami lokalnymi. W tym celu postuzymy sie nastepujacym kryterium pozwalajacym
jednoznacznie stwierdzi¢, ktére stany maja te wlasnos¢: dwuqubitowy stan p nie ta-
mie nieréwnosci CHSH wtedy i tylko wtedy, gdy [24]:

NZEWESE 3.7)

gdzie A; oraz A; sg odpowiednio najwiekszg oraz druga co do wielkosci wartoscig
wlasna macierzy R’ R. Macierz R jest zdefiniowana poprzez nastepujace elementy ma-
cierzowe:

Ry :Tf[(ﬁi@’@'j)P], (3.8)

gdzie &; to macierze Pauliego. Dla stanéw (3.1) i (3.3) macierz R’ R przyjmuje posta¢:

p?sin®2a 0O 0
R'R= 0 p?sin*2a 0O ) (3.9)
0 0 (1-2p)?

z kolei macierz R"R dla stanu (3.5) otrzymamy z powyzszej kladac a = %.

Zastosowanie kryterium (3.7) do standw (3.1), (3.3) i (3.5) daje nastepujace ogra-
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0.9

0.8 1

0.7 L :
/4 o /2

Rys. 3.2: Parametry stanéw pp i p; nie pozwalajace na ztamanie nieréwnoéci CHSH (za-
cieniony obszar). Zrédto: [13].

niczenia na poczatkowe parametry, dla ktérych stany pj i p; nie famia nieréwnosci
CHSH:

2
max | 2p?sin2a, 1—4p + %(9 —cos4a) | <1, (3.10)
p,a

natomiast stan p,; nie tamie nieréwnosci CHSH dla:
< ! 0.707 (3.11)
P11 = \/E ~ U. . .

Otrzymany zakres parametréw p oraz a (przy arbitralnie wybranym ograniczeniu
ac [%, g]), dla ktérych nie mozna ztama¢ nieréwnosci CHSH w przypadku stanéw
Pr oraz p; przedstawia Rys. 3.2. W tym miejscu warto wspomnie¢, iz w przypadku
a= g stany py oraz p; sa separowalne, natomiast w przypadku a = f tworza one
stan mieszany powstaly w wyniku mieszania stanu maksymalnie splatanego i stanu
produktowego.

3.3. Wymiana splatania w tancuchu stanéw

Procedura wymiany splatania w fanicuchu stanéw przebiega w nastepujacy sposob.
W pierwszej kolejnosci wymiany splatania dokonujg uzytkownicy centralni, P_; oraz

P;. W tym celu mierza oni swoje qubity w bazie Bella ({|¥*),|¥7),|®"), |®7)}, gdzie

|®F) = AZ(IOO) +|11))): uzytkownik P, mierzy qubity pochodzace ze stanéw p, oraz
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Pr, Natomiast uzytkownik P_; mierzy qubity pochodzace ze stanéw p,; oraz p;. Po
takim pomiarze dokonanym na stanie p; ® p; ® px i zakomunikowaniu wynikéw [¥+)
lub | ™) uzytkownicy P_, oraz P, wspotdziela pewien stan p,. Nastepnie uzytkownicy
P_, oraz P, dokonujg wymiany splatania mierzac qubity pochodzace ze stanéw p, i p;
oraz odpowiednio p, i pg. W konsekwencji tego ze stanu p; ® p, ® py otrzymuja stan
P53, ktory bedzie wspdtdzielony przez kolejnych uzytkownikéw P_, oraz P;. Procedura
przebiega analogicznie do momentu, kiedy dwoje ostatnich uzytkownikéw — P_ oraz
P, — wspdldziela stan p,,.

Postaci poszczegélnych standw p,,..., p, zaleza od wynikdw pomiaréw uzyska-
nych podczas kazdego pomiaru. Zatézmy najpierw, ze wyniki wszystkich pomiaréow
wynosza [¥*). W tym przypadku, po pomiarze dokonanym przez pare uzytkownikéw
P_, i P;, uzytkownicy P_, oraz P, beda wspdtdzieli¢ stan:

Trp . p, [(idgue ® [TH)(TF| @ [T (UF| @ idyys)pL ® p1 ® Pr]
P2= . ;
? Tr[(idyx, ®@ [TFNHTF| @ [WFN(UF| Q@ idyy,)p; ® P1 ® PR]
= po| ¥ ) (¥ + (1 — p,)|00)(00], (3.12)

gdzie Trp_ » oznacza sladowanie po qubitach nalezacych do uzytkownikéw P_, i P;,
natomiast

(3.13)

1 —p—pcosZa)_l
sin® a '

P2 =Pp1P (pctgza +p;
Latwo zauwazy¢, ze stan p, jest tej samej postaci co poczatkowy stan p,, a zmia-
nie ulega jedynie stosunek wagi stanu maksymalnie splatanego |¥*) do wagi stanu
produktowego |00). Kolejne operacje wymiany splatania dzialaja na identycznej zasa-
dzie, a zatem po k — 1 krokach tej procedury, uzytkownicy P_; i P, beda wspédtdzieli¢
stan

Pr = Pl TTHTT| + (1 — p)]00)(00], (3.14)

z pewnym wspotczynnikiem p,, ktéry wyznaczamy ponizej. Wiemy juz, ze w kaz-
dym kolejnym kroku procedury (po dwéch kolejnych pomiarach) zmianie ulega waga
stanu maksymalnie splatanego |¥):

) 1—p—pcos2a)’
Px+1 = PxP | PCtg"a + py 2 . (3.15)
sin” a
Powyzsze rownanie rekurencyjne ma rozwiazanie dane przez:
ctg? Vg ~1 -
P = [g— +(1—ctg?*Va) ( P + 1) : (3.16)
D1 pcos2a

W omdwionej procedurze przyjeliSmy, ze wszyscy uzytkownicy otrzymuja w wy-
niku pomiaru Bella stan |[¥*). Naturalne jest zatem pytanie, jakg posta¢ bedzie miat
stan koncowy w przypadku, gdy rézni uzytkownicy otrzymaja w wyniku pomiaru
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réwniez pozostate stany Bella: [¥~), |®*) oraz |®~). Ogdlny przypadek zostanie omo-
wiony szerzej w podrozdziale 3.5.1, tutaj natomiast wspomnimy o sytuacji, gdy je-
dynymi wynikami pomiaréw Bella sa stany |¥*). Jesli w pierwszym kroku wymiany
splatania uzytkownicy P_; oraz P; otrzymaja rézne wyniki pomiaréw (|¥*) i [¥7)),
to stan wspotdzielony przez kolejnych uzytkownikow bedzie postaci

Py = D2l ¥T ) (¥ [+ (1 - py)|00)(00]. (3.17)

Analogicznie, jesli po k — 1 krokach procedury wymiany splatania nieparzysta ilo$¢
uzytkownikéw otrzyma wynik |W™), to stan wspotdzielony przez uzytkownikéw P_;
oraz P, bedzie postaci

Py = Pl ¥T) ([ + (1 = p,)[00)(00]. (3.18)

W tym przypadku dany stan mozna bezposrednio sprowadzi¢ do postaci (3.14) po-
przez poprawe czynnika fazowego, wykonujac w tym celu lokalnie (tylko przez jed-
nego uzytkownika) operacje &,. Z tego tez wzgledu, procedure wymiany splatania
bedziemy dalej nazywac¢ udana, jesli kazdy uzytkownik otrzyma w wyniku pomiaru
Bella jeden ze stanéw |¥*) badz |¥~). Na zakonczenie zwréémy uwage, iz prawdo-
podobienstwo dokonania m krokéw wymiany splatania z wynikami pomiaréw tylko
|¥*) maleje eksponencjalnie z m.

3.4. Aktywacja nielokalnosci w tancuchu stanéw

W przypadku klasy stanéw postaci (3.14) warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym na famanie nieréwnosci CHSH jest

1
> _7
Pk /3

natomiast z relacji (3.16) wynika, ze dla pewnych wartos$ci p i a czynnik p, wzrasta
wraz z liczbg kolejnych krokéw k (pamietajmy, ze w kazdym kroku wykonywane sg 2
pomiary, a zatem $cisle rzecz ujmujac k krokéw odpowiada 2n liczbie wymian splata-
nia). Z tego wzgledu wymiana splatania pozwala na otrzymanie z poczatkowych sta-

(3.19)

néw p;, p; oraz py (dla pewnych parametréw p i a), ktére nie pozwalaja na tamanie
nieréwno$ci CHSH, stanu p;, ktéry famie te nieréwnos$¢ po wykonaniu dostatecznej
liczby wymian splatania. W tym sensie nielokalno$¢ moze zosta¢ aktywowana.

Rys. 3.3 przedstawia zakres parametrow stanéw p; i pg, dla ktérych mozna ak-
tywowac nielokalnos¢ po dokonaniu odpowiedniej liczby wymian splatania (stan po-
czatkowy p; uzyty w tej konfiguracji ma parametr p; = 0,01). Przy poréwnaniu z
Rys. 3.2 wida¢ wyraznie, ze dla pewnych stanéw, ktére pierwotnie nie pozwalaty na
ztamanie nieréwnosci CHSH, pewna liczba wymian splatania pozwala na uzyskanie
stanu, dla ktérego mozna ztamac¢ te nieréwnos¢. Podobnie, istniejg stany, dla kté-
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Rys. 3.3: Stany p; oraz pg, ktére pozwalaja na ztamanie nieréwnoéci CHSH po dokonaniu
n wymian splatania, w przypadku gdy wszystkie pomiary Bella daja wynik |¥%) dla n =
2,4,...,20 i n — oo (odpowiednie zacienione obszary w kierunku malejacych wartosci a)
przy p; =0,01.

rych nie mozna aktywowac nielokalnosci po dokonaniu pewnej liczby wymian splata-
nia, jednak nielokalnos$¢ zostaje aktywowana po dokonaniu kolejnego kroku wymiany
splatania.

W dalszej kolejnosci pokazemy, iz liczba wykonywanych pomiaréw Bella z wyni-
kami |¥*) ma kluczowe znaczenie jesli chodzi o aktywacje nielokalnoéci przy uzyciu
poczatkowych stanéw p,, p,; oraz pgz. W tym celu okreslamy krytyczng liczbe wy-
mian splatania, n., niezbednych do aktywacji famania nieréwnosci CHSH. Rys. 3.4
przedstawia wartos$ci n, dla kilku klas stanéw poczatkowych p,, p; i pg. Warto przy
tym zauwazy¢, ze dla pewnych standéw p; i pp mozliwa jest aktywacja nielokalno$ci
dla wszystkich stanéw postaci (3.14) nawet przy dowolnej wadze stanu |00)(00]| z
przedziatu [0, 1).

3.5. Przypadki nieprowadzqgce do aktywacji nielo-
kalnosci

Jak dotad rozpatrywalismy przypadki aktywacji nielokalnych korelacji w tancu-
chu stanéw kwantowych (dla odpowiednich parametréw stanéw poczatkowych) z
wykorzystaniem wymiany splatania, gdzie kluczowgq role odgrywaty trzy warunki. Po
pierwsze, kazdy z uzytkownikéw otrzymywat jako wynik pomiaru Bella stan |[¥*)
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Rys. 3.4: Krytyczna liczba pomiaréw Bella n, z wynikami |w*) konieczna do aktywacji

nielokalnosci dla wybranych stanéw poczatkowych p; i pg (p=0,75)z a = %n (linia ciagta),

a= %TC (linia przerywana) oraz a = %n (linia kropkowana). Zrédto: [13].

badz |¥~). Po drugie, aktywacja nielokalnosci wymagata dokonania przynajmniej n,.
pomiaréw, w ktérych otrzymano opisane wyniki pomiaréw. Po trzecie, stan konicowy
otrzymywany byt w przypadku, kiedy wymiana splatania dokonywana byta przez taka
sama liczbe uzytkownikéw po prawej jak i po lewej stronie tancucha. W takiej sytuacji
powstaje naturalne pytanie, czy mozna dokona¢ aktywacji nielokalnosci w przypadku,
gdy liczba pomiaréw Bella jest mniejsza niz n, przy zalozeniu, ze uzytkownicy moga
otrzymywac inne wyniki swoich pomiaréw. Ponadto zbadamy, czy aktywacje nielo-
kalnosci mozna otrzymac¢ w przypadku, kiedy liczba uzytkownikéw wykonujacych
wymiane splatania jest r6zna po obu stronach tanicucha.

W og6lnym przypadku trudne jest znalezienie prostej formuly opisujacej stan kon-
cowy po pomiarach dokonanych przez dowolny ciag uzytkownikéw, ktére dodatkowo
mogly daé¢ dowolne wyniki |¥*) badZ |®*). Czeéciowej odpowiedzi na tak posta-
wiony problem dostarczy¢ moze jedynie analiza numeryczna, ktéra dokonana zostata
w ograniczonej liczbie przypadkéw. Mianowicie, sprawdzono wszystkie mozliwe wy-
niki pomiaréw Bella, ktdére otrzymane zostaly przez uzytkownikéw: (i) P_,, (ii) P,
(iii) P_,, (iv) P,, (v) P_; i Py, (vi) P, i P,, etc., uwzgledniajac wszystkie mozliwe
ciagi uzytkownikéw az do przypadku P_,, ..., P; (ogétem 236 mozliwosci). Okazuje
sie miedzy innymi, ze jesli stany poczatkowe wykorzystywane w tej metodzie nie ta-
mig nieréwnos$ci CHSH, to aktywacja nielokalnych korelacji nie jest mozliwa w przy-
padku, gdy chocby jeden uzytkownik otrzyma w wyniku swojego pomiaru rezultat
|®*). Bezposérednia numeryczna analiza problemu dla i > 3 staje sie jednak nieefek-
tywna zwazywszy na fakt, ze liczba mozliwych konfiguracji wzrasta eksponencjalnie
wraz ze zwiekszaniem liczby uzytkownikéw dokonujacych pomiary. Okazuje sie jed-
nak, ze przynajmniej dla pewnej ograniczonej klasy lokalnych stanéw py i p; mozemy
otrzyma¢ $ciste rezultaty pokazujace, iz jedynie przy wynikach pomiaréw |¥*) mozna
dokona¢ aktywacji nielokalnos$ci. Ponadto, w dalszej kolejnosci pokazemy, ze aktywa-
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cji nielokalnosci nie mozna dokona¢ dysponujac tylko jedna klasa stanéw (pg lub
p;) oraz w przypadku gdy wymiany splatania dokona rézna liczba uzytkownikéw po
prawej oraz po lewej stronie tanicucha (liczac od centralnego stanu p,).

3.5.1 Stany |*) jako wyniki pomiaréw Bella

Rozpatrzmy teraz tylko jedna (prawa) czesc¢ tancucha, w ktérej wszyscy uzytkow-
nicy P;, ..., P, (k > 1) wspdldzielg stany pp. Przypus¢my dalej, ze pewien uzytkownik
P, (1 <i < k) otrzymat jako wynik pomiaru |®*). Wobec tego, sasiedni uzytkownicy
P;_, oraz P, , beda wspdtdzieli¢ stan

L

p(bj: _ Trp, [(idyxs ® [2F) (@] ® idyus) PR ® PR]
Re Tr[(idyx, ® |9F)(D*| ® idyxs)pr ® Pr]

(3.20)

Korzystajac z kryterium separowalnosci Peresa-Horodeckich [90,91] dla stanéw
dwuqubitowych znajdziemy zakres parametréw p oraz a, dla ktérych stan p}‘f; bedzie
stanem separowalnym. Zakres ten zostat przedstawiony na Rys. 3.5. Zauwazmy teraz,
ze jezeli w tancuchu stanéw pojawi sie stan separowalny i pozostali uzytkownicy wy-
konajg protokét wymiany splatania, to stan koncowy réwniez bedzie separowalny, a
zatem rowniez lokalny.

Z podobna sytuacja mozemy si¢ spotkac, jesli uzytkownik P, dokona pomiaru na
qubitach pochodzacych ze standéw p, oraz pg. Jesli w wyniku jego pomiaru otrzyma
stan |®*), to sasiedni uzytkownicy P_, oraz P, wspdéldzieli¢ beda stan

Trp, [(idyyo ® [9F)(®*| ® idyys)p1 ® Pg]
Tr[(idyxo ® [9F)(PF| ® idyp)01 ® Pr] ’

<I):t

Pir =

(3.21)

ktéry réwniez jest stanem separowalnym w pewnym zakresie parametréw p i a (patrz
Rys. 3.5).

Ze wzgledu na symetrie standw pjy oraz p;, powyzsza analiza odnosi sie rdwniez
do drugiej (lewej) strony tancucha stanéw.

3.5.2 Uzycie tylko jednej klasy stanéw

Rozpatrzmy teraz przypadek, kiedy wszyscy uzytkownicy otrzymaja w wyniku
swojego pomiaru Bella wynik |¥*), jednak pomiary dokonywane beda tylko na jed-
nej klasie stanéw. W tym celu rozpatrzmy prawa strone tancucha oraz uzytkownikéw
P,..,P,.; (n = 2) wspdtdzielacych stany py. Po krétkiej analizie mozemy sie prze-
kona¢, ze dokonanie n — 1 wymian splatania powoduje modyfikacje stanu V) w
relacji:

[Wg) — W ), (3.22)
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Rys. 3.5: Zakres stanéw, dla ktérych wynik pomiaru |®%) prowadzi do powstania stanu
separowalnego pg’; (odpowiednio pf’Ri), w przypadku gdy pomiar dokonywany jest na stanie
Pr®pr (P1 ®p&), przedstawia obszar ponizej linii kropkowanej (kropkowano-przerywanej).
W przypadku p?, wykorzystano stan p; z p; < % Zrédto: [13].

gdzie nieunormowany stan

| W% .) = sin" @|01) + cos" a|10). (3.23)

Z tego tez wzgledu, dokonanie n — 1 procedur wymiany splatania przez uzytkow-
nikéw P,, ..., P, (przy uzyskaniu wyniku |¥*) przez kazdego z nich) uzytkownicy P; i
P, beda wspotdzieli¢ stan (po mozliwej korekeji fazy):

Prn = Ppnl Wr ) (W ol + (1 = pp, Tr[ Py ) (¥ ,1)]00)(00], (3.24)

z pewnym wspétczynnikiem p{z’n, ktore wyznaczymy ponize;j.

Zalézmy teraz, ze wymiany splatania dokonatby jeszcze jeden uzytkownik. Wiemy;,
ze wymiana splatania wykonywana na stanach py nie wyprowadza poza klase stanéw
(3.24), a modyfikacji ulega jedynie stan splatany [V, |} — |V} .,). Dokladniejsza
analiza prowadzi do stwierdzenia, ze po owej dodatkowej wymianie splatania, stan

wspotdzielony przez odpowiednich uzytkownikéw bedzie postaci:
pp}/l,nlql;t,n-i-l) (\IJ;l,n+1|
+{pg . sin*" a(1 = p) + [1 — py ,(sin> & + cos> a)]p cos® @}[00){00].  (3.25)

. . o . y /
Unormowanie powyzszego stanu oraz zastgpienie czynnika przy Wy ) (¥ | przez
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/ . 7 . . 7 . . . . / .
PRt prowadzi do réwnania rekurencyjnego, ktérego rozwiazanie daje czynnik PRrus1’

-1
1 1
Phont1 = {Sinz(nﬂ) a+ cos?™ ™V a + (I; - 1) sin®" a + [ — — (sin® a + cos*" a)} } .

R,n
(3.26)
Jesli teraz unormujemy stan splatany (3.23) do postaci
| W ) =sina,|01) + cosa,|10), (3.27)
gdzie
) sin" a
sina, = s (3.28)
\/sinz“ a+cos a
to wykorzystujac relacje
Py = Pp,(sin™ &+ cos™ a), (3.29)
stan (3.24) bedziemy mogli zapisa¢ jako
pR,n = pR,n|\I’R,n) <\PR,n| + (1 - pR,n)|OO> <OO|: (330)
gdzie
—pcos2a
DPrn = 2.1 (3.31)
1—p—pcos2a+ e

Mozemy sie przekona¢, ze dla /4 < a < 7/2 otrzymujemy a, > a, natomiast po
przeksztatceniu wyrazenia (3.31) do postaci

-1
2(1-p) 1+tg’a
= 14— | 1—— , 3.32
Pron p[ tgza—l( 1+tg?"a (3.32)

i uwzglednieniu faktu, ze dla /4 < a < 7/2 mamy 1 < tg?a < tg>"a, otrzymu-
jemy ostatecznie pg , < p. Tym samym, jesli ograniczymy sie¢ poczatkowo do stanéw
lokalnych pg, po dowolnie wielu wymianach splatania pozostajemy w obszarze para-
metréw, dla ktérych niemozliwe bedzie ztamanie nieréwnosci CHSH (por. Rys. 3.2).

3.5.3 Niesymetryczny tancuch stanéw

Do rozpatrzenia pozostaje przypadek niesymetrycznego lancucha, kiedy to wy-
miana splatania dokonywana jest w tancuchu stanéw z rdéza liczba stanéw p; i pg
po obu jego stronach. Zalézmy, ze w dowolnie dtugim taiicuchu uzytkownicy P_;_,
P_yiosees Pecs Piyiseer Pegnoy Otrzymuja w wyniku pomiaru Bella stany |¥*). Z wcze-
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$niejszych analiz wynika, ze uzytkownicy P_, i P, beda wtedy wspétdzieli¢ stan (3.14)
z kolei uzytkownicy Py i P, stan (3.30). Ponadto wiadomo, iz ten ostatni stan nie
pozwala na zlamanie nieréwnosci CHSH.

Niech teraz uzytkownik P, jako wynik pomiaru otrzyma |¥*). Wtedy uzytkownicy
P_, i P, beda wspoldzieli¢ stan

Trp, [(idyy ® (U @ idyy2) Pk ® PR ]
Tr[(idyey ® W) (WH| @ idyyn) Pk @ PR,n]
= pR,n,k|\IjR,n> (‘IJR,n| + (1 - pR,n,k)|OO) (OOL (333)

pR,n,k =

gdzie

2pR,n(i - 1)) -
—_— . (3.34)

n = n 1 +
Prnk = Pg, ( 1+tg¥a

Zauwazmy, ze powyzszy stan jest rowniez postaci (3.30) oraz, ze pg,x < DPrn-
Wobec tego stan pp, , , nie pozwala na ztamanie nieréwno$ci CHSH.



Rozdziat 4
Miary kontekstualnosci

4.1. Wstep

W biezacym rozdziale wprowadzimy definicje miar pozwalajacych na ilosciowanie
kontekstualnosci dla rodzin rozktadéw prawdopodobienistw, tj. ,,uktadéw” (ang. ,,bo-
xes”) w teoriach probabilistycznych [14]. Po oméwieniu ich podstawowych wlasnosci
obliczymy wartosci szczegdlnych rodzajéow miar dla wybranych uktadéw kontekstual-
nych.

4.2. Wprowadzenie miar kontekstualnosci

4.2.1 Podstawowe pojecia

Niech V bedzie zbiorem k réznych obserwabli V = {A,,...,A;} takich, ze pewne
z nich sa wspétmierzalne. Kazdy podzbidr zbioru V, w ktérym wszystkie obserwa-
ble sa wspétmierzalne nazywamy kontekstem. Rézne konteksty oznaczamy indeksem
c. Laczny rozkltad prawdopodobienistwa wynikéw wspdéimierzalnych obserwabli w
danym kontekscie ¢ oznaczamy przez g(A.), natomiast zbidr rozkltadéw g(A,) dla
wszystkich mozliwych kontekstow {g(A.)} nazywamy uktadem.

Uktad, dla ktérego rozktady prawdopodobienstw g(A.) dla wszystkich kontekstow
¢ otrzymac¢ mozna z jednego tacznego rozkltadu prawdopodobienstwa dla wszystkich
obserwabli V jako rozklady brzegowe otrzymywane przez zawezanie ich do obser-
wabli wystepujacych w danym kontekscie, nazywamy uktadem niekontekstualnym. W
przeciwnym przypadku uktad nazywamy uktadem kontekstualnym.

Wprowadzmy teraz pojecie hipergrafu G = (V;, E;) ztozonego ze zbioru k wierz-
chotkéw V, oraz zbioru krawedzi E;. Kazdy wierzchotek utozsami¢ mozemy z kon-
kretna obserwabla w taki sposob, ze V; = {A,...,A.}, natomiast kazda krawedz hi-
pergrafu utozsami¢ mozemy ze zbiorem wspétmierzalnych obserwabli tak, ze dla kaz-
dego kontekstu ¢ mamy ¢ = {Ail’""Ailc\} € E;, gdzie przez |c| oznaczyliSmy liczbe
wspotmierzalnych obserwabli nalezacych do kontekstu c.

Niezaleznie od pojecia uktadu scharakteryzowanego wyzej, opisa¢ mozemy uktady
stowarzyszone z danym hipergrafem. Wejsciem takiego uktadu jest wektor x. Ilos¢
roznych wejs¢ ukladu (wektoréw x) jest rowna liczbie krawedzi hipergrafu n = |E;|
(czyli liczbie wszystkich kontekstow danego grafu). Wyjsciem uktadu jest wektor a.
[lo$¢ réznych wyjs¢ uktadu d jest réwna iloczynowi ilosci wynikéw wszystkich ob-
serwabli A; wchodzacym w sktad danego kontekstu. Zbiér takich uktadéw oznaczamy
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przez B(Gk). Uktad nazywamy uktadem stowargyszonym z danym hipergrafem G jesli jest
ono rodzing n rozkltadéw prawdopodobienstwa takich, ze dla wszystkich kontekstow
¢ € E, istnieje odpowiadajacy mu rozklad prawdopodobienstwa w tej rodzinie na
przestrzeni probabilistycznej rozpietej na Q(A; ) X ... X Q(Aim)' Taka rodzine rozkla-
déw prawdopodobienstw oznaczamy przez {P(al|x;)}, gdzie x; € E;;.

Dla danego hipergrafu G = (V,E;) uklad B € B(Gk) nazywamy uktadem zgodnym
jesli dla wszystkich par réznych kontekstéw c,c’ € E i dla wszystkich podzbioréw

obserwabli S takich, ze S = c N ¢’ # 0, zachodzi:

v, ZP(S:s,T:t|x:c):ZP(5:s,T’:t’lx:c’), (4.1)
t t

gdzie T = c—S oraz T’ = ¢’ —S. Zbiér wszystkich zgodnych uktadéw stowarzyszonych
z danym hipergrafem G oznaczamy przez Cé"). Zgodnos¢ uktadu stanowi w szczegol-
nosci, ze rozktad brzegowy dla pewnej obserwabli nalezacej do réznych kontekstéw ¢
i ¢/, liczony z dwéch réznych rozktadéw prawdopodobienistwa, tj. g(A,) i g(A.) musi
by¢ taki sam. Tak zdefiniowana zgodno$¢ uktadu jest uogélnieniem warunku niesy-
gnalizowania dla uktadéw nielokalnych w ogdlnych teoriach probabilistycznych.

Uktadem niekontekstualnym stowargyszonym gz danym hipergrafem G nazywamy
zgodny uktad, dla ktérego istnieje taczny rozktad prawdopodobienstwa dla wszystkich
obserwabli w V. Zbidr wszystkich uktadéw niekontekstualnych stowarzyszonych z
G oznaczamy przez NC;. Z kolei wszystkie uklady nie spelniajace danego warunku
nazywamy uktadami kontekstualnymi.

W dalszej czesci rodziny rozkladéw prawdopodobienistwa odpowiadajace ukta-
dom kontekstualnym (B € Cé")) bedziemy oznacza¢ przez {g(A.)}, gdzie c numeruje
rozne konteksty od 1 do n. Jesli nie jest zaznaczone inaczej zakladamy, ze n > 3,
jako ze dla n < 2 wszystkie uklady stowarzyszone z hipergrafem G sa niekontek-
stualne. Jesli natomiast uktad jest niekontekstualny (B € NC;), odpowiadajace mu
rodziny rozkladéw prawdopodobienstw bedziemy oznaczac przez {p(A,)}, wreszcie
przez p(A) oznaczac¢ bedziemy taczny rozkltad prawdopodobienstwa dla wszystkich
obserwabli w V;, z ktérego wszystkie rozklady {p(A.)} otrzymujemy jako odpowied-
nie rozktady brzegowe dla danych kontekstéw c.

Lemat 1. Zgodny uktad stowarzyszony z hipergrafem G = ({A4, ...,A}, E;) jest niekon-
tekstualne wtedy i tylko wtedy, gdy moze by¢ wyrazone jako kombinacja wypukta ukta-
dow deterministycznych, tj. takich, ze tqczny rozktad prawdopodobieristwa dla wszyst-
kich obserwabli A, ..., Ay jest rowny 6, , dla pewnego ustalonego ay.

Dowdd. Wynika to wprost z definicji uktadéw niekontekstualnych. Laczny rozktad
prawdopodobienstwa dla wszystkich obserwabli A4, ...,A; jest suma wypukla tacznych
rozktadéw prawdopodobienstw bedacych rozktadami deterministycznymi.m

Przyktad 1. Rozwazmy hipergraf z Rys. 4.1, w ktérym obserwable ze zbioru V; =
{A1,A,,A5,A,} tworzg 4 konteksty wspdtmierzalnych par dychotomicznych obserwa-
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bli A;,A;11moa4- Niech teraz rozklady prawdopodobienstw beda takie, ze dlai € {1, 2, 3,4}:

1
p(00|A;A; 1) = p(01]AA;, 1) = p(10|AA; 1) = p(111AA ) = 7 (4.2)

Latwo zauwazy¢, ze taki uktad jest uktadem zgodnym, gdyz np.:
1
vV, ks|AA,) = sl|ALAL) = —, 4.3)
2. pkslAin) = D pGillAA) =

(k,l,s € {0,1}) oraz analogicznie dla kazdej pary kontekstow posiadajacych wspdlnag
obserwable. Ponadto, zgodny uktad stowarzyszony z takim hipergrafem jest uktadem
niekontekstualnym, poniewaz rozktad prawdopodobienstwa p(kl|A;A,,,) dla kazdego
kontekstu mozemy otrzymac z tacznego rozktadu prawdopodobienstwa dla wszyst-
kich obserwabli p(kImn|A,A,A;A,) takiego, ze dla dowolnych k, [, m,n € {0, 1} mamy:

1
p(klmn|A;AyA5A,) = 16’ (4.4)
Istotnie, mamy bowiem np.:
1
Vi p(kllAAy) = Zp(klmn|A1A2A3A4) =7 (4.5)

i analogicznie dla pozostatych kontekstow.

Zauwazmy réwniez, ze zgodnie z Lematem 1 taczny rozktad prawdopodobienstwa
dla wszystkich obserwabli p(klmn|A;A,A;A,) moze byé wyrazony jako kombinacja
wypukta szesnastu ukltadéw deterministycznych p, (v € {1,...,16}) takich, ze:

. 1 dla klmn=a,
Py (klmn|A,A,A3A,) = (4.6)
0 dla klmn#a,,

gdzie a, sa réznymi czteroelementowymi ciggami O i 1.

Przyktad 2. Rozwazmy hipergraf z Rys. 4.1, w ktérym obserwable ze zbioru V; =
{A1,A5,A;,A,} tworza 4 konteksty wspdtmierzalnych par dychotomicznych obserwa-
bli A;,A;1mod4- Niech teraz rozkltady prawdopodobienstw beda takie, ze:

1
g(00|AA; ) = g(111AA;,) = > 4.7)

dlai=1,2,3 oraz
1
g(01|AA; ) = g(10|AA;,,) = E» (4.8)
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dla i = 4. Zgodny uktad stowarzyszony z takim hipergrafem jest znanym w literaturze
uktadem Popescu-Rohrlicha [2, 3], ktory oznacza¢ bedziemy jako PR.

W dalszej czesci, wszystkie uktady oparte na dychotomicznych obserwablach po-
siadajace jedynie dwa typy rozktadéw prawdopodobienstw: réwnoprawdopodobne
ciagi wynikéw z parzystoscia 0 badz réwnoprawdopodobne ciagi wynikow z parzy-
stoscia 1, nazywac bedziemy uktadami binarnymi.

Przyktad 3. Powyzszy przyklad mozna uogdlni¢ na przypadek hipergrafu z Rys.
4.2, w ktérym obserwable ze zbioru V; = {A},A,,...,A,} tworza n kontekstow par
wspotmierzalnych dychotomicznych obserwabli A;, A, 1moqn- Niech réwniez i w tym
przypadku rozktady prawdopodobienstw beda okreslone w taki sposéb, ze dla wszyst-
kich kontekstéw z wyjatkiem ostatniego mamy réwnoprawdopodobne ciagi wynikow
z parzystoscig 0, natomiast dla ostatniego kontekstu mamy réwnoprawdopodobne
ciagi wynikéw z parzystoscig 1. Zgodny uktad stowarzyszony z takim hipergrafem
nazywac bedziemy uktadem taricuchowym (por. [85]), ktéry oznacza¢ bedziemy jako
CH,). Zauwazmy, ze uktad fanicuchowy CHy, jest rbwnowazny uktadowi PR.

Przyktad 4. Rozwazmy hipergraf z Rys. 4.3, w ktérym obserwable ze zbioru V; =
{A1,A,, ..., Ag} tworza 6 kontekstéw trojek wspdimierzalnych dychotomicznych obser-
wabli EG = {{A17A27A3}: {A45A5:A6}5 {A75A85A9}5 {A17A45A7}7 {AZ’AS,AS}’ {A35A6’A9}}'
Niech teraz rozktady prawdopodobienstw beda takie, ze:

§(001]A3A¢As) = g(010]A3A¢Aq) = g(100|A3AsAq) = g(111|AsA6Ag) = ;‘ (4.9)
dla kontekstu {A;,Aq,Aq} oraz

g(01114,4,4) = g(101]A,AA,) = g(110/4,4;A,) = g(000|A,AA,) = 3, (4.10)
dla pozostatych kontekstéw. Zgodny uktad stowarzyszony z takim hipergrafem na-
zywac bedziemy uktadem Peresa-Mermina [6-8], ktéry oznacza¢ bedziemy jako PM.

Uktad PM oddaje statystyke wynikdw obserwabli z kwadratu Mermina mierzonych
na stanie maksymalnie mieszanym dwdch qubitow [8].

W ogdlnosci dla uktadéw binarnych bedziemy mie¢ do czynienia jedynie z dwoma
typami rozktadéw:

g() =P =

ey = ST (4.11)
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dla kontekstéw, dla ktérych wyniki obserwabli a; spetniaja €, a; = 0, oraz

g(A) =P, =

nparz 2|c|—1 2

(4.12)

dla kontekstéw, dla ktérych wyniki obserwabli a; speliaja @, a; = 1. Przyktadowo:
g(A) = Péiﬁz dla kontekstu ¢ = {A,,A;} w przypadku ukladu PR, g(A,) = Prgf)grz dla

kontekstu ¢ = {A;,Aq,Aq} W przypadku ukltadu PM, etc.

Przyktad 5. Rozwazmy hipergraf z Rys. 4.4, w ktérym obserwable ze zbioru V; =
{A,B,C,D,E,a,b,c,d,e} tworza 5 kontekstow czwdrek wspotmierzalnych dychoto-
micznych obserwabli E; = {{B,e,a,D},{D, b,c,A},{A,d,e,C},{C,a,b,E},{E,c,b,D}}.
Niech teraz rozklady prawdopodobienistw bedgq takie, ze g(A.) = PIE:?Z dla kontekstu

c=1{E,c,b,D}, oraz g(A,) = PIE;‘;H dla pozostatych kontekstow. Zgodny uktad stowa-
rzyszony z takim hipergrafem nazywac bedziemy uktadem Mermina [7,8], ktéry ozna-
cza¢ bedziemy jako M. Uktad M oddaje statystyke wynikdw obserwabli z ,gwiazdy”

Mermina mierzonych na stanie maksymalnie mieszanym trzech qubitéw [8].

Dla danego ukltadu binarnego B zdefiniujmy rowniez uktad przeciwny do B, ktory
oznacza¢ bedziemy przez B’, jako uktad, dla ktérego rozktady

g(A,) = pUd (4.13)

nparz’

dla kontekstéw, dla ktérych wyniki obserwabli a; spetniaja €, a; = 0, oraz

g(A.)=plD (4.14)

parz’

dla kontekst6w, dla ktérych wyniki obserwabli a; spetniaja €D, a; = 1, natomiast roz-
ktady PIELCJEZ oraz PIELCJZ) dla uktadu B dane sg przez odpowiednio (4.12) oraz (4.11).

Tym samym, hipergraf G dla uktadu B’ bedzie miat identyczny rozklad krawe-
dzi i wierzchotkéw co hipergraf G, dla uktadu B, przy czym dla B’ krawedzie ciagte
zastapione beda przez przerywane, natomiast krawedzie przerywane przez ciagte.

Zwré¢my uwage, ze zaréwno uklad PM jak i M powstaja naturalnie na grun-
cie mechaniki kwantowej poprzez przypisanie poszczegélnym weztom graféw pew-
nych okreslonych obserwabli: dobranie obserwabli w taki sposéb jak dokonane zo-
stalo w [7, 8], dziatajacych na przestrzeniach Hilberta odpowiednio /# = C? ® C?
oraz # = (? ® C*> ® C?, prowadzi do logicznej sprzecznodci bez wzgledu na po-
sta¢ stanu kwantowego, na ktérym mierzone sa obserwable (tzw. kontekstualnosc
stanowo-niezalezna). Tym samym, statystyke wynikéw pomiaréw postaci (4.11) oraz
(4.12) mozemy otrzymac mierzac wybrane obserwable na stanie maksymalnie mie-
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szanym.

W przypadku uktadéw tancuchowych CH,, statystyki dane przez (4.11) oraz
(4.12) nie sg osiggalne w ramach mechaniki kwantowej, a zatem w ogdlnosci uktady
tancuchowe opisywalne sq w ramach szerszych teorii probabilistycznych. W dalszej
czesci jednak wprowadzimy pojecie tzw. uktadow izotropowych, ktére sa klasa uogdl-
niajacqg omawianych wyzej rodzajéw uktadéw. W zaleznosci od stopnia korelacji pewne
uktady izotropowe mozna otrzyma¢ w ramach mechaniki kwantowej [92], jednak
dalsze rozwazania prowadzone beda bez odwolywania sie do ograniczen z niej wyni-
kajacych.

Do tej pory rozpatrywaliSmy uklady B € Cé") stowarzyszone z hipergrafem G,
ktoérego wierzchotki V; utozsamiane byly z obserwablami, z kolei krawedzie E; wy-
znaczaly konteksty wspétmierzalnych obserwabli. Mozemy jednakze ograniczy¢ tak
zdefiniowana klase ukladéw i przyja¢ w miejsce obserwabli projektory o rzedzie 1.
Tym samym, wspotmierzalnos¢ dwéch projektorow oznaczac bedzie ich wzajemna
ortogonalnos¢. Tak zdefiniowany hipergraf bedziemy nazywac hipergrafem ortogonal-
nosci

Przyktad 6. Rozwazmy hipergraf z Rys. 4.5, w ktérym obserwable ze zbioru V; =
{m,,11,, 5, 1,,T1:} tworza 5 kontekstow par ortogonalnych operatoréw rzutowych
rzedu jeden {IT;, IT; 1045} Widzimy, ze struktura grafu jest identyczna z hipergra-
fem G(CSP)I W tym przypadku jednak, w odrdznieniu od wczesniejszych przyktadow
mamy dodatkowe ograniczenie: wspétmierzalnos¢ operatorow rzutowych oznacza
ich ortogonalnos¢, co wymusza zerowe prawdopodobienistwo otrzymania wyniku 1
dla dwdch sasiednich operatoréw jednoczesnie. Ponadto, wybierzmy stan kwantowy,
na ktérym dokonywane maja by¢ pomiary dziatajace w przestrzeni Hilberta HH = C° w
taki sposéb, by dla kazdego kontekstu prawdopodobienistwa otrzymania okreslonych
wynikéw pomiaréw wynosity [9]:

1
g (01 M;1y) = g(10IM ;1) = —=,
2
OO0|IL,IT; =1-—.
g(00|IL;IT; 1) -

Tak zdefiniowany uklad nazywa¢ bedziemy uktadem KCBS [9], ktéry oznaczaé be-
dziemy jako K. Uktad K, skonstruowany ze stanu czystego qutritu wraz z odpowied-
nio dobranym zbiorem pieciu operatoréw rzutowych, jest najprostszym kwantowym
uktadem, dla ktérego mozna wykaza¢ cechy kontekstualnos$ci; nie istnieje bowiem
kontekstualno$¢ dla pojedynczego qubitu [89].
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[
Rys. 4.1: Hipergraf Gpg dla uktadu PR. Krawedzie ciagte przedstawiaja konteksty posiada-
jace rownoprawdopodobne ciggi wynikéw z parzystosciag 0, natomiast krawedZ przerywana
przedstawia kontekst posiadajacy réwnoprawdopodobne ciagi wynikéw z parzystoscig 1.

Rys. 4.2: Przyktadowy hipergraf Gy, (n=6) dla uktadu tafncuchowego CHy.

[ \ 4 T
[ \ 4 i
@ @ ;

Rys. 4.3: Hipergraf Gp), dla uktadu PM.

Rys. 4.4: Hipergraf G,; dla uktadu M.
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Rys. 4.5: Hipergraf GCH(S) dla ukfadu K. Krawedzie przedstawiajg relacje ortogonalnosci
projektoréw utozsamianych z weztami grafu.

4.2.2 Wzajemna informacja kontekstualnosci

Istniejq stany kwantowe i zbiory obserwabli, dla ktérych statystyka nie moze by¢
jednoznacznie opisana przez jeden laczny rozktad prawdopodobienstwa [93]. Innymi
stowy, jesli w zbiorze obserwabli V; istnieja rézne konteksty, to jeden taczny rozktad
prawdopodobienstwa oddajacy poprawne statystyki dla pewnych kontekstow nie be-
dzie mogt jednoczesnie oddawacé poprawnych statystyk dla innych kontekstow. Tym
samym, chcac poprawnie opisa¢ statystyke danego ukladu, potrzeba przynajmniej
dwdch rdznych tacznych rozktadéw prawdopodobienstwa: jeden rozktad prawdopo-
dobienstwa poprawnie opisujacy statystyke wynikéw pomiaréw dla jednego zbioru
kontekstéw a drugi dla drugiego zbioru kontekstéw (zob. Rys. 4.6). Statystyka wy-
nikéw pomiaréw dla kazdego kontekstu jest poprawnie opisana przynajmniej przez
jeden rozktad prawdopodobienistwa. W szczegélnosci, mozemy zazada¢, by dla kaz-
dego kontekstu istniat inny taczny rozktad prawdopodobienistwa (tylko dla obserwabli
wchodzacych w sktad danego kontekstu) poprawnie go opisujacy. Widzimy, ze dla ta-
kich kontekstualnych uktadéw wybrane (taczne) rozklady prawdopodobienstwa sa
skorelowane z kontekstami, ktdrych statystyke poprawnie opisuja. Mozemy wiec mé-
wi¢, ze w danym uktadzie istnieje ukryta informacja méwiaca o wyborze danego kon-
tekstu, ktora jest nieobecna dla ukladéw niekontekstualnych, a zatem takich, ktére
moga by¢ opisywane przez jeden taczny rozktad prawdopodobienstwa dla wszystkich
obserwabli.

W tym miejscu wprowadzimy korelacyjng definicje miary kontekstualnosci, ktéra
dla danego uktadu ilosciuje korelacje pomiedzy zmienna losowq stanowiaca o wybo-
rze danego kontekstu a rozkladem zmiennych dla wszystkich obserwabli w V.

Biezace zagadnienie zilustrujemy za pomaca gry ,,zgadnij kontekst” pomiedzy trzema
uzytkownikami: nadawca (Alicja), odbiorca (Bolek) oraz przeciwnikiem (Czarek).
Poczatkowo uzytkownicy ustalaja, ze gra oparta bedzie na wczesniejszym wyborze
pewnego ustalonego ukladu B = {g(A.)} posiadanego przez Alicje. Celem gry jest
zakomunikowanie Bolkowi informacji dotyczacej tego, ktéry kontekst wybrata Alicja
(informacja bedzie wtedy liczba ¢ numerujaca wybrany przez Alicje kontekst), przy
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Rys. 4.6: Schematyczne przedstawienie uktadu kontekstualnego dla obserwabli A4, ...,As
(konteksty tworza pary sasiednich obserwabli): a) Statystyka ukfadu opisana jest przed pie¢
niezaleznych facznych rozktadéw, z ktérych kazdy opisuje statystyke wybranego kontekstu; b)
Nie istnieje natomiast jeden taczny rozktad prawdopodobienstwa dla wszystkich obserwabli;
c) Mozliwy opis statystyki ukfadu z uzyciem dwdch réznych tacznych rozktadéw prawdopo-
dobienstwa, kazdy z nich nie oddaje poprawnie statystyki pewnego kontekstu: lewy A;As,
prawy AsA,. Zrédto: [14].

czym komunikat do Bolka przechodzi przez rece Czarka (zob. Rys. 4.7). W tym celu
Alicja musi wybra¢ najlepszy mozliwy rozktad {p(c)} (celem maksymalizacji powo-
dzenia zakomunikowania wybranego kontekstu), po czym posyta do Czarka liczbe ¢
wybrang zgodnie z rozktadem {p(c)}.

Zadaniem Czarka jest minimalizacja wzajemnej informacji miedzy Alicja i Bol-
kiem, przy zatozeniu, ze konstruuje on zmienna ./, dla wszystkich zmiennych w zbio-
rze obserwabli V; o odpowiednim rozkladzie prawdopodobienistwa, takim ze rozktad
ten bedzie zgodny z rozktadem zawezonym do wybranego kontekstu c, czyli g(A,).
Zauwazmy, ze im bardziej rozréznialne beda rozklady prawdopodobienistwa zmien-
nej .o/, w zaleznosci od wybranego numeru kontekstu c, tym tatwiej Bolkowi zgadna¢
wybrang przez Alicje wartosc¢ c.

Ilos¢ korelacji miedzy Alicja i Bolkiem osiaganych w tej grze, przy zalozeniu, ze
Alicja dokonuje wyboru ¢ majacego rozktad {p(c)}, wynosi:

Lip(en(B) = r{g}leZMc)lc)(cl ® .4,), (4.16)

ktora to wielkos¢ definiuje wzajemngq informacje kontekstualnosci przy rozktadzie {p(c)}
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Rys. 4.7: Schemat gry ,,zgadnij kontekst”: Alicja ogtasza wybrany przez siebie kontekst c,
Czarek przygotowuje ./, o odpowiednim rozktadzie, Bolek znajac rozktady uktadu wyjscio-
wego wnioskuje wybrany przez nig kontekst. Zrédto: [14].

uktadu B.

Maksymalna wielkos¢ korelacji miedzy Alicjq i Bolkiem osiagana bedzie przy wy-
borze takiego rozkladu {p(c)}, dla ktérego powyzsza wielkos¢ bedzie maksymalna.
Tym samym, wzajemngq informacje kontekstualnosci uktadu B zdefiniujemy jako:

Imax(B) := sup I{p(c)}(B): (417)
{p(e)}

ktéra mierzy maksymalna ilo$¢ korelacji miedzy Alicjq i Bolkiem osiagana w tej grze.

W powyzszych definicjach uzyliSmy notacji Diraca celem jawnego wskazania na
charakter korelacji, ktére w przypadku tej gry zaistnie¢ mialyby miedzy rejestrem
informujacym o wyborze konkretnego kontekstu ¢ z ogélnymi rozktadami zmiennej
., ktére przy zawezeniu do odpowiednich kontekstow dajq rozklad g(A,).

Zauwazmy teraz, ze zdefiniowane powyzej wielkosci stuzy¢ moga do okreslenia
jak bardzo kontekstualne jest dany uktad B. W przypadku, gdy B jest ukladem nie-
kontekstualnym, z definicji istnieje jeden taczny rozktad prawdopodobienistwa .o/ dla
wszystkich obserwabli w zbiorze V, ktéry zawezony do dowolnych wybranych kon-
tekstow ¢ daje rozktady g(A.). Wobec tego Czarek zawsze moze przygotowac taczny
rozktad prawdopodobienstwa .¢/ taki sam dla wszystkich kontekstow, ktoéry jest cat-
kowicie niezalezny od numeru wybranego kontekstu, co powoduje zerowe korelacje
miedzy rozkladem ./ a numerem kontekstu c. Z tego tez wzgledu dla niekontekstu-
alnych uktadéw B mamy: I, (B) = 0.

Jesli natomiast Alicja i Bolek dysponuja kontekstualnym uktadem B, Czarek musi
przygotowac przynajmniej dwa rozne taczne rozklady .7, dla wszystkich obserwabli
w zbiorze V; (ktdére réwniez zawezone do wybranych kontekstéw c dajg rozklady
g(A.)). Wtedy jednak z definicji wzajemnej informacji mamy: I,.,.(B) > 0.

Prgyktad. Niech uméwionym ukladem w grze ,,zgadnij kontekst” bedzie uktad PR.
Alicja z prawdopodobienstwem p(c) wybiera liczbe ¢ € {1, 2, 3,4}. Zadaniem Czarka
jest skonstruowanie 4 rozkladéw prawdopodobienstwa p(A) (A = ijkl, i,j,k,l €
{0,1}) zmiennej ./, mozliwie najmniej rozréznialnych od siebie. Rozktady prawdopo-
dobienistwa zmiennej ./, mogq by¢ przyktadowo skonstruowane w nastepujacy spo-
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sOb:

e dla ¢ = 1 rozkltad zmiennej .o/, jest taki, ze wyniki ijkl sq réwnoprawdopo-
dobne (p(ijkl) = ) z wyjatkiem wynikéw 1000 i 0111, dla ktérych p(1000) =
p(0111) =0;

e dla ¢ = 2 rozktad zmiennej .o, jest taki, ze wyniki ijkl sq réwnoprawdopo-
dobne (p(ijkl) = %) z wyjatkiem wynikéw 1100 i 0011, dla ktérych p(1100) =
p(0011) =0;

e dla ¢ = 3 rozkltad zmiennej .of; jest taki, ze wyniki ijkl sq réwnoprawdopo-
dobne (p(ijkl) = ) z wyjatkiem wynikéw 1110 i 0001, dla ktérych p(1000) =
p(0111) =0;

e dla ¢ = 4 rozktad zmiennej .o/, jest taki, ze wyniki ijkl sq réwnoprawdopo-
dobne (p(ijkl) = %) z wyjatkiem wynikéw 1111 i 0000, dla ktérych p(0000) =
p(1111) =0.

Zauwazmy, ze mamy 4 rézne rozklady prawdopodobienstwa, ktdre jednakze przy za-
wezeniu do odpowiednich kontekstéw (tj. przyktadowo rozkltadu zmiennej .«/; do
trzeciego kontekstu) oddaja poprawnie statystyke poszczegoélnych kontekstow g(A,)
dla uktadu PR. Jak sie okazuje, taki wybor dokonany przez Czarka bedzie optymalny,
tj. minimalizujacy wyrazenie (4.16).

4.2.3 Wzgledna entropia kontekstualnosci

W tym miejscu wprowadzimy miare kontekstualnosci, oparta na pojeciu wzglednej
entropii (dywergencji Kullbacka-Leiblera) [94].

Przy wprowadzaniu wzajemnej informacji kontekstualnosci dla danego uktadu B
korzystaliSmy z faktu, iz nieprawda jest, ze dla kontekstualnego uktadu B istnieje
jeden laczny rozklad prawdopodobienstwa p(A) oddajacy prawidlowe statystyki dla
wszystkich poszczegdlnych kontekstow p(A.). Dla danego kontekstu c, wybranego
przez Alicje, Czarek konstruowat taczny rozktad prawdopodobienstwa </, dajacy pra-
widlowa statystyke dla wybranego kontekstu: p(4., ). W ogélnosci jednak istnieje taki
kontekst c;, ze zawezenie tacznego rozktadu prawdopodobienstwa ¢/, do tego kon-
tekstu nie oddaje poprawnie statystyki p(A., ) dla danego uktadu B.

Obecnie spojrzymy na problem nieco odmiennie. Mianowicie, zamiast konstru-
owac laczne rozktady .o/, w zaleznosci od wybranego kontekstu c, sprébujmy skon-
struowac jeden laczny rozklad prawdopodobienstwa p(A) dla wszystkich obserwabli
w zbiorze V. Jest oczywiste, ze w przypadku uktadéw kontekstualnych taczny rozktad
p(A) nie moze poprawnie oddawac statystyk dla wszystkich kontekstow jednoczes$nie.
Jesli z kolei dla danego ukladu B udatoby sie dobra¢ taki rozktad, wtedy uktad ten
bytoby niekontekstualny.

Majac pewien uklad B = {g(A,)} oraz pewien laczny rozktad prawdopodobien-
stwa p(A) nad Q(A;) X ... X Q(A;) mozemy zapyta¢ jak bardzo uklad B réznilby sie
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od uktadu powstatego w wyniku zawezen tacznego rozktadu p(A) do poszczegdlnych
kontekstéw. Statystyczng odlegtos¢ miedzy poszczegdlnymi rozktadami g(A.) oraz
p(A,.) dla wybranego kontekstu ¢ wyrazi¢ mozna za pomoca wzglednej entropii (zob.
w tym kontekscie [18]):

2.
g( c)l’ (4.18)

p(Ac)i

D(g()IIp(A) = j¢(A.);log

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich mozliwych wynikach pomiaréw w obrebie
kontekstu c.

Tym samym dla danego uktadu B = {g(A.)} € Cé") mozemy zdefiniowac miare,
ktora okresla jak odlegly w sensie statystycznym jest dany uktad wzgledem ,najbliz-
szego” tacznego rozktadu p(A):

X,(B):=min 3 ~D(g(A)lIp(A) (4.19)
u * p(A) n C C 3 M

CEE;

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich kontekstach c, a n jest liczba wszystkich
kontekstéw (por. [18]). Powyzsza wielkos¢ nazwiemy jednorodng wzgledng entropiq
kontekstualnosci. W przypadku, gdy chcemy okresli¢ miare kontekstualnosci dla da-
nego ukladu B, musimy znalez¢ minimum po wszystkich mozliwych tacznych roz-
ktadach p(A) dajacych w zawezeniu do danych kontekstow poszczegdlne rozkiady

p(A.).

Ze wzgledu na charakter pewnych ukltadéw B moze sie zdarzy¢, ze niektére kon-
teksty bytyby w pewnym sensie ,,wyréznione”, tj. wzgledna entropia dla danych kon-
tekstow bylaby wieksza niz dla pozostalych. Tym samym mozemy zdefiniowac¢ miare,
ktéra w przypadku uktadéw kontekstualnych mogtaby wyréznia¢ konteksty, dla kto-
rych odlegtos¢ w sensie statystycznym miedzy rozkladami danego uktadu a wynikaja-
cymi z rozktadu tacznego p(A) bedzie wieksza niz dla pozostatych:

Xon(B) 1= supmin > | p(e)D(2(AIp(A.), (4.20)

plc) P CEEg

gdzie supremum brane jest po rozktadach prawdopodobienstw p(c) wyboru poszcze-
gblnych kontekstow {1, ...,n}. Powyzszg wielko$¢ nazywamy wzgledng entropiq kon-
tekstualnosci.

W ogoélnosci, dla dowolnego uktadu B zachodzi:
X max(B) = X (B), (4.21)

poniewaz w przypadku jednorodnej wzglednej entropii kontekstualnosci mamy po pro-
stu p(c) = % dla wszystkich c.
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4.3. Wtasnosci miar kontekstualnosci

4.3.1 RO6wnos¢ I . orazX,..

Ponizej wykazemy rownowazno$¢ dwoch zdefiniowanych wezes$niej miar: wza-
jemnej informacji kontekstualnosci (4.17) oraz wzglednej entropii kontekstualnosci
(4.20). Zanim przejdziemy do formalnego twierdzenia, wprowadzmy wykorzysty-
wane w dalszej czesci wielkosci, ktére odnoszg sie do odpowiednich miar kontekstu-
alnosci dla uktadu B = {g(A.)} przy ustalonym rozkladzie prawdopodobienstwa wy-
boru kontekstéw p(c): wzgledna entropie kontekstualnosci dla ustalonego rozktadu
{p(c)}:

Xipoy(B) = min > p()D((AIP(A), (4.22)

oraz wzajemna informacje kontekstualnosci dla tacznych rozktadéw {g(A|c)}:

I B) := min c)D(g(Alc 1), 4.23
ey (B {g(Mc):g(xc|c):g(xc)},pmZp (€)D(g(Alc)llp(A)) (4.23)

gdzie g(A|c) sa dowolnymi tacznymi rozktadami prawdopodobienstwa dla wszystkich
obserwabli, dla ktdérych rozktad brzegowy ograniczony do kontekstu c jest zgodny z
rozkladem g(A.).

Ponadto zdefiniujmy maksymalna wzajemng informacje kontekstualnosci dla tacz-
nych rozktadéw {g(A|c)}:

I’ (B):= sup I{’p(c)}(B), (4.24)
{p(e)}
z kolei supremum po {p(c)} miary X{,;(B) daje oczywiscie wzgledna entropie kon-
tekstualnosci (4.20).

Twierdzenie 1. Dla dowolnego uktadu B = {g(A.)} € Cé") mamy:

I'jax(B) = X nax(B). (4.25)

Dowdd.

Kluczowq kwestia jest tutaj wykazanie réwnosci trzech miar (4.22), (4.23) oraz
(4.16):

eY) @)
X{p(c)}(B) = Igp(c)}(B) = I{p(c)}(B): (4.26)

dla pewnego ustalonego rozktadu p(c).

Rownos¢ (1).

Zauwazmy, ze miare X, ;(B) otrzyma¢ mozemy z [ {’p(c)}(B) zawezajac w tej dru-
giej rozkltady g(A|c) oraz p(A) do rozktadéw brzegowych dla danych kontekstéw od-
powiednio g(A,) i p(A,) tozsamych z rozktadami prawdopodobienstwa wystepuja-
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cymi w Xy, (B). Proces zawezania tacznych rozktadéw prawdopodobienstwa do od-
powiednich rozktadéw brzegowych nie prowadzi natomiast do zwiekszenia wzglednej
entropii, tym samym mamy

I (B) Z X3 (B). (4.27)

Niech teraz p*(A) bedzie rozktadem prawdopodobienstwa minimalizujacym wielkos¢
Xipe(B), dla ktérego rozktady brzegowe dla poszczegdlnych kontekstéw wynosza
odpowiednio p*(A.). Dla kazdego kontekstu mozemy znalez¢ rozktad prawdopodo-
bienstw warunkowych dla obserwabli nie wchodzacych w sktad danego kontekstu
p*(AL|A,) taki, ze p*(A/|A)p*(A.) = p*(A), gdzie A = A/ A.. Dzigki temu mozemy zde-
finiowac rozszerzenia rozktadéw g(A.) na wszystkie obserwable: g(A|c) = p*(A/|A.)g(A,),
ktére z zatozenia sa zgodne z rozktadami brzegowymi ograniczonymi do wybranych
kontekstow. Latwo sprawdzi¢, ze taki wybor optymalnego rozktadu prawdopodobien-
stwa p*(A) wysyca nierdwnos$¢ (4.27), dajac oczekiwang réwnos¢. Mamy bowiem
nastepujacy ciag réwnosci:

I (B) = D p(AD((AIO)]p* (1))
- chp(c)D(p*(Aglkc)g(%)l Ip"(A.1A)p"(A)
= ip(c)n(g(xc)np*(xcn
= Xc{p(c)} (B). (4.28)

Rownosé (2).

Aby wykaza¢ réwnos¢ I,y (B) oraz I gp(c)}(B ) skorzystamy z Lematu 3 podanego
w dalszej cze$ci rozdziatu otrzymujac relacje:

1 p@le)el® #) = D p(e)D(g(Ae)l D p(e)g(Ale)

=min D p(OD(eAIOlIp(A)) (4.29)

gdzie rozktad prawdopodobienstwa zmiennej .«f. dany jest przez g(A|c). Minimalizu-
jac nastepnie wyrazenia po rozkladach g(A|c) majacych rozklady brzegowe g(A,) dla
danego uktadu B otrzymujemy zadang réwnosc.

Otrzymawszy rownosc¢

Xipe(B) = Iy (B) (4.30)

dla dowolnego rozktadu prawdopodobienstwa p(c) bierzemy supremum tych wiel-
kosci po tym rozkladzie, co dowodzi réwnosci miar I,,(B) i X,,,(B) dla dowolnych
zgodnych uktadéw B.H

max max



4.3 Wtasnosci miar kontekstualnosci 50

W dowodzie powyzszego twierdzenia wykorzystaliSmy podany w dalszej czesci
Lemat 3, do ktérego wykazania niezbedny jest ponizszy rezultat.

Lemat 2. Niech bedzie dany stan kwantowy p,g, dla ktérego odpowiednie poduktady
bedq dane przez p, = Trgpap oraz pg = Trup 5. Zachodzi relacja

Uin(f S(palloa® ap) =S(paslloa® pp) (4.31)
>YB

gdzie S jest kwantowq wzgledng entropiq [95 ], natomiast infimum wziete jest po dowol-
nych stanach kwantowych o, oraz op.

Dowdd.

Zauwazmy, ze log(o,® o) = (logo,) ®id +id, ® (log o), gdzie id, oraz idy sq
operatorami identycznosciowymi na poduktadach odpowiednio A i B. Zachodzi:

S(paslloa® o)

= Trpp log pap — Trpaplog(o, ® o)

= —S(pap) — Trpalogo, — Trpglogoy

= —S(pap) +S(pa) +S(pp) + [—=S(pa) — Trpalogo,] + [-S(pp) — Trpglog o]
= S(Pasllpa® pg) +S(palloa) + S(pgllos), (4.32)

gdzie w drugiej réwnosci skorzystaliSmy z faktu Trp,;M ® idy = Trp,M oraz ana-
logicznie dla drugiego podukiadu, natomiast wielko$¢ S(pasllps ® pp) jest réwna
kwantowej wzajemnej informacji stanu pug, I(p45) = S(p4) + S(Pg) — S(P4z). Mi-
nimalizujac wyrazenia w relacji (4.32) po dowolnych stanach o, oraz o dostajemy
teze lematu.l

Lemat 3. Dla dowolnego zespotu kwantowego {p(c), p.}, zachodzi:

1Q p@le) el ® p) = inf Y p()S(ocllo), (4.33)

gdzie infimum jest wziete po dowolnych stanach kwantowych o.
Dowdd.

Oznaczmy stan p jako:

p =Y plclcl®p,, (4.34)

ktérego poduklady to odpowiednio Y p(c)lc){c| oraz Y, p(c)p. =: 0. Tym samym
kwantowa wzajemna informacja stanu p wyraza sie przez

I(p)=Ss (Zp(c)|c><c| ® oI p(Ole)(c)) ® (Zp(c)pa) . (4.35)
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Na mocy Lematu 2 mamy:

s (p||(2p(c)|c><c|)®(Zp(c)pc)) = inf S(pllo,® o). (4.36)

Z kolei wiedzac, ze poduktad ZC p(c)|c){c| jest optymalnym stanem o, minimalizuja-
cym powyzsza relacje, otrzymujemy:

s (pn(Zp(chch@(Zp(c)pc)) = infs (p||(2p(c)|c><c|)®o) . (437

Teraz

S (pll(Zp(c)chcl) ® a)

=50 _p@)lc)(ch + () - 5(p)

= H({Cp(c)}) —Trologo — H({p(c)}) — Y p(c)S(p.)
= ~Tt() p(c)p)loga — > p(e)S(p.) |

=- Z;(c)Trpc logo + Zcp(c)Trpc log p.

= Zcp(c) (Trp.logp. — T;pc logo)

=Y p(0s(pcllo), (4.38)

co dowodzi tezy lematu.l

W tym miejscu nalezy dodatkowo uzupelnic¢ pozorna rozbiezno$¢ miedzy znajdy-
waniem minimum w definicji miary X, ,, a infimum w powyzszym lemacie. Zauwazmy,
ze zbidr standw o jest wypukly i zwarty. Teraz, ze wzgledu na fakt, ze wzgledna en-
tropia jest polciaglta z dotu [96], zawsze istnieje pewien stan o, dla ktérego jest
osiggane minimum.

Uwaga. W powyzszych lematach wykorzystaliSmy pojecia i formalizm mechaniki
kwantowej. Nalezy przy tym zaznaczy¢, ze otrzymane rezultaty odnoszg sie rowniez
do klasycznych rozktadéw prawdopodobienstw, ktére mozna opisa¢ w ramach forma-
lizmu kwantowego. W szczegolnosci, w przypadku klasycznych rozkladéw prawdopo-
dobienistwa mamy réwnowazno$¢ wzglednej entropii oraz jej kwantowego odpowied-
nika. Uzycie stanéw kwantowych p, odpowiada uzyciu zmiennych .¢f. o rozktadach
g(Alc), minimalizacja po stanach o odpowiada minimalizacji po rozktadach p(A), etc.
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4.3.2 Relacja miedzy X .. oraz X,

W podrozdziale 4.4.3 pokazemy, ze w przypadku uktadéw izotropowych miary X,
oraz X ., sa rowne. W biezacym podrozdziale wykazemy jednak, ze miary X, oraz
X max W 0g0lnym przypadku sa rozne. Jako przyktad podamy warto$¢ miar dla sum
prostych ukltadéw. W pierwszej kolejnosci zdefiniujmy pojecia, ktére pojawig sie w
dalszej czesci.

Niech dowolne dwa uklady B; = {g(kcl)}cleEcl oraz B, = {g(}ncz)}CZEEG2 beda
uktadami stowarzyszonymi z hipergrafami odpowiednio G, = (V;,, Eg,) oraz G, =
(Vs,» Eg,)- Wprowadzmy pojecie sumy prostej dwdch hipergraféw jako:

G, ® G, := (Vg,06,> Ec,06,)> (4.39)

gdzie Vg g¢, = V5, UV, oraz Eg g6, = Eg UEg, . Sumq prostq dwdch uktadéw bedziemy
nazywali

Bl 69BZ = {g(lc)}ceEGle;Gz' (440)

Niech V oznacza pewien wybrany zbioér obserwabli V = {A,,...,A,}. Laczny roz-
ktad prawdopodobienstwa dla otrzymanych wynikdw wszystkich obserwabli ze zbioru
V oznacza¢ bedziemy przez p(A)[V]. Jesli teraz ze zbioru V wyodrebnimy pewien
jego podzbidr V;, to taczny rozktad prawdopodobienistwa dla otrzymanych wynikéw
obserwabli ze zbioru V;, bedacy rozktadem brzegowym pochodzacym z p(A)[V ], ozna-
cza¢ bedziemy przez p(A)[ V]|, . Oznaczmy réwniez przez D(g(A.)||p(A.)) {P(A) wzgledna
entropie rozktadéw prawdopodobienstw dla wybranego kontekstu c, takich ze roz-
kiad g(A,) brany jest z uktadu {g(A.)}, natomiast p(A,) pochodzi z pewnego ustalo-
nego tacznego rozktadu p(A).

Lemat 4. Dla dowolnych uktadéw B, € Cgl) oraz B, € nglz) (n;,n, > 1) stowarzyszo-
nych z hipergrafami odpowiednio G, = (V;,, Eg,) oraz G, = (V,, Eg,), zachodzi:

Xu B, ®B,) = min D )LC p AC , 4.41
( ! 2) p(l)[‘/cl]p(k)[‘/cz] c€Eg ¢ ny ny (g( )H ( )) ( )
oraz
Xmax B, ®B,) = sup min E p{cC D )LC p A‘c , 4.42
( 1 2) {p(c)}P(l)[ Gl]p(l)[ Gz] ( ) (g( )” ( )) ( )

CEEGl@GZ
gdzie minimum brane jest po tqcznym rozktadzie bedqcym rozktadem produktowym roz-
ktadéw tqcznych p(A)[ Vg, ] oraz p(A)[ Vg, .

Dowdd.

Zauwazmy, ze dla dowolnego rozktadu prawdopodobienstwa dla kontekstéw {p(c)}
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oraz dla dowolnych rozktadéw tacznych p(A)[V; 6,1, zachodzi

> p()P((AIIP(A))

PM[Vs, 00,1

c€Eg, UEg,
= D PEDEAIPA) astves iy, + D PEOPERNPA) o116, ey,
c€Eg, c€Eg,
= D PODEANPAI v, a0, T, g0, Tl (4.43)
c€Eg, UEg, ! 2

gdzie skorzystalismy z faktu, iz z definicji sumy prostej ukladéw B; @ B, konteksty
ze zbioru Eg, (odpowiednio Eg,) zaleza wytacznie od zmiennych ze zbioru Vg (V).
Tym samym mozemy napisac

Xipey(B1 ®B) = min D> p@DEAIP(A)),  (4.44)

PAVe, IbMVe, ] o
1 2

co dla rozktadu p(c) = % dla wszystkich kontekstéw ¢ prowadzi bezposrednio do
nyTny
(4.41), natomiast wziecie supremum po rozktadach {p(c)} daje (4.42).m

Powyzszy lemat pozwala nam wyrazi¢ miary X, oraz X,,, sumy prostej dwdch
uktadéw jako funkcje miar X, oraz X, liczonych dla pojedynczych uktadéw.

Twierdzenie 2. Dla dowolnych uktadéw B, € ngl) oraz B, € Cgf) stowargyszonych z
hipergrafami G, oraz G, zachodzi:

ny n,

Xu(Bl ® BZ) = Xu(Bl) + Xu(BZ)s (445)
ny TNy ny TNy
oraz
Xmax(Bl @ BZ) = maX{Xmax(Bl):Xmax(BZ)}- (446)
Dowdd.
Zauwazmy, ze dla dowolnego {p(c)} takiego, ze dla
wi= Y p(c), (4.47)

CE€EG,

mamy 0 <w < 1, oraz dla dowolnych rozktadéw p(A)[V, ] oraz p(A)[V;,], mozemy
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zapisac:
D pEDEANIPAN |bayive, 1paive,]
c€Eg, UEG,
B p(c) (A
=w Z 717(8( Ip(A)) PV, ]
CEEG,
p(c)
1-— —D(g(A A . .48
+( w)CGZEszl_W (EAINPAD oy, - 448)
Stad tez:
min c)D(g(A, A
pu)wcl]pmwczu@;% P(DEANPA pitre, oo,
. p(c)
= —D(g(A A
Wp(%l[lvr;];%] ~=D(8NIP(AD) o,
1
+(1-w) min Z&D(g(x NP(A) |0
1—w ¢ ¢ p( )[ch]

P(R)[Vey] G2
2
=wX 0 B+ -w)X, 0 (By). (4.49)
{ w }CEEGl {1,W }CEEG2

Przyjmujac teraz rozklad jednorodny p(c) = # dostajemy

1 n
! (4.50)

w= = s
‘e, n,+n, n;+n,

po czym na mocy Lematu 4:

Xu(Bl EBBZ)
U min 3 S DRIIPA—2—[ min 3 —D(g ()]
= min — min —
g+ 1y pMVe ) S My SAJIPL g+ 1y (Ve ] S5 1y EL e IlIPA e
1 2
n, ny
= X,(B,) + X,(B,), (4.51)
n, +n, n; +n,

co dowodzi (4.45).

Przejdzmy teraz do wykazania zaleznos$ci (4.46). Bez straty ogdlno$ci mozemy

zalozy¢, ze
XmaX(Bl) Z XmaX(BZ)' (452)

Z definicji miary X, ,, mamy, ze dla dowolnego &, > 0 istnieje taki rozkltad {p,(c)}, ze
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zachodzi
X max(B1 ® By) < Xy, (03 (By © By) + 6. (4.53)
Ponizej wykazemy, ze dla dowolnego k zachodzi
Xmax(B1 @ By) < max{Xpax(B1), Ximax(B2)} + O, (4.54)
co dla malejacego 6, przy k — oo dowodzi
Xmax(B1 ® By) < max{Xay(B1), Xmax(B2)}- (4.55)

Jak pokazemy, rownosc¢ (4.46) dostajemy przyjawszy taki ciag rozktadow {p,(c)}, ze
Wy = ZCGEG pr(c) = 11 dla ktoérego osiggane jest supremum w wyrazeniu X, (B;)
w granicy dlizych k.

Aby udowodni¢ (4.55) musimy rozpatrzy¢ dwa przypadki: niech w pierwszej ko-
lejnosci {p,(c)} bedzie takim ciagiem rozkladow, ze w;, = 1. Wtedy mamy:

Xmax(B1 ® By) < Xy, (03 (B1 ® By) + 6
< Xipe(B1) + 8y
< Xmax(B1) + 0
< max{X,,,x(B1), X nax(B2)} + Ok, (4.56)

co tez chcieliSmy wykazac.

Rozpatrzmy teraz {p,(c)}, dla ktérych 0 < w;, < 1. W tym przypadku mozemy
przyjac, ze {l%:)}ceEGI oraz {f f(vcvk }CEEG2 sa dobrze zdefiniowanymi rozktadami, dla kté-
rych mozemy napisac:

Xmax(B1 @ By) < Xy, (03 (B1 @ B,) + 6

1-wy

:WkX{PL@ (B2)+6k
Wik

}ceEcl }CEEGZ

S Wkaax(Bl) + (1 - Wk)Xmax(BZ) + 5k
< Xmax(Bl) + 5k
S maX{XmaX(Bl)JXmax(BZ)} + 5k7 (457)

gdzie rdwnos¢ w powyzszym wynika z (4.49), z kolei w nastepujacej po niej nieréw-
nosci wykorzystaliSmy wtasno$¢ miary X, ..l

Powyzsze Twierdzenie mozna uogdlni¢ na przypadek dowolnej skonczonej sumy
prostej uktadéw, dostajac w rezultacie:

X(DB) = nx (B 3 i (4.58)

i
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oraz

Xmax (€D BY) = max{X,na (B} (4.59)

O ile rezultat dotyczacy miary X, wydaje sie w pelni intuicyjny, to miara X, ., dla sumy
prostej stwierdza, iz lepiej ,faworyzowac” wszystkie konteksty z uktadu, dla ktérego
X, .x jest najwieksze, niz najbardziej kontekstualne konteksty ukladéw o mniejszej
wartosci miary X, .-

Z Twierdzenia 2 wynika réwniez:
Whiosek. Dla dowolnych uktadéw B, € ngl) oraz B, € Cgf) stowarzyszonych z

hipergrafami G, oraz G,, dla ktérych X,(B;) # X,(B,), zachodzi:
Xu(Bl @ BZ) < Xmax(Bl ©® BZ)' (460)
Dowdd.

Zal6ézmy, ze X ,(B,) > X,(B,). Na mocy Twierdzenia 2 otrzymujemy:

ny

n,
Xu(Bl ® Bz) = Xu(Bl) + T Xu(BZ)

ny 1Ny 1Ny
<X,(By)
< Xmax(B1)
< Max{X pax(B1), Xmax(B2)}
= X,.x(B1 ®B,), (4.61)

co dowodzi (4.60).1

4.4. Wartosci X, dla wybranych uktadéw

W biezacym podrozdziale zajmiemy si¢ wyznaczeniem wartosci miary X, dla wy-
branych uktadéw binarnych, takich jak uktady PR, PM, M, jak réwniez uktad K. Wy-
mienione uktady charakteryzujq sie posiadaniem wielu symetrii, z ktérych mozemy
skorzysta¢ obliczajac dla nich odpowiednia miare kontekstualno$ci. W dalszej cze-
$ci oméwiony zostanie formalizm, dzieki ktéremu mozliwe bedzie doktadne scharak-
teryzowane przeksztatcenn symetrii. Ponadto zostanie opisane pewne odwzorowanie
uktadéw w inne uktady oparte na tych przeksztatceniach symetrii. To odwzorowanie
pozwoli na wyodrebnienie kilkuparametrowych rodzin rozktadéw prawdopodobien-
stwa, do ktorych wystarczy sie ograniczy¢ minimalizujac wzgledng entropie w defini-
¢ji miary X,.
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4.4.1 Symetryzacja i uktady izotropowe

Rozwazmy hipergraf G z liczbg kontekstéw wynoszaca n oraz uklad B € Cé”).
Automorfizmem zachowujqcym niekontekstualnos¢ uktadu B nazywamy kazda operacje
[ zachowujaca niekontekstualno$¢ i spetniajaca I[(B) = B.

Niech & bedzie skonczonym zbiorem automorfizméw zachowujacych niekontek-
stualnos¢. Oznaczmy przez 9. grupe generowang przez . Odwzorowanie zdefinio-
wane na uktadach B jako:

g 1
B— ——I[(B), (4.62)

bedziemy nazywaé B — £-symetryzacjq i oznaczymy przez Ty .

Zbiorem uktaddéw B — ¥£-izotropowych nazwiemy obraz wszystkich uktadéw pod-
danych B — ¥-symetryzacji:

g2 ={pecl: peemD = TZ(F)}. (4.63)

W zaleznosci od zbioru automorfizméw £ generujacych grupe %, mozemy miec

do czynienia z réznymi symetryzacjami. Dla wygody, jesli rozwazania prowadzone

beda dla pewnego ustalonego zbioru £, bedziemy uzywac skréconego nazewnictwa
i oznaczen: B-symetryzacja (7) oraz zbiér B-izotropowych uktadéw (.%).

Ponizej zobaczymy, ze zbiér B-izotropowych uktadéw .#; jest réwny zbiorowi ukta-
dow niezmienniczych wzgledem elementéw zbioru £.

Twierdzenie 3. Niech Cé”) bedzie zbiorem zgodnych uktadow stowarzyszonych z hiper-
grafem G. Niech dalej & bedzie skoriczong grupq liniowych odwzorowarn f : Cé") - Cé"),
a # =1{h,,...,h,} € F podzbiorem jej elementdéw takich, ze dla kazdego z nich jego od-
wrotnos¢ hl._1 nalezy do &. Oznaczmy przez J rodzine uktadéw B niezmienniczych ze
wzgledu na transformacje h;:

7 :={BeC:V,h(B)=B}, (4.64)

oraz podgrupe ¥ ., € & generowanq przez F.
Zachodzi:
1

|gz'”|f(B) =D}=27. (4.65)

Imgﬂ,(Cén)) = {D (S C((;n) . HBECén) Z
fE€T %

Dowdd.
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Niech B € Imgﬂ(Cé")). Wtedy dla kazdego i mamy:

hy(B) = h, (Z 7 |f(B)) (4.66)

fez
1
= — h,of(B (4.67)
f; Fhef @)
1 .
= Z — f(B)=B, (4.68)
Fonores, | 7]

gdzie w pierwszym réwnaniu skorzystaliSmy z liniowosci odwzorowan h natomiast
w ostatnim skorzystali$my z faktu, ze sumowanie po f przebiega po calej grupie Z,,
(niezaleznie w jakiej kolejnosci wybierzemy jej elementy), poniewaz kazdy element h;
ma odwrotnos$¢ w tej grupie. Z powyzszego otrzymujemy, ze B € 7, a zatem réwniez
Im,, (CI) C 7.

Z drugiej strony, dla kazdego uktadu B €  mamy:

1
B= Z# M £(B), (4.69)

poniewaz dla dowolnego f € Z,, kazdy element jest ztozeniem f =h; o...oh; (h; €
), a zatem f(B) = B, i stad tez mamy bezposrednio (4.69). Tym samym pokazali-
$my, ze 7 C Im%f(Cé")) co, tacznie z przeciwng inkluzja dowodzi tezy twierdzenia.ll

Rozwazmy teraz szczegdlny przypadek uktadéw binarnych i pewien wybrany zbiér
automorfizméw zachowujacych niekontekstualno$¢ ¥, ktory bedzie skladat sie z
dwdch rodzajéw liniowych odwzorowarn:

1. m; - permutacja pewnych obserwabli, co odpowiada zamianie kontekstéw,

2. b; - negacja pewnych wynikéw obserwabli, tzw. bit-flipéw (dla uktadéw binar-
nych 0 — 1 oraz 1 — 0).

W przypadku tak wybranych uktadéw i zbioru %, udowodnimy twierdzenie, ktére w
znacznym stopniu ulatwia wyznaczenie wartosci miary X, (B).

Twierdzenie 4. Dla dowolnych uktadéw B € C(“) oraz zbioru B — ¥,-izotropowych
ukladéw %7 mamy:

X,(B)= min Z ~D(g(2)llp(A.)), (4.70)

p(k)eﬂ

gdzie minimum wzigte jest jedynie po takich tqcznych rozktadach prawdopodobieristw
p(A), z ktérych otrzymaé mozna niekontekstualne uktady ze zbioru B— ¥,-izotropowych
ukladéw .#;°.
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Dowdd.

Niech p(A) bedzie rozkladem prawdopodobienstwa, ktéry jest optymalny dla miary
X ,(B), z kolei niekontekstualny uktad otrzymany z tego rozktadu oznaczmy przez B,,...
Zauwazmy, ze ustaliwszy zbiér automorfizméw jako ustalony uprzednio %, dla do-
wolnego elementu f w grupie ¥, , mamy:

1
X,(B) =D ~D(g;(A)lIps (2)), (4.71)

gdzie g;(A.) oraz p;(A.) sa rozktadami prawdopodobienistw dla kontekstéw c ukta-
déw odpowiednio f(B) oraz f(B,.). Aby to wykaza¢ przypomnijmy, ze z definicji
zbioru %, dowolny jego element f jest ztozeniem permutacji obserwabli 7t; oraz ne-
gacji pewnych wynikéw obserwabli b;. Wystarczy zatem dowie$¢, ze powyzsza réw-
nos¢ zachodzi dla kazdej z tej operacji z osobna - wtedy réwnos¢ ta bedzie prawdziwa
dla dowolnego ztozenia 7; o b;. Niech w pierwszej kolejnosci f bedzie pewng permu-
tacjg obserwabli 7t;. Z kolei jesli f(B) = B to f jest automorfizmem hipergrafu G, z
ktérym stowarzyszony jest uktad B, a zatem jest ona tozsama z permutacjg obserwa-
bli, ktéra dokonuje permutacji kontekstéw. Jesli tak, to dziatanie f zmienia jedynie
kolejnos¢ elementéow D(g(A.)||p(A.)) w sumowaniu po wszystkich kontekstach w de-
finicji miary X,. Z drugiej za$ strony, niech f bedzie teraz negacja wybranych wynikéw
obserwabli b;. Wtedy, dla negacji wyniku wybranej (wybranych) obserwabli zastoso-
wanej rownoczesnie w g(A.) i p(A.), wzgledna entropia nie ulegnie zmianie, jako ze
jest ona niezmiennicza ze wzgledu na obustronnie zastosowang odwracalng operacje.
Mozemy zatem zapisac:

X(B)—Z > I‘@o TP Allpr () (4.72)

c fe‘g

Pf(A )|

1
ZZED > l(@o PRSP

f€Yg, f€Yy, K fo

gdzie w drugiej linii skorzystaliémy z wypuktosci wzglednej entropii [94].
Z powyzszego widzimy, ze symetryzacja nie zwieksza wartosci wzglednej entropii.
Ponadto, jesli f jest automorfizmem uktadu B, to dla dowolnego kontekstu ¢ mamy:

27

f€9g, | -Yo

gf(k ) =g(A). (4.73)

Teraz, jesli B — ¥,-symetryzacja jest odwzorowaniem zachowujacym niekontek-
stualnos¢, to wyrazenie

1
(4.74)
20 Ta P
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jest z definicji rozkladem prawdopodobienistwa dla odpowiedniego kontekstu uktadu
Tfo (B,.) € j’f ?, ktdry jest niekontekstualny, jako ze B — ¥,-symetryzacja przeksztalca
uktady niekontekstualne w niekontekstualne.

Z kolei jesli ukitad B,,. byl ukladem optymalnym dla miary X ,(B), natomiast pod-
stawienie uktadu Tfo (B,.) w miejsce B, moze co najwyzej zachowac lub zmniejszy¢
wartos$¢ X, (B) (ze wzgledu na nieréwnos¢ (4.72)), to réwniez uktad TfO(BnC) musi
by¢ ukladem optymalnym dla miary X, (B). Dzieki temu, w miejsce nieréwnosci (4.72)
otrzymujemy réwnos¢. l

4.4.2 Zbiory automorfizméw dla wybranych uktadow

W dalszej czesci wyszczegdlnimy zbiory %, operacji zachowujacych niekontekstu-
alnos¢ dla uktadéw binarnych PM, M oraz CH,,. Majac okreslony zbiér automorfi-
zmoéw %, wcigz nie jest jednak fatwe znalezienie rodziny uktadéw, ktéra jest obrazem
dziatania grupy ¥, , jednak dzigki Twierdzeniu 3 obraz ten dostajemy wymuszajac
niezmienniczo$¢ ukltadéw ze wzgledu na kilka okreslonych symetrii. Dzieki takiemu
wyszczegdlnieniu uktadéw izotropowych bedziemy mogli wykorzysta¢ Twierdzenie 4
do wyznaczenia miary X, dla wymienionych uktaddéw.

W pierwszej kolejnosci zastosujmy symetryzacje do uktadu PM. Niech %, = {h;, ..., hg},
gdzie elementy h; sa w ogélnosci zlozeniami operacji 7; oraz b;, takich ze:

(i) hyq,...,he - sa wszystkimi 3! permutacjami kontekstow {A;,A,, A3}, {A4,As,Ag}
oraz {A;,Ag,Aq} (dla hipergrafu G, z Rys. 4.3 sa to permutacje krawedzi po-
ziomych);

(ii) h, - permutacja kontekstow {A;,A,,A,} oraz {A,,As;,Ag} (dla hipergrafu G,y
permutacja krawedzi pionowych ciagtych);

(iii) hg - zlozenie permutacji kontekstéw zdefiniowanej jako jednoczesna zamiana
obserwabli A, < A,, A, < A;, A, < A (pozostale obserwable przechodzg
na siebie), oraz negacji wyniku obserwabli A, (dla hipergrafu G, symetria ta
jest odbiciem wzgledem diagonali z negacja wyniku odpowiedniej obserwabli,
dzieki czemu uktad krawedzi ciaglych i krawedzi przerywanej pozostaje nie-
zmieniony).

Taki wybor zbioru %, prowadzi do jednoparametrowej rodziny izotropowych ukta-
déw PM (o czym moéwi ponizszy lemat), ktéra oznaczac¢ bedziemy przez y}f;j[_

Lemat 5. Zachodzi:
It = {aPM + (1 - a)PM’|a € [0,1]}, (4.75)

gdzie PM’ jest uktadem przeciwnym do uktadu PM.
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Dowdd.

Zgodnie z Twierdzeniem 3 wystarczy wykazac¢ niezmienniczos¢ ukladu PM ze
wzgledu na wybrany zbiér ¥, co pociaga za soba, ze uktad PM nalezy do rodziny
ﬂ,ﬁj’,. Celem wyszczegodlniania poszczegdlnych kontekstéw odniesiemy sie do hiper-
grafu Gp,, z Rys. 4.3.

Zauwazmy, ze: po pierwsze, niezmienniczos¢ ze wzgledu na operacje hy,...,hg
wszystkie konteksty poziome musza by¢ opisane przez ten sam rozktad prawdopo-
dobienistwa. Po drugie, niezmienniczo$¢ ze wzgledu na operacje hg wymaga, by $rod-
kowy kontekst pionowy oraz srodkowy kontekst poziomy miaty ten sam rozktad praw-
dopodobienistwa. Po trzecie, niezmienniczo$¢ ze wzgledu na operacje h, pociaga za
soba, iz wszystkie konteksty oznaczone przez krawedzie ciagle muszg mie¢ ten sam
rozktad prawdopodobienstwa.

Teraz, dla krawedzi ciaglych rozktad prawdopodobienstwa jest wyznaczony jed-
noznacznie przez 8 prawdopodobienstw q(ijk), gdzie i, j, k sa binarnymi wynikami
pomiaru obserwabli na poszczegdlnych kontekstach. Niezmienniczo$¢ ze wzgledu na
operacje hy, ..., hg sprawia, ze dla krawedzi ciaglych rozktad prawdopodobienstwa jest
niezmienniczy ze wzgledu na permutacje obserwabli, tzn.:

q(001) = q(010) = q(100), (4.76)
q(011) = g(101) = g(110). (4.77)

Rozklad prawdopodobienistwa jest zatem opisany jedynie przez 4 niezalezne para-
metry q(000), g(001), g(011) oraz q(111) (analogicznie, dla krawedzi przerywanej:
r(000), r(001), r(011) oraz r(111)). Dalej, niezmienniczo$¢ ze wzgledu na operacje

hg wymaga:

q(000) = r(001), (4.78)
q(011) = r(010). (4.79)

Poniewaz r(001) = r(010), to réwniez prawdopodobienstwa g(000) i g(011) musza
by¢ sobie réwne. Podobnie:

q(111) = r(110), (4.80)
q(010) = r(011), (4.81)

co, ze wzgledu na r(110) = r(011) pociaga réwnos$¢ prawdopodobienstw g(111)
i q(010). Widzimy wiec, ze zachodzi réwnos¢ dla prawdopodobienistw o okreslonej
parzystosci wynikow obserwabli. Tym samym mozna przyjaé, ze q(000) = a/4 dla
pewnego parametru a € [0,1], natomiast g(111) = (1 — a)/4. Analogicznie, dla
krawedzi przerywanej mamy: r(111) = a/4 oraz r(000) = (1 — a)/4.1

Dla ukladu M schemat sprowadzania go do jednoparametrowej rodziny pudet
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izotropowych jest analogiczny jak dla uktadu PM. Niech w tym przypadku %, =
{fll,...,fllo}, gdzie elementy h; sa w ogélnoéci zlozeniami operacji 7; oraz b;, wy-
szczegblnionych ponizej:

6] fll - symetryczne odbicie gwiazdy (tj. przemieszczenia obserwabli na odpowied-
nich weztach grafu G,;) wzgledem osi symetrii Aa przechodzacej przez wezty A
oraz a;

(ii) h, - odbicie wzgledem osi symetrii Bb oraz negacja wyniku obserwabli B;
(iii) i~13 - odbicie wzgledem osi symetrii Cc oraz negacja wyniku obserwabli c;
@iv) fl4 - odbicie wzgledem osi symetrii Dd oraz negacja wyniku obserwabli d;
) fzs - odbicie wzgledem osi symetrii Ee oraz negacja wyniku obserwabli E;

(vi) sz_lo - negacja wynikéw trzech obserwabli tworzacych tréjkaty odpowiednio:
Acd, Bde, Cea, Dab oraz Ebc.

Lemat 6. Zachodzi:
S ={aM + (1 - a)M’|a € [0,1]}, (4.82)

gdzie M’ jest uktadem przeciwnym do uktadu M.
Dowdd.
Dowdd jest analogiczny jak w przypadku uktadu PM.H

Dla uktadéw tancuchowych CH(n) rozumowanie przedstawia sie podobnie. Niech
w tym przypadku %, = {h,, ..., hj,. ,h,_,}, gdzie elementy ?zj sa zlozeniami cyklicz-
nych permutacji kontekstéw taklch, ze wszystkie pary obserwabli {A;,A; } przecho-
dza na {A;;,A;;;11}, wraz z negacjg wynikéw dla obserwabli A,,...,A;.
Taki wybor zbioru %, prowadzi do jednoparametrowej rodziny izotropowych ukta-
dow tancuchowych CH(,) (o czym méwi nam ponizszy lemat), ktdérg oznacza¢ be-

. %
dziemy przez yCH "

Lemat 7. Zachodzi:

Sem ={aCHy + (1 - a)CH|, la € [0,1]}, (4.83)

gdzie CH(’H) jest uktadem przeciwnym do uktadu CH,.

Dowdd.

Dowdd opiera sie na rozumowaniu analogicznym jak w przypadku uktadéow PM
oraz M .1

\ przypadku uktadu K niech %, = {hy, ..., 7110} bedzie grupa diedralng D5, gdzie
elementy hl- sa w ogdlnosci operacjami 7; takimi, ze:
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(@) hy, ..., s - sa cyklicznymi permutacjami operatoréw rzutowych I1; — II, +k> gdzie
ke{l,...,5}

(i) hg,...,ho - sa cyklicznymi permutacjami operatoréw rzutowych IT; — II, ko
gdzie k € {1, ...,5} z dodatkowa zamiang operatoréow rzutowych I1; < II; oraz
I, < II,.

4.4.3 Wyznaczenie miary X, dla wybranych uktadow

Dalsze lematy i twierdzenia, o ile nie zostanie zaznaczone inaczej, dotyczy¢ beda
uktadéw PM, M oraz CH,); rozwazania odnoszace si¢ do uktadu K przedstawione
zostana odrebnie. Dla wygody zastosujmy teraz oznaczenie B, € .$ = ﬂ}ﬁfl U ﬂlfo U
ﬂc’cﬁ(n) dla dowolnego uktadu nalezacego do klasy jednoparametrowych uktadéw izo-
tropowych rozwazanych powyzej. Zgodnie z Twierdzeniem 4 wiemy, ze celem wy-
znaczenia miary kontekstualnosci X, wybranego uktadu B, musimy zminimalizo-
wac wielkosé ZceEG %D(g(?tc)l |[p(A.)) po wszystkich rozktadach prawdopodobienstwa
p(A), z ktérych skonstruowac¢ mozna niekontekstualne uktady B,. Konieczna jest za-
tem znajomo$¢ przedziatlu warto$ci parametru a, dla ktérego uktady B, z danej klasy
sq uktadami niekontekstualnymi. Ponizej wprowadzimy pomocnicza miare zgodnosci
uktadow, dzieki ktérej bedziemy mogli wyprowadzi¢ nieréwnosci kontekstualne ze
wzgledu na parametr a.

Wprowadzmy notacje wektorowa charakteryzujaca dany uktad. Niech |B) oznacza
wektor prawdopodobienstw danego uktadu B. Przykladowo, dla uktadu CH4, = PR
majacego 4 rézne konteksty mamy:

PR = (g0)|s(r,)]g(A)]g )
= (3003005300053 0) (484

=1(1001/1001)10010110).

Oznaczmy ponadto przez g(A.); prawdopodobienstwo i-tego wyniku pomiaru dla
ukltadu B w obrebie kontekstu ¢ w rozktadzie prawdopodobienistwa g(A.). Zgodnie
z powyzszym przyktadem, dla uktadu PR mamy: g(4,,), = % jako prawdopodobien-
stwo otrzymania wyniku (1, 1).

Okreslmy teraz pewien uktad B = {g(A,.)} stowarzyszony z hipergrafem G oraz
inny uktad B = {g(1,)} stowarzyszony z tym samym hipergrafem. Dla ukladu B okre-
§lamy miare zgodnosci uktadu B wzgledem uktadu B poprzez:

BeB):=>" > &, (4.85)

¢ iesupp(g(A.))

gdzie sumowanie po i ograniczone jest do nosnika rozktadu g(A.) (oznaczonego przez
supp(g(A.))), tj. zbioru tych wynikow pomiaréw dla kontekstu c, dla ktérych praw-
dopodobienstwo jest niezerowe.
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Warto$¢ miary Bz okreslonej dla pewnego ukladu B mozna rozumieé w kate-
goriach ,$redniej warto$ci” ilosci kontekstow, dla ktoérych przy ogdlnych pomiarach
otrzymac¢ mozna te same wyniki pomiaréw co dla uktadu B, tzn. zgodnos$¢ wynikéw
pomiaréw na kontekstach z pominieciem ich statystyki.

Przyktad. Rozpatrzmy uktad B, dany przez nastepujacy wektor:
Ay (1 3|3 1|3 1)1 3
|B>—(2002‘2002‘2002‘1001)- (4.86)
Latwo sprawdzié, ze uktad B jest uktadem zgodnym. Z kolei zgodnie z definicja miary

P liczonej wzgledem uktadu PR, dostajemy:

Bpr(B) = 3. (4.87)

Lemat 8. Dla dowolnego uktadu B € Cé”) oraz uktadu binarnego B € Cé”) wybranego
jako uktad referencyjny w mierze g, okreslonych dla kontekstéw sktadajqcych sie z m
dychotomicznych obserwabli, zachodzi:

Bs(B) =2""1(B|B), (4.88)

gdzie (.|.) ozgnacza iloczyn skalarny dwdch wektoréw. Ponadto, dla okreslonej symetry-
zacji Tf" zachodzi:

Bs(B) = Bs(t5°(B)). (4.89)

Dowdd.

Zauwazmy, ze dla uktadéw binarnych jedynymi wystepujacymi w nich rozktadami
prawdopodobienistwa sa (4.11) oraz (4.12), a zatem wektor 2™ !|B) bedzie wektorem
jedynek w miejscach wynikéw, dla ktérych prawdopodobienstwa ich otrzymania sg
niezerowe. Tym samym iloczyn skalarny sumuje wszystkie prawdopodobienistwa z
nos$nika uktadu B.
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Wiasnos¢ (4.89) dowodzimy wykazujac nastepujacy ciag rownosci:

- 1 -
Bo(tyo(B) =2"""( Y ——f(B)IB)
BB f;zb |(‘q$0|
= S BB
€%, |(‘q5fo|
1 ~
= ——2""1(f (B)If (B))
fez‘ggo |(‘g$0|
— 1 2m—1(E|B)
fey |(‘q-55’0|
= Bs(B), (4.90)

gdzie druga réwnos¢ wynika z liniowosci iloczynu skalarnego, trzecia rownosc¢ jest
konsekwencjq faktu, ze dla wybranej symetryzacji operacja f jest automorfizmem
uktadu B, z kolei w czwartej rownosci wykorzystaliSmy fakt, ze dowolne operacje f,
bedace w ogdlnosci ztozeniami permutacji kontekstéw i negacjq wynikéw wybranych
obserwabli, dzialaja jednakowo w obrebie obu wektoréw prawdopodobienstw, co nie
wplywa na wartosc¢ iloczynu skalarnego.m

Zdefiniowawszy miare zgodnosci uktadéw, w dalszym toku udowodnimy twier-
dzenia pozwalajace wyznaczy¢ zakres parametru a, dla ktérego jednoparametrowe
uktady izotropowe B, sa uktadami niekontekstualnymi.

Twierdzenie 5. Dla dowolnego uktadu binarnego B € Cé”) z jednym kontekstem majg-
cym rogktad P,,,,, takiego, ze kazdy wierzchotek z V; nalezy do parzystej liczby krawedzi

z Eg, i dla niekontekstualnego uktadu B € C((}") zachodzi:

Bs(B) <n-1. (4.91)

Ponadto, powyzsza nieréwnos¢ jest wysycana.

Dowdd.

Celem wykazania kontekstualnos$ci uktadu M zastosujemy argument uzyty w pracy
[8].

Zgodnie z Lematem 1, uklad niekontekstualny przedstawi¢ mozna jako probabili-
styczng mieszanine uktadéw deterministycznych, tj. takich uktadéw, dla ktérych wy-
niki poszczegdélnych pomiaréw sa a priori Scisle okreslone. Z kolei z lematu 8 wiemy,
ze miara fB3(B) jest liniowa, a zatem w dowodzie mozemy ograniczy¢ sie do ukta-
déw deterministycznych. Poniewaz dla uktadéw deterministycznych B poszczegdlne
wyniki ogélnych pomiaréw zachodza z prawdopodobienstwem réwnym 1 lub 0, war-
to$¢ miary Bz(B) przyjmowaé moze jedynie catkowite wartosci. Zatézmy zatem, ze
Bs(B) = n, tj. wszystkie warunki zachowania parzystosci dla uktadu kontekstual-
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nego sa spetnione. Wtedy dla n — 1 kontekstéw suma wszystkich wynikéw pomia-
réw jest parzysta (D, a; = 0), natomiast dla wyszczegdlnionego kontekstu majacego
rozktad P,,,,, w uktadzie B, suma wynikéw pomiaréw jest nieparzysta (b, a; = 1).
W konsekwencji suma po wszystkich kontekstach i pomiarach daje wartos¢ nieparzy-
sta (EBLC a; = 1). Z drugiej strony, dla ukltadu deterministycznego suma ta przyjmuje
wartos¢ parzysta: D, . a; = ; n;a; = 0. Wynika to z faktu, ze kazda obserwabla wy-
stepuje w parzystej ilosci n; kontekstow. Otrzymujemy zatem sprzecznos¢, co dowodzi
Bs(B) < n (z definicji mamy bowiem f;(B) < n).

Miara f3;(B) moze jednak osiagna¢ warto$¢ n — 1: wystarczy przypisa¢ wyniki
pomiaréw dla wszystkich obserwabli réwne 0, dzieki czemu wszystkie konteksty beda
miaty rozklad prawdopodobienstwa P,,.,, a zatem zachowana zostaje parzystos¢ na

parz>
n — 1 kontekstach, co nasyca nierdwnosc.

Twierdzenie 6. Dla dowolnego uktadu binarnego B € Cé”) (z n pargystym) gz jednym
kontekstem majqcym rogktad P,,,,, takiego, ze kazdy wierzchotek z V; nalezy do parzy-
stej liczby krawedzi z Eg, i dla niekontekstualnego uktadu B € Cé”), zachodzi:

Bs(B) > 1. (4.92)

Ponadoto, jesli liczba wierzchotkéw w kazdym kontekscie jest nieparzysta, to powyzsza
nierownos¢ jest wysycana.

Dowdd.

Dowdd jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 5. Podobnie jak poprzednio, ogra-
niczymy rozwazania tylko do uktadéw deterministycznych. Zat6zmy zatem, ze dla
uktadu B istnieje takie przypisanie a priori wynikéw pomiaréw obserwabli, dla kté-
rych zachodzi Bz(B) = 0. Wtedy uklad B nie spelnia warunkéw parzystosci dla zad-
nego kontekstu uktadu B, natomiast spetnia wszystkie warunki parzystosci dla uktadu
przeciwnego (réwniez kontekstualnego) B’. Dla tego uktadu suma wynikéw obserwa-
bli dla n — 1 kontekstéw jest nieparzysta (B, a; = 1), natomiast dla jednego kon-
tekstu suma wynikéw obserwabli jest parzysta (D, a; = 0). Tym samym sumowanie
po wszystkich kontekstach i pomiarach daje wynik nieparzysty (€D, a; = 1). Znéw
jednak, w przypadku uktadu deterministycznego suma ta przyjmuje warto$¢ parzysta:

ic@; = ; n;a; = 0. Wynika to z faktu, ze kazda obserwabla wystepuje w parzystej
ilosci n; kontekstow.

Miara f83(B) moze jednak w tym szczegSlnym przypadku osiagna¢ warto$é 1: wy-
starczy przypisa¢ wyniki pomiaréw dla wszystkich obserwabli réwne 1, dzieki czemu
ze wzgledu na nieparzystq ilos¢ obserwabli w kazdym kontekscie bedg one miaty roz-
ktad prawdopodobienstwa P, Tym samym zgodnos¢ parzystosci zachowana zo-

nparz*
staje tylko na jednym kontekscie z uktadu B, co wysyca nieréwnos¢.

Pokazemy teraz, ze dodatkowe zalozenie poczynione w Twierdzeniu 6 na temat
parzystosci liczby kontekstéw n byta konieczna:
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Twierdzenie 7. Dla uktadéw B € {M, CH,} z nieparzystq liczbq kontekstéw n, istnieje
niekontekstualny uktad B, dla ktdrego:

Bz(B) =0. (4.93)

Dowdd.

Istnieje deterministyczne przypisanie warto$ci wynikom obserwabli, dla ktérego
Bz(B) = 0. Skonstruujmy uktad B w nastepujacy sposéb: wpierw przypiszmy wyni-
kom wszystkich obserwabli wartosci 1, nastepnie wybierzmy wszystkie obserwable
nienalezace do kontekstu majacego dla uktadu B rozklad P, ,,,,, ale tylko takie, ktore
nie przynaleza do tych samych kontekstéw (przyktadowo: dla ukladu M sa to np.
obserwable A i a) i dla tych obserwabli zmienmy wartosci na 0. Takie przypisanie
wynikéw prowadzi o powstania uktadu przeciwnego do B, a zatem mamy z definicji:

Bs(B) = Bz(B)=0.m (4.94)

Korzystajac z powyzszych twierdzen mozemy dla jednoparametrowych uktadéw
izotropowych znalez¢ ograniczenie na wartos¢ parametru a, dla ktérych uktady B, sq
uktadami niekontekstualnymi.

Lemat 9. Dla niekontekstualnych izotropowych uktadéw B, € .$ = jﬁ?[ U ﬂ,fo U

CH(n)
majqcych n kontekstow, zachodzi:
n—1
a< (4.95)
n
Dodatkowo dla pargystych n:
1
a>—, (4.96)
n
a dla niepargystych n:
a = 0. (4.97)

Ponadto, powyzsze nierownosci sq ciasne.

Dowdd.

Z definicji miary f8; wiemy, ze dla uktadu przeciwnego B’ zachodzi: 85(B") = 0.
Z liniowosci miary 3; mamy natomiast, ze dla uktadéw izotropowych postaci B, =
aB + (1 — a)B’ zachodzi:

B(Ba) = afp(B) + (1 — a)Bs(B') = na, (4.98)

i w konsekwencji dla niekontekstualnych uktadéw izotropowych B, € .¢ na mocy



4.4 Wartosci X, dla wybranych uktadéw 68

Twierdzenia 5 dostajemy:
n—1
a< . (4.99)
n

Druga nieréwnos¢ dowodzimy w sposéb analogiczny majac na uwadze, ze ukltady
PM oraz CH,, dla parzystych n spetniajq zatozenia Twierdzenia 6.

Podobnie postepujemy w przypadku trzeciej nieréwnosci, gdzie uktady M oraz
CH, dla nieparzystych n speiniaja zalozenia Twierdzenia 7.

Zobaczymy teraz, ze graniczne wartosci a sa osiagalne przez uktady niekontek-
stualne. W pierwszej kolejnosci, z Twierdzenia 5 wiemy, ze istnieje niekontekstualny
uktad B, dla ktérego fBz(B) = n — 1. Na mocy Lematu 5, po zastosowaniu odpowied-
niej symetryzacji Tfo uktad B naleze¢ bedzie do klasy uktadéw izotropowych ﬂB‘g ° a
tym samym bedzie miato ono forme jednoparametrowego uktadu postaci:

B,=aB+(1—a)B’. (4.100)
Na mocy Lematu 8 mamy natomiast:
Bs(B) = By(r5°(B)) =n—1. (4.101)

Z réwnania (4.98) B(7:°(B)) = na, dzieki czemu uktad 7;°(B) osiaga wartos¢ a =
"—;1. Ze wzgledu na fakt, ze odwzorowanie Tfo jest losowym zastosowaniem operacji
zachowujacych niekontekstualno$¢, réwniez uktad powstaly z B po symetryzacji jest
uktadem niekontekstualnym.

Analogicznie dowodzi sie osiagania granicznych wartosci w nieréwnosciach (4.96)
oraz (4.97), korzystajac z Twierdzen 6 oraz 7.1

Ponizej przedstawimy lemat, ktory dalej uprosci wyznaczenie miary X, dla ukta-
dow izotropowych.

Lemat 10. Niech uktad B = {g(1.)} € Cé") oraz dla dowolnego rozktadu prawdopodo-
bieristwa p(c)
Xipoy(B)= min 3 p()D(g(2IP(A)), (4.102)

dla pewnej klasy uktadéw & € NCg.

Jesli dla dowolnego rozktadu p(A) € & dla dowolnych kontekstow c istnieje odwra-
calna operacja B, taka, ze

PB.(p(A)) =p(A,), (4.103)
i réwnocgesnie

PB.(g(2)) = g(Ac,), (4.104)
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Wtedy zachodzi:
X B)= min D g A p A . 4,105
{P(C)}( ) p(l)ley’ ( ( CO)” ( co)) ( )

Dowdd.

Wystarczy zauwazy¢, ze wzgledna entropia jest niezmiennicza ze wzgledu na jed-
noczesne zastosowanie odwracalnej operacji dla poréownywanych rozktadéw prawdo-
podobienstwa [94]

D (P.gANIPB.(p(A.))) = D(g(A)lIP(Ac,)), (4.106)

w szczegodlnosci, gdy operacja ta jest negacja wynikéw badz permutacja obserwabli.
|

Dla przyktadu, rozpatrzmy wzgledng entropie dla rozkladéw prawdopodobien-
stwa na kontekscie sktadajacym sie z dwoéch dychotomicznych obserwabli takich, ze
dla dowolnego wyniku z {00,01,10,11} mamy okreslone pewne prawdopodobien-
stwo. Niech operacja B3, bedzie zdefiniowana jako negacja wynikéw obu obserwabli.
Zastosowanie tej operacji do rozktadow p(A,) oraz g(A,) zmienia wytacznie indekso-
wanie poszczegdlnych prawdopodobienistw nie zmieniajac ich wartosci, tym samym
zastosowanie ‘B, do D (P.(g(A)IIB.(p(A.))) zmienia jedynie porzadek sumowania
w definicji wzglednej entropii.

Korzystajac z powyzszych Lematéw i Twierdzen przedstawimy ponizej zwiezte for-
muly wyrazajace warto$¢ miary X, dla wszystkich izotropowych uktadéw omawia-
nych w tym rozdziale.

Twierdzenie 8. Dla uktadéw izotropowych B, € % = ﬂij} U ﬂﬂ"f‘J U ﬂé‘;(n) z liczbq

kontekstow n > 3 oraz a > ”T_l zachodzi:
X,(B,) =log,[n(n—1)"*] — h(a). (4.107)
Dodatkowo dla parzystych wartosci n oraz a < % zachodzi:
X,(B,) =1log,[n(n — 1) V] — h(a), (4.108)

gdzie h(a) = —alog, a — (1 — a)log,(1 — a).

Rys. 4.8 przedstawia wykres miary X,(B,) w zaleznosci od parametru a dla kilku
wybranych uktadow.

Dowdd.

W kazdym przypadku, tj. dla uktadéw izotropowych PM,, M, oraz CH&”) spel-
nione sg zalozenia Twierdzenia 4, na mocy ktérego:

1
X,(B,)= min, > ~D(g(A)lp(2)), (4.109)

p(l)eﬂBa P
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gdzie minimum wziete jest po takich tacznych rozktadach prawdopodobienstw p(2), z
ktorych skonstruowaé mozna niekontekstualne uktady ze zbioru B — %-izotropowych
ukladow ﬂB"f °. Dla wygody, zbidr tych wszystkich niekontekstualnych uktadéw izotro-
powych oznaczmy przez JBi: ?, natomiast uktad z tego zbioru przez B;.

Zauwazmy teraz, ze w ogdlnosci uktady izotropowe B, postaci aB+(1—a)B’ maja
jedynie dwa rodzaje rozktadow:

P® = aP,., + (1 — )Py (4.110)

parz

oraz

P® = aP,u+ (1= )Py (4.111)

nparz

Mozemy zatem napisac:

(4.112)

1 ) )
X,(B,) = min ~ ((n — DD(PL,|IPE,,) + D(PL,IIPE,.))

gdzie @ ma ograniczenia wynikajace z Lematu 9.

Zauwazmy, ze poniewaz dla ukltadéw izotropowych X, ma w definicji minimum po
uktadach izotropowych, mamy spetnione zatozenia Lematu 10. Istotnie, dla & = J’;j °
natomiast operacje ‘B3, zdefiniujmy jako identycznos¢ na wszystkich kontekstach n—1,
dla ktérych uktad B, ma rozktad P* , natomiast dla kontekstu majacego rozktad P

parz’ nparz
jako negacje wyniku jednej wybranej obserwabli. Wowczas otrzymujemy:

X,(B,) =minD(P*_||P% ). (4.113)

parz!!” parz

Teraz, dla wybranego kontekstu c, okreslonego ukltadu binarnego majacego m
obserwabli w kazdym kontekscie mozemy napisac:

D(P. IIP%.) = (4.114)
g(A,)
= (A,)1o °
;mg 0 g2 p(A’CO)

Latwo sprawdzi¢, ze:

0 3 a—a
—D(P®_||P% )= (4.115)
Jda

parz parz d( 1— &) 4

a zatem dla a > @ wyrazenie (4.113) jest funkcja malejacq z @. Zgodnie z Lematem
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04 06
Rys. 4.8: Wykres zaleznosci miary X, postaci (4.107) od parametru a dla réznych izotro-
powych uktadéw faricuchowych: CH® (linia ciagta), CHY (linia przerywana), CH® (linia
przerywano-kropkowana) oraz CH((Z) (linia kropkowana).

9 maksymalna warto$¢ dla niekontekstualnych uktadéw izotropowych jest osiagalna
dlaa= @, a zatem dla tej warto$ci funkcja osiaga minimum, stad (4.107).

Analogicznie, w przypadku parzystej wartosci n, dla a < @ funkcja jest rosnaca, a
zatem osigga ona minimalng wartos¢ dla a = %, stad (4.108).1

Do tej pory zajmowaliSmy sie wylacznie wyznaczeniem miary X, dla uktadow
izotropowych. Ponizej zobaczymy, ze w przypadku uktadéw izotropowych miary X,
oraz X,,,, sa rowne.

Twierdzenie 9. Dla uktadéw izotropowych B, € % = .9, U #.° U Jéi‘,’(n) zachodzi:

Xmax(Ba) = X (By). (4.116)

Dowdd.

Niech p*(A) bedzie tacznym rozkladem prawdopodobienstwa optymalnym dla
miary X,(B,). Poniewaz B, jest ukladem izotropowym, to zgodnie z Twierdzeniem
4 uktad skonstruowany z rozktadu p*(A) réwniez moze by¢ wziety jako izotropowy.
Wyznaczmy warto$¢ miary pomocniczej zdefiniowanej jako:

X*(B,) == Y . p(c)D(g(A)lIp(A.), (4.117)

gdzie rozklady prawdopodobienistwa p(A.) sa rozktadami brzegowymi pochodzacymi
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z rozkladu p*(A). Teraz, zgodnie z dowodem Lematu 10 mamy, ze dla X*(B,):
X*(B,) = Y p(e)D(g(A)lIp(A.)
= p(DEAIIp(A,))
= Dc(g(lco)llp(/lco))- (4.118)
Z drugiej strony, zgodnie z Lematem 10 dla rozktadu p(c) = }1 otrzymujemy
Xu(B,) = D(g(A)lIp(A,)), (4.119)
co w rezultacie prowadzi do réwnosci

X*(B,) = X,(B,). (4.120)

Z definicji miary Xy,); mamy oczywiscie:

Xipe(Ba) < X*(Bg), (4.121)
a zatem

X p3(Bo) < X,(By), (4.122)
z kolei wziecie supremum obustronnie daje:

Xmax(Ba) < Xy (By). (4.123)
Zwazywszy jednak na przeciwng nieréwnos¢ (4.21):

Xmax(Ba) = Xu(By), (4.124)

otrzymujemy réwnos¢ obu miar dla uktadéw izotropowych.

Zajmijmy sie teraz uktadem K, dla ktérego zbiér %, zostat zdefiniowany w sekc;ji
4.4.2. Na tym, stosunkowo przejrzystym przyktadzie pokazemy wprost rezultat zasto-
sowania symetryzacji Tff’ dziatajacej na odpowiednie rozktady prawdopodobienstwa.

Celem wyznaczenia miary X, ponownie wykorzystamy Twierdzenie 4. Klasyczny
taczny rozktad prawdopodobienistwa p(A) dla 5 operatoréw rzutowych IT; w ogdlnosci
posiada 2°> = 32 punkty ekstremalne, tj. rozktady prawdopodobieristw P;jxim takie, ze
prawdopodobienstwo

p(ijklm|TT, T, TT,T1,1T:) = 1, (4.125)
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dla i,j,k,[,m € {0,1}. Po dokonaniu symetryzacji Tf" punkty ekstremalne zostaja
odwzorowane na 8 rozkladéw niezmienniczych ze wzgledu na dziatanie grupy Ds:

B'(A) = Pogooo, (4.126)
P’ = % (Poooor + Pooo1o + Pooroo + Potooo + Proooo) » (4.127)
P’ = % (Pooor1 + Poo110 + Por100 + Pr1000 + Prooor) » (4.128)
p*() = % (Pooro1 + Poto10 + Pro100 + Potoo1 + Prooro) » (4.129)
()= % (Poor11 + Po1110 + Pr1100 + Pr1001 + Proorn) » (4.130)
) = % (Pot1o1 + Prioto + Proror + Potonr + Pio10) 5 (4.131)
)= % (Por111 + Pi1110 + Priion + Priots + Proin) » (4.132)
p*(A) = Prnr- (4.133)

Po tak dokonanej symetryzacji rozktadu prawdopodobienstwa p(A) widzimy, ze
zawezajac go do dowolnego kontekstu, rozktady sa niezalezne od wyboru kontekstu,
a zatem wystarczy szczegélowo rozpatrzy¢ np. pierwszy kontekst, tj. pare operatoréw
rzutowych c¢; = {II,,I1,}. Wezmy zatem dla przyktadu rozktad p®(1). Zawezajac go
do kontekstu ¢, dostajemy nastepujace prawdopodobienstwa otrzymania okreslonych
wynikéw pomiaréw:

2
p(01[I,I1,) = =
2
1
pALIMIL) = .

W analogiczny sposéb mozemy znalez¢ rozkltady prawdopodobienstwa w pozostatych
przypadkach, otrzymujac dla pierwszego kontekstu:

p'(A.) = {p(00) =1}, (4.135)

- _ _3 _1 _1

p*(A) = {p(OO) =5, p(01) = £,p(10) = 5}, (4.136)

p*(A.) =14p(00) = 2 (01) = ! (10) = ! (11) = 1} (4.137)
p oP oP oP [ :

1 2 2
{p(OO) = g,p(Ol) = g,p(lO) = g} , (4.138)
-] 5

1 1 1 2
PO0)= 2P0 = £.p(10) = PV =2}, @139)
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F0) = {p(on =2 p(10)=2,p(11) = 1} (4.140)
“ 5’ 5’ 5)° '
1 1 3
p’(A) = {p(Ol) = E,P(10) = g,p(ll) = g}, (4.141)
p*(A.) ={p(11) =1}. (4.142)

Zbidér powyzszych zsymetryzowanych rozktadéw prawdopodobienstwa przedstawic
mozna obrazowo na wykresie tréjkatnym jako zbidr punktéw na ptaszczyZnie wyzna-
czonej przez wzgledny udzial poszczegdlnych prawdopodobienstw w odpowiednich
rozkladach (Rys. 4.9). Widzimy, ze dowolny zsymetryzowany niekontekstualny roz-
ktad prawdopodobienistwa dla wybranego kontekstu p(A. ) otrzyma¢ mozemy jako
mieszanine czterech rozktadéw: p'(2.), p*(A.), p®(A.,) oraz p*(A.). Tym samym
mozemy napisac:

Xu(K) = ﬁ(rriin)D(g(kCl)llﬁ(?tcl)), (4.143)

gdzie wykorzystaliSmy réwnowaznos$¢ wszystkich kontekstéw (p(c) = %). Powy?z-
sze wyrazenie nalezy zatem zminimalizowa¢ po czterech niezaleznych parametrach:
p(00), p(01), p(10) oraz p(11). Zauwazmy jednak, ze w kazdym przypadku zachodzi
p(01) = p(10). Warunek normalizacji z kolei redukuje liczbe niezaleznych parame-
tréw w minimalizacji powyzszego wyrazenia do dwdch, np. p(00) i p(11). Zauwazmy
réwniez, ze ze wzgledu na fakt g(00) = 0 warto przyja¢ p(00) = 0. W przeciwnym
bowiem przypadku zmniejszeniu ulegna pozostate prawdopodobienstwa p(00), p(01)
i p(10), co przyczyni sie do wzrostu wzglednej entropii. Aby zatem otrzymac wartosc
miary X, wystarczy zminimalizowa¢ funkcje

D(g(A)IIP(A)) = (4.144)
B g(1.,)
= ; 82 logs 7y
_ g(00) g(01)
= g(00)log, m +2g(01)log, m
1 1 2(00)—1
~log, ~ (M _ 1) — h(g(00)),

ze wzgledu na parametr p(00), ktéry dla uktadéw niekontekstualnych zawiera sie w
granicach % < p(00) < 1. Latwo sprawdzi¢, ze:

p(00) — g(00)
p(00)(1 — p(00))’
wiec zgodnie z p(00) > g(00) wyrazenie (4.143) jest funkcja rosnaca z p(00). Mi-

nimalna wartos¢ p(00) dla niekontekstualnych uktadéw izotropowych jest osiggalna
dla p(00) = %, a zatem dla tej wartos$ci funkcja osiaga minimum.

0

32000) (4.145)
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p(OD)+ p(10)

& TR )

Rys. 4.9: Orbity powstate przez zsymetryzowanie punktéw ekstremalnych rozktadu p(A)
bedacych niezmiennikami dziatania grupy Ds, w parametryzacji prawdopodobienstw roz-
ktadu dla pojedynczego kontekstu. Zbiér zsymetryzowanych niekontekstualnych rozktadéw
prawdopodobienstwa zgodnych z uktadem K jest réwnowazny uwypukleniu zbioru rozktadéw
[JI(ACI), 134(7LC1), 136(7%1) oraz 158(101) (zacieniony obszar).

Ze wspomnianej wczesniej rownowaznosci wszystkich kontekstéw, dla uktadu K,
podobnie jak w przypadku uktadéw izotropowych, zachodzi X, ,, = X,,.

4.4.4 Zestawienie wynikow

Zauwazmy, ze zgodnie z teza Twierdzenia 8 w przypadku uktadéw izotropowych
dla parzystej liczby kontekstéw n wartos¢ miary X, (B,) jest réwna wartosci X,(B,/),
gdzie a’ = 1 — a. Wynika to z faktu, ze uktad przeciwny B/ = B, = B,_, otrzyma¢
mozemy z uktadu B, poprzez negacje wynikéw odpowiednich obserwabli, ktéra nie
zmienia wartosci wzglednej entropii w definicji X, (B,).

Korzystajac z otrzymanych wynikéw mozemy w tatwy sposéb znalez¢ wartosci
miary X..(B,) dla rozwazanych ekstremalnych uktadéw izotropowych (a = 1) oraz
uktadu K:

X max(PR) = log, g ~ 0,4150, (4.146)
X (CHy) = log, % (4.147)
X max(PM) = log, g ~ 0,2630, (4.148)
X, (M) = log, Z ~ 0,3219, (4.149)
X, (K) ~ 0,0467. (4.150)

Warto zwrdéci¢ uwage na réznice niemal rzedu wielko$ci miedzy miara X, dla ukta-
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Rys. 4.10: Warto$¢ miary X, dla uktadéw tancuchowych w zaleznoéci od liczby kontekstéw
n. Goérne punkty odpowiadaja wartoSciom miary dla maksymalnie kontekstualnych uktadéw
(a = 1), dolne punkty odpowiadaja wartosciom miary dla maksymalnie kontekstualnych
uktadéw kwantowych. Zrédto: [14].

dow kwantowych PM i M a ukladem K.

Dla poréwnania, w przypadku maksymalnego famania nieréwnosci CHSH odpo-
wiadajacy temu (maksymalnie kontekstualny) kwantowy uktad to Boysy = CHY z
parametrem a réwnym a = cos> %. Dla tak zdefiniowanego uktadu otrzymujemy:

X o (Bersy) A 0.0463. (4.151)

W ogo6lnosci, w przypadku uktadéw taricuchowych, maksymalnie kwantowe uktady
[92] otrzymujemy dla parametru a réwnego:

2cos ™
a=——"— 4.152
1+cos® ( )
dla nieparzystych n oraz:
1 T
a=—=(14cos—) (4.153)
2 n

dla parzystych n. W szczegdlnosci, dla n = 5 mamy réwniez K = CH(SLS) z parametrem
a réownym o = % oraz

Xmax(CH®)) ~ 0,0467. (4.154)

Zwré¢my teraz uwage, ze w przypadku uktadéw tancuchowych miara X, (CH,,))
dazy do zera wraz ze wzrastajaca wartoscig liczby kontekstéow n (Rys. 4.10). Z kolei
miara X, (w przypadku uktadéw izotropowych réwna X,,,) poprzez sredniowanie
dla wszystkich kontekstéw okresla poniekad wartos¢ kontekstualnosci przypadaja-
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cej na jeden kontekst. Tym samym, jesli wzielibySmy pod uwage warto$¢ nX, mo-
glibySmy méwi¢ o catkowitej kontekstualnosci ,zawartej” w danym ukladzie. W tym
przypadku jednak, dla rosnacej liczby kontekstéw warto$¢ nX,, zaréwno w przypadku
uktadéw maksymalnie kontekstualnych jak i maksymalnie kontekstualnych uktadow
kwantowych dazytaby do wartosci log, e ~ 1,4427, przy czym w przypadku ukladéw
kwantowych bylaby ona ograniczeniem gérnym, z kolei dla uktadéw maksymalnie
kontekstualnych - dolnym. Warto jednak tutaj zauwazy¢, ze dla duzych n wartosci
parametru a dla uktadéw kwantowych (4.152) oraz (4.153) daza do 1, tym samym
uktady kwantowe ,,upodobniajq sie” do uktadéw maksymalnie kontekstualnych.



Rozdziat &
/asady wykluczania informacij

5.1. Wstep

W biezacym rozdziale wprowadzimy relacje wykluczania informacji ograniczajace
sume dwdch wzajemnych informacji dla odpowiednich par obserwabli mierzonych na
dowolnych stanach dwuukladowych [19]. Pierwsza relacja dotyczy przypadku dwéch
wzajemnych informacji, gdzie na pierwszym podukiadzie mierzona jest tylko jedna
obserwabla, a na drugim poduktadzie mierzona jest jedna z dwéch obserwabli. Druga
relacja dotyczy przypadku dwdch wzajemnych informacji, gdzie na kazdym podukta-
dzie moze by¢ mierzona jedna z dwéch obserwabli.

5.2. Relacja wykluczania informaciji w przypadku
1:2 obserwabli

Zaltézmy, ze dany jest dwuukladowy stan kwantowy p,5, na ktérym dokonywane
moga by¢ pomiary przez dwoje uzytkownikow, Alicje oraz Bolka. Niech Alicja doko-
nuje pomiaru w bazie

o = {lay)}, (5.1)

z odpowiadajacymi jej jednowymiarowymi operatorami rzutowymi {P, = |a;)(a,|}, z
kolei Bolek niech dokonuje pomiaru w jednej z dwdch baz

2D = {|pM)}, (5.2)
oraz

B ={Ib)}, (5.3)

z odpowiadajacymi im jednowymiarowymi operatorami rzutowymi {Qgs) = |b§s)) (bl(.s)I}
(s ={1,2}). Stan Alicji po pomiarze przyjmuje postac

pA= PP (5.4)
k
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z kolei stan Bolka po pomiarze przyjmuje postac

P;(s) = ZPES)QS-S), (5.5)
J

gdzie p; (p](.s)) to prawdopodobienstwo otrzymania wyniku k (j), natomiast taczny
stan Alicji i Bolka po pomiarze ma posta¢

Pl =D PSP ®QY. (5.6)
k’j

Oznaczmy przez H(.«/) (H(%8“)) entropie rozktadu prawdopodobienstwa {p,} ({ pJ(.S)})
oraz przez H(.«, %)) entropie tacznego rozktadu prawdopodobienistwa { p,(:j)}. Zde-
finiujmy wzajemna informacje I(.«/ : 8%) przez:

(o : BY)=H(o)+H(BY)-H(, BY). (5.7)

Pokazemy, ze zachodzi nastepujaca relacja, ktéra dalej bedziemy nazywac relacjq
wykluczania informacji:

I(of : B+ 1(of : BP) <log,d +1log,c, (5.8)

gdzie d jest wymiarem przestrzeni Hilberta kazdego poduktadu, a wspétczynnik ¢
zdefiniowany jest jako suma d pierwszych co do wielkosci wspétezynnikow c;;, gdzie:

¢y = (b [b) 2. (5.9)

Powyzsza relacja wykluczania informacji ogranicza wzajemne korelacje miedzy
wynikami par pomiaréw: jesli korelacje miedzy wynikami obserwabli A oraz B! sa
silne, to réwnoczesénie korelacje miedzy wynikami obserwabli A oraz B® staja sie
coraz silniej ograniczone, i vice versa.

Przyktad. Poréwnajmy relacje wykluczania informacji (5.8) z relacja wykluczania
informacji Halla (2.76) [4]. W tym celu zalézmy, ze Alicja oraz Bolek wspdtdzielg stan
klasycznie skorelowany postaci

d—1

pap =D pili)ils ® li)ils. (5.10)

i=0

Niech Alicja dokonuje pomiaru w bazie

o ={li):i=0,..,d — 1}, (5.11)
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z kolei Bolek niech dokonuje pomiaru w jednej baz
B ={li):i=0,...,d — 1}, (5.12)
oraz
BP={|0),1j):j=1,...,d -1}, (5.13)

gdzie

~

= S ey (5.14)
= ex . .
RV S R

Zauwazmy, ze obserwable dobrane zostaty w taki sposdb, ze posiadaja jeden wspdlny
wektor, a pozostate wektory sa wzajemnie komplemenarne, tj. przekrycie miedzy
dwoma dowolnymi wektorami wynosi d%l. Rys. 5.1 przedstawia graficzna reprezen-
tacje wektoréw tworzacych bazy 8 oraz B® w przypadku d = 3. Macierz c; ; dla

zdefiniowanych powyzej baz jest postaci:

0 0
C.. = djl . dT1 , (5.15)

O =

-1 d-1
z czego otrzymujemy ¢ = 2. Widzimy wiec, Ze w rozwazanym przypadku odpowiednia
relacja wykluczania informacji jest postaci:

I(of : BV)+1(of : BP) <log,d +1. (5.16)
Z kolei relacja nieoznaczonosci Halla

(5.17)

(o : BOY+1(o : BP) < 2log,d +log, n}:}lxcij,
daje trywialne ograniczenie o wartosci 21og, d, poniewaz bazy 8" oraz B posia-
dajg przynajmniej jeden wspdlny wektor. Tym samym, dla tak dobranych baz, o ile
w przypadku poduktadéw o wymiarze d = 2 obie poréwnywalne relacje sa réwno-
wazne, to dla poduktadéw o wymiarze d = 2" réznica ograniczen wynosi n — 1 bitow
informacji.

W tym miejscu warto wspomnie¢, ze wadliwos¢ relacji wykluczania informacji
Halla bierze sie z faktu, iz relacja Halla wynika bezpos$rednio z relacji nieoznaczono-
Sci Maassena-Uffinka [5]. Skadinad wiadomo [20], ze komplementarno$¢ informacji
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Rys. 5.1: Wektory bazowe obserwabli (5.12) (przerywane) oraz (5.13) (kropkowane) w
przypadku d = 3. Wspdlny wektor bazowy |0) przedstawiony zostat linig ciggta.

winna by¢ charakteryzowana innymi zasadami niz tymi, ktére sa optymalne w przy-
padku zasad nieoznaczonosci. Niemniej jednak warto zastanowic sie, czy sama relacja
Maassena-Uffinka mogtaby w prosty sposéb zosta¢ ulepszona. W tym celu zapiszmy
relacje Maassena-Uffinka (2.63) w nastepujacy sposob:

H(./)+H(9%) > minH,,({c;}), (5.18)

gdzie H,({c;;}) jest min-entropig liczong dla dowolnego rozktadu z macierzy bisto-
chastycznej c;; (dowolnego wiersza lub kolumny). Zauwazmy, ze H,,({c;;}) jest szcze-
gbélnym przypadkiem entropii Rényi’ego definiowanej dla okreslonego rozktadu praw-
dopodobienstwa p; jako [97]

1
H({p}) = 7—log, )} (5.19)

Tym samym, wiedzac, ze dla 8 < a zachodzi

Hg({p;}) = H({p:}), (5.20)

mozemy zapytaé, czy mozliwe jest ulepszenie zasady nieoznaczonosci do postaci
H(.o/)+ H(#8) > min [m_inHa({cij}), m.inHa({cU})} , (5.21)
i j

dla pewnego a < oo. Wyniki numeryczne sugerujq jednak, Zze powyzsza relacja nie
jest w ogdlnosci stuszna dla a < co: wraz ze zwiekszaniem wymiaru uktadu znalez¢
mozna kontrprzyktady dla relacji (5.21) dla rosnacych wartosci a.

Ponizej przedstawimy dowdd relacji wykluczania informacji (5.8) dla pewnej ogra-
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niczonej klasy stanéw. Wczesniej jednak przedstawimy pomocniczy Lemat.

Lemat 11. Zatdzmy, ze Alicja i Bolek wspdtdzielq pewien stan p 45. Niech Alicja dokonuje
pomiaru w bazie .o = {|a;)} 2 odpowiadajgcymi jej jednowymiarowymi operatorami
rgutowymi {P, = |a,){(a;|},  kolei Bolek niech dokonuje pomiaru w jednej z dwdch baz
RBE) = {Ib;s))} (s = {1,2}) 2z odpowiadajgcymi im jednowymiarowymi operatorami rzu-
towymi {QS.S) = IbES))(bES)I}. Jesli po pomiarze Alicji wspdtdzielony stan jest diagonalny

w bazie |a;) ® IbEU), tzn. jest postaci
Pasv = Y Prila)al @ [6{”) (b
ki

=> pP®Q”, (5.22)
ki

wtedy spetniona jest relacja

(o : BO)+1(of - BP)<log,d +1log, ... c> (5.23)

ij -ij’

gdzie d jest wymiarem przestrzeni Hilberta kazdego poduktadu, a wspdtczynniki c;; zde-
finiowane sq rownaniem:

cij = (b b2, (5.24)

Dowdd.
Jesli po pomiarze Alicji w bazie ./ = {|a;)} na stanie p,z1 Bolek dokona po-
miaru w bazie 81 = {Ib;l))}, to stan nie ulegnie zmianie. Z kolei jesli Bolek dokona

pomiaru w bazie 8® = {Ib;z))}, wtedy stan przybierze postaé

2) A1) A2
Pap® = Zpkipk ® Q§ )QE )Qg )
ik

= puc; P ®Q7. (5.25)
ijk

Dla uproszczenia mozemy zatozy¢, ze stan po pomiarze Alicji jest postaci

pas = pP®QY, (5.26)
i

ktéry nie ulegnie zmianie po pomiarze Bolka dokonanym w bazie %Y. Jesli nato-
miast Bolek wykona pomiar w bazie %®, wtedy stan przybierze postaé

Pap@ = Zpicijpi ® QS-Z)- (5.27)
ij

Obliczajac sume dwdch wzajemnych informacji dla poszczegélnych par pomiaréw,
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dostajemy:

(o B+ : BD)=H(A)+ (oA : BP)
=H(o)+H(8?)-H(3B?|.9)
=H(o)+H(8%)+ Zpl Zcij log, ¢;;

<H(o)+H(8%)+ Zpl 1082(2 c)

2

C:.
J 1
)

=H(8%)+ Zpi log,(

<log,d + logz(Z cl.zj), (5.28)
ij

gdzie w czwartej i szostej linijce wykorzystaliSmy wtasnos¢ wklestosci logarytmu.

Udowodniwszy prawdziwos$¢ relacji (5.23) dla stanéw postaci (5.26) zauwazamy,
ze implikuje ona prawdziwos¢ relacji dla stanéw ogélnych postaci (5.22). Stan (5.22)
mozna otrzymac z (5.26) po zastosowaniu lokalnego kanatu po stronie Alicji, ktory:
po pierwsze, nie zwieksza wartosci wzajemnych informacji I(.« : BW) oraz I(.«f :
B?) (co wynika z nieréwnosci przetwarzania danych [94]); po drugie, komutuje
z obserwablami po stronie Bolka, " oraz 8®; po trzecie, nie zwieksza wartosci
entropii H(#®).m

Zauwazmy, ze dla macierzy bistochastycznej ¢;; ustalenie dowolnego z dwoch in-
dekséw, np. i = i,, definiuje bezposrednio rozktad prawdopodobienstwa {c; ;}. Tym
samym, mamy

ZpiZcU logzc <log, maxcu, (5.29)

co przy skorzystaniu w czwartej linijce z (5.28) prowadzi bezposrednio do relacji
wykluczania informacji postaci

(o : B+ : BD) < 2log, d +log, maxc (5.30)

l]’

ktora jest szczegdélnym przypadkiem relacji wykluczania informacji Halla (prawdziwej
dla stanu (5.22)).

Powyzszy lemat umozliwia nam wykazanie prawdziwosci relacji wykluczania in-
formacji (5.8) ograniczonej do szczegdlnych przypadkéw.
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Twierdzenie 10. Przy zatozeniach Lematu 11 zachodzi:

(o : B+ 1o : BP) <log,d +log,c. (5.31)

Dowdd.
Zauwazmy, ze dla ustalonego i, {c;;} jest rozkladem prawdopodobienstwa. Tym
samym zachodzi:

Z ¢; = Zc maxc = m]axcU (5.32)
Sumujac powyzsza zaleznos$¢ dochodzimy do

Z Cij —Zmax% Z Cij> (5.33)

gdzie ostatnie wyrazenie jest suma d pierwszych co do wielkosci wspdtczynnikéw
¢;;-m

Na ponizszym przyktadzie pokazemy jednak, ze relacja (5.23) nie jest prawdziwa
w ogolnosci (co nie podwaza pierwotnego przypuszczenia o prawdziwosci relacji
(5.8)).

Przyktad. Zatézmy, ze Alicja i Bolek wspoétdziela stan, ktérego kazdy poduktad jest
wymiaru d = 3. Niech Alicja dokonuje pomiaru w bazie:

|a1> = (1:03 O)’
|a2> = (0> 1’ 0): (534)
|a3> = (O) O: 1),

natomiast Bolek niech dokonuje pomiaru w jednej z dwéch baz:

15 = (1,0,0),
1b5) = (0,1,0), (5.35)
1bY) = (0,0,1),

albo:

1 1

b(2) = ) ,O bl

=07z

BP) = (2,1, 1) (5.36)

2 - 2’ z,ﬁ b .
11 1

b(z) — -

| > ( 2J27 \/E)’

(patrz Rys. 5.2).
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Rys. 5.2: Wektory bazowe obserwabli (5.34) oraz (5.35) (ciagte) oraz (5.36) (przerywane).
Wektor |b§1)) lezy w ptaszczyZnie rozpietej przez wektory |bg2)) oraz |bgz)). Podobnie, wektor
|b§2)) lezy w ptaszczyZnie rozpietej przez wektory |bgl)) oraz |bgl)).

Rozpatrzmy przypadek, kiedy powyzej zdefiniowane pomiary dokonywane sg na
stanie

2
V2

Suma dwéch wzajemnych informacji dla wybranych obserwabli wynosi:

W) 45 = —=(la;) ® [bV) + [a,) ® [bP)). (5.37)

(o : B+ : BD)=2. (5.38)

Z drugiej strony, macierz c;; w tym przypadku jest postaci:

111
D))1,(2) 111
¢ =10 = | 555 | (5.39)
11
033
z czego dla prawej strony nieréwnosci (5.23) mamy:
) 5
log, d +log, Z ¢;; = log, 3 +log, 2 <2, (5.40)

ij

a zatem relacja (5.23) nie jest stuszna w ogoélnosci.

5.2.1 Ogodlny dowdd relacji (5.8) przedstawiony w pracy (20)

Ponizej przedstawimy pelny dowdd relacji wykluczania informacji (5.8), ktéry zo-
stal przedstawiony w pracy [20]. Gléwng tezq tej pracy jest ulepszona wersja entropo-
wej relacji nieoznaczonosci z uwzglednieniem pamieci kwantowej [66]. Mianowicie,
pokazano, ze dla stanu dwuuktadowego p,z, gdzie A, B oznaczaja tutaj uktady od-
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powiednio Alicji i Bolka, zachodzi nastepujaca relacja nieoznaczonosci dla wynikow
pomiaréw w bazach B (s e{1,2D:

S(8BW)|A)+ S(BP|A) > h+ S(B|A), (5.41)
gdzie
h = max{h®", h®}, (5.42)
przy czym h®) zdefiniowane sa w nastepujacy sposéb:
Y = — M log, maxc:., 5.43
Zpl g2 j ij ( )
h® = _ Z p§2) log, maxc;;, (5.44)
J
natomiast p,(f) to prawdopodobienstwo otrzymania k-tego wyniku pomiaru, jesli po-

miar jest wykonywany w bazie 8¢). S(B|A) jest warunkowga entropia von Neumanna
dla poduktadéw A i B:

S(BIA) = S(pas) — S(pa), (5.45)
i analogicznie
S(BNA) = S(pa0) = S(pa); (5.46)
gdzie stan uktadu po pomiarze Bolka w bazie B jest postaci

Pap» = Z idgxq ® QES)pABiddxd ® QES)

=> pPpl, ®Q". (5.47)

W powyzszym réwnaniu p;\(s) sg stanami warunkowymi po pomiarze Bolka zreduko-
wanymi do poduktadu Alicji.

Jesli teraz dodatkowo Alicja dokona pomiaru w bazie .« na swoim ukladzie, to
stan uktadu po pomiarze bedzie postaci

Paso = Y P ®Q P, ®QY
k,i
=> P ®qQY, (5.48)
k,i

natomiast dla otrzmanych stanéw klasycznie skorelowanych dostaniemy

S(B9|A) = H(BY|.9), (5.49)
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oraz
S(B|.«/) = H(B|.</). (5.50)
Zapiszmy teraz entropie warunkowa jako
H(BY|.o)=H(BY) - I(o : BY), (5.51)
i podstawmy to wyrazenie do nieréwnosci (5.41). Po przeksztatceniach dostajemy:

(o : B+ : BP)<H(BVY)+H(BP)—h—H(B|.o)

<H(8")+1log,d — hV
max; ¢;;
=log,d +Zp( )log, ——— p(l)

<log,d +log22maxcij. (5.52)
: J

W drugiej linijce wykorzystaliémy fakt, ze entropia H(B®) < log, d, relacje h'™ < h
oraz fakt, ze entropia warunkowa H(B|A) > 0. W trzeciej linijce wykorzystali$Smy defi-
nicje entropii H(BV). Wreszcie w czwartej linijce zastosowali$my wtasno$é wklestosci
logarytmu.

Zauwazmy teraz, ze relacja (5.52) implikuje relacje wykluczania informacji (5.8).
Istotnie, suma d pierwszych co wielkosci wspétczynnikéw w macierzy c;; jest zawsze
niemniejsza niz suma najwiekszych wspdtczynnikdw poszczegdlnych wierszy (badz
kolumn) macierzy ¢;;. Tym samym mamy:

logZZmJaxcij <c. (5.53)

przez co ograniczenie (5.52) jest silniejsze niz (5.8).

5.3. Relacja wzajemnej nieoznaczonosci dla dwoéch
par obserwabli

Zatézmy, ze dany jest dwuuktadowy stan maksymalnie splatany, na ktérym doko-
nywane moga by¢ pomiary przez dwoje uzytkownikéw, Alicje oraz Bolka. Niech Alicja
dokonuje pomiaru w jednej z dwéch baz .7V oraz .o ®:

Y = {la)}, (5.54)



5.3 Relacja wzajemnej nieoznaczonosci dla dwéch par obserwabli 88

gdzie s € {1, 2}. Podobnie, niech Bolek dokonuje pomiaru jednej z dwdch obserwabli
BY oraz B@ w bazach

B = {16}, (5.55)

gdzie s € {1,2}.

Pokazemy, ze zachodzi nastepujaca relacja ograniczajaca sume wzajemnych infor-
macji, z ktérych pierwsza okresla korelacje dla pierwszej pary pomiaréw (.o/V oraz
BW), a druga okresla korelacje dla drugiej pary pomiaréw (.of® oraz 8?):

(D : BD)+1(d® : BP) < 2log,d +log, ¢/, (5.56)

gdzie d jest wymiarem przestrzeni Hilberta kazdego poduktadu, z kolei wspétczynnik
¢’ dany jest wyrazeniem:

¢ = mvaxmax|<b§”|VUTv'*'|b§2))|2, (5.57)
13

przy czym U jest operatorem unitarnym transformujacym dwie bazy {|a](<1))} oraz
{|a,((2))} W nastepujacy sposob:

U'lg?) = la”), (5.58)

a V jest dowolnym operatorem unitarnym.

Zwr6émy uwage, ze wspotezynnik ¢’ zdefiniowany jest w taki sposéb, by w odpo-
wiednich przypadkach odpowiadat on wspétczynnikowi ¢ w relacji nieoznaczonosci
Maassena-Uffinka. Istotnie, jesli przyjmiemy, ze U jest operatorem identycznoscio-
wym, wtedy pomiary Alicji beda ograniczone tylko do jednej bazy {|a,((1))}, i wspot-
czynnik ¢’ = max; ; |(b§1)|b§.2))|2. W konsekwencji, relacja (5.56) przechodzi bezpo-
$rednio w relacje wykluczania informacji Halla.

Ponizej przedstawimy dowdd relacji (5.56). W tym celu udowodnimy odpowied-
nie twierdzenia, odnoszace sie w pierwszej kolejnosci do relacji wykluczania infor-
macji zaleznej od stanu, natomiast w drugiej kolejnosci udowodnimy twierdzenie
odnoszace sie do relacji wykluczania informacji niezaleznej od stanu. Zacznijmy od
sformutowania dwéch pomocniczych lematéw.

Lemat 12. Niech Alicja dokonuje pomiaru w bagzie .of® = {Ia,(f))} z odpowiadajgcymi
mu jednowymiarowymi operatorami rzutowymi {PZEZ) = |a,(<2))(a,((2)|}, 2 kolei Bolek niech
dokonuje pomiaru w bazie B = {Ibgz))} z odpowiadajqcymi mu jednowymiarowymi

operatorami rzutowymi {QS.Z) = |b1(.2)) (bgz)l}.
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Wzajemna informacja miedzy poduktadami Alicji i Bolka liczona na stanie

D@ 1P 8 Q7 10%) P 8 Q)7 (5.59)
k,j

jest rowna wzajemnej informacji miedzy poduktadami Alicji i Bolka liczonej na stanie

Z(<1>+|AB U'PPU @ UTQPU o), U'PPU @ UTQP U, (5.60)
k’j

gdzie U jest dowolnym operatorem unitarnym oraz

Qu

—_

1

| )AB:ﬁi

1) ® |i)p. (5.61)

Il
o

Dowdd.

Zauwazmy, ze wzajemna informacja nie ulega zmianie, gdy ktérys z uzytkowni-
kéw dokona lokalnej operacji unitarnej. Jesli zatem poczatkowo Alicja i Bolek dzielili
stan postaci (5.59), to po wykonaniu przez nich operacji U® U* beda oni wspédtdzielic
stan

D (etuPP QP10 U PP U @ UTQP U
k’j
— Z(cbﬂAB U'PPU e UTQPUeh) U PP U @ UTQP U, (5.62)

k,j

gdzie w powyzszej réwnosci wykorzystana zostata niezmienniczo$¢ stanu |®"),; ze
wzgledu na operacje U ® U™:

UQU"d") s =101) 5.0 (5.63)
Lemat 13. Niech Alicja i Bolek wspdtdzielq stan maksymalnie splgtany |®*) 5. Niech
dalej Alicja dokonuje pomiaru w jednej z dwéch baz .o/ = {|a](f))} (s € {1,2}) 2z odpo-
wiadajgcymi mu jednowymiarowymi operatorami rzutowymi {P,ES) = |a,(j))(al(f)|}, z kolei

Bolek niech dokonuje pomiaru w jednej z baz B = {|b§5))} z odpowiadajqcymi mu

jednowymiarowymi operatorami rzutowymi {Qg.s) = |b§5))(b§s)|}. Zachodzi:
I(AD: B+ 1@ : BD) < 2log,d +log, ¢, (5.64)

gdzie d jest wymiarem prgestrzeni Hilberta kazdego poduktadu, a wspétczynnik ¢ dany
jest wyrazeniem:

¢ = max [(b{"|UT|bP) . (5.65)
L,]
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W powyzszym rownaniu U jest operacjq zmiany bazy {Ia,&l))} w {Ia,(f))}.
Dowdd.

Zgodnie z Lematem 12 wzajemna informacja I(.&/®® : 8®?) nie ulegnie zmia-
nie, jesli przed pomiarem Alicja i Bolek wykonaja na wspdétdzielonym stanie |®7) 45
operacje U ® U*. Pomiar w bazach .&#/® oraz 8® na tak zmienionym stanie bedzie
odpowiada¢ pomiarom w bazach odpowiednio {U TP,EZ)U} = {P,El)} dokonanym przez
Alicje oraz {U TQE.Z)U 1 =: Béz) dokonanym przez Bolka. Mamy wtedy:

I(JZf(U . <%(1)) +I(£f(2) . %(2))

=1(gP: B+ 1V : B

=H(8") - H(8Y|.gW) + H(BP) — H(BP|.9V)

< 2log,d — [H(BW|.gD) + H(BP|.gM)]. (5.66)

Zgodnie z definicja entropii warunkowej mamy:

H(BV D)+ H B\ D) = Y py (H(BV) 5+ H(BP), ), (5.67)
k

gdzie entropie liczone sa na stanach warunkowych po pomiarze Alicji zredukowanych
do poduktadu Bolka p§ = Tr,pk,, gdzie:

ok = P @ idy,q|97) (97 5P ® iy
» Tr(P” @ id g |®F) (@7 45)
=dP @ idy,q|®") (],5P" @ idyyq, (5.68)

natomiast p;. jest prawdopodobienstwem uzyskania k-tego wyniku przez Alicje:
1) o+ (Tt 1
kaTI'(Pk ®ldd><d|q) >((I) |AB):E (569)

Zgodnie z zasada nieoznaczonosci Maassena-Uffinka [5] w przypadku pomiaréw
w bazach {|bl@)} oraz {UTIbgz))}, dla kazdego wyniku k mamy:

H(BD), i + H(B), 5 > ~log, . (5.70)

Podstawiajac teraz (5.69) oraz (5.70) do (5.67) dostajemy:

1
H(BO|. o)+ HB |/ V) 2 = 5 |~ logy L. (.71
k

Nastepnie uzyskang nieréwnos¢ podstawimy do (5.66), otrzymujac:

I(gV: B+ 1P : B2) < 2log,d +1log,¢. M (5.72)
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Twierdzenie 11. (dla relacji stanowo-zaleznej) Niech Alicja i Bolek wspdtdzielg stan
maksymalnie splgtany |®) 5 taki, ze:

1) 45 = idgng @ VD) 5, (5.73)

gdzie V jest operatorem unitarnym dziatajgcym na poduktadzie Bolka. Niech dalej Alicja
dokonuje pomiaru w bazie ./ = {Ia,(f))} (s € {1,2}) z odpowiadajqcymi mu jedno-
wymiarowymi operatorami rzutowymi {P,Es) = |a,(f)) (a,(:)|}, 2 kolei Bolek niech dokonuje
pomiaru w bazie B = {|b§s))} z odpowiadajqcymi mu jednowymiarowymi operato-
rami rzutowymi {QS.S) = |b§s))(b§s)|}. Wtedy zachodzi:

(/D : B+ 1(dP : BP) < 2log,d +1og, &, (5.74)

gdzie d jest wymiarem przestrzeni Hilberta kazdego poduktadu, a wspdtczynnik ¢ zdefi-
niowany jest jako:

¢ =max [(b"[VUTVT[b{?)[?, (5.75)
L,]

gdzie U jest operacjq zmiany bazy {Ia,&l))} w {Ia,(f))}.

Dowdd.

Zauwazmy, ze pomiary Alicji i Bolka w bazach danych przez operatory rzutowe
odpowiednio PIES) i Qg.s) dokonywane na stanie maksymalnie splatanym |®),; = I ®
V|®*),; sa réwnowazne pomiarom w bazach danych przez operatory rzutowe od-
powiednio Pf) i V‘*‘QE.S)V dokonywanym na stanie maksymalnie splatanym [®%) 5.
Relacje (5.74) dostajemy bezposrednio z Lematu 13 po odpowiedniej zmianie baz
Bolka.l

Twierdzenie 12. (dla relacji stanowo-niezaleznej) Niech Alicja i Bolek wspdtdzielq do-
wolny stan maksymalnie splqtany |®),;. Niech dalej Alicja dokonuje pomiaru w bazie
) = {Ia,(:))} (s € {1,2}) 2z odpowiadajqcymi jej jednowymiarowymi operatorami rzu-
towymi {P,Es) = IaZ(f)) (a,(f)l}, 2 kolei Bolek niech dokonuje pomiaru w bazie B = {Ib&s))}
z odpowiadajqcymi jej jednowymiarowymi operatorami rzutowymi {QS.S) = |b§s))(b](.s)|}.
Wtedy zachodzi:

(D : B+ 1(d? : #®) < 2log,d +log, ¢’ (5.76)

gdzie d jest wymiarem przestrzeni Hilberta kazdego poduktadu, a wspdtczynnik ¢’ zdefi-
niowany jest jako:

¢ = mvaxmax|<b§”|vuTv’*‘|b§2>>|2. (5.77)
L,]

W powyzszym wyrazeniu V jest operatorem unitarnym, a U jest operacjq zmiany bazy
(1 2
{la. N w {la )}
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Dowdd.

Dowdd wynika bezposrednio z Twierdzenia 11. Niech suma dwéch wzajemnych
informacji bedzie najwieksza dla pewnego stanu maksymalnie splatanego

|‘I’0>AB =idjyg ® Vo|q’+)AB- (5.78)

Ze wzgledu na maksymalizacje po wszystkich operatorach unitarnych V mamy oczy-
wiscie

max max | (b§1)|VUTVT|bJ(.2)) |* = max| (b§1)|V0UTVJ| bj(.z)) 1%, (5.79)
i,j L]

a zatem ograniczenie (5.76) bedzie prawdziwe réwniez w tym przypadku.m

Pozostaje pytanie, czy powyzsze wyrazenia mozna uogoélni¢ na przypadek dowol-
nych stanéw niemaksymalnie splatanych. Zauwazmy, ze gdy wzajemna informacja
dla pomiaréw wykonywanych na stanie niemaksymalnie splatanym postaci

(@) = YV Adel) ®ef), (5.80)

gdzie |ef') ® |e?) jest bazg Schmidta, bytaby mniejsza niz wzajemna informacja dla
pomiaréw wykonywanych na stanie maksymalnie splatanym postaci

1
@) = ﬁz lef) ® ef), (5.81)

wtedy Twierdzenia 11 oraz 12 bylyby réwniez prawdziwe dla wszystkich stanéw nie-
maksymalnie splatanych. Ponizej pokazemy jednak, ze istnieja pomiary, ktére wy-
konywane na stanach maksymalnie splatanych daja w rezultacie mniejsza wartos¢
wzajemnej informacji niz w przypadku, gdyby byly wykonywane na stanie niemaksy-
malnie splatanym.

Przyktad. Rozpatrzmy przypadek d = 2. Niech Alicja dokonuje pomiaru w bazie
-/ zdefiniowanej przez wektory

;) = A1 - V2)I0) +[1)],

(5.82)
la) = A1+ V2)[0) +1)],
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|(A:B)

0.05

003
002

0ot

‘ ‘011‘ - ‘012‘ - ‘013‘ - ‘0‘.4‘ - ‘0‘.5‘ ‘ 0.6 017‘ a
Rys. 5.3: Wzajemna informacja I(.«/ : 9) dla pomiaréw w bazach (5.82) i (5.83) liczona
na stanie |®)45(a) = al0) ® |0) + v/ 1 —a?|1) ® |1) w zaleznoéci od wartosci a.

natomiast Bolek niech dokonuje pomiaru w bazie 9 zdefiniowanej przez wektory

b)) = ATI(=1-V2)0) +]1)],

(5.83)
b} = A I(=1+V2)[0) +1)],

gdzie

A= (1+ (V2% 1)2)‘%. (5.84)

Zauwazmy tutaj, ze bazy .« i 9B sa komplementarne. Niech pomiary beda wykony-
wane na stanie postaci

|®(a))z =al0)®|0) +V1—a?|1)®|1). (5.85)

Jesli pomiary w bazach komplementarnych (5.82) oraz (5.83) wykonywane sg na sta-
nie maksymalnie splatanym |®*) ,; = %(IO) ®]0)+|1)®|1)), to wzajemna informacja

Natomiast dla stanu niemaksymalnie splatanego znajdujemy przyktadowo
I(»Qf . %)@(0’18))‘43 ~ 0, 049. (5.87)

Rys. 5.3 przedstawia zaleznos$¢ wzajemnej informacji I(.«/ : %) dla stanéw (5.85) od
parametru a.

Kwestig otwarta jest prawdziwos$¢ relacji wykluczania informacji nastepujacej po-
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staci:
I/ : B+ 1(d® : B?) <log,d +1og,c”, (5.88)

gdzie d jest wymiarem przestrzeni Hilberta kazdego poduktadu, a wspétczynnik ¢”
zdefiniowany jest jako

¢’ =max ) |(bVIVUTV PP, (5.89)

przy czym sumowanie jest po d pierwszych co do wielkosci wspotczynnikach
(b |vU TVJ"IbEZ))IZ. W powyzszym wyrazeniu V jest operatorem unitarnym, a U jest
operacja zmiany bazy po stronie Alicji.

Powyzsza relacja wykluczania informacji (5.88) jest uogdlnieniem relacji (5.8) na
przypadek, gdy kazdy z uzytkownikéw moze dokonywac pomiaréw w jednej z dwéch
baz. Istotnie, jesli przyjmiemy, ze U jest operatorem identycznosciowym, wtedy po-
miary Alicji bedq ograniczone tylko do jednej bazy {Iaf{l))} i co za tym idzie, wspot-
czynnik ¢” bedzie réwny wspétczynnikowi ¢ zdefiniowanemu poprzednio jako suma
d pierwszych co do wielkosci wspétczynnikéw c;; = |(bfl)|b§2))|2.



Rozdziat 6
ROwNowaznosSC uktaddw PR i
kodow swobodnego dostepu

6.1. Wstep

W biezacym rozdziale zajmiemy si¢ poréwnaniem dwdch odmiennych zasobéw
teorio-informatycznych: uktadéw PR [2,3] z kodami swobodnego dostepu [55]. Wie-
dzac, ze kod swobodnego dostepu moze by¢ symulowany przez uktad PR z dodatko-
wym bitem klasycznej komunikacji [52-54], wykazemy réwno$¢ tych dwdéch zasobéw
poprzez zaprezentowanie mozliwosci symulowania uktadéw PR przez kody swobod-
nego dostepu [21]. W szczegdlnosci sformutujemy nieréwnos¢ wiazaca mozliwosci
wykorzystania tych zasobéw i pokazemy jak moze by¢ ona nasycana.

6.2. Podstawowe pojecia

Na potrzeby tego rozdziatu, zdefiniujmy uktad PR w nieco odmienny sposéb jak
zostato to uczynione w Rozdziale 4. Rozpatrzmy dwuukladowe systemy wspdétdzie-
lone przez dwoje uzytkownikow, Alicje i Bolka. Niech Alicja dokonuje jednego z
dwoéch dychotomicznych pomiaréw sygnowanych symbolem x = 0,1, i analogicz-
nie niech Bolek dokonuje jednego z dwéch dychotomicznych pomiaréw sygnowa-
nych symbolem y = 0,1. Oznaczmy wyniki odpowiednich pomiaréw poprzez X i Y
X,Y €{0,1}).

Uktadem niesygnalizujgcym nazywamy taki uklad, tj. zbiér tacznych rozkladow
prawdopodobienstw p(XY|xy), dla ktérego zachodza nastepujace warunki:

Vieyy O PXYIxy)= Y p(XYIxy), 6.1)
Y=0,1 Y=0,1

Vysoww 2 PXYIxy)= > p(XY|x'y). 6.2)
X=0,1 X=0,1

Powyzszy zapis jest stwierdzeniem faktu, ze wybér réznych ustawien pomiarowych
przez jednego uzytkownika nie moze mie¢ wptywu na statystyke wynikéw dowolnego
pomiaru dokonywanego przez drugiego uzytkownika. Jesli uktad nie spelnia powyz-
szych warunkdéw, wtedy nazywamy go uktadem sygnalizujqcym i dalej bedziemy go
oznacza¢ wykorzystujac symbol ,*”. Zwrd¢émy uwage, ze uktady niesygnalizujace sg
szczegOlnym przypadkiem uktadéw spdjnych zdefiniowanych w rozdziale 4.
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Uktadem PR (w skrocie PR) bedziemy nazywa¢ uktad niesygnalizujacy, ktory spel-
nia warunek

XoY=xy. (6.3)

Tak scharakteryzowanemu uktadowi odpowiada rodzina rozktadéw prawdopodobien-
stwa {p(XY|xy)}, ktéra spehia:

dla X®Y =xy, 6.4)

O NI

p(XY|xy) = |
w przeciwnym wypadku.

Korelacjami PR bedziemy nazywac przypisanie wejs¢ x,y i wyjs¢ X,Y danego
uktadu, dla ktérego bedzie spelniony warunek (6.3). Uktad wejs¢/wyjs¢ dla PR przed-
stawia Rys. 6.1.

Przyktad.

Uktad PR mozna wyrazi¢ jako mieszanine dwoch uktadéw sygnalizujacych:

1

1.
PR=_B"+_B", (6.5)

gdzie sygnalizujacy uktad B* jest opisany przez rodzine rozktadéw prawdopodobien-
stwa:

{p(00/00) = 1}, {p(11]01) = 1}, {p(00|10) = 1}, {p(10]11) = 1}, (6.6)

natomiast sygnalizujacy uktad B* jest opisany przez rodzine rozktadéw prawdopodo-
bienstwa:

{p(11]00) = 1}, {p(00|01) = 1}, {p(11]10) = 1}, {p(01]11) = 1}. (6.7)

Zauwazmy, ze uktad B* (analogicznie B*):

e nie spelnia warunkéw niesygnalizacji (6.1); istotnie: niech przykladowo Alicja
jako swoje wejscie wybierze x = 0, wtedy statystyka wynikéw jej pomiaru (a
wrecz sam wynik pomiaru!) jest $cisle skorelowany z wyborem wejscia dokona-
nym przez Bolka;

e spelnia PR-korelacje (6.3);

e lamie nieréwnos$¢ CHSH az do maksymalnej wartosSci algebraiczne;j.

Rozpatrzmy teraz uklad, ktdéry po stronie Alicji ma dwa wejscia, a, oraz a,, nato-
miast po stronie Bolka jedno, b (ay,a;,b € {0,1}). Dodatkowo niech dany uktad ma
tylko jedno wyjscie po stronie Bolka, B (B € {0,1}). Przypus¢my, ze intencja Bolka
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IR

roo

X 1
Rys. 6.1: Schematyczne przedstawienie uktadu PR majacego dwa wejécia x,y oraz dwa
wyjécia X,Y. Dla uktadu PR spetniony jest warunek X @ Y = xy. Zrédto: [21].

ay ay b

AN

KSD

+

B=a,

Rys. 6.2: Schematyczne przedstawienie kodu swobodnego dostepu (KSD) majacego dwa
wejscia po stronie Alicji ag, a;, natomiast po stronie Boba jedno wejscie b oraz jedno wyjscie
B. Dla KSD spetniony jest warunek p(B = ap|b) = 1. Zrédto: [21].

jest poznanie jednego z dwdch bitéw wejscia po stronie Alicji, a, lub a;. Dany uktad
nazywamy kodem swobodnego dostepu (KSD) jesli spetniony jest warunek B = a,, tj.

p(B=a,|b) =1, (6.8)

dla wszystkich mozliwych wejs¢ a,, a;, b (por. Rys. 6.2).

Rozpatrzmy teraz uktad, ktéry po stronie Alicji ma dwa wejscia, a,, a;, oraz po
stronie Bolka ma dwa wejscia, b,A’ (a,,a;,b,A” € {0,1}). Dodatkowo niech dany
uktad ma tylko po jednym wyjsciu po stronie Alicji i Bolka, odpowiednio A oraz B
(A,B € {0,1}), gdzie zmienna A generowana jest losowo z prawdopodobienstwem
wypadniecia obu wynikéw % Dany uklad nazywamy uktadem zwiqzanym z kodem
swobodnego dostepu (uKSD) jesli dla A = A’ dany uktad dziata jak KSD, tj. jesli dla
wszystkich mozliwych wejs¢ a,, a;, b,A’ zachodzi B = a;. Gdy A # A’ nie naktadamy
zadnych warunkéw na dziatanie uKSD. Zauwazmy, ze uKSD jest zaprojektowany
w taki sposdb, by przy dodatkowej komunikacji jednego bitu informacji od Alicji do
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Rys. 6.3: Schematyczne przedstawienie uktadu zwigzanego z kodem swobodnego dostepu
(uKSD) majacego dwa wejscia po stronie Alicji ay,a;, dwa wejécia po stronie Bolka b,A’ oraz
po jednym wyjsciu po obu stronach, odpowiednio A i B. uKSD dziata jak KSD, o ile wejscie
A’ jest réwne wyjsciu A. W szczegdlnosci, jesli Alicja przesle Bolkowi jeden bit informacji (A),
to w przypadku gdy Bolek uzyje A jako wejécie A’, otrzymamy B = aj,. Zrédto: [21].

Bolka dziatat jak KSD (por. Rys. 6.3). Tym samym KSD nabiera nastepujacego znacze-
nia: Alicja przesylajac jeden bit informacji do Bolka, daje mu mozliwo$¢ doktadnego
poznania jednego z dwdch bitéw informacji, ktére zakodowata jako wejscia a, i a;.
Warto dodac, ze taka funkcjonalnos¢ nie spelnia zasady informacyjnej przyczynowo-

Sci [54].

Lemat 14. Niech Bolek otrzymuje losowo wybrany bit b. Niesygnalizujqgcy uKSD w
przypadku A # A’ dziata jak anty-KSD, tzn. spetniona jest wtedy relacja

Dowdd.

W pierwszej kolejnosci rozpatrzmy prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego
na tym, ze przy wyborze ustalonego b wyjscie Bolka B jest rowne a,, tj. p(B = a,|b).
Warunek niesygnalizacji wymaga, aby dla kazdego wejscia b:

p(B=0|b,a, =0)=p(B=0|b,a, =1). (6.10)
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Tym samym dla kazdego b mamy

p(B=a,|b) =p(B=0,a,=0[|b)+p(B=1,a,=1|b)
= p(a, =0|b)p(B=0|b,a, =0)+p(a, =1|b)p(B=1|b,a, =1)

1
1
=5 (p(B=0|b,a,=1)+1—p(B=0|b,a, =1))

1

5 (6.11)
gdzie w trzeciej réwnosci wykorzystaliSmy fakt losowosci wejs¢ a, a; oraz ich nieza-
leznosci od wejscia b p(a, = 0|b) = p(a, = 1|b) = %, a w czwartej warunek niesygna-
lizacji (6.10).

Niech teraz Bolek jako wejscie A" wybierze z prawdopodobienstwem % dowolna
wartos¢, 0 lub 1. Ze wzgledu na warunek niesygnalizacji, wybo6r ustawien Bolka nie
moze mie¢ wplywu na wyniki otrzymywane po stronie Alicji, a zatem wyjscie A musi
by¢ niezalezne od wej$cia A’ oraz b. Tym samym mamy:

1
p(A=A'b) =p(A#A|b) = > (6.12)

Mozemy teraz napisa¢ w dalszej kolejnosci

p(B=a,|b) =p(A=A'|b)p(B =ay|A=A,b)+p(A#A|b)p(B=a,|A#A,b)
1
=3 (p(B=aylA=A,b)+p(B=a,|A#A,D)). (6.13)

Jesli dla A=A’ uKSD dziata jak KSD, to:
p(B=ayA=A,b)=1. (6.14)
Tym samym, by unikna¢ mozliwosci sygnalizacji, musimy miec¢:
p(B=a,|A#A,b)=0, (6.15)
a zatem prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego p(B # a,|A#A’,b) =1, tj.:
B=a,®1.1 (6.16)

Zauwazmy, ze powyzsza charakteryzacja niesygnalizujacego uKSD pozwala nam
zapisa¢ wyjscie po stronie Bolka jako:

B=a,®ADA, (6.17)

co przedstawia Rys. 6.4
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Rys. 6.4: Niesygnalizujacy uKSD spetnia warunek B = a, @A A": dla A = A’ dziata jak
KSD, natomiast dla A# A’ dziata jak anty-KSD. Zrédto: [21].

Rozwazmy tez szczegolny przypadek uKSD, ktéry jest zdefiniowany w sposéb na-
stepujacy. Niech dla A=A’ dany uktad dziata jak KSD, tj. je$li dla wszystkich pozosta-
tych wej$¢ a,, a;, b zachodzi B = a;,. W przeciwnym przypadku, tj. gdy A # A’ niech
wyjscie B bedzie losowym bitem nieskorelowanym z zadng inng zmienng. Oczywi-
stym jest, ze pierwszy warunek zapewnia, ze jest to uKSD. Zauwazmy jednak, ze ze
wzgledu na drugi warunek dla ustalonej wartosci b, przy zatozeniu, ze Bolek wybiera
A’ niezaleznie od A (oraz niezaleznie od b), mamy (przyktadowo dla b = 0)

p(B=aqa,|b=0)

=p(A=Alb=0)p(B=ay|lb=0,A=A)+p(A#A|b=0)p(B=aelb=0,A#A")
1 1 1

= x14+-xZ
2 x 1+ 2 X 2

_3 (6.18)
4’ '

w sprzecznos$ci z warunkiem (6.11) dla niesygnalizujacego rozktadu prawdopodo-
bienistwa p(B = a,|b). Tym samym, tak zdefiniowany uKSD jest sygnalizujgcy i be-
dziemy oznaczac¢ przez uKSD™.

6.3. Rownowaznosc uktadu PR i niesygnalizujgcego
uKSD

Jak pokazano w pracach [52-54], niesygnalizujacy uKSD mozna symulowac za
pomocq ukladu PR w sposéb przedstawiony na Rys. 6.5. Istotnie, dla uktadu PR za-
wsze spelniony jest warunek PR-korelacji

XY =xy, (6.19)
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Rys. 6.5: Symulacja niesygnalizujagcego uKSD przez uktad PR. Symbol ,®" oznacza tutaj
wykonanie operacji kontrolowanej negacji odpowiedniego bitu (C-NOT). Zrédto: [21].

skad wyijscie uktadu PR po stronie Bolka spelnia
Y=xy®X. (6.20)
Stosujac zas wejscia pierwotne uktadu (por. Rys. 6.5) mamy:
Y=(a,®a,)bdX. (6.21)
Dla wyjscia wtérnego uktadu po stronie Bolka dostajemy:

B=Y®A
=(ay®a))bdX DA
=asb®a,b®X DA
=a(b®1)®a;b®ABA
=a,®ABA, (6.22)

gdzie w czwartej linii skorzystaliSmy z przypisania A = X @ a, (C-NOT z Rys. 6.5),
natomiast w piatej z tozsamosci a, = ay(b® 1) ® a; b.

Zastanéwmy sie teraz w jaki sposéb mozemy symulowa¢ uktad PR przez niesy-
gnalizujacy uKSD [21]. Zauwazmy, ze w tym celu mozemy wykorzysta¢ schemat
symulacji przeciwnej, tj. symulacji niesygnalizujacego uKSD przez uktad PR przed-
stawiony na Rys. 6.5. Istotnie, ktadac a, = 0 oraz A’ = 0 dla wej$¢ uKSD bedacych
jednoczes$nie bitami kontrolnymi przy odpowiednich operacjach C-NOT, odzyskujemy
poprawne dziatanie ukltadu PR, przy czym odpowiedni warunek PR-korelacji bedzie



6.4 Nieréwnos$¢ wigzaca zasoby PR i uKSD 102

0x y o
AMIRA
uksSD

roo

X 1
Rys. 6.6: Symulacja uktadu PR przez niesygnalizujacy uKSD. Odpowiednie wejécia i wyjscia
uKSD zostaty dobrane w taki sposéb (a, = 0,a; = x,b = y,A’ = 0), by spetniony byt
warunek PR-korelacji w postaci (6.3). Zrédto: [21].

miat teraz postac:
A®B =a;b. (6.23)

W tym miejscu musimy sprawdzi¢, czy powyzszy warunek speliony jest dla dowol-
nych warto$ci wejs¢ a, oraz b. Zgodnie z Lematem 14, dla niesygnalizujacego uKSD
mozemy napisac:

A®a, ®AGA = a,b. (6.24)

W przypadku omawianej symulacji (dla ustalonych A’ = 0 oraz a, = 0) otrzymujemy
warunek:

ay = a;b, (6.25)

ktéry jest prawdziwy dla dowolnych wartosci a; oraz b. Tym samym przedstawiony
protokdt pozwala na symulacje uktadu PR przez niesygnalizujacy uKSD, co przedsta-
wia Rys. 6.6.

Wykazujac mozliwos¢ symulacji niesygnalizujacego uKSD przez uklad PR, oraz
przeciwnie, uktadu PR przez niesygnalizujacy uKSD, wykazali$my tym samym réw-
nowazno$¢ obu zasobow.

6.4. Nierédwnos¢ wigzqgca zasoby PR i uKSD

Jak wynika z poprzedniego rozdziatu, zachodzi réwnowaznos$¢ uktadu PR z nie-
sygnalizujqgcym uKSD. Powstaje naturalne pytanie, czy za pomocg dowolnej funkcjo-
nalnosci dzialajacej jak uKSD (niekoniecznie niesygnalizujacej) mozemy symulowac
uktad PR. Jak sie okazuje, uktad PR nie mozna symulowac¢ poprzez wykorzystanie do-
wolnych sygnalizujacych uKSD. W ogdlnosci jednak, dla dowolnych uktadéw zwiaza-
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nych z kodem swobodnego dostepu zachodzi nastepujaca nieréwnos¢ wigzaca rézne
zasoby:
uKSD + 1C-bit+ 1L-bit > PR+ &, (6.26)

gdzie C-bit oznacza bit klasycznej informacji, L-bit oznacza bit wspdtdzielonej loso-
wosci, natomiast & jest tzw. kanatem wymazujacym

&(z) = €]0)(0l; ® (L] + (1 — &)[1)(1]; ® |2)(z], (6.27)

gdzie przez z oznaczyliSmy przesytana informacje, I = %(IO) (0]+]1)(1|) oznacza szum,
natomiast € jest prawdopodobienstwem wymazywania. Kanat wymazujacy jest sygno-
wany dwoma etykietami (,flagami”) [0){0|,, [1)(1|; méwiacymi o wyborze wejscia
dokonanym przez Bolka.

Udowodnimy nieréwno$¢ w postaci

KSD + 1L-bit> PR+ &, (6.28)
ktdra implikuje nieréwnos¢ (6.26), poniewaz z definicji uKSD mamy, Ze
uKSD + 1C-bit > KSD. (6.29)

Zauwazmy, ze celem uzyskania PR-korelacji X @ Y = xy w przypadku gdy y =0
wystarczy skorzysta¢ ze wspodtdzielonej losowosci, poniewaz warunek PR-korelacji
wymaga tutaj jedynie by wyjscia po stronie Alicji i Bolka (X i Y) byly identyczne. Tym
samym wykorzystujac L-bit do otrzymania PR-korelacji, KSD mozemy wykorzystac¢
celem przestania informacji z. W przypadku gdy y = 1, Bolek musi dodatkowo zna¢
wartos$¢ x by wiedzie¢, czy wyjscia sa zgodne (wtedy mogtby ponownie uzy¢ wspot-
dzielonej losowosci) czy przeciwne (wtedy powinien zanegowac swdj bit ze wspét-
dzielonej losowosci). W celu poznania wartosci x Bolek powinien zatem wykorzystac¢
KSD, ktéry nie bedzie uzyty celem przestania dodatkowej informacji z.

Rozpatrzmy konkretny protokét, dzieki ktéremu mozemy uzyskac to co opisano
powyzej (por. Rys. 6.7). Kodowanie odbywa sie w sposéb nastepujacy: Dysponujac
kodem swobodnego dostepu KSD, Alicja koduje dodatkowg informacje z, ktéra chce
przesta¢ do wejscia a,, natomiast wejscie uktadu PR, x, do wejscia a,, z kolei Bolek
koduje wejscie uktadu PR, y, do swojego wejscia b, tj.

@ =X, (6.30)

Poza KSD Alicja i Bolek dysponuja wspdtdzielong losowoscia. W przypadku, gdy
y = 0 Bolek wykorzystuje L-bit bez zadnych dodatkowych operacji i, co zostato juz
powiedziane wczesniej, wyjscia X oraz Y bedq takie same, tj. PR-korelacje zostang
zachowane. W przypadku, gdy y = 1 Bolek dokonuje operacji C-NOT na swoim wyj-
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Rys. 6.7: Protokét kodowania wykorzystany do wykazania nieréwnosci zasobowej (6.28).
Bit informacji, ktory ma by¢ przestany od Alicji do Bolka oznaczony jest jako z. Kanat & jest
kanatem wymazujacym z prawdopodobiefistwem wymazywania ¢ = p(y = 1): z prawdopodo-
bienstwem ¢ wiadomos$¢ z jest tracona, natomiast z prawdopodobieAstwem 1—¢ wiadomos$¢ z
jest dostarczana niezmieniona, przy czym odbiorca (Bolek) wie ktéra sytuacja zaszta. Wejscia
X,y oraz wyjécia X, Y spetniaja warunek PR-korelacji X ® Y = xy. Zrédto: [21].

Sciu KSD, B, oraz na bicie pochodzacym ze wspdétdzielonej losowosci, gdzie bitem
kontrolnym jest B, natomiast bitem docelowym jest bit pochodzacy ze wspdtdzielonej
losowosci. Zobaczmy, ze znéw PR-korelacje zostang zachowane. Istotnie, z definicji
KSD mamy, ze dla y = 1 otrzymujemy B = a; = x. Tym samym, jesli x = 0 to doce-
lowy bit nie ulega zmianie i wyjscia X oraz Y sq takie same, natomiast jesli x =1 to
docelowy bit po stronie Bolka zostaje zmieniony na przeciwny, i wtedy wyjscia X oraz
Y sg rézne, czego dokladnie wymagaja PR-korelacje. Widzimy zatem, ze dysponujac
kodem swobodnego dostepu oraz wspdtdzielong losowoscia mozemy z wykorzysta-
niem tego protokotu zasymulowac¢ dziatanie uktadu PR.

Sprawdzmy teraz w jakim stopniu przy danym protokole mozna rownoczesnie
przesyta¢ dodatkowgq informacje z od Alicji do Bolka. Kiedy y = 0, to wyjscie KSD po
stronie Bolka, B, jest rGwne a, = 2, a zatem wiadomosc¢ zostaje przestana dokladnie.
Jesli natomiast y = 1, to wyjscie B jest rowne a; = x, a zatem wiadomos¢ jest tracona.
Tym samym, korzystajac z takiego protokotu otrzymujemy dodatkowo kanat wyma-
zujacy &(z) z prawdopodobienstwem wymazywania ¢ = p(y = 1), gdzie p(y = 1) to
prawdopodobienstwo wybrania przez Bolka wejscia y = 1.

Ponizej pokazemy, ze niektére sygnalizujace uktady zwigzane z kodem swobod-
nego dostepu uKSD* sa w pewnym sensie mniej uzyteczne (stabsze) niz niesygnali-
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Rys. 6.8: Przykfad sygnalizujacego uKSD* uzytego do wykazania nieréwnosci zasobowe;
(6.31). Symbol , " oznacza generacje losowego bitu, natomiast bramka z symbolami , x"
jest bramka kontrolowanej wymiany odpowiednich bitéw. W przypadku gdy A=A’, wymiana
bitéw nie nastepuje i wyjSciem z uktadu po stronie Bolka jest wyjscie KSD, tym samym
przedstawiony uKSD* dziata jak KSD. Jedli natomiast A # A, wtedy wyjéciem z uktadu po
stronie Bolka jest losowy bit. Zrédto: [21].

-
-

zujace jesli chcemy je wykorzysta¢ w celu symulacji uktadu PR. Okazuje sie, ze celem
symulacji uktadu PR w tym przypadku potrzebowalibysmy dodatkowo przynajmnie;j
% bitu informacji. Fakt ten mozemy sformutowa¢ w postaci ponizszego twierdzenia:

Twierdzenie 13. Niech wejscia x i y generowane sq z jednorodnym rozktadem prawdo-
podobieristwa. Zatéozmy, ze dla uKSD* zachodzi nastepujqca nieréwnosc:

uKSD* 4+ 1C-bit > PR+ A, (6.31)

gdzie A jest dowolnym kanatem mogzliwym do ugzyskania w tej symulacji. Wtedy kanat
A mozgna otrzymac poprzez przetworzenie kanatu wymazujqcego & z prawdopodobieni-
stwem wymagywania € = %

Na Rys. 6.8 schematycznie przedstawiony zostal sygnalizujacy uktad uKSD* stu-
zacy do wykazania nieréwnosci (6.31). Teza powyzszego twierdzenia natomiast im-
plikuje nieréwnos¢ (6.28), gdyz z definicji mamy, ze uKSD* + 1C—bit > KSD.

W celu udowodnienia Twierdzenia 13 rozwazymy 2 przypadki, przy czym za kaz-
dym razem narzucamy warunek otrzymania PR-Korelacji: (1) bit komunikacji nie zo-
staje uzyty do przestania informacji o wyjsciu A po stronie Alicji; (2) bit komunikacji
zostaje uzyty do przestania informacji o wyjsciu A.

W pierwszej kolejnosci sformutujmy dwa lematy, ktére bedq wykorzystane w do-
wodzie.

Lemat 15. Niech z pewnym ustalonym rozktadem prawdopodobieristwa p(x,y) Alicja
otrzymuje bit x a Bolek bit y. Niech dodatkowo Bolek otrzymuje zmienng losowq B,
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ktére moze by¢ skorelowane zaréwno z x jak i y. Poza tym, Alicja i Bolek nie wspdtdzielqg
zadnych innych zasobéw. Wtedy, chcqc otrzymaé PR-korelacje postaci (6.3), dla kazdej
wartosci B prawdopodobieristwo warunkowe p(xy|B) musi wynosi¢ 0 dla pewnej pary
xy.

Dowdd.

Bez straty ogdlnosci przyjmijmy poczatkowo, ze B = 0 (przypadek B = 1 dowo-
dzimy analogicznie). Zal6zmy przeciwnie, ze wszystkie mozliwe wyniki (x, y) zacho-
dza z niezerowym prawdopodobienstwem. Oznaczmy minimalne prawdopodobien-
stwo w rozktadzie p(x, y|B = 0) przez:

p* =minp(x,y|B =0). (6.32)
X,y

Zauwazmy, ze rozklad prawdopodobienstwa p(x, y) mozna zapisa¢ jako kombinacje
dwdch rozktadéw prawdopodobienstwa w nastepujacy sposob:

p(x,y) =4p"P;+ (1 —4p")Py, (6.33)

gdzie P, jest rozktadem jednorodnym

}, (6.34)

J

I
ENJIP

P—{l 1
i 4)41

natomiast rozktad P,; jest zdefiniowany jako

p(0,0) —p* p(0,1)—p* p(1,0)—p* p(1,1)—p*

= , , , . 6.35
W=t 1—4p* 1— 4p* 1—4p* 1—4p* ; (6.35)
Zwr6¢my uwage, ze dla rozktadu jednorodnego P,
p(x,y) = p(x)p(y), (6.36)

a zatem nie ma zadnych korelacji miedzy zmiennymi x i y.

Prawdopodobienstwo symulacji PR-korelacji (a zatem réwniez mozliwos¢ maksy-
malnego famania nierdwnosci CHSH) nie moze zmale¢ jesli Alicja i Bolek otrzymajq
informacje o rozktadzie prawdopodobienistwa pary zmiennych (x,y). Jesli jednak z
pewnym prawdopodobienistwem (p*) otrzymuja oni jednorodny rozktad prawdopo-
dobienstwa zmiennych (x,y) i wcigz maja mozliwos¢ symulacji PR-korelacji, to w
tym przypadku mogliby maksymalnie ztamac¢ nieréwnos¢ CHSH. Nie jest to jednak
mozliwe, gdyz Alicja i Bolek nie wspdtdziela zadnych innych zasobéw poza znajomo-
Scig rozkladu prawdopodobienstwa wejs¢ x, y, ktére to wielkosci w tym przypadku
sg nieskorelowane ze soba [98]. W

Kolejny lemat umozliwia ograniczenie rozwazan do strategii deterministycznych.
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Lemat 16. Rozwazmy trzy niezalezne zmienne x, y oraz z. Zatézmy, ze Alicja oraz Bolek
majq dostep do zmiennych £, i £ z rozktadem prawdopodobieristwa p(£,,£z), ktory jest
niezalezny od x,y,z. Niech Alicja ze zmiennych x i z generuje dwa bity a, i a,, ktdre
uzywa jako wejs¢ do KSD, natomiast Bolek niech ze zmiennej y generuje bit b, ktory
uzywa jako wejscia do KSD.

Dowolny kanat z — B mozna otrzgymaé przez kombinacje wypuktq kanatéw otrzy-
mywanych jako deterministyczne przetwarzanie (x,z) — (ay,a;) dla pewnego {, oraz
y — b dla pewnego (5.

Dowdd.

Generacje pary bitéw (a,,a,) ze zmiennych x i z przez Alicje mozemy rozwazy¢
jako zastosowanie przez nia dwuwejsciowego kanatu

(a0, ay) = A} (x,2) 1= > qA%(x,2), (6.37)

takiego, ze jest on kombinacja wypuktq deterministycznych kanatéw X?(x, z). Podob-
nie w przypadku Bolka, generacje bitu b ze zmiennej y mozemy rozwazy¢ jako zasto-
sowanie przez niego kanatu

b= ()= Ay, (6.38)

J

takiego, ze jest on kombinacjq wypuktyg deterministycznych kanatéw A? (¥). Po wy-
braniu odpowiednich bitéw a,, a;, b jako wejscie do KSD, wyjsciem po stronie Bolka
jest

B = AKSD(aO’alab)

= 3D, L) Aksp (A7, (0,20, A2, (1)) 164, ) s Ll @ 1Y)y
Calsp

= 3 plla o) Asy (X062, 2200 1as €5 {8as 5] @ 1) (Y]

ZA’ZB’i’j
= Z SZA,EB,i,jZi,j(x:Zay)leAa£B>(EA:EBl R |y) (¥l
ZA:ZB’i’j

=:A(x,2,¥), (6.39)

gdzie wprowadzilismy oznaczenie sy, . ; ; = p(4,{5)q;7;. M

Zauwazmy przy tym, ze mozliwos$¢ korzystania ze wspoétdzielonej losowosci jest
szczegOlnym przypadkiem powyzszej strategii przy £, = {z. Tym samym dowodzac
Twierdzenie 13 mozemy pomina¢ bit wspdtdzielonej losowosci 1L —bit wystepujacy
w nieréwnosci (6.28). Dodatkowo, sposréd mozliwych strategii wystarczy ograniczy¢
sie jedynie do tych, ktére prowadza do PR-korelacji. Jesli bowiem dla pewnego £* od-
powiednia strategia nie prowadzitaby do PR-korelacji, to réwniez strategia mieszana
nie mogtaby ich wygenerowac.
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Przystapmy teraz do rozpatrzenia dwdch wspomnianych wczesniej przypadkow w
celu udowodnienia Twierdzenia 13.

Dowdd Twierdzenia 13.
Przypadek (1).

Pokazemy, ze jesli bit komunikacji nie zostaje uzyty do przestania informacji o
wyjsciu A po stronie Alicji, wtedy kanal A w (6.31) jest w najlepszym przypadku
kanalem wymazujacym z prawdopodobienistwem wymazywania & = %

Oznaczmy przez m bit informacji o wyniku A przesylany do Bolka. Celem jest
uzyskanie PR-korelacji Y = X @ xy w kazdym przypadku, tj. m = 0 oraz m = 1.
Poniewaz wyjscie Y jest generowane w procesie korzystania z KSD, dla kazdego m
wartos¢ Y w ogolnosci zalezy od wejs¢ i wyjs¢ KSD po stronie Bolka, oraz wszystkich
zmiennych, ktérymi dysponuje:

Y =Y(y,b,B). (6.40)

Teraz, dla ustalonej warto$ci m = m, mamy dwie mozliwosci: albo A=A, albo A#A'.
W pierwszym przypadku PR-korelacje mozna uzyskac z poprawnie dziatajacego KSD.
Natomiast w drugim przypadku, tj. gdy A # A’, sygnalizujacy uKSD zwrdci Bolkowi
losowq wartosc¢ B, ktora nie zalezy od dziatania KSD (por. Rys. 6.8). Z uwagi na to, ze
b jest otrzymywane z y, warto$¢ Y mozna otrzymac jedynie poprzez przetwarzanie

y:
Y =Y(y). (6.41)

W przeciwnym przypadku Y bylby z niezerowym prawdopodobienstwem niezalezny
od (x,X) czyli z pewnym prawdopodobienistwem PR-korelacje nie bylyby zachowane.
Chcac uzyskac¢ PR-korelacje, Bolek musi mie¢ pewnos¢, ze

Y(y=0)=X,
Y(y=1)=X&x,

(6.42)

co pozwala na otrzymanie wartosci x z dodania Y(y = 0) oraz Y(y = 1). Widzimy
zatem, ze w przypadku A # A" warto$¢ x musi by¢ znana Bolkowi, by méc otrzymaé
PR-korelacje.

Pokazalismy powyzej, ze dla ustalonego m = m, w najgorszym przypadku, by
moéc odtworzy¢ PR-korelacje, Bolek musi zna¢ albo wartosc x, albo A (moze tez znac
warto$¢ obu tych wielkosci na raz). Jesli przez p,,(Z) oznaczymy prawdopodobieristwo
odgadnigcia przez Bolka pewnej wielkosci Z, to dostaniemy

ng(xlm = mO) = 17 (643)
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lub
ng(Alm = mO) = 1: (644)

(oba warunki niekoniecznie muszg by¢ wykluczajace). Mozemy teraz zatozy¢, ze obie
warto$ci m Bolek moze otrzymac z niezerowym prawdopodobienstwem (w przeciw-
nym razie, tj. gdyby przykladowo otrzymywat zawsze m = 0, wtedy z prawdopodo-
bienistwem réwnym % zachodzitoby A # A’, co nie pozwalatoby na spetnienie zadnego
z powyzszych warunkéw (6.43) i (6.44)). Tym samym, dla dwdch réznych wartosci
m = 0,1 najprostsza strategia Bolka polegajaca na prawidtowym odgadnieciu tylko
jednej zmiennej x badz A sprowadzataby sie do czterech przypadkow:

(@) p,(Alm=0)=1oraz p,,(Alm=1) =1,
(b) py(xlm=0) =1 oraz p(xlm=1)=1,
(@) pi(Alm=0)=1oraz p,(xlm=1)=1,

(d) py(xIm=0)=1oraz p,(Alm=1)=1.

(a) Warunki oznaczaja tacznie, ze Bolek prawidlowo odgaduje warto$¢ A dla kaz-
dej otrzymanej wiadomosci m od Alicji. Jak pokazemy ponizej, z tego faktu wynika,
ze wiadomos¢ m musiata zosta¢ uzyta do zakomunikowania wartosci A. Aby to wy-
kazaé, w pierwszej kolejnosci wprowadzimy pojecie prawdopodobienstwa zgadniecia
P.(A) zdefiniowane w nastepujacy sposob:

Pyg(A) = p(G = A)
=p(A=0)p(G=0/A=0)+p(A=1)p(G=1A=1), (6.45)

gdzie G okresla zmienng skorelowang z wielko$cia zgadywana A. Mowimy, ze Bolek
zgaduje warto$¢ zmiennej A jesli istnieje pewna zmienna G, ktdra jest skorelowana ze
zmienng A w nastepujacy sposob:

p(G=0A=0)=p(G=1A=1)=1. (6.46)

Wtedy tez p,,(A) =p(G =A) =1.

Teraz, jesli Bolek prawidlowo odgaduje wartos¢ A (tj. dysponuje odpowiednig
zmienng G), to w ogdlnosci jest to mozliwe (i) bez wykorzystania KSD, badz tez
(ii) po uprzednim wykorzystaniu KSD.

Rozpatrzmy przypadek (i). Odgadniecie zmiennej A oznacza, ze wzajemna infor-
macja I(G : A) przyjmuje maksymalng wartos¢. Ze wzgledu na fakt, ze zmienna G
mogta zosta¢ wygenerowana jedynie ze zmiennych m, b, y, mamy, ze

I(m,b,y :A) > I(G : A), (6.47)
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co wynika bezposrednio z nieréwnosci przetwarzania danych [95]. Z reguly tancu-
chowej dla wzajemnych informacji mamy natomiast

I(m,b,y :A)=1I(b,y :A)+I(m:Alb,y)=1(m:A), (6.48)

gdzie druga réwnos$¢ wynika z faktu, ze zmienne b i y nie sg skorelowane z A. Wi-
dzimy tym samym, ze skoro I(G : A) przyjmuje maksymalna warto$¢ to tym bardziej
réowniez I(m : A) przyjmuje maksymalna warto$¢, co sprawia, ze m musi by¢ maksy-
malnie skorelowane z A.

Rozpatrzmy przypadek (ii). Zatézmy, ze zgadniecie A dokonane byto z wykorzy-
staniem wiadomosci m i wyjscia B z KSD, tzn. zmienna G moze zaleze¢ od zmiennych
m, b, y,B. Ze wzgledu na fakt, ze KSD z pewnym niezerowym prawdopodobienstwem
zwraca losowa warto$¢ B (co wynika z braku uprzedniej pelnej wiedzy o wartosci A)
wartos$¢ G nie moze zaleze¢ od zmiennej B. W przeciwnym razie zmienna G z pewnym
prawdopodobienistwem nie bytaby skorelowana z A. Tym samym zmienna G moze za-
leze¢ jedynie od m, b, y, ktdry to przypadek zostat rozpatrzony w (i).

Rozpatrzywszy powyzsze przypadki wnioskujemy, ze wiadomos¢ m zostala uzyta
do przestania wartosci A. To z kolei pozwala na poprawne dziatanie KSD réwno-
czesnie uniemozliwiajac poznanie warto$ci x potrzebnej do zapewnienia warunku
PR-korelacji.

(b) Warunki oznaczaja tacznie, ze Bolek prawidtowo odgaduje wartos¢ x dla kaz-
dej otrzymanej wiadomosci m od Alicji, tj. dysponuje odpowiednig zmienna G sko-
relowana ze zmienng x. Jak pokazemy nizej, z tego faktu wynika, ze wiadomo$¢ m
musiala zosta¢ uzyta do przestania wartosci x. Aby to wykaza¢, podobnie jak w punk-
cie (a) musimy rozpatrzy¢ dwa przypadki, gdzie zakladamy, Zze w ogdlnosci jest to
mozliwe (i) bez wykorzystania KSD, badz tez (ii) po uprzednim wykorzystaniu KSD.

Przypadek (i) rozpatrujemy analogicznie jak w punkcie (a), przy czym tutaj roz-
patrujemy zmienna x zamiast A. Rozpatrzmy zatem przypadek (ii). Gdy wartos¢ A
nie jest w pelni znana, argumentacja jest analogiczna jak w punkcie (a). Pozostaje
jedynie mozliwos$¢, gdy znana jest wartos¢ zaréwno zmiennej A, jak réwniez x, tzn.
Bolek dysponuje zmiennymi odpowiednio G, i G, zaleznymi w ogé6lno$ci od m, b, y, B.
Zauwazmy, ze ze wzgledu na fakt, ze KSD z pewnym niezerowym prawdopodobien-
stwem zwraca losowg wartos$¢ B (co wynika z braku uprzedniej pelnej wiedzy o warto-
sci A) wartos¢ G, (G,) nie moze zaleze¢ od zmiennej B. W przeciwnym razie zmienna
G, (G,) z pewnym prawdopodobienistwem nie bytaby skorelowana z A (x). Tym sa-
mym zmienna G, (G,) moze zaleze¢ jedynie od m, y (gdzie wykorzystalismy fakt, ze
zmienna b zalezy wylacznie od y). Zauwazmy teraz, ze skoro wartos¢ x jest znana,
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to zachodzi I(G, : x) = 1. Biorac dodatkowo pod uwage I(G, : A), mamy:

I(G; :A)+1(Gy: x) <I(m,y :A)+I(m,y : x)
<I(y:A+Im:Aly)+I(y:x)+I(m:x|y)
=I(m:Aly)+I(m:x|y)
<I(m:Ax|y)+I(x:Aly)
=I(m:Ax|y)
< min{H(m|y), H(x,Aly)}
<H(mly)
<1, (6.49)

gdzie w pierwszej linii skorzystaliSmy z nieréwnosci przetwarzania danych, w trzeciej
linii z niezaleznosci x oraz A od y, w czwartej linii wykorzystalismy silna subaddy-
tywnos¢ entropii, a w piatej fakt, ze zmienne x oraz A sa niezalezne od siebie. Z
nieréwnosci (6.49) wynika, ze I(G, : A) = 0, tj. pelna znajomos¢ x implikuje pelng
nieznajomos¢ A. Zatem, jakkolwiek mozna symulowac¢ PR-korelacje, nie mozna otrzy-
mac rownoczesnie poprawnie dziatajacego KSD. W tym przypadku otrzymywany ka-
nal A jest kanalem wymazujacym z prawdopodobienistwem wymazywania &€ = % (ze
wzgledu na dzialanie wylacznie uKSD¥).

(c) W zaleznosci od wartosci m Bolek poprawnie odgaduje wartos¢ A (p,,(Alm =
0) = 1) badz x (p,(Alm = 0) = 1). Zauwazmy jednak, ze dana sytuacja nie moze
mie¢ miejsca, o ile rozklad prawdopodobienstwa p(A, x) miatby by¢ jednorodny, jak
w przypadku uKSD, gdzie wartosci x i A generowane sg losowo. Niech przyktadowo
Bolek z prawdopodobienstwem réwnym 1 zgaduje wartos¢ A =1 w przypadku m =0
oraz z prawdopodobienstwem réwnym 1 zgaduje wartos¢ x = 1 w przypadku m = 1.
Widzimy, ze prawdopodobienstwo p(A = 0,x = 0) = 0, poniewaz dla dowolnego m
jedna z wielkosci x i A musi by¢ réwna 1. Tym samym nie istnieje taczny rozktad praw-
dopodobienstwa dla trzech zmiennych p(A, x, m), ktéry speiatby obydwa warunki
na raz.

(d) Przypadek ten rozpatrujemy analogicznie jak przypadek (c).

Podsumujmy powyzsze przypadki. Widzimy, ze: albo (a) niemozno$¢ poznania x
uniemozliwia uzyskanie PR-korelacji, albo (b) otrzymujemy PR-korelacje z dodatko-
wym kanatem wymazujacym (z prawdopodobienstwem wymazywania ¢ = p(y = 1))
uzyskanym z czesciowo dziatajacego KSD.
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Przypadek (2).

Pokazemy, ze jesli bit komunikacji zostaje uzyty do przestania informacji o wyjsciu
A po stronie Alicji, mozliwe powstate kanaly A mozna otrzymac¢ z kanatu wymazuja-
cego z prawdopodobienstwem wymazywania € = %

Musimy rozwazy¢ dwie mozliwe sytuacje: (2a) warto$¢ b nie zalezy od y; (2b)
wartos¢ b zalezy od y. Z Lematu 16 wiemy, ze obie sytuacje mozemy rozpatrywac
catkowicie oddzielnie, tzn. z pominieciem mozliwych strategii mieszanych, gdzie b
moze zaleze¢ od y tylko czesciowo (przyktadowo z prawdopodobienstwem % b=y,
a z prawdopodobienstwem % b jest catkowicie losowe).

(2a). Zauwazmy, ze jesli b jest niezalezne od y, to mozemy przyjac, ze b = const,
dzieki czemu KSD funkcjonuje jak kanat binarny transmitujac odpowiednia infor-
macje a,. Jesli jednak wymuszamy otrzymanie warunku PR-korelacji, wtedy Bolek
musi zna¢ warto$¢ x [98]. Z drugiej strony, jesli Alicja uzyje kanatu binarnego w celu
przestania wartosci x, wtedy nie jest mozliwe réwnoczesne przestanie informacji z
za pomoca tego samego kanatu. Tym samym, mozliwy kanat A musi mie¢ zerowgq
pojemnos¢ (por. (6.49)).

(2b). Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze b = y (przypadek b = y moze
by¢ rozpatrzony analogicznie). Skorzystajmy z Lematu 15. Zaktadajac, ze dla kazdej
wartos$ci B mozna otrzymac¢ PR-korelacje, mamy ze dla B = 0 jedynie trzy z czterech
mozliwych zdarzen xyB = 000,010, 100, 110 moga mie¢ miejsce i podobnie, dla B =
1 jedynie trzy z czterech mozliwych zdarzen xyB = 001,011,101,111 moga mie¢
miejsce. Ponizej przedstawione zostaly wszystkie 16 mozliwosci tych zdarzen:

(yxB) (yxB) (yxB) (yxB)

000 000 000 001
001 001 011 010
1)]o010 ]|, 2){ 010 |, 3)] 100, 9] 100 |,
011 011 101 101
100 101 110 111

\111/ \110 \111/ \110)
[yxB\ (yxB\ (yxB\ (yxB\

000 000 000 001
001 010 001 010
5(o10{, 6){ 011 |, 7)] 011 ]|, 8011 |,
100 101 100 100
101 110 101 110

\ 111 \111 ) \ 110/ \111 )
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(yxB) (yxB) (yxB) (¥ xB)

000 000 000 001
010 001 001 010
991011 |, 100010 |, 11){ 011 |, 12)| 011 |,
100 101 100 100
101 110 110 101

\111) \111) \111) \110)
(yxB\ fyxB\ (yxB\ (yxB\

000 000 000 010
001 001 001 011
13)| 010 |, 149|010, 15| 100, 16)| 100
011 011 101 101
100 110 110 110
\ 101 \111) \111) 111

Rozwazmy jakie kanaly z x do B implikujg te zdarzenia. Zauwazmy, ze mozemy wy-
r6zni¢ nastepujace klasy:

e dla y =1, B jest deterministyczna funkcja x (przypadki 11 2);
e dla y =0, B jest deterministyczna funkcja x (przypadki 3 i 4);

e przynajmniej jedna warto$¢ x (konkretna warto$¢ moze zaleze¢ od y) jest do-
ktadnie przekazywana do B (przypadki 5-12).

Pozostate przypadki (13-16) nie moggq by¢ zrealizowane, gdyz zdarzenia zreduko-
wane do xy nie oddaja wszystkich czterech mozliwosci 00,01,10,11, czego wyma-
gamy jesli prawdopodobienstwa p(x,y) maja by¢ niezerowe. Zauwazmy dalej, ze
sposrod 12 przypadkéw mozemy wyszczegdlni¢ 3 przypadki reprezentatywne, z kté-
rych pozostate 9 otrzymac¢ mozna poprzez zastosowanie negacji bitéw dla zmiennych
x,y,B:

(i) dla y = 0 mamy B = x (przypadek 3 jako reprezentatywny dla przypadkéow
1-4);

(i) dla y =0, x = 0 implikuje B = 0, natomiast dla y = 1, x = 0 implikuje B =1
(przypadek 6 jako reprezentatywny dla przypadkow 5-8);

(iii) dla y = 0, x = 0 implikuje B = 0, natomiast dla y = 1, x = 1 implikuje B = 1
(przypadek 9 jako reprezentatywny dla przypadkéw 9-12).

(i). Z warunku dziatania KSD dla y = 0 mamy B = a,. Tym samym, chcac wiernie
odtworzy¢ wartos¢ x musimy dokona¢ kodowania x — a,. Bit z kodujemy natomiast
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xyB xBy kanat kodowanie kodowanie kanat

x — B dlax=0 dlax=1 z —B
000

x=0 x=1
010 000 0—0
U J Z — szum

306 110 1-—-1
110 aO = O aO =1
061+ 001

0—0 x=0 x=1
011 011 0 U U vy
101 101 151 4= 0 =z

— = =

111 111 ! !

Tab. 6.1: Schemat kodowania dla przypadku 3. Dla bitu z otrzymujemy kanat wymazujacy
z prawdopodobienstwem wymazywania p(y =0) = %

do drugiego wejscia KSD z — a,. Przedstawiony schemat kodowania dla przypadku
3 zobrazowany zostat w Tabeli 6.1. Powyzszy protokdt kodowania sprowadza sie do
protokotu przedstawionego na Rys. 6.7. Otrzymany w ten sposob kanat A jest kanatem
1

wymazujacym z prawdopodobienstwem wymazywania réwnym p(y = 0) = 3

1 1
&(z) = §|0)<0|f ® [I)(I] + 5'1)<1|f ® |z)(z]. (6.50)

(ii). W celu wiernego odtworzenia wartosci x musimy dokona¢ nastepujacego ko-
dowania: dla x = 0 kodujemy 0 do wejscia a, oraz 1 do wejscia a;; dla x = 1 do
wejs¢ a, oraz a; kodujemy bit z. Dla bitu z otrzymujemy kanat, bedacy kanatem ttu-
miacym amplitude. Dla y = O jest to kanat A,: warto$¢ O jest transmitowana bez
zmian 0 — 0 z prawdopodobienistwem réwnym 1, natomiast wartos¢ 1 jest thtumiona
1 — 0,1 z prawdopodobienstwem réwnym p(x = 0) = % Dziatanie kanatu A, mozna
przedstawi¢ w formie

Aofz) = 51001+ 52 el (65D

Podobnie, dla y =1 jest to kanat A;: wartos$¢ 1 jest transmitowana bez zmian 1 — 1
z prawdopodobienstwem rownym 1, natomiast warto$¢ O jest ttumiona 0 — 0,1 z
prawdopodobienstwem réwnym p(x =0) = % Dziatanie kanalu A; mozna przedsta-
wi¢ w formie

M@ =51+ Sl el (652

2

Tym samym lacznie uzyskujemy kanat A, ktérego dziatanie jest dane wyrazeniem

1 1
A(z) = §|O)<O|f ®AO(Z)+§|1><1|f ® Ay(2), (6.53)
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xyB xBy kanat kodowanie kodowanie kanat
x —B dlax=0 dlax=1 z — B

000
o160 000 0—0 x=0 x=1 y. Z
100 100 /! J U Z
110 110 1-1 a,=0 ap =2 szum
00t 101 0 O x=0 x=1 Z
011 /

011 X U U z
101 N\
111 111 1-1 a; =1 a, =3z szum

Tab. 6.2: Schemat kodowania dla przypadku 6. Dla bitu z otrzymujemy kanat ttumiacy
amplitude z prawdopodobiefistwem ttumienia p(x =0) = %

gdzie flagi |0)(0|; oraz |1)(1|; odpowiadaja wartosci y wybranej przez Bolka.

Przedstawiony schemat kodowania dla przypadku 6 zobrazowany zostal w Tabeli
6.2.

(iii). W celu wiernego odtworzenia wartosci x musimy dokona¢ nastepujacego ko-
dowania: dla x = 0 kodujemy O do wejscia a, oraz bit z do wejscia a;; dla x =1 ko-
dujemy bit z do wejscia a, oraz 1 do wejscia a,. Dla bitu z otrzymujemy kanat, bedacy
kanatem tlumigcym amplitude. Dla y = O jest to kanat A,: warto$¢ O jest transmito-
wana bez zmian 0 — 0 z prawdopodobienstwem réwnym 1, natomiast wartosc 1 jest
tlumiona 1 — 0,1 z prawdopodobienistwem réwnym p(xy = 00) + p(xy = 11) = %
Podobnie, dla y =1 jest to kanat A;: wartos¢ 1 jest transmitowana bez zmian 1 — 1
z prawdopodobienistwem réwnym 1, natomiast warto$¢ O jest thtumiona 0 — 0,1 z
prawdopodobienstwem réwnym p(xy = 00) + p(xy = 11) = % Podobnie jak w
poprzednim przypadku, lacznie uzyskujemy kanat A, ktérego dziatanie przedstawic
mozna jako

1 1
A(z) = Elo)(()'f ®AO(Z)+§|]-><1|f ® Ay(2). (6.54)

Przedstawiony schemat kodowania dla przypadku 9 zobrazowany zostat w Tabeli
6.3.

Podsumowujac powyzsze przypadki widzimy, ze dla bitu z kanat A jest: (i) kana-
tem wymazujacym z prawdopodobienstwem wymazywania € = p(y = 0) = %, (i)
kanatem tlumiacym amplitude z prawdopodobienstwem tlumienia p(x = 0) = %,
(iii) kanatem tlumiacym amplitude z prawdopodobienstwem ttumienia p(xy = 00)+
plxy=11)= % Jak pokazemy ponizej, jesli wartosci x i y byly generowane losowo
niezaleznie od siebie (kazdy wynik 0 lub 1 z prawdopodobienstwem %), to odpowied-
nie kanaly thumiace amplitude mozna otrzymac¢ z kanalu wymazujacego. W tym celu

zapiszmy dziatanie kanatu wymazujacego z prawdopodobienstwem % W nastepujacej
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xyB xBy kanat kodowanie kodowanie kanat
x —B dlax=0 dlax=1 z — B

000
010 000 0—0 x=0 x=1 /z
100 100 /! J U Z
110 110 1-1 a,=0 ap =2 szum
00t 001 0-—0 x=0 x=1 Z
011 /

011  \, U J z
101 N\
111 111 1-1 a, =3z a =1 szum

Tab. 6.3: Schemat kodowania dla przypadku 9. Dla bitu z otrzymujemy kanat ttumiacy
amplitude z prawdopodobienstwem ttumienia p(xy = 00) 4+ p(xy =11) = %

formie:
1 1
&(z) = 710){0l; ® [I}{I| + S[1)(1]; ® [2)(z], (6.55)
gdzie stany |0)(0|; oraz |1){1|; sa odpowiednig informacja (,,{laga”) o wyborze wej-

$cia do KSD dokonanym przez Bolka. Niech teraz Bolek dokona nastepujacego prze-
tworzenia informacji:

e losowa zmiana flagi |1)(1]; na |0){0[; lub |1)(1|; przy zachowaniu wyniku
|2) (z]:

1
Hﬂﬂf®kﬂﬂ-*EUOHmf+U)UU)®BHﬂ; (6.56)

e losowa zmiana flagi |0)(0|; na [0)(0|; lub [1)(1|; przy zmianie wyniku |T)(I| na
|0)(0| lub |1)(1| odpowiednio do nowej flagi:

1 1
10)(0l; ® II{I] — 510)(0l; @ [0){0[ + 1) (1] @ [1)(1]. (6.57)
Po tak zastosowanym przetworzeniu informacji otrzymamy

1/1 1 1/1 1
3 (310001 el0y0l + 511, eIl + 3 (Fl000) + )1l ) @1

1 1 1 1 1 1
= 510001, ® (Zi0)01+ el ) + 51011y @ (G111 + el
= 210)(0]; ® Aya) + 511 (1], @ Ay (2) (659

gdzie przez Ay(z) i A;(z) oznaczyliSmy odpowiednie kanaly thumiace amplitude. Oczy-
wiscie, przy odpowiednio dobranej zmianie szumu na poszczegdlne stany |0)(0| lub
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|1) (1| mozna otrzyma¢ dowolng kombinacje kanatéw A;(z). Widzimy zatem, ze kazdy
z rozwazanych kanatéw tlumiacych amplitude mozna otrzymac¢ z kanatu wymazuja-
cego, o ile prawdopodobienstwo wymazywania wynosi € = %

Zwro¢my uwage, ze kodowanie wartosci z w przypadkach (i)-(iii) mogloby w
ogolnosci wykorzystywa¢ dowolna funkcje z, co jednak nie doprowadzi do zwiek-
szenia pojemnosci kanatu A(z), co wynika z nieréwnosci przetwarzania danych [94].

Rozpatrzone przypadki (1) oraz (2) dowodza tezy twierdzenia.ll



Rozdziat 7/
Podsumowanie

Niniejsza rozprawa zostala poswiecona zbadaniu wybranych wtasnosci korelacji
wystepujacych w mechanice kwantowej oraz ogdlnych teoriach probabilistycznych.

Rozdziatl 2 stanowit przeglad najwazniejszych wiadomosci teoretycznych dotycza-
cych matematycznego ujecia zagadnien poruszanych w tej pracy.

W Rozdziale 3 rozwazyliSmy metode aktywacji tamania nieréwnosci CHSH opartg
na wykorzystaniu wielokrotnej wymiany splatania kwantowego w tancuchu dwuqubi-
towych stanéw kwantowych. Pokazali$my, ze po dokonaniu dostatecznie duzej liczby
wymian splatania przy odpowiednich wynikach pomiaréw Bella na stanach nietamia-
cych nieréwnosci CHSH mozliwe jest otrzymanie stanu kwantowego tamiacego te
nieréwno$¢. Minimalna liczba wymian splatania kwantowego potrzebna do aktywacji
nielokalnosci zalezy od poczatkowych standw, przy czym aktywacje mozna otrzymac
nawet je$li stan centralny p, posiadal dowolnie mata wage stanu splatanego. Nalezy
zwrdci¢ uwage, ze pokazana tutaj aktywacja tamania nieréwnosci CHSH rézni sie ja-
kosciowo od wyniku uzyskanego w [99] gdzie aktywacje tamania nieréwnosci CHSH
pokazano w inny sposéb w uktadzie dwdch uzytkownikdéw.

W Rozdziale 4 wprowadziliSmy dwie miary kontekstualnosci: wzajemna infor-
macje kontekstualnosci oraz wzgledna entropie kontekstualnosci. Pomimo, ze defi-
nicje obu miar bazuja na odmiennych podejsciach ilosciowego ujecia kontekstualno-
$ci, ich wartosci dla danych ukladéw maja taka sama wartos$¢, a tym samym sg one
rownowazne. W dalszej kolejnosci skupiliSmy sie na wyznaczeniu wartosci wzgled-
nej entropii kontekstualnosci dla nastepujacych uktadéw: kwadratu Peresa-Mermina,
gwiazdy Mermina [6-8], uktadu KCBS [9], oraz ogdlnych uktadéw taricuchowych (w
tym m.in. uktad Popescu-Rohrlicha [2, 3]). Nalezy zwrdci¢ uwage, ze wprowadzona
miara kontekstualnosci pozwala na uniwersalny sposéb poréwnywania kontekstual-
nosci réznych uktadéw. Dzieki temu moglismy stwierdzi¢, ze warto$¢ miary kontek-
stualnosci dla uktadu KCBS oraz ukladu kwantowego maksymalnie tamiacego nie-
rowno$¢ CHSH jest o rzad wielkosci mniejsza niz wartos¢ miary dla uktadu Popescu-
Rohrlicha czy kwadratu Peresa-Mermina oraz gwiazdy Mermina.

W Rozdziale 5 wprowadziliSmy relacje wykluczania informacji ograniczajace sume
dwdch wzajemnych informacji dla odpowiednich par obserwabli mierzonych przez
odleglych uzytkownikéw na wspétdzielonych stanach kwantowych. Pierwsza z nich
ogranicza sume dwodch wzajemnych informacji w przypadku, gdy jedna osoba mierzy
zawsze tylko jedng obserwable, natomiast druga mierzy jedna z dwdch obserwabli.
Pokazalismy, ze ta relacja jest silniejsza niz relacja wykluczania informacji Halla [4],
ktéra wynika bezposrednio z zasady nieoznaczonosci Maassena-Uffinka [5]. Podali-
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$my dowdd tej relacji dla pewnych szczegdlnych przypadkdéw, oraz dla peosci pre-
zentacji przytoczyliSmy dowdéd w ogdlnym przypadku przedstawiony w pracy autor-
stwa Colesa i Pianiego [20]. Druga relacja wykluczania informacji ogranicza sume
dwodch wzajemnych informacji w przypadku, gdy obie osoby mierza jedng z dwdéch
obserwabli. PodaliSmy dowdd relacji dla pewnej szczegdlnej klasy stanéw kwanto-
wych, jednak pozostaje pytanie, czy dana relacja jest stuszna dla dowolnych stanéw.

Rozdziat 6 poswieciliSmy poréwnywaniu réznych zasobéw. Wprowadzilismy uktad
gwiqzany z kodem swobodnego dostepu (uKSD), ktéry wraz dodatkowym bitem in-
formacji dziala jak kod swobodnego dostepu. Nastepnie pokazalisSmy, ze jesli uktad
ten spelnia warunek niesygnalizowania to jest on réwnowazny uktadowi Popescu-
Rohrlicha. W dalszej czesci sformutowali$my nieréwnos¢ wiazaca rédzne zasoby, przy
czym wykazalismy, ze dysponujac dowolnym uKSD, bitem komunikacji oraz bitem
wspoétdzielonej losowosci mozemy zasymulowac uktad Popescu-Rohrlicha otrzymujac
jednoczesnie kanal wymazujacy.
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