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1. WSTEP

Zalozenia dotyczace typu zmiennosci wystepujgcej na badanym rynku
finansowym determinujg mozliwe do zastosowania metody modelowania
i prognozowania. Tradycyjne pochodzace od Louisa Bacheliera podejscie
zwigzane z hipotezg efektywnosci rynku traktuje zmiany stop zwrotu akcji
i indeksow jako procesy bigdzenia przypadkowego. Badacze przyjmujacy
hipoteze efektywnosci rynku zaktadajg zwykle, ze zmiany cen akcji moga
by¢ dobrze opisane za pomoca niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie normalnym. Jednak analiza tych zmian na realnie funkcjonuja-
cych rynkach wydaje sie przeczy¢ temu zatozeniu. Prébg alternatywnego
podejscia do analizy rynkéw finansowych jest sformutowana przez E. E. Petersa
hipoteza rynku fraktalnego. W swoich ksigzkach Peters zwraca uwage na
istotny skladnik deterministyczny zmian cen akcji i proponuje zastosowa-
nie do ich badania teorii chaotycznych uktadéw dynamicznych. W pracy [2]
przeprowadzona zostata analiza dynamiki polskiego rynku akcji pod katem
jego losowosci, badz chaotycznego determinizmu.

Uzyskane wartosci parametréw sugerujg pewng niejednorodnosé¢ wyste-
pujacej na nim zmiennosci ze wskazaniem na istnienie istotnej chaotycznej
sktadowej deterministycznej.

W niniejszej pracy zostata podjeta proba oceny poszczegélnych segmentdw
tego rynku ze wzgledu na charakteryzujgce je typy zmiennosci w wyzej
rozumianym sensie. Jako materiat empiryczny przyjeto notowania in-
dekséw Warszawskiej Gietdy Papieréw Wartosciowych z okresu do
23.02.2001 r. Wszystkie obliczenia zostaly wykonane za pomocg progra-
mow Excel 97 i DMC.

2. HIPOTEZA RYNKU FRAKTALNEGO

Hipoteza efektywnosci rynku zaklada, ze biezace ceny sg odbiciem
wszystkich dostepnych publicznie informacji, do ktérych wszyscy inwesto-
rzy majg jednakowy dostep, a poniewaz dziatajg racjonalnie, wiec wyceniajg
akcje jednakowo. Nie ma zatem mozliwosci uzyskania na rynku nadzwy-
czajnych zyskéw. Hipoteza rynku fraktalnego przedstawiona w 1994 roku
przez Petersa opiera sie przede wszystkim na obserwacji, ze dtugosé hory-
zontu czasowego ma znaczacy wplyw na zachowanie inwestora tzn. inne
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decyzje podejmuje osoba dazgca do osiggniecia zysku w krotkim czasie,

a inne podejmujgca inwestycje ditugoterminowe. W [9] zatozenia hipotezy

rynku fraktalnego sformutowane sa nastepujaco:

1) globalny rynek sktada sie z duzej liczby uczestnikdw o réznych global-
nych horyzontach czasowych;

2) informacja ma rézny wplyw na decyzje inwestoréw o réznych horyzon-
tach czasowych;

3) stabilno$¢ rynku jest gtdwnie rezultatem jego ptynnosci. Rynek ziozony
z wielu inwestoréw o réznych horyzontach czasowych gwarantuje ptyn-
nosc;

4) ceny waloréw odzwierciedlajg kombinacje handlu krétkoterminowego (opi-
sywanego przez analize techniczng) i dtugoterminowego (analiza funda-
mentalna).

Diugotrwate trendy instrumentéw finansowych sg wynikiem ich powig-
zan z cyklami koniunkturalnymi.

Ponadto, przyjmuje sie, ze rynki finansowe majg nature fraktalng
zwigzang jednak z diugoterminowym trendem deterministycznym. Mate-
matycznym narzedziem opisu modeli opartych na hipotezie rynku fraktal-
nego jest teoria uktadéw dynamicznych, w szczeg6lnosci teoria chaosu.

3. CHAOTYCZNE UKLADY DYNAMICZNE

Dyskretnym ukfadem dynamicznym nazywamy pare (M, f), gdzie
M jest pewnym podzbiorem przestrzeni Rn nazywanym przestrzenig sta-
now uktadu, a f : M—M dyfeomorfizmem, czyli wzajemnie jednoznacznym
przeksztatceniem gltadkim z gtadka odwrotnoscig. Ewolucje uktadu w cza-
sie opisuje parametryzowana momentami czasu rodzina punktéw okresla-
jacych kolejne stany. Nazywamy ja trajektorig tego stanu. Elementami
trajektorii stanu x sa obrazy tego punktu w kolejnych iteracjach prze-
ksztatcenia f, a zatem jest ona zbiorem {y eM:y =f n(x), n > 0}.

Chaotycznymi ukladami dynamicznymi nazywa sie takie ukiady dyna-
miczne, w ktdrych zachowanie trajektorii jest bardzo wrazliwe na niewielkie
nawet zmiany punktu poczatkowego, tzn. ze bliskie na poczatku trajekto-
rie odchodzg od siebie na dang odlegtos¢ po pewnej okreslonej, skoriczonej
liczbie krokdw. Inng z charakterystyk chaotycznego uktadu dynamicznego
jest posiadanie tzw. ,dziwnego” atraktora.

Atraktor ukitadu dynamicznego jest to podzbidér przestrzeni stanéw, do
ktérego zmierzajg (sa przyciggane) punkty z pewnego otoczenia tego pod-
zbioru, nazywanego obszarem przyciggania atraktora. Je$li trajektoria
punktu wejdzie do atraktora, to juz go nigdy nie opusci. Podane wyzej
okreslenie nie jest Sciste, ale wystarcza na potrzeby tej pracy. Doktadna
definicje mozna znalez¢ w [8], [4],

Atraktor A ukiadu dynamicznego (M, f) nazywa sie [(dziwnym”, jezeli
uktad jest w zbiorze A wrazliwy na zmiane warunkéw poczatkowych oraz
zbior A ma skomplikowang strukture geometryczng (np. jest fraktalem).
Jednym ze wskaznikéw ztozonosci struktury geometrycznej atraktora jest



Ocena charakteru zmiennosci polskiego rynku akcji 137

jego wymiar pojemnosciowy Kotmogorowa. Méwimy, ze zbidr ograniczony
S ¢ R f ma wymiar pojemnosciowy Kotmogorowa D, jesli

e>0 log—
e

gdzie N(e) jest minimalng liczbag kul o promieniu e w RP potrzebng do pokrycia
zbioru S.

Dla ,regularnych” obiektow geometrycznych wymiar pojemnosciowy po-
krywa sie ze zwyktym wymiarem euklidesowym, w szczegolnosci jest liczbg
catkowitg. Ogolnie jednak nie musi by¢ liczba catkowitg. Wymiar pojemno-
sciowy nie bedacy liczbg catkowitg wskazuje na skomplikowang strukture
geometryczng obiektu.

Wyliczenie zdefiniowanego powyzej wymiaru pojemnosciowego jest za-
zwyczaj trudne. W zwigzku z tym Grassberger i Procaccia zaproponowali
w roku 1983 [3] inne podejscie do badania wymiaru atraktora. Wyznacza-
nie liczby Nie) zastgpili mierzeniem odlegtosci pomiedzy punktami pewnej
zawartej w atraktorze trajektorii. Zmiana ta prowadzi do pojecia tzw.
wymiaru korelacyjnego Dc.

Zalozmy, ze atraktor zanurzony jest w przestrzeni euklidesowej skon-
czonego wymiaru i niech foy} bedzie trajektorig gestg w atraktorze. Dla
kazdego r > 0 mozemy zdefiniowaé catke korelacyjng C(r) wzorem

N

Cin=lim —X Y O(V- \xi-xj I|
NN Jj=Utjy

gdzie | | oznacza dtugos¢ wektora, a0(s) =jo’ §<o'

Wedtug Grassbergera i Procaccii, dla matych wartosci r, C(r) zachowuje
sie jak potega r. Mozemy zatem napisa¢ C(r) = rDc. Wystepujacy tu wyktad-
nik Dc nazywa sie wymiarem korelacyjnym.

Wymiar korelacyjny Dc jest wymiarem probabilistycznym, tzn. C(r)
mozna interpretowa¢ jako prawdopodobienstwo tego, ze odlegtosé dwadch
punktow trajektorii nie jest wieksza od r. Jesli punkty xi pokrywajg atra-
ktor rownomiernie, to Dc = D. W ogoélnym przypadku prawdziwa jest
nierownos¢ Dc a D. Dla wielu znanych atraktoréw, nawet jesli wyliczone
dla nich wymiary D i Dc nie sg réwne, to réznig sie nieznacznie. Wymiar
korelacyjny jest zatem dobrym oszacowaniem wymiaru Kotmogorowa.

Ocena czy ukiad dynamiczny jest uktadem chaotycznym opiera si¢ na
stwierdzeniu wrazliwosci trajektorii uktadu na zmiane warunkoéw poczat-
kowych. Dobra miare tej wrazliwosci stanowig parametry nazywane wy-
ktadnikami Lapunowa. Opisujg one geometryczne wiasnosci ,dziwnych”
atraktoréw polegajace na jednoczesnym Sciskaniu i rozcigganiu trajektorii
uktadu w réznych kierunkach we wnetrzu atraktora. Dodatnia wartos¢
tzw. pierwszego wyktadnika Lapunowa w obszarze atraktora oznacza, ze
uktad jest w atraktorze wrazliwy na zmiane warunkoéw poczatkowych.
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Uzywane w pracy jako alternatywa chaotycznego ukfadu determini-
stycznego pojecie uktadu losowego oznacza tutaj taki uktad, dla ktérego
w danym momencie czasu wartosci wspotrzednych wektora stanu okreslo-
ne sa jedynie przez rozktad prawdopodobienstwa, a zatem wektor ten jest
wektorem losowym.

4. ANALIZA CHARAKTERU ZMIENNOSCI SZEREGOW CZASOWYCH

Jesli przyjmiemy zatozenia teorii rynku fraktalnego, to na rynek akgji
mozemy patrze¢ jak na pewien uklad dynamiczny Stan tego ukiadu
w kazdej chwili jest opisany przez wektor z przestrzeni Rn, ktérego wspot-
rzedne stanowig wartosci charakteryzujgcych go parametrow. Wszystkie
mozliwe takie wektory tworzg przestrzenn stanow M. Niestety nie wiemy,
ani jakie to sg parametry, ani ile ich jest. Mozemy obserwowac tylko
pewne sygnaty zalezne od realizowanych stanéw, ktére mozna traktowaé
jako wartosci obciecia pewnych funkcji okreslonych na rozwazanej prze-
strzeni do realizowanej trajektorii. Poniewaz punkty orbity parametry-
zowane sa czasem, to w istocie otrzymujemy roznego rodzaju szeregi
czasowe. Przyktadami takich sygnatéw opisujgcych rynek akcji mogg byé
szeregi czasowe notowan indekséw gietdowych.

Zro6dio: Opracowanie wiasne.

Poniewaz nie znamy liczby opisujgcych rynek parametrow, wiec nie
znamy wymiaru przestrzeni stanéw rynku, ani zmiennych opisujgcych po-
szczeg6lne wspdtrzedne punktéw bedacych jej elementami. Tym bardziej
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nie mamy informacji o odwzorowaniu ani o realizowanej trajektorii. Mimo
tego mozemy za pomocg pewnych narzedzi matematycznych [6], [2] podjaé
prébe oceny tego, czy zmienno$¢ wystepujgca na badanym rynku ma cha-
rakter chaotyczny, czy tez losowy. W przypadku potwierdzenia hipotezy
0 deterministycznym charakterze zmiennosci mozemy oszacowa¢ minimal-
ng liczbe parametrow potrzebnych do jej opisu.

Narzedzi do analizy ukladéw dynamicznych na podstawie generowanych
przez nie szeregébw czasowych dostarcza teoria stworzona przez F. Takensa
[7], Udowodnione przez niego twierdzenie umozliwia zrekonstruowanie
przestrzeni fazowej w takim stopniu, ze jest mozliwe okreslenie pewnych
jej istotnych wiasnosci.

Rozwazmy ciag wszystkich mozliwych ukitadéw n kolejnych elementéw
szeregu czasowego (Y(i)} zawierajgcego N obserwacji:

[7(2), Y(2), Y(3).... Y(n)],
[Y(2), Y(3), Y(4).... Y(n+1)],
[Y?3), Y(4), Y(5),... Y(n+2)],

[YIN- n+ 1), YN-n+2), YIN- n+ 3)...Y(N)].

Mozemy go traktowaé jako cigg N - n + 1 wektoréw w Rn. Kazdy taki
wektor bedziemy nazywaé n-historig szeregu czasowego {Y(i))K

Twierdzenie Takensa [7] moéwi, ze poza wyjatkowymi sytuacjami, jesli
n jest dostatecznie duze w stosunku do wymiaru przestrzeni stanéw, tzn.
n >2m + 1, to ft-wymiarowy obraz przestrzeni stanéw, ktérego czesScig jest
cigg n-historii, oddaje w poprawny matematycznie sposob jej wiasnosci.
W szczeg6lnosci, trajektoria w przestrzeni R” skonstruowana za pomocg
ciggu n-historii jest poprawng rekonstrukcjg trajektorii generujacej badany
szereg czasowy (Y(i)}.

Niech dany bedzie szereg czasowy (Y(;)}, o ktdrym zakladamy, ze jest
sygnatem pochodzacym z trajektorii gestej w pewnym atraktorze deter-
ministycznego ukiadu dynamicznego. Korzystajgc z twierdzenia Takensa
rekonstruujemy ten atraktor w pewnej przestrzeni zanurzenia R”. Gdy nie
znamy wymiaru oryginalnej przestrzeni fazowej ukifadu, to odpowiednig
wartos¢ wymiaru przestrzeni zanurzenia znajdujemy, obliczajgc wymiar
korelacyjny dla coraz wiekszych wartosci n, az do jego ewentualnej stabili-
zacji.

Poniewaz punkty atraktora sg silnie powigzane i zageszczajg sie w okre-
Slonych miejscach niezaleznie od wymiaru przestrzeni zanurzenia, wiec
jesli wymiar korelacyjny atraktora rekonstruowanego osiggnie wymiar
atraktora ,prawdziwego”, to dalsze zwiekszanie wymiaru przestrzeni zanu-
rzenia nie powinno zwieksza¢ wymiaru atraktora rekonstruowanego.

Jesli teza o deterministycznym charakterze uktadu nie jest uzasadniona,
czyli jesli uktad jest losowy, to punkty rekonstruowanej trajektorii wypetniajg
przestrzen zanurzenia we wszystkich kierunkach i wymiar korelacyjny rosnie
nieograniczenie ze wzrostem wymiaru przestrzeni zanurzenia.

Tak wiec, gdy szereg czasowy generowany jest przez ukiad determini-
styczny, wymiar korelacyjny stabilizuje sie poczawszy od pewnego wymiaru
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przestrzeni zanurzenia. W przypadku, gdy sygnat pochodzi od uktadu loso-
wego i jest realizacjg ciggu niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie, otrzymywany dla kolejnych wartosci n wymiar korelacyjny
w praktyce powinien by¢ bliski n.

Rekonstrukcja tego typu zostata wykorzystana w pracy [2] do analizy
charakteru zmiennosci polskiego rynku akcji na podstawie dziennych noto-
wan indeksu WIG. Uzyskane tam wyniki sugerujg, ze polski rynek akcji
jest w znacznym stopniu chaotyczny. Obecnie za pomoca tej samej metody
przeanalizujemy szeregi czasowe indeksow WIG20, MIDWIG, TECHWIG,
WIRR oraz subindekséw WIG-banki, WIG-budownictwo, WIG-informatyka,
WIG-spozywczy, WIG-telekomunikacja. Rezultatem powinna by¢ odpowiedz
na pytanie o charakter zmiennosci, jakg charakteryzujg sie poszczeg6line
segmenty analizowanego rynku akgji.

5. ZMIENNOSC POLSKIEGO RYNKU AKCJI

Analiza rozwazanych szeregéw czasowych bedzie przebiegata nastepu-
jaco. Najpierw za pomocg narzedzi pochodzacych z pracy Takensa [7]
dokonamy w kazdym przypadku rekonstrukcji przestrzeni fazowej. Nastepnie
dla odtworzonych przestrzeni wyliczymy wymiary korelacyjne. Stabilizowa-
nie sie wymiaru korelacyjnego ze wzrostem wymiaru zanurzenia sugeruje
chaotycznos¢ badanego ukladu. Potwierdzeniem tej tezy bedzie uzyskanie
dodatniej wartosci pierwszego wyktadnika Lapunowa. Wyktadniki Lapuno-
wa dla danych eksperymentalnych stosunkowo tatwo dajg sie wyznaczy¢
numerycznie.

W pracy [2] uzyskano warto$¢ wymiaru korelacyjnego 2,7 i dodatnia
wartos¢ pierwszego wyktadnika Lapunowa dla szeregu czasowego WIG.
Zastosowane tam metody zostang wykorzystane obecnie do ustalenia typu
zmiennosci réznych segmentow polskiego rynku akgji.

Jednym z podstawowych probleméw powstajgcych przy badaniu chara-
kteru zmiennosci eksperymentalnych szeregéw czasowych jest typ szeregu,
jaki nalezy podda¢ analizie. Wiekszos¢ szeregéw uzyskiwanych jako obser-
wacje rynkow finansowych charakteryzuje sie bardzo silna autokorelacjag
spowodowang istnieniem trendu deterministycznego. W literaturze przed-
miotu [5], [1] sugeruje sie zatem badanie zmiennosci szeregu dopiero po
usunieciu trendu. Metoda ta zostata zastosowana réwniez w [2], Podobnie,
w obliczeniach przeprowadzanych w niniejszej pracy z rozpatrywanych
szeregbw usunieto trend deterministyczny.

Rysunek ponizej przedstawia procedure wyznaczania wymiaru korelacyj-
nego dla szeregu czasowego indeksu WIG20 z usunietym trendem potego-
wym. Po lewej stronie znajduje sie 28 wykreséw przedstawiajacych w skali
logarytmicznej (podstawa logarytmu jest 2) zaleznos¢ catki korelacyjnej
C{r) od r dla zanurzen trajektorii generujgcej badany szereg czasowy
w przestrzenie Rn, n = 3, 4, .., 30. Dla kazdej z 28 krzywych mozna
dobra¢ metoda regresji liniowej prostg przyblizajaca ja na pewnym prze-
dziale. W mysl definicji wymiaru korelacyjnego, przy zatozeniu, ze na
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rozwazanym przedziale catka korelacyjna zachowuje sie jak potega r,
wspotczynnik kierunkowy takiej prostej jest réwny odpowiedniemu wymia-
rowi korelacyjnemu. Po prawej stronie przedstawiono 28 wykreséw ,, po-
chodnych” odpowiednich funkcji z rysunku po lewej. Stabilng w sensie
zaleznosci od r i n warto$¢ tych pochodnych przyjmujemy za oszacowanie
wymiaru korelacyjnego atraktora zrekonstruowanego, a wiec, na mocy
twierdzenia Takensa, réwniez atraktora ,prawdziwego”. Z obliczenn przed-
stawionych na powyzszych wykresach wynika, ze jako warto$¢ wymiaru
korelacyjnego mozemy przyja¢ Dc =2,7.

Zrédio: Opracowanie whasne.

Kolejny wykres
przedstawia zaleznosé
wymiaru korelacyjnego
od wymiaru zanurzenia.
Stabilizacja nastepuje
na poziomie 2,7.

Zrodio: Opracowanie whasne.
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Uzyskana wartos¢ wyktadnika Lapunowa jest dodatnia. Zatem mozna

dopusci¢ mozliwos¢, ze szereg czasowy WIG20 jest generowany przez chao-
tyczny ukiad dynamiczny.

Kolejne rysunki pokazujg wyznaczanie wymiaru korelacyjnego i wy-
ktadnika Lapunowa dla indeksu WIRR. Wymiar korelacyjny stabilizuje sie

na poziomie 3,3, pierwszy wyktadnik Lapunowa jest réwniez dodatni. Oz-

nacza to, ze szereg ten jest generowany przez chaotyczny uktad determini-
styczny, do ktorego opisu
potrzeba co najmniej
czterech zmiennych.

Zrodio: Opracowanie wiasne.
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oo gg<sios

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Pierwszy wyktadnik Lapunowa dla WIRR

Zrédio: Opracowanie wiasne.

Szereg czasowy indeksu TECHWIG charakteryzuje sie wyktadnikiem
Lapunowa oscylujgcym wokot O.
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Powyzszy wykres wskazuje, ze uktad generujacy indeks TECHWIG nie
jest chaotyczny

Twierdzenie Takensa pozwala na rekonstrukcje atraktora generujgcego
szereg czasowy uktadu dynamicznego za pomocg ciggdéw n-historii. Ponizej
przedstawione sg rzuty na ptaszczyzny dwuwymiarowe zrekonstruowanych
w przestrzeni R 5 atraktoréw dla ukladéw generujgcych szeregi czasowe
indeksu WIG20 oraz subindeksu WIG-banki.
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Zrodto: Opracowanie wiasne.

Zestawienie uzyskanych rezultatow dla wszystkich badanych szeregow
przedstawia ponizsza tabela.

Indeks Wymiar korelacyjny Wyktadnik Lapunowa

WIG20 2,7 dodatni
MIDWIG 34 0
TECHWIG 34 oscyluje wokoét 0
WIG-banki 4,2 dodatni
WIG-budownictwo 2,5 dodatni

WI G-telekomunikacja 2,7 dodatni
WIG-spozywczy 2,8 dodatni
WIG-informatyka 2,6 dodatni

WIRR 33 dodatni

Zrodio: Opracowanie wiasne.

6. PODSUMOWANIE

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze szereg czasowy indeksu
WIG20 zachowuje sie podobnie jak szereg WIG-u [2], Jego zmiennos¢
zawiera istotng sktadowag deterministyczng. Wymiar korelacyjny stabilizuje
sie na poziomie 2,7. Oznacza to, ze generujacy ten szereg ukiad dynamicz-
ny nie moze by¢ opisany przez liczbe zmiennych mniejsza niz 3. Wyktadnik
Lapunowa przyjmuje wartosci dodatnie, co oznacza chaotycznos¢ uktadu
dynamicznego. Podobnymi parametrami charakteryzujg sie réwniez subin-
deksy WIG-budownictwo, WIG-informatyka i WIG-telekomunikacja. Szereg
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czasowy opisujacy zmiennos¢ notowan akcji sektora bankowego ma wymiar
korelacyjny 4,2 i dodatni pierwszy wyktadnik Lapunowa. Do opisu generu-
jacego go ukiadu dynamicznego potrzeba co najmniej pieciu zmiennych.
Wymiary korelacyjne dla szeregéw indeksow MIDWIG, TECHWIG oraz
WIRR przekraczajg 3. Zatem notowania Srednich spotek, spotek segmentu
innowacyjnych technologii oraz rynku réwnolegtego réwniez wykazujg bar-
dziej ztozony typ zmiennosci wymagajacy do opisu co najmniej czterech
zmiennych. Wyktadnik Lapunowa indeksu TECHWIG przyjmuje zaréwno
wartosci dodatnie jak i ujemne. Mogtoby to wskazywaé na brak chaotycznej
sktadowej jego zmiennosci. Jednak wynik ten moze by¢ réwniez skutkiem
stosunkowo niewielkiej liczby obserwacji (290). Wartosci rozwazanych para-
metrow uzyskane dla MIDWIG-u takze sugerujg brak skiadowej chaotycznej.

Wyniki uzyskane w niniejszej pracy potwierdzajg tezy Petersa dotyczace
chaotycznego determinizmu uktadoéw opisujgcych rynek akcji. Otrzymane
wartosci wymiaréw korelacyjnych sg podobne do tych charakteryzujgcych
rynki w panstwach Europy Zachodniej, USA i Japonii (wymiar korelacyjny
zawarty miedzy 2 a 3) [6], [4]. Jednak parametry dotyczgce niektérych
sektorow rynku wskazujg na bardziej zlozony charakter ich zmiennosci
w poréwnaniu z sytuacjg na rynkach bardziej rozwinietych.
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DIAGNOSING THE POLISH STOCK MARKET VOLATILITY

Summary

The paper presents an attempt to diagnose the Polish stock market volatility by testing for
the presence of chaotic deterministic generators of stock index returns of selected sectors of the
market. Some evidence is provided for the existence of such generators in the low dimensions for
most of the tested sectors.



