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STRESZCZENIE

Rozprawa doktorska poswiecona jest wyznaczaniu doktadnych przewidywan teore-
tycznych wtasnosci atomowego helu i molekuty wodoru w ramach teorii NRQED
oraz z wykorzystaniem funkcji jawnie skorelowanych. Wymagato to rozwiniecia me-
tod obliczeniowych, zbudowania oprogramowania dedykowanego poszczegdlnym za-
gadnieniom, a nastepnie wykonania ztozonych obliczen numerycznych.

Obliczenia dotyczace molekuly wodoru zostaly wykonane w podejsciu w pet-
ni nieadiabatycznym. Dla Hy, HD oraz HT zostal wyznaczony wiodacy rzad statej
ekranowania, ktory uwzglednia efekty skonczonej masy jadra. Na podstawie otrzy-
manych wynikow dla HD i HT oraz dostepnych pomiaréw NMR zostaly wyznaczone
momenty magnetyczne deuteronu i trytonu. Jesli przedstawiony w pracy wynik sta-
tej ekranowania dla Hy zostanie uzupetiony o poprawke relatywistyczna, mozliwe
bedzie ustalenie bezwzglednej skali przesunie¢ chemicznych w spektroskopii NMR
protonu. W przypadku helu-3 zostata wyznaczona stata ekranowania razem z po-
prawka QED. Doktadnos¢ wyniku pozwala na ustanowienie nowego standardu dla
absolutnej magnetometrii.

W pracy zostaly przedstawione wyniki dotyczace poziomoéw energii czasteczki
wodoru. Po uwzglednieniu poprawki QED do energii dysocjacji HD otrzymano wy-
nik, ktory byt rozbiezny z dostepnym wowczas eksperymentem o 3.2 0. Po 4 latach
ukazata sie publikacja przedstawiajaca wynik nowego pomiaru, ktory potwierdzit
nasze przewidywania. Przedstawione wyniki nieadiabatycznej poprawki relatywi-
stycznej dla czasteczek Hy oraz HD w stanach wzbudzonych rotacyjno-wibracyjnie
J =1,2, v = 0,1,2, maja potencjat zosta¢ wykorzystane do wyznaczenia energii

przejsé¢, wychodzac naprzeciw najdoktadniejszym obecnie eksperymentom.



ABSTRACT

The doctoral dissertation concerns accurate theoretical predictions of atomic
helium and hydrogen molecule properties. The calculations were performed with
the use of explicitly correlated functions and the NRQED theory, that required
development of computational methods, and dedicated software for each task.

The direct nonadiabatic approach was used in all calculations regarding the hy-
drogen molecule. The leading order of the shielding constant was determined for
the Hy, HD and HT molecules. The obtained HD and HT shielding constant values
were used for determination of deuteron and triton magnetic moment. Moreover,
supplementing the H2 shielding constant with a relativistic correction, may result in
determination of the absolute scale of chemical shifts in the proton NMR spectrosco-
py. In case of the helium-3 shielding constant, the QED correction was determined.
The accuracy of obtained value permits establishing a new standard for absolute
magnetometry.

Moreover, the results of the hydrogen molecule energy levels were presented. Ap-
plying the determined QED correction to the HD dissociation energy led to acquiring
results that diverged over 3o from those obtained in experiment. Four years later,
the result of a new experiment was published confirming our predictions. The pre-
sented results of the nonadiabatic relativistic correction for Hy and HD molecules
in rovibrational excited states J = 1,2, v = 0, 1, 2 have the potential to be used for

determination of the transition energies and thus verifying experimental data.
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Rozdziat 1

Wstep

Chemia kwantowa pozwala opisywa¢ budowe atoméw i czasteczek, oddziatywania
miedzy nimi oraz procesy chemiczne zachodzace z ich udziatem. Jej szybki rozwoj
bytby niemozliwy bez poltaczenia wiedzy i umiejetnosci chemikow, fizykéw, matema-
tykow oraz informatykow, co pokazuje, jak wazna jest synergia dyscyplin naukowych.
Implementacja metod kwantowochemicznych dostarcza narzedzi, ktore umozliwia-
ja doktadne ustalanie struktury ztozonych zwiazkéw chemicznych, czy okreslanie
ich wtasnosci spektroskopowych. Wspotezesne metody chemii obliczeniowej, jak te
oparte na teorii funkcjonaléw gestosci czy wyznacznikach Slatera, znalazty zastoso-
wanie nie tylko w badaniach podstawowych, ale réwniez w przemysle. Modelowanie
enzymow, lekéw, polimeréw, baterii, pétprzewodnikow - to tylko niektore obsza-
ry, w ktérych chemia obliczeniowa jest coraz czeSciej czynnikiem umozliwiajacym
innowacje [1-4]. Jednakze, ze wzgledu na ograniczenia wynikajace ze stosowanych
przyblizen w metodach obliczeniowych, wyniki teoretyczne sg otrzymywane prze-
waznie z doktadno$cia znacznie mniejszg od tej odpowiadajacej precyzyjnym ekspe-
rymentom spektroskopowym. Mowimy tu o doktadnosci chemicznej odpowiadajacej
najczesdciej wielkosei 1kceal - mol™! [5].

Lekkie uktady atomowe i molekularne omawiane w tej pracy sa badane na zupet-
nie innym poziomie doktadnosci. Obecnie, dzieki rozwinieciu dla tego typu uktadéw
zaawansowanych metod teoretycznych opartych na nierelatywistycznej elektrody-
namice kwantowej (NRQED), oraz metod obliczeniowych wykorzystujacych bazy
funkcji jawnie skorelowanych, mozliwe jest otrzymywanie przewidywan teoretycz-

nych na poziomie doktadno$ci ~ 1 MHz (9.5 - 1078 keal - mol™!) [6].
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Teoria NRQED zostata przedstawiona w 1968 przez Caswella oraz Lepage’a [7]
i oparta jest na rozwinieciu poziomow energii uktadu w rachunku zaburzen w sta-
tej struktury subtelnej «. Inne jej sformutowanie oparte na konstrukcji efektyw-
nego hamiltonianu podal Pachucki [8], ktére pozwala na wyznaczenie w kolejnych
rzedach a poprawek relatywistycznych, radiacyjnych (QED) czy efektéw struktury
jadra atomowego. Co istotne, NRQED jest jedynym podejsciem, ktére umozliwia
uwzglednianie wymienionych wyzej efektéw w sposob systematyczny.

W teorii NRQED energie catkowitg uktadu przedstawia sie jako szereg rozwiniety

w stalej struktury subtelnej «
E(a) = E®@ L pW L pG 4 g6 L g0 ... (1.0.1)

gdzie E™ ~ ma™. Pierwszy element E®) odpowiada energii nierelatywistycznej, ko-
lejne dwa wiodacej poprawce relatywistycznej oraz QED; natomiast elementy E™
dla n > 6 oznaczajg efekty QED wyzszych rzedow. Wyprowadzenie kazdej kolej-
nej poprawki w rownaniu (1.0.1) jest coraz trudniejszym zadaniem, ktére wyma-
ga gtebokiego zrozumienia subtelnych oddziatywan elektromagnetycznych obecnych
w uktadzie. Otrzymywane przewidywania teoretyczne w ramach NRQED osiagaja
niejednokrotnie doktadnosé¢ wspotczesnych eksperymentéw wykorzystujacych spek-
troskopie laserowa [9,10]. Co wiecej, daja one impuls nie tylko do wykonania coraz
bardziej precyzyjnych pomiaréw, ale takze istotnie przyczyniaja sie do rozwoju me-
tod eksperymentalnych.

Historia badan energii dysocjacji czasteczki wodoru siega poczatku rozwoju me-
chaniki kwantowej. W 1926 roku Witmer przedstawit eksperyment, w ktorym wyzna-
czono warto$¢ energii dysocjacji czasteczki wodoru Do(Hs) = 35000(1300) cm ™! [11],
a rok poézniej pojawita si¢ pierwsza praca teoretyczna autorstwa Heitlera i Londona
dotyczaca tego zagadnienia [12]. Z kolei, w 1933 James i Coolidge przedstawili wy-
nik obliczen teoretycznych Dg(Hz) = 35970(160) cm™! [13]. Znaczace sa takze prace
opublikowane w 1964 i 1968 roku przez Kotosa i Wolniewicza [14,15], gdzie zostata
przedstawiona warto$¢ Do(Hs) = 36 113.6(3) cm™! istotnie rozbiezna w poréwnaniu
do wyniku spektroskopowego otrzymanego przez Herzberga [16]. Przeprowadzony
w 1970 roku poprawiony eksperyment potwierdzil przewidywania teoretyczne [17].

Od tamtych czaséw nastapil znaczny postep zaréwno w pomiarach spektroskopo-
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wych, jak i obliczeniach teoretycznych. Obecnie energia dysocjacji czasteczki wodoru
znana jest z dokladnodcig do 25 x 107% cm ™! i wynosi 36 118.069 632 cm ™!, a niepew-
noéé jest spowodowana przez szacowanie poprawki ma’, ktérej kompletna postaé nie
jest znana [18].

Podobnie jak w przypadku czasteczki Hs, teoretyczne przewidywania energii dy-
socjacji oraz przejs¢ rotacyjno-wibracyjnych dla réznych izotopomerow molekuty
wodoru mogg by¢ zestawiane z dostepnymi precyzyjnymi pomiarami spektroskopo-
wymi. Przedstawione w tej pracy obliczenia zostaly wykonane w podejsciu w petni
nieadiabatycznym (ang. Direct Nonadiabatic Approach - DNA), ktérego istota jest
jednakowe traktowanie jader i elektronéw na poziomie hamiltonianu i numerycz-
nej reprezentacji funkcji falowej. W tym podejéciu obliczenia przeprowadzane dla
czasteczek heterojadrowych, np. HD i HT, réznig si¢ od obliczen wykonywanych
dla uktadéow homojadrowych ze wzgledu na tamanie symetrii gerade-ungerade. In-
teresujacym zagadnieniem byto opracowanie efektywnej metody konstrukeji funkeji
falowej, ktora przedstawiono jako rozwiniecie w bazie funkcji o rozréznionych sy-
metriach - zaréwno gerade, jak i ungerade. Obliczenia dotyczace czasteczki wodoru
zostaly wykonane za pomoca jawnie skorelowanych funkcji Gaussa (z ang. ECG),

ktére w podejsciu DNA sa postaci

2 2 2 2 2 2
N —QQiTa, —Q02TE, —A03TE,— Q12T 50 —A13T%, —a23T
¢ = rge 10101022 T a0s oy 1270137302373 (1_0.2)

gdzie ry oznacza odlegtos¢ miedzy elementami a oraz b; indeksy 0, 1 odpowiada-
ja jadrom, a 2, 3 elektronom; n przyjmuje wartosci naturalne parzyste. Rozwiniete
i zaimplementowane nowe metody obliczeniowe umozliwity otrzymanie precyzyjnych
funkcji falowych, ktére nastepnie postuzyty do wyznaczenia wiodacej poprawki QED
a® do energii stanu podstawowego. O ile przedstawione w naszych pracach [6,19]
obliczenia dla Hy i Dy byly zgodne z eksperymentem, o tyle w przypadku HD réznica
wynosita 3.20. Otrzymany przez nas wynik teoretyczny energii dysocjacji czasteczki
HD wzbudzit zainteresowanie ze wzgledu na rozbieznos¢ z pomiarem eksperymental-
nym. Faktycznie, w sierpniu br. ukazala sie publikacja [20] przedstawiajaca wynik
nowego eksperymentu, ktory potwierdzil nasze przewidywania teoretyczne z 2019
roku [6].

Innym ciekawym zagadnieniem przedstawionym w rozprawie sa doktadne ob-

10



Rozdziat 1 Wstep

liczenia dotyczgce energii stanow wzbudzonych w podejsciu DNA. Umozliwia one
zestawienie teorii z wynikami pomiarow dla szeregu przejsé¢ rotacyjno-wibracyjnych
mierzonych w ostatnich latach z doktadnoscig rzedu 1 MHz i wyzszej. Otrzymywa-
ne wyniki nie zawsze sa ze soba zgodne, czego przyktadem moga by¢ przejscia w
czasteczce HD przedstawione w ostatnim okresie w pracach [21,22]. Systematyczna
rozbiezno$¢ pomiedzy eksperymentem, a przewidywaniami teoretycznymi wyzna-
czanymi oprogramowaniem H2SPECTRE [23] jest prawdopodobnie konsekwencja
nieuwzglednionych efektéw nieadiabatycznych relatywistycznych i QED. Stanowi-
to to silng motywacje do wykonania doktadnych obliczen, nowymi, rozwinietymi
przez nas metodami, ktére pozwalajg na uwzglednienie efektéw nieadiabatycznych
w podejsciu DNA. W trakcie studiéw doktoranckich jednym z moich zadan byto
wyznaczenie nieadiabatycznej poprawki relatywistycznej dla czasteczek Hy oraz HD
w stanach o catkowitym momencie pedu J = 1,2 oraz liczbie wibracyjnej v = 0, 1, 2.
Otrzymane wartosci, po uzupehieniu teorii o nieadiabatyczne efekty QED, maja
potencjal zosta¢ wykorzystane do wyznaczenia energii przejs¢, a tym samym zwe-
ryfikowania danych eksperymentalnych.

Kolejnym zagadnieniem, w ktérym teoria NRQED znajduje zastosowanie jest
wyznaczanie statych ekranowania jader w lekkich atomach i czasteczkach. Wymaga-
to to rozwiniecia metod teortycznych dla uktadéw znajdujacych sie w zewnetrznym
polu magnetycznym, odpowiadajgcym warunkom spektroskopii magnetycznego re-
zonansu jadrowego (NMR). Technika NMR, dzieki swojej nieinwazyjnosci, znalazta
szerokie zastosowanie nie tylko w nauce, ale rowniez w medycynie, farmacji, a nawet
kontroli jakosci produktéw spozywezych. Z punktu widzenia badan podstawowych,
spektroskopia NMR jest wykorzystywana do badania struktury zwigzkéw chemicz-
nych, ich czystosci, ale rowniez wyznaczania momentéw magnetycznych jader. Ana-
liza NMR oparta jest gtownie na pomiarach przesuniecia chemicznego ¢;, opisanego
w 1950 roku przez Proctora i Dickinsona [25,26], ktére definiuje sie jako réznice cze-

stosci rezonansowych obserwowanych dla badanej prébki v; oraz wzorca odniesienia

!Program H2SPECTRE jest w duzej mierze oparty na wynikach otrzymanych w nieadiabatycz-
nym podejsciu perturbacyjnym NAPT [24]

11
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Vrey W tym samym zewnetrznym polu magnetycznym [27, 28]

Vi — Vret Oret — Oj

106 _

Vyet 1— Oref

;[ppm] = 10° & (0pes — 03) - 10°. (1.0.3)

Powyzsze przyblizenie jest odpowiednie dla lekkich jader, dla ktorych stata ekrano-
wania o jest bardzo matla (o < 107?). Jako wzorzec w eksperymencie NMR wyko-
rzystywane sg substancje, ktore sg nie tylko niereaktywne, ale réwniez nie absorbuja
promieniowania elektromagnetycznego w zakresie, w ktorym pochtaniaja je badane
uktady. Znajomosé statych ekranowania pozwala wyznaczy¢ stosunek czestotliwo-
sci rezonansowych vy i vy dla dwoch réznych jader X 1Y znajdujacych sie w tym
samym, zewnetrznym polu magnetycznym. Dzigki temu mozliwe jest wyznaczenie

momentu magnetycznego jadra py zgodnie ze wzorem

1—o0x Vx |MY| Ix
O b 6 BiS 1.04
l—oy vy |ux| Iy ( )

o ile znane sa wartosci py oraz statych ekranowania oy i oy obu jader, gdzie I[x i Iy
oznaczaja spin jader. Odwrotnie, powyzsze réwnanie moze zosta¢ zastosowane do
wyznaczenia stalych ekranowania, o ile znany jest moment magnetyczny danego ja-
dra. Niemniej jednak, zawsze potrzebny jest wspomniany wczesniej wzorzec. W celu
ujednolicenia spektroskopii NMR, w 2001 roku Miedzynarodowa Unia Chemii Czy-
stej i Stosowanej (IUPAC) zarekomendowata wlasnosci magnetyczne jadra helu-3 ja-
ko wzorzec absolutny w spektroskopii NMR. Z tego wzgledu, eksperymenty majace
na celu wyznaczenie wlasnosci magnetycznych jader 'H, 7Li, 13C, 3P, 3537C] [29-32]
wykorzystuja opg. jako wzorzec. Co wiecej, w literaturze mozna znalez¢ badania,
ktore pokazuja, ze mozliwe jest wyznaczenie stalej ekranowania dla jadra z pomia-
ru NMR w momencie, gdy wielkos¢ ta jest znana z odpowiednia doktadnoscia dla
wzorca [33]. Takie podejécie pozwala na potaczenie metod NMR opartych na réznych
jadrach atomowych i stworzenie jednej, absolutnej skali opartej na wzorcowym ato-
mie helu-3. Jednakze, poziom doktadnosci odpowiednich eksperymentéw wymaga
uwzglednienia w obliczeniach efektow QED do stalej przestaniania .

Poprzednie obliczenia dotyczace stalej ekranowania 3He, ktére zostaly przedsta-
wione przez Rudzinskiego i wspotpracownikow [34], okazaly sie nie by¢ tak doktadne

jak wowczas sadzono. W 2012 roku Yerokhin wraz ze wspotpracownikami pokazal na

12
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przyktadzie atomu wodoru, ze rzeczywista warto$¢ poprawki QED do statej ekrano-
wania moze by¢ duzo mniejsza ze wzgledu na anomalnie duze kasowanie sie wktadow
logarytmicznych i statych [35]. W przypadku atomu helu w pracy [34], warto$¢ tej
poprawki byta estymowana na podstawie wynikéw uzyskanych dla uktadow wodoro-
podobnych. Takie podejscie sprawdza si¢ bardzo dobrze w przypadku wyznaczania
energii uktadu, jednakze przy wtasnosciach, takich jak wspomniana stata ekranowa-
nia, okazuje sie by¢ niepoprawne. 7 tego wzgledu konieczne byto wyznaczenie po-
prawki QED w oparciu o jej kompletng formute, wyprowadzong w ramach NRQED.
Ztozone obliczenia zostaty wykonane przy uzyciu bazy z jawnie skorelowanymi funk-
cjami Slatera

U(r1,re, T1g) = e MM Air2Tvin2 (1.0.5)

gdzie r{ oraz ry oznaczajg odlegtos¢ od jadra helu do poszczegdlnych elektronéw,
a 112 odleglto$é miedzyelektronows. Co wiecej, rozwineliémy metode optymalizacji
globalnej wspotezynnikow nieliniowych oy, 5;, v; w funkcjach Slatera. Ten rodzaj
optymalizacji nie byt wczesniej wykorzystywany dla tego typu funkcji.

Wyznaczanie stalej ekranowania dla czasteczki wodoru jak i jej izotopologéw byto
przedstawiane przez réznych autoréw [36-40], jednak byly to proby uwzgledniajace
jedynie wiodace efekty oparte na przyblizeniu Borna-Oppenheimera. W literaturze
brakuje wynikéw dla statych ekranowania z uwzglednieniem efektéow nieadiabatycz-
nych, a podawane oszacowania ich doktadnosci czesto oparte sa na niepewnosci
numerycznej, co w ogélnosci jest niepoprawnym podejsciem. Doktadne wyznaczenie
statej ekranowania dla czasteczki wodoru pozwolitoby zwigkszy¢ doktadnosé wyzna-
czanego eksperymentalnie momentu magnetycznego helu-3 [41]. To z kolei, umozli-
witoby przeniesienie otrzymanej doktadnosci na inne jadra z wykorzystaniem pomia-
row NMR. W przypadku czasteczek HD i HT poza absolutnymi wartosciami statej
ekranowania, istotna jest rowniez roznica miedzy nimi. To w oparciu o nig moz-
liwe byto bardzo doktadne wyznaczenie momentu magnetycznego deuteronu (iig)
i trytonu (p) [36,42].

Przeprowadzenie obliczen dotyczacych statych ekranowania w podejsciu w petni
nieadiabatycznym wiazato sie z rozwinigciem i implementacja nowych metod obli-
czeniowych. O ile w przypadku HD i HT jedynie optymalizacja stanéw posrednich

przy wyznaczaniu wartosci oczekiwanych operatoréow drugiego rzedu wymagata wy-
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korzystania funkcji bazowych o symetrii J = 1, o tyle dla czasteczki Hy sprawe
komplikuje fakt, ze w eksperymencie NMR nie jest widoczny sygnal izomeru spi-
nowego para (p-Hs). Z tego wzgledu, obliczenia zostaly przeprowadzone dla stanu
J = 1. Wymagato to uwzglednienia w obliczeniach stanéw posrednich operatoréw

drugiego rzedu elementéw o symetrii J = 0, 2 o nienaturalnej parzystosci, oraz J = 1

Wigkszo$¢ naszych wynikéw przedstawionych w rozprawie zostato opublikowa-

nych

1. M. Puchalski, J. Komasa, A. Spyszkiewicz, K. Pachucki: Dissociation energy
of molecular hydrogen isotopologues, Phys. Rev. A 100, 020503(R) (2019).

2. D. Wehrli, A. Spyszkiewicz-Kaczmarek, M. Puchalski, K. Pachucki: QFED Ef-
fect on the Nuclear Magnetic Shielding of > He, Phys. Rev. Lett. 127, 263001 (2021).

3. M. Puchalski, J. Komasa, A. Spyszkiewicz, K. Pachucki: Nuclear magnetic
shielding in HD and HT Phys. Rev. A 105, 042802 (2022).

Kolejna praca, w ktoérej zostang opisane rozwiniete przez nas metody dla podejscia

w pelni nieadiabatycznego jest w przygotowaniu.

Struktura pracy

Pierwszy rozdziat to niniejszy wstep do rozprawy. W rozdziale drugim zostaty przed-
stawione podstawy teoretyczne oparte na teorii NRQED dotyczace zagadnien ba-
dawczych, ktérych dotyczy ta praca. Powstal on w oparciu o publikacje dotyczace
atomow i czasteczek znajdujacych si¢ w zewnetrznym polu magnetycznym. Przed-
stawione zostaly formuty wyrazajace wiodacy wktad do statej ekranowania, oraz
poprawki relatywistyczna, QED i skoniczonej masy jadra. Omoéwiona zostata wyko-
nana przeze mnie regularyzacja czesci operatoréw obecnych w hamiltonianie Breita-
Pauliego.

Trzeci rozdziat zawiera zagadnienia dotyczace konstrukcji jak i optymalizacji
funkcji falowej dla atomu helu i czasteczki wodoru. Oméwione zostaly funkcje re-

prezentujace stany wzbudzone rotacyjnie. W przypadku molekuty wodoru, pokazano

14



Rozdziat 1 Wstep

formuly oraz rekurencje dla catek umozliwiajace wyznaczenie elementéw macierzo-
wych. Przedstawiono w nim rozwigzania pozwalajace na efektywng optymalizacje
wspoOtezynnikéw liniowych oraz nieliniowych, metody wykorzystywane do dekom-
pozycji macierzy otrzymywanych w trakcie rozwiazywania réwnania wtasnego, ale
takze opracowane i zaimplementowane przez nas rozwigzania umozliwiajace usu-
wanie oraz generowanie elementow bazy funkcji falowej. Efektywne modyfikowanie
wielkosci bazy, a tym samym polepszanie jakosci obecnych w niej elementow, jest
kluczowe dla precyzyjnych obliczen, zarowno dla modelowania stanu podstawowego
jak i stanow wzbudzonych. Oméwiony zostat wpltyw wspotezynnikow katowych oraz
parzystosci elementu bazy na optymalizowang wartosc.

W rozdziale czwartym przedstawione sg wyniki obliczen wartosci srednich wyko-
rzystanych w pracy operatorow. Dla kazdego z badanych uktadow przedstawione sa
wyniki energii nierelatywistycznej. W przypadku atomu helu zostaty pokazane wkta-
dy poszczegolnych sktadowych poprawki QED do statej ekranowania. Dla czasteczki
wodoru oprécz wartosci srednich operatoréw tworzacych wiodacy rzad statej ekra-
nowania, przedstawione sg wyniki operatoréw relatywistycznych. Podane sa sposoby
obliczania wartosci srednich operatoréw wyzszych rzedow.

Rozdziat piaty zawiera koncowe wyniki, ktére zostaly zestawione z poprzedni-
mi, obecnymi w literaturze. Omowione sa potencjalne zastosowania otrzymanych
wynikéw - statych ekranowania dla *He, HD, HT oraz H,, nieadiabatycznych po-
prawek relatywistycznych dla stanéw wzbudzonych rowibracyjnie (Hy i HD) oraz
nieadiabatycznej poprawki QED dla HD i HT w stanie podstawowym.

Praca zawiera dwa dodatki. Pierwszy z nich przedstawia rozwiniecia formut do-
tyczacych stalych ekranowania dla jadra helu i czasteczki wodoru oraz regularyzacje
osobliwych operatoréw obecnych w hamiltonianie Breita-Pauliego. Dodatek B za-
wiera tabele przedstawiajace energie nierelatywistyczne dla molekuty wodoru otrzy-

mane przy uzyciu funkcji falowych spetniajacych warunek ostrza elektronowego.

System jednostek

Wyrazenia umieszczone w niniejszej pracy zostaly przedstawione w systemie jedno-

stek naturalnych. Pozwala on na uproszczenie wyrazen dzieki stosowaniu nastepu-
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jacych przyréwnan:

c=h=g=1. (1.0.6)

Jednakze, formuty koncowe, ktore zostaly wykorzystane do obliczenn numerycznych
sa dodatkowo uproszczone - przedstawione sa w jednostkach atomowych. Wyko-
rzystywang w pracy jednostka energii jest Hartree, chyba ze podano inaczej. War-
tosci statych wykorzystywanych w pracy pochodzity z aktualnych danych w bazie
NIST [43].
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Teoria NRQED

W tej czedci pracy zostaly przedstawione formuty, ktore wykorzystatam do wyzna-
czenia badanych przeze mnie wlasnosci atomowego helu i molekularnego wodoru.
W przypadku atomu helu sa to wyrazenia opisujace stata ekranowania jadra ato-
mowego z uwzglednieniem poprawki relatywistycznej, QED oraz skonczonej masy
jadra. Natomiast, w izotopologach czasteczki wodoru interesowata mnie zaréwno
stata ekranowania, jak i poziomy energii stanu podstawowego oraz standéw wzbudzo-
nych rotacyjno-wibracyjnie.

Dla lekkich atoméw i molekut poziomy energii moga by¢ wyznaczane w pertur-

bacyjnym podejsciu opartym na rozwinieciu w statej struktury subtelnej « [7]
E(a)=> EM, (2.0.1)
n=2

gdzie wktad E™ jest rzedu ma”. Kazdy wspotczynnik E™ moze byé wyrazo-
ny poprzez wartosci srednie pewnego efektywnego hamiltonianu wyprowadzonego
w ramach nierelatywistycznej elektrodynamiki kwantowej (NRQED) [8]. Wioda-
ce efekty relatywistyczne ma? sa przedstawiane w literaturze w postaci hamilto-
nianu Breita-Pauliego. Takze wiodace efekty QED ma® z logarytmem Bethego i
cztonem Araki-Suchera na poziomie operatorowym znane sg juz od dluzszego cza-
su [44,45]. W przypadku poprawki ma®, pelna postaé¢ operatorowa jest znana dla
uktadow atomowych. Jednak ze wzgledu na bardzo ztozone obliczenia numeryczne
wyznaczono jej warto$¢ jedynie dla dla atomu helu [46-48], a ostatnio rozszerzono

takie obliczenia takze na czasteczke wodoru wyznaczajac poprawke do potencjatu
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Borna-Oppenheimera [49]. W kolejnym rzedzie ma’ ostatnio zostaly wyprowadzone
poprawki dla stanéw trypletowych w atomie helu, jednak istniejace niewyjasnione
znaczne rozbiezno$ci w poréwnaniu z wynikami spektroskopowymi wymagaja do-

datkowych weryfikacji wyprowadzen [50,51].

2.1 Opis statej ekranowania dla atomu helu

Mozliwym punktem wyjscia do otrzymania rozwiniecia (2.0.1) w ramach NRQED
jest wykorzystanie wyrazen z przeksztatcenia hamiltonianiu Diraca za pomoca trans-
formacji Foldy-Wouthausena. Kiedy rozwazane sg wlasnosci magnetyczne badanego
uktadu, np. stata ekranowania jadra atomowego, musimy uwzglednia¢ w opisie takze
wplyw zewnetrznego pola elektrycznego Ei magnetycznego B , ktére mozna przed-
stawi¢ za pomocy czterowektora potencjatu skalarnego i wektorowego (A%, A) [8]
- - A
B=VxA FE=-VA" - . (2.1.1)
ot
Hamiltonian Diraca dla elektronu oddziatujacego z zewnetrznym polem elektroma-

gnetycznym jest wtedy postaci
H=a -7+ p3m+eA, (2.1.2)

gdzie 1 = p— e/_f, a m to masa elektronu. Macierze @ oraz 3 wystepujgce w powyz-

szym réwnaniu sa postaci [52]
=1 , 8= , (2.1.3)
0

gdzie o' jest macierza Pauliego. Efekty zwigzane z anomalnym momentem magne-
tycznym k sa uwzgledniane poprzez rozszerzenie wzoru (2.1.2) o czton Pauliego [53].

Hamiltonian przyjmuje wtedy postaé [§]

— —

(iBa- E — 3% - B), (2.1.4)

H:o?ﬁ%—ﬁm—FeAO%—ﬁ
2m
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gdzie Kk = /(2 7). Obecne w réwnaniu Diraca operatory wymagaja uzycia relaty-
wistycznych funkeji falowych, ktore sa postaci bispinoréw. Wykorzystanie transfor-

macji Foldy-Wouthuysena, ktéra zdefiniowana jest w nastepujacy sposob [§]

HFW == €iS(H - i@t)e_is

— H4ilS, H] — ;[5, S, H]| — é[s, 1.5, H]]] (2.1.5)
+ 214[5, 15,1.[5, H]J) ~ § — 15,9 +

pozwala otrzymaé¢ réwnanie (2.1.4) w rozwinieciu nierelatywistycznym. Tego typu
przeksztalcenie pozwala uporzadkowac i okresli¢ wielko$¢ poszczegdlnych wyrazow
ze wzgledu na ich rzad w statej struktury subtelnej o, umozliwiajac systematyczne
zwiekszanie doktadnosci opisu atoméw i czasteczek w teorii NRQED. Obecny w row-
naniu (2.1.5) operator S dobierany jest w taki sposob, aby gorne i dolne sktadowe
diracowskiej funkcji falowej nie byty ze sobg sprzezone. Dla omawianego problemu,

hermitowski operator S przyjmuje postaé [54]

7 S I} 1 = o0
+ NGB - la-# 85 B)|. N
om' " am2 d
Rozwijajac prawa strone réwnania (2.1.5) otrzymujemy [54]
H _F 7?4—1—,40 (1+ )G - B+ ‘ (7,5 - } B2
W =5~ g gte - K)o - e R 8m3
—8—(1+2/§)(V-E+5-(E><7?—7?><E)) (2.1.7)
m?2

" ({7 B¢ -7+ (VxB)-7).

8m3

Hamiltonian Foldy-Wouthuysena w sposéb kompletny wyraza oddziatywania poje-
dynczej czastki z polem elektromagnetycznym i staje sie punktem wyjscia do opisu
uktadow z wieloma elektronami, co wymaga dodatkowo uwzglednienia oddziatywan

miedzy elektronami oraz wieloelektronowej funkcji falowej.
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2.1.1 Wiodacy rzad i poprawka relatywistyczna

Chcac skonstruowaé¢ hamiltonian dla dwuelektronowego uktadu atomowego, jakim
jest atomu helu, nalezy zsumowa¢ hamiltoniany Hpy, dla obydwu elektrondw, jak
rowniez rozszerzy¢ rownanie o cztony zwigzane z korelacja elektronowa. Sa to mie-
dzy innymi skltadowe wynikajace z nierelatywistycznych oddzialywan kulombow-
skich oraz poprawki relatywistycznej do oddziatywan elektron-elektron wyznaczanej
z amplitudy wymiany jednofotonowej. [8] Otrzymany w ten sposéb uogélniony ha-
miltonian Breita-Pauliego (Hpp) dla atomu helu w zewnetrznym polu magnetycz-

nym B jest postaci [8,54]

2
Hgp = Z H, + Hio, (2.1.8)
a=1
72 7 Za e(l+k) B¢ (., B.) (2.1.9)
a — - - - Oq * Dg Mg O0a * Da -1
2m  8m3 Ty 2m 8m3 - ¢
ezl 1 S, ek L = L Za(l+2K) |, Ty X T
e 9 9 3K = L, 2nZof 3 9 9 -
—|—6Tn(TE+TVP_4m2>(vaXBa)‘7Ta+3 ﬁ_FTE_I_TVp 5(Ta)a
a 4dra 3 1 (1+r)?

Ho=———|—4+7r2+ =12 7 2.1.10
12 " 3 <4m2—|—rE+2er+ 52 ) 7"12 ( )
+a|:2(1+li)( 7"12)(71'2—0'2 T12X7T1> (1+2H)(02'TT2X7?2

4m?2r3,
Lo a 67 riyrl)  3a(l+k)?aiod (rirh 6V
— . X J— J— PR —
01712 7T1)} 2m27r <r12+ =y e 2 =5 2 3
(2.1.11)
gdzie ris = 1, — 1y, oraz
2« m 5
o= 1 2.1.12
"B 7Tm2<n2e 6)’ ( )
2«
2
- 2.1.13
4 m 13
=——(-In—+—]. 2.1.14
am 37rm3< n2€+24> ( )

Parametry rg i ay; wyrazaja odpowiednio promien tadunkowy i polaryzowalnosé

magnetyczng elektronu. Wyrazenie 7% jest wyprowadzane ze znanej poprawki ra-
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diacyjnej do pola elektromagnetycznego [52], rgp jest zwigzane z poprawkami wy-
nikajacymi z polaryzacji prozni. Wzor na ay, zostal po raz pierwszy opublikowany
przez Yerokhina [35]. W sytuacji, gdy r3 = 7, = ay = £ = 0, tzn. gdy pomijamy
wktady QED, Hgp przyjmuje posta¢ standardowego hamiltonianu Breita-Pauliego,
ktéry mozna znalezé w [55].

W przypadku helu-3 stata ekranowania o jest wypadkowa dwoch zjawisk - po-
tencjatu A B wytworzonego przez zewnetrzne jednorodne pole magnetyczne B , oraz
potencjatu A; momentu magnetycznego [ jadra.
Bxi i ff, =

Ap = . (2.1.15)

ﬁm‘ =

! T
47TM

N =

Analogicznie do prac Ramsey’a [56,57], w ktérych zostata rozwinieta teoria ekra-
nowania magnetycznego w wiodacym rzedzie, w Hgp mozna wyrozni¢ nastepujace

sktadowe
HBP = HO =+ 5HA'E:A’I:0 + 5HA’I’A’E:0 =+ (SHA'EA‘I:O + (5HA‘E’A‘I + O(A%E), (2.1.16)

gdzie 0 jest zaburzeniem nierelatywistycznego hamiltonianu Ho, czton 6H 3 _ 3, _
jest niezalezny od pola magnetycznego, element o H A, Ap—o Jest liniowo zalezny od
pola A}, 5H1¢TE,A}=0 od fTE, natomiast 5HfTE,Ez zalezy liniowo od obu tych pol. Ze
wzgledu na to, ze stata ekranowania jest wyrazana jedynie przez elementy sprzezone
zaréwno z polem zewnetrznym jak i momentem magnetycznym jadra, interesujg nas

elementy proporcjonalne do iloczynu /i - B

1
6E = <5H/YE,/Y]> + 2 <5HA‘E,A_‘1 (EO _ HO)/ 5HA_‘E:1‘TI=0>

1
+ 2 <6HXI,XE=O m (SHA‘E7A‘I:0> + cee (2117)

gdzie 1/(Ey — Hp)' oznacza rezolwente. We wzorze (2.1.17) zostaly juz pominiete
elementy, ktore nie daja wktadu do statej ekranowania. Co wiecej, ze wzgledu na
symetrie stanu podstawowego, zaburzenia typu —3- za(ﬁa+2§) . B nie daja wktadu

do koncowego wyniku, co znacznie upraszcza koncowe wyrazenie.
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Uwzgledniajac powyzsze, wiodacy wktad do statej ekranowania o jest postaci

1/1 1
o = 3< + > (2.1.18)

(A1 L&)

natomiast poprawka relatywistyczna jest dana wzorem

o@ 2054) + a&) + agg + 0540) + a§4) (2.1.19)
2 /(1 1 1 7 4 1, (69 ripd\
@ _2/(2 L = ZES(R) — Pa SR — =i | — + —— | 9/
(2.1.20)

2 1 Z Tig- (T4 17)

4 _ _ - 2\ SR 2 9 4 4 T\

o= =l o] gty ot -t e - P

(2.1.21)

0(4):_} 771><]71+772><]32 1
6 r} r3 ) (E-H)

TLX PLPY + T2 X P2 Py + 71 X Py T X Py — 7 X Ty —= - (P + Pa)

12 T12 12
(2.1.22)
i d AN id i 0d i (2)
(4):_1 TiTL 3Ty 1 Zrlrl_Zr2r2 o j
R e I G e S LR
(2.1.23)
@_1 /(L 1\ (2" 7
7 12 <<T:1)) i Tg’) < Yy 712
1 1 (T X P )? .
-5 ] <apg+r3 +47o(7,) (2.1.24)

gdzie (p° ¢")® = p' ¢7 /2+p7 ¢'/2 — 67 - ¢/3 [34]. Ze wzgledu na to, ze powyzsza po-
prawka zostata wyprowadzona przy zatozeniu nieskonczenie ciezkiego jadra, nalezy

uwzglednié¢ réwniez poprawke skoficzonej masy jader o>,

2.1.2 Poprawka skonczonej masy jader

2)1)

Kompletna poprawka o> zostala wyprowadzona przez Pachuckiego [8,34] 1 jest

dana wzorem
20— ¢ (1 n 1) L v\, L (A-gn) [Py
3m \\r1 1o/ (Ey— Hpy) my 3m Zgn my
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(07 o = o = 1 Fa ﬁa
— X X —_— — X 2.1.25
+3m<(7’1 P2+ T2 pl)Eo—Hoza:TE mN>7 ( )
gdzie py = —p1 — P> jest pedem, a gy g-czynnikiem jadra, zdefiniowanym jako
_ ol (2.1.26)
gN = Zmp LN I A

m, oznacza mas¢ protonu, py magneton jadrowy, a g i I s momentem magnetycz-

nym i spinem jadra.

2.1.3 Wiodaca poprawka QED

Ogolna postaé operatoréw wechodzacych w sktad poprawki QED o® do statej ekra-
nowania wyprowadzil w ramach swojej pracy dyplowowej Dominik Wehrli [54].
Otrzymane przez niego wyrazenia stanowily punkt wyjscia do opracowania meto-
dy obliczeniowej, rozwiniecia oprogramowania oraz wykonania ztozonych obliczen

numerycznych. Poprawke o® mozna przedstawié¢ za pomocg sumy
0(5) :UBQ+0H—|-0L. (2127)

Wktady ukryte pod symbolem o5y pochodza od przesuniecia Lamba E®) wyzna-
czonego przy uzyciu funkcji falowej, ktéra uwzglednienia efekty od wiodacego rzedu

o). Warto$¢ op jest wyznaczana za pomocs wyrazenia

203 1 n 1 1 (164%_141 )5(_,)
0By = —+ — 3|+ - Iha T
B0 3m3 1 9 (EO - H())l 15 3 12

+ <Z - é + ln(oz_Q)) 432 [0(r7) + d(r3)] — 7023:7/ P ((ma1r12)3> }>’
(2.1.28)

gdzie P((m aryp)™3) jest operatorem Arakiego-Suchera [58]. Kolejne dwa elementy
oy oraz oy, nazywamy odpowiednio wktadem wysokoenergetycznym oraz niskoener-
getycznym. Wktad wysokoenergetyczny, oy otrzymuje sie z uogélnionego hamilto-

nianu Breita-Pauliego (2.1.10).

Ey = Z<—€2 an By - Brg — 66771 (r% + rsp - 477:2> Apa- (Vg % BI,G)>
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er = 1 e -
2( —=— ) 0y B 2 ,-B
-+ < om zb:ab I’b(Eo—Ho)’{%:[8m3{pa’a }
€ . 5 - - JeZa Ty =
+8m3{p“'B’““‘pa}‘W““'Q%XAE’“)}
e . . N - - . 5 -
CAm2rd, [(201 +02) - (M2 X App) = (202 + 1) - (M2 X AEJ)} }>

(2.1.29)

Po przeksztatceniach, poprawka do statej ekranowania pochodzaca od powyzszego

wyrazenia jest postaci

!
UH:UBl+UBQ+UB3,

gdzie (2.1.30)

a? (20 . m 301 4 . .
O = m3<9 lni ~ 108 + 15> (0(m1) + (7)),

2

a 1 4p%  4pE Za Za o)
_ 6 N _5 N . o o —». — —
gB2 3m3 <( (T1> (T2>> EO _HO [3m 3m r + Ty 37,.3 (Tl +T2) )
3a? vl e @
opy = — -
B3 16 wm3 r? r3 Ey — Hy
o o o . (2)
i ry Ty r'(ri +13) 2 i i
(Za A T + g (Bipi — pap3)
(2.1.31)

Ostatnia, trzecia sktadowa wyrazenia (2.1.27) dana jest wzorem

B 2w
31 m?2

o [ dn <(7?1 +7) (7 + 7?2)> — Epat Erp, (2.1.32)

E—-H—-k B

gdzie (...)p oznacza, ze warto$¢ oczekiwana jest wyznaczana przy uzyciu funkcji

falowej stanu podstawowego o energii E wyznaczonej z hamiltonianu

=2 =2 VA VA
H="t 4™ 29 2%, 9 (2.1.33)

2m  2m 1 Ty T19

oraz
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e

Zauwazmy, ze drugi element sumy z powyzszego wzoru (2.1.35) nalezy do poprawek

wyzszych rzedéw (ab), zatem

20 2¢€
orLB — glnmoﬁ

(0(71) + 6(7)) . (2.1.36)
Rozbiezne cztony - zawierajace € - obecne we wzorach o', oraz o wykasowuja sie
op1 = 0p + 0B, (2.1.37)

€O znaczenie upraszcza wyznaczanie koncowej wartosci poprawki i jednoczesnie jest
zgodne z oczekiwaniami.

Wyprowadzenie poprawki pochodzacej od Ep, 4 jest nietrywialnym zadaniem, kto-
re miedzy innymi wymaga rozwiniecia réwnania (2.1.34) w zewnetrznym polu ma-

gnetycznym
1 . 5 e - = L o
H=Hy+ —p-BU —-—L-B———pnu-U. (2.1.38)
3m 2m

Ponizej przedstawione sg koncowe formuty, ktore postuzyty do wyznaczenia wartosci

numerycznych. Poprawka FE 4 zostata podzielona na dwie czesci
Epa=FEa + Eas. (2.1.39)

Pierwszy czton wynika ze sprzegania si¢ z polem wyrazonym przez 1/(3m) ii - BU

(5) 2c
_ 2.1.40
gdzie
N = lim /edkal (2.1.41)
€E— 00 0
1 = k|2 (U (1 + Bo) (71 + 1)
(Eo — Ho) "' " " Ey—Hy— k" 72
1 1

5y + o) ———— (U — (U o+ ps) ) | (2.1.42
+<(p1+pz)E0_H0_k( { >)E0_H0_k(p1+pz)>1 ( )
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Rozdziat 2 Opis statej ekranowania dla atomu helu

Wykonujac podstawienie t = 1/v/1 + 2k, Ny otrzymujemy

1 Al t) — Al A1t2
Nt = /0 a0 v fa T (2.1.43)

gdzie elementy f3'!'i f31 pozwalaja na usunigcie rozbieznosci spowodowanych obec-

noscia €
gl= =2 <U(E0—1Ho)'(ﬁl +ﬁg)2> (2.1.44)
3= —2Dy (2.1.45)
Du= —4nZ <U(EO_1HO),(53(T1) + 53(7~2))> T 2m () + 0%(r2)) (21.46)

Trzymajac sie konwencji notacji poprawek typu Bethe-logarytmu powyzsze zalezno-

Sci wyrazane sa jako

Nai

In kAl = ﬁ,
1

(2.1.47)

co sprawia, ze pierwsza czeS¢ poprawki pochodzacej od wktadéw niskoenergetycz-

nych afl) jest postaci

20(2
5
0'(4 1) =

DAl hlkAl. (2148)
™m

Druga czes¢ wktadéw niskoenergetycznych pochodzi od dwoch pozostatych zaburzen

obecnych we wzorze (2.1.38) 1 wyraza sie jako

2

a
OpA2 = —m (1 + 3 In kAQ) DAQ, (2149)
gdzie
_ 3 3 - _ N
Dyr= 87 <6 (ry) + 6 (7’2)> i Inks = =—=. (2.1.50)
Do

Element N 4o, ktéry opisuje poprawke typu Bethe-logarytmu jest postaci

N = lim /Edkf“ (2.1.51)
0

€E—00
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; ij i 1 ' ‘ 1
faz =i K2 lz <U Bt ré)m(ﬂ“ +7"5)>

e e el et (R 1)1 RS

Ey—Hy—k Ey—Hy—k

Wykonujac podobne jak wczesniej podstawienie ¢ = 1/v/1+4 2k, Nas powyzsza

formuta moze zostaé¢ przedstawiona jako

A2(4\ _ pA2 _ pA2 42
NAQZ/Oldtf () 0 fact

5 , (2.1.53)

gdzie podobnie jak wczesniej pojawiaja sie elementy, ktére pozwalajg na usuniecie

rozbieznoéci spowodowanych obecnoscig €

| , o7
A2 i U NERY (L W
= (U'—=—— > 2| =5+ = 2.1.54
= (U (o Rt 7o x 1)) + (T%+T%><m+r2> (2.1.54)

Pelna poprawka QED

Ponizej przedstawiona jest kompletna formuta poprawki QED do statej ekranowania

dla helu-3. Wyrazenie jest przedstawione w postaci o™ = a5

60V = Gpo+ Gp1+ 02+ Ops+ Gar + Fan, (2.1.56)
2 1 1 1 47 119
00 = o — = — +1 —2)5* 5(73 2.1.57
B0 3 <<7‘1 * 7“2) (Eo — Ho)'[ 3 <3O +n(a™) ) [00r5) + 0(r2)] ( )
164 14 7 1
—+—1 > 0(r) — — P | —+ ,
(15 g e ) o) — 5 (r{g)D
~ 20 _ 1361 N o
G = (9 In(a~2) — 540) (8(71) + 8(7)) (2.1.58)
1 1 4 4 Z 7 1
o = = 5 (O = 00) g |57~ 57—+ 5 — g7 (R +7)
(2.1.59)
RN
. 3 rir] orird 1
_ _ 2.1.60
oB3 167T< ( 3 3 E,— H, ( )
o riry iy (i) 2, s
FNn el 12 (71 T 73 LA
[ 3 r3 + 373, + 3 (P} 1 — Pypd) )
2
0a1 = c—Dar Inkay, (2.1.61)
97
1
&AQ = — 97DA2 (1 + 3 lnk‘Ag). (2162)
T
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Rozdziat 2 Nieadiabatyczny opis czasteczki wodoru

2.2 Nieadiabatyczny opis czgsteczki wodoru

W podejéciu w pelni nieadiabatycznym (DNA), gdzie wszystkie czastki - zaréwno
elektrony jak i jadra atomowe sg traktowane jednakowo, hamiltonian nierelatywi-

styczny w jednostkach atomowych jest postaci

H=T+V (2.2.1)
=2 ) 52 2
7—_Po P1 P2 _P3 (2.2.2)

V—=— - - + —. (223)

Wskazniki 0, 1 odpowiadaja dwém jadrom znajdujacym sie w czasteczce, a 2 1 3
elektronom. Zgodnie z rachunkiem zaburzen, na ktérym oparta jest teoria NRQED,
wyznaczona z rownania Schrodingera z hamiltonianem (2.2.1) funkcja falowa umoz-
liwia wyznaczanie wartosci kolejnych poprawek do energii - relatywistycznej, QED

i wyzszych rzedow, ale takze statej ekranowania jadra atomowego.

2.2.1 Poprawka relatywistyczna i QED

Analogicznie jak w przypadku atomu helu, efekty relatywistyczne opisywane sg przez

hamiltonian Breita-Pauliego. Dla czasteczki wodoru jest on postaci [19]

4 i i .
Py Ly 4 L (09 rograg
Hgp = — — gt p3) —gpa| —+ p
%8771%( 8< 2+ ) 272\ rog 34 3

1 I 69 Té(arg(a o101 i 64 7“817”61 j
+2§mXpX( T )P e e T, )7

TXa Xa 0y o1 o1

T Os \ ¢3 3 n Os \ ¢
+ 5 Xza (1 + mg()é (rxa) + 78 (reg) + 5 Xza (1 + m§(>5 (rxa)
™ 530 551 3
—| =+ = 224

gdzie X oznacza indeks jadrowy, a a elektronowy. Wspotezynnik o, wynosi 0 dla
spinu jadra s = 0 lub 1; 1 dla spinu s = 1/2. W powyzszym wyrazeniu (2.2.4) nie
zostaly uwzglednione elementy zalezne od spinu elektronowego, poniewaz w stanie
podstawowym nie daja one wktadu do energii. Dwa pierwsze elementy Hpp odpo-

wiadaja za relatywistyczna poprawke do energii kinetycznej. Kolejne trzy elementy
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Rozdziat 2 Nieadiabatyczny opis czasteczki wodoru

nazywane sg poprawkami Breita, odpowiadaja za sprze¢zenie orbita-orbita. Pozosta-
le wyrazenia, proporcjonalne do tréjwymiarowej delty-Diraca 6°(r) odpowiadaja za
opis dwoch réznych efektow - oddzialywan spin-spin oraz Darwina. Mozna je inter-
pretowac¢ jako prawdopodobienstwo ”spotkania” si¢ dwoch czastek. Z tego wzgledu,
ostatni element z réwnania (2.2.4) jest pomijany przy wyznaczeniu poprawki rela-
tywistycznej - wynosi on ok 107°° dla stanu podstawowego Hy [59]

Petna postaé wiodacej poprawki QED E©®) dla czasteczki wodoru zostata po raz

pierwszy przedstawiona w publikacji [18].

E® = —£1Hk0—$<%+;£%>e+g a’r{<1+4nﬂ; —l-;ng 111(04’2)
- ;3 o 361 + nmé 1n<”;;> }<53(rm)> + (11654 + 134 na) (8%(r20))
~- B - B, (2.2.5)
EPY = — ;; % <lnko(H) +In ’;’:) - ;‘W <Zj>3{<1 - 47;; - Zg) n(a~?)
—i—éﬁ—l—ﬂi(?—%élmQ)—l—Zanj}, (2.2.6)

gdzie p, = mzm/ (m, + m), m oznacza mase elektronu, m, mase jadra. Powyzsze
wyrazenia pomija elementy typu (m/m,)?, ktére daja zaniedbywalnie maty wktad.

Poprawki typu Bethe-logarytm sa postaci [60]

1

lnky = (J(H-E)In[2(H - E)|J) (2.2.7)
gdzie
J=ro P P2 s (2.2.8)
mo my m m
D= (J(H-E)J)=Dy+D, (2.2.9)
2
Dx = qu- Z<63(ra$)> ) (2210)

Warto$¢ oczekiwana operatoréw przedstawionych w (2.2.5)-(2.2.10) zostata wyzna-
czona w szczegolnosci dla molekut heterojadrowych HD i HT na postawie skonstru-

owanych i zoptymlizowanych przeze mnie funkcji falowych.
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Rozdziat 2 Nieadiabatyczny opis czasteczki wodoru

2.2.2 Techniki regularyzacyjne

Staba zbieznos¢ wynikéw numerycznych jest spowodowana gltownie przez te elemen-
ty rownania Breita Pauliego, ktore zawieraja w sposob jawny i niejawny operatory
0-Diraca. Probkujg one lokalne wlasnos$ci numerycznej reprezentacji funkcji falowe;j.
Wykorzystanie technik regularyzacyjnych pozwala na taka modyfikacje operatorow,
aby nie probkowaly lokalnych wtasnosci funkcji falowych, tylko funkcje w calej jej
dziedzinie. To podejscie zostalo przedstawione w pracach Drachmana z 1983 ro-
ku [61,62], gdzie dokonano regularyzacji operatora d(r). Ta metoda zostala znacznie
rozwini¢ta przez Puchalskiego i wykorzystana do wyznaczenia wiodacej poprawki
relatywistycznej oraz poprawki ma® do potencjatu Borna-Oppenheimera [49, 63].
Zregularyzowano tam operatory typu p* oraz 6(r), co okazalo sie kluczowe do otrzy-
mania bardzo dobrej zbieznoéci, a otrzymany wynik dla poprawki ma* byt o kilka
rzed6w doktadniejszy w poréwnaniu do poprzedniego przedstawionego w pracy [64].
Korzystanie zatem z metod regularyzacji jest kluczowe dla precyzyjnych obliczen,
szczegblnie z wykorzystaniem reprezentacji funkeji falowych w bazach z jawnie sko-
relowanymi funkcjami Gaussa (ECG), ktére nie spetniajg warunku ostrza elektrono-
wego. Z tego powodu konieczne byto zastosowanie regularyzacji w obliczeniach doty-
czacych czasteczki wodoru jak i jej izotopomerdéw. Zastosowalam jg dla operatoréw
53(rxa), 63(re3) oraz pj + pi wykorzystywanych w podejéciu w pelni nieadiabatycz-
nym. Doktadne wyprowadzenia mozna znalez¢ w Dodatku A. Ponizej przedstawione

sa koncowe formuly zregularyzowanych przeze mnie operatoréow

4 4 2 p% p% pg pf 2 2 9
C=4((Ey =V -0 A NE, -V L0 T2 opys
[Py + p3] (Eo = V)™ +( oy 2ml)( 0 )+(2m0+2m1) PaD3
(2.2.11)
2mx 2 11 1 3 1
An[ 83 (rxa)]r = Eo—V)=0O —pi—pi) — —p; | (2.2.12
[ 6% (rxa)] Trme (TXG( 0o—V) (; P rXap) ]Zzpyrxapj) ( )
5 2 L1 1 o1
Am[6%(rag)]y = | —(Bo = V) — O —pi—pi) — > _pj—p; |- (2.2.13)
23 im0 Mi T23 j=—2 T23

Do wyznaczenia poprawki zwiazanej z pap3 zostaly wykorzystane funkcje spelnia-

jace warunek ostrza elektronowego. Dzigki takiemu rozwigzaniu nie jest konieczne
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wyznaczanie poprawki wprowadzanej przez §(r23). Dla funkcji falowej spetniajacej

warunek ostrza prawdziwa jest zaleznosé

3 pa|¥) =P 3 — 4 6% (ras) 1), (2.2.14)

Nowy operator pi p2 w przeciwienistwie do operatora p2 p2, rézniczkuje czterokrotnie
funkcje W. W wyrazeniu (2.2.14) element 63(ry3) redukuje sie z odpowiadajacym mu
elementem pochodzacym od operatora typu d(7,3) w hamiltonianie Breita-Pauliego.

Wartosci oczekiwane operatorow wchodzacych w sktad poprawki relatywistycz-

nej zostaly przedstawione w Rozdziale 4.

2.2.3 Stala ekranowania

Podobnie jak w przypadku atomu helu, punktem wyjsciowym do wyprowadzenia
wyrazen na statg ekranowania jest hamiltonian uktadu - w tym przypadku czasteczki

wodoru - w polu elektromagnetycznym [65]

H=Y" T + G + i V- LB (2.2.15)
o 2m 2mA 2mB 2mA

€a € fA FAb ﬁb ﬁA
- X QAE_(QA—l)i

3
AT 2my Ty, ma
eaep la  Tap B A
. 3 X A _(gA_l) 9
Adm 2ma g B my

(2.2.16)

gdzie A, B odpowiadaja jadrom atomowym, a,b elektronom, a g-czynnik jadra A

jest zwigzany z momentem magnetycznym tego jadra relacja

5 €A gA 7
I4.

= 2.2.1

Ha =

Ze wzgledu na charakter wyznaczanej statej - czyli oddziatywanie jadra z wypadko-
wym polem magnetycznym, hamiltonian (2.2.15) nalezy poddaé takiej transformacji
unitarnej, aby srodek uktadu wspotrzednych znalazt sie na jadrze, ktérego wlasnosé

badamy. W tej pracy przyjmuje sie, ze jest to wlasnie jadro A. Po dokonanej trans-
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formacji, ktorej wyprowadzenie mozna znalez¢é w [65], hamiltonian przyjmuje postaé

L e, _ 3\
(pB-I-QBIBXB)

H“Z 1 <_,+6_,X§>2+ 1
T Ly, \Pe Ty T 2mp

2

+ Po+iu—2DxB| +vV-297 B

2 A 2 2mA

f _)(l — —1 — —

- A’ 4 e X ng _"a+g~fa><B +(gA ) ﬁB—i_ﬁel_eiADXB

—~ 4d7m 2my a3 Me 2 ma 2

esen I T e " —1 eq4 = =
B 'T,BX g4 ﬁB+£fBXB +7<9A ) ﬁB—Fﬁel—iDXB 3

A1 2my w3 mp 2 ma 2

gdzie A = A(Fa), Ty = 7y — Fa, To = YaTar P = Sabur 4D = SoeZy +
eg Tp - operator elektrycznego momentu dipolowego. Co wiecej, w tak wyrazonym
hamiltonianie spelniona jest zalezno$¢ pa = —pp — Y., Pa, CO sprawia, ze calkowity
moment pedu czgsteczki wynosi zero, a zmienne &, and T'p sg od siebie niezalezne.

Podobnie jak w przypadku helu, mozemy przedstawi¢ réwnanie (2.2.18) za po-

mocg sktadowych zaleznych liniowo od pdl Bil A,

fI:H0+F[B-§—ZAgAI§‘(B"+H}+H}§38j>+..., (2.2.19)
ma

gdzie Hy jest nierelatywistycznym hamiltonianem czasteczki wodoru (2.2.1) i

= € - = € = €A Rz = =
Hp = — Ty X Py — —— IR X D x 5 2.2.20
B 2m, & D Y mp B pB+2mA (P +Da) ( )

7 € fa 1 - (QA—l) — -
H=Y —2x|—p +22 g 2.2.91
D v [mep T g, e ) (2221)

ep T 1 -1 .,
473 TB X [ PB+ (9a—1) (Pp +Pe1)]
T Xp mp gama

a

B

X

o P ea (gA—l)ﬁ
2me 2ma ga

a a

— — ]_ — —
‘5 xxB[ 8z, 4 (9 >D] < B. (2.2.22)

2mp B_ZmA ga

Poprawke do energii spowodowang sprzegnieciem jednorodnego zewne¢trznego pola
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magnetycznego ze spinem jadrowym wyraza si¢ wtedy wzorem

€A gAa
QmA

SE = — l(H I'BY+2(Hg - B —r L 4. f>]. (2.2.23)

Ey — H

Po usrednieniu kierunkéw rotacyjnego momentu pedu, 0 F przyjmuje postac

I-B
SE — eAQA

1 1
2ma 3 [<H 5) +2(Hp ——— B I, H1>17 (2.2.24)

gdzie

" o
HIB——Z”[% _6A<9A>D]

—~Arz3 |m™" ma  ga
- 1.
s Tn Bz calga=l) gh (2.2.95)
AT xy |mp ma ga

Z powyzszych wzoréw wynika, ze wiodacy rzad stalej ekranowania dla jadra A w

czasteczce wodoru wyznacza sie jako wartosé oczekiwana z wyrazenia [65]

1 g
@ = — = (H) +2(H! H; 2.2.26
o= = 3 |t + 21y L (2220
2 _)a — _]- — — T —
:O;)<Zg.[xa+m<9A>(x3_%1>]+$§.[mx3
T ma ga Ip |MB

m (ga—1) ]> a2<{ L. L oom
- (¥ — T + = E Ty X Pg— ——2Tp XP
ma ga (B 1) 3 mp B B

mo . . . 1 Z, . m (ga—1) .
o e 0) E  s 0D

ma Eo— Hy |5 =) ma A
T m m -1, .

—=Z x l P+ — l9a—1) (7B +pel)] }> (2.2.27)
.CUB mpg ma ga

Powyzsza formuta stanowi petng posta¢ wiodacego wktadu do statej ekranowania
w czasteczce wodoru. Operatory pierwszego rzedu odpowiadajg wynikowi, ktory na-
zwano wktadem diamagnetycznym. Poprawka drugiego rzedu wzgledem zaburzenia

to wktad paramagnetyczny. [66]

33



Rozdziat 3

Nierelatywistyczna funkcja falowa

Zaréwno dla atomu helu jak i czasteczki wodoru nie potrafimy $cisle rozwiaza¢ réw-
nania Schrodingera, co sprawia, ze konieczne jest stosowanie przyblizonych metod
numerycznych. Obliczenia wysokiej precyzji dla takich uktadéw wykonujemy za po-
moca metod opartych na zasadzie wariacyjnej, gdzie funkcje probna reprezentujemy
w bazie funkcji jawnie skorelowanych.

Wyznaczajac wartosci $rednie operatorow otrzymujemy elementy macierzowe,
ktore mozna wyrazi¢ jako kombinacje liniowa catek odpowiadajacych wykorzysty-
wanej bazie. Podstawowym problemem jaki nalezato rozwiaza¢ byto opracowanie
metod obliczeniowych, ktore umozliwig efektywne wyznaczanie ich wartosci nume-

rycznych.

3.1 Konstrukcja funkcji falowej

3.1.1 Atom helu

Dla atomu helu funkcje falowa ¥ mozemy przedstawi¢ jako rozwiniecie w bazie

pewnych funkcji v;

N
W (ry, 12, 712) :Zvi@/h‘(ﬁﬂ“z,ﬁz), (3.1.1)
i=1

Ogélny wzér na funkcje bazowe mozemy przedstawi¢ za pomoca wyrazenia

P =(1=£ p12)¢z‘(7”1,7“2, T12), (3.1.2)
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Operator zamiany wspotrzednych P15 z odpowiednim znakiem odpowiada symetrii
singletowej (+) lub trypletowej (—). Obliczenia dotyczace atomu helu zostaty wy-

konane przy uzyciu funkcji wyktadniczych Slatera, ktore dla stanu S sa postaci
Gi(11,72,712) = e~ AT (3.1.3)

gdzie ry oraz ry oznaczajg odlegtos¢ od jadra helu do poszczegdlnych elektronéw,
a 112 odlegtos¢ miedzyelektronowa. Wyznaczanie wartosci oczekiwanych operatoréw
w drugim rzedzie rachunku zaburzen wystepujacych w poprawce QED do statej
ekranowania jadra atomowego wymagato uzycia dodatkowych baz o symetrii P i D

o nienaturalnej parzystosci

O (1, 79, 712) =T, X 7 [e~ o —Aura—miz] (3.14)
¢ij (Tl, Ta, le) :(Ti 7‘{ _ 7"% 5ij/3) e~ kT =PrT2=1kT12

G (11,12, 719) =(riy 1y — 171567 /3) emumiAira T2 (3.1.5)

oraz nieparzystej dla stanu P

—

GO (1, ra,12) =y 7w, (3.1.6)

Dzigki swoim bardzo dobrym wtasnosciom analitycznym, funkcje wyktadnicze po-
zwalaja uzyska¢ bardzo precyzyjne wyniki, zaréwno w uktadach atomowych jak
i molekularnych [34,67-69].

Wszystkie catki, ktore sa niezbedne do wyznaczenia poprawki relatywistycznej,
QED czy skonczonej masy mozna wyrazi¢ za pomoca funkcji wymiernych, logaryt-
micznych lub dilogarytmicznych zaleznych od wspotezynnikéw nieliniowych o, 3,1 7.
Calki niezbedne do obliczenia wartosci elementéw macierzowych mozna w sposob

zwarty przedstawic¢ jako

1 . .
I(ng,mj,my) = 167T2/d37“1/d3r2 i)t pk-lgmarn—fra—or, (3.1.7)

Do obliczania wartosci réznych klas catek wykorzystano formuty rekurencyjne roz-
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winigte przez Korobova [70], ktére opieraja si¢ na calce master!

1 670&7‘17,87‘27"}/1" 1
1(0,0,0) = /d3 /d3 - . (318
( ) 16 72 n (- (a+B)(B+v)(v+ ) (3:.1.8)

Odpowiednie zwigzki rekurencyjne sa otrzymywane poprzez rozniczkowanie i cat-
kowanie prawej strony powyzszego réwnania po parametrach «, 3 i 7. Elementy
macierzowe zwiazane z nierelatywistycznym hamiltonianem zawierajg catki jedynie
o nieujemnych parametrach ¢, j, k. W przypadku, gdy parametry n;, n;, ny sg ujem-
ne, calki obecne w elementach macierzowych otrzymywane sg poprzez odpowiednie

scatkowanie wyrazenia na [(0,0,0), np.

B 1 o+
100-D=—Fa=g " <ﬁ+7>, (3.1.9)
1 | a+ 0

. o+ . o+
+ Lig| 1 — —— | + Lipg[ 1 — ,
( a+ﬁ> ( 5+’Y>]
gdzie Liy jest funkcja dilogarytmiczna. Analogicznie do (3.1.8), jesli w wyrazeniu
(3.1.9) pozostate indeksy zamiast 0 przyjmuja wartosci dodatnie, catki otrzymu-

je sie przez odpowiednie wielokrotne zrézniczkowanie, co prowadzi do uogdlnienia

w postaci zwigzkéw rekurencyjnych.

3.1.2 Czasteczka wodoru

Dla izotopologéw czasteczki wodoru funkcje falowa ¥ mozemy przedstawié¢ jako

rozwiniecie w bazie pewnych funkcji v; :

N
U= ci)i(Fo, 71,7, 753) (3.1.10)

Omawiana czasteczka sktada si¢ z dwoch atomdéw, niekoniecznie identycznych - do
wyboru mamy prot, deuter i tryt. Ogolny wzér na funkcje bazowe mozemy przed-

stawi¢ za pomoca wyrazenia

i = (1% Pop) (1 & Pog) (7o, 71, 7, 73), (3.1.11)

"Wyraz brzegowy zwiazkéw rekurencyjnych.
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Operator (14 Py;) pozwala na uwzglednienie symetrii gerade (+) oraz ungerade (—),
a operator (1 4+ Py3) stanu elektronowego singletowego (+) oraz trypletowego (—).
Ze wzgledu na to, ze w uktadach heterojadrowych nie istnieje dodatkowa symetria
elektronowa wzgledem $érodka geometrycznego miedzy jadrami, funkcja falowa dla
tego typu uktadéw zostata optymalizowana jako kombinacja liniowa elementéw bazy
o symetrii zarowno gerade, jak i ungerade. Jest to zwigzane z tym, ze w heteroja-
drowej molekule wodoru efekt pochodzacy od réznych mas jader atomowych jest
niewielkim zaburzeniem jednej tych z symetrii, np. gerade dla stanu podstawowego.

Obliczenia dotyczace czasteczki wodoru zostaly wykonane z wykorzystaniem jaw-
nie skorelowanych funkcji Gaussa (ECG). Mimo tego, ze nie maja tak dobrych wta-
snosci analitycznych jak funkcje wyktadnicze, pozwalajg na otrzymanie precyzyjnych
wynikéw, co zostalo pokazane w naszych pracach [6,19]. Co wiecej, ich zaleta jest
to, ze potrafimy efektywnie oblicza¢ wartosci catek, za pomoca ktérych wyznaczamy
rozne elementy macierzowe. W podejéciu w petni nieadiabatycznym funkcje ECG

dla stanu podstawowego przedstawiamy jako

2 2 2 2 2 2
¢S — r81€*a017"01*“027"02*“037’03*a127’12*“13r13*‘123723 (3 1.12)

gdzie indeksy 0,1 odpowiadaja jadrom, a 2,3 elektronom; natomiast n przyjmu-
je wartosci naturalne parzyste. Zadaniem obecnego w powyzszym wzorze czynnika
przedwyktadniczego r{; jest modelowanie oscylacji czasteczki we wspotrzednej mie-
dzyjadrowej. Wyprowadzone przez nas zaleznosci rekurencyjne w potedze miedzy-
jadrowej n pozwolity wykona¢ efektywnie i stabilnie obliczenia numeryczne odpo-
wiednich catek.

Funkcja falowa reprezentowana w bazie ECG nie spelnienia asymptotycznych
analitycznych wtasnosci $cistej funkeji falowej, w szczegdlnoéci warunku ostrza na
matych odleglosciach zaréwno dla par elektron-elektron, jak i elektron-jadro. Sciste
spelienie warunku ostrza korelacyjnego dla elektronéw mozna otrzymaé poprzez
pomnozenie funkeji (3.1.12) przez czynnik (1 + $re3). Otrzymujemy w ten sposéb

funkcje bazy

1
o= (1 + §r23)rgle_“017“(2)1_“02T%2_“037'33_“127"%2—“137"%3—“237"33 (3_1‘13)
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Funkcje bazy spetniajace warunek ostrza elektronowego sa szczegoélnie przydatne

przy wyznaczaniu wartosci operatora pap3.

Reprezentacja stanéw wzbudzonych rotacyjnie

W przypadku obliczen wykonywanych w podejsciu w petni nieadiabatycznym, od-
dzielnej, indywidualnej optymalizacji bazy funkcji falowej wymaga kazdy z badanych
stanéw. Jednym z zagadnien, ktére nalezato rozwiazaé, byta miedzy innymi odpo-
wiednia reprezentacja funkcji falowej stanow wzbudzonych rotacyjnie. Uktad wspot-
rzednych zostal zdefiniowany za pomoca trzech zmiennych 7,1, r,2. oraz r,3 (Rysunek
3.1). Obliczenia dotyczace wyznaczania poziomoéw energii jak i stalej ekranowania

wymagaly skonstruowania funkcji parzystych i nieparzystych dla J = 0,1, 2.

Y,

0 To1 = T v 1

Rysunek 3.1: Powyzszy schemat przedstawia czasteczke wodoru opisang za pomoca

starych jak i nowych wspétrzednych - wyréznionych literg v. Srodek wektora r,; jest

poczatkiem wektoréw r,o oraz r,3. Relacja pomiedzy nowymi i starymi wspotrzed-
(02 + 712) (03 +713)

nymi jest nastepujaca 1,1 = 7y1, Tz = 5 oraz 7y3 = B

Elementy funkcji bazowych dla stanéw wzbudzonych rotacyjnie wyraza sie w na-

stepujacy sposob

Oy =Tl T 0 (3.1.14)
P =0kl kg (3.1.15)
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T = Toa 05 (3.1.16)
% J J gt

322 _ (Tva Tob —;— Toa Tob _ 5Z]Tua7ﬂvb> ¢S (3117)
i ~Jmn m .n j ~imn ,.m .n 1 .

31;2 _ [Tua € Tob Toe + Tva € Tvb Tve . 352] gkmn ,',,Ub T’ ng, (3118)

2

gdzie a, b, ¢ € {1,2,3} - patrz Rysunek 3.1. Dzieki wykorzystaniu symetrii funkcji
falowej zapewnionej przez operatory Py i P, patrz wzor (3.1.11), mozliwa byta re-
dukcja liczby mozliwych kombinacji wspotezynnikéw katowych r? . Dla przyktadu,
spojrzmy na funkcje stanu parzystego o J = 2 ¢'_,, wzor (3.1.17). Wystepuja w niej
dwa elementy opisujace rotacje - r,, oraz r,,, co oznacza, ze wszystkich mozliwych
zestawéw wspotezynnikéw dla tego stanu jest 32, Jednakze, gdy rozwazymy dwie
pary - T2, 'y OTAZ TI'y3, T'y3 Okazuje sie, ze odpowiadajace im elementy macierzowe sa
rownowazne ze wzgledu na zamiane wspotrzednych elektronowych. Postepujac ana-
logicznie dla wszystkich mozliwych par, okazuje sig¢, ze w rzeczywistosci wystarcza
cztery pary wspotezynnikow do kompletnego wyrazenia funkcji falowej w tym sta-
nie - {ry1,701 F,A701,T 02 by {2, Tw2} 1 {rua,rus} - poniewaz wszystkie pozostale mozna

odtworzy¢ poprzez zamiane indeksow.

Wyznaczanie elementéw macierzowych

Wyznaczajac wartosci srednie operatoréw otrzymujemy elementy macierzowe, ktore
mozna wyrazi¢ jako kombinacje liniowa catek. Otrzymane w ten sposéb catki mozna

przedstawié¢ jako

f(nlan27n3an47n57n6) = (3119)

1
3 3 3 N1 N2 1. N3 .14 0.5 N6

2 2 2 2 2 2
X e 401751 ~ @027 o2 ~@03Tp3 —A127 5~ 4137 3~ A23T33

Dla omawianego problemu catka master, ktorej rozwigzanie analityczne jest znane,

przyjmuje postac

£(0,0,0,0,0,0) = (3.1.20)
]_:))/d37’1/d37"2/d37”3 e—a()l'l’gl—a02'l‘§2—a03’r'(2)3—a127‘§2—a137"%3—(l23’r‘%3.
™
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Wyktadnik wyrazenia 3.1.20 mozemy zapisa¢ inaczej, w notacji macierzowej

(A1

S agrl =T M7, gdzie 7=| (3.1.21)
ijTij = 8 =1 m -1
3
oraz
ap1 + a12 + a3 —a12 —ai3
M= —ay2 Qg2 + @12 + Qo3 —Q923 (3.1.22)
—a13 —ag23 a13 + a23 + Go3

Wykonujac powyzsze przeksztalcenie otrzymujemy znang catke Gaussa

1
/ﬁ%ﬁwz i (3.1.23)
]M|3/2

gdzie

| M| = agiao2a03 + 1003012 + Go2a03G12 + Qo1 A020137 (3.1.24)
2003013 + G01012013 + Ap2A12G13 + Ap3A12013+
Q01002023 + Q01003023 + Ap1A12G23 + Go2@12023+

Qp3a12a23 + Ap1A13A23 + Q2013023 1+ Ap3G13G23.

Dowolno$é parametru n; w wyrazeniu (3.1.19) pochodzi od poteg n z dwbch ele-
mentéw bazowych ¢;, ¢;, zatem konieczne bylo znalezienie zwigzkéw rekurencyj-
nych w tym parametrze. W literaturze znane sa metody wyznaczania zaleznosci
rekurencyjnych w bazie funkcji ECG dla atoméw [71,72]. Wyznaczenie podobnych
zaleznosci dla uktadu czterociatlowego pozwolito na szybkie wygenerowanie wszyst-
kich catek niezbednych do wyznaczenia odpowiednich elementéw macierzowych.
Catki wchodzace w sktad elementéw macierzowych otrzymujemy rézniczkujac
(3.1.24) po parametrach ag, ags - . . ass. W dalszej czesei tej pracy dokonano zmiany
oznaczen, ktéra usprawnia zapis otrzymywanych wyrazen, i tak: agy = a1, ags = ao,
g3 = as, 1 = A4, Q13 = a5, U3 = Ag, A = ]M| W przedstawionych ponizej

wzorach mozemy spotkaé sie z wyrazeniami typu A;, ktore otrzymujemy poprzez
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zrézniczkowanie 0,,A. Analogicznie, wyrazenie A;; odpowiada wyrazeniu 0,,0,; 4,

itd. Zauwazmy, ze wszystkie a; sa w swojej pierwszej pochodnej w wyrazeniu A,

zatem A;; = 0.

Zwiazki rekurencyjne

Ponizej zostaty przedstawione wyprowadzone przez nas rekurencje dla czterociato-

wego ukltadu opisanego przez nieadiabatyczne funkcje ECG. Omawiane zaleznosci

pozwalaja wyrazi¢ catki wykorzystywane w obliczeniach wartosci srednich wiekszosci

operatoréw pojawiajacych si¢ w tej pracy

f(ni) =

f(=1;,25) =

f(Oi? 2j) =

f(ni? 2j) =

f(017 _1]) =

fa(ni7 _1j) =

fo(ni, —1;) =

f(ni7 _1j) =

f(=1;,45) =

f(Oi’ 4j) =

f(ni7 4j) =

5 Aif(ni — 2)2

Jfé) + A5 f (1)
A;
§Ajf(0i>
2 A
— 5 Ay f (i) + A f(ni + 2)
A;

_ 2
VEA /A
i S (i = 2,=1)) + == fa(n; = 2,-1))
7 f(ni =2, =15) + —5—foln = 2, -15)

fa(ni, —=15) + fo(ni, —1;)

3

§Aijf(_1ia 2;) + A f(14,25)
A

?Ajf(0172])

2 A

Z( 5 (=245 f(ni — 2,2;))

+ A f(ng — 2,45) + 24, f(ni,2;))
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(3.1.33)
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1 (—Ayrf(0;) n Aij f(=14,24)

f(=15,25,2) = E( 5 5 (3.1.36)
A1) — A (1) + A (1,2),))

£(01,25,2) = — A3/ (0; 23;; Aef(0:,4;) (3.1.37)

Fne,23,20 = (U (A fn = 2) — Agfn—2,2)  (3138)

+ Ajf(ni —2,2;) + Apf(ni, 2;) — Ajrf(ng)).

Przedstawione powyzej wzory sa uniwersalne dla catek posiadajacej ten sam zestaw
wartos$ci poteg n;, z doktadnoscia do kolejnosci parametréow. Na przyktad, znajac
rekurencje dla catek typu f(n;,2), a tym samym dla konkretnego przyktadu f(2,2)
mozemy odpowiednio permutujac parametrami a; dlai = 1,2, ...,6 wyznaczy¢ war-

tosé wyrazen £(2,2,0,0,0,0), £(2,0,0,0,2,0), £(2,0,0,0,0,2), ....

Calki wykorzystywane w obliczaniu poprawki relatywistycznej

Nie wszystkie calki, za pomocg ktorych wyrazamy elementy macierzowe operatoréw
relatywistycznych otrzymywanych w trakcie regularyzacji jesteSmy w stanie obliczy¢
w sposob analityczny. Caltki, w ktérych dwa lub wiecej parametry n; przyjmuja
warto$ci nieparzyste zostaty obliczone efektywnie w sposéb numeryczny. W tym celu
wykorzystywana jest tozsamosé (3.1.39), ktéra pozwala na obnizenie o 1 wartosci

dowolnego indeksu n;. Dla ny jest ona postaci

2 o)
f(nl - 1,712,”3, n47n57n6) = ﬁ/() dyf(nla Na, N3, N4, N5, n6) ’alA—>a1A+y2 (3139)

Dla przykltadu, chcac wyznaczyé¢ wartosé f(9,1,0,0,0,0), nalezy skorzystaé z catki
£(9,2,0,0,0,0) i podstawi¢ as + y? za as. Na zmiang granic catkowania do przedzia-
tu (0,1) pozwala podstawienie y = —1 + % Otrzymujemy w ten sposob przedziat
o skonczonych granicach, dla ktérego stosowana jest m-punktowa kwadratura Gaus-

sa z osobliwoscig logarytmiczna w punkcie brzegowym

=1

/01 da[Wi(z) + In(z)Wa(2)] = > wi[Wh(2;) + In(a;) Wa(z;)], (3.1.40)
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gdzie Wi 2 sa dowolnymi wielomianami o maksymalnym stopniu m — 1, w; sa wa-
gami, a z; weztami. Za pomoca powyzszej kwadratury, catke 3.1.39 mozna obliczy¢

nastepujacym wyrazeniem

f(m — 1,n2,n3,n4,n5,n6) = \/_ Zwl Yi -+ 1)

X f(n17n27n3>n4an57n6) |a1A—>a1A+y2 (3141)

Aby uzyskaé precyzje numeryczng na poziomie 16 cyfr znaczacych, dla powyzszej

kwadratury wystarczy uzy¢ 30 weztow.
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3.2 Dokladne wyznaczanie funkcji falowych

Obliczenia wariacyjne wykonywane dla funkcji falowych reprezentowanych przy uzy-
ciu baz funkcji wyktadniczych Slatera oraz ECG pozwalajg na otrzymanie bardzo
precyzyjnych rozwiazan numerycznych dla réwnania Schrodingera. Wymaga to wie-
lowymiarowej optymalizacji parametréw liniowych, jak i nieliniowych, ktérych liczba
rosnie wraz ze zwiekszajacymi sie bazami, ktore docelowo zawieraja setki, a nawet
tysiace elementéw. Co wiecej, w przypadku stanéw wzbudzonych, funkcja falowa
przewaznie ma jeszcze bardziej ztozong strukture. [73] Obliczenia wykonane prze-
ze mnie w trakcie studiéw doktorskich wymagalty rozwiniecia specjalnego oprogra-
mowania, dedykowanego poszczegdlnym zagadnieniom. W tej czesci pracy zostaty
przedstawione wykorzystane przez nas rozwiagzania, ktore pozwolity skonstruowac
programy umozliwiajace efektywna optymalizacje numerycznej funkeji falowej. Roz-
winiete na potrzeby tej rozprawy oprogramowanie korzysta z implementacji metod
algebry liniowej w ogdlnodostepnej bibliotece HSL [74], w szczegblnosci dotyczy to

procedur do dekompozycji macierzy oraz rozwiazywania uktadow réwnan liniowych.

3.2.1 Metoda Ritza

Podstawowym problemem chemii kwantowej jest brak analitycznych rozwigzan sta-

cjonarnego réwnania Schrodingera dla uktadéw wieloelektronowych
EV =HV. (3.2.1)

Zgodnie z zasada wariacyjna, dla kazdego przyblizonego rozwigzywania réwnania

Schrodingera wykorzystujacego funkcje probna W, obliczajac wartos¢ funkcjonatu

VIH|Y)

(W) = < W) (3.2.2)

otrzymamy warto$¢ e, ktora jest nie mniejsza od dokladnego rozwiagzania stanu

podstawowego. W metodzie Ritza wykorzystywana jest funkcja probna W, ktéra
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jest liniowa kombinacje stalych funkcji bazy v;

Do wyznaczenia pozostajg wspotczynniki liniowe ¢;. Funkcje 1;, 1; wechodzace w sktad

bazy nie musza by¢ ortonormalne

Macierz S;; nazywamy macierzg catek nakrywania. Uwzgledniajac normalizacje i pod-

stawiajac H;; = <wi|fle) otrzymujemy

N ~ N N N
<Zl Cﬂpl|H Z le/)j> Zl 21 C;kC]]{Z
1= 1=) 1=17=
e= L - ST (3.2.5)
<Zl C’sz’ 2316le> Z:l Zl C?stlﬂ
1= 1= 1=17=

€
Przeksztatcajac dalej rownanie i rézniczkujac e dostajemy
C*

(%cj(ij—askj)) =0 dla k=1,2,...N. (3.2.6)
j=1
7 powyzszych rownan nie znamy wartosci € i wektora ¢, ktory sktada sie z parame-
trow c;. Wyznaczajac energi¢ nierelatywistyczng dla stanu podstawowego interesuje
nas jedynie najmniejsza wartos¢ ¢, ktora w mysl zasady wariacyjnej nie moze by¢
mniejsza od rzeczywistej energii uktadu. Optymalizcja wspotczynnikéw c¢; sprowa-
dza si¢ do znalezienia minimalnego rozwigzania uogélnionego zagadnienia wtasnego

(3.2.6), ktore mozna zapisaé jako
HE = Se. (3.2.7)

Macierz H sktada sie z elementéw Hy; z réwnania (3.2.6), a macierz S z Si;. Jesli
elementy bazy sg ortogonalne, macierz S jest diagonalna. W szukaniu kolejnych
wartosci energii uktadu z pomoca przychodzi twierdzenie Hyllerasa, MacDonalda,
Uhdheima [75,76]. Méwi ono o tym, ze kolejne wartosci wlasne uktadu - g9 < &1 <

€9 < €3 < ..., odpowiadaja kolejnym energiom wlasnym Fy < Fy < Fy < F3 < ...
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hamiltonianu H.

3.2.2 Metoda odwrotnej iteracji

Jak wspomniano wczesniej, problem znalezienia odpowiedniego minimum polega na
rozwiazaniu uogélnionego problemu wlasnego (3.2.7), gdzie ¢ jest szukanym wekto-
rem, a ¢ odpowiadajacg mu wartoscia wtasng. Dla omawianego problemu zaktada
sie ponadto nieosobliwo$¢ lewej strony réwnania (3.2.8). Zaimplementowana przez
nas metoda odwrotnej iteracji [77] wymaga startowego wektora & oraz podania war-
tosci e, ktéra powinna by¢ mozliwie dobrym przyblizeniem poszukiwanej wartosci

wtlasnej. Rownanie liniowe dla omawianego problemu przyjmuje postac

(H — S)¢ = Sé,_,. (3.2.8)

Jego rozwiagzaniem jest wektor ¢; bliski wektorowi wtasnemu, ktéremu odpowiada
wartosé whasna e. Wektor ¢; wyznaczany jest jako rozwiazanie uktadu (3.2.8), a nowa

przyblizona wartoscia wtasng ¢; jest

Ei=¢€i_1+ = - . (329)

Procedura moze by¢ iterowana: w miejsce ¢;_; nalezy podtozy¢ ¢; i ponownie roz-
wigza¢ rownanie. W ten sposéb zblizamy sie do coraz bardziej doktadnego wyniku,
poniewaz kolejne ¢; coraz lepiej odpowiadajg dokladnemu rozwigzaniu.
Przyblizong wartoscia €, ktora jest wykorzystywana w pierwszej iteracji, moze
by¢ albo wartos¢ zadana odgoérnie przez nas, lub ta wyznaczona na podstawie wcze-
$niejszej optymalizacji. Gdy generowana jest funkcja falowa lub, gdy chcemy skorzy-
stac z bazy, ktora zostata wezesniej zoptymalizowana dla innego problemu, wykorzy-
stanie zadanej przez nas warto$ci ma pozytywny wpltyw na stabilno$¢ numeryczna
bazy. Takie rozwigzanie nie sprawdza si¢ jednak w kolejnych etapach, poniewaz
otrzymywane w trakcie optymalizacji wartosci energii stanowia lepsze przyblizenie

szukanego minimum.

46



Rozdziat 3 Doktadne wyznaczanie funkcji falowych

3.2.3 Dekompozycja macierzy

Do rozwiazania uktadu réwnan (3.2.8) niezbedne jest zastosowanie metod dekompo-
zycji macierzy. Ze wzgledu na ztozono$¢ numeryczng, rozwigzywanie uktadow row-
nan liniowych metodami bezposrednimi, to jest przez znalezienie macierzy odwrotne;j

do
A=H —¢S, (3.2.10)

jest nieefektywne. Z tego wzgledu stosuje sie metody, ktore pozwalaja wykonaé de-

kompozycje A na dwie macierze trojkatne - gorna U oraz dolna L
A=LU, (3.2.11)

a nastepnie wykorzystuja metody podstawiania, w przéd dla macierzy trojkatnej
dolnej oraz wstecznej dla macierzy tréjkatnej gérnej. W przeprowadzonych obli-
czeniach zostaly wykorzystane dwie metody dekompozycji macierzy - Cholesky’ego

oraz LU .

Dekompozycja Cholesky’ego

Gdy macierz A jest symetryczna
A =A4; da i,j=0,...,N—-1 (3.2.12)
oraz dodatnio okreslona dla kazdego wektora ¢:
CAC> 0, (3.2.13)

mozna przeprowadzi¢ jej dekompozycje metoda Cholesky’ego [78]. Metoda ta zakta-

da rozktad macierzy A na macierz tréjkatng L oraz jej transpozycje LT
A=LL", (3.2.14)

ktora traktowana jest jako gérna czes¢ trojkatna.
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Gdy poszukiwane sg stany wzbudzone wibracyjnie, macierz A przestaje by¢ do-
datnio okreslona. To sprawia, ze wykorzystywanie dekompozycji Cholesky’ego prze-
staje by¢ mozliwe. Z pomocg przychodzi alternatywna wersja iteracji odwrotnej,
ktora nie poszukuje wektora odpowiadajacego wybranej wartosci wtasnej ¢, ale kil-
ku warto$ciom wlasnym - jest to tzw. iteracja odwrotna na podprzestrzeniach. [77]
Wykorzystanie tej metody do optymalizacji funkcji falowej stanéw wzbudzonych wi-
bracyjnie byto szczegblnie przydatne na poczatku obliczen, kiedy najistotniejsza jest

stabilizacja bazy odpowiadajacej poszukiwanej wartosci wtasnej.

Dekompozycja LU

W kolejnych etapach optymalizacji stanéow wzbudzonych wibracyjnie wykorzysty-
wana jest metoda dekompozycji LU, ktéra nie wymaga wykorzystywania dodatnio

okreslonej macierzy. Dekompozycje LU definiuje sie jako

PA=LU, (3.2.15)

gdzie L i U to wczesnie] wspomniane macierze dolna i gorna, a P jest macierza
permutacji rozmiaru N x N. Obecnosé¢ macierzy P, a dokladniej stosowanie tzw.
piotingu pozwala na unikniecie sytuacji, w ktérej na skutek eliminacji Gaussa do-

sztoby do zlego uwarunkowania macierzy i dzielenia przez wyrazy bliskie zeru.

3.2.4 Optymalizacja nieliniowych wspétczynnikéw wariacyj-
nych

Do optymalizacji wspoétezynnikéw nieliniowych obecnych w funkcjach falowych zo-
staly wykorzystane dwie metody. Pierwsza z nich, metoda bezgradientowa, umoz-
liwia poszukiwanie minimum funkcji wielu zmiennych bez znajomosci pochodnych
czastkowych tej funkcji po parametrach nieliniowych. Metoda Powella opisana w [79]
polega na minimalizacji wartosci funkcji poprzez wprowadzenie nowych sprzezonych
kierunkow do istniejacej i ortogonalnej bazy. Jedynym warunkiem koniecznym dla
omawianej metody jest wstepne oszacowanie minimum funkcji. Kazda kolejna ite-
racja zaczyna sie od poszukiwania liniowo niezaleznych kierunkéw zaczynajac od

wybranego punktu starwowego - najlepiej znanego przyblizenia minimum. Przy ko-
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lejnych powtoérzeniach kierunki dobierane sg tak, by byty sprzezone z tymi juz istnie-
jacymi. Wada takiego rozwigzania jest to, ze w momencie wzrostu liczby optymalizo-
wanych parametréw prawdopodobienstwo wyboru nowego kierunku spadku funkcji
staje sie coraz mniejsze. Wykorzystany przez nas algorytm VA2/ zostal pobrany
z biblioteki HSL. [74]

Kolejna metoda, ktora zostata wykorzystana przez nas do optymalizacji nielinio-
wych wspoétezynnikéw wariacyjnych takze pochodzi z biblioteki HSL, tj. algorytm
VA13. Opiera si¢ on na metodzie Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno (BFGS).
Do znalezienia minimum energii algorytm nie wymaga obliczenia macierzy drugich
pochodnych, co wiecej wykorzystywany jest nie sam hesjan, ale jego odwrotnosé
wyznaczona na podstawie wartosci gradientu. Wykorzystanie kolejnych przyblizen
hesjanu, gwarantujac tym samym jego dodatnie okreslenie, zapewnia ciaggle obniza-
nie wartosci funkcji, réwniez z dala od obszaru, w ktérym znajduje sie minimum.
Zaimplementowany algorytm, cho¢ opiera si¢ na metodzie BFGS, rézni sie od niego
sposobem poszukiwania nowych kierunkéw. Do ich wyznaczenia wykorzystuje si¢
zaréwno interpolacje wielomianami trzeciego stopnia, jak i ekstrapolacje oparta na

splajnach. [74]

3.2.5 Optymalizacja funkcji falowej

Opisane metody numeryczne pozwolily nam rozwingé¢ oprogramowanie, ktére umoz-
liwito efektywne optymalizowanie wieloparametrowej funkcji falowej, a doktadniej,
wspotezynnikow liniowych oraz nieliniowych obecnych w bazie funkcji falowej. Sche-

mat dziatania takiego programu jest nastepujacy

1. Wyznaczenie warto$ci wtasnej (optymalizowanej wielkosci) oraz odpowiada-
jacego jej wektora wtasnego - czyli wektora sktadajacego sie z parametrow

liniowych elementéw bazy.

2. Optymalizacja wspotczynnikéw nieliniowych obecnych w jednym, i-tym ele-

mencie funkcji bazowe;j.
3. Powtorzenie kroku (1).

4. W przypadku, gdy dokonana zmiana wspotczynnikow nieliniowych i-tego ele-

mentu bazy w znacznym stopniu poprawita optymalizowana wartos$¢, element
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ten otrzymuje wyzszy priorytet, tak aby szybciej miat szanse¢ zosta¢ ponownie

zmieniony.

Stosowane z punktu (4) kryterium jest typowo heurystyczne i wynika ono z doswiad-

czenia zdobytego w trakcie przeprowadzania wielu optymalizacji.

3.2.6 Generowanie i redukcja elementéw bazy

O tym jak wazne jest sukcesywne usuwanie niektérych elementéow bazy funkeji fa-
lowej, a takze o tym, ze tylko cze$¢ z nich efektywnie poprawia optymalizowana
warto$¢, moga swiadczy¢ wyniki dotyczace czasteczki wodoru w stanie podstawo-
wym otrzymane przy wykorzystaniu funkcji typu ECG. W 2009 roku Bubin wraz
ze wspolpracownikami [80] przy uzyciu 10000 funkcji Gaussa przedstawil o rzad
mniej doktadne wyniki, niz te otrzymane przez nas przy uzyciu prawie pieciokrotnie
mniejszej bazy [19].

Jak zostalo zauwazone, stosowanie nawet najbardziej wyszukanych metod opty-
malizacji nie gwarantuje otrzymania dobrej jakosci funkcji falowej. Jest to zwigzane
z tym, ze pojawiajace sie w bazie funkcji falowej parametry dyskretne, np. rotacyjne
wspotezynniki katowe czy potega wyktadnika miedzyjadrowego, nie ulegaja wyzej
opisanej optymalizacji. Stad tez sposdb generowania nowych elementéw bazy, jak
i usuwania tych, ktore jej istotnie nie poprawiaja, ma kluczowe znaczenie dla jakosci
otrzymanego wyniku.

Dla przyktadu, w jednej ze zoptymalizowanych funkcji falowych o rozmiarze 512,
istniejg elementy wnoszace wktad do energii nierelatywistycznej w zakesie od 1078
do 107, Jednakze, na poczatku optymalizacji takiej bazy - czyli po rozszerzeniu
bazy o mniejszym rozmiarze, moga pojawiaé sie elementy, ktorych wktad szacowany
jest na poziomie 107'2. Pozostawianie ich w funkcji falowej spowolnitoby znacznie
optymalizacje. Z tego wzgledu, calty opisywany proces nie polegal jedynie na opty-
malizacji wspotczynnikow liniowych oraz nieliniowych, ale takze na systematycznym
selekcjonowaniu istotnych elementéw, a tym samym redukcji wielkosci bazy funk-
cji falowej. Wysokiej jakosci funkcje falowe pozwolity na otrzymanie precyzyjnych
wynikéw wyznaczanych wartosci oczekiwanych, nawet dla stosunkowo matych baz.

Schemat dziatania programu pozwalajacego na usuniecie zbednych elementow

funkcji falowej jest nastepujacy:
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1. Usunigcie i-tego elementu bazy.

2. Wyznaczenie optymalizowanej wartosci dla nowo stworzonej funkcji falowej

przy uzyciu m.in. odwrotnej iteracji.
3. Powtérzenie krokéw (1) oraz (2) dla kazdego (i-tego) elementu bazy.

4. Uszeregowanie elementéw bazy funkcji falowej wzgledem malejacej réznicy po-
miedzy wynikiem dla bazy pelnej i tej, w ktoérej zostalt pominiety wybrany
(i-ty) element.

5. Usuniecie tych elementéw bazy, ktére w najmniejszym stopniu poprawiaja

otrzymywang wartosc.

Co wiecej, program umozliwia usuwanie elementow, ktére mogtyby powodowac linio-
we zaleznodci i zagrazac¢ stabilnosci bazy. Ze wzgledu na normalizacje, nowe wspot-
czynniki liniowe mogg nie oddawaé¢ w peki tego, ktore elementy bazy w rzeczywisto-
Sci najlepiej poprawiaty optymalizowana warto$¢. Niemniej jednak, takie podejscie
sprawdza sie w trakcie obliczen, co byto widoczne podczas stopniowego zwiekszania
i zmniejszania rozmiaru bazy.

W momencie generowania nowych elementow bazy funkcji falowej, przyjmowany
byt rozktad jednorodny wspétczynnikow nieliniowych. Jednakze, analizujac wartosci
parametrow otrzymanych w trakcie obliczen wstepnych mozna zauwazy¢, ze duzo
lepszym rozwigzaniem jest przyjecie rozkladu normalnego. Srednia p i odchylenie
standardowe o wyznaczane sa na biezgco w trakcie zwiekszania rozmiaru bazy funk-

cji falowej, a same wartosci wspotczynnikéw generowane sa za pomocy transformacji

Boxa-Mullera [81]

a=p+oy/—2InZ cos (2n2s), (3.2.16)

gdzie a jest wspotczynnikiem wariacyjnym, a Z; i Z, sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi z przedziatu (0, 1]. Takie podejscie zostato wykorzystane zaréwno w przy-
padku funkcji wyktadniczych Slatera dla atomu helu jak i jawnie skorelowanych

funkcji Gaussa dla czasteczki wodoru.
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3.2.7 Optymalizacja stanéw wzbudzonych rotacyjnie

Optymalizujac stany wzbudzone rotacyjnie czasteczki wodoru zauwazytam, ze nie
kazdy zestaw wspotrzednych katowych wystepowat rownie czesto w zoptymalizo-
wanej bazie. Co za tym idzie, po wykonaniu optymalizacji wstepnych konieczna
byta analiza struktury bazy. Opracowane i zaimplementowane przeze mnie algoryt-
my umozliwily efektywne generowanie nowych elementéw bazy funkcji falowej, co

znacznie przyspieszyto proces optymalizacji.

wspOtezynniki katowe gerade(%) ungerade(%) gerade : ungerade
To1To01 81.9 7.98 10.263
T01T02 4.26 3.4 1.253
T027T02 1.06 0.319 3.323
T02703 0.638 0.426 1.498

Tabela 3.1: Czestos¢ wystepowania - wyrazona w procentach - poszczegélnych ele-
mentéw funkeji falowej o okreslonych wspotezynnikach katowych dla czasteczki HD
w stanie J = 2, v = 0 w zaleznosci od symetrii gerade/ungerade. Powyzsze dane
pokazujag jak istotne bylto rozszerzanie bazy o czynniki, ktére miaty realng szanse
poprawi¢ optymalizowang warto$¢. Przyjecie rozktadu jednorodnego sprawialoby,
ze ponad polowa elementéw bazy, pomimo optymalizacji wspoétczynnikéw liniowych
i nieliniowych zostataby usunieta w trakcie redukcji rozmiaru bazy funkcji falowe;j.
Szczegdlnie interesujace jest to, ze stosunek elementéw gerade do ungerade rézni sie
dla kazdego zestawu wspotezynnikéw katowych.

3.2.8 Rozktad poteg wykladnika miedzyjadrowego

Jak zostalo wczedniej wspomniane, zachowanie funkcji falowej w zaleznosci od od-
legtosci miedzyjadrowej jest modelowane nie tylko przez wspétczynnik nieliniowy
ao1, ale réwniez przez potege n znajdujacy sie przed wyktadnikiem - patrz rownanie
(3.1.12). Wartosé n, podobnie jak wspoétezynniki katowe, jest ustalana dla danego
elementu bazy w trakcie jej rozszerzania i nie ulega optymalizacji. Co wiecej, zakres n
zostal ograniczony do liczb dodatnich parzystych nie wigkszych od 80 i byt generowa-
ny zgodnie z rozktadem logarytmicznie-normalnym. Okazato si¢ bowiem, ze pomimo
generowania poteg n dla elementéw bazy zgodnie z rozktadem jednorodnym, funk-
cje z niektérymi warto$ciami parametru n nie wnosity istotnego wktadu do energii.
Tym samym, ich liczba malata podczas catego procesu zwigkszania i zmniejszania

rozmiaru bazy. Przedstawione wykresy przedstawiaja gestos¢ prawdopodobienstwa
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w zaleznosci od wartosci parametru n. W obu przypadkach mozemy zauwazy¢, ze
rozktady sa prawostronnie skosne, a przyjete ograniczenie wartosci n nie wptywa

istotnie na jakos¢ funkcji falowej.

Rysunek 3.2: Ponizszy histogram dotyczy optymalizacji energii nierelatywistycz-
nej dla czasteczki Hy w stanie J = 1,v = 0. Czerwonym kolorem zostata
zaznaczona krzywa odpowiadajaca rozktadowi logarytmicznie-normalnemu n ~
A(3.096,0.3989). Latwo zauwazy¢, ze wspomniany rozktad do$é dobrze modeluje
czestos¢ wystepowania funkcji o okreslonej wartosci n.
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Rysunek 3.3: Ponizszy histogram dotyczy optymalizacji energii nierelatywistyczne;j
dla czasteczki Hy w stanie J=2,v=0. Podobnie jak wczesniej, na czerwono zaznaczo-
no krzywa logarytmicznie-normalna n ~ A(2.778,0.209).
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Rozdziat 4

Wyznaczanie wartosci Srednich

operatorow

W ponizszym rozdziale przedstawione sa wyniki numeryczne bedace podstawa otrzy-
mania przewidywan teoretycznych dla zagadnien przedstawionych w tej pracy. Dla
badanych uktadéw zestawiono wyniki energii nierelatywistycznych otrzymane w roz-
nych rozmiarach baz. Odpowiadajace tym energiom funkcje falowe zostaty wykorzy-
stane do wyznaczania wartosci sSrednich. W przypadku atomu helu sg to sktadowe po-
prawki QED do statej ekranowania jadra atomowego. Dla czasteczki wodoru oprocz
wartosci srednich operatoréow tworzacych wiodacy rzad statej ekranowania, poka-
zane sg wyniki operatorow relatywistycznych pochodzacych z hamiltonianu Breita-
Pauliego (2.2.4) dla réznych stanéw rotacyjno-wibracyjnych. Podane sa tez sposoby

obliczania wartosci srednich operatoréw wyzszych rzedow.

4.1 Poprawka QED do statej ekranowania helu-3

Obliczenia dotyczace statej ekranowania zostaty przeprowadzone dla trzech rozmia-
row baz funkeji falowej N = 128,256, 512. Systematyczne zwiekszanie rozmiaru bazy
pozwolito na obserwacje numerycznej zbieznosci i estymacje niepewnosci dla wszyst-
kich wyznaczanych wktadéw. Tabela 4.1 przedstawia zbieznosé energii nierelatywi-
stycznej dla stanu podstawowego atomu helu.

Obliczanie wartosci srednich operatoréw drugiego rzedu (Qaﬁ@,) wyma-

ga dodatkowej optymalizacji, ze wzgledu na obecng tam rezolwente ( ) Dla

1
(E—H)'
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Tabela 4.1: Energia nierelatywistyczna

operator wartosé

128 -2.903 724 377020663 3020
256 -2.903724 3770341140655
512 -2.903724 377034119561 1
00 -2.903 724377034 11959(1)

omawianego przypadku, zostaly zoptymalizowane symetryczne wyrazenia typu

Y, = <Qb(HgiEo)’Qb> = (Yo|Qu|t)s), gdzie (4.1.1)

1

i) = m@b’¢o>- (4.1.2)

W nastepnym kroku wartos$¢ srednia zostata wyznaczona jako

V= (Qut gy @) = lQulo) (113

Takie rozwigzanie znajduje zastosowanie, gdy mozliwe jest przeniesienie doktad-
nosci z wyrazenia (4.1.1) na (4.1.3) - patrz Tabela 4.2. W przypadku operatorow
obecnych w poprawce ¢® omawiane rozwigzanie jest wystarczajaco skuteczne do
otrzymania precyzyjnych i doktadnych wynikéw. Analogiczne rozwigzanie mozna
zastosowaé dla operatoréw trzeciego rzedu. W przypadku omawianych operatoréw
wyzszych rzedow, funkcja falowa stanu podstawowego byta tego samego rozmiaru,

co rezolwenta stanu posredniego.

Tabela 4.2: Dzicki przeniesieniu zbieznosci operatora Yl(e) = % + % na opgy optyma-
lizacja tylko jednego stanu posredniego wystarczyta do otrzymania wynikow o sa-
tysfakcjonujacej doktadnosci.

N Y'l(e) B0

128 0.999449 331958277 70.054 165224129613
256 0.999449 331728940 70.054 125876 326 984
512 0.999449331728574 70.054125 102765 359
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Poprawka o® do statej ekranowania helu-3 dana jest wzorem

~5 ~ ~ ~ ~ ~ ~
70 = OBo+ O0B1+ 0p2+ 03+ 041 + 042,

) 2 /(1 . 1 1
opp=={(|—+— | =
PO 3 \\r ") (Eo— Hy)

47 (19 i 164 14 7 (1
47 (19 B} Ly (164 14 G T (L
x [ = (55 + @) B0 +063) + (3 + 5 na) o) - (@)D’
) 20 ., 1361\, _ )
op1 = (9 In(a™?) — 540> (6(r1) + (%)),
S Y - 1 4o 4., Z Z 1
752 3<<5(r1) o) 5 h, Lapl R o
2

0B3 = —

2 g e 2
rs rs 373
1 5 12
B 2
0a1=—Dy1 Inka,
9m
B 1
Op2 =— — 7,DA2 (1 + 3 hlk’Ag).
Or

2 . '
+ g(plpl — Py b

Wartosci érednie operatoréw wchodzacych w sktad poprawki o® zostaty umieszczo-

ne w ponizszych tabelach. Szybka zbieznos¢ wynikéw jest zashuga m.in. zastosowane;j

bazy funkcji wyktadniczych Slatera, ktéra cechuje sie bardzo dobrymi wtasnosciami

analitycznymi.

o) = ol +orn + oA (4.1.4)
05458 = 0po+ 01+ 02+ Op3 (4.1.5)
Tabela 4.3: Wartosci rednie operatoréw pierwszego rzedu )
N OBo oB1 oB2 0B3
128 70.05416522 -55.342085573 4.1880335444 0.01124
256  70.054 12587 -55.342119622 4.1880334811 0.01153
512 70.05412510 -55.342119085 4.1880334539 0.01164
. 2
OA1 — 977TDA1 hlkAl, (416)
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. 1
OA2 — —97,DA2 (1+31HkA2) (417)
1 1
U=—+— (4.1.8)
T2

Tabela 4.4: Poprawki typu Bethe-logarytm

N In ko In kAl In kAZ

128  4.370148119 4.82941104 4.638644 31
256 4.370160124 4.82940940 4.63864692
512 4.370160218 4.82940945 4.638646 97

Tabela 4.5: 0® Ponizsza tabela przedstawia wartosci érednie operatoréw zawieraja-
cych poprawki typu Bethe-logarytm oraz wynik koficowy )

N ol o) 50

128 33.750597121 -47.976639515 4.6853134468

256  33.750602895 -48.006991419 4.6551815839
512 33.750677345 -48.007567525 4.6547921071

Otrzymany wynik - ) - pozwolit na dokladne wyznaczenie statej ekranowania

dla helu-3. Koncowy wynik zostal przedstawiony w Rozdziale 5.

4.2 Izotopologii czgsteczki wodoru

4.2.1 Energia nierelatywistyczna

W ponizszych tabelach przedstawione sa energie nierelatywistyczne otrzymane dla
czasteczek Hy, HD oraz HT. Zgodnie z teoria NRQED, kolejne poprawki do pozio-
mow energii, a takze wlasnosci uktadu takich jak stata ekranowania, wyznaczane sa
jako wartosci oczekiwane z bazy funkcji falowej zoptymalizowanej dla hamiltonia-
nu nierelatywistycznego. Doktadno$é¢ obliczanych poprawek Scidle zalezy od jakosci
zoptymalizowanej bazy funkcji falowej, a co wiecej, wyznaczane wielkosci sg zwykle
o kilka rzedow mniej doktadne od otrzymanej energii nierelatywistycznej. Przedsta-
wione wartosci sg zestawione z najdokltadniejszymi wynikami [67-69], wyznaczonymi

w oparciu o funkcje wyktadnicze.
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Tabela 4.6: Zbieznos¢ energii nierelatywistycznej w bazie naECG dla czasteczek HD
oraz HT w stanie podstawowym (J = 0, v = 0). Otrzymane bazy pozwolily na
wyznaczenie poprawki QED do stalej dysocjacji, oraz stanowity funkcje zewnetrzna
przy wyznaczaniu wiodacego rzedu statej ekranowania.

Baza HD HT
Energia nierelatywistyczna

256 -1.165471 628 966 -1.166 001 763 874

512 -1.165471 917681 -1.166 002 029 804

768 -1.165471 922 466 -1.166 002 035 150

1024 -1.165471923 333 -1.166 002 036 515

1536 -1.165471 923 801 -1.166 002 036 817

naJC [67,69] -1.16547192396429 -1.16600203732864(3)

Tabela 4.7: Zbieznos¢ energii nierelatywistycznej w bazie naECG dla czasteczki Hy
we wzbudzonym stanie rotacyjnym J = 1. W przypadku wibracyjnego stanu pod-
stawowego v = ( otrzymane bazy zostaly wykorzystane do wyznaczania wiodacego
rzedu statej ekranowania.

Baza v=20 v=1 v =2

Energia nierelatywistyczna

128 -1.163484 413183  -1.144 545344612 -1.126 668 462 498
256 -1.163 485128 981 -1.144 551804 679 -1.126 689 846 181
512 -1.163485169349  -1.144552414717 -1.126 691 204 847
1024  -1.163485172147  -1.144552449102

2048 -1.163485172278

naJC -1.1634851723140 -1.14455245173711 -1.1266913632667

Tabela 4.8: Energie nierelatywistyczne otrzymane w bazie naECG dla czasteczki HD
w pierwszym stanie wzbudzonym rotacyjnie J = 1. Wyniki zostaly przedstawione
dla stanéw wibracyjnych v =0, 1, 2.

Baza v=20 v=1 v =2

Energia nierelatywistyczna

128 -1.165064 451 559 -1.148 527110157 -1.132784 490 681
256 -1.165065 077 000 -1.148 533 038 509 -1.132807 008 580
512 -1.165 065 369 626 -1.148 533 562 915 -1.132809 480 331
1024 -1.165065 376 259 -1.148 533 609 660

2048 -1.165065376 822

naJC -1.16506537694153 -1.14853361535658 -1.132809 980890 32
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Tabela 4.9: Energie nierelatywistyczne otrzymane w bazie naECG dla czasteczki Hy
w drugim stanie wzbudzonym rotacyjnie J = 2. Wyniki zostaly przedstawione dla
stanéw wibracyjnych v =0, 1, 2.

Baza v=20 v=1 v =2

Energia nierelatywistyczna
128 -1.162409784292  -1.143 525066 948 -1.125694 373 340
256 -1.162410360 708  -1.143530993 173 -1.125719533 268
512 -1.162410405986  -1.143 531 366 787 -1.125722 574270
1024  -1.162410408938  -1.143 531397403 -1.125722 821 489
2048  -1.162410409 063
naJC -1.1624104091311 -1.14353139932850 -1.12572284973488

Tabela 4.10: Energie nierelatywistyczne otrzymane w bazie naECG dla czasteczki
HD w drugim stanie wzbudzonym rotacyjnie J = 2. Wyniki zostaty przedstawione
dla stanéw wibracyjnych v =0, 1, 2.

Baza v=20 v=1 v=2
Energia nierelatywistyczna

128 -1.164 254 283 561 -1.147 750636 732 -1.132023 193 790

256 -1.164 255013 646 -1.147 757 330 028 -1.132 065 219 282

512 -1.164 255077 155 -1.147 758 276 115 -1.132 068 356 728

1024  -1.164 255082570 -1.147758 367 233

naJC -1.16425508309094(3) -1.14775837810983(3) -1.13206909795027(6)
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4.2.2 Nieadiabatyczne efekty relatywistyczne

Poprawke relatywistyczng mozna przedstawi¢ za pomoga sumy operatorow zre-
gularyzowanych Egrgr ., Oraz tych oryginalnie obecnych w hamiltonianie Breita-

Pauliego - EREL

1 1 1 1 1 1
Frpp = —~Q1 + ~0s + =03 — ~Q4 + ~0Qs — ~O4 4.2.1
REL 8Q1 + 8Q2 + 4Q3 2@4 + 2@5 2@6 ( )
1 1 1 1 1 1
ERpLreg = — - SQo— —Qut Qs — - 422
REL,reg 8Q1A + 4Q1B + 8Q2 2@4 + 2@5 2@6 ( )

gdzie

° Q15<P§1+P§>

o Qun=4{ (By— V)24 (2 Py, vy (P Py

J Q1B5—<2p§p§>

Na nastepnych stronach znajduja sie tabele przedstawiajace wartosci srednie ope-
ratorow Q1 ... Qg dla czasteczek Hy oraz HD. Tabele dotyczg stanéw wzbudzonych
rotacyjno-wibracyjnie dla J = 1,2 oraz v = 0, 1, 2. Do wyznaczenia wartosci ocze-
kiwanych operatoréw postuzyty funkcje falowe, ktorych energie nierelatywistyczne
przedstawiono w tabelach 4.7, 4.8, 4.9 oraz 4.10. Operator (015, W przeciwienstwie
do pozostatych, zostal wyznaczony przy uzyciu funkcji spetniajacych warunek ostrza
elektronowego. Wyniki energii nierelatywistycznej wyznaczone przy wykorzystaniu

tego typu funkcji zostaly przedstawione w Dodatku B.
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Tabela 4.11: Hy, J =1
Baza v=20 v=1 v =2
Q1
128 12.990 765 90 12.627978 19 12.290 422 04
256 12.989 289 92 12.626 166 26 12.288 790 80
512 12.988 963 33 12.625 33333 12.288 367 37
1024 12.988 832 66 12.624 948 50
2048 12.988 793 60
Q14
128 15.583974 92 15.127 368 28 14.703 126 87
256 15.584 27498 15.128 868 97 14.707 251 16
512 15.584 298 95 15.129 055 23 14.707916 05
1024 15.58429972 15.129 082 57
2048 15.584 299 34
QlB
128 1.500 053 331 1.441 083165 1.386 315219
256 1.500 045 801 1.441 087 498 1.386 337 884
512 1.499 534 825 1.440 733559 1.386 098 638
1024 1.499 521 064 1.440 566 879
Q2
128 11.329928 36 10.988 443 31 10.668 187 23
256 11.330154 28 10.989 350 70 10.670 606 61
512 11.33017560 10.98947279 10.671 01998
1024 11.330178 09 10.989 49591
2048 11.330178 36
Q3
128 0.202 256 876 8 0.188 810368 2 0.175861 1684
256 0.202 281 547 2 0.188 928 525 3 0.176 1429199
512 0.202 283038 3 0.188 943 206 5 0.176 161 8454
1024 0.202 2832786 0.188 945 000 9
2048 0.202 283 304 0
Q4
128 9.245 530 233 8.774860 005 8.314 065 246
256 9.244 354617 8.769 792 276 8.301 679670
512 9.244 279935 8.769 136 586 8.300 844 586
1024 9.244 267 055 8.769 044 962
2048 9.244 265 741
Qs - 103
128 -2.713476 042 -2.636 220 276 -2.564 068 726
256 -2.713 469 182 -2.636 567 804 -2.565 654 775
512 -2.713435715 -2.636 628 560 -2.565 78 2571
1024 -2.713435024 -2.636 625 966
2048 -2.713435017
Qs - 108
128 -3.865 671 562 -10.517 180 66 -16.134101 63
256 -3.865 555 258 -10.514576 41 -16.128 003 96
512 -3.865 559 092 -10.514 363 41 -16.12773417
1024 -3.865 558 294 -10.514 35476
2048 -3.865 558 298
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Tabela 4.12: HD J =1
Baza v=20 v=1 v=2
Q1
128 13.027213 30 12.709 33729 12.411 95402
256 13.026 206 67 12.708 298 40 12.409 852 89
512 13.025 86311 12.707 05792 12.40903099
1024 13.025 695 73 12.706 883 50
2048 13.025 633 09
Q14
128 15.629 67048 15.229263 18 14.854 500 10
256 15.629933 97 15.230862 33 14.857 047 76
512 15.629979 42 15.231 038 60 14.857 860 23
1024 15.629 983 33 15.231 07289
2048 15.629 983 22
QlB
128 1.505621 347 1.453910412 1.404 990 002
256 1.505 581 258 1.453 963 065 1.405 553 606
512 1.504 341 674 1.453090 531 1.405 496 296
1024 1.504 260 724 1.452710624
Q2
128 11.362091 12 11.063 138 59 10.781 24716
256 11.362 27199 11.064 070 30 10.782476 27
512 11.362304 77 11.064 188 66 10.782937 17
1024 11.362 309 06 11.064 213 32
2048 11.362 309 87
Q3
128 0.2033997831 0.1916795571 0.180328 5337
256 0.203419 000 4 0.191766 896 7 0.180 545276 6
512 0.2034211750 0.191 7842536 0.1805774370
1024 0.203 421 609 6 0.1917853437
2048 0.203421 6689
Q4 - 10?
128 9.285661 570 8.876301 147 8.477930981
256 9.284 734627 8.872574033 8.466 344 117
512 9.284 662 560 8.871793 536 8.464 891 353
1024 9.284 640935 8.871 745327
2048 9,284 637 572
Qs - 103
128 -2.040 907980 -1.990 060 219 -1.942055178
256 -2.040965 733 -1.987726 038 -1.939768 925
512 -2.039574 215 -1.987 318 068 -1.938 775 546
1024 -2.039572 544 -1.987272 500
2048 -2.039570 627
Qs - 10°
128 -2.236 680 233 ~6.163 600 293 ~9.570 085 481
256 -2.236624 105 -6.164 848 532 ~9.567 066 771
512 -2.236 658 307 16.164 941 279 10.566 939 827
1024 12,236 656 410 16.164 945 580
2048 -2.236 656 179
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Tabela 4.13: Hy J =2
Baza v=20 v=1 v=2
Q1
128 12.953 03027 12.592 027 41 12.257 336 18
256 12.952 432 96 12.591 71089 12.255 87921
512 12.952 18715 12.590 893 50 12.256 254 27
1024 12.952 053 91 12.590 452 01 12.255952 31
2048 12.95203048
Q14
128 15.538 528 18 15.083 53379 14.662 67208
256 15.538 79202 15.086 266 28 14.666 561 29
512 15.538 821 40 15.086 41084 14.667 874 41
1024 15.538 821 95 15.086 435 22 14.668 060 14
2048 15.538 821 86
QlB
128 1.494 614557 1.435943 557 1.381 335503
256 1.494 619815 1.436 007 092 1.381 554293
512 1.494 620 261 1.436 010 608 1.381 601 358
1024 1.494 620 261 1.436 008 091
Q2
128 11.297 651 29 10.957 221 46 10.639 338 10
256 11.297 823 56 10.958 935 75 10.641 520 28
512 11.297 847 65 10.959 024 81 10.642 289 59
1024 11.297 850 37 10.959 048 37 10.642 407 62
2048 11.297 850 57
Q3
128 0.2011861553 0.187 7855476 0.174 8876198
256 0.2011957255 0.187897 648 2 0.1751455529
512 0.2011970876 0.1879111649 0.1751732237
1024 0.2011973277 0.1879132776 0.1751803431
2048 0.201197 3434
Q4 - 102
128 9.214 956 959 8.745461 571 8.287212112
256 9.214 525652 8.740 722762 8.273 774738
512 9.214458 111 8.740127710 8.272708613
1024 9.214 445 290 8.740016 551 8.272 361913
2048 9.214 444 474
Qs - 10°
128 -2.706 791 533 -2.629 666 968 -2.557 526 360
256 -2.706 528 964 -2.630112967 -2.559 366 436
512 -2.706 489 594 -2.630148 401 -2.559746 750
1024 -2.706 484 598 -2.630116 768 -2.559662073
2048 -2.706 484613
Qs - 10°
128 ~4.260 692 043 -10.853724 17 -16.414 269 25
256 ~4.260 615 962 -10.854 456 45 ~16.415 365 62
512 -4.260 599 663 -10.854 606 38 -16.416849 78
1024 -4.260 600 346 -10.854 608 17 -16.416 924 88
2048 -4.260 600 396
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Tabela 4.14: HD J = 2
Baza v=20 v=1 v =2
Q1
128 12.999174 15 12.682 365 55 12.37972519
256 12.998 534 43 12.682 796 27 12.383 99597
512 12.998 026 34 12.681 262 88 12.384 456 19
1024 12.997906 42 12.680 792 32
Q14
128 15.595 297 06 15.196 732 94 14.816 349 08
256 15.595576 61 15.198 308 19 14.825239 82
512 15.595601 14 15.198 506 90 14.826 587 13
1024 15.595 607 68 15.198 54791
QlB
128 1.501511811 1.450044 975 1.401 780 884
256 1.501 515156 1.450112551 1.401 886 845
512 1.501517132 1.450107174 1.401903 163
Q2
128 11.337671 04 11.040004 67 10.754 742 40
256 11.33785747 11.040831 29 10.759 826 36
512 11.337877 58 11.040 985 54 10.760 557 88
1024 11.33788524 11.041016 52
Qs
128 0.202 586 398 3 0.190905 445 8 0.179529743 1
256 0.202 598 605 2 0.190 964 098 6 0.179785176 6
512 0.202601 376 1 0.190996 910 5 0.1798108560
1024 0.202601 721 2 0.191 000 565 2
Q4 - 102
128 9.262 864 946 8.854 504 424 8.457137093
256 9.262 332029 8.851649 222 8.444 943 468
512 9.262192739 8.850039 344 8.444 068 454
1024 9.262175035 8.849851 774
Qs - 10°
128 2037116776 ~1.986401 214 ~1.935 784900
256 -2.035599 186 -1.985103 486 -1.936 157 331
512 -2.035 465 722 -1.983 479007 -1.936 459 024
1024 -2.035 463 428 -1.983393 818
Qg - 105
128 -2.436 998 826 -6.338 085 233 -9.698 866 285
256 -2.437041 135 -6.340 955433 -9.719 758 880
512 -2.437056 418 -6.341 265375 -9.720622 573
1024 -2.437057 482 -6.341 306 843
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Analizujac otrzymane wartosci érednie mozna zauwazy¢, ze ich zbieznosé nie za-
wsze jest monotoniczna. Ze wzgledu na potencjalne wzajemne kasowanie sie wkta-
déw szacowanie niepewnosci zostato wykonane dla petnej poprawki relatywistyczne;j.

Koncowe wartosci zostaty przedstawione i oméwione w nastepnym rozdziale.

4.2.3 Stala ekranowania

Wiodacy rzad do statej ekranowania w czasteczce wodoru mozna wyrazi¢ jako sume

O{2 fa N m (gA—l) = — fB m m (gA_ ]-) — —
0_3<;952. [%—i_m/x ga (¥ = Ta) +g. mp xB_mA Ja (Tp — Ta)
+ = Z%Xpa—miﬂﬁBXpB-i-f(xB—Iel)X(pB+pe1) e —

a B

3 ma EO — HO
Ty B m (ga—1) B TB m m (ga—1) .
S A B X )
o Ty ma ga T'p mp ma ga
(4.2.3)
gdzieey = eg = —e, D= TB—Tel, DA = —DB — .4 Pa; ZMienne &, i Tp sg niezalezne.

W przypadku czasteczki Hy masy m4 oraz mp sa sobie réwne, co sprawia, ze stata
ekranowania nie zalezy od tego, ktore jadro zostanie wybrane jako srodek uktadu.

W przypadku czasteczek heterojadrowych konieczne jest rozwazenie dwdch sytuacji

Stala ekranowania dla dla jadra A : A=0,B=1,a=2,3

® Mg =My, Mp =M1, A = Yo, 9B = 41

® Ty = —T0a, Tp = —To1, Lol = T2 + T3

® Jp = P1, Pel = P2 + P3

Stata ekranowania dla jadra B: A=1,B=0,a=2,3

® My =My, Mp = Mg, ga = G1, 9B = Go

® Ty = —T14, TB = T01, Tel = T2 + T3

® Dp = Do, Pl = P2 + D3
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Operatory pierwszego rzedu dla czasteczek HD i HT zostaly wyznaczone jako

wartos¢ oczekiwana funkcji falowej stanu podstawowego J = 0, v = 0.

Via = 3 xa—()(%l—fB)l-f—f'[IB—f— g(xel_$3>
a Ty ma  ga Tp |MB ma  ga

(4.2.4)

Dane numeryczne przedstawione sg w Tabelach 4.16, 4.15,4.17 oraz 4.18. W przy-
padku czasteczki Hy najwiekszy wpltyw na wlasnosci magnetyczne mierzone w eks-
perymencie NMR ma stan J =1, v = 0. Z tego powodu baza funkcji falowej wyko-
rzystywana do wyznaczania wartosci srednich operatoréw zostata skonstruowana na
podstawie wzoru (3.1.17). Otrzymane wyniki zostaly przedstawione w Tabeli 4.19.

Dla czasteczek HD oraz HT wyznaczenie wartosci srednich elementow drugiego

rzedu

. . mo 5 m . - — 1
Xia= <{Z Lo X Po — ——1TB XPB+7(IB—%1) X (pB +pel>}E
0

" mp ma — H
fa — m - 1 — —
X =3 X pa+7M(pB+pe1)
. Ly ma gA
T m m -1) . N
— —33 X [ pPB+ — M (P +Pel)] }> (4.2.5)
Ty mp ma ga

wymagato optymalizacji dwoch symetrycznych operatoréw

X2A02Ao = <Q2Ao£?0i]¥0Q2A.> (426)

X34e340 = <Q3A.EOiHOQ3A.> (4.2.7)

Definicje wykorzystywanych w powyzszym wzorze oznaczen mozna znalezé w Do-
datku A. Wyznaczenie wartosci oczekiwanej operatora niesymetrycznego, zostato
wykonane w oparciu o dwie potaczone i zoptymalizowane bazy, tworzac funkcje sta-
nu posredniego rozmiaru 2 N. Wyniki zostaly przedstawione w Tabelach 4.16, 4.15,
4.17 oraz 4.18

Wyznaczenie wartosci operatora X;4 dla czasteczki Hs byto bardziej ztozo-
nym zagadnieniem. Konieczna byta optymalizacja symetrycznych standéw posrednich
oJ =0,1,2, ktérych elementy bazy funkcji falowej zostaty skonstruowane na pod-

stawie réwnan (3.1.14),(3.1.15) oraz (3.1.18). Koncowa wartos¢ operatora drugiego
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rzedu wyniosta

1A ]. 1A 1 1A

XlA == X2 —+ §X1 -+ gXO (428)

. 1A . ;. . . . .. .
gdzie X; oznaczaja wartosci oczekiwane wyznaczone przy uzyciu funkeji falowej

odpowiadajacej stanom J = 0, 1, 2 Wyniki numeryczne umieszczone sa w Tabeli 4.19

Podsumowujac, dla czasteczki wodoru, wiodacy rzad stalej ekranowania wynosi

012

oa=— Via—Xia)

5 (4.2.9)

Tabela 4.15: W ponizszej tabeli przedstawione sg wartosci srednie operatoréw pierw-
szego Xi4 1 drugiego V14 rzedu do statej ekranowania protonu w czasteczce HD

o,(HD). Stala przestaniania jest wyrazona w ppm.

Xia

Via

o,(HD)

256
384
012
768

1.806 708 2327
1.806 903954 6
1.806 903 954 4
1.806 903 960 7

1024 1.806 904 098 6
1536 1.806904 1056

Tabela 4.16: W ponizszej tabeli przedstawione sa wartosci srednie operatoréw pierw-
szego X4 1 drugiego V14 rzedu do stalej ekranowania o4(HD). Stala przestaniania

jest wyrazona w ppm.

0.3211500178
0.3211497828
0.3211498821
0.321150369 7
0.321 150236 2
0.3211502425

26.369 329 058
26.372807 378
26.372805616
26.372797072
26.372801 887
26.372801901

Xia Via o4(HD)
256 1.8060966665 0.3212691931 26.356 358 066
384 1.8059020368 0.3212696250 26.352895634
512  1.8059020368 0.3212694086 26.352899476
768  1.8059020408 0.3212690099 26.352906 624

1024 1.8059019023
1536 1.805901894 3

0.321269 1530
0.3212691637
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Tabela 4.17: W ponizszej tabeli przedstawione sa wartosci srednie operatoréw pierw-
szego X4 1 drugiego Vi rzedu do statej ekranowania o,(HT). Stata przestaniania

jest wyrazona w ppm.

Xia

Via

o,(HT)

256
384
512
768
1024
1536

Tabela 4.18: W ponizszej tabeli przedstawione sa wartosci srednie operatoréw pierw-
szego X4 1 drugiego Vi4 rzedu do stalej ekranowania o,(HT). Stata przestaniania

1.806 876 908 3
1.806 8511571
1.806 8511571
1.806 8491439
1.806 8492100
1.806 8491980

jest wyrazona w ppm.

Xia

0.321393 376 4
0.321393 761 4
0.321 393 598 0
0.3213951415
0.3213951614
0.321395186 5

Via

26.368 00340
26.367 53947
26.367 542 37
26.36747923
26.367 48006
26.36747940

o(HT)

256
384
512
768
1024
1536

1.807943 5384
1.807969 963 2
1.807969 963 2
1.807971913 3
1.8079721454
1.807972156 2

0.321168 489 77
0.321169028 71
0.321 168 964 87
0.321167 484 50
0.32116749264
0.321167 48487

26.390928 41
26.391 387 89
26.391 38902
26.391 44991
26.391453 89
26.391454 22

Tabela 4.19: Ponizsza tabela zawiera wartosci srednie operatoréw pierwszego rzedu
X14 oraz drugiego rzedu Via, XP,, XF,. Warto$¢ konicowa zostala przedstawiona

i omowiona w nastepnym rozdziale.

Via xb, Xt X7, - 106
128 1.8020786291 0.16036825087 0.32137461756 5.2304018971
256 1.8021323258 0.16038245303 0.32143840171 5.9138969176
512 1.8021638008 0.16039014719 0.32100785650 6.0711073391
768 1.8021635858 0.16039042696 0.32100445013 6.0800444729
1024 1.8021666599 0.16039073113 0.32100395345 6.0805322223
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Wyniki koncowe

5.1 Stala ekranowania helu-3

Na podstawie danych przedstawionych w poprzednim rozdziale wyznaczona zosta-
ta wartosé poprawki QED do stalej ekranowania helu-3. Dzieki temu, ze wyniki
numeryczne dla najbardziej ztozonych obliczeniowo wyrazen typu logarytm Bethe-
go - In k47 oraz In k 49 zaleza nieznacznie od liczby elektronow w uktadzie, mogty one
zostaé zweryfikowane przez odpowiedniki dla atomu wodoru. Zostaly one przedsta-
wione w Tabeli 5.1. Co istotne, otrzymana wartos¢ poprawki QED ¢® potwierdza
wnioski dla uktadéw wodoropodobnych w pracy [35], gdzie zauwazono, ze jej sza-
cowanie za pomoca wktadéw logarytmicznych w « analogicznie jak dla pozioméw
energii nie jest poprawne. Okazuje sic bowiem, ze w przypadku ¢® dochodzi do
znacznego kasowania sie wyrazéw statych i logarytmicznych. Przedstawiona w pra-
cy [34] oszacowana wartos¢ o) = 502 - 1072 okazuje si¢ by¢ pieciokrotnie wicksza
od przedstawianej w tej rozprawie, tj. ¢©® = 96.3 - 10~'2, wyznaczonej po uwzgled-
nieniu wszystkich wktadow pelnej poprawki QED. Réznica jest istotna réwniez dla
koncowego wyniku statej ekranowania o w Tabeli 5.2. Umieszczone tam wktady
nizszych rzedéw w a pochodza z pracy [34]. Precyzja numeryczna ¢ jest na tyle
wysoka, ze jedyne zrodlo niepewnosci wyniku koncowego pochodzi z oszacowania
pominietych efektéw wyzszego rzedu, tj. na poziomie 23 - 10712 jak w Tabeli 5.2.
Otrzymana wartosé¢ statej ekranowania dla helu-3 jest wyznaczona o kilka rze-
dow doktadniej wzgledem poprzednich wynikéw znanych w literaturze [84-87], ktére

zostaly obliczone przy uzyciu standardowych metod chemii kwantowej, przy czym
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Tabela 5.1: Warto$ci numeryczne poszczegdlnych elementow wchodzacych w sktad
poprawki QED. Wyniki przedstawione sg w notacji o™ = a5,

Operator wartosé
Ey -2.903 724377034 11959(1)
(U) 3.376 633601 434 081(4)
D 98.7986139(3)
Das 91.0021031(3)
In ko 4.370 160 22(2)
Inko(H) +2InZ 4.370422917
In kar 4.829409(3)
Inko(H) +21nZ +1/2 4.870422917
In 4.638660(15)
Inks+2InZ7 4.659 100 906
A1 33.75067(2)
& a2 -48.007 69(14)
G 5o 70.054 125 1(2)
551 -55.34211909(14)
G pa 4.188 033 454(7)
B3 0.01167(3)
50 4.65469(15)

wiekszos¢ z nich nie posiada nawet podanych niepewnosci. Jedyny wynik spojny
z otrzymanym przez nas pochodzi z pracy [83], jednak jest on o ponad 3 rzedy
mniej doktadny. Pokazuje to, jak znacznie wieksza precyzje obliczen otrzymujemy
postugujac sie funkcjami jawnie skorelowanymi w poréwnaniu do takich metod.

Co istotne, doktadnos¢ otrzymanego wyniku statej ekranowania jest wystarczaja-
ca do ustanowienia nowego standardu dla absolutnej magnetometrii opartej na wzor-
cu 3He, oraz dla precyzyjnych pomiaréw wykonywanych przy uzyciu spektroskopii
NMR z helem-3 jako oérodkiem referencyjnym. Juz dzisiaj 3He jest wykorzystywa-
ny w precyzyjnych pomiarach pola magnetycznego, np. ostatnio w eksperymencie,

ktérego celem bylto wyznaczenie g-faktora mionu w Fermilab. [88, 89
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Tabela 5.2: Wktady do stalej ekranowania *He, wyrazone w ppm. Wartosci nume-
ryczne wiodacego rzedu o oraz poprawki relatywistycznej o) pochodza z [34].
0>?) zostala oszacowana na podstawienie wartosci poprawki dla Het. Wzgledne
niepewnoéci do poprawki skoniczonej masy o(*!) estymowane sa jako 2m/my ¥,
o®) jest czeSciowo znana z réwnania Diraca [82], ale ze wzgledu na potencjalne wza-
jemne wykasowanie si¢ wktadow wzgledem poprawki radiacyjnej, niepewnos¢ zostata
oszacowana jako (Z a)? o

SHe
o® 59.936 770 5
o@ 0.052663 1
o®) 0.000 096 3
oD -0.0225115
o(22) 0.0000107(36)
A 0.0000192
o© 0.0000112
o - 106 59.967 029(23)
Vaara, Pyykks (2003) [83]  59.93(4)
Kudo, Fukui (2005) [84] 59.8
Antusek et al. (2007) [85]  59.908 03
Rudzinski et al. (2009) [34] 59.96743(10)
Seino, Hada (2010) [86] 59.95
Kupka et al. (2013) [87] 59.930
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5.2 Izotpologii czagsteczki wodoru

5.2.1 Nieadiabatyczna poprawka relatywistyczna

W tabelach 5.3, 5.4, 5.5 oraz 5.6 zostaly przedstawione wartosci poprawki relatywi-
stycznej otrzymane w petni nieadiabatycznym podejsciu (DNA) dla czasteczek Hy
oraz HD w stanach o catkowitym momencie pedu J = 1,2 oraz liczbie wibracyjnej
v = 0,1,2. Wartosci koncowe zostaly wyznaczone na dwa sposoby, tzn. z wyko-
rzystaniem funkcji spetniajacych warunek ostrza korelacyjnego E¢; .4 Oraz bez ich
uzycia - E,... Przesuniecie pomiedzy wynikiem dla najwigkszej bazy, a tym ekstra-
polowanym jest rowne w przyblizeniu 1/4 réznicy wynikéw otrzymanych dla dwoch
najwiekszych rozmiarow baz funkcji falowej. Z kolei niepewno$¢ zostata oszacowa-
na jako polowa tej réznicy, co jest konserwatywnym zatozeniem, niemniej jednak
pokazujacym wysoka jako$¢ otrzymanych wynikow.

Analizujac przedstawione w tabelach dane, mozna zauwazy¢, ze optymalizacja
stanow wzbudzonych wibracyjnie nie jest tak efektywna jak dla tych w stanie podsta-
wowym, tym samym wykazywaly one duzo wolniejszg zbiezno$¢ w funkeji rozmiaru
bazy. Jest to szczegdlnie widoczne dla stanu J = 2, gdzie dodatkowo natozyt sie
efekt zwiazany z jego zlozona reprezentacja wzbudzenia rotacyjnego, modelowana
przez wspotczynniki katowe.

Analizujac wyniki Ey¢ ¢y otrzymane dla pierwszego stanu wzbudzonego rota-
cyjnie J = 1, mozemy zaobserwowac¢ pewng systematyczng rozbieznos¢ widoczna
w wiekszych bazach. Jest ona widoczna zaréwno dla czasteczki Hy jak i HD. Wyja-
Snienie zrédta obecnej w wynikach rozbieznosci nie jest oczywiste i wymaga pogte-
bionej analizy problemu.

W przypadku stanu J = 2 wyniki sa zgodne z naszymi oczekiwaniami. Wyzna-
czone wartosci Fyereq 1 Ere 83 wzajemnie zbiezne dla wszystkich omawianych sta-
now i obu czasteczek. Precyzja otrzymanych wynikow, szczegdlnie dla wibracyjnych
stanéw podstawowych v = 0, jest zadowalajaca. Otrzymane wyniki maja potencjat
zosta¢ wykorzystane do wyznaczenia energii przejs¢ rotacyjno-wibracyjnych, a tym
samym zweryfikowania danych eksperymentalnych. Koniecznie sg tu dodatkowe ob-

liczenia poprawek QED w podejéciu DNA. Szczegdlnie satysfakcjonujacy jest wynik
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Ereireg otrzymany dla Hy w stanie J = 2, v = 0, ktérego niepewnos¢ wzgledna

wynosi 8 - 1077,

Tabela 5.3: Nieadiabatyczna poprawka relatywistyczna dla czasteczki Hy w stanie
J = 1. W obliczeniach dla stanu v = 0 wykorzystywana wartos¢ operatora Qg
pochodzita od wyniku otrzymanego dla mniejszej bazy - wynik dla bazy funkcji
falowej 256 wykorzystywal wartos¢ (Q1p otrzymang dla bazy 128, itd...

Baza v=20 v=1 v =2
Erel,reg
128 -0.204 3249426 -0.202281980 -0.200 632944
256  -0.2043283297 -0.202329897 -0.200 779 259
512 -0.2043301526 -0.202423155 -0.200866 400
1024 -0.2044576180 -0.202464 894
2048 -0.2044609699
0o -0.2044618(17) -0.202475(21) -0.200888 (44)
Erel
128  -0.2046229287 -0.202926419 -0.201658 354
256  -0.2043981437 -0.202531801 -0.201020456
512 -0.2043538917 -0.202405506 -0.200907 013
1024 -0.2043371221 -0.202 353 605
2048 -0.204 3321933
0o -0.2043310(25) -0.202341(26) -0.200879 (57)

Tabela 5.4: Nieadiabatyczna poprawka relatywistyczna dla czasteczki HD w stanie
J = 1. W obliczeniach dla stanu v = 0 wykorzystywana wartos¢ operatora (Qip

pochodzita od wyniku otrzymanego dla mniejszej bazy.

Baza v=20 v=1 v =2
Erel,reg
128 -0.204489 727 -0.202661425 -0.201265014
256 -0.204 495448 -0.202711881 -0.201 229857
012 -0.204 505998 -0.202933153 -0.201280370
1024 -0.204 815737 -0.203 029070
2048 -0.204 835842
0o -0.204841(10)  -0.203053(48) -0.201293(25)
E1rel
128 -0.2047379697 -0.203228403 -0.202112121
256  -0.2045801221 -0.202940439 -0.201 582581
012 -0.2045314805 -0.202762138 -0.201406 429
1024 -0.2045098040 -0.202736717
2048 -0.204 5018320
0o -0.2044998(40) -0.202730(13) -0.201362(88)
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Tabela 5.5: Nieadiabatyczna poprawka relatywistyczna dla czasteczki Hy w stanie
J = 2. W obliczeniach dla stanu v = 0 i v = 2 wykorzystywana wartos¢ operatora

Q1B pochodzita od wyniku otrzymanego dla mniejszej bazy.

Baza v=20 v=1 v =2
Erel,reg
128  -0.2038820225  -0.2018398667 -0.2002894890
256  -0.2038911817  -0.2019277864 -0.200436 599 5
512 -0.2038901697  -0.2019308862 -0.200444 7374
1024 -0.2038900305  -0.2019310463 -0.2004396571
2048 -0.2038896807
oo -0.20388959(17) -0.2019311(1)  -0.200438 4(25)
E1rel
128 -0.2040518839  -0.202441071 -0.201234 472
256  -0.2039510060  -0.202135724  -0.200 648 827
512 -0.2039165702  -0.202016080  -0.200 587 487
1024 -0.2039147094  -0.201956848  -0.200531 432
2048 -0.203896 4875
co  -0.2038919(91)  -0.201942(30)  -0.200517(28)

Tabela 5.6: Nieadiabatyczna poprawka relatywistyczna dla czasteczki HD w stanie
J = 2. W obliczeniach dla stanu v = 0 i v = 1 wykorzystywana wartos¢ operatora
(215 pochodzita od wyniku otrzymanego dla mniejszej bazy - wynik dla bazy funkcji
falowej 256 wykorzystywat wartos¢ Q15 otrzymang dla bazy 128, itd...

Baza v=>0 v=1 v=2
Erel,reg
128  -0.204 156964 1 -0.2023423432  -0.200504 342
256  -0.2041651809  -0.202420996 1 -0.200 892907
512 -0.2041641341 -0.2024007985  -0.200974 589
1024 -0.2041635639  -0.2024024161
oo -0.20416342(29) -0.20240282(81) -0.200995(41)
Erel
128 -0.2043729536  -0.2028313023  -0.2014891415
256  -0.2042632101 -0.2027522246  -0.2012628435
512 -0.2041957283  -0.2025242056  -0.201256 7275
1024 -0.2042037015  -0.2024596190
oo -0.2042057(40)  -0.2024435(32)  -0.2012552(31)
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5.2.2 Poprawka QED

Otrzymane przeze mnie funkcje falowe dla czasteczek HD oraz HT postuzyly do
wyznaczenia poprawki QED do energii stanu podstawowego. Wyniki zostaty przed-
stawione w Tabeli 5.7. Dzigki bardzo precyzyjnym obliczeniom energii nierelatywi-

Tabela 5.7: Teoretyczny wynik energii dysocjacji wyznaczony dla czasteczek HD oraz
HT w stanie J = 0, v = 0. Epg jest poprawka zwigzang ze skonczonym rozmiarem
jadra. Energie sg wyrazone w cm ™.

Wktad HD HT

E® 36 406.51089007(1) 36512.928009 11(1)
E® -0.529 887 5(2) -0.5293779(2)
E®) -0.196 441(4) -0.197005(5)

E©) -0.002 080(6) -0.002 085(6)

E®) 0.000 009 3 0.000 009 3

EM 0.000102(25) 0.000 102(25)

EY) -0.000 116 -0.000 084(3)
Suma 36405.782477(26)  36512.199 569(26)
Eksperyment 36 405.783 66(36)

Réznica 0.000 52(68)

stycznej w podejsciu DNA [67,68], poprawki relatywistycznej [19,90,91] oraz wio-
dacej poprwaki QED mozliwe byto wyznaczenie energii dysocjacji dla omawianych
molekut heterojadrowych HD i HT. Otrzymana doktadnos$¢ przewidywan teoretycz-
nych jest na poziomie 0.8 MHz (26 x 107% cm™?!, réwnowaznie 8 x 1071° niepewnosci
wzglednej). Wkiad ma® zostal wyznaczony jako poprawka do potencjalu Borna-
Oppenheimera [49], ktérej niepewnosé wynikajaca z pominiecia efektéw nieadiaba-
tycznych jest zaniedbywalnie mata. Doktadnos¢ wynikow koncowych jest ograniczo-
na przez poprawke E(7) ktérej pelna postaé¢ nie jest znana. Jej wartosé¢ zostata
oszacowana na podstawie wynikéw wodorowych z zalozong niepewnoscig 25%, po-
dobnie jak w pracy [18].

Wyeliminowanie gtéwnego Zrodta niepewnosci poprzez uwzglednienie efektéow
nieadiabatycznych QED znacznie poprawito doktadno$¢ przewidywan teoretycznych
dla energii dysocjacji izotopologdéw czasteczki wodoru. Szczegodlnie interesujace sa
wyniki dotyczace molekuty HD. Ot6z wynik teoretyczny okazalt sie by¢ istotnie roz-

biezny o ponad 3¢ wzgledem éwcezesnych pomiaréw przedstawionych w [92], co
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naszym zdaniem wskazywato na problemy z pomiarami. Faktycznie, w sierpniu br.
ukazalta sie publikacja [20], w ktérej przedstawiono wynik nowego eksperymentu.

Potwierdzil on nasze przewidywania teoretyczne z 2019 roku [6].

5.2.3 Stala ekranowania

Jak zostato juz wczesniej przedstawione, obliczenia dla czasteczek HD oraz HT zo-
staly przeprowadzone w podejsciu DNA dla regularnie rosngcych baz naECG o roz-
miarze N = 256, 384, 512, 768..., co pozwolito doktadnie przeanalizowa¢ i ekstra-
polowa¢ wyniki, ktore sg przedstawione w Tabelach 5.8 i 5.9. Ze wzgledu na to,
ze kolejne wktady w rozwinieciu struktury subtelnej a nie zostaly poddane esty-
macjom, przedstawione wyniki zawieraja tylko niepewno$¢ numeryczna, ktora wy-
nosi mniej niz 6 - 10~® w przypadku o oraz 8 - 1075 w przypadku jej réznicy do.

Tabela 5.8: State ekranowania w czasteczce HD. Wartosci zostaty wyrazone w ppm.

o,(HD) oq4(HD) do(HD)
256 26.359 33587 26.366 390 735 0.007 054 86
384 26.352 89556 26.372 807241 0.01991164
512 26.352906 53 26.372805619 0.019906 14
768  26.35290270 26.372804 050 0.01990113
1024 26.35290163 26.372801890  0.019900 26
1536  26.352901 31 26.372801914 0.01990061
00 26.3529011(3) 26.3728019(10) 0.019901 (1)

Tabela 5.9: State ekranowania w czasteczce HT. Wartosci zostaty wyrazone w ppm.

o,(HT) o (HT) do(HT)
256 26.366 89293 26.392063 42 0.0251705
384 26.36753947 26.391 38789 0.023 8484
512 26.367 54237 26.391 389 02 0.023 846 6
768  26.36747923 26.39144991 0.023970 6
1024 26.36748006  26.39145389 0.0239738
1536  26.36748091 26.391 45542 0.0239745

0o 26.3674813(8) 26.3914561(15) 0.023975(2)

W Tabeli 5.10 zostaly przedstawione wyznaczone wartosci momentu magnetycznego
deuteronu i trytonu. Oprécz przedstawionych tutaj wynikéw dla stanu podstawowe-

go (v =10,J = 0), do ich wyznaczenia niezbedne byly komplementarne obliczenia
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przeprowadzone w naszej grupie wykorzystujace teorie NAPT [24]. Cho¢ uwzglednia
ona jedynie wiodace efekty nieadiabatyczne, umozliwia otrzymanie réznicy statych
ekranowania w pojedynczej heterojadrowej molekule wodoru dla stanéw wzbudzo-
nych rotacyjno-wibracyjnie. R6znica miedzy stanem podstawowym wyznaczonym
w podejsciu nieadiabatycznym i NAPT jest zgodna z przewidywaniami i odpowiada
niepewnosci 3 - 1072, wynoszac pierwiastek kwadratowy z odwrotnosci masy jader.

Uwzglednienie stanéw wzbudzonych rotacyjnie jest konieczne ze wzgledu na tem-
perature, w ktorej przeprowadzane sa eksperymenty (7' = 300K). Poprawka do wy-
niku otrzymanego w podejsciu nieadiabatycznym, wynikajaca z populacji stanoéw
wzbudzonych, zostata oznaczona jako Ardo i dzieki temu, ze jest to bardzo ma-
ly efekt (10° razy mniejszy niz do) mogla zosta¢ wyznaczona wlagnie w podejsciu
NAPT. Obliczone energie €; oraz funkcje falowe y; postuzyly do wyznaczenia wag

w rozktadzie Boltzmana dla dziesieciu pierwszych stanéw wzbudzonych rotacyjnie

_ (2J + 1) exp[—e;/(kT)]
>y (2J + 1) exp [—e;/(KT)]

wy (5.2.1)

Otrzymane wagi wraz z réznicami dla wspomnianych stanéw, wyznaczone jako

(00); = (xs|00|x) zostaly wykorzystane do obliczenia poprawki temperaturowej

ATéO' = Z’LUJ <($O->J — <(50’>0 s (522)

ktéra dla czasteczek HD i HT wynosi odpowiednio Ardo = —0.000023 7 - 1076 oraz
Ardo = —0.0000300 - 1075, a jej niepewnoéé 3 - 10~2? odpowiada nieuwzglednionym
efektom nieadiabatycznym wyzszych rzedéw. Co wigcej, obliczenia przeprowadzone
w podejsciu nieadiabatycznym umozliwity weryfikacje poprzednich wynikéw, przed-
stawionych przez Puchalskiego i wspétpracownikéw [39]. Nieznaczna rozbieznosé
miedzy nimi jest konsekwencja niedoszacowania efektéw nieadiabatycznych oraz bte-
dami w wyrazeniach operatorowych opisujacych o w podejsciu NAPT.

Koncowy wynik do, oznaczony jako "DNA+Ar” zostal przedstawiony w Ta-
beli 5.10, i postuzyt do wyznaczenia momentu magnetycznego jader x zgodnie ze

Wzorennl

pz(HX)
1p(HX)(1 4 60) p1p

[y = (5.2.3)
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wyznaczonym z réwnania (1.0.4). Doktadno$é wynikéw jest ograniczona przez dane
eksperymentalne, pochodzace z pomiaréw NMR, w ktérych wyznaczany jest sto-
sunek momentéw magnetycznych. Jesli ich niepewnos¢ zostanie zmniejszona 10-
krotnie, przedstawione wyniki pozwola na jeszcze dokltadniejsze wyznaczenie mo-

mentéw magnetycznych, do poziomu g,

Tabela 5.10: Tabela przedstawia momenty magnetyczny deuteronu i trytonu
wyznaczone na podstawie réwnania (5.2.3) i momentu magnetycznego protonu.
p(HX) oznacza moment magnetyczny uwzgledniajacy ekranowanie w czastecz-
ce HX. Ardo jest zmiang statej ekranowania wynikajaca z usrednienia temperatury.
Niepewno$¢ wynikow otrzymanych przy wykorzystaniu podejscia NAPT jest rzedu
3-1072 i wynika ona z efektéw nieadiabatycznych. Szacowana niepewnosé koncowych
wynikéw jest na poziomie 1-107°.

Wielko$é Wartogé Zrodto

14y 2.792 847 344 62(82) iy [40]

So(HD,v =0,J =0) 0.020433- 1076 NAPT

So(HD,v =0,J =0)  0.019901(1)-10~F DNA

Ardo(HD, T = 300K ) —0.0000237 - 10~° NAPT

6o(HD, T = 300K) 0.019877(1) - 1076 DNA+A7
0.02020(2) - 107° [39]

11, (HD) / p14(HD) 3.257199 516(10) 93, 94]

pta = pg(HD)/p,(HD)  0.857 438 233 8(26) jun Ta praca

x (14 60) 1, 0.8574382338(22) uy  CODATA [93]

0.857 438234 6(53) [39]

So(HT,v=0,J =0) 0.024368- 107 NAPT

So(HT,v=0,J =0)  0.023975(2) - 1076 DNA

Ardo(HT,T = 300K) —0.0000300 - 10~° NAPT

So(HT, T = 300K) 0.023945(2) - 106 DNA+A7
0.02414(2) - 10°° [39]

e (HT) /1, (HT) 1.066 639893 3(21) 93, 95]

e = e (HT) /i, (HT)  2.978 962465 0(59) e Ta praca

x(1+d0) 2.978 9624656(59) uy  CODATA [93]

2.978 962 471(10) iy 39]

Stala ekranowania dla H,

Ostatnim wynikiem omawianym w tej pracy jest otrzymana w podejéciu DNA war-
tos¢ wiodacego rzedu do staltej ekranowania dla czasteczki Hy. Obliczenia zostaty

wykonane dla baz funkcji falowych o rozmiarach 128,256, 512, 758 oraz 1024. Konser-
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watywne szacowanie niepewnosci pozwolito ustali¢ doktadnos¢ otrzymanego wyniku
na poziomie 107%. Kolejne wkiady do stalej ekranowania w rozwinieciu struktury
subtelnej a nie zostaly poddane estymacjom - przedstawione wyniki zawieraja tylko
niepewnos¢ numeryczng. Wynik statej przestaniania zostatl przedstawiony w Tabe-

li 5.11. Przedstawiony wynik odpowiada za dominujacy wktad do statej ekranowania

Tabela 5.11: Stata ekranowania w czasteczce Hy 0,(Hy). Wielkosé zostata wyrazona
W ppm.

op(Hz)
128  26.288 79723
256  26.28892813
512 26.29317051
768  26.29319190
1024 26.293 245 48
o0 26.293 260 (27)

w temperaturze pomiaru 7' = 300K . Dokladnosé¢ otrzymanej wartosci o,(Hy) po-
zwala na wykorzystanie jej przy dalszych obliczeniach teoretycznych dotyczacych
stalej ekranowania dla Hy. Jesli przedstawiony tutaj wynik o,(Hs) zostanie uzupel-
niony o poprawke relatywistyczng to bedzie mozliwe ustalenie bezwzglednej skali
przesunieé¢ chemicznych w spektroskopii NMR protonu. Rozwinigte i zaimplemento-
wane metody dla obliczen przeprowadzanych w podejsciu w petni nieadiabatycznym,
szczegoblnie sposob konstrukeji i optymalizacji funkeji falowej, moga zosta¢ wykorzy-

stane przy wyznaczaniu wspomnianej poprawki relatywistycznej.
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5.3 Podsumowanie

W pracy zostaly przedstawione wyniki dotyczace stalej ekranowania jak i poziomow
energii. Dla atomu helu zostata wyznaczona poprawka QED do stalej przestania-
nia. Z kolei, dla czasteczki wodoru przedstawione sg wyniki otrzymane w podejsciu
nieadiabatycznym, zaréwno wiodacego rzedu do stalej ekranowania jak i pozioméw
energii.

Otrzymane wartosci statych przestaniania mogg zosta¢ wykorzystane do usta-
lenia nowych standardéw w spektroskopii NMR. Szczegdlnie warto$ciowy pod tym
wzgledem jest wynik stalej ekranowania dla *He, ktéry zgodnie z rekomendacia
IUPAC jest uniwersalnym wzorcem NMR. Z kolei, kiedy przedstawiony wynik statej
ekranowania dla czasteczki wodoru zostanie wzbogacony o poprawke relatywistycz-
na, mozliwe bedzie poprawienie o rzad wielkosci znanej wartosci momentu magne-
tycznego helionu, jak réwniez stworzenie bezwzglednej skali przesunie¢ chemicznych
w spektroskopii NMR protonu.

Niemniej interesujace sa otrzymane wyniki dotyczace poziomow energii w cza-
steczce wodoru. Dopiero po czterech latach od publikacji naszego artykutu, w ktorym
przedstawiliSmy doktadne przewidywania energii dysocjacji dla HD i jednocze$nie
rozbiezne z eksperymentem, ukazal si¢ artykut, ktory potwierdzit eksperymentalnie
nasz wynik. Otrzymane wartos$ci poprawki relatywistycznej, otrzymanej w podejsciu
w petni nieadiabatycznym moga zosta¢ wykorzystane do wyznaczenia energii przejsé
i zweryfikowania danych eksperymentalnych przedstawionych w [21,22].

Warto rowniez podkresli¢, ze obecnie w literaturze jest relatywnie mato prac do-
tyczacych obliczen w pelni nieadiabatycznych. Rozwiniete i zaimplementowane przez
nas metody zwiazane z konstrukcja i optymalizacjg funkcji falowej moga w przyszto-
Sci zosta¢ wykorzystane do badania wiekszych uktadéw. Odpowiednie modelowanie
efektéw zwigzanych z ruchem jader, a nieopisywanych przez przyblizenie Borna-

Oppenheimera, jest jednym z otwartych probleméw chemii kwantowej.
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Rachunki operatoréw

Regularyzacja
Ponizej przedstawiona jest regularyzacja operatoréw obecnych w Hgp. Pozwala ona

na zastgpienie operatora lokalnego jego reprezentacja nielokalng.

P3 p(Q) P% 2
Ps +p3—4(2 5) —2p2p3—4(H—V—2—W—2—ml) — 2p3p3 = (A.0.1)
9 P P s P
= —4((H — E, Ey—-V 2(——— — —)\)(H - FE Ey—-V —_— 4 —
(= Bo+ B = V) 2= 32— Py — By By = )+ (2 + 22
2 2
— 208 = 4((H = Bo)? + 2(H — Bo)(Bo— V) + (B — V) + (-2 - TLy(hr — py)
mo 2m1

vy pi 2 P oo
N SURYY RN /o NI R i ) % 4{E VH—E}
+ ( o, 2m1)( 0 )+(2m0+2m1) pops = 0— 0

2 2
A(H—EV 44| (By—Vv)2+ (L - PLyyg_E
FAH B ((0 VP (-~ By - gy

2 2
P n P
T (G ™ B0 = V) (5 277}&1)2) — 2933

Dla doktadnej funkcji falowej v, ktora jest rozwigzaniem réwnania Schrodingera
(€ — H)Y = 0 wartosci oczekiwane wyrazen (| ... [¢) = (¢|[...].|1) sa sobie réwne.

Jest to spowodowane tym, ze dla dowolnego operatora (), wartos¢ wyrazenia

(W{Q, H —E}y) =0 (A.0.2)
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Zatem
2 2
4 41 _ 2. Po D1 _
[p2+p3]r—<(Eo V)2 +( Sne —2m1)(E0 V) (A.0.3)

2 2
Do P12 2 2
_— 4 — -2
+ <2m0 + 2m1) ) p2p3

Regularyzacja operatoréow typu d-Diraca oparta jest na zaleznosci

1 1 1 1
i, [pi, —]] = p?* — 2p;—p;i + —p?. (A.0.4)
Tj Tj Tj Tj
) 4dmx 1 1 1 1 1 1
4 (53 a) — a_ ) y o ) y a ) y
0% (Txa) 1+ mx (Qmo [P0, [Po Txa]] + 9y [p1, [P1 TXaH + 2[292 (D2 Txa]]
1 1 _ dmx 1 1 1 5, 1, 1 2)
+ 2[]93, [p3’ rXaH) 1+ mx (Txa <2m0p0 + 2m1p1 + 2p2 + 2p3
+<1 2+1 2+12+12>1 21 1 21 1
omgl0 T om P T P2 T gbs ) T ey P D T ey PP
1 1 1 1 4dmy 1 1 1 1
—2— — 2= = T+T — —pi i
2Pl T 2 rXap3) L+mx (rXa LR (021: mi et )

Korzystajac ponownie z zalezno$ci opisanej réwnaniem A.0.2 otrzymujemy

4n [ (rx)]y = 1o (2 <Eo—V>—(Zl.pi1pi)—Z;pj1pj) (A.0.5)

1+ mx \ TXxa 0,1 i TXa TXa

W sposéb analogiczny mozna przedstawi¢ regularyzacje operatora §2(ro3)

4[5 ()] = (2<E V) (X L L) - > pj;)pj> (A.0.6)

723 i—o M4 T23
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Formuly dotyczace poprawki QED do statej ekranowania helu-3

~5 ~ ~ ~ ~ ~ ~
&® =0Bo+ 0B1+ 02+ 03+ 041 + 042,

N 2 1 L 1 1
g = — — — | Y=
Bo 3 1 9 (E(] — H())/

47 119 164 14 7 1
R e 2)5* 5(7 ( = )5 - Lp(
x [ : (30+ 0(0)) [50) + 53] + (5 + 5 o) ov®) — g P ) |)
. 20 _ 1361 . S
oo = (G (@™ = S0 ) 67 +6(7)
- 1 R . 1 4 , 4, Z Z T - .
Op2= — 3 <(5(7”1) — 6(7%)) B, — 1, {31?1 BT ety R AL G +7’2)}>
o 3 7] _rér% ®
BT T 16n e r3 Eo — Hy
rir] ryrd iy (i 4y 2 . o L
AL 12\ T 715 LA B
x [ 3 R (Pyp1—pem)| ),
a1 = ——Dar Inky,
97
1
5-142 = — EDAQ (1 +3 lnkAg).
S 1 1
o_ 1,1 (A.0.7)
1 T2
Q) = 4 (0%(7) + 6%(7) ) (A.0.8)
QYY) = 4n 83(r) (A.0.9)
1
© _ p A.0.10
QQC’ ((mar)3> ( )
o Z /19 N\ o 1 o164 14 o T
o = 37 (30 +In(Z ) 2) Q51+ In (15 Ty 11104) 55— @Qgc)* (A.0.11)
Qi =Vi-V} (A.0.12)
1 1
@ _ 1 1 A0.13
R (A.0.13)
o (T + )
Q) — p (A.0.14)
e 4 e & 1 e
Y =30 -ZQ5 - 5 Q8 (A.0.15)
O = ar (8%(7) - 0°(7)) (A.0.16)
i iJ\ (2)
(@i _ (Tl T3
Qza’ = <7”i)’ T3 ) (A.0.17)
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r3

(2)
e)ij ™+
QéB)‘J:< r'(rf 2))

(e)zy (vz v] vl Vj ) (2)
Qée)ij -7 Qéjlj - QS?BZJ _“ Q(e (4]

i 2
Q(e)ij _ <T17“{ 7’27‘2>( :
6 - 5

Ut 7”3

W) = ot
W) = o0l
W) = QM)
Xi = (@)
X5 o= (@)
v = (Ol ) = il o)
vy = <@§e>(H01‘1S>EO),Q >E<¢0|Qz i)
Ve = Q) = i@ )
Ve = Q) = olal )
Ve = {Q9 Q) = (holQ )
Yo = {2 al) = wilaf v
Bethe-logarytm In k
ko = 2
N = Oldtf(t)_{g_f2t2, t:\/lii%
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(A.0.18)

(A.0.19)

(A.0.20)

(A.0.21)

(A.0.22)
(A.0.23)

(A.0.24)

(A.0.25)
(A.0.26)
(A.0.27)

(A.0.28)
(A.0.29)
(A.0.30)
(A.0.31)

(A.0.32)
(A.0.33)

(A.0.34)
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10 =k (@ g Q") =~k Y0
fo= = Q) = —X{"

fo= —2D
p=1y (Q9)) = Lz x©
Q' =Vi+
QY =(V1+ V)?
bYi lap bYi
[7(0) == @ o)
X7 = (QY)

v = (@ g7 @) = Wl @)
Bethe-logarytm - affl)
2 S 2(Hy— Ey) , ., _
o= — %5\/ <(p1 + P2)(Ho — Ep) In (OZQO)(M ~|—p2)> =
NAI
In kal = 'DAl
202
o = 5 Dy Ik
Nao [a MO g
T 3 ’ VI+2k
ALy — (0__ 1 wi_ 1 (b)i
f l(t)_ _k[2<Ql (EO_HO)/QI EO_HO_le >

(b)i 1 (e) (©) 1 (b)i
+<Q1 m(@1 Q)@ >]

EO — H() —k
— —k(220(t) + Zb(t) — X{ Z(1))

1
A1 () (b) b
=2(Q QY ) = -2V,
0 < ' (Ey — Hy) 2> 2

2Al — —2DA1

(A.0.35)

(A.0.36)
(A.0.37)

(A.0.38)

(A.0.39)
(A.0.40)

(A.0.41)

(A.0.42)

(A.0.43)

(A.0.44)

(A.0.45)

(A.0.46)

(A.0.47)

(A.0.48)

(A.0.49)

(A.0.50)

DA = [_ Z <Q§E>(14w (8%(r1) + 53(r2))> +2m (6%(ry) + 53(r2)>]

ED ]10)/
1 e
=ZY5+ 32
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Q“”lEO),QP> = (16| Q) |9(?)

(

v = (1 @00 + 90 L 087 = kot
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(

(A.0.53)

(A.0.54)

e 1 i 1 i e i i
o o ® > — WP () (A.0.55)
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1 3

Vo=
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>3
I
—~

wiy, _  lope

) = S Q)
; 1

(b)i _ (*P)

Q") = (ol 1)
Q") = (wolQl 1)

) = ol (0)

1 Q(b)j 1
Hy—FEy+k

Hy—Ey+k

1 Qib)k>

9 lo)

— _ijk

b)j b)i bk
e

(A.0.66)

(A.0.67)
(A.0.68)
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(A.0.70)
(A.0.71)

(A.0.72)

Q) = QY [ (0)

(A.0.73)
(1))
(A.0.74)

(A.0.75)

Formuly dotyczace stalej ekranowania dla czasteczki wodoru i jej izo-

topologéow
:I_}a = m (QA - 1) = = fB
= — - — Tl — T + =
Qu= Y55 [fam e (@ B>] o
m \ga —
= Qa1 — — ( D) Q142 + Q1A3
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a ZEa
xa :i:B —
Q1A2 <za: ;2 - a:%) ($e1 xB)
1
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B
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Qoa = Z Ty X Vg — (o — T) X (§el + 63)
— L Eyx Vg (A.0.81)
mp
N m - m -
= Qaa1 — — Qaaz — —— Qaa3 (A.0.82)
ma mp
C_2’2141 = Z fa X 6a <A083)
@2A2 = (T — Tp) X (6@ + 63) (A.0.84)
Q2a3 =75 x Vp (A.0.85)
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RS N LR

a ma ga
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= m —1
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Qsa1 = >, ;g XV, (A.0.88)
Qsa2 = <Z = - f) X (Va + Vp) (A.0.89)
a La Ty
- Pn -
Q343 = 75 X Vp (A.0.90)
TR
Vide = Q1. (A.0.91)
m -1
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Xyneoto = { Qpe——0) (A.0.96)
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Dodatek B

Energie nierelatywistyczne -

funkcje z cuspem

Ponizej zamieszczone sg tabele zawierajace energie nierelatywistyczne czasteczek Ho
oraz HD w stanach v = 0,1,2 oraz J = 1,2. Funkcje spehliajace warunek ostrza
elektronowego byty niezbedne do wyznaczenia poprawki relatywistycznej, a doktad-
niej operatora pip3. Niestety, ztozono$¢ bazy funkcji falowej tego typu powoduje, ze
otrzymywane wyniki sg stabiej zbiezne. Jest to szczegélnie widoczne w przypadku

stanéw v = 2, gdzie dodatkowo naktadal sie efekt zwiazany ze struktura bazy.

Tabela B.1: Hy J=1

Baza v=0 v=1 v=2

Energia nierelatywistyczna

128 -1.163484 205454  -1.144547919941 -1.126 674651 270
256 -1.163485033153  -1.144551657617 -1.126 689 031 564
512 -1.163485158 737  -1.144552421476 -1.126 691 156 240
1024  -1.163485171646  -1.144 552446 269

naJC -1.1634851723140 -1.14455245173711 -1.126691 3632667

90



Rozdziat B Energie nierelatywistyczne - funkcje z cuspem

Tabela B.2: HD J=1

Baza v=0 v=1 v=2

Energia nierelatywistyczna

128 -1.165 064 525 598 -1.148 527178 742 -1.132783 976 636
256 -1.165065 235 873 -1.148 532513 803 -1.132806 069 319
512 -1.165065 371 454 -1.148 533 540 432 -1.132808 808 019
1024 -1.165065 375924 -1.148 533 608 685

naJC -1.16506537694153 -1.14853361535658 -1.132809 980890 32

Tabela B.3: Hy J=2

Baza v=0 v=1 v=2

Energia nierelatywistyczna
128 -1.162409 545607  -1.143 524658 293 -1.125 687492 000
256 -1.162410283981  -1.143 530586 385 -1.125716 212518
512 -1.162410391688  -1.143 531 260 764 -1.125722 462 889
1024 -1.162410408208  -1.143530910 109
naJC -1.1624104091311 -1.14353139932850 -1.12572284973488

Tabela B.4: HD J=2

Baza v=0 v=1 v=2
Energia nierelatywistyczna
128 -1.164 254 052 152 -1.147751700974 -1.132038 947941
256 -1.164 254 941 907 -1.147 756 558 032 -1.132062 583 160
512 -1.164 255061 034 -1.147758 123 574 -1.132068 335 585
naJC -1.16425508309094(3) -1.14775837810983(3) -1.132069 097 95027(6)
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