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WSTEP

Niniejsza rozprawa jest po$wiecona rozwigzaniu dwéch problemoéw.
Pierwszym problemem jaki bede rozwazal w rozprawie jest problem noénika.
Problem jako pierwszy sformutowatl P. Erdés w nastepujacy sposob:

Pytanie. Zalozimy, ze dla pewnych liczb catkowitych x, y nastepujgcy warunek jest
spetniony:
Supp(x™ — 1) = Supp(y™ — 1),

dla wszystkich liczb naturalnych n. Czy z tego wynika, Ze x = y.

Problem ten zostal rozwiazany przez C. Corrales-Rodrigéfiez i R. Schoof w [7].

Nastepnie problem ten zostal uogdlniony na rozmaitosci abelowe nad ciatlem
liczbowym i byl rozwiazany dla szczegdlnych klas rozmaitosci abelowych przez Ba-
naszaka, Gajde, Krasonia, Khare, Prasada i innych. Jednakze rozwiazany zostal w
pelnej ogdlnosci przez Larsena w [16]. Podal on nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Niech I bedzie ciatem liczbowym, Op bedzie pierscieniem liczb
catkowitych. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq, R := Endp(A), P,Q € A(F).
Zalozmy, ze dla kazdego n € Z i dla prawie wszystkich v € O zachodzi:

nP=0 modv =—n@=0 modv
Istnieje wtedy k € N i endomorfizm ¢ € Endp(A) taki, ze
p(P) = kQ

W swojej rozprawie rozszerzam ten wynik dla abelowych rozmaitosci nad ciatem

skoniczenie generowanym nad Q. Co wazne dowdd zawarty w tej pracy jest znacza-
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co inny od tego zaproponowanego przez Larsena i znacznie krétszy choé obejmuje
réwniez przypadek ciat liczbowych.

Drugi problem dotyczy liniowej zalezno$ci punktéw na rozmaitoéci abelowej. Py-
tanie to sformulowat W. Gajda w 2002 r. w nastepujacy sposdb:

Pytanie. Czy dla rozmaitosci abelowej A i jej podgrupy A nastepujoce warunki sq

rownowazne:
e PecA
e 1y(P) € ry(A), dla prawie wszystkich v € Op

Problematyka ta byta rozwazana w przeciagu kilku nastepnych lat w wielu pra-
cach [2], [3], [4], [11], [36]. Jednakze wszystkie wyniki uzyskiwane w tych pracach
byly dla rozmaitosci abelowych nad ciatem liczbowym. W rozprawie rozszerzam ten
problem na ciata skonczenie generowane nad Q.

Teraz omdéwie pokrotce zawarto$é poszezegdlnych rozdziatéw.

W rozdziale pierwszym na poczatku przedstawiam podstawowe definicje i wla-
snosci rozmaitosci abelowych. Nastepnie rozwazam zagadnienia zwigzane z schema-
tami abelowymi. W drugiej czedci przedstawiam twierdzenia zwiazane z l-adyczna
reprezentacja rozmaitosci abelowej.

W rozdziale 2 badam odwzorowanie redukcji i jego wlasnosci, jest to fundamen-
talny rozdzial, ktéry pozwala nam poznaé poszczegdlne wlasnosci odwzorowania
redukcji. Poczynajac od tego, ze odwzorowanie to jest iniektywne na czesciach 1-
torsyjnych jak réwniez to, ze mozemy redukowaé punkty nietorsyjne na punkty o
dowolnym rzedzie.

W rozdziale 3 jest rozwazany problem liniowej zaleznoéci. Wprowadzamy w nim
metode redukcji rozmaitoéci abelowej do przypadkdéw rozmaitosci prostych a nastep-
nie ja "sklejamy” i uzyskujemy koncowy rezultat. Metody zawarte w tym rozdziale
sa uogdlnieniem metod zawartych w pracach [1] i [4].

W rozdziale 4 rozwiazujemy problem noénika na rozmaitosci abelowej. Uzywajac
metod rozwinietych w rozdziale 3 uogélniamy wynik z pracy [6], ktory rozszerzam na
ciala skonczenie generowane nad Q. Dodatkowo pokazujemy, ze twierdzenie z pracy
[5] réwniez zachodzi dla tych cial.
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PRELIMINARIA

OZNACZENIA

K-cialo skonczenie generowane nad Q;

A rozmaitosé abelowa nad cialem K;

A[I*] jadro odwzorowania ¥ : A — A;

A1) = Uy AlIFY;

Ti(A) = lim, A[l¥)- modut Tate’a rozmaitosci abelowej A;
K = K (A1)

G = Gal (F/K);

A- schemat abelowy nad schematem S;

E(s) cialo reszt punktu s € S;

gs = Gal(F(5) /K(s));
As := A X Spec k(s) oznacza widkno A nad s € S;
End’(A) = End(4) ® Q;

m1(S) = 7¢4(S) fundamentalna grupa étalna schematu S;
¢ = |A(K) o

Q= cA(K);

A podgrupa A(K).
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1.1. ROZMAITOSCI ABELOWE
Na poczatku zacznijmy od pojecia rozmaitosci abelowej i kilku jej wlasnosci.

Definicja 1. Rozmaitosciq grupowaq nad cialem K bedziemy nazywac rozmaitosc
algebraiczng G wraz z morfizmamsi

m:GxG—G mnozenie,

1:G—->G odwrotno$é;

i elementem e € G(K) tworzgcymi strukture grupy na G(K) z elementem neutral-

nym e. Czyli przemienne sq nastepujgce diagramy:

i) lgcznosé
GxGxG X awa

lmxldc ml

GxG —— G

i1) Element neutralny

{G}XG%GXG Gx{e}MGxG
e
¢ — a G — G

iii) element odwrotny
G ——{e G —— {e

l(ldc,i) el l(i,ldc) el

GxG " @G GxG " G

Definicja 2. Zupeing rozmaito$é grupowq bedziemy nazywacé rozmaitosciq abelo-
wa.

Twierdzenie 1.1 (Rigidity). Niech f:V x W — U bedzie morfizmem rozmaito$ci

algebraicznych nad cialem K. Jezeli V' jest zupelng rozmaito$ciqg algebraiczng i

F(V x{wo}) = {uo} = f({vo} x W),
dla pewnych ug € U, vo € V, wo € W. Wtedy f(V x W) = {up}.

Dowdd. [18, Thm 2.1, str 104] O
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‘Whiosek 1.1. e Kazdy morfizm f : A — B rozmaito$ci abelowych jest zloZe-
niem homomorfizmu h : A — B i translacji t, : B — B, a = —f(0).

e Dzialanie grupowe na rozmaito$ci abelowej jest wyznaczone jednoznacznie po-
przez wybor elementu neutralnego.

e Dzialanie grupowe na rozmaitosci abelowej jest przemienne.

Twierdzenie 1.2. Kazda rozmaitos¢ abelowa jest projektywna.

Dowdd. [18, Thm 7.1, str 113] O

1.2. IZOGENIE

Teraz podam definicje i podstawowe wtasnosci izogenii. Ten rodzaj odwzorowania
miedzy rozmaitosciami abelowymi bedzie odgrywal fundamentalng role w dalszej
czesci pracy.

Definicja 3. Niech f : A — B bedzie homomorfizmem rozmaitosci abelowych. Jezeli
[ bedzie odwzorowaniem surjektywnym ktore ma skoniczone jodro to bedziemy je
nazywaé tzogeniq.

Przez stopieni izogenii [ (ozn deg f) bedziemy rozumieé rzqd jedra odwzorowa-
nia [ (jako skoriczonego schematu grupowego).

Lemat 1.1. Niech f : A — B bedzie homomorfizmem rozmaitosci abelowych, wtedy

nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

i) f jest izogeniq;

ii) dimA =dimB i f jest suriekcjq;

iii) dimA = dimB i jgdro f jest skoriczonym schematem grupowym;
iv) f jest skoriczone, plaskie i surjektywne.

Niech teraz n 4 oznacza odwzorowanie z A do A zadane wzorem a — na, gdzie
na=a+a+---+a.
R
Twierdzenie 1.3. Niech A bedzie rozmaitosciq abelowg wymiaru g, n € N. Witedy
na : A — A jest izogeniqg stopnia n?9 i jest ona étalna wtedy i tylko wtedy, gdy
charakterystyka ciala nie dzieli n.

Dowdd. [18, Thm 8.2, str 115] O

Uwaga 1.2.1. Niech f: A — B bedzie izogenig stopnia n = deg f. Wtedy istnieje
izogenia g : B — A dla ktdrej zachodzi réwnosé ny = f o g. Izogenie g bedziemy

nazywaé tzogeniq dualng.
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Uwaga 1.2.2. Jezeli K cialem i n nie dzieli charakterystyki ciala wtedy jadro A[n]
izogenii ny : A — A posiada n?9 elementéw. Poniewas jest to prawdg dla kazdego
n'|n, wiec Aln] jest wolnym Z/nZ-modulem rangi 2g. Dlatego mozemy zdefiniowaé
modul Tate’a jako:
Ti(4) = lim A[I¥],
k

gdzie A[l¥] ={P € A(K) : I"P =0}

Twierdzenie 1.4 (Poincare irreducibility). Jezeli A jest rozmaito$cig abelowg, a' Y
jest podrozmaitoscig abelowq, wtedy istnieje podrozmaitosé abelowa Z taka, zZe Y NZ
jest zbiorem skoriczonym oraz Y + Z = A. Innymi stowy rozmaito$é abelowa A jest

izogeniczna 2 Y X Z.
Dowdd. [20, Rozdziat 19, Tw 1, Str. 173] O

Whiosek 1.2. Dowolna rozmaito$é abelowa A jest izogeniczna z produktem
ATt X oo X A% gdzie A; sq podrozmaitosciami prostymi, ktére nie sq izogeniczne
miedzy sobg. Rozmaitosci A; z dokladnosciq do izogenii oraz stale e; sqg wyznaczone

jednoznacznie.

Dowdd. [20, Rozdzial 19, Wniosek 1, Str 174] O

1.3. PIERSCIEN ENDOMORFIZMOW

Teraz przejdziemy do omoéwienia pierscienia endomorfizméw rozmaitoéci abelowej.

Dzigki jego strukturze bedziemy w stanie rozwiaza¢ problemy omawiane we wstepie.

Lemat 1.2. Dla dowolnej liczby pierwszej | # char(K) odwzorowanie
Hom(A, B) — Homy, (T)(A), Ti(B))

jest iniekcjq, w szczegdlnosci Hom(A, B) jest beztorsyjny.
Dowdd. [18, Lemat 12.3 str 122] O

Przyjmijmy teraz oznaczenie End®(A) := End(A) ® Q. Jezeli A jest rozmaito-
Scia abelowa wymiaru g nad K, wtedy dla kazdego ¢ € End(A) definiujemy jego
stopien nastepujaco: jezeli ¢ jest izogenia to naszym stopniem jest stopien izogenii
(zdefiniowany wczeéniej), a jezeli nie to degy = 0. Poniewaz deg(ny) = n*9deg(p)
to mozemy rozszerzy¢ definicje na End®(A), nastepujaco. Jezeli np € End(A) to
deg(p) = sadeg(ng).

Lemat 1.3. Funkcja ¢ : EndO(A) — Q, ¢ — deg p jest jednorodng funkcjg wielo-
mianowq stopnia 2g na End’(A).
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Dowdd. [18, Prop 12.4, str 123] O

Whiosek 1.3. Z powyiszego lematu mamy, ze dla kazdego o € End®(A) istnieje
wielomian P,(X) € Q[X] stopnia 2g, taki, Ze dla kazdej liczby wymiernej v mamy
Py(r) = deg(a — ra). Wielomian P,(X) nazywamy wielomianem charaktery-
stycznym endomorfizmu o ktory ma postac

Po(X) = X% —tr(a)X¥ 1 4 .. 4 deg .

Lemat 1.4. Dla kazdej liczby pierwszej | # charK, Py(X) jest wielomianem cha-
rakterystycznym o dzialajacego na Ti1A @ Q. Stad Slad i stopien o jest sladem i
wyznacznikiem o dzialajgcego na TjA @ Q

Dowdd. [18, Prop 12.9, str 125] O

Lemat 1.5. Niech ¢ € Hom(A, B), jezeli ¢ jest podzielne przez 1™ w Hom(T; A, T;B),
wtedy jest on podzielny przez ™ w Hom(A, B).

Dowdd. [18, Lem 12.6, str 124] O

Lemat 1.6. Jezeli A jest prostq rozmaitoscig abelowq, wtedy
Endz, A ® Z; — End(T;A)
jest iniekcjq.
Dowdd. [18, Lem 12.7, str 124] O

Twierdzenie 1.5. Dia kazdych rozmaitosci abelowych A ¢ B, Hom(A, B) jest wol-
nym Z-modulem o skoriczonej randze mniejszej badz rownej 4dim(A)dim(B). Dla
kazdej liczby pierwszej | # char(K), odwzorowanie:

Hom(A, B) ® Z; — Hom(T;(A), Ti(B))

jest iniekcjqg z beztorsyjnym kojgdrem.

Dowdd. [18, Them 12.5, str 123] O

7 twierdzenia 1.4 i wniosku 1.2 kazda rozmaitos¢ abelowa jest izogeniczna z

t
A= Az
i=1

7 tego powodu dostajemy

EndO(A) = ﬁ Mei(EndO(Ai)),
i=1
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gdzie End®(4;) := End(A;) ® Q jest algebry z dzieleniem. Zatem dla kazdej rozma-
itosci abelowej A pierscien EndO(A) jest algebra polprosta, skonczenie wymiarowa
nad Q. Dlatego w nastepnym podrozdziale zamierzam opisa¢ pewne wlasnosci algebr

pélprostych i modutéw nad nimi, ktére sa zawarte w pracy [4].

1.4. POLPROSTE ALGEBRY

Niech D bedzie algebra z dzieleniem, a K; C M.(D) oznacza lewy ideal w M, (D)

ktéry ztozony jest z macierzy postaci:

0 AT 0

. 0 N ¢ 7 VAR 0

o = | ) .| €Ki
0 e Qeg o 0

Niech W bedzie przestrzenia wektorowgnad Die € N. Wtedy Weé : =W x --- x W
—_——
e—razy

jest M.(D)-modutem. Dla w € W oznaczmy :

Lemat 1.7. Kazdy niezerowy prosty podmodul M.(D)-modulu W€ jest postaci

allw
- o __ ag1w
Kio={ow, aicKiy={| " |, a1€D, 1<i<e}
Ae1W
dla pewnego w.
Dowdd. [4, str 8] O

Niech D; beda skoniczenie generowanymi algebrami z dzieleniem nad Q, dla kaz-

dego 1 < ¢ < t. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
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Jezeli W; jest przestrzenia wektorowa nad D;, dla wszystkich ¢ =1,2,... ¢ to
W = @l_, WS ma strukture M, (D)-modutu.

Whniosek 1.4. Kazidy prosty niezerowy M, (D)-podmodul modutu W = @'_, W
jest nastepujgcej postaci:

a11w(j)
K(nl) = (el ain e Koy =1| |, awen, 1<k<e,
aelw(j)

dla pewnego 1 < j <t iw(j) € W, gdzie K(j)1 C Me,;(D;) oznacza ideal w M, (D;)

ktory zawiera pierwszq kolummne macierzy.

Niech D; bedzie skoniczenie wymiarowa algebra z dzieleniem nad Q, dla kazdego
1 < i < t. Wtedy homomorfizm §ladu: tr; : M, (D;) — Q,dlai=1,2,...,t, daje
nam homomorfizm $ladu: tr : M(D) — Q, gdzie tr := Y ¢_; tr;. Niech W; beda
skoniczenie generowanymi przestrzeniami wektorowymi nad D; odpowiednio dla
1 < i < t. Wtedy W jest w naturalny sposéb skonczenie generowanym M, (ID)-
modutem i homomorfizm tr daje nam odwzorowanie miedzy przestrzeniami wekto-

rowymi nad Q:
(1.1) tr : Homyy, py (W, M (D)) — Homg (W, Q)

Lemat 1.8. Odwzorowanie Sladu zdefiniowane powyzej (1.1) jest izomorfizmem.
Dowdd. [4, str 9] O

Uwaga 1.4.1. Poniewaz M (D) jest pdlprostq algebrq, dlatego W jest pélprostym
modulem, a wiec dla kazdego 7 € Homyy, py (W, M,(DD)) istnieje M, (ID)-homomorfizm

s : Immw— W, dla ktorego zachodzi mos = Id. Dzigki izomorfizmom:

t
D Homay,, () (Wi, Me,(D;)) = Homyy, () (W, Me(ID))
i=1

t
@ Homg (W), Q) = Homg(W, Q)
=1

mozemy zapisaé: T = [[i_y m(4), dla pewnych (i) € Homyy, (p,) (W, M, (D;)).
Mamy réwniez Im (%) = [[iey Im 7%, teraz dla kazdego 7;(7) mozemy znaleZc
M., (D;)-homomorfizm s(i) : Im (i) — W taki, ze m(i)os(i) = Id i
=0, sﬂ(/z'), poniewaz Me,(D;) jest prostq algebrg.
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Uwaga 1.4.2. Na mocy twierdzenia [25, twierdzenie 7.3, str 91| kazdy prosty Me,(D;)-
podmodul M., (D;) jest izomorficzny z K (i)1. Poniewaz mamy dimp, M, (D;) = €?
oraz dimp, K(i)1 = e;, dlatego M., (D;) jest sumgq prostq e; prostych Me,(D;)-
podmodulow ktdre sq w jednej klasie izomorfizmu jako M., (D;)-moduly. Stad kazdy
M., (D;)-podmodul w M,,(D;) jest sumq prostq co najwyzej e; prostych Me,(D;)-

podmodutdw.

1.5. INnwoLucJA ROSATI

Teraz podam kilka definicji powiazanych z rozmaitoéciami abelowymi i pierScieniem

endomorfizméow.

Definicja 4. Przez Pic’(A) bedziemy rozumieé grupe klas izomorfizméw odwracal-
nych snopéw na A spelniajacych jeden z réwnowaznych warunkéw ([18, Rozdzial 9,
Prop 9.2]):

i) A={ac A : obcigcie snopu m*LRq* L™ do {a}x A jest snopem trywialnym };
ii) t:L ~ L na Az dla wszystkich a € A(K);
iii) m* L = p*L. ® ¢*L;

gdzie L jest odwracalnym snopem na A, t, : A — A jest translacjg o element a € A,

ap,q:AxA— A sq projekcjami pierwszej, drugiej wspdtrzednej odpowiednio.

Definicja 5. Rozmaitosé abelowg AV nazywamy dualng do A, a snop P snopem
Poincaré jezeli
i) Ployxav jest snopem trywialnym legcym w Pic®(A(K (a))) dla wszystkich

ac AY;

ii) Dla kazdego K-schematu T i snopu odwracalnego L na A x T takiego, e L]y x7
jest trywialny i L|axyqey lezy w Pic®(A(K(t))) dla wszystkich t € T, istnieje

wtedy jednoznacznie wyznaczony morfizm f: T — AV taki, ze (1 x f)*P ~ L.
Dla rozmaitosci abelowej A i liczby calkowitej m mamy przeksztalcenie dwu-
liniowe Weil’a ( zobacz np. [18, str 131]):

e A[m](K) x AV [m](K) — fim.

W ponizszym lemacie zawarte sa podstawowe wlasnosci tego przeksztalcenia.

Lemat 1.9. Niech €,, bedzie przeksztalceniem dwuliniowym Weil’a oraz niech
f A — B bedzie homomorfizmem rozmaitosci abelowych. Wtedy €,, posiada naste-

pujgce wilasnosci:
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i) Niech n,m € Z i nie dzielg charakterystyki ciala K, a € Almn|(K),
a' € AVImn|(K) wtedy:

emn(a,d )" = ey (na,na);

i) (e, fY()) = m(f(a),h),  a€ Alml, be BV[m]
iii) e;(a, fVb) = e;(f(a),b) aeTiA, beTlB;

iv) e, jest niezdegenerowanym przeksztaltceniem liniowym.
gdzie fV : BY — AV jest odwzorowaniem dualnym.

Definicja 6. Oznaczmy homomorfizm ¢ : A(k) — PicA, a — t:L® L', Izogenie
A A— AY takg, ze A\ = o dla pewnego szerokiego odwracalnego snopa na Ag,
bedziemy nazywac polaryzacjq rozmaitosci A.

Definicja 7. Ustalmy polaryzacje A na A. Inwolucjg Rosati na End® A zwigzang
z polaryzacjg A nazywamy odwzorowanie:

t : End’(A) — End®(A);

a—al=XxTloav o\

1.6. SCHEMATY ABELOWE

Definicja 8. Niech S bedzie schematem. Schemat grupowy w: A — S nad S nazy-

wamy schematem abelowym, jezeli w jest wlasciwy, gladki ¢ wlokna w sq spojne.

Twierdzenie 1.6 (Rigidity). Niech S bedzie spojnym schematem, w:V — S bedzie
wtasciwym plaskim odwzorowaniem ktorego widkna sqg rozmaito$ciami algebraiczny-
mi. Niech ' : V' — S bedzie drugim S-schematem, a f :V — V' bedzie morfizmem
S-schematéw. Jezeli dla jakiegos punktu s € S obraz Vs w V. jest pojedynczym
punktem, wtedy istnieje odwzorowanie s’ : S — V' takie, ze f = s'w.

Dowdd. [21, 6.1] O

Whniosek 1.5. i) Kazdy morfizm schematéw abelowych ktory przeksztalca element

neutralny w element neutralny jest homomorfizmem;

ii) Struktura grupowa na schemacie abelowym jest wyznaczona jednoznacznie przez

wybor elementu neutralnego;

iii) Schemat abelowy jest grupg przemienng;
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Dowdd. [18, Cor 20.2, str 146] O

Lemat 1.10. Niech A bedzie schematem abelowym o wymiarze g nad S i n 4 bedzie
mnozeniem przez n na A. Wtedy ny jest plaskie, surjektywne i skoriczone, a jgdro
Aln] jest skoriczonym plaskim schematem grupowym nad S o rzedzie n®. Co wiecej
na(a zatem tez jadro) jest étalne nad S wtedy i tylko wtedy, gdy n nie dzieli sie
przez charakterystyke Zadnego z cial reszt S.

Dowdd. [18, Prop. 20.7, str 147] O

Uwaga 1.6.1. Niech S bedzie calkowitym schematem noetherowskim, a A bedzie
rozmaitoscig abelowq nad ciatem funkcji wymiernych K schematu S. Niech A bedzie
domknigciem A w P, Wtedy istnieje podzbior otwarty U C S taki, ze A rozszerza

sie na nim do projektywnego schematu abelowego Ay C PF.

Uwaga 1.6.2. JeZeli K jest skonczenie generowanym ciatem nad Q to istnieje
pierscien R C K, skoriczenego typu nad Z taki, 2e K = Fr(R). Niech S = Spec R.
Rozpatrzymy morfizm schematow S — SpecZ. Z definicji gladkosci [18, uwaga po
definicji 3, str 36] wynika, Ze istnieje otwarty podzbior U C S taki, Ze morfizm
U — SpecZ jest gladki.

Rozwazmy diagram

L «——— R

[

K «— R
gdzie R bedzie calkowitym domknigciem R w skoriczonym rozszerzeniu L/K . Niech
A = A®g S’ gdzie S’ = Spec R'. Wtedy A’ jest abelowym schematem projektyw-
nym nad S’, poniewaz gladko$¢ i wlasciwo$é morfizmu schematéw zachowuje si¢ ze
wzgledu na zmiane bazy (gltadko$é [6, Cor 4.8 str 102], wlasciwoséé [13, Uwaga pod
definicja 3 na str 34]).

Lemat 1.11 (Raynaud). Niech S bedzie noetherowskim calkowitym schematem oraz
G i H bedg dwoma abelowymi schematami nad S. Zalozimy, Ze nad gestym otwar-
tym podschematem U schematu S istnieje homomorfizm vy : Hy — Gy. Wtedy ¢

rozszerza sie (jednoznacznie) do homomorfizmu ¢ : H — G nad S.
Dowdd. [10, Prop 2.7, str 9] O

Uwaga 1.6.3. Niech A/S, B/S bedg dwoma projektywnymi schematami abelowymsi
z widknami generycznymi A/K, B/K odpowiednio. Wtedy z 1.11 mamy

(1.2) Hompg (A, B) = Homg(A, B),
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poniewaz Hompg (A, B) jest skoriczenie generowang grupg abelowq i kazdy homomor-
fizm ¢ € Hompg (A, B) rozszerza sie do elementu z Homy (A|y, Bly) to z lematu
1.11 i z twierdzenia Grothendiecka (zobacz [6, Rozdzial 1, podrozdzial 1.2, lemat 5])
mamy

lim Homy (Alp, Bly) = Homg (4, B).

U

To daje réunosé (1.2). W szczegélnosci mamy
Endg(A) = Endg(A).

Rozwazmy teraz rozmaito$é¢ abelowa A nad cialem K, ktéra jest widknem ge-
nerycznym schematu abelowego A/S. Istnieje izogenia ¢ : A — A" x --- x Af*
okreslona nad pewnym skonczonym rozszerzeniem L/K, gdzie A; sa prostymi para-
mi nieizogenicznymi rozmaitodciami abelowymi okreslonymi nad L. Wezmy catko-
wite domknigcie R w L, ktére oznaczamy R’. Wtedy, dostajemy schemat abelowy
A’ == Ax ¢S nad S, ktérego widkno generyczne jest réwne A®x L. Istnieje Uy, C S’
zbiér otwarty taki, ze A; /UL, sa schematami abelowymi z wi6knami generycznymi
A;/L oraz morfizm ¢ rozszerza sie do morfizmu schematéw abelowych

t
' Ay, = [ AT

=1
tak, ze ¢’ @y, L = ¢.

Uwaga 1.6.4. Jezeli A/K jest rozmaitoscig abelowq nad cialem skoriczenie ge-
nerowanym o charakterystyce 0 to z powyziszych uwag wynika, Ze istnieje gladki i
normalny schemat S = Spec R, taki, ze Fr(R) = K i istnieje schemat abelowy A/ S,
ktérego generycznym widknem jest A/K. W szczegolnosci jezeli o : A — [[i_; A
jest izogeniq rozmaito$ci abelowych nad K to rozszerza sie ona do morfizmu schem-
tow abelowych ¢’ jak wyzej dla pewnego afinicznego normalnego Uy, ktérego cialem
funkcyjnym jest L oraz takiego, ze U, — SpecZ jest gladkie.

1.7. REPREZENTACJE [-ADYCZNE DLA ROZMAITOSCI ABELOWEJ NAD CIA-
LAMI SKONCZENIE GENEROWANYMI

Twierdzenie 1.7 (Mordell-Weil,Lang-Néron). Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq
nad ciatem skoriczenie generowanym K (o dowolnej charakterystyce), wtedy A(K)
jest skonczenie generowanqg grupg abelowq.

Dowdd. Zobacz [15, p. 27.3] O
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Twierdzenie 1.8 (Chebotarev). Niech A/K bedzie rozmaitoscig abelowg nad cia-
lem charakterystyki zero. Zbior {Fr, : v punkt domkniety w m(S)} jest gesty w
m1(9).

Dowdd. Zobacz |9, str. 206-207]. O

Twierdzenie 1.9 (Faltings, Zarhin). Dla dowolnej rozmaitosci abelowej i liczby

pierwszej I mamy
1. End(A) ®z Z; = Endg,. (T;(A)) jest izomorfizmem;
2. Vi(A) jest pélprostym Q;[Gie]-modulem.

Dowdd. Dla przypadku, gdzie K jest cialem skoriczenie generowanym nad Q, dowdd
znajduje sie w [9, twierdzenie 1, str. 204], a w przypadku, gdy K jest cialem skon-
czenie generowanym nad cialem charakterystyki dodatniej [38, Wnioski 1 i 2, str.
240]. O

Twierdzenie 1.10 (Zarhin). Dla dowolnej rozmaitosci abelowej A/K, char K

wzglednie pierwsza z I, mamy:

1. Endg(A) ® Z/1 = Endg, (A[l]) jest izomorfizmem, dla kaidej liczby pierw-
szej l;

2. A[l] jest pétprostym Z/1[G;] modulem, dla | >> 0.
Dowdd. [33, Prop. 3.4] O

Twierdzenie 1.11 (Serre). Niech A/K, char K =0, bedzie rozmaitoscig abelowq:
p i Gk — GL, (T(A))
bedzie l-adyczng reprezentacjq stowarzyszong z A. Wtedy indeks

e = [ZX ldray + m(Gk) ﬁIdTl(A)]
jest ograniczony niezaleznie od .

Dowad.
Przedstawimy tu dwa dowody, pierwszy nalezy do J.P. Serre’a.

Dowéd bedzie przeprowadzony przez indukcje wzgledem n = tr.deg K. Jeze-
li n > 0, wtedy mozemy rozwaza¢ K jako cialo funkcyjne nad gladka krzywa
nad cialem Ky, ktérego stopien przestepny jest rowny n — 1. Wtedy rozmaitosé
A/K definiuje abelowy schemat grupowy A nad otwartym gestym podzbiorem U
krzywej C. Wybierzmy domkniety punkt P z U i niech v bedzie waluacja dys-
kretng ciala K odpowiadajaca punktowi P. Wiemy, ze jego cialo reszt k, jest
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skoniczonym rozszerzeniem ciata Kjy. Jezeli m jest wicksze od zera, to rozszerze-
nie cial K(A[m])/K jest nierozgalezione w v. Mamy teraz grupe Galois odpowia-
dajaca temu rozszerzeniu G (K(A[m])/K), ktérej grupa dekompozycji v jest izo-
morficzna z G (k‘v(.ﬁ) [m]/ kv>, gdzie A, oznacza widkno A w v. Biorgc teraz gra-
nice odwrotng po m dostajemy, ze obraz G (K/K) — [[; GL(T;(A)) zawiera obraz
G (ko/ky) — T GL (Ti(A,)), gdzie GL (T}(A)) = GL (Ti(A,)) 2 GLag(Z,). Teraz
na mocy indukcji obraz G (k,/k,) — [, GL (TZ(ZE,)) zawiera e-tg potege homote-
tii, dla pewnego e > 0, stad G (K/K) — []; GL (T1(A)) zawiera réwniez e-tg potege
homotetii.

Dowdd 2 (G. Banaszak)

Krok 1.

Istnieje gladki, geometrycznie nierozkladalny schemat S nad L (domkniecie alge-
braiczne Q w K) z punktem generycznym n = spec K takim, ze A jest wiéknem
generycznym schematu abelowego A. Co wiecej istnieje domkniety punkt P € S(L)
9, str 212], a wiec dostajemy A = A xg Spec K, oznaczmy Ap := A xg P.

Krok 2.

Naturalne odwzorowanie G — m1(S) jest suriekcja, a grupa rozkladu Dp C 71(S)
jest izomorficzna z Gy, . Ponadto Gk dziala na Tj(A) poprzez w1 (S) [9, str 212].
Krok 3.

Z [31] wiemy, ze indeks

e = 7" Ide(Ap) : pLJ(Dp) aV/s Idﬂ((A)P):|
jest ograniczony dla zmieniajacych sie [, gdzie
oLy Gr — GL(Ti(Ap)).

Krok 4.

Z twierdzenia [19, Rozdzial VI, podrozdzial 4 wniosek 4.2] zastosowanego do snopa
statego Z/I* na A, dla kazdego k& > 1 mamy naturalny izomorfizm Tj(A) = T;(Ap)
jako Z;[Dp]- moduléw taki, ze Dp dziala na Tj(A) jako podgrupa m(S). Stad €; <
€. ]

Whniosek 1.6 (Bogomolov). Niech A/K, gdzie char K = 0, bedzie rozmaitosciq
abelowq, a 1 liczbg pierwszq. Niech p; : Gg — GL(T;(A)) bedzie reprezentacjq
stowarzyszong z A, wtedy p(Gx) N ZZX Idg,(a) jest zbiorem otwartym w le Id7;(a)-

Dowdd. Dowdd wynika z twierdzenia (1.11). O

Uwaga 1.7.1. Jezeli w twierdzeniu 1.11 ¢ wniosku 1.6 nie zalozymy, Ze charaktery-
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styka ciala jest rowna zero, to twierdzenia te nie sq prawdziwe. Przyklady rozmaitosct
dla ktorych to twierdzenie jest falszywe podal Zarhin w artykule [39].

Twierdzenie 1.12 (Serre II). Dla dowolnej rozmaitosci abelowej nad K i dowolnej
liczby pierwszej | # char K :

1. H™ (G 5 Vi(A)) = 0;

2. H" (G~ ; Ti(A)) jest skoriczong grupg abelowg.
Dowdd. [31, wniosek i uwaga 2 str 734] O
Twierdzenie 1.13. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq nad K. Wtedy:

1 H" (G AfM) =0 dlal >0 ik > k> 1;

2. H" (G~ ; T)(A)) =0 dla 1 > 0.

Dowdd. 7 twierdzenia (1.11) istnieje stala e € N taka, ze e > ¢; dla wszystkich
l. Wezmy teraz | > 0 tak, zeby zachodzilo | > ¢ + 1. Poniewaz Z = (Z/1)* x
(1412Z;), wiec istnieje h := cldpay € (Z/1)" Idpay C Z; Idga), gdzie ¢ # 1
mod [. Niech A bedzie podgrupa G generowana przez cZ; Id7,(a). Zauwazmy, ze

|A| ‘ [ — 1. Mozemy zauwazy¢, ze A odwzorowuje sie izomorficznie na swéj obraz za
pomoca odwzorowania Gje — Gy Vi>1, ponadto A C Z (Gje) 1 A C Z (Gk), dla
wszystkich k > 1. Rozwazmy teraz ciag spektralny:

By = Hi(%x/A . HI(A A[l’“D)é H* (G A[IF)

Zauwazmy, ze H7 (A; A[l'ﬂ) = 0, dla wszystkich j >> 1, poniewaz ]A|‘l - 1.
Co wiecej z definicji A mamy: H° (A : A[lk]) = A[I*]A = 0. Stad dostajemy, ze
Hr (A : A[zk]) =0, dla wszystkich n > 0, 1 > e + 1 i dla wszystkich & > k > 0.
Stad H" (Gie : Ty(A)) = lim lim,, H" (G + A[M]) =0, dlal> e+ 1. 0



ROZDZIAL 2

TWIERDZENIA O REDUKCJI

2.1. ODWZOROWANIE REDUKCJI

Niech A/ S bedzie schematem abelowym [ bedzie liczba pierwsza, wzglednie pierwsza
z charakterystyka cial reszt schematu S. Wtedy odwzorowanie mnozenia przez [
na A/S jest odwzorowaniem étalnym ([19, Prop. 20.7]), stad pull back poprzez
sekcje elementu neutralnego (unit section e : S — A) jest schematem skonczonym,
ktéry jest étalny nad S. W szczegdlnosci jadro odwzorowania I* jest skoriczonym
schematem nad S.

Niech S = Spec R, K = Fr(R) i niech R bedzie catkowicie domkniety w K. Roz-
wazmy teraz wszystkie skoficzone rozszerzenia L/K, L C K takie, ze normalizacja
R’ pierécienia R w L daje nierozgalezione rozszerzenie schematéw S’/S, w kazdym
punkcie S, gdzie S’ = Spec R'. Jezeli K" oznacza sume wszystkich takich cial L za-
wartych w K, wtedy z [19, Examp 5.2 (b)] 71(9) := m1(S,7) = G(K*"/K). W tym
przypadku RY" definiujemy jako sume pierécieni R’ w K, i schemat S*" = Spec R%"
bedziemy nazywaé nakryciem uniwersalnym S.

Przypomnijmy, ze kazda rozmaito$é¢ abelowa A/ K jest rozmaitoscia projektywna.
Jezeli K = K(S) jest cialem funkcyjnym caltkowitego noetherowskiego schematu S,
wtedy mozemy wzia¢ domkniecie Zariskiego rozmaitosci A w P"/S, zeby otrzymaé
schemat projektywny A/S. Nad pewnym otwartym podzbiorze U C S schemat A/U
stanie sie projektywnym schematem abelowym ( [18, Rem. 20.9] ).

Dla dowolnego schematu abelowego A/S, mozemy zawsze znormalizowaé sche-
mat S do S’ i zmienié¢ baze przez S” — S tak, zeby dostaé¢ schemat abelowy

A := A xg S’ nad normalnym schematem bazowym S’.

15
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Jezeli M oznacza dowolng grupe abelowa to Div(M) := Div(M) oznacza mak-

symalng podgrupe podzielna. Przypomnijmy, ze g5 = Gal(k(s)/k(s)).
Twierdzenie 2.1 (G. Banaszak).

Niech A/S bedzie schematem abelowym nad calkowitym, normalnym schematem ba-
zowym S i AJK bedzie widknem generycznym. Niech s € S bedzie ustalonym punk-
tem schematu S (nie koniecznie domknietym), 1 bedzie liczbg pierwszq wzglednie
pierwszq z charakterystykq K i k(s). Zalézmy ponadto, ze naturalne przeksztalcenie
A(S) = A(K) jest suriekcjg oraz grupa HO (gs, A[l*°]) jest skoriczona. Wtedy:

(1) l-adyczne uzupelnienie na przeksztalceniu A(S) — A(K) daje izomorfizm

lim A(S)/1" 5 lim A(K)/I",
k

(2) odwzorowanie redukcji
rs o AW — As(k(s))
jest monomorfizmem.

Dowdd. Poniewaz skoniczony schemat grupowy A[l¥] jest étalny nad S, dla wszyst-
kich k£ > 1, a wiec dziatanie Gx na A[l*] faktoryzuje si¢ przez dzialanie 71(S) =
G (K" /K) poniewaz A[l*] = A[l*] jako G(K""/K)-moduly. Jezeli | jest wzgled-
nie pierwsze z charakterystyka k(s), wtedy mamy izomorfizm grup skoriczonych
A [IF] = (Z/lk>29, dla kazdego s dla ktérego char k(s) # 1. W szczegdlnosci dla
kazdego s, ktérego char k(s) # | mamy izomorfizm gs-modutéw A[l¥] = A[l¥]. Wy-
nika to z twierdzenia [19, Chap. VI, sec 4, Cor 4.2] zastosowanego dla snopu stalego
Z/I* na A, dla k > 1. Z [18, rozdzial 2 podrozdzial 1] i z tego, ze grupowy abelowy
schemat moze by¢ traktowany jako étalny snop dostajemy, ze A(S%")™(5) = A(S).
Biorac dtugi ciag doktadny kohomologii dla grupy 71 (.S) zastosowanego do krétkiego
ciagu doktadnego:
0 — AlF — A(S™) L A(5™) = 0

uzyskujemy monomorfizm A(S)/I* — H'(71(S); A[l*]). W podobny sposéb poka-
zujemy, ze A(K)/IF — HY(Gg; A[l*]) i Ag(k(s))/1F — H'(gs; T;(A)) sa monomor-

fizmami. Dla kazdego s € S mamy Div = 0 w H° (gs, As[l°°]) z zalozenia skoticzo-
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noéci. Stad dolna, prawa, pozioma strzatka w diagramie przemiennym:

"n

A(K); — A(S) — As(k(s))
| | |
lim, A(K)/IF —— lim A(S)/1* —— lim, Ag(k(s))/1F
| | |

HY Gk, Ti(A)), «——— H'(m(S), Ti(A) ——  H(gs, Ti(As))

I I I

HO(Gre, A[1®])/Div HO(my(S), AlI™])/Div —"— HO(g,, A,[1])/Div

jest monomorfizmem, a $rodkowe pionowe strzatki sa monomorfizmami z zastosowa-
nia dlugich ciagéw dokladnych w kohomologii. Z twierdzenia [35, Prop 2.3 p. 261]
dolne pionowe strzatki sa réwnosciami. Gorne pionowe strzatki sg monomorfizmami
bo skoticzonosé grupy HO(gs, As[1*°]) pociaga skoniczonosé grup H(my(S), A[l*]),
HY(Gg, A[l*°]). Stad prawa gérna pozioma strzatka jest monomorfizmem i druga
od gory lewa pozioma strzatka jest monomorfizmem i z zalozenia epimorfizmem a
zatem jest izomorfizmem. O

Whniosek 2.1. Niech A/S bedzie schematem abelowym nad calkowitym, normalnym
afinicznym schematem S = Spec R, gdzie R jest skonczenie generowanq Z-algebrg
lub Fp-algebrq. Niech A/K bedzie widknem generycznym. Niech v € S bedzie punk-
tem domknietym i niech k, := k(v). Zaldzmy ponadto, Ze naturalne przeksztalcenie
A(S) — A(K) jest suriekcjg. Niech | bedzie liczbg pierwszq wzglednie pierwszq z
charakterystykq ciala reszt punktu v i punktu generycznego n € S. Wtedy:

(1) l-adyczne uzupelnienie na przeksztatceniu A(S) — A(K) daje izomorfizm

lim A(S)/1" 5 AK)©1Z
k

(2) odwzorowanie redukcji
re + A(K) — Ag(k(s))
jest monomorfizmem.

Dowdd. 7 twierdzenia [18, Rozdzial VI, podrozdzial 4, wniosek 4.2] zastosowanego
do snopa statego Z/I¥ na A dostajemy, ze dla kazdego k > 1 mamy naturalny izo-
morfizm g, := G(k,/k,)-modutéw H'(A,Z/1*¥) = H'(A,,Z/IF), dla kazdego k. Bio-
rac granice odwrotng po k dostajemy izomorfizm Z; i g,-moduléw T;(A) = T;(A,).
Tensorujac z Q;/Z; dostajemy izomorfizm g,-modutéw A[l*°] = A,[I*°]. Grupa g,
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dziata na tych modulach poprzez G(k,(A,[I*°])/ky). Poniewaz k, jest cialem skori-
czonym, wiemy z hipotezy Weila, udowodnionej przez Deligne’a, ze H%(g,, A, [*])
jest skoriczona. Stad HO(G, A[l*°]) i HY(m1(S), A[l*°]) réwniez sa skoriczone. Po-
niewaz A(K) jest skoficzenie generowana (twierdzenie 1.7) to wtedy lim, A(K)/ Ik =~
A(K) ® Z; i lewa dolna pozioma strzatka z dowodu twierdzenia 2.1 pokazuje, ze

A(K); = A(9);. Dlatego wniosek wynika z twierdzenia 2.1. O

Z zalozenia wniosku 2.1 wynika, ze k, jest cialem skoniczonym, a zatem A, (k,)
jest grupa skoticzona. Stad lim Ay (k) / ¥ = A,(k,); i drugie od géry poziome strzatki
w diagramie z dowodu twierdzenia 2.1 prowadza do naturalnego przeksztalcenia
redukcji:

(2.1) Ty - A(K) ®Q Z; — Av(kv)l~

Poniewaz mamy naturalny homomorfizm A(K) — A(K) ® Z; to dostajemy prze-
ksztalcenie redukcji:

(2.2) Ty A(K) — Ay (ky)

Zauwazmy, ze jadro przeksztalcenia A(K) — A(K) ® Z; jest grupa skonczona
A(K)tor JA(K); o rzedzie wzglednie pierwszym z [.

Od tej pory w kazdej sytuacji kiedy pracujemy z odwzorowaniami redukcji 2.1
lub 2.2 w domys$le zawsze mamy schemat abelowy A nad S taki, ze A spelnia zalo-
zenia wniosku 2.1 ponadto S — SpecZ jest gltadkim morfizmem, S jest normalnym
schematem, ktérego ciato funkcyjne jest réwne K. W sformutowaniach twierdzen w
tej pracy 7, bedzie rozumiane jak zwykle jako nastepujace przeksztalcenie redukcji:

Tyt A(S) — Ay(ky).

Tensorujac to przeksztatcenie redukcji przez Z; dostajemy nastepujace odwzorowanie

redukcji ktére bedzie uzywane w dowodach tych twierdzen i ich wnioskéw:

Ty © A(K) QR ZL; — Av(kv)l'

Niech A; dla i = 1,...,t, beda rozmaitosciami abelowymi nad K takimi, ze
Homy(A;, Aj) = 0 dla wszystkich j # i. Niech Pj,..., P, € A;(K) beda liniowo
niezaleznymi punktami nad pierécieniem R; = Endg (4;), dla wszystkich 1 < i < ¢.

Kolejne dwa lematy sa oparte na metodach rozwinietych w pracach [2] i [4],
dlatego przypomnijmy oznaczenia:  Kjeo := K(A[l*]), Gioo := Gal(Kjeo /| K),

Hi = Gal(K /Kj=), Hp == Gal(K /K), dla wszystkich k > 1. Teraz zdefiniujmy
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dla wszystkich 1 <7 <ti1 < j <r; odwzorowanie:
Gij + Hio — Ti(A;),
oznaczajacy granice odwrotna odwzorowan Kummerowskich po k:

o) Hy — AR,
®) oy (L 1
¢z’j (0) =0 (lkpij) - ch‘Pij
Lemat 2.1. Jezeli a11,...,q1, € R1QzZy, ..., 041,...,0, € RiQzZ; spelniajq
réwnanie ', Z;’;l a;ipij = 0, wtedy a;; = 0 w Ry, dla wszystkich 1 < 1 < ¢,
I1<j<r.

Dowdd. Niech ¥ bedzie ztozeniem odwzorowan:
A(K) @221 — H'(Gr; Ti(A)) — H' (Hi=;Ti(A)) = Hom (Hy=;Ti(A)).

Zauwazmy, ze VU(P;; ® 1) = ¢;;. Z twierdzenia 1.12 grupa H'(Gje; T}(A)) jest grupa
skonczong, a wigc ker ¥ C (A(K) ® Z;)
R ®z Z;-homomorfizmem, mamy:

Niech ¢ := |A(K)or|, poniewaz ¥ jest

tor*

t t
i=1j—=1 i=1j—=1
Stad 325y 5ty cuj(¢iy © 1) € (A(K @z Z1),,,- A wige

t
cZZaij((bij ®1)=0
i=1j—1

w A(K) ® Z;. Poniewaz P;; ® 1,..., Py, ® 1 sa liniowo niezalezne nad R; ® Z; w
Ai(K) ® Z; dostajemy ca;; = 0 a zatem:

ip =+ = iy, =0,

dla wszystkich 1 < 4 < ¢ poniewaz R; jest wolnym Z-modulem. O

Zdefiniujmy teraz nastepne odwzorowanie:

OF  Hyp — AfiF]7

(2

(o) == (¢ (@) 641 (0))
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i teraz z tego odwzorowania stwérzmy kolejne:

t

oF - P A

i=1

t
oF = (P ;.
i=1

oraz odwzorowanie w modul Tate’a:
(I)i : Hloo — TZ(AZ)TZ
®;(0) = (¢i1(0),...,bir,(0)),

t
P Hloo ﬁ@ﬂ(Al)m
=1

t
=P
=1

Lemat 2.2. Obraz odwzorowania ® jest zbiorem otwartym w @le Ti(A;)™.

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia T := @i_; T}(4;)", W = T ®z, Q = @!_, V}}’,
gdzie Vj; := Tj(A4;) @z, Q;. Przez ® ® 1 oznaczmy zlozenie ® z zanurzeniem T' — W
oraz M := Im(® ® 1) C W. Wiemy, ze M, W sa Q;[Gj=]-modutami. Wystarczy
pokazaé, ze Im® jest skonczonego indeksu w T'. Dlatego wystarczy pokazaé, ze P® 1
jest "na”. Zauwazmy, ze Vj; jest pélprostym Q;[Gj]-modutem, dla kazdego 1 < i <t

bo na mocy twierdzenia 1.9
t
Vi=EpVi
i=1

i V jest polprostym Q;[Gje]-modulem. Zauwazmy, ze G dziala na V;; poprzez
Gal (K(A;[I*°])/K). Jezeli ® ® 1 nie byloby odwzorowaniem "na” to istnialby roz-
ktad W na Q;[Gj~]-moduly M @ M, gdzie M; jest nietrywialnym modulem.
Niech mp, @ W — W bedzie projekcja na My, a m; : W — Vj; bedzie projekcja,
ktéra odwzorowuje M; nietrywialnie. Oznaczmy 7 := 7o myy, .
Mamy Homg,.. (Vii; Vi) = Hompg (Ai; Ay) ®z, Q = 0, dla wszystkich ¢ # 7'
Stad dostajemy:

i
F(vig) =Y Bijvij,
=

dla pewnych fij € R; ® Q;. Poniewaz m jest nietrywialne na M; wiec musi istnieé
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przynajmniej jedno niezerowe 3;;. Jednak z drugiej strony:
T
Ti(@(h)®@1) = Bij (¢ij(h) ©1) =0
j=1

dla wszystkich h € Hj~. Poniewaz (3;; € R; ® y mozemy przemnozy¢ ostatnia
réwnosé przez odpowiednia potege [ i dostacé:

0= ayy (0 (h) @ 1).
j=1

dla pewnych «;; € R; ®Z;. Poniewaz nast¢pujace odwzorowania R; ®Z; — R; ® Qy,
Hom(Hj,T}) — Hom(Hj, V}) sa zanurzeniami(imbeddings) R ® Z;-moduléw, do-

stajemy >i", aijdi; = 0. Teraz z lematu 2.1 dostajemy, ze oy = -+ = a;p, = 0 1
stad B;1 = - -+ = Bir, = 0 poniewaz R jest beztorsyjny. Jednakze to jest sprzeczne z
zalozeniem, ze M # 0 czyli M; = 0. ]

Twierdzenie 2.2. Niech A = [[i_, A; bedzie rozmaitoscig abelowq nad ciatem
skoriczenie generowanym K, gdzie Homz=(A;, Aj) = 0 dla wszystkich i # j. Niech

Qij € A-( ), dla 1 < j < r; bedg liniowo niezaleznymi punktami nad R;, dla wszyst-
kich 1 < i <t. Wtedy dla kazdego podzbioru otwartego U C S, istnieje nieskonicznie
wiele punktow domknietych v € U takich, ze r,(Qij) = 0 dla wszystkich 1 < j <r; i
1 <7<t

Dowod. Krok 1

7 lematu 2.2 istnieje stala m € N taka, ze

lm@T ) C O(Hio) c@Tl
=1

Niech I' bedzie R-podmodulem A(K') generowanym przez wszystkie punkty Q;;, to

zZnaczy
t T
I .= {P € A(K) : P = ZZO[UQU , Qg € Rl}
i=1j=1

Teraz dla k > m rozwazmy nastepujacy diagram przemienny:
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wD)/Ki=)  —— @iy Ti(A)" /1" @iy Ti(A)"
G (K () /K ) 2 @'y (A1) i @iy (ar+])”
ok Ti T
G(Kp(FD)/Kp) == @y (AlR)" @i, (Al)
Odwzorowania ® i ®F, dla k > 1 sg indukowane przez odwzorowanie Kummer’a.
Dla k > 0 obrazy odwzorowari ®* i ®*+1 sg izomorficzne, a wicc dolna lewa pionowa

strzalka w diagramie jest odwzorowaniem “na”, poniewaz odwzorowanie ®F jest
iniektywne dla k > 1. Rozwazmy wieze cial:

1
Klk+1 (lk+1 F)

1
Klk+1 kF)

)

G F) Klk+1

N

K

N

Wtedy z powyzszego argumentu dostajemy:

1

(23) Klk(lkr) N KlkJrl = Klk fOI' k > 0

Krok 2 Niech Uy := Spec Ry C S bedzie afinicznym zbiorem otwartym , gdzie
Ry jest lokalizacja R. Niech R; (odpowiednio Rg) bedzie caltkowitym domknieciem
Ry w Klkﬂ(ikr) (odpowiednio w Klk(ikr))' Niech U; := Spec Ry i Uy := Spec Rs.

l l
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Zauwazmy, ze Uy mozemy wybraé¢ w taki sposéb, ze A(U;) — A(Klkﬂ(%kp)) oraz
A(Uz) — A(Klk(likr))' Zauwazmy, ze A(Uy) - A(K).

Niech h € G (K~ /K1) bedzie automorfizmem dzialajacym na T;A jako homo-
tetia 14 [*u, dla pewnego u € Z, . Taka homotetia istnieje, dla k > 0 z twierdzenia
Bogomolov’a 1.6. Niech h’' oznacza projekcje h do G (Kjks1/Kj). Z réwnosei (2.3)
mozemy wybraé o € G (Kyi1 (£T) /K) taka, 7e of Kpr) = 14 1ol = 1. Z
twierdzenia Chebotarev’a 1.8 istnieje nieskoniczona rodzina punktéw domknietych v
w Uy takich, ze dla kazdego v € Uy istnieje w; w U; nad v, dla ktérego Frobenius w
Kk (likl“) /K jest réwny o.

Niech [ bedzie rzedem elementu r,(Q;;) w grupie Ajy(ky);, dla pewnej stalej
cij =2 0, a wy bedzie punktem domknietym w Us lezacym pod wq. Rozwazmy teraz
nastepujacy diagram:

AZ(K) L) Az’v(kv)l
| |-
(24) A (K (D)) 2 Ai (k)

l !

A (Klkﬂ(%kr)) —s Ak, )i

Zauwazmy, ze wszystkie pionowe strzatki sg iniektywne. Niech

1 1 1
Rij = ZTCQU €A (Klk (HCF)) cA (Klk+1 (lkF>> .

Element 7, (R;;) ma rzad [*7¢ w grupie A, (ko, )i, poniewaz (¥+¢ir,, (R;;) =
I%7,(Qij) = 0. Z wyboru v, dostajemy k, = k., stad element 7, (R;;) pochodzi
od elementu z A;y(ky);. Jezeli ¢;; > 1, wtedy:

n (lCirlml(Rij)) = (1L +1Fu)i%i = ry, (Rij),

poniewaz 191y, (Ri;) € Ajw, (ko) [IFF1].

7Z drugiej strony, z wyboru v, Frobenius w wy dziata na [~ 1r, (Rij) poprzez
h, a wiec h (1% ry, (Rij)) = 1% ry, (R;j), poniewaz 1y, (Rij) € Ai(ky);. Stad
1%~ ur,, (Qi;) = 0, ale to jest sprzeczne z tym, ze rzad 7, (Qi;) jest réwny [,
zatem dostajemy c;; = 0. O

Whiosek 2.2. Niech A = [[i_, A; bedzie rozmaitoscig abelowg nad ciatem skoricze-
nie generowany K, gdzie Homz=(A;, A;) = 0 dla wszystkich i # j oraz niech | bedzie
liczbg pierwszq. Niech m € NU {0}. Niech P; € A;(K) bedzie rodzing punktow li-
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niowo niezaleznych nad R;, T;; € A;[I"™] bedzie dowolnym elementem torsyjnym dla
wszystkich 1 < 7 < r;, 1 <@ < t. Oznaczmy przez R’ calkowite domkniecie R w
K(A[I™]). Niech o' oznacza punkt domkniety w U’ nad v, gdzie U' := v~ 1(U) i~
jest naturalnym odwzorowaniem v : Spec R' — Spec R. Wtedy istnieje nieskoriczona

rodzina punktow domknietych v € U, dla ktorych zachodzi:
o (Tij) = mo(Pij) w Aiw (ko )i,

dla wszystkich 1 < j <1y, 1 < i < t, gdzie rr @ A (K(Ai[I'™])) — Ajur (ko) jest

odwzorowaniem redukcyi.



RozDziAL 3

LINIOWA ZALEZNOSC PUNKTOW

3.1. LINIOWA ZALEZNOSC

Lemat 3.1. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowg nad K takg, Ze A = Ay X... X Ay ©

Q1,...,Qr € A(K). Zapiszmy Q; = {Qﬂ <t Jezeli Q1,...,Q, € A(K) sq liniowo

niezalezne nad Endg (A), wtedy Q7, ..., QL sq liniowo niezalezne nad Endg Aj, dla
wszystkich 1 < j < t.

Dowdad.
Zalbzmy, ze istnieje j takie, ze >.i_; ol Q) =01 ol # 0 dla pewnego i. Wtedy:

0 0] Q] 0 ] [0
Dol o Q=X del =0
i=1| | _ . : i=1 : :
0 0]L Q! | . 0] | 0]
ale to przeczy zalozeniu, ze @Q; sa liniowo niezalezne nad Endg (A). ]

Lemat 3.2. Niech A bedzie rozmaitoScig abelowqg nad K takq, z2e A = A; X...x A
i Hom(A;, A;) = {0}, dla wszystkich j # i. Niech Q1 ...,Q, € A(K). Wtedy naste-
pujgce warunki sq rownowazne:

1. Q1,...,Q, € A(K) sq liniowo niezalezne nad Endg (A);

2. jezeli Q; = [Qﬂqu, wtedy
Vlgjth{, ..., QJ sq liniowo niezaleine nad Endg (4;).

25
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Dowdd.
(1)=-(2) Udowodnione w lemacie (3.1)

(2)=(1)
Zal6zmy, ze istnieje a; # 0, dla pewnego i oraz Y ;_; @;@Q; = 0. Wtedy z zalozenia,
ze Hom(A;, Aj) = {0}, dla wszystkich j # i, mamy End(A4) = [['_; End(A;). Zatem

mozemy zapisa¢ rOwnanie macierzowe:

@ T 0 Q! i1 0 Q; 0
T : . ' : : - : . . :

: ; : il = ini | —
Yol ol : Q| = i=1 Qi | =0
i=1 . . . : : :

t Lot
0 of | LQi] [ Ximw@ ] L0

Stad, dla pewnego 1 < j < t istnieje ozg # 0 takie, ze Y ;_; agQg = 0, co jest
sprzeczne z (2). Zatem Qq,...,Q, sa liniowo niezalezne nad Endg (A). O

Od tej pory do korica pracy zakladamy, ze R C K, Fr(R) = K, schemat
S = Spec R jest normalnym schematem i Spec S — Spec Z jest gladkim morfizmem.

Lemat 3.3. Niech A bedzie prostq rozmaitosciqg abelowqg nad K, P,Py,...,P. €
A(K) bedq beztorsyjnymi punktami z A(K). Niech Py,..., P, bedg punktami liniowo
niezaleznymi nad R := End g (A) i niech A bedzie Z-podmodulem generowanym przez
Py, ..., P.. Niech U bedzie dowolnym otwartym niepustym zbiorem w S. JeZeli

(3.1) ro(P) € ry(A),

dla kazdego domknietego punktu v € U, wtedy aP € >i_; RP;, dla pewnej liczby
a€Z\{0}.

Dowad.

Na poczatku pokaze, ze punkty P, Py, ..., P, nie moga by¢ liniowo niezalezne nad

R. Zalézmy, ze te punkty sa jednak liniowo niezalezne nad R. Wtedy dla pewnej

liczby pierwszej [, z twierdzenia 2.2 istnieje element v € U taki, ze r,(P) ma duzy

rzad i ry(P;) = 0w Ay(ky);, dla wszystkich 0 < @ < r. Ale to przeczy zalozeniu (3.1).
Stad wiemy, ze te punkty sa liniowo zalezne nad R, czyli istnieja elementy

a,aq,...,0, € Ria#0 takie, ze

aP=a1P + - o, P,

Poniewaz A jest rozmaitoscia prosta, wiec istnieje izogenia dualna & taka, ze
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aa = a, dla pewnego a € N. Wtedy mamy:
T
aaP = Z oo P
i=1
Stad aP € Y;_; RP;. O
Lemat 3.4. Niech A = Ay X---X A bedzie rozmaitoscig abelowqg nad ciatem K, gdzie
A; sq podrozmaitosciami prostymi zawartymi w A. Niech P, Py, ..., P, € A(K) bedg

beztorsyjne oraz Pi,..., P, bedg punktami liniowo niezaleinymi nad pierScieniem
R := Endg (A) i niech A bedzie Z-podmodutem generowanym przez Py, ..., P.. Jezeli

(3.2) ro(P) € ry(A),

dla kazdego domknigtego punktu v € U, wtedy aP € Y i RP; dla pewnej liczby
a € Z\{0}.

Dowad.
W taki sam sposob jak w dowodzie lematu 3.3 mozemy pokazac, ze punkty P, Py, ..., P,
nie sg liniowo niezalezne nad R. Mianowicie zapiszmy punkty P, Py, ..., P. nastepu-
jaco:
pl P}
P=\| 1|, Pk=]":
Pt P!

7 lematu 3.1 wiemy, ze punkty {Pz] H<i<r sa liniowo niezalezne nad pierScieniem
R; = End(4;), dla wszystkich 1 < j < t. Z zalozenia (3.2) dostajemy r,(P7) =
Y1 ocim,(Pij ), dla wszystkich 1 < j < s.

Z lematu 3.3 dla wszystkich 1 < j < s istnieja endomorfizmy ozg € Endg(4;) i
stale a; € Ntakie, ze a; P = > 71 a{Pij. Przyjmujac teraza = NWW (a; : 1</ <t)
dostajemy aP? = 3°7_, [3{ Pij , dla pewnych ﬁg € R;. Stad dostajemy réwnanie

[ g 0
P! 0 : P}
al i |= : 8l : |
Pt =1 Pit
| 0 bi ]
co konczy dowdd. O

Twierdzenie 3.1. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq nad cialem K, P, Py, ..., P, €
A(K) bedg punktami beztorsyjnymi z A(K). Niech Py, ..., P. bedg punktami linio-
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wo niezaleznymi nad R := Endg (A) i A bedzie Z-podmodulem generowanym przez
Py, ..., P.. Niech U bedzie dowolnym otwartym niepustym podzbiorem w S. JeZeli

(3.3) 7y (P) € Ty (A),

dla kazdego domknietego punktu v € U, wtedy aP € Y i, RP;, dla pewnej liczby
a € Z\{0}.

Dowad.

Z twierdzenia (1.4) i jego wniosku wiemy, ze istnieje skoniczone rozszerzenie L/K
takie, ze izogenia ¢ : A — A{' x .-+ x A% jest zdefiniowana nad L. Oznacz-
my B = A{' x -+ x A%, gdzie B jest wi6knem generycznym schematu abelowego
B/S" =TI, A oraz A; sa wléknami generycznymi A;, ktére sa prostymi podroz-
maito$ciami abelowymi, ktére nie sg parami izogeniczne. Mozemy pracowa¢ nad L,
poniewaz A(K) C A(L) i Ay(ky) C Ay (kw), dla wszystkich w|v z Ur, gdzie U, C S’
jest takim zbiorem otwartym, ze A;(U;) — A;(L), dla kazdego i oraz Uy, — SpecZ
jest gladki. Z warunku (3.3) dostajemy

(3.4) Tw(P) € Ty(A),

dla wszystkich domknigtych punktéw w € Up. Punkty o(P),p(Py),...,o(P;) sa
beztorsyjne w B(L) oraz punkty ¢(P),...,¢(P,) sa liniowo niezalezne nad
' = Endp(B). Z lematu 3.4 dostajemy:

ap(P) =Y Rpp(P),
=1

dla pewnej statej a € N.

Istnieje izogenia dualna ¢ : B — A nad L taka, ze g o ¢ = o’ € N. Stad dosta-
jemy a’'aP € RpP;+T, gdzie T € A(L)tor. Z twierdzenia (2.2) istnieje nieskoniczenie
wiele w € Uy takich, ze r,(P;) = 0 w Ay(ky), dla wszystkich 1 < i < r, czyli z
warunku (3.4) dostajemy, ze r,,(7") = 0, dla nieskonczenie wielu w. Ale odwzorowa-
nie 1, jest iniektywne (twierdzenie 2.1) na punktach torsyjnych wiec mamy 7" = 0.
Oznaczmy b = d'a, czyli teraz nasza réwnosé przyjmuje postaé bP = >I_, 3; P;, gdzie
Bi € Rr := Endy(A), poniewaz zakladaliSmy, ze L/K jest rozszerzeniem Galois. Dla
P,Py,...,P. € A(K) mamy b|G (L/K)|P = Y7i_ Trp i (8:) P, ale Tr(8;) € R, dla
wszystkich 1 < i < r. O

Twierdzenie 3.2. Niech A bedzie rozmaito$cig abelowq nad ciatem K, P, Py, ..., P,
beda nietorsyjnymi punktami w A(K). Niech Py, ..., P, bedq liniowo niezalezne nad
Rk = Endg(A), a A bedzie Z-podmodulem generowanym przez Py, ..., P.. Zaldz-
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my, ze
(3.5) ro(P) € Ty(A),

dla kazdego domknietego punktu v € U C S, wtedy P € A.

Dowad.
Z twierdzenia (3.1) mamy:

,
(3.6) aP=> ;P
i=1

gdzie oy € R := Endg (A).

Na poczatku zatézmy, ze «; € 7Z, dla wszystkich ¢ = 1,...,r. Pokazemy, ze
P € Y7 | ZP;. Niech I*¥ bedzie najwicksza potega liczby pierwszej I, ktéra dzieli
a. Niech U C S bedzie ustalonym zbiorem otwartym. Twierdzenie 2.2 pokazuje, ze
dla kazdego i istnieje nieskonczona rodzina punktéw domknietych v € U takich, ze

zachodzi
ro(P1) = =ry(Pic1) = rp(Pig1) = --- =1y(P) =0

i ro(P;) ma rzad réwny (¥ w A, (k,);. Z réwnosci (3.6) dostajemy ar,(P) = o; P;. 7
warunku (3.5) mamy r,(P) = 8;r,(F;), dla §; € Z. Stad

(Ozi — aﬂi)rv(Pi) = 0

w Ay (ky);, czyli (¥ dzieli oy, dla wszystkich i = 1,...,r. Teraz z réwnania (3.5)
dostajemy:
a " o
(3
(3.7) wh = > whi+T,
i=1

dla pewnego punktu 7' € A(K)[I¥]. Ponownie dzigki twierdzeniu 2.2 istnieje nie-
skoniczenie wiele punktéw domknietych v € U takich, ze r,(FP;) = 0 w A, (ky)i,
dla wszystkich ¢ = 1,...,r oraz wiemy, ze m,(P) € >.i_; Zr,(P;), dla wszystkich
v € Ug. Wige z réwnosci (3.7) dostajemy, ze r,(T') = 0 dla nieskonczenie wielu v,
ale to przeczy iniektywnoéci odwzorowania r, chyba, ze T = 0, dlatego w koncu

dostajemy:
T
a 1%
=2 uh
i=1

Powtarzajac powyzszy argument, dla wszystkich dzielnikéw pierwszych a dostajemy
teze.
Zalézmy teraz, ze «y; ¢ Z, dla pewnego 1 < ¢ < r. Dla dowolnej liczby pierwszej

[ zbadajmy dzialanie a; na Tj(A). Z [18, Proposition 12.9] dostajemy
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P,,(n) = deg(a; — n), dla wszystkich n € Z, gdzie P,,(t) jest wielomianem charak-
terystycznym automorfizmu «a; na Tj(A), a deg : End(A) — Z jest funkcja stopnia.
Stad P,,(t) € Z[t], Pa,(t) jest wielomianem unormowanym i niezaleznym od wyboru
[. Niech E bedzie cialem rozkladu wielomianu P, (t). Dla kazdej liczby pierwszej I,
ktora rozktada sie catkowicie w F, pierscien O mozemy traktowaé jako podpierscien
pierscienia Z;.

Jezeli P,,(t) posiada co najmniej 2 rézne pierwiastki, wtedy mozemy znalezé
wektor u € Tj(A), ktéry nie jest wektorem wlasnym «;. Wystarczy wzia¢ sume
dwdch wektorow wlasnych odpowiadajacych réoznym wartodciom wiasnym. Jezeli
P,,(t) posiada tylko jeden pierwiastek A € Op, wtedy Pa,(t) = (z — )%, a wiec
29\ € Z, czyli A € O NQ = Z. Z twierdzenia 1.9 dostajemy a; # Aldg,(4), a wige
wielomian minimalny automorfizmu a; na Tj(A) ma postaé (t —\)*, dla 1 < k < 2g.

Roéwniez w tym wypadku mozemy znalezé wektor u € Tj(A), ktéry nie jest wek-
torem wlasnym automorfizmu «;. Przemnazajac przez odpowiednia stala (jezeli to
potrzebne), mozemy zatozyé, ze u ¢ IT;(A). Stad dla m € N i m dostatecznie duzego
dostajemy, ze warstwa u-+[""T;(A) nie jest wektorem wlasnym «; na T;(A)/I"T;(A).

Jezeli ayu = ¢u mod IMT)(A), dla ¢, € Z/I™, m € N, wtedy ¢, = ¢yt
mod [, dla wszystkich m € N. Ale to przeczy zalozeniu, ze u nie jest wektorem
wlasnym o; na Tj(A).

Niech T' € A[l™] bedzie obrazem warstwy u + {™T}(A) wzgledem izomorfizmu
R moduléw T;(A)/I™T;(A) = A[l"™]. Oznaczmy L := K (A[l™]) i niech R’ bedzie
catkowitym domknieciem R w L i U’ bedzie przeciwobrazem U przy przeksztalceniu
Spec R' — Spec R. Z twierdzenia 2.2 mozemy wybraé¢ punkt domkniety w z U’ taki,
ze 1o(Pj) = 0dla j # iiry(P) = r,(T) w Au(ky);. Stad dostajemy ar,(P) =
a;r,(T). Z réwnosci 3.5 istnieje stala d € Z taka, ze

ary,(P) = adry,(P;) = adr,(T),
z tego, ze r, jest iniektywne na punktach torsyjnych dostajemy:
;T = adl w A[l™].

Ale to przeczy temu, ze T' nie jest wektorem wlasnym «; dzialajacego na A[I™]. Stad
musimy mieé, ze «; € Z, dla wszystkich 1 < ¢ < r, co konczy dowdd. O

3.2. PROBLEM LINIOWEJ ZALEZNOSCI DLA DOWOLNEJ PODGRUPY
A C A(K).

W tym rozdziale uogélnimy twierdzenie A z pracy [4], dowdd tego twierdzenia jest
identyczny jak dowdéd w [4] jednakze, poniewaz praca [4] jeszcze sie nie ukazala,
dlatego zamieszczam go tutaj w calosci.
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Z twierdzenia 1.4 wiemy, ze kazda rozmaito$é¢ A jest izogeniczna z AT' X - - - x A7,
gdzie A; sa prostymi podrozmaitosciami. W taki sam sposéb jak byto to zrobione w
pracy [4], dowéd uogdlnienia twierdzenia A mozna przeprowadzi¢ w przypadku gdy
A= A7 x -+ x Af*. Ustalmy teraz oznaczenia:

o o= [AXK) o
o O:=cA(K);

o A podgrupa A(K);
e R :=Endg(A);

o R;:=Endg(4;);

¢ Di:=R;i®zQ;

Przy powyzszych oznaczeniach mamy R = [[i_; M, (R;). Niech teraz E/Q bedzie
skoficzonym rozszerzeniem takim, ze D; ® E = My, (E), dla kazdego 1 < i < t.
Zauwazmy, ze warunek r,(P) € r,(A) pociaga r,(cP) € r,(cA), co wiecej
cP € ¢\ + A(A)ior zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy P € A + A(T)¢or
Niech punkty P, ..., Ps bedace Z-baza dla €2, beda takimi, ze

(3.8) AN=Zd1Pi+ -+ 7Zd, P+ ---ZdsPs,

gdzie d; € Z\ {0} id; =0, dlai > r.

Twierdzenie 3.3. Niech A/K bedzie rozmaitoscig abelowq zdefiniowang nad cialem
skoriczenie generowanym nad Q. Zalézmy, ze A jest izogeniczne z A' X -+ x A7,
gdzie A; sq rozmaitosciami prostymi, ktore nie sq parami izogeniczne i
dimgyq,., a0 H1(4i(C); Q) > e;, dla kazdego 1 > i > t, a K' jest skoriczonym
rozszerzeniem K, gdzie izogenia jest zdefiniowana. Niech P € A(K) i A bedzie pod-
grupg A(K). Jezelir,(P) € ry(A) dla wszystkich domknietych punktow v € U, wtedy
Pe A+ A(K)ior-

Dowad.
Wystarczy przeprowadzi¢ dowdd dla €21 A C 2, na podstawie wstepnych uwag.

Zalézmy, ze P ¢ A, stad dostajemy, ze P®1 ¢ A® O,, dla pewnego |l i pewnej
liczby pierwszej [. Poniewaz mamy

S
P =Y "n;Pj,
j=1
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wiec istnieje n; # 0, mozemy te réwnoé¢ réwniez rozwaza¢ w 2 ® O,. Poniewaz
P ¢ Q®0,, wiec istnieje 1 < jo < s takie, ze \™||nj, i A™2|d},, dla liczb naturalnych

m1 < meo. Rozwazmy teraz odwzorowanie Z-modutéw:

T Q—7Z,

W(R) = Mo,

gdzie R = Y7y wiP;, pi € Z, dla wszystkich 1 < i < s. Przez 7 bedziemy réw-
niez oznacza¢ odwzorowanie 71 : Q ® Q — Q. Z lematu 1.8 istnieje odwzorowa-
nie 7 € Hom (2 ®z Q, M.(D)) takie, ze tr(7) = trm. Dzigki uwadze 1.4.1 istnieje
5 € Homyg, (py (Im7, Q® Q) takie, ze 7 o5 = Id, co wigcej, dla kazdego i istnieje
7% € HomMe (DY) Q7 ®7Q, M, (D;))is e HomMe (Dy) (Im7r( ), Q' @z Q) ta-
kie, ze 7 (')os( )=1diT = ]_[Z 17r( ), 5 = [T ls(z) oraz kerm = HZ lkerw( /) i
mamy ;' @z Q = Ims( ) @ kerw( ), Q®z Q = Ims @ ker 7. Z lematu 1.7 mozemy
przedstawi¢ Im 3( /) i ker 77( ) jako sume prosta prostych Me, (D;)-podmodutéw:

k; -
Ims(i) = @ K (i) 1w (i),
k=1
ker (i) = K (i)1wg (7).
k=k;+1
Zauwazmy, ze k; < e; dla wszystkich 1 <@ < t1ielementy wy(7),...,wg,(1),...,wy,(7)

tworzg baze w przestrzeni wektorowej €2; ®7 Q nad D;. Mozemy przyjaé¢ bez straty
ogblnosci, ze wy,+1(%), ..., wy, (1) € Q.

Tensorujmy teraz odwzorowanie 7w przez O i oznaczmy wynik jako
QR0 — OE W podobny sposéb tensorujmy 7r( )i Sf(\Z/) przez E i dostajemy
odwzorowania 7r( ) Q' ®g E — M., (D;) ®q E oraz s(i)/ : Im;(v')/ O @y E.
Zauwazmy, ze dla kazdego 1 < i < t przestrzen wektorowa ); ®g E jest wolnym
D; ®z E = M., (E)-modulem. Przypomnljmy, ze R C M(D), R®z Q =M,(D) i
jest skonczenie generowanym R-modulem. Stad istnieje liczba naturalna M, taka,

ze nastepujace homomorfizmy sa dobrze okreslone:
My7 : w®z Op — R ®z OF,

s My (w®z Op) = Q®yz Og.

Ograniczmy teraz homomorfizm $ladu do R ®z O C D ®gz E, zeby dosta¢ od-
wzorowanie liniowe nad Op, tr : R ®z Op — E. Mamy tez trMym = M,m i
My7 03 = MOIdMo?’(QQZ)ZOK)' Rozwazmy K(i);1 C M., (R; ®z Og) i zdefiniujmy
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Me,- (Rz X7 (’)E)—modul:

k}i o Ug o~
F(Z) = ZK(i)lMowk(i) + Z K( )1wk( ) C Qel ®7 O
i—1 i=ky+1

i R ®z Op-modul T := ®T(i) C Q &y OF.

Przyjmijmy oznaczenia M, := {Q ®z O f’} i Mg = [f : M) ®z (’))\}. Z
wyboru punktu Pj, dostajemy 7(P) ¢ 7' (I’ ®7 Oy) + X7’ (2 ®z O,), dla m > ma.
Stad

(3.9) Mom(P) ¢ Mo (I' @7 Oy) + Mo\"7 (I' @7 Oy),

poniewaz trMom = Mom. Okreslamy K(i); 5 := K(i)1 ®o, Ox C Me,(R;z). Niech
Q@ € I' bedzie ustalonym punktem. Mozemy wtedy zapisac

t k1 N t u; e
MQP Z Z ak 1M0wk( ) Z Z Ozk(i)lwk (Z),
1=1k=1 i=1 k=k;+1

b~

M@ = ZZﬁk )1 Mooy (i) + ST Bui)wi(i),
=k;+1

=1 k=1 =1k

—_—~—

dla pewnych oy (7)1, Bk(i)1 gdzie 1 < k <wu; il <i <t Wtedy:

—~

t ki
(3.10) M7 (My(P — Q)) H Z < )1 = Br(ih )ﬂwk(i))-

Skoro ™ = H$:17;(\’L/') odwzorowuje modul Q2 ®z Q = @2:1 sz ®z Q w pierscien
M (D) = [1i.; M, (D;), zastepujemy wiec ¢, przez [[i_;. Teraz z wzoréw 3.9 i
3.10 dostajemy

t ks -
M ( )1 — Br(i)h ) T(wi (7)) ¢ A" Mo (M2 @7 O))

i=1k=1

W ten sposob:

sy Il (ar(1 = Belin ) FenlD) ¢ A" Mo (M)
=1

i=1k

stad dla pewnego 1 < i< til <k < k; dostajemy

P

(3.12) k(i) — Brliy ¢ X" My K (i )17
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Niech e € N bedzie indeksem rozgalezienia A nad [. Zauwazmy, ze dla kazdej
liczby n € N mamy nastepujacy izomorfizm A;[A\"] = L; ®7 O, poniewaz
10k =Ly A% Aill") = L @z 2y /1" L; @7, Z 1 A[l"] = Dy Ai[ A"
Przypomnijmy, ze dla kazdego 1 < 1 < ¢ wybieraliSmy krate £, C L;, ta-
ka by byla ona wolnym R;-modulem. Niech My := mazi1<i<i [Li : L]]. Zapiszmy
L = @!_, L;. Z Snake Lemma jadro nastepujacego odwzorowania jest skoriczone i

anihilowane przez A¢"4
(3:13) z(n,A) 1 L@z Oz AL @70\ — L Qg Oz/A"L ®7 Oy,

gdzie ["4||My. Niech mg i mg beda liczbami naturalnymi o nastepujacych wlasno-
Sciach: I0|| My i 1™3||Ms. Teraz 1y (i), ..., np, () bedzie baza L) nad R;. Z zalozenia
mamy p; > e;, dlatego L) ®7 Ox /A" L, @7 O, jest wolnym R; x/A“"R; y-modulem z
baza n1(i), ..., np, (1), gdzie n(i) oznacza obraz ni(i) w L) ®z Or/A"L: @7 O,
dla kazdego 1 < k < p;. Niech teraz Tj(i) bedzie obrazem elementu n;(i) po
przez odwzorowanie z(n,\), dla wszystkich 1 < k£ < p; i 1 < i < t. WeZmy te-
raz n € N tak by spelnialo nieréwno$¢ en > m + emg + ems + emy i oznaczmy
L:= K(A[l"]) = K(r(A)[I"]). Zauwazmy, ze A[l"] C A(L). Z twierdzenia 2.2 istnieje
rodzina punktéw domknietych w w Up, o dodatniej gestosci takich, ze 1, (wg (7)) = 0,
dlal<i<t ki+1<k<uirg(wp(i)=ry k@), dal<i<t, 1<k<Ek.
Poniewaz ry,(P) € (), wiec mozemy wybra¢ @Q € I' w takl sposéb, ze

rw(P) = 14(Q). Teraz stosujac odwzorowanie redukcji do réwnania:

—Q)_izi< (1)1 — Br(3) >M0wk -I—Z Z ( 1—ﬁk()>MOm

i=1k=1 1=1 k=k1+1

dostajemy

=§k§< (01— Brlin ) Mo(Tilo)

Poniewaz odwzorowanie redukcji jest iniektywne na l-torsyjnej podgrupie w A(L)

na mocy twierdzenia 2.1, uzyskujemy:

t k;
=>>»> <ak(i)1 - ﬁk(i)l) Mo (T (3)),

i=1 k=

—_

zatem Y'_, Zl,zizl <ozk(i)1 - ﬁ/kz/z)l) Moy (i) € ker z(n)\), a wiec obraz elementu

k

S

t
)\em0+em4 Z
=1 k=1

<Ozk(i)1 - @e(i)l) Mo (i)
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w L' @7 Or\/A"L @7 O) jest réwny zero. Stad:

> <ak(i)1 - k(i)l) Mony (i) € Ao L @7 Oy

i=1k=1

Poniewaz 1y (%), . .., np, (1) tworza baze w L, ®7 Oy nad R, », dostajemy

—_—

ag(i)1 — Br(i)y € AT OTTMK (1)1,

dla wszystkich 1 < i < t, 1 < k < k;, ale warunek jest sprzeczny z (3.12), poniewaz
wybraliémy n tak by en — emg — emyq > m + emg
O



RozpziAL 4

PROBLEM NOSNIKA

4.1. PROBLEM NOSNIKA

Twierdzenie 4.1. Niech A/K bedzie rozmaitoscig abelowq nad cialem skoriczenie
generowanym K nad Q. Zalézmy, ze A = A x -+ Aft, gdzie A; sq prostymi rozma-
itosciami abelowymi, parami nieizogenicznymi i niech P,Q € A(K) bedg punktami
nieskoniczonego rzedu. Niech U C S bedzie zbiorem otwartym. Niech dla kaZdego

n € Z i dla kazdego domknietego punktu v € U, zachodzi
(4.1) nry(P) =0 = nr,(Q) = 0.

Wtedy istnieje liczba naturalna k i endomorfizm « € Endg A taki, Ze zachodzi réw-
nosé

a(P) = kQ.
Dowad.

Na poczatku przyjmijmy oznaczenia:
P=[P", . P'ligjicer,n<ie<er,  @=[Q1, - QI'li<ji<er,1<Gi<e
i U
iR :=EndA, R; = End A;. Niech teraz punkty Pkkl, ..., P, * beda liniowo nie-
zalezne nad Ry. Dlatego mamy, ze dla kazdego k istnieje stala ¢ € N, spelniajaca

réwnosé:
€L . .
- Uk - Uk
cPL=> B,"P,".
i=1
ik Uk
Pokazemy teraz, ze punkty P!, ..., P, *,Q} sa liniowo zalezne, dla kazdego 1 <

r < eg. Zalézmy, ze te punkty nie sg liniowo zalezne nad Ry. Wtedy z twierdzenia 2.2

36
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mozemy wybraé taki punkt domkniety v € U, zeby ord, (P,g")]lkc i ord,(Q%) > I¥c.
Wtedy cl¥r,(P) = 0, ale cl¥r,(Q) # 0 daje sprzecznoéé z zalozeniem, a wiec te
punkty musza by¢ zalezne.

Poniewaz te punkty sa zalezne, wigc dla kazdego 1 <r < e i1 <k <t istnieja

. Lot
endomorfizmy of, 8}, ..., 5, " € Ry, al # 0, spelniajace réwnos¢:
&
st _ ij p'kj
apQp = Z By P
=1

Teraz dla kazdego o istnieje izogenia dualna dla ktérej zachodzi df, := &Eai i niech
d:= NWW{d.}, wtedy dostajemy :

d 0 0
I T L )
0 0. d
czyli dostali$my teze a(P) = dQ. O

Whniosek 4.1. Niech A/K bedzie rozmaitoscig abelowg nad cialem skoriczenie gene-
rowanym K nad Q i niech P,Q € A(K) bedq punktamsi nieskoriczonego rzedu. Niech
dla kazdego n € 7Z 1 dla kazdego punktu domknietego v € U, zachodzi

(4.2) nry(P) =0 = nr,(Q) = 0.

Wtedy istniejq: liczba naturalna k i endomorfizm o € Endg A takie, ze

Dowad.
Wiemy, ze istnieje cialo L/K nad ktérym jest zdefiniowana izogenia
p: A— AT x .- A% Istnieje stala ¢ € N taka, ze spelniony jest warunek

nry (p(P)) = 0= nry (¢(cQ)) = 0.

dla pewnego w € U’ lezacego nad v, gdzie U’ jest przeciwobrazem U przy prze-
ksztalceniu Spec R’ — Spec R i R’ jest calkowitym domknigciem R w L. Niech B =

§:q A Teraz z twierdzenia 4.1 istnieje stala C' € Z i endomorfizm § € Endy(B)
taki, ze

Co(cQ) = Bp(P).
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Poniewaz ¢ jest izogenia, to istnieje izogenia dualna @, dla ktorej prawdziwe jest:

[deg p]CcQ = $Bp(P).

Teraz argumentujac tak samo jak w konicowej czesci dowodu twierdzenia 3.1 dosta-
jemy:

kQ = a(P),
dlakeZioe Endg A. O
4.2. PROBLEM MULTINOSNIKA

W tym podrozdziale przedstawie problem multino$nika ktéry zaproponowal S. Ba-

ranczuk w [5]

Twierdzenie 4.2. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq zdefiniowang nad ciatem
K. Niech Py, Py, ..., Pn,Q0,Q1,...,Qn € A bedg punktami nieskoriczonego rzedu.

Zatozmy, ze dla dowolnej rodziny nieujemnych liczb catkowitych myi,ma, ..., my
1 dla wszystkich punktow domknietych v € U mamy:

mlrv(Pl) +---+ mnTv(Pn) = TU(PO) = mlrv(Ql) +---+ mnrv(Qn) = T’U(QO)‘

Wtedy istniejg k; € Z\{0} i a; € Endg (A)\{0} takie, ze o; P; = k;Q;, dla wszystkich
0<s<n.

Dowdd. Zaldézmy na poczatku, ze A = AT x---x Af*, gdzie A; sa podrozmaitosciami
prostymi nieizogenicznymi miedzy soba. Przyjmijmy teraz takie same oznaczenia jak

w dowodzie twierdzenia 4.1:

_ [pi1 Jt ) ) _ [t Jt ) )
P = [Pl oo B ]1<31<517---71<]t<€t7 Q= [ 1 7-~~7Qt ]1<J1<€17---71<]t§6t

iR :=Endg A, R; = Endg A;. Poniewaz teza ma zachodzi¢ dla dowolnej rodziny
nieujemnych liczb catkowitych to mozemy przyjaé¢ ze m; = 0, dla wszystkich ¢ =
1,...,t. Wtedy dostajemy warunek:

ro(Po) = 0= 7,(Qo) =0
Argumentujac tak samo jak w dowodzie twierdzenia 4.1 dostajemy, ze
koQo = abFy.
Przyjmijmy teraz, ze m; = 1im; = 0, dla j # i, wtedy nasz warunek jest postaci

Tv(B) = T’U(PU) = rv(Qi) = 7"U(CQO)-
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Niech [ 1 ky. Pokazemy teraz, ze punkty P; i Q; sa liniowo zalezne. Zal6zmy, ze nie
sa, wtedy z twierdzenie 2.2 mozemy przyjaé, ze r,(P;) = 01 7,(Q;) # 0 w Ay (ky);.
Jednak punkty Py i Qo sa liniowo zalezne, a wiec 0 = r,(FP;) = r,(FPp) = r,(Qo) ale

0 # Tv(Qi) = Tv(QO) =0

Sprzecznosé, czyli punkty P; i (); sa liniowo zalezne.
Teraz mozemy argumentowaé podobnie jak w dowodzie twierdzenia 4.1 zeby
dostaé:

;P = kiQ;
Teraz uzywajac metody rozwinietej w dowodzie wniosku 4.1 dostajemy teze. [

Ponizsze twierdzenie w przypadku cial liczbowych zostato udowodnione przez A.
Schinzela [29]. W przypadku rozmaitosci abelowych nad cialem liczbowym zostato

udowodnione przez W. Gajde i K. Gérnisiewicza w [11].

Twierdzenie 4.3. Niech A bedzie rozmaitosciq abelowq zdefiniowang nad ciatem K.
Niech Py, ..., Pn,Q1,...,Qn € A bedg punktami nieskoriczonego rzedu. Zatozimy, ze
dla dowolnej rodziny nieujemnych liczb catkowitych m1, mo, ..., my, @ dla wszystkich
punktow domknietych v € U, gdzie U otwarty w S, mamy:

mare(Pr) + -+ mpry(Pn) = 0= mry(Q1) + -+ + mpry(Qr) = 0.

Wtedy istnieje ki € Z\{0} i o; € End(A)\ {0} takie, ze a; P; = k;Qi, dla wszystkich
0<i<n.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny do poprzedniego dowodu. ]
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