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The book deals with the theoretical studies of critical behaviour of ultrasonic wave
attenuation and propagation velocity in magnets. The e�ect of spin-lattice relaxa-
tion on the ultrasonic attenuation and velocity is investigated on the basis of the
stochastic model including the energy relaxation and the sound mode. A novel high-
frequency regime in the ultrasonic attenuation is predicted. The scaling functions
are calculated in the one-loop approximation within the renormalisation group for-
malism. In the di�usive version of the model a detailed analysis of the connection
between the heat conduction and sound propagation is studied. An overview of expe-
rimental and theoretical sound attenuation exponents is also given. The ultrasonic
attenuation measurements in MnF2 are interpreted in terms of the theoretical model
proposed.
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WST�P

W ksi¡»ce tej poznamy niektóre badania autora dotycz¡ce propagacji d¹wi¦ku w po-
bli»u przemiany fazowej. Uwag¦ skupimy na anomaliach, jakich doznaje wspóªczyn-
nik pochªaniania oraz pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w otoczeniu punktu krytycznego ukªadów
magnetycznych. Osobliwy charakter tych wielko±ci zwi¡zany jest z bardzo silny-
mi �uktuacjami magnetycznego parametru porz¡dku w pobli»u temperatury kry-
tycznej. Silnie oddziaªuj¡ce �uktuacje nie daj¡ si¦ sprowadzi¢, nawet w najni»szym
przybli»eniu, do problemu idealnego gazu. W istocie jest to problem oddziaªywania
bardzo wielu stopni swobody w pobli»u granicy stabilno±ci i jako taki nale»y do
najtrudniejszych zagadnie« we wspóªczesnej �zyce. Ogóln¡ metod¡ rozwi¡zywania
takich zagadnie« jest, jak pokazaª Wilson [1, 2], teoria grupy renormalizacji. Me-
toda ta pozwala nie tylko znale¹¢ tzw. wykªadniki krytyczne i funkcje skaluj¡ce,
ale umo»liwia równie» zbadanie wielu efektów nieasymptotycznych, takich jak np.
zmiany klasy uniwersalno±ci. Formalizm grupy renormalizacji udaªo si¦ uogólni¢ [3]
równie» na zjawiska dynamiczne. Dzi¦ki niej mo»emy wi¦c bada¢ teoretycznie ró»ne
wspóªczynniki transportu oraz pr¦dko±ci relaksacji.

Bardzo ciekawym polem, na którym testowa¢ mo»na nowoczesne koncepcje teorii
przemian fazowych, takie jak uniwersalno±¢ wykªadników krytycznych, skalowanie
czy te» przechodzenie do innej klasy uniwersalno±ci, s¡ badania dynamiki krytycznej
d¹wi¦ku. Wszystkie te problemy wa»ne s¡ zarówno z teoretycznego jak i eksperymen-
talnego punktu widzenia, bowiem uªatwiaj¡ identy�kacj¦ klasy uniwersalno±ci da-
nego materiaªu. Ponadto pomiary wspóªczynnika pochªaniania i pr¦dko±ci d¹wi¦ku
pozwalaj¡ bardzo dokªadnie okre±li¢ temperatur¦ przemiany i wyznaczy¢ diagram
fazowy. Mo»na te» okre±li¢ na ich podstawie typ sprz¦»enia mi¦dzy parametrem
porz¡dku a elastycznymi stopniami swobody. Bardzo interesuj¡ce i jak dot¡d nie
w peªni zbadane pod tym wzgl¦dem s¡ ukªady magnetyczne. Dominuje w nich co
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prawda jeden typ sprz¦»enia magneto-elastycznego zwany magnetostrykcj¡ obj¦to-
±ciow¡, ale mimo to obserwujemy w nich caªe bogactwo zachowa«, których czasem
nie potra�my wyja±ni¢. Zwi¡zane to jest po cz¦±ci ze wspóªistnieniem w tych ukªa-
dach wielu typów oddziaªywa« spinowych o ró»nej symetrii i zasi¦gu. Oddziaªywania
te mog¡ ujawnia¢ si¦ w ró»nych zakresach temperatur. Sprawia to, »e opis ukªadu
przy pomocy jednego zbioru wykªadników krytycznych przestaje by¢ adekwatny.
Z drugiej strony nadal nie w peªni rozumiemy wszystkie konsekwencje zwi¡zane z
okre±lonym typem oddziaªywa«. Prezentowana praca jest prób¡ zbudowania ogól-
nej teorii krytycznej propagacji d¹wi¦ku w magnetykach z uwzgl¦dnieniem wa»nych
efektów nieasymptotycznych.

W magnetykach, które s¡ jednocze±nie izolatorami elektrycznymi spotyka si¦
odmienny typ akustycznych osobliwo±ci ni» w metalach magnetycznych [4]. W izo-
latorach obserwujemy sªab¡ rozbie»no±¢ (lub jej brak) wspóªczynnika pochªaniania
(attenuacji) d¹wi¦ku, za± w metalach wykªadnik krytyczny opisuj¡cy t¦ osobliwo±¢
jest du»o wi¦kszy. Dotychczas tªumaczono to innym typem sprz¦»enia magneto-
elastycznego, odpowiedzialnego za efekty krytyczne w akustycznych charakterysty-
kach ukªadu. W prezentowanej pracy pokazujemy, »e we wszystkich magnetykach
obecne s¡ obydwa typy wspomnianych osobliwo±ci we wspóªczynniku pochªaniania,
a o tym, która z nich dominuje, decyduje nie wielko±¢ staªych sprz¦»enia, a stosunek
czasu relaksacji spin-sie¢ do charakterystycznego czasu »ycia �uktuacji spinowych.
Ponadto wykazujemy istnienie jeszcze jednego, nieznanego dot¡d w magnetykach,
zakresu parametrów (re»ymu), o odmiennych wªasno±ciach ni» dwa pozostaªe. God-
nym uwagi jest to, »e przedstawione w tej pracy wyniki nie ograniczaj¡ si¦ tylko
do najni»szego rz¦du wzgl¦dem oddziaªywa« elasto-magnetycznych (zwanych te»
spinowo-fononowymi). Umo»liwiaj¡ wi¦c równie» opis tzw. re»ymu silnego sprz¦»e-
nia, który cho¢ nie obserwowany w magnetykach mo»e mie¢ istotne znaczenie np.
dla strukturalnych przej±¢ fazowych [5].

Ukªad niniejszej pracy jest nast¦puj¡cy. W rozdziale pierwszym omówiono pod-
stawowe koncepcje teorii przej±¢ fazowych, takie jak wykªadniki krytyczne, klasy
uniwersalno±ci itd. Rozdziaª 2 to krótki wst¦p do dynamiki zjawisk krytycznych.
Omówiono tu zjawiska krytycznego spowolnienia i dynamicznego skalowania oraz
zaprezentowano kilka podstawowych dynamicznych klas uniwersalno±ci. W rozdzia-
le trzecim wprowadzamy model opisuj¡cy statyk¦ ukªadu magnetycznego ze sprz¦-
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»eniami elasto-magnetycznymi. W ramach tego modelu znajdujemy wyra»enia na
izotermiczn¡ i adiabatyczn¡ pr¦dko±¢ d¹wi¦ku, a nast¦pnie analizujemy zachowa-
nie si¦ tych wielko±ci w pobli»u przemiany fazowej. Rozdziaª czwarty przedstawia
opis fenomenologiczny dyspersji i tªumienia d¹wi¦ku. Zawarto tutaj prób¦ wyja±nie-
nia, w najbardziej intuicyjny sposób, krytycznych efektów spotykanych w dyspersji
i wspóªczynniku pochªaniania d¹wi¦ku. Przynajmniej jako±ciowo efekty te daje si¦
wyja±ni¢ wprowadzeniem niesko«czonej liczby stopni swobody sprz¦»onych z mo-
dem akustycznym i niesko«czon¡ liczb¡ czasów relaksacji. Rozdziaª pi¡ty zawiera
szczegóªow¡ analiz¦ krytycznej pr¦dko±ci, dyspersji i wspóªczynnika pochªaniania
fali ultrad¹wi¦kowej dla dwóch dynamicznych klas uniwersalno±ci. W pierwszej cz¦-
±ci tego rozdziaªu rozwa»amy wpªyw relaksacji spin-sie¢, czyli przepªywu energii
mi¦dzy ukªadem magnetycznym a sieci¡, na akustyczne charakterystyki ukªadu. Wy-
prowadzono tutaj bardzo ogólne wyra»enie na akustyczn¡ energi¦ wªasn¡, a nast¦p-
nie zbadano jak si¦ ona zachowuje w poszczególnych re»ymach parametrycznych.
Oprócz znanych typów osobliwo±ci we wspóªczynniku pochªaniania d¹wi¦ku poja-
wiaj¡ nowe, dot¡d nie znane w magnetykach. Cz¦±¢ druga tego rozdziaªu zawiera
analiz¦ zwi¡zków mi¦dzy przewodnictwem ciepªa a propagacj¡ fali d¹wi¦kowej w
pobli»u temperatury krytycznej. Wyznaczono tutaj zespolon¡ pr¦dko±¢ d¹wi¦ku i
dyfuzyjno±¢ ciepln¡. W granicy nieoddziaªuj¡cych �uktuacji spinowych otrzymano
klasyczne wyra»enie na wkªad przewodnictwa cieplnego do wspóªczynnika pochªania-
nia d¹wi¦ku. Zbadano zwi¡zek mi¦dzy otrzymanym wyra»eniem na zespolon¡ pr¦d-
ko±¢ d¹wi¦ku a fenomenologicznym ciepªem wªa±ciwym Ferrela-Bhattacharjee, które
jest cz¦sto stosowane do interpretacji eksperymentów w ukªadach niemagnetycznych
[6]. W rozdziale szóstym zawarto zwi¦zªy przegl¡d wyników eksperymentalnych do-
tycz¡cych krytycznej propagacji d¹wi¦ku zarówno w metalach jak i w izolatorach
magnetycznych. Szczególn¡ uwag¦ po±wi¦cono �uorkowi manganu (II), dla którego
przeprowadzono analiz¦ danych eksperymentalnych dla fazy wysokotemperaturowej
przy pomocy ogólnej formuªy na akustyczn¡ energi¦ wªasn¡, uzyskanej w rozdziale
pi¡tym.

Pragn¦ wyrazi¢ szczególne podzi¦kowania profesorowi Bogdanowi Fechnerowi za
wieloletni¡ opiek¦ merytoryczn¡, liczne dyskusje naukowe, szereg bezcennych rad
i wskazówek, jakich mi udzielaª, oraz za jego »yczliwo±¢, która towarzyszyªa mi
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przez wszystkie lata mojej pracy. Serdecznie dzi¦kuj¦ równie» profesorowi Maciejowi
Bªaszakowi za nieustann¡ motywacj¦ do pracy oraz za przeczytanie r¦kopisu i cenne
uwagi.



Rozdziaª 1

PODSTAWOWE KONCEPCJE W
TEORII PRZEJ�� FAZOWYCH

Istnieje wielka ró»norodno±¢ ukªadów �zycznych, w których zachodz¡ przemiany
fazowe. Przemiana wody w lód albo par¦ wodn¡ to te, które obserwujemy goªym
okiem. Inne znowu jak parowanie i kondensacja czynnika chªodz¡cego w lodówkach,
albo krystalizacja metali czy te» powstawanie akcji laserowej maj¡ ogromne zna-
czenie technologiczne. Najbardziej interesuj¡c¡ grup¡ przej±¢ fazowych wydaj¡
si¦ by¢ tzw. ci¡gªe przej±cia fazowe, w których nie obserwujemy ciepªa utajonego,
za to wiele wielko±ci �zycznych rozbiega si¦ do niesko«czono±ci b¡d¹ maleje do ze-
ra przy zbli»aniu si¦ do temperatury krytycznej Tc, w której zachodzi przemiana
fazowa. Na rysunku (1.1) pokazano jak zachowuje si¦ ciepªo wªa±ciwe magnetyka
przy zbli»aniu do temperatury krytycznej. Mówimy, »e energia swobodna jest wtedy
nieanalityczn¡ funkcj¡ swoich argumentów co jest przejawem bardzo silnych �uktu-
acji pewnej wielko±ci zwanej parametrem porz¡dku. Parametr porz¡dku to ogólnie
mówi¡c pewna wielko±¢, której ±rednia warto±¢ w fazie nieuporz¡dkowanej znika na-
tomiast w fazie uporz¡dkowanej jest ró»na od zera. Parametr porz¡dku de�niowany
jest zwykle jako wielko±¢ zale»na od poªo»enia oraz czasu. W tej pracy oznacza¢
go b¦dziemy przez S(x, t) i nazywa¢ czasami spinem. Prototypem ci¡gªego przej-
±cia fazowego jest przej±cie z fazy paramagnetycznej (chaotycznie uporz¡dkowane
spiny) do fazy ferromagnetycznej, obserwowane przy zerowym polu magnetycznym
w temperaturze Curie jednoosiowego ferromagnetyka (ferromagnetyka typu Isinga).
W tym przypadku parametrem porz¡dku jest lokalny moment magnetyczny wzdªu»
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Tc
T

C

Rys. 1.1. Przykªad rozbie»no±ci w cieple wªa±ciwym magnetyka.

ªatwej osi namagnesowania, którego warto±¢ ±rednia (namagnesowanie M) zmie-
rza do zera przy zbli»aniu si¦ do temperatury krytycznej tak jak przedstawiono na
rysunku (1.2). Poni»ej temperatury krytycznej (temperatury Curie) ukªad wskutek
spontanicznego zªamania symetrii przechodzi do jednej z dwu faz uporz¡dkowanych
o warto±ci namagnesowania ±M . W przypadku przemiany ciecz-gaz parametrem
porz¡dku jest ró»nica mi¦dzy g¦sto±ci¡ a jej warto±ci¡ w punkcie krytycznym za±
dla przemiany w stan nadprzewodz¡cy - funkcja falowa par Coopera [7]. Parametr
porz¡dku mo»e mie¢ wi¦cej ni» jedn¡ skªadow¡ np. dla izotropowego ferromagnetyka
jest on wektorem, a wi¦c ma trzy skªadowe. Mówimy wtedy, »e wymiar parametru
porz¡dku wynosi trzy: n = 3. Je±li anizotropia ukªadu jest na tyle du»a, »e wektor
namagnesowania (dla antyferromagnetyka parametrem porz¡dku b¦dzie wektor na-
przemiennego namagnesowania - staggered magnetization) le»y w okre±lonej pªasz-
czy¹nie to mamy do czynienia z ferromagnetykiem (antyferromagnetykiem) typu XY
dla którego n = 2.

Problem prawidªowej identy�kacji parametru porz¡dku i jego wewn¦trznej sy-
metrii odgrywa kluczow¡ rol¦ w teorii zjawisk krytycznych, bowiem ten sam ukªad
atomów mo»e wykazywa¢ np. przej±cie gaz-ciecz, wiele strukturalnych przej±¢ fa-
zowych (gdzie zmienia si¦ struktura krystalogra�czna), przej±cie ferromagnetyk-
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Rys. 1.2. Wykres namagnesowania ferromagnetyka jako funkcja temperatury.

paramagnetyk itd. Istotn¡ rol¦ odgrywa tutaj intuicja �zyczna, która wskazuje
najbardziej istotne cechy danej przemiany fazowej.

1.1 Wykªadniki krytyczne

Szybko±¢ z jak¡ wielko±ci �zyczne rozbiegaj¡ si¦ do niesko«czono±ci (lub d¡»¡ do
zera) przy zbli»aniu si¦ do punktu krytycznego opisana jest przy pomocy wykªadni-
ków krytycznych. I tak, je»eli za miar¦ odlegªo±ci od punktu krytycznego przyjmiemy
temperatur¦ zredukowan¡

t =
T − Tc

Tc

, (1.1)

to jako wykªadnik krytyczny dla danej wielko±ci z(t) przyjmujemy granic¦ zde�nio-
wan¡ wzorem:

xz = − lim
t→0+

ln z(t)

ln t
. (1.2)

Mówimy, »e przy t → 0+ funkcja z(t) jest rozbie»na (przy dodatnim wykªadniku xz)
jak t−xz . Dla niektórych wielko±ci (jak np. parametr porz¡dku) zwykªo si¦ de�niowa¢
odpowiedni wykªadnik krytyczny ze znakiem ,,+� w wyra»eniu (1.2). Poza tym,
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mo»emy równie» zde�niowa¢ wykªadnik ,,nisko-temperaturowy�

x′z = − lim
t→0−

ln z(t)

ln t
, (1.3)

który odnosi si¦ do fazy niskotemperaturowej, jak i inne wykªadniki opisuj¡ce za-
chowanie pot¦gowe wzgl¦dem innych parametrów termodynamicznych, odlegªo±ci,
wektora falowego itp. Na przykªadzie ferromagnetyka typu Isinga (n = 1) zde�niu-
jemy podstawowe (statyczne) wykªadniki krytyczne. W ukªadzie tym zachowanie
krytyczne wszystkich wielko±ci kontrolowane jest przez dwa parametry, temperatur¦
i zewn¦trzne pole magnetyczne h. Rozwa»my nast¦puj¡ce wielko±ci termodynamicz-
ne:

1. Ciepªo wªa±ciwe Ch, przy staªym polu magnetycznym, opisane jest asympto-
tycznie w pobli»u Tc za pomoc¡ relacji:

Ch ≈ A+t−α + B, t > 0, h = 0, (1.4)

Ch ≈ A− |t|−α′ + B, t < 0, h = 0. (1.5)

W przypadku dwuwymiarowego modelu Isinga mamy α = 0 i ciepªo wªa±ciwe roz-
biega si¦ logarytmicznie,

Ch ≈ −A± ln |t| . (1.6)

Wspóªczynniki A+ i A− to tzw. amplitudy krytyczne a α i α′ to wykªadniki kry-
tyczne ciepªa wªa±ciwego.

2. Podatno±¢ magnetyczna χ (pochodna namagnesowania wzgl¦dem pola). Ob-
serwujemy tutaj nast¦puj¡ce zachowanie pot¦gowe:

χ ≈ C+t−γ, t > 0, h = 0, (1.7)

χ ≈ C− |t|−γ′ , t < 0, h = 0. (1.8)

Dla ukªadów z wektorowym parametrem porz¡dku (n ≥ 2), poni»ej Tc, podatno±¢
jest niesko«czona (przy znikaj¡cym polu magnetycznym). Jest to przykªad sªynnego
twierdzenia Goldstone'a [8], które mówi, »e w ukªadzie ze spontanicznie zªaman¡
ci¡gª¡ symetri¡ pojawia si¦ n− 1 poprzecznych modów. Cz¦sto±ci tych modów d¡»¡
do zera przy wektorze falowym d¡»¡cym do zera. Wªa±nie te ,,bezmasowe� mo-
dy Goldstone'a odpowiedzialne s¡ za rozbie»no±¢ podatno±ci wzdªu» caªej krzywej
wspóªistnienia faz (t < 0, h = 0) [9].



1.1. Wykładniki krytyczne 13

3. Parametr porz¡dku (namagnesowanie):

M ≈ B(−t)β, t < 0, h = 0. (1.9)

Innym ciekawym wykªadnikiem krytycznym jest ten zwi¡zany ze zbli»aniem si¦ do
punktu krytycznego przy T = Tc dla h → 0. Wtedy parametr porz¡dku opisany jest
prawem pot¦gowym:

M ≈ Bc h1/δ , t = 0. (1.10)

4. Dwupunktowa funkcja korelacji parametru porz¡dku:

C(x) = 〈S(x)S(0)〉 − 〈S(0)〉2 , (1.11)

gdzie 〈...〉 oznacza ±redni¡ a S(x) to lokalna warto±¢ parametru porz¡dku (nama-
gnesowania) w punkcie x. W punkcie krytycznym, T = Tc, charakteryzuje si¦ ona
zale»no±ci¡ pot¦gow¡ (dla du»ych x):

C(x) ∝ x−d+2−η , t = 0, h = 0, (1.12)

gdzie d to wymiar przestrzenny ukªadu, a η wykªadnik krytyczny, który mierzy
odst¦pstwo od zachowania klasycznego (Ornsteina-Zernike), dla którego η = 0.

W otoczeniu punktu krytycznego (ale nie bezpo±rednio w nim), dla t 6= 0, funkcja
korelacji zanika wykªadniczo:

C(x) ∝ exp(−x/ξ), (1.13)

gdzie ξ oznacza charakterystyczn¡ dªugo±¢ ukªadu zwan¡ dªugo±ci¡ korelacji. Innym
sposobem de�niowania dªugo±ci korelacji jest wzór:

ξ =

[
−1

2
C−1(0)

(
∂2C(k)

∂k2

)

k=0

] 1
2

, (1.14)

gdzie C(k) jest transformat¡ Fouriera funkcji C(x). Dla t → 0 (h = 0) dªugo±¢
korelacji �uktuacji d¡»y do niesko«czono±ci:

ξ ≈ ξ+
0 t−ν , t > 0, h = 0, (1.15)

ξ ≈ ξ−0 (−t)−ν′ , t < 0, h = 0. (1.16)
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1.2 Hipoteza skalowania
Ju» we wczesnym etapie rozwoju teorii przej±¢ fazowych i zjawisk krytycznych u±wia-
domiono sobie, »e wykªadniki krytyczne nie s¡ od siebie niezale»ne i speªniaj¡ szereg
,,praw skalowania� [10] czyli relacji mi¦dzy ró»nymi, eksperymentalnie zmierzony-
mi, wykªadnikami krytycznymi. Wszystkie te zwi¡zki mog¡ by¢ wyprowadzone na
podstawie tzw. hipotez skalowania, które zakªadaj¡, »e odpowiedni potencjaª termo-
dynamiczny (a wªa±ciwie jego osobliwa cz¦±¢), funkcja korelacji itp. s¡ uogólnionymi
funkcjami jednorodnymi swoich argumentów [10, 11, 12]. Np. dla ukªadu magne-
tycznego energia swobodna Fsing(T, h) powinna speªnia¢ relacj¦

Fsing(λ
xtt, λxHh) = λFsing(t, h), (1.17)

gdzie λ jest dowoln¡ liczb¡ za± xt i xH to charakterystyczne wykªadniki dane-
go przej±cia fazowego. Wstawiaj¡c λ = t−1/xt mo»emy wyrazi¢ Fsing(t, h) =

t1/xtφ(h/txH/xt) jako funkcj¦ tylko jednej zmiennej, gdzie φ jest tzw. funkcj¡
skaluj¡c¡. Ró»niczkuj¡c wyra»enie (1.17) wzgl¦dem pola magnetycznego albo tem-
peratury a nast¦pnie porównuj¡c z de�nicjami wykªadników krytycznych mo»emy
wyrazi¢ α, β, γ i δ przy pomocy dwóch wykªadników xt i xH . Analogiczna hipote-
za zastosowana do dwupunktowej funkcji korelacji [12] pozwala wyrazi¢ podobnie
pozostaªe dwa wykªadniki η i ν. Konsekwencj¡ hipotez skalowania jest te» to, »e wy-
kªadniki w fazie wysoko- i nisko-temperaturowej s¡ sobie równe tzn. α = α′, γ = γ′

i ν = ν ′. Poza tym, przez eliminacj¦ xt i xH mo»emy otrzyma¢ obserwowane w
do±wiadczeniu prawa skalowania [10]:

α + 2β + γ = 2 , prawo Rushbrooke'a, (1.18)

α + β (δ + 1) = 2 , prawo Gri�thsa, (1.19)

γ = (2− η)ν , prawo Fishera, (1.20)

α = 2− dν , prawo Josephsona. (1.21)

Prawo Josephsona jest tu jedynym prawem skalowania, które zawiera wymiar
przestrzenny ukªadu d i okazuje si¦ by¢ prawdziwe tylko dla d < dc, gdzie dc jest
tzw. górnym wymiarem krytycznym (dc = 4 dla modeli z n-wektorowym parametrem
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porz¡dku), powy»ej którego wykªadniki krytyczne przyjmuj¡ warto±ci z teorii pola
±redniego (mean-�eld theory):

α = 0 , γ = 1 , ν =
1

2
, η = 0 , β =

1

2
, δ = 3 . (1.22)

Dla d = dc asymptotyczne wyra»enia pot¦gowe mody�kowane s¡ przez uªamkowe
pot¦gi logarytmów [13, 14]. Oprócz górnego wymiaru krytycznego wa»ny jest rów-
nie» tzw. dolny wymiar krytyczny, w którym �uktuacje staj¡ si¦ tak gwaªtowne, »e
niemo»liwe jest przej±cie fazowe w niezerowej temperaturze. Inne, mniej popularne
wykªadniki krytyczne jak i relacje skalowania, jakie one speªniaj¡, znale¹¢ mo»na w
monogra�i Pelisseto i Vicariego [15]. Skalowanie uogólni¢ mo»na równie» na zjawiska
dynamiczne, jak zobaczymy w rozdziale drugim.

Hipotezy skalowania potwierdzone zostaªy w licznych eksperymentach natomiast
od strony teoretycznej skalowanie wyja±niªa teoria grupy renormalizacji [2], która
oprócz tego dostarczyªa jeszcze narz¦dzi do obliczenia wykªadników krytycznych i
funkcji skaluj¡cych. Sama mo»liwo±¢ wyst¡pienia nieklasycznych wykªadników kry-
tycznych (np. η 6= 0) jest bez w¡tpienia wa»nym osi¡gni¦ciem tej teorii [16]. Co
wi¦cej, teoria ta pozwala przewidzie¢ poprawki do asymptotycznych (t → 0) praw
pot¦gowych jak i oceni¢ ich wielko±¢ [17].

1.3 Hipoteza uniwersalno±ci
Centralnym problemem teorii przej±¢ fazowych jest obliczenie wykªadników krytycz-
nych i funkcji skaluj¡cych. Hipoteza uniwersalno±ci gªosi, »e warto±ci tych wykªad-
ników nie zale»¡ od zmiennych termodynamicznych (np. od ci±nienia) i od takich
charakterystyk ukªadu jak siªa oddziaªywa« mi¦dzy cz¡stkami, ogólnie rozumiana
struktura atomowa (np. typ sieci krystalogra�cznej krysztaªu) i inne mikroskopowe
informacje o ukªadzie. I tak np. jednoosiowy ferromagnetyk posiada taki sam zestaw
(statycznych) wykªadników krytycznych jak przej±cie ciecz-gaz, a planarny ferroma-
gnetyk takie wykªadniki jak dla przej±cia w stan nadciekªy dla helu. Blisko punktu
krytycznego wi¦kszo±¢ ze szczegóªowej informacji o oddziaªywaniach w ukªadzie staje
si¦ nieistotna, a ukªad przewa»nie mo»e by¢ opisany przez du»o prostszy model, któ-
ry jednak posiada wa»ne symetrie okre±laj¡ce typ zachowania krytycznego (warto±ci
wykªadników krytycznych), zwany równie» klas¡ uniwersalno±ci. Wªa±nie to, »e ka»-
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dy ukªad doznaj¡cy ci¡gªego przej±cia fazowego nale»y do jednej takiej klasy a same
klasy uniwersalno±ci tworz¡ stosunkowo nieliczny zbiór, stanowi chyba najbardziej
zdumiewaj¡c¡ cech¦ przemian fazowych. Teoria grupy renormalizacji przewiduje, »e
klasy uniwersalno±ci wyznaczone s¡ przez wymiar przestrzenny ukªadu d, wymiar
parametru porz¡dku n lub ogólniej jego symetri¦, zasi¦g oddziaªywa« (sko«czony lub
niesko«czony). Równie» obecno±¢ niektórych typów domieszek mo»e mie¢ wpªyw na
wykªadniki krytyczne. Dla danej klasy, uniwersalne (czyli takie same dla niepodob-
nych do siebie ukªadów �zycznych) s¡ równie» funkcje skaluj¡ce (z dokªadno±ci¡ do
czynnika normuj¡cego) oraz pewne zwi¡zki mi¦dzy amplitudami krytycznymi jak
np. A+/A− albo ξ+

0 /ξ−0 . Same amplitudy krytyczne s¡ wielko±ciami nieuniwersal-
nymi i zale»¡ od konkretnego materiaªu. W tabeli 1.1 przedstawiono teoretyczne
warto±ci podstawowych wykªadników krytycznych oraz wybranych zwi¡zków mi¦dzy
amplitudami krytycznymi dla trójwymiarowych ukªadów (d = 3) z n-wektorowym
parametrem porz¡dku i krótkozasi¦gowym oddziaªywaniem mi¦dzy spinami.
Jak wida¢ z tabeli (1.1) zmiana wykªadników krytycznych przy przej±ciu od jednej
klasy do drugiej, przy ustalonym wymiarze przestrzennym, nie jest wielka. Wi¦ksz¡
zmienno±¢ wykazuj¡ stosunki amplitud, które czasami mog¡ lepiej nadawa¢ si¦ do
identy�kacji klas uniwersalno±ci ni» wykªadniki krytyczne.

W niektórych szczególnych modelach jak np. w modelu o±miowierzchoªkowym
[20, 21] wykªadnik ν zale»y w sposób ci¡gªy od staªej oddziaªywania i zachodzi
tylko ,,sªaba uniwersalno±¢�, która gªosi, »e uniwersalne s¡ w takim modelu jedynie
stosunki wykªadników:

γ

ν
,

β

ν
,

2− α

ν
.
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Tabela 1.1. Teoretyczne oszacowania wykªadników krytycznych i uniwersalnych zwi¡zków
mi¦dzy amplitudami krytycznymi dla trójwymiarowych klas uniwersalno±ci Isinga (n = 1),
XY (n = 2) oraz Heisenberga (n = 3). Przy pomocy gwiazdki (*) oznaczono oszacowania
które otrzymano przy pomocy praw skalowania α = 2−3ν, β = ν(1+η)/2 i δ = (β+γ)/γ.

n 1 2 3

α 0, 110(1) −0, 0146(8)∗ −0.133(6 )∗

β 0, 3265(3) 0, 348 5(2)∗ 0, 3689(3)∗

γ 1, 2372(5) 1, 3177(5) 1, 3960(9)

δ 4, 789(2) 4, 780 (7)∗ 4, 783(3)∗

η 0, 0364(5) 0, 0380(4) 0, 0375(5)

ν 0, 6301(4) 0, 67155(27) 0, 7112(5)

A+/A− 0, 532(3) 1, 062(4) 1, 56(4)

ξ+
0 /ξ−0 1, 956(7) 0, 33 0, 38

αA+C+/B2 0, 0567(3 0, 127(6) 0, 185(10)

Literatura [15] [18] [19]



Rozdziaª 2

DYNAMIKA PRZEJ��
FAZOWYCH

We wczesnych latach bada« przemian fazowych wysiªki teoretyczne dotyczyªy wªa-
sno±ci statycznych takich jak ciepªo wªa±ciwe, namagnesowanie, podatno±¢ itp. Pó¹-
niej coraz wi¦ksza liczba danych eksperymentalnych, dotycz¡cych krytycznego za-
chowania si¦ wielko±ci dynamicznych, zacz¦ªa stymulowa¢ wysiªki badaczy w dzie-
dzinie dynamiki krytycznej. Warto przypomnie¢ gªówne idee, które przyczyniªy si¦
do powstania wspóªczesnej teorii dynamicznych zjawisk krytycznych.

2.1 Krytyczne spowolnienie

Aby opisa¢ krytyczne anomalie wyst¦puj¡ce w dynamicznych charakterystykach
ukªadu jakimi s¡ np. funkcje reakcji liniowej, potrzebne s¡ odpowiednie równania ru-
chu opisuj¡ce np.dynamik¦ pola parametru porz¡dku. W termodynamice procesów
nieodwracalnych najprostszym równaniem jest równanie opisuj¡ce szybko±¢ zmiany
jakiej± wielko±ci relaksuj¡cej do stanu równowagi:

ζ̇ = −L
dΦ

dζ
, (2.1)

gdzie kropka nad ζ oznacza pochodn¡ czasow¡, a L jest tzw. wspóªczynnikiem kine-
tycznym Onsagera. Funkcja Φ [ζ] jest przyrostem odpowiedniego potencjaªu termo-
dynamicznego wskutek odchylenia ζ od warto±ci równowagowej (ζeq = 0). Prawdo-
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podobie«stwo wyst¡pienia �uktuacji ζ

peq ∝ exp {−Φ [ζ] /kBT} (2.2)

jest proporcjonalne do przyrostu tego potencjaªu [22]. Je±li zaªo»ymy, »e rozkªad
prawdopodobie«stwa jest gaussowski to:

Φ [ζ] =
ζ2

2χ
, (2.3)

gdzie
χ =

〈ζ2〉
kBT

(2.4)

jest podatno±ci¡. Rozwi¡zanie równania (2.1) ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

ζ(t) = ζ(0)e−t/τ , (2.5)

gdzie τ = χ/L jest tzw. czasem relaksacji wielko±ci ζ. W rozdziale tym symbolem
t oznaczamy czas nie za± temperatur¦ zredukowan¡. Nie powinno to powodowa¢
nieporozumie«, bo odlegªo±¢ od punktu krytycznego oznacza¢ tutaj b¦dziemy przez
(T − Tc).

Jak widzieli±my w poprzednim rozdziale, wzrost �uktuacji w miar¦ zbli»ania si¦
do punktu krytycznego powoduje, »e podatno±¢ zwi¡zana z parametrem porz¡dku
rozbiega si¦ jak (T−Tc)

−γ (je»eli oczywi±cie h = 0). Konwencjonalna teoria dynamiki
krytycznej zwana te» teori¡ Van Hove'a [24] zakªada, »e wspóªczynniki kinetyczne
pozostaj¡ sko«czone w punkcie krytycznym. Poniewa» czas relaksacji okre±lony jest
w ogólno±ci przez wspóªczynnik kinetyczny i podatno±¢, to oczywistym jest wniosek,
»e czas relaksacji parametru porz¡dku staje si¦ niesko«czony w punkcie krytycznym.
Mówimy, »e przy zbli»aniu si¦ do Tc potrzeba coraz dªu»szego czasu aby ukªad po
wytr¡ceniu ze stanu równowagi do niego wróciª. Zjawisko to nazywa si¦ krytycznym
spowolnieniem. Chocia» teoria Van Hove'a okazuje si¦ niepoprawna w wi¦kszo±ci
przypadków i wspóªczynniki kinetyczne s¡ rozbie»ne albo d¡»¡ do zera w Tc, to
jednak nigdy wspóªczynnik kinetyczny nie rozbiega si¦ tak silnie jak podatno±¢, tak
»e zjawisko krytycznego spowolnienia zachodzi we wszystkich znanych przypadkach.

2.2 Dynamiczne skalowanie
W dynamice zwykªo si¦ de�niowa¢ jeszcze jeden wykªadnik krytyczny tzw. dyna-
miczny wykªadnik krytyczny z. De�niuje si¦ go poprzez tzw. cz¦sto±¢ charakte-
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rystyczn¡ ωc(k) dla danego modu scharakteryzowanego wektorem falowym k (dla
skªadowej fourierowskiej Sk). Cz¦sto±¢ charakterystyczn¡ de�niuje si¦ przy pomocy
transformaty Fouriera CS(k, ω) odpowiedniej dynamicznej funkcji korelacji:

CS(k, ω) =

∫
ddx

∫
dte−i(k·x−ωt)[〈S(x, t)S(0, 0)〉 − 〈S(x, t)〉〈S(0, 0)〉] , (2.6)

jako jej szeroko±¢ poªówkow¡
ωc(k)∫

−ωc(k)

dω

2π
CS(k, ω) =

1

2
CS(k) . (2.7)

Lub te» za pomoc¡ wzoru [3]:

ωc(k) =
2CS(k)

CS(k, 0)
=

LS(k)

χS (k)
. (2.8)

Tutaj C(k) oznacza transformat¦ Fouriera statycznej funkcji korelacji parametru
porz¡dku, χS (k) = CS(k)/kBT to podatno±¢, za± LS(k) to wypadkowy wspóªczyn-
nik kinetyczny zde�niowany wzorem:

1

LS(k)
=

i∂χ−1
S (k, ω)

∂ω
|ω=0 , (2.9)

gdzie χS (k, ω) to funkcja reakcji liniowej (podatno±¢ dynamiczna) na in�nitezymal-
ne, zale»ne od czasu i poªo»enia (albo od cz¦sto±ci i wektora falowego), pole - h (k, ω).
Wprowadzaj¡c transformat¦ Fouriera pola S(x, t),

S(x, t) =

∫
ddk

(2π)d

∫
dω

2π
ei(k·x−ωt)S(k, ω) ,

dynamiczn¡ podatno±¢ χS (k, ω) zde�niowana¢ mo»emy relacj¡:

δ 〈S (k, ω)〉h = χS (k, ω) h (k, ω) . (2.10)

Podatno±¢ χS (k, ω) zwi¡zana jest z funkcj¡ korelacji CS(k, ω) za pomoc¡ twierdzenia
�uktuacyjno-dysypacyjnego dla ukªadów klasycznych:

CS(k, ω) =
2kBT

ω
Im χS (k, ω) . (2.11)

W przypadku, gdy funkcja korelacji ma widmo Lorenzowskie wokóª ω = 0, wte-
dy de�nicje (2.7) i (2.8) si¦ pokrywaj¡. Natomiast, gdy C(k, ω) ma ostry pik dla



2.2. Dynamiczne skalowanie 21

sko«czonej cz¦sto±ci, odzwierciedlaj¡cy mod propaguj¡cy, de�nicja (2.8), która wy-
ra»a cz¦sto±¢ charakterystyczn¡ jako odwrotno±¢ czasu relaksacji, oczywi±cie nie ma
zastosowania.

Dynamiczn¡ hipotez¦ skalowania formuªuje si¦ jako uogólnienie statycznej hipo-
tezy skalowania dla funkcji korelacji. Zakªadaj¡c jednorodno±¢ dynamicznej reakcji
liniowej parametru porz¡dku:

χS (k, ω; T − Tc) = b2−ηχS

(
bk, bzω; b1/ν(T − Tc)

)
,

gdzie b jet dowoln¡ liczb¡, otrzymujemy

χS (k, ω; T − Tc) = ξγ/νY (kξ, ωξz) , (2.12)

gdzie Y jest funkcj¡ skaluj¡c¡. W hipotezie skalowania zakªada si¦, »e wektor falowy
k i cz¦sto±¢ ω s¡ du»o mniejsze ni» odwrotno±ci mikroskopowej dªugo±ci (np. staªej
sieci) i mikroskopowego czasu relaksacji. Z de�nicji cz¦sto±ci charakterystycznej
parametru porz¡dku (zwanej równie» cz¦sto±ci¡ krytyczn¡) otrzymujemy za±:

ωc(k) = kzf(kξ) , (2.13)

gdzie f to pewna funkcja skaluj¡ca, a ξ to oczywi±cie dªugo±¢ korelacji. Dynamiczn¡
hipotez¦ skalowania sformuªowali niezale»nie Hohenberg i Halperin [25] oraz Ferrell
i in. [26].

Dla prostego modelu dynamiki relaksacyjnej, opisanego w poprzednim paragra-
�e,

ωc(k → 0) → L/χ ∝ |T − Tc|−γ ∝ ξ−γ/ν , (2.14)

poniewa» tutaj L nie zale»y od wektora falowego przy k → 0. Aby ωc(k → 0) nie
zale»aªo od k funkcja skaluj¡ca musi mie¢ nast¦puj¡c¡ posta¢:

f(x) ∝ x−z , (2.15)

co daje zale»no±¢ ωc ∝ ξ−z. Porównuj¡c to z wyra»eniem (2.14) otrzymujemy w
teorii Van Hove'a z = γ/ν = 2−η, gdzie wykorzystali±my równie» prawo skalowania
Fishera (1.20).
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2.3 Nieliniowe sprz¦»enia mi¦dzy modami (mode-
coupling) i równania ruchu

Gdyby±my chcieli uwzgl¦dni¢ oprócz powolnego ruchu wielko±ci ζ jeszcze szybki
ruch zwi¡zany z pozostaªymi stopniami swobody, tzn. uwzgl¦dni¢ stochastyczne od-
dziaªywania z termostatem, to nale»y doda¢ do prawej strony równania (2.1) szum
gaussowski symuluj¡cy wpªyw pobudzenia termicznego:

ζ̇ = −L
dΦ

dζ
+ η , (2.16)

gdzie funkcja korelacji szumu speªnia równanie Einsteina:

〈η(t)η(t′)〉 = 2kBTLδ(t− t′) , (2.17)

a δ(t) to funkcja Diraca. Poza tym zakªadamy, »e

〈η(t)〉 = 0 .

Zarówno ζ jak i η nale»y traktowa¢ w tym opisie jako procesy stochastyczne. Samo
równanie (2.16) wraz z zaªo»eniem (2.3) nosi nazw¦ (liniowego) równania Langevina
[23]. Przechodz¡c teraz do opisu ruchu parametru porz¡dku o n-skªadowych, po-
siadaj¡cych symetri¦ O(n), i uogólniaj¡c równanie (2.16) na procesy niejednorodne
oraz uwzgl¦dniaj¡c równie» (statyczne) nieliniowe sprz¦»enia obecne w energii swo-
bodnej w postaci wyrazu proporcjonalnego do S4, dostajemy tzw. zale»ny od czasu
model Ginzburga-Landaua [27]:

Ṡi(x) = −Γi
δH

δSi(x)
+ ηi(x) , (2.18)

gdzie odpowiedni potencjaª (podzielony przez kBT ) tzw. hamiltonian Ginzburga-
Landaua

H =
1

2

∫
ddx{r0S

2 + (∇S)2 +
u

2
S4} , (2.19)

uwzgl¦dnia równie» nieliniowe sprz¦»enia mi¦dzy spinami. W zewn¦trznym polu ma-
gnetycznym h, nale»y doda¢ do niego jeszcze wyraz − ∫

ddxh · S(x). W równaniu
(2.19) zastosowano skrótowe oznaczenia:

S2 =
n∑

i=1

S2
i (x) ,
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(∇S)2 =
n∑

i=1

(∇Si(x))2,

S4 = (S2)2 .

Poza tym, δH
δSi(x)

oznacza pochodn¡ funkcjonaln¡ [7, 28, 29] funkcjonaªu H po polu
Si. Szumy speªniaj¡ relacje

〈ηi(x, t)ηj(x
′, t′)〉 = 2Γiδijδ(x− x′)δ(t− t′) . (2.20)

Zwykle zakªadamy, »e wspóªczynniki kinetyczne s¡ takie same dla ka»dej skªadowej
parametru porz¡dku: Γi = Γ.

Równanie (2.18) nie zawiera jeszcze pewnych nieliniowych oddziaªywa« mi¦dzy-
modowych (gdy n ≥ 2), które w decyduj¡cy sposób odpowiedzialne s¡ za znikanie
b¡d¹ rozbieganie si¦ wspóªczynników kinetycznych przy T → Tc. Na przykªad dla
izotropowego ferromagnetyka równanie (2.18) powinno by¢ zmody�kowane o wyraz
opisuj¡cy precesj¦ spinów wokóª lokalnego pola magnetycznego. Równanie ruchu dla
takiego ferromagnetyka przyjmuje posta¢:

Ṡ =λS×δH

δS
+ D∇2 δH

δS
+ η , (2.21)

gdzie wspóªczynnik kinetyczny Onsagera Γ zostaª zast¡piony przez −D∇2 co gwa-
rantuje, »e caªkowity spin Sk=0(t)=

∫
ddxS(x, t) jest zachowany, czyli nie zmienia si¦

w czasie, analogicznie jak w modelach mikroskopowych i hydrodynamice. Najªatwiej
to zauwa»y¢ przechodz¡c do skªadowych Fouriera

S(x, t) =
1√
V

∑

k<Λ

eik·xSk(t) , (2.22)

wtedy D∇2 → −Dk2 i wspóªczynnik tªumienia d¡»y do zera przy k → 0.
W równaniu (2.22) Λ jest tzw. wektorem odcinaj¡cym (cuto� vector), który zwykle
wybieramy tak by Λ−1 byªo du»o wi¦ksze ni» staªa sieciowa, ale jednocze±nie du»o
mniejsze ni» dªugo±¢ korelacji �uktuacji spinowych. Modele które opisuj¡ �uktuacje
ró»nych wielko±ci w tej skali nazywamy modelami mezoskopowymi.

Pierwszy wyraz w równaniu (2.21), opisuj¡cy precesj¦ wokóª lokalnego pola
hlok = − δH

δS
(pole zewn¦trzne plus pole generowane przez same spiny), nazywany jest

w literaturze wyrazem sprz¦»enia mi¦dzymodowego (mode-coupling) albo wyrazem
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strumieniowym. Jest to wyraz niedysypatywny tzn. nie prowadzi do zmniejszania
si¦ caªkowitej energii w tym sensie, »e przy braku tªumienia i siªy stochastycznej

dH

dt
=

∫
ddx

δH

δS(x,t)
· ∂S(x, t)

∂t
=

∫
ddx

δH

δS(x,t)
·
[
λS(x,t)× δH

δS(x,t)

]
= 0. (2.23)

Badaj¡c dynamik¦ krytyczn¡ nie jeste±my zainteresowani zupeªnym, a wi¦c nie-
zwykle skomplikowanym, mikroskopowym opisem ewolucji czasowej ukªadu. Zwykle
wystarczaj¡ nam równania ruchu tylko dla tzw. powolnych zmiennych (slow varia-
bles), jakimi s¡ dªugofalowe �uktuacje (k < Λ) parametru porz¡dku oraz wielko±ci
zachowawczych i mody Goldstona w ukªadzie. Szybkie zmienne eliminujemy zwykle
przez procedur¦ rzutowania na podprzestrze« powolnych zmiennych [30, 31]. Opis
tego formalizmu czytelnik mo»e znale¹¢ w pracach Moriego i in. [32, 33]. Po wy-
braniu odpowiednich powolnych zmiennych {φα(t)}, a wi¦c takich które dostarczaj¡
zupeªnego opisu ukªadu, ogólne równania ruchu rozpatrywane w dynamice krytycz-
nej maj¡ posta¢ nieliniowych równa« Langevina [32, 33]:

d

dt
φα(t) = Vα({φα(t)})−

∑

β

Γαβ
δH({φα(t)})

δφ∗β(t)
+ ηα(t) , (2.24)

gdzie
H({φα(t)}) = −kBT ln(Peq({φα(t)})) , (2.25)

a Peq({φα(t)}) jest równowagow¡ g¦sto±ci¡ prawdopodobie«stwa. Pierwszy wyraz
w równaniach (2.24) to wyraz strumieniowy:

Vα({φα(t)}) = −λ
∑

β

[
δ

δφβ

Qαβ({φα})−Qαβ({φα})δH({φα})
δφ∗β

]
, (2.26)

gdzie λ to pewna staªa, a Qαβ = −Qβα to wielko±ci skonstruowane z nawiasów
Poissona lub komutatorów wolnych zmiennych {φα}. Zale»¡ one od konkretnego
ukªadu. Drugi wyraz w równaniach (2.24) opisuje tªumienie, a ostatni to stocha-
styczna siªa, która reprezentuje efekt szybkich zmiennych, nie wª¡czonych w zbiór
{φα(t)}. Biaªe szumy gaussowskie maj¡ zerowe ±rednie, a ich wariancje zwi¡zane s¡
ze wspóªczynnikami tªumienia za pomoc¡ relacji:

〈ηα(t)ηβ(t′)〉 = 2Γαβδ(t− t′) .
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Mo»na pokaza¢, »e równania ruchu (2.24) generuj¡ te same statyczne (jednoczaso-
we) funkcje korelacji co równowagowy rozkªad prawdopodobie«stwa e−H [34, 35].
Tak wi¦c opisane tu mezoskopowe równania ruchu okre±laj¡ wªasno±ci dynamiczne
wielko±ci, których wªasno±ci statyczne wyznaczone s¡ przez funkcjonaª Ginzburga-
Landaua.

Rozkªad równowagowy, wyznaczony przez funkcjonaª H, nie wyznacza nawiasów
Poissona, czyli wyrazów strumieniowych w dynamice. Bezpo±redni¡ konsekwencj¡
tego faktu jest to, »e z ka»d¡ statyczn¡ (równowagow¡) klas¡ uniwersalno±ci zwi¡-
zanych jest kilka dynamicznych klas uniwersalno±ci zale»nych od ilo±ci powolnych
zmiennych i struktury nawiasów Poissona.

2.4 Dynamiczne klasy uniwersalno±ci
W paragra�e tym rozwa»ymy kilka najwa»niejszych modeli u»ywanych w badaniach
dynamiki krytycznej magnetyków. Na pocz¡tek zde�niujemy modele z dynamik¡
relaksacyjn¡.

2.4.1 Model A
W modelu tym nie ma praw zachowania dla »adnej zmiennej. Jedyn¡ woln¡ zmienn¡
jest wi¦c parametr porz¡dku o n-skªadowych, opisany znanymi równaniami [36, 37]:

Ṡi(x) = −Γ
δH

δSi(x)
+ ηi(x) , (2.27)

gdzie H to funkcjonaª Ginzburga-Landaua w postaci (2.19). Tak jak w ka»dym mo-
delu dynamicznym wªasno±ci równowagowe, a wi¦c i statyczne wykªadniki krytyczne,
wyznaczone s¡ przez wymiar przestrzenny d i liczb¦ skªadowych parametru porz¡d-
ku n. Wykªadnik dynamiczny z ró»ni si¦ nieznacznie od tego z teorii Van Hove'a,
zkl = 2 − η, poniewa» wspóªczynnik kinetyczny Γ → 0 w pobli»u Tc. Teoria grupy
renormalizacji [38, 39] daje dla tego wykªadnika nast¦puj¡c¡ warto±¢:

z = 2 + cη , (2.28)

gdzie η to wykªadnik funkcji korelacji (1.12), a c to w ogólno±ci pewna funkcja d i
n. Tzw. metoda rozwini¦cia wzgl¦dem ε = 4− d [2] przewiduje, »e c = 0, 7261(1−
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1, 687ε) + O(ε2) dla maªych ε [38, 39], za± rozwini¦cie wzgl¦dem 1/n daje c = 1/2

dla d = 3 i n →∞ [38].

2.4.2 Model B
Jest to prosta mody�kacja modelu A, w której parametr porz¡dku jest wielko±ci¡
zachowawcz¡ tzn. podlegaj¡c¡ prawu zachowania. W równaniu (2.27) zast¦pujemy
Γ przez −λ∇2 oraz mody�kujemy odpowiednio ¹ródªo szumu. Dla tego modelu
znajdujemy

ωc(k) = λk2/χS ,

poniewa» wspóªczynnik transportu λ nie doznaje renormalizacji wskutek nielinio-
wych oddziaªywa« w hamiltonianie [3]. Otrzymujemy wi¦c

z = zkl = 4− η ,

tak jak w teorii Van Hove'a dla tego modelu. Cz¦sto±¢ ωc(k) maleje przy T → Tc

przy ustalonym k wskutek krytycznego spowolnienia.

2.4.3 Model C
Niezachowawczy parametr porz¡dku mo»e by¢ sprz¦»ony z zachowawcz¡ (niekry-
tyczn¡) wielko±ci¡, tak¡ jak energia lub namagnesowanie - w anizotropowym anty-
ferromagnetyku. Statyczny funkcjonaª Ginzburga-Landaua zale»y wtedy od dwóch
wielko±ci: parametru porz¡dku S i nowej wielko±ci zachowawczej, któr¡ oznaczymy
symbolem m. Hamiltonian takiego ukªadu ma posta¢:

H =
1

2

∫
ddx{r0S

2 + (∇S)2 +
u

2
S4 + χ−1

m m2 + fmS2} , (2.29)

gdzie f to nowa staªa sprz¦»enia, a χm to podatno±¢ wielko±ci m bez uwzgl¦dnienia
oddziaªywania z ukªadem spinowym (f = 0). Poniewa» m jest wielko±ci¡ niekry-
tyczn¡, wi¦c Cm nie zbli»a si¦ do zera przy T → Tc, a wi¦c w statyce mo»na si¦
pozby¢ zale»no±ci od m przez proste caªkowanie w sumie stanów [36]. Procedura
ta prowadzi do efektywnego hamiltonianu zale»nego tylko od parametru porz¡dku
ze zrenormalizowan¡ staª¡ sprz¦»enia u. Statyczne wykªadniki krytyczne b¦d¡ wi¦c
takie same jak dla hamiltonianu (2.19).
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Równania opisuj¡ce dynamik¦ maj¡ posta¢:

Ṡi(x) = −Γ
δH

δSi(x)
+ ηi(x) , (2.30)

ṁ(x) = λm∇2 δH

δm(x)
+ ξm(x) , (2.31)

gdzie dodatkowy szum speªnia relacj¦

〈ξm(x,t)ξm(x′, t′)〉 = −2λm∇2δ(x− x′)δ(t− t′) . (2.32)

Sprz¦»enie z zachowawcz¡ wielko±ci¡ prowadzi do zmiany dynamicznego wykªadnika
krytycznego, w porównaniu z modelem A, na

z = 2 +
α

ν
, (2.33)

dla ukªadów typu Isinga (n = 1), gdzie wykªadnik ciepªa wªa±ciwego jest wi¦kszy
od zera. Gdy n > 1 i α < 0, sprz¦»enie z niekrytyczn¡ zachowawcz¡ wielko±ci¡ jest
nieistotne i model C jest równowa»ny modelowi A.

2.4.4 Model D
W modelu tym zachowawczy parametr porz¡dku sprz¦»ony jest z zachowawcz¡ nie-
krytyczn¡ wielko±ci¡. Dynamika modelu opisana jest równaniami (2.30) i (2.31),
gdzie Γ = −λS∇2 i odpowiednio zmody�kowano równanie dla szumu: ηi(x). W
ka»dym przypadku, niezale»nie od warto±ci n, model ten sprowadza si¦ do modelu
B, dla którego z = zkl = 4− η.

Byªy to modele opisuj¡ce czysto dysypatywn¡ dynamik¦. Przejd¹my teraz do
opisu modeli z niezerowymi nawiasami Poissona, które zwi¡zane s¡ z istnieniem w
ukªadzie modów propaguj¡cych.

2.4.5 Modele E i F
Rozwa»my magnetyk planarny opisany nast¦puj¡cymi równaniami [40] (model F):

ψ̇ = −2Γ
δH

δψ∗
− igψ

δH

δm
+ θ , (2.34)

ṁ = λm∇2 δH

δm
+ 2g Im(ψ∗

δH

δψ∗
) + ξm , (2.35)
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gdzie ψ jest zespolonym parametrem porz¡dku reprezentuj¡cym Sx − iSy, a m z-
tow¡ skªadow¡ namagnesowania (o± z wybrana zostaªa w kierunku prostopadªym do
ªatwej pªaszczyzny). Funkcjonaª H jest postaci:

H =
1

2

∫
ddx{r0 |ψ|2 + |∇ψ|2 +

u

2
|ψ|4 + χ−1

m m2 + fm |ψ|2 − hm} .

W ferromagnetykach o ªatwej pªaszczy¹nie dwu-wymiarowy parametr porz¡dku
nie jest wielko±ci¡ zachowawcz¡. Zachowana jest natomiast z-towa skªadowa nama-
gnesowania, która jest jednocze±nie generatorem obrotów parametru porz¡dku w
pªaszczy¹nie x-y. Niezerowy jest wi¦c nawias Poissona

{ψ, M} = igψ , (2.36)

gdzie g to staªa sprz¦»enia mi¦dzymodowego a M =

∫
ddxm(x). Statyczne wªasno±ci

tego modelu s¡ takie same jak w modelu C, ale zachowanie dynamiczne jest inne
dzi¦ki obecno±ci niedysypatywnego sprz¦»enia oraz zespolonej warto±ci wspóªczyn-
nika kinetycznego Γ. Halperin i Hohenberg pokazali [41], »e poni»ej Tc w ukªadzie
istnieje fala spinowa o cz¦sto±ci cfsk. Model F ulega znacznemu uproszczeniu, gdy
zaªo»ymy, »e w ukªadzie nie ma zewn¦trznego pola magnetycznego, a wi¦c znika
±rednia warto±¢ caªkowitego namagnesowania 〈M〉 w kierunku prostopadªym. Ma-
my wtedy tzw. symetryczny model planarny oznaczany liter¡ E, który otrzymujemy
z modelu F (antysymetryczny model planarny) przez przyj¦cie: f = 0 i rzeczywiste-
go Γ. Wtedy równania s¡ niezmiennicze wzgl¦dem transformacji m → −m i ψ → ψ∗,
poza tym 〈M〉 = 0.

Istnienie modu propaguj¡cego poni»ej Tc pozwala okre±li¢ wykªadnik dynamicz-
ny wyª¡cznie za pomoc¡ wykªadników statycznych i wymiaru przestrzeni. Dla mode-
lu antysymetrycznego (F), który opisuje równie» przemian¦ fazow¡ w ciekªym helu,
otrzymujemy

z =
d

2
+

α̃

2ν
, (2.37)

gdzie α̃ ≡ max(α, 0), a α jest wykªadnikiem ciepªa wªa±ciwego.
Dla modelu symetrycznego (E)

z =
d

2
, (2.38)

czyli z = 3/2 dla d = 3. W obydwu modelach wspóªczynnik kinetyczny Γ rozbiega
si¦ przy T → T+

c , ale nie tak szybko jak podatno±¢ parametru porz¡dku, tak »e
zachodzi krytyczne spowolnienie.
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Mo»na pokaza¢, »e doª¡czenie do równa« (2.34) i (2.35) jeszcze zachowawczego
pola energii nie zmienia wykªadników krytycznych (zmieniaj¡ si¦ jednak uniwersalne
stosunki amplitud krytycznych [42]).

2.4.6 Model G
Izotropowy antyferromagnetyk jest równie» ukªadem ze sprz¦»eniem mi¦dzymodo-
wym. Prosty model opisuj¡cy ten ukªad zawiera dwa pola. Pierwsze to niezacho-
wawczy parametr porz¡dku, który jest trójwymiarowym wektorem naprzemiennego
namagnesowania. Drugie pole zachowawcze to wektor lokalnego namagnesowania.
Równania ruchu mo»na napisa¢ nast¦puj¡co:

Ṅ = −Γ
δH

δN
+ gN×δH

δm
+ θ , (2.39)

ṁ =λ∇2 δH

δm
+ gN×δH

δN
+ gm×δH

δm
+ η , (2.40)

H =
1

2

∫
ddx{r0N

2 + (∇N)2 +
u

2
N4 + χ−1

m m2} , (2.41)

gdzie θ i η to biaªe szumy. Niedysypatywne wyrazy zawieraj¡ce stal¡ sprz¦»enia g

odzwierciedlaj¡ nawiasy Poissona:

{Ni,Mj} = gεijkNk , (2.42)

{Mi,Mj} = gεijkMk , (2.43)

gdzie M =

∫
ddxm(x), a εijk to tensor antysymetryczny. Tutaj równie» w fazie

niskotemperaturowej mamy propaguj¡cy mod fali spinowej, a w fazie wysokotempe-
raturowej wspóªczynnik kinetyczny Γ →∞, gdy T → Tc. W modelu G dynamiczny
wykªadnik krytyczny jest taki sam jak w modelu E

z =
d

2
, (2.44)

inne s¡ jednak pewne uniwersalne stosunki amplitud [42].

2.4.7 Model J
Dynamika izotropowego ferromagnetyka wyznaczona jest przez precesj¦ spinów i
prawo zachowania caªkowitego spinu. Dynamika takiego ukªadu oparta jest na rów-
naniach ruchu:

Ṡ =λS×δH

δS
+ D∇2 δH

δS
+ η ,
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gdzie hamiltonian dany jest wyra»eniem (2.19). Tutaj równie» poni»ej Tc mamy fal¦
spinow¡ o cz¦sto±ci cFM

fs k2 , a wspóªczynnik transportu D rozbiega si¦ powy»ej
Tc jak

D ∝ ξ
(6−d−η)/2
+ , (2.45)

pokazuj¡c równocze±nie, »e tzw. górny (dynamiczny) wymiar krytyczny w tym mo-
delu ddyn

c = 6 [43]. ddyn
c jest to wymiar przestrzeni poni»ej którego teoria Van Hove'a

przestaje by¢ sªuszna, a dynamiczne �uktuacje krytyczne staj¡ si¦ istotne, powodu-
j¡c rozbieganie si¦ lub znikanie wspóªczynników kinetycznych przy T → Tc . Tak
wi¦c w modelu J dynamiczny wymiar krytyczny ró»ni si¦ od statycznego wymia-
ru krytycznego dstat

c , który jak przewiduje grupa renormalizacji, wynosi cztery dla
modelu, którego statyka mo»e by¢ opisana funkcjonaªem Ginzburga-Landaua [2].
Mo»emy powiedzie¢, »e w miar¦ obni»ania d �uktuacje dynamiczne staj¡ si¦ istotne
wcze±niej ni» �uktuacje termodynamiczne. Dynamiczny wykªadnik krytyczny wy-
znaczony jest caªkowicie przez wymiar przestrzenny ukªadu i wykªadniki statyczne:

z =
1

2
(d + 2− η) . (2.46)

W trzech wymiarach z ' 5/2. Wiedz¡c, »e zgodnie z przewidywaniami grupy renor-
malizacji η = 0 dla d ≥ 4, widzimy, »e z osi¡ga swoj¡ klasyczn¡ warto±¢ zkl = 4− η

dla d = 6, w przeciwie«stwie np. do antyferromagnetyka, dla którego klasyczna
warto±¢ zkl = 2− η osi¡gana jest dla d = 4.

2.4.8 Podsumowanie dynamicznych klas uniwersalno±ci w ma-
gnetykach

W tabeli (2.1) zebrano podstawowe informacje o dynamicznych klasach uniwersalno-
±ci maj¡cych zastosowanie w magnetykach. Jak pokazuj¡ rachunki, dodanie dowol-
nej liczby pól niezachowawczych do modeli wyszczególnionych w tabeli (2.1) nie ma
wpªywu na dynamik¦ krytyczn¡ takiego ukªadu, o ile ogólna symetria jak i struktura
nawiasów Poissona, dla parametru porz¡dku i wielko±ci zachowawczych nie ulegn¡
zmianie.

O tym, jaki model ma zastosowanie w rzeczywistym ukªadzie �zycznym, decydu-
je wiele czynników. W realnych magnetykach oprócz magnetycznych stopni swobody
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Tabela 2.1. Podsumowanie dynamicznych klas uniwersalno±ci w magnetykach.

Ukªad Wymiar Pola Pola Nieznik.
Model �zyczny param. niezach. zacho- nawiasy z

wawcze Poissona

anizotropowe
A magnetyki, n S brak brak 2 + cη

jednoosiowe
antyferrom.

B jednoosiowe n brak S brak 4− η

ferromagnet.
anizotropowe

C magnetyki, 1 S m brak 2 + α
ν

jednoosiowe
antyferrom.

D jednoosiowe n brak S, m brak 4− η

ferromagnet.
magnetyki

E o ªatwej 2 ψ m {ψ, m} d
2

pªaszczy¹nie
hz= 0

magnetyki
F o ªatwej 2 ψ m {ψ, m} d

2
+ α̃

2ν

pªaszczy¹nie
hz 6= 0

G izotropowe 3 N m {N,m} d
2

antyferromag.

J izotropowe 3 brak S {S,S} d+2−η
2

ferromagnet.
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wyst¦puj¡ fonony, które równie» maj¡ wpªyw na dynamik¦ spinów poprzez spr¦»enie
spin-sie¢. W wielu przypadkach przewodno±¢ cieplna ukªadu fononowego jest znacz-
nie wi¦ksza ni» ukªadu spinowego i wtedy modele z niezachowawcz¡ energi¡ mog¡
lepiej nadawa¢ si¦ do opisu ukªadu ni» modele zawieraj¡ce zachowawcze pole energii
[36]. Ponadto w realnych ukªadach magnetycznych zawsze wyst¦puje anizotropia.
Wtedy do funkcjonaªu (2.19) nale»y doda¢ jeden lub kilka wyrazów anizotropowych
i bada¢ efekty przechodzenia (crossoveru) od zachowania izotropowego (opisanego
izotropowym punktem staªym grupy renormalizacji) do innych typów zachowania
krytycznego, reprezentowanych przez modele A i C. Przy takim przechodzeniu, od
jednej klasy uniwersalno±ci do drugiej, obserwujemy tzw. efektywne (tj. zale»ne od
temperatury) wykªadniki krytyczne [44]. B¦dzie o tym mowa jeszcze w rozdziale
szóstym tej pracy.
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2.5 Dynamiczna grupa renormalizacji
Uniwersalno±¢ i idee skalowania przyczyniªy si¦ do powstania grupy renormalizacji
na pocz¡tku lat siedemdziesi¡tych [2]. Grupa renormalizacji jest ogóln¡ teori¡, która
pozwala rozwi¡zywa¢ problemy, w których wa»ne s¡ �uktuacje (a wªa±ciwie kore-
lacje tych �uktuacji) dla caªego spektrum skal przestrzennych i czasowych. Z tego
wzgl¦du odniosªa du»y sukces w badaniach zarówno statyki jak i dynamiki zjawisk
krytycznych oraz w badaniu du»ej liczby innych problemów, jak np. efekt Kondo,
polimery, lokalizacja itp. W bardzo intuicyjnym podej±ciu polega ona na zmniejsze-
niu liczby stopni swobody ukªadu, a nast¦pnie przeskalowaniu dªugo±ci. Dla modeli
bazuj¡cych na funkcjonale energii Ginzburga-Landaua odbywa si¦ to nast¦puj¡co.

1) Najpierw eliminujemy wszystkie mody Sk(ω) o wektorach falowych i cz¦sto-
±ciach le»¡cych w obszarze:

Λ/b < |k| ≤ Λ , (2.47)

−∞ < ω < ∞ .

Eliminacji dokonujemy albo iteruj¡c równania ruchu, a potem u±redniaj¡c po odpo-
wiednich szumach, albo przy wykorzystaniu tzw. funkcjonalnej reprezentacji równa«
ruchu, któr¡ dokªadniej opiszemy w rozdziale pi¡tym. W podej±ciu funkcjonalnym
wida¢ wielkie podobie«stwo do statycznej grupy renormalizacji, gdzie eliminacja
odbywa si¦ przez caªkowanie w sumie stanów po zmiennych z obszaru (2.47), z wy-
korzystaniem rachunku perturbacyjnego.

2) Nast¦pnie dokonujemy zmiany skali wektorów falowych, cz¦sto±ci oraz pól:

k → k′ = bk ,

ω → ω′ = bzω ,

Λ → Λ′ = bΛ ,

Sk(ω) → S ′k(ω) = baSk(ω) ,

gdzie b jest dowoln¡ liczb¡ wi¦ksz¡ ni» jeden, Λ to wektor odcinaj¡cy, a z i a to
wykªadniki, które nale»y okre±li¢.

W wyniku kroków 1 i 2 otrzymujemy równania rekurencyjne dla parametrów
hamiltonianu Ginzburga-Landaua albo, w przypadku dynamicznym, parametrów
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odpowiedniego funkcjonaªu dynamicznego. Punkty staªe transformacji grupy renor-
malizacji (tak na prawd¦ jest to póªgrupa, bo nie istnieje element odwrotny) odpo-
wiadaj¡ okre±lonym klasom uniwersalno±ci w tym sensie, »e warto±ci wªasne zline-
aryzowanej transformacji grupy renormalizacji wyznaczaj¡ wykªadniki krytyczne.

Energia swobodna obliczona dla hamiltonianu przed i po transformacji grupy
renormalizacji (kroki 1 i 2) jest taka sama. Implikuje to prost¡ relacj¦ dla singularnej
cz¦±ci energii swobodnej [45]:

Fsing(T − Tc, h, {hα}) = b−dFsing(b
1/ν(T − Tc), b

λh, {bλαhα}) , (2.48)

która po wyeliminowaniu czynnika skaluj¡cego, przez podstawienie b = (T−Tc)
−ν ,

daje

Fsing(T − Tc, h, {hα}) = |T − Tc|dν X±(h |T − Tc|−∆ , {hα |T − Tc|−∆α}) , (2.49)

gdzie ∆ = λν = γ + β i ∆α = λαν, a funkcje skaluj¡ce X± odnosz¡ si¦ do ±t > 0,
odpowiednio. Zbiór {hα} to zbiór tzw. nieliniowych pól skalowania - analitycznych
funkcji (T − Tc), h i innych parametrów wyst¦puj¡cych w hamiltonianie - których
tzw. wymiary (wykªadniki ) grupy renormalizacji wynosz¡ odpowiednio {λα}. Gdy
λα < 0, wtedy hα |T − Tc|−∆α d¡»y do zera, przy |T − Tc| → 0, i pole hα nie wpªywa
na osobliwo±¢ energii swobodnej w wiod¡cym rz¦dzie. Z tego wªa±nie powodu takie
pole nazywamy nieistotnym (irrelevant), w odró»nieniu od pól istotnych (relevant),
dla których λα > 0 (takimi polami s¡ np. temperatura zredukowana i pole magne-
tyczne). Je»eli jeste±my zainteresowani tylko wiod¡cymi osobliwo±ciami, mo»emy
przyj¡¢ wszystkie nieistotne pola za równe zeru ju» na pocz¡tku naszych rozwa»a«,
uªatwiaj¡c sobie w ten sposób analiz¦ modelu1. Fakt ten jest te» ±ci±le zwi¡zany z
uniwersalno±ci¡: gdy dwa hamiltoniany ró»ni¡ si¦ tylko nieistotnymi polami, to maj¡
one te same wykªadniki krytyczne charakteryzuj¡ce wiod¡ce osobliwo±ci wielko±ci
�zycznych, a tym samym b¦d¡ nale»e¢ do tej samej klasy uniwersalno±ci.

Chocia» nieistotne pola nie wpªywaj¡ na wiod¡ce (asymptotyczne) osobliwo±ci
przy |T − Tc| → 0, to daj¡ one jednak poprawki do tych wiod¡cych osobliwo±ci,

1Czasami funkcji skaluj¡cych, dla interesuj¡cych wielko±ci �zycznych, nie mo»na rozwin¡¢ w
szereg wzgl¦dem nieistotnych zmiennych. Mamy wtedy do czynienia z tzw. ,,gro¹nymi� nieistotnymi
zmiennymi (dangerous irrelevant variables) [27, 51], których nie mo»na pomin¡¢. Wyst¦powanie
takiej zmiennej prowadzi np. do zaªamania relacji (1.21) dla d > dc.
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które zwykªo nazywa¢ si¦ poprawkami do skalowania. We¹my na przykªad podat-
no±¢, któr¡ otrzymamy przez dwukrotne zró»niczkowanie po polu energii swobodnej
(2.49). Speªnia ona relacj¦ skalowania:

χS = |T − Tc|−γ X±
2 ({hα |T − Tc|−∆α}) , (2.50)

gdzie X±
2 jest now¡ funkcj¡ skaluj¡c¡. Widzimy, »e hα |T − Tc|−∆α → 0, przy |T − Tc| →

0, dla wszystkich nieistotnych pól hα (zakªadamy, »e tylko takie tutaj wyst¦puj¡),
mo»emy wi¦c rozwin¡¢ X±

2 w szereg pot¦gowy:

χS = C± |T − Tc|−γ +
∑

α

K±
α hα |T − Tc|−γ−∆α + ... , (2.51)

gdzie C± = X±
2 ({0}) i K±

α = (∂αX±
2 )({0}). Poniewa» ∆α < 0, wyrazy w sumie

s¡ mniej osobliwe ni» pierwszy wyraz w równaniu (2.51). Istnienie takich poprawek
do skalowania utrudnia znacznie otrzymanie wykªadników krytycznych z danych
eksperymentalnych. Oprócz nieanalitycznych poprawek, zwi¡zanych z nieistotnymi
polami skalowania, wyst¦puj¡ jeszcze analityczne poprawki do skalowania, w postaci
szeregu wzgl¦dem |T − Tc| i h. Zwi¡zane s¡ one z regularn¡ cz¦±ci¡ energii swobodnej
i tym, »e pola skalowania s¡ analitycznymi funkcjami temperatury zredukowanej i
pola magnetycznego.

Dzi¦ki metodzie grupy renormalizacji mo»emy powiedzie¢ te» jakie oddziaªywa-
nia s¡ istotne (relevant), bo prowadz¡ do nowej klasy uniwersalno±ci, a jakie nie
s¡ [17]. Na przykªad, oddziaªywania dipolowe obecne w magnetykach mog¡ zmie-
ni¢ klas¦ uniwersalno±ci ferromagnetyków, ale nie antyferromagnetyków [46]. Innym
przykªadem jest wpªyw zamro»onych domieszek, czyli nieporz¡dku na punkty kry-
tyczne [47, 48, 49]. Dokªadny opis teorii grupy renormalizacji znajdzie czytelnik w
pracach przegl¡dowych [2, 17, 16] oraz w ksi¡»ce Binney'a i in. [7].



Rozdziaª 3

ADIABATYCZNA I
IZOTERMICZNA PR�DKO��
D�WI�KU

3.1 Model
Termodynamika odgrywa fundamentaln¡ rol¦ w teorii propagacji d¹wi¦ku [50]. Dla-
tego, zanim rozwiniemy ogóln¡ teori¦ dynamiki d¹wi¦ku w nast¦pnych rozdziaªach,
zbadajmy zwi¡zki jakie zachodz¡ mi¦dzy wielko±ciami termodynamicznymi, jaki-
mi s¡ np. adiabatyczne i izotermiczne moduªy spr¦»ysto±ci, a pojawiaj¡cymi si¦ w
naszym modelu funkcjami korelacji.

Wszystkie wielko±ci termodynamiczne mo»na otrzyma¢ z odpowiedniego poten-
cjaªu termodynamicznego

F (T, P, h) = F 0(T, P, h)− kBT

V
ln Z , (3.1)

gdzie T oznacza temperatur¦, P ci±nienie, a h - zewn¦trzne pole magnetyczne, za±

Z =

∫
D[Sα, eαβ, q] exp(−H) (3.2)

jest tzw. sum¡ statystyczn¡, która w naszym przypadku wyra»a si¦ caªk¡ funkcjo-
naln¡ po polach Sα(x), eαβ(x) i q(x). Pola te stanowi¡ tzw. zupeªny zbiór powolnych
zmiennych, wyst¦puj¡cy w hydrodynamice [51, 41]. Mamy tu oprócz parametru po-
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rz¡dku - którym w przypadku magnetycznych przej±¢ fazowych jest wektor nama-
gnesowania Sα(x), zwany te» potocznie (i niezbyt ±ci±le) spinem, tensor odksztaªce«:
eαβ(x) = 1

2
(∇αuβ +∇βuα), zwi¡zany z niejednorodnym polem przemieszczenia u(x)

[51], oraz �uktuacje entropii na jednostk¦ masy q(x). Zakªadamy, »e wszystkie te
wielko±ci zawieraj¡ tylko dªugofalowe skªadowe fourierowskie o wektorze falowym
mniejszym od pewnej liczby Λ (dla prostoty przyjmujemy Λ = 1).

Funkcjonaª H wyznacza rozkªad prawdopodobie«stwa �uktuacji równowagowych:
p ∝ exp(−H). Dla ukªadu magneto-elastycznego typu Isinga mo»na go zapisa¢ na-
st¦puj¡co:

H = HS + Hel + Hq + Hint , (3.3)

gdzie

HS =
1

2

∫
ddx{r0S

2 + (∇S)2 +
ũo

2
S4}

jest funkcjonaªem typu Ginzburga-Landaua i opisuje oddziaªywanie �uktuacji spi-
nowych, za±

Hel =
1

2

∫
ddx{C0

12(
∑

α

eαα)2 + 4C0
44

∑

α,β

e2
αβ + 2(P − P0)eαα}

przedstawia energi¦ elastyczn¡ w przybli»eniu harmonicznym. C0
αβ to moduªy spr¦-

»ysto±ci wyra»one w jednostkach kBT . Zakªadamy tutaj izotropowo±¢ krysztaªu,
a wi¦c tylko dwie niezale»ne staªe elastyczne. P0 jest ci±nieniem pewnego refe-
rencyjnego stanu równowagi, wzgl¦dem którego okre±la si¦ deformacje. Skªadnik
Hq = 1

2C0
V

∫
ddxq2 stanowi najni»szy wyraz rozwini¦cia funkcjonaªu H wzgl¦dem

pola entropii, C0
V jest ciepªem wªa±ciwym nieoddziaªuj¡cego ukªadu przy staªej ob-

j¦to±ci. Ostatni wyraz

Hint =

∫
ddx

{
g0

∑
α

eααS2 + f0qS
2 + w0q

∑
α

eαα

}

opisuje oddziaªywanie mi¦dzy podukªadami. Pierwszy skªadnik przedstawia tutaj
sprz¦»enie typu magnetostrykcji obj¦to±ciowej [4], ze staª¡ sprz¦»enia g0. Drugi wy-
raz (ze staª¡ sprz¦»enia f0) jest odpowiedzialny za rozbie»no±¢ ciepªa wªa±ciwego w
naszym modelu. Ostatni skªadnik to sprz¦»enie entropowo-elastyczne.
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Analiz¦ naszego modelu zaczniemy od rozbicia danej elastycznej kon�guracji
na cz¦±¢ jednorodn¡, gdzie wzgl¦dne wydªu»enia s¡ staªe w przestrzeni, oraz cz¦±¢
,,fononow¡�, b¦d¡c¡ periodyczn¡ funkcj¡ poªo»enia. Mo»emy napisa¢ [52]:

eαβ(x) = e0
αβ +

1√
ρ0V

∑

k 6=0,λ

kβeα(k, λ)Qk,λ exp(ik · x) , (3.4)

gdzie Qk,λ jest wspóªrz¦dn¡ normaln¡ modu d¹wi¦kowego [53] o polaryzacji λ,
wektorze falowym k i wektorze polaryzacji e(k, λ). e0

αβ to jednorodne deformacje.
Dla prostoty, zakªada¢ b¦dziemy dalej, »e g¦sto±¢ masy ρ0 jest równa jeden. W
nowych zmiennych cz¦±¢ elastyczna hamiltonianu przyjmuje posta¢:

Hel = Hel(e
0
αβ) +

1

2

∑

k6=0,λ

k2c2
0(k̂, λ) |Qk,λ|2 , (3.5)

gdzie c0(k̂, λ) jest pr¦dko±ci¡ d¹wi¦ku (dla ukªadu nieoddziaªuj¡cego) o polaryzacji
λ i wersorze k̂. Analogicznie dla hamiltonianu opisuj¡cego oddziaªywanie otrzymu-
jemy:

Hint = Hint(e
0
αβ) +

∑

k

{
f0qkS

2
−k +

∑

λ

[k · e(k, λ)]Qk,λ(g0S
2
−k + w0q−k)

}
, (3.6)

gdzie S2
k = 1√

V

∑
k1

Sk1Sk−k1
jest skªadow¡ fourierowsk¡ kwadratu spinu. Przy za-

ªo»eniu izotropowo±ci elastycznej tylko podªu»ne drgania d¹wi¦kowe sprz¦»one s¡ z
parametrem porz¡dku i �uktuacjami entropii.

Poprzeczne mody d¹wi¦kowe mo»emy wtedy z ªatwo±ci¡ wycaªkowa¢ w sumie
statystycznej (3.2), jako »e caªka po tych zmiennych sprowadza si¦ do prostej caªki
gaussowskiej. Pomija¢ wi¦c b¦dziemy w dalszych rozwa»aniach indeks λ, rozumie-
j¡c Qk tylko jako wspóªrz¦dne normalne drga« podªu»nych. Nast¦pnym krokiem
jest wycaªkowanie jednorodnych deformacji, w wyniku którego dostajemy nowy
hamiltonian H(Sk, Qk, qk):

exp[−H(Sk, Qk, qk)] =

∫
D[e0

αβ, Qk,T] exp[−H(Sk, Qk,λ, qk, e
0
αβ) , (3.7)

gdzie index ,,T� w ró»niczce funkcjonalnej oznacza, »e caªkujemy tylko po modach
poprzecznych. Nowy hamiltonian ró»ni si¦ od wyj±ciowego dodatkowym (nieanali-
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tycznym wzgl¦dem wektora falowego) skªadnikiem

∆H = −(P − P0)

B0

S2
k=0 −

g2
0

2B0

S2
k=0S

2
k=0 −

w2
0

2B0

qk=0qk=0

(3.8)

− (P − P0)w0

B0

qk=0 − g0w0

B0

qk=0S
2
k=0 .

Warto w tym miejscu zauwa»y¢, »e gdyby±my chcieli teraz wyeliminowa¢ równie»
zmienne Qk to w ∆H pojawiªyby si¦ dodatkowo analogiczne wyrazy z k 6= 0, przy
czym moduª spr¦»ysto±ci obj¦to±ciowej B0 = C0

11− 4
3
C0

44 nale»aªoby zast¡pi¢ modu-
ªem spr¦»ysto±ci C0

11. Ujawnia si¦ wi¦c tutaj pewna nieanalityczno±¢ w hamiltonianie
(nieanalityczna posta¢ u(k) dla k = 0). Byªa ona szczegóªowo badana w latach sie-
demdziesi¡tych i osiemdziesi¡tych [44, 54, 55]. W wyniku tej analizy stwierdzono,
»e ukªad ostatecznie doznaje nieci¡gªego przej±cia fazowego, mimo »e ukªad sztywny
tzn. bez uwzgl¦dnienia oddziaªywa« elastycznych wykazuje ci¡gªe przej±cie fazowe.
Jednak»e, staªe sprz¦»enia magneto-elastycznego (g0) i entropowo-elastycznego (w0)
s¡ zwykle bardzo maªe w magnetykach, a wi¦c przewidywana teoretycznie niestabil-
no±¢ ukªadu ujawnia si¦ dopiero bardzo blisko temperatury przemiany fazowej, tak
»e w dost¦pnym eksperymentalnie zakresie temperatur mo»emy traktowa¢ to przej-
±cie jako ci¡gªe, co doskonale zgadza si¦ z obserwacjami do±wiadczalnymi. Skoro ∆H

jest bardzo maªe to rozs¡dne b¦dzie pomini¦cie tego skªadnika w dalszych rozwa»a-
niach. Mo»na pokaza¢, »e nie zmienia to wyników naszej analizy w eksperymentalnie
dost¦pnym zakresie temperatur [55]. Zatem, w dalszej analizie wykorzystywa¢ b¦-
dziemy nast¦puj¡cy hamiltonian:

H =
1

2

∑

k

{
(r0 + k2) |Sk|2 + k2c2

0L |Qk,λ|2 +
1

C0
V

|qk|2
}

+ Hint , (3.9)

wyra»ony przy pomocy skªadowych fourierowskich pól, gdzie c0L =
√

C0
11 to pr¦d-

ko±¢ d¹wi¦ku modów podªu»nych, a

Hint = w0

∑

k

kQkq−k +
∑

k,k1,k2

(f0qk + g0kQk) Sk1S−k−k1

(3.10)

+
ũ0

2V

∑

k,k1,k2

SkSk1Sk2S−k−k1−k2 ,
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to nowy hamiltonian oddziaªywania. Pocz¡wszy od tego miejsca pomija¢ b¦dziemy
indeks ,,L� przy pr¦dko±ci d¹wi¦ku, poniewa» dalsza analiza dotyczy tylko drga«
podªu»nych, jako »e mody poprzeczne nie s¡ sprz¦»one z �uktuacjami spinowymi w
naszym modelu, a wi¦c nie wykazuj¡ anomalnego zachowania w pobli»u temperatury
przemiany fazowej [56].

3.2 Izotermiczna pr¦dko±¢ d¹wi¦ku
Przejd¹my teraz do obliczenia izotermicznej pr¦dko±ci d¹wi¦ku ciz. Wyznaczy¢ j¡
mo»na ze ±redniej równowagowej dla podªu»nych modów d¹wi¦kowych:

〈QkQ−k〉 =
1

c2
izk

2
, (3.11)

gdzie zakªadamy k 6= 0 . �redni¡ t¡ najªatwiej obliczy¢ dokonuj¡c najpierw separacji
zmiennych w hamiltonianie:

qk = q,
k − w0kC0

V Qk − f0C
0
V (S2)k ,

Qk = Q′
k − (g0 − w0f0C

0
V )c−2

0 (S2)k , (3.12)

gdzie c2
0 = c2

0(1− r2) i r2 = w2
0C

0
V c−2

0 . W nowych zmiennych H przyjmuje posta¢

H =
1

2

∑

k

{
k2c2

0

∣∣Q′
k,λ

∣∣2 +
1

C0
V

|q′k|2
}

+ HT
ef(S) , (3.13)

a efektywny hamiltonian spinowy ma posta¢ Ginzburga-Landaua:

HT
ef(S) =

1

2

{∑

k

(r0 + k2) |Sk|2 +
uT

0

V

∑

k,k1,k2

SkSk1Sk2S−k−k1−k2

}
, (3.14)

gdzie uT = ũ0 − vph
T − vq

T , vph
T = g2c−2

0 , g0 = (g0 − w0f0C
0
V ) oraz vq

T = f 2
0 C0

V .
Zaniedbano tutaj nieanalityczno±¢, o której byªa mowa w ust¦pie po wzorze (3.8).
Mo»emy teraz napisa¢

〈QkQ−k〉 = 〈Q′
kQ

′
−k〉+ vph

T c−2
0 〈S2

kS
2
−k〉HT

ef
. (3.15)

Indeks HT
ef - przy drugiej ±redniej w tym wyra»eniu - oznacza, »e ±rednia ta mo»e by¢

obliczona przy pomocy hamiltonianu, który nie zawiera ju» zmiennych elastycznych
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i entropowych. Co wi¦cej, hamiltonian ten ma dobrze znan¡ nam posta¢ Ginzburga-
Landaua, a wi¦c mo»emy wykorzysta¢ uzyskan¡ przy pomocy teorii skalowania i
grupy renormalizacji wiedz¦ dotycz¡c¡ funkcji korelacji 〈S2

kS
2
−k〉HT

ef
. Pierwsza ±rednia

w równaniu (3.15) jest zwykª¡ caªk¡ gaussowsk¡ 〈Q′
kQ

′
−k〉 = c−2

0 k−2. Ostatecznie,
ze wzorów (3.11) i (3.15) otrzymujemy proste wyra»enie na izotermiczn¡ pr¦dko±¢
d¹wi¦ku

c2
iz =

c2
0(1− r2)

1 + vph
T 〈S2

kS
2
−k〉HT

ef

. (3.16)

Mo»emy teraz okre±li¢ zachowanie krytyczne tej statycznej wielko±ci. Podkre±la-
my sªowo ,,statycznej� poniewa» na tym etapie rozwa»a«, badaj¡c statyk¦ modelu,
nie ma fal propaguj¡cych, a tylko prawdopodobie«stwa statycznych (równowago-
wych) �uktuacji elastycznych i ich funkcje korelacji. Te funkcje korelacji zwi¡zane
s¡ z odpowiednimi moduªami spr¦»ysto±ci (izotermicznymi lub adiabatycznymi), a
pr¦dko±¢ podªu»nych fal d¹wi¦kowych zostaªa tutaj wprowadzona na mocy znanego
zwi¡zku [57]: c2 = C11/ρ0. W wyra»eniu (3.16) musimy zna¢ tylko zachowanie kry-
tyczne ±redniej 〈S2

kS
2
−k〉HT

ef
. Z teorii grupy renormalizacji [28, 7, 44] wiadomo, »e w

pobli»u przemiany fazowej funkcja ta skaluje si¦ jak ciepªo wªa±ciwe:

〈S2
kS

2
−k〉HT

ef(S) ∝ At−αΦ(kξ)−B, (3.17)

gdzie t to temperatura zredukowana, A i B− pewne staªe (zwane te» amplituda-
mi), Φ to pewna uniwersalna funkcja skaluj¡ca (zwykle przyjmujemy Φ(0) = 1), ξ -
dªugo±¢ korelacji, a α jest wykªadnikiem ciepªa wªa±ciwego, który w klasie uniwersal-
no±ci modelu Isinga jest dodatni i równy okoªo 0, 11. W typowych eksperymentach
ultrad¹wi¦kowych dªugo±¢ fali jest du»o wi¦ksza ni» dªugo±¢ korelacji. Mo»emy wi¦c
z bardzo dobrym przybli»eniem przyj¡¢ kξ = 0. Skoro α jest dodatnie to caªa
funkcja korelacji (3.17) rozbiega si¦ do niesko«czono±ci dla k = 0. W takim razie,
mianownik we wzorze (3.16) d¡»y do niesko«czono±ci, a wi¦c izotermiczna pr¦dko±¢
d¹wi¦ku musi d¡»y¢ do zera w punkcie przemiany fazowej

ciz ∝ tα/2 ↘ 0 . (3.18)

Mówimy te» czasami, »e izotermiczny podªu»ny d¹wi¦k ,,mi¦knie� w punkcie prze-
miany fazowej w klasie uniwersalno±ci modelu Isinga. W klasie uniwersalno±ci He-
isenberga, gdzie wymiar parametru porz¡dku n = 3, mamy ju» α < 0 i izotermiczna
pr¦dko±¢ d¹wi¦ku pozostaje sko«czona w TC .
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Obserwacja eksperymentalna asymptotycznej zale»no±ci ciz ∝ tα/2 jest niezmier-
nie trudna z dwóch wzgl¦dów. Po pierwsze, wykªadnik krytyczny pr¦dko±ci d¹wi¦ku
- α/2, jest bardzo maªy, rz¦du 0, 05, i trzeba by podej±¢ bardzo blisko TC by pr¦d-
ko±¢ d¹wi¦ku zmieniªa si¦ znacz¡co. Po drugie, osobliwy skªadnik w mianowniku
we wzorze (3.16) poprzedzony jest pewn¡ staª¡ sprz¦»enia vph

T = (g0−w0f0C
0
V )2c−2

0 ,

która z kolei zale»y od staªych sprz¦»enia g0 i w0. Te za± w magnetykach s¡ niezwy-
kle maªe (w przeciwie«stwie np. do strukturalnych przej±¢ fazowych [5]). Wªa±nie
ten czynnik ma gªówny wpªyw na obserwowane maªe zmiany staªych elastycznych
w magnetykach. Skoro vph

T jest maª¡ wielko±ci¡, to rozwijaj¡c w szereg wyra»enie
(3.16) otrzymujemy

c2
iz ' c2

0 − ATt−α. (3.19)

Wyra»enie to, chocia» nie jest sªuszne asymptotycznie, jest bardzo dobrym przy-
bli»eniem dla krytycznego zachowania izotermicznej pr¦dko±ci d¹wi¦ku (albo staªej
spr¦»ysto±ci CT

11). Wzory (3.18) i (3.19) podane zostaªy niezale»nie przez autora tej
pracy [44, 58] oraz Denglera i Schwabla [59].

3.3 Adiabatyczna pr¦dko±¢ d¹wi¦ku

Innymi, interesuj¡cymi wielko±ciami statycznymi s¡ adiabatyczne moduªy spr¦»y-
sto±ci. W naszym przypadku b¦dzie to moduª Cad

11 lub zwi¡zana z nim pr¦dko±¢ po-
dªu»nego d¹wi¦ku cad. Z teorii �uktuacji [22] wiemy, »e adiabatyczna ±ci±liwo±¢ dana
jest przez funkcj¦ korelacji �uktuacji ci±nienia. Pole ci±nienia de�niowane jest jako
wielko±¢ ortogonalna do �uktuacji entropii w tym sensie, »e równowagowa funkcja
korelacji iloczynu tych wielko±ci jest równa zeru (〈Pkq−k〉 = 0). Posta¢ hamiltonian
naszego ukªadu (3.9) przekonuje nas, »e �uktuacje entropii qk i podªu»ne �uktuacje
elastyczne opisane zmienn¡ Qk nie s¡ ortogonalne, poniewa» istniej¡ sprz¦»enia mi¦-
dzy tymi wielko±ciami w hamiltonianie Hint opisuj¡cym oddziaªywanie �uktuacji.
Musimy wi¦c dokona¢ ortogonalizacji Schmidt'a przyjmuj¡c za pierwsz¡ zmienn¡ -
�uktuacj¦ entropii qk, a ortogonaln¡ do niej �uktuacj¦ ,,ci±nienia� wybieraj¡c w
nast¦puj¡cej postaci

Pk = Qk − 〈Qkq−k〉 qk

〈qkq−k〉 . (3.20)
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�ci±lej mówi¡c, Pk jest tylko proporcjonalne do �uktuacji ci±nienia. Poza tym, mamy

〈PkP−k〉 =
1

c2
adk

2
= 〈QkQ−k〉 − 〈Qkq−k〉2

〈qkq−k〉 . (3.21)

Aby obliczy¢ funkcje korelacji wyst¦puj¡ce w równaniu (3.21) wygodnie jest rozdzie-
li¢ zmienne qk , Qk i Sk. Najpierw dokonujemy transformacji

Qk = Q′
k − w0k

−1c−2
0 qk ,

która rozdziela qk i Qk w cz¦±ci gaussowskiej hamiltonianu, a nast¦pnie poprzez
zamian¦ zmiennych:

Qk = Q′′
k − g0k

−1c−2
0 (S2)k ,

qk = q′ − (f0 − w0g0c
−2
0 )C

0

V (S2)k , (3.22)

separujemy w hamiltonianie q′, Q′′
k od Sk:

H =
1

2

∑

k

{
k2c2

0

∣∣Q′′
k,λ

∣∣2 +
1

C
0

V

|q′k|2
}

+ Had
ef (S) ,

gdzie C
0

V = C0
V (1 − r2)−1, a efektywny ,,adiabatyczny� hamiltonian spinowy ma

posta¢

Had
ef (S) =

1

2

{∑

k

(r0 + k2) |Sk|2 +
uad

0

V

∑

k,k1,k2

SkSk1Sk2S−k−k1−k2

}
, (3.23)

przy czym uad
0 = ũ0 − vph

ad − vq
ad i vph

ad = g0
2c−2

0 oraz vq
ad = f

2

0C
0

V , gdzie
f 0 = (f0−w0g0c

−2
0 ). Teraz ªatwo mo»na otrzyma¢ funkcje korelacji wyst¦puj¡ce we

wzorze (3.21):

〈qkq−k〉 = C
0

V

(
1 + vq

ad〈S2
kS

2
−k〉Had

ef

)
,

〈Qkq−k〉 = −k−1w0c
−2
0 C

0

V + k−1g0f 0c
−2
0 C

0

V 〈S2
kS

2
−k〉Had

ef
,

〈QkQ−k〉 = c−2
0 k−2 + k−2g2

0c
−4
0 〈S2

kS
2
−k〉Had

ef
.

Wstawiaj¡c te wyra»enia do równania (3.21) otrzymujemy interesuj¡c¡ nas wielko±¢,
jak¡ jest kwadrat adiabatycznej pr¦dko±ci d¹wi¦ku:

c2
ad = c2

0

1 + vq
ad〈S2

kS
2
−k〉Had

ef

1 + vad
+ 〈S2

kS
2
−k〉Had

ef

, (3.24)
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gdzie vad
+ = vq

ad + vph
ad . Zanim zaczniemy analizowa¢ to wyra»enie warto w tym

miejscu zauwa»y¢, »e efektywny hamiltonian spinowy Had
ef ró»ni si¦ od hamilto-

nianu ,,izotermicznego� HT
ef , z poprzedniego podrozdziaªu, tylko warto±ci¡ sta-

ªej sprz¦»enia czterospinowego u0, która dla hamiltonianu ,,adiabatycznego� wynosi
uad

0 = ũ0 − vph
ad − vq

ad, a dla hamiltonianu ,,izotermicznego� uT
0 = ũ0 − vph

T − vq
T.

Nieskomplikowany, aczkolwiek troch¦ czasochªonny rachunek pokazuje, »e zachodzi
nast¦puj¡ca równo±¢

vph
ad + vq

ad = vph
T + vq

T =
f 2 − 2rfg + g2

1− r2
≡ v+ , (3.25)

gdzie wprowadzono przeskalowane staªe oddziaªywania f = f0

√
C0

V , g = g0c
−1
0 i

r = w0

√
C0

V c−1
0 . A wi¦c, uT

0 = uad
0 ≡ u0 i efektywne hamiltoniany spinowe Had

ef i HT
ef

s¡ identyczne, jak mo»na byªo si¦ spodziewa¢. Wynika z tego, »e funkcja korelacji
〈S2

kS
2
−k〉Had

ef
jest identyczna z omawian¡ wcze±niej funkcj¡ 〈S2

kS
2
−k〉HT

ef
i wykazuje

osobliwo±¢ typu ciepªa wªa±ciwego opisan¡ równaniem (3.17). Wyra»enie (3.24)
mo»na zapisa¢ w jeszcze wygodniejszej postaci:

c2
ad = c2

0(1−
vph

ad

v+

) + c2
0

vph
ad

v+

1

1 + v+〈S2
kS

2
−k〉

, (3.26)

gdzie pomini¦to ju» indeks hamiltonianu spinowego. Wida¢, »e mamy tutaj staªy
skªadnik i poprawk¦, która zanika do zera w TC :

c2
ad = c2

0(1−
vph

ad

v+

) + Aadt
α . (3.27)

Amplituda krytyczna osobliwego wyrazu Aad = c2
0

vph
ad

v2
+

A−1, gdzie A jest amplitud¡
krytyczn¡ ze wzoru (3.17), jest dla magnetyków bardzo maªa, poniewa» vph

ad ¿ vq
ad '

v+, co tªumaczy obserwowane, w pobli»u magnetycznej przemiany fazowej, wzgl¦dne
zmiany pr¦dko±ci podªu»nego d¹wi¦ku rz¦du jednego procenta [4]. Przypomnijmy,
»e izotermiczn¡ pr¦dko±¢ d¹wi¦ku mo»na byªo przedstawi¢ jako

c2
iz ' c2

0(1− r2)− ATt−α,

z amplitud¡ krytyczn¡ izotermicznej pr¦dko±ci d¹wi¦ku:

AT = c2
0(1− r2)vph

T A = (g0 − w0f0C
0
V )2A .
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Na koniec warto doda¢, »e wyniki przedstawione w tym podrozdziale stanowi¡
oryginalny wkªad autora tej rozprawy i opublikowane zostaªy we wcze±niejszej pracy
[60]. Przedtem s¡dzono, opieraj¡c si¦ na pracy Drossel i Schwabla [61], »e adiaba-
tyczna pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w magnetykach nie ró»ni si¦ znacz¡co od pr¦dko±ci izoter-
micznej, danej wzorem (3.16). Jedynie vph

T w tym wzorze nale»aªoby zast¡pi¢ przez
vph

ad . Przyczyn¡ uzyskania przez tych autorów innego rezultatu ni» ten, jaki otrzyma-
li±my w równaniu (3.26), jest odmienny wybór zmiennej ci±nienia. Drossel i Schwabl
za ci±nienie przyj¦li pewn¡ zmienn¡, która jest ortogonalna do entropii, ale tylko
w przybli»eniu gaussowskim hamiltonianu. Mo»na ªatwo pokaza¢, »e takie ci±nienie
i entropia sprz¦»one s¡ po±rednio poprzez ukªad spinowy (oddziaªywania opisane
staªymi sprz¦»enia g0 i f0), co prowadzi do nieznikania funkcji korelacji ci±nienie-
entropia. Skoro tak wybrana zmienna zawiera w sobie skªadow¡ ,,entropow¡� to nie
powinno dziwi¢, »e jej funkcja korelacji wygl¡da podobnie jak ta dla izotermicznego
d¹wi¦ku.

Z drugiej strony wzór (3.26) doskonale zgadza si¦ z wynikami Pankerta i Dohma
[62] dla adiabatycznej pr¦dko±ci d¹wi¦ku w pobli»u przej±cia do stanu nadciekªe-
go w 4He. Podobne wyra»enie otrzymali równie» Folk i Moser [63] dla mieszanin
krytycznych.

Wzór (3.26) zgodny jest równie» ze znan¡ termodynamiczn¡ relacj¡:
κT

κad

=
Cp

CV

, (3.28)

sªuszn¡ dla cieczy, w której Cp i CV to ciepªa wªa±ciwe odpowiednio przy staªym
ci±nieniu i przy staªej obj¦to±ci, za± κT = − 1

v
(∂v

∂p
)T i κad = − 1

v
(∂v

∂p
)s to izotermiczna

i adiabatyczna ±ci±liwo±¢. Dla cieczy mamy ponadto nast¦puj¡cy zwi¡zek mi¦dzy
±ci±liwo±ci¡ a pr¦dko±ci¡ d¹wi¦ku: ρc2 = κ−1. St¡d prosty wniosek, »e

c2
ad

c2
iz

=
Cp

CV

.

Wzór ten mo»na uogólni¢ na przypadek izotropowych ciaª staªych. Dla niezerowego
wektora falowego ma on zupeªnie analogiczn¡ posta¢

Cad
11

CT
11

=
c2
ad

c2
iz

=
Cp

CV

, (3.29)

gdzie ciz i cad to pr¦dko±ci podªu»nego d¹wi¦ku (dla poprzecznego d¹wi¦ku zachodzi
trywialna relacja CT

44 = Cad
44 , a wi¦c i odpowiednie pr¦dko±ci poprzecznego d¹wi¦ku
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s¡ sobie równe w naszym modelu). Poniewa» wiemy, »e w magnetykach typu Isinga
ciepªo wªa±ciwe przy staªym ci±nieniu jest rozbie»ne (wykªadnik α > 0), za± ciepªo
wªa±ciwe przy staªej obj¦to±ci jest sko«czone [64, 55], wi¦c aby lewa strona równania
(3.29) byªa rozbie»na tak jak jej prawa cz¦±¢, c2

ad musi by¢ sko«czone w TC (przy
c2
iz ∝ tα). To jeszcze jeden dowód na to, »e wyra»enie na adiabatyczn¡ pr¦dko±¢
d¹wi¦ku uzyskane przez Drossel i Schwabla [61] nie jest prawidªowe.



Rozdziaª 4

FENOMENOLOGICZA TEORIA
POCH�ANIANIA I DYSPERSJI
D�WI�KU

Równanie ruchu opisuj¡ce elastyczne wªasno±ci o±rodka izotropowego i niedysypa-
tywnego ma prost¡ posta¢ [65]:

ρ0ü = (C11 − C44)∇(∇ · u)+C44∆u , (4.1)

gdzie u jest wektorem lokalnego przemieszczenia, ρ0 g¦sto±ci¡ ukªadu, a C11 i C44

znanymi ju» staªymi elastycznymi. ∆ oznacza laplasjan. Po rozªo»eniu u na cz¦±¢
podªu»n¡ uL, dla której ∇× uL = 0, i cz¦±¢ poprzeczn¡ uT, dla której znika
dywergencja (∇ · uT = 0), równanie (4.1) rozpada si¦ na dwa równania falowe:

ρ0üL = C11∆uL , ρ0üT = C44∆uT . (4.2)

Rozwi¡zaniem ka»dego z tych równa« jest fala pªaska postaci u = u0 exp i(k · x−
ωt), gdzie wektor falowy k i cz¦sto±¢ koªowa ω zwi¡zane s¡ równaniem dyspersji:

ρ0ω
2 = Cefk

2 , (4.3)

gdzie Cef jest efektywn¡ staª¡ elastyczn¡ dla danego modu akustycznego. Pr¦dko±¢
fazowa c = ω/k dla modu podªu»nego wynosi

√
C11/ρ0, a dla dwóch modów

poprzecznych
√

C44/ρ0. W ogólnym przypadku anizotropowego krysztaªu pr¦dko±¢
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d¹wi¦ku danego modu akustycznego dana jest podobnym wzorem: c =
√

Cef/ρ0,
przy czym efektywny moduª elastyczny jest liniow¡ kombinacj¡ staªych Cij.

Przej±cie fali ultrad¹wi¦kowej powoduje naruszenie istniej¡cej równowagi w o±rod-
ku wskutek zmiany temperatury (albo ci±nienia) w fali ±ci±nie« i rozrzedze«. Niech
stopie« równowagi molekularnej opisany b¦dzie parametrem η zwanym te» zmienn¡
reakcji [66], który mo»e np. odpowiada¢ stopniowi zaawansowania reakcji chemicz-
nej, albo temperaturze pewnych wewn¦trznych stopni swobody. Dla gazów tymi
wewn¦trznymi stopniami swobody mog¡ by¢ rotacyjne lub wibracyjne mody drga«
wieloatomowych molekuª gazu. Parametr ten nie nad¡»a za zmianami temperatury
i ci±nienia, a równanie opisuj¡ce szybko±¢ zmiany tej wielko±ci ma charakter relak-
sacyjny:

η̇ = −η − η̄

τ
, (4.4)

gdzie kropka oznacza pochodn¡ czasow¡, a τ jest pewnym czasem relaksacji opisu-
j¡cym szybko±¢ zbli»ania si¦ do warto±ci η̄(p, T ), wyznaczonej np. przez chwilowe
ci±nienie i temperatur¦ w fali ultrad¹wi¦kowej. Opó¹nienie mi¦dzy wzbudzeniem da-
nego modu a oscylacjami temperatury i ci±nienia w fali d¹wi¦kowej prowadzi do
histerezy dynamicznej i bezpo±rednio z ni¡ zwi¡zanej dysypacji energii fali ultrad¹-
wi¦kowej oraz dyspersji.

Równanie (4.4) jest najprostszym równaniem w termodynamice procesów nieod-
wracalnych. Historycznie patrz¡c, metoda termodynamiki nierównowagowej w teorii
ultrad¹wi¦ków zastosowana zostaªa po raz pierwszy przez Herzfelda i Rice'a [67] w
1928 roku. Zapostulowali oni istnienie dwóch temperatur w o±rodku, przez który
przechodzi fala d¹wi¦kowa. Jedna z nich tzw. temperatura zewn¦trzna okre±la roz-
kªad energii translacyjnych stopni swobody cz¡steczek o±rodka, a druga tzw. tem-
peratura wewn¦trzna zwi¡zana jest z rozkªadem energii w wewn¦trznych stopniach
swobody (np. rotacyjne i wibracyjne mody drga« molekuª w gazie). Herzfeld i Ri-
ce zaªo»yli nast¦pnie, »e pr¦dko±¢ z jak¡ zmienia si¦ temperatura wewn¦trzna jest
proporcjonalna do ró»nicy mi¦dzy tymi dwoma temperaturami, a wspóªczynnik pro-
porcjonalno±ci to odwrotno±¢ pewnego czasu relaksacji, charakteryzuj¡cego szybko±¢
dochodzenia do równowagi w wewn¦trznych stopniach swobody. Autorzy ci pierwsi
zauwa»yli, »e ka»dy proces, w którym energia przekazywana jest z pewnym opó¹nie-
niem z translacyjnego modu ruchu (jakim jest fala d¹wi¦kowa) do innych tzw. we-
wn¦trznych modów, powoduje dysypacj¦ energii akustycznej tzn. pochªanianie fali
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d¹wi¦kowej. W ka»dym przypadku prowadzi to do zespolonej, zale»nej od cz¦sto±ci
staªej elastycznej (a wi¦c i pr¦dko±ci d¹wi¦ku) w równaniu dyspersji: ρ0ω

2 = Ĉefk
2,

gdzie w przypadku pojedynczego procesu relaksacji

Ĉef = C∞
ef −

∆′

1− iωτ
. (4.5)

Staªa C∞
ef odpowiada granicy wysokich cz¦stotliwo±ci, przy których zmienna reakcji

nie nad¡»a za zmianami napr¦»enia. τ jest czasem relaksacji, a ∆′ - parametrem
opisuj¡cym siª¦ sprz¦»enia, nazywanym te» siª¡ relaksacji albo te» wag¡ procesu
relaksacyjnego. W eksperymentach ultrad¹wi¦kowych cz¦sto±¢ ω jest rzeczywista,
a wektor propagacji k = kr + iα przyjmuje warto±¢ zespolon¡, gdzie α jest wspóª-
czynnikiem pochªaniania d¹wi¦ku. Widzimy wi¦c, »e pojedynczy proces relaksacyjny
prowadzi do zale»nej od cz¦sto±ci pr¦dko±ci d¹wi¦ku

c2(ω) =
ω2

k2
r

= c2
∞ −

∆

1 + ω2τ 2
= c2(0) +

∆ω2τ 2

1 + ω2τ 2
(4.6)

i pochªaniania d¹wi¦ku

α(ω) =
∆

2c3∞

ω2τ

1 + ω2τ 2
= B

ω2τ

1 + ω2τ 2
, (4.7)

gdzie c∞ =
√

C∞
ef /ρ0 jest pr¦dko±ci¡ d¹wi¦ku w granicy ω → ∞, ∆ = ∆′/ρ0 i

B = ∆/2c3
∞. Zaªo»ono tutaj, »e zale»no±¢ pr¦dko±ci d¹wi¦ku od ω jest sªaba. Funkcje

c2(ω) i α(ω) pokazano na rysunku (4.1) przyjmuj¡c logarytmiczn¡ skal¦ cz¦sto±ci.
Zauwa»my, »e pr¦dko±¢ d¹wi¦ku wzrasta od warto±ci c(0), dla ωτ = 0, do warto±ci
c∞, dla ωτ →∞. Zero-cz¦stotliwo±ciowa pr¦dko±¢ c(0) odpowiada takiej propaga-
cji fali d¹wi¦kowej, w której ci±nienie i temperatura zmieniaj¡ si¦ na tyle wolno, »e
ukªad pozostaje caªy czas w stanie równowagi termodynamicznej (zmienna reakcji
ma t¡ sam¡ faz¦ co przyªo»one ci±nienie). Wspóªczynnik pochªaniania d¹wi¦ku α(ω)

ro±nie wraz z ω od zera, dla niskich cz¦sto±ci, do warto±ci ,,nasycenia� równej B/τ ,
dla bardzo wysokich cz¦sto±ci. Dalej ju» niewiele si¦ zmienia. W obszarze niskich
cz¦sto±ci ωτ ¿ 1 wspóªczynnik pochªaniania jest proporcjonalny do kwadratu cz¦-
sto±ci i czasu relaksacji: α(ω) = B ω2τ . Najszybszy wzrost obserwujemy w okolicy
ω ∼ τ−1.

Dla wielu procesów relaksacyjnych, o czasach relaksacji τj i wagach ∆j, wyra-
»enia (4.6) i (4.7) przechodz¡ w:

c2(ω) = c2
∞ −

∑
j

∆j

1 + ω2τ 2
j

(4.8)
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Rys. 4.1. Pr¦dko±¢ i wspóªczynnik pochªaniania d¹wi¦ku dla pojedynczego procesu
relaksacji. c2(0) = c2∞ −∆ , α(∞) = B/τ .

oraz
α(ω) = ω2

∑
j

Bjτj

1 + ω2τ 2
j

. (4.9)
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Na rysunku (4.2) przedstawiono zale»no±ci c2(ω) i α(ω) dla dwóch procesów relak-
sacyjnych o czasach relaksacji τ1 i τ2. W teorii klasycznej procesy relaksacyjne nie
oddziaªuj¡ ze sob¡. Gdy czasy relaksacji s¡ dobrze od siebie oddzielone, widzimy

-log Τ1 -log Τ2

log Ω0

B1���������
Τ1

+
B2���������
Τ2

bL
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Rys. 4.2. Pr¦dko±¢ i wspóªczynnik pochªaniania d¹wi¦ku dla dwóch procesów relaksacji o
czasach relaksacji τ1 i τ2.
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na obydwu wykresach co± na ksztaªt schodów (o lekko zaokr¡glonych stopniach).
Wysoko±¢ j-tego ,,stopnia� tych ,,schodów� to ∆j, dla c2(ω), i ∆j/2c

3
∞τj, dla α(ω).

W przypadku magnetycznych przej±¢ fazowych mamy jakby ,,continuum� tych
czasów relaksacji. Pochodz¡ one od wewn¦trznych stopni swobody jakimi s¡ pewne
kon�guracje magnetyczne, a dokªadnie skªadowe fourierowskie lokalnego parametru
porz¡dku (np. dla ferromagnetyka parametrem porz¡dku jest lokalne namagneso-
wanie). Ich czasy relaksacji normalnie, tzn. z dala od punktu krytycznego, s¡ bar-
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Rys. 4.3. Wpªyw krytycznego spowolnienia na zmian¦ odwrotno±ci czasów relaksacji
parametru porz¡dku.

dzo krótkie rz¦du 10−12 s, czyli ich odwrotno±ci s¡ du»o wi¦ksze ni» cz¦sto±ci ul-
trad¹wi¦ków u»ywanych w ciele staªym. Przypomnijmy, »e w ciele staªym typowe
cz¦stotliwo±ci fal ultrad¹wi¦kowych zawieraj¡ si¦ w przedziale 1-1000 MHz. Dzi¦ki
krytycznemu spowolnieniu w pobli»u punktu krytycznego te czasy relaksacji staj¡
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si¦ bardzo dªugie i niektóre z nich zaczynaj¡ by¢ porównywalne z okresem drga« fali
ultrad¹wi¦kowej. Najdªu»szy z nich rozbiega si¦ nawet do niesko«czono±ci w punkcie
krytycznym. Przedstawiono to obrazowo na rysunku (4.3). Co wi¦cej równie» wagi
∆j (tak naprawd¦ zmienna j numeruj¡ca procesy relaksacyjne jest tu kwazi-ci¡gªa,
jako »e jest to wektor falowy) procesów relaksacyjnych s¡ równie» osobliwe w pobli»u
TC . Mo»na si¦ o tym przekona¢ rozpatruj¡c np. wkªad do elastycznej funkcji reakcji
liniowej w przybli»eniu gaussowskich (nieoddziaªuj¡cych) �uktuacji parametru
porz¡dku [68].

Przybli»enie to daje nast¦puj¡ce wyra»enie dla zespolonej pr¦dko±ci d¹wi¦ku

ĉ2(ω) = c2
∞ − g2

∫
d3p

(ξ−2 + p2)2[1− iωτ(p)]
, (4.10)

gdzie τ(p) = [2Γ(ξ−2 + p2)]−1 jest czasem relaksacji iloczynu dwóch �uktuacji
spinowych: SpS−p, a caªkowanie przebiega po wektorach falowych wewn¡trz kuli
|p| ≤ Λ . g2 i Γ to pewne staªe, a Λ jest tzw. wektorem odcinaj¡cym (cu-
to� wave-vector), za± ξ−2 ∝ T − TC w przybli»eniu gaussowskich �uktuacji. Z
równania (4.10) wida¢, »e sumowaniu po j w równaniach (4.8) i (4.9) odpowiada
caªkowanie po wektorze falowym p, wagom procesów relaksacyjnych ∆j odpowiada
(ξ−2 + p2)−2, co jest niczym innym jak odpowiednim wkªadem do ciepªa wªa±ciwego
(w przybli»eniu gaussowskim) [27]. Oczywiste jest te» odwzorowanie τj ←→ τ(p), a
wi¦c równanie (4.10) odpowiada, zapisanym w postaci ci¡gªej (i zespolonej), równa-
niom (4.8) i (4.9). Z wyra»enia na τ(p) wnioskujemy, »e przy T → TC (ξ →∞) czasy
relaksacji dla najmniejszych wektorów falowych rozbiega¢ si¦ b¦d¡ z grubsza jak ξ2,
czyli do±¢ silnie. I to jest wªa±nie gªównym ¹ródªem bardzo znacznego wzrostu wspóª-
czynnika pochªaniania w tzw. obszarze hydrodynamicznym, tzn. w obszarze, gdzie
ωτ(p) ¿ 1 dla ka»dego wektora falowego p. Wtedy oczywi±cie α(ω) ∝ ∫

p
∆(p)τ(p)

i pochªanianie d¹wi¦ku nieograniczenie ro±nie wraz ze zbli»aniem si¦ do punktu
krytycznego. Dopiero wtedy, gdy najwolniejsze mody przejd¡ w stan ,,nasycenia�,
zaczyna si¦ stopniowe zaokr¡glanie (nasycanie) krzywej wspóªczynnika pochªania-
nia d¹wi¦ku. Odpowiada to na rysunku (4.4) przej±ciu na lew¡ stron¦, wzgl¦dem
cz¦sto±ci fali ultrad¹wi¦kowej ωultr, ,,stopni� odpowiadaj¡cych czasom relaksacji,
dla których ωultrτ(p) > 1. Nie wszystkie jednak ,,stopnie� mog¡ znale¹¢ si¦ po lewej
stronie ωultr , poniewa» czasy relaksacji τ(p) zale»¡ nie tylko od temperatury
(poprzez ξ2), ale równie» od kwadratu wektora falowego, który nie zmienia si¦ przy



54 Rozdział 4. FENOMENOLOGICZA TEORIA POCHŁANIANIA I DYSPERSJI DŹWIĘKU
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Rys. 4.4. Pogl¡dowy wykres przedstawiaj¡cy zmian¦ wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku
przy zbli»aniu si¦ do temperatury przemiany fazowej.

T → TC . Dla p2 > ξ−2 czas relaksacji τ(p) jest maªo czuªy (podobnie jak waga
∆(p)) na zbli»anie si¦ do punktu krytycznego. Przej±cie najwolniejszych (a zarazem
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daj¡cych najwi¦kszy wkªad do α(ω, T )) modów w stan nasycenia i coraz mniejsza
,,czuªo±¢� pozostaªych modów powoduje ostateczne ustabilizowanie si¦ wspóªczyn-
nika pochªaniania d¹wi¦ku.

Dla pr¦dko±ci d¹wi¦ku w obszarze hydrodynamicznym: c2(ω) = c2
∞−

∫
p

∆(p). Ob-
serwujemy wi¦c tutaj sªabsz¡ osobliwo±¢ ze wzgl¦du na to, »e jak pokazuj¡ proste ra-
chunki, caªka

∫
p

∆(p) jest znacznie mniej osobliwa ni» odpowiednia caªka
∫
p

∆(p)τ(p)

dla wspóªczynnika pochªaniania. Jak ju» tutaj wspomniano jest to sªaba osobliwo±¢
typu osobliwo±ci ciepªa wªa±ciwego. W miar¦ zbli»ania si¦ do TC cz¦±¢ modów prze-
chodzi w stan ,,nasycenia�. Ilustruje to rysunek (4.5). Na pierwszy rzut oka wydawa¢
by si¦ mogªo, »e w miar¦ zbli»ania si¦ do TC pr¦dko±¢ d¹wi¦ku powinna rosn¡¢
(dla ustalonej cz¦sto±ci) bo do c2(0) dodajemy coraz wi¦cej ,,stopni� od modów w
stanie nasycenia (ωultrτ(p) > 1). Tak nie jest, poniewa» wzór (4.6) mówi nam tylko
jak zmienia si¦ c2(ω) wzgl¦dem c2

∞ lub c2(0). Nie daje natomiast »adnych wskazó-
wek odno±nie zale»no±ci temperaturowej tych parametrów. Aby t¦ zale»no±¢ pozna¢
musimy si¦ odwoªa¢ do innych ¹ródeª. I tak, wiemy, »e zero-cz¦stotliwo±ciowa pr¦d-
ko±¢ d¹wi¦ku odpowiada wielko±ci równowagowej, któr¡ dyskutowano w rozdziale
trzecim. Widzieli±my tam, »e jest to wielko±¢ osobliwa. c2(0) maleje w miar¦ zbli-
»ania si¦ do TC , nie jest to zatem dobry ,,poziom odniesienia� dla mierzenia zmian
c2(ω, T ) w pobli»u punktu krytycznego. Takim dobrym poziomem okazuje si¦ c2

∞.
Jest to wielko±¢ odpowiadaj¡ca granicy niesko«czonej cz¦stotliwo±ci i jak podpo-
wiada nam teoria skalowania oraz eksperyment jest to wielko±¢ mierzona z dala od
punktu krytycznego, dla którego ξ−1 = k = ω = 0, a wi¦c nie powinny ujawnia¢
si¦ w jej zachowaniu temperaturowym silne �uktuacje krytyczne zwi¡zane z de�nicji
z maªymi wektorami falowymi i niskimi cz¦stotliwo±ciami. Z tego wzgl¦du c2

∞ nie
zale»y silnie od temperatury i z dobrym przybli»eniem mo»na przyj¡¢, »e w pobli»u
punktu krytycznego jest to staªa wielko±¢. Gdy ju» rozstrzygniemy, »e to c2

∞, a nie
c2(0), jest staª¡, prawie niezale»n¡ od temperatury wielko±ci¡, to widzimy te», »e
pr¦dko±¢ d¹wi¦ku mo»e tylko male¢ wraz z T → TC . Oczywi±cie tutaj znów, tak
jak dla wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku, ten spadek spowolniony zostaje osta-
tecznie, przy zbli»aniu si¦ do TC , przez przej±cie najwolniejszych modów w stan
nasycenia i maª¡ ,,czuªo±¢� modów o du»ych wektorach falowych. Im wi¦ksze ωultr,
tym wi¦cej modów b¦dzie w stanie nasycenia, czyli pr¦dko±¢ d¹wi¦ku ro±nie wraz z
ω, i odwrotnie: minimum w zale»no±ci temperaturowej c2(T ) b¦dzie tym wi¦ksze im
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Rys. 4.5. Zmiana pr¦dko±ci d¹wi¦ku przy zbli»aniu si¦ do temperatury przemiany fazowej.

ni»sza b¦dzie cz¦stotliwo±¢ fali ultrad¹wi¦kowej.

Przedstawiona tutaj teoria fenomenologiczna ma tylko charakter pogl¡dowy. �e-
by j¡ u±ci±li¢ musieliby±my zna¢ dokªadn¡ zale»no±¢ τ(p, T ) oraz ∆(p, T ). Ukrytym,
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a jednocze±nie bardzo wa»nym zaªo»eniem, le»¡cym u podstaw tej teorii, jest hi-
poteza o nieoddziaªuj¡cych procesach relaksacyjnych (nieoddziaªuj¡cych modach).
Sk¡din¡d wiadomo [2, 3], »e to wªa±nie oddziaªywania mi¦dzymodowe odpowie-
dzialne s¡ za nietrywialne osobliwo±ci wielu wielko±ci �zycznych i zaniedbanie tych
oddziaªywa« prowadzi przewa»nie do bª¦dnych wyników. Potrzebujemy wi¦c bar-
dziej wyra�nowanej teorii zjawisk dynamicznych, aby poda¢ dokªadn¡ posta¢ anali-
tyczn¡ wspóªczynnika pochªaniania i dyspersji d¹wi¦ku. Teori¦ t¡ przedstawimy w
nast¦pnym rozdziale.



Rozdziaª 5

KRYTYCZNA PROPAGACJA
D�WI�KU

Opisany w poprzednim rozdziale fenomenologiczny mechanizm pochªaniania i dys-
persji d¹wi¦ku mo»e mie¢ co najwy»ej pogl¡dowy charakter, gdy» po pierwsze, nie
znamy dokªadnie ,,spektrum� czasów relaksacji, a po drugie, mody (procesy relak-
sacyjne) w pobli»u punktu krytycznego silnie ze sob¡ oddziaªuj¡, nie mog¡ wi¦c by¢
traktowane jako niezale»ne. By przedstawi¢ szczegóªow¡ teori¦ propagacji ultrad¹-
wi¦ku w pobli»u przemiany fazowej, potrzebne s¡ nam równania ruchu. W badaniach
dynamiki krytycznej przyj¦ªo si¦ podej±cie fenomenologiczno-hydrodynamiczne ope-
ruj¡ce zbiorem nieliniowych równa« Langevina opisuj¡cych tzw. istotne (powolne)
zmienne. Oczywi±cie, wybór ,,istotnych� zmiennych zale»y przede wszystkim od typu
ukªadu jaki chcemy podda¢ analizie statystycznej (np. czy jest to ferromagnetyk
czy antyferromagnetyk, ukªad izotropowy czy anizotropowy itp.) oraz od wielko±ci
�zycznych, które chcemy okre±li¢. Zale»y on ponadto od zakresu cz¦stotliwo±ci (skali
czasowej w jakiej rozpatrujemy ukªad). W praktyce dla ka»dej dynamicznej klasy
uniwersalno±ci potrzebny jest inny ukªad równa«. Na szcz¦±cie niektóre aspekty kry-
tycznego pochªaniania d¹wi¦ku, opisane w tej pracy, mo»na niemal automatycznie
uogólni¢ na wszystkie dynamiczne klasy uniwersalno±ci magnetyków. W rozdziale
tym omówimy szczegóªowo równania ruchu odnosz¡ce si¦ do dwóch klas uniwersal-
no±ci, prototypami których s¡ modele A i C wprowadzone w rozdziale drugim.
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5.1 Model anizotropowego magnetyka uwzgl¦dnia-
j¡cy relaksacj¦ spin-sie¢

Jak ju» wspomniano we Wst¦pie, w izolatorach magnetycznych obserwujemy sªab¡
rozbie»no±¢ wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku. Wykªadnik charakteryzuj¡cy po-
cz¡tkowy wzrost α(ω, T ) (w obszarze hydrodynamicznym) jest przewa»nie bardzo
maªy - rz¦du 0, 2. Skªoniªo to Kawasakiego [69] do postawienia hipotezy, »e pochªa-
nianie d¹wi¦ku w tych materiaªach powstaje wskutek liniowego sprz¦»enia podªu»-
nego modu akustycznego z g¦sto±ci¡ energii. To, plus zaªo»enie, »e �uktuacje energii
magnetycznej (spinowej) zanikaj¡ wskutek relaksacji spin-sie¢, pozwoliªo Kawasa-
kiemu wyrazi¢ wspóªczynnik pochªaniania d¹wi¦ku jako wielko±¢ proporcjonaln¡ do
kwadratu ciepªa wªa±ciwego: α(ω, T ) ∝ ω2C2 ∝ ω2t−2α.

Z drugiej strony, w drugiej grupie magnetyków - w magnetycznych przewodni-
kach - takich jak. np. ziemie rzadkie, obserwowano du»o silniejszy wzrost α(ω, T )

przy T → Tc, z charakterystycznym wykªadnikiem krytycznym ρs > 1 [70, 71, 72].
Do±¢ szybko ustalono [73], »e za tak¡ siln¡ osobliwo±¢ wspóªczynnika pochªania-
nia d¹wi¦ku w metalach odpowiada sprz¦»enie podªu»nego modu d¹wi¦kowego z
dwoma �uktuacjami parametru porz¡dku. Mikroskopowo obydwa te oddziaªywania
powstaj¡ wskutek zale»no±ci caªki wymiany od odlegªo±ci mi¦dzy spinami. Wtedy,
gdy licz¡ si¦ tylko oddziaªywania mi¦dzy najbli»szymi s¡siadami (jak np. w nie-
których izolatorach), mo»na hamiltonian oddziaªywania z dobrym przybli»eniem
zapisa¢ jako iloczyn g¦sto±ci energii spinowej (energii wymiany) i izotropowego
odksztaªcenia eαα(x), za± dla ukªadów, w których licz¡ si¦ równie» dalsi s¡siedzi,
tylko cz¦±¢ tego oddziaªywania proporcjonalna jest do energii spinowej. Pozosta-
ª¡ cz¦±¢, po zaniedbaniu nieistotnych wyrazów, aproksymowa¢ mo»na oddziaªywa-
niem typu g0

∑
α

∫
eααS2. Warto tutaj zaznaczy¢, »e nie rozwa»amy w tej pra-

cy magneto-elastycznych sprz¦»e« ªami¡cych symetri¦ typu:
∑

αβ

∫
eαβSαSβ, dla

α 6= β [58, 74, 75]. Po pierwsze, pojawiaj¡ si¦ one w ukªadach, dla których n > 1,

a po drugie, mimo »e sprz¦»enia te mog¡ mie¢ dominuj¡cy wpªyw na wspóªczyn-
nik pochªaniania i pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w strukturalnych przemianach fazowych, to w
zdecydowanej wi¦kszo±ci magnetyków s¡ one zaniedbywalnie maªe.

Po odkryciu dynamicznej grupy renormalizacji wiadomo byªo, »e pierwsza z tych
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teorii - teoria fenomenologiczna Kawasakiego - nie mo»e by¢ prawdziwa w obszarze
asymptotycznym (bardzo blisko Tc), poniewa» analiza modeli [36, 37], w których
parametr porz¡dku zwi¡zany jest liniowo z g¦sto±ci¡ energii, pokazaªa, »e wykªadnik
charakteryzuj¡cy krytyczne spowolnienie czasu relaksacji energii - z(E) - jest taki
sam, w obszarze asymptotycznym, jak wykªadnik krytyczny z - charakteryzuj¡cy
zanik �uktuacji parametru porz¡dku. Nie powinno by¢ wi¦c ró»nicy miedzy metalem
a izolatorem w obszarze asymptotycznym, gdzie zachowanie ukªadu zdominowane
jest przez silne �uktuacje parametru porz¡dku.

W celu wyja±nienia tych kontrowersji i zbudowania ogólnej teorii krytycznej pro-
pagacji d¹wi¦ku w magnetykach zaproponowano nast¦puj¡cy model, uwzgl¦dniaj¡cy
obydwa typy sprz¦»e« [76]. Hamiltonian zawieraj¡cy wszystkie istotne sprz¦»enia jest
taki sam jak w równaniu (3.3), natomiast dynamika zde�niowana jest przy pomocy
nast¦puj¡cych równa« Langevina:

Ṡk = −Γ
δH

δS−k

+ ξk , (5.1)

Q̈k = − δH

δQ−k

−Θk2Q̇k + ηk , (5.2)

q̇k = −γ
δH

δq−k

+ ϕk , (5.3)

gdzie Sk, Qk i qk oznaczaj¡, podobnie jak w rozdziale trzecim, skªadowe fourierow-
skie: parametru porz¡dku, wspóªrz¦dnej modu podªu»nego i entropii na jednostk¦
masy. Jednak teraz qk oznacza �uktuacje entropii w samym tylko ukªadzie spino-
wym. ξk, ηk i ϕk to biaªe szumy gaussowskie, które symuluj¡ wpªyw pobudzenia
termicznego. Maj¡ one zerowe ±rednie, a ich wariancje zwi¡zane s¡ z tzw. ,,goªymi�
(ang. bare) wspóªczynnikami tªumienia Γ, Θk2 i γ przy pomocy relacji Einsteina:

〈ξk(t)ξ−k(t
′)〉 = 2Γδ(t− t′) , (5.4)

〈ηk(t)η−k(t
′)〉 = 2Θk2δ(t− t′) , (5.5)

〈ϕk(t)ϕ−k(t
′)〉 = 2γδ(t− t′) , (5.6)

gdzie tutaj t, jak ªatwo si¦ domy±li¢, oznacza czas, a nie temperatur¦ zredukowan¡
(niestety przyj¦ªo si¦ oznacza¢ obydwie te wielko±ci t¡ sam¡ liter¡; z kontekstu wy-
nika zwykle jednoznacznie, o któr¡ z nich chodzi). Równanie (5.1) opisuje relaksacj¦
parametru porz¡dku, który w tym przypadku jest wielko±ci¡ niezachowawcz¡, tzn.
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caªka po caªej przestrzeni z S(x) nie zachowuje si¦ w czasie. Równanie to opisuje
klas¦ uniwersalno±ci znan¡ jako model A [3]. Nale»¡ do niej mi¦dzy innymi anizotro-
powe magnetyki. Równanie (5.2) opisuje podªu»ny mod d¹wi¦kowy, a wspóªczynnik
tªumienia Θk2 pochodzi od wszystkich innych (niekrytycznych) procesów z wyj¡t-
kiem oddziaªywa« z dªugofalowymi �uktuacjami parametru porz¡dku. Mo»na poka-
za¢, »e dodanie tego równania nie zmienia czasowego wykªadnika krytycznego z (ani
wykªadników statycznych), nie zmienia wi¦c dynamicznej klasy uniwersalno±ci. Nie
zmienia jej równie» dodanie równania (5.3), które opisuje niezachowawcz¡ wielko±¢
q(x). Szybko±¢ relaksacji spin-sie¢ przy zaniedbaniu oddziaªywa« w hamiltonianie
równa jest γ/ C0

V . W równaniu (5.3) zaniedbano przewodnictwo cieplne. Tym zja-
wiskiem zajmiemy si¦ bardziej szczegóªowo w nast¦pnym podrozdziale. Równania
(5.3) opisuje wyidealizowan¡ sytuacj¦, w której sie¢ ma albo niesko«czon¡ pojem-
no±¢ ciepln¡, albo niesko«czon¡ przewodno±¢ ciepln¡.

Istnieje kilka sposobów skonstruowania rachunku zaburze« w takim dynamicz-
nym modelu. Jednym z najcz¦±ciej spotykanych jest tzw. funkcjonalna reprezentacja
równa« ruchu, operuj¡ca tzw. funkcjonaªem Onsagera-Machlupa [77], pozwalaj¡cym
okre±li¢ prawdopodobie«stwo caªej trajektorii {Sk, Qk, qk}t∈[−t0,t0] w pewnym prze-
dziale czasu.

5.1.1 Funkcjonalna reprezentacja równa« ruchu
Na chwil¦ zapomnijmy o polach Q i q jak i indeksach k. Proces stochastyczny, np.
ξ(t), charakteryzuje si¦ przez zbiór g¦sto±ci prawdopodobie«stw

P1(ξ1, t1) ,

P2(ξ1, t1; ξ2, t2) ,

.................

Pn(ξ1, t1; ξ2, t2, ...., ξn, tn) ,

posiadaj¡cych sens prawdopodobie«stwa znalezienia ukªadu w stanie ξ1 w chwili t1,

ξ2 w czasie t2 itd. G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa dla caªej trajektorii otrzymuje si¦
z tej hierarchii rozkªadów w granicy, gdy ró»nice mi¦dzy kolejnymi czasami d¡»¡
do zera. W tej granicy otrzymujemy funkcjonaª g¦sto±ci prawdopodobie«stwa P∞[ξ]

dla trajektorii {ξ(t)}t∈[−t0,t0] jako funkcj¦ niesko«czenie wielu zmiennych ξ(t), dla
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wszystkich czasów w danym przedziale czasowym. Dla szumu gaussowskiego ma on
posta¢

P∞[ξ]Dξ =
1

Z
exp



−

t0∫

−t0

dt

[
ξ2(t)

4Γ

]

Dξ ≡ (5.7)

≡ 1

Z
lim

∆t→0
exp

{
−

∑
σ

∆t

[
ξ2
σ

4Γ

]}
N∏

σ=0

(
∆t

4Γ
)

1
2 dξσ ,

gdzie podzielili±my odcinek czasowy [−t0, t0] na N = 2t0/∆t mniejszych odcinków,
przy czym ξσ = ξ(−t0 + σ∆t), a Z jest czynnikiem normuj¡cym. Druga cz¦±¢ tego
wzoru de�niuje nam ró»niczk¦ funkcjonaln¡ Dξ. P∞[ξ]Dξ mo»emy interpretowa¢
jako prawdopodobie«stwo tego, »e trajektoria przechodzi przez niesko«czony zbiór
okienek w czasach tσ = −t0 + σ∆t o szeroko±ci dξσ.

Poniewa» szukamy ±rednich czy te» funkcji korelacji zale»nych od S, a nie od ξ,
wygodniej byªoby mie¢ funkcjonaª P∞[S], od trajektorii {S(t)}t∈[−t0,t0], ni» P∞[ξ].
Transformacj¡, która pozwala nam przej±¢ od jednego funkcjonaªu do drugiego jest
równanie ruchu (5.1). Pisz¡c je w postaci ró»nicowej mamy,

1

∆t
(Sσ − Sσ−1) + Γ

δH

δSσ

= ξσ , (5.8)

a st¡d eliminujemy ξσ, otrzymuj¡c:

P∞[S] =
1

Z
exp




−

t0∫

−t0

dt




∣∣∣Ṡ + Γ δH
δS

∣∣∣
2

4Γ








, (5.9)

gdzie pomini¦to Jakobian tej transformacji, równy 1
2
Γ δ2H

δS2 , poniewa» w rachun-
ku zaburze« kompensowany jest on przez odpowiednie diagramy (tzw. diagramy
akazualne), które zwykle te» pomijamy [77, 78, 80]. Wykªadnik w tym wyra»eniu
nazywany jest funkcjonaªem Onsagera-Machlupa. Jego forma kwadratowa jest do±¢
uci¡»liwa z dwóch powodów. Po pierwsze, wyst¦puj¡ w nim sprz¦»enia nieliniowe
wysokiego rz¦du (szóstego, gdy hamiltonian zawiera oddziaªywania typu uS4). Po
drugie, wspóªczynniki tªumienia mog¡ by¢ czasami zale»ne do wektora falowego, jak
np. dla wielko±ci zachowawczych, Γ → Dk2, a wi¦c wykªadnik równania (5.9) staje
si¦ osobliwy przy k → 0. Aby usun¡¢ te dolegliwo±ci wykonujemy transformacj¦
gaussowsk¡

P∞[S] =
1

Z

∫
D[iS̃] expJ {S̃, S} , (5.10)
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gdzie pojawia si¦ nowy funkcjonaª, tzw. funkcjonaª dynamiczny (czasami zwany
funkcjonaªem dziaªania)

J {S̃, S} =

t0∫

−t0

dtL(S̃, S) =

t0∫

−t0

dt

[
S̃ΓS̃ − S̃

(
Ṡ + Γ

δH

δS

)]
, (5.11)

za±

D[iS̃] = lim
∆t→0

N∏
σ=0

(
∆t

4Γ
)

1
2 d(iS̃σ) .

Przez analogi¦ z kwantow¡ teori¡ pola, funkcj¦ L(S̃, S) nazywa si¦ lagrangianem.
Wprowadzili±my tutaj pomocnicze - czysto urojone pole S̃ - zwane te» polem reakcji.
Je±li zewn¦trzne pole wchodzi do hamiltonianu jako wyraz hS, to w L pojawia si¦
ono w postaci wyrazu: ΓhS̃. Tak wi¦c, funkcja reakcji liniowej, która jest pochodn¡
±redniej z S po polu zewn¦trznym, wyra»a si¦ nast¦puj¡co:

δ〈S(t)〉
δh(t′)

= Γ〈S(t)S̃(t′)〉 , (5.12)

gdzie nawiasy uko±ne oznaczaj¡ nierównowagowe (wieloczasowe) ±rednie

〈O(S, S̃)〉 =
1

Z

∫
D[iS̃]D[S] O[S, S̃] expJ {S̃, S} . (5.13)

W formalizmie tym wszystkie funkcje korelacji i funkcje reakcji otrzymuje si¦, ana-
logicznie jak w statyce, przez caªkowanie z ulubionym czynnikiem eksponencjal-
nym. Technika diagramowa jest prostym uogólnieniem techniki stosowanej w statyce
[78, 79]. Mamy tutaj dwa rodzaje propagatorów. W reprezentacji fourierowskiej pól,
swobodna funkcja reakcji (propagator reakcji GS

0 (k, ω)) ma posta¢

Γ〈Sk,ωS̃−k′,ω′〉0 = δk,k′δ(ω + ω′)
Γ

−iω + Γ (r0 + k2)
= δk,k′δ(ω + ω′)GS

0 (k, ω) , (5.14)

za± swobodna funkcja korelacji (propagator korelacyjny KS
0 (k, ω)) dana jest przez

relacj¦:

〈Sk,ωS−k′,ω′〉0 = δk,k′δ(ω + ω′)
2Γ

ω2 + Γ2 (r0 + k2)2 = δk,k′δ(ω + ω′)KS
0 (k, ω) . (5.15)

Dolny indeks ,,0� oznacza ±redniowanie przy lagrangianie, w którym u0 = g0 = f0 =

w0 = 0. Górny indeks przy GS
0 i KS

0 wskazuje pole do którego odnosi si¦ dany
propagator.

Inn¡, nie mniej wa»n¡, zalet¡ tego formalizmu jest mo»liwo±¢ dokonywania trans-
formacji gaussowskich w lagrangianie, ,,rozsprz¦gaj¡cych� ró»ne mody, oraz bardzo
proste uogólnienie grupy renormalizacji na dynamik¦ [80, 58].
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5.1.2 Funkcjonaª dynamiczny i transformacje gaussowskie
Wracaj¡c do równa« ruchu, opisuj¡cych anizotropowy magnetyk z niezachowawcz¡
energi¡, mo»emy wyrazi¢ równania (5.1-5.3) w reprezentacji funkcjonalnej:

J {S, S̃, Q, Q̃, q, q̃} =

∫

ω

∑

k

{
ΓS̃k,ωS̃−k,−ω + Θk2Q̃k,ωQ̃−k,−ω +

+γq̃k,ω q̃−k,−ω − S̃k,ω

(
iωS−k,−ω + Γ

δH

δSk,ω

)
(5.16)

−Q̃k,ω

[
(−ω2 + iΘk2ω)Q−k,−ω +

δH

δQk,ω

]
−q̃k,ω

(
iωq−k,−ω + γ

δH

δqk,ω

)}
.

W badaniach nad propagacj¡ d¹wi¦ku interesuje nas przede wszystkim funkcja re-
akcji liniowej modów d¹wi¦kowych

〈Qk,ωQ̃−k,ω′〉 = δk,k′δ(ω + ω′)GQ(k, ω) . (5.17)

W dalszej cz¦±ci pomija¢ b¦dziemy indeks ,,Q� przy GQ jak i GQ
0 . Cz¦±¢ urojo-

na G(k, ω) okre±la tªumienie d¹wi¦ku, a jej cz¦±¢ rzeczywista - dyspersj¦ d¹wi¦ku.
W rachunku zaburze« G(k, ω) mo»e by¢ zapisana jako niesko«czona suma diagra-
mów Feynmana. Cz¦±ciowe wysumowanie tego szeregu jest mo»liwe przy pomocy
równania Dysona:

G−1(k, ω) = G−1
0 (k, ω)− Σ(k, ω) , (5.18)

gdzie
G−1

0 (k, ω) = −ω2 − iΘk2ω + c2
0k

2

jest swobodnym (bez uwzgl¦dnienia oddziaªywa«) propagatorem reakcji, c0 to zna-
na ju» z rozdziaªu trzeciego pr¦dko±¢ d¹wi¦ku nieoddziaªuj¡cych podªu»nych modów
d¹wi¦kowych, a energia wªasna Σ(k, ω) to suma wszystkich nieprzywiedlnych (tzn.
nie daj¡cych si¦ rozdzieli¢ na dwie niezwi¡zane cz¦±ci przy pomocy przeci¦cia jednej
linii) diagramów daj¡cych wkªad do G(k, ω). Zanim jednak przyst¡pimy do znale-
zienia Σ(k, ω), uªatwimy sobie zadanie przez rozdzielenie zmiennych w funkcjonale
dynamicznym J , przez zastosowanie szeregu transformacji gaussowskich:

q → q −AQ− BS2 − CQ̃−DS̃2 , (5.19)
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q̃ → q̃ − EQ̃−F S̃2 ,

Q → Q− GS2 −HS̃2 ,

Q̃ → Q̃− IS̃2 ,

gdzie A, B, C, D, E , F , G, H i I to zale»ne od cz¦sto±ci i wektora falowego wspóª-
czynniki, których dokªadna posta¢ podana jest w Dodatku. Po takiej transformacji
fukcjonaª dynamiczny rozpada si¦ na sum¦ niezale»nych skªadników

J {S, S̃, Q, Q̃, q, q̃} = JS{S, S̃}+ JQ{Q, Q̃}+ Jq {q, q̃} ,

a co najwa»niejsze, akustyczn¡ energi¦ wªasn¡ mo»emy zapisa¢ w prostej postaci:

Σ(k, ω) = w2
0k

2Gq
0(ω) + g̃2

0(ω)k2 Π(k, ω)

1 + g̃2
0(ω)G

−1

0 (k, ω)Π(k, ω)
, (5.20)

gdzie g̃0(ω) = (g0 − w0f0G
q
0(ω)) i G

−1

0 (k, ω) = G−1
0 (ω) − w2

0k
2Gq

0(ω), przy czym
Gq

0(ω) = (C−1
V − iω/γ)−1 jest swobodnym propagatorem (reakcji) pola q, za±

Π(k, ω) = 2Γ

∞∫

−∞

dteiωt
〈
S2

k(t)S̃
2−k(0)

〉
LS(S,S̃)

, (5.21)

jest reakcj¡ liniow¡ kwadratu spinu. S̃2
k(t) = 1√

V

∑
k1

S̃k1(t)Sk−k1
(t) to pole reakcji

sprz¦»one z S2
k. W granicy ω = 0 ta funkcja reakcji liniowej przechodzi w statyczn¡

funkcj¦ korelacji: Π(k, 0) =
〈
S2

kS
2
−k

〉
, któr¡ dobrze ju» znamy z rozdziaªu trzeciego.

Dla k = 0 jest to w zasadzie ciepªo wªa±ciwe ukªadu (dominuj¡cy w nim wyraz),
tak wi¦c Π(k, ω) mo»emy rozpatrywa¢ jako zale»ne od cz¦sto±ci i wektora falowego
uogólnienie ciepªa wªa±ciwego [81, 82]. Istotne jest tutaj to, »e w równaniu (5.21)
warto±¢ oczekiwana jest liczona tylko przy efektywnym lagrangianie spinowym, nie
zawieraj¡cym ani modów d¹wi¦kowych, ani entropowych. Za to LS

(
S, S̃

)
zamiast

,,goªej� staªej sprz¦»enia ũ0 zawiera zrenormalizowan¡, przez oddziaªywania z mo-
dami d¹wi¦kowymi i entropowymi, staª¡

u(ω) = ũ0 − f 2
0 Gq

0(ω)− g̃2
0(ω)k2G0(k, ω) . (5.22)

Nast¦pnym krokiem w kierunku uproszczenia wyra»enia na energi¦ wªasn¡ b¦dzie
zast¡pienie tzw. nieistotnych (irrelevant) z punktu widzenia grupy renormalizacji, a
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wi¦c i zachowania krytycznego, parametrów przez zero [2]. Oznacza to zast¡pienie
G0(k, ω) w efektywnej staªej oddziaªywania lagrangianu spinowego przez G0(k, 0).

Jedyny wyj¡tek, jaki tutaj uczynili±my dla nieistotnych parametrów, dotyczy para-
metru γ−1, który cho¢ nieistotny w granicy ξ−1, ω → ∞ , mo»e mie¢ znaczenie
(jak przypuszczamy) dla pewnych sko«czonych cz¦sto±ci lub niezbyt blisko punktu
krytycznego. Oznaczmy ,,uproszczony� lagrangian przez L1. Nawet przy tak uprosz-
czonym funkcjonale dziaªania, ±rednia Π(1)(k, ω), gdzie górny indeks wskazuje indeks
lagrangianu u»ytego do wyliczenia ±redniej w równaniu (5.21), jest jeszcze reduko-
walna. Np. redukowalno±¢ ze wzgl¦du na linie entropowe wynika z obecno±ci entro-
powych propagatorów w staªej sprz¦»enia u(ω) ,,uproszczonego� lagrangianu. Mo»na
jednak stosunkowo prosto wyrazi¢ Π(1)(k, ω) przy pomocy jej nieprzywiedlnej (nie-
redukowalnej), wzgl¦dem linii d¹wi¦kowych i entropowych, cz¦±ci Π

(1)
np (k, ω):

Π(1)(k, ω) =
Π

(1)
np (k, ω)

1− [
g̃2
0(ω)k2G0(k, 0)− f 2Gq

0(ω)
]
Π

(1)
np (k, ω)

. (5.23)

Ostatnie równanie przepisa¢ mo»na w nast¦puj¡cy sposób:

Π(1)
np (k, ω) =

Π(1)(k, ω)

1 +
[
g̃2
0(ω)k2G0(k, 0) + f 2Gq

0(ω)
]
Π(1)(k, ω)

. (5.24)

Funkcja Π
(1)
np (k, ω) jest funkcj¡ wierzchoªkow¡, a wi¦c dopiero tutaj mo»emy za-

st¡pi¢ w lagrangianie nieistotny parametr γ−1 przez zero. Prowadzi to do nowego
lagrangianu LA ze staª¡ sprz¦»enia uA = ũ − v+ , gdzie v+ = f 2

0 C0
V + g2

0c
−2
0 ,

g0 = g0 − w0f0C
0
V i c2

0 = c2
0(1 − r2) s¡ znanymi ju» z rozdziaªu trzeciego kombina-

cjami ,,goªych� parametrów. Równanie (5.24) przechodzi wtedy w nast¦puj¡ce:

Π(1)
np (k, ω) =

Π(A)(k, ω)

1 + v+Π(A)(k, ω)
. (5.25)

Jak ªatwo zauwa»y¢ JA =
∫

dtLA jest funkcjonaªem dynamicznym modelu A wpro-
wadzonego przez Halperina, Hohenberga i Ma [36]. Wielko±¢ Π(A)(k, ω) nie zawiera
nieistotnych parametrów i mo»e by¢ stosunkowo ªatwo obliczona w »¡danym rz¦dzie
rachunku zaburze« [83, 44, 59]. Pozostaje nam tylko podstawi¢ Π

(1)
np (k, ω) - z ostat-

niego równania - do równania (5.23), a potem tak uzyskane Π(1)(k, ω) do równania
(5.20), by otrzyma¢ po niezbyt trudnych przeksztaªceniach nast¦puj¡ce wyra»enie
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na akustyczn¡ energi¦ wªasn¡ [76]:

Σ(k, ω) =
c2
0k

2
[
(vph

T − iω̃vph
ad )Π(A)(k, ω)− r2

]

1 + vph
T Π(A)(k, ω)− iω̃ [1 + v+Π(A)(k, ω)]

, (5.26)

gdzie wspóªczynniki vph
T , vph

ad , v+ i r2 zde�niowane s¡ identycznie jak w rozdziale
trzecim, za± ω̃ = ωC0

V /γ to stosunek cz¦sto±ci d¹wi¦ku do pr¦dko±ci relaksacji spin-
sie¢.

Warto tutaj zwróci¢ uwag¦, »e z przytoczonego tu wyprowadzenia wynika, i»
struktura tak otrzymanej energii wªasnej nie zale»y od wymiaru parametru porz¡d-
ku ani od szczegóªowej postaci równania ruchu, okre±laj¡cego dynamik¦ parametru
porz¡dku, czyli ma do±¢ uniwersalny charakter. Dynamiczna klasa uniwersalno±ci,
czyli to czy mamy np. do czynienia z izotropowym antyferromagnetykiem czy pla-
narnym ferromagnetykiem, ma wpªyw jedynie na posta¢ funkcji Π(A)(k, ω). Istotne
znaczenie ma natomiast to, czy energia jest wielko±ci¡ zachowawcz¡, czy nie. I tak,
równanie to ma sens jedynie dla niezachowawczej energii. Przypadek zachowawczej
energii rozpatrzymy szczegóªowo w rozdziale (5.2). Równie» to, czy znajdujemy si¦
powy»ej punktu temperatury przemiany fazowej - czyli w tzw. fazie nieuporz¡dko-
wanej albo wysokotemperaturowej, czy te» poni»ej Tc - czyli w fazie uporz¡dkowa-
nej (niskotemperaturowej), ma wpªyw jedynie na ksztaªt funkcji Π. W pracy tej
ograniczyªem si¦ jedynie do zbadania fazy wysokotemperaturowej magnetyków typu
Isinga (n = 1) nale»¡cych do dynamicznej klasy uniwersalno±ci modelu A i modelu
C (rozdz. 5.2). Jednak uzyskany przez nas wynik mo»na prawie automatycznie za-
stosowa¢ zarówno do fazy niskotemperaturowej, jak i te» do innych dynamicznych
klas uniwersalno±ci (z niezachowawcz¡ energi¡), gdy tylko obliczymy funkcj¦ Π.

5.1.3 Wspóªczynnik pochªaniania i dyspersja d¹wi¦ku
Otrzymali±my bardzo ogólne wyra»enie na akustyczn¡ energi¦ wªasn¡. Caªa infor-
macja dotycz¡ca krytycznego pochªaniania i dyspersji zawarta jest w Σ(k, ω). Jest
to funkcja o warto±ciach zespolonych i jej cz¦±¢ urojona wyznacza wspóªczynnik
pochªaniania d¹wi¦ku, a cz¦±¢ rzeczywista dyspersj¦, zgodnie z wzorami:

α(ω) =
1

2c(ω)
Im

Σ(k, ω)

ω
, (5.27)

c2(ω)− c2(0) = Re [Σ(k, ω)− Σ(k, 0)] . (5.28)
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W równaniu (5.27) pomini¦to niekrytyczny wkªad do pochªaniania αnk = Θω2/2c3.
Nie pokazano te» w sposób jawny zale»no±ci wyst¦puj¡cych tam wielko±ci od tem-
peratury. Wªa±nie ta osobliwa zale»no±¢ temperaturowa interesuje nas najbardziej.
Energia wªasna zale»y od temperatury poprzez czterospinow¡ funkcj¦ reakcji typu
energia-energia Π(A)(k, ω), która w granicy statycznej (ω → 0) przechodzi w ciepªo
wªa±ciwe. Teoria skalowania przewiduje dla tej wielko±ci nast¦puj¡cy typ zale»no±ci:

Π(A)(k, ω; t) = At−αΦ′(kξ, ωτc) + B , (5.29)

gdzie A i B to pewne staªe, t - temperatura zredukowana, α i ν to wykªadniki ciepªa
wªa±ciwego i dªugo±ci korelacji, natomiast τc = 1

2Γ
t−zν jest charakterystycznym

czasem relaksacji �uktuacji parametru porz¡dku, który rozbiega si¦ do niesko«czo-
no±ci w punkcie krytycznym, a skala tej rozbie»no±ci wyznaczona jest warto±ci¡
czasowego wykªadnika krytycznego z. Wªa±nie z wyznacza nam dynamiczn¡ pod-
klas¦ uniwersalno±ci. W tym przypadku (model A) z = zA = 2 + cη, gdzie c jest
pewn¡ staª¡ rz¦du jedno±ci, a η wykªadnikiem krytycznym funkcji korelacji [3]. Dla
cz¦sto±ci ultrad¹wi¦kowych dªugo±¢ fali jest du»o wi¦ksza ni» dªugo±¢ korelacji - w
eksperymentalnie dost¦pnym zakresie temperatur zredukowanych, wi¦c kξ ¿ 1 i
zwykle kªadziemy kξ = 0 w funkcji Φ′. Funkcj¦ skaluj¡c¡ Φ′(0, ωτc) mo»emy wy-
znaczy¢, np. metod¡ zwini¦cia wyra»enia logarytmicznego do funkcji pot¦gowej (the
exponentiation procedure) [2] albo metod¡ caªkowania równa« rekurencyjnych gru-
py renormalizacji [44]. W wiod¡cym rz¦dzie rachunku zaburze« wzgl¦dem ε = 4− d

wyra»a si¦ ona nast¦puj¡co:

Φ′(y) =
[
1 + (y/2)2

]−α/2zν
{

ν

α
+

i

y
[i (1− iy/2) arctan(y/2)

−1

2
ln

(
1 + (y/2)2

)]}
K4 , (5.30)

gdzie y = ωτc jest tzw. cz¦sto±ci¡ zredukowan¡, a K4 pewn¡ staª¡. Po wstawie-
niu zale»no±ci (5.29) do równania (5.27) i zaniedbaniu nieistotnych wyrazów, dla
ukªadów typu Isinga (α > 0) otrzymujemy:

α(ω, t)c3
0

ω2
=

W1(ω)t−(α+zν)Im(Φ(y)/y) + W2t
−2α |Φ(y)|2

|1− iω̃[1 + t−αΦ(y)]|2 , (5.31)

gdzie W1(ω) = 1
2v+Γ

(g2
0 + ω̃2g2

0), W2 =
g2
0C0

V

v+γ
i Φ = Av+Φ′.
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Równania (5.27) i (5.28) pokazuj¡ wiele typów zachowa« w zale»no±ci od wzgl¦d-
nych warto±ci temperatury zredukowanej, cz¦sto±ci, (goªych) czasów relaksacji �uk-
tuacji spinowych τ 0

c = 1/(2Γ) i spin-sie¢ τ 0
SL = C0

V /γ, oraz staªych sprz¦»enia. W
pracy tej poka»¦ tylko najwa»niejsze przypadki graniczne.

Re»ym nisko-cz¦stotliwo±ciowy

Wspóªczynnik pochªaniania d¹wi¦ku Zajmijmy si¦ na pocz¡tek cz¦stotliwo-
±ciami ultrad¹wi¦ków na tyle niskimi, »e ωτ 0

SL ¿ 1, tzn. cz¦sto±¢ d¹wi¦ku jest du»o
ni»sza ni» (goªa) pr¦dko±¢ relaksacji spin-sie¢. Wtedy mianownik w wyra»eniu (5.31)
mo»na przyj¡¢ równy jeden, a wyraz proporcjonalny do ω̃2 we wspóªczynniku W1(ω)

te» mo»na pomin¡¢, otrzymuj¡c ostatecznie:

α(ω, t)c3
0

ω2
=

g2
0

v+

{
τ 0
c t−(α+zν)Im(Φ(y)/y) + τ 0

SLt−2α |Φ(y)|2} . (5.32)

Mamy tutaj dwa konkuruj¡ce wyrazy o ró»nych wykªadnikach krytycznych, ale te»
o ró»nych wspóªczynnikach, którymi s¡ czasy relaksacji τ 0

c i τ 0
SL. W tym miejscu

warte jest podkre±lenia to, »e efektywna staªa sprz¦»enia g0 jest tutaj taka sama
dla obydwu wyrazów, czyli drugi wyraz obecny jest nawet wtedy, gdy staªa sprz¦-
»enia ,,d¹wi¦k-energia� - w0 jest równa zero. Asymptotycznie, czyli przy dostatecz-
nie maªych temperaturach zredukowanych, dominuje oczywi±cie pierwszy wyraz, o
wi¦kszym wykªadniku, i wtedy

α(ω, t) ∝ ω2t−(zν+α)g1(y) , (5.33)

gdzie wprowadzono funkcj¦ skaluj¡c¡ wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku g1(y) =

Im(Φ(y)/y). Ta silna osobliwo±¢ we wspóªczynniku pochªaniania d¹wi¦ku o krytycz-
nym wykªadniku ρs = zν + α zostaªa przewidziana teoretycznie przez Murat¦ [72]
oraz Iro i Schwabla [83]. Dla modelu typu Isinga α ' 0, 110, ν ' 0, 630 i z ' 2, 013

[15], wi¦c ρs ' 1, 38. Funkcj¦ skaluj¡c¡ g1(y) (po unormowaniu: g(0) = 1) przed-
stawiono na rysunku (5.1).
Cz¦sto±¢ zredukowana y mo»e by¢ zarówno mniejsza jak i wi¦ksza od jedno±ci.
Obszar parametrów, w którym y ¿ 1 zwykªo nazywa¢ si¦ w dynamice zjawisk
krytycznych obszarem hydrodynamicznym, a ten, w którym y À 1, obszarem kry-
tycznym. W obszarze hydrodynamicznym mamy g1(y) ' g1(0) = const, st¡d
α(ω, t) ∝ ω2t−ρs . W obszarze krytycznym g1(y → ∞) ∝ y−ρs/zν , wi¦c α(ω, t)
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0,10,01 1 10 100 1000
y

0,1

0,01

1

gHyL

g1

g2

Rys. 5.1. Funkcje skaluj¡ce dla wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku w re»ymie nisko ( g1)
i wysoko (g2) cz¦stotliwo±ciowym. Wykorzystano normalizacj¦ g1(0) = g2(0) = 1.

osi¡ga warto±¢ nasycenia niezale»n¡ od temperatury: αnas(ω) ∝ ω1−α/zν . Na rysun-
ku (5.2) przedstawiono zale»no±¢ wspóªczynnika pochªaniania od temperatury dla
kilku cz¦sto±ci. Wida¢ na nim przechodzenie od obszaru silnego pot¦gowego wzro-
stu (obszar hydrodynamiczny) dla niezbyt maªych temperatur zredukowanych do
obszaru nasycenia (obszar krytyczny) dla bardzo maªych t.
Gdy τ 0

SL À τ 0
c , wtedy, mimo »e pierwszy wyraz w równaniu (5.32) jest bardziej

osobliwy, dominowa¢ b¦dzie drugi wyraz, o ile temperatura zredukowana b¦dzie
du»o wi¦ksza od pewnej temperatury tcross = ( vK4τ0

c

4a=v/v∗a2τ0
SL

)
1

zν−α , gdzie a = v+/v∗+
i v∗+K4 = α/ν + O(ε2) jest warto±ci¡ staªej sprz¦»enia w punkcie staªym. Wtedy
wspóªczynnik pochªaniania d¹wi¦ku wyra»a si¦ nast¦puj¡co:

α(ω, t) ∝ ω2t−2α , (5.34)

gdzie za |Φ(y)|2 podstawili±my staª¡, poniewa» mamy tutaj y < ωτ 0
c ¿ 1. Krytycz-

ny wykªadnik wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku: ρs = 2α ' 0, 22 (n = 1) ma
maª¡ warto±¢ w porównaniu z t¡ dla zachowania typu Muraty-Iro-Schwabla. Ten typ
osobliwo±ci nazywa¢ b¦dziemy od jego odkrywcy - zachowaniem typu Kawasakiego.
Podkre±lmy jeszcze raz, »e z powy»szej analizy wynika, »e o tym, jaki typ
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Rys. 5.2. Zale»no±¢ wspóªczynnika pochªaniania od temperatury i cz¦sto±ci w re»ymie
opisanym równaniem (5.33).

osobliwo±ci spotkamy w re»ymie ωτ 0
SL ¿ 1, nie decyduje wcale stosunek staªych

sprz¦»enia: w0/g0 , lecz przede wszystkim stosunek czasów relaksacji τ 0
SL/τ 0

c .
Mo»emy teraz wróci¢ do tego, o czym wspomniano ju» we Wst¦pie, »e w izo-

latorach magnetycznych mierzymy z reguªy maªe wykªadniki ρs, a w przewodni-
kach du»e. Wydaje si¦ to by¢ zwi¡zane z tym, »e w metalach generalnie, dzi¦ki
sprz¦»eniu z elektronami przewodnictwa, czasy relaksacji spin-sie¢ s¡ krótsze ni»
w izolatorach. I tak, w niektórych izolatorach magnetycznych, takich jak MnF2,
Y3Fe5O12 i RbMnF3, czas relaksacji spin-sie¢ znany jest z pomiarów ultrad¹wi¦ko-
wych, np. τSL = 3 × 10−9 s (dla t ≥ 10−3) dla MnF2 [84], podczas gdy τc dla
tego zwi¡zku jest rz¦du 10−11 s. Dla RbMnF3 zmierzono stosunkowo krótki, jak na
izolator, czas relaksacji spin-sie¢ w pobli»u przemiany fazowej [84] zmieniaj¡cy si¦
od 2 × 10−10 s do 4 × 10−10 s w badanym zakresie temperatur, podczas gdy w tym
samym przedziale temperaturowym τc, zmierzony w procesie nie-elastycznego roz-
praszania neutronów, zmieniaª si¦ od 0, 08× 10−10 s do 3× 10−10 s [85]. Dla obydwu
tych zwi¡zków, w badanym zakresie temperatur, zachodziªa nierówno±¢ τ 0

SL À τ 0
c ,

pozwalaj¡ca na obserwacj¦ sªabej osobliwo±ci typu Kawasakiego we wspóªczynniku
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pochªaniania. Du»o dªu»szy czas relaksacji spin-sie¢ rz¦du 10−8 s zaobserwowano w
granacie itrowo-»elazowym (Y3Fe5O12) [86]. Warto±ci eksperymentalne dla MnF2 i
RbMnF3 zgadzaj¡ si¦ z co do rz¦du wielko±ci z oszacowaniami teoretycznymi czasu
relaksacji spin-sie¢ dla antyferromagnetycznych izolatorów dokonanymi przez Hube-
ra [87] i Itoh'a [88].

O ile w izolatorach magnetycznych dla pomiaru czasu relaksacji spin-sie¢ dobr¡
metod¡ wydaj¦ si¦ by¢ badanie wspóªczynnika pochªaniania ultrad¹wi¦ków, to dla
substancji metalicznych, jak. np. ziemie rzadkie, metoda ta jest du»o mniej przy-
datna, poniewa» du»e warto±ci wykªadnika pochªaniania d¹wi¦ku mierzone w tych
substancjach daj¡ podstawy by przypuszcza¢, »e pochªanianie d¹wi¦ku zdominowa-
ne jest tutaj przez pierwszy wyraz w równaniu (5.32), który zwi¡zany jest z τc, a
nie z τSL. Niestety, jest tylko kilka metod eksperymentalnych pozwalaj¡cych bada¢
τSL w metalach magnetycznych w pobli»u przemiany fazowej. Np. w metodzie elek-
tronowego rezonansu magnetycznego relaksacja spin-sie¢ daje wkªad do szeroko±ci
linii. W niektórych metalach udaªo si¦ zmierzy¢ ten wkªad w pobli»u Tc. Poprzez
ekstrapolacj¦ danych rezonansu magnetycznego a» do temperatury Curie, Bloem-
bergen [89] oszacowaª τSL w niklu na okoªo 4×10−11 s . Dopiero niedawno udaªo si¦
po raz pierwszy okre±li¢ czas relaksacji spin-sie¢ w ziemiach rzadkich. Dokonaª tego
Vaterlaus ze wspóªpracownikami [90] dla gadolinu przy pomocy techniki spinowo-
spolaryzowanej fotoemisji. Zastosowano tutaj silne 10 nanosekundowe nagrzewaj¡ce
impulsy laserowe za którymi nast¦powaªy, z pewnym opó¹nieniem, sªabe 60 piko-
sekundowe impulsy sonduj¡ce. W wyniku otrzymano τSL = 100 ± 80 ps (wynik
u±redniony w przedziale temperatur: 45 < T < 225 K). Ten wynik zgadza si¦ do±¢
dobrze z niedawnym oszacowaniem teoretycznym τSL dokonanym przez H¶bnera i
Bennemanna [91], którzy uzyskali τSL = 48 ps dla Gd. Rezultaty te potwierdzaj¡
nasze przypuszczenia, »e w magnetycznych metalach czasy relaksacji spin-sie¢ mog¡
by¢ nawet o kilka rz¦dów wielko±ci krótsze ni» w izolatorach, a co za tym idzie τ 0

c

mo»e by¢ porównywalnej wielko±ci co τ 0
SL lub nawet dªu»szy, co sprawia, »e silna

osobliwo±¢ typu Muraty-Iro-Schwabla zdominuje krytyczne zachowanie si¦ wspóª-
czynnika pochªaniania d¹wi¦ku w re»ymie niskocz¦stotliwo±ciowym ωτ 0

SL ¿ 1.

Pr¦dko±¢ d¹wi¦ku Równania (5.18) i (5.26) wygodnie jest przedstawi¢ przy po-
mocy zespolonej pr¦dko±ci d¹wi¦ku ĉ2(ω) = 1

k2 [G−1(k, ω)− ω2], gdzie
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ĉ2(ω) = c2
0

(1− r2)− iω̃
[
1 + vq

adΠ
(A)(k, ω)

]

1 + vph
T Π(A)(k, ω)− iω̃ [1 + v+Π(A)(k, ω)]

. (5.35)

W granicy ω → 0 równanie to przechodzi w relacj¦ rzeczywist¡:

ĉ2(0) = c2(0) = c2
0

(1− r2)

1 + vph
T

〈
S2

kS
2
−k

〉 , (5.36)

której forma odpowiada dokªadnie wyra»eniu na izotermiczn¡ pr¦dko±¢ d¹wi¦ku
(3.16), je±li zauwa»y¢, »e efektywny hamiltonian spinowy u»yty do obliczenia sta-
tycznej ±redniej

〈
S2

kS
2
−k

〉
pokrywa si¦ z HT

ef . Otrzymali±my przy okazji dowód na
wewn¦trzn¡ spójno±¢ dynamicznego formalizmu i transformacji gaussowskich wy-
korzystanych w tej pracy. Warto jednak zwróci¢ uwag¦, »e gdy relaksacja spin-sie¢
jest szybka, to nawet dla sko«czonej cz¦stotliwo±ci fali ultrad¹wi¦kowej jej pr¦dko±¢
dana jest wyra»eniem ,,izotermicznym�

ĉ2(ω) = c2
0

(1− r2)

1 + vph
T Π(A)(k, ω)

= c2
0

(1− r2)

1 +
vph
T

v+
t−αΦ(y)

, (5.37)

o strukturze podobnej do równania (5.36). Wyra»enie to zale»y jednak od cz¦sto±ci
za po±rednictwem y. Oczywi±cie nasz wyidealizowany model nie uwzgl¦dnia sko«-
czonej przewodno±ci cieplnej sieci. Prowadzi ona do oscylacji temperatury w sieci,
zwi¡zanych z propaguj¡c¡ si¦ fal¡ ultrad¹wi¦kow¡. Nas tutaj interesuje raczej pro-
ces wyrównywania temperatur mi¦dzy ukªadem spinowym a sieci¡. To jest wªa±nie
zjawisko, które okre±la zachowanie si¦ wpóªczynnika pochªaniania i pr¦dko±ci d¹wi¦-
ku. Analiza ogólniejszego modelu, o którym wspomnimy w nast¦pnym podrozdziale,
pokazuje, »e wyra»enie (5.36) jest bardzo dobrym przybli»eniem, gdy cz¦sto±¢ fali
d¹wi¦kowej jest du»o wi¦ksza ni» pr¦dko±¢ dyfuzji ciepªa w sieci, i jednocze±nie du»o
mniejsza ni» szybko±¢ wyrównywania temperatur mi¦dzy podukªadami.

Eksperymenty badaj¡ce zmian¦ pr¦dko±ci d¹wi¦ku w pobli»u punktu przemiany
fazowej [73] pokazuj¡, »e w magnetykach zmiany te s¡ bardzo maªe i nie przekracza-
j¡ jednego procenta. Wskazuje to na bardzo maª¡ warto±¢ vph

T jak i vph
ad . Prawdopo-

dobnie w magnetykach nie jeste±my w stanie podej±¢ tak blisko Tc, by vph
T

v+
t−αΦ(y)

byªo rz¦du jedno±ci. Z tego te» wzgl¦du zaniedbali±my w poprzednim paragra�e,
dotycz¡cym pochªaniania d¹wi¦ku, wyraz vph

T

v+
t−αΦ(y) stoj¡cy w mianowniku, mimo

»e asymptotycznie prowadzi on do jako±ciowo innego typu zachowania krytyczne-
go. Charakteryzuje si¦ on d¡»eniem pr¦dko±ci d¹wi¦ku do zera (,,mi¦kni¦cie� staªej
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elastycznej C11) i krytycznym wykªadnikiem wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku
ρs = zν + α/2. Ten typ zachowania, w tzw. granicy silnego sprz¦»enia [5, 44], jest
bardzo podobny do zachowania si¦ pr¦dko±ci i wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku
w pobli»u punktu krytycznego cieczy [44]. I cho¢ nie ujawnia si¦ w magnetykach (ze
wzgl¦du na maªe warto±ci staªych sprz¦»enia), to prawdopodobnie ma miejsce rów-
nie» w niektórych strukturalnych przemianach fazowych typu porz¡dek-nieporz¡dek
(takimi ukªadami s¡ np. halogenki amonowe: NH4Cl czy NH4Br), szczególnie w oko-
licy punktu trójkrytycznego [5], gdzie du»y wykªadnik ciepªa wªa±ciwego αt = 0, 5

sprzyja ujawnieniu si¦ wyrazu vph
T

v+
t−αΦ(y) w mianowniku równania (5.35).

Jako miar¦ dyspersji przyjmijmy wielko±¢ c2(ω)−c2(0). Z równania (5.35) wynika,
»e przy ω̃ ' 0

c2(ω)− c2(0) ∝ t−αf1(y) , (5.38)

gdzie f1(y) = Re Φ(0) − Re Φ(y) jest now¡ funkcj¡ skaluj¡c¡. Rozwin¦li±my tutaj
mianownik wyra»enia (5.35) wzgl¦dem staªej sprz¦»enia vph

T . Funkcj¦ f1(y) przed-
stawiono na rysunku (5.3). Wa»ne jest zachowanie tej funkcji w granicy hydrodyna-
micznej (y → 0): f1(y) ∝ y2. Wtedy c2(ω) − c2(0) ∝ t−(2zν+α)ω2, a wi¦c dyspersja
d¹wi¦ku charakteryzuje si¦ du»ym wykªadnikiem krytycznym, który w tym re»ymie
równy jest 2zν + α, i kwadratow¡ zale»no±ci¡ od cz¦stotliwo±ci fali [44, 83]. W ob-
szarze krytycznym (y →∞) f1(y) zachowuje si¦ jak 1−y−α/zν , a wi¦c osi¡ga pewn¡
staª¡ warto±¢.

Re»ym wysoko-cz¦stotliwo±ciowy (ωτ 0
SL À 1)

Pr¦dko±¢ d¹wi¦ku Dla ωτ 0
SL À 1 wyrazy proporcjonalne do iω̃ w równaniu

(5.35) dominuj¡ i wyra»enie na pr¦dko±¢ d¹wi¦ku przybiera znajom¡ ,,adiabatyczn¡�
posta¢:

ĉ2(ω) = c2
0

1 + vq
adΠ

(A)(k, ω)

1 + v+Π(A)(k, ω)
= c2

0(1−
vph

ad

v+

) + c2
0

vph
ad

v+

1

1 + t−αΦ(y)
, (5.39)

podobn¡ do równania (3.26) i (3.27). Oczywi±cie, w granicy y → 0 otrzymujemy
wyra»enie analogiczne do wyra»enia na adiabatyczn¡ pr¦dko±¢ d¹wi¦ku z rozdziaªu
trzeciego. Nale»aªo si¦ tego spodziewa¢, poniewa» dla dªugich czasów relaksacji spin-
sie¢ lokalne oscylacje temperatury spinowej, produkowane przez fal¦ ultrad¹wi¦kow¡,
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Rys. 5.3. Wykres funkcji skaluj¡cych dyspersji d¹wi¦ku dla re»ymu nisko ( f1) i wysoko
(f2) cz¦stotliwo±ciowego. Wykorzystano normalizacj¦ f1(0) = f2(0) i f1(∞) = 1.

nie znikaj¡ wskutek szybkiej relaksacji do sieci. St¡d te» inn¡ nazw¡ jak¡ mogliby±my
nada¢ re»ymowi wysoko-cz¦stotliwo±ciowemu jest re»ym adiabatyczny. W modelu
ze sko«czon¡ przewodno±ci¡ ciepln¡ sieci równie» otrzymujemy wyra»enie (5.39), w
granicy wysokich cz¦sto±ci. Wtedy temperatury spinowa i sieciowa oscyluj¡ jakby
niezale»nie od siebie, wzbudzane tylko fal¡ ultrad¹wi¦kow¡.

Dla dyspersji d¹wi¦ku otrzymujemy troch¦ inne wyra»enie ni» równanie (5.38):

c2(ω)− c2(0) ∝ tαf2(y) , (5.40)

gdzie f2(y) = Re Φ−1(y)−Re Φ−1(0) jest funkcj¡ skaluj¡ca w tym re»ymie uwidocz-
nion¡ na rysunku (5.3). Jak zwykle istotne jest zachowanie tej funkcji w obszarze
hydrodynamicznym, gdzie f2(y) ∝ y2, co daje c2(ω) − c2(0) ∝ t−(2zν−α)ω2, oraz w
obszarze krytycznym, gdzie f2(y) ∝ yα/zν . Wykªadnik dyspersji obni»a si¦ zatem o
2α w stosunku do warto±ci w re»ymie nisko-cz¦stotliwo±ciowym.

Wspóªczynnik pochªaniania d¹wi¦ku Powró¢my do wyra»enia (5.31). Dla wy-
sokich cz¦stotliwo±ci fali ultrad¹wi¦kowej lub dla dªugich czasów relaksacji spin-sie¢
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mianownik w tym równaniu zaczyna by¢ osobliwy, poza tym wyraz proporcjonalny
do ω̃2 zaczyna dominowa¢ w liczniku, tak »e mo»na je zapisa¢ nast¦puj¡co:

α(ω, t) =

(
g2
0

c3
0v+

)
ω

t−αImΦ(y)

|1 + t−αΦ(y)|2 , (5.41)

lub w formie analogicznej do równanie (5.33)

α(ω, t) ∝ ω2t−(zν−α)g2(y) , (5.42)

gdzie g2(y) = ImΦ(y)

y|Φ(y)|2 = − ImΦ−1(y)
y

. Otrzymali±my nowy, nieznany przedtem w
magnetykach, typ osobliwo±ci we wspóªczynniku pochªaniania d¹wi¦ku. Wykªadnik
wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku równy jest w tym re»ymie zν−α ' 1, 16 , czyli
jest o okoªo 0, 22 ni»szy ni» wykªadnik dla zachowania typu MIS (od odkrywców:
Murata-Iro-Schwabl). Zwró¢my jeszcze uwag¦ na troch¦ inn¡ staª¡ sprz¦»enia. Tu-
taj zamiast g2

0 wyst¦puje g2
0. W obszarze krytycznym za± g2(y) ∝ y−ρs/zν , wi¦c

α(ω, t) osi¡ga warto±¢ nasycenia αnas(ω) ∝ ω1+α/zν troch¦ inn¡ od tej w re»ymie
nisko-cz¦stotliwo±ciowym, gdzie αnas(ω) ∝ ω1−α/zν .

Wykªadnik krytyczny wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku dany jest w re»ymie
wysokocz¦stotliwo±ciowym (WCZ) t¡ sam¡ formuª¡ (ρs = zν −α) jak dla cieczy bi-
narnej [59, 92, 93], gdzie oczywi±cie warto±¢ dynamicznego wykªadnika krytycznego
jest inna ni» dla rozpatrywanego tu magnetyka typu Isinga (z ' 3, 06 w mie-
szaninach krytycznych) ze wzgl¦du na inn¡ dynamiczn¡ pod-klas¦ uniwersalno±ci.
Zwi¡zane to jest z ogóln¡ struktur¡ wzoru na α(ω, t) w re»ymie wysokocz¦stotliwo-
±ciowym. Wyra»enie (5.41) bardzo przypomina bowiem wyprowadzony przez Ferrela
i Bhattacharjee wzór:

α(ω, t) ∝ −ω Im[CFB
p (ω)]−1 ' ω Im CFB

p (ω)

(Re CFB
p (ω))2

, (5.43)

gdzie CFB
p (ω) jest fenomenologicznie zde�niowanym, zale»nym od cz¦sto±ci ciepªem

wªa±ciwym (przy staªym ci±nieniu). Skorzystali±my tu z zaªo»enia, »e Im CFB
p (ω) ¿

Re CFB
p (ω). Wzór ten stosuje si¦ nie tylko w mieszaninach krytycznych, ale równie»

do przej±cia λ w ciekªym helu [94, 95, 81, 82] jak i do pewnego stopnia w ciekªych
krysztaªach [96]. Oczywi±cie dla zmiany wykªadnika krytycznego z zν +α na zν−α

istotne jest to, czy Re CFB
p wykazuje rozbie»no±¢ w pobli»u Tc. W ciekªym helu wy-

miar parametru porz¡dku wynosi dwa i α ' 0. Dla ukªadów typu Heisenberga
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(n = 3) wykªadnik ciepªa wªa±ciwego jest ujemny i nie b¦dziemy obserwowa¢ zmia-
ny wykªadnika wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku w granicy t → 0. Jednak»e
osobliwy mianownik mo»e mie¢ znacz¡cy wpªyw na zachowanie nieasymptotyczne
wspóªczynnika pochªaniania. Ponadto, nawet gdy wykªadnik ciepªa wªa±ciwego jest
dodatni, to mo»e si¦ zdarzy¢, »e nieosobliwa cz¦±¢ ciepªa wªa±ciwego (background
speci�c heat) b¦dzie du»o wi¦ksza ni» jego osobliwa cz¦±¢ i asymptotyczny wykªad-
nik ,,wysoko-cz¦stotliwo±ciowy� ρs = zν − α nie b¦dzie obserwowany w dost¦pnym
eksperymentalnie zakresie temperatur.

Porównuj¡c równania (5.41) i (5.43) otrzymujemy odpowiednio±¢ mi¦dzy nimi
je»eli zinterpretujemy

C0
V [1 + t−αΦ(y)] = C0

V [1 + v+Π(A)(ω)] (5.44)

jako zale»ne od cz¦stotliwo±ci ciepªo wªa±ciwe Ferrela-Bhatacharjee. Podobnej inter-
pretacji, nadaj¡cej statystyczny sens CFB

p (ω), dokonali Pankert i Dohm [81, 82] dla
ciekªego helu. Tak¡ interpretacj¦ uzasadnia równie» fakt, »e przy ω, vph

T → 0 mamy
±cisª¡ relacj¦: CFB

p (0) = C0
V [1 + v+

〈
S2

kS
2
−k

〉
] = Cp, wi¡»¡c¡ CFB

p (0) ze statycz-
nym ciepªem wªa±ciwym. Warto tu jednak zwróci¢ uwag¦, »e ±cisªe interpretowanie
CFB

p (ω) jako uogólnionego ciepªa wªa±ciwego, czyli reakcji liniowej - Gq(ω) - pola
entropii, nie jest wªa±ciwe, poniewa» w Gq(ω) zamiast v+ powinno wyst¦powa¢ vq

T

(ró»nica ∼ vph
T jest maªa, ale jednak sko«czona). Ponadto LA u»yty do obliczenia

funkcji Π(A)(ω) nie zawiera wszystkich dynamicznych parametrów potrzebnych do
opisania Gq(ω), np. chocia»by w granicy nieoddziaªuj¡cych podukªadów (v+ = 0)
nie otrzymujemy Gq

0(ω). Mimo wszystko ciepªo wªa±ciwe Ferrela-Bhatacharjee jest
dobrym przybli»eniem Gq(ω) w obszarze krytycznym.
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5.2 Model anizotropowego magnetyka z zachowaw-
cz¡ energi¡. Propagacja d¹wi¦ku a przewodnic-
two ciepªa

5.2.1 Funkcjonaª dynamiczny

Zobaczmy jaki wpªyw na propagacj¦ d¹wi¦ku ma przewodnictwo ciepªa w ukªadzie.
Tutaj znowu opiera¢ si¦ b¦dziemy na odpowiednim ukªadzie nieliniowych równa«
Langevina dla powolnych zmiennych. By bada¢ hydrodynamik¦ cieczy wystarczy
uwzgl¦dni¢ tylko pi¦¢ takich zmiennych zachowawczych: trzy skªadowe g¦sto±ci p¦-
du, g¦sto±¢ masy i g¦sto±¢ energii [51]. W krysztale oprócz tych pi¦ciu dochodz¡
jeszcze trzy dodatkowe zmienne hydrodynamiczne - ui - zwi¡zane ze zªaman¡ sy-
metri¡ translacyjn¡ (broken-symmetry variables) [97], tak »e mamy w sumie osiem
powolnych zmiennych. Daj¡ one osiem charakterystycznych modów ruchu: trzy pary
modów propaguj¡cych (mody propaguj¡ce zawsze wyst¦puj¡ w parach), którymi s¡
pary podªu»nych i dwóch poprzecznych modów d¹wi¦kowych, mod dyfuzji energii
(przewodnictwa cieplnego) oraz ostatni z nich - mod dyfuzji wakansji. Ten ostatni
jest zwykle bardzo wolny i z tego powodu jest bardzo cz¦sto pomijany w analizie.
My równie» nie b¦dziemy go uwzgl¦dnia¢. W magnetykach typu Isinga w pobli-
»u przemiany fazowej trzeba do tego doda¢ jeszcze relaksacyjny mod parametru
porz¡dku, który chocia» nie jest caªk¡ ruchu staje si¦ woln¡ zmienn¡ wskutek kry-
tycznego spowolnienia. Dominuj¡cym sprz¦»eniem mi¦dzy d¹wi¦kiem a parametrem
porz¡dku w magnetykach jest magnetostrykcja obj¦to±ciowa [4], dlatego tylko mod
podªu»ny jest sprz¦»ony z parametrem porz¡dku i energi¡ (przynajmniej dla wysoko-
symetrycznych kierunków propagacji). Wystarczy wi¦c rozpatrywa¢ dynamik¦ ukªa-
du sprz¦»onych wzajemnie modów parametru porz¡dku, energii i podªu»nego modu
d¹wi¦kowego, a mody poprzeczne mo»emy pomin¡¢. Zwykle aby upro±ci¢ równania
ruchu zamiast g¦sto±ci energii u»ywamy entropii na jednostk¦ masy [50, 98], która
jest kombinacj¡ liniow¡ energii i g¦sto±ci. Ostatecznie zajmiemy si¦ nast¦puj¡cym
ukªadem równa« [99]:

Ṡk = −Γ
δH

δS−k

+ ξk , (5.45)
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q̇k = −κk2 δH

δq−k

+ ϕk , (5.46)

Q̇k = Pk , (5.47)

Ṗk = − δH

δQ−k

−Θk2 δH

δP−k

+ ηk , (5.48)

gdzie hamiltonian H jest postaci (3.3) plus dodatkowy wyraz ,,kinetyczny�: HP =
1
2

∫
ddxP 2, Qk = 1√

ρ0
k̂·u(k) to podªu»na skªadowa fourierowska wektora przemiesz-

czenia - zwi¡zanego z tensorem odksztaªce« za pomoc¡ relacji: eαβ(x) = 1
2
(∇αuβ +

∇βuα). Pk to sprz¦»ony z Qk p¦d. Równania (5.47) i (5.48) razem daj¡ równanie
ruchu modu d¹wi¦kowego (5.2). Inne jest równanie ruchu dla entropii na jednost-
k¦ masy. Zakªadamy w tym modelu, »e �uktuacje tej wielko±ci mog¡ zanika¢ tylko
wskutek dyfuzji ciepªa. Odpowiada to sytuacji, w której czas relaksacji spin-sie¢ jest
albo bardzo krótki i caªy czas sie¢ i spiny s¡ w równowadze mi¦dzy sob¡ (wtedy
pod zmienn¡ q nale»y rozumie¢ caªkowit¡ entropi¦ poª¡czonego ukªadu spin-sie¢),
albo innemu przypadkowi granicznemu: czas relaksacji spin-sie¢ jest niesko«czony
i zachowana jest energia w ukªadzie spinowym (wtedy q oznacza entropi¦ w ukªa-
dzie spinowym). Staªa κ to przewodnictwo cieplne wªa±ciwe caªego ukªadu spin-sie¢
(τSL = 0) b¡d¹ tylko ukªadu spinowego (τSL = ∞). Sytuacja po±rednia, uwzgl¦d-
niaj¡ca sko«czony czas relaksacji spin-sie¢ jak równie» procesy przewodnictwa ciepªa
zarówno w ukªadzie spinowym jak i w sieci, oraz sko«czone pojemno±ci cieplne tych
ukªadów, wymaga wprowadzenia dwóch zmiennych entropowych opisuj¡cych osob-
no sie¢ i ukªad spinowy. Taki do±¢ skomplikowany model zostaª równie» zbadany
przez autora niniejszej pracy [100], jednak»e wyniki w najwa»niejszych przypadkach
sprowadzaj¡ si¦ albo do tych uzyskanych w poprzednim rozdziale, albo do tych, któ-
re przedstawimy teraz, dla du»o prostszego modelu. Z tego wzgl¦du pominiemy tu
analiz¦ tego zªo»onego modelu.

Wracaj¡c do równa« ruchu zwró¢my uwag¦, »e jedno z nich - równanie (5.47)
- jest równaniem ±cisªym i nie zawiera szumu gaussowskiego. Znaczenie Θk2 i Γ

jest takie samo jak dla ukªadu równa« (5.1)-(5.3). Ukªad równa« (5.45)-(5.48) jest
rozszerzeniem modelu C [3, 36], b¦d¡cego pierwowzorem dynamicznej klasy uniwer-
salno±ci opisuj¡cej niezachowawczy parametr porz¡dku sprz¦»ony z zachowawcz¡
energi¡. Mo»na pokaza¢, »e doª¡czenie równa« (5.47) i (5.48) nie zmienia wykªadni-
ka z, równego w tym przypadku (n = 1): 2+α/ν ' 2, 175. Tak jak i w poprzednim
rozdziale, wygodnie jest zapisa¢ ten ukªad równa« w postaci funkcjonalnej, przy
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pomocy nast¦puj¡cego funkcjonaªu dziaªania:

J
{

S, S̃, Q, Q̃, P, P̃ , q, q̃
}

=

∫

ω

∑

k

{
ΓS̃k,ωS̃−k,−ω + κk2q̃k,ω q̃−k,−ω +

+Θk2P̃k,ωP̃−k,−ω−S̃k,ω

(
iωS−k,−ω + Γ

δH

δSk,ω

)
−q̃k,ω

(
iωq−k,−ω + κk2 δH

δqk,ω

)
(5.49)

−Q̃k,ω (iωQ−k,−ω − P−k,−ω)− P̃k,ω

[
(iω + Θk2)P−k,−ω +

δH

δQk,ω

]}
,

gdzie dla ±cisªej relacji (5.47) u»yto reprezentacji delty Diraca w eksponencjalnej
formie:

δ
(
Q̇k − Pk

)
=

∫
D[iQ̃k] exp

[
−

∫
dt

∑

k

Q̃k

(
Q̇k − Pk

)]
. (5.50)

Zabieg ten pozwala rozszerzy¢ formalizm funkcjonalny opisany w poprzednim roz-
dziale równie» na mieszany zbiór równa« ruchu skªadaj¡cy si¦ zarówno z równa«
stochastycznych jak i równa« ±cisªych [101]. Nast¦pnie przechodzimy od zmiennych
(xi, x̃i) ≡ (Q,P, q; Q̃, P̃ , q̃) do pewnych nowych zmiennych (mi, m̃i), przy pomocy
transformacji:

[
Rd

ij

]
=




ikc0 cos ϕad −C
−1/2
V sin ϕT 0

ikc0 sin ϕad C
−1/2
V cos ϕT 0

0 0 1


 , (5.51)

gdzie i, j = 1, 2, 3. Tutaj sin ϕad = g0/
√

c2
0v+ , cos ϕT =

√
f 2

0 C0
V /v+ , za± v+

dane jest t¡ sam¡ kombinacj¡ staªych sprz¦»enia co w rozdziale trzecim (v+ =
g0

2c−2
0 +f2

0 C0
V −2w0g0f0c−2

0 C0
V

1−w2
0c−2

0 C0
V

). Poza tym, oczywi±cie, sin2 ϕad +cos2 ϕad = 1. Podobnie

dla ,,k¡ta obrotu� ϕT. Funkjonaª dynamiczny J
{

S, Q, P, q; S̃, Q̃, P̃ , q̃
}

zostaje

przetransformowany do J
{

S, (mi); S̃, (m̃i)
}
. W nowych zmiennych przedstawia si¦

on nast¦puj¡co:

J
{

S, (mi); S̃, (m̃i)
}

=
∑

k

∫

ω

{S̃ΓS̃ + m̃iλijm̃j − S̃[−iωS + Γ
δH

δS
]+

− m̃i[−iωmi + Lij
δH

δmj

]} , (5.52)

gdzie
[λij] =

[
Rd

ij

]
[λ′ij]

[
Rd

ij

]T
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i
[Lij] =

[
Rd

ij

]
[L′ij]

[
Rd

ij

]T

otrzymujemy z wyj±ciowej macierzy wspóªczynników tªumienia (wspóªczynniki sto-
j¡ce przed iloczynami x̃ix̃i,)

[λ′ij] =




0 0 0

0 κk2

C0
V

0

0 0 Θk2


 ,

oraz z macierzy wspóªczynników przed −x̃ixi:

[L′ij] =




0 0 −c0k

0 κk2

C0
V

0

c0k 0 Θk2


 .

Macierz [λ′ij] jest macierz¡ osobliw¡ (nie istnieje do niej macierz odwrotna), po-
niewa» w funkcjonale dynamicznym uwzgl¦dniono jedno równanie ±cisªe (5.47). Ha-
miltonian ukªadu transformuje si¦ do zmiennych {S, {mi}}, w których to przyjmuje
bardzo prost¡ form¦:

H(S, {mi}) =
1

2

∑

k

[
m1(k)2 + m2(k)2 + m3(k)2 + 2v+m2(k)S2

−k

]
+ Hef(S).

(5.53)
W nowym hamiltonianie tylko pole m2 sprz¦»one jest z parametrem porz¡d-

ku. Efektywny hamiltonian spinowy ma tak¡ sam¡ posta¢ jak w rozdziale trzecim,
z efektywn¡ staª¡ sprz¦»enia u0 = ũ0 − v+. Podobnie jak w rozdziale trzecim
i pierwszej cz¦±ci tego rozdziaªu zaniedbujemy tu maª¡ nieanalityczno±¢ tej staªej
sprz¦»enia (wzgl¦dem wektora falowego), poniewa» w magnetykach prowadzi ona
do zaniedbywalnych efektów w eksperymentalnie dost¦pnym zakresie zredukowanej
temperatury. Pola m1 i m3 maj¡ posta¢ pól nieoddziaªuj¡cych. Nale»y jednak za-
uwa»y¢, »e chocia» ,,statycznie� nie s¡ one sprz¦»one z parametrem porz¡dku, to
jednak ,,dynamicznie� s¡ spr¦»one z polem m2 poprzez macierz [Lij], a tym samym
spr¦»one s¡ z ukªadem spinowym.
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5.2.2 Funkcje wierzchoªkowe a wspóªczynniki transportu

Zwi¡zek mi¦dzy dyfuzyjno±ci¡ ciepln¡, DT = κ/Cp , i wspóªczynnikiem tªumienia
d¹wi¦ku, Ds = 2α(ω)c3(ω)/ω2, a funkcjami wierzchoªkowymi, pojawiaj¡cymi si¦ w
naturalny sposób przy zastosowaniu rachunku zaburze« [101], znale¹¢ mo»na roz-
wa»aj¡c zlinearyzowane równania ruchu hydrodynamiki, które dla naszego ukªadu
maja nast¦puj¡c¡ posta¢:

Ṡk = −Γ(k2 + ξ−2)Sk , (5.54)

q̇k = − κk2

Cp(t)
qk , (5.55)

Q̈k = −c2
sk

2Qk −Dsk
2Q̇k , (5.56)

gdzie Cp(t) to ciepªo wªa±ciwe ukªadu pod staªym ci±nieniem, κ - wspóªczynnik prze-
wodnictwa cieplnego, cs i Ds - pr¦dko±¢ i wspóªczynnik tªumienia d¹wi¦ku. Pierwsze
z tych równa« opisuje relaksacj¦ parametru porz¡dku, drugie przewodnictwo cieplne,
a trzecie propagacj¦ fali d¹wi¦kowej. Zwykle, aby znale¹¢ mody hydrodynamiczne
ukªadu, przyrównujemy do zera [82, 101] wyznacznik utworzony ze wspóªczynników
stoj¡cych przed polami zapisanymi w reprezentacji Fouriera. Dla równa« (5.54) -
(5.56) wyznacznik macierzy wspóªczynników ma prost¡ posta¢:

∆hydr =
(−ω2 − iωDsk

2 + c2
sk

2
) (−iω + DTk2

) [−iω + Γ(k2 + ξ−2)
]

, (5.57)

pokazuj¡c¡ istnienie modu relaksacyjnego, modu dyfuzji ciepªa i jednego modu
d¹wi¦kowego. �atwo zauwa»y¢, »e podobn¡ struktur¦ posiada wyznacznik ze wspóª-
czynników funkcjonaªu dziaªania, stoj¡cych przed wyrazami postaci β̃iβj, w naj-
ni»szym rz¦dzie rachunku zaburze«, gdzie {βi} = {S, q,Q, P} . Ka»dy z wyrazów
stoj¡cych przed β̃iβj stanowi najni»sze (gaussowskie) przybli»enie Γ0

βj β̃i
(k, ω) dla

odpowiedniej funkcji wierzchoªkowej: Γβj β̃i
(k, ω) = Γ0

βj β̃i
(k, ω) − Σβj β̃i

(k, ω), gdzie
Σβj β̃i

(k, ω) jest sum¡ nieprzywiedlnych diagramów z dwoma ,,zewn¦trznymi� linia-
mi [28, 7, 34, 101]. Po przyrównaniu do zera staªych oddziaªywania g0, w0, f0 i u0
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macierz
[
Γ0

βj β̃i
(k, ω)

]
ma nast¦puj¡c¡ struktur¦:

[
Γ0

βj β̃i
(k, ω)

]
=




−iω + Γ(k2 + r0) 0 0 0

0 −iω + D0
Tk2 0 0

0 0 −iω c2
0k

2

0 0 −1 −iω + Θk2




, (5.58)

a jej wyznacznik przyjmuje analogiczn¡ do (5.57) posta¢

∆0
teor =

(−ω2 − iωΘk2 + c2
0k

2
) (−iω + D0

Tk2
) [−iω + Γ(k2 + r0)

]
, (5.59)

gdzie D0
T = κ/C0

V . Jest to jednocze±nie dowód na to, »e przybli»enie gaussowskie w
naszym modelu dobrze opisuje hydrodynamik¦ ukªadu z dala od punktu krytyczne-
go, gdzie �uktuacje nie odgrywaj¡ istotnej roli.

Nie b¦dziemy si¦ tu wgª¦bia¢ w szczegóªy dynamicznego rachunku zaburze«, od-
syªaj¡c czytelnika do cytowanej literatury, powiemy tylko krótko, »e jak pokazali
Folk i Moser [102] po pierwsze, ,,hydrodynamiczna� struktura macierzy (5.58) jak
i jej wyznacznika (5.59) zostaje zachowana w ka»dym rz¦dzie rachunku zaburze«.
Jedynie zamiast wspóªczynników D0

T, c2
0 i Θ pojawiaj¡ si¦ pewne funkcje zale»ne

od wektora falowego, cz¦sto±ci i temperatury, które obliczamy sumuj¡c odpowied-
nie nieprzywiedlne diagramy Feynmana. Ka»d¡ z tych funkcji mo»na zapisa¢ jako
iloczyn czynnika ,,dynamicznego�, dla którego wszystkie wkªady perturbacyjne pro-
porcjonalne s¡ do parametrów tzw. sprz¦»enia mi¦dzymodowego (mode-coupling),
oraz czynnika, który w granicy ω = 0 redukuje si¦ do odpowiedniej statycznej funkcji
wierzchoªkowej. Po drugie, ta struktura wyznacznika jest niezmiennicza wzgl¦dem
transformacji zamiany zmiennych (5.51) i po trzecie, by otrzyma¢ wspóªczynni-
ki transportu w naszym modelu nale»y porówna¢ wyznacznik ,,hydrodynamiczny�
∆hydr z wyznacznikiem dynamicznych, dwu-cz¡stkowych funkcji wierzchoªkowych:
∆teor = det

[
Γβj β̃i

(k, ω)
]
, który w naszym modelu (nie ma w nim sprz¦»e« mi¦dzy-

modowych) ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

∆teor = {iω3 − ω2[Θk2 + (sin2 ϕT + cos2 ϕTΓm2m2)D
0
Tk2]

− iω[c2
0k

2(cos2 ϕa + sin2 ϕaΓm2m2) + (sin2 ϕT + cos2 ϕTΓm2m2)D
0
TΘk4]

+ c2
0D

0
Tk4 cos2(ϕa − ϕT)Γm2m2}ΓΦΦ̃(k, ω) , (5.60)
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gdzie Γm2m2(ω) = 1
κ

∂
∂k2 Γm2m̃2|k=0 jest wªa±nie tym drugim czynnikiem we funkcji

wierzchoªkowej Γm2m̃2(k, ω), który jest uogólnieniem statycznej funkcji wierzchoªko-
wej - Γ

(st)
m2m2 = 〈m2m2〉−1 [101, 99]. Poniewa» zmienna m2 odgrywa w hamiltonianie

tak¡ sam¡ rol¦ jak energia w modelu C [3], wi¦c zarówno Γ
(st)
m2m2 jak i jej dynamiczny

odpowiednik przejawiaj¡ osobliwo±¢ typu odwrotno±ci ciepªa wªa±ciwego, a Γm2m2

speªnia relacj¦ skalowania

Γm2m2(t, ω) = tαΨ(y) , (5.61)

gdzie y = ω/ωc to znana ju» cz¦sto±¢ zredukowana. Funkcja skaluj¡ca w przybli»eniu
jednop¦tlowym dana jest wyra»eniem:

Ψ(y) =

[
1 +

(y

2

)2
] α

2zν

{
1 +

α

ν

[
1− iy

2

y
arctan

y

2
+ i

ln(1 + (y
2
)2)

2y

]}
, (5.62)

czyli z dokªadno±ci¡ do staªej i wyrazów rz¦du O(ε2) wygl¡da jak odwrotno±¢ roz-
wa»anej w poprzednim rozdziale formuªy na Φ′(y). Zaªo»yli±my tutaj, »e v+ i u0

s¡ równe swoim warto±ciom w punkcie staªym grupy renormalizacji, a wi¦c nie roz-
wa»amy tutaj poprawek do skalowania zwi¡zanych z tymi parametrami [81, 82].
Równanie (5.62) ró»ni si¦ jednak od Φ′(y)−1 tym, »e wyst¦puje tutaj inna warto±¢
- odpowiednia dla modelu C - dynamicznego wykªadnika krytycznego: z = 2 + α/ν.
Oczywi±cie, w przybli»eniu dwup¦tlowym i wy»szych oprócz tej ró»nicy wyst¦puj¡
jeszcze dodatkowe przyczynki do Ψ pochodz¡ce np. od diagramu z rysunku (5.4).

Rys. 5.4. Dodatkowy diagram daj¡cy wkªad do funkcji Ψ, nie wyst¦puj¡cy w wyra»eniu
na Φ′. Linie faliste to propagatory ,,fononowe�. Zwykªe linie to propagatory spinowe.
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5.2.3 Pr¦dko±¢ i wspóªczynnik pochªaniania d¹wi¦ku oraz dy-
fuzyjno±¢ cieplna

Równanie (5.60) ªatwo sfaktoryzowa¢ dla c0k À D0
Tk2. Otrzymujemy wtedy

∆teor =
[−ω2 − iωDad

s (ω)k2 + Cad
s (ω)2k2

] [−iω +Dad
T (ω)k2

]
ΓΦΦ̃(k, ω) , (5.63)

gdzie Cad
s (ω), Dad

s (ω) i Dad
T (ω) to zale»ne od cz¦sto±ci (i oczywi±cie od tempera-

tury) wspóªczynniki, które interpretujemy jako zespolone: pr¦dko±¢ i wspóªczynnik
tªumienia d¹wi¦ku oraz dyfuzyjno±¢ cieplna (przewodnictwo temperaturowe). Gór-
ny indeks oznacza granic¦ adiabatyczn¡, poniewa» dla ω ' c0k À D0

Tk2 w ci¡gu
jednego okresu fali ultrad¹wi¦kowej nie ma znacz¡cego przepªywu ciepªa od miejsc
cieplejszych (o wi¦kszej g¦sto±ci) do obszarów chªodniejszych (o mniejszej g¦sto±ci).
Cad

s (ω) i Dad
T (ω) dane s¡ stosunkowo prostymi wyra»eniami:

Cad
s (ω)2 = c2

0

[
cos2 ϕad + sin2 ϕaΓm2m2(ω)

]
, (5.64)

Dad
s (ω) = Θ +

[Dad
T (ω)−Diz

T(ω)
]

, (5.65)

Dad
T (ω) = D0

T

cos2(ϕad − ϕT)Γm2m2(ω)

cos2 ϕad + sin2 ϕaΓm2m2(ω)
, (5.66)

Diz
T(ω) = D0

T(sin2 ϕT + cos2 ϕTΓm2m2) . (5.67)

Pr¦dko±¢ i wspóªczynnik pochªaniania d¹wi¦ku zwi¡zane s¡ z rzeczywist¡ i urojon¡
cz¦±ci¡ Cad

s (ω) oraz Dad
s (ω) nast¦puj¡cymi relacjami:

c(ω, t)2 = Re Cad
s (ω)2 + ω ImDad

s (ω) , (5.68)

α(ω, t) =
−ω Im Cad

s (ω)2 + ω2 ReDad
s (ω)

2c3(ω)
, (5.69)

za± zale»na od cz¦sto±ci dyfuzyjno±¢ cieplna

DT(ω, t) = ReDad
T (ω) . (5.70)
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Dla magnetyków staªe oddziaªywania s¡ takie, »e mo»emy zaªo»y¢ cos2 ϕad À
sin2 ϕad. Widzimy wi¦c, »e DT(ω) w pobli»u punktu krytycznego (t → 0, ω → 0)
ma nast¦puj¡c¡ posta¢: DT(ω, t) ' D0

TtαΨ(y), przy czym dyfuzyjno±¢ cieplna maleje
wolno do zera jak tα w obszarze hydrodynamicznym, osi¡gaj¡c sko«czon¡ warto±¢,
DT(ω, 0) ∝ ωα/zν , w obszarze krytycznym (y À 1). Mo»na pokaza¢ [99], »e w
granicy ω → 0 równanie (5.66) przechodzi w znan¡ relacj¦ DT(0, t) = κ/Cp(t),

gdzie Cp(t) jest ciepªem wªa±ciwym pod staªym ci±nieniem. W naszym modelu nie
ma perturbacyjnego wkªadu do przewodno±ci cieplnej κ [36, 37].

W literaturze nie znajdujemy zbyt wielu prac dotycz¡cych zachowania si¦ dyfu-
zyjno±ci cieplnej w pobli»u Tc. Jednak»e stosunkowo niedawno przedstawiono wyni-
ki pomiarów tej wielko±ci w jedno-osiowym antyferromagnetyku FeF2 [103] oraz w
Cr2O3 [104]. Ten ostatni zwi¡zek jest równie» antyferromagnetykiem, lecz wykazuje
on tylko niewielk¡ anizotropi¦. Pomiary dyfuzyjno±ci cieplnej dotyczyªy tylko obsza-
ru hydrodynamicznego, a obserwowany ,,doªek� w dyfuzyjno±ci cieplnej w pobli»u
Tc mo»na w przypadku FeF2 do±¢ dobrze wytªumaczy¢ osobliwo±ci¡ typu tα, gdzie
zmierzony w ten sposób wykªadnik α = 0, 11 ± 0.02 bardzo dobrze zgadza si¦ z
teoretycznym oszacowaniem tego wykªadnika dla ukªadu typu Isinga: α = 0, 110

[15]. Interpretacja wyników w Cr2O3 wydaje si¦ by¢ mniej jednoznaczna [99].
Wró¢my jednak do krytycznej propagacji d¹wi¦ku, bo to jest nasz podstawowy

przedmiot zainteresowania. Dla ω = ck À D0
Tk2 w równaniach (5.68) i (5.69) mo»na

zaniedba¢ wyrazy zawieraj¡ce Dad
s (ω), poniewa» daj¡ one du»o mniejszy wkªad do

pr¦dko±ci i pochªaniania d¹wi¦ku ni» te proporcjonalne do Cad
s (ω)2. Warto jednak

zauwa»y¢, »e drugi wyraz w równaniu (5.69) w granicy ω → 0 daje klasyczny
wkªad do pochªaniania d¹wi¦ku, pochodz¡cy od przewodnictwa cieplnego [65]

α(ω, t)klas =
ω2κ

2c3
0

[
1

CV (t)
− 1

Cp(t)

]
. (5.71)

Dowodzi to spójno±ci naszej teorii, gdy» dostajemy w niej prawidªowe wyra»e-
nie dla α(ω, t) równie» poza obszarem krytycznym. W równaniu (5.71) pomini¦-
to niekrytyczny wyraz proporcjonalny do Θ, a odzwierciedlaj¡cy inne mechani-
zmy pochªaniania. Patrz¡c na równanie (5.64) widzimy, »e w c2(ω, t) mamy sta-
ªy nieosobliwy wyraz c2

0 cos2 ϕad plus maªa singularna poprawka proporcjonalna
do tα Re Ψ(y). Jest to zachowanie odpowiadaj¡ce temu z równania (5.39) dla re-
»ymu wysoko-cz¦stotliwo±ciowego (ωτ 0

SL À 1), który okre±lili±my równie» jako
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,,adiabatyczny�. Równie» wspóªczynnik pochªaniania i dyspersja d¹wi¦ku dane s¡
podobnymi do (5.42) i (5.40) wyra»eniami:

α(ω, t) =
−ω sin2 ϕad

2c0

Im Γm2m2(ω) ∝ ω2t−ρsg3(y) , (5.72)

c2(ω)− c2(0) ∝ tαf3(y) , (5.73)

gdzie wykªadnik krytyczny ρs = zν − α = 2ν ' 1, 26 , a funkcje skaluj¡ce g3(y) =

Im Ψ(y)/y i f3(y) = Re Ψ(y) w przybli»eniu jednop¦tlowym ró»ni¡ si¦ tylko inny-
mi warto±ciami czasowego wykªadnika krytycznego (z ' 2, 175 dla modelu C) w
(5.30) i (5.62). Poniewa» asymptotycznie dla du»ych y mamy: g3(y) ∝ y−ρs/zν i
f3(y) ∼ 1−yα/zν , to i nachylenia funkcji g3(y) oraz f3(y) b¦d¡ si¦ troch¦ ró»ni¢ od
g2(y) i f2(y) dla y →∞. Nale»y tutaj wspomnie¢, »e warto±¢ uzyskanego wykªad-
nika ρC

s = zCν − α nie zgadza si¦ z wynikiem uzyskanym przez Drosel i Schwabla
[61], którzy uzyskali w podobnym modelu (niezachowawczy parametr porz¡dku i
zachowawcza energia) wynik: ρs = zCν + α. Jak ju» wspominano w rozdziale trze-
cim, Drosel i Schwabl uzyskali te» inny, izotermiczny, wzór dla pr¦dko±ci d¹wi¦ku.
Byªo to skutkiem przyj¦cia jako ci±nienia - zmiennej nie w peªni ortogonalnej do
zmiennej entropowej. Wedªug autora niniejszej rozprawy inny wykªadnik krytyczny,
znaleziony przez Drosel i Schwabla, wynika z bª¦dów w procedurze eksponencjacji
logarytmów. Prawidªowa eksponencjacja logarytmów dla wyra»enia (3.1) z ich pracy
[61] daje wynik ρs = zCν − α.

Równanie (5.60) mo»na równie» sfaktoryzowa¢ dla c0k ¿ D0
Tk2. Nierówno±¢ ta

zachodzi tylko dla bardzo wysokich cz¦stotliwo±ci, du»o wy»szych ni» cz¦stotliwo±ci
ultrad¹wi¦kowe, tak »e rozpatrywana faktoryzacja ma tylko znaczenie teoretyczne.
Dla tak wysokich cz¦stotliwo±ci d¹wi¦k w tym modelu propaguje si¦ w sposób izo-
termiczny, a ∆teor mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

∆teor =
[−ω2 − iωDiz

s (ω)k2 + Ciz
s (ω)2k2

] [−iω +Diz
T(ω)k2

]
ΓΦΦ̃(k, ω) , (5.74)

gdzie

Ciz
s (ω)2 = c2

0

cos2(ϕad − ϕT)Γm2m2(t, ω)

sin2 ϕT + cos2 ϕTΓm2m2(t, ω)
, (5.75)

Diz
s (ω) = Θ +

Cad
s (ω)2 − Ciz

s (ω)2

Diz
T(ω)ω2

Ciz
s (ω)2 , (5.76)
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jest kwadratem zespolonej izotermicznej pr¦dko±ci d¹wi¦ku i jego zespolonym wspóª-
czynnikiem tªumienia, za± Diz

T(ω), dana wyra»eniem (5.67), jest zespolon¡ dyfu-
zyjno±ci¡ ciepln¡ w tym re»ymie. Mo»na pokaza¢, »e dla cz¦sto±ci du»o mniej-
szych ni» cz¦sto±¢ charakterystyczna parametru porz¡dku Diz

T(ω) → κ/CV (t), gdzie
CV (t) ∝ const + tα jest ciepªem wªa±ciwym ukªadu przy staªej obj¦to±ci - które jest
sko«czone w Tc [64]. Warto jeszcze zauwa»y¢, »e w re»ymie izotermicznym kwadrat
pr¦dko±ci d¹wi¦ku d¡»y do zera jak tα, sko«czona natomiast w Tc jest dyfuzyjno±¢
cieplna, czyli mamy odwrotn¡ sytuacj¦ ni» w re»ymie adiabatycznym, gdzie pr¦dko±¢
d¹wi¦ku byªa sko«czona, a dyfuzyjno±¢ cieplna malaªa do zera. Ma to zwi¡zek z pew-
n¡ relacj¡ jak¡ speªniaj¡ C2

s i DT w obydwu re»ymach. �atwo si¦ bowiem przekona¢,
»e

Dad
T (ω)Cad

s (ω)2 = Diz
T(ω)Ciz

s (ω)2 =

= c2
0D

0
TΓm2m2(t, ω) cos2(ϕad − ϕT) ∝ ταΨ(y) . (5.77)

Relacja ta [99] jest uogólnieniem na sko«czone cz¦sto±ci znanej z termodynamiki
formuªy [22]: (∂p/∂ρ)q CV = (∂p/∂ρ)T Cp , wi¡»¡cej izotermiczn¡ i adiabatyczn¡
±ci±liwo±¢ oraz ciepªa wªa±ciwe cieczy przy staªym ci±nieniu i przy staªej obj¦to±ci.

Na koniec spróbujemy znale¹¢ zwi¡zek mi¦dzy formuªami na adiabatyczn¡ i izo-
termiczn¡ pr¦dko±¢ d¹wi¦ku, w tym modelu, a wyra»eniami (5.37) i (5.39) z po-
przedniego rozdziaªu, gdzie zajmowali±my si¦ modelem z niezachowawcz¡ energi¡.
Rachunek zaburze« dla funkcji Γm2m2(t, ω) pokazuje, »e mo»na j¡ przedstawi¢ na-
st¦puj¡co:

Γm2m2(t, ω) = 1− v+ΠC
np(k, ω), (5.78)

gdzie ΠC
np jest sum¡ wszystkich nieprzywiedlnych diagramów dla funkcji reakcji li-

niowej kwadratu spinu Π(k, ω) = 2Γ

∫
dteiωt

〈
S2

k(t)S̃
2−k(0)

〉
C

, gdzie indeks ,,C�
dodano tu dla zaznaczenia, »e ±rednia liczona jest przy funkcjonale dynamicznym
J

{
S,m1,m2,m3; S̃, m̃1, m̃2, m̃3

}
, w którym dla nieistotnych (irrelevant) parame-

trów przyj¦to warto±¢ zero. Poza tym, w celu uproszczenia rachunku zaburze«,
mo»na cz¦±ciowo przecaªkowa¢ po polach m1, m3, m̃1 i m̃3 w odpowiednich funk-
cjach korelacji, a nast¦pnie przej±¢ do granicy, c0 →∞, z pr¦dko±ci¡ d¹wi¦ku (mod
d¹wi¦kowy mo»e by¢ uwa»any za stosunkowo szybki w stosunku do modów pa-
rametru porz¡dku i dyfuzji ciepªa nawet w Tc [61]). Prowadzi to do modelowego
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,,bezfononowego� funkcjonaªu dziaªania J
{

S, m2; S̃, m̃2

}
, zawieraj¡cego tylko pola

S i m2, dla klasy uniwersalno±ci C [36]. Aby uzyska¢ analogiczne do poprzedniego
rozdziaªu wyra»enia, wygodnie jest wprowadzi¢ pewn¡ sztuczn¡ funkcj¦ zde�niowa-
n¡ wzorem:

ΞC(k, ω) =
Π

(C)
np (k, ω)

1− v+Π
(C)
np (k, ω)

. (5.79)

Wtedy mo»emy napisa¢

Γm2m2(t, ω) =
1

1 + v+Ξ(C)(k, ω)
(5.80)

i podstawiaj¡c to do równa« (5.64) i (5.75) otrzymujemy:

Cad
s (ω)2 = c2

0

1 + vq
adΞ

(C)(k, ω)

1 + v+Ξ(C)(k, ω)
(5.81)

= c2
0(1−

vph
ad

v+

) + c2
0

vph
ad

v+

1

1 + v+Ξ(C)(k, ω)

oraz
Ciz

s (ω)2 = c2
0

(1− r2)

1 + vph
T Ξ(C)(k, ω)

. (5.82)

S¡ to wyra»enia o tej samej strukturze co wzory (5.37) i (5.39), które opisuj¡ zacho-
wanie zespolonej pr¦dko±ci d¹wi¦ku w re»ymie nisko- i wysoko-cz¦stotliwo±ciowym
modelu A, tylko »e zamiast funkcji Π(A)(k, ω) wyst¦puje tutaj Ξ(C)(k, ω). Warto
zwróci¢ uwag¦, »e Ξ(C)(k, ω) w modelu C ró»ni si¦ istotnie od reakcji liniowej kwa-
dratu spinu Π(C)(k, ω), poniewa»

Π(C)(k, ω) =
Π

(C)
np (k, ω)

1− v+Gm2
0 (k, ω)Π

(C)
np (k, ω)

, (5.83)

gdzie Gm2
0 (k, ω) = (1− iω/D0

Tk2)
−1 jest swobodnym propagatorem pola m2. Dla

adiabatycznej propagacji d¹wi¦ku mamy ω/D0
Tk2 À 1 , a wi¦c Gm2

0 (k, ω) ' 0 i
Π(C)(k, ω) ' Π

(C)
np (k, ω). Takiej ró»nicy nie ma w granicy statycznej ω → 0, gdzie

Π(C)(k, 0) = Ξ(C)(k, 0) =
〈
S2

kS
2
−k

〉
. Zatem i tutaj otrzymujemy wyra»enia (3.16) i

(3.24), uzyskane w rozdziale trzecim.
Patrz¡c na równanie (5.81) bez trudu znajdziemy zwi¡zek z fenomenologicznym

ciepªem wªa±ciwym Ferrela-Bhattacharjee, które jest cz¦sto stosowane do interpreta-
cji eksperymentów w ukªadach niemagnetycznych, takich jak mieszaniny krytyczne,
He4 i przej±cie ciecz-gaz. Wystarczy przyj¡¢, »e

CFB
p (ω) = C0

V [1 + v+Ξ(C)(k, ω)] , (5.84)
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a uzyskamy zale»no±¢ zespolonej pr¦dko±ci d¹wi¦ku od odwrotno±ci tej wielko±ci:

Cad
s (ω)2 = c2

0(1−
vph

ad

v+

) +
const

CFB
p (ω)

. (5.85)

Jeszcze raz zwracamy uwag¦, »e nie mo»na interpretowa¢ CFB
p (ω) jako reakcji linio-

wej pola entropii, gdy» ta ostatnia w re»ymie adiabatycznym zachowuje si¦ inaczej
ni» CFB

p (ω).
Formuªa (5.85) wydaje si¦ mie¢ powszechne zastosowanie w zupeªnie ró»nych

ukªadach nale»¡cych do ró»nych klas uniwersalno±ci. Mo»na wi¦c przypuszcza¢, »e
ma ona zastosowanie do adiabatycznej propagacji d¹wi¦ku w ukªadach krytycz-
nych, gdzie parametr porz¡dku sprz¦»ony jest z energi¡ i modem d¹wi¦kowym za
pomoc¡ dwóch ró»nych i niezale»nych staªych sprz¦»enia. Wyj¡tek stanowi tutaj
ukªad gaz-ciecz, gdzie jak zauwa»yli Pankert i Dohm [82], parametr porz¡dku sam
proporcjonalny jest do energii i wyst¦puje tam tylko jedna staªa sprz¦»enia - mi¦dzy
parametrem porz¡dku a zmiennymi opisuj¡cymi d¹wi¦k. Analiza przeprowadzona
w poprzednim rozdziale pokazuje, »e równie» w re»ymie niskocz¦stotliwo±ciowym
magnetyków z niezachowawczym parametrem porz¡dku nie ma ona zastosowania.



Rozdziaª 6

EKSPERYMENT

Warto si¦ zastanowi¢ jak maj¡ si¦ mierzone eksperymentalnie w magnetykach war-
to±ci wykªadnika attenuacji d¹wi¦ku do tych otrzymanych w modelu z zachowawcz¡
energi¡, ρad

s ' 1, 26, jak i tych otrzymanych w modelu z niezachowawcz¡ energi¡. W
tym ostatnim modelu spotykamy zarówno re»ym nisko-cz¦stotliwo±ciowy, w którym
widoczna mo»e by¢ osobliwo±¢ typu Kawasakiego (ρKaw

s ' 0, 22) oraz osobliwo±¢
MIS (ρMIS

s ' 1, 38), jak i re»ym wysoko-cz¦stotliwo±ciowy (WCZ) z ρwcz
s ' 1, 16.

6.1 Izolatory
I tak, dla zdecydowanej wi¦kszo±ci izolatorów magnetycznych wykªadnik ρs przyj-
muje maª¡ warto±¢: od zeru dla tlenku europu - EuO, gdzie w ogóle nie obserwujemy
anomalnego pochªaniania w fazie wysokotemperaturowej, do warto±ci 0, 75 dla �u-
orku »elaza (II) FeF2. Ilustruje to tabela (6.1). Przedstawiono w niej wykªadniki
krytyczne wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku w obszarze krytycznym dla kilku
magnetyków b¦d¡cych równocze±nie izolatorami elektrycznymi. Rzucaj¡cym si¦ w
oczy wyj¡tkiem jest tlenek chromu (III) Cr2O3, dla którego ρs przyjmuje warto±¢
1, 3 , czyli blisk¡ warto±ci obserwowanych w metalach magnetycznych (patrz tabe-
la 6.2). Omówimy ten przypadek troch¦ pó¹niej. Na razie zajmiemy si¦ typowymi
magnetykami z tej grupy. Maªe warto±ci wykªadnika attenuacji d¹wi¦ku w izolato-
rach interpretowane s¡ powszechnie jako dowód na to, »e realizuje si¦ w nich re»ym
Kawasakiego. Kto± mógªby spyta¢: jak si¦ ma wykªadnik ρs ' 0, 77, obserwowany w
anizotropowym antyferromagnetyku FeF2, do warto±ci: ρKaw

s = 2αI ' 0, 22, otrzy-
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manej z naszych rozwa»a« dla modelu typu Isinga? Albo, co ma wspólnego
ρs ' 0, 32 , dla izotropowego

Tabela 6.1. Wykªadniki krytyczne wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku dla izolatorów
magnetycznych.

Wykªadnik Parametr Zakres Zakres
Substancja ρs anizotr. cz¦stotliw. temperatury Literat.

(MHz) zreduk.

[105, 106]

MnF2 0, 14(1) 1, 4·10−2 10− 110 10−4−10−1 [107, 73]

RbMnF3 0, 32(2) 5·10−6 30− 150 10−4−6·10−2 [108]

EuO 0 4·10−4 50, 170 10−4−10−1 [109, 73]

Y3Fe5O12 0, 5(1) 10−5 5, 30 2·10−4-3·10−2 [86]

Gd3Fe5O12 0,42(10) 10−5 5, 30 2·10−4-5·10−1 [86]

FeF2 0, 77(7) 0, 6 10− 70 3·10−4-2·10−2 [110]

Cr2O3 1, 3(1) 3·10−4 100-1500 3·10−5−10−3 [111]

antyferromagnetyka Heisenberga - RbMnF3, z ujemn¡ warto±ci¡: 2αH ' −0, 27, któ-
r¡ otrzymujemy przez proste zast¡pienie αI → αH w wyra»eniu na ρKaw

s ? Mo»na to
tªumaczy¢ np. niedokªadnym wyznaczeniem temperatury krytycznej, co mo»e mie¢
wpªyw na warto±ci mierzonych wykªadników krytycznych [86]. Jednak, zdaniem au-
tora tej pracy, przyczyna tej pozornej niezgodno±ci le»y w tym, »e eksperymentator
mierz¡c nachylenie krzywej wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku (przedstawionej
w podwójnie logarytmicznej skali) jako funkcji temperatury zredukowanej, mierzy
tzw. efektywny wykªadnik krytyczny, który dla wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku
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α(ω, t) mo»na zde�niowa¢ wzorem [112, 44]

ρs(t) = −∂ ln[α(ω, t)]ω→0

∂ ln t
. (6.1)

Widzieli±my w poprzednim rozdziale, »e pochªanianie typu Kawasakiego proporcjo-
nalne jest do kwadratu ciepªa wªa±ciwego, st¡d asymptotyczny wykªadnik dla tego
re»ymu, w ukªadach typu Isinga, to ρKaw

s = 2αI. Trzeba tutaj jednak wyra¹nie
stwierdzi¢, »e jest to tylko przybli»enie asymptotyczne, poniewa» ciepªo wªa±ciwe w
pobli»u Tc zachowuje si¦ jak

C = At−α + B , (6.2)

a staªy wyraz B mo»na zaniedba¢ tylko w przypadku α > 0, i to niesko«czenie blisko
Tc. Staªa ta jest niezb¦dna np. w modelu Heisenberga, gdzie A < 0. Dopiero te dwa
wyrazy zapewniaj¡ pik w cieple wªa±ciwym [27]. W realnych ukªadach powinni±my
uwzgl¦dni¢ równie» pierwsz¡ poprawk¦ do skalowania [113, 104, 103], pisz¡c

C = At−α(1 + Et∆1) + B + Ft , (6.3)

gdzie ∆1 jest wykªadnikiem pierwszej poprawki do skalowania, który np. w przypad-
ku modeli z jednowymiarowym parametrem porz¡dku jest równy okoªo 0, 52 [15].
Dodano tutaj równie» regularny wyraz proporcjonalny do t. Pouczaj¡cym b¦dzie
obliczenie efektywnego wykªadnika krytycznego dla kwadratu ciepªa wªa±ciwego (w
re»ymie Kawasakiego to ρs(t)), gdy jest ono dane wyra»eniem (6.2). Otrzymujemy
wtedy:

ρs(t) = 2α
At−α

At−α + B
. (6.4)

W przypadku magnetyków typu Heisenberga (n = 3) mamy α < 0, A < 0 i B > 0

(A < B), a wi¦c efektywny wykªadnik krytyczny jest dodatni (zakªadamy oczy-
wi±cie, »e wzór (6.2) obowi¡zuje tylko dla t ¿ 1), bo dodatni jest iloczyn αA. Co
wi¦cej, jego bezwzgl¦dna warto±¢ mo»e by¢ wi¦ksza ni» 2|αH| ' 0, 27, co tªumaczy-
ªoby troch¦ wi¦ksze ni» 0, 27 wykªadniki ρs w ferrytach: Gd3Fe5O12 i Y3Fe5O12.

6.1.1 FeF2

W przypadku ukªadu Isinga, jakim jest silnie anizotropowy antyferromagnetyk FeF2,
zarówno wykªadnik ciepªa wªa±ciwego jak i jego amplituda s¡ dodatnie, jednak, jak
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pokazuj¡ rachunki grupy renormalizacji [113], staªa B zwi¡zana z �uktuacjami kry-
tycznymi jest ujemna. Na rysunku (6.1) pokazano efektywny wykªadnik krytyczny
kwadratu ciepªa wªa±ciwego w przypadku , gdy dane jest ono do±¢ ogólnym wy-
ra»eniem (6.3). Przyj¦to tutaj B/A = −1, 59 , E = 1, 2 , F/A = 0, 1 oraz
α = 0, 11 i ∆1 = 0, 52. Je»eli doda¢ do tego stochastyczny rozrzut danych, to

ORJ� W

� � � � � � � � � �

ρ

� (W )

�	� �

�	� �

�	� 


�	� �
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Rys. 6.1. Efektywny wykªadnik krytyczny wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku w re»ymie
Kawasakiego (równy efektywnemu wykªadnikowi kwadratu ciepªa wªa±ciwego), gdy ciepªo
wªa±ciwe scharakteryzowane jest równaniem (6.3). Przyj¦to tutaj: B/A = −1, 59 , E =

1, 2 , F/A = 0, 1, oraz α = 0, 11 i ∆1 = 0, 52.

ªatwo wyobrazi¢ sobie mo»liwo±¢ uzyskania wykªadnika ∼ 0, 7 dla temperatury zre-
dukowanej np. w przedziale 10−2 − 10−3. Wykªadnik wspóªczynnika pochªaniania
d¹wi¦ku w FeF2 poni»ej temperatury krytycznej: ρs ' 0, 5 [110], wi¡za¢ mo»na z
tym, »e A+/A− ' 0, 53 dla magnetyków typu Isinga. Wi¦ksza amplituda A− oznacza
mniejszy stosunek B/A−, a wi¦c i mniejsze odchylenie ρs od warto±ci 2αI.

6.1.2 EuO
Innym powodem do niepokoju wyda¢ si¦ mo»e brak krytycznego pochªaniania d¹wi¦-
ku (ρs = 0) w izotropowym ferromagnetyku EuO, chocia» obserwujemy w nim
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singularno±¢ w cieple wªa±ciwym [114]. Zwi¡zane to jest z wyj¡tkowo dªugim cza-
sem relaksacji spin-sie¢, który dla tego zwi¡zku jest rz¦du jednej mikrosekundy
(τ−1

SL ≈ 1, 5·106 s−1 [115]). Brak osobliwo±ci we wspóªczynniku pochªaniania d¹wi¦ku
dla EuO byª zwykle tªumaczony przy pomocy prostej formuªy typu równania (4.7):

α(ω, t) ∝ Cp
ω2τ

1 + ω2τ 2
, (6.5)

która to dla ωτ À 1 i dla τ ∝ Cp prowadzi do relacji: α(ω, t) ∝ const. Dla cz¦sto-
tliwo±ci f = 50 MHz i τ = τSL ' 10−6 s mamy ωτ ' 300, a wi¦c przybli»enie
ωτ À 1 jest bardzo dobrze speªnione. Jest jednak pewien, bardzo cz¦sto niezauwa-
»any, kªopot z formuª¡ (6.5) opart¡ na jednym czasie relaksacji. Mianowicie, ró»nica
pr¦dko±ci ∆c ≡ c(ω)− c∞, na podstawie wzoru (4.6), dana jest wtedy wyra»eniem:

∆c ' Cp

2c∞(1 + ω2τ 2)
. (6.6)

Przy ωτ À 1 ∆c jest po pierwsze, bardzo maªe, a po drugie, zale»y od cz¦sto±ci
jak ω−2. Nie mo»na tego pogodzi¢ z obserwowan¡ w EuO sªab¡ anomali¡ w pr¦dko-
±ci d¹wi¦ku, gdzie ∆c praktycznie prawie nie zale»y od cz¦sto±ci [115]. Chocia»
dane te nie pozwalaj¡ rozstrzygn¡¢ jednoznacznie czy jest to anomalia proporcjo-
nalna do ciepªa wªa±ciwego czy te» do jego odwrotno±ci, to jednak bezsporny jest
brak zale»no±ci typu ω−2. Przy pomocy prostych formuª (6.5) i (6.6) nie mo»na
wi¦c równocze±nie wytªumaczy¢ braku anomalnego pochªaniania i sªabej anomalii
w pr¦dko±ci d¹wi¦ku. Mo»na to zrobi¢ jednak bez trudu przy pomocy wyra»enia
(5.26). O ile zaªo»y¢, »e

ω2τ 2
SL

τc

τSL

¿ vph
T

vph
ad

¿ ω2τ 2
SL . (6.7)

Wtedy cz¦±¢ urojona równania (5.26) przechodzi w wyra»enie analogiczne do rów-
nania (6.5):

α(ω, t) ∝ ω2τ 0
SL Re Π(A)(ω; t)(1 + v+ Re Π(A)(ω; t))

1 + ω2(τ 0
SL(1 + v+ Re Π(A)(ω; t)))2

, (6.8)

gdzie Π(A)(k, ω; t) = t−αΦ′(ωτc) + B to znana nam ju» czterospinowa funkcja ko-
relacji, która w granicy ωτc → 0 przechodzi w ciepªo wªa±ciwe ukªadu spinowego.
Rol¦ czasu relaksacji τ z równania (6.5) peªni tutaj τ 0

SL(1 + v+ Re Π(A)(ω; t)), który
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dla ωτc ¿ 0 zachowuje si¦ podobnie jak ciepªo wªa±ciwe. Rzeczywista cz¦±¢ równa-
nia (5.26) przechodzi za± w wyra»enie na adiabatyczn¡ pr¦dko±¢ d¹wi¦ku, opisane
równaniem (5.39), z osobliwo±ci¡ typu odwrotno±ci ciepªa wªa±ciwego.

Poniewa» czas relaksacji spin-sie¢ jest w tlenku europu wyj¡tkowo dªugi, du»o
dªu»szy ni» τc, nierówno±¢ (6.7) jest najprawdopodobniej speªniona dla szerokiego
zakresu cz¦stotliwo±ci. Nale»y si¦ jednak spodziewa¢, »e zarówno dla maªych cz¦-
stotliwo±ci jak i dla bardzo du»ych powinno pojawi¢ si¦ anomalne pochªanianie w
pobli»u Tc. Wzmianka o zaobserwowaniu krytycznego pochªaniania d¹wi¦ku w EuO
dla cz¦stotliwo±ci 235 kHz zawarta jest w pracy Goldinga i in. [115].

6.1.3 Cr2O3

Z tabeli (6.1) wida¢, »e antyferromagnetyk Cr2O3 wyra¹nie nie pasuje do pozosta-
ªych ze wzgl¦du na du»y wykªadnik ρs = 1, 3. Jest to warto±¢ spotykana w metalach
magnetycznych. Co mo»e by¢ przyczyn¡ takiego wyj¡tkowego zachowania? Z naszej
dotychczasowej analizy wynika, »e du»y wykªadnik ρs = zν ± α mo»e si¦ pojawi¢
tylko w dwóch przypadkach. Pierwszy to ten typowy dla metali, gdzie τ 0

SL ∼ τ 0
c , wte-

dy wskutek krytycznego spowolnienia obserwujemy zachowanie MIS z wykªadnikiem
ρs = zν+α. Wykªadnik z mógªby przyjmowa¢ warto±¢ zA = 2+cη ' 2, w modelu A,
lub warto±¢ zC = 2+α/ν dla modelu C. Ograniczymy si¦ do rozpatrzenia tylko tych
dwóch dynamicznych klas uniwersalno±ci, mimo »e Cr2O3 to antyferromagnetyk o
niewielkiej anizotropii, poniewa» eksperyment [104] pokazuje, »e ukªad scharaktery-
zowany jest przez Isingowski wykªadnik krytyczny ciepªa wªa±ciwego dla t < 3 ·10−3,

podczas gdy dla wi¦kszych temperatur zredukowanych obserwowany jest crossover
do zachowania typu Heisenberga. Wykªadnik wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku
zmierzony byª dla t < 10−3, a wi¦c w obszarze scharakteryzowanym przez Isingow-
skie wykªadniki krytyczne. W modelu A dla re»ymu MIS mamy: ρMIS

s ' 1, 38, za±
dla re»ymu wysoko-cz¦stotiwo±ciowego: ρwcz

s ' 1, 16. Obie te warto±ci s¡ do±¢ bliskie
warto±ci eksperymentalnej. Najlepsz¡ zgodno±¢ z eksperymentem dostajemy jednak
zakªadaj¡c, »e w magnetyku tym, w rozpatrywanym zakresie temperatur, realizuje
si¦ model C, w którym ρC

s ' 1, 26. Przede wszystkim trudno oczekiwa¢ aby w tym
antyferromagnetyku czas relaksacji spin-sie¢ byª du»o krótszy ni» w innych izolato-
rach magnetycznych. Zakªadaj¡c nawet do±¢ krótki czas relaksacji spin-sie¢ rz¦du
jednej nanosekundy mamy 1 ≤ ωτSL ≤ 15, a to sugeruje bardzo istotn¡ rol¦ mia-
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nownika w wyra»eniu (5.31), co raczej wyklucza re»ym MIS. Poza tym, intuicyjnie
spodziewamy si¦, »e model C dobrze stosuje si¦ do ukªadów, w których czas relaksacji
do sieci b¦dzie du»o dªu»szy ni» charakterystyczny czas zaniku �uktuacji spinowych.
Oraz du»o dªu»szy ni» druga skala czasowa, pochodz¡ca od zewn¦trznego zaburzenia
- okres fali ultrad¹wi¦kowej. Wtedy ukªad spinowy mo»emy z dobrym przybli»eniem
traktowa¢ jako ukªad izolowany, a przy tym charakterystyczna cz¦sto±¢ zwi¡zana z
dyfuzj¡ ciepªa w tym ukªadzie, dzi¦ki maªej warto±ci spinowej przewodno±ci cieplnej,
jest porównywalna z charakterystyczn¡ cz¦sto±ci¡ dla �uktuacji parametru porz¡d-
ku [36]. Oba te zaªo»enia b¦d¡ dobrze wypeªnione dla ωτSL À 1 i τSL/τc À 1. By
w peªni wyja±ni¢ z jakim re»ymem mamy do czynienia w tym antyferromagnetyku
potrzebne s¡ jednak dalsze badania eksperymentalne. Szczególnie po»¡dane byªoby
wyznaczenie czasu relaksacji spin-sie¢.

6.1.4 MnF2

Krytyczne pochªanianie d¹wi¦ku w magnetykach zaobserwowano po raz pierwszy
w antyferromagnetyku MnF2 [116]. Jak pokazuj¡ badania eksperymentalne ciepªa
wªa±ciwego [117], magnetyk ten w temperaturze zredukowanej rz¦du 10−2 wykazu-
je przej±cie od zachowania typu Heisenberga (n = 3) do zachowania typu Isinga
(n = 1). Pr¦dko±¢ i wspóªczynnik pochªaniania d¹wi¦ku w MnF2 byªy badane przez
wielu badaczy [116, 118, 119, 120, 105, 106, 107, 73, 111] i jak na razie jest to zwi¡-
zek najlepiej poznany od strony do±wiadczalnej. Na rysunku (6.2) przedstawiono, w
podwójnie logarytmicznej skali, zale»no±¢ wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku od
temperatury zredukowanej dla podªu»nych fal ultrad¹wi¦kowych propagujacych si¦
równolegle do kierunku [1,1,0]. Dane eksperymentalne zaczerpni¦to z pracy Ikushimy
[105]. Linie ci¡gªe przedstawiaj¡ wyra»enie α(ω, t) = 1

2c(ω)
Im Σ(k,ω)

ω
, odpowiednio dla

cz¦stotliwo±ci f = 10, 30, 50 i 70 MHz. Akustyczn¡ energi¦ wªasn¡ przyj¦to przy tym
w najbardziej ogólnej postaci (5.26) dla modelu z niezachowawcz¡ energi¡. Przyj¦to
tutaj τ 0

SL =3·10−9 s, τ 0
c = 10−13 s,

vph
ad

vph
T

= 1, 9, (AνK4/αB) = −1, 03. Na wykresie tym
mamy caªe bogactwo zachowa« wspóªczynnika pochªaniania w obszarze krytycznym.
Zobaczmy, »e dla maªych cz¦sto±ci, np. f = 10 MHz, α(ω, t) dla du»ych temperatur
zredukowanych pokazuje typowe zachowanie typu Kawasakiego, z maªym nachyle-
niem krzywych, dopiero dla temperatury zredukowanej rz¦du 10−4 zaczyna si¦ na
moment ostro wspina¢ by wkrótce ulec nasyceniu. Oczywi±cie wynika to z faktu, »e
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Rys. 6.2. Temperaturowa zale»no±¢ wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku fal podªu»nych
wzdªu» kierunku [1,1,0] w MnF2 dla T > TN . Punkty do±wiadczalne wzi¦to z pracy [105].
Linie ci¡gªe to wykres cz¦±ci urojonej funkcji (5.26).

τ 0
SL À τ 0

c , i cho¢ charakterystyczny czas relaksacji spinowych ro±nie du»o szybciej
ni» czas relaksacji spin-sie¢, to wyraz MIS staje si¦ wi¦kszy ni» wyraz Kawasakiego
dopiero w temperaturze zredukowanej bliskiej 10−4. Gdy τc zmaleje do warto±ci ω−1,
zaczyna si¦ przej±cie do obszaru krytycznego (y À 1), w którym dalszy wzrost staje
si¦ niemo»liwy. Na rysunku (6.3) przedstawiono jaki udziaª w caªkowitym pochªania-
niu fali d¹wi¦kowej o cz¦stotliwo±ci 10 MHz maj¡ pochªanianie Kawasakiego, MIS,
WCZ oraz wyraz regularny, zwany pochªanianiem tªa (background attenuation) αT.
Zwró¢my uwag¦, »e dla tej niskiej cz¦stotliwo±ci wyraz MIS jest du»o wi¦kszy ni»
wyraz WCZ. Ka»dy ze skªadników krytycznego pochªaniania d¹wi¦ku zaczyna si¦
nasyca¢ w temperaturze, dla której ωτc ∼ 1. Dla du»o wy»szych cz¦stotliwo±ci wyraz
MIS nie mo»e si¦ ju» ,,przebi¢� przez wyraz Kawasakiego - αKaw, poniewa» wcze±niej
zachodzi nasycenie obydwu wyrazów. Oczywi±cie, to ,,przebicie� si¦ przez wyraz Ka-
wasakiego mo»liwe byªoby równie» dla ni»szych ni» 10 MHz cz¦stotliwo±ci. Byªoby
one nawet bardziej widoczne (bo pó¹niej zachodziªoby nasycenie krytyczne), ale jak
na razie nie ma takich pomiarów.
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Rys. 6.3. Udziaª poszczególnych skªadników w caªkowitym pochªanianiu (α) podªu»nego
d¹wi¦ku wzdªu» kierunku [1,1,0] w MnF2 dla cz¦stotliwo±ci f = 10 MHz. αMIS, αKAW,
αWCZ i αT to odpowiednio: pochªanianie MIS, Kawasakiego, wysoko-cz¦stotliwo±ciowe oraz
pochªanianie tªa.

Na rysunku (6.4) przedstawiono analogiczny do rys. (6.2) wykres dla podªu»-
nych fal ultrad¹wi¦kowych propaguj¡cych si¦ w MnF2 wzdªu» kierunku [1,0,0] dla
T > TN . Tym razem zakres dost¦pnych, do porównania z teori¡, cz¦stotliwo±ci jest
jeszcze szerszy bo od 10 do 110 MHz . Dane eksperymentalne wzi¦to z pracy [106].
Oczywi±cie dla innego kierunku propagacji inne b¦d¡ te» staªe vph

T i vph
ad . Ogólnie,

w ka»dym ukªadzie, w którym nie ma peªnej izotropowej symetrii sieci, staªe te za-
le»e¢ b¦d¡ od kierunku propagacji k̂. Przyj¦to tutaj, »e dla k̂ ‖ [1, 0, 0]: vph

ad

vph
T

= 0, 8.
Dobrze jest te» zobaczy¢ udziaª wszystkich skªadników w caªkowitym pochªanianiu
d¹wieku dla najwi¦kszej cz¦stotliwo±ci f = 110 MHz. Przedstawiono to na rysun-
ku 6.5. Tym razem wyraz αWCZ znacznie przewy»sza αMIS i teraz on, dla maªych
temperatur zredukowanych, zaczyna konkurowa¢ z αKAW. Nie bez znaczenia jest
te» warto±¢ niekrytycznego pochªaniania , które stanowi w tym przypadku blisko
50% caªkowitego pochªaniania. Zarówno na rysunku 6.2 jak i 6.4 wida¢ bardzo
dobr¡ zgodno±¢ wyznaczonych teoretycznie krzywych i danych eksperymentalnych
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Rys. 6.4. Temperaturowa zale»no±¢ wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku fal podªu»nych
wzdªu» kierunku [1,0,0] w MnF2 dla T > TN . Punkty do±wiadczalne wzi¦to z pracy [106].

dla temperatur zredukowanych mniejszych ni» temperatura przej±cia do zachowa-
nia typu izotropowego antyferromagnetyka Heisenberga (tIsing→Heis

cross ≈ 10−2). Lep-
sze dopasowanie do danych eksperymentalnych dla du»ych t mo»na uzyska¢ przez
uwzgl¦dnienie tego przechodzenia (crossoveru) jak i poprawek do skalowania oraz
regularnej zale»no±ci od temperatury pochªaniania tªa (αT). Oczywi±cie zwi¦ksza
si¦ wtedy ilo±¢ parametrów opisuj¡cych zachowanie si¦ wspóªczynnika pochªania-
nia. Warto jednak zwróci¢ uwag¦ na rzeczy podstawowe. Po pierwsze, przy pomocy
jednego niezbyt skomplikowanego wyra»enia (5.26) mo»na opisa¢ caªe zachowanie
krytyczne wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku, nie tylko jego efektywne nachylenie
na wykresie log-log w w¡skim zakresie cz¦stotliwo±ci i temperatury zredukowanej.
Nasze krzywe dobrze odtwarzaj¡ zarówno nachylenie α w obszarze hydrodynamicz-
nym (efektywny wykªadnik krytyczny) jak i caª¡ skomplikowan¡ zale»no±¢ od cz¦-
stotliwo±ci. Po drugie, z naszej analizy wynika, »e dla cz¦stotliwo±ci mniejszych od
10 MHz powinien pojawi¢ si¦ (dla maªych temperatur zredukowanych) re»ym MIS
o du»ym wykªadniku krytycznym takim jak w metalach. Zwiastunem takiego za-
chowania jest ,,podnoszenie� si¦ krzywych wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku dla
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Rys. 6.5. Udziaª poszczególnych skªadników w caªkowitym pochªanianiu (α) podªu»nych
fal d¹wi¦kowych wzdªu» kierunku [1,0,0] w MnF2 dla cz¦stotliwo±ci f = 110 MHz .

cz¦stotliwo±ci 10 MHz. Dla cz¦stotliwo±ci wy»szych ni» 110 MHz oczekiwa¢ mo»emy
realizacji re»ymu wysokiej cz¦stotliwo±ci poniewa» ju» dla f = 110 MHz wyraz Ka-
wasakiego i wysokiej cz¦stotliwo±ci (WCZ) staj¡ si¦ porównywalne przy maªych tem-
peraturach zredukowanych. Potwierdzeniem tego rozumowania wydaj¡ si¦ by¢ ,,piki
Landaua-Chaªatnikowa� znalezione w MnF2 we wspóªczynniku pochªaniania d¹wi¦-
ku fal podªu»nych o wysokich cz¦stotliwo±ciach, w fazie nisko-temperaturowej [111].
Zbadany zakres cz¦stotliwo±ci we wspomnianej pracy obejmuje f = 200−1500 MHz.
Pik Landaua-Chaªatnikowa, jak pokazali Dengler i Schwabl [59], jest konsekwencj¡
pojawienia si¦ w fazie nisko-temperaturowej sprz¦»enia typu QS w hamiltonianie i
objawia si¦ innym ksztaªtem funkcji skaluj¡cych g−1 i g−2 , zwi¡zanych z urojon¡ cz¦-
±ci¡ Π(A)(k, ω), poni»ej Tc. Pik Landaua-Chaªatnikowa wyst¦puje wi¦c w αMIS jak i
w αWCZ. Na przykªad funkcja skaluj¡ca wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku w re-
»ymie MIS, g−1 (y), posiada maksimum dla y_ ≈ 1, a wi¦c maksymalne pochªanianie
wyst¦puje w temperaturze Tmax < Tc. Poza tym, amplituda krytyczna wspóªczynni-
ka pochªaniania d¹wi¦ku jest w fazie nisko-temperaturowej du»o wi¦ksza ni» powy»ej
Tc (w przybli»eniu O(ε) dla ukªadu typu Isinga ten stosunek amplitud w re»ymie
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MIS wynosi okoªo 14 [59], a dla re»ymu WCZ nale»y t¡ liczb¦ podzieli¢ jeszcze przez
kwadrat stosunku amplitud ciepªa wªa±ciwego A−/A+ ' 1, 9). Wªa±nie wi¦ksza ni»
w fazie nisko-temperaturowej amplituda krytyczna uªatwia dominacj¦ wyrazu WCZ
nad wyrazem Kawasakiego poni»ej TN w MnF2. Argumentacji naszej nie zmie-
nia fakt, »e w MnF2 piki Landaua-Chaªatnikowa wyst¦puj¡ dla |t| >

∣∣tIsing→Heis
cross

∣∣,
poniewa» struktura akustycznej energii wªasnej dla izotropowego antyferromagne-
tyka jest równie» opisana wzorem (5.26). Wyst¦puj¡ wi¦c tutaj wszystkie skªadniki:
αKAW, αMIS, αWCZ i αT. Analogiczn¡ sytuacj¦, dominacji wyrazu WCZ nad wyrazem
Kawasakiego, zaobserwowano równie» w RbMnF3 [84] dla wysokich cz¦stotliwo±ci.

6.2 Metale
Na koniec tego rozdziaªu podsumujmy jeszcze krótko sytuacj¦ w metalach magne-
tycznych. W tabeli (6.2) przedstawiono wykªadniki krytyczne wspóªczynnika po-
chªaniania d¹wi¦ku w obszarze krytycznym dla kilku magnetyków maj¡cych równo-
cze±nie wªasno±ci metaliczne. S¡ one równe lub wi¦ksze od jedno±ci, co potwierdza
nasz¡ wcze±niejsz¡ hipotez¦, »e czasy relaksacji spin sie¢ s¡ w metalach krótsze ni»
w izolatorach, a to sprawia, »e wyraz Kawasakiego staje si¦ mniej istotny. Zauwa-
»aj¡c równie», »e badane cz¦stotliwo±ci fal ultrad¹wi¦kowych nie byªy zbyt wysokie,
to znaczy takie by ωτ 0

SL ∼ 1, mo»emy przypuszcza¢, »e w zbadanym zakresie cz¦-
stotliwo±ci dominuje w tych metalach zachowanie MIS o wykªadniku ρs = zν + α.
Sk¡d si¦ bior¡ w takim razie takie ró»nice w wykªadnikach? Wynika to oczywi±cie z
przynale»no±ci do ró»nych statycznych (n) i dynamicznych klas uniwersalno±ci.

W tabeli 6.3 przedstawiono teoretyczne oszacowania ρs w re»ymie MIS dla ró»-
nych klas uniwersalno±ci (patrz tabela 2.1). W realnych ukªadach to, czy energia (ma-
gnetyczna) jest wielko±ci¡ zachowawcz¡, czy te» nie, zale»y od oddziaªywa« spin-sie¢
i nie jest jasne a priori, który model (A czy C) lepiej nadaje si¦ do opisu konkretne-
go ukªadu np. w przypadku anizotropowych magnetyków. Z kolei w magnetykach z
n = 3 obecno±¢ kubicznej anizotropii, która niszczy zachowawczo±¢ pola namagne-
sowania m, mo»e prowadzi¢ do przej±cia od dynamiki izotropowego ukªadu, opisanej
modelem G lub J, do czysto relaksacyjnej dynamiki typu A [3]. Dlatego w tabeli 6.3
uwzgl¦dniono równie» t¡ mo»liwo±¢. Wyrazy anizotropii kubicznej pojawiaj¡ce si¦
w hamiltonianie ukªadu s¡ skutkiem odpowiedniej struktury sieci lub oddziaªywa«
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Tabela 6.2. Wykªadniki krytyczne wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku dla metali
magnetycznych.

Wykªadnik Parametr Zakres Zakres
Metal ρs anizotr. cz¦stotliw. temperatury Literat.

(MHz) zreduk.

Gd 1, 2(1) 5·10−4 30−180 10−3−10−1 [122]
1, 63(10) 10−70 10−3−10−1 [73]
1, 8(2) 5 3, 4·10−3−2, 4·10−2 [123]
1, 15(10) 5−30 10−4−10−1 [86]

Tb 1, 24(10) −0, 4 30−170 7·10−3−7·10−2 [124]

Dy 1, 37(10) −0, 3 30−170 3·10−3−10−1 [124]
1, 26(10) 3·10−3−10−1 [73]

Ho 1, 0(1) −7·10−2 30−170 3·10−4−10−1 [124]

MnP 1, 1(1) 30−210 10−4−10−2 [125]
1, 1(1) 10−520 10−4−10−2 [126]

Ni 1, 4(2) ∼10−4 20, 60 10−6−3·10−3 [127]

dipolowych.Prawie wszystkie (z wyj¡tkiem gadolinu i holmu) wymienione w tabeli
6.2 metale maj¡ wykªadniki wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku wskazuj¡ce na to,
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»e rzeczywi±cie dynamika typu relaksacyjnego dobrze opisuje te ukªady w badanych
zakresach temperatur. Potrzebne s¡ jednak dalsze badania eksperymentalne w du»o
szerszym zakresie temperatury zredukowanej, a przede wszystkim w du»o szerszym
zakresie cz¦stotliwo±ci fali ultrad¹wi¦kowej. Badania te mogªyby posªu»y¢ do wy-
znaczenia cz¦stotliwo±ci, w której zachodzi przej±cie do zachowania typy WCZ, a
tym samym stanowiªy alternatywn¡ metod¦ wyznaczenia czasu relaksacji spin-sie¢
w metalach [76]. Nale»y tutaj doda¢, »e przy szczegóªowej analizie eksperymentu ul-

Tabela 6.3. Teoretyczne oszacowania ρs w re»ymie MIS dla ró»nych klas uniwersalno±ci.

n
Ukªad
�zyczny

Model ρs

1
anizotropowe magnetyki,
jednoosiowe antyferromagnetyki

A 1, 38

1
jednoosiowe
ferromagnetyki

B 2, 50

1
anizotropowe magnetyki,
jednoosiowe antyferromagnetyki

C 1, 48

1
anizotropowe magnetyki,
jednoosiowe antyferromagnetyki

D 2, 50

2
magnetyki o ªatwej
pªaszczy¹nie, hz = 0

A
E

1, 35

1, 00

3
izotropowe
antyferromagnetyki

A
G

1, 31

0, 94

3
izotropowe
ferromagnetyki

A
J

1, 31

1, 65

trad¹wi¦kowego w metalach nale»y równie» uwzgl¦dni¢ wyraz Kawasakiego - szcze-
gólnie dla niezbyt maªych temperatur zredukowanych, dla których czas relaksacji
spin sie¢ mo»e by¢ porównywalny z τc. Nieuwzgl¦dnienie tego dodatkowego skªadni-
ka b¦dzie prowadzi¢ do mniejszego ni» zν±α efektywnego wykªadnika krytycznego
wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku.
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6.2.1 Ni

Obserwowany w tym izotropowym ferromagnetyku wykªadnik wspóªczynnika po-
chªaniania d¹wi¦ku ρs = 1, 4± 0, 2 sugeruje, »e istotne s¡ tutaj wspominane wyrazy
anizotropii kubicznej, które powoduj¡ przej±cie do relaksacyjnej dynamiki z dyna-
micznym wykªadnikiem krytycznym z ' 2. Poni»ej temperatury Curie zaobserwo-
wany zostaª te» obszar temperatur, w którym ρs ' 0, 3 [127]. Tak maªa warto±¢ tego
wykªadnika sugeruje obecno±¢ re»ymu Kawasakiego w ferromagnetycznym metalu
dla niezbyt maªych temperatur zredukowanych.

6.2.2 Gd

Najbardziej zagadkowym metalem wydaje si¦ by¢ ferromagnetyczny gadolin. Czy
mo»liwe s¡ do wyja±nienia tak wielkie ró»nice w obserwowanym wykªadniku ρs?
Wydaje si¦, »e tak. Po pierwsze, cztery wymienione w tabeli 6.2 eksperymenty prze-
prowadzane byªy na ró»nych próbkach, a jak wiadomo struktura krysztaªu, a wi¦c i
jego symetria, silnie zale»¡ np. od ilo±ci i charakteru domieszek. Po drugie, w gado-
linie oprócz anizotropii bardzo istotne s¡ dalekozasi¦gowe oddziaªywania dipolowe.
Jak pokazuje analiza przeprowadzona przy pomocy grupy renormalizacji [128], w
takim ukªadzie istotne s¡ cztery punkty staªe: izotropowy Heisenberga (H), anizo-
tropowy Isinga (I), anizotropowy dipolowy (AD) i izotropowy dipolowy (ID) punkt
staªy. W zale»no±ci od warto±ci stosunku anizotropii do parametru opisuj¡cego siª¦
oddziaªywa« dipolowych, mamy caª¡ ,,kaskad¦� przej±¢ mi¦dzy tymi punktami staªy-
mi, która uwidacznia si¦ jako przej±cie od jednego zbioru wykªadników krytycznych,
w pewnym przedziale temperatur, do innego zbioru wykªadników krytycznych, w
innym przedziale temperatur. Jedn¡ z mo»liwych sekwencji takich przej±¢ jest nast¦-
puj¡ca kolejno±¢: H→I→AD. Inn¡, nie mniej wa»n¡, jest kolejno±¢ H→ID→AD. W
zale»no±ci od rozpatrywanego przedziaªu temperatur, dla sekwencji H→I→AD mo-
»emy wi¦c obserwowa¢ zachowanie typowe dla izotropowego ferromagnetyka, gdzie
ρs = 1, 65, i do tego obszaru najprawdopodobniej odnosz¡ si¦ dane z prac [73] i
[123]. W innym obszarze temperatur (b¡d¹ w tym samym ale w innej próbce) mo»e
by¢ obserwowane zachowanie typu Isinga, charakteryzuj¡ce si¦ dynamik¡ relaksacyj-
n¡ i ρs = 1, 38. Ostatecznie ukªad przejdzie do re»ymu scharakteryzowanego przez
wykªadniki anizotropowego dipolowego punktu staªego. Tutaj równie» mamy dyna-
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mik¦ typu relaksacyjnego, tylko statyczne wykªadniki krytyczne przyjmuj¡ warto±ci
z teorii pola molekularnego (ρs = 1). Poniewa» górnym wymiarem krytycznym dla
takiego ukªadu jest d = 3 [13, 14], wyst¦puj¡ tu tak»e uªamkowe pot¦gi logarytmów
[59, 129, 130].

Dla sekwencji H→ID→AD obserwowa¢ powinni±my najpierw ρs = 1, 65 (dla
izotropowego ferromagnetyka), potem ukªad przechodzi do obszaru scharakteryzo-
wanego przez izotropowy dipolowy punkt staªy (ID), który co prawda ma statyczne
wykªadniki krytyczne jedynie niewiele ró»ni¡ce si¦ od wykªadników punku staªe-
go Heisenberga, ale poniewa» oddziaªywania dipolowe powoduj¡ niezachowawczo±¢
parametru porz¡dku, wi¦c zID ' 2. Mniejszy dynamiczny wykªadnik krytyczny im-
plikuje mniejszy wykªadnik wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku: ρs = 1, 31, w tym
obszarze. Tutaj równie» asymptotycznie stabilnym punktem staªym jest anizotropo-
wy dipolowy punkt staªy (AD) z ρs = 1 i mno»nikami logarytmicznymi [59, 129, 130].

Z powy»szej analizy wida¢, »e gadolin jest tak skomplikowanym ukªadem ma-
gnetycznym, »e nie sposób opisa¢ go w caªym zakresie temperatur przy pomocy
tylko jednego punktu staªego (i jednej warto±ci ρs). Uwzgl¦dni¢ nale»aªoby raczej
caªy ci¡g ci¡gªych przej±¢ mi¦dzy wykªadnikami krytycznymi, co skutkuje nieste-
ty bardzo skomplikowan¡ postaci¡ funkcji opisuj¡cych dynamiczne wªasno±ci tego
metalu.
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PODSUMOWANIE

• Wpracy tej rozpatrzono model opisuj¡cy statyk¦ przej±cia fazowego w obecno-
±ci sprz¦»e« magneto-elastycznych. W modelu tym wyznaczono izotermiczn¡ i
adiabatyczn¡ pr¦dko±¢ d¹wi¦ku (z odpowiednich moduªów spr¦»ysto±ci) przy
pomocy równowagowych funkcji korelacji. Wyra»enia te stosuj¡ si¦ równie» do
re»ymu silnego sprz¦»enia.

• Przedstawiono fenomenologiczny opis krytycznego pochªaniania i dyspersji
d¹wi¦ku przy pomocy niesko«czonego zbioru czasów relaksacji.

• Zaproponowano dwa modele, dla których obliczono zespolon¡, zale»n¡ od tem-
peratury i cz¦stotliwo±ci pr¦dko±¢ podªu»nych modów d¹wi¦kowych.

• W pierwszym modelu rozpatrzono wpªyw wymiany energii, mi¦dzy ukªadem
magnetycznym a sieci¡ (relaksacji spin-sie¢), na wspóªczynnik pochªaniania
i pr¦dko±¢ d¹wi¦ku. Uzyskane wyra»enie na pr¦dko±¢ d¹wi¦ku przechodzi dla
cz¦sto±ci du»o mniejszych i du»o wi¦kszych ni» czas relaksacji spin-sie¢ w odpo-
wiednie wyra»enia uzyskane w modelu statycznym. Pokazano wspóªistnienie
kilku typów osobliwo±ci we wspóªczynniku pochªaniania d¹wi¦ku i ich wza-
jemne relacje. Wykazano istnienie nowego, nieznanego w magnetykach re»ymu
dla wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku, o wykªadniku ρs = zν − α. Funk-
cje skaluj¡ce obliczono w przybli»eniu jednop¦tlowym w ramach formalizmu
dynamicznej grupy renormalizacji.
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• W drugim modelu zbadano wzajemne relacje mi¦dzy procesem przewodnic-
twa cieplnego a propagacj¡ fali ultrad¹wi¦kowej w pobli»u punktu krytycz-
nego. Przeanalizowano krytyczne osobliwo±ci we wspóªczynniku pochªaniania
i pr¦dko±ci d¹wi¦ku oraz w dyfuzyjno±ci cieplnej takiego modelu. Przedys-
kutowano zwi¡zek mi¦dzy otrzymanym wyra»eniem na pr¦dko±¢ d¹wi¦ku a
fenomenologicznym, zale»nym od cz¦stotliwo±ci ciepªem wªa±ciwym Ferrela-
Bhattacharjee, stosowanym do opisu krytycznego pochªaniania d¹wi¦ku w
ukªadach niemagnetycznych, takich jak mieszaniny krytyczne, He4 i przej±cie
ciecz-gaz.

• Przedstawiono przegl¡d danych do±wiadczalnych zwi¡zanych z krytycznym za-
chowaniem si¦ wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku dla izolatorów i metali
magnetycznych. Podano równie» zbiór wykªadników krytycznych wspóªczyn-
nika pochªaniania d¹wi¦ku dla dynamicznych klas uniwersalno±ci istotnych
dla magnetycznych przej±¢ fazowych.

• Zaproponowano interpretacj¦ dodatnich wykªadników krytycznych w niektó-
rych izotropowych antyferromagnetykach typu Heisenberga przy pomocy efek-
tywnego wykªadnika krytycznego, zwi¡zanego z ogólnym wyra»eniem na ciepªo
wªa±ciwe.

• Porównano wyniki uzyskane dla modelu z relaksacj¡ spin-sie¢ z danymi ekspe-
rymentalnymi dla wspóªczynnika pochªaniania d¹wi¦ku w MnF2. Przeprowa-
dzono te» analiz¦ udziaªu poszczególnych skªadników w caªkowitym pochªania-
niu d¹wi¦ku w ró»nych zakresach cz¦stotliwo±ci i temperatury zredukowanej.



DODATEK

WDodatku tym przedstawiamy wyra»enia na zale»ne od cz¦sto±ci i wektora falowego
wspóªczynniki dynamicznej transformacji gaussowskiej (5.19):

q → q −AQ− BS2 − CQ̃−DS̃2 , (1)

q̃ → q̃ − EQ̃−F S̃2 , (2)

Q → Q− GS2 −HS̃2 , (3)

Q̃ → Q̃− IS̃2 . (4)

Maj¡ one nast¦puj¡c¡ posta¢:

A = w0kGq
0(ω) ,

B = f0G
q
0(ω) ,

C = −2w0k |Gq
0(ω)|2 ,

D = −4Γf0k |Gq
0(ω)|2 ,

E = w0kGq
0(−ω) ,

D = 2f0G
q
0(−ω) ,

G = g̃0(ω)kG0(k, ω) ,
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H = 4ΓQ(k, ω)g̃0(ω)k
∣∣G0(k, ω)

∣∣2 ,

I = 2ΓQ(k, ω)g̃0(ω)kG0(k,−ω) ,

gdzie Gq
0(ω) = (C−1

V − iω/γ)−1 jest propagatorem entropowym, za± G0(k, ω) ≡
ḠQ

0 (k, ω) to ,,zrenormalizowany� wskutek transformacji (1) i (2) propagator ,,fononowy�,
dany wzorem:

G
−1

0 (k, ω) = G−1
0 (k, ω)− w2

0k
2Gq

0(ω) ,

gdzie G−1
0 (k, ω) = −ω2− iΘk2ω + c2

0k
2 to ten sam propagator przy braku jakichkol-

wiek oddziaªywa«. Poza tym, ΓQ(k, ω) = Θk2 +γw2
0k

2 |Gq
0(ω)|2 to zrenormalizowany

wspóªczynnik tªumienia d¹wi¦ku, a

g̃0(ω) = g0 − w0f0G
q
0(ω)

to zrenormalizowana wskutek transformacji (1) i (2) staªa sprz¦»enia.
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SUMMARY

The author presents some of his results on the theory of critical sound propagation
in magnetic systems. The book begins with a short description of the basic concepts
of the statics of the phase transitions such as critical exponents, universality etc.
Then a short introduction to the critical dynamics is presented, in which dynamical
scaling, critical slowing down and main universality classes are described. Additio-
nally, an extensive discussion of the phenomenological theory of sound attenuation
and dispersion is given.

The static and dynamic properties of the ultrasound modes near the phase trans-
ition have been described in terms of the generalized Landau-Ginzburg model taking
into regard magneto-elastic as well as entropo-elastic interactions, in addition to the
magnetic ones. It was shown that the adiabatic longitudinal sound velocity rema-
ins �nite at the magnetic phase transition temperature in contrast to the hitherto
expectations.

The e�ect of spin-lattice relaxation on the ultrasonic attenuation and velocity
has been investigated on the basis of a complete stochastic model that includes both
the magnetic energy relaxation and the sound mode. A general expression for the
acoustic self-energy is presented from which the Kawasaki's type behaviour as well
as Murata-Iro-Schwabl singularity appear in the sound attenuation coe�cient for
special regimes of parameters. An important original contribution is proving the
existence of a new regime in critical sound attenuation similar to the one in binary-
mixtures. The scaling functions are calculated in the one-loop approximation within
the renormalisation group scheme.

For the di�usive version of the model a connection between the heat conduction
and sound propagation has been studied. Critical singularities in the sound velocity
and attenuation as well as in the thermal di�usivity have been expressed in terms



SUMMARY 119

of a vertex function of an idealised phonon-free model.
An overview of experimental and theoretical sound attenuation exponents both

for magnetic insulators as well as magnetic metals is also given. The results of
presented theory are compared with the measurements of critical attenuation in
MnF2 above Tc.


