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Przedmowa

Niniejszy zbior esejéw opracowany zostal w ramach projektu badawczego
NCN nr 2015/17/B/HS1/02232 Aksjomaty ekstremalne: aspekty logiczne, ma-
tematyczne i kognitywne. Zawiera cztery dotad niepublikowane eseje napisane
w trakcie trwania projektu:

Zasada permanencji form. Omawiam znaczenie sformutowanej w XIX
wieku zasady heurystycznej znanej pod nazwa zasada permanencji form. Sta-
ram si¢ pokazad, jaka rolg odegrata w rozwoju matematyki. Zastanawiam si¢
nad jej ewentualng uzyteczno$cia we wspodiczesnych badaniach logicznych.
Dyskutuje krétko jej role w dydaktyce matematyki.

Odkrywanie czy tworzenie? Pytanie o to, czy matematyka jest tworzona,
czy odkrywana, stale powraca w refleksji filozoficznej nad matematyka. W tym
eseju zastanawiam si¢ nad zwiazkami tego pytania z innymi problemami on-
tologii oraz epistemologii matematyki. Deklarujeg, ktére z przyjmowanych sta-
nowisk sa mi bliskie. Dodaje uwagi dotyczace miary dostgpnosci poznawczej
do obiektéw matematyki.

O btqdzeniu w matematyce. Omawiam niektoére sytuacje z dziejéw ma-
tematyki, w ktérych mieli§my do czynienia z r6znego typu bledami: nietraf-
nymi stwierdzeniami, nieckompletnymi badZ btednymi dowodami, deklarowa-
nymi przekonaniami za stusznoscia hipotez, ktére okazaly si¢ nieprawdziwe
itp. Wskazuj¢ na korzysci, ktére uzyskano, diagnozujac tego typu biedy. Do-
daje krotki komentarz dydaktyczny.

Zagadki matematyczne w dydaktyce. Omawiam treS¢ oraz sposéb prowa-
dzenia wyktadu Zagadki, po§wigconego matematycznym metodom rozwiazy-
wania probleméw i przeznaczonego dla stuchaczy studiéw kognitywistycz-
nych. Celem wyktadu jest wyksztalcenie u studentéw umiejetnosci rozwia-
zywania probleméw metodami matematycznymi, poprzez naktonienie ich do
spontanicznej intelektualnej kreatywnosci, ujarzmianej jedynie zasadami ma-
tematycznej poprawnosci. Omawiam zagadki matematyczne, ktérych rozwia-
zania ukazuja ztudnos$¢ bezrefleksyjnych przekonan intuicyjnych, zywionych
na podstawie do§wiadczenia potocznego lub wspieranych jedynie mysleniem
zyczeniowym. Czesto wazniejszy od samego rozwigzania zagadki jest spo-
s6b dochodzenia do niego. Istotne sa zatem pomysty, metody, techniki, heury-
styki itp. stosowane w rozwiazywaniu zagadek. Wspdlnie ze studentami przy-
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gladamy sig, w jaki spos6b mysSl poczgta przez postawienie zagadki rozwija
si¢ w kierunku podania jej rozwiazania. Podaj¢ przyktady takich problemoéw,
z krétkimi komentarzami. Dla wybranych zagadek podaje szkic rozwiazania.
Oproécz zagadek czysto matematycznych wspominam takze o innych typach
probleméw: zagadkach logicznych, paradoksach, sofizmatach, iluzjach.

Angielska wersja eseju o zasadzie permanencji form przyjeta zostata do
druku w Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didac-
ticam Mathematicae Pertinentia i ukaze si¢ w tomie 11 tego czasopisma.

Eseje w tym tomie sa rozszerzonymi wersjami odczytéw wygtoszonych na
kilkunastu konferencjach:

1. Zasada permanencji form

(a) Zasada permanencji form. 65 Konferencja Historii Logiki, Uni-
wersytet Jagielloniski, Krakéw, 5-6 listopada 2019.

(b) Uwagi o zasadzie permanencji form. Seminarium Zaktadu Logiki
i Kognitywistyki UAM, Poznan, 30 paZdziernika 2019.

2. Odkrywanie czy tworzenie?

(a) Agnostycyzm matematyczny. VI Konferencja Filozofia Matematyki
i Informatyki, Wydziat Matematyki i Informatyki UAM, Poznar,
19-20 pazdziernika 2018.

(b) On the invention-discovery dilemma. Applications of Algebra in
Logic and Computer Science, XXII, Zakopane, 5-11 marca 2018.

(c) Stopnie dostegpnosci obiektow matematycznych. Problem granic
w filozofii i nauce XVIII, Instytut Filozofii i Instytut Fizyki, Uni-
wersytet Slaski, Katowice, 22 listopada 2017.

(d) Dostep do obiektow matematycznych. 63 Krakowska Konferencja
Logiki, Uniwersytet Jagiellonski, Krakéw, 9-10 listopada 2017.

(e) Cognitive accessibility of mathematical objects. Applications of
Logic in Philosophy and the Foundations of Mathematics, XXII,
Szklarska Porgba, 8—13 maja 2017.

3. O blgdzeniu w matematyce

(a) Famous mistakes in mathematics. Applications of Algebra in Logic
and Computer Science, XX, Zakopane, 7-13 marca 2016.
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(b) O blgdzeniu w matematyce. 13 ArgDiaP ,,Sita argumentu: racja,
przekonanie, konsensus”, Uniwersytet Wroctawski, Wroclaw,
20-21 listopada 2015.

(c) Bledy matematyczne. 61 Konferencja Historii Logiki, Uniwersytet
Jagiellonski, Krakow, 20-21 pazdziernika 2015.

(d) O bladzeniu w matematyce. Seminarium Zaktadu Logiki i Kogni-
tywistyki UAM, Poznafi, 14 pazdziernika 2015.

4. Zagadki matematyczne w dydaktyce

(a) Mathematical therapy (for adults). Applications of Logic in Philo-
sophy and the Foundations of Mathematics, XX, Szklarska Porgba,
4-8 maja 2015.

(b) Paradox resolution as a didactic tool. Mathematical Transgres-
sions, Instytut Matematyki, Uniwersytet Pedagogiczny im. KEN,
Krakéw, 15-19 marca 2015.

(c) Odyssey of the mathematical mind. Applications of Algebra in Lo-
gic and Computer Science, XIX, Zakopane, 9-15 marca 2015.

(d) Matematyka i Humanistki. IV Konferencja z Filozofii Matematyki
1 Informatyki, UAM, Poznan, 5-6 grudnia 2014.

(e) Urok zagadek matematycznych. Spotkanie Oddziatu Krakowskiego
Polskiego Towarzystwa Matematycznego oraz Mtodziezowego To-
warzystwa Przyjaciét Nauk i Sztuk w Centrum Mtodziezy w Kra-
kowie im. dr. Henryka Jordana, Krakéw, 24 paZzdziernika 2013.

() Zagadki matematyczne. 59 Konferencja Historii Logiki, Uniwer-
sytet Jagiellonski, Krakéw, 22-23 pazdziernika 2013 roku.

(g) Enigmatologia zamiast katechezy. Seminarium Zaktadu Logiki Sto-
sowanej UAM, Poznar, 16 pazdziernika 2013.

(h) Wesote zagadki. Spotkanie Grupy Logiki, Jezyka i Informacji, Uni-
wersytet Opolski, Opole, 14 maja 2013.

Projekt badawczy Aksjomaty ekstremalne: aspekty logiczne, matematyczne
i kognitywne dotyczyl pojecia modelu zamierzonego teorii matematycznej oraz
aksjomatéw ekstremalnych formutowanych w celu jednoznacznej charaktery-
styki takich modeli. Przyktadami aksjomatéw tego typu sa m.in.: aksjomat
zupetnoSci w Grundlagen der Geometrie Davida Hilberta, aksjomat ciagto-
Sci w algebrze i analizie, aksjomat indukcji w arytmetyce, aksjomaty ogra-
niczenia w teorii mnogosci (aksjomat ograniczenia Fraenkla, aksjomat kon-
struowalnos$ci Godla, aksjomat kanonicznosci Suszki) oraz aksjomaty istnienia
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duzych liczb kardynalnych. Problematyce tej poSwigcitem monografi¢ Extre-
mal axioms. Logical, mathematical and cognitive aspects (Wydawnictwo Nauk
Spotecznych i Humanistycznych UAM, Poznan 2019).

Niniejsze eseje nawiazuja do trzeciego aspektu wymienionego w projek-
cie. Staram si¢ przedstawi¢ myslenie matematyczne zaréwno w odniesieniu do
tworczosci profesjonalnych matematykow (pierwsze trzy eseje), jak tez w od-
niesieniu do ksztattowania takiego myS$lenia ucznidéw i studentéw (czwarty
esej).

W trakcie trwania projektu powstaly inne jeszcze eseje, po§wigcone m.in.:
intuicji matematycznej, stopniom dostgpnosci do obiektéw matematycznych,
krytycznym uwagom dotyczacym koncepcji matematyki uciele$nionej, obiek-
tom patologicznym w matematyce.

Eseje adresowane sa przede wszystkim do przedstawicieli nauk kognityw-
nych, interesujacych si¢ poznaniem matematycznym. Dla samych matema-
tykéw poruszana problematyka jest z pewno$cig dobrze znana i trudno po-
wiedziec, czy ich zaciekawi. Staratem si¢ unika¢ ogélnikowego filozofowania,
skupiajac si¢ na przedstawieniu konkretnych sytuacji, w ktérych mozna méwic
o specyfice my§lenia matematycznego.

Projekt 2015/17/B/HS1/02232 realizowany byt w Zaktadzie Logiki i Ko-
gnitywistyki UAM (Wydzial Psychologii i Kognitywistyki UAM). Jestem bar-
dzo wdzigczny Kolezankom i Kolegom z tego znakomitego zespotu za zycz-
liwe przyjecie do swojego grona leciwego juz wszak czteka. Kompetentnej
oraz bezinteresownej pomocy w skladzie w systemie I£IEX zaréwno tego tomu,
jak i wspomnianej wyzej ksiazki Extremal axioms udzielat wielokrotnie Pan
prof. Pawel Lupkowski, za co jestem mu wielce wdzigczny. Pani mgr Arlecie
Borowiak z Centrum Wsparcia Projektéw UAM uprzejmie dzigkuje za bez-
cenne profesjonalne wskazéwki dotyczace zarzadzania projektem. Pani prof.
Zofii Kostrzyckiej dzigkuje¢ za istotne uwagi przekazane w recenzji wydaw-
niczej, a Panu redaktorowi Michatowi Staniszewskiemu za wspélprace przy
redakcji tego tomu.



Rozdzial 1

Zasada permanencji form

Wiele cech typowych dla matematyki wspétczesnej zaobserwowaé mozna juz
w badaniach matematycznych prowadzonych w wieku XIX. Okres ten stat si¢
dla matematyki przetomowy z réznych powoddéw, a do przejawdéw tego prze-
tomu zaliczy¢é mozna m.in.: rozwdj algebry symbolicznej (odejScie od rozu-
mienia algebry jako metod rozwiazywania réwnan i poczatek traktowania jej
jako dyscypliny zajmujacej si¢ strukturami), powstanie geometrii nieeuklide-
sowych, propozycje bazowania rozwazan w analizie matematycznej na struk-
turach arytmetycznych (z porzuceniem intuicji odwotujacych si¢ do geome-
trii lub kinematyki), charakterystyki najwazniejszych systeméw liczbowych
(prace Dedekinda, Peana, Grassmanna, Webera, Cantora i in.) itd. Ponizej sku-
pimy si¢ tylko na jednym z watkéw, dotyczacym rozwoju symbolicznego upra-
wiania algebry.

Warto moze zauwazy¢, ze do poczatku XIX wieku matematycy w dal-
szym ciggu wyrazali zastrzezenia co do przyznania liczbom ujemnym (oraz
urojonym) petnego obywatelstwa w matematyce. Gdy napotykano je w ob-
liczeniach, to uzyskiwaly status jedynie Srodkéw, a nie pelnowartoSciowych
obiektéw matematycznych. Uwazano czasem, ze jesli w wyniku obliczefi uzy-
skuje si¢ takie liczby, to sam badany problem zostal Zle postawiony. Argu-
menty przeciw uznaniu liczb ujemnych wysuwali w XVII wieku np. Fran-
cis Maseres i William Frend. Odmienne argumenty znaleZzé mozna np. w pra-
cach Johna Playfaira, Williama Greenfielda, Roberta Woodhouse’a, Adriena-
Quentina Buée.

Wsréd pierwszych autoréw, ktérzy przyczynili si¢ do rozumienia wyrazen
algebraicznych jako niekoniecznie odnoszacych si¢ wylacznie do konkretnych
liczb wymienia si¢ Roberta Woodhouse’a oraz Charlesa Babbage’a oraz ich
prace: Woodhouse 1803 i Babbage 1821. Jest oczywiScie niezwykle trudno
uwzgledni¢ w krétkim przedstawieniu wszystkich autorow, ktérzy zastuzyli
si¢ w tym wzgledzie, ale niniejszy tekst po§wigcony jest gldwnie zasadzie per-
manencji form, a nie przegladowi wszystkich dokonan w poczatkach algebry
symboliczne;j.
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1.1. Zasada permanencji form: Peacock i Hankel

George Peacock (1791-1858) jest autorem rozprawy A treatise on algebra, po
raz pierwszy wydanej w 1830 roku, ktérej drugie wydanie ukazato si¢ w 1845
roku. W 1833 roku przedstawil on Srodowisku matematycznemu w Cambridge
prace Report on recent progress and present state of certain branches of ana-
lysis (Peacock 1834). Opracowania te uwazane sa za jedne z pierwszych, ktére
postuluja nadanie algebrze statusu nauki symbolicznej. Algebra miataby by¢
nauka, ktéra traktuje o kombinacjach dowolnych znakéw, rzadzonych przez
zdefiniowane, cho¢ dowolne, prawa. Ponadto, algebra miataby by¢ nauka de-
dukcyjna, tak jak znana dotad geometria.

Peacock odrézniat algebrg arytmetyczna i algebre symboliczng. Ta pierw-
sza opierala si¢ na prawdach dotyczacych liczb (naturalnych), a ta druga za-
wiera¢ miataby uzyteczne poznawczo zatozenia i konwencje. Algebra aryt-
metyczna to, wedle Peacocka, a suggesting science dla algebry symbolicz-
nej (taka ,,sugerujaca” rolg mogtly tez petni¢ inne dyscypliny, np. mechanika).
Algebra arytmetyczna zaczyna od definicji, ktdre okreslaja znaczenie opera-
cji algebraicznych, natomiast algebra symboliczna zaczyna od warunkéw lub
praw, dotyczacych kombinacji znakéw. Peacock charakteryzowat zwiazki mig-
dzy obiema dyscyplinami m.in. tak:

In arithmetical algebra, the definitions of the operations determine the
rules; in symbolical algebra, the rules determine the meanings of the
operations, or more properly speaking, they furnish the means of inter-
preting them.. .. We call those rules ... assumptions, in as much as they
are not deducible as conclusions from any previous knowledge of those
operations which have corresponding names: and we might call them
arbitrary assumptions, in as much they are arbitrarily imposed upon
a science of symbols and their combinations, which might be adapted to
any other assumed system of consistent rules. (Peacock 1834, 200-201;
cyt. za: Detlefsen 2005, 276)

Peacock sformutowat (juz w 1830 roku) zasade, ktéra nazywat Principle of
Permanence of Equivalent Forms. W rozprawie z 1845 roku zasada ta przyj-
muje nastgpujace sformutowanie:

Whatever algebraic forms are equivalent when the symbols are gene-
ral in form, but specific in value, will be equivalent likewise when the
symbols are general in value as well as in form. (Peacock 1845, 59)

Powyzsza zasade¢ Peacock nazywal réwniez Law of the Permanence of
Algebraic Forms. Tlumaczymy zasadg¢ Peacocka jako ,.zasade¢ permanencji
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form™’, cho¢ zamiast ,,permanencji” mozna bytoby chyba uzywac terminéw
takich jak ,,stato$¢” lub ,,stabilno$¢”.

Przyktadami praw arytmetycznych, ktére miataby zachowywac zasada per-
manencji form (w jej pierwotnej postaci) sa:

przemienno$¢ | a+b=b+a,a-b=b-a

taczno$é (a+b)+c=a+(b+c),(a-b)-c=a-(b-c)
rozdzielno$¢ | a-(b+c)=a-b+a-c

potegowanie | a®T¢ = a’ - a®, (a®)¢ = a®*, (a - b)¢ = a® - b°

Jak wiadomo, wymienione wyzej prawa zachowuja swoja wazno$¢ dla
liczb rzeczywistych oraz zespolonych.

Rozwdj symbolizmu algebraicznego widoczny jest w pracach takich mate-
matykow, jak: George Boole, Augustus De Morgan, Duncan Gregory, William
Hamilton, Arthur Cayley, John Graves, Hermann Grassmann, William Clif-
ford, Benjamin Pierce, Ernst Schroder. Propozycje Peacocka byty im znane,
ale kazdy z nich swoimi wynikami wzbogacit algebr¢ symboliczng o nowe
tresci. Nie jest moim zamierzeniem omawianie tych wynikow, istnieje na ten
temat obszerna literatura.

Zasade permanencji form sformutowat takze nieco p6Zniej Hermann Han-
kel (das Princip der Permanenz der formalen Gesetze):

Wenn zwei in allgemeinen Zeichen der arithmetica universalis ausge-
driickte Formen einander gleich sind, so sollen sie einander auch gleich
bleiben, wenn die Zeichen aufhoren, einfache Grossen zu bezeichnen,
und daher auch die Operationen einen irgend welchen anderen Inhalt
bekommen. (Hankel 1867, 11)

Trzeba podkreslié, ze Hankel formutowat wspomniang zasadg w sytuacji,
gdy algebra symboliczna rdznita si¢ juz od tej swojej postaci, do ktérej odwo-
tywat si¢ Peacock. Sam Hankel pisze w cytowanej pracy, iz zasad¢ Peacocka
zna z raportu Peacock 1934, przyznaje natomiast, ze nie zna ani Peacocka
A treatise on algebra, ani rozprawy Augustusa De Morgana On the foundations
of algebra (De Morgan 1842), zna jednak krétka pracg Duncana Gregory’ego
On the real nature of symbolical algebra (Gregory 1840). Krytycznie wypo-
wiada si¢ o uwagach Augustina Cauchy’ego dotyczacych liczb zespolonych,
natomiast z uznaniem pisze o Die lineale Ausdehnungslehre Hermanna Gras-
smanna (Grassmann 1844) oraz o tegoz Lehrbuch der Arithmetik fiir hohdore
Lehranstalten (Grassmann 1861). Zauwaza réwniez prace Williama Hamil-
tona, dotyczace liczb zespolonych oraz kwaternionéw.

Po krétkim omoéwieniu wtasnosci kilku operacji arytmetycznych na licz-
bach catkowitych (jako ciekawostke dodajmy tutaj, ze Hankel rozwaza takze
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operacje iterowanego potegowania: a®, a(%"), a(@?) itd.) Hankel podaje defi-
nicj¢ pojecia liczby:

Die Zahl ist der begriffliche Ausdruck der gegenseitigen Beziehung zwe-
ier Objekte, soweit dieselbe quantitativen Messungen zuginglich ist.
(Hankel 1867, 6)

Nieco dalej w teks$cie Hankel stanowczo stwierdza, ze po podaniu geome-
trycznej interpretacji liczb o postaci a + by/—1 oraz dziatafi arytmetycznych
na takich liczbach nie mozna juz méwic, zZe sa one niemozliwe: maja one taka
sama realnos¢, jak liczby catkowite dodatnie i ujemne.

Hankel uwaza zasad¢ permanencji form za przewodnia zasade w swojej
ekspozycji:

Es hat die Formenlehre nicht allein den engen Zweck, die gewohnliche
arithmetica universalis mit ihren ganzen, gebrochenen, irrationalen, ne-
gativen und imiginaren Grossen zu erldutern und streng zu deduciren,
sondern sie erweist sich mit ihrem Principe der Permanenz zugleich als
eminent fruchtbar fiir den ganzen Organismus der Mathematik. (Hankel
1867, 12)

W uzupekieniu do tej deklaracji Hankel pisze, iz prezentowana przez nie-
go Formenlehre odniesiona moze by¢ réwniez do obiektéw przestrzennych
(takich jak: punkty, odcinki, powierzchnie, bryty) oraz do zagadniei mecha-
nicznych (sity, momenty).

Waznym wynikiem, ktéry ustalit Hankel, bylo to, ze ciato liczb zespo-
lonych C jest jedynym cialem przemiennym, otrzymanym przez dolaczenie
pierwiastkéw wielomianéw o wspdtczynnikach z C. Uogélnienia wykracza-
jace poza C musza zatem skutkowaé naruszeniem zasady permanencji (np.
prawa przemiennosSci lub taczno$ci mnozenia). W tym sensie wynik Hankela
jest twierdzeniem o swoistej zupetnosci C. Ciato liczb zespolonych jest struk-
turg maksymalng (wsrdd liczb wielowymiarowych) w tym rozumieniu, ze za-
chowuje najwigksza liczbe standardowych praw o liczbach. C jest maksymalne
ze wzgledu na zadania wyrazone przez aksjomat rozwigzywalnosci Hilberta
(zobacz nizej) oraz maksymalne jako dozwolone przez zasadg permanencji.

Jak si¢ wydaje, zasada permanencji form miataby gwarantowaé m.in., iz
rozwdj matematyki symbolicznej (ograniczony jedynie wymogiem niesprzecz-
nosci) bylby chroniony przed potencjalna bezsensownoscia, przed wprowadza-
niem obiektéw matematycznych o ,,dziwacznych” wtasnosciach, ktére odbie-
galyby zbyt daleko od standardowych (normalnych, naturalnych) wiasnosci.

Zasada permanencji form byta réwniez krytykowana, zaréwno przez mate-
matykow, jak i filozoféw. Giuseppe Peano pisal krytycznie o dziele Hermanna
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Schuberta Grundlagen der Arithmetik, w ktérym zasade permanencji form po-
stulowano tak, iz w rezultacie o ,,nowych” liczbach miatyby by¢ prawdziwe
doktadnie te same twierdzenia, ktére prawdziwe byty o ,starych” liczbach.
Zdaniem Peana natomiast, mamy zachowywac¢ prawa nie catkowicie, ale tak
daleko, jak to mozliwe.

William Hamilton pisat o v/—1 jako obiekcie absurdalnym w kontekscie
pojedynczych liczb, zas sensownym w kontekscie par liczb (czyli liczb dwu-
wymiarowych) — przypomnijmy, ze podat on algebraiczng interpretacje liczb
zespolonych wlasnie jako par liczb rzeczywistych, ze stosownie okre§lonymi
dziataniami. Hamilton przedstawiat tez pewne idee dotyczace powiazania liczb
z intuicja czasu. Jak pisze Helena Pycior (1981), Hamilton nie byt sktonny za-
akceptowaé propozycji algebry symbolicznej Peacocka jako nauki o wlasciwie
dowolnych znakach i prawach. Dla Hamiltona (a takze wielu wspéiczesnych
mu matematykéw), algebra miataby by¢ nauka o symbolach wyposazonych
W znaczenie, a jej prawa mialyby by¢ ugruntowane w intuicji.

W pracy Iuliana Toadera (2019), poréwnujacej propozycje teoretyczne Ern-
sta Macha i Edmunda Husserla, méwi si¢ o zasadzie permanencji form jako
o zasadzie teoretycznej racjonalnosci (niezbgdnej dla rozwoju autentycznej
teorii), zasadzie praktycznej racjonalnosci (oszczednosci w pracy umystowej)
oraz (metafizycznej) zasadzie zwiazanej z intuicja matematyczna, a takze za-
sadzie semantycznej, ustalajacej zwiazek migdzy formalng teoria a jej niefor-
malng interpretacja. Autor odnosi swoje rozwazania roéwniez do obecnej sytu-
acji w mechanice kwantowej, w zwiazku z wykorzystywanym w niej aparacie

matematycznym.
W pracy Zvonimira Sikica (1984) pokazuje sig, Ze definicja potggowa-
nia w ciele liczb zespolonych (e = cosa + isin ) jest niejako wymu-

szona poprzez zasad¢ permanencji form, jesli bierzemy pod uwagg zaréwno
wspomniane wyzej (po sformutowaniu tej zasady) prawa arytmetyczne, jak
tez prawa dotyczace rézniczkowania.

Meir Buzaglo (2002) bada logiczne aspekty procesu rozszerzania pojgc.
Rozwaza liczne przyktady z historii matematyki, ukazujace m.in. zmiang¢ ro-
zumienia pojecia liczby, rozszerzanie znaczen operacji arytmetycznych, role
paradokséw w teorii mnogosci. O roli zasady permanencji form pisze m.in.:

During the nineteenth century, when rigor gradually resumed a place of
importance in mathematics, there was a systematic attempt to conceptu-
alize the idea of expansions, as presented in Peacock’s “principle of per-
manence of equivalent forms.” This attempt transferred the issue from
the products of the expansion to the process of expansion itself. Peacock
claimed that the symbolic algebra obtained from the expansion of ari-
thmetic is logically independent of arithmetic, yet suggested by it. How



16 Rozdziat 1.  Zasada permanencji form

an expansion of a realm can be “suggested” by the existing realm has
not, however, been analyzed properly. Apparently this lack is due to the
fact that discussions in logic are generally centered on deduction, which
involves closed realms, thus marginalizing the issue of the expansion of
concepts. But the most cursory survey shows that there is an abundance
of logical, mathematical, and philosophical material that is continually
raising the idea of expansions as logical and philosophical issue which
naturally invites a more comprehensive discussion. (Buzaglo 2002, 3)

1.2. Hilbert: aksjomat rozwiazywalnosci

Zasada permanencji form byta aprobowana w drugiej potowie XIX wieku
przez wielu wybitnych matematykéw. Jesli chodzi o rozszerzanie znaczenia
pojecia liczby (tworzenie nowych uniwersow liczbowych), to odbywato sig¢
ono zaréwno metoda genetyczna, jak i metoda aksjomatyczna, przy czym ta
druga mozliwos$¢ w sposdb wyrazny byta wykorzystywana pdZniej niz pierw-
sza. Liczby naturalne scharakteryzowane zostaly w pracach Hermanna Gras-
smanna, Richarda Dedekinda, Giuseppe Peana (Grassmann 1861, Dedekind
1888, Peano 1889). Konstrukcje liczb rzeczywistych podato wielu matematy-
kéw w omawianym okresie, najbardziej znane byly propozycje Georga Can-
tora i Richarda Dedekinda (Cantor 1872, Dedekind 1872), aksjomatyczny opis
liczb rzeczywistych podal David Hilbert (Hilbert 1900). O niektérych typach
liczb hiperzespolonych wprowadzonych w XIX wieku napisz¢ jeszcze krétko
ponize;.

Michael Detlefsen w swoim artykule Formalism (2005), omawiajac zasadg
permanencji form, wspomina rowniez o aksjomacie rozwiazywalnosci Davida
Hilberta, sformutowanym na poczatku XX wieku (Hilbert 1901) i wyrazaja-
cym optymizm poznawczy Hilberta, czgsto krétko oddawany jako opinia, iz
w matematyce nie ma ignorabimus. Deklaracja Davida Hilberta (nazywana
aksjomatem rozwiazywalnosci), iz kazdy problem matematyczny moze zostac,
po precyzyjnym sformutowaniu, rozwigzany (lub podany moze by¢ dowdd, iz
rozwiazanie przy danych zatozeniach nie istnieje), byta odpowiedzia na pe-
symistyczne wypowiedzi dotyczace ograniczen ludzkiej wiedzy formutowane
owczesnie (tzw. Ignorabimusstreit) przez Emila i Paula Du Bois-Reymonda
oraz Rudolpha Virchowa. Dla przyktadu, Paul Du Bois-Reymond argumento-
wal, iz istnieja obiektywne ograniczenia naszej wiedzy o kontinuum. Detle-
fsen przywoluje réwniez wczesniejsze wypowiedzi kilku znanych matematy-
kéw, wyrazajace optymizm poznawczy (np.: Francois Viete, Kartezjusz, John
Wallis). Hilbert podzielat ten optymizm, m.in. w swoich wypowiedziach kry-
tycznych dotyczacych pogladéw Leopolda Kroneckera i Luitzena Brouwera.
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Udowodnione w wieku XX twierdzenia limitacyjne ukazaly pewne ogranicze-
nia w tym zakresie, wskazujac na fenomen niezupetnosci (oraz nierozstrzygal-
nosci) nieodtacznie zwiazany z bogatszymi teoriami matematycznymi.

Detlefsen tak oto pisze o wspéldziataniu aksjomatu rozwiazywalnosci oraz
zasady permanencji form:

Together, the Axiom of Solvability and the Principle of Permanence gu-
ided the progressive extension of the number-concept. The Axiom of
Solvability expressed the mathematician’s goal to solve problems. The
Principle of Permanence acted as a constraint upon the applicability of
this axiom. It required that newly introduced numbers preserve the basic
laws of arithmetic. More precisely, it required that the laws governing
new numbers be consistent with the laws governing the old ones. (De-
tlefsen 2005, 279)

David Hilbert w stynnej pracy Uber das Unendliche (1926) pisze o me-
todzie elementéw idealnych w matematyce. Wprowadzanie takich elemen-
tow jest jedna z podstawowych czynno$ci badawczych, a ich rola okazuje si¢
by¢ niezastgpiona. I tak, wprowadzenie punktéw w nieskonczonosci w geo-
metrii pozwala na uzyskanie pewnych symetrii miedzy punktami i prostymi
(kazde dwie proste przecinaja si¢ w jakims$ punkcie, kazde dwa punkty wyzna-
czaja jedna prosta). W algebrze wprowadzenie liczb zespolonych pozwala na
uproszczenie twierdzen o istnieniu oraz liczbie pierwiastkéw réwnan. Liczby
idealne Ernsta Kummera pozwalaja na utrzymanie jednoznacznos$ci rozktadu
na czynniki pierwsze. Takze ideaty Dedekinda pelnia podobna rolg. Wszystkie
te przypadki sa powiazane z aksjomatem rozwiazywalnosci Hilberta.

David Hilbert sformutowal réwniez das schopferische Princip, zasadg glo-
szaca wolnosS¢ w tworzeniu pojec i metod wnioskowania. Metody symboliczne
w matematyce maja by¢: niesprzeczne i owocne. Znane dictum Hilberta, iz na
poczatku byt znak, zwigzZle wyraza jego formalistyczne podejscie do matema-
tyki. W tym podejsciu podstawowa rola przypada metodzie aksjomatycznej.
Warto zwréci¢ uwage, ze w swej pracy Hilbert (1900), podajacej aksjoma-
tyke dla liczb rzeczywistych, uzywa raczej zwrotu denken (myslimy) niz an-
schauen (w znaczeniu: przedstawiamy sobie, wyobrazamy, rozwazamy intu-
icyjnie). Wreszcie, Hilbert podkresla takze, ze wazna wlasnosScig (niektérych)
systeméw aksjomatycznych jest jaki§ rodzaj ich zupetnoSci, oddajacy to, iz
system okreSla badane obiekty w sposéb (w ustalonym sensie) jednoznaczny.
Owa jednoznaczno$¢ moze by¢ kategorycznoscia (istnienie jednego tylko mo-
delu, z doktadnoscia do izomorfizmu), zupetnoScia semantyczng (polegajaca
na tym, iz wszystkie modele teorii sa elementarnie réwnowazne), moze tez
przybiera¢ posta¢ zupetnosci hilbertianskiej, czyli wtasnosci modelu polega-
jacej na tym, iz jest on (w ustalonym sensie) maksymalny lub minimalny.
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Te ostatnia rolg miat pelni¢ np. aksjomat zupetnosci w pierwszym wydaniu
Grundlagen der Geometrie (Hilbert 1899). W pdZniejszych wydaniach ten
aksjomat zastapiony zostal przez aksjomat zupetnosci liniowej, a np. aksjo-
matyka podana w monografii Borsuk i Szmielew 1975 uwzglednia juz aksjo-
mat zupetnosci dla liczb rzeczywistych. Jak pamigtamy, ciato liczb rzeczywi-
stych jest jedynym (z doktadno$cia do izomorfizmu) cialem uporzadkowanym
w sposéb zupelny. Jest tez maksymalnym ciatem archimedesowym.

1.3. Dygresja: liczby hiperzespolone

,,Oswajanie” liczb ujemnych oraz zespolonych trwato stosunkowo dtugo. Ina-
czej rzecz si¢ miata w przypadku wielu rodzajéw liczb hiperzespolonych, wpro-
wadzonych w wieku XIX. Dla ilustracji, podam troch¢ wybranych informacji
o tego rodzaju strukturach. Przypomng, w najwigkszym skrécie, kilka faktéw
zwiazanych z ,,oswajaniem” liczb zespolonych.

Rozwazania algebraiczne dotyczace rozwiazywania réwnan prowadzono
w Europie juz od XII wieku, w wieku XIV wiedziano, iz ogélne réwnanie
trzeciego stopnia 2® + ax? + bz + ¢ = 0 mozna sprowadzi¢ do réwnania
23 +pr+q=0. Scipione del Ferro, Antonio Maria Fiore, Niccol6 Fontana
(Tartaglia) i Gerolamo Cardano pracowali nad ogdlnym rozwigzaniem réw-
nan trzeciego stopnia — ten ostatni opublikowat je w Ars Magna w 1545 roku.
Rafael Bombelli w drugiej potowie XVI wieku wprowadzit znak dla v/—1.

Kartezjusz wprowadzit termin liczby urojone 1 wiazal je z niemozliwo-
Sciami geometrycznymi. Geometryczng reprezentacje liczb dodatnich i ujem-
nych proponowatl John Wallis, prébujac réwniez podaé taka reprezentacje dla
v/—1. Oznaczenie i = +/—1 wprowadzil Leonhard Euler. Wykorzystywat
wzlr x + iy = r(cos o + i sin «), a takze przedstawiat graficznie pierwiastki
rOéwnania 2" = 1 jako wierzchotki wielokata foremnego.

W 1797 roku interpretacje liczb zespolonych jako wielkosci skierowanych
podat Caspar Wessel — jest ona zblizona do dzisiejszego rachunku na wek-
torach. Geometryczna reprezentacje liczb zespolonych zaproponowat réwniez
Jean-Robert Argand w 1806 roku. Z kolei algebraiczng charakterystyke liczb
zespolonych (jako par liczb rzeczywistych, na ktérych okreslone byty dziata-
nia arytmetyczne) podat w 1831 roku William Hamilton. Uwaza si¢, ze Karl
Friedrich Gauss réwniez dysponowal geometryczng reprezentacja liczb ze-
spolonych juz w 1797 roku, chociaz opublikowatl prace na ten temat dopiero
w 1831 roku. To wlasnie Gauss wprowadzit termin liczby zespolone, dodajac
w komentarzu, jak niefortunne byto uzywanie terminu liczby urojone. Przypo-
mnijmy, ze Gauss udowodnit Podstawowe Twierdzenie Algebry w 1799 roku;
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byt to jeden z najwazniejszych momentéw w historii ,,oswajania” liczb zespo-
lonych. W poczatkach XIX wieku prowadzono intensywne badania nad funk-
cjami zmiennej zespolonej. Pojawiaja si¢ wtedy catki krzywoliniowe (Poisson,
Cauchy).

Zasada Lefschetza glosi, ze dowolne zdanie w jezyku pierwszego rzedu
teorii ciat, ktére jest prawdziwe w dziedzinie liczb zespolonych, jest praw-
dziwe w kazdym ciele algebraicznie domknigtym charakterystyki zero. Ciato
liczb zespolonych jest wyznaczone jednoznacznie (z doktadnoscia do izomor-
fizmu) jako ciato algebraicznie domknigte charakterystyki zero, ktérego sto-
piefi przestgpnosci (tj. najwigksza moc zbioru algebraicznie niezaleznego) nad
ciatem liczb wymiernych jest rowny kontinuum. Do ,,oswojenia” liczb zespo-
lonych w znacznej mierze przyczynily si¢ ich liczne zastosowania w fizyce.
Wiele zjawisk fizycznych znajduje precyzyjny opis dopiero przy uzyciu liczb
zespolonych.

Najbardziej znane wsrdd liczb hiperzespolonych sa kwaterniony, wprowa-
dzone w 1843 roku przez Hamiltona (1853). Przyktady liczb hiperzespolonych
to:

Kwaterniony. Liczby zespolone C reprezentowal Hamilton jako pary liczb
rzeczywistych, dla ktérych dodawanie i mnozenie okreslone byty warunkami
(po prawych stronach réwnos$ci wystgpuje dodawanie i mnozenie liczb rzeczy-
wistych):

(a,0) ® (¢,d) =(a+b,c+d) (a,b)® (c,d) = (ac— bd,ad + bc).

Uzywa si¢ réwniez zapisu (a, b) w postaci a + bi, gdzie a oraz b sa liczbami
rzeczywistymi, za$ i jednostka urojona, dla ktérej i> = —1. Hamilton zamie-
rzat takze okresli¢ dziatania arytmetyczne dla dowolnych n-tek liczb rzeczy-
wistych. W przypadku n = 3 nie mozna okresli¢ mnozenia w taki sposdb, aby
definiowana przez nie norma byta multiplikatywna. Dla n = 4 Hamilton uzy-
skatl algebre kwaternionéw HI, reprezentowanych przez czworki liczb rzeczy-
wistych (a, b, ¢, d), zwykle zapisywane (w konwencji przyjetej dla przestrzeni
wektorowych) jako a + bi + ¢j + dk, gdzie i, j, k sa jednostkami urojonymi
(czyli 1, 7, j, k sa wektorami bazy przestrzeni). Jesli kwaterniony rozumiemy
jako czterowymiarowa przestrzenn wektorowa nad ciatlem liczb rzeczywistych,
to okreSlone sa: ich dodawanie, mnozenie przez skalar oraz mnozenie. Pierw-
sze dwie z tych operacji definiujemy tak, jak zwykle robi si¢ to w wielowymia-
rowych przestrzeniach wektorowych. Mnozenie kwaternionéw jest natomiast
w petlni okreslone, gdy podamy tabliczkg mnozenia dla wektoréw bazy prze-
strzeni H. Mnozenie jest jednoznacznie wyznaczone przez rdwnania:

=2 =k =ijk=—1.
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OczywiScie mozna tez okresli¢ mnozenie stosowna tabelka:

1] ¢ J k
101 i J k
i i | =1 k | —j
Jli =k [=1] i
k1 k| 5 | =i -1

Myslimy o kwaternionach takze jako o czterowymiarowej unormowanej
algebrze z dzieleniem nad liczbami rzeczywistymi. Jak wida¢, mnozenie kwa-
terniondw nie jest przemienne. Kwaterniony maja reprezentacj¢ macierzowa.
Znajduja liczne zastosowania, np. w opisie obrotdw w przestrzeni tréjwymia-
rOwej.

Liczby dualne. To pary liczb rzeczywistych, dla ktérych dodawanie i mno-
zenie zdefiniowano nastgpujaco:

(a,b) ® (¢,d) = (a+b,c+d) (a,b)® (c,d) = (ac,ad + be).

Elementem neutralnym mnozenia jest (1, 0). Ponadto, (0,1) ® (0,1) = (0, 0).
Liczby te tworza pierscien przemienny, w ktérym wystepuja dzielniki zera.
Maja reprezentacj¢ macierzowa.

Liczby podwdjne. To pary liczb rzeczywistych, dla ktérych dodawanie oraz
mnozenie zdefiniowano nastgpujaco:

(a,b) ® (¢,d) =(a+b,c+d) (a,b)® (c,d) = (ac+ bd,ad+ be).

Elementem neutralnym mnozenia jest (1, 0). Ponadto, (0,1) ® (0,1) = (1,0).
Liczby te tworza pierScien przemienny, w ktérym wystepuja dzielniki zera.
Maja reprezentacje macierzowa.

Oktoniony. Powszechnie uzywa si¢ oznaczenia O dla oktoniondw. Tworza
one (o§miowymiarowa) unormowang algebrg z dzieleniem nad zbiorem liczb
rzeczywistych. Elementy zbioru O mozna zatem przedstawiac jako 6semki
uporzadkowane (oktawy, oktety) liczb rzeczywistych. Mnozenie oktonionéw
nie jest ani przemienne, ani laczne. Ze wzglgdu na brak taczno$ci mnozenia
oktoniony — w odréznieniu od kwaternionéw — nie majq reprezentacji ma-
cierzowej. Oktoniony zostaly wprowadzone niezaleznie przez Johna Gravesa
w 1844 roku oraz Arthura Cayleya w 1845 roku. Podobnie jak kwaterniony,
oktoniony byly popularne pod koniec XIX wieku, a pdzZniej przez dtugi czas
byly traktowane jedynie jako ciekawostka matematyczna. Dopiero stosunkowo
niedawno wskazano na ich istotna rolg, np. w teorii grup Lie oraz w topolo-
gii. Odkrywane sa coraz to nowe zastosowania oktonionéw, takze w naukach
empirycznych.
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Sedeniony. Mozna je reprezentowac jako szesnastki liczb rzeczywistych,
dla ktérych stosownie okreslamy dodawanie i mnozenie. Operacja mnozenia
sedeniondw @ nie jest przemienna, nie jest taczna, nie spelnia tez warunku
alternatywnosci, czyli warunku:

Ry =(zr)y (YRr)®r=y® (z® ).

Sedeniony maja jednak wtasnos$¢ tacznosSci potggowej, ktérg ma dana alge-
bra wtedy, gdy dowolna jej podalgebra generowana przez jeden element jest
faczna. Konsekwencja tego warunku jest to, ze gdy dany element jest wielo-
krotnie mnozony przez siebie, to kolejnos¢ wykonywania tych mnozen nie jest
istotna (zachodzi zatem 2™ *" = 2™ @ ™). W algebrze S sedenionéw wyste-
puja dzielniki zera.

Konstrukcja Cayleya-Dicksona. To ogblna konstrukcja, ktéra daje nieskon-
czony ciag algebr nad ciatem liczb rzeczywistych, z ktérych kazda ma wymiar
dwukrotnie wigkszy od poprzedniej. Pigé pierwszych elementéw tego ciagu
to: liczby rzeczywiste R, liczby zespolone C, kwaterniony H, oktoniony O,
sedeniony S. W tej konstrukcji liczby zespolone to pary liczb rzeczywistych,
kwaterniony to pary liczb zespolonych itd.

Algebry Clifforda. Sa to algebry izomorficzne z pierScieniem macierzy nad
R, C, H lub sumy proste takich algebr. Ta jednolita konstrukcja uwzglednia
jako przypadki szczegbélne wiele typéw liczb hiperzespolonych.

To tylko niektdre z bardzo wielu liczb hiperzespolonych, badanych w ma-
tematyce od XIX wieku. Dodajmy tez, ze w niniejszym omowieniu nie od-
nosimy si¢ do innych waznych watkéw w rozwoju algebry, np. do propozy-
cji Gaussa, rozwijanych pdzniej takze przez innych wybitnych matematykéw
(zob. np. Kolmogorov i Yushkevich 2001).

Warto wspomnie¢, ze udowodniono szereg twierdzen charakteryzujacych
(z doktadnoscia do izomorfizmu) wybrane struktury algebraiczne. Przykta-
dami takich twierdzen sa:

Twierdzenie Frobeniusa. Kazda faczna algebra z dzieleniem nad cialem
liczb rzeczywistych jest izomorficzna albo z ciatem liczb rzeczywistych, albo
z cialem liczb zespolonych, albo z algebra kwaternionéw. Istnieje tez uog6l-
nienie tego twierdzenia (podane przez Hurwitza), dodajace w tezie oktoniony.

Twierdzenie Ostrowskiego. Kazde ciato zupelne w metryce odpowiadaja-
cej normie archimedesowe;j jest izomorficzne z cialem liczb rzeczywistych lub
ciatem liczb zespolonych, a norma jest rtéwnowazna ze zwykla wartos$cia bez-
wzgledna.

Twierdzenie Pontriagina. Kazde spdjne lokalnie zwarte ciato topologiczne
jest izomorficzne z cialem topologicznym liczb rzeczywistych, lub ciatem to-
pologicznym liczb zespolonych, lub ciatem topologicznym kwaternionéw.
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1,2,4,8-twierdzenie (Bott, Milnor, Kervaire). Kazda algebra z dzieleniem
nad ciatem liczb rzeczywistych ma wymiar 1, 2, 4 lub 8.

Twierdzenie Hopfa. Kazda przemienna algebra z dzieleniem nad cialem
liczb rzeczywistych ma wymiar < 2.

Twierdzenia o izomorfizmie ukazuja wyr6zniong rolg czterech ciat licz-
bowych: liczb rzeczywistych R, liczb zespolonych C, kwaternionéw H oraz
oktonionéw Q. Przechodzac od liczb rzeczywistych do zespolonych, tracimy
liniowe uporzadkowanie (nie mozna liniowo uporzadkowa¢ C w spos6b zgodny
z dziataniami arytmetycznymi). PrzejScie do kwaternionéw skutkuje utrata
przemienno$ci mnozenia. PrzejScie do oktonionéw powoduje, Ze tracimy tez
faczno$¢ mnozenia. Kolejna algebra o 2" elementach, czyli sedeniony (al-
gebra szesnastowymiarowa) nie ma juz wtasnosci alternatywnosci, co wig-
cej, zaréwno sedeniony, jak i wszystkie struktury o 2" elementéw (n > 4)
maja juz dzielniki zera, a wigc sa strukturami bardzo daleko odbiegajacymi od
W miar¢ normalnych” struktur, w ktérych dysponujemy wszystkimi podsta-
wowymi dziataniami arytmetycznymi o ,,naturalnych” wtasnos$ciach. Oczywi-
Scie takie okreSlenia, jak ,,normalny” i ,,naturalny” nie odnosza si¢ do jakich§
obiektywnych wtasnosci struktur matematycznych, lecz nawiazuja zaréwno do
tradycji, jak i do czynnikéw psychologicznych. Poréwnanie wtasnosci kilku
pierwszych elementéw ciagu algebr otrzymywanych w konstrukcji Cayleya-
Dicksona podaje ponizsze zestawienie (Zrédio: Cayley-Dickson construction,
Wikipedia):

struktura R|C|H|O]|S e
wymiar 1 2 4 8 16 | > 16
porzadek tak | nie | nie | nie | nie | nie
przemienno$¢ mnozenia | tak | tak | nie | nie | nie | nie
facznos$¢ mnozenia tak | tak | tak | nie | nie | nie
alternatywno$¢ tak | tak | tak | tak | nie | nie
tacznos¢ potggowania tak | tak | tak | tak | tak | tak
dzielniki zera nie | nie | nie | nie | tak | tak

We wspétczesnej algebraicznej teorii liczb rozwaza si¢ wielkie mnéstwo
struktur, ktére wyposazone sa w operacje arytmetyczne. W czasie dwustu lat,
ktére uptynely od publikacji (w 1801) stynnej monografii Gaussa Disquisitio-
nes arithmeticae (zob. angielski przektad Gauss 1966) dyscyplina ta stata si¢
jednym z najwazniejszych obszaréw badan matematycznych. Mozna zastana-
wiac sig, czy wspotczesnie zasada permanencji form w algebrze spetnia taka
sama role, jaka petita w jej poczatkach.

Dodajmy, ze intensywnie badane sg takze inne jeszcze rozszerzenia po-
jecia liczby, ktére nie podpadaja pod schemat tworzenia liczb hiperzespolo-
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nych. Naleza do nich np. liczby p-adyczne oraz liczby hiperrzeczywiste. Obie
te struktury odgrywaja coraz wigksza rolg np. w analizie matematyczne;.

1.4. Zasada permanencji form w logice wspoélczesnej

Czy zasada permanencji form moze mie¢ swéj odpowiednik w logice? To pyta-
nie moze odnosi¢ si¢ do kwestii, w jakim sensie nowe systemy logiczne zacho-
wuja prawa obowiazujace w innych, wczesniej juz ,,oswojonych” takich sys-
temach. Brane pod uwagg¢ moga by¢ réwniez pewne metalogiczne wlasnosci
systeméw logicznych. Nowe systemy logiczne wprowadzane byly z r6znych
powodéw: inspiracje dla ich tworzenia pochodzily z rozwazar filozoficznych,
lingwistycznych, a takze stricte matematycznych oraz pochodzacych z nauk
empirycznych. W wigkszosci przypadkow punktem odniesienia byt klasyczny
rachunek zdan oraz klasyczna logika pierwszego rzgdu, jako systemy wzor-
cowe, dobrze zbadane i charakteryzujace si¢ szeregiem ,,dobrych” wiasnosci
dedukcyjnych. Sadzimy, ze pewne analogie z zasada permanencji form znalez¢
mozna m.in. w nastgpujacych sytuacjach w logice:

Finitarnos¢ jezyka. To, ze jezyki systeméw logicznych wykorzystuja wy-
razenia begdace obiektami skoficzonymi (skoficzonymi ciagami symboli), jest
uwazane za najbardziej naturalne. Rozwaza si¢ oczywiscie takze jezyki, ktdre
dopuszczaja formuty nieskoriczone (np. nieskoniczone alternatywy i koniunk-
cje oraz nieskoficzone prefiksy kwantyfikatorowe), ale w takich przypadkach
sktadnia jezyka zaktada¢ musi pewne ustalenia z teorii mnogosci. Podobnie
rzecz ma si¢ z zaktadaniem istnienia nieprzeliczalnej liczby statych indywidu-
alnych w jezyku systemu logicznego.

Finitarnos¢ operacji konsekwencji. Jesli chodzi o reguly inferencji, to za-
tozenie ich finitarnego charakteru réwniez traktowane jest jako najbardziej
adekwatnie oddajace rozumowania. Jezyki z niefinitarnymi regutami wnio-
skowania (np. z w-regula) maja oczywiscie duza moc wyrazania, jednak do-
wody w takich jezykach przestaja by¢ obiektami skoficzonymi i mozna wyra-
zaé obiekcje, czy takie rozumienie dowodu adekwatnie odzwierciedla ludzkie
wnioskowania.

Niewyroznianie statych pozalogicznych. Poglad na to, czym sa stale lo-
giczne, ulegal zmianie w historii logiki. Obecnie ani relacja bycia czg¢scia, ani
relacja bycia elementem nie sa uwazane za state logiczne. Niewatpliwie sta-
tymi logicznymi sa funktory prawdziwoSciowe oraz klasyczne kwantyfikatory.
Pojecie stalej logicznej moze by¢ egzemplifikowane prostym wyliczeniem ta-
kich statych (dla danego jezyka), znane sa takze proby podania ich ogdlnej de-
finicji (np. Tarski 1986). W klasycznej logice pierwszego rzgdu zachodzi twier-
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dzenie Grzegorczyka o niewyrédznianiu predykatéw, symboli funkcyjnych oraz
statych indywiduowych. Dyskutowano, czy konieczno$¢ i mozliwos$¢ sa sta-
tymi logicznymi — niektorzy uwazali, ze logiki modalne nie sa systemami lo-
gicznymi, ale jedynie teoriami dotyczacymi tych termindw.

Niesprzecznos¢ i parakonsystencja. Niesprzeczno$¢ byta od zawsze ide-
alem metodologicznym w logice i matematyce (w tej ostatniej bywala tez
przyjmowana jako kryterium istnienia). Systemy sprzeczne, w ktérych mozna
udowodnié¢ wszystko, sa bezwarto§ciowe poznawczo. Konstruuje si¢ jednak
réwniez systemy, ktdre toleruja sprzecznos$¢, jako reprezentacje pewnych sys-
temow przekonan.

Logika niefregowska. Logika niefregowska Romana Suszki zajmuje szcze-
gblne miejsce wsrdd systemow logicznych. Jest logika dwuwartoSciowa (lo-
gicznie), przyjmuje jednak, ze oprécz wartosci logicznych jej zdaniom przypi-
sa¢ mozna korelaty semantyczne (sytuacje, o ktérych mowa w tych zdaniach).
Jej ontologia jest zatem bogatsza od ontologii logiki klasycznej. Jednocze$nie
logika niefregowska unika wszelkich konstrukcji intensjonalnych (wystepuja-
cych np. w logikach modalnych r6znych rodzajéw).

Prawda i dowod. Do najwazniejszych twierdzen o systemach logicznych
naleza niewatpliwie twierdzenia o trafnosci (kazda teza jest tautologia) oraz
petnosci (kazda tautologia jest teza). Dla pewnych systemow logicznych (np.
logiki drugiego rzedu ze standardowa semantyka) nie jest mozliwe istnienie
efektywnego systemu dowodowego. W systemach takich jak logika intuicjo-
nistyczna za kryterium prawdziwosci przyjmuje si¢ dowdd. Znane twierdzenia
limitacyjne ustalajg mozliwo$ci oraz ograniczenia metody dedukcyjnej i uka-
zuja réznice migdzy pojeciami prawdy (prawdziwosci w modelu) oraz do-
wodu.

Teza pierwszego rzedu. W filozofii logiki przedstawia si¢ argumenty na
rzecz tezy pierwszego rzedu, ktdra glosi, iz to wtasnie logika pierwszego rzgdu
jest ,,prawdziwa” logika, the logic (np. Woleriski 2004). Wéréd tych argumen-
téw wymieni¢ mozna na przyktad takie: logika pierwszego rzedu ma dobre
wlasnosci dedukcyjne, nie odréznia mocy nieskoniczonych (na mocy twierdze-
nia Lowenheima-Skolema-Tarskiego), ma wtasno$¢ uniwersalnosci (w zasto-
sowaniach). Teoria mnogoSci Zermela-Fraenkla, uwazana obecnie za podsta-
wowa teori¢ matematyczng, sformutowana jest w jezyku pierwszego rzedu.
Przywoluje si¢ takze twierdzenia Lindstroma (pierwsze z nich ustala, ze lo-
gika pierwszego rzedu jest maksymalng logika, ktéra ma wtasnos$¢ zwartosci
oraz spelnia twierdzenie Lowenheima-Skolema) jako metalogiczny argument
na rzecz tej tezy. Spotykamy jednak takze odmienne argumenty (np. Barwise
2005), odwotujace si¢ do praktyki matematycznej.
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Omijanie paradoksow. Konstruuje si¢ systemy logiczne, ktére nie maja
pewnych wilasnosci logiki klasycznej, okreslanych czasem jako paradoksalne
(np. paradoksy implikacji materialnej). W takich przypadkach staramy si¢ za-
chowaé mozliwie najwigcej tego, co obowiazuje w logice klasycznej. Tworzy
si¢ réwniez systemy logiczne, ktére maja modelowa¢ rozumowania, wymyka-
jace si¢ opisowi w ramach logiki klasycznej (np. rézne rodzaje intensjonalno-
Sci lub wyrazanie stopni prawdziwosci).

Punkty widzenia. Wyrazany jest poglad (np. Friedman 1992), ze za niezu-
petnos¢ bogatszych teorii matematycznych odpowiedzialne jest dopuszczanie
rozwazania ,,catkiem dowolnych” obiektéw, zamiast ograniczania si¢ jedynie
do obiektéw o dobrze rozpoznanych wiasnosciach. Dla przyktadu, hipoteza
kontinuum, ktéra jest nierozstrzygalna na gruncie teorii mnogosci Zermela-
Fraenkla, jest prawdziwa w odniesieniu do uniwersum zlozonego jedynie ze
zbioréw borelowskich. Friedman w cytowanym artykule rozwaza szereg ta-
kich punktéw widzenia w matematyce (np. borelowski, konstruktywny, predy-
katywny), ukazujac, jak ich przyjecie wptywa na fenomen niezupetnosci.

We wszystkich omawianych wyzej przypadkach mamy do czynienia z za-
chowywaniem (permanencja) pewnych wtasnosci, a takze z aspektami twor-
czymi, okreS§lajacymi charakter poszczegdlnych systeméw logicznych. Zasad-
ne wigc wydaje si¢ mowienie o pewnej analogii z funkcjonowaniem zasady
permanencji form w algebrze. Rozumowania przez analogi¢ obarczone sa pew-
nym ryzykiem — zdarza sig, ze nietrafnie przyjmujemy podstawe analogii,
przez co samo rozumowanie traci poprawnos¢. W podanych wyzej przykta-
dach po czgéci mamy do czynienia z analogia, jednak wchodza w gre takze
inne zaleznoSci, np. uogdlnianie.

1.5. Zasada permanencji form
w dydaktyce matematyki

Sadze, ze zasada permanencji form jest wykorzystywana w dydaktyce mate-
matyki, przynajmniej w tych przypadkach, gdy przy rozszerzaniu uniwerséw
liczbowych nowe operacje arytmetyczne zachowuja si¢ tak samo jak dotych-
czas na ,starych” liczbach, pozwalajac jednoczesnie wykonywac ,,nowe” dzia-
tania. W dydaktyce szkolnej uniwersa liczbowe wprowadzane sa metoda ge-
netyczna, aksjomatyczne ujecie systeméw liczbowych nauczane jest dopiero
na poziomie uniwersyteckim.

Dydaktycy matematyki zwracali wielokrotnie uwage na to, ze uczniowie
czasem prowadza ,,$lepe” (niepotrzebne) obliczenia, zamiast zauwazy¢, ze roz-
wigzanie problemu mozna uzyskac natychmiast, uwaznie przypatrujac si¢ for-
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mie algebraicznej wyrazen. Dla przykladu, w pracy Menghini 1994 przytacza
si¢ wyniki testu dla szesnastoletnich uczniéw:

Find the value of the following expression:

Zo(b-a)+ 5 (a-)

For this exercise most of the students carried out very detailed calcula-
tions.

For which values of z is the following inequality true?
P?+rr<a+ar+1

In the best answers students carried out a comparison of the two parabo-
las represented by the two parts of the inequality.

Express each of a, b, ¢ in terms of the other two values:

a—4c* = %

Only 50% of the students gave three correct answers.

If m, n, p, q are natural numbers, the following equalities are true (al-
ways, never, sometimes):

(2n+1)(2m+3) =2p

(2n+5)(2m+a) =2p+3

(2n+1)(2m+ 1) = 4pq

This last exercise was set for university students (in the Mathematics
Department, of course!) and very few answered correctly, most of them

saying things like: “The first equality is true when 2p is an odd number”.
(Menghini 1994, 12)

Jak wida¢ z powyzszych przyktadéw, odpowiedzi mozna udzieli¢ natych-
miast, Sledzac jedynie form¢ podanych wyrazen.

Objasnianie wzoru a’ = 1, ktéry sprawia uczniom pewne ktopoty, moze
polegaé np. na odwotaniu si¢ do zasady a®*¢ = a® - a¢, bowiem a” = a?T" =
a’ - a", astad a”° = 1. Jesli w szkole méwiono wcze$niej o potegowaniu
jako iterowanym mnozeniu, to mogto to utrudni¢ rozumienie przez uczniéw
rozwazanego wzoru.

Trudno$ci sprawia uczniom takze przyswojenie faktu, iz wynik mnozenia
dwéch liczb ujemnych jest liczba dodatnig. W tym przypadku pomocne w dy-
daktyce moze by¢ odwotanie si¢ do zachowania prawa rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania, wsparte stosownymi przyktadami.
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Rozdzial 2

Odkrywanie czy tworzenie?

2.1. Wstep. Charakterystyka problemu

Préba rozstrzygnigcia tytulowego dylematu (czy matematyka jest odkrywana,
czy tworzona) automatycznie zmusza do rozwazenia szeregu nieco bardziej
szczegdtowych pytan, np.:

1. Czym sa i jak istnieja obiekty matematyczne?

2. Jaki mamy dostgp poznawczy do obiektéw matematyki?

3. Jak wytlumaczy¢ skuteczno$é matematyki w nauce?

4. Czy (i w jakim sensie) Swiat jest matematyczny?

5. Jakie sa mechanizmy wyksztalcania si¢ umiejetnosci matematycznych?

Odpowiedzi na te (oraz podobne) pytania sklaniaja do przyjecia — mniej
lub bardziej zdecydowanego — stanowiska réwniez w kwestii tego, czy mate-
matyka jest tworzona, czy odkrywana. Mozliwe sa tez stanowiska proponujace
swoiste kompromisy, uznajace, ze w pewnych aspektach matematyke odkry-
wamy, w innych za§ tworzymy. Wyréznikiem niektérych stanowisk jest od-
dzielenie matematyki tworzonej przez ludzi od istniejacej — w jakim§ sensie
transcendentalnej — matematyki, ktérej ta tworzona przez ludzi bylaby pew-
nym przyblizeniem.

Narazamy si¢ na niebezpieczenstwo méwienia banaléw, gdy usitujemy
scharakteryzowa¢ matematyke w kilku jedynie zdaniach. Zwykle otrzymu-
jemy w ten sposéb jakies§ okreslenie po czg$ci metaforyczne, czasem zabawne
dictum, a najczedciej grube uproszczenie. Z perspektywy historycznej bada-
nia matematyczne zmieniaty si¢, cho¢ oczywiscie mozna wskaza¢ pewne nie-
zmienniki tych badan. Matematyka wspdtczesna zaczgta przybieraé obecna
posta¢ w wieku XIX. Wydaje sig, ze mozna ja uznaé¢ za swoiste potaczenie
nauki i sztuki, w nastgpujacym sensie:
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Nauka o wzorcach. Poczatki matematyki biora si¢ z reprezentacji (wy-
branych aspektéw) §wiata. Konstruowanie takich reprezentacji pozwala ujaw-
ni¢ wystgpujace w nich wzorce — swoiste regularnosci. Wzorce moga by¢
numeryczno-arytmetyczne (zwiazane z ustalaniem statosci liczebnosci kolek-
cji), algebraiczne (zwiazane z wlasnoSciami dzialain na obiektach, symetrie),
porzadkowe (zwiazane z rozmieszczeniem obiektéw wzgledem danych re-
lacji), moga dotyczy¢ ksztattu, przestrzeni, pozycji, odlegtosci (konstrukcje
geometryczne, topologiczne), moga dotyczy¢ ruchu i zmiany (pojgcia uzy-
wane w analizie matematycznej, geometrii i topologii rézniczkowej), moga
dotyczy¢ samych rozumowan matematycznych (pojecia logiki matematycz-
nej), obliczalnosci (pojecia teorii rekursji oraz réznych dziatéw informatyki),
czestosci (rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna) itd.

Sztuka rozwigzywania problemow. Praktyka badawcza matematyki obej-
muje wiele typoéw dziatalnoSci. Przede wszystkim jest to dowodzenie twier-
dzen. Inne typy tej dziatalnoSci to: uogdlnianie, abstrahowanie, tworzenie po-
je¢, stawianie hipotez, przedstawianie nowych (lepszych, prostszych, bardziej
eleganckich) dowodéw juz znanych twierdzeri, wyobrazanie sobie, szukanie
kontrprzyktadéw, przeprowadzanie rozumowan przez analogi¢ (prowadzacych
np. do rozwazania nowych dziedzin matematycznych), rozpatrywanie szcze-
gblnych przypadkéw, klasyfikowanie, szukanie nowych aksjomatéw, sigganie
po motywacje ptynace z nauk empirycznych, poszukiwanie nowych punktéw
widzenia, przeprowadzanie (niekiedy zmudnych) rachunkéw, mys§lenie prze-
korne. Na poczatku kazdego z takich dziatan mamy do czynienia z problemem
poznawczym. W jego rozwiazaniu korzystamy z dostgpnych, sprawdzonych
juz w dziataniu metod, ale takze z tworzonych na nowo heurystyk.

Oczywiscie, metody stosowane w matematyce to metody specyficzne dla
nauki formalnej. Maja one jednak, w naszym przekonaniu, takze walory ar-
tystyczne. Dlatego wtasnie uzyliSmy powyzej terminu szfuka (rozwiazywania
probleméw).

2.1.1. Argumenty za odkrywaniem

Argumenty tej grupy sila rzeczy zaktada¢ muszg istnienie rzeczywistosci mate-
matycznej, §wiata matematycznych obiektow istniejacych niezaleznie od pod-
miotu poznajacego. Ta rzeczywisto$¢ moze by¢ §wiatem Platonskich idei, moze
by¢ czgscig trzeciego §wiata Karla R. Poppera, moze wreszcie stanowi¢ on-
tyczng podstawe rzeczywistoSci fizycznej. Wsrdd przedstawicieli tego typu
stanowisk (ré6znych odmian platonizmu) znajduja si¢:
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1. Kurt Godel. Przedstawiciel platonizmu w jego skrajnej postaci. Wypo-
wiadal si¢ na rzecz istnienia §wiata obiektow matematycznych, do kt6-
rego mamy pewien dostep, miedzy innymi poprzez nasze intuicje mate-
matyczne.

2. Jan Ltukasiewicz. Ten znakomity polski logik uwazat, ze w trakcie swo-
ich dociekan logicznych docierat do Swiata obiektow matematycznych,
ktére istniaty niezaleznie od niego, ktérych nie mégt zmieniac, a jedynie
mogt je opisywac.

3. Michat Heller. Ten polski filozof i fizyk zdecydowanie argumentuje na
rzecz tezy, ze Swiat (przyroda) ma pewna ceche, ktéra umozliwia nam
stosowanie matematyki w jego opisie, a wigc sam musi by¢ w jakis spo-
s6b matematyczny.

4. Max Tegmark. Glosi on dos¢ skrajny poglad, ze w ostatecznym rozra-
chunku Swiat jest obiektem matematycznym.

Zacytujmy samego Godla, ktéry powszechnie uwazany jest za najbardziej
zadeklarowanego zwolennika platonizmu:

The truth, I believe, is that these concepts form an objective reality of
their own, which we cannot create or change, but only perceive and de-
scribe. (Godel 1995, 320) [...]

Thereby [by a Platonistic view — J.P.] I mean the view that mathematics
describes a non-sensual reality, which exists independently both of the
acts and the dispositions of the human mind and is only perceived, and
probably perceived very incompletely, by the human mind. (Godel 1995,
320)

2.1.2. Argumenty za tworzeniem

Argumenty tej grupy maja oczywiscie silnie antropocentryczny charakter. Od-
wotuja si¢ do praktyki badawczej matematykow, podkreslaja fakt osadzenia
matematyki w kulturze, biora pod uwage czynniki psychologiczne oraz socjo-
logiczne. Do przedstawicieli tego typu stanowisk zaliczaja sig:

1. Intuicjonizm matematyczny. Wielu przedstawicieli tego kierunku w filo-
zofii matematyki przedstawiato liczne argumenty na rzecz pierwotnosci
intuicji matematycznej oraz uwazato, ze matematyka jest tworczoscia
cztowieka.
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2. Stanislas Dehaene. W swojej znanej monografii The number sense (De-
haene 1997) Dehaene argumentuje za tym, ze matematyka jest wilasci-
wie wylacznie dziatalnoscia ludzkiego intelektu.

3. George Lakoff i Rafael Niiiez. Argumentuja oni na rzecz koncepcji ma-
tematyki ucielesnionej w swojej znanej ksiazce Where mathematics co-
mes from. How the embodied mind brings mathematics into being (La-
koff 1 Nafiez 2000). Twierdza, ze matematyka jest ludzkim wytworem
i stanowczo odrzucaja istnienie jakiejkolwiek transcendentalnej mate-
matyki w stylu platoniskim.

2.1.3. Kompromisy

Znany astrofizyk, Mario Livio proponuje przyjac, ze tworzymy pojecia mate-
matyczne, natomiast odkrywamy relacje migdzy nimi. Przy tym, podstawe do
tworzenia pojeé upatruje w procesach abstrakcji, zas twierdzenia matematyki
traktuje jako zapis owych odkrytych zaleznosci:

Personally, I believe that by asking simply whether mathematics is di-
scovered or invented, we forget the possibility that mathematics is an
intricate combination of inventions and discoveries. Indeed, I posit that
humans invent the mathematical concepts — numbers, shapes, sets, lines,
and so on — by abstracting them from the world around them. They then
go on to discover the complex connections among the concepts that they
had invented; these are the so-called theorems of mathematics.

I must admit that I do not know the full, compelling answer to the qu-
estion of what is it that gives mathematics its stupendous powers. That
remains a mystery. (Livio 2015, data dostgpu: 25 lutego 2020)

http://www.pbs.org/wgbh/nova/blogs/physics/2015/04/great-math-mystery/

Czesto spotykanym (w$réd matematykow) pogladem jest uznanie, ze nie-
ktére z najbardziej fundamentalnych poje¢ matematycznych odkrywamy, na-
tomiast tworzymy bardziej skomplikowane pojecia. Dla przyktadu, Roman
Duda pisze w ,, Matematycznosc przyrody” czy ,, przyrodniczoS¢ matematyki” ?
o dwoch postawach obserwowanych w historii matematyki:

Postawa skierowana do wewngqtrz. Polega na upraszczaniu, porzadkowaniu
i uzupelianiu uzyskanego materiatu, przy czym istotna rol¢ petnia tez czyn-
niki estetyczne.

Postawa skierowana na zewnqtrz. Polega na przyjmowaniu bodZcéw ze
Swiata oraz weryfikowaniu uzyskanych wynikéw matematycznych ze §wiatem
zewnetrznym.



2.2.  Tradycja filozoficzna 35

Zwiazek tych postaw z omawianym tu problemem widzi Duda nastgpu-
jaco:

Postawy, do wewnatrz i na zewnatrz, wiaza si¢ tez z problemem: mate-
matyke tworzymy czy odkrywamy? Takze i tutaj odpowiedzZ jest niejed-
noznaczna. Przy badaniu ciggu 1, 2, 3,... mamy silne wrazenie odkry-
wania, budujac natomiast np. spektralng teori¢ homologii chyba mate-
matyke tworzymy. (Duda 2010, 43)

Odwotujac si¢ do przywotanego wcze$niej pogladu, uznajacego matema-
tyke za nauke o wzorcach oraz sztuke rozwiazywania probleméw, mozna tez
zaproponowac poglad, ze owe wzorce zaréwno odkrywamy, jak i tworzymy,
natomiast w przypadku metod uzywanych w matematyce ich twérczy charak-
ter odgrywa rolg dominujaca.

Kompromisowe jest takze stanowisko Leopolda Kroneckera, zwigZle wy-
razone w jego znanym dictum: Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,
alles andere ist Menschenwerk (BOg stworzyt liczby catkowite, cala reszta
jest dzietem cztowieka). Pomijajac aspekt teologiczny tej wypowiedzi, nalezy
przypomnieé, ze Kronecker, ktéry jako matematyk zajmowat si¢ algebraiczna
teorig liczb oraz innymi abstrakcyjnymi dziedzinami matematyki, w swoich
pogladach filozoficznych odnoszacych si¢ do matematyki nalezat do reprezen-
tantow stanowiska intuicjonistycznego.

Mozna przywotaé jeszcze caty szereg innych kompromisowych rozwiazan,
dla przyktadu (niektére z nich omawiane sa na portalu MathStackExchange):

1. Tworzymy aksjomaty oraz metody dowodowe, odkrywamy za$ fakty
wyrazone w twierdzeniach. Warto pamigtaé, ze dochodzenie do danego
twierdzenia nalezy do kontekstu odkrycia, za$ jego dowdd rozwazany
jest w kontekscie uzasadnienia.

2. Odkrywamy obiekty tylko do pewnego stopnia ich ztozonosci, natomiast
obiekty przekraczajace owa ztozono$¢ tworzymy, wymys§lamy. Taka gra-
nica moze by¢ np. liczba porzadkowa Churcha-Kleenego wch , czyli —
mdéwiac w uproszczeniu — najmniejsza liczba porzadkowa, ktéra nie jest
osiagalna §rodkami rekurencyjnymi. Moze to by¢ tez np. pierwsza liczba

mocno nieosiagalna albo inna duza liczba kardynalna.

2.2. Tradycja filozoficzna

Nie zamierzam w tym krétkim eseju rozwodzi¢ si¢ nad dziejami refleksji w fi-
lozofii matematyki — ewentualny czytelnik tego tekstu moze znaleZ¢ te wiado-
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mosci w wielu znakomitych opracowaniach, np.: Murawski 2002, 2003, 2008.
Ograniczg si¢ do kilku zwigztych uwag.

2.2.1. Stanowiska w filozofii matematyki

Wielu matematykéw wspétczesnych podziela poglady zwiazane z tradycja pi-
tagorejska i platoriska, uznajaca istnienie abstrakcyjnej rzeczywistoSci mate-
matycznej. Nazywamy takie podejScie postawa platoniska, przejawem reali-
zmu w filozofii matematyki. Reprezentowane sa jednak réwniez inne postawy,
np. uznawanie, ze matematyka to wytwor ludzkiego umystu i tylko jako taki
wytwor istnieje.

Stanowiska w filozofii matematyki ulegaly ewolucji. Stary spér filozo-
ficzny migdzy realizmem, nominalizmem i konceptualizmem znalazt swoje
odzwierciedlenie w pierwszych refleksjach prowadzonych w filozofii matema-
tyki. Wyksztalcily si¢ stanowiska: logicyzmu, formalizmu oraz intuicjonizmu.
Bardziej wspélczes$nie zainteresowaniem ciesza si¢ takze stanowiska wiazane
z empiryzmem. Przypomnijmy hastowa informacj¢ na temat wybranych sta-
nowisk w filozofii matematyki:

1. Platonizm. Stanowisko realistyczne w filozofii matematyki, uznajace ist-
nienie idealnego Swiata obiektéw matematycznych. Uznawane np. przez:
Platona, Pitagorasa, Georga Cantora, Kurta Godla, Paula Erdésa.

2. Logicyzm. Wedle tego stanowiska, matematyke zredukowaé mozna do
logiki. Pogladu tego bronit Gottlob Frege, Bertrand Russell i Rudolf
Carnap.

3. Formalizm. Ten kierunek w filozofii matematyki zaklada, ze uprawianie
matematyki wiaze si¢ przede wszystkim z operacjami na symbolach. Do
jego przedstawicieli zaliczamy: Davida Hilberta, Haskella Curry’ego,
by¢ moze takze Alfreda Tarskiego i Johna von Neumanna.

4. Intuicjonizm. Matematyka intuicjonistyczna uznaje pierwotna intuicj¢
liczb naturalnych. Odrzuca mozliwo$¢ operowania na nieskonczonos-
ciach aktualnych. Nie uznaje za uprawomocnione dowodéw niekonstruk-
tywnych, odwotujacych si¢ np. do prawa wytaczonego srodka. Przedsta-
wicielami sa: Luitzen Brouwer, Arendt Heyting, Hermann Weyl.

5. Konstruktywizm. To kierunek bedacy swego rodzaju intuicjonizmem.
Ktadzie nacisk na stosowanie metod efektywnych w matematyce. Do
jego przedstawicieli zaliczamy: Nikolaia A. Shanina, Andrieja A. Mar-
kova, Pera Martina-Lo6fa, Paula Lorenzena, Erreta Bishopa.
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. Konwencjonalizm. Uznaje, ze matematyka polega na przyjmowaniu uzy-

tecznych konwencji. Poglad taki byl przypisywany Henri Poincarému.

. Psychologizm. Ten poglad, proponowany ongi$ w refleksji nad logika

i uznajacy logike za badajaca prawa myS§lenia, obecnie jest juz zarzu-
cony. Za jego przedstawicieli uwaza si¢ np. Johna Stuarta Milla i Chri-
stopha Sigwarta.

. Strukturalizm. Matematyka jest nauka o strukturach, obiekty matema-

tyczne to jedynie ,,miejsca” w takich strukturach. Poglady strukturali-
styczne glosza np.: Michael Resnik, Stewart Shapiro, Paul Benacerraf.

. Empirycyzm. Jest wiele odmian empiryzmu w filozofii matematyki, 13-

czy je to, iz traktuja matematyke jako nauke po czesci (a nawet w duzym
stopniu) empiryczna. Z kierunkami tego typu zwiazani sa tacy matema-
tycy i filozofowie, jak: Willard V.O. Quine, Hilary Putnam, Imre Laka-
tos, Gregory Chaitin.

Fikcjonalizm. Wedle tego pogladu matematyka jest zestawem (uzytecz-
nych) fikcji. Broni takiego stanowiska Hartrey Field.

Konstruktywizm spoteczny. Matematyka miataby by¢ — wedle zwolen-
nikéw tego stanowiska — konstruktem spotecznym. Zalicza si¢ do jego
zwolennikoéw Paula Ernesta oraz Reubena Hersha i Philippa Davisa.

Poznanie ucielesnione. Poglady wiazane z tym stanowiskiem podkre-
§laja, iz matematyka w spos6b naturalny wytania si¢ z ludzkich zdol-
no$ci poznawczych oraz ze istnieje jedynie jako ludzkie wytwory men-
talne. Bronig takiego stanowiska George Lakoff i Rafael Nufiez (a takze,
do pewnego stopnia, David Tall).

Agnostycyzm matematyczny. Charakterystyczny dla tego stanowiska jest
poglad, iz (ewentualne) istnienie Swiata platofiskiego (obiektéw poza
czasoprzestrzenia i poza zwiazkami przyczynowo-skutkowymi) nie ma
wplywu na prace badawcza zawodowych matematykéw. Poglad taki
wyznaja np. Jody Azzouni, Mark Balaguer, Stefano Boscolo.

Mozna sympatyzowac z ktéryms§ z tych stanowisk lub proponowac inne
jeszcze, wlasne stanowisko. Mozna tez przyjmowac postawe eklektyczna, wy-
bierajac z poszczegdlnych stanowisk przemawiajace do nas argumenty. Moim
zdaniem najbardziej atrakcyjne jest stanowisko, ktdre polega jedynie na bada-
niu konsekwencji poszczegdlnych pogladéw oraz usitowaniu dokonania ewen-
tualnej ich falsyfikacji na podstawie niezgodnosci tych konsekwencji z innymi,
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uznanymi bez zastrzezen stwierdzeniami. W tym ujeciu dopuszczamy komple-
mentarno$§¢ omawianych stanowisk filozoficznych, a za wazne uwazamy to,
jakie sa ich implikacje.

2.2.2. Matematycznos¢ przyrody

Z tytulowym pytaniem wiaze si¢ zagadnienie stosowalno$ci matematyki w ba-
daniu przyrody. O tej problematyce rowniez napisano niezliczone rozprawy
1 nie jest moim zamierzeniem dokonywaé nawet pobieznego przegladu stano-
wisk. I w tym przypadku ogranicze si¢ zatem do zdawkowych uwag.

Juz Archimedes wyraznie i calkiem §wiadomie odr6zniat heurystyki uzy-
wane w kontekscie odkrycia od metod wykorzystywanych w kontekscie uza-
sadniania. Do tych pierwszych nalezato (w przypadku jego wiasnych badan)
stosowanie modeli mechanicznych, wykorzystanie dZwigni, punktéw oparcia
itd. w ukazywaniu warto$ci miarowych pél oraz objgtoSci tworéw geometrycz-
nych. Natomiast $cistq metoda byta w tych przypadkach metoda wyczerpywa-
nia, pochodzaca od Eudoksosa. Zacytujmy stowa samego Archimedesa z jego
rozprawy o metodzie:

This procedure is, I am persuaded, no less useful even for the proof of
the theorems themselves; for certain things first became clear to me by
a mechanical method, although they had to be demonstrated by geome-
try afterwards because their investigation by the said method did not
furnish an actual demonstration. But it is of course easier, when we have
previously acquired, by the method, some knowledge of the questions,
to supply the proof than it is to find it without any previous knowledge.
This is a reason why, in the case of the theorems the proof of which Eu-
doxus was the first to discover, namely that the cone is a third part of the
cylinder, and the pyramid of the prism, having the same base and equal
height, we should give no small share of the credit to Democritus who
was the first to make the assertion with regard to the said figure. I am
myself in the position of having first made the discovery of the theorem
to be published [by the method indicated], and I deem it necessary to
expound the method partly because I have already spoken of it and I do
not want to be thought to have uttered vain words, but equally I am per-
suaded that it will be of no little service to mathematics; for I apprehend
that some, either of my contemporaries or of my successors, will, by
means of the method when once established, be able to discover other
theorems in addition, which have not yet occurred to me. (The method,
Heath 2002, 13-14)
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Po tym wstepie Archimedes przedkiada argumentacje odwotujaca si¢ do
mechaniki i pozwalajaca ustali¢ pole powierzchni ograniczonej odcinkiem pa-
raboli. Stwierdza nastgpnie:

Now the fact here stated is not actually demonstrated by the argument
used; but that argument has given a sort of indication that the conclusion
is true. Seeing then that the theorem is not demonstrated, but at the same
time suspecting that the conclusion is true, we shall have recourse to the
geometrical demonstration which I myself discovered and have already
published.

Dodajmy jeszcze krétkie uwagi na temat kilku innych wybranych zastoso-
wan matematyki w badaniach przyrody (wyniki Keplera, Galileusza, Newtona,
Gaussa, Riemanna, Finsteina, Penrose’a):

Kepler. Prawa Keplera, dotyczace ruchu planet zaktadaja, ze planety poru-
szaja si¢ nie po orbitach kolowych, lecz eliptycznych. Ustalajac te prawa, Ke-
pler porzucit wigc dotychczasowe powszechne (wsrdd filozoféw) mniemanie,
iz to orbity kolowe sa prawidtowa reprezentacja ruchu planet, poniewaz taki
ksztalt jest (w owym mniemaniu) ,,doskonaty”. Kepler wykorzystywat pomy-
sty matematyczne Apoloniusza z Pergi, ktérego rozwazania na temat stozko-
wych okazaty si¢ w tym kontekscie wielce przydatne.

Galileusz. Czesto cytowane jest dictum Galileusza, ze Ksigga Natury pi-
sana jest jezykiem matematyki. Wazne jest — na co zwraca uwage Michal Hel-
ler — aby stwierdzenie to rozumie¢ w sposéb wiasciwy: nie chodzi jedynie
0 zewngtrzng szatg symboliczng jezyka matematyki, lecz o informacje, prze-
kazywane w tym jezyku.

Newton. Jak glosi jedna z anegdot, Newton, zapytany jak ustalit tor ruchu
ciata niebieskiego, mial odpowiedziec: ,,Obliczytem to”. Taka postawa Swiad-
czy o przekonaniu, Ze istota zjawisk fizycznych reprezentowana moze by¢ na
drodze dedukcji oraz obliczefi matematycznych.

Gauss. Przypomnijmy, ze Gauss byl pierwszym twérca (odkrywca) geo-
metrii nieeuklidesowych. Probowat takze na drodze empirycznej ustali¢, jaka
jest geometria przestrzeni fizycznej, poprzez pomiary katéw tréjkata wyzna-
czonego przez punkty na wierzchotkach wzniesieni, co nie dato jednak roz-
strzygajacych rezultatéw. Warto réwniez przypomnie¢ rewolucyjny pojeciowo
pomyst Gaussa, aby rozwazaé wewngtrzng geometri¢ powierzchni (w odr6z-
nieniu od rozwazania powierzchni jako ,,zanurzonej” w otaczajacej ja prze-
strzeni). Gauss udowodnit w 1827 roku theorema egregium, charakteryzujace
krzywizng powierzchni i pozwalajace na zdefiniowanie na nich réznych pojec,
dotyczacych owej wewngtrznej geometrii.
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Riemann. Oryginalne rozwinigcie idei Gaussa napotykamy w propozy-
cjach Riemanna dotyczacych badania ogélnych (wielowymiarowych) rozma-
itosci. Twory te maja wewngtrzng geometrig, wyposazone sa w pewna struk-
ture metryczna.

Einstein. Aparatura pojgciowa stworzona przez Riemanna postuzyta z ko-
lei Einsteinowi do interpretacji pojeé fizycznych w terminach geometrycznych
(np. jako zakrzywienia przestrzeni).

Penrose. Ten wybitny fizyk i matematyk deklaruje wyraZnie swoja postawe
platoriska w filozofii matematyki. Interesujace, cho¢ chyba w dalszym ciagu
czekajace na empiryczna weryfikacje sa tez jego uwagi dotyczace przypisy-
wania rozumowaniom matematycznym charakteru w duzej mierze nieuswia-
domionego.

Zwolennikami tezy o matematyczno$ci przyrody sa np. Jézef Zyciriski
1 Michat Heller. Obaj przywotywali taka teze wielokrotnie w swoich pracach.
Przedstawig¢ pewne aspekty tych pogladéw, odwotujac si¢ do artykutéw z pra-
cy zbiorowej pod ich redakcja (Heller i Zycifiski 2010). W otwierajacym ten
zbidr prac artykule Co to znaczy, Ze przyroda jest matematyczna? Heller przy-
pomina znane dictum Galileusza, wedle ktdrego ksigga przyrody napisana jest
jezykiem matematyki, ale zwraca przy tym uwage, ze nie chodzi tu jedynie
o stwierdzenie, iz jezyk matematyki nadaje si¢ do opisu prawidlowosci funk-
cjonowania przyrody — o wiele istotniejsza jest informacja, ktéra zawiera owa
ksigga:

Nosnikiem informacji musi by¢ jaka$ struktura; bez struktury nie ma
informacji. Okazuje sig, ze struktura wszech§wiata jest przedziwnie po-
dobna do tych struktur, ktérych studiowaniem zajmuje si¢ matematyka.
Podobienistwo jest tak zadziwiajace, ze niektérzy mysliciele sa sktonni
traktowac je jako co§ w rodzaju identycznos$ci. Chcac to podkreslic, po-
wiadaja oni, ze przyroda jest matematyczna, lub ze jest zbudowana z ma-
tematyki. Eugene Wigner w tym kontekscie méwit o niezrozumiatej sku-
tecznosci matematyki w naukach empirycznych. Ta wtasnos¢ Swiata byta
réwniez Zrédtem nieustannego podziwu Einsteina. (Heller 2010, 8)

Pytanie o matematycznos$¢ przyrody ma, wedle Hellera, trzy sktadowe,
wiazace si¢, odpowiednio, z matematyka, przyroda oraz ludzkim umystem,
ktéry tworzy matematyke oraz skutecznie korzysta z niej w procesie bada-
nia §wiata. Pierwsza sktadowa, dotyczaca natury matematyki, zawiera w sobie
caly szereg dalszych pytan ontologicznych, epistemologicznych i odwotuja-
cych si¢ do gromadzonej wiedzy matematycznej. Heller podkresla przy tym
— wedle niego niedoceniany — fakt, iz badanie §wiata metodami matematycz-
nymi wnosi wiele do lepszego rozumienia samej matematyki.
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Druga sktadowa owego pytania omawia Heller, postulujac, ze $wiat (za-
miennie — przyroda) musi posiadaé pewna wlasno$¢, nazwijmy ja M, skoro
jest tak podatny na badania metodami matematycznymi. Aby blizej scharak-
teryzowa¢ owa wlasnos¢, Heller proponuje rozwazy¢ hierarchie mozliwych
Swiatow, ktére bytyby wiasnosci M pozbawione, w mniejszym lub wigkszym
stopniu. Uzywa przy tym nastepujacej terminologii (cytuje wybrane zdania ze
stron 12—-15 wspomnianego artykutu, numeracja dodana):

1. Przede wszystkim, mozna by pusci¢ wodze wyobraZni i wyimagi-
nowac¢ sobie §wiat calkowicie amatematyczny. Powszechnie sadzi
si¢, ze ludzkie uczucia (takie jak mito$¢ czy nienawis¢) nie dadza
si¢ zmatematyzowaé. Swiat, ktéry bytby podobny do ludzkich na-
migtnosci, nazwijmy irracjonalnym swiatem.

2. Opierajac si¢ na naszej znajomosSci matematyki, mozna sobie wy-
obrazi¢ §wiat, ktory bylby zasadniczo matematyczny, ale jego ma-
tematyczna struktura bytaby dla nas niepoznawalna. Powdd tej
niepoznawalno$ci nie lezatby w prymitywnym stanie naszej mate-
matyki, lecz w matematycznie zloSliwej strukturze samego §wiata.

(a) Dla celéw dalszej dyskusji nazwijmy §wiat, ktéry bytby zbu-
dowany z funkcji dla nas niepoznawalnych, swiatem bardzo
ztosliwym, a Swiat zbudowany z funkcji, ktérych nie da si¢
przybliza¢ prostszymi funkcjami — swiatem ztosliwym.

(b) Swiat tagodnie ztosliwy, jak bedziemy go nazywad, jest zbu-
dowany z funkcji, ktére chociaz zasadniczo sa dla nas pozna-
walne, to jednak sa zbyt trudne, by dalo si¢ nimi wzglednie
prosto operowac.

3. Widzimy wigc, ze Swiat mdgtby nie mie¢ wtasnosci M na wiele
r6znych sposobdw. Najprawdopodobniej irracjonalny $wiat (cal-
kowicie amatematyczny) w ogdle nie mogltby istnie¢. Sadze, ze
pewien stopien zgodnoSci z matematyka jest warunkiem koniecz-
nym istnienia. Irracjonalny §wiat zastuguje na to, by go traktowac
jako ontologiczna sprzeczno$¢, wylaczajaca z istnienia. Ale pozo-
stale rodzaje ztoSliwych Swiatow sa w peini mozliwe, a nawet —
w pewnym sensie — wydaja si¢ bardziej prawdopodobne niz §wiat,
ktéry nam zostat dany do badania. Dlaczego wigc nasz Swiat jest
dla nas az tak taskawy? Bog jest subtelny, gdyz uzyt subtelnej ma-
tematyki do zaprojektowania naszego wszech§wiata, ale nie jest
zto§liwy, poniewaz dat nam Swiat, ktérego subtelno$ci mozemy
skutecznie rozwiktywaé. (Heller 2010, 12—-15)

Powyzszym konstrukcjom pojeciowym mozna nadaé nawet pewna forme
matematyczna, reprezentujac Swiaty poprzez ciagi losowe i oddajac 6w ,,sto-
pien ztosliwosci” poprzez skomplikowanie opisu takich ciagéw, co Heller czyni
w innych swoich pracach.
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W artykule Jézefa Zycinskiego Jak rozumie¢ matematycznosé przyrody?
(Zycinski 2010) autor zwraca uwage na znany fakt, ze formuty matematyki,
twierdzenia uzyskane w niej niezaleznie od jakiejkolwiek interpretacji fizycz-
nej okazujg si¢ jednak stosowne do wyrazania tredci fizycznych i pisze:

Specyficzny sens matematycznosci przyrody przejawia si¢ wigc w tym,
iz abstrakcyjnym formutom matematyki mozna przyporzadkowaé mo-
dele niezamierzone w dziedzinie konkretnych procesow fizycznych. Pro-
by rozwijania matematyki jako czystej syntaktycznej gry symboli kon-
cza si¢ niepowodzeniem, gdy okazuje sig, iz wprowadzone symbole maja
swe semantyczne korelaty na poziomie zjawisk fizycznych. Cecha ta
rézni istotnie matematyke od literatury czy sztuki. (Zycifski 2010, 24)

2.3. Praktyka matematyczna

Stanowisko agnostycyzmu matematycznego polegajace na powstrzymaniu sig¢
od rozstrzygania tytutowego dylematu wydaje si¢ chyba dos¢ atrakcyjne dla
samych matematykéw. Sprowadza si¢ ono do zwyktego uprawiania matema-
tyki, kontynuowania praktyki badawczej wedle przyjetych w tej dyscyplinie
wzorcOw metodologicznych i ograniczenia si¢ do komunikowania rezultatow
otrzymanych badan, bez opatrywania ich komentarzami filozoficznymi. Cza-
sami stanowisko takie okreSlane jest krétko i kolokwialnie: shut up and calcu-
late. Nalezy skupié si¢ na wtasnym rzemiosle, pozostawiajac filozofom reflek-
sje, dywagacje i spekulacje na temat tego, czy matematyke tworzymy, czy tez
odkrywamy.

2.3.1. Metafory matematykow

Matematycy bywaja wstrzemigZliwi w swoich wypowiedziach na tematy fi-
lozoficzne zwigzane z matematyka. W dyskursie naukowym oraz potocznym
funkcjonuja jednak niektére ich metafory, deklaracje i powiedzonka, za kt6-
rymi nieraz kryja si¢ glebsze refleksje dotyczace genezy, funkcjonowania oraz
natury matematyki. Podobnie zreszta rzecz ma si¢ z filozofami o nastawieniu
analitycznym. Podajemy dla przyktadu niektére z tych wypowiedzi:

1. Georg Cantor: Istota matematyki lezy w jej wolnosci.

2. Wiele sentencji Alberta Einsteina o zwiazku migdzy matematyka a Swia-
tem fizycznym jest czgsto cytowanych, np.:

(a) Jesli twierdzenia matematyki méwia cos o rzeczywistosci, to nie
sg pewne, a jesli sa pewne, to nie mOwia o rzeczywistosci.
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(b) Najbardziej niepojeta rzecza dotyczaca Swiata jest to, ze jest on
pojmowalny.
(c) Pan Bég nie gra w koSci.

3. John von Neumann: W matematyce nie staramy si¢ osiaga¢ rozumienia,
ale raczej przyzwyczajamy si¢ do jej uprawiania.

4. Henri Poincaré: Matematyka jest sztuka nadawania tych samych nazw
réznym rzeczom.

5. Ludwig Wittgenstein: Matematyk jest twdrca, a nie odkrywca.

6. Monteskiusz: Twierdzenia matematyczne uwazane sa za prawdziwe, po-
niewaz w niczyim interesie nie lezy, by uwazac je za falszywe.

Oczywiscie tego typu dicta nie maja ani statusu twierdzen ani nie sa nale-
zycie dobrze uzasadnionymi przesadzeniami metateoretycznymi. Czesto jed-
nak celnie oddaja — nazwijmy to tak — nastroje towarzyszace uprawianiu ma-
tematyki.

Za ciekawe uwazam rozwazenie mozliwosci zastosowania pojecia ana-
morfozy w modelowaniu poznania matematycznego, a nawet ogdlniej, w roz-
wazaniach epistemologicznych. W formalnych ujeciach epistemologii jako re-
prezentacje relacji migdzy podmiotem poznajacym a przedmiotem poznania
mozna stosowaé takie pojecia, jak izomorfizm lub homomorfizm, dla podkre-
Slenia tego, ze migdzy obydwiema tymi sferami (podmiotu i przedmiotu po-
znania) zachodzi jakieS§ podobienstwo, jakie§ odzwierciedlenie struktury jed-
nego w drugim. Przeksztalcenia wykorzystujace efekt anamorfozy sa pewnego
rodzaju morfizmami, ich cecha charakterystyczna jest m.in. to, ze obiekt, ktéry
tatwo rozpoznajemy i kategoryzujemy w jednym ujeciu, w drugim wydaje si¢
by¢ znieksztatcony, jako$ nienaturalny. Tu rzecz jasna istotna rolg odgrywa
czynnik pragmatyczny, zwigzany z tym, ze mamy jakie$ intuicyjne przeswiad-
czenia potoczne, jak przedstawiaja si¢ nam obiekty. A zatem do diady podmiot
poznania — przedmiot poznania dochodzi trzeci czynnik, a mianowicie punkt
widzenia.

Mozna zastanawiaé si¢, w jaki sposéb tytutowy dylemat wiaze si¢ z bia-
dzeniem w matematyce. Nie mamy przy tym na mysli trywialnej konstatacji,
ze w obliczeniach oraz dowodach pojawiaja si¢ bledy, bedace wynikiem nie-
kompetencji, lenistwa, roztargnienia itp. Chodzi natomiast o sytuacje, ktore
mozna nazwac ,,slepymi uliczkami” w matematyce, a wigc drogami w jej roz-
woju, ktére zostaja porzucone, z rozmaitych powodéw. W literaturze znajdu-
jemy opracowania wyliczajace btedy matematykéw, np.: Lecat 1935, Posa-
mentier i Lehmann 2013. Dyskutuje si¢ takze ,,zaprzepaszczone mozliwosci”
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w jej rozwoju, np. Dyson 1972. Interesujace wydaje si¢ by¢ rozwazenie kon-
sekwencji (dla filozofii matematyki) odpowiedzi na pytanie, na czym polega
btadzenie w matematyce przy kazdym z zalozen: ze matematyka jest tworzona
lub ze matematyka jest odkrywana.

2.3.2. Miary dostepnosci obiektéw matematycznych

W podejsciu realistycznym (platonizm) dopuszcza si¢, ze by¢ moze nie do
wszystkich obiektow matematycznych mamy dostep (poznawczy). Zauwazmy
w zwiazku z tym dwie rzeczy:

1. Takze w przypadku obiektéw fizycznych nasz (poznawczy) dostep do
nich moze by¢ jedynie czgsSciowy, co ilustrowane jest zwykle przykla-
dami zaczerpnigtymi z kosmologii (np. ciemna materia i ciemna energia)
Iub mechaniki kwantowe;j.

2. Mozna chyba zasadnie pytaé, czy éw dostgp (poznawczy) jest jakkol-
wiek stopniowalny. Czy pewne obiekty matematyczne sa tatwiej do-
stgpne niz inne? Czy mozemy ustali¢ jakie§ miary takiej dostgpnosci
— zar6wno w samej matematyce, jak i poza nia?

Drugi z powyzszych punktéw odnosi si¢ takze do stanowiska gloszacego,
iz matematyka jest tworzona (a nie odkrywana), ze nalezy wylacznie do sfery
konstruktéw mentalnych.

Sadzg, ze nastgpujace czynniki moga by¢ brane pod uwagg w charaktery-
styce stopnia dostgpnosci obiektéw matematycznych:

Ztozonos¢ logiczna. Obiekt jest tym trudniej dostgpny, im bardziej skom-
plikowana pod wzgledem logicznym (mierzonym np. liczba uzytych kwan-
tyfikatorow) jest jego definicja. Przyktadami takich skal ztozonosci sa m.in.:
hierarchia arytmetyczna i analityczna.

Efektywnosé opisu lub konstrukcji. Obiekty, ktérych istnienie uzasadniamy
z wykorzystaniem Srodkéw nieefektywnych (np. z uzyciem aksjomatu wy-
boru) sa trudniej dostgpne od obiektéw uzyskanych na drodze konstruktywne;j.
Dla przyktadu, niemierzalne (w sensie Lebesgue’a) zbiory Vitalego definiu-
jemy, korzystajac z aksjomatu wyboru.

Definiowanie a opisywanie. Pewne obiekty maja opis jezykowy — w sensie
istnienia dla nich efektywnej notacji (w jezyku o co najwyzej przeliczalnej
liczbie symboli oraz wyrazen), inne natomiast mogg by¢ jedynie definiowane.
Dla przyktadu, pewne przeliczalne liczby porzadkowe reprezentowa¢ mozna
za pomoca rekurencyjnej notacji, a inne jedynie definiowac.
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Wielos¢ reprezentacji. Im wigcej reprezentacji ma dany obiekt matema-
tyczny, tym latwiej jest poznawczo dostgpny. Dla przyktadu, liczby wymierne
maja wiele dobrze rozpoznanych reprezentacji (utamki, kierunki wyznaczone
przez proste przechodzace przez Srodek ukladu wspéirzednych oraz punkty
kratowe plaszczyzny, drzewo Sterna-Brocota, drzewo Calkina-Wilfa itd.).

Kategorycznosé i zupetnosé. Obiekt mozemy uwazaé za tatwiej dostepny,
jesli dysponujemy jego kategorycznym opisem, czyli jego jednoznaczna (z do-
ktadnoscia do izomorfizmu) charakterystyka. Obiekty izomorficzne sa nie-
odréznialne pod wzgledem swojej budowy. Innym typem nieodréznialno$ci
jest elementarna r6wnowaznos$¢ — obiekty pozostajace w tej zaleznosci s nie-
odréznialne semantycznie (W jezyku rozwazanej teorii).

Stopieri oswojenia. Pewne obiekty, ktére poczatkowo uwazane byly za
trudne (patologiczne, dziwaczne), z czasem okazuja si¢ niezwykle przydatne,
wystepuja w tak wielu kontekstach i zastosowaniach, ze uznajemy je za juz
,»oswojone”. Przyktadem moze by¢ tu zbiér Cantora.

W innym miejscu (Pogonowski 2019) pisatem o réznych typach obiek-
téw matematycznych: standardowych, wyjatkowych, ekstremalnych, prototy-
powych, typowych, patologicznych, zdegenerowanych itp. Poddawatem anali-
zie czgsto uzywane przez matematykow okreslenie, iz dany obiekt ,,dobrze si¢
zachowuje” (is well behaving) oraz przyklady pokazujace ,,oswajanie” obiek-
téw matematycznych, poczatkowo uwazanych za trudne lub patologiczne. Dla
badania tej problematyki istotne zdaja si¢ by¢ migdzy innymi wazne opo-
zycje: skonczony—nieskonczony, dyskretny—ciagly, obliczalny—nieobliczalny,
regularny—nieregularny. Pierwsze cztony tych opozycji zwiazane sa, jak sa-
dzimy, z obiektami tatwiej dostgpnymi, drugie za$ z tymi, ktére dostgpne sa
trudniej. Przekonanie takie opatrzone musi by¢ jednak pewnymi zastrzeze-
niami. Czasem duzy zbiér skoficzony ma opis o wiele bardziej skompliko-
wany niz zbiér nieskoficzony, wyznaczony przez prosta w opisie wlasnos¢.
Ciagtos¢ reprezentowana moze by¢ przez konstrukty w ostatecznym rozra-
chunku dyskretne (ciagi i ich granice), ale moze by¢ takze ujmowana jako
pojecie pierwotne (jak to ma miejsce np. w smooth infinitesimal analysis).
Opozycja regularny—nieregularny sprawia osobne trudnos$ci i powiemy nizej
kilka stéw na ten temat.

Przyktadami regularnoSci sa oczywiScie wszelkiego rodzaju symetrie, ba-
dane w og6lnosci w teorii grup. Twierdzenia o klasyfikacji, rozwazane w wielu
dziatach matematyki, dostarczaja przyktadéw ustalania katalogéw wzorcéw
wystepujacych w badanej dziedzinie obiektéw. Pewne funkcje wyrazaja regu-
larnosci, kazda struktura relacyjna jest, w pewnym sensie, wiazka regularno$ci
(zaleznoSci taczacych elementy jej dziedziny). Samo pojecie regularnosci jest
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jednak zbyt ogdlne, aby mozna bytoby pokusié si¢ o jego precyzyjna charak-
terystyke. OczywiScie tym samy trudno uchwytne jest ogélne pojecie nieregu-
larnosci.

Za szczegblny przypadek tego ostatniego pojecia uwaza si¢ pojecie loso-
wosci, badane w rachunku prawdopodobienistwa, ale takze w teorii liczb oraz
w innych dziedzinach matematyki. Co to znaczy, ze ciag (liczb naturalnych)
jest losowy? ChcielibySmy, aby nazywac tak ciag, w ktérym nie wystepuja
zadne regularnosci. Istnieja r6zne mozliwos$ci matematycznej charakterystyki
takiej wlasnoSci. Dodajmy, ze skoro odnosimy ja do ciagu liczb naturalnych,
to automatycznie stosuje si¢ ona takze do liczb rzeczywistych, ktére reprezen-
towane sa przez ciagi liczb naturalnych (lub ciagi zero-jedynkowe, lub ciagi
w ustalonej innej podstawie liczbowej).

Owymi §rodkami matematycznymi charakteryzujacymi pojecie losowosci
sa m.in. zlozono$¢ w sensie Kotmogorowa, normalnosé, losowos¢ w sensie
Martina-Lofa. Przypomng tu pojecie liczby normalnej i pokaze parg przykia-
déw zwiazanych z tym pojeciem. W szczegdlnosci podam konstrukcje przed-
stawiona w znakomitej pracy Grega Martina Absolutely abnormal numbers
(Martin 2001).

Intuicyjnie rzecz ujmujac, liczba rzeczywista jest normalna, jesli jej rozwi-
nigcie (dziesigtne lub przy innej podstawie) zawiera wszelkie mozliwe kom-
binacje cyfr tej podstawy z oczekiwanymi dla nich prawdopodobiefistwami.
To okreslenie mozna precyzowac nastgpujaco. Niech b > 2 bedzie liczba na-
turalng (podstawa rozwinigcia). Przez N,,(«, b, a) rozumie¢ bedziemy moc
zbioru:

{n :1 < n < moraz ajest n — ta cyfra rozwinigcia o przy podstawie b}.

Funkcja ta wylicza wigc wystapienia cyfry a (gdzie 0 < a < b) w rozwinigciu
przy podstawie b liczby rzeczywistej « (az do miejsca m). Definiujemy:

d(a,b,a) = lim Nim(a,b, a)
m—00 m
(o ile ta granica istnieje).

Mowimy teraz, ze « jest liczba prosto normalng przy podstawie b, jesli
istnieje granica definiujaca d(«, b, a) oraz jest ona réwna % dla kazdej liczby
a € {0,1,2,...,b — 1}. Liczba « jest normalna przy podstawie b, jesli jest
prosto normalna przy kazdej z podstaw: b, b, b2,...Tak wiec, liczba o jest
normalna przy podstawie b, jesli dla dowolnego ciagu ajas . . . ay granica zde-
finiowana wyzej istnieje 1 jest rOwna bik (przy czym liczymy wystapienia tego
catego ciagu, jako podstowa ciggu poczatkowego rozwinigcia przy podstawie
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b* liczby a). Wreszcie, liczba « jest absolutnie normalna, jesli jest ona nor-
malna przy wszystkich podstawach b > 2. Je§li « nie jest normalna przy pod-
stawie b, to mowimy, ze jest nienormalna przy tej podstawie, a jesli « jest
nienormalna przy kazdej podstawie b > 2, to méwimy, ze jest ona absolutnie
nienormalna.

Roézne wersje normalnosci, o ktérych mowa byla powyzej, reprezentuja
zatem rozne aspekty losowosci rozwazanych ciagéw, czyli brak wystgpowa-
nia jakich$ regularnosci. Dwoiscie rézne wersje nienormalno$ci odpowiadaja
wystgpowaniu okreslonych regularnodci, sa wigc niejako zaprzeczeniami loso-
wosci.

O wprowadzonych wtasnie pojeciach wiadomo m.in., ze:

1. Kazda liczba wymierna jest jest absolutnie nienormalna.

2. Prawie wszystkie liczby rzeczywiste sg absolutnie normalne (czyli zbiér
liczb rzeczywistych, ktére nie sa absolutnie normalne, jest miary zero).

3. Zbidr liczb absolutnie nienormalnych, cho¢ jest przekrojem przeliczal-
nie wielu zbioréw miary zero, sam jest nieprzeliczalny i ggsty w R.

4. Jesli x jest niewymierng liczba algebraiczna w bazie b > 2, to x jest
normalna w bazie b.

5. Nie wiadomo, czy sa liczbami normalnymi np.: 7, e, /2.
6. Liczba Champernowne’a zapisana przy podstawie dziesigtnej w postaci:

C10 = 0.12345678910111213141516 . . .19

jest normalna w tej bazie. Mozna rozwazac zapisy tej liczby w innych
bazach, np.:

C5 =0.11011100101110111 .. .o

C3 =0.12101112202122. . .5

Udowodniono, ze Cjg jest normalna przy podstawie 10, a nawet, ze
Cy jest normalna przy podstawie b. Liczba Champernowne’a jest prze-
stepna.

7. Stata Copelanda-Erdésa 0.235711131719232931 ... (piszemy kolejno
wszystkie liczby pierwsze) jest normalna przy podstawie 10.
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W cytowanej pracy Martin 2001 konstruuje si¢ liczbg absolutnie nienor-
o

malng o w sposéb nastgpujacy: = [ (1 — a%), as = 4, a, = n:f_11 dla
n = 3. Autor dowodzi, ze jest ona liZzlgac Liouville’a, a wigc jest tez liczba
przestepna. Jak pamigtamy, liczba Liouville’a to kazda liczba niewymierna z
taka, ze dla wszystkich n > 0 istnieja liczby catkowite p oraz ¢, ¢ > 1, dla
ktérych: 0 < |z — §| < q%. Liczby Liouville’a moga wigc by¢ dowolnie do-
ktadnie przyblizane liczbami wymiernymi. Nalezy to rozumieé¢ w nastgpujacy
sposob. Przez miare niewymiernosci liczby rzeczywistej x rozumiemy kres
gbrny zbioru liczb rzeczywistych p takich, ze nieréwnos¢:
0<|z— ZZ\ < L
q g¢

jest spetniona przez nieskoriczenie wiele par liczb catkowitych (p, q), gdzie
q > 0. Miara niewymiernosci kazdej liczby wymiernej jest wtedy 1, a jesli
jest rzeczywista niewymierng liczba algebraiczna, to jej miara niewymiernosci
wynosi 2. Prawie wszystkie liczby (niewymierne) maja miarg niewymiernosci
réwna 2. Ale miara niewymiernosci np. 7 jest co najwyzej 7.60630853. Nato-
miast liczby Liouville’a to doktadnie te liczby, ktérych miara niewymiernosci
jest nieskoriczona (co wiasnie jest innym sposobem powiedzenia, ze sa one
dowolnie dobrze aproksymowane przez liczby wymierne). Liczba o skonstru-
owana w pracy Martin 2001 ma zatem t¢ wlasno$¢. Dodatkowo — jako liczba
absolutnie nienormalna — wykazuje pewne regularno$ci w swoich rozwinig-
ciach przy dowolnej bazie, a wigc umyka wszelkiej losowosci, chcialoby sig
nieformalnie powiedzie¢. OczywiScie stwierdzen tych dowodzi si¢ w precy-
zyjny sposdb w Martin 2001. Ograniczg si¢ do wyraznego zapisu kilku pierw-
szych wyrazéw ciagu a,, wykorzystywanego w konstrukcji owej liczby. Pa-
trzac na ich postaé, powinni§my uzyskaé pewien intuicyjny wglad w to, dla-
czego liczba ta jest absolutnie nienormalna. Mamy mianowicie:

ay = 22, a3 = 32, ay = 43, a5 = 516, qg = (30517578125

Mozemy te wyrazy zapisa¢ rowniez w nastgpujacy sposob, wskazujacy jak
tworzymy je kolejno:

@@=y

a4:432_1,a5:54 ,CL6:65 e
Elementy tego ciagu wykorzystamy do zdefiniowania ciagu liczb wymier-
nych:

32-1)_1

21 __ 100135803222

. _1 _ 2 _
Mamy wtedy: as = 103 = 5, Q4 = 55, 5 = Tpons7800505 > * -
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Zgodnie z podana wczesniej definicja, mamy:

o0

1
= 1. = 1 - T ).
« klm A | |( n)

n=2

Poczatek rozwinigcia dziesigtnego liczby o wyglada nastgepujaco:
o = 0,65624999999569919 . . . 98528404201690728 . . .,

przy czym fragment 9. . .9 zawiera 23747291559 cyfr 9. Widac¢ teraz, iz fakt,
ze ciag a, ros$nie bardzo szybko, ma m.in. t¢ konsekwencjg, iz w rozwinig-
ciu liczby o wystgpuja dowolnie dlugie ciagi zlozone z cyfr 9, co skutkuje
absolutna nienormalnoScia tej liczby.

2.4. Propozycje nauk kognitywnych

W naukach kognitywnych omawianym w tym eseju problemem zajmowaé
mozna si¢ w dwoéch aspektach. Pierwszy dotyczy wyksztatcania si¢ umiejet-
nosci matematycznych w rozwoju osobniczym, drugi natomiast odnosi si¢ do
genezy i funkcjonowania matematyki w kulturze i nauce.

Jesli chodzi o pierwszy z tych aspektéw, ktéry mozna nazywaé ontogene-
tycznym, to stwierdzi¢ nalezy, ze funkcjonuje wiele teorii opisujacych rozwdj
umiejetnosci matematycznych, np.:

1. Stadia w rozwoju inteligencji. Znana juz od dawna koncepcja Jeana Pia-
geta (Piaget 1977), ktéra postuluje wyodrebnienie kilku stadiéw w takim
rozwoju (stadium inteligencji sensoro-motorycznej, stadium inteligencji
przedoperacyjnej, stadium inteligencji konkretno-operacyjnej, stadium
inteligencji formalno-operacyjnej). Koncepcja Piageta w dalszym ciagu
wykorzystywana jest w zaleceniach dotyczacych dydaktyki szkolne;.

2. Zmyst liczby. Do nowszych koncepcji nalezy propozycja Stanislasa De-
haene’a (Dehaene 1997), w ktérej twierdzi si¢, ze nasze umiejgtnosci
matematyczne sa tak samo wynikiem ewolucji biologicznej, jak inne
zdolnosci poznawcze cztowieka. Dehaene uwaza liczby za konstrukty
czysto mentalne.

3. Trzy swiaty matematyki. David Tall proponuje z kolei triadyczna straty-
fikacje w rozwoju umiejetnosci matematycznych (Tall 2013). Od pozna-
nia ucielesnionego, poprzez operacje symboliczne docieramy wreszcie
do czysto sformalizowanej matematyki.
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Drugi z omawianych wyzej aspektow, ktéry nazywaé mozemy filogene-
tycznym, dotyczy genezy samej matematyki jako dyscypliny naukowej oraz
jej funkcjonowania. Jedna z modnych ostatnio w rozwazaniach prowadzonych
w naukach kognitywnych koncepcji jest propozycja matematyki ucieleSnionej
(Lakoff i Nifiez 2000). Obszernie (i do$¢ krytycznie) pisatem o tej koncepcji
w innym miejscu (Pogonowski 2011). Lakoff i Niifiez opowiadaja si¢ wyraZnie
za pogladem, ze matematyka jest ludzkim wytworem intelektualnym, ze nie
istnieje nic takiego jak transcendentalna matematyka, niezalezna od umystéw
poznajacych. Za podstawowy mechanizm, odpowiedzialny za genezg¢ i funk-
cjonowanie matematyki uwazaja tworzenie metafor poznawczych oraz bazu-
jacych na nich bardziej ztozonych konstruktach teoretycznych.

2.5. Konkluzje

Podsumowujac powyzsze uwagi i refleksje, przypomnijmy najwazniejsze usta-
lenia i deklaracje:

1. Agnostycyzm matematyczny. Problem, czy matematyka jest tworzona,
czy tez odkrywana nie jest problemem matematycznym. Zajmowac sig¢
nim mozna na gruncie epistemologii lub nauk kognitywnych. Sadze, ze
opowiedzenie si¢ za jednym badZ drugim rozwigzaniem tytutowego dy-
lematu nie ma istotnego wptywu na praktyke badawcza profesjonalnych
matematykow.

2. Strukturalizm. Z obecnie funkcjonujacych pogladéw w filozofii mate-
matyki za atrakcyjny uwazam réwniez strukturalizm, traktujacy mate-
matyke jako nauke o réznego rodzaju strukturach. W podejsciu tym nie
pytamy zatem o naturg obiektéw matematycznych. Nie pozostaje tez
ono w konflikcie z oméwionym wcze$niej matematycznym agnostycy-
zmem.

3. Matematyka jako: nauka o wzorcach i sztuka rozwiqzywania problemow.
Wzorce bywaty abstrahowane z regularnosci obserwowanych w §wie-
cie zewngtrznym, w miarg rozwoju matematyki, coraz to nowe wzorce
wykrywane badz tworzone byly wewnatrz samej rzeczywistosci mate-
matycznej. Natomiast to, ze matematyka ma roéwniez cechy charaktery-
styczne dla sztuki, potwierdzane jest chociazby przez wypowiedzi pro-
fesjonalnych matematykéw, wskazujace na wartosci estetyczne jako je-
den z najwazniejszych czynnikéw motywujacych ich prace. Warto przy
tym zauwazy¢, ze matematycy z reguly sa migdzy soba zgodni w ocenie
tych warto$ci, a wigc nie maja one natury wylacznie subiektywne;j.
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4. Matematyczna osnowa swiata. MySlimy o problemie matematycznosci
przyrody oraz o kwestii owej stynnej niewyttumaczalnej skutecznosci
matematyki w badaniach przyrody jako o problemach epistemologicz-
nych. Matematyczne modele zjawisk niosg ze soba takze informacje na
temat naszych mozliwos$ci i ograniczen poznawczych.
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Rozdzial 3

O bladzeniu w matematyce

3.1. Uwagi wstepne

Na dzieje matematyki sktadaja si¢ nie tylko male i wielkie sukcesy, ale takze
ponoszone co pewien czas porazki. Nie ma jednak oczywiScie symetrii, jesli
chodzi o znajomos$¢ pierwszych i drugich. Sukcesy staja si¢ znane, natomiast
porazki przepadaja w zapomnieniu. Jedynie w wyjatkowych przypadkach po-
razka uzyskuje rozglos, a spektakularny btad przechodzi do po§wiadczonej
pisemnie historii. Czasami z takiej katastrofy odnie$¢ mozna spore pozytki, co
poswiadczaja dzieje matematyki.

Bada¢ mozemy jedynie bledy udokumentowane, odkryte. Wedle wspét-
cze$nie uznawanych standardéw, opublikowane rezultaty nie objasniaja szcze-
gbétowo kontekstu odkrycia i popetnianych po drodze btgdéw. Wigkszos¢ rze-
czywiscie popelnionych btedéw na drodze do uzyskania poprawnego wyniku
pozostaje wigc ukryta. Doktadniej méwiac, bledy wykryte w procesie docho-
dzenia do wyniku zostaja eliminowane. Z reguly nikt o nich nie wspomina,
z wyjatkiem rzadkich zwierzen autobiograficznych.

Wspoétczesny styl publikowania wynikow matematycznych badan przypo-
mina metodg stosowana przez Carla Friedricha Gaussa: dostarczenie gotowego
wyniku, z zatarciem wszelkich §ladéw wskazujacych, w jaki sposéb autor do
niego dochodzit. Inaczej postgpowatl Leonhard Euler, w wielu przypadkach
jawnie ukazujac przerézne rozwazania indukcyjne, ktére prowadzity go do
postawienia stosownej hipotezy. Euler czasem otwarcie zreszta przyznawal,
ze jaka$ hipoteza nie jest poprawnie udowodniona, ale uzyskane obliczenia,
przeprowadzane réznymi metodami, zdaja si¢ ja dobrze potwierdzac.

Kiedy wigc btedy staja si¢ znane, a doktadniej, stawne? Wykluczy¢ na-
lezy przypadki btedéw znajdowanych przez recenzentéw prac przysytanych do
publikacji, informacja o nich raczej nie przedostaje si¢ do powszechnej wia-
domosci. Natomiast w nastgpujacych sytuacjach bledy matematyczne zyskuja
swoistg stawe:
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Chwiejne podstawy. Dana dyscyplina matematyczna nie ma dobrze ugrun-
towanych podstaw logicznych. Przeprowadzane w niej rozumowania sg akcep-
towane przez ogét matematykdéw, ale narasta przekonanie, ze ,,co$ trzeba zro-
bi¢” z podstawami tej dyscypliny. Dopiero po ustaleniu nowych zasad popraw-
nosci rozumowarn, podaniu precyzyjnych definicji uzywanych pojeé, zastapie-
niu intuicyjnych odwotan do rzeczywisto$ci pozamatematycznej okazuje sig,
ze pewne wczesniej aprobowane uzasadnienia trzeba skorygowaé lub wrecz
odrzucié. Przyktad: poczatki rachunku rézniczkowego i catkowego w wieku
XVII, rozwazania dotyczace nieskoiczonych szeregéw w wieku X VIII.

Entymematyczne analogie. Przeprowadza si¢ dowdd, czyniac pewne mil-
czace (cho¢ nieuzasadnione) zatozenia, opierajac si¢ na rzekomych analogiach
Iub bezrefleksyjnie przenoszac wlasnosci z przypadku szczegdlnego na bar-
dziej ogdlny. Przyktad: nieuprawnione zatozenie o jednoznacznosci rozktadu
w niektérych probach dowodu wielkiego twierdzenia Fermata.

Sugestie fizyczne. Czyni si¢ zalozenia sugerowane przez model fizyczny
lub uznaje si¢ za oczywiste pewne stwierdzenia o takim modelu. Przyktad:
wykorzystywanie rysunkow w systemie geometrii Euklidesa.

Ponizej rozpatrzg szereg konkretnych przyktadéw btadzenia w dziejach
matematyki, zaréwno juz dzisiaj klasycznych, jak i tych bardziej wspétcze-
snych.

Proklos pisze, ze Euklides byt twérca nie tylko Elementow (ktére dotrwaly
do naszych czaséw), ale takze innych, uznanych za zaginione, ksiag. Wsréd
nich znajdowac miata si¢ ksigga Pseudaria, zawierajaca przyktady fatszywych,
niepoprawnych dowodéw, zebranych dla przestrogi uczacych si¢ matematyki.
O ksigdze tej wspomina si¢ takze w réznych opracowaniach historii matema-
tyki, ale szczeg6ly jej tresci pozostaja nieznane (zob. Acerbi 2008).

Omowienie blednych rozumowan matematycznych znajdujemy w wielu
pracach, np.: De Morgan 1915, 2008, Bradis, Minkovskii i Kharcheva 1999,
Maxwell 1959, Barbeau 2000. Biedy popetnione przez wybitnych matematy-
kéw wyliczaja ksiazki Lecat 1935 oraz Posamentier i Lehmann 2013. Dysku-
tuje si¢ o nich takze na forach matematycznych (np. math.stackexchange.com/).
W monografiach oraz podrecznikach rozproszone sa przestrogi, majace uczy-
ni¢ czytelnika ostroznym w operowaniu okre§lonymi pojeciami oraz meto-
dami. Istnieja rowniez cale monografie poSwigcone listom kontrprzyktadéw,
np.: Gelbaum i Olmsted 2003, Steen i Seebach 1995, Wise i Hall 1993. Godna
polecenia jest klasyczna monografia Lakatos 1976, w ktérej poddaje si¢ dro-
biazgowej analizie proces dochodzenia do sformutowania wzoru Eulera dla
wielo$cianéw. W polskiej literaturze przedmiotu warto przypomnieé ksigzke
Lietzmann 1958, bgdaca tlumaczeniem opracowania, ktérego poczatki licza
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sobie juz ponad sto lat, a takze wiele innych opracowat, np.: Krygowska 1998,
Gruszczyk-Kolczyniska 1989, Ciosek 1992, Dybiec 1996.

O biedach matematycznych pisuje si¢ sporadycznie w podrgcznikach ma-
tematyki (oraz zestawach ¢wiczen). Wiele ciekawych bledéw matematycznych
omawia si¢ w r6znego rodzaju opracowaniach popularyzujacych matematyke,
zachecajac czytelnikdw do ich rozpoznawania. S to wigc przyktady podawane
ku uciesze i przestrodze, maja petnié funkcje dydaktyczna.

Nie bgde zajmowat sig tutaj przypadkami oszustw matematycznych. Ina-
czej niz np. w medycynie, naukach spotecznych, ekonomii, a nawet fizyce,
takie mistyfikacje sa w matematyce niezwykle rzadkie.

Sygnatem blgdu jest wykrycie sprzecznosci. Pojawienie si¢ antynomii zmu-
sza nas zawsze do rewizji przyjmowanych zalozefi, z oczywistych wzgledow.
Natomiast wykrycie (skonstruowanie) paradoksu skutkuje nieco inaczej: zmu-
sza nas mianowicie do rewizji zywionych dotad przekonan intuicyjnych.

3.2. Typy i przyczyny bledow

Bledy matematyczne przejawiac sig moga m.in. jako: falszywe wyniki (stwier-
dzenia), btgdne dowody (zawierajace btad formalny), btgdne zalozenia (btad
materialny), niekompletne dowody, btedy rachunkowe, poprawne wyniki, ktére
spoteczno$¢ matematykéw uwaza za btedne (mylac si¢ zatem, czyli popetnia-
jac blad).

Nalezy przypomnieé o subtelnych réznicach migdzy dowodami w sensie
logicznym a dowodami matematycznymi:

Dowéd w sensie logicznym jest dobrze okreSlonym skoficzonym obiek-
tem syntaktycznym. Wtasnosé bycia dowodem jest obliczalna: mozna w skon-
czonej liczbie prostych, mechanicznych krokéw ustali¢, czy dany ciag formut
jest czy tez nie jest dowodem. Wtasnos$¢ bycia twierdzeniem jest rekurencyj-
nie przeliczalna: by¢ twierdzeniem (danego systemu) oznacza posiada¢ dowdd
(W tym systemie).

Dowody matematyczne sa prawie zawsze niekompletne. Z reguty nie zapi-
suje si¢ dowodéw matematycznych w postaci dowodéw logicznych, pomijajac
pewne kroki (uznawane za oczywiste). Uwaza sig, ze kazdy poprawny dowdd
matematyczny mozna podda¢ rekonstrukcji, przeksztatcajac go w kompletny
dowdd w sensie logicznym, w odpowiednim systemie logicznym. W praktyce
jest to zwykle niewykonalne, z powodu ograniczefi natury biologicznej oraz
techniczne;j.

Dowody matematyczne zawieraja komponent pragmatyczny. Uznanie do-
wodu za poprawny oparte jest na jego akceptacji przez spoteczno$¢ matematy-
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kéw. Nie jest oczywiscie tak, ze owa akceptacje uzyskujemy np. na drodze glo-
sowania, wigkszosciag gtosow. Poprawno$¢ dowodu matematycznego oceniana
jest przez ekspertéw, ich opinia przyjmowana jest przez spoteczno$¢ matema-
tykéw. Jednak kazda osoba matematycznie kompetentna moze samodzielnie
prébowac przekonaé si¢ o poprawnosci przedstawionego dowodu.

Wspomniane wyzej fakty wskazuja na trudnosci w procesie wykrywania
btedéw w dowodach i twierdzeniach matematycznych. Warto doda¢, ze opra-
cowuje si¢ systemy automatycznego sprawdzania (a nawet, w ograniczonym
zakresie, tworzenia) dowodéw matematycznych. Uwazam za ciekawe to, ze
poktadamy ufnos$é w tego typu technikach.

Btad matematyczny musimy traktowac jako zrelatywizowany historycznie.
Nie nalezy zatem np. dogmatycznie uwazac za btgdne odrzucanie przez ma-
tematykow ujemnych rozwiazan pewnych réwnan w czasie, gdy matematyka
nie ,,oswoita” jeszcze liczb ujemnych (podobnie w przypadku liczb urojonych
oraz operowania wielkoSciami nieskoficzenie matymi).

Bledne w matematyce moga by¢: wykonywane dziatania lub zywione prze-
konania. Przy czym te pierwsze sa niejako wtérne wobec tych drugich. Wyko-
nujemy bowiem okreSlone dziatania majac ku temu jakie$ uzasadnienie, czyli
zywiac stosowne przekonania intuicyjne.

W nastepnej czgSci oméwimy wybrane btedy znanych matematykéw. Beda
one réznych typoéw, dotyczyty beda mianowicie m.in.: rozumowan przez ana-
logig, rozumowan przez indukcje, uogdlnien, sugestii rysunkowych, sugestii
fizycznych, iluzji percepcyjnych, wykorzystywaniu znaczei nieprawomocnie
przydanych pojeciu, ktopotéw z rozumieniem pojgcia nieskoniczonosci, ktopo-
tow zwiazanych z intuicjami odrézniajacymi miar¢ od liczebnosci.

Nalezy wyraznie podkresli¢, ze nie jest mozliwa jakakolwiek kompletna
oraz adekwatna typologia bledéw matematycznych. Jednym z podstawowych
przedsigwzig¢ podejmowanych w matematyce oraz logice jest ustalanie pro-
cedur poprawnych. Te procedury mozemy katalogowaé. Naruszenie popraw-
nej procedury generuje btad. Nie ma jednak zadnej mozliwosci przewidzenia
z gbry, w jaki sposéb blad popetniamy. Mozemy jedynie podawaé przykia-
dowe, ,,wzorcowe” typy btedéw, po ich odnalezieniu, ustaleniu ich natury oraz
zdiagnozowaniu ich przyczyn.

Jesli chodzi o same przyczyny popetniania bledéw matematycznych, to
mozna wskaza¢ m.in. nastgpujace:

1. Bledy nieuwagi (zdarzaja si¢ kazdemu).

2. Bledy niekompetencji (o mathematical cranks ciekawie traktuja ksiazki:
Dudley 1992, 1994, 1997).
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3. Btedy powodowane intuicjami fizycznymi (np. proba przenoszenia twier-
dzenia Jordana o krzywej zamknigtej na ptaszczyZnie na rzekomo ana-
logiczny przypadek powierzchni dwuwymiarowej w trzech wymiarach).

4. Bledy powodowane brakiem podstaw logicznych danej dyscypliny (np.
fantazje na temat szeregdéw nieskoriczonych bez ustalonych kryteriow
ich zbieznosci).

5. Biedy powodowane duza ztozonoScia badanego problemu (np. szereg
nieudanych préb udowodnienia wielkiego twierdzenia Fermata).

Warto wyraZnie podkresli¢, ze nie sa btgdami matematycznymi préby usta-
lenia, ze w Swiat fizyczny daje si¢ opisa¢ pewnymi strukturami matematycz-
nymi, ktéry to opis okazuje si¢ potem btedny:

Model kosmologiczny Keplera. Kazdy wielokat foremny wyznacza oczy-
wiscie swoisty stosunek Srednicy okrggu opisanego na nim do $rednicy okregu
wen wpisanego. Kepler zauwazyl (Mysterium Cosmographicum, 1596), ze je-
§li ustawi¢ w odpowiedniej kolejnosci wieloSciany foremne (o§mioScian, dwu-
dziesto$cian, dwunasto$cian, czworoS$cian, sze$cian), wraz z wpisanymi w nie
oraz opisywanymi na nich sferami, to mozna, z dobrym przyblizeniem, trakto-
wac te sfery jako model 6wczes$nie znanego systemu stonecznego, ze Stoficem
w centrum oraz szeScioma okrazajacymi je planetami (Merkury, Wenus, Zie-
mia, Mars, Jowisz, Saturn). Kepler doktadat do zaproponowanego modelu ko-
mentarze teologiczne. Refleksja nad nim naprowadzita go do sformulowania
jego praw ruchu planet.

Eter, flogiston itp. Przekonanie, ze fale musza rozchodzi¢ si¢ w jakim§
o$rodku materialnym, bylo podstawa zatozenia istnienia eteru — o§rodka, w kt6-
rym miatyby rozchodzi¢ si¢ fale elektromagnetyczne. Eksperyment Michel-
sona-Morleya ukazal bezzasadno$¢ tego zalozenia.

Metafory Wszechswiata. W zaleznoSci od stanu nauki w danej epoce, kaze
nam si¢ widzie¢ Wszech§wiat a to jako mechanizm podobny do zegara, a to
znéw jako komputer, ktéry cos$ oblicza.

Systemy geometrii. Porzucenie przekonania, ze geometria Euklidesa jest
prawdziwa w tym sensie, ze odpowiada strukturze §wiata fizycznego, doko-
nalo si¢ poprzez zauwazenie, ze mozliwe jest skonstruowanie innych syste-
méw geometrii, a wigc dzialania wewnatrz samej matematyki.

Problem odpowiednio$ci migdzy §wiatem fizycznym a strukturami ma-
tematycznymi uzywanymi w jego opisie nie jest tematem tego eseju. Nizej
podam jedynie przyklady btedéw matematycznych powodowanych intuicjami
zwigzanymi z empiria.
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3.3. Przyklady z dziejow matematyki

Niekiedy stawne btedy matematyczne staja si¢ znane takze poza spotecznoscia
matematykéw. Nie chee przez to powiedziec, ze takie btedy trafiaja regularnie
na strony tabloidéw lub ze — wcze$niej — byty tematem zywo dyskutowanym
w maglach i na jarmarkach. Jednak niektére z nich znajdowaty szerszy od-
dzwigk spoteczny, chociazby za przyczyna zainteresowania si¢ nimi filozoféw.
Do najbardziej znanych przyktadéw naleza:

Proby udowodnienia V postulatu Euklidesa. Proby udowodnienia postu-
latu o réwnolegtych licza sobie wiele stuleci. Poczatkowo zywiono bigdne
przekonanie, ze postulat ten mozna udowodni¢ na gruncie pozostatych postu-
latow systemu Euklidesa. Nie bedg¢ doktadnie omawiac tej sprawy, poniewaz
jest ona doskonale znana z licznych opracowan. W najwigkszym skrécie przy-
pomng¢ jednak podejmowane préby:

Proklos (410-485). Sformutowal komentarze dotyczace btednych dowo-
déw, a potem podal swoj, takze bledny dowdd, a wiasciwie znalazt postaé
réwnowazng aksjomatowi o réwnolegtych.

Alhazen (965-1040). Badat V postulat, wprowadzit pojecie réwnolegto-
boku Lamberta, uzywat poje¢ zwiazanych z ruchem w geometrii, sformutowat
pierwsze twierdzenia geometrii eliptycznej i hiperboliczne;j.

Omar Chajjiam (1048-1131). Jako pierwszy nie popetnil bledu petitio
principii w swoich rozwazaniach dotyczacych aksjomatu o réwnolegtych, lecz
proponowat wyprowadzi¢ go z bardziej intuicyjnej zasady. Nie akceptowat ko-
rzystania z pojecia ruchu w geometrii. Wprowadzit pojecie rownolegtoboku
Saccheriego. Rozpoznal trzy mozliwosci powstajace poprzez pominigcie po-
stulatu o réwnolegtych z geometrii Euklidesa.

Nasir ad-Din Tusi (1201-1274). Usitowat udowodni¢ aksjomat réwnole-
gltych poprzez dowdd nie wprost. Rozwazal, ale odrzucat geometrig¢ typu elip-
tycznego lub hiperbolicznego.

Giordano Vitale (1633-1711). Zauwazyl, ze jeden ze wczesniejszych do-
wodow zalezat od zalozenia, iz linia, ktérej wszystkie punkty sq réwnoodlegte
od danej prostej sama tez musi by¢ linig prosta.

Girolamo Saccheri (1667-1733). Prébowal udowodnié aksjomat o réw-
nolegtych przez dowdd nie wprost. Poniewaz aksjomat ten jest rOwnowazny
stwierdzeniu, iz suma katéw w tréjkacie wynosi m, wigc rozwazat oba przy-
padki: gdy suma ta bylaby wigksza od 7 oraz gdy bytaby mniejsza od 7. Kon-
sekwencja pierwszego przypadku bytaby skoriczono$¢ linii prostych, co jest
sprzeczne z postulatem Euklidesa, méwiacym iz lini¢ prosta mozna dowolnie
przedtuza¢ (jednak taka wtasnie jest sytuacja w geometrii eliptycznej). W dru-
gim przypadku Saccheri otrzymat szereg konsekwencji, ktére uznat za wyklu-
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czone, gdyz sprzeczne z intuicjami. Migdzy innymi, konsekwencja taka bylo
istnienie tréjkatéw o maksymalnej powierzchni (jednak taka wilasnie jest sytu-
acja w geometrii hiperbolicznej).

Johann Heinrich Lambert (1728-1777). Uzywal réwnolegtoboku Lamber-
ta, czyli réwnolegtoboku o trzech katach prostych. Wyeliminowal mozliwos¢,
ze pozostaly z czterech katéw jest rozwarty i udowodnit szereg twierdzen przy
zatozeniu, iz jest on ostry, m.in. twierdzenie gloszace, ze suma katow w tréj-
kacie wzrasta, gdy zmniejsza si¢ jego pole. Nie uwazal, ze otrzymane wyniki
przecza intuicji, spekulowat nawet na temat mozliwego dla nich modelu.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Rozwazal system geometrii z zaprze-
czeniem aksjomatu o réwnolegtych, ale nigdy nic na ten temat nie opubliko-
wal.

Mikotaj Lobaczewski (1792-1856). W 1829 roku opublikowal rozprawe
o geometrii, w ktorej czwarty kat w rownolegtoboku Lamberta jest ostry.

Janos Bolyai (1802-1860). Niezaleznie od Lobaczewskiego, opublikowat
w 1831 roku prace o takiej samej geometrii.

Lobaczewski, Bernhard Riemann (1826-1866) i Henri Poincaré (1854—
1912) rozwingli geometrig eliptyczna i hiperboliczna.

Eugenio Beltrami (1835-1899). Udowodnit w 1868 roku niezaleznosc¢ ak-
sjomatu o réwnolegtych od pozostatych aksjomatéw geometrii Euklidesa.

W tych zmaganiach widoczne zatem jest uwalnianie si¢ od ztudnych pod-
szeptdéw intuicji oraz zasadnicza zmiana perspektywy, polegajaca na przyjeciu,
iz rozwazany postulat moze by¢ niezalezny od pozostatych. Potwierdzenie tej
mozliwoSci zaowocowato opracowaniem catkiem nowego spojrzenia na geo-
metrig.

Antynomie logiczne i matematyczne. Dobrze znane z licznych opracowan
sa tez bledy, ktére doprowadzity do antynomii w podstawach matematyki. Te
réwniez wyliczymy jedynie hastowo:

Antynomia Russella. Nieograniczone stosowanie aksjomatu wyrdzniania
prowadzi do sprzecznoSci: nie jest tak, iz dowolna wtasno$¢ wyznacza zbior.
Antynomig¢ Russella otrzymujemy, gdy zapytamy, czy jest zbiorem ogét tych
wszystkich elementéw, ktére nie sg swoimi elementami.

Paradoks Berry’ego. Rozwazmy okreSlenie: ,,Najmniejsza liczba natural-
na, ktérej nie mozna jednoznacznie okresli¢ wyrazeniem o mniej niz stu wyra-
zach”. Wydaje sig, ze okreslenie to prowadzi do kolizji semantycznej, gdyz ma
mniej niz sto wyrazéw, a dla dowolnej wtasnosci liczb naturalnych istnieje naj-
mniejsza liczba o tej wlasnosci. Nieporozumienie wynika tu oczywiscie z tego,
ze pojecie definiowalno$ci musi by¢ zrelatywizowane do jezyka.
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Antynomia Nelsona-Grellinga. Nazwijmy przymiotnik autologicznym, gdy
ma ceche, ktéra orzeka (np.: polski, wielosylabowy, ale nie: zielony). Nato-
miast heterologicznym nazwiemy przymiotnik, ktory nie ma cechy, ktora orze-
ka (np.: dwusylabowy). Wydaje si¢, ze kazdy przymiotnik jest albo autolo-
giczny, albo heterologiczny. Ktopot jednak powstaje, gdy zapytamy o to, czy
przymiotnik heterologiczny jest, czy nie jest heterologiczny, jak zechce si¢ sa-
modzielnie przekonaé czytelnik. Gdzie zatem tkwi przyczyna sprzecznosSci?
Definicje wyrazéw autologiczny oraz heterologiczny wykorzystuja relacje se-
mantyczne, zwiazki migdzy wyrazeniami a tym, co owe wyrazenia znacza. Sa
to wigc definicje, ktére podaliSmy w metajezyku. Wyrazy: autologiczny i he-
terologiczny musiatyby wigc naleze¢ zar6wno do jezyka przedmiotowego, jak
1 do metajezyka. Rozszerzenie zasobu przymiotnikéw jezyka polskiego o ter-
min heterologiczny, zdefiniowany wedle podanego sposobu, nie jest mozliwe
bez popadnigcia w sprzecznosc.

Paradoks Richarda. Rozwazmy wszystkie wyrazenia jezyka polskiego, kt6-
re okreslaja wlasnoSci liczb naturalnych, np.: by¢ liczba parzysta, by¢ liczba
pierwsza, by¢ liczba wigksza od 7 itp. Takich wyrazen jest nieskonczenie
wiele, mozemy je wszystkie ustawié¢ w ciag uporzadkowany (powiedzmy) lek-
sykograficznie:

(f) Wiy, Wa, W3, ...

Gdy weZmiemy pod uwage dowolne liczby naturalne n oraz g, to mozliwe sa
dwa przypadki:

1. ¢ ma wlasnosé, okreslona wyrazeniem W,

2. ¢ nie ma wtasnosci, okreslonej wyrazeniem W,,.

W szczegdlnosci, dla kazdej liczby n: albo n ma wlasno$é, okre§long wy-
razeniem W, albo n nie ma wtasnosci, okreS§lonej wyrazeniem W,. Roz-
wazmy teraz wyrazenie (jezyka polskiego; n jest tu liczebnikiem):

() n nie ma whasnosci, okreslonej wyrazeniem W,.

Wyrazenie (1) musi by¢ ktéryms z elementéw ciagu (1), gdyz ciag ten z defi-
nicji zawiera wszystkie takie wyrazenia. Niech p bedzie liczba taka, ze (1) jest
identyczne z W),

Tak wigc, dla kazdej liczby n: n ma wlasnosS¢ okreS§long wyrazeniem W),
doktadnie wtedy, gdy n nie ma wlasnosci, okreslonej wyrazeniem W,,.

W szczegblnym przypadku, dla n réwnej p otrzymujemy z tego réwno-
wazno$¢ nastgpujacych dwéch zdar:
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1. p ma wilasnos$¢, okreSlong wyrazeniem W,

2. p nie ma wlasnosci, okreSlonej wyrazeniem W,

Poniewaz zadne zdanie nie jest rtOwnowazne swojemu zaprzeczeniu, otrzy-
maliSmy sprzecznos$é. Réwniez w tym przypadku przyczyna sprzecznosci tkwi
w tym, ze jezyk polski zawiera wlasny metajezyk. To wtasnie pozwala na przy-
jecie, ze wyrazenie (1) jest jednym z wyrazen w ciagu (1). W przypadku jezy-
kéw sformalizowanych, gdzie wyrazenia jezyka przedmiotowego odrézniamy
od wyrazen jego metajezyka, to ostatnie przejscie nie byloby uzasadnione.

Przypomng teraz w skrécie wybrane przyklady sytuacji, w ktérych mieli-
$my do czynienia z bledami popetnionymi przez znanych matematykéw (wy-
korzystuje tu m.in. przyktady oméwione w Posamentier i Lehmann 2013):

Galileusz: brachistochrona. Brachistochrona to krzywa najszybszego spad-
ku: to krzywa, jaka zakresli punkt materialny poruszajacy si¢ pod wpltywem
sily grawitacji (bez uwzglednienia tarcia) w mozliwie najkrétszym czasie. Roz-
wiazanie problemu brachistochrony zaproponowane przez Galileusza w 1638
roku byto biedne: prébowal on wykazaé, ze taka krzywa bedzie tuk okregu
(a nie, jak argumentowat, zadna tfamana, ztozona z cigciw tego okregu). Bra-
chistochrona nie jest jednak tukiem okrggu, ale fragmentem cykloidy. Johann
Bernoulli w 1696 roku postawit problem brachistochrony i opublikowat roz-
wigzanie w nastgpnym roku. Takze inni wspéiczesni mu matematycy rozwia-
zali ten problem (Jakob Bernoulli, Izaak Newton, Gottfried Leibniz, Ehren-
fried Walther von Tschirnhaus oraz Guillieme de 1’Hospital). Juz Johann Ber-
noulli zauwazyl, ze brachistochrona jest tautochrona: krzywa, po ktérej czas
staczania si¢ masy punktowej, pod wptywem statej sity cigzkoSci, do najniz-
szego jej punktu jest taki sam, niezaleznie od punktu startowego owej masy
na tej krzywej. Huyghens wykazal, ze ewolwenta cykloidy jest przystajaca
cykloida. Badania tych krzywych przyczynity si¢ do rozwoju rachunku waria-
cyjnego.

Euler: sumowanie szeregow. Leonhard Euler byl mistrzem w operowaniu
szeregami nieskoiiczonymi. W 1735 roku Euler podal argumentacje¢ za tym, ze

o0
> ,712 = %2. Zaktadat, ze pewne wyniki dotyczace skoriczonych wielomia-

n=1
néw maja zastosowanie takze w przypadku szeregéw nieskoriczonych. Do-

piero twierdzenie o faktoryzacji Weierstrassa dostarcza poprawnych podstaw
teoretycznych dla wchodzacych w gre rozwazan.

Jakq liczbq jest co? Euler (ktéry traktowal oo jak liczbe), uzasadnial, iz
o0 < —1, poniewaz:
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1. 1422+ 422 + 823 +... = ﬁ; podstawiajac x = 1 mamy: 1 + 2 +
44+8+...=-1

2. Skoro 14+ 2+ 3+ 4+ ... = 00, a kolejne wyrazy tego szeregu sa nie
wigksze od odpowiadajacych im wyrazéw szeregu 1 +2+4+8+ ...,
to oo < —1.

Czytelnik pamigtajacy warunki, przy ktérych suma nieskonczonego sze-
regu geometrycznego jest zbiezna, z tatwoScia zauwazy nieprawidtowos¢ w po-
WYZSZym rozumowaniu.

Euler: 36 oficerow. Rozwazmy grupe 36 oficeréw z 6 réznych regimen-
téw, o 6 réznych stopniach (w kazdym z regimentéw). Czy mozna ich ustawic
w czworobok w ten sposob, aby zaden rzad ani zadna kolumna nie zawie-
rala oficeréw z tego samego regimentu lub tego samego stopnia? Euler posta-
wit hipotezg, ze nie istnieja kwadraty grecko-tacinskie rzgdu n = 4k 4 2 dla
wszystkich k > 1. Istotnie, nie istnieje taki kwadrat rzedu 6 (czyli wspomniany
problem 36 oficeréw nie ma pozytywnego rozwiazania), ale w 1959 roku udo-
wodniono, ze mozna znalez¢ takie kwadraty dla wszystkich liczb o postaci
4k + 2, r6znych od 6.

Pierwiastniki. Rozwiazania rownaf algebraicznych pierwszego oraz dru-
giego stopnia znane sa od czaséw zamierzchtych. Rozwigzania takich rownan
stopnia trzeciego i czwartego znane byly juz w XVI wieku. Mogtlo to sugero-
waé, ze réwnanie dowolnego stopnia daje si¢ rozwiazaC przez pierwiastniki.
W 1799 roku Paolo Ruffini podat niekompletny dowéd niemozliwosci roz-
wiazania dowolnych réwnan stopnia piatego przez pierwiastniki. Petny dowod
podat Niels Abel w 1823 roku. Evariste Galois takze tego dowiédt, przy czym
jego wyniki opublikowano po§miertnie w 1846 roku.

Cauchy: zbieznos¢ ciqgow funkcyjnych. Augustin Cauchy ma niezwykte
zashugi dla rozwoju analizy matematycznej, ktéra opieral na pojeciach gra-
nicy oraz ciagtosci. Postugiwal si¢ nieskoriczenie matymi w charakterystyce
ciagtosci i zbieznosci. Wceiaz zywe sg dyskusje czy Cauchy popetnit powazne
btedy w niektoérych ze swoich twierdzen (np. dotyczacych ciagtosci granicy
ciagu funkcyjnego), czy tez chodzi w tych przypadkach o swoiste i niezbyt
precyzyjne rozumienie pewnych poje¢ (np. wielkosci nieskoriczenie matych).

Lebesgue: rzuty zbiorow borelowskich. Henri Lebesgue przyjat za oczywi-
ste w jednej ze swoich prac, ze rzuty zbioréw borelowskich sa borelowskie.
Nie jest to w ogdlnosci prawda i wykrycie tego faktu przyczynito si¢ do roz-
woju teorii zbioréw rzutowych oraz, ogdlniej, deskryptywnej teorii mnogosci.

Wielkie Twierdzenie Fermata i jednoznacznosé¢ rozktadu. Jedna z nieuda-
nych préb udowodnienia Wielkiego Twierdzenia Fermata zawdzigcza swoja
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porazke nieuprawnionemu zatozeniu jednoznacznosci rozktadu na czynniki
w pewnych strukturach. Jednak wydaje sig, ze to nie Wielkie Twierdzenie Fer-
mata zainspirowato Ernsta Kummera do wprowadzenia jego liczb idealnych,
ktére umozliwialy uzyskanie jednoznacznosci rozkladu. Dalsze uogdlnienie
otrzymuje si¢ w teorii ideatéw Richarda Dedekinda. Uwazam za niezwykle
wazne to, ze Ernst Kummer odwaznie zaproponowat istnienie catkiem nowych
bytéw matematycznych (wlasnie swoich liczb idealnych). Ich wprowadzenie
gwarantowato mozliwo$¢ korzystania z (jakze istotnej dla wielu rozwazah al-
gebraicznych) wtasnosci jednoznacznoSci rozktadu. Zachodzenie waznej za-
sady stanowilo tu zatem wartoS$¢ nadrz¢dna, dla ktérej warto byto postulowaé
istnienie nowego rodzaju obiektéw matematycznych.

Cantor: pojecie granicy. Georg Cantor trafnie zwracal uwage na pewne
btedy logiczne popetniane wczesniej przy charakteryzowaniu liczb rzeczywi-
stych (Cantor 1883, 565-566, thum. J.P.):

Przy pierwszej postaci definicji u podstaw lezy zbiér dodatnich liczb wy-
miernych a,, oznaczany przez (a, ) i spetniajacy warunek, ze jakakol-
wiek skoniczong liczbg ktérychkolwiek z tych a, zsumujemy, to ta suma
zawsze pozostaje ponizej podanej granicy. Jesli mamy teraz dwa takie
agregaty (a,) oraz (a,,), to pokazuje si¢ w sposéb Scisty, ze moga one
przedstawiac trzy przypadki; albo kazda czes¢ jest ciagle réwnie czesto
wystepujaca %-ta jednosci w obu agregatach, o ile sumuje si¢ w wystar-
czajacej, wzrastajacej skoriczonej liczbie ich elementy; albo jest to %,
poczawszy od pewnej ustalonej n, ciagle czgsciej w pierwszym agre-
gacie niz w drugim, albo, po trzecie, jest to %, poczawszy od pewnej
ustalonej n, ciagle czgSciej w drugim agregacie niz w pierwszym. Zda-
rzeniom tym odpowiadaja, gdy b oraz b’ sa liczbami majacymi zostaé
zdefiniowanymi przez agregaty (a,) oraz (a),), ustalenia, ze: w pierw-
szym przypadku b = b/, w drugim b > o', w trzecim b < ¥’. Jesli potaczy
si¢ oba agregaty w nowy (a,, a.,), to daje to podstawy do definicji b+b';
jesli jednak z obu agregatéw (a,,) oraz (a;,) utworzy sie¢ nowy (a, - a;,),
w ktérym elementy s iloczynami wszystkich (a, ) z wszystkimi (a;,),
to ten nowy agregat zostaje przyjety jako podstawa definicji iloczynu
by’ .

Widaé, ze tutaj moment tworzenia, ktéry taczy zbidr z definiowana przez
niego liczba, lezy w tworzeniu sumy; musi jednak zostaé¢ podkre§lone
jako istotne, ze stosuje si¢ tylko sumowanie zawsze skoriczonej liczby
elementéw wymiernych, a nie, iz raczej najpierw majaca zostac¢ zdefi-
niowang liczba b ustalona jest jako suma » _ a,, nieskoficzonego szeregu
(ay); krylby sie tu blqd logiczny, poniewaz to raczej definicja sumy
> a, zostaje otrzymana dopiero poprzez przyréwnanie do z koniecz-
nosci wprzédy zdefiniowanej gotowej liczby b. Sadzg, ze ten dopiero
przez Pana WEIERSTRASSA uniknigty btad wczes$niej popetniany byt
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prawie powszechnie i z zasady nie byl zauwazany, poniewaz nalezy on
do rzadkich przypadkéw, w ktoérych rzeczywiste bledy nie moga wy-
rzadza¢ zadnych bardziej znaczacych szkéd w rachunku. — Mimo to,
w moim przekonaniu, z okreSlonym wyzej btedem wiaza si¢ wszyst-
kie trudnosci, ktére odnajdywane sa w pojeciu niewymiernosci, podczas
gdy uniknigcie tego btedu osadza liczbg niewymierna w naszym umysle
z ta sama okreslonosScia, wyraznoscig i jasnoscia, jak liczbe wymierna.

Cantor: nieskoriczenie mate. Georg Cantor byt przeciwnikiem nieskonicze-
nie matych, cho¢ stworzone w jego teorii mnogosci wielkosci nieskoficzenie
wielkie w pelni akceptowat (Cantor 1887). Jednak krytyka Cantora jest btedna,
na co zwrécit uwage juz Ernst Zermelo, redagujac w 1932 roku Gesammelte
Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts Cantora. Pisze
tam bowiem Zermelo (s. 439, ttum. J.P.):

Nieistnienie ,,aktualnych nieskoriczenie matych wielkosci” réwnie mato
daje si¢ udowodnié, jak nieistnienie Cantorowskich pozaskonczonych,
a btedny wniosek jest w obu przypadkach ten mianowicie, ze nowym
wielkoSciom przypisane zostaja pewne wilasnoSci zwyktych ,,skoriczo-
nych”, ktére nie moga im przystugiwa¢. Chodzi tu o tak zwane ,,nie-
archimedesowe” systemy liczbowe, ciata, ktérych istnienie moze by¢
dzisiaj uwazane za bez zarzutu udowodnione. Por. Van der Waerden,
Moderne Algebra, rozdzial X. W niearchimedesowym ciele uporzadko-
wanym, w ktérym np. n¢ < 1 dla kazdej skoficzonej liczby calkowitej
n, nie istnieje tez zadna ,,gérna granica” y tych wielkosci n(, ktéra mo-
gtaby by¢ oznaczana przez w(, poniewaz przedzial (v — ¢, ) mégltby
zawieraC co najwyzej jednq wielko$¢ n{ i mnozenie przez dalsze poza-
skoficzone o > w staje si¢ bezprzedmiotowe. Jednoczesnie z ,,aksjoma-
tem Archimedesa” upada nawet ,,aksjomat ciagtosci”, jak podkre§lone
to zostalo w ,,Grundlagen der Geometrie” D. Hilberta. To, czy zdanie
jest ,,aksjomatem”, czy tez nie jest, nie zalezy od jego tresci, lecz od bu-
dowy catego systemu, od definiujacych system wtasnosci lub aksjoma-
tow. Zaktadajac aksjomat ciqgtosci jako prawomocny, Cantor wyklucza
w istocie wszystkie niearchimedesowe systemy liczbowe, nie dowodzi
jednak niczego przeciw istnieniu takich ,,ciat uporzadkowanych”, w kto-
rych nie zachodzi ani aksjomat Archimedesa, ani aksjomat ciagtoSci.

Poincaré: problem trzech ciat. Problem znalezienia opisu matematycznego
ruchu trzech cial pod wptywem ich wzajemnych zaleznosci grawitacyjnych
znajdujemy juz u Newtona. Byl on pézZniej intensywnie badany przez wielu
znakomitych matematykéw XVIII i XIX wieku. W 1887 roku krél Szwe-
cji Oskar IT ufundowat nagrodg za znalezienie rozwiazania problemu n ciat
we wzajemnych zaleznosciach grawitacyjnych, spetniajacego pewne warunki.
Nagrode (na wniosek Weierstrassa) otrzymat Henri Poincaré, choé jego praca
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nie podawata rozwiazania problemu w petnej ogélnosci. W dodatku pierwsza
wersja tej pracy zawierata btedy, ktére Poincaré poprawil w wersji pracy, ktéra
ostatecznie ukazala si¢ drukiem. Problem trzech ciat rozwigzat w 1912 roku
Karl Sundman. Praca Poincaré’go zawierata wazne idee, ktére przyczynity si¢
p6zniej do powstania teorii chaosu.

Paradoks Bertranda. Przypomnijmy nastgpujace znane zadanie: jakie jest
prawdopodobienistwo tego, ze losowo wybrana cigciwa okrggu jednostkowego
jest dtuzsza od boku tréjkata wpisanego w ten okrag? Dopdki nie okreslimy
wyraZznie, jaka przestrzen zdarzen elementarnych rozwazamy, zadanie nie ma
jednoznacznej odpowiedzi. Mozemy uzyskaé wyniki: %, % oraz %, w zalezno-
$ci od wyboru tej przestrzeni. Prawdopodobienistwo zalezy od wprzédy przyje-
tej miary. Podobnie, niezalezno$¢ zdarzen nie jest jaka$ inherentna wiasnosScia

samych zdarzen, ale zalezy od przyjetej miary.

Kawaler de Méré, Monty Hall problem, truel. Blgdne oszacowania szans
zajScia zdarzenn moga prowadzi¢ do uszczerbku na dobrej opinii lub zdrowiu,
a nawet do utraty zycia.

Nieskomplikowanego, a czgsto popetnianego btgdu probabilistycznego do-
tyczy zagadka zwana Monty Hall Problem. Mamy trzy pudetka, doktadnie
jedno zawiera nagrodeg, dwa pozostate sa puste. Ja wiem, w ktérym pudetku
jest nagroda, ty nie. W pierwszym ruchu masz wybraé pudetko. Nie pokazuje
ci jego zawarto$ci, ale otwieram jedno z pozostalych pudetek, pokazujac, iz
jest ono puste (oczywiscie zawsze moge to zrobié, niezaleznie od tego, czy
twoj pierwszy wybor padt na pudetko z nagroda, czy tez pudetko puste). Py-
tam teraz, co jest dla ciebie bardziej korzystne w drugim ruchu: pozosta¢ przy
pierwszym wyborze czy tez zmieni¢ swéj pierwotny wybdr na pozostate, dotad
zamknigte pudetko. A moze oba te wybory daja réwne szanse trafienia wygra-
nej w drugim ruchu? Tak wlasnie sadzi, bezrefleksyjnie, wigkszo$¢ populacji.
Jednak prostym rachunkiem mozna przekonac si¢, ze zmiana pierwotnego wy-
boru daje szanse wygranej réwne %, a nie %

Kawaler de Méré przedstawit Blaise Pascalowi w 1654 roku problem (roz-
wazany juz wczesniej przez Luke Pacciolego oraz Nicolo Tartaglig, jednak
z bledami badzZ ograniczeniami) jak podzieli¢ wygrang w grze migdzy dwoma
graczami, gdy zostala ona przerwana przed rozstrzygnigciem, polegajacym na
tym, ze wygrywa gracz, ktéry wygra okreslong liczbg rund z przewidywanej
catkowitej ich liczby. Pascal korespondowal na temat tego problemu z Fer-
matem. Uzyskali oni obaj poprawne matematycznie rozwigzania, co dato zna-
czacy impuls rozwojowi rachunku prawdopodobienistwa.

Trzy osoby A, B i C przeprowadzaja pojedynek w tréjkacie (po angielsku:
truel). Strzelaja po kolei (wedle wylosowanego wprzédy porzadku). Celnosé
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A to 100 procent, B 80 procent, a C' 50 procent. Pojedynek trwa tak dtugo, az
przy zyciu zostanie tylko jedna osoba. Wbrew pochopnym oszacowaniom, to
wilasnie C' ma najwigksze szanse przezycia pojedynku (o ile wybierze trafna
strategie).

Twierdzenie o czterech barwach. Jaka jest liczba koloréw wystarczajaca
do pokolorowania dowolnej mapy na ptaszczyZnie? Hipoteze, ze wystarcza
cztery kolory, postawit w 1840 roku August Mdbius (a niezaleznie od niego
w 1852 Francis Guthrie). Prébowat to udowodni¢ Alfred Kempe w 1879 roku,
a takze Peter Guthrie Tait w 1880 roku. NiepoprawnoS¢ pierwszego z tych
dowodéw wykazal Percy Heawood w 1890 roku, a drugiego Julius Petersen
w 1891 roku. Heawood udowodnit w 1891 roku, ze wystarczy pie¢ koloréw
oraz rozwazat problem dla ré6znych powierzchni. Heinrich Heesh prébowat na
poczatku drugiej potowy XX wieku rozwigzac¢ problem metodami kompute-
rowymi. Dowdd twierdzenia o czterech barwach podany zostat w 1976 roku
przez Kennetha Appela 1 Wolfganga Hakena. Byt to dowdd opracowany na
podstawie programu komputerowego. W 1989 roku autorzy ci przedstawili
bardziej szczeg6étowy dowdd. W 2005 roku dowdd twierdzenia o czterech bar-
wach zostat poddany formalizacji z uzyciem systemu Coq.

Btedne hipotezy w teorii liczb. Wskazéwki oparte na rozumowaniach przez
indukcjg niezupetna stanowié moga inspiracj¢ dla niektérych twierdzen i hipo-
tez w teorii liczb. Wydaje si¢ calkiem naturalne, ze zauwazajac jakas$ regular-
nos¢ dla wielu przypadkéw, sktonni jesteSmy ryzykowaé przypuszczenie, ze
owa regularno$¢ jest bezwyjatkowa. OczywiScie potem trzeba jednak poddaé
taka hipotez¢ probom udowodnienia jej. Oto kilka przyktadéw zwodniczych
regularno$ci, ktére doprowadzity do biednych hipotez:

Liczby Mersenne’a. Sa to liczby pierwsze o postaci 2" — 1. Popetniono
wiele omytek, w ustalaniu dla ktérych n istnieja liczby Mersenne’a.

Liczby Fermata. Sa to liczby o postaci F,, = 22" + 1. Fermat twierdzil,
ze wszystkie liczby tej postaci sa pierwsze, jednak juz Euler pokazat w 1732
roku, ze Fj jest liczba zlozona:

Fy =232 4+ 1 = 4294967297 = 641 - 6700417.
Sumy poteg. Euler twierdzil, ze zadne z réwnan:
a + b2 =3,
at + vt + = dt,

A+ +E+d=e
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(itd., przez analogi¢) nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych. Znaleziono
jednak kontrprzyktady (dla sum czwartych i sum piatych poteg), a nawet poka-
zano, ze istnieje nieskonczenie wiele kontrprzyktadéw w przypadku czwartych
potgg.

Stynne nierozwiazane problemy matematyczne przyciagaja uwage nie tyl-
ko profesjonalistow, ale takze mniej lub bardziej kompetentnych amatoréw.
Pojawiaja si¢ wigc liczne niepoprawne dowody np. hipotezy Goldbacha lub
hipotezy Riemanna, a wczes$niej podobnie byto z Wielkim Twierdzeniem Fer-
mata.

Spéjrzmy na kilka wybranych sytuacji z bardziej wspéiczesnych dziejow
matematyki, w ktérych proponowano btedne rozwiazania probleméw.

Hipoteza Borsuka. Karol Borsuk postawil w 1933 roku pytanie (Borsuk
1933): Czy kazdy zbidr o §rednicy 1, w przestrzeni euklidesowej wymiaru n,
mozna rozbié na n + 1 zbioréw o Srednicach mniejszych od 1? Latwo zauwa-
zy¢, ze w przestrzeni trojwymiarowej kulg mozna pokry¢ czterema zbiorami
o Srednicy mniejszej od §rednicy tej kuli (podobnie w wyzszych wymiarach).
Odpowiedz dla dowolnych zbioréw w przestrzeni trojwymiarowej jest pozy-
tywna. Hipoteza, ze jest tak dla dowolnego n jest jednak falszywa: dla wy-
starczajaco duzych n odpowiedz jest negatywna (Kahn i Kalai 1993). Obecnie
wiadomo, ze jest taka dla wszystkich n > 297. Dodam na marginesie, ze stale
(2020) nierozstrzygnigta jest hipoteza Hadwigera: czy kazda n-wymiarowa
bryte wypukla mozna pokry¢ 2" jej mniejszymi kopiami.

Hipoteza Mertensa. Przypomng definicj¢ funkcji Mobiusa p(z). Dla do-
wolnej liczby naturalnej = jej warto$¢ zwiazana jest w nastgpujacy sposob
z rozktadem z na czynniki pierwsze:

1. Jedli jaki§ czynnik w tym rozktadzie liczby x si¢ powtarza, to przyjmu-
jemy pi(x) = 0.

2. Jesli wszystkie czynniki rozkladu sa r6zne, to gdy jest ich parzysta liczba,
to niech p(z) = —1.

3. Jesli wszystkie czynniki rozktadu sa rézne, to gdy jest ich nieparzysta
liczba, to niech pu(z) = 1.

Niech teraz M (z) (funkcja Mertensa) bedzie réwne sumie wszystkich p(y)
dla y < =z. Hipoteza Mertensa glosita, ze dla wszystkich n > 1 zachodzi:
|M(n)| < v/n. To, ze hipoteza Mertensa jest fatszywa, pokazano w Odlyzko
i Riele 1985. Jednak liczby, ktére stanowia kontrprzykiady, sa bardzo duze:
wiadomo obecnie, ze taki kontrprzyktad musi by¢ wigkszy od 10", znane jest
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takze ograniczenie gérne dla pierwszego takiego kontrprzyktadu (wynosi ono
exp(1.59 x 10%9)).

Hipoteza Mertensa wazna jest m.in. z tego wzgledu, ze jest zwigzana z hi-
poteza Riemanna: mianowicie ta ostatnia jest rownowazna temu, ze M (n) =
O(n%JrE) dla wszystkich € > 0. Dodam na marginesie, ze wlasnosci funkcji
M (n) wykorzystywane sg w heurystycznych, intuicyjnych argumentacjach na
rzecz prawdziwosci z prawdopodobieristwem 1 hipotezy Riemanna — zob. np.
omoéwienie w Davis i Hersh 1994.

Problem Malfattiego. Gian Francesco Malfatti (1731-1807) sformutowat
zadanie dotyczace wycigcia trzech cylindrycznych kolumn z bloku marmuru
bgdacego prostopadioscianem o podstawie trdjkatnej w taki sposéb, aby cal-
kowita objetos¢ tych kolumn byta najwigksza. Problem redukuje si¢ do zada-
nia z planimetrii, gdyz (przy statej wysokosci owego bloku marmuru) wystar-
czy rozwazy¢ przekroje tych kolumn i ich polozenie w tréjkacie. Okregami
Malfattiego (w danym trdjkacie) nazywa sig¢ trzy okrggi wzajemnie styczne,
z ktérych kazdy jest styczny do dwdch bokéw rozwazanego tréjkata. Malfatti
uwazal, ze takie okrggi stanowia rozwigzanie omawianego problemu. Hipo-
teza ta jest btedna. W przypadku niektérych tréjkatow (w szczegélnosci: tréj-
katéw réwnoramiennych o matym kacie w wierzchotku naprzeciw podstawy)
taki uktad trzech okregéw nie spelnia warunku maksymalnosci, jak pokazano
w Lob i Richmond 1930.

Grafy Perko. Wezlty 10161 oraz 10142 zwane sa parq Perko. W istocie re-
prezentuja one ten sam wezel, co do$¢ dtugo umykato uwadze matematykow.
W 1973 roku Kenneth Perko ustalil, ze opracowanym wcze$niej katalogu we-
z¥6w 10161 oraz 10142 sa tym samym weztem. Dodam, ze nawet w niekt6-
rych wspoélczesnych Zrédlach przywotuje si¢ btedne rysunki dla pary Perko.
Katalogowanie weziéw w przestrzeni tréjwymiarowej jest zadaniem trudnym
(w czterech wymiarach kazdy wezet daje si¢ rozsuptad). Uzywa si¢ do tego
specjalnych niezmiennikéw, zaawansowanych Srodkéw z topologii algebraicz-
nej. Czytelnika zachgcam do zastanowienia sig, czym jest dopetnienie wezta
(wzgledem catej przestrzeni).

Zadanie Freudenthala. Ta znana zagadka (Freudenthal 1969) byta popu-
laryzowana m.in. przez Martina Gardnera (Gardner 1979). Pierwsza wersja
podana przez Gardnera zawierala jednak uproszczenie, przy ktérym zagadka
nie ma jednoznacznego rozwiazania. Niech osoby S oraz P wiedza, ze: liczby
naturalne x oraz y sa obie wigksze od 1, natomiast ich suma jest mniejsza od
100. Ponadto, S zna tylko sum¢ x + y tych liczb, za§ P zna tylko ich iloczyn
x - y. Wreszcie, S wie, ze P znailoczyn x - y, a P wie, ze S zna sumg x + y.
Przypusémy teraz, ze mial miejsce nastgpujacy dialog:
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P: Nie wiem, jakimi liczbami sg  oraz y.

S: Wiem, ze tego nie wiesz.

P: Teraz juz wiem, jakie to liczby.

S: Teraz ja tez juz wiem, jakie to liczby.

Wiedzac, ze 6w dialog miat miejsce, my takze mozemy ustali¢, o jakie
liczby x oraz y chodzi. Ponadto, mozemy pokazac, ze zagadka ma doktadnie
jedno rozwiazanie (przy podanych warunkach). Wreszcie, mozna takze ustalié
rolg poszczegblnych warunkéw, jesli chodzi o jednoznaczno$¢ rozwigzania.
Rozwiazaniem jest para (4, 13), natomiast btad Gardnera polegat na zadaniu,
aby suma szukanych liczb byta mniejsza od 20, co czynito rozwigzanie niejed-
noznacznym.

3.4. Przyklady z dziejow logiki

Dodam jeszcze kilka — dobranych troche¢ ad hoc — znanych btedéw logicz-
nych. Wybralem te z nich, z ktérymi zetknatem si¢ przy okazji wczesniejszego
omawiania odno$nych problemdw.

Lewis Carroll: rozwigzywanie taricusznikéw. Podrecznik Carroll 1896 za-
wiera niezliczone przyktady taficusznikéw, z ktérych wigkszos¢ jest nawet bar-
dzo zabawna pod wzgledem fabuty. Carroll pokazuje jednak pewne ogdlne me-
tody rozwiazywania problemow z taficusznikami. Po pierwsze, zauwaza nastg-
pujace prawo rachunku zbioréw:

(%) (ANC=0DABNC" =0)— AnB=40.

Wz6r (%) jest oczywisty: poprzednik implikacji (¥ ) glosi, ze A C C' oraz
B C C. Wzér (%) to po prostu wersja reguty rezolucji w jezyku algebry
zbioréw. Carroll znat zatem t¢ regute. Przyjmowat jednak poczatkowo pewne
dalsze reguly, natury czysto heurystycznej, ktére juz poprawne nie byty, al-
bowiem chociaz w pewnych przypadkach sprawdzaty si¢ dobrze, to w og6l-
nosci nie stanowily poprawnego algorytmu. Carroll twierdzil mianowicie po-
czatkowo, ze stosowanie reguly (%) wystarcza, aby znalez¢ konkluzje dla
wszystkich ciagéw ogélnych zdan kategorycznych, zawierajacych rézne na-
zwy ogolne. JeSli w takim ciaggu nazwa X wystgpuje zarOwno pozytywnie
(niezaprzeczona), jak i negatywnie (z negacja przynazwowa), to na mocy (%),
moze zostaé¢ wyeliminowana: nie wystapi w konkluzji. Pozostale nazwy w kon-
kluzji wystapia. Ta heurystyczna procedura nie zawsze jednak prowadzi do
poprawnych wynikéw. Carroll odkryt tg trudno$¢ i poradzit sobie z nig w ten
sposob, ze zaczat rozwaza¢ dowody nie wprost, ktére nazywatl metodq drzew.
Istotnie, byl to pierwowzér metody tablic analitycznych, ktéra — w réznych
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postaciach — zaczeta by¢ popularna w logice od polowy XX wieku. Pisatem
o tych dokonaniach Carrolla w Pogonowski 2008.

Ernst Zermelo: korespondencja z Godlem. Zachowala si¢ niewielka kore-
spondencja migdzy Zermela a Godlem. Wiadomo tez, ze spotkali si¢ i dysku-
towali w Bad Elster w 1931 roku. Godel odpiera zarzuty Zermela dotyczace
konstrukcji jego zdania nierozstrzygalnego w arytmetyce, wskazujac, ze ten
drugi myli wyrazenia z nazwami wyrazen. W tym Godel ma racje. Pozostaje
jednak jeszcze sprawa samego rozumienia pojecia dowodu. U Gédla dowody
sa konstrukcjami finitarnymi, natomiast Zermelo starat si¢ zaproponowac takie
rozumienie dowodu, aby uchwycic takze konstrukcje infinitarne (we wspotcze-
snej terminologii: w jezyku Lo,,). Zermelo stal na stanowisku, ze wszystkie
problemy matematyczne sa rozstrzygalne, co oczywiscie musi przektadac si¢
na stosowna moc dedukcyjna logiki, w ktérej dowody przeprowadzamy. O ko-
respondencji Zermela z Godlem krétko pisze w Pogonowski 2006.

Ernst Zermelo: paradoks Skolema. W swojej drugiej aksjomatyce dla teorii
mnogosci (Zermelo 1930) Zermelo postulowat istnienie pozaskoniczonej hie-
rarchii liczb mocno nieosiagalnych, ktére byty dla niego w sposéb naturalny
zwiazane z jego dziedzinami normalnymi. Poniewaz ta wersja teorii mnogosci
byla sformutowana w jezyku drugiego rzgdu, Zermelo mégt dowodzi¢ twier-
dzen ustalajacych jednoznaczno$¢ (z doktadnoscia do izomorfizmu) swoich
dziedzin. Ze wstrgtem wypowiadal si¢ o pomystach rozwazania przeliczal-
nych modeli teorii mnogosci. W szczegdlnosci, krytykowat paradoks Skolema
— zob. np. van Dalen i Ebbinghaus 2000, gdzie przedrukowano tekst Zermela
Der Relativismus in der Mengenlehre und der sogenannte Skolem’sche Satz,
ktéry znajduje si¢ w Nachlaf3 Zermela w bibliotece Universitit Freiburg. We-
dle Dirka van Dalena i Heinza-Dietera Ebbinghausa, btad Zermela polegat
na nieuprawnionym zatozeniu, dotyczacym domknigtosci modelu na dowolne
sumy i iloczyny. Zermelo dowiédt w istocie, ze dla danego zbioru przeliczal-
nego M, kazdy podzbidr zbioru potegowego (M), ktdry jest domknigty na
dowolne sumy oraz iloczyny (oraz dopelnienia wzgledem M) i ktérego suma
jest M, musi by¢ albo skoriczony, albo réwnoliczny z p(M ). Warto przy oka-
zji przypomnied, ze kazda nieskoriczona o-algebra Boole’a jest nieprzeliczalna
(a doktadniej, mocy kontinuum).

Aksjomat ograniczenia Fraenkla. Abraham Fraenkel sformutowal w 1922
roku aksjomat ograniczenia, gloszacy, ze istnieja tylko te zbiory, ktérych ist-
nienie mozna udowodni¢ w teorii mnogosci. Nie byt to oczywiscie aksjomat
jezyka przedmiotowego, byt natomiast jednym z aksjomatow ekstremalnych,
ktére miatyby gwarantowaé jednoznaczno$¢ odniesienia przedmiotowego teo-
rii. Fraenkel rozwazal r6zne rodzaje takiej ewentualnej jednoznacznosci (od-
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powiadajace, w dzisiejszej terminologii, zupetnosci i kategorycznosci). Trzeba
oczywiscie pamigtaé, ze te rozwazania prowadzone byly jeszcze przed wyni-
kami Godla dotyczacymi niezupetnosci. Aksjomaty ograniczenia byty kryty-
kowane od samego poczatku ich sformutowania (cho¢ troch¢ inaczej rzeczy
miaty si¢ z aksjomatem konstruowalnosci Godla), bodaj najbardziej wnikliwa
krytyka zawarta jest w Fraenkel, Bar-Hillel i Levy 1973. Warto jednak zwrdcic¢
uwage, ze owa krytyka uzywa po czesci argumentdw natury pragmatycznej:
odrzucamy aksjomaty ograniczenia, a przyjmujemy np. aksjomaty istnienia
duzych liczb kardynalnych, poniewaz chcemy, aby uniwersum teorii mnogo-
$ci byto mozliwie najbogatsze.

Gabelbarkeitssatz Rudolfa Carnapa. Problemu jednoznacznosci odniesie-
nia przedmiotowego teorii dotyczyto tez twierdzenie (sformutowane w jezyku
teorii typow), ktére probowat udowodni¢ Carnap i wedle ktérego pojecia ka-
tegorycznosci 1 zupetnosci miatyby by¢ tozsame zakresowo (Carnap 1930).
OczywiScie kategorycznos$¢ implikuje zupetnosé, ale nie na odwrét. Warunek
wystarczajacy dla zachodzenia implikacji odwrotnej podano w Lindenbaum
i Tarski 1936. Obecnie prowadzi si¢ badania dotyczace zwiazkéw migdzy ka-
tegorycznoscig a zupetnoscia (a doktadniej, dotyczace liczby wzajemnie nie-
izomorficznych modeli teorii). Krytyczna analiz¢ wspomnianych pomystéw
Carnapa zawiera praca Awodey 1 Carus 2001.

Konig: hipoteza continuum. Juz Georg Cantor podejmowat wielokrotne,
nieudane proby udowodnienia hipotezy continuum. Na III Migdzynarodowym
Kongresie Matematycznym w Heidelbergu w 1904 roku Julius Konig ogto-
sil, ze udowodnit te¢ hipotezg. W swojej argumentacji wykorzystywatl jednak
pewne twierdzenie Bernsteina dotyczace potggowania aleféw, ktére w petnej
ogo6lnosci nie zachodzito. Ernst Zermelo wskazat (nastgpnego dnia) na t¢ luke
w dowodzie. W Mathematische Annalen znaleZ¢ mozna artykuly Koniga oraz
Bernsteina, komentujace t¢ sprawe (Bernstein 1905, Konig 1905).

Program Hilberta i jego ograniczenia. W oryginalnym programie Hilberta
chodzito m.in. o mozliwo$¢ oparcia cato$ci matematyki na podstawach ak-
sjomatycznych, udowodnienie jej niesprzecznosci oraz zupetnosci, w dodatku
Srodkami finitystycznymi. Twierdzenia limitacyjne, udowodnione w pierwszej
potowie XX wieku, ukazaty pewne ograniczenia, jesli chodzi o realizacj¢ tego
programu. Istnieje na ten temat olbrzymia literatura, nie ma powodu, aby do-
dawa¢ w tym miejscu jakiekolwiek kompilacyjne uwagi. Podkre§lmy jedynie,
ze nie twierdzimy, iz program Hilberta byl btedny: moze on by¢ realizowany
czgSciowo, z dobrze okre§lonymi ograniczeniami.

Rzekoma rozstrzygalnos¢ KRP. Alonzo Church udowodnit w 1936 roku
nierozstrzygalnos$¢ klasycznej logiki pierwszego rzgdu. Leon Gumanski argu-
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mentowatl jednak za rozstrzygalnosScia wezszego rachunku funkcyjnego (Gu-
mariski 1983). Argumentacja ta nie znalazta akceptacji Srodowiska logikéw
(zob. np. Mycka i Rosa 2018).

3.5. Dydaktyka matematyki

Dla dydaktyki matematyki wazne jest rozpoznanie typowych btedéw uczniow-
skich i powoddéw ich popelniania. Istotne jest réwniez to, czy nauczyciele nie
popelniaja bledéw w nauczaniu matematyki. Wreszcie, refleksji wymaga takze
to, jak uczniowie nabywaja podstawowe intuicje matematyczne i jak wiele
z ich kreatywnodci intelektualnej, z ktéra przychodza do szkoty, mozna nie
utraci¢ bezpowrotnie oraz wykorzysta¢ dla lepszego rozumienia nauczanej
matematyki. Podam przyktady typowych btedéw uczniowskich. Dodam tez
nieco btedéw popetnianych przez studentéw (nawet studentéw matematyki).
Przywotam takze wybrane komentarze dydaktykéw matematyki, dotyczace:
diagnozowania, profilaktyki, metod naprawiania blgdéw matematycznych.

3.5.1. Bledy uczniowskie

Podzielg btedy uczniowskie wedle dyscyplin matematycznych, nauczanych
w szkole.

Bledy arytmetyczne

1. Dodawanie utamk6w. Zdarzaja si¢ takie proby: 7 + ¢ = %' Przy oka-

zji omawiania takiego btgdu mozna wspomnie¢ na przyktad o drzewie
Sterna-Brocota, bedacym ciekawa reprezentacja liczb wymiernych.

2. Klopoty z liczbami ujemnymi. Jak przystgpnie wyttumaczy¢ dziecku, ze
iloczyn dwéch liczb ujemnych jest dodatni? Najlepszym rozwiazaniem
jest chyba odwotanie si¢ do prawa rozdzielnoSci mnozenia wzgledem
dodawania i postuzenie si¢ stosownie dobranymi przyktadami.

3. Bledy zwiazane z obliczaniem procentéw. Na przyktad: cena towaru zo-
stala najpierw obnizona o 10 procent, a nastgpnie obnizono nowa ceng
0 5 procent. Jakim procentem ceny wyjSciowej jest cena ostateczna?
Wielu uczniéw ma problemy z tym rachunkiem.

4. Btedy liczenia Sredniej. Podréz w jedna strong odbyta si¢ z predkoscia
60 km/h, a podr6z powrotna z predkoscig 30 km/h. Jaka byta Srednia
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predkos¢ podrézy w obie strony? Zta odpowiedzia jest $rednia aryt-
metyczna podanych predkosci, czyli 45 km/h. Trzeba braé pod uwage
czas obu podrézy. Skoro podréz powrotna odbywata si¢ z predkoscia 30
km/h, to czas tej podrézy byt dwa razy dluzszy niz podrézy z predkoscia
60 km/h. Wtasciwa odpowiedzia jest zatem W = 40 km/h. Tak
naprawde szukamy §redniej harmonicznej obu podanych wartosci.

Bledy algebraiczne

1. Dzielenie przez zero. Prowadzi do katastrofy. Jak przystgpnie thuma-
czymy uczniom, ze dzielenie przez zero nie jest mozliwe?

2. Nieuprawnione zatozenia o wtasnosciach operacji, np. zalozenie, iz bra-
nie $redniej arytmetycznej jest operacja faczna.

3. Klopoty w odréznianiu typoéw uktadéw réwnan: niezaleznych, zalez-
nych, sprzecznych. WeZmy np. uktad réwnan:
x
T,y
Yy oz
Mnozac pierwsze rownanie przez xy i stosownie porzadkujac, otrzymu-
jemy: (z — y)? = 0. Jesli przyjmiemy, ze z tego wynika z — y = 0, to
biorac pod uwage drugie réwnanie, otrzymamy absurd: 0 = 4. Czytelnik
zechce wskaza¢ btad w tym rozumowaniu.

=2 z—y=4

Bledy geometryczne

1. Wyobrazanie sobie punktéw jako obszaréw. Czasami uczniowie ,,wi-
dza” punkty jako mniejsze lub wigksze — np. w sytuacji, gdy przez punkt
przechodzi mniej lub wigcej prostych, rozwazanych w zadaniu.

2. Ile przecig€ tworza przekatne szeSciokata wypuktego? Jesli uczen nary-
suje ,,prototypowy” szesSciokat wypukly, z ktérym najczesciej si¢ spo-
tyka, to poda jako rozwiazanie 13. Dopiero rozwazenie catkiem do-
wolnego, a nie regularnego szesciokata foremnego ukazuje, ze w takim
przypadku szukanych przecig¢ jest 15.

Bledy analizy
o0
1. Utrzymywanie, ze jesli lim a, = 0, to szereg > a, jest zbiezny. Ta
n—00 n—1

implikacja jest falszywa, natomiast prawdziwa jest implikacja do niej
odwrotna.
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2. Btedy przechodzenia do granicy. Do$¢ popularnym trikiem jest préba

wykazania, ze suma dlugosci przyprostokatnych w tréjkacie prostokat-
nym réwna jest dtugosci przeciwprostokatnej. Niech wierzchotek przy
kacie prostym naszego trdjkata bedzie poczatkiem uktadu wspétrzed-
nych, a przyprostokatne niech leza na osiach wspoétrzednych. Aproksy-
mujemy przeciwprostokatng przez szereg tamanych, ktérych odcinki sg
réwnolegte do osi wspétrzednych, czyli — méwiac obrazowo — budujemy
schody o coraz krétszych i nizszych stopniach (oparte na przeciwpro-
stokatnej; mozna tez aproksymowac ,,z géry” oraz ,,z dotu”). Odcinki
poziome kazdej takiej tamanej daja w sumie jedna przyprostokatna, zas
odcinki pionowe daja w sumie druga przyprostokatna. Ponadto, coraz
»drobniejsze” schody réznig si¢ coraz mniej od odcinka, ktérym jest
przeciwprostokatna. Zatem granicg tych tamanych jest przeciwprosto-
katna. Dowiedli§my twierdzenia przeczacego twierdzeniu Pitagorasa.
ZakladaliSmy przy tym, ze co jest prawda dla wszystkich elementéw
ciagu, jest tez prawda dla jego granicy. OczywisScie, rozumowanie to za-
wiera blad, podane przejicie graniczne nie jest uprawnione.

Bledy probabilistyczne

1. Rzucamy jednoczesnie trzema kostkami do gry. W jednym takim rzucie

uzyskano sumg oczek réwna 11, a w innym sume réwng 12. Ktére z tych
zdarzen jest bardziej prawdopodobne? Mozna popetni¢ btad w odpowie-
dzi, przyjmujac, ze 11 i 12 mozna na tyle samo sposobéw roztozy¢ jako
sume oczek na trzech kostkach:

suma 11 suma 12
14446 | 1+5+6
1+5+5|24+4+6
24+34+6|2+54+5
24+44+5|3+3+6
3+3+5|3+4+5
3+4+4+4|4+4+4

Pozostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie znalezienie poprawnego roz-
wiazania (trzeba oczywiscie bra¢ pod uwage, ile razy wystapi¢ moze
dany rozktad).

. Rodzice maja syna i spodziewajq si¢ drugiego dziecka. Jakie jest praw-

dopodobienstwo, ze bedzie to cérka? Czasem uczniowie udzielaja bted-
nej odpowiedzi, ze prawdopodobieristwo to wynosi %, poniewaz mamy
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trzy mozliwosci, w ktérych jest juz jeden chlopiec. Poprawna odpowie-
dzia jest %

Bledy indukcji

1. Czestym biedem indukcji jest nieuwzglednienie krokéw poczatkowych.
Dla przyktadu, chcemy udowodnié, ze 2" > 2n + 1. Przypuszczamy, ze
réwnos¢ ta zachodzi dla n = k 1 wykazujemy, ze wtedy zachodzi takze
dlan = k+ 1. Poniewaz dla kazdego k > 0 mamy 2% > 2, wiec dodajac
stronami nieréwnosci 2% > k+1 oraz 2% > 2 mamy 2k 4ok > ok4+142,
czyli 2 - 28 = 2FF1 > 9(k + 1) 4 1, a wigc pokazalismy zachodzenie
kroku nastgpnikowego indukcji. Jednak badana nieréwnos¢ nie zachodzi
dlan = 0,1, 2, a przyczyna btedu jest zty poczatek dowodu.

2. Podobnie jest z préba dowodu, ze np. wszystkie konie sa tego samego
koloru. Przypuszczamy, ze twierdzenie zachodzi dla n koni. Dodajemy
do stada n koni nowego konia (a wigc stado liczy n + 1 koni). Z tego
wigkszego stada usuwamy jednego ze ,.starych” koni i otrzymujemy
stado n koni, a wigc wszystkie one sa tego samego koloru, na mocy zato-
zenia indukcyjnego. Mozemy teraz znowu doda¢ chwilowo usunigtego
starego konia (pamigtajmy, Ze jest on tego samego koloru, co wszyst-
kie pozostate w stadzie n-elementowym). Dostajemy zatem n + 1 koni,
z ktérych wszystkie sg tego samego koloru. Zachgcam czytelnika do sa-
modzielnego znalezienia btgdu w tej argumentacji.

Roézne dalsze bledy

1. Szukanie symetrii. Nie pamigtajac stosownych faktéw, uczniowie cza-
sem konfabuluja, ,,na site” prébujac odnajdywac ré6znego rodzaju syme-
trie, popetniajac np. takie bledy:

(a) Kwadrat sumy liczb to suma kwadratéw tych liczb.

(b) Skoro logarytm ilorazu jest rowny réznicy logarytméw, to iloraz
logarytmdw jest réwny réznicy logarytmoéw.

(c) Pierwiastek sumy (ré6znicy) dwoéch liczb to suma (réznica) pier-
wiastkéw z tych liczb.

(d) Bezwzgledna warto$¢ sumy dwoéch liczb to suma bezwzglednych
wartosci tych liczb.

2. Zbiory kolektywne i dystrybutywne. Kazemy w szkole rozumie¢ kolek-
cje w sposéb dystrybutywny, tak jak w rachunku zbioréw. Uczniowie
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moga mie¢ klopoty z odréznieniem tego rozumienia od kolektywnego
rozumienia, np. tworéw geometrycznych.

3. Funkcje odwrome. Znany klopot: zapominanie o tym, ze operacja ,/°
daje dwie wartosci: dodatnig i ujemna.

4. Roéwnanie jako polecenie wykonania dziatania. Uczniowie moga nie trak-
towac symetrycznie obu stron réwnania, przyjmujac np. strong¢ lewa jako
polecenie obliczenia czegos.

5. Howlers. To btedy, w ktérych wykonuje si¢ jakie$ niepoprawne, a na-
wet bezsensowne dzialania, otrzymujac poprawny wynik. Na przyktad
skracanie cyfry 6 w utamku g daje poprawna wartos¢ %.

Bledy nauczycieli

1. Bledy w zadaniach maturalnych. Kilka lat temu kazano uczniom wyko-
na¢ obliczenia przy zalozeniu, ze matpa skacze z palmy na ziemi¢ po
odcinku linii prostej. Biad ten pokazuje, jakie szkody w obrazie Swiata
moga powstawaé, gdy wyrzucamy z programéw szkolnych osiagnigcia
matematyki. Skok malpy odbywa si¢ oczywiscie po paraboli (z pomi-
nigciem oporu powietrza).

2. Pytanie egzaminacyjne dotyczyto liczby $cian bryty powstajacej ze zle-
pienia czworoScianu jednostkowego jedna z jego $cian ze $ciang boczng
piramidy o podstawie kwadratowej oraz dlugosci wszystkich krawedzi
réwnej 1. Przez dlugi czas akceptowano btgedng odpowiedZ: poniewaz
przy takim zlepieniu znikaja dwie Sciany, wigc liczba $cian powsta-
tej bryty wynosi pig¢ plus cztery minus dwa, czyli siedem. Biad na-
prawiono, gdy jeden ze studentéw, ktéry podal poprawne rozwiazanie
(czyli pig¢ Scian) upart si¢, ze ma racje. Przy omawianiu tego btgdu
mozna w sprytny sposob pokazaé poprawne rozwiazanie (przez roz-
wazenie czworoscianu foremnego o dlugosci boku réwnej dwa i obcig-
ciu jego wszystkich naroznikéw jednostkowymi czworo$cianami forem-
nymi — reszta powstalej bryty bedzie oSmioscian foremny, a zlepienie
jednej z jego potéwek, czyli piramidy o podstawie kwadratowej, z jed-
nym z odcinanych narozy daje rozwiazanie dla wyjsciowego problemu).

3.5.2. Bledy studenckie

Przyktady Zbigniewa Skoczylasa. W sieci znalezliz¢ mozna liczne przyktady
btedéw popelianych przez studentéw zaréwno podczas kolokwidw zalicze-
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niowych, jak i na egzaminach z matematyki. Ciekawy ich zestaw podany zostat
w Skoczylas 2018. Oto niektdre z nich:

1.

Studenci przyjmuja blednie, ze rozwazane funkcje sa liniowe i pisza np.:

1 1,1
a:+y_1’+y'

. Przy obliczaniu granic ciagdéw i funkcji studenci czasem przechodza do

granicy z czgscig zmiennych, a potem z pozostalymi zmiennymi, np.:

. LTL: . n _ . —
gttt = g (L4 0= g =1

. Poniewaz caty okrag ma réwnanie 22 +y% = 72, wiec jego dolna potowa

- - 10,2 L 02) 02 o o6 10,2 4 .2y _
jest opisana wzorem —3 (2% + y*) = r, a gérna wzorem 3 (z° +y*) =

r2.

. Funkcja f jest monotoniczna w przedziale (a, b), gdy wszystkie punkty

z tego przedziatu daja si¢ polaczy¢ prosta lub krzywa.

. Po pomnozeniu obu stron réwnania przez x otrzymam:

L 1L 1 & L4 Ll—yp

sinx cosx sin cos

. WyobraZzmy sobie sze$cian, ktéry ma szes¢é tysigcy $cian.

. Niech zdarzenie A oznacza, ze czerwony tramwaj jedzie z prawej strony.

Wtedy zdarzenie przeciwne do A oznacza, ze niebieski tramwaj jedzie
Z przeciwnej strony.

. Z niemozliwo$ci matematycznego rozwigzania postuzylam sig logika.

. Prawie wszystkie oznacza wszystkie, oprocz tych co nie naleza.

3.5.3. Sofizmaty matematyczne

Powyzej ograniczylem si¢ do przyktadéw bledow rzeczywiscie popetnianych
przez uczniéw. Na osobna uwage zastuguja sofizmaty matematyczne, ktore sa
specjalnie konstruowane, ku przestrodze uczniéw:

Igraszki z nieskonczonoscia

Szereg Grandiego. S =1—1+1—1+41—1+...JeSli pogrupujemy sktadniki
tej nieskoriczonej sumy w ten sposéb: S = (1—-1)+(1—-1)+(1—-1)+...,to
otrzymamy: S = 0+0+0+. .. = 0. Jesli natomiast dokonamy pogrupowania:
S=1-(1-1)—(1-1)—(1—-1)—.. ., tootrzymamy: S = 1-0—-0—... = 1.
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Zamiast 1 mozemy tez rozwaza¢ dowolng liczbg n, otrzymujac w podobny
sposéb paradoksalny wynik n = 0.

Prébowano takze argumentowaé, ze S = % W nastgpujacy sposéb. Mamy
z jednej strony:

1-H+1-H+1-H)+(1-1)+...=04+0+0+0+...=0,
ale z drugiej strony takze:
1+(-1+D)+(-1+1)+(-1+1)+...=14+04+0+0+...=1.
Jesli S miataby by¢ suma rozwazanego szeregu, to:
S=1-1+1-1+1-14+...=1-(1-141—-141—-14...)=1-5,

czyli 25 = 1, a zatem S = %

Suma rozwazanego szeregu nie istnieje, poniewaz ciag sum czgsciowych
nie jest zbiezny. Przypomng, ze Riemann udowodnit, iz jesli szereg jest jedy-
nie warunkowo zbiezny, to mozna jego wyrazy przegrupowac w taki sposéb,
aby nowo utworzony szereg byt zbiezny do dowolnej wielkosci skonczonej,
a nawet aby byt rozbiezny.

Sofizmaty probabilistyczne i statystyczne

Lot z wtasnqg bombq. To raczej anegdota niz sofizmat. Pewna osoba majac
podr6zowaé samolotem, upewnia sig, jakie jest prawdopodobieristwo, ze na
poktadzie samolotu jest bomba. Dowiaduje sig, iz jest ono stosunkowo mate,
ale dla zwigkszenia bezpieczenstwa lotu postanawia zabra¢ ze soba wlasna
bombeg, poniewaz prawdopodobiefistwo, ze na poktadzie znajda si¢ dwie bom-
by jest naprawde niewielkie.

Test zdrowotnosci. Powiedziano nam, ze w pewnej populacji liczacej ty-
siac oséb, jedna osoba ma okreSlong chorobg. Wykry¢ to mozna testem, ktory
w przypadku osoby chorej przyniesie wynik pozytywny. Jednak test nie jest
doskonaty: daje wynik pozytywny takze w przypadku oséb zdrowych: na ty-
siac 0s6b dziesig¢ z wynikiem pozytywnym testu jest mimo to zdrowych.
Mamy ustali¢, jaka czg$¢ oséb poddanych testowi jest naprawde chora. Roz-
wazmy dwie argumentacje.

Pierwsza argumentacja. Poniewaz w tysigcu oséb dziesig¢ otrzyma pozy-
tywny wynik, bedac zdrowymi, a jedna osoba chora otrzyma wynik pozy-
tywny, wigc z jedenastu 0s6b o pozytywnym wyniku tylko jedna jest chora,
czyli ﬁ liczby 0s6b o wyniku pozytywnym jest chora.
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Druga argumentacja. Rozwazmy populacje stu tysigcy oséb. Wtedy sto
0s6b w tej populacji jest chorych. Zdrowych jest zatem 99 900 oséb. Jeden
procent oséb zdrowych ma pozytywny wynik testu, czyli w tym przypadku
999 os6b. Lacznie 1099 oséb ma wigc wynik pozytywny, a zatem % liczby
0s6b o wyniku pozytywnym jest chora.

Zauwazmy, 7e ﬁ = 0,090909, natomiast % = 0,0909918, a wigc
otrzymujemy rézne odpowiedzi. Pierwsza argumentacja jest biedna. Skoro
w populacji tysiaca oséb jedna jest chora, to 999 jest zdrowych. Jeden pro-

cent z tych zdrowych, czyli %22 = 9,99 0s6b ma wynik pozytywny (a nie

100
10, jak w pierwszej argumentacji). 1 + %g 0sO6b ma wigc wynik pozytywny.

Poszukiwana czg$¢ wynosi zatem:

11 100
999 — 1099 :
1+ 999 1099 = 7099

3.5.4. Opinie dydaktykéw matematyki

Bigdom w uczeniu sig¢ oraz nauczaniu matematyki po§wigcone sa liczne opra-
cowania, zawierajace typologie btedéw, przyczyny ich popetniania, zalecenia
majace umozliwi¢ ich eliminacjg¢, komentarze dotyczace ich natury itp. Dla
przyktadu, Bernadeta Bech wylicza nastgpujace rodzaje bledéow (Bech 2015,
cytuje za strong internetowa):

1. w ogélnym aspekcie procesu nauczania i metod jego organizacji
mozna méwi¢ o bledach matematycznych, dydaktycznych, psy-
chologicznych, diagnostycznych, heurystycznych, prakseologicz-
nych

2. w aspekcie dziedzin wiedzy matematycznej — o btgedach arytme-
tycznych, algebraicznych, geometrycznych

3. w aspekcie metody matematycznej — o bledach definicji, twier-
dzen, dowodéw, btedach obliczeniowych i logicznych

4. w aspekcie czynnoSci umystowych pojawiajacych si¢ w trakcie
rozpatrywania okreslonego problemu — spotykamy btedy abstra-
howania, uogélniania, klasyfikowania, poréwnywania, porzadko-
wania itp.

5. w aspekcie hipotetycznych przyczyn — bledy spowodowane trud-
noSciami jezykowymi, brakiem wiedzy, niepoprawnymi skojarze-
niami, sztywnoscig myS§lenia itp.

6. w aspekcie wykorzystania btgdu w procesie uczenia — btedy ksztal-
cace inspirujace i bledy obojetne

7. w aspekcie czgstosci wystgpowania — btedy przypadkowe i biedy
systematyczne
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8. w aspekcie odtwarzania czy tworzenia regul postgpowania — biedy
patologiczne i bledy normalne.

Cytowana autorka przywotuje tez m.in. ustalenia Marianny Ciosek, Zdzi-
stawy Dybiec oraz Zofii Krygowskiej (Ciosek 1992, Dybiec 1996, Krygowska
1998) dotyczace przyczyn popelniania btedéw. Niektdrymi z tych przyczyn
sa: styl nauczania, wzmocnienie tendencji algorytmicznych, jezyki opisow,
w tym sugestie ptynace z wizualizacji problemu, kontekst pojawienia si¢ pro-
blemu, przeciazenie informacyjne, stabo wyéwiczone sprawnosci regulacyjne.
To tylko jeden z wielkiej liczby omawianych w literaturze przedmiotu przykta-
déw diagnostyki btedéw matematycznych popetnianych przez uczniéw oraz
nauczycieli.

W pracy Bradis, Minkovskii i Kharcheva 1999 wspomina si¢ o typologiach
btedéw matematycznych, opracowanych przez réznych autoréw:

V. I. Obreimow (1843—1910): bledy poréwnywania wielkoSci, absurdy geo-
metryczne, niewlasciwe traktowanie liczb zespolonych.

Herman Schubert (1848—1911): bledy dzielenia przez zero, btedy niejed-
noznaczno$ci pierwiastkowania, btedy w konstrukcjach geometrycznych, biedy
przypisywania nieskoficzonej warto$ci sumie nieskoficzonego zbioru liczb.

E. Fourier: btedy geometryczne dotyczace konstrukcji lub argumentaciji;
w tych drugich — btgdy zwiazane z nieprecyzyjna definicjq oraz bledy zwiazane
z niedozwolonymi operacjami na liczbach.

Autorzy powotuja si¢ na kilka, obecnie trudno dostgpnych (nie miatem ich
w reku) prac w jezyku rosyjskim (podaje angielskie ttumaczenia tytutow):

Obreymov, V.I. 1898. Mathematical sophisms. Petersburg.

Goryachev, D.N, Voronetz, A.M. 1903. Problems, Questions, and Sophism
for Mathematics Lovers. Moscow.

Lyamin, A.A. 1911. Mathematical Paradoxes and Interesting Problems. Mo-
SCOW.

Autorzy podaja takze wilasna klasyfikacje typowych btedéw matematycz-
nych:

1. Bledy werbalne (np. wszystkie katy tréjkata sa réwne dwdém katom pro-
stym).

2. Nieuprawnione stosowanie dziatan.

3. Przypisywanie wilasnosci szczeg6lnego przypadku wszystkim obiektom
danej klasy.
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4. Btad odwracania zdan ogdlno-twierdzacych (poprawne: jesli podstawy
sa réwne, to potegi sa rowne, jesli katy sa réwne, to sinusy katow sa
réwne; implikacje odwrotne nie zachodza).

5. Zastgpowanie precyzyjnych definicji intuicjami geometrycznymi (suma
przyprostokatnych jest réwna przeciwprostokatne;j).

6. Bledy konstrukcji: rézne punkty uznane za identyczne (lub na odwrét),
punkt miatby znajdowac si¢ tam, gdzie to niemozliwe, rzekome istnienie
punktéw przecigcia linii, linia prosta uznana za tamana (lub na odwrét).

7. Zke zastosowania praw (np. rzekomy dowdd, ze dowolna cigciwa okregu
jest réwna jego Srednicy, oparty na niewtasciwym zastosowaniu prawa
przystawania tréjkatéw [dwa katy i bok]).

3.6. Konkluzje

Nie bylo moim zamiarem podanie jakiejkolwiek typologii btedéw matema-
tycznych — jak juz wspomniatem, nie jest to zadanie mozliwe do wykonania.
Nie chcialem tez by¢ w zadnej mierze ztosliwy wobec autorytetow matema-
tycznych, ktérym przydarzyly si¢ btedy. Jak byto zapewne widoczne z oma-
wianych wyzej przyktadéw, wykrycie bledu popetnionego przez wybitnego
matematyka owocowato zwykle nowymi pomystami, ciekawymi uogdlnienia-
mi, glebsza refleksja metodologiczng itd.

3.6.1. Anegdoty

Bledy przytrafiaja si¢ (prawie) kazdemu. Znane sg liczne anegdoty dotyczace
btedéw matematycznych popelnionych przez Einsteina (wylicza si¢ nawet,
ile bledéw popetnit w poszczegdlnych pracach). Znane sa omylki autoryte-
téw oceniajacych prace innych matematykéw — czgsto przywotuje si¢ w tym
kontekscie niesprawiedliwe oceny wystawiane pomystom Evariste Galois, do
czasu gdy pomysty te zostaly uznane za genialne.

Alfred Tarski

Znana anegdota dotyczy odrzucenia przez recenzentdw waznego wyniku Al-
freda Tarskiego, dotyczacego réwnowaznika aksjomatu wyboru: takim réw-
nowaznikiem jest twierdzenie, ze dla dowolnego zbioru nieskoriczonego A,
zbiory A oraz A x A sa réwnoliczne. Jan Mycielski wspomina, ze Tarski mo-
wil mu o odrzuceniu jego pracy przez Comptes Rendus de I’Académie des
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Sciences w Paryzu przez recenzentéw, ktérymi byli Fréchet oraz Lebesgue.
Ten pierwszy napisat w recenzji, ze implikacja migdzy dwoma znanymi wyni-
kami nie jest nowym wynikiem, natomiast ten drugi stwierdzil, ze implikacja
miedzy dwoma fatszywymi stwierdzeniami nie jest interesujaca.

Rejecta Mathematica

Przez pewien czas w sieci dostgpne bylo czasopismo Rejecta Mathematica,
ktére przyjmowalo artykuty odrzucone przez inne czasopisma. Opowiada si¢
o nim rézne anegdoty, m.in. taka, iz pewien artykut jednego z autoréw uzyskat
o wiele wigcej cytowan niz inny artykut tego samego autora, opublikowany
W czasopiSmie powaznym.

Zwréémy uwage, ze od recenzentdw nie wymaga si¢ odrdznienia btedu
matematycznego (popelnionego bez intencji, przez nieuwage, lenistwo, nie-
kompetencj¢ itp.) od matematycznego oszustwa (popetnionego celowo, z in-
tencja wprowadzenia w biad). O oszustwach matematycznych méwi si¢ zreszta
nie w samej matematyce, lecz raczej w jej zastosowaniach, np. statystyce, po-
dejmowaniu decyzji, interpretacji danych iloSciowych itp.

Monty Hall Problem

Paul Erd8s byt zirytowany rozwigzaniem Monty Hall Problem i go nie ak-
ceptowal. Dopiero po rozmowie z Ronaldem Grahamem zostat przez niego
przekonany. Poinformowat o tym autora tej anegdoty, dla ktérego rozwigzanie
Erdésa, otrzymane w porozumieniu z Grahamem, byto catkowicie niezrozu-
miate — bylo tak jakby Erdds i Graham postugiwali si¢ wlasnym jezykiem
matematyki, ktéry dla nich byt oczywisty, natomiast dla pozostatych niezro-
zumialy.

Wielkie Twierdzenie Fermata

Wielkie Twierdzenie Fermata (dalej: WTF) cieszylo si¢ ogromnym powodze-
niem wsréd amatoréw, zanim Andrew Wiles podat jego ostateczny poprawny
dowdd. Na stronie internetowej (dostep 26 lutego 2020):
http://www.sciteclibrary.ru/eng/catalog/pages/6253.html

znaleZ¢ mozna propozycj¢ uzasadnienia WTF metodami probalistycznymi, au-
torstwa K.A. Sytina, ktéry podaje 6 pazdziernika 2003 roku jako datg powsta-
nia tekstu. Argument ma nastgpujaca postac: WTF jest twierdzeniem, ze réw-
nanie " + y" = 2", gdzie z # 0, x < z,y < z,n > 3 nie ma rozwigzania
w liczbach naturalnych z, y, z. Podzielmy obie strony tego réwnania przez 2",
otrzymujac: (£)" + (£)" = 1.
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Pomyslmy teraz (sic! J.P.) o zdarzeniach A i B, ktérych prawdopodobieri-
stwa wynosza: P(A) = (£)" oraz P(B) = (¥)", a ponadto P(AU B) = 1.
Wtedy P((A U B)¢) = 0 (gdzie X oznacza zdarzenie przeciwne do X). Na
mocy praw De Morgana mamy:

0= P((AUB)") = P(A°NB") = P(A)- P(BY) = (1= (2)")- (1= (2)").
Tak wigc, albo z = z, albo y = z. Rdwnanie omawiane w WTF ma zatem je-
dynie trywialne rozwiazania, czyli WTF zostalo udowodnione. Jak pisze Ale-
xander Bogomolny (na stronie http://www.cut-the-knot.org/ctk/ErrDisc.shtml,
dostep 26 lutego 2020), autor proponowanego ,,dowodu” zauwaza co prawda,
ze jego wywdd obejmuje takze przypadki n = 1 oraz n = 2, ale poza tym
uwaza swoja argumentacje¢ za poprawna. Spekuluje, ze Fermat mégt mie¢ na
mySsli tego typu rozumowanie, gdy sformutowat swoja stynng uwage na mar-
ginesie tekstu Diofantosa. Ponadto, autor przytoczonego wywodu sugeruje, ze
wywad ten ukazuje sprzeczno$¢ migdzy aksjomatami arytmetyki oraz aksjo-
matami teorii prawdopodobieristwa.

3.6.2. Co dalej?

Sktonnos$¢ do popetniania btedéw moze wiazaé si¢ z réznego typu uposle-
dzeniami poznawczymi. Pedagogika szkolna bierze juz pod uwage ustalenia
dotyczace np. dysleksji lub dyskalkulii. Przypomng, ze bada si¢ réwniez tzw.
dysracjonalig (nie jestem pewien, czy jest to dobry odpowiednik bedacego juz
w uzyciu angielskiego terminu dysrationalia). To upoSledzenie ma polegac na
niemoznos$ci racjonalnego myslenia i dzialania mimo posiadania odpowied-
niej inteligencji (Stanovich 2009). W sformutowaniu tym nie ma wewnetrznej
sprzeczno$ci. Znane sg zaréwno powazne ktopoty z okreSleniem samego po-
jecia racjonalnosci, jak tez réznice zdan na temat tego, w jaki sposob trafnie
mierzy¢ inteligencje.

Wystgpowanie bledéw jest problemem epistemologicznym. W psycholo-
gii poznawczej bada si¢ rézne btedy poznawcze (ktérych lista jest naprawde
bardzo dluga). Wydaje nam si¢ interesujace skupienie uwagi na tych bledach
poznawczych, ktére wiaza si¢ z poznaniem matematycznym.

Opracowania z historii matematyki omawiaja r6zne momenty przetomowe
w jej dziejach, ukazujac w jaki sposéb tworzona (odkrywana?) jest nowa rze-
czywisto$¢ matematyczna. Czgsto mowi si¢ przy tym o naprawianiu zauwazo-
nych w dotychczasowej praktyce badawczej bledéw (Byers 2007). Aby nale-
zycie oceni¢ poprawno$¢ rozumowan matematycznych danej epoki, trzeba jed-
nak, moim zdaniem, analizowaé tez bezposrednio oryginalne teksty Zrodtowe,
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pamigtajac o kontekscie historycznym oraz o tym, ze terminy matematyczne
zmieniaja swoje znaczenie.

Bledami uczniowskimi (oraz nauczycielskimi) zajmuje si¢ dydaktyka ma-
tematyki. Nie posiadajac zadnych do§wiadczen w dydaktyce matematyki szkol-
nej, nie bede si¢ na ten temat wypowiadac.

Dodam moze jedynie, Ze obecnie staram si¢ petnié rolg terapeuty matema-
tycznego dla dorostych, m.in. poprzez prowadzenie zaje¢ ze studentami (kie-
runkéw pozamatematycznych), poSwigconych rozwigzywaniu probleméw me-
todami matematycznymi. Wigcej na ten temat pisz¢ w nastgpnym rozdziale.

Uwazam, ze edukacja matematyczna w Polsce zaniedbuje t¢ grupg doce-
lowa: wigkszo$¢ prac z dydaktyki matematyki po§wigcona jest (z oczywistych
powoddéw) dzieciom, mniej uwagi poswigca si¢ tym dorostym, ktérzy jeszcze
moga si¢ czego$ nauczyC (pozostajac w murach uniwersyteckich), a ktérzy
majac z reguly traumatyczne wspomnienia o matematyce szkolnej, boja si¢
matematyki, uwazaja ja za nudng, trudng, zbedna.

Staram si¢ zwalczac te ich Igki i uprzedzenia, prébujac pokazywac, ze ma-
tematyka jest tworczoscia, dostarcza satysfakcji intelektualnej oraz naprawde
ciekawej zabawy.
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Rozdzial 4

Zagadki matematyczne w dydaktyce

4.1. Uwagi wstepne

Kazda zagadka zawiera pytanie. Kazda zagadka jest zadaniem podania jej roz-
wiazania. Czasami wazniejszy od samego rozwiazania jest sposob dochodze-
nia do niego. Istotne sg zatem pomysty, metody, techniki itp. stosowane w roz-
wigzywaniu zagadek. Bedziemy wspdlnie przygladac sig, w jaki sposob mysl
poczeta przez postawienie zagadki rozwija si¢ w kierunku podania jej roz-
wiazania. Mozna wigc traktowaé ten wyktad jako intelektualny odpowiednik
przebywania na basenie, w sitowni, na biezni itp. Krétko méwiac: mozna uwa-
zaé uczestnictwo w tym wyktadzie za trening intelektualny w rozwiazywaniu
probleméw. Ponadto interesowac nas bedzie réwniez to, jak poprawnie (pod
wzgledem formalnym i merytorycznym) formutowaé problemy.

Czym wlasciwie sa zagadki? Jakie sa podstawowe typy zagadek? Ktére
zagadki sa wazne, a ktére btahe? Wyrdéznimy dwa typy zagadek:

1. Zagadki typu analitycznego. Wszystkie informacje potrzebne do rozwia-
zania tego typu zagadki sa zawarte w jej sformutowaniu (oraz w teorii,
ktora jest zakladana, niejako ,,w tle”).

2. Zagadki typu syntetycznego. Aby rozwiazaé tego typu zagadke, musisz
przywotac jakie$ hipotezy, zalozenia, domysty, ktére nie wynikaja bez-
posrednio z tresci samej zagadki.

Bedziemy zajmowac si¢ gtéwnie zagadkami typu analitycznego. W oma-
wianych przez nas zagadkach sama ich tre$¢ bedzie stanowita wskazéwki do
ich rozwiazania. Rozwazmy przyktad. Niech ciotka Matylda lubi doktadnie
wszystkich niesamolubéw oraz nie lubi doktadnie zadnego samoluba. Samo-
lub to kto$, kto lubi siebie, a niesamolub to kto$, kto nie jest samolubem.
Zagadka polega na ustaleniu, czy w jakiej$ suterenie na Rynku Lazarskim
w Poznaniu mieszka ciotka Matylda. Aby to ustali¢, nie musisz wtéczy¢ sig
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po suterenach na Rynku Lazarskim, wystarczy pomyslec¢. Dane zawarte w tre-
Sci zagadki przesadzaja, ze ciotka Matylda nie istnieje, a to za sprawg logiki.
Potrafisz poda¢ stosowng argumentacjg?

Rozwazane w wykladzie zagadki beda dotyczyty analizy pojeé. Pochylimy
si¢ zatem nad zagadnieniami: rozumienia pojeé, wlasciwego nimi operowa-
nia, rozpoznawania i unikania btedéw w sformutowaniach i argumentacjach.
Krétko méwiac, wyktad kierujemy do oséb pragnacych doskonalié si¢ w sa-
modzielnym myS$leniu krytycznym. Do dzi§ z podziwem i uznaniem wspomi-
nam pewnego studenta, ktéry na zajeciach z logiki podat ptynng mowa za-
dang definicjg¢, po czym dodat: ,,Ale ja nie rozumiem tego, co méwig¢”. To byt
szczery, odwazny facet, z takg postawa na pewno odniést péZniej sukces, a co
najmniej uniknat przykrosci zwiazanych z samooszukiwaniem siebie i oszuki-
waniem innych.

Nie bedg zajmowat si¢ w tym tekScie wszelkiego typu zagadkami. Ludzka
inwencja w tworzeniu zagadek, famigtéwek, paradokséw, tajemnic, itd. zdaje
si¢g nieograniczona. Lubimy si¢ tym bawié, po prostu. Dla celow tego wyktadu
dokonano §wiadomego wyboru pewnych zagadek, pomijajac wiele rodzajéw
innych. Nie bed¢ zajmowat si¢ np.: rebusami, sztuczkami karcianymi, uktadan-
kami figur itp. Nie bedziemy tez analizowaé r6znego rodzaju gier. Nie przewi-
duje omawiania zagadek kryminalnych. Moge natomiast obiecac, ze postaram
si¢ nie przesadza¢ z powaga i formutowad zagadki w taki sposéb, aby ich ana-
liza dostarczata réwniez wartosci estetycznych i zabawowych.

Mozna zada¢ pytanie, czy istnieje osobna nauka zajmujaca si¢ rozwiazy-
waniem zagadek. W terminologii angielskiej uzywa si¢ okreslen: enigmato-
logy, metagrobology oraz mathematical problem solving, przy czym oznaczaja
one rézne rzeczy.

Merriam-Webster Dictionary objasnia termin enigmatology jako the in-
vestigation or analysis of enigmas. William F. Shortz jest podobno (wedtug
Wikipedii) jedyna osoba, ktéra uzyskata tytul licencjata enigmarology. Shortz
jest znanym tworca krzyzowek. O ile zdotalem sig¢ zorientowaé, enigmatologia
dotyczy gtéwnie krzyzéwek, gier stownych, puzzli mechanicznych itp.

Ponury w brzmieniu termin metagrobologia réwniez odnosi si¢ do zaga-
dek. Termin metagrobology w powyzszym znaczeniu wprowadzit (wedtug Wi-
kipedii) Rick Irby okoto 40 lat temu. Francuskiego stowa metagraboliser uzyt
w 1534 roku Frangois Rabelais w jednej ze swoich opowiesci o przygodach
Gargantui. Angielski termin metagrobolise wprowadzit Peter Motteux w 1693
roku przy okazji opublikowania ttumaczenia Thomasa Urquharta stéw Rabe-
lais: I have been these eighteen days in metagrabolising this brave speech.
Nastepowal tu przypis, wyjasniajacy ze metagrobolise to: a word forged at ple-
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asure, which signifies the studying and writing of vain things. W innym miej-
scu znaczenie tego stowa okreslano jako: fo give a lot of trouble for nothing, to
bore and annoy others. Stowo uzyte pierwotnie przez Rabelais ma pochodze-
nie grecko-tacinskie. Przypomne, ze tacinskie cribrum oznacza ,,sito”. Francu-
skie grabeler oznacza ,,przesiewac”; w czasach Rabelais oznaczato ,,badac cos
doktadnie”. Na marginesie dodam, ze angielskie fo garble oznacza ,,przekre-
cac¢” (stowa, fakty, informacje, wersje, cytaty), natomiast garbology oznacza

,badania socjologiczne oparte na analizie domowych odpadkéw”.

Rozwazanymi tu zagadkami zajmuje si¢ dyscyplina okre$lana jako mathe-
matical problem solving, czyli rozwiazywanie probleméw matematycznych.
Bede rozwazal gltéwnie zagadki w istocie logiczne i matematyczne, czgsto
podawane jednak w takiej formie, aby ukaza¢ utud¢ naszych przekonan zdro-
worozsadkowych, odnoszacych si¢ do do§wiadczenia potocznego. Stwierdzam
dogmatycznie: Potocznos¢ jest obmierzta! I peten optymizmu dodaje¢: Logic is
fun! Math is sexy!

W tym miejscu dodajmy parg stéw dotyczacych dos$¢ rozpowszechnionego
(cho¢ moim zdaniem dziwnego i nietrafnego) pogladu, ze bycie humanistka
wyklucza rozumienie matematyki. Celem wyktadu jest m.in. préba przekona-
nia humanistek, ze w gruncie rzeczy lubig matematyke. Za dziwaczny, obtudny
i peten hipokryzji uwazam gloszony przez niektére studentki poglad: ,,Nie lu-
bi¢ (nie umiem, bojg¢ sig, itd.) matematyki, poniewaz jestem humanistka”. To
bzdura, trudno twierdzié¢ co$ bardziej nieroztropnego. Po pierwsze, uprawia-
nie matematyki jest wlasnie tym, co odréznia nas, ludzi (z wtaczeniem huma-
nistek), od naszych Braci Mniejszych, jak osly, malpy, §limaki, pierwotniaki,
nie méwiac juz o nizszych jeszcze w Wielkim Lancuchu Bytéw — kaktusach.
To dziatalno$¢ specyficznie ludzka, gigboko zatem humanistyczna. Po drugie,
jak glosi nieglupie powiedzenie: ,, Tyle jest w kazdym poznaniu nauki, ile jest
w nim matematyki” (Immanuel Kant). Po trzecie, jak glosi inne réwniez nie-
glupie powiedzenie: ,,Ksigga Natury napisana jest w jezyku matematyki” (Ga-
lileusz). Po czwarte, zadna z humanistek nie potrafitaby dtuzej utrzymac si¢
na szczycie Wielkiego Lancucha Pokarmowego planety bez znajomoSci pew-
nych rudymentéw matematyki — sprébuj bez niej np.: zrobi¢ zakupy, ustalié
prosta droge z imprezy do domu, dokona¢ wyboru partnera, poréwnujac go
z innymi kandydatami itd. Jesli sadzisz, ze nie ma w takich dziataniach i de-
cyzjach zadnej ingerencji matematyki, to mylisz si¢ gteboko. Mozesz jej nie
dostrzega¢ Swiadoma uwaga, ale ona tam jest! I jej wydobycie zawsze pozwala
na lepsze rozumienie zaréwno tego, co dzieje si¢ dookota ciebie, jak i tego,
co dzieje si¢ migdzy twoimi uszami, w twoim prywatnym siedlisku rozumu.
Po piate, obecna postal Swiata, jego szata technologiczna, nie moglaby po-
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wstac bez istotnego udziatu matematyki. Dotyczy to praktycznie kazdego wy-
nalazku, kazdego odkrycia, kazdej innowacji. Matematyka rzadzi tez w osta-
tecznym rozrachunku warto$ciami i ocenami, jest obecna w sztuce i filozofii,
jest obecna wszgdzie. Czgsto nie jest tatwo dostrzegalna, ale Dobra Ksigga
przeciez tego nie obiecywata. Twierdzi si¢, ze niewiarygodna (i tajemnicza)
uzyteczno$¢ matematyki w nauce jest podarunkiem, na ktéry nie zastuzyli-
$my. Pogngbimy jeszcze na koniec te humanistki gltoszace niemadry slogan
z poczatku tego akapitu, ktére sa wierzace, ktére uznaja Wszechswiat za re-
zultat tworczego aktu Béstwa, ktére sympatyzuja z teoria inteligentnego pro-
jektu. Gdyby bycie humanistkg implikowato nieznajomos$¢ matematyki (lub
brzydzenie si¢ nig), to Béstwo kreujace Wszechswiat rzadzony matematyka
z pewnoscia nie mogtoby by¢ humanistka. Sadzg, ze powoduje to dyskomfort
w pogladach wierzacych co najmniej tej rangi co np. niesmaczny i okrutny
(w moim odczuciu) nakaz zawarty w nawotywaniu Abrahama do poswigcenia
wtlasnego syna, dla kaprysu Béstwa.

Szczegdlna uwage poswigce zagadkom, ktérych rozwiazanie pozwala na
skorygowanie niektérych naszych pochopnych pogladéw, zywionych na pod-
stawie mniej lub bardziej precyzyjnie okre§lonych intuicji. JesteSmy np. prze-
konani, ze potrafimy bezrefleksyjnie ocenia¢ szanse zaj$cia pewnych zdarzen.
Eksperymenty wyraZnie pokazuja, ze jest catkiem inaczej. Zabawny przyktad
to Monty Hall Problem. Mam trzy pudelka, doktadnie w jednym z nich jest
nagroda, pozostale sg puste. Ja wiem, w ktérym jest nagroda, ty nie. Chcesz
dosta¢ t¢ nagrodg. Gra odbywa si¢ w dwoch ruchach. W pierwszym masz wy-
bra¢ pudetko. Gdy to uczynisz, pokazuje ci, ze jedno z pozostaltych pudetek
jest puste (co oczywiscie moge uczyni¢). W drugim ruchu masz podjaé de-
cyzje co jest bardziej korzystne w celu uzyskania nagrody: 1) Pozostaé przy
pierwotnym wyborze. 2) Zmieni¢ swdj pierwszy wybor. Czes¢ os6b wybiera
1), zwykle mamroczac co$ o konsekwencji w dziataniu. Inni wybieraja 2), po-
dajac za uzasadnienie, zZe czynia to z przekory. Znakomita wigkszo$¢ twierdzi
jednak, ze 1) i 2) daja rowne prawdopodobiefistwa otrzymania nagrody. I ci
obywatele gleboko si¢ myla — zmiana pierwotnego wyboru skutkuje prawdo-
podobiefistwem otrzymania nagrody réwnym 2, a nie % Wystarczy uwaznie
policzy¢, aby si¢ o tym przekonac.

Nasz obraz Swiata wypaczamy na najprzerézniejsze sposoby. Mylimy cza-
sem wielkosci wektorowe (np. cigzar) z wielkoSciami skalarnymi (np. masa).
Wierzymy w rézne rzeczy, poniewaz wszyscy tak sadza, ksiadz, rabin, pastor,
pop tak mowia, ,,tak méwili w telewizji” itp. Ulegamy stereotypom mySlenia,
fatwo i bezwiednie. Niekt6rzy buduja swodj obraz §wiata na ,,madrosciach” za-
wartych w przystowiach, porzekadtach, aforyzmach. Sadza wigc, ze ,,od przy-



4.1.  Uwagi wstepne 93

bytku glowa nie boli”, ale jednoczesnie ,,co za duzo, to niezdrowo”. Jak pisat
Kornel Makuszynski: ,,Jesli na §w. Prota jest pogoda albo stota, to na §w. Hie-
ronima jest deszcz, albo go ni ma”. Holubimy ,,przesady”. Wychwalamy tzw.
zdrowy rozsadek jako probierz trafnosci przekonan. Kierujemy si¢ mysleniem
zyczeniowym w refleksji i dziataniu, jak mieszkancy akwarium: ,,Jesli Boga
nie ma, to kto zmienia wod¢ w akwarium?” JesteSmy nieobiektywni w oce-
nach: ,Jesli mnie co$ si¢ udato, to dlatego, ze mam zalety, jesli udato si¢ to-
bie, to dlatego, ze okolicznosci ci sprzyjaty”. I na odwrét: ,,Jesli mnie coS si¢
nie powiodlo, to z powodu niesprzyjajacych okoliczno$ci, a jesli nie udato
si¢ tobie, to dlatego, ze§S cymbal”’. Pozostajemy (najczesciej nieSwiadomie)
pod dziataniem réznych mechanizméw wptywu spolecznego, wyksztatconych
w sposdb naturalny, ewolucyjnie. I tak dalej, ludzkie sktonnosci do btadze-
nia ugruntowane bywaja rozmaicie i sag wszechobecne. Przesady, stereotypy,
mySslenie zyczeniowe, mySlenie stadne itd. zwalniaja od strat energetycznych
zwigzanych z krytycznym mysSleniem, daja poczucie bezpieczenstwa. Poczu-
cie to jest ztudne. Wartos$cig nadrzgdna dla czlowieka (z wlaczeniem humani-
stek) jest racjonalno$¢. Wybitny matematyk i filozof William Kingdon Clifford
pisal: it is wrong always, everywhere, and for anyone, to believe anything upon
insufficient evidence. (The ethics of belief, 1877).

Sadze, ze wyktad moze — choéby w niewielkim stopniu — przystuzy¢ sig
stuchaczom w nabieraniu wprawy w samodzielnym §wiadomym mys§leniu kry-
tycznym. To wilasnie traktuje jako gléwny cel powierzonej mi uniwersyteckiej
postugi dydaktycznej. Mam tez nadziejg¢, Ze nieco swobodniejszy jezyk niniej-
szej notatki nie razi ewentualnych czytelnikow.

4.1.1. Zagadki matematyczne: historia

Historia zagadek matematycznych jest réwnie dluga, jak historia samej ma-
tematyki. Mozna chyba zasadnie mniemac, ze przed systematyzacja wiedzy
matematycznej rozwazania matematyczne mialy wiasnie posta¢ zagadek fra-
pujacych myslicieli. Nie jest celem tej notatki sprawozdanie historii zagadek
matematycznych. Ograniczymy si¢ do wyliczenia niektérych postaci, ktérych
zagadki matematyczne zyskaly w swoim czasie spora popularnosc.

Papirus Rhinda. Papirus Rhinda to zabytek matematyki egipskiej (okoto
—1850 roku). Zawiera zagadke pojawiajaca si¢ takze pdZniej w kilku miej-
scach:

W siedmiu domach jest siedem kotow. Kazdy kot zjada siedem myszy. Kazda
mysz zjada siedem porcji ziarna. Z kaZdej porcji ziarna mozna bytoby otrzymaé
siedem porcji maki. Ile jest tego wszystkiego?
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Dzisiaj ta zagadka nie sprawia oczywiscie zadnych trudno$ci uczniom: wy-
starczy pamigtaé tabliczki dodawania i mnozenia.

Archimedes. Archimedes (—280, —220), najwigkszy matematyk starozyt-
nosci greckiej jest autorem zagadek, ktére staly si¢ stawne w dziejach mate-
matyki. Wymienié warto trzy z nich:

Liczba ziaren piasku. Archimedes oszacowat liczbg ziaren we Wszech-
$wiecie na 1053, Byt bodaj pierwszym z greckich matematykéw, ktéry postu-
zyl si¢ wielkimi liczbami naturalnymi.

Stado. To zadanie dotyczyto obliczenia wielkoSci stada ztozonego z r6z-
nych rodzajéow bydta, przy czym podane byly warunki wiazace liczby zwie-
rzakéw kazdego rodzaju. Zagadka ma postaé szeregu réwnan diofantycznych,
jej rozwigzanie wymaga postugiwania si¢ stosunkowo duzymi liczbami. Pro-
blem ten wiaze si¢ tez z rownaniem Pella.

Ostomachion. To tamigléwka geometryczna, polegajaca na utozeniu kwa-
dratu z podanych figur geometrycznych (w oryginale bylo ich 14). Zabawiano
sig¢ rowniez uktadaniem z tego zestawu figur podobizn zwierzat, ro§lin, budyn-
kéw itp.

Archimedes ma oczywiscie takze ,,powazne” zaslugi matematyczne: w po-
mystowy sposéb obliczat pola obszaréw ograniczonych krzywymi, rozwiazy-
wal problemy mechaniczne, zajmowat si¢ astronomig oraz inzynieria.

Sissa ben Dahir. Wedle legendy, wynalazca gry w szachy, Sissa ben Da-
hir, zazyczyt sobie od wladcy nagrody w postaci ziaren zboza, zgromadzonej
W nastgpujacy sposéb:

1. Na pierwszym polu szachownicy (powiedzmy lewym gérnym) niech
znajdzie si¢ jedno ziarno.

2. Przechodzimy teraz kolejno wszystkie pola szachownicy, np. metoda bu-
strafedon, czyli wotl orzacy pole: poruszamy si¢ w prawo do (gérnego
lewego) rogu szachownicy, potem rzad nizej w lewo, potem znowu rzad
nizej w prawo itd., az przejdziemy przez wszystkie pola szachownicy.
Na kazdym kolejnym polu szachownicy stawiamy dwa razy tyle ziarna,
co na poprzedzajacym je w tym porzadku. Umieszczamy wigc kolejno:
1,2,4,8,16,32, ... ziarna.

3. Pierwsze pytanie to: ile ziaren umieScimy na ostatnim polu? Drugie py-
tanie to: ile bedzie razem wszystkich ziaren?

Pomijamy oczywiscie komplikacje natury fizycznej: mozesz myslec€ o tych
porcjach ziarna jako przyporzadkowanych kolejno liczbom od 1 do 64, a nie
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umieszczanych na rzeczywistej szachownicy. To zadanie nie sprawia dzis$ klo-
potu uczniom, gdyz potrafiag policzy¢ sume¢ kolejnych poteg 2", od n = 0
do n = 63, korzystajac ze wzoru na sume¢ n poczatkowych wyrazoéw ciagu
geometrycznego. Prostym rozwigzaniem tego zadania jest rozumowanie na-
stepujace. Niech S oznacza sumg kolejnych poteg 27, dlan =0,1,2,...,63:

(x) S=20421 4224 4203

Udowodnimy, ze S = 24 — 1. Pomnézmy strony réwnania (%) przez 2:

28 =21 422 4 4264
a nastgpnie odejmijmy otrzymane réwnanie stronami od réwnania (x):
25 — § = —20 420,

czyli S = 264 — 1. Dodajmy jeszcze, ze: S = 18446744073709551615.

Alkuin 7 Yorku. Blogostawiony Alkuin z Yorku (735-804) byt teologiem,
filozofem, poeta, dydaktykiem, doradcg Karola Wielkiego. Napisat m.in. Pro-
positiones ad acuendos iuvenes, bodajze pierwszy lacifiski tekst zawierajacy
zagadki matematyczne. Znalazly si¢ tam m.in. nastgpujace zagadki:

Wilk, koza, kapusta. Rybak ma przewieZ¢ na drugi brzeg rzeki wilka, koze
i kapuste. Lodka moze zabra¢ oprécz niego samego tylko jedno z pozostatych.
Jak tego dokonaé, aby nie zostawia¢ wilka samego z koza, a kozy samej z ka-
pusta?

Maltzeristwa wdow i wdowcéw. Wdowiec z synem spotyka wdowe z corka.
Wdowiec zeni si¢ z cérka, a syn zeni si¢ z wdowa. W jakich sa teraz relacjach
rodzinnych?

Fibonacci. Leonardo Pisano (Fibonacci, 1170-1250) to jeden z najbar-
dziej twérczych matematykow Sredniowiecznych. Jego Liber abaci odegrata
wielce istotng rolg w edukacji wielu pokolefi. Wérdd zagadek Fibonacciego
najwigksza popularnos¢ zyskata ta dotyczaca (nieSmiertelnych?) kazirodczych
krélikéw, ktére mnozyly sig, nie baczac na stosunki pokrewienistwa. Pewien
cztowiek mial na poczatku parke krélikéw (samca i samiczke). Po miesiacu
kazda para krélikéw wydaje na §wiat potomstwo w postaci jednej pary (samca
i samiczki), ktéra jest zdolna do reprodukcji takze po miesiacu. Ile jest par kro-
likéw w kolejnych miesiacach? Rozwiazanie tej zagadki prowadzi do liczb Fi-
bonacciego, majacych wielkie znaczenie w wielu dzialach matematyki. Liczbe
F,, par krélikow w kolejnych miesiacach okres§lié mozna rekurencyjnie:

Fr=F=1 F,=F, 1+ F, o dla n>3.
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Inne zagadki Fibonacciego réwniez znajdujemy w wielu wspdiczesnych opra-
cowaniach, np.:

Fontanna. Dwa ptaki wylatuja w tym samym momencie ze szczytow dwéch
wiez, odlegtych od siebie o0 50 metréw. Wysoko$¢ jednej wiezy wynosi 30 me-
trow, a drugiej 40 metrow. Lecac po odcinkach linii prostych z ta sama jedno-
stajng predkoScia, dolatuja w tym samym momencie do fontanny, usytuowanej
na prostej pomigdzy dwiema wiezami (na poziomie gruntu). W jakiej odlegto-
Sci od podstawy kazdej wiezy znajduje si¢ fontanna?

Sakiewka. Trzech me¢zczyzn znalazto sakiewke zawierajaca 23 denary.
Pierwszy powiedzial do drugiego: ,Jezeli dodam te pieniadze do swoich, to
bgde miat dwa razy wigcej od ciebie”. Drugi powiedzial podobnie do trze-
ciego: ,Jezeli ja wezmg te pieniadze, bed¢ mial trzy razy wigcej od ciebie”.
Trzeci powiedziat do pierwszego: ,,Ja dodajac te pieniadze do swoich, bede
mial cztery razy wigcej niz ty”. Ile denaréw miat kazdy z nich?

Spadek. Pewien cztowiek na tozu Smierci wezwat wszystkich swych synéw
i powiedziat do najstarszego: ,,WeZ jednego denara z mego majatku i siédma
cze$¢ tego, co zostanie”. Do drugiego powiedzial: ,,WeZ dwa denary i siédma
czg$¢ tego, co zostanie”. Do trzeciego: ,,WezZ trzy denary i siédma czg$¢ tego,
co pozostanie”. Kazdemu kolejnemu synowi zapisywat wigc jednego denara
wigcej od poprzedniego i sidédma czgS¢ reszty. Po podziale majatku okazato
si¢, ze kazdy z synéw dostat tyle samo. Ilu byto synéw i jak duzy byt spadek?

Euler. Leonhard Euler (1707-1783) byt niezwykle twérczym matematy-
kiem, zajmujacym si¢ prawie kazda z dziedzin matematyki mu wspétczesne;j.
Pozostawit tak bogata spuScizng naukowa, ze bodaj do dzisiaj nie wydruko-
wano wszystkich jego rekopiséw. Sformutowat m.in. nastgpujace zagadki:

Mosty w Krélewcu. W rozwidleniach rzeki Pregoly znajduja si¢ dwie wy-
spy. System siedmiu mostéw na tej rzece zawieral: jeden most taczacy obie
wyspy, dwa mosty laczace jedna z wysp z przeciwleglymi brzegami rzeki oraz
dwie pary mostéw, faczace druga z wysp z przeciwlegtymi brzegami rzeki.
Euler pytal, czy mozna przejs¢ kolejno przez wszystkie mosty, odwiedzajac
kazdy tylko raz. Euler wykazal, ze jest to niemozliwe. Problem ten uwazad
mozna za poczatek teorii graféw.

36 oficeréw. Czy jest mozliwe ustawienie w kwadrat 36 oficeréw szesciu
r6znych rang z szedciu réznych regimentow, tak, aby w zadnym rzedzie ani
w zadnej kolumnie nie powtérzyl si¢ ten sam regiment ani ta sama ranga?

Lucas. Edouard Lucas (1842-1891) jest autorem czterotomowego dzieta
Recréations mathématiques po§wigconego rozrywkom matematycznym, ktére
uwazane jest za klasyke gatunku. Popularno$¢ zyskata w szczegdlnosci jego
zagadka Wieze Hanoi.
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Chapman. Noyes Palmer Chapman (1811-1889) byt urzednikiem pocz-
towym, autorem bardzo kiedy$ popularnej gry matematycznej 15 puzzle (po-
dobno po raz pierwszy pokazanej w 1874 roku). Polega ona na umieszczeniu
na kwadratowej tabliczce liczb od 1 do 15 oraz jednego pustego miejsca. Na
poczatku gry liczby rozmieszczone sa losowo, gra polega na takim przemiesz-
czaniu liczb, aby uzyskaé okre$long ich kolejnos$¢ (np. od najmniejszej do naj-
wigkszej). Takze pdzniej podobne mechaniczne gry matematyczne cieszyly
si¢ sporg popularnoscia — wspomnie¢ wystarczy np. o kostce Rubika, o ktérej
zapewne kazdy styszat.

Loyd. Samuel Loyd (1841-1911) zajmowat si¢ szachami oraz matematyka
rozrywkowa. W 1914 roku opublikowano jego Cyclopedia of 5000 puzzles,
zawierajaca tamigtéwki i zagadki matematyczne. Jest to kolejna pozycja uwa-
zana za klasyke gatunku.

Dudeney. Henry Ernest Dudeney (1857-1930) specjalizowat si¢ w zagad-
kach logicznych oraz grach matematycznych. Jego dzieto 536 puzzles and
curious problems zawiera zagadki arytmetyczne, geometryczne, kombinato-
ryczne i topologiczn. Dudeney opublikowat tez kilka innych zbioréw zagadek,
m.in. The Canterbury puzzles and other curious problems.

Carroll. Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898) to matematyk, znany
jednak bardziej pod swoim literackim pseudonimem jako Lewis Carroll. Jego
zagadki logiczne do dzisiaj urzekaja swoimi sformutowaniami i pomystowo-
Scia fabuly.

Matpa na linie. Przez bloczek pod sufitem przewieszona jest lina. Na jed-
nym koncu liny znajduje si¢ matpka, a na drugim koricu cigzarek, réwnowa-
zacy jej wage. Jesli matpka zacznie wspinac si¢ po linie, to jak bedzie poruszat
si¢ cigzarek?

Doublets. To zabawa polegajaca na zapisaniu jakiego$ stowa, a nastgpnie
kolejnych, z ktérych kazde powstaje z poprzedniego przez wymiang jednej
litery. Jak zmieni¢ w ten sposéb glowe (head) na ogon (tail)? Popatrzmy:

HEAD - heal — teal — tell — tall — TAIL

Dodajmy, ze Lewis Carroll byt prekursorem, jesli chodzi o stosowanie
pewnych waznych technik logicznych (uzycie tabliczek prawdziwoSciowych,
metoda rezolucji, metoda tablic analitycznych).

Gardner. Martin Gardner (1914-2010) to jeden z najbardziej wybitnych
i znanych wspoétczesnych popularyzatoréw matematyki. Kilka jego ksiazek zo-
stalo przettumaczonych na jezyk polski (zob. bibliografia). Gardner byt przez
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wiele lat redaktorem dziatu Mathematical Games w czasopiSmie Scientific
American. Oprécz popularyzacji matematyki interesowat si¢ m.in. paranauka
i demaskowaniem pseudonauki. Uczynit dos§¢ powszechnie znanymi m.in. na-
stepujace zagadki: gre w Zycie Conwaya, tangramy (uktadanki figur geome-
trycznych), parkiet Penrose’a (przyktad niecyklicznego wypelnienia ptaszczy-
zny), zagadki dotyczace kryptografii, gre planszowa Hex, zagadki dotyczace
obiektow fraktalnych.

Conway. John Horton Conway (ur. 1937) jest autorem niezliczonych za-
gadek matematycznych, a ponadto jest takze znanym zawodowym matematy-
kiem. Do bardziej popularnych jego zagadek naleza m.in.:

The Game of Life. Gra odbywa si¢ na nieskoficzonej ptaszczyZznie, podzie-
lonej na kwadratowe komoérki. Kazda komérka moze byé zywa lub martwa.
Stany komorek zmieniaja si¢ w (dyskretnym) czasie, w zaleznoSci od bez-
posredniego sasiedztwa kazdej komorki (kazda komérka ma osiem komdrek
sasiednich). Reguty tych zmian sa nastgpujace:

1. Martwa komorka, ktéra ma doktadnie trzech zywych sasiadéw, staje si¢
zywa w nastgpnej jednostce czasu.

2. Zywakomoérka z dwoma albo trzema zZywymi sasiadami pozostaje nadal
zywa; przy innej liczbie sasiadéw staje sig martwa w nastgpnej jednostce
czasu.

W trakcie gry powstawaé moga réznorakie struktury (wzorce) zlozone
z zywych komérek, np.:

1. Struktury niezmienne. Pozostaja w tym samym ksztalcie w czasie gry.

2. Oscylatory. Zmieniaja si¢ okresowo, ale co pewien czas powracaja do
stanu wyjSciowego.

3. Struktury niestate. Zmieniaja si¢, nie powracajac do stanu wyjsSciowego.
Sa wsréd nich struktury ,,nieSmiertelne”.

4. Statki. Zmieniaja si¢ okresowo, ale jednocze$nie przesuwaja si¢ po plan-
szy.

5. Dziata. To oscylatory, ktére co pewien czas emituja z siebie statek od-
dalajacy sie¢ od struktury wyjSciowe;j.

Napisano wiele prac na temat matematycznych aspektéw tej gry. Wiaze
si¢ ona m.in. z teorig automatéw komdérkowych oraz teorig badajaca ztozonos¢é
obliczen.



4.1.  Uwagi wstgpne 99

Aniot i diabet. Gra odbywa si¢ na nieskonczonej szachownicy. Sa dwaj
gracze — aniot i diabel, ktérych dzialania podlegaja nastgpujacym regutom:

1. Na poczatku gry na szachownicy znajduje si¢ aniol.

2. Ustalamy moc aniota: méwimy, ze aniot ma moc k£ > 1, jesli jeden jego
ruch odpowiada k ruchom kréla szachowego.

3. Ruch diabta polega na blokowaniu pdl: mozna mysle¢ o tym jako o bu-
dowaniu muréw, albo o robieniu dziur w szachownicy. Kazdy ruch dia-
bta to zablokowanie jednego pola szachownicy (z wyjatkiem pola aktu-
alnie zajmowanego przez aniota).

4. Aniot i diabet wykonuja swoje ruchy na przemian.
5. Aniot nie moze ladowac na polu zablokowanym przez diabla.

6. Aniol mocy k£ moze przeskakiwaé przez uktady zablokowanych pél o sze-
roko$ci mniejszej od k.

Przyjmiemy, ze modelem nieskoniczonej szachownicy jest zbidr punktéw
kratowych ptaszczyzny kartezjaniskiej i ze aniot na poczatku gry znajduje si¢
w poczatku uktadu wspéirzednych.

Diabet wygrywa gre, gdy uda mu si¢ zablokowaé aniota, czyli uwigzié
go na skoficzonym obszarze, poza ktéry nie bedzie mégt si¢ wydostac. Aniot
wygrywa, jesli ma mozliwo$¢ poruszania si¢ w nieskoniczonos¢.

Na mocy stosownych twierdzen topologii, gra jest zdeterminowana, czyli
jeden z graczy ma strategi¢ zwycigska. To, ktéry z nich wygrywa, zalezy od
mocy aniota oraz od rodzaju ruchéw wykonywanych przez graczy. Ustalono
m.in. nastgpujace fakty:

1. Jedli aniot ma moc 1, to diabet ma strategie¢ wygrywajaca.

2. Jesli aniot nigdy nie zmniejsza rzgdnej swojego polozenia na szachow-
nicy, to diabetl ma strategi¢ wygrywajaca.

3. Jesli aniot zawsze zwigksza swoja odlegtosé od poczatku uktadu wspét-
rzgdnych, to diabet ma strategi¢ wygrywajaca.

Rozwazano takze omawiang gre w trzech wymiarach, czyli na zbiorze
wszystkich punktéw kratowych przestrzeni kartezjanskiej tr6jwymiarowe;j. Sto-
sunkowo niedawno udowodniono, Ze aniot o wystarczajacej mocy ma strategie
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wygrywajaca w przypadku dwuwymiarowym: aniol o mocy 4 ma strategi¢ wy-
grywajaca (Bowditch 2007), aniot o mocy 2 ma strategi¢ wygrywajaca (Kloster
2007, Méthé 2007).

Conway’s Army. Omawiam t¢ zagadke dokladniej w dalszej czeSci tekstu,
w grupie zagadek dotyczacych ruchu i zmiany.

Smullyan. Raymond Smullyan (1919-2017) jest uwazany za mistrza za-
gadek logicznych. Wiele jego zbioréw zagadek i tamigtéwek logicznych prze-
thumaczono na jezyk polski (kilka ttumaczen gotowych jest do druku), zob.
bibliografia. Podaj¢ przyktady zagadek logicznych Smullyana w niniejszym
tekScie. Smullyan jest takze autorem ,,powaznych” prac matematycznych, do-
tyczacych: teorii rekursji, twierdzei metalogicznych, metody tablic analitycz-
nych.

Niektorzy wspotczesni autorzy zagraniczni. Interesujace zbiory zagadek
matematycznych opublikowali np. Presh Talwalkar i Peter Winkler. Kilka ksia-
zek z zagadkami matematycznymi autorstwa lana Stewarta zostato przettuma-
czonych na jezyk polski. Szczegéty podaje w bibliografii.

Polscy autorzy. W polskiej literaturze przedmiotu znajdujemy wiele cie-
kawych zbioréw zagadek matematycznych, np.: Hugo Steinhaus Kalejdoskop
matematyczny, Szczepan Jelefiski Lilavati, Sladami Pitagorasa, Cecylia Rau-
szer Rozmaitosci matematyczne, Witold Wigstaw Stare polskie zadania z mate-
matyki, Krzysztof Ciesielski i Zdzistaw Pogoda Zagadki matematyczne, Wielka
ksiega zagadek. Matematyczna bombonierka, Edward Piegat Zadania Hugona
Steinhausa znane i nieznane, Jeszcze 105 zadan Hugona Steinhausa, Marek
Penszko tamigtowki. Podréze w kraing matematyki rekreacyjnej. Zagadki i ta-
migléwki matematyczne podawane sa takze w pracach popularyzujacych ma-
tematyke — zob. np. ksigzki Michata Szurka podane w bibliografii.

4.1.2. Zagadki matematyczne: zasoby

W bibliografii podaj¢ pozycje, z ktérych zaczerpnatem poszczegélne zagadki.
Obecnie mamy do dyspozycji wiele réznorodnych Zrédet zagadek matema-
tycznych. Znajdujemy je w ksiazkach popularyzujacych matematyke, zbio-
rach zagadek, materiatach réznorakich konkurséw matematycznych, a takze
na wielu portalach internetowych poswigconych matematyce. Niektore cza-
sopisma prowadza kolumny pos§wigcone zagadkom matematycznym. Na stro-
nie internetowej Chronology of Recreational Mathematics Davida Singmastera
wyliczono setki przyktadéw rozrywek matematycznych, ktére cieszyty ludzi
w dziejach.
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Zbiory zagadek

Niektére pozycje z zalaczonej na koncu tekstu bibliografii poSwigcone sa w ca-
tosci zagadkom matematycznym. Sa to pozycje juz klasyczne (np. opracowa-
nia Steinhausa, Jelenskiego, Gardnera, Smullyana) badz tez catkiem nowe (np.
opracowania Stewarta, Winklera, Havila, Talwalkara). Wtaczylem do biblio-
grafii takze zestawy zadan z réznych konkurséw matematycznych: olimpiad
matematycznych, ktére odbywaty sie¢ w Zwiazku Socjalistycznych Republik
Radzieckich oraz znanych amerykanskich konkurséw William Lovell Putnam
Mathematical Competition.

Konkursy matematyczne

W wielu krajach popularne sa réznego typu konkursy matematyczne. Czasem
nazywaja si¢ one olimpiadami matematycznymi i maja catkiem powazny cha-
rakter — uczestnictwo w takiej olimpiadzie i1 zostanie jej laureatem bywa na-
groda zaréwno dla uczniéw, jak i dla opiekujacych si¢ nimi nauczycieli.

Alfabetyczna listg konkurséw matematycznych w Polsce znaleZzé mozna
na stronach: http://sem.edu.pl/konkursy/.

Informacje na temat konkurséw matematycznych w réznych krajach §wiata
znalez¢ mozna w Wikipedii, pod hastem List of mathematics competitions.
Amerykariskie konkursy matematyczne wyliczone sa na stronach Mathemati-
cal Association of America: http://www.maa.org/math-competitions

Portale w sieci

W sieci znajdujemy coraz wigcej portali poSwigconych zagadkom matema-
tycznym, matematyce rekreacyjnej, réznego rodzaju tamigtéwkom itp., np.:
Mind your decisions, Mathologer, 3Bluel Brown, Numberphile, Khan Academy,
TED-ED, PBS Infinite Series. Doprawdy, trudno je wyliczy¢. Warte zauwaze-
nia sg réwniez niektdre polskie portale, np.: Adonai.pl, Matematyka.pl, Serwis
matematyczny, Polski portal matematyczny, Wroctawski portal matematyczny.

4.2. Przyklady zagadek matematycznych

Grupuje zagadki w umownych dziatach tematycznych. Poszczeg6lne zagadki
moga czasem zostaé przypisane do réznych dziatéw, ale to nie jest zadnym
ktopotem. Pamigtajmy o jednosci catej matematyki. Czgsto najciekawsze pro-
blemy matematyczne powstaja w obszarach wspélnych réznym jej dziatom.
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Nie wyr6zniam np. osobnego dzialu poswigconego grom, ale zagadki doty-
czace gier umieszczam w réznych dziatach. Mozna dokona¢ drobniejszego
podzialu tematéw — np. wyrézni¢ osobny dziat poSwigcony tym zagadkom,
w ktdrych istotng rolg odgrywa rozbiezno$¢ szeregu harmonicznego. Niektére
z podanych nizej zagadek znaleZ¢ mozna w réznych stylizacjach w wielu miej-
scach. Prawie wszystkie zagadki zaczerpnigto z pozycji podanych w bibliogra-
fii (w wybranych przypadkach podaje¢ informacjg bibliograficzng).

4.2.1. Nieskonczone

To jedno z najwazniejszych poje¢ matematycznych. Zawsze byto ono tez 7ré-
dtem wielu probleméw filozoficznych. Budzito i budzi emocje: strach, podziw,
itd. Zongluje si¢ nim do$¢ swobodnie w systemach religijnych. Czy potrafimy
porzadnie zdefiniowac nieskoficzono$¢? Zastanéw si¢ przez chwile, czy wi-
dzisz mozliwo$¢ precyzyjnego okreslenia, ze czegos jest nieskonczenie wiele,
bez odwotywania si¢ np. do: czasu, przestrzeni, uporzadkowania. Prawdopo-
dobnie w miarg tatwo przychodzi ci obcowanie z nieskoriczonosciqg poten-
cjalng — z przypadkiem, gdy mozna bez ograniczefi stale powigkszac jaka$ ko-
lekcje¢ obiektéw. Mozesz natomiast z pewnym-takim-wahaniem by¢ sktonna
do uznania, ze istnieje rOwniez nieskoriczonos¢ aktualna — oraz ze mozemy
wykonywaé pewne operacje na ujmowanych w catos¢ obiektach nieskoniczo-
nych. Z pewnos$cig zaczniesz si¢ buntowaé, gdy dowiesz si¢ o istnieniu calej
skali r6znych nieskoniczonosci.

Zagadki

lle banknotow? Raymond Smullyan podaje w Labiryntach logicznych nastg-
pujaca ciekawg zagadke (Smullyan 2009, 146; ttum. J.P.):

Problem 14.21. Zatézmy, ze ty i ja jesteSmy nieSmiertelni. Mam nie-
skoriczona liczbg banknotéw dolarowych do mojej dyspozycji, a ty na
poczatku nie masz zadnego. Dzisiaj daj¢ ci dziesig¢ banknotéw, a ty
oddajesz mi jeden. Jutro dam ci kolejne dziesigé, a ty wtedy z dzie-
wigtnastu banknotéw, ktére masz, oddasz mi jeden. I tak we wszystkie
nastgpne dni, ja daj¢ ci dziesig¢ kazdego dnia, a ty oddajesz mi jeden.
Czynimy tak przez cala wieczno$¢. A teraz pytaniem jest: ile na state
pozostanie ci banknotéw? Nieskorniczona liczba? Zero? Jaka$ dodatnia
liczba skoficzona? (Jestem przekonany, ze odpowiedZ wprawi w szok
wielu z was!)

Kule Smullyana. Przypu$émy, ze masz nieskoniczenie wiele kul, ponume-
rowanych dodatnimi liczbami catkowitymi, przy czym kazda taka liczba jest



4.2.  Przyktady zagadek matematycznych 103

umieszczona na nieskonczenie wielu kulach (masz wiec nieskonczenie wiele
kul z jedynka, nieskoficzenie wiele z dwéjka, nieskoniczenie wiele z tréjka
itd.). Masz tez pudetko, ktére zawiera skoniczenie wiele ponumerowanych kul.
Celem zabawy jest opréznienie pudetka, wedlug nastgpujacej reguty. W kaz-
dym kroku wyjmujesz pewna kulg, a na jej miejsce wkladasz catkiem dowolna
liczbe kul o mniejszych numerach. Poniewaz nie ma mniejszych od jedynki
dodatnich liczb catkowitych, wigc kuli z jedynka niczym nie zastgpujesz. Roz-
wiazanie wyglada prosto: wystarczy, ze zastapisz kazda kulg w pudetku kula
z jedynka, a potem wyjmiesz te wszystkie kule z jedynka po kolei. Ciekawe
w tej zabawie jest jednak to, ze nie mozna z gbry ograniczyC liczby krokéw
potrzebnych to opréznienia pudetka — pamigtajmy, ze mozna ,,utrudniaé” po-
przez dokladanie dowolnej skoficzonej liczby kul, byle o numerze mniejszym
niz numer kuli zastgpowanej. Czy potrafisz uzasadni¢, ze zabawa musi zakon-
czy¢ sig¢ po skonczonej liczbie krokéw?

Rog Gabriela. Wierni z jednej z parafii na dalekiej pétnocy kraju poda-
rowali swojemu arcybiskupowi ksztattna flaszkg wypelniona winem. Ma ona
mianowicie ksztalt nastgpujacy: sktada si¢ z walca o promieniu i wysokos$ci
réwnej jednostce (np. jednemu metrowi) oraz szyjki, ktéra jest powierzchnia
powstata poprzez obrét wykresu funkeji f(z) = % w przedziale od 1 do nie-
skoiczonos$ci. Czy arcybiskup bedzie pit z niej wiecznie, zaktadajac, ze co-
dziennie pragnie, powiedzmy, ¢wiarteczki?

Rozwiazania

Ile banknotow? OdpowiedZ zalezy od tego, ktére ze swoich banknotéw mi
oddajesz! Spdjrzmy bowiem:

1. Jesli oddajesz mi zawsze banknot ze szczytu sterty dziesigciu bankno-
téw, ktoére ci datem danego dnia, to dziewigé banknotéw ze sterty bedzie
ci zostawalo za kazdym dniem, a stad na state bedziesz miat nieskon-
czenie wiele banknotéw.

2. Mozesz tez postapié inaczej: najpierw (w ciagu pierwszych dziesigciu
dni) oddasz mi pierwsze dziesig¢ banknotdw, ktére otrzymate§ pierw-
szego dnia, potem (w ciggu nastgpnych dziesigciu dni) drugie dziesigc
banknotéw, ktére otrzymale$ drugiego dnia itd. Wtedy ostatecznie (po
nieskoriczonej liczbie dni) oddasz mi wszystkie banknoty, ktére otrzy-
mate$ i pozostaniesz z niczym, jak przed naszg zabawa.



104 Rozdziat 4. Zagadki matematyczne w dydaktyce

3. Mogtbys wreszcie postapi jeszcze inaczej: na state zatrzymaé dowolna
skoriczong liczbg banknotéw, ktéra sam wybierzesz i oddawaé mi reszte
np. wedle procedury z poprzedniego punktu.

Smullyan pisze w rozwigzaniu tej zagadki (Smullyan 2009, 155-156; ttum.
J.P):

Mozna na to spojrzeé inaczej w ten oto sposéb. Wyobraz sobie, ze wszyst-
kie banknoty sa ponumerowane 1,2,...,n,... Wtedy mogltbys, we-
dtug jednej strategii, systematycznie oddawac¢ mi banknoty w porzadku
1,2,...,n,..., w ktérym to przypadku nie zatrzymalby$ zadnego; al-
ternatywnie, mogtbys oddawaé mi banknoty oznaczone liczbami parzy-
stymi i zatrzymaé nieskoniczenie wiele banknotéw oznaczonych licz-
bami nieparzystymi. Albo jeszcze inaczej, méglby$ na stale zatrzymaé
dowolna skoniczona liczbg, ktéra cheesz i oddawaé mi reszte wedle ro-
snacego porzadku numeréw.

Caly ten problem jest jedynie zwodniczg wersja pytania, ile liczb natu-
ralnych pozostanie, jesli usuniemy nieskonczenie wiele z nich. Tu odpo-
wiedzia jest oczywiscie, ze zalezy to od tego, ktére liczby usuniemy (by¢
moze wszystkie, by¢ moze tylko parzyste, byé moze wszystkie liczby
wigksze od 27).

Kule Smullyana. Zabawg t¢ przedstawi¢ mozna w postaci drzewa o po-
numerowanych wierzchotkach. Poczatkowa zawarto$¢ pudetka reprezentuja
wierzchotki wychodzace bezposrednio z korzenia drzewa. Zastgpowanie ja-
kiej$ kuli (liScia drzewa) zbiorem innych polega na dotaczeniu, w miejsce
usuwanego liscia, catego zbioru nowych lisci, reprezentujacych kule, zastepu-
jace usuwana kulg. Drzewo ,,ro$nie w gére” w miarg jak zastgpujemy usuwane
kule nowymi. Zauwazmy, ze na kazdej galezi drzewa wystepuja kule o coraz
mniejszych numerach. Ponadto, kazdy wierzchotek drzewa ma tylko skoficze-
nie wielu bezposrednich potomkéw. Gdyby drzewo miato nieskoriczona liczbe
wierzchotkéw, to (na mocy lematu Koniga) musiatoby mie¢ gataZ nieskon-
czona. To jednak jest niemozliwe, ze wzgledu na wspomniany juz fakt, ze
numery na kazdej galezi maleja w miar¢ oddalania si¢ od korzenia drzewa.
Zabawa w oprdznianie pudetka musi wigc zakonczy¢ si¢ w skoiczonej liczbie
krokéw.

Rog Gabriela. Mamy niedobre wiadomoSci dla spragnionego arcybiskupa.
Nie chodzi nawet o to, ze musiatby mie¢ nieskoficzenie dlugg szyj¢, aby napié
si¢ z tej flaszki bez jej rozbijania, ale przede wszystkim o to, ze objetos¢ roz-
wazanej flaszki jest skoiczona, mimo iz jej catkowita powierzchnia jest nie-
skoiczona. Stosowne obliczenia (wykorzystujace catkowanie, ale mozna tez
opracowac wersje dyskretna zagadnienia, przez aproksymacje flaszki ciagiem
walcéw o wysokosci 1 oraz stosownie dobranych promieniach) ukazuja, ze:
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1. Objetos¢ rozwazanej flaszki to objgto§¢ walca (tu: 27) plus objetosc
szyjki (tu: ), czyli razem 3.

2. Powierzchnia rozwazanej flaszki to powierzchnia boczna walca (réwna
2m) plus powierzchnia szyjki, a ta ostatnia jest nieskoriczona, gdyz ma-
joryzuje wielko$¢ 27 In z, ktéra to wielko$¢ dazy do nieskonczonosci
wraz z x dazaca do nieskoriczonosci.

Powyzsze wyniki otrzymujemy, wykorzystujac stosowne wzory na obje-
to$¢ oraz pole powierzchni bryty obrotowej. W naszym przypadku bryte te
otrzymujemy, rozwazajac obracajacy si¢ wokot osi odcigtych wykres funkcji
fz) = % w przedziale od 1 do jakiej$ liczby d. Mamy mianowicie nastgpu-
jace wzory na objetos¢ V' (d) oraz powierzchnig¢ P(d) tej bryty:

1
—d =7r(l-=
/ x = d)
d d
\/ 1
27?/ dx>27r/$dx:27rlnd
1

1
Przechodzac do granicy w pierwszym z tych wzoréw, mamy:

li 1-2)=
Jm (L= o) =7

Natomiast przejscie do granicy w drugim z tych wzoréw daje:

lim 27 lnd = o0
d—oo

Ta granica nie jest skoficzona, poniewaz warto$¢ funkcji logarytmu natural-
nego dazy do nieskoficzonos$ci przy argumencie dazacym do nieskoficzonosci.

W szkole powyzszych wzoréw nie mozemy wykorzystaé, ale mozemy po-
da¢ stosowne oszacowania dla powierzchni P szyjki flaszki oraz jej objgto-
$ci V, w ktérych nie stosujemy catkowania. Wykorzystuja one aproksymacje
szyjki flaszki walcami o wysokosci 1 oraz promieniach bedacych odwrotno-
Sciami kolejnych liczb naturalnych:

[e.@] o0
LP>>0erl1-H=2ry 1=c

n=1 n=1

2. V< Zl(w(%ﬁ.n:ﬂZ#:W%
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W szkole poznaliSmy wzory: na sume¢ n poczatkowych wyrazéw ciagu
arytmetycznego, na sume¢ n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego
oraz na sume¢ nieskoniczonego ciagu geometrycznego, jesli jego iloraz jest co

o0
do bezwzglgdnej warto$ci mniejszy od jedynki. Kolejne wyrazy sumy %

n=1
nie sa jednak ani wyrazami ciaggu arytmetycznego, ani geometrycznego, wigc

poznane w szkole wzory nie maja tu zastosowania. Oznaczmy:
1
k=1

o0

Liczby H,, nazywamy liczbami harmonicznymi, a suma » % to szereg har-
n=1

moniczny. Od XIV wieku wiadomo, ze szereg ten jest rozbiezny (czyli suma

ta nie jest liczba skoficzona), jak wykazal to bodaj po raz pierwszy Miko-
1aj z Oresme. Istnieje kilkadziesiat dowoddw rozbieznos$ci szeregu harmonicz-
nego, przypomnijmy ten pochodzacy z XIV wieku. Poréwnajmy nastgpujace
sumy nieskonczone:

I SLOVL FIL L UL UL SPUL FIL PR
23 45 6 7 8 9 107

IRSEIEE R R PR R I P
274488 88716 16"

Kazdy kolejny sktadnik pierwszej sumy jest niemniejszy od odpowiadajacego
mu kolejnego skladnika drugiej sumy. Te druga sume¢ mozemy przedstawié
W postaci:

1 1 1

1+ =+ (=+=)+(c+s+=+ Ll 1!
2 4 4

)+Qﬁ+ﬂfiﬁ+m+1dﬁﬁ+ﬁﬁd@+

11 1 1
8 8 8 8
Sumy sktadnikéw w nawiasach sgq wszystkie réwne % Jakakolwiek wigc wy-
bierzemy wielko$¢ skoficzong n, to wystarczy doda¢ odpowiednig liczbg utam-
kow %, aby otrzymaé sumeg przekraczajaca n. W konsekwencji, wystarczy
takze dodaé odpowiednia liczbe kolejnych sktadnikéw szeregu harmonicz-

nego, aby przekroczyé dowolna, z gory Wybranq liczbg n.

Dowdd (Eulera), ze S = Z # = JCSt dos¢ ztozony. Pokazemy jedy-
n=1
nie, ze S jest liczba skonczona:
S—LH +3)t(Et+etgta)+...<
1+ (% +%Hﬂ%+%+é+%%h“:
I+ Z+m+...=1+3+0)2?+ (@3 +... =L =2
2
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Zwré¢my uwage, ze bryle o podobnych witasnosciach (skoriczona obje-
to$¢ ograniczona nieskoficzona powierzchnia) otrzymamy tez, gdy wykonamy
nastepujaca konstrukcje. SzeScian jednostkowy dzielimy na potowy: gérna
i dolna. Gorng dostawiamy do prawej strony dolnej. Teraz t¢ obecnie prawa
potowe dzielimy na potowy: gérna oraz dolna. Gérng dostawiamy do prawej
strony dolnej. I tak dalej: otrzymujemy nieskoiczone (co do powierzchni)
schody, jednak cata bryla ma objetos¢ taka, jak wyjsciowy szeScian, czyli
réwna jeden.

Zagadka dotyczaca rogu Gabriela omawiana jest np. w Havil 2008. Zgod-
nie z tradycja chrzedcijanska, archaniot Gabriel ogtosi Sad Ostateczny zadg-
ciem w r6g. Rozwazany obiekt geometryczny jest nazywany takze trabka Tor-
ricelliego. Szereg harmoniczny pojawi si¢ w jednej z kolejnych zagadek.

4.2.2. Liczby i wielkoSci

W szkole metoda przemocy symbolicznej nauczono ci¢ tabliczek: dodawa-
nia i mnozenia. Zmuszono ci¢ réwniez do poznania algorytmicznych przepi-
s6w, ustalajacych jak (catkowicie bezmyslnie) dodawaé, mnozy¢, odejmowac
i dzieli¢ liczby. Potem jeszcze byty potegi, pierwiastki, logarytmy. Czy jednak
wiesz, czym wlasciwie sa liczby (naturalne, catkowite, wymierne, rzeczywi-
ste, zespolone) oraz czym wilasciwie jest ich dodawanie, mnozenie, itd.? Czy
istnieja inne rodzaje liczb niz te, o ktérych méwiono w szkole? Jakie jesz-
cze rozwaza si¢ operacje na liczbach i po co? Czy istnieja wielkoSci nieskon-
czenie wielkie lub nieskoniczenie mate? Czy o liczbach (predzej czy pdzniej)
dowiemy si¢ wszystkiego czy tez istnieja prawdy o liczbach, ktére dowodem
matematycznym nie sg osiggalne? Czy kazdy zbidr liczb naturalnych mozemy
w jakis efektywny sposob opisac?

Zagadki

Wiek dzieci. Wyobraz sobie nastgpujacy dialog:
— Ile lat maja twoje dzieci?
— Mam tréjke dzieci, iloczyn ich lat wynosi 36.
— To nie wystarcza dla ustalenia wieku kazdego z nich!
— Suma ich lat réwna jest liczbie okien w kamienicy naprzeciwko.
— To tez nie wystarcza!
— Najstarsze ma zeza.
— No, wreszcie! Teraz juz wiem, ile lat ma kazde z tréjki.
Ile lat ma kazde z dzieci?
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17 koni. Ojciec zostawia w spadku trzem synom 17 koni, zyczac sobie,
1

aby spadek podzielono (wedle starszenstwa) w stosunku: % i3 %, a przy tym
oczywiscie nie wolno dzieli¢ koni na kawatki. Czy mozna zatem wypetnié
ostatniag wole konajacego?

lle wazeri? W dziesigciu workach znajduja si¢ monety, w kazdym tysiac
monet. Dziewig¢ workéw zawiera wylacznie monety prawdziwe, a jeden wy-
lacznie monety fatszywe. Prawdziwa moneta wazy 14 g, a falszywa 15 g.
Mamy do dyspozycji precyzyjna wage, ktéra wytrzyma obciazenie do 100 kg.
Jaka jest minimalna liczba wazen, ktéra pozwoli z catkowita pewnoscia usta-
li¢, ktéry worek zawiera falszywe monety?

Rozwiazania

Wiek dzieci. Dopiero wszystkie trzy powyzsze informacje pozwalaja rozwia-
za¢ zagadke. Sposéb postgpowania narzuca si¢ prawie natychmiast. Najpierw
ustalamy wszystkie dzielniki liczby 36. Sa to: 1, 2, 3,4, 6,9, 12, 18, 36. Zbu-
dujmy teraz zestawienie, w ktérym pierwszy wiersz to mozliwy wiek jednego
dziecka, pierwsza kolumna to mozliwy wiek drugiego dziecka, a wiek trze-
ciego otrzymujemy, dzielac 36 przez iloczyn liczby lat pierwszego oraz dru-
giego z dzieci i wpisujemy na przecigciu stosownego wiersza i kolumny. Znak
X~ stawiamy w sytuacji, gdy 36 nie dzieli si¢ przez ten iloczyn. Ze wzgledu na
warunki zadania oraz wtasnosci dziatan na liczbach wystarczy oczywiscie wy-
petié tylko potowe tego zestawienia, jak pokazano to nizej (a nawet jedynie
jego ¢wiartke — widzisz ktéra?):

1 |2 |3]14/6[9]12|18 |36
1 {36 |18 (12964 3 | 2 1
2 1181916 | x |32 x |1
311216 |4 (3|2 |x|1
4 19 | x| 3 |x|x|1
6 | 6 |3 |2 |x|1
9 14 2] x |1
121 3 | x| 1
18] 2 |1
36 | 1

Z tego zestawienia znajdujemy mozliwe uktady liczby lat dzieci i zapisu-
jemy je w nastgpnym zestawieniu, powiedzmy w porzadku rosnacym. Ostatnia
kolumna podaje sumg¢ lat kazdej z rozwazanych tréjek:
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1|1]36]|38
1121821
113]12]16
11419 |14
116 6 |13
21219 |13
21316 |11
313|410

Widaé, ze w dwéch przypadkach otrzymujemy tg sama sume — odpowiada
to temu, ze podanie owej sumy nie wystarczato jeszcze do rozstrzygnigcia, ile
lat maja dzieci. Wykorzystujemy wreszcie ostatnig informacje: jedno z dzieci
ma by¢ najstarsze, co wyklucza uktad (1,6,6). OdpowiedZ na nasze pytanie
brzmi zatem: dzieci maja, odpowiednio, dwa, dwa i dziewigc lat.

Mogloby si¢ wydawacd, ze cala ta zabawa z zestawieniami jest niepotrzebna
i wystarczy szybko ,,w rozumie” znaleZ¢ tréjki liczb spelniajace pierwsze dwa
warunki. To oczywiScie mozliwe, gdy bierzemy pod uwage wiasnie tak nik-
czemnie matle liczby. Dla wigkszych liczb ich rozktadéw na sumy jest juz bar-
dzo duzo — dla przyktadu, liczba n ma 2" ! rozktadéw (uporzadkowanych) na
sumy. W ogdlnosci, partitio numerorum (podziat liczb na sumy) oraz facto-
risatio numerorum (podzial na czynniki) to problemy wielce skomplikowane.
Dla przyktadu, liczba 1000 ma 24061467864032622473692149727991 roz-
ktadéw (nieuporzadkowanych) na sumy.

17 koni. Wystarczy na chwilg pozyczy¢ jednego konia od sasiada. Wtedy
mamy 18 koni i dzielenie tej liczby wedle zasad testamentu daje:

18 18 18
2 ) 3 0 9

Mamy: 9 + 6 4 2 = 17. Oddajemy pozyczonego konia.

Zauwazmy, ze — precyzyjnie rzecz biorac — nie uczyniliSmy zado§¢ wyma-
ganiom testamentu, aby konie podzielone zostaty w proporcji % : % : %, gdyz
w istocie kazdy z synéw otrzymal wigcej, poniewaz:

17 17 17

2 6 > 3 2> 9"

Przypuszczamy jednak, ze wszyscy spadkobiercy sa zadowoleni (nie méwiac
o koniach, ktére uniknety ¢wiartowania dzigki tej arytmetycznej sztuczce).

Zagadka pochodzi od Tartagli, jak pisze Petkovi¢ na stronie 24 swojego
znakomitego zbioru zagadek Petkovi¢ 2009. Dodaje tez, ze rownanie diofan-
tyczne:

9 >

1 1 1 n




110 Rozdziat 4. Zagadki matematyczne w dydaktyce

ma doktadnie siedem rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich, czyli jest
doktadnie siedem uktadéw (n, a, b, ¢) spetniajacych to réwnanie. Sa to miano-
wicie uktady: (7,2,4,8), (11,2,4,6), (11,2, 3,12), (17,2, 3,9), (19,2, 4,5),
(23,2,3,8), (41,2,3,7).

lle wazeri? Wystarczy jedno wazenie! Na wadze ktadziemy jedna monetg
z pierwszego worka, dwie monety z drugiego, trzy z trzeciego itd. W sumie
zatem ktadziemy na wadze:

1+2434+4+5+6+7+8+9+10=55

monet. Wynik pomiaru pozwala jednoznacznie wskaza¢ worek z fatszywymi
monetami, poniewaz:

1. Gdyby wszystkie monety byty prawdziwe, to wynikiem pomiaru byloby
55-14 =770 g.

2. Jesli waga wskaze 771 g, to falszywe monety sa w worku pierwszym.
3. Jesli waga wskaze 772 g, to falszywe monety sa w worku drugim.
4. Jesli waga wskaze 773 g, to falszywe monety sa w worku trzecim.

5. Itd. A zatem, jeSli waga wskaze 770 + ng, gdzie 1 < n < 10, to n jest
numerem worka z fatszywymi monetami.

Podobne zagadki (z r6zna liczba workéw oraz waga monet) znaleZ¢ mozna
w wielu miejscach, np.: https://szaloneliczby.pl/worek-monet/ [28 lutego 2020]

4.2.3. Ruchizmiana

Czym sa ruch i zmiana? Niekt6rzy twierdzili, Ze to, co jest, jest niezmienne, bo
gdyby bylo zmienne, to musialoby przejs$¢ od tego czym jest, do tego czym nie
jest; ale tego czym nie jest, przeciez nie ma, a wigc zmiana jest niemozliwa.
,Ruchu nie ma” — powiedzial Parmenides i odszedl. ,,Strzala wypuszczona
z tuku nie porusza si¢” — twierdzit Zenon: w kazdym momencie pozostaje bo-
wiem nieruchoma, a suma bezruchu przeciez ruchu da¢ nie moze. Nie sg to
tylko czcze igraszki stowne — wiaza si¢ z nimi podstawowe pytania o naturg
rzeczywistos$ci oraz mozliwosci jej poznania. Z pobytu w dyskotece wiesz,
ze ludzie wykonuja rézne — czasem dziwne — ruchy. Pelno jest takze ruchu
w przyrodzie — tu co$ petznie, tam co$ fruwa, a tam dalej coS si¢ kolysze itp.
W jaki sposéb opisujemy tg olbrzymig réznorodno$é ruchdw? Czy kazdy ro-
dzaj ruchu (powiedzmy: turbulentne przeptywy cieczy) potrafimy opisa¢ mate-
matycznie? Jedna z najwigkszych zagadek Natury jest to, ze obiekty fizyczne
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zachowuja si¢ zgodnie z pewnymi prawami minimalizujacymi wybrane pa-
rametry. Skad, u licha, mata-gtupia-czastka wie, ktéra z nieskoniczenie wielu
drég migdzy dwoma punktami jest najkrétsza?

Zagadki

Mréwka na linie. Rozwazmy nastgpujacy eksperyment mys$lowy. Mamy do-
skonale (nieskoficzenie) elastyczna ling o dtugosci, powiedzmy, 1 km. Lina
rozciaga si¢ z jednostajna predkoscia 1 km/sek. Tak wigc, traktujac lewy ko-
niec liny jako nieruchomy, jej prawy koniec oddala si¢ od lewego wtasnie
z jednostajna predkoscia 1 km/sek: po jednej sekundzie lina ma 2 km dtu-
gosci, po dwoéch sekundach 3 km dlugosci itd. Z lewego konca liny startuje
mata mréwka, poruszajac si¢ wzdtuz liny ze stata predkoscia (wzgledem sa-
mej liny), powiedzmy, 1cm/sek. Pytamy teraz: czy mréwka dotrze do prawego
korica liny w skoficzonym czasie, czy tez bedzie dreptala w nieskoficzonosé,
nigdy nie docierajac do prawego korca liny?

Drabina na scianie. Drabina o dtugosci L opiera si¢ gérnym koiicem o pio-
nowa $ciang, a jej dolny koniec spoczywa na poziomie gleby. Stojaca drabina
tworzy z poziomem gleby kat ostry. Przypusémy, ze dolny koniec drabiny po-
rusza si¢ (jest ciagnigty) po poziomie gleby z jednostajna predkoscia v. Z jaka
predkoscia gérny wierzchotek drabiny uderzy w poziom gleby?

Armia Conwaya. Nieskorficzona szachownice dzieli pozioma bariera — tak,
jak oS odcigtych w uktadzie kartezjariskim dzieli ptaszczyzne. Na polach sza-
chownicy pod barierg gromadzimy armi¢ pionkéw. Poruszaé si¢ one moga po-
ziomo lub pionowo (nie po przekatnych!) w ten sposéb, ze pionek wykonujacy
wlasnie ruch przeskakuje przez pionek przed nim (usuwajac go) i laduje na
polu za nim, pod warunkiem, ze pole to jest puste. Celem gry jest osiagnig-
cie przez co najmniej jeden pionek ustalonego poziomu ponad bariera. Twoim
zadaniem jest podanie przyktadéw armii, ktére osiagaja poziomy: pierwszy,
drugi, trzeci, czwarty i piaty.

Rozwiazania

Mréwka na linie. Zanim podamy rozwiazanie zagadki, zauwazmy, ze wiele
0s6b prébuje podaé¢ natychmiastowa, bezrefleksyjng odpowiedzZ i jest to zwy-
kle odpowiedz btgdna. Ot6z moze si¢ wydawac, ze wolno drepczaca mréwka
nie ma szans na dotarcie do prawego konca szybko rozciagajacej si¢ liny.
W rzeczywistosci jest inaczej: jakkolwiek szybko rozciagataby sig lina (byle
z jednostajng predkoscia!) i jakkolwiek wolno dreptataby mréwka (byle row-
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niez z jednostajna predkoscia, nie zwalniajac), to musi ona po pewnym czasie
osiagnaé prawy koniec liny.

Zagadka ta omawiana jest przez ré6znych autor6w — zob. np.: Gardner 1982,
Graham, Knuth i Patashnik 1996. Jest tez obecna na r6znych stronach poS§wig-
conych rozrywkom matematycznym.

Podkreslmy, ze zagadka ma charakter eksperymentu myslowego — przyj-
mujemy w nim pewne zatozenia idealizacyjne: istnienie doskonale elastycznej
liny, odpowiednio dlugi czas zycia mréwki, zaniedbywalnie male rozmiary
mréwki. W istocie abstrahujemy od przywotanej reprezentacji fizycznej (jako$
trzeba zagadke opowiedzieé, aby miata stosowna dramaturgi¢) i mamy przed
soba problem z fizyki teoretycznej, a wlasciwie problem czysto matematyczny.

Problem sformulowany w wersji ciaglej moze sprawiaé pewne klopoty,
jesli chodzi o trafne wyobrazenie sobie rozwazanej sytuacji i poprawne na-
pisanie réwnania ruchu mréwki. Zwykle formutuje si¢ wigc te¢ zagadke w po-
staci dyskretnej — mniej realistycznej, ale za to tatwiejszej do rozwigzania. Wy-
obrazmy sobie zatem, ze lina nie rozciaga si¢ w sposéb ciagtly, ale skokowo:
co jedng sekund¢ Demon rozciaga ling o jeden kilometr. Mréwka drepcze wigc
przez pierwsza sekunde, a wraz z jej wybiciem Demon rozciaga ling z jednego
do dwdch kilometréw. Mréwka maszeruje przez drugg sekundg, a z jej wybi-
ciem Demon rozciaga ling z dwoéch do trzech kilometrow. I tak dalej. W tej
wersji zagadke rozwigzaé juz latwo — wystarczy zastanowic sig, jaka czgsé
calej dtugosci liny przebywa mréwka w kazdej kolejnej sekundzie:

1. w pierwszej sekundzie mréwka pokonuje jeden centymetr z jednego ki-
lometra, czyli m czg$¢ catej dlugosci liny

2. w drugiej sekundzie mréwka pokonuje jeden centymetr z dwdch kilo-
metréw, czyli m cze$¢ catej dlugosci liny

3. w trzeciej sekundzie mrowka pokonuje jeden centymetr z trzech kilo-

metréw, czyli m czg$¢ catej dlugosci liny

4. i tak dalej: w n-tej sekundzie mréwka pokonuje jeden centymetr z n
kilometréw, czyli m cze$¢ catej dlugosci liny.

Nasze pytanie sprowadza si¢ teraz do tego, czy istnieje liczba n taka, ze

suma:
1 1 1 1

100000 + 200000 + 300000 ot n - 100000
bedzie réwna 1, czyli catej dlugosci liny. Inaczej méwiac, szukamy n takiej,
dla ktére;j:

1 1 1
1+-+-+...4+ — =100000.
2 3 n
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Pami¢tamy (zagadka Rég Gabriela), ze 1 + % + % + ...+ % = H, to n-ta
o

liczba harmoniczna, a szereg harmoniczny Z% jest rozbiezny. Liczby har-
1

moniczne spetniaja nastgpujaca rownosé, w ktérej pojawia si¢ stata Eulera-
Mascheroniego 7y:

n

1
v = lim (3 - —Inn) = 0,5772156649501 ...

n—oo
k=1
Obecnie (2020) nie wiadomo, czy -y jest liczba algebraiczna, czy przestgpna,
ani czy jest liczba wymierna, czy tez niewymierna. Gdyby liczba -y byta wy-
mierna (byta utamkiem nieskracalnym), to mianownik tego utamka musiatby
byé wigkszy od 10242080, Stata v wystepuje w wielu waznych zaleznosciach,
wiaze si¢ np. z funkcja zeta Riemanna:

Wracajac do naszej zagadki, z faktu rozbieznosci szeregu harmonicznego wy-
nika, ze istnieje liczba naturalna n taka, ze H, > 100000, a wigc ze mroéwka
po n sekundach osiagnie i przekroczy prawy koniec liny. Przy przyjetych tu
wartosciach liczbowych czas ten bedzie naprawde dtugi: !%9°°9=7 sekund, co
w zapisie dziesietnym daje liczbe o ponad czterdziestu tysiacach cyfr. Jest to
czas tysiace razy dluzszy od czasu istnienia Wszechswiata (liczac od Wiel-
kiego Wybuchu).
Wartosci poczatkowych liczb harmonicznych sa nastgpujace:

n (1|23 4|5 6| 7|8 | 9 |10

11 25 | 137 | 49 363 | 761 | 7129 7381

H, |1

[][9V]

6 12 60 20 | 140 | 280 | 2520 | 2520

Zadna liczba harmoniczna H,, (n > 1) nie jest liczba catkowita. Przyj-
mijmy dodatkowo Hy = 0. Rachunki pokazuja ([Sloane A004080]), ze aby
uzyskac liczbe wigksza od 4, trzeba zsumowaé 31 odwrotnosci kolejnych liczb
naturalnych, aby uzyskaé liczbg wigksza od 10, trzeba zsumowaé 12367 od-
wrotnosci kolejnych liczb naturalnych, natomiast aby uzyskac liczbg wigksza
od 20, trzeba zsumowac¢ az ponad 250 000 000 odwrotnosci kolejnych liczb
naturalnych. Tak wigc szereg harmoniczny jest rozbiezny, ale jest w tej roz-
bieznosci bardzo leniwy, by tak rzec.
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Dodajmy jeszcze, ze zagadka z mréwka na linie ma pewien zwiazek ze
wspotczesnymi modelami kosmologicznymi. Wedle aktualnych ustalen, prze-
strzen calego Wszech$wiata stale si¢ rozszerza i to coraz szybciej. Czy wigc
kiedys to wszystko, co skrzy si¢ na nocnym niebie, zacznie (dla nas) gasnaé?
Nie zwigkszymy przeciez predkosci §wiatta: ani dekretem Unii Europejskie;j,
ani zarliwg modlitwa. Warto przy tym nadmienié, ze owo rozszerzanie si¢ prze-
strzeni Wszech$§wiata obserwowalne jest w wielkiej skali — nie dotyczy ono
rozmiaréw obiektdw pozostajacych w silnych zwigzkach grawitacyjnych (Da-
vis 1 Lineweaver 2003).

Drabina na scianie. To zadanie jest czgsto wykorzystywane w nauczaniu
poczatkéw rachunku rézniczkowego, prawdopodobnie ze wzglgdu na pogla-
dowy model fizyczny oraz tatwe reguly rézniczkowania. Kryje ono jednak
w sobie pewna putapke. Jesli mianowicie zatozymy, ze gérny wierzchotek dra-
biny nie opuszcza Sciany i zsuwa si¢ z niej az do momentu osiagnigcia poziomu
gleby, to — jak za chwilg zobaczymy — otrzymujemy osobliwosc¢: gérny wierz-
chotek drabiny musiatby uderza¢ w poziom gleby z nieskoriczona predkoscia,
co jest oczywiscie fizycznie niemozliwe.

Rozwazmy najpierw te¢ zagadke z owym pochopnym zalozeniem. Czytel-
nik moze wykonaé¢ pomocniczy rysunek, na ktérym poziom gleby jest osig
odcigtych, pionowa $ciana jest osia rzgdnych, a drabina jest stosownie uloko-
wanym odcinkiem (czyli jest oparta pod katem ostrym o §ciang).

Piszemy réwnanie Pitagorasa:

2+ y? = L2

WielkoSci z oraz y zaleza od czasu t. Sporzadzony przez czytelnika rysunek
przedstawia rozwazang sytuacje dla ¢ = 0. Wiemy, ze pochodna z wzgledem

t jest réwna v:
dx

— =.
dt

Naszym zadaniem jest znalezienie pochodnej y wzgledem ¢ dla chwili, w kt6-

rej wspoétrzedna y réwna jest zeru. Rézniczkujemy powyzsze rdwnanie Pita-

gorasa wzgledem ¢ i otrzymujemy:

d
2zv + de—gz = 0.

Z tego réwnania otrzymujemy:

dy __ %
a Ty
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Dla y = 0 warto$¢ prawej strony rownania jest nieskoficzona (poniewaz mamy
dzieli¢ warto$¢ skoiczong przez zero). Ktopot.

Trzeba zatem odrzucié przyjete zatozenie, ze gérny wierzchotek drabiny
nie opuszcza §ciany i zsuwa si¢ z niej az do momentu osiggnigcia poziomu
gleby. W istocie ruch gérnego wierzchotka drabiny przebiega nieco inaczej:
w pewnym momencie zostaje on oddzielony od Sciany. W tej drugiej fazie
drabina zachowuje si¢ jak wahadto i nalezy zastosowaé rownania dotyczace
ruchu wahadta w polu grawitacyjnym. Jest kilka metod poprawnego (nie tylko
pod wzgledem matematycznym, lecz takze fizycznym) opisu rozwazanego zja-
wiska, np.: Scholten i Simoson 1996, Majumdar i Roy 2012. Ten przyktad po-
kazuje, ze gdy przyjecie danego matematycznego modelu badanego zjawiska
prowadzi do absurdu fizycznego, to zmieni¢ nalezy model matematyczny.

Inny ciekawy przyktad dotyczacy ruchu drabiny omawiany jest w Klym-
chuk i Staples 2013. Jesli drabina przylegajaca poczatkowo do Sciany pro-
stopadtej do podtoza zacznie odchylaé si¢ od niej i upadaé, to kazdy punkt
na drabinie zakresli tuk bgdacy ¢wiartka okrggu, co chyba jest dla kazdego
widoczne. JeSli natomiast drabina bedzie zsuwata si¢ po Scianie i gérny jej
wierzchotek zachowa styczno$¢ ze $ciang az do momentu, gdy drabina bedzie
juz poziomo na podtozu, to: gérny wierzcholek drabiny bedzie poruszatl sig
po odcinku (§ciana), jej dolny koniec takze bgdzie poruszat si¢ po odcinku
(zaktadamy, ze podloze jest poziome), natomiast np. punkt lezacy na potowie
dtugosci drabiny zakresli éwiartke okregu. Co ciekawe, wigkszosci oséb pyta-
nych o ruch tego ostatniego punktu wydaje si¢, ze punkt ten bedzie poruszat
si¢ inaczej.

Armia Conwaya. Dos¢ tatwo wyobrazi€ sobie, ile pionkéw (i jak ustawio-
nych) wystarczy zgromadzi¢ pod bariera, aby uzyskaé poziom pierwszy, drugi
lub trzeci. Pokazuja to ponizsze rysunki (T oznacza cel):

Minimalna armia osiagajaca poziom pierwszy.
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Minimalna armia osiagajaca poziom drugi.

Minimalna armia osiagajaca poziom trzeci.

Nieco bardziej ztozony jest problem osiagnig¢cia czwartego poziomu. Jedno
z mozliwych ustawiefi pionkéw pokazano ponizej:
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Mogtoby si¢ wydawaé, ze aby osiagnal poziomy wyzsze od czwartego,
wystarczy umiejetnie rozstawi¢ odpowiednio duza liczbg pionkéw pod bariera.
Tak jednak nie jest — udowodnimy, ze przy podanych zasadach ruchu pion-
kéw zadna ich armia zgromadzona pod bariera nie potrafi doprowadzi¢ cho-
ciazby jednego z nich do poziomu piatego. Istota rozwiazania sprowadza si¢ do
przypisania wybranemu polu poziomu piatego ustalonej wartosci, przypisania
wartos$ci kazdemu ustawieniu pionkéw w kolejnych ruchach armii (przy czym
przypisanie tych wartosci odzwierciedla oddalenie pionkéw od celu) i poka-
zaniu, ze zadna konfiguracja pionkéw nie moze osiagnac¢ wartosSci przypisanej
celowi.

Konfiguracje pionkéw opisywane sa wielomianami wedle nastgpujacych
regul. Wybrane na poziomie piatym pole ma warto$¢ 1. Pionek na danym polu
ma warto$¢ réwng x", gdzie n odpowiada odlegtosci taksowkowej tego pola
od celu, czyli temu, o ile ruchéw (poziomych lub pionowych) pole to oddalone
jest od celu. Na rysunku wyglada to nastgpujaco:

2V | T | 2t
222 2l [ 22| 23
2 [ [ [ 22232t [ 2 | 2f
25120 [ 25 1 23 | 25 [ 2° | 20
27 120 [ 25 | 22 | 20 | 25 | o7
2B a7 28 [ a® [0 [ 27 ] a8
227 28] a7 | 28
28 | 27 | 28
25

Odlegtosci pionkéw od celu na poziomie piatym.

Kazda konfiguracje pionkéw mozemy teraz opisa¢ wielomianem. Dla przy-
ktadu, konfiguracje pozwalajace osiagac poziomy: pierwszy, drugi, trzeci oraz
czwarty (pokazane na poprzednich rysunkach, ale odniesione teraz do celu na
poziomie piatym) opisane sa, odpowiednio, wielomianami:

1. 2%+ b
2. 2% 4+ 225 + &7
3. 2° 4 320 4+ 327 4+ 28

4. 25 + 325 + 527 + 628 + 42° + 210,
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Zauwazmy, ze dozwolone ruchy pionkéw odbywaja si¢ wedle nastgpuja-
cych regut:

1. "2 4 2"+ zostaje zastapione przez z"
2. 2" + 2"~ ! zostaje zastapione przez z"
3. 2" + 2" zostaje zastapione przez z" 2,

Warto§¢ x > 0 dobieramy tak, aby warto$¢ otrzymanego wielomianu
zmniejszala si¢ w drugim i trzecim z powyzszych przypadkéw, a pozostawata
niezmieniona w pierwszym z nich. Skoro z > 0, to 2™ + 2"~ ! > 2. Jesli ma
byé "+t > 2"+2 to 1+ > 22, co daje nieréwnosé 0 < = < %(\/g—i-l)
Wreszcie, dla pierwszego warunku nasz wielomian ma nie zmieniaé wartosci,
czyli ma zachodzié¢ "2 4 z"*t! = z". To oznacza, ze  + x> = 1, a wiec
x = %(\/5 — 1). Jesli wigc przyjmiemy x = %(\/5 — 1), to wszystkie wyma-
gane warunki sa spetnione oraz zachodzi « + z2 = 1.

Kazda z konfiguracji pionkéw opisana jest skoficzonym wielomianem. Jego

warto$¢ bedzie zatem mniejsza od sumy szeregu nieskoiczonego:
P=a®+32+52"+ 728+ ...

P=2a%51+3x+52% + 723 +...).

Sumowanie to staje si¢ jasne, gdy spojrzymy na rysunek:

T
LUlO x9 .ZS :I,‘7 (136 335 .Tﬁ x? .IS xQ :1:10 .TH
JCH 1‘10 1‘9 :L‘S 1’7 IG .’L’7 xS 569 :L‘IO IH $12
5612 1:11 xlO :EQ .’E8 337 .%‘8 569 :ElO .TH 9312 $13
$13 :E12 .’EH xl[) 339 1’8 1,9 ZClO .’EH $12 I‘lS CL‘14
LL‘14 11313 1,12 33‘11 1,10 1,9 1,10 {L‘ll ZL‘12 l‘l?’ 1‘14 $15
$15 .%'14 x13 $12 xll :ElO .I'H .%'12 .%'13 l'14 1.15 $16

Nieskoriczona armia pod bariera.

Szereg w nawiasie to szereg arytmetyczno-geometryczny i jego sumg obli-
czamy w standardowy sposéb:
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1. S =143z +50+ 725 + ...

2. S =1 +32% + 523 + Tt + ...

3. S—a2S=(1-2)S=1+2x+22%+22% +...
4. 8 —xS=1+2+a2*+2°+...)

5. 8-S =142 =1l

6. S(1 —z) =1t

11—z
_ 1+
7. 8= = gf)z
Poniewaz P = z°5, wiegc P = :0(51(_15? Przypomnijmy, ze nasz wybor

wartoci dla z spetnia warunek z + 2% = z(1+x) = 1,awiec 1 +z = 1 oraz

1 — z = 22. Tak wiec:
P(l4x) a3 2

P=y T et

Oznacza to, ze warto$¢ przypisana kazdej poczatkowej (skoniczonej!) konfigu-
racji pionkéw ponizej bariery musi by¢ mniejsza od 1, a poniewaz kazdy ruch
albo zmniejsza warto$¢ konfiguracji, albo pozostawia ja bez zmian, wigc war-
to$¢ zadnego z pionkéw nie osiagnie nigdy 1. A to znaczy, ze zaden pionek
ze skoficzonej armii pod bariera, niezaleznie od tego jak licznej i jak sprytnie
rozstawionej, nigdy nie osiagnie poziomu pigtego.

Podany wyzej dowdd pochodzi z ksiazki Havil 2007. Znane sa tez inne,
bardziej ogélne dowody. Opracowano szereg wersji tej gry, np. z dopuszcze-
niem ruchéw po przekatnej, na plaszczyZnie podzielonej nie na kwadraty, lecz
na szescioboki, w wigkszej od 2 liczbie wymiaréw itd. W ogélnosci, dla skon-
czonej armii pionkéw zawsze ktéry$ poziom (oraz oczywiscie wszystkie wyz-
sze) jest nieosiagalny. Rozwaza sig tez nieskoficzone armie pionkéw, dla kté-
rych poziom piaty staje si¢ osiagalny (przy stosownych zatozeniach).

4.2.4. Ksztalt i przestrzen

Ile wymiaréw ma przestrzen, w ktorej zyjemy? Czy mozna zobaczy¢ czwarty
wymiar? Jakie reguly obowiazuja w Swiecie Ptaszczakéw (istot dwuwymiaro-
wych)? W szkole zmuszono ci¢ do poznania kilku, moze kilkunastu ksztattéw,
powierzchni, bryt. Latwo jednak wyobrazi¢ sobie cate mndstwo bardzo zto-
zonych ksztattow, powierzchni itp. Czy mozna je wszystkie jako§ rozumnie
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poklasyfikowaé? Jakie w tym celu wykorzysta¢ §rodki — geometryczne, alge-
braiczne czy jeszcze jakie§ inne? Jeste§ przyzwyczajona do kilku sposobéw
mierzenia odlegto$ci migdzy dwoma punktami — np. na plaszczyznie bedzie to
dtugo$¢ odcinka taczacego te punkty, na sferze dtugosé stosownego tuku kota
wielkiego. W centrum miasta, gdzie poruszac si¢ mozna jedynie po prostokat-
nej sieci ulic, odleglo§¢ migdzy punktami wyznaczona bedzie przez dtugosé
pewnej tamanej, taczacej te punkty. Snuje ci si¢ po gltowie intuicyjne okre-
Slenie: odlegtos¢é migdzy dwoma punktami to dlugos¢ najkrétszej drogi tacza-
cej te punkty. Jak nadac tej intuicji precyzyjna formeg? Czy zawsze, w kazdej
przestrzeni o ustalonej strukturze mozna poprawnie zdefiniowaé odlegtos¢?
Zapewne styszata$, ze oprécz geometrii euklidesowej nauczanej w skromnym
wymiarze w szkole sa jeszcze geometrie nieeuklidesowe. Czym réznig si¢ od
tej szkolnej? A moze istniejq jeszcze inne geometrie?

Zagadki

Sadzenie drzew. W jaki sposéb posadzi¢ mozna cztery drzewa tak, aby wszyst-
kie odlegtosci migdzy punktami posadzen byly réowne? Po krétszym lub dtuz-
szym zastanowieniu si¢, z pewnoscig ustalisz, ze punkty nasadzen nie moga
leze¢ w jednej ptaszczyznie. Tak wigc, aby spetnione byly warunki tego zada-
nia, punkty nasadzen musza znajdowac si¢ w wierzchotkach czworo$cianu fo-
remnego, czyli wystarczy trzy drzewa posadzié¢ w wierzchotkach tréjkata row-
nobocznego, a czwarte w odpowiednio gtebokim dotku (lub na odpowiednio
wysokiej gérce). Czy mozna posadzié dziewigé drzew, w dziewigciu rzedach,
po trzy drzewa w jednym rzedzie? Piszac, ze drzewa stoja w jednym rzedzie,
mamy oczywiscie na mySli to, ze punkty ich zasadzen leza na jednej proste;j.

Koza na sznurku. Jeste§ dumnym posiadaczem jednej kozy i taki w ksztal-
cie trojkata réwnobocznego o dtugosci boku 100 m. Chceiatby$ doktadnie po-
towe taki przeznaczy¢ na pastwisko dla kozy, a na drugiej potowie zasia¢ co-
kolwiek (tylko nie konopie). Koza jest uwigzana na sznurku zaczepionym do
palika w jednym z wierzchotkéw rozwazanego tréjkata. Jak dtugi powinien
by¢ sznurek, aby koza miata dostgp doktadnie do polowy twojego pola? Czy-
nimy oczywiScie §mieszne zatozenie, ze koza jest punktem.

Zlepianie bryt. Rozwazmy dwie bryly: czworo$cian foremny o boku dtu-
gosci a oraz ostrostup o podstawie kwadratowej, boku podstawy réwnym a
oraz dtugosci krawedzi taczacych wierzchotki podstawy z wierzchotkiem ostro-
stupa takze réwnej a. Przypusémy teraz, ze zlepiamy te bryly w ten sposéb,
ze §ciang czworoScianu zlepiamy (utozsamiamy) z jedna z trdjkatnych Scian
ostrostupa. Jakim wielo$cianem jest powstata bryla — ile ma $cian, wierzchot-
kow, krawedzi?
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Rozwiazania

Sadzenie drzew. To zadanie do$¢ tatwo rozwiazaé. Rysujesz dwie proste. Na
jednej z nich zaznaczasz punkty: a1, as oraz as (w kolejnosci od lewej do
prawej), a na drugiej punkty: by, by oraz bs (takze w kolejnosci od lewej do
prawej). To daje ci dwa rzgdy po trzy drzewa w kazdym. Laczysz teraz odcin-
kami punkty:

1. a1 zby oraz a; z bs

2. ay z by oraz as z bs

3. agz by oraz ag z by,.

Wtedy nastepujace pary odcinkéw beda miaty punkty wspdlne:
1. a1by oraz asby; nazwijmy ten punkt wspdlny c;

2. a1bs oraz asby; nazwijmy ten punkt wspdlny co

3. agbs oraz azbo; nazwijmy ten punkt wspolny cs.

To daje nam sze$¢ dalszych rzgdéw zawierajacych trzy wspoétliniowe punkty
kazdy, a mianowicie:

aiciby  ajcabs  asciby
azcsby  azcoby  ascsbo

Punkty c1, co oraz c3 leza wszystkie na jednej prostej, na mocy twierdzenia
Pascala. To dodaje kolejny rzad. W sumie otrzymates zatem dziewigé rzgdow
drzew, po trzy drzewa w jednym rzedzie.

Koza na sznurku. Czasami rozwiazanie zadania geometrycznego tatwiej
uzyskaé, zmieniajac odpowiednio kontekst. Rysujemy zatem sze$ciokat zto-
zony z szesciu trojkatéw réwnobocznych (o wymiarach twojego pola). Jest
on oczywiScie wpisany w okrag o promieniu 100. Ze Srodka tego okregu za-
kreslamy okrag o szukanym promieniu 7. Réznica powierzchni sze$ciokata
i powierzchni tego okrggu to wlasnie szeSciokrotna potowa twojego pola. Ra-
chunki sa juz catkiem proste:

1. pole okregu o promieniu 7: 712

2. pole tréjkata réwnobocznego o dtugosci boku a: a3

a2

=

3. pole szesciokata ztozonego z tych tréjkatow: 6 - <
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Dla a = 100 otrzymujemy pole szesciokata: 15000+/3. Wiemy, ze 772 ma

byé réwne potowie tej wielkosci, czyli 7500/3. Z tego fatwo otrzymujemy:

r= M ~ 64.3037.
7r

Ta zagadka omawiana jest w Stewart 2011b (zamieniliSmy Swini¢ na kozg).

Zlepianie bryt. Zagadka omawiana jest np. w Winkler 2004. Piramida ma
pigc¢ Scian, za$§ czworoScian ma cztery Sciany. Po zlepieniu tych bryt w podany
sposéb znikna dwie tréjkatne Sciany, a wigc powstala bryta miataby w sumie
5+4—2 = 7 Scian. Tak jednak nie jest, poniewaz po takim zlepieniu nie tylko
znikng te dwie $ciany, ale dwukrotnie bedzie tak, iz §ciana czworoScianu be-
dzie lezata w jednej ptaszczyZnie z jedna z tréjkatnych $cian piramidy, a zatem
powstata brylta bedzie miata w sumie tylko pigé Scian.

OdpowiedZ na zadane pytanie znajdziemy do$¢ tatwo, gdy narysujemy
(albo zbudujemy) dwie piramidy, dotykajace si¢ bokiem podstawy: czyli dwa
ostrostupy o podstawie kwadratowej i dlugosci krawedzi taczacych wierzchotki
podstawy z wierzchotkiem ostrostupa rownych dtugosci boku podstawy, przy
czym ich podstawy spoczywaja w jednej ptaszczyZnie i maja jeden bok pod-
stawy wspolny. Potaczymy teraz wierzchotki tych ostrostupéw odcinkiem. Nie-
trudno zauwazy¢, ze otrzymujemy w ten sposéb czworoscian foremny usado-
wiony migdzy tymi ostrostupami. Usuwamy nastgpnie jeden z ostrostupéw
i otrzymujemy bryte o ktérej mowa w zagadce.

4.2.5. Uporzadkowania

Starsi obywatele dobrze rozumieja pojecie porzadku liniowego: tak wtasnie
uporzadkowana powinna by¢ kolejka ludzi oczekujacych przed sklepem. Z ko-
lei pojecie uporzadkowania hierarchicznego (porzadku czesciowego) jest chyba
znane wszystkim: taki typ porzadku obserwujemy w drzewach genealogicz-
nych lub w hierarchii wojskowej czy tez kosScielnej. Naturalne jest pojecie do-
brego uporzqdkowania: takiego, w ktérym kazdy niepusty podzbiér rozwaza-
nego uniwersum ma element najmniejszy. Dos¢ dobrze radzimy sobie z tzw.
naturalnym porzadkiem w zbiorach liczbowych. Potrafimy tez uchwycié r6z-
nice migedzy porzadkami dyskretnymi (jak < w zbiorze wszystkich liczb catko-
witych) oraz gestymi (jak < w zbiorze wszystkich liczb wymiernych). Nieco
wigcej zastanowienia wymaga odréznienie porzadkéw gestych (jak < w zbio-
rze wszystkich liczb wymiernych) od ciggtych (jak < w zbiorze wszystkich
liczb rzeczywistych).
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Zagadki

Paradoks Condorceta. Przypuscmy, ze dziewczeta X, Y, Z chca ustalié, ktéry
z facetéw A, B, C jest najbardziej przystojny. Niech preferencje poszczegdl-
nych dziewczat wygladaja nastgpujaco (piszemy P > Q) w znaczeniu: wybor
P jest preferowany wzgledem wyboru (); preferencje kazdego dziewczgcia sa
przechodnie):

X: A>B>C
Y: B>C>A

Z: C>A>B.

Czy mozliwe jest liniowe uporzadkowanie kandydatéow zgodne z preferen-
cjami wigkszosci dziewczat?

Para wujow. Jedna z zagadek Alkuina z Yorku dotyczyta okreSlenia zwiaz-
kéw pokrewienstwa zachodzacych wtedy, gdy wdowa z c6rka spotyka (niespo-
krewnionego z nig) wdowca z synem i zawarte zostaja zwiazki: wdowiec zeni
si¢ z corka, a syn zeni si¢ z wdowa. Pewna modyfikacja tej ostatniej zagadki
jest problem nastepujacy. Czy mozliwe jest (bez zwiazkdéw kazirodczych), aby
Stanistaw byl wujem Kazimierza, a Kazimierz wujem Stanistawa? Przypo-
mnijmy, ze by¢ wujem oznacza by¢ bratem matki lub mgzem siostry matki.

Problem Jozefa Flawiusza. Ustawiamy n oséb na okregu, numerujac je
liczbami od 1 do n (dla ustalenia uwagi, w porzadku zgodnym z ruchem wska-
zéwek zegara). Zaczynajac liczy¢ od osoby 1, eliminujemy co druga z tych
0s6b (okrutny sposéb eliminacji pozostawiamy do wyboru czytelnikowi), do-
poki nie pozostanie tylko jedna osoba. Znalez¢ pozycje, na ktora trzeba zajac,
aby unikna¢ eliminacji.

Rozwiazania

Paradoks Condorceta. Dos¢ tatwo widaé, ze tak nie jest:
1. % dziewczat uwaza, ze A jest bardziej przystojny od B.
2. % dziewczat uwaza, ze B jest bardziej przystojny od C.

3. % dziewczat uwaza, ze C jest bardziej przystojny od A.
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Sytuacja opisana powyzej przedstawia paradoks Condorceta. Pojawia on
si¢ takze (w nieco bardziej ztozonej postaci) w pewnych twierdzeniach poka-
zujacych, ze niemozliwe jest przeprowadzenie wyboréw (czyli ustalenie glo-
balnych preferencji spoteczenistwa), ktére czynityby zado$¢ pewnym natural-
nym zasadom demokracji.

Para wujow. Jest rzecza ciekawa, ze ludzie miewaja trudnos$ci z rozwiaza-
niem tego typu zagadek i czgsto proponuja dos¢ zawite koligacje jako rozwia-
zania. Powodem jest zapewne to, ze klopot sprawia wyobrazenie sobie spla-
tania porzadku wyznaczonego przez relacj¢ migdzy rodzicami i potomkami
oraz zaleznoSci wynikajace z faktu zawierania matzenstw, zwlaszcza w sytu-
acji ,,skrzyzowania” pokolen, jak w zagadce Alkuina.

Uwazam, ze najprostszym rozwigzaniem zagadki o dwéch wujach jest sy-
tuacja nastgpujaca:

1. Stanistaw zeni si¢ z siostra matki Kazimierza.
2. Kazimierz zeni si¢ z siostra matki Stanistawa.
3. Matka Kazimierza nie jest spokrewniona z matka Stanistawa.

Wtedy istotnie Kazimierz jest wujem Stanistawa, a Stanistaw jest wujem
Kazimierza. O tej zagadce wspomina si¢ w Ciesielski i Pogoda 2003. W sieci
znalez¢ mozna zabawne historyjki i piosenki (np. I am my own grandpa Raya
Stevensa) dotyczace tego typu powiktan rodzinnych.

Problem Jozefa Flawiusza. Niech J(n) oznacza pozycje osoby, ktdra prze-
zyje cala eliminacj¢. Znajdziemy najpierw warunki rekurencyjne, okreslajace
funkcje J, a potem wyrazny wzdr, wyznaczajacy pozycje tego, ktéry przezyje.

Rozwazmy osobno przypadki, gdy poczatkowa liczba oséb jest parzysta
badZ nieparzysta. Jesli na poczatku jest 2n oséb, to po pierwszej eliminacji
pozostaja tylko osoby o numerach nieparzystych. Otrzymujemy w ten sposéb
sytuacje¢ startowa, ale teraz kazda z pozostalych 0os6b ma numer podwojony
i pomniejszony o jeden. Mamy zatem warunek:

J2n)=2J(n)—1, mn=>=1.

Zat6ézmy z kolei, ze na poczatku mamy 2n + 1, czyli nieparzysta liczbg oséb.
Po pierwszej eliminacji znikaja osoby o numerach: 2,4, 6, ...,2n,1 (w tej ko-
lejnosci). To znowu pozostawia przy zyciu osoby o numerach nieparzystych
z wyjatkiem nieszczg¢$nika o numerze 1. Otrzymujemy w ten sposéb sytuacje
startowa, ale teraz kazda z pozostatych os6b ma numer podwojony i powigk-
szony o jeden. Mamy zatem warunek:

J2n+1)=2J(n)+1, n=>=1.
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Biorac pod uwage oba otrzymane warunki oraz oczywista zaleznos¢ J(1) = 1,
dostajemy rekurencyjna definicj¢ funkcji J:

2. J(2n)=2J(n)—1dlan >1
3. J2n+1)=2J(n)+1dlan > 1.

Zanim podamy ogélny wzér na funkcje J, spdjrzmy na zestawienie, poda-
jacae jej wartosci dla kolejnych niewielkich argumentow:

n|1[2[3[4[5][6[7[8[9[10][11[12[13][14[15]16
Jin) |1 [ 1|31 [3[5[7[1[3] 5] 7] 911 [13][15] 1

Czytelnik zauwazyl z pewnoscia regularno$¢ pojawiajaca si¢ w ciagu ko-
lejnych wartosci funkcji J. Jesli mianowicie pogrupujemy wartosci J(n) od
2m do 2m*! — 1 (dlam = 0, 1,2, 3), to widzimy, ze na poczatku kazdej grupy
mamy warto$¢ J(n) = 1 (dla n = 2™), a kolejne wartosci w kazdej z grup
wzrastaja o 2. Jesli teraz przedstawimy n w postaci n = 2" + k, gdzie 2™ jest
najwigksza potgga dwdjki nie przekraczajaca n, to powyzsza obserwacja moze
sugerowaé nastgpujacy wzor:

J2M+k)=2k+1, m=>=0, 0<k<2™

Zwréémy uwage, ze jesli 2 < n < 2™F! to reszta k = n — 2™ spetnia
warunek 0 < k < 2mt1l — om,

Udowodnimy przez indukcje (po m) powyzszy wzdr na funkcje J. Dla
m = 0 musi by¢ k = 0. Wtedy J(1) = 1, co si¢ zgadza.

Niech teraz m > 0 oraz zalézmy, ze J(2™ + k) = 2k + 1 dla wszystkich
k=0,1,...,2™ — 1. Musimy pokaza¢, ze:

JE™ k) =2k +1
dlak=0,1,...,2""! — 1. Rozwazymy dwa przypadki:

1. k parzysta. Wtedy k = 25 dla 0 > j < 2™. Z zatozenia indukcyjnego
otrzymujemy:
(@) J(2"H 4+ k) =
(b) J(2™T! +25) =
© J(2(2™ +7J)) =
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d) 2J(2" +j)—1=
e 202 +1)—1=
) 2(k+1)—1=
(g) 2k + 1.

2. k nieparzysta. Wtedy k =25+ 1dla0 > j < 2™.

Z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy:

(@) J(2m™H +k) =

(b) J(2m T +25+1) =
() J22™+j)+1) =
(d) 2J2m+j)+1=
() 2(2j+1)+1=

) 2k + 1.

Dowdd indukceyjny zostat zatem zakoficzony. Dla przykladu, wyznaczmy
pozycje gwarantujaca uniknigcie eliminacji, gdy poczatkowo mamy, powiedz-
my, n = 101 0séb. Poniewaz 101 = 26 + 37, wiec J(101) =237+ 1 = 75.

Rozwaza si¢ bardziej skomplikowane wersje tej zagadki, gdy np. elimi-
nowana jest co trzecia osoba, az do momentu, gdy pozostaja tylko dwie osoby
(taka byta wlasnie sytuacja J6zefa Flawiusza i jego przyjaciela). Przedstawiona
tutaj argumentacja pochodzi z ksiazki Petkovi¢ 2009.

4.2.6. Wzorce i struktury

Niektérzy matematycy (np. Keith Devlin) uwazaja, ze matematyka jest na-
uka o wzorcach (Mathematics is a science of patterns). Od XIX wieku da-
tuje si¢ sposéb myslenia o matematyce jako nauce o réznorakich strukturach.
Wiaze si¢ to po czgéci z rozwojem algebry abstrakcyjnej i jej zastosowaniach
we wszystkich praktycznie dziatach matematyki. Tematy zagadek tego dzialu
dotycza m.in.: wielokatéw, wieloScianow, wielokomérek, parkietazy, wypet-
nien przestrzeni, réznych rodzajéw symetrii, arytmetyki modularnej. Niektdre
zagadki maja tre$¢ kombinatoryczna. Umieszczam w tym dziale takze zagadki
dotyczace grafow.
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Zagadki

Wielokqty Reuleaux. Przez figure o stalej szerokosci rozumie si¢ figure (ogra-
niczong, domknigta oraz jednospdjna) na plaszczyZnie taka, ze proste réwnole-
gle przylegajace do tej figury z obu stron maja tg sama odlegtosé bez wzgledu
na kierunek. Czy jest prawda, ze jedyna figura o statej szerokosci jest koto?

Podstepny ciqg. ZnajdZ nastgpny wyraz ciagu 2,4, 8,16, . ..

Liczba roztqcznych ésemek na ptaszczyinie. Gdyby zapytad, ile roztacz-
nych okrggéw narysowaé mozna na ptaszczyznie, to odpowiesz nie tylko, ze
mozna ich narysowaé nieskoniczenie wiele, ale mozesz nawet powiedzie¢ bar-
dziej doktadnie: tyle, ile jest liczb rzeczywistych, poniewaz wystarczy zapet-
ni¢ ptaszczyzng koncentrycznymi okrggami o promieniach bedacych dowolng
liczba rzeczywista. Ile rozlacznych 6semek mozna narysowaé na ptaszczyz-
nie? Na pewno tyle, ile jest par liczb catkowitych (czyli tyle samo, co par liczb
naturalnych, czyli tyle samo, co liczb naturalnych — przeliczalnie wiele). Czy
jednak mozna na ptaszczyznie narysowac tyle rozlacznych 6semek, ile jest
liczb rzeczywistych?

Rozwiazania

Wielokqty Reuleaux. Nie jest to prawda. Rozpatrzmy prosty kontrprzyktad.
Z wierzchotkéw trdjkata réwnobocznego zakreslamy tuki, ktére przechodza
przez pozostate dwa wierzchotki tego tréjkata. Otrzymujemy trdjkqt Reule-
aux, figure wypukta o statej szerokosci. W podobny sposéb otrzymaé mozemy
n-katy Reuleaux, dla dowolnej liczby nieparzystej n > 3. Zachgcamy czy-
telnikéw do zastanowienia si¢, jak wygladalaby jazda na rowerze o kotach
bedacych trdjkatami Reuleaux. Pewne wielokaty Reuleaux majq rézne zasto-
sowania, np. siedmiokat Reuleaux jest ksztattem niektérych monet.

Podstepny ciqg. Tego typu zagadki sa do$¢ popularne. Maja sktaniaé¢ do
podania rozwigzania nasuwajacego si¢ na skutek zaobserwowanej prawidto-
woSsci w kilku pierwszych wyrazach ciagu. Jest to jednak zadanie podstgpne.
W rozwazanym przypadku nasuwajaca si¢ odpowiedzia jest 32, gdyz ciag
2,4,8,16,32,64,128, ... jest, mozna rzec, tatwo dostgpny poznawczo. W isto-
cie nie jest to jedyna mozliwos$¢: kolejny wyraz w ciagu 2,4, 8,16, ... moze
by¢ catkiem dowolny.

Rozwazmy nastgpujacy wzor na n-ty wyraz ciagu:

an=2"+(n—1)(n—2)(n—3)(n —4)z.
Wtedy pierwsze cztery wyrazy tego ciagu to witasnie 2,4, 8,16. Za a5 mo-

zemy przyja¢ dowolna wartoS¢ a, jesli weZmiemy x = “522. Ta zagadka jest
omawiana w Klymchuk i Staples 2013.
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Liczba roztqcznych 6semek na ptaszczyZnie. Takich roztacznych 6semek na
ptaszczyZznie mozna narysowac tylko przeliczalnie wiele. Kazdej 6semce przy-
porzadkujmy par¢ punktéw o obu wspétrzednych wymiernych, po jednym ta-
kim punkcie wewnatrz kazdej z petli tej 6semki. Wtedy zadne dwie 6semki nie
moga mie¢ wspolnej takiej pary punktéw. Liczba naszych ésemek nie przekra-
cza wigc liczby par liczb wymiernych, a takich par par liczb wymiernych jest
przeliczalnie wiele, tyle ile liczb naturalnych. Réwnolicznos$¢ zbioru wszyst-
kich par liczb naturalnych oraz zbioru wszystkich liczb naturalnych ustala np.
funkcja pary Cantora: f(m,n) = (m+n)(m+n+ 1) +n.

4.2.7. Algorytmy i obliczenia

Wyobrazasz sobie §wiat bez komputeréw, internetu, telewizji? Oraz bez wsze-
lakich dalszych gadzetéw elektronicznych, ktérymi si¢ zabawiasz lub ktére
stuza ci do ochrony zdrowia, zapewnienia bezpieczenistwa itd.? C6z, taki byt
kiedy$ Swiat. Natomiast obecna jego postac, naszpikowana elektronicznymi
urzadzeniami przetwarzajacymi informacje, nigdy by nie powstata, gdyby ma-
tematycy nie zajeli si¢ tym, czym jest informacja, jak ja przetwarzaé, na czym
polegaja obliczenia itd. Aby powstal pracujacy komputer, potrzebna byta naj-
pierw matematyczna wizja tego, czym jest obliczanie. Czy potrafisz — choéby
intuicyjnie — powiedzieé, w pelnej ogdlnosci, co to znaczy, iZ co§ mozna ob-
liczy¢? Czy wszystko mozna obliczy¢, czy tez istnieje Nieobliczalne? Z bole-
snych doSwiadczen szkolnych wiesz, ze tatwiej jest dodawac niz mnozy¢, ta-
twiej mnozy¢ niz dzielié. C6z mialoby znaczy¢, ze co$ jest trudno obliczalne?
W tym dziale umieszczam takze zagadki kombinatoryczne.

Zagadki

Muszkieterzy na moscie. Czterech muszkieteréw chce przeprawié si¢ przez
most noca, majac tylko jedna Swieczke. Boja si¢ bez niej iSC. Potrzebuja na
przejScie odpowiednio: Atos 1 minute, Aramis 2 minuty, D’ Artagnan 5 i Por-
tos 10 minut. Most jest staby i na raz moga przej$¢ tylko 2 osoby, a kiedy
ida w parze, szybszy idzie z predkoScia wolniejszego. Jaki jest najkrétszy czas
przeprawy?

Dzielenie samogonu. Udalo ci si¢ otrzymac (na wlasny uzytek) pyszny sa-
mogon w o§miolitrowym baniaku. Spodziewasz si¢ wizyty goSci w najblizszy
weekend, a takze w nastgpny. Chcesz zatem podzieli¢ samogon na dwie porcje
po cztery litry. Masz jednak do dyspozycji (oprécz o§miolitrowego baniaka)
jedynie dwa naczynia: jedno trzylitrowe oraz jedno pigciolitrowe. W jaki spo-
s6b dokonasz podziatu na dwie czterolitrowe porcje?
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Kameleony. Na wyspie mieszkaja trzy typy kameleonéw: 10 jest brazo-
wych, 14 szarych, a 15 czarnych. Gdy spotkaja si¢ dwa kameleony réznych
koloréw, to oba zmieniaja barwe na trzeci kolor. Czy jest mozliwe, aby wszyst-
kie kameleony uzyskaty jeden kolor?

Rozwiazania
Muszkieterzy na moscie. Oto jedno z rozwiazan:
1. Idzie Atos z Aramisem : 2 min
2. Aramis wraca ze $§wieczka: 2 min
3. Idzie D’ Artagnan z Portosem: 10 min
4. Atos wraca ze Swieczka: 1 min

5. Idzie Atos z Aramisem: 2 min
Inne rozwigzanie:

1. Idzie Atos z Aramisem: 2 min

2. Atos wraca ze Swieczka: 1 min

3. Idzie D’ Artagnan z Portosem: 10 min
4. Aramis wraca ze Swieczka: 2 min

5. Idzie Atos z Aramisem: 2 min

Trzeba jeszcze w kazdym przypadku udowodnié, ze nie mozna tego zrobié
krécej. Tego typu zagadki omawiane sa w wielu miejscach, z r6znymi bohate-
rami oraz przeszkodami utrudniajacymi przeprawe (zob. np. Levitin i Levitin
2011).

Dzielenie samogonu. Aby dokonaé podziatu, bedziesz zmuszony wielo-
krotnie (ostroznie!) przelewaé samogon. Mozesz to zrobi¢ w nastgpujacy spo-
s6b (podaje ciag standéw, w ktérych zaznaczam, ile aktualnie znajduje si¢ sa-
mogonu w kazdym z pojemnikow):

1. Stan poczatkowy: 3(0) 5(0) 8(8).
2. Przelewasz z 8-litrowego do 5-litrowego. Stan: 3(0) 5(5) 8(3).

3. Przelewasz z 5-litrowego do 3-litrowego. Stan: 3(3) 5(2) 8(3).
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4. Przelewasz z 3-litrowego do 8-litrowego. Stan: 3(0) 5(2) 8(6).
5. Przelewasz z 5-litrowego do 3-litrowego. Stan: 3(2) 5(0) 8(6).
6. Przelewasz z 8-litrowego do 5-litrowego. Stan: 3(2) 5(5) 8(1).
7. Przelewasz z 5-litrowego do 3-litrowego. Stan: 3(3) 5(4) 8(1).

8. Przelewasz zawartos¢ 3-litrowego do 8-litrowego. Stan koncowy: 3(0)
5(4) 8(4).

9. Cztery litry w naczyniu pigciolitrowym podajesz w najblizszy weekend.
Cztery litry w naczyniu o§miolitrowym podajesz w nastgpny weekend.

Czy jest to najkrétsze rozwiazanie? PowinniSmy oczywiScie dodac, ze wer-
sja z samogonem dotyczy wylacznie oséb dorostych, dzieciom proponujemy
mleczko.

Kameleony. Nie jest to mozliwe. Gdy spotkaja si¢ dwa kameleony réznych
koloréw, to obie liczby kameleondw o ich kolorach zmniejsza si¢ o jeden, nato-
miast liczba kameleonéw trzeciego koloru zwigkszy si¢ o dwa. Jedna z réznic
liczb kameleon6éw o réznych kolorach nie zmieni si¢, natomiast dwie pozostate
réznice zwigksza si¢ o trzy. A zatem reszty z dzielenia przy trzy wszystkich
tych réznic nie zmienia si¢. To implikuje, ze dla danych zagadki (10, 14, 15)
nie jest mozliwe, aby wszystkie kameleony uzyskaty ten sam kolor, poniewaz:

1. poczatkowe réznice migdzy liczbami kameleonéw poszczegdlnych ko-
loréw wynosza: 4, 1, 5

2. reszty z dzielenia przez trzy tych réznic to odpowiednio: 1, 1, 2 (pa-
migtajmy, ze te reszty z dzielenia przez trzy pozostaja niezmienne przy
spotkaniach kameleonéw)

3. gdyby wszystkie kameleony uzyskaty ten sam kolor, to jedna z tych r6z-
nic musiataby mie¢ warto$¢ zero, a w konsekwencji reszta z jej dzielenia
przez trzy tez bytaby réwna zero.

Zagadka o kameleonach omawiana jest w wielu miejscach (zob. np. Levi-
tin i Levitin 2011).
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4.2.8. Prawdopodobienstwo

Pojecia regularnosci oraz przypadkowosci (losowosci) sa niezwykle trudne do
og6lnego zdefiniowania. Czy istnieja procesy, zdarzenia itp., ktére sa czysto
losowe, w ktoérych nie ma zadnych regularno$ci? W szkole obchodzono sig¢
z toba bardzo tagodnie, oswajajac ci¢ z najprostszymi sytuacjami, w ktérych
szacowaé trzeba prawdopodobienistwa (jakie$ kulki w urnach, rzuty kostka
itp.). Stad jeszcze bardzo daleko to naprawde trudnych zagadnieii probabili-
stycznych. Warto w tym miejscu wspomnieé, ze obecnie pewne aspekty §wiata
opisywane by¢ musza wiasnie w terminach prawdopodobiefistwa (mechanika
kwantowa).

Zagadki

Wybor najlepszej kandydatki. W konkursie na objecie jakiego$ atrakcyjnego
stanowiska bierze udzial tysiac kandydatek. Mozna oczywiscie przepytaé je
wszystkie i wybra¢ najlepsza. Czy jednak mozna znalez¢ jakas w miarg opty-
malng strategi¢ wyboru — taka, ktéra nie zmuszajac do przepytywania wszyst-
kich kandydatek, pozwoli, z okreslonym prawdopodobieristwem, wybraé naj-
lepsza z nich?

Rosyjska ruletka. Ty i twdj przeciwnik zgadzacie si¢ zagra¢ w rosyjska
ruletke. W rewolwerze jest jedna kula, pig¢ pozostatych komér jest pustych.
Rewolwer jest ustawiany losowo za kazdym razem — nie wiadomo, czy oddany
z niego strzat jest §miertelny, czy Slepy. Kazdy z was strzela do siebie, robicie
to na przemian, wygrywa ten, ktéry przezyje. Czy lepiej strzela¢ jako pierwszy,
czy jako drugi?

Trzy monety. Masz trzy monety: jedna ma po obu stronach orla, druga po
obu stronach reszke, a trzecia jest ,,normalna” — po jednej stronie ma orla,
po drugiej reszke. Wybierasz losowo jedna z tych monet i rzucasz: wypada
orzet. Jakie jest prawdopodobienistwo, zZe na drugiej stronie tej monety takze
jest orzet?

Rozwiazania

Wybor najlepszej kandydatki. Moze to wydac si¢ okrutne, ale optymalng stra-
tegia jest przepytanie i odrzucenie pierwszych 368 kandydatek, a nastgpnie
wybranie z pozostatych pierwszej lepszej od wszystkich dotad odrzuconych.
Rozwiazemy problem w przypadku ogdélnym, dla n kandydatek (w podanej
fabule mamy n = 1000).

W przypadku przepytania wszystkich kandydatek wybieramy najlepsza
z prawdopodobieristwem 1. W przypadku kapry$nego losowania jednej kan-
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dydatki z n trafimy na najlepsza z prawdopodobienstwem % Niech teraz r
bedzie liczba pierwszych przepytanych i odrzuconych kandydatek. Zatézmy,
ze najlepsza kandydatka jest B. JeSli B znalazta si¢ ws$réd odrzuconych, to
przegraliSmy, gdyz wedle przyjetej strategii bedziemy poréwnywali wszystkie
pozostale n — r kandydatek z B i zostaniemy zmuszeni do wybrania ostat-
niej kandydatki z tysiaca. Jesli B znajdzie si¢ na pozycji r + 1, to oczywiscie
zostanie wybrana i konkurs zakonczymy. To zdarzy¢ si¢ moze z prawdopo-
dobienstwem % Jesli B znajdzie si¢ na pozycji r + 2, to jeSli kandydatka
z pozycji r + 1 wygrala, to my przegraliSmy, nie uwzgledniajac lepszej od niej
B, w przeciwnym przypadku wybierzemy oczywiscie B. Oznacza to, ze wy-
bierzemy B, jesli najlepsza z dotychczasowych r + 1 kandydatek jest wsrdéd

pierwszych r kandydatek, czyli z prawdopodobiefistwem % To, ze B jest na
1

n’

r + 2 pozycji zdarzy¢ si¢ moze z prawdopodobiefistwem
dobienstwo sukcesu na tym etapie wynosi:

a wigc prawdopo-

,
r+1°

1

n
Podobnie dla wszystkich dalszych etapéw — prawdopodobienstwo tego, ze B
znajdzie si¢ na r + 3-ej, r + 4-¢j, ..., n-tej pozycji jest réwne, odpowiednio:

1 T 1 r 1 r
n r+2 n r+3

.. n * n 7 1 .
Wreszcie, prawdopodobieristwo P(n, ), ze przy tej strategii wybierzemy B,

Wynosi:

1 r+r+r++r
n r+1 r+2 r+3 7 n-1

Zauwazmy, ze:

1
P(n,r) = o (147 (Hp-1 — Hy)).

Przypominamy, ze H,, jest m-ta liczba harmoniczna (zob. wyzej oméwiong
zagadke z mréwka na linie). Dla ustalonej wartoSci n (w naszym przykladzie:
n = 1000) badamy teraz funkcj¢ P(n,r) zmiennej r. Mozemy zastapi¢ dys-
kretna zmienng r zmienng ciagla r, wykorzystujac fakt, ze klim Hiy =Ink—,

— 00
co daje nam przyblizong wartos¢:

n—1

1
P(n,r):ﬁ-(l—i—r-ln .

).



4.2.  Przyktady zagadek matematycznych 133

Dla n = 1000 funkcja P(n,r) ma maksimum réwne 0.368195, a to oznacza,
ze z takim wia$nie prawdopodobieristwem wybraliSmy najlepsza kandydatke.
Ten sposéb rozwiazania oméwiony jest w Havil 2008.

Rosyjska ruletka. Niech a bedzie prawdopodobieristwem, ze osoba, ktéra
strzela pierwsza, wygrywa, za$ b prawdopodobienstwem, ze osoba, ktéra strze-
la druga, wygrywa. Mamy zatem a+b = 1. Przypus$émy, zZe strzelasz pierwszy.
Prawdopodobieristwo b, ze wygra twdj przeciwnik, jest rowne prawdopodo-
biefistwu p, ze przezyje on twoj pierwszy strzal razy prawdopodobienstwo g,
Ze wygra on gre, przezywszy pierwszy strzal. Poniewaz jest tylko jedna kula
w jednej z sze$ciu komoér, wige p = %. Jesli twéj przeciwnik przezyl pierwszy
strzal, staje si¢ teraz tym, ktéry oddaje pierwszy strzal, z prawdopodobieni-
stwem a wygrania gry. Tak wigc, ¢ = a. A zatem b = %a. Poniewaz a+b =1,
wigc a = %, natomiast b = % Masz zatem wigksze szanse na wygrana, jesli
oddajesz strzat jako pierwszy. R6zne wersje zagadek dotyczacych rosyjskiej
ruletki omawia si¢ np. w Talwalkar 2015b, 2015d.

Trzy monety. Oczywiscie, jesli wypadt orzel, to byta to albo moneta nor-
malna, albo moneta z dwoma ortami. Moze si¢ wigc wydawaé, ze szukane
prawdopodobiefistwo wynosi % Tak jednak nie jest. Trzeba mysle¢ o tym do-
$wiadczeniu w inny sposéb. Masz szeS¢ stron monet:

1. (O1,02) — moneta z dwoma ortami,
2. (R1, R2) — moneta z dwiema reszkami,
3. (O3, R3) — moneta normalna.

Gdy rzucasz wybrang losowo moneta, z rownym prawdopodobieistwem
wypada jedna z tych szeSciu mozliwosci. Z trzech ortéw, dwa maja po drugiej
stronie rowniez orla, a wigc szukane prawdopodobieistwo wynosi % Ta oraz
podobne zagadki omawiane sa w wielu miejscach (zob. np. Winkler 2004).

4.2.9. Zagadki logiczne

Tego typu zagadki polegaja przede wszystkim na analizie wnioskowan. Traktu-
jemy wnioskowania jako konstrukcje jezykowe (a nie np. procesy psychiczne),
ztozone z przyjmowanych przestanek oraz z otrzymywanego z nich wnio-
sku. Istotny jest charakter zwiazku miedzy przestankami a wnioskiem: wy-
rézniamy jako poprawne te wnioskowania, w ktérych prawdziwos¢ przesta-
nek gwarantuje prawdziwo$¢ wniosku. Méwimy wtedy, ze wniosek wynika
logicznie z przestanek. Stosowne precyzyjne definicje tych pojeé znasz z wy-
ktadu logiki z pierwszego roku studiéw. W wyktadzie Zagadki wykorzystywa-
tem gtéwnie przyktady zagadek logicznych podanych w ksigzkach Raymonda
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Smullyana, mistrza w tworzeniu logicznych tamigtéwek. Uwzgledniatlem za-
gadki dotyczace analizy zywionych przekonan. Dla przyktadu: mozna poka-
zaé, ze jesli jestes tzw. szczeSciarzem epistemicznym, mniemasz, iz masz nie-
sprzeczny system przekonan i wierzysz w zdanie ,,BOg istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy nigdy nie przekonam si¢ o jego istnieniu” (z punktu widzenia Boga
to catkiem rozumny, dyskretny i wygodny sposéb bycia), to caty twdj system
przekonan stanie si¢ sprzeczny. Pokaza¢ mozna tez, co wystarcza, aby wiara
w zajscie jakiego$ zdarzenia implikowata, ze zdarzenie to z pewnoScig zajdzie.

Zagadki

Dwie oferty. Dwie osoby, A oraz B, sktadaja ci nastgpujace propozycje:

1. Oferta A: Wypowiadasz zdanie. Jesli jest ono prawdziwe, to otrzymu-
jesz doktadnie dziesigé dolaréw. Jesli jest ono falszywe, to otrzymujesz
albo mniej niz dziesig¢, albo wigcej niz dziesig¢ dolaréw, ale nie doktad-
nie dziesig¢ dolaréw.

2. Oferta B: Wypowiadasz zdanie. Niezaleznie od tego, czy jest ono praw-
dziwe czy fatszywe, otrzymujesz wigcej niz dziesig¢ dolaréw.

Ktéra z tych dwu ofert bytby§ sktonny wybraé?
Sylogizm Lewisa Carrolla. Czy nastepujacy sylogizm jest prawomocny?

Kazdy kocha moje dziecko.
Moje dziecko kocha tylko mnie.
.. Jestem swoim wlasnym dzieckiem.

Zbawienie. Powiada sig¢, ze pewnego razu bog zstapil z niebios i zakla-
syfikowat kazdego mieszkanca Ziemi jako albo szczegdlnego, albo nieszcze-
gblnego. Jak si¢ okazato, dla kazdej osoby a, a byla szczegélna wtedy i tylko
wtedy, gdy bylo tak, ze albo kazdy byt szczegdlny, albo nikt nie byt szczegdlny.
Ktére z nastgpujacych trzech stwierdzen wynika z tego logicznie?

1. Nikt nie jest szczegdlny.
2. Niektorzy sa szczegdlni, a niektdrzy nie sa.

3. Kazdy jest szczegdlny.
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Rozwiazania

Dwie oferty. Wigkszo$¢ oséb decyduje, ze oferta B jest lepsza, bo gwaran-
tuje pewna wygrana, niezaleznie od tego, jakie zdanie wypowiemy. Smullyan
argumentuje jednak, ze mozna wygraé dowolng kwote, jesli przyjmie si¢ pro-
pozycj¢ A (Smullyan 2007b, 16-17):

Wszystko co musze powiedzied, to: ,,Nie zaptacisz mi ani doktadnie
dziesigciu dolaréw, ani doktadnie miliona dolar6w”. Jesli moje zdanie
jest prawdziwe, to z jednej strony nie zaptacisz mi doktadnie dziesigciu
dolaréw lub doktadnie miliona dolaréw, ale z drugiej strony musisz za-
ptaci¢ mi doktadnie dziesig¢ dolaréw za wypowiedzenie zdania praw-
dziwego. To sprzeczno$¢, a wigc zdanie to nie moze by¢ prawdziwe
i musi by¢ fatszywe. Poniewaz jest falszywe, nie jest tak, jak ono méwi,
co oznacza, ze zaptacisz mi doktadnie dziesig¢ dolaré6w lub doktadnie
milion dolaréw. Jednak nie mozesz zaptaci¢ mi doktadnie dziesigciu do-
laréw za wypowiedzenie zdania fatszywego, a wigc musisz zaptaci¢ mi
doktadnie milion dolaréw.

Sylogizm Lewisa Carrolla. Jakkolwiek moze to wydawaé si¢ zabawne na
pierwszy rzut oka, ten argument jest prawomocny! Poniewaz kazdy kocha
moje dziecko, wynika stad, ze moje dziecko, bedac osoba, kocha moje dziecko.
Moje dziecko kocha wigc moje dziecko, ale takze kocha tylko mnie. Wtedy
wynika stad, ze moje dziecko jest ta sama osoba co ja! OczywiScie ten ar-
gument, cho¢ prawomocny, nie moze by¢ trafny; nie moze by¢ tak, aby obie
przestanki byty prawdziwe, poniewaz prowadzitoby to do absurdalnej konklu-
zji, ze jestem swoim wlasnym dzieckiem.

Zbawienie. Niech p bedzie zdaniem méwiacym, ze albo kazdy jest szcze-
g6lny, albo nikt nie jest szczegdlny. Ponadto, dla kazdej osoby a oznaczmy
stwierdzenie, ze a jest szczegdlna poprzez Sa. W ogdlnosci, w logice sym-
bolicznej, dla dowolnej wtasnoéci P oraz dowolnej nazwy indywidualnej a,
zdanie mdéwiace, ze (obiekt oznaczany przez) ¢ ma wilasnos¢ P, wyrazane
jest przez zapis Pa. Przypomnijmy, ze dwa zdania nazywamy réwnowaznymi,
gdy sa one albo oba prawdziwe, albo oba fatszywe. Podano nam, ze dla kazde;j
osoby a zdanie Sa jest rtownowazne z p (a jest szczegdlna wtedy i tylko wtedy,
gdy p jest prawdziwe — tj. wtedy i tylko wtedy, gdy albo wszyscy sa szczegdlni,
albo nikt). Wtedy dla dowolnych dwéch ludzi a i b, zdania Sa oraz Sb musza
by¢ wzajem rownowazne, poniewaz oba sa réwnowazne z p. Oznacza to, ze
dla dowolnych dwéch ludzi albo sa oni obaj szczegdlni, albo zaden z nich nie
jest szczegdlny, a z tego wynika, ze albo wszyscy ludzie sa szczegdlni, albo
zaden z nich nie jest szczegblny — inaczej méwiac, zdanie p jest prawdziwe.
Wtedy, poniewaz dla kazdej osoby a zdanie Sa jest rbwnowazne z p, wigc wy-
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nika z tego, ze dla kazdej osoby a zdanie Sa jest prawdziwe. Inaczej méwiac,
kazdy jest szczeg6lny.

Matematyczna tre$¢ zagadki sprowadza si¢ do tego, ze tautologia logiki
pierwszego rzedu jest formuta:

Vz (Sx = (Vo Sz vV Vr =Sx)) — Vo Sz.

Dobrym ¢wiczeniem dla czytelnikéw jest potwierdzenie tego np. metoda tablic
analitycznych.

4.2.10. Paradoksy

Za paradoksalne uwazamy — z grubsza rzecz ujmujac — to, CO majac pozory
falszu, jest jednak prawda, lub — inaczej rzecz ujmujac — to, co ktéci si¢ z na-
szymi (jak sadzimy, dobrze ugruntowanymi) przekonaniami o naturze w isto-
cie intuicyjnej. Za paradoksalny mozesz np. uwazac fakt istnienia powierzchni,
ktére maja tylko jedna strong (jak wstega Mobiusa). Z punktu widzenia do-
Swiadczenia potocznego paradoksalny jest fakt, ze przed otwarciem pudetka
Kot Schrodingera jest jednocze$nie zywy i martwy. Niewatpliwie uznasz za
paradoksalne twierdzenie Banacha-Tarskiego: kule podzieli¢ mozna na skon-
czong liczbg czgsci, a nastgpnie ztozy¢ z tych czgsci dwie kule, z ktérych kazda
ma objetos¢ rowna kuli wyjSciowej. W literaturze anglojezycznej czgsto termi-
nem paradox okre§la si¢ takze sprzecznosci logiczne. Zalecam jednak odréz-
nia¢ sprzecznos$ci logiczne od paradokséw. Gdy znajdujemy w jakiej$ teorii
sprzecznos$é, to staramy si¢ ja natychmiast usunaé, gdyz inaczej teoria pozo-
staje bezwarto$ciowa: w teorii sprzecznej mozna udowodni¢ wszystko (tacznie
Z tym, Ze teoria owa jest niesprzeczna). Natomiast napotkanie paradoksu zmu-
sza nas do doktadniejszego przemys$lenia zywionych dotad przekonan intuicyj-
nych, ktére sa z nim sprzeczne. W konsekwencji, zwykle modyfikujemy owe
intuicyjne przekonania, wskazujemy wyraZniej na zakres ich stosowalnosci.
Nie ma przeciez zadnej gwarancji, ze wszystkie odkrycia i pomysty naukowe
daja si¢ wyrazi¢ w terminach potocznych.

Zagadki

Paradoks stosu. To cala gama paradokséw zwiazanych z nieostroscia wyra-
zen jezykow etnicznych. Jedno ziarno nie tworzy stosu. Dwa ziarna nie tworza
stosu. Trzy ziarna nie tworza stosu. Bez watpienia jednak np. milion ziaren
tworzy stos. Gdzie jest granica migdzy — powiedzmy — skupiskiem pojedyn-
czych ziaren a stosem ziaren?
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Paradoks Berry’ego. Rozwazmy najmniejsza liczbe (naturalng), ktéra nie
moze zosta¢ zdefiniowana z uzyciem mniej niz stu stow. W zbiorze wszyst-
kich liczb, ktére nie moga zosta¢ zdefiniowane z uzyciem mniej niz stu stéw,
istnieje liczba najmniejsza. Ale wlasnie zdefiniowaliSmy ja z uzyciem mniej
niz stu stéw. Paradoks?

Paradoks Grellinga-Nelsona. Podzielmy przymiotniki polskie na autolo-
giczne oraz heterologiczne. Wyraz jest autologiczny, gdy ma ceche, ktéra orze-
ka. Dla przyktadu, autologiczne sa wyrazy: polski, szesciosylabowy. Wyraz
jest heterologiczny, gdy nie ma cechy, ktéra orzeka. Heterologiczne sa np.:
zielony, czterosylabowy. Mamy zatem dychotomiczny podziat wszystkich pol-
skich przymiotnikéw (empirycznie mozna stwierdzié, ze wigkszos§¢ polskich
przymiotnikéw jest heterologiczna, ale to nieistotne). Do ktérej z tych klas
nalezy przymiotnik heterologiczny?

Rozwiazania

Paradoks stosu. Nie ma dobrej odpowiedzi na pytanie, ile ziaren zaczyna two-
rzy¢ stos. Podobnie np. dla tysiny. Gdy masz bujna czupryn¢ i stracisz jeden
wtlos, trudno to nawet zauwazy¢. Podobnie, gdy stracisz dwa, trzy, cztery,
wtosy. Przychodzi jednak ten moment, gdy stajesz si¢ tysy, cho¢ nie sposéb
momentu tego jednoznacznie okreslic.

Moze warto dodal, ze nieostro§¢ wyrazef jezykOw etnicznych nie jest
w nich zjawiskiem marginalnym, ale jest dos¢ powszechna. Wbrew pochop-
nemu sadowi, nie utrudnia to jednak komunikacji, lecz raczej ja utatwia.

Paradoks Berry’ego. Zrédtem tego paradoksu jest niejednoznacznosé wy-
razenia moze zosta¢ zdefiniowana. Uzywamy mianowicie tego wyrazenia za-
rowno w jezyku przedmiotowym, jak i w metajezyku. Ktopot powstaje wigec,
gdy mieszamy te uzycia, gdy méwimy, ze zdefiniowaliSmy (w metajezyku)
liczbe, ktérej nie mozna zdefiniowad (w jezyku przedmiotowym). Precyzyjne
odréznienie jezyka przedmiotowego oraz metajezyka dostarcza rozwiazania
paradoksu.

Paradoks Grellinga-Nelsona. Korzystajac z wprowadzonych ustalel, mamy:

1. Gdyby heterologiczny byl autologiczny, to miatby ceche, ktdra orzeka,
a wiec musiatby by¢ heterologiczny.

2. Gdyby heterologiczny byt heterologiczny, to nie miatby cechy, ktdra o-
rzeka, czyli nie bytby heterologiczny.

Mamy wigc do czynienia z paradoksem, ktorego Zrédtem jest pomieszanie
jezyka przedmiotowego z metajezykiem.
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4.2.11. Sofizmaty

Gdy wnioskujemy niepoprawnie, to mozemy czyni¢ to bezwiednie badz ce-
lowo. W pierwszym przypadku mamy do czynienia z paralogizmem — btgdem
logicznym. W przypadku drugim, gdy usitujemy przedstawi¢ niepoprawny
wniosek z intencja oszukania, méwimy o sofizmatach. Mozna — na rézne spo-
soby — kodyfikowaé poprawne metody rozumowania, jednak jaka$ trafna oraz
w miar¢ wyczerpujaca klasyfikacja badZ typologia btedéw i sofizmatéw nie
wydaje si¢ wykonalna. Wyniki kazdego sprawdzianu z logiki dobitnie przeko-
nuja, ze ludzka inwencja w btadzeniu jest niewyczerpana. Podobnie, nieogra-
niczona w swojej réznorodnosci wydaje si¢ ludzka pomystowos¢é w oszukiwa-
niu.

Zagadki

LEMAT WROCEAWSKI. Istnieje zbior pusty. Dowdéd lematu. Rozwazmy zbiér
wszystkich zbiorow pustych i oznaczmy go przez W. Zachodzi doktadnie
jedna z nastepujacych mozliwosci: a) zbiér W jest zbiorem pustym; b) zbidr
W jest zbiorem niepustym. W przypadku a) zbiér W jest zbiorem spelniaja-
cym teze Lematu Wroclawskiego. W przypadku b), skoro W jest zbiorem nie-
pustym, to zawiera jakie$ elementy. Ale, z definicji W, kazdy element zbioru
W jest zbiorem pustym. A zatem dowolny element zbioru IV spetnia teze Le-
matu Wroctawskiego.

Znajdz usterke w powyzszym dowodzie.

LEMAT KRAKOWSKI. Nic nie istnieje. Dowdd lematu. Uczynimy zalozenie
optyczno-liryczne, ze ,,brak cienia jest dowodem nieistnienia”. Cienie nie rzu-
caja cienia. Zatem cienie nie istnieja. Wynika z tego, ze nic nie posiada cienia.
Dowodzi to, ze nic nie istnieje.

Znajdz usterke w powyzszym dowodzie.

Ztotowka rowna groszowi. Co zarzucisz nastgpujacemu ,,dowodowi”, ze
ztotéwka réwna si¢ groszowi:

1zt = 100gr = (10gr)? = (0.10z1)? = 0.01zt = 1gr

Rozwiazania

LEMAT WROCEAWSKI. Usterka polega na wprowadzeniu samego zbioru W.
Przywotujac ten zbidr, niejawnie zakladamy, ze zbidr pusty istnieje, popel-
niamy wigc bledne koto w dowodzeniu. Istnienie (doktadnie jednego) zbioru
pustego jest oczywiScie zagwarantowane w teorii mnogosci: zbidr pusty ist-
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nieje na mocy aksjomatu wyrdzniania. Wystarczy za ceche definiujaca ten
zbiér wybraé¢ dowolng wtasnos¢ sprzeczna.

LEMAT KRAKOWSKI. Usterka polega oczywiscie na przyjeciu zatozenia
optyczno-lirycznego. Nie ma ono nic wspdlnego z matematyka, jest jedynie
zabawna gra stow.

Ztotowka rowna groszowi. W podanej argumentacji postuzono si¢ w spo-
sOb nieuprawniony operacja mnozenia — nie ma czegos takiego, jak grosze do
kwadratu.

4.2.12. Tluzje

Na pewno pokazywano ci rysunki, ktére przedstawiaty r6zne niemozliwe fi-
gury (np. trojkqt Penrose’a lub szescian Neckera). Ogladatas grafiki Mauritsa
Cornelisa Eschera, na ktérych woda ptynie wbrew wszelkim zasadom hydrau-
liki Iub schody prowadzace w dét nagle okazuja si¢ schodami prowadzacymi
w gorg? Czutas dyskomfort poznawczy, gdy ogladatas rysunek przedstawia-
jacy — przy jednym sposobie patrzenia stara kobietg, a przy innym catkiem
mtoda? Czy po takich do§wiadczeniach nie stalas si¢ odrobing podejrzliwa
wobec §wiadectw dostarczanych przez zmysty? Co jest ztudzeniem, a co nie?
Moze — zgroza — wszystko jest ztudzeniem? Jak mawiata pewna dama: ,,Je-
stem solipsystka i dziwig sig, ze inni nimi nie s3”. Jakim innym jeszcze (oprécz
optycznych) ztudzeniom podlegamy? W jaki sposéb przekonujemy sig, ze co$
jest ztudzeniem? Do ztudzen zaliczymy takze bezrefleksyjne odpowiedzi na
pytania podobne do ponizszych.

Zagadki

Sznur dookota Ziemi. WyobraZzmy sobie, ze gltadka kule wielko$ci Ziemi opa-
saliSmy ciasno sznurem. Niech jej promiefi réwny bedzie r. Sredni promieri
Ziemi réwny jest 6371 km, a jej obwdd wynosi 40 075 km. Przedtuzmy teraz
ten sznur, powiedzmy, o 15 metréw i utwdérzmy z niego okrag opasujacy nasza
kule w pewnej odlegtosci od jej powierzchni. Jaka bedzie to odlegtos¢? Czy
pod sznurem przepetznie mrowka? Czy przebiegnie pod nim jamniczek? Czy
przejdzie pod nim bez schylania si¢ dorosty cztowiek Sredniego wzrostu?
Gdzie jest brakujqcy dolar? Do hotelu przybyto trzech gosci i zdecydowali
sig wynajac¢ wspdlny pokdj. Hotelarz zazadat 30 dolaréw, a wigc kazdy z gosci
dat 10 dolaréw i zajeli pokoj. Nieco p6zniej hotelarz (mozna przypuszczaé, ze
byl protestantem) uznat, ze zazadat zbyt wiele i ustalit ceng za pokéj réwna 25
dolaréw. Wreczyt 5 dolaréw chiopcu hotelowemu z poleceniem, aby zwrdcit
te kwote gosciom. Chtopiec (mozna przypuszczaé, ze nie byt protestantem)
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zatrzymat dla siebie dwa dolary, a pozostate trzy wrgczyt goSciom, kazdemu po
dolarze. Policzmy teraz: kazdy z gosci zaptacit ostatecznie za pokdj dziewigé
dolaréw, co daje razem 27 dolaréw, a chtopiec zatrzymal dwa dolary, a wigc
w sumie mamy 29 dolaréw. Gdzie zniknat brakujacy dolar?

Butelka 7 korkiem. Butelka z korkiem kosztuje 1,10 zi. Butelka jest o zto-
towke drozsza od korka. Ile kosztuje butelka, a ile korek?

Rozwiazania

Sznur dookota Ziemi. Odpowiedzi podawane bez refleks;ji sa tu czgsto bardzo
dalekie od prawdy. W istocie, dlugos¢ nowego promienia (czyli dlugos¢ pro-
mienia okregu utworzonego przez sznur przedtuzony) wynosi r + % Gdy
odejmiemy od tego r, to otrzymamy w przyblizeniu 2, 387. Wigkszos$¢ przed-
stawicieli naszego gatunku mogtaby wigc swobodnie przej$¢ pod sznurem za-
wieszonym na takiej wysokosci, nawet tanecznie podskakujac.

Nalezy zauwazy¢, ze — przy ustalonej na poczatku dtugosci a dodatko-
wego sznura — wynik z, o ktéry pytamy, nie zalezy od promienia kuli, mamy
bowiem:

1. Obwdd kuli ciasno opasanej sznurem: 27r.
2. Dlugos$¢ okregu o promieniu r + x: 277 + a.
3. Dtugosé okregu o promieniu r + x: 27 (r + x).

4. Skoro 2x(r + x) = 27r 4 a, to 27r + 27z = 27r + a, czyli 27z = a,
azatem x = 5-. Tak wigc, szukana odlegtos¢ x nie zalezy od promienia
rozwazanej kuli.

Gdzie jest brakujqcy dolar? Ta zagadka zyskata juz sobie pewna popular-
no$¢ — podobno jest nawet wykorzystywana w niektérych szkoleniach pracow-
nikéw, zajmujacych si¢ ustugami. Niektorzy potrafig si¢ pogubié, rozwigzujac
te prosta zagadke, bedaca w gruncie rzeczy batamutnym werbalnie przedsta-
wieniem problemu. Spdjrzmy na dystrybucje catej kwoty w ciagu catej tej hi-
storii:

Hotelarz ma: | Chtopiec ma: | GoScie maja: | Etap:
0 0 30 Goscie przychodza do hotelu
30 0 0 Goscie ptaca za hotel
25 5 0 Hotelarz daje piatke chtopcu
25 2 3 Chtopiec daje tréjke goSciom.
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Na konicu tej przygody hotelarz ma zatem 25 dolaréw, chtopiec ma 2 dolary
(czyli obaj tacznie maja 27 dolaréw), a goscie maja 3 dolary. Wszystko sig¢
zgadza, nie ma zadnego ,,brakujacego” dolara.

Butelka 7 korkiem. Niech cena korka w groszach wynosi z. Wtedy cena
butelki jest x + 100. Butelka wraz z korkiem kosztuje 110 groszy, a zatem
otrzymujemy proste rownanie:

(z +100) + 2 = 110.

Jego rozwiazaniem jest x = 5. Korek kosztuje wigc 5 groszy, a butelka (bez
korka) 105 groszy, czyli ztotéwke i pigé groszy. Wiele os6b podaje bezreflek-
syjnie btedna odpowiedz, iz butelka kosztuje ztotowke, a korek 10 groszy. Za-
réwno ta zagadka, jak i dwie poprzednie omawiane s3 w wielu miejscach.

4.3. Slowo koncowe

Wykorzystywanie zagadek matematycznych w rodzaju wyzej podanych do-
brze sprawdzito si¢ w dydaktyce, a konkretnie w nauczaniu matematycznych
metod rozwiazywania probleméw na zajeciach fakultatywnych w programie
studiéw kognitywistycznych na UAM. Do takiej oceny upowaznia mnie za-
réwno oryginalna tres¢ esejow zaliczeniowych tego przedmiotu, jak i fakt, ze
podczas zaje¢ zawsze mieliSmy do czynienia z zywa dyskusja, oceng réznych
strategii rozwiazywania probleméw, sporym zaangazowaniem intelektualnym
stuchaczy. Sadzg¢ réwniez, ze te aktywnoSci poznawcze stuchaczy wptynety
pozytywnie na ksztattowanie si¢ (badZ korekte) zywionych przez nich intuicji
matematycznych.

W ramach wspomnianego w Przedmowie projektu badawczego zajmowa-
tem si¢ m.in. intuicja matematyczna, jej rozumieniem przez profesjonalnych
matematykéw oraz jej ksztalttowaniem w procesie nabywania wiedzy, umie-
jetnosSci oraz kompetencji matematycznych przez uczniéw. Ujmowatem ten
proces w kontekscie przekazu w matematyce. Ten termin wprowadzitlem w Po-
gonowski 2016. Sadzg, ze interesujace (zarowno z teoretycznego, jak i prak-
tycznego punktu widzenia) jest doktadniejsze przyjrzenie sig, jaka rolg w kon-
tek$cie przekazu w matematyce petnia objasnienia intuicyjne (zob. tez Pogo-
nowski 2018).

Jest wielkie mnéstwo ksiazek z zagadkami i ciekawostkami matematycz-
nymi i logicznymi, a takze ksigzek popularnych o matematyce. Podana w bi-
bliografii lista w zadnym razie nie aspiruje do kompletnos$ci, zawiera natomiast
m.in. te pozycje, w ktérych znajdowalem przedstawione wyzej zagadki. Mam
nadzieje¢, ze zdolam przygotowaé obszerniejszy zbidr zagadek rozwazanych
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wyzej typéw, w ktérym podana zostanie rozszerzona bibliografia. Trzeba mieé
nadzieje, niezaleznie od tego, co knuje Los.
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