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Wstep

Jednym z zagadnien rozwazanych w teorii eksperymentu jest wyznaczanie ukta-
déw optymalnych. Uzycie optymalnego planu eksperymentu pozwala na najbar-
dziej precyzyjna ocene nieznanych parametrow. Jesli w eksperymencie obiekty
wzajemnie na siebie oddziatuja, to rozwazaé¢ mozna blokowy model wspétoddzia-
tywania. Model ten stosuje sie miedzy innymi w serologii przy badaniu wiruséw
(Rees, 1967) oraz w doswiadczeniach le$niczych (Monod, 1992). Ma on réw-
niez zastosowanie w eksperymentach rolniczych i ogrodniczych, przy badaniu
wzajemnego wplywu sasiadujacych ze soba roslin, w tym w analizie rozprze-

strzeniania sie choréb (Jenkyn i Dyke, 1985).

W ostatnich latach zostaly opublikowane pewne wyniki dotyczace uniwersal-
nej optymalnosci binarnych uktadéow doswiadczalnych w modelach wspotoddzia-
lywania (zobacz miedzy innymi Bailey i Druilhet, 2004, Druilhet, 1999, Filipiak
i Markiewicz, 2003, 2004, 2005, 2007). Prace te dotycza gtéwnie optymalnosci
kotowych uktadéw zrownowazonych ze wzgledu na sasiedztwo oraz tablic orto-
gonalnych typu I w stalym oraz mieszanym modelu wspotoddziatywania, gdy

obserwacje sa lub nie sg skorelowane.

Warunkiem koniecznym istnienia uktadéw uniwersalnie optymalnych jest
spetienie dos¢ restrykcyjnego wymagania natozonego na parametry uktadu.
W zwiazku z tym, dla wielu zestawéw parametréw nie istnieja eksperymenty
uniwersalnie optymalne, o ktorych mowa w literaturze. W takiej sytuacji bada
sie efektywnos¢ pewnych uktadow szeroko stosowanych w praktyce lub rozwaza

sie optymalnos¢ ze wzgledu na wybrane kryteria.



Czesciowe wyniki dotyczace wyznaczania eksperymentéw A-, D- oraz E-op-
tymalnych w modelu blokowym, w ktérym jedynym czynnikiem zakt6cajacym
sg efekty blokowe, zostaly przedstawione miedzy innymi w pracach Balasubra-
manian i Dey (1996), Constantine (1981), (1982), (1986), Gaftke (1982), Jacro-
ux (1982), (1983), (1991), Krafft i Schaefer (1997) czy tez Srivastav i Shankar
(2003).

Problem wyznaczania uktadéw optymalnych ze wzgledu na wybrane kryte-
ria w modelach wspotoddzialywania nie byt do tej pory w literaturze rozwazany.
Gléwnym celem niniejszej pracy jest podanie charakterystyki uktadéw D- oraz
E-optymalnych w kotowych modelach wspétoddziatywania. Uktady optymalne
zostang wyznaczone poprzez zbadanie wlasnosci algebraicznych, w szczegdlno-
Sci wiasno$ci spektralnych ich macierzy informacji Fishera dla estymacji efektow
obiektowych. Dodatkowe parametry zaktocajace znacznie komplikuja wyznacze-
nie macierzy informacji, co czyni charakterystyke uktadéow optymalnych znacznie
trudniejsza niz w przypadku standardowego modelu doswiadczenia blokowego.
Ponadto w do$wiadczeniach, w ktorych wystepuja efekty wspotoddziatywania,
istotna role odgrywa kolejnos¢ obiektow rozmieszczonych w blokach, co powoduje
zdecydowany wzrost liczby uktadéw eksperymentalnych dla zadanych parame-
trow i sprawia, ze numeryczne wyznaczenie uktadéw optymalnych jest trudne
i czasochtonne dla malej liczby obiektow i wrecz niemozliwe, gdy liczba ta jest

duza.

Wyniki zawarte w pracy dotycza eksperymentéw zatozonych w blokach kom-
pletnych, to znaczy takich, w ktorych pojemnosé blokéw jest réwna liczbie obiek-
tow. Uktady takie sg czesto stosowane w praktyce. Na przyktad w doswiadcze-
niach prowadzonych przez UPOV (The International Union for the Protection
of New Varieties of Plants) stosowane sa uktady o blokach kompletnych z liczba
obiektow mniejsza niz 16. Eksperymenty takie sa stosowane réwniez w doswiad-
czeniach klinicznych (Rees, 1967).

W pracy Constantine (1981) poszukiwane byly uklady E-optymalne w mo-
delu blokowym bez dodatkowych efektow zaktdcajacych w klasach uktadow, w

ktorych liczba blokéw jest o jeden lub dwa mniejsza oraz wieksza od takiej, dla



ktorej istnieje uktad uniwersalnie optymalny. Podobne podejscie zostanie zasto-
sowane w pracy do wyznaczania uktadow D- oraz E-optymalnych. Z uwagi na
bardziej skomplikowana posta¢ macierzy informacji techniki dowodowe zastoso-
wane w pracy sa odmienne od dotychczas stosowanych w literaturze i bazuja
gtownie na metodach algebry liniowej, w tym na najnowszych wynikach z tej
dziedziny. Podanie charakterystyki uktadéw D-optymalnych okazato sie mozli-
we miedzy innymi dzieki wynikom algebraicznym zawartym w pracy Molinari
(2008). Réwniez konstrukcja uktadéw optymalnych w modelu wspétoddziaty-
wania jest w ogolnosci bardziej zlozona, niz analogiczne konstrukcje w modelu
blokowym bez dodatkowych efektow zaklocajacych, gdzie sprowadza sie ona do
usuniecia lub dodania blokéw do uktadu uniwersalnie optymalnego; poréwnaj

np. Constantine (1981).

Waznym problemem rozwazanym w teorii eksperymentu jest takze wyzna-
czanie zbioru uktadéw spdjnych w zadanym modelu. Charakterystyka takich
uktadéw w kotowych modelach wspétoddziatywania nie byta dotychczas w li-
teraturze analizowana. Celem tej pracy jest zatem réwniez wyznaczenie oraz
podanie charakterystyki uktadéw spojnych. Dodatkowsa motywacja do opisa-
nia warunkéw spojnosci jest fakt, iz eksperymenty D- oraz E-optymalne naleza
do klasy uktadow spojnych. Jak zostanie pokazane, charakteryzowanie uktadow
sp6jnych w modelach wspétoddzialywania mozna w pewnych sytuacjach wigzaé
z poszukiwaniem uktadow spéjnych w modelu, w ktérym jedynym czynnikiem
zaktocajacym sg efekty blokowe. Podobnie jak w przypadku badania optymal-
noéci eksperymentéw, metody poszukiwania uktadéw spojnych zostaly oparte

na wtasnosciach macierzy informacji.

W Rozdziale 1 przedstawione zostaly najwazniejsze pojecia oraz zagadnie-
nia poruszane w pracy. Na poczatku zaprezentowany zostat model liniowy do-
Swiadczenia blokowego. Nastepnie model ten zostal rozbudowany o dodatkowy
komponent zwiazany ze wspétoddziatywaniem obiektéw. W dalszej czesci roz-
dzialu przedstawione zostaty rozne typy uktadow doswiadczalnych oraz ich ma-
cierze informacji. Kolejny podrozdziat poswiecony zostal estymowalnosci efek-

tow obiektowych oraz spojnosci uktadéw doswiadczalnych. Na koniec zostaty



zaprezentowane kryteria optymalno$ci rozwazane w kolejnych rozdziatach oraz

najwazniejsze narzedzia algebraiczne stosowane w pracy.

Rozdziat 2 poswiecony jest zagadnieniu spdjnosci uktadéw eksperymental-
nych w modelu wspétoddziatywania z efektami sasiedztwa. Zostalty tu podane
warunki konieczne spojnosci w klasie wszystkich uktadéw. Wyznaczona zosta-
ta rowniez minimalna liczba blokow konieczna do zapewnienia istnienia uktadu
spojnego. W dalszym ciagu scharakteryzowana zostata pewna podklasa ukta-
dow binarnych pelnigca istotng role w zagadnieniu optymalnosci, a nastepnie
pokazane zostalo, ze wszystkie uktady z tej klasy sa spdjne. Przedstawiony réw-
niez zostat zwiazek miedzy spojnoscia eksperymentow w modelu wspotoddzia-
lywania a spdjnoscia pewnych uktadéw w modelu blokowym bez dodatkowych
efektow zakltocajacych. Na zakonczenie podano warunek konieczny i dostateczny
spojnosci w sytuacji, gdy macierz lewego sasiedztwa uktadu jest permutacyjnie

podobna do macierzy cyrkulentne;j.

Celem Rozdziatow 314 jest scharakteryzowanie uktadéw E-optymalnych oraz
D-optymalnych. W pierwszej czesci tych rozdziatéw sformutowany zostal waru-
nek dostateczny, aby uktad byt odpowiednio E- oraz D-optymalny w pewnej
podklasie uktadéw binarnych w modelu wspétoddziatywania. Nastepnie zosta-
to wykazane, ze eksperymenty te sa optymalne w klasie wszystkich uktaddow.
Wyniki te zostaly uzyskane dla uktadéw o blokach kompletnych. Rozwazana
liczba blokow jest zwigzana z wielokrotnoscig t — 1, gdzie t jest liczbg obiektow,
gdyz dla takiej liczby blokéw w klasie uktadéow o blokach kompletnych istnieje
uktad uniwersalnie optymalny. W przypadku uktadéw E-optymalnych rozwa-
zano liczbe blokéw p(t — 1) — 1 oraz p(t — 1) + 1, gdzie p € N. Dla uktadow
D-optymalnych analizowana liczba blokéw wynosita ¢t — 2 oraz t. Na koncu tych

rozdziatow podane zostaty metody konstrukeji uktadéw optymalnych.

W Rozdziale 5 zaprezentowane zostaly hipotezy wynikajace ze wstepnych
analiz dotyczacych uktadéw A-optymalnych. Na zakonczenie przedstawione zo-
stato krotkie oméwienie wynikow dotyczacych wlasnosci uktadow cyklicznych
w modelu wspotoddzialywania, ktore moga byé¢ zaréwno uktadami niespojnymi

jak 1 uniwersalnie optymalnymi.



1. Podstawowe pojecia oraz oznaczenia

W rozdziale tym przedstawione zostang najwazniejsze pojecia oraz zagadnienia
poruszane w pracy. Na poczatku zaprezentowany zostanie model liniowy do-
swiadczenia blokowego oraz model wspétoddziatywania z efektami sgsiedztwa.
W dalszej czesci rozdzialu przedstawione zostana rozne typy uktadow doswiad-
czalnych oraz macierz informacji eksperymentu opisanego kotowym modelem
wspotoddzialywania z efektami lewego sasiedztwa. Kolejny podrozdzial poswie-
cony zostanie estymowalnosci efektéw obiektowych oraz spdjnosci uktadéow. Na
koniec zdefiniowane zostang kryteria optymalnosci rozwazane w kolejnych roz-
dziatach oraz zaprezentowane zostang najwazniejsze narzedzia algebraiczne sto-

sowane w niniejszej pracy.

1.1. Model liniowy doswiadczenia blokowego

Rozwazmy eksperyment, w ktérym poréwnujemy ¢ obiektoéw rozmieszczonych
na n = bk niejednorodnych jednostkach doswiadczalnych, pogrupowanych w
b jednorodnych blokéow o jednakowej pojemnosci k. Ukltadem blokowym nazy-
wamy rozmieszczenie t obiektéw na wszystkich £ jednostkach do$wiadczalnych
w kazdym z b blokéw. Tak zdefiniowane uktady bedziemy oznaczaé¢ przez d.
Niech D, bedzie zbiorem uktadéw blokowych o parametrach ¢, b i & oraz niech
d(i,j) € {1,2,...,t} bedzie obiektem przyporzadkowanym j-tej jednostce ekspe-
rymentalnej w ¢-tym bloku, ¢ =1,2,...,b, 7 =1,2,..., k. Modelem blokowym

takiego doswiadczenia nazywamy nastepujacy model liniowy

Yij = Ta(ij) T Bi + €ij) (1.1)



gdzie y;; oznacza wartos¢ obserwacji na j-tej jednostce eksperymentalnej w ¢-tym
bloku, 74(; ;) jest efektem obiektu d(i, j), 3; oznacza efekt i-tego bloku, natomiast
€;; jest bledem losowym o rozktadzie normalnym, z wartoscig oczekiwang réwna

0 oraz wariancjg 02, i =1,2,...,b, 7 =1,2,... k.

Wektor obserwacji mozna zapisaé jako y = (Y11, Y12, - - -, Y1k, Y21, - - - Yok) -
Oznaczmy przez Ty € Ry macierz uktadu dla efektow obiektowych w i-tym
bloku, 1 < ¢ < b. Wowezas Ty = (T ¢ ... : T)) jest macierza ukladu dla
efektow obiektowych. Poniewaz macierz ta jest zalezna od ukltadu, bedziemy
ja indeksowaé przez d. Przyjmujac, ze I, jest macierza jednostkowa stopnia b,
1, € R” jest wektorem kolumnowym, ktérego sktadowymi sa jedynki, nato-
miast symbol ® oznacza iloczyn Kroneckera, z zatozenia o jednakowej pojem-
nosci blokéw macierz uktadu dla efektéw blokowych mozna zapisa¢ w postaci
B =1, ® 1;, ktora nie zalezy od uktadu doswiadczalnego. Model (1.1) w zapisie

wektorowym przyjmuje woéwczas postacé
y =Tyt + BB + €, (1.2)

gdzie T € R jest nieznanym wektorem efektéw obiektowych, B € R? jest nie-
znanym wektorem efektow blokowych, natomiast € € R" jest wektorem bte-
dow losowych, podlegajacym wielowymiarowemu rozktadowi normalnemu z zero-
wym wektorem wartosci oczekiwanych 0,, € R" i macierzg wariancji-kowariancji

Var(e) = X, gdzie 3 € R, jest macierza okreslona dodatnio.

Przyjmijmy, ze jednorodne jednostki do$wiadczalne tworza liniowe bloki oraz,
ze na obiekt w bloku moze oddziatywa¢ obiekt umieszczony na sasiedniej jedno-
stce eksperymentalnej. W takiej sytuacji bedziemy rozpatrywa¢ model blokowy,
w ktorym wystepuja dodatkowe efekty zaktdcajace. W przypadku, gdy na obiekt
d(i,j) oddziatywuje obiekt d(i, 7 — 1), model taki nazywamy modelem wspétod-

dziatywania z efektami lewego sgsiedztwa i przyjmuje on nastepujaca postaé
Yij = Td(ij) T Ad(ij—1) + Bi + €ij,

gdzie A\q j—1) sa efektami lewego sasiedztwa obiektu d(7, j), natomiast 744 jy, 5;

oraz €;; okreslone sg tak samo jak w modelu (1.1).



Dla kazdego 1 < ¢ < b oznaczmy przez Ly € Rpy; macierz uktadu d dla
efektow lewego sasiedztwa w i-tym bloku. Macierz Ly = (L), : ... : L)) jest
wowcezas macierzg uktadu dla efektow lewego sasiedztwa. Przy powyzszych ozna-
czeniach model wspotoddziatywania z efektami lewego sasiedztwa dla uktadu

d € D, mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci wektorowej
Yy = TdT+Ld)\+B,3+€, (13)

gdzie A € R’ jest nieznanym wektorem efektéw lewego sasiedztwa. W modelu
(1.3) macierz uktadu dla efektéw wspotoddziatywania, Ly, jest nastepujacym

przeksztatceniem macierzy uktadu dla efektéw obiektowych
L, = (I, ® Hy) Ty,

gdzie H, € Ry jest macierzq incydencyi lewego sqsiedztwa; poréwnaj Kunert
i Martin (2000). W zaleznosci od postaci tej macierzy mozemy rozpatrywac

kotowy lub niekotowy model wspotoddziatywania z efektami lewego sgsiedztwa.

Jedli w eksperymencie kazdy obiekt w bloku, poza pierwszym, ma lewego

sgsiada, to macierz H; przyjmuje postac

b1 0
L1 05

Takie uktady nazywamy uktadami niekotowymi. Optymalnos¢ uktadéw nieko-
towych byta rozwazana zaréwno w doswiadczeniach z powtorzonymi pomiara-
mi (poréwnaj np. Kushner, 1997), jak i w eksperymentach opisanych modelem
wspétoddziatywania; poréwnaj np. Kunert i Martin (2000) oraz Filipiak i Ré-
zanski (2003).

W pracy rozwazaé¢ bedziemy takie eksperymenty, w ktorych kazdy obiekt w
bloku ma lewego sgsiada. Zatozenie to jest spelnione miedzy innymi w sytuacji,
gdy bloki maja ksztatt kota. Na przyktad uktad, ktérego jednostki eksperymen-
talne zostaty pogrupowane w 2 bloki po 4 jednostki i na ktoérych rozmieszczone
zostaly cztery obiekty oznaczone przez 1,2, 3,4, mozna przedstawi¢ w nastepu-

jacej postaci (t = k = 4 oraz b = 2).
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Jednak w praktyce jednostki eksperymentalne sa zwykle utozone w bloku
liniowo. Efekt bloku kolowego mozna wowczas uzyskaé¢ poprzez dodanie do kaz-
dego bloku jednostki brzegowej na poczatku lub na koncu bloku oraz umieszcze-
nie na niej obiektu, ktéry znajduje sie na przeciwnym koncu bloku. Jednostki
brzegowe pelnia jedynie role pomocniczg i nie biorg udziatu w analizie doswiad-

czenia. Jednostki eksperymentalne wchodzace w sktad bloku nazywamy jednost-

kami wewnetrznymi. Zatem powyzszy przyktad mozna przedstawi¢ w postaci

(4234
\la2l1 42 92)

gdzie jednostki brzegowe umieszczone sa na poczatku kazdego bloku.

liniowej nastepujaco

Uktad, w ktorym kazdy obiekt w bloku ma lewego sasiada nazywamy uktadem
koltowym; poréwnaj np. Kunert (1984), Druilhet (1999) oraz Shah i Sinha (1989),

a macierz Hy przyjmuje wéwczas postac

! 1
H,=|( " . (1.4)
Ii—1 0p_

W pracy rozwazany bedzie kotowy model wspotoddzialywania z efektami
lewego sasiedztwa. Niemniej jednak uzyskane wyniki mozna zaadaptowaé réw-
niez do kotowego modelu wspotoddzialywania z efektami prawego sasiedztwa, w
ktorym macierz incydencji prawego sgsiedztwa jest macierzg transponowang do

macierzy (1.4).

Poniewaz rozwazac¢ bedziemy model, w ktorym efekty obiektowe i blokowe sg
state, dlatego bedziemy przyjmowac, ze macierz wariancji-kowariancji wektora
obserwacji jest rowna macierzy wariancji-kowariancji wektora btedéw losowych,
to znaczy Var(y) = X. Ponadto zaktada¢ bedziemy, ze obserwacje sa niesko-
relowane z jednakows wariancjg o2, gdzie o2 jest znang staly. Oznacza to, ze

Y = 0%I,,. W przypadku, gdy o2 nie jest znana, rezultaty podane w pracy sa



nadal prawdziwe, jednakze przedstawione uktady sa optymalne ze wzgledu na

precyzje w estymacji najmniejszych kwadratow.
Modele (1.2) i (1.3) mozna zapisa¢ w ogdlniejszej postaci nastepujaco
y =Tyt + Zyy + €, (1.5)

gdzie Zg € R, «., jest macierzg uktadu dla efektéw zaktocajacych oraz v € R™
jest nieznanym wektorem efektow zakldcajacych. Parametr m jest sumg wy-
miaréw wszystkich wektoréw efektéow zaktocajacych. Poniewaz w modelu (1.2)
jedynymi parametrami zaktdcajacymi sa efekty blokowe, model ten otrzymuje-
my z modelu (1.5) dla Z; = B oraz v = 3, a wiec m = b. Natomiast model
(1.3) mozna zapisa¢ w postaci (1.5), przyjmujac Zq = (Lg:B), v = (X : )’

oraz m =t +b.

1.2. Macierz informacji

W dalszej czeéci pracy bez straty ogélnoséci bedziemy zaktadaé, ze 02 = 1, zatem
Y =1,. W doswiadczeniu opisanym modelem (1.2) przy zalozeniu normalnosci
rozktadu prawdopodobienstwa wektora obserwacji y, macierz informacji Fishera
dla estymacji wektora efektéw obiektowych 7, moze by¢ wyrazona jako naste-

pujace dopetnienie Schura
Coq = [Moa / B'B],

gdzie Moy = (T4 : B) (T4 : B) jest macierza momentéw uktadu d; poréwnaj
np. Pukelsheim (1993).

Przypomnijmy, ze dla danej okre$lonej nieujemnie macierzy blokowej
A = (Aj)i<ij<2, dopelieniem Schura macierzy Ajy w macierzy A nazywa-
my wyrazenie

[A/Agn] = Ay — ApAL A,



gdzie A,, jest uogélniona odwrotno$cia macierzy Ags. Oznaczmy przez
R, = diag(ra, ..., ra) oraz K, = diag(kq, - . ., kg) macierze diagonalne z od-
powiednio replikacjami poszczegdlnych obiektéw w calym do$wiadczeniu oraz
pojemnosciami poszczegdlnych blokow na gléwnej przekatnej. Przyjmijmy po-
nadto, ze Ng = (n;;), gdzie dla i = 1,2,...,t oraz j = 1,2,...,b, element n;;
oznacza liczbe wystgpien obiektu ¢ w bloku 7, jest macierzq incydencyi uktadu

d. Macierz informacji mozna wowczas zapisa¢ nastepujaco
/ -1 /
Coa =T;QpTis =Ry — NJK; N,

gdzie Qy = I,,,, — Px jest operatorem rzutu ortogonalnego na dopetnienie or-
togonalne przestrzeni kolumn macierzy X € R, xm, oraz Py = X(X'X)" X’
jest macierzg rzutu ortogonalnego na przestrzen kolumn macierzy X. Poniewaz
B =1,® 1, zatem Qp = I, ® Ey, gdzie B = I — +1;1}. Macierz E, jest syme-
tryczna, idempotentna (E,E, = E;), E;1, = 0; oraz t — 1 jej wartosci wlasnych

jest réwnych 1.

Rozwazmy model (1.3). Oznaczmy macierz momentéw przez My, to znaczy

T, T, T,L, T',B
Md = (Td . Ld . B)/(Td . Ld . B) = L;Td L;Ld :iB
B'T, B'L; BB

W pracy Markiewicza (1997) zostato pokazane, ze macierz informacji C, dla
estymacji wektora efektow obiektowych 7, przy zatozeniu normalnosci rozkta-
du prawdopodobienstwa wektora obserwacji, moze by¢ wyrazona jako funkcja
macierzy informacji Wy dla jednoczesnej estymacji efektow obiektowych i efek-
tow sasiedztwa. Zwigzek miedzy macierzami W, oraz My wyraza sie za pomoca

nastepujacego dopelienia Schura

1QpTs L)QpL,

Oznacza to, ze macierz W jest macierza momentow w modelu zredukowanym,

Wd _ [Md / B/B] _ ( ;lQBTd &QBLd ) .

w ktorym wyeliminowano efekty blokowe.

10



Z postaci macierzy Ej, oraz ortogonalnosci macierzy Hy, danej wzorem (1.4)

tatwo zauwazy¢, ze
L;QpLy = Lj(I, @ Ey) Ly = T (I, ® (HEHy)) Ty =
= T,(I, e Ey) Ty =T, QzT,.
Zatem macierz informacji dla estymacji wektora efektéw obiektowych mozna

wyrazi¢ jako

Cs= [Wd / TZ{QBTCI] = T&QBTd - TZIQBLd (TZIQBTd)i LZIQBTd' (1-6)

Macierz C; mozna réwniez przedstawi¢ w postaci

L)L, L,B
C, = Md/< ! a ) =TTy~ T,P,5 T

B'L, B'B

Nastepnie, korzystajac z wlasnosci P .5y = Pr, + PQLdB = Pp + Po,1,
otrzymujemy
Cy= ;QLde — T&PQLdBTd (1.7)

lub réwnowaznie
Cy= T;QBTd — TgPQBLde. (1.8)

Wrtasnosci macierzy C, jako funkcji macierzy W, przedstawione sa m.in. w
pracach Pukelsheim (1993) oraz Markiewicz (1997).

Poniewaz Ry = T} Ty, ze wzoru (1.7) otrzymujemy nastepujaca posta¢ ma-

cierzy Cy
Cs=Rq.-S;R;'S; - T/,Q; B(B'Q,,B) BQ,T, (1.9)

gdzie Sy = L) T, bedziemy nazywaé macierzq lewego sgsiedztwa. Element (4, j)
macierzy S, jest rowny liczbie wystapien obiektu ¢ jako lewego sasiada obiektu
7 w uktadzie doswiadczalnym d, i,j = 1,2,...,t. Latwo zauwazy¢, ze w klasie
uktadow, w ktorych zaden obiekt nie jest swoim sgsiadem, elementy diagonalne
macierzy Sy sa rowne 0, natomiast elementy pozadiagonalne naleza do zbio-
ru {0,1,...,b}. Ponadto, w macierzy tej suma elementéw w kazdym wierszu i

kazdej kolumnie jest réwna b.
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W pracy analizowa¢ bedziemy ukiady binarne, to znaczy takie, w ktérych
kazdy obiekt wystepuje w kazdym bloku co najwyzej raz. Klase uktadéw binar-
nych bedziemy oznacza¢ przez Bypr C Dyyp k- Szczegdlng role petni¢ beda uktady
o blokach kompletnych, w ktorych t = k.

Rozwazmy klase ukltadéw binarnych By ;. Wowczas

1 b
=1

oraz

R b
i=1
Oznaczajac Kg = S|, — %1,512, ze wzoru (1.6) otrzymujemy nastepujaca postaé
macierzy informacji

1

Poniewaz w uktadach z rozwazanej klasy kazdy obiekt wystepuje w doswiad-
czeniu b razy, zachodzi réwnosé S,;1, = bl;. Zatem z okredlenia macierzy Ky
otrzymujemy Ky1; = K/,1; = 0;. Stad macierz (1.10) mozna réwniez przedsta-
wi¢ W nastepujacej postaci
1

Cd:bIt—b

S!S,. (1.11)

1.3. Estymowalnosé¢ i sp6jnosé

Celem eksperymentu jest wnioskowanie o efektach obiektowych. Zauwazmy, ze
C41; = 0, i w konsekwencji nie wszystkie funkcje liniowe efektow obiektowych
sg estymowalne. Funkcje €7, £ € R', nazywamy estymowalng, gdy istnieje jej
liniowy nieobciazony estymator, to znaczy gdy istnieje taki t-wymiarowy wektor
a, ze £ = Cya. Poniewaz 1,C,; = 0,, zatem 1,£ = 1,C,a = 0,. Liniowe funkcje
parametryczne wektora efektéw obiektowych £'1 spetniajace powyzszg réwnoséé

nazywamy kontrastami obiektowymi. Stad jedynymi funkcjami estymowalnymi
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wektora efektéw obiektowych sg kontrasty obiektowe. Jesli dodatkowo zatozy-
my, ze wektor £ ma tylko dwie sktadowe rozne od zera i sg one réwne 1 oraz
—1, to funkcje taka nazywamy kontrastem elementarnym. Kontrasty zdefiniowa-
ne poprzez wektory wlasne macierzy informacji C; odpowiadajace niezerowym
wartosciom wlasnym nazywamy kontrastami bazowymi. Stanowig one baze prze-

strzeni kontrastow estymowalnych uktadu d.

Z twierdzenia Gaussa-Markowa wynika, ze jesli funkcja jest estymowalna, to
istnieje jej najlepszy nieobcigzony liniowy estymator. W ogdlnym modelu (1.5)

przyjmuje on postac 0T = 27, gdzie

T = ( ilede)_ ZiQZdy =C; &dey (1'12)

Uktady eksperymentalne, w ktorych wszystkie kontrasty sa estymowalne,
nazywamy uktadami spojnymi. Jesli uktad jest spéjny, to kontrasty bazowe sta-
nowia baze przestrzeni wszystkich kontrastow. W odniesieniu do wtasnosci ma-
cierzy informacji mozna okresli¢, ze uktad d € D, jest spojny wtedy i tylko
wtedy, gdy rzad jego macierzy informacji spetnia warunek r(C,) = ¢t — 1. Wiecej
szczegbtow na ten temat mozna znalezé na przyktad w ksiazce Raghavarao i
Padgett (2005).

Zauwazmy, ze macierz lewego sasiedztwa pojedynczego bloku binarnego kom-
pletnego jest macierza permutacyjna. Zatem dla b = 1 przyjmujac S; = P z
(1.11) otrzymujemy

C,=1,-PP=0,

gdzie ©; € R; jest macierza zerowa. Zatem uktad d jest niespojny. Stad w dal-

szych rozwazaniach bedziemy zaktadaé, ze liczba blokéw wynosi co najmniej 2.

1.4. Kryteria optymalnosci
W teorii eksperymentu waznym zagadnieniem jest odpowiednie zaplanowanie

doswiadczenia, to znaczy takie rozmieszczenie obiektéw na jednostkach doswiad-

czalnych, aby mozliwe bylo jak najbardziej precyzyjne oszacowanie nieznanych
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efektéw obiektowych. Wybér odpowiedniego planu doswiadczenia pozwala na
uzyskanie maksymalnej, w okreslonym sensie, ilosci informacji zawartej w ma-
cierzy informacji Fishera. Eksperymenty najlepsze pod tym wzgledem nazywamy
optymalnymi. Wyboér najlepszego eksperymentu uzyskuje sie poprzez poréwna-
nie macierzy informacji. Pelne poréwnanie macierzy umozliwia jedynie porzadek
Loewnera. Przypomnijmy, ze jesli M, My € R,,,, to méwimy, ze macierz M; po-
przedza macierz My w porzgdku Loewnera, gdy My — M jest macierza okreslong
nieujemnie; zobacz Marshall i Olkin (1979). W og6lnosci nie jest mozliwe po-
rownanie macierzy informacji za pomoca porzadku Loewnera; poréwnaj miedzy
innymi Pukelsheim (1993).

Nalezy zatem postawi¢ pytanie, jakim kryterium optymalnosci sie kierowac,
aby poréwnaé iloé¢ informacji uzyskanej w roznych doswiadczeniach. Wybor
kryterium pozwala na takie zaplanowanie doswiadczenia, aby bylo ono w wy-
branym sensie najlepsze. W celu uzyskania mozliwosci poréwnywania uktadow
do$wiadczalnych rozwaza sie pewna klase kryteriow. Wsrod nich czesto stoso-
wanymi sg A-optymalnosé, D-optymalno$é oraz E-optymalnosé. Najbardziej po-
zadane jest znalezienie uktadu, ktéry jest optymalny ze wzgledu na cata klase
kryteriow, w szczegdlnosci ze wzgledu na kryteria A-; D- oraz E-optymalnosci.
Takimi eksperymentami sg uktady uniwersalnie optymalne. Pojecie uniwersalnej

optymalnosci zostato wprowadzone w pracy Kiefera (1975).

W modelu (1.2) istotna role pelnig zréwnowazone uktady binarne o blokach

niekompletnych zdefiniowane nastepujaco.

Definicja 1.1. (John, 1987) Uklady dosSwiadczalne, w ktorych t obiektow jest
rozmieszczonych w b blokach o pojemnosci k (k < t) w ten sposdb, Ze kazdy
obiekt wystepuje w doswiadczeniu r razy oraz kazda para roznych obiektow wy-

stepuge razem w doktadnie | blokach, nazywamy zrownowazonymi ukladami
binarnymi o blokach niekompletnych (BIBD).

Warunkiem koniecznym istnienia BIBD jest spetnienie przez parametry ukta-

du nastepujacych warunkow

tr = bk, r(k—1)=1t-1).
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W modelu (1.2) macierz informacji Cy4 uktadu BIB ma postaé

it
Coa = EEt;

poréwnaj na przyktad John (1987).

W rozwazanym w pracy przypadku ¢ = k mozna zdefiniowaé klase zrowno-

wazonych uktadéw binarnych o blokach kompletnych.

Definicja 1.2. (John, 1987) Uklady doswiadczalne, w ktérych t obiektéw wyste-
puje doktadnie raz w kazdym z b blokow, nazywamy zréwnowazonymi ukla-

dami binarnymi o blokach kompletnych (BBD).
W modelu (1.2) macierz informacji Cy4 ukladu BB ma postaé

COd - tEt

Podobnie jak uktady BIB oraz BB w modelu (1.2), w modelu (1.3) wazna
role petnia kotowe uktady zréwnowazone ze wzgledu na sasiedztwo. W pracy

Druilhet (1999) zostaly one zdefiniowane nastepujaco.

Definicja 1.3. Koltowy uktad binarny d € By, zrownowazony w zwyktym sen-

sie, w ktorym kazda uporzgdkowana para roznych obiektow wystepuje doktadnie

bk
tt—1)

nazywamy kotowym ukladem zréwnowazonym ze wzgledu na sasiedz-

two (CNBD).

razy na wewnetrznych jednostkach doswiadczalnych jako nagblizsi sqsiedzi,

Macierz informacji uktadu CNBD w modelu (1.3) ma postaé

bk(k — 2)
C -

Warunkiem koniecznym istnienia uktadu CNBD jest spetnienie dos¢ restryk-

cyjnego wymagania natozonego na parametry uktadu. Mianowicie wyrazenie

bk
tt—1)

uktadéw o blokach kompletnych warunek ten jest réwnowazny temu, ze liczba

musi by¢ liczba catkowita. W rozwazanej w kolejnych rozdziatach klasie
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blokéw b jest wielokrotnoscig ¢t — 1. Mozna zatem powiedzie¢, ze uktady CNBD
istniejg tylko dla specyficznego zestawu parametrow uktadu. Katalog uktadow

CNBD zostal podany w pracy Azais i inni (1993).

Oznaczmy przez Dy, (n) klase uktadéw doswiadczalnych, w ktorych ¢ obiek-
tow zostato rozmieszczonych na n jednostkach eksperymentalnych pogrupowa-
nych w b jednorodnych blokéw, ktorych pojemnosci moga byé rézne; poréwnaj

Kunert (1994). Wprowadzimy teraz pojecie uktadéw stowarzyszonych.

Definicja 1.4. Niech d € D,; ;. Ukladem stowarzyszonym z d bedziemy

nazywac takr uktad d, € Dyy (ny, ktorego macierz incydencyi spetnia warunek
N, =S,

Zauwazmy, ze w i-tym bloku uktadu d; znajduja sie obiekty, dla ktorych
obiekt i-ty jest lewym sasiadem w uktadzie doswiadczalnym d. Zatem w uktadzie
stowarzyszonym liczba blokow jest rowna liczbie obiektéw, natomiast pojemnosé
1-tego bloku oraz replikacja i-tego obiektu w dg jest rowna liczbie replikacji -
tego obiektu w d. Jezeli d jest uktadem, w ktorym kazdy obiekt wystepuje r
razy, to znaczy d € Ry, wowezas dg € Ry, z liczbg replikacji kazdego obiektu
rowng r. Uklad stowarzyszony jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia
do kolejnosci obiektéw w blokach. Poniewaz wtasnosci uktadéw stowarzyszonych

beda w pracy analizowane w modelu (1.2), kolejnosé ta jest nieistotna.

Przyklad 1.1. Niecht =%k =5, b= 3.

Ny, =S, =

S

SH
Il
N o Ot
e i
TN N
A~ W W
W Ot
N &~ Ot
_ O O N O
= = O = O
_ O = O
S N O O =

O O N O =
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Zdefiniujemy teraz uniwersalng optymalnos¢ uktadéw doswiadczalnych. Przy-
pomnijmy, ze macierz nazywamy kompletnie symetryczng, gdy wszystkie jej ele-
menty diagonalne sg réwne oraz wszystkie elementy pozadiagonalne sg rowne.
Uktad doswiadczalny d* € Dy nazywamy uniwersalnie optymalnym w sensie
Kiefera w klasie D, ;x, gdy macierz informacji Cz« tego ukladu jest komplet-
nie symetryczna oraz jej slad jest maksymalny w tej klasie. Oznacza to, ze dla

dowolnego uktadu d € D, spelniony jest warunek
tr Cg- > tr Cy;

poréownaj Kiefer (1975). W modelu (1.2) uktadami uniwersalnie optymalnymi
w klasie Dy, k < t, s BIBD. W tym samym modelu w klasie Dy uniwer-
salnie optymalne sa BBD. Natomiast w kotowym modelu wspétoddziatywania
uniwersalnie optymalne sa uktady CNBD (Druilhet, 1999). Wtasnosci tych uktla-
dow byly takze badane w pracach Filipiak i Markiewicz (2003, 2005, 2007) oraz
Bailey i Druilhet (2004).

W sytuacji, gdy parametry uktadu nie pozwalajg na konstrukcje uktadu uni-
wersalnie optymalnego, rozwaza si¢ zwykle optymalnos¢ uktadow ze wzgledu na
specyficzne kryteria. Najczedciej stosowanymi w literaturze sg kryteria zdefinio-

wane ponizej.

Uktad d* € D;pp nazywamy A-optymalnym, gdy suma wariancji znorma-
lizowanych estymatoréw kontrastéw bazowych jest minimalna w klasie Dy .
Uktadem D-optymalnym nazywamy taki uktad d* € Dy, dla ktorego iloczyn
wariancji znormalizowanych estymatorow kontrastow bazowych jest minimal-

ny w klasie Dy ;. Natomiast przez uktad E-optymalny rozumiemy taki uktad
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d* € Dyp, dla ktorego najwigksza sposrdéd wszystkich wariancji znormalizowa-
nych estymatoréw kontrastéw bazowych jest minimalna w klasie Dy 5 ,; poréwnaj
John i Williams (1982) oraz John (1987).

Zauwazmy, ze ze wzoru (1.12) oraz przyjetego zalozenia o nieskorelowaniu

obserwacji, wariancja estymatora kontrastu bazowego ma postac
var(€'+) = £C;T,Q, Var(y)Qz,TaC £ = £'CyL.

Wynika stad, ze wariancje estymatora kontrastu bazowego mozna zapisac¢ za
pomoca wartosci wlasnych macierzy C, . Zatem powyzsze kryteria optymalnosci
mozna réwnowaznie przedstawic¢, odwoltujac sie do warto$ci wtasnych macierzy
informacji Fishera C,4. Wartosci wlasne macierzy informacji Cy4 uktadu d € Dy,
oznaczaé bedziemy przez A1(Cy) = A2(Cy) = -+ = N_1(Cy) > M (Cy) = 0.

Uktadéw E- oraz D-optymalnych w klasie wszystkich uktadéw bedziemy w
pracy poszukiwa¢ wsroéd uktadow spojnych, ktore charakteryzujg sie maksy-
malng przestrzenia liniowych funkcji estymowalnych. Zostanie to oméwione w
dalszej czesci tego rozdziatu. Zatem okreslajac kryteria optymalnosci bedziemy
zakladaé, ze r(C,) =t — 1, a wiec \y—1(Cy4) > 0. W nastepnym rozdziale poka-
zemy, ze zbiory uktadéw spojnych w rozwazanych przez nas klasach uktadow sa

niepuste.

Mozliwe sg dwa podejscia w definiowaniu kryteriow A-, D- oraz E-optymal-
noéci w odniesieniu do wartosci wtasnych macierzy C,. Pierwsze z nich odnosi sie
do minimalizowania wariancji estymatorow kontrastow obiektowych; poréwnaj
Raghavarao i Padgett (2005). Wéwcezas uktad jest tym lepszy, im mniejsza jest
warto$¢ kryterium. Réwnowaznie kryteria optymalnosci mozna zdefiniowaé ba-
zujac na funkcjonatach wklestych; poréwnaj Pukelsheim (1993). Zgodnie z tym
podejsciem uktad jest tym lepszy, im wieksza jest wartosé¢ funkcjonatu, poniewaz

niesie on wowczas wiecej informacji.

Zgodnie z podejsciem odnoszgcym sie do wariancji estymatoréw kontrastow

obiektowych, uktad d* € D, nazywamy A-optymalnym, gdy dla dowolnego
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uktadu d € Dy, zachodzi nier6wnosc

t—1 1 t—1
<
Ai(Cg+)

1
i=1 i=1 /\i<Cd)
Warunek ten mozna sformutowaé¢ réwnowaznie, korzystajac z podejécia za-

proponowanego przez Pukelsheima w sposob nastepujacy

1 - 1
t—1 1 = t—1 1 '
21 5(Cry 21 3(Co)

Podobnie w odniesieniu do pierwszego podejscia uktad d* € D, ; nazywamy

D-optymalnym, gdy dla dowolnego uktadu d € D, spetniona jest nieréwnos¢

(H A<c1:>>/ < (H Ai&:d))m

lub réwnowaznie bazujac na funkcjonatach wklestych

1/t

t—1 1/t t—1
(H /\i(Cd*)> > (H )‘z‘(Cd)>

Oznacza to, ze uktad D-optymalny maksymalizuje wyrazenie [T:Z1 \;(Cq).

Analogicznie przez uktad E-optymalny rozumiemy taki uktad d* € Dy, dla
ktorego zachodzi warunek

1 1
< 7
M 1(Ca) S Ma(Cy)

gdzie d € D, jest dowolnym uktadem. Jest to réwnowazne nieréwnosci

Ai—1(Ca) = M—1(Cy).

Zauwazmy, ze dla wszystkich podanych typéw optymalnosci, wartosé kryte-
rium dla uktadéw niespojnych wynosi nieskonczonosé, gdy wezmiemy pod uwage
wersje kryteriow, przy ktorej uktad optymalny minimalizuje wartos¢ kryterium.
Natomiast, gdy rozpatrzymy druga wersje kryteriéw optymalnosci, wartos¢ kry-

terium dla uktadu niesp6jnego wynosi zero.
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Jesli przez uktad p-optymalny rozumie¢ bedziemy uktad A-, D- lub E-opty-

malny, to prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.1. Uklad doswiadczalny d* € By jest w modelu wspétoddzia-
tywania (1.3) @-optymalny w klasie Byp, wtedy i tylko wtedy, gdy uktad z nim
stowarzyszony df € Ry jest w modelu (1.2) p-optymalny w klasie Ryyyp. Po-
nadto, jesli uklad d¥ jest w modelu (1.2) p-optymalny w calej klasie Dytp, to
uktad d* jest w modelu (1.3) w-optymalny w klasie Dyy;.

Dowad.
Niech d* € By ;. Pierwsza czes¢ twierdzenia wynika wprost ze wzoru (1.11) oraz

z definicji uktadéw stowarzyszonych.

Przyjmijmy, ze d € Dy, jest dowolnym uktadem oraz d € B, jest w
modelu (1.2) uktadem y-optymalnym w klasie D, ;. Wéwczas ze wzordw (1.9)

i (1.11) oraz z faktu, ze macierz informacji jest okreslona nieujemnie mamy

©(Ca) < (Coa,) < 9(Coaz) = 9(Cy-).

Zatem uktad d* jest ¢-optymalny w klasie Dy ;. [ ]

1.5. Narzedzia algebraiczne

Przedstawimy teraz definicje najwazniejszych poje¢ algebraicznych, ktore beda
stosowane w pracy. Oznaczmy przez P,, zbiér macierzy permutacyjnych stopnia
n oraz przez P, zbiér macierzy permutacyjnych, ktérych wszystkie elementy

diagonalne sa zerami.

Definicja 1.5. (Horn i Johnson, 1985) Macierz A € R,, nazywamy macierza
podobna do macierzy B € R,,, gdy istnieje nieosobliwa macierz M € R,, taka,
e A = M 'BM. Ponadto, jesli P € P,, to A = P'BP nazywamy macierzq
permutacyjnie podobng do B.
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Definicja 1.6. (Horn i Johnson, 1985) Macierz A € R,,, ktdéra spelnia jeden z

ponizszych warunkow
1. dlan=1, A =0,

2. dlan > 2 istnieje macierz P € P, orazr € N, 1 <r <n —1 takie, Ze

B C
P'AP — ,
@(nfr) X7 D

gdzie B € R,, D € R,_,, C € Roy(n_y) 0raz © € R(,_,)x, jest macierzg,

ktorej wszystkie elementy sq zerami,

nazywamy macierzg redukowalng. Macierz, ktora nie jest redukowalna nazy-

wamy nieredukowalng.

Zauwazmy, ze wszystkie nieredukowalne macierze permutacyjne stopnia ¢
sa permutacyjnie podobne do macierzy H; okreslonej wzorem (1.4). Ponadto
wszystkie macierze permutacyjne redukowalne sa permutacyjnie podobne do
macierzy diag(Hy,, Hy,,.. . Hy, ), gdzie >/, t;, = t oraz m > 1. Wiecej szcze-

gétéw na ten temat mozna znalezé¢ w ksiazce Horn i Johnson (1985).

Definicja 1.7. (Horn i Johnson, 1985) Norma spektralng macierzy A € R,

nazywamy wyrazenie postact
O'1<A) = \//\1(AA,).

Definicja 1.8. (Molinari, 2008) Macierz A € R, ktéra ma nastepujgcq postaé

a; b 0 0 Co
cp as by . 0
A— 0 ¢ az by ... 0 ’
0 0
0O 0 0 0 ... ap_1 by
b, 0 0 0 ... c1 ap

nazywamy macierzg tréjdiagonalng z naroznikami.
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Wtasnosci macierzy tréjdiagonalnych z naroznikami beda wykorzystywane
do obliczania wyznacznika pewnych macierzy. W pracy Molinari (2008) podana
zostala nastepujaca formuta, pozwalajaca na obliczenie wyznacznika macierzy

trojdiagonalnej z naroznikami
det(A) = (—1)n+1<bl'bQ'...'bn+Co'Cl'...'Cn_1)+

(07 —bnflcnfl (05} —b1C1 aq _anO (113)
1 0 I U R 10 '

+tr
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2. Spdéjnosé uktadéw doswiadczalnych

W rozdziale tym analizowa¢ bedziemy uktady spojne. Na poczatku zaprezento-
wane zostang warunki konieczne spojnosci uktadéw w modelu wspotoddziaty-
wania. Nastepnie podany zostanie zwigzek miedzy spojnoscig uktadu w modelu
(1.3), a sp6jnoscia uktadu z nimi stowarzyszonego w modelu (1.2) oraz wynika-
jacy z niego warunek konieczny spéjnosci uktadéow w modelu (1.3). W kolejnym
twierdzeniu okreslona zostanie minimalna liczba blokéw konieczna na to, aby
w klasie kompletnych uktadow binarnych istniat uktad spojny. Ponadto scha-
rakteryzowana zostanie pewna klasa uktadéw, pelnigca wazng role w kolejnych
rozdziatach oraz pokazane zostanie, ze wszystkie uktady z tej klasy sa spojne. Na
koniec wyznaczony zostanie warunek konieczny i dostateczny spdjnosci binar-
nych uktadéw kompletnych, gdy macierz lewego sasiedztwa uktadu jest macierza

cyrkulentng.

2.1. Spdjnosé¢ uktadoéow w klasie D,

Uktadow optymalnych bedziemy poszukiwaé wérdd uktadéw spojnych. Stad waz-
ne jest stwierdzenie istnienia takich uktadéw oraz podanie ich charakterystyki;

poréwnaj Filipiak i Rozanski (2009).

W modelu blokowym bez dodatkowych efektow zaktdcajacych znane sg efek-
tywne charakterystyki uktadéw spojnych zwiazane ze spdjnoscia pewnych gra-
fow. Przypomnijmy, ze graf nazywamy spojnym, gdy zawiera on $ciezke taczaca
dowolng pare wierzchotkéw. Pierwsza charakterystyka zwigzana jest z grafem Le-
vi’ego; porownaj The Encyclopaedia of Design Theory dostepna na stronie inter-
netowej http://designtheory.org/library /encyc/blockdes/g. Graf Levi’ego zdefi-

niowany jest nastepujaco.

Definicja 2.1. Niech A bedzie dowolng macierzq. Grafem Levi’ego nazywamy
graf dwudzielny B(A) taki, ze krawed? lgczy wierzchotki v; oraz w; wtedy i tylko

wtedy, gdy (i, j)-ty element macierzy A jest niezerowy.
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Mamy zatem nastepujaca charakterystyke uktadéw spojnych.

Twierdzenie 2.1. Uklad d z macierzq incydencji Ny jest spojny w modelu (1.2)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jego graf Levi’ego B(Ny) jest spdjny.

Kolejny warunek spojnosci uktadu w modelu (1.2) jest nastepujacy; poréwnaj
m.in. Raghavarao D. i L.V. Padgett (2005).

Twierdzenie 2.2. Jesli uklad d jest spdjny w modelu (1.2), to dla dowolnej
pary obiektow 6 oraz ¢, istnieje tancuch 6 = 6y, 01, ..., O, Opi1 = ¢ taki, Ze

dla dowolnego v = 0,1,...,m obiekty 0; oraz 6;11 wystepujg razem w bloku.

Z Twierdzenia 2.2 wynika, ze jesli uktad jest spojny w modelu (1.2), to ist-
nieje Sciezka miedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami w grafie, ktérego wierz-
chotkami sg obiekty ukltadu oraz kazde dwa wierzchotki tego grafu sg potaczone
krawedzia tylko wtedy, gdy odpowiednie obiekty wystepuja razem w jednym
bloku. Istnienie takiej $ciezki mozna stwierdzi¢ analizujac posta¢ macierzy incy-

dencji Ny.

W modelu wspo6toddziatywania (1.3) nie jest znana podobna ogélna charak-
terystyka spojnosci uktadu. W kolejnym podrozdziale pokazemy, ze spojnosé
ukladow z klasy B;p: mozna w modelu (1.3) scharakteryzowa¢ podobnie jak w

Twierdzeniu 2.2.

Korzystajac z postaci macierzy informacji mozna wyprowadzi¢ warunki ko-
nieczne spojnosci ukladéw w modelu wspotoddziatywania (1.3). Poniewaz
T/, QT jest macierza informacji uktadu d w modelu (1.2), zatem we wzo-
rze (1.8) poélokreslona dodatnio macierz C, jest réznica dwdch macierzy pot-
okreslonych dodatnio. Wynika stad nastepujace twierdzenie podajace warunek

konieczny spéjnosci uktadu doswiadczalnego w modelu (1.3).

Twierdzenie 2.3. Niech d € D, bedzie dowolnym uktiadem. Warunkiem ko-
niecznym spojnosci ukladu d w modelu wspétoddziatywania (1.3) jest jego spdj-

nosé w modelu (1.2).
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Zatem uktadéw spojnych w modelu wspotoddziatywania nalezy poszukiwaé
wsréd uktadéw spéjnych w modelu (1.2). Warunek z Twierdzenia 2.3 nie jest
warunkiem dostatecznym spdjnosci uktadu w modelu (1.3). Pokazuje to naste-

pujacy przyktad.

Przyklad 2.1. Niech t = k = 5 oraz b = 2,

0 0 -1
51 2 3 4 5 00 0
d=< ), Cy= 0 1 —1
31 2 5 4 3
-1 0 O 0
0O 0 -1 0 1

Poniewaz rzad macierzy C, jest rowny 2, uktad d jest niespojny w modelu
wspotoddziatywania (1.3). Z Twierdzenia 2.2 wynika, ze uktad ten jest spéjny
modelu (1.2). 0

Kolejna charakterystyka uktadow spéjnych w modelu wspotoddziatywania

(1.3) zwiazana jest z uktadami stowarzyszonymi.

Twierdzenie 2.4. Niech d € D, bedzie dowolnym uktiadem. Warunkiem ko-
niecznym spajnosci uktadu d w modelu wspétoddziatywania (1.3) jest spdjnosé

uktadu z nim stowarzyszonego ds w modelu (1.2).

Dowéd.
Zauwazmy, ze T},Q 1, Ta jest macierzg informacji uktadu stowarzyszonego d, w
modelu (1.2). Z pétokreslonosci dodatniej macierzy C, oraz obu jej sktadowych

we wzorze (1.7) wynika teza twierdzenia. u

Zatem jesli uktad d stowarzyszony z uktadem doswiadczalnym d jest niespoj-
ny w modelu (1.2), to uktad d jest niespdjny w modelu (1.3). Ponizszy przyktad

pokazuje, ze warunek z Twierdzenia 2.4 nie jest warunkiem dostatecznym.
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Przyklad 2.2. Niech t =9, b = 12 oraz k = 3.

311 2 3

6|4 5 6
3 7 9 8

917 8 9
1 8 79

71 4 7
2 9 8 7

81 2 5 8
sl 3 6 o 6 1 3 2
d= — ds=14 2 1 3

911 5 9
5 3 2 1

813 4 8
9 4 6 5

712 6 7
7 5 4 6

81 6 8
8 6 5 4

912 4 9

713 5 7

Poniewaz macierz informacji ukladu d w modelu (1.3) ma postaé C; =
% (I; ® E3), uktad ten jest niespdjny w modelu wspéloddziatywania. Natomiast
z Twierdzenia 2.2 tatwo zauwazy¢, ze uktad z nim stowarzyszony d; jest spojny

w modelu (1.2). 0O

2.2. Spdjnosé¢ ukltadéw w klasie B,

W rozdziale tym bedziemy rozwaza¢ spojno$¢ uktadéw nalezacych do By, to
znaczy klasy ukladéw binarnych o blokach kompletnych. Pierwszym porusza-
nym zagadnieniem bedzie zwiazek miedzy spdjnoscia ukladu w modelu (1.3) a
spéjnoscia uktadu z nim stowarzyszonego w modelu (1.2). Jest to jednoczesnie

ogolne kryterium spdjnosci uktadow w klasie B, ;.

Twierdzenie 2.5. Uklad d € By, jest spojny w modelu (1.3) wtedy i tylko
wtedy, gdy uklad z nim stowarzyszony ds jest spdjny w modelu (1.2).
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Dowéd.
Ze wzoru (1.11) oraz z definicji uktadéw stowarzyszonych wynika, ze macierz
informacji uktadu d € B;,; w modelu wspétoddziatywania jest jednoczesnie

macierza informacji uktadu stowarzyszonego ds w modelu (1.2). |

Z Twierdzenia 2.2 oraz Twierdzenia 2.5 wynika nastepujaca uwaga.

Uwaga 2.1. Uktad d € By, jest spojny w modelu wspotoddziatywania, gdy ist-
nieje Sciezka miedzy dwoma dowolnymi wierzcholkami w grafie, ktorego wierz-
chotkami sq obiekty uktadu oraz wierzchotki i-ty i j-ty tego grafu sq polgczone
krawedzig wtedy, gdy w pewnym wierszu macierzy lewego sqsiedztwa Sy elementy

1-ty oraz j-ty sq niezerowe.

Przyktad 2.3. Niech t =5, b = 3.
(a)

01020
311 2 5 4 3 0010 2
d=|5]14 3 2 5 = Sgy=121000 -
311 4 5 2 3 00 2 01
11010
1 2
.5 -3
4

W grafie, o ktéorym mowa w Uwadze 2.1 wystepuja dwie sktadowe spojnosci:

1,2,4 oraz 3,5. Zatem uktad d jest niespdjny.

27



01 00 2
211 5 4 3 2 2 0001
d=| 2|15 4 3 2 = Sg=]102010 ==
411 2 5 3 4 10200
00120
2
/ ;
Uktad d jest spdjny, poniewaz graf z Uwagi 2.1 jest spdjny. 0O

Nastepujacy wniosek podaje warunek konieczny spojnosci uktadow doswiad-

czalnych w modelu (1.3) w klasie uktadéw By p .

Whniosek 2.1. Jesli uktad doswiadczalny d € By, jest spojny w modelu wspétod-
dziatywania (1.3), to kaZdy element macierzy lewego sqsiedztwa Sy jest mniejszy

niz liczba blokow b.

Dowdéd.

Zat6zmy nie wprost, ze dla spojnego ukladu d element (7, j) macierzy lewego
sasiedztwa S, jest rowny b. Poniewaz suma elementéw w kazdym wierszu ma-
cierzy Sy jest rowna b, pozostate elementy w i-tym wierszu sg réwne 0. Z Uwagi

2.1 tatwo zauwazy¢, ze uktad d jest niespdjny, co jest sprzeczne z zatozeniem. m

Przedstawione ponizej twierdzenie podaje minimalng liczbe blokéw koniecz-

na do tego, aby mozna byto skonstruowac¢ uktad spdjny.
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Twierdzenie 2.6. W klasie ukladow doswiadczalnych By, istnieje uktad spojny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy liczba blokow spetnia warunek b > 2 dla nieparzystego t
oraz b > 3 dla parzystego t.

Dowéd.

Niech b = 2. Z Wniosku 2.1 wynika, ze jesli uktad d jest spdjny, to kazdy element
macierzy Sy jest mniejszy od 2. Stad bez straty ogdélnosci mozemy zatozy¢, ze
S; = H,+PH,P’, gdzie P € P,. Pokazemy, ze jezeli t jest nieparzyste, to istnieje
uktad d, dla ktérego \;_1(Cy) > 0 oraz, ze \;_1(C4) = 0 dla kazdego d, gdy ¢

jest parzyste. Z postaci macierzy informacji (1.11) mamy
1 1
Cy=21, — _ (H, + PHP') (H, + PHP) =1 _ (HPH,P' + PHP'H,).

Wyrazenie w nawiasie jest sumag macierzy permutacyjnej HPH,P’ oraz ma-
cierzy transponowanej do niej. Stad uktad d jest spéjny wtedy i tylko wtedy,
gdy macierz HiPH;P' ma tylko jedna warto$¢ wlasna réwna 1, a wigc gdy ma-
cierz ta jest nieredukowalna. Macierze H; oraz PH;P’ sa nieredukowalne oraz
sa macierzowymi reprezentacjami dwoch cykli o dtugosci ¢. Ponadto H;PH,P’
jest macierzowa reprezentacja iloczynu dwoch cykli. Rozwazmy nastepujace dwa

przypadki.

a) Niech t bedzie liczba parzysta. Iloczyn dwoch cykli o dtugosci parzystej,
jako permutacja parzysta, jest cyklem o dlugosci nieparzystej lub iloczynem
roztacznych cykli. Permutacja reprezentowana przez H,PH,P’ jest permuta-
cja parzystej liczby elementéw i nie moze by¢ cyklem o dhugosci nieparzystej.
Stad H,PH,P’' musi by¢ macierzowa reprezentacja permutacji bedacej iloczy-
nem roztacznych cykli, a wigc jest macierza redukowalna. Zatem kazdy uktad

doswiadczalny z parzysta liczba obiektéw i liczbg blokéw b = 2 jest niespdjny.

b) Niech t bedzie nieparzyste. lloczyn dwoch cykli o dtugosci nieparzystej, jako
permutacja parzysta, jest cyklem o dtugosci nieparzystej lub iloczynem roztacz-
nych cykli. Poniewaz H,PH,P’ jest macierzows reprezentacja permutacji nie-
parzystej, moze by¢ cyklem o dtugosci nieparzystej lub iloczynem roztacznych

cykli. Pokazemy, ze w tym przypadku istnieje uktad spojny.
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Niech uktad d bedzie taki, ze S; = H; + Hj. Ze wzoru (1.11), wlasnosci

macierzy E; oraz (Hi)/ = H;* otrzymujemy
1

O macierzy H; wiadomo, ze jej wartosci wtasne sg pierwiastkami stopnia t z
jedynki; poréwnaj na przyktad John (1987). Stad
2k
Ak(cd):1—cos7”, dlak=01,... t—1
oraz \g(Cy) jest jedyna wartoscig wlasna macierzy C, rowng 0. Zatem tak wy-

brany uktad d jest spojny.

Niech teraz b = 3. Jesli t jest nieparzyste, wystarczy zauwazy¢, ze dowolny
uktad, ktory powstaje z uktadu spdjnego przez dodanie do niego jednego bloku,
jest rowniez spojny.

Niech zatem t bedzie parzyste. Pokazemy, ze w tym przypadku uktad spdjny
istnieje. Wezmy S, = Hy + H, + G, gdzie G = P;H,P] oraz

I 2 0,2 0;2
P,=]10_, 0 1
o, 1 0

Ze wzoru (1.11) otrzymujemy
1
Co=21- (H} + H,” + H,G' + H;G' + GH; + GH,) . (2.1)

Zatézmy, ze uktad d jest niespojny. Wowczas krotnos¢ zerowej wartosci wta-
snej macierzy C,; wynosi co najmniej dwa. Stad istniejg dwa liniowo niezalezne
wektory wlasne tej macierzy, X, X2, odpowiadajace wartosci wlasnej zero. Jak
tatwo zauwazy¢, jeden z tych wektoréow, powiedzmy xi, jest rowny 1;.

Ze wzoru (2.1) wynika, ze \;_1(Cy) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
M (H7 + H;” + HiG' + H,G' + GH; + GH, ) = 6.

Poniewaz wszystkie komponenty w (2.1) sa macierzami permutacyjnymi, warto$¢

wlasng rowng 6 otrzymujemy, gdy wszystkie komponenty maja ten sam wektor
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wlasny, inny niz 1,, odpowiadajacy wartosci wtasnej 1. Jedynym takim wektorem
dla macierzy H? jest xo = (1,—1,1,—1,...,1,—1)" (John 1987). Jednak wektor

ten nie jest wektorem wlasnym macierzy GH; poniewaz
GH;x, = (1,—-1,1,—1,...,1,—1,1,1,—1, —1)" # A\(GH;)xo.

Stad A\;_1(Cy) > 0 i uklad d jest spojny. [ |

Scharakteryzujemy teraz podklase uktadéw binarnych, w ktérej w kolejnych
rozdziatach bedziemy poszukiwa¢ uktadow optymalnych. Wiecej szczegdtow na
ten temat mozna znalezé w pracach Filipiak i Rozanski (2005) oraz Filipiak i
inni (2008).

Przypomnijmy, ze w klasie B;;; dla liczby blokéw bedacej wielokrotno$cia
t — 1, istnieja uklady uniwersalnie optymalne; poréwnaj Druilhet (1999) oraz
Filipiak 1 Markiewicz (2003), (2005) i (2007). W pracy rozwaza¢ bedziemy opty-
malno$¢ uktadéw, w ktoérych b # p(t — 1), p € N.

Niech b € (p(t—1)—3(t—1),pt—1)) U (p(t — 1), p(t — 1) + 3(t — 1)),

p € N oraz d € B,,. Dla macierzy Ky = (k;;) zdefiniowanej w rozdziale

1< i<t

1.2 okreslmy nastepujace klasy

b b b b
’C(b):{KdKd]_t:K:i]_t:Ot,kwe{—t,l—t,,b—t},k’“:—t},

N b—pttp [b—pt+p] b
’C(b) = Kd 6 ]C(b) : Kd — (—1)\bfpt+17| Z PZ + (p - t) ]_t]_; —pIt 5 (22)
i=1
gdzie P, PiP; € Py, i £ jorazi,j=1,2,....|b—pt+p].
Klas¢ uktadéow binarnych, dla ktorych K, € I~C(b) oznacza¢ bedziemy E’t,b,t.

Jest to podklasa nalezaca do klasy ukladéw sasiedzkich G Ny (zobacz miedzy
innymi Mishra, 2007). Udowodnimy teraz, ze kazdy uktad d € B,t,b,t jest spojny.

Twierdzenie 2.7. Jezeli d € B’t,b’t 2 liczbg blokow b spetniajgcq warunki z Twier-

dzenia 2.5, to uklad d jest spojny.
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Dowéd.

Poniewaz macierze E; oraz K; komutuja, z (1.10) oraz pétokreslonosci dodat-
niej macierzy C; wynika, ze uktad d jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy
A (KK < b2 Niech K, € K. Ze wzoru (2.2) mamy

(l*CL

KK = (a+p) T+ Y P pz P, +P)) -

=1

2
p—a
( t ) ].t]_;,

gdzie P;, Py oraz P, =P,P,eP,,i=12...,a>—a,j,k=1,2,...,a, j %k
oraz a =| b—pt+p|. Stad dla t > 2 otrzymujemy

M(KK) <a+p*+a*—a+2pa=2p+b—pt)’ = (b—pt—2)° <b

Zatem uktad d jest spojny. [ ]

W szczegblnej sytuacji, gdy macierz lewego sasiedztwa uktadu doswiadczal-
nego jest macierza cyrkulentna, mozliwe jest podanie warunku koniecznego i do-
statecznego spojnosci uktadu w modelu (1.3), bez odwoltywania sie do uktadéw
stowarzyszonych. Sformutowanie tego twierdzenia poprzedzimy przypomnieniem

definicji macierzy cyrkulentney.

Definicja 2.2. (John, 1985) Macierz A € Ry, ktora dla pewnych o; € R, ma

postaé¢ A = !, a;H!, nazywamy macierza cyrkulentna.
Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.8. Uktad d € By, ktérego macierz lewego sgsiedztwa jest ma-

cierzq cyrkulentng, to znaczy

t t
Se=> aHj, gdzie > ;=0 oraz o € NU{0}, i=1,2,...,L,

i=1
jest spogny wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest spetniony zaden z warunkow:

(1) dla wszystkich iy oraz iy (i1,ie = 1,2,...,t, iy # iz), takich, Ze oy, ay, # 0,
istnieje takie k € {1,2,...,t — 1}, Ze ” 22) jest liczbg catkowitq;

(i1) macierz Sy jest permutacyjnie podobna do bH;.
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Dowéd.
Zauwazmy, ze twierdzenie to mozna sformutowaé¢ réwnowaznie podajac jako wa-
runek konieczny i dostateczny niespdjnosci uktadu d spelnienie jednego z wa-
runkow (i) lub (ii).

Zatézmy, ze uktad d jest niespéjny. Wowcezas A\,_1(Cy) = 0. Poniewaz ze
wzoru (1.10) oraz z wlasnosci macierzy E; otrzymujemy

1
Ai-1(Cy) = b — g)‘l(KdKZI)7

stad A\ (K K/,) = b Z postaci macierzy Ky oraz z tego, ze macierz Sy jest

cyrkulentna, otrzymujemy
b /
KK, = (Z aZH’ > (Z oleZ >
i=1

Rozpatrzmy dwa przypadki.

1) Zalézmy, ze istnieja iy,i9 € {1,2,...,t} takie, ze i1 # iy oraz a;,ay, # 0.
N/ .
Woéwezas z faktu, ze (H;) = H,", mamy
t  t—1 b2
KKy = Y Y aey (H7 +HI7) + Zoﬂlt S L
j=it+1i=1 i=1
Macierz 1,1} ma tylko jedna niezerowa warto$¢ wiasna i odpowiada ona wek-
torowi wtasnemu 1,. Wektor ten jest réwniez wektorem wtasnym macierzy Cy
odpowiadajacym wartosci wlasnej 0. Poniewaz wartos$ci wtasne macierzy cyrku-

lentnej H; sa pierwiastkami stopnia ¢ z jedynki, mamy dalej

A (K K)) Za + Z Zalaj max |?COS Qk‘(lt—j) ] : (2.3)

j=t+11=1

Maksimum to jest osiggniete i wynosi b? wtedy i tylko wtedy, gdy cos %(i;j I —q

a to zachodzi, gdy spetniony jest warunek (i).

2) Przyjmijmy, ze nie istnieja takie 1,4 € {1,2,...,t}, ze i1 # is oraz oy, a;, #
0. Wowczas macierz S, jest permutacyjnie podobna do bH;, a zatem spetniony

jest warunek (ii).
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Pokazemy teraz dostatecznosé niespéjnosci. Zatdézmy, ze zachodzi warunek (i).
Wéwezas formuta (2.3) osiaga swoje maksimum, a zatem \; (K K/) = b2. Stad

oraz ze wzoru (1.10) wynika, ze uktad d jest niespdjny.

Przyjmijmy, ze spelniony jest warunek (ii). Bez straty ogdélnosci mozemy

przyjac, ze Sy = bH,;. Wowczas
: b, . b\ ey By
KdK = th - g]_t]_t th - glt]‘t == b It - ?115175.

Stad kazda niezerowa warto$¢ wtasna macierzy K K/, jest rtéwna b?. Zatem uktad

doswiadczalny d jest niespdjny. ]
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3. Uklady E-optymalne

W rozdziale tym poszukiwaé¢ bedziemy uktadéw E-optymalnych w klasach ukta-
dow kompletnych, w ktérych nie istnieje CNBD. Kryterium E-optymalnosci od-
wotuje si¢ do najmniejszej, niezerowej dla uktadow spdéjnych, wartosci wlasnej
macierzy informacji. W Rozdziatach 3.1 oraz 3.2 wyprowadzimy charakterystyke
uktadéw E-optymalnych dla b = p(t — 1) — 1 oraz dla b = p(t — 1) + 1, gdzie
p € N. W pierwszym etapie scharakteryzujemy uklady E-optymalne w klasie
E’t,b,t, a nastepnie pokazemy, ze sa one rowniez E-optymalne w klasie D, ,, dla
b=p(t—1)—1orazdlab=p(t—1)+1, p € N. W Rozdziale 3.3 podamy metody
konstrukeji uktadéw E-optymalnych w oparciu o Twierdzenie 1.1 oraz rezultaty
uzyskane w Rozdziatach 3.1 i 3.2. Zaprezentowane w tym rozdziale wyniki zo-
staly czesciowo opublikowane w pracach Filipiak i Rézanski (2005) oraz Filipiak
i inni (2008).

3.1. Uklady E-optymalne w klasie D, ,;_1)-14, p € N

Jak pokazalismy w Rozdziale 1.2, macierz informacji uktadu d € B;;; w modelu

wspéloddziatywania z efektami lewego sasiedztwa ma postaé (1.10), to znaczy
1 /
Cd - bEt - ngKd'

Stad poszukiwanie uktadu E-optymalnego w klasie By, sprowadza si¢ do

znalezienia uktadu d* takiego, ze dla dowolnego uktadu d € By
M (KgK) < M\ (KgK)) (3.1)
co oznacza, ze Ky minimalizuje norme spektralng w klasie K.

Ponizsze twierdzenie charakteryzuje uktady E-optymalne w klasie Bt,p(t—l)—l,t;

ktora, zgodnie z Twierdzeniem 2.7, jest klasa uktadéw spdjnych.
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Twierdzenie 3.1. Jesli istnieje uklad d*, ktorego macierz lewego sgsiedztwa S g«
jest permutacyjnie podobna do macierzy p (1,1, — I,) — Hy, gdzie dla t € {3,4},
p € N\ {1} oraz dlat > 5, p € N, to uklad d* jest E-optymalny w klasie

Bt,p(tfl)fl,zh

Dowdéd.

Niech d € Bt,p(t,l),lyt. 7 Twierdzenia 2.6 wynika, ze dla p = 1 wszystkie uktady
w rozwazanej klasie z liczba obiektéw ¢ < 5 sa niespojne. Zatem bedziemy
przyjmowaé, ze dla t € {3,4}, p € N\ {1} oraz dla ¢t > 5, p € N. Ze wzoru (2.2)
mamy

1
Kd:pj 1,1, — pl, — Py,

gdzie Py € P, zalezy od uktadu do$wiadczalnego d oraz

(p+1)?

KK}, = (p*+ DI — 1,1, + p(Py+ Py)

i niezerowe wartosci wtasne tej macierzy mozna zapisa¢ nastepujaco
e (KiKY)) =p* +1+pAy (Pg+P)),

gdzie k = 1,2,...,t — 1. Zatem analiza wartosci wtasnych macierzy K, K/, spro-

wadza si¢ do rozpatrywania wartosci wlasnych macierzy Py + PJ.

Przypomnijmy, zZe macierz permutacyjna Py € P, jest redukowalna, gdy jest
permutacyjnie podobna do macierzy diag(Hy,, Hy,,... Hy, ), gdzie > t;, =t
oraz m # 1, natomiast jest nieredukowalna, gdy jest permutacyjnie podobna do
macierzy H;, ktora jest cyrkulentna. Z uwagi na to, ze wartosci wtasne macie-
rzy permutacyjnie podobnych sa takie same, nasze rozwazania mozemy ogra-
niczy¢ do analizy warto$ci wlasnych macierzy H; oraz diag(Hy,,Hy,,... Hy, ).
Wartosci wtasne macierzy H; sa pierwiastkami stopnia ¢t z jedynki i sg rowne

Wy, = COS 2’“7” —isin %T”, gdzie k =0,1,...,t — 1; porébwnaj John (1987).
Zatem dla P4 = H; nieuporzadkowane wartosci wlasne macierzy KgKJ.

maja postac

0 dla =0,

p2+1+2pcos? dla i=1,2,...,t—1.

pi (Ko K. ) = {
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Maksymalng wartos¢ wtasna tej macierzy otrzymujemy dla ¢ =11lub ¢ =1¢ — 1.
Stad
/ 2 2m 2 2 T
M(KeKl ) =p +1+2pCOST =(p—1)*+4pcos e (3.2)

Niech teraz Py, = diag(Hy,,...,H,, ), gdzie X" t; = t, t; > 2, dla kaz-
dego i = 1,2,...,m oraz m > 2. Wéwczas nieuporzadkowane wartosci wtasne

macierzy K, K/, maja nastepujaca postaé

2,
pu(KaKy) = p* + 1+ 2pcos iﬂ,
J

gdzieu=1,2,...,t—1,oraz i1 = 1,2,...,t; — 1, natomiast dla 7 = 2,3,...,m,
i; = 0,1,...,t; — 1. Zatem dla 7, = 0 otrzymujemy naste¢pujacg maksymalng
warto$¢ wtasng

M(KGK)) = p* +2p+ 1. (3.3)

Stad ostatecznie zachodzi nieréwnos¢
M(KgK) =p*+2p+1>p® —2p+ 1+ 4pcos? % =\ (Kg-K). (3.4)

Korzystajac z rownowaznego okreslenia E-optymalnosci (3.1) oraz z tego, ze

K,=8S,— %1,51; otrzymujemy teze twierdzenia. ]

Zauwazmy, ze w Twierdzeniu 3.1 podana jest posta¢ macierzy lewego sasiedz-
twa Sy, dla ktérej norma spektralna macierzy K, jest minimalna. Twierdzenie
nie rozstrzyga jednak o istnieniu samego uktadu. Podamy przyktad, ze dla pew-
nych macierzy lewego sasiedztwa okreslonych w tym twierdzeniu nie istnieje
odpowiadajacy im uktad. Niech ¢ = 6 oraz p = 1. Zgodnie z Twierdzeniem 3.1
macierz lewego sasiedztwa, dla ktérej norma spektralna macierzy K, jest mini-
malna, ma posta¢ 1glg — Is — Hg. Jednak dla takiej macierzy uklad doswiad-
czalny nie istnieje; poréwnaj Azais i inni (1993). Z dokladnoscia do permutacyj-
nego podobienstwa wszystkie pozostate macierze lewego sasiedztwa sa postaci
1615—Is—diag(Hs, Hs), 1615 —Is—diag(Hy4, Hy) lub 1615—Is—diag(Hs, Ho, Ho).
Dla kazdej z nich wartos¢ E-kryterium jest taka sama. Dla macierzy lewego sa-

siedztwa 1615 — I — diag(Hjs, H3) uktad réowniez nie istnieje. Istnieje natomiast
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uktad, ktérego macierz lewego sasiedztwa ma postaé¢ 11y — Ig — diag(Hy, Hy).

Zatem przyktad uktadu E-optymalnego w klasie Dg 46 jest nastepujacy.

Przyktad 3.1.

d =

W = Tt O
e T
S Ot W N
= NN O W
N O DN Ot
Ot W o
W = Tt O

O

Pokazemy teraz, ze uktady speliajace warunki okreslone w Twierdzeniu 3.1

sa E-optymalne w klasie wszystkich uktadow Dy 1)1,

Twierdzenie 3.2. Jezeli ukiad d* jest E-optymalny w klasie Bt,p(t,l),l,t, to
jest on rowniez E-optymalny w klasie wszystkich uktadéw Dy py—1y-1,4, gdzie dla
te{3,4},pe N\ {1} oraz dlat > 5, p € N.

Dowéd.
Niech d* bedzie uktadem E-optymalnym w klasie B’t’p(t,l),l,t oraz niech uktad
de Dt,p(t_l)_l,t\Btp(t_1)_Lt. Rozwazaé¢ bedziemy dwa przypadki zwigzane z licz-

ba replikacji obiektow w uktadzie d.

(i) Niech d bedzie uktadem réownoreplikowalnym. Poniewaz dowdd dla dowolnego
p € N naktada zbyt restrykcyjne warunki na ¢, gdy p = 1, przypadek ten

rozpatrzymy osobno.

a) Niech p = 1. Dla ukladu d; stowarzyszonego z uktadem d, macierz informacji
w modelu (1.2) ma posta¢ Coq, = Ty QpTa,. Zatem ze wzoru (1.7) oraz z tego,

ze macierz Cy jest pétokreslona dodatnio, wynika nastepujaca nieréwnosé
Ai-1(Ca) < X1 (T QpTa,).

Stad oraz z faktu, ze dla d € D, mamy

12 1L
T:jQBTd = T&Td - E Z rdjr:jj = Rd - % Z rdjr:jja (35)
j=1 Jj=1
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gdzie rg4; jest ¢ wymiarowym wektorem replikacji obiektow w j-tym bloku, wsta-

wiajac dla uktadu ds macierz Ry, = (t — 2)I; otrzymujemy dalej

1 t ,
)\t_l(Cd) < t—2— r_ 2)\1 (Z I'dsjrdsj) . (36)
Jj=1

Z faktu, ze wektor elementéw diagonalnych macierzy okreslonej nieujemnie
jest majoryzowany przez wektor jej wartosci wtasnych oraz z tego, ze uktad

stowarzyszony jest rownoreplikowalny, mamy

t t
2
M (Z rdsjrilsj> > max (Z Tdsij) >t—2,
7j=1 j=1
gdzie rq,;; jest liczba replikacji i-tego obiektu w j-tym bloku w uktadzie d;. Stad,
z (3.6), (1.10), (3.3) dla p = 1 oraz (3.4), dla dowolnego d; € By ;_s, réznego od
d* otrzymujemy
4
A-1(Cy) <t —3<t—2— P Ai-1(Cay) < Xi-1(Cyr),

przy czym druga nieréwnos¢ zachodzi dla ¢ > 6. Z powyzszego wzoru wynika
rowniez, ze wartos¢ E-kryterium dla dowolnego uktadu d € Rtﬂgfg,t\Bt’th’t jest
mniejsza lub réwna od wartosci E-kryterium dla kazdego uktadu d; € Btt_gyt.
Dlat =5 z (3.2) mamy

1
M(Cy) <2<3-— 3 '4(3082% = M(Cyr).

b) Niech p € N\ {1}. Wstawiajac do wzoru (3.5) macierz Ry = (p(t — 1) — 1)I,

otrzymujemy

1 p(t—1)-1
M-1(TyQpTa) =p(t —1) — 1 — ¥>\1 > rgrly |- (3.7)

=1

Z faktu, ze wektor elementéw diagonalnych macierzy okreslonej nieujemnie

jest majoryzowany przez wektor jej wartosci wlasnych, mamy

J=1 J=1

p(t—1)-1 p(t—1)—1
A1 ( > rdjr:ij) > {Igl?é( Z rﬁij) . (3.8)
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Dla d € Dy macierz informacji C,; ma postaé (1.6) i zachodzi nieréwnosé
A—1(Cq) < M1 (TyQpETy). (3.9)

Zauwazmy, ze dla uktadu d spelniona jest nieréwnosc¢

p(t—1)—1
2
max ( > sz’j) >p(t—1)—1.

j=1

Stad oraz ze wzordéw (3.9), (3.7) i (3.8) otrzymujemy
p(t—1)—1
—

Zauwazmy, ze dlat > 5ip=2,t>4i3<p<10orazdlat>3ip=>11

Mo1(Co) < plt—1) —1 (3.10)

zachodzi nieréwnosé
-1 —1_ (p+1y
t Topt—1)—1

Zatem dla dowolnego dy € Bypi_1)_1.4 ré7nego od d*, z (3.3), (3.4), (3.10) oraz
(3.11) mamy

(3.11)

(p+1)?
p(t—1)—1

Z powyzszego wzoru wynika rowniez, ze wartos¢ E-kryterium dla dowolne-

Mo1(Co) < plt—1)—1— = A 1(Ca) < At (Car).

go uktadu d € Rtm(t_1)_1,t\l7>’t7p(t_1)_17t jest mniejsza lub réwna od wartosci E-

kryterium dla kazdego uktadu d; € Bt,p(t,l),lvt.

Rozwazmy teraz przypadki, gdy nieréwnosé (3.11) nie zachodzi. Niech p = 2.
Dla t = 3 ze wzoréw (3.10) oraz (3.2) mamy

1
A (Cy) <2=3-— 3 (1 +4 - 2cos? g) = X2(Cyr).
Dla p =2 oraz t = 4 ze wzoréw (3.10) oraz (3.2) otrzymujemy

1
A3(Ca) <5—i<4:5—5(1+4-200521) = A\3(Cy).

Niech teraz 3 < p < 10, oraz t = 3. Ze wzoréw (3.10) oraz (3.2) mamy

p—1)2+4pcos® T
<2p—1—( >2p_1 2= X(Car),

przy czym druga nierownos$¢ zachodzi dla kazdego p z podanego zakresu.

2p — 1

Aa(Cy) <2p—1—
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(ii) Niech d bedzie uktadem nieréwnoreplikowalnym. Poniewaz wektor elementow
diagonalnych macierzy okreslonej nieujemnie jest majoryzowany przez wektor jej
wartosci wlasnych, stosujac (3.9) otrzymujemy

- t—1)—2
M—1(Cy) < min (T;QBTd)ii <plt—1)—2— p(t>’

(3.12)

gdzie (A)y, ¢ = 1,2,...,t, oznacza i-ty element diagonalny macierzy A. Za-

uwazmy, zedlat >5ip=1,t>4i2<p<6orazdlat>3ip> 7 spetiona
jest nieré6wnosc¢

—-1)—2 1)?

pt-1-2_ . (p+1

. T (3.13)

Stad, z (1.10), (3.3) oraz (3.4) dla dowolnego di € Byp_1y_1, réznego od d*

mamy

(p+1)°
p(t—1)—1

7 powyzszego wzoru wynika rowniez, ze wartos¢ E-kryterium dla dowolne-

)\t_l(Cd) < p(t — 1) —1-— = )\t_l(Cdl) < )\t_l(Cd*).

go uktadu d € Dt,p(t—1)—1,t\Rt,p(t—1)—1,t jest mniejsza lub réwna od wartosci E-

kryterium dla kazdego uktadu d; € B’mt.
Rozwazmy sytuacje, gdy nieréwnos¢ (3.13) nie zachodzi to znaczy, gdy
2 <p<6orazt=3. Ze wzoru (3.12) mamy

(p — 1) + 4p cos?
2p—1

2p — 2

Xa(Cy) <2p—2— 3 = X\y(Cyr),

<2p—1-—
gdzie druga nieréwnos¢ jest spetniona dla wszystkich 2 < p < 6.

Zatem ostatecznie dla dowolnego d € Dt,p(t—1)—1,t\Bt,p(t—1)—1,t7 gdzie p €
N\ {1} dlat € {3,4} oraz p € N dla t > 5, uklad d* jest taki, ze \;_1(Cy) <
Ai—1(Cg+). Stad d* jest E-optymalny w klasie wszystkich uktadéw Dy p—1)-1,. ®
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3.2. Uklady E-optymalne w klasie D, ,;_1)4+14, p € N

Niech d € lNS'tp(t,l)H,t, p € N. Zgodnie z Twierdzeniem 2.7 jest to klasa uktadéw
spojnych. Zatem bedziemy przyjmowaé, ze liczba blokéw w uktadzie doswiad-
czalnym wynosi b = p(t — 1) + 1, gdzie p € N. Z okreslenia klasy B’Lp(t_l)ﬂi

wynika, ze K, € /Aé(p(t,l)ﬂ) i na mocy (2.2) macierz te mozna zapisa¢ w postaci

—1
Ki=Py+72

]-t]-:: - pIt7

gdzie Py € P, zalezy od uktadu doswiadczalnego d. Zatem

(p—1)

KK = (14 p°), — p(Py + Py) — 1,1;. (3.14)

Rozwazmy macierz Py = H;. Ze wzoru (3.14) mamy

(p—1)

KK, = (1+p)L, — p(H, + H}) — ;

1,1,

Jest to macierz cyrkulentna i jej wartosci whasne sa réwne 1+p? — p(wy +wp ') =

1+ p? — 2pcos 2"37”, gdzie k = 0,1,...,t — 1. Zatem najwiekszg warto$¢ wtasng

tej macierzy otrzymujemy dla k = %, gdy t jest parzyste lub dla k& = &71, gdy t
jest nieparzyste. Stad mamy
(p+1)%, dla parzystego t,
)\1 (KdKil) = 9 (t+1)w . (315)
I+ p® —2pcos =+, dla nieparzystego t.

Zauwazmy, ze gdy t jest nieparzyste, wowczas
M (KK =14 p* + 2pcos§ — (p+1)?, gdy t— o

oraz
M (KK < (p+1)°. (3.16)

Przypomnijmy, ze wartosciami wtasnymi macierzy blokowo diagonalnej sg

wartosci wlasne poszczegdlnych blokéw; poréwnaj Marcus i Minc (1964).

Ponizsze twierdzenie podaje posta¢ macierzy lewego sasiedztwa S; uktadu

E-optymalnego w klasie E’t’p(t,l)JrLt.
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Twierdzenie 3.3. Jesl d* jest ukladem, ktorego macierz lewego sqsiedztwa jest

permutacyjnie podobna do macierzy

(i) H;+plid; —pl, dlat=T;

(ii) I, ® Hy + p141) — ply lub Hy + p1,1) — ply, dla t = 4;

(ii) diag(l; ® Hs, I; ® Hs) + p1:1; — ply, dla pozostalych t > 3,
gdzie t = 3i+5j orazi € NU{0}, j € NU {0},

to d* jest uktadem E-optymalnym w klasie Bt,p(t—l)—i—l,ta peN,t>3.

Dowéd.

Niech d € By 1416 Wowezas Ky € K1) 41)- Ze wzoréw (3.15) i (3.16) wy-
nika, ze macierz Py, dla ktorej norma spektralna macierzy Ky« osiaga swoje
minimum, jest permutacyjnie podobna do macierzy blokowo diagonalnej, z blo-
kami diagonalnymi mozliwie najmniejszego oraz, jesli to mozliwe, nieparzystego
stopnia. Stad oraz z faktu, ze Ky = S}, — Mltlg wynika natychmiast teza
(i) oraz (iii) dla t = 5 oraz t = 3m, m € N. Dla t > 8 wystarczy zauwazy¢, ze
wszystkie wartodci t moga by¢ przedstawione w postaci 3¢ + 57, gdzie ¢ € N,
J € N. Zatem ze wzordéw (3.1), (3.15) i (3.16) oraz ze zwiazku miedzy macierza-
mi K, i Sy, postaé¢ macierzy Sy« jest taka jak w tezie (iii). Dla t = 4 mozliwy

jest tylko podzial na bloki o parzystym wymiarze. Stad wynika (ii). ]

Dla uktadéw CNBD, ktére sg uniwersalnie optymalne, wszystkie niezerowe
wartosci wlasne macierzy informacji sa rowne. Podobnie jest dla uktadéw E-
optymalnych, gdy ¢t = 3. W pozostatych przypadkach wartosci te sa rézne. Co
wiecej, stopien ich zréznicowania zalezy od liczby obiektow t. Interesujaca wy-
daje sie sytuacja, gdy macierz informacji uktadu ma dwie niezerowe wartosci
wlasne. Ma to miejsce gdy t = 3m, m € N\ {1}, t = 4 oraz t = 5. Szczegdtowo
jest to omoéwione w nastepujacym wniosku, ktory wynika z Twierdzenia 3.3 oraz

ze wzoru (1.11).
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Whniosek 3.1. Niezerowe wartosci wtasne macierzy informacyi uktadu, ktorego

macierz lewego sgsiedztwa jest okreslona w Twierdzeniu 3.3, sq nastepujqce:

(i) 2p+1-— 2‘?;;’)1, dla t = 3;
(i) b b—%2  diat=3m,meN\{1}
2 a 2
(i) 3p+1,3p+1—CEE Jub 3p+1— 305 3p+1—LEE diat =4
- e _ atptsS -
(iv) 4p+1 o Ap+1 et dla t = 5;
atpl=ys adpltys
(v) bob—"p2b—"P 2 diat=>5m,meN\{l};
. a—2p cos 8% a—2p cos 2Z a—2pcos A&
(vi) bp+1—"— g bp+l— "5, bp+1—" 5", dlat=T,
. 1-v5 145

(vii) b,b—%,b—wpb2 ,b—a+pb2 , dlat> 8 orazt = 3i+5j, gdzie

1 €N orazj €N,

przy czym a =1+ p? oraz b= p(t — 1) + 1 jest liczbg blokdw.

Udowodnimy teraz, ze uktad ktorego macierz lewego sasiedztwa ma postac

taka jak w Twierdzeniu 3.3, jest E-optymalny w klasie wszystkich uktadow

Dipt-1)+1.¢-

Twierdzenie 3.4. Jesli uktad d* jest E-optymalny w klasie Bt,p(t,l)ﬂ,t, to jest
rowniez E-optymalny w klasie Dypi—1)414, p € N, £ > 3.

Dowdéd.

Przyjmijmy, ze d* jest ukladem speliajacym warunki z Twierdzenia 3.3 oraz,
ze d € Dt,p(t—l)—i—l,t\Bt,p(t—l)—i-l,t-

(i) Niech d bedzie uktadem réwnoreplikowalnym. Wowcezas Ry = (p(t —1) + 1)1,

oraz z (3.5) mamy

1 p(t—1)+1
)\tfl(TilQBTd) = p(t — 1) +1-— g)\l Z rdjr;j . (317)

j=1
7 faktu, ze wektor elementéw diagonalnych macierzy okreslonej nieujemnie

jest majoryzowany przez wektor jej wartosci wlasnych otrzymujemy

p(t—1)+1 p(t—1)+1

J=1 J=1
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Poniewaz

1<t

p(t—1)+1
max | Y 1| =pt—1)+1,
j=1

ze wzoréw (1.10), (3.15), (3.16) oraz (3.9), (3.17) i (3.18) mamy

—1)+1 1)2
plt—1) +1— B < g 1) 1 - e o

plt—1) +1— b\ (K K ) = At (Cae),

Ae-1(Ca)

NN

przy czym druga nieréwnosc¢ jest prawdziwa dlat > 4ip € {1,2} oraz dlat > 3
ip>3.Dlat=31ipe{l,2} teze otrzymujemy ze wzordéw (1.10), (3.15), (3.16)
oraz (3.9), (3.17) i (3.18) nastepujaco

1+ p*+2pcosZ
LS TP TEPES 3 (Ce).
2p+1

M(Cy) <2p+1-— <2p+1

(ii) Niech d bedzie ukladem nieréwnoreplikowalnym. Korzystajac z faktu, ze

wektor elementéw diagonalnych macierzy okreslonej nieujemnie jest majoryzo-

wany przez wektor jej warto$ci wlasnych oraz ze wzoru (3.9) mamy

. / t—1
Ai-1(Cq) < miln( 1QpTa), <pt—1)— p(t)

Stad oraz ze wzoréw (1.10), (3.15) i (3.16) mamy ostatecznie

1 2
A1(Ca) < p(t—1) = PR <p(t - 1)+ 1~ p((fj_ll))Jrl <
< pt—1)+1- m)\l(Kd* w) = XAi-1(Car),
przy czym przedostatnia nieréwnos¢ zachodzi dla ¢ > 3. [ ]

3.3. Konstrukcja ukltadéw E-optymalnych

W rozdziale tym podamy metode konstrukcji uktadéow E-optymalnych. Opiera
si¢ ona na podanych w poprzednich podrozdziatach postaciach macierzy lewego
sgsiedztwa uktadow E-optymalnych. Poniewaz postaci te sa podane z doktadno-
Scig do permutacyjnego podobienstwa, metoda ta pozwala na konstrukcje kaz-

dego uktadu E-optymalnego z doktadnoscig do przenumerowania obiektow.
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Rozwazmy klas¢ D,;;. Z Twierdzenia 1.1 wynika, ze metoda konstrukecji
uktadéw optymalnych w tej klasie w modelu (1.3) opiera sie na uktadach opty-
malnych w modelu (1.2). Katalog uktadéw E-optymalnych w modelu (1.2) dla
liczby obiektow t < 15, liczby blokéw b < 15 oraz pojemnosci blokéw 3 < k <
t — 1 jest oméwiony w pracy Morgan (2007) i podany na stronie internetowej
www.designtheory.org/database/. Zatem konstrukcja uktadu E-optymalnego w
modelu wspotoddziatywania sprowadza sie do wyznaczenia tego uktadu na pod-

stawie jego macierzy lewego sasiedztwa.

Zauwazmy, ze kazdy blok kompletnego uktadu binarnego jest reprezentowa-
ny przez macierz permutacyjna, ktoéra jest cyklem dhugosci t. Przypomnijmy, ze
kazda permutacja jest cyklem lub iloczynem roztacznych cykli (patrz Birkhoff
i Mac Lane, 1954). Na przyktad macierz Hj jest macierzows reprezentacja cy-
klul — 2, 2 — 3, 3 — 1 (sa to indeksy elementéw réwnych 1 w macierzy
H; ). Jesli zapiszemy ten cykl w postaci [123], moze by¢ on traktowany jako
sekwencja obiektéw reprezentujaca pojedynczy blok w uktadzie. Zatem przed-
stawienie macierzy lewego sasiedztwa jako sumy macierzy reprezentujacych per-
mutacje jednocyklowe dtugosci ¢ jest réwnoznaczne z wyznaczeniem uktadu d.
Rozktad macierzy lewego sasiedztwa na sume macierzy jest niejednoznaczny,
natomiast uktad E-optymalny jest wyznaczany jednoznacznie z doktadnoscig do
przenumerowania obiektow. Zatem w ogélnosci poszukiwanie opisanego rozkta-
du sprowadza si¢ do systematycznego przegladania wszystkich mozliwych sum
b macierzy permutacyjnych jednocyklowych, az do uzyskania danej macierzy

lewego sasiedztwa.

Rozwazmy klase Dy ,i—1)-14, gdzie p € N. Niech d* bedzie uktadem E-
optymalnym, ktorego macierz lewego sasiedztwa Sy« jest, zgodnie z Twierdze-
niem 3.1, permutacyjnie podobna do p(1,1; — I;) — H,. Zauwazmy, ze
p(1,1; — 1) jest macierza lewego sasiedztwa uktadu uniwersalnie optymalnego w
klasie Dy p;—1), czyli CNBD. Poniewaz H; jest, z doktadnoécig do przenumero-
wania obiektow, macierzows reprezentacja dowolnej permutacji jednocyklowej,

konstrukcja uktadu E-optymalnego w klasie Dy p;—1)—1,; sprowadza si¢ do usu-
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niecia jednego bloku z uktadu CNBD. Katalog uktadéw CNBD podany jest w

pracy Azais i inni (1993).

Przyklad 3.2. Dla ¢t = 5 uklad E-optymalny d* mozemy otrzymac przez usu-

nigcie ostatniego bloku z CNBD, to znaczy

CNBD =

—_ = =

)
2
3
4

W = Ot N

4
3
)
2

3
4
2
3

W = Ot N

d" =

—_ = =

W N Ot

Ot W

N = W
=~ Ot N

O

W pracy Azals i inni (1993) podane zostato, ze dla ¢t = 4 oraz t = 6 nie

istnieje uktad CNBD, gdy b = t — 1. Zatem konstrukcje uktadéw E-optymalnych

w tych przypadkach nalezy rozpatrzy¢ osobno.

Niech t = 4 oraz p € N\ {1}. Zgodnie z Twierdzeniem 3.1 macierz lewego

sasiedztwa uktadu E-optymalnego ma postaé¢ Sy = p(141) — I,) — Hy. Zatem
jesli dla p € N\ {1} oraz b = 3p istnieje CNBD, to konstrukcja uktadu E-
optymalnego polega na usunieciu jednego bloku z CNBD. Poniewaz dla p = 2, a

wiec b = 6 istnieje CNBD, uktad E-optymalny w klasie D, 5 4 mozemy otrzymac

przez usuniecie ostatniego bloku z CNBD. Wynika stad, ze opisana konstrukcja

jest mozliwa dla kazdego parzystego p. Przyktad ukitadu E-optymalnego dla

p = 2 jest nastepujacy.

Przyklad 3.3.

CNBD =

N N R W
e = G S St

= NGV GU R NV \V)

W N =N e W

N W N = W
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Niech ¢t = 6. Przypadek p = 1 zostal omoéwiony po Twierdzeniu 3.1, nato-
miast uklad E-optymalny w klasie Dg 46 zostal podany w Przyktadzie 3.1. W
pozostatych przypadkach, to znaczy gdy p € N\ {1}, moze istnie¢ uktad, ktorego
macierz lewego sasiedztwa ma postaé p(1¢lg —Ig) — Hg. Wowczas jego konstruk-
cja polega na usunieciu jednego bloku z CNBD. Dla p = 2 konstrukcja uktadu
E-optymalnego jest nastepujaca.

Przyktad 3.4.

CNBD = dr

I
Tt = W W O = N Ot O
e e e e e S e S = S = O =
Sy Ot Ot = o W W NN
N W DN Ot DN O Ot W W
= NN RN Ot DY e e
W O O O W Ut s Oy Ot
Tt i W W O = NN ot O

N e e T e T e T S e S e S e S S
Gt DO W N Ot D O Ot W W
W W O O O W Ot = Oy Ot
O O = W W O = N ot O

S O Ot Ot = e W W NN
e~ NG R N N N e N

N Ot s W WO e N OO

O

W przypadku, gdy dla pewnego p € N\ {1, 2} nie istnieje CNBD, konstrukcja
uktadu E-optymalnego sprowadza sie do przedstawienia macierzy Sy w postaci
sumy p(t — 1) — 1 macierzy permutacyjnych jednocyklowych. Jedli taka dekom-
pozycja nie istnieje, nalezy poszukiwaé rozbicia macierzy p(1l¢ly — Ig) — Py na
sume p(t — 1) — 1 macierzy permutacyjnych jednocyklowych, dla P, bedacej
jedna z macierzy postaci diag(Hs, H3), diag(Hy4, Hy) lub diag(Hs, Hy, Hy).

W przypadku, gdy t = 4 oraz t = 6, konstrukcje uktadu E-optymalnego dla
duzych p mozna uzyska¢ poprzez konstrukcje uktadu E-optymalnego dla matych
p oraz uzupetnienie uzyskanego uktadu o odpowiednig krotnos¢ blokéw uktadu

CNBD.
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W Rozdziale 3.2 udowodnione zostato twierdzenie podajace postaci macierzy
lewego sasiedztwa Sg- ukladoéw E-optymalnych w klasie D; p;—1)41,. Podamy

teraz metode konstrukeji tych uktadow.

Zauwazmy, ze konstrukcja uktadu E-optymalnego w klasie Dy p;—1)41,+ spro-
wadza si¢ do konstrukeji uktadu E-optymalnego w klasie D,,; oraz rozsze-
rzenia go o bloki uktadu CNBD, ktéry jest uniwersalnie optymalny w klasie
Dy (p—1)(t—1),+- Latem w dalszej czeSci tego rozdzialu ograniczymy si¢ do kon-

strukeji uktadéw E-optymalnych w klasie Dy ; ;.

7 Twierdzenia 3.3 wynika, ze macierz lewego sasiedztwa uktadu E-optymal-
nego w klasie D, ;; ma elementy diagonalne réwne 0, dokladnie jeden element
pozadiagonalny w kazdym wierszu i kazdej kolumnie réwny 2 oraz pozostalte ele-
menty pozadiagonalne sa réwne 1. Oznacza to, ze uktad E-optymalny musi mie¢
dwie klasy uporzadkowanych par sasiadéw: t(t — 2) uporzadkowanych par wy-
stepujacych w uktadzie d jeden raz oraz t uporzadkowanych par wystepujacych

w uktadzie d dwa razy.

Ogoélna zasada konstrukcji uktadow na podstawie ich macierzy lewego sa-
siedztwa podana zostata na poczatku tego rozdziatu. Jednak w tym przypad-
ku mozna poda¢ metode, ktora pozwoli na zmniejszenie liczby koniecznych do
rozpatrzenia dekompozycji macierzy lewego sasiedztwa na sume macierzy per-
mutacyjnych jednocyklowych. Ponadto w pewnych szczegdélnych przypadkach
konstrukcje uktadu E-optymalnego mozna oprzeé¢ na uktadach CNBD.

Zgodnie z Twierdzeniem 3.3 posta¢ macierzy Sy« zalezy od t. Zatem omawia-
jac konstrukcje uktadow E-optymalnych, nalezy rozpatrzy¢ kilka przypadkéow,
podajac rézne metody dla réznych ¢; poréwnaj Filipiak i Rézanski (2005).

Niech t = 3,5 lub 7. Macierz lewego sasiedztwa uktadu E-optymalnego jest,
zgodnie z Twierdzeniem 3.3, permutacyjnie podobna do 1,1, — I, + H;. Ozna-
cza to, ze uktad E-optymalny mozemy w tych przypadkach otrzymaé¢ z CNBD
poprzez powtorzenie jednego bloku. Dla ¢ = 5 uktad E-optymalny d* otrzymany
przez powtérzenie ostatniego bloku w CNBD jest nastepujacy.
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Przyklad 3.5.

511 2 3 4 5
5/ 1 2 3 4 5
411 3 5 2 4
411 3 5 2 4
CNBD = - d=|3]1 4 2 5 3
311425 3
211 5 4 3 2
211 5 4 3 2
211 5 4 3 2

O

Warto zauwazy¢, ze mimo iz w tych przypadkach konstrukcja uktadu E-
optymalnego d* polega na dodaniu jednego bloku do uktadu CNBD, macierz
informacji Cg+ nie jest sumg macierzy informacji dla CNBD oraz macierzy in-
formacji powtérzonego bloku C;. Dla uktadéw z Przyktadu 3.5 macierze te maja
posta¢ Conpp = 5 Es, C; = O3 oraz Cy- = 5E;5 — £ (2I; — Hs — Hj).

Niech ¢ = 4. Poniewaz w Twierdzeniu 3.3 podane zostaly dwie postaci
macierzy lewego sgsiedztwa uktadu E-optymalnego przypadek ten rozpatrzy-
my osobno. Dla p = 1 macierz lewego sasiedztwa uktadu E-optymalnego jest
permutacyjnie podobna do (I ® Hy) + 1,1}, — I lub Hy + 1,1} — I,. Jednak
nie istnieje uktad doswiadczalny, ktérego macierz lewego sasiedztwa ma postac
Se+ = Hy + 141) — 1; zobacz Azais i inni (1993). Stad konstrukcja uktadu E-
optymalnego w klasie D, 4 4 sprowadza si¢ do poszukiwania dekompozycji macie-
rzy lewego sgsiedztwa na sume macierzy permutacyjnych jednocyklowych. W ten
sposob mozna otrzymaé nastepujacy przyktad uktadu E-optymalnego w klasie
Dyya.

Przyktlad 3.6.

ORI RN JCRT N
AW NN
W o A W
N DN W

—_ = =

O

Dla pozostalych p € N\ {1} moze istnie¢ uklad, ktérego macierz lewego
sasiedztwa ma posta¢ Sz« = Hy + p (141 — I). Wowczas uktad E-optymalny
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mozna skonstruowa¢ z CNBD przez powtoérzenie jednego bloku. Dla p = 2, a
wiec b = 7, otrzymujemy nastepujacy uktad E-optymalny skonstruowany przez

powtoérzenie ostatniego bloku w CNBD.

Przyklad 3.7.

411 2 3 4

411 2 3 4
311 2 4 3

311 2 4 3
411 3 2 4

411 3 2 4
CNBD = - d=12|1 3 4 2

211 3 4 2
311 4 2 3

311 4 2 3
211 4 3 2

211 4 3 2
211 4 3 2

O

We wszystkich pozostatych przypadkach macierz lewego sasiedztwa uktadu
E-optymalnego mozna przedstawic¢ jako sume macierzy lewego sasiedztwa uktadu
CNBD i pewnej macierzy permutacyjnej bedacej iloczynem roztacznych cykli.
Dlatego konstrukcja takich uktadéw nie moze by¢ oparta na uktadach CNBD
i sprowadza sie do systematycznego przegladania wszystkich mozliwych sum
t macierzy permutacyjnych jednocyklowych, az do uzyskania danej macierzy
lewego sasiedztwa.

Latwo zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem liczby obiektéw ¢, wzrasta rowniez licz-
ba jednocyklowych permutacji. Dla zmniejszenia liczby mozliwych dekompozy-
cji macierzy lewego sasiedztwa rozwaza¢ bedziemy blokowo diagonalne macierze
permutacyjne. Wynika to z blokowo diagonalnej postaci macierzy Sy« przed-
stawionej w Twierdzeniu 3.3. W dalszej czesci rozdzialu przedstawione zostana

przyklady konstrukeji uktadéw E-optymalnych dla t € {6,9,8,10}.

Niech t = 3m, gdzie m € N\ {1}. Dla zilustrowania tego przypadku rozpa-

trzmy m = 2 oraz m = 3.

Niech ¢t = 6. Uktad E-optymalny w klasie Dg ¢ mozna otrzymac przez de-

kompozycje macierzy lewego sasiedztwa uktadu d* na sume trzech macierzy per-
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mutacyjnie podobnych do Ug oraz trzech macierzy permutacyjnie podobnych do

Vg, gdzie

P O\, [P O
[JG - IIG ’ )
0; Q ©; Q

v._[ R © O, L R O,
¢ @, S A, O, e, S

oraz P, Q,R,S € P3, natomiast A, = (0;;) € R, jest macierza, ktérej elementy

spelniajg warunki d,; = 1 gdy j = n+1—1 oraz d,; = 0 w przeciwnym przypadku,

1 <4,7 < n. Przyktad uktadu E-optymalnego w klasie Dg g ¢ jest nastepujacy.

Przyklad 3.8.

d" =

Tt DN W = W O
I T = S =Gy S
S Ot s W NN
AR Ot N R W
N W DN Ot O
w O O O Ot Ot
T DN W e W O

O

Niech t = 9. Uktad E-optymalny w klasie Dy g9 mozna otrzymac przez de-

kompozycje macierzy lewego sasiedztwa uktadu d* na sume trzech macierzy per-

mutacyjnie podobnych do Uy, trzech macierzy permutacyjnie podobnych do Vg

oraz trzech macierzy permutacyjnie podobnych do Zg, gdzie

D ()3 ()3 I)/ ()3 ()3
U=|© E ©; |Hy| 6 E ©; |,
()3 ()3 F ()3 ()3 PV

X2 I?

\/9 — ()3 Pq ()3
I, Ouxr

®; 60; P

0; N O3

M ©; O3 (
0; 03 P

) M ©; ©O;
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Q ©6; O I Q ©; 6;
Zo=| ® R O, ( i”’ 06 ) ©; R O
®;, O S 5o e Q, 0, §

oraz D,E,F,M,N,P,Q,R,S € P;.

Niech t > 8 oraz t # 3m, m € N. Wezmy ¢ € {8,10}.

Niech t = 8. Uktad E-optymalny w klasie Dggg mozna otrzymac przez de-
kompozycje macierzy lewego sasiedztwa uktadu d* na sume trzech macierzy per-
mutacyjnie podobnych do Usg, trzech macierzy permutacyjnie podobnych do Vg

oraz dwoch macierzy permutacyjnie podobnych do Zg, gdzie
D © D ©
US _ 3x5 Hg 3x5 :
®5><3 P @5><3 PI
Ve — E @3><5 ®6><2 IG E/ @3><5
8 — 3
@5><3 Q A2 @2><6 @5><3 Q,

7o — F ®3><5 ®5><3 I5 F/ ®3><5
g =

@5x3 R Hé ®3><5 @5><3 Rl
oraz D.E.F € P3, P,Q,R € P5.

Niech ¢t = 10. Uktad E-optymalny w klasie Djg 1910 mozna otrzymac przez
dekompozycje macierzy lewego sgsiedztwa ukladu d* na sume pieciu macierzy

permutacyjnie podobnych do Ujy oraz pigciu macierzy permutacyjnie podob-

P O\ ., [P O
UlO: H10 ’ )
0; Q 05 Q

R ©; (O YR I R' ©;
Vl(] = /
65 S H4 ®4><6 @5 S

oraz P,Q,R,S € Ps.

nych do Vg, gdzie
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4. Uklady D-optymalne

W rozdziale tym scharakteryzowane zostana eksperymenty D-optymalne. Po-
szukiwa¢ bedziemy uktadu, ktory maksymalizuje iloczyn wszystkich, poza je-
dyna zerowa, wartosci wlasnych macierzy informacji. Podobnie jak w poprzed-
nim rozdziale uktadow D-optymalnych poszukiwaé¢ bedziemy w klasach ukta-
déw kompletnych, w ktorych nie istnieje CNBD. Charakterystyke uktadow D-
optymalnych w klasie R, ;; wyprowadzimy dla b =t —2 oraz dla b = t. W pierw-
szym etapie scharakteryzujemy uktady D-optymalne w klasach Bt,tﬁ,t oraz E’w,t,
a nastepnie pokazemy, ze uktady te sg réwniez optymalne w klasach Dy ;o oraz
Rt

Zgodnie z definicjg podana w Rozdziale 1.4 wyznaczenie uktadu D-optymal-
nego w klasie Dy, jest réownoznaczne ze znalezieniem takiego ukltadu

d* € Dy, ze dla dowolnego d € D,y ), spetniony jest warunek
t—1 t—1
[T (Ca) > ] X(Ca). (4.1)
i=1 i=1

Literatura dotyczaca uktadéw D-optymalnych w modelu (1.2) jest znacznie
ubozsza niz odnoszaca sie do uktadow E-optymalnych w tym modelu. Wyni-
ka to z duzo wickszej ztozonosci tego kryterium. Katalog eksperymentow D-
optymalnych w klasie uktadéw regularnego grafu, a wtasciwie spis literatury dla
tych uktadéow, gdy ¢ < 12, r < 10 oraz t < b, podany jest w pracy John i
Mitchell (1977). Ograniczenie do tej klasy wynika z intuicyjnego przekonania,
ze uktadow optymalnych nalezy poszukiwaé¢ wérod uktadéw mozliwie najbar-
dziej zrownowazonych przy danym zestawie parametrow uktadu; porownaj na
przyktad John i Williams (1982). Przypuszczenie to, choé¢ wydaje si¢ intuicyj-
nie wtasciwe, okazuje si¢ nie zawsze prawdziwe. Znane sg przyklady uktadow
E-optymalnych w modelu (1.2), ktére nie sa uktadami regularnego grafu; zobacz
na przyktad Constantine (1986) oraz Bagchi (1994).

Uktady D-optymalne w modelu (1.2), w ktérych liczba jednostek doswiad-

czalnych jest bliska minimum koniecznego do uzyskania uktadu spdjnego, sa
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rozwazane w pracach Balasubramanian i Dey (1996) oraz Gaffke (1982). W

pierwszej z nich zawarte sa réwniez metody konstrukceji analizowanych uktadow.

4.1. Uklady D-optymalne w klasie D;; o,

W rozdziale tym scharakteryzowane zostang eksperymenty D-optymalne w klasie
D;—o4. Z uwagi na to, ze uktadow D-optymalnych poszukujemy wsrod uktadow
spéjnych, ograniczymy nasze rozwazania do t > 5. Wynika to z Twierdzenia 2.6
podajacego minimalng liczbe blokéw konieczna do skonstruowania uktadu spoj-
nego oraz z faktu, ze liczba blokow wynosi b = t—2. Na poczatku rozdziatlu poda-
na zostanie posta¢ macierzy lewego sasiedztwa uktadu D-optymalnego w klasie
Btjt_gvt. Nastepnie wykazane zostanie, ze uktad ten jest rowniez D-optymalny w

klaSie Dt,t72,t'

Niech uktad d € Bt,t_g’t. Wéwezas K, € /NC(t_g) oraz ze wzoru (2.2) macierz
te mozna zapisa¢ w postaci
2 /
K= E]-t]-t — L — Py,
gdzie Py € P, zalezy od uktadu dogwiadczalnego d. Zatem
4

Stad oraz ze wzoru (1.10) macierz informacji uktadu d € Bt7t_2,t mozna

zapisa¢ w postaci

2 — 4t +2 t—4
C, = I, —
d t—2 ' t_2

1

Bedziemy poréwnywaé wartosci D-kryterium dla macierzy Cy postaci (4.2)

dla réznych uktadéw, a wiec dla réznych macierzy Py.

Zauwazmy, ze macierze Cy oraz Cy + (1,1}, maja te same wektory whasne i
odpowiadajace im wartosci wtasne za wyjatkiem wektora 1;, ktory jest wektorem

wlasnym obu macierzy, przy czym odpowiadaja mu wartosci wlasne rowne 0 oraz
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[t, odpowiednio. Zatem poszukiwanie uktadéow D-optymalnych mozna sprowa-
dzi¢ do por6wnywania wartosci wyznacznikow macierzy (t —2)Cy+(t—4)1,1] =
al; — (Pg+ P)) dla réznych macierzy Py, gdzie v = ¢ — 4t + 2. Ponadto z uwa-
gi na to, ze wartosci wlasne macierzy permutacyjnie podobnych sg takie same,
wybo6r Py mozna ograniczy¢ do macierzy postaci H; lub diag(H,,, Hy,, ... H;, ),
gdzie Y t; = t, m # 1 oraz t; > 2. Zatem ol; — (P4 + P)) jest macierza
trojdiagonalng z naroznikami lub macierza blokowo diagonalng, ktérej bloki sa

macierzami trojdiagonalnymi z naroznikami.

Niech P, = H;. Ze wzoru (1.13) mamy

t
—1
det (aI; — (H; + H})) = =2 + tr (? 0 )

Skorzystamy z wlasno$ci méwiacej, ze slad t-tej potegi macierzy diagonali-

zowalnej jest réwny sumie t-tych poteg jej wartosci wtasnych. Poniewaz

-1 g -1 g
A1 “ = atva -1 ;2_4 oraz g “ = v = 2‘“2_4,
1 0 1 0

stad dla
a—va?—4 a+va?—4
= = 4.3
x 5 ;Y 5 (4.3)
mamy
det (al; — (Hy + H))) = =2 + 2" + ¢/ (4.4)
Poniewaz dla t > 5 wspélezynnik o > 7, ze wzoru (4.3) wynikaja nastepujace
nieréwnosci
om 2, el
y=otveid s otled g, y=ebeld code g
Stad
€ (0,1), ye (a—1a). (4.5)

Nastepujace twierdzenie charakteryzuje uktady D-optymalne w klasie ém_g,t.

26



Twierdzenie 4.1. Jesli macierz lewego sgsiedztwa uktadu d* € Bt’tfzt, t > 5,
jest permutacyjnie podobna do 1,1, — I, — Hy, to d* jest ukladem D-optymalnym

w klasie Byi—oy.

Dowdéd.
7 Twierdzenia 2.6 wynika, ze rozwazania mozna ograniczy¢ do t > 5. Ze wzoru
(1.11) oraz z kryterium D-optymalnosci (4.1) wystarczy pokazaé, ze zachodzi

nastepujaca nieré6wnosé

det (I, — diag(Hy,, Hy,) — diag(H},, Hy,)) < det (oI, — H, — H}),

gdzie t; + to = t oraz ty,ty > 2. Z faktu, ze wyznacznik macierzy blokowo
diagonalnej jest iloczynem wyznacznikéw blokéw diagonalnych oraz ze wzoru

(4.4), powyzsza nieréwnosé jest rbwnowazna nastepujace;
(—2—|—xt1 —|—yt1) (—2+xt2 —i—th) +2—z' -y <.
Z ograniczenia (4.5) oraz z faktu, ze y > 6 dla t > 5, mamy

(=242 +y") (=242 +y?)+2-a" —y' =
:6_2(1»151 —|—$t2 _|_yt1 +yt2)+xt1yt2+$t2y“ <
< 6—2(yt1 —i—th)—l—th +ylt =6 —yt —y2 < 0.

Udowodnimy teraz twierdzenie charakteryzujace uktady D-optymalne w kla-

sie wszystkich uktadow binarnych.

Twierdzenie 4.2. Jesl d* € Bt,t,z,t jest uktadem D-optymalnym w tej klasie,

to jest on rowniez D-optymalny w klasie Byy—oy, t 2> 5.

Dowdéd.
Niech d* bedzie uktadem D-optymalnym w klasie Bt,t—zt- Wowczas z Twierdzenia
4.1 oraz wzoru (4.4), dla t > 5 mamy
det ((t —2)Cy + (1 — 4)14;) — det (aIt _(H, + H;)) —
=24z 4y >y -2

(4.6)
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Poniewaz dlat > 5 mamy a > 7, prawdziwa jest nieréwno$¢ v a? — 4 > a—%,

zatem ze wzoru (4.3) zachodzi nieréwnosé

- 3
a— —.
y 2a

Stad oraz z (4.6) otrzymujemy

2 2

det <(t — ) Ce £ (t — 4)1t1;> s (a-g) —2>at a1 2 (47)
Niech d € Byy—a4 \ Ett_Q,t. Ze wzoru (1.11)
(t—2)Cq+ (t — 41,1}, = (t — 2)*T, — S,Sy + (t — 4)1,1}. (4.8)

Elementy w kazdym wierszu i kazdej kolumnie macierzy S, sumuja sie do t — 2.
Poniewaz dla kazdego d € Bt,t,g,t\ém,g,t co najmniej jeden element macierzy Sy
jest wiekszy lub rowny 2, stad co najmniej jeden element diagonalny macierzy
(4.8) jest mniejszy lub réwny (t —2)2 — (4+t—4)+t—4=1>—4t =a — 2,
natomiast pozostate elementy diagonalne sg mniejsze lub rowne «. Zatem

t

11 <(t —2)Cy+ (t — 4)1t1;> <o a—2). (4.9)

i=1 u

W dalszej czesci dowodu skorzystamy z faktu, ze dla kazdej macierzy hermi-
towskiej A € R, zachodzi nieréwnos¢

ﬁ Ai(A) < ﬁ(A)zu (4.10)

=1

poréwnaj Marshall i Olkin (1979). Stad oraz z (4.9) otrzymujemy
det <(t ) Cut (- 4)1t1;> <al—2at L. (4.11)

Poniewaz o = t? — 4t + 2, dla t > 5 mamy

3 3
22/ — Stal P = o2 (2 — t) > 2.
« St a a-g
Zatem na mocy (4.7) oraz (4.11) otrzymujemy teze. [ |
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Korzystajac z ostatniego twierdzenia udowodnimy teraz, ze uktady o ktorych

mowa w Twierdzeniu 4.1 sg rowniez D-optymalne w klasie Dy ;o ;.

Twierdzenie 4.3. Jesl d* € Bt,t_g’t jest uktadem D-optymalnym w tej klasie,

to jest on rowniez D-optymalny w klasie Diy_ot, t 2> 5.

Dowdd.
Niech d* € B’m_g,t bedzie uktadem D-optymalnym w klasie Bt7t_27t oraz niech
d bedzie uktadem rownoreplikowalnym. Korzystajac z Twierdzenia 4.2 mozemy

zalozyé, ze d € Riy—o4 \ Bii—os. Ze wzoru (1.9)
1
Cy<yRs—S/R;'S; = (t —2)I, — tjsgsd, (4.12)

gdzie A < B oznacza, ze macierz A poprzedza macierz B w sensie Loewnera.
Jesli w uktadzie d zaden obiekt nie jest swoim sgsiadem, to zgodnie ze wzorem
(1.11) macierz po prawej stronie nieréwnosci (4.12) jest macierza informacji
pewnego uktadu z klasy B, ;. Stad oraz na mocy Twierdzenia 4.2 otrzymujemy
teze.

Zatézmy teraz, ze w ukladzie d wystepuja autosasiedztwa. Przypomnijmy,
ze elementami macierzy S, s liczby naturalne lub zero oraz suma elementow
w kazdym jej wierszu wynosi ¢t — 2. Poniewaz dla uktadéw z tej klasy w kaz-
dym wierszu i kazdej kolumnie macierzy S; wystepuje co najmniej jedno zero,
zatem wiersze tej macierzy mozna tak spermutowac, aby otrzymaé macierz le-
wego sasiedztwa z zerami na gtéwnej przekatnej. Zauwazmy, ze operacja taka
nie zmienia postaci macierzy po obu stronach nieréwnosci (4.12). W ten sposéb

otrzymalismy poprzedni przypadek dla uktadu bez autosasiedztwa.

Niech teraz d bedzie uktadem nieréwnoreplikowalnym, d € Dyy_o; \ Rit—24-

Ze wzoru (1.9) mamy

Cqs <t Ry —S,R;'S,. (4.13)
Rozwazmy i-ty element diagonalny macierzy Ry — SR 'S4, to znaczy
(Ra— S/R;'S,) :r-—ffiﬂ' :r.—iisgj
e S j=1 "3 Z j=1 Y18y
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Zatem $rednia z elementow diagonalnych macierzy Ry — S;Rglsd jest rowna

1< _ 1
;Z(Rd—S&Rdlsd)ii = ;Z ZZ =
i=1 i=1 tim = 1211%
L (4.14)
= -2 - ==l
tjz:lzflslj

Zatézmy, ze uktad dg stowarzyszony z d jest niebinarny. Wéwczas w macie-
rzy Sgq pewien element jest réwny co najmniej 2. Bez straty ogdlnosci mozemy
zatozy¢, ze element ten znajduje sie w pierwszym wierszu. Poszukiwaé bedzie-
my takiego uktadu d, a wiec takiej macierzy Sy, ktora maksymalizuje wartosé
wyrazenia (4.14), czyli minimalizuje warto$¢ wyrazenia 35_, %l i:j

Jesli maksymalna replikacja w uktadzie d jest mozliwie najmniejsza, a zatem
=t—1,to

Tmaw

t ot .2 t ot
155 4+t—3 i—15i 2

2: tl I > § #—t—l—i

j=1 2i=1 81 t—1 =2 Zl=1 Sl t—1

W przypadku gdy 7 =1

t t 2 t
8% A4t —2 2
3:1 Szg > t Zz 1 Sz] — ¢ “
jz_l Sy sy t ]22 Sy sy t

Niech teraz r,,,, =t + 1, wowczas

t

t 2 t t
STy D e
j=1 Zl:lslj t+1 =2 Zl:lslj t+1

Latwo zauwazy¢, ze dalsze zwiekszanie maksymalnej replikacji powoduje
zwigkszenie si¢ liczby elementéw réwnych 2 w macierzy Sy lub wzrost najwiek-
szego jej elementu. Stad dla rpe, =t +14,i € {—1,0,1,...,t> — 3t + 1} mamy

t t 82

= sy t+i o zlzl si; t+i

Zatem wyrazenie (4.14) jest maksymalne, gdy 4. =t + 1 1 wynosi ono

1¢ 1 2 2
=S (R, - S/R;'S :t—2—<t >:t—3—.
mgxt;< 1= SiRi'S), (T Ht+ 1)
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Stad oraz z (4.10) i (4.13) mamy

det ((t —2)Cy (- 4)1t1;) <
<IL ((0 - DRa - (0 - D8R Sa+ (- HL.1;) <

) e ¥ et (4.15)
< ((t—2)(t—3—t(tm)+t—4> = (P -at+2- 202

Z drugiej strony z (4.7) mamy

det ((t — 2)Cq- + (t — 4)1,1) > ' (a2 = 3t) =

4.16
= (=4t +2)"7 (11— 863 + 2012 — Dt 4+ 4) . (4.16)

Stad oraz z (4.15) wynika, ze teza twierdzenia jest réwnowazna nastepujacej

nieréwnosci

t _
(P —at+2- 2023 < (P-4t +2)7 (11— 862+ 20 — Bt +4).  (4.17)

Zatem wystarczy pokazac, ze

2(t — 2)
tt+1)

2
35
<t2—4t+2— ) <t4_8t3+20t2—5t+4,

co jest réwnowazne nieréwnosci 5t° — 46t* + 29t3 + 40t2 — 32 > 0, ktéra jest
prawdziwa dla ¢ > 8 397. Stad dla ¢ > 8 nier6wnos$¢ (4.17) jest spelniona.
Gdy t = 6, ¢t = 7 lub t = 8, prawdziwo$¢ (4.17) otrzymujemy bezposrednio
podstawiajac odpowiednie wartosci t. Dla ¢t = 5 zaleznos¢ ta nie zachodzi. W

tym przypadku prawdziwosé tezy wynika z (4.15) oraz z nastepujacej nieréwnosci

det (3Cy + 1514) < (52 —4-5+2— 20:0)" = (6,8)" <

< 15125 = det (3Cy- + 151%).
Zatem dla uktadéw nieréwnoreplikowalnych, ktorych uktad stowarzyszony
jest niebinarny, teza twierdzenia jest prawdziwa.
Niech teraz uktad d, stowarzyszony z d bedzie binarny. Poniewaz w macierzy
Sq wszystkie elementy sa réwne 0 lub 1, z (4.14) otrzymujemy
1 t
; (Ra—S/R;'Sy) =1-3.

i=1
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Zatem
tr (Rg — SjR;'Sa) = t(t — 3). (4.18)

Oszacujemy teraz maksymalny element diagonalny macierzy Ry — SQRJISd.
7 postaci tej macierzy wynika, ze w uktadzie dla ktorego najwicksza wartos¢
diagonalna osigga swoje minimum, maksymalna replikacja jest najmniejsza z
mozliwych, to znaczy réwna t — 1 oraz co najmniej jedna replikacja jest réwna
1. Ze wzgledu na to, ze suma wszystkich elementow macierzy S, wynosi t(t —2),
co najwyzej jeden obiekt moze wystepowa¢ w eksperymencie jeden raz. Zatem
przy maksymalnym wyréwnaniu pozostatych replikacji otrzymujemy

: _ L1 1
min (miax (Rd - S&Rdlsd%i) >t—1-— (Z — —min ) :

i=1 i Tk

Stad mamy nastepujace minimum, ktore jest osiagniete dla rp =¢ — 1

~+

0

mdin (miaX <Rd - &Rglsd) ) > t—1- (1 =i t—%> - (4.19)

_ t—4
= =3+ gpy-

Analogicznie minimalny element diagonalny macierzy Ry — SRSy bedzie
najwiekszy, gdy minimalna replikacja bedzie réwna t — 3,. Wowczas

: _ ‘1 1 1 1
m:?x(mim(Rd— ;Rdlsd) )gt—3—<2— max (—I——i—)).

i i=1 r; k17k27k3 {rkl Tk2 Tkg

Zatem maksimum zostanie osiggniete dla 7, = rg, = 1, = t — 3 oraz przy
maksymalnym wyréwnaniu pozostatych replikacji. Stad
- 'R-1 3 t=6) _
max (mim (Rd - S,R, Sd)n) < t—-3- (t_l + t_2> = (4.20)
_ t+2
= =4+ eopy-
Pozostate elementy diagonalne oszacujemy przez usrednienie sladu macierzy

R, — S/ R;'S,, pomniejszonego o oszacowanie maksymalnego i minimalnego

elementu diagonalnego. Z (4.18), (4.19) oraz (4.20) mamy

t_% (tr (Rd — ’dR;lSd) — ming (maXi (Rd - &Rglsd)“) +
— max, (mini (Rd . S&R;lsd) ) ) _ 2-5t47 2

i t—2 - (t72)2 :
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Stad oraz z (4.19), (4.20), (4.10) i (4.13) otrzymujemy

det ((t _2)Cy (- 4)1t1;) <
< T (- 2Re— (6~ SRS+ (- )1,1;) <
< (t2—4t+3—t_%)t_2 (2 —4t+3—2) (P —5t+5+ %)

Stad oraz z (4.16) dla wykazania tezy twierdzenia wystarczy pokazaé, ze

<t2—4t+3—%)t_2(t2—4t+3—%> (2 —5t+5+ ) <

B (4.21)
< (82— 4t +2)77 (¢4 - 863 4+ 202 — Pt +4)
co jest rownowazne
24t +2 "7 5 — 115 + 4T#4 — 10063 + 11612 — T4t + 12
2 > . (4.22)
24t +3— 2% £6 — 105 + 37t — 65, 53 + 592 — 25, 5t + 4

Poniewaz ze wzoru Newtona mamy

t2—4t+2 _ (1 _ t—4 ) >
t2—4t+3— 2 t3—6t24+11¢—8
S 11— (t—2)(t—4) + (t=2)(t=3)(t—4)%  (t—=2)(t—3)(t—4)*
t3—6t24+11¢t—8 2(t3—6t2+11¢t—8)2 6(t3—6t2+11¢—8)3 7

aby udowodnié¢ nieréwnos¢ (4.22) wystarczy pokazaé, ze

L (t—2)(t —4) N (t=2)(t=3)(t—4)* (=2t -3)(t—4)"
3 —6t2+ 11t —8  2(t3 —6t2 4+ 11t — 8)2  6(¢3 — 612 + 11t — 8)3

16 — 1185 4+ 47t* — 10083 + 116t — 74t + 12
t6 — 10t> + 37t* — 65, 5t3 + 5912 — 25,5t + 4

Nier6wnosé ta jest prawdziwa dla t > 7,775. Zatem zaleznos¢ (4.21) zachodzi

dla t > 8. Dla t = 7 teza wynika z nastepujacej nieréwnosci
det (5C4 + 3171%) < 3,3548 x 10 < det (5Cy- + 3171%).

Dla t = 5 oraz t = 6 teza twierdzenia wynika z numerycznego poréwnania
wartosci wyznacznikow det ((t —2)Cy + (t — 4)11‘,12) dla wszystkich uktadow
d € Dit—2t \ Rit—as, ktorych uktad stowarzyszony ds jest binarny. ]
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4.2. Uklady D-optymalne w klasie R;;;

W rozdziale tym rozwaza¢ bedziemy uktady z klasy D;;,. Na poczatku podane
zostang postaci macierzy lewego sasiedztwa uktadu D-optymalnego w klasie lzj'mt
w zaleznodci od liczby obiektow t. Nastepnie wykazemy, ze uktady te sa réwniez
D-optymalne w klasie uktadéw rownoreplikowalnych, w ktérych zaden obiekt nie

jest swoim sgsiadem.

Niech d € Bmt. Wowezas K, € INC(,:) oraz ze wzoru (2.2) macierz te mozna
zapisa¢ w postaci
Kd = Pd - It7

gdzie Py € P, zalezy od uktadu do$wiadczalnego d. Zatem posta¢ macierzy
K, K|, jest taka jak we wzorze (3.14) dla p = 1. Stad oraz ze wzoru (1.10)

otrzymujemy nastepujaca postaé¢ macierzy informacji uktadu d

2 —2

1
Cy= L — 1,1+ (Pa + P). (4.23)

Zgodnie z definicja uktadu D-optymalnego bedziemy poszukiwaé¢ uktadu d*
spetniajacego warunek (4.1). Stad oraz z (4.23) bedziemy poréwnywaé wartosci

wyrazenia [['Z1 \;(Cy) dla réznych uktadéw, a wiec dla réznych macierzy Py.

Podobnie jak w poprzednim rozdziale skorzystamy z faktu, ze poszukiwanie
uktadu D-optymalnego jest rownowazne z poréwnaniem wartosci wyznacznikow
macierzy tCy + t1;1, = al; + Py + P, gdzie a = t* — 2, dla réznych macierzy
P,. 7 uwagi na to, ze warto$ci wtasne macierzy permutacyjnie podobnych sa
takie same, wystarczy ograniczy¢ si¢ do poréwnania wartosci wyznacznika ma-
cierzy al; + Py + P/, gdy Py jest macierza H; lub diag(Hy,, Hy,, ... Hy, ), gdzie

ot = t,m # 1 oraz t; > 2. Zauwazmy, ze w pierwszym przypadku
al; + Py + P/, jest macierza trojdiagonalna z naroznikami, natomiast w drugim
jest to macierz blokowo diagonalna, ktérej bloki sa macierzami trojdiagonalnymi

7 naroznikami.
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Niech P, = H;. Ze wzoru (1.13) mamy
¢
/ t+1 a -1
det (ol + H, + H}) = 2(—1)""" + tr Lo

Skorzystamy z faktu, ze Slad t-tej potegi macierzy diagonalizowalnej jest

rowny sumie t-tych poteg jej wartosci wtasnych. Poniewaz

_1 5 —1 5
)\1 @ — a+\/2a —4 oraz )\2 « — a—vaoi—4a \/2a747
1 0 10

zatem dla
a—+va?—4 a+ Va2 —4
— - - = 4.24
x 5 ;Y 5 (4.24)
mamy
—2 4+t + 9, dy t jest parzyste,
det (oI, + H, + H}) = Y BEY T Jesh paray (4.25)
2+t + gdy t jest nieparzyste.

Poniewaz dla t > 3 zachodzi zwiazek o — 1 < v/a? — 4, prawdziwe sg naste-

pujace nieréwnosci

r = ozf\/20¢274 > 0’ T = a7\/2L¥274 < a—(;—l) — %’
= R
Stad
€ (0 1) € ( ! ) (4.26)
X - oa— =, ]. .
72 ) y 27

Pokazemy teraz prawdziwos¢ nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie 4.4. Jesli d* € Bt,t,t jest uktadem, ktorego macierz lewego sgsiedz-

twa Sy« jest permutacyjnie podobna do

(i) IL,®H;+ 1,1, -1, dlat=3m, m e N;
(i) diag(I,, ® H3, Hy) + 1,1, — I, dla t =3m+4, m € NU{0};
(ii) diag(I,, ® Hz, Hs) + 1,1, — I, dla t =3m+5, me NU{0},

to d* jest ukiadem D-optymalnym w klasie B’”t’t’ t=3.
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Dowdd.
Niech ¢ = 3. Jedyna macierza P, € P3 jest Hz. Stad oraz z (1.11) wynika teza.

Rozwazmy t = 4. Z doktadnoscia do permutacyjnego podobienstwa jedynymi
macierzami Py € Py sg Hy oraz diag(Hy, Hy). Zatem dla t = 4 teza twierdzenia

wynika z (1.11) oraz z nastepujacej nieréwnosci

det (aI4 + diag(Hy, Hy) + diag(HY, H'Q)) = 36864 <
< 37632 = det (a1, + Hy + HY) .

(4.27)

Niech t = 5. Z doktadnoscia do permutacyjnego podobienstwa jedynymi

macierzami Py € Ps sa Hj oraz diag(Hs, Hy). Poniewaz

det (aI5 + diag(Hs, Hy) + diag(H,, H’2)> — 6352500 <
< 6375625 = det (oI5 + Hs + HY) ,

(4.28)

stad oraz ze wzoru (1.11) otrzymujemy teze twierdzenia dla ¢t = 5.

Pokazemy teraz, ze dla dowolnego t > 6 wartos¢ wyznacznika macierzy
al;+H;+H), jest mniejsza niz warto$¢ wyznacznika macierzy al;+diag(H;_3, Hs)
+diag(H}_5, H}) oraz, ze dla dowolnej innej redukowalnej macierzy permutacyj-
nej Py € P, wyznacznik macierzy ol; + Py + P/, jest mniejszy niz wyznacznik

macierzy ol; + diag(H;_3, H3) + diag(H,_5, H3;). Wystarczy zatem pokazaé, ze
det (aT; + H, + H;) < det (I, + diag(H, 5, H) + diag(Hj_5, Hp))  (4.29)

oraz

det (ozIt + diag(H,,, H,,) + diag(H;_, ng)) <

4.30
< det (aIt + diag(H;_3, H3) + diag(H;_, Hg)) ) ( )

gdzie t1+ty = t, t1,ta > 2, t; > ty oraz ty # 3, a nastepnie skorzystaé ze wzordéw
(4.27) oraz (4.28).

W pierwszej kolejnosci pokazemy prawdziwosé nieréwnosci (4.29). Korzy-

stajac ze wzoru (4.25) i (4.26) oraz z faktu, ze wyznacznik macierzy blokowo

66



diagonalnej jest réwny iloczynowi wyznacznikéw jej blokéw, dla ¢ parzystego

otrzymujemy

det (OéIt + Ht + H;) — det (CMIt + diag(Ht_g, H3) —+ diag(H;_g, Hé’,)) =
— —6 _ 21.3 _ 2y3 _ 21,1573 _ Qyt*?) _ x3yt73 _ xt73y3 < 0’

natomiast dla ¢ nieparzystego

det (aT, + H, + H;) — det (oI, + diag(F,_3, Hy) + diag(H,_,, Hj)) =
=242ty — (=242t 3 4y 3) (2428 +¢8) =
= 64 228 + 293 — 20173 — 2yt3 — Byt3 _ =38 <
<63 +2y° (1—2y"7%) <61 — 243 <.

Zatem nieréwnos¢ (4.29) jest prawdziwa.

Pokazemy teraz prawdziwosé nieréwnosci (4.30). Niech ¢ +ty = ¢, t1, 15 > 2,
t; > ty oraz ty # 3. Poniewaz wyznacznik macierzy blokowo diagonalnej jest
réwny iloczynowi wyznacznikéow jej blokéw, ze wzoru (4.25) nieréwnosé (4.30)

jest rGwnowazna wyrazeniu

a) (=2+a" +9") (2+2" +97) - 2+ 27 +y70) 2+ 2 +47) <O,
gdy t, oraz t, sg parzyste,

b) (242 +4") (24 2% +y?) — (242" 4y ) (2420 + ) <0,
gdy t; ity sa nieparzyste,

o) (Z242" +y") 2+ +y”) — (-2+277 +y" ) 2+ 27 +97) <0,
gdy t; jest parzyste oraz ty jest nieparzyste,

d) @+a" +y") (=24+2" +y"?) = (22427 +y ) 2+ 2 +97) <0,

gdy t; jest nieparzyste, natomiast ¢y jest parzyste.
Rozwazmy przypadek a). Z (4.26) mamy
(242" +y") (-2+a+y2) - (242" +¢'70) (2+2° +0%) =

— _2x3_2xt73_2xt1_2xt2_2y3_2yt73_2yt1_2yt2_I3yt73_xtf3y3+xt1ytg_i_xtgytl

< _2y3 o 2yt_3 o ytl _ ytg - Qf3yt_3 o l't_3y3 < 0
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W przypadku b) z (4.26) mamy
(242" +y") (2+2" +9) — 2+ 27 +9'70) (2427 +4°) =
_ _2x3_2xt—3+2$t1+2It2_2y3_2yt—3+2yt1+2yt2_x3yt 2t 3y3+x yl2 fgtzyh
<1—=2° — 2 4 3" +3y"2 < —¢' P 4 3y — ' 4+ 3y <
< =3yt 4+ 3y — 3yt + 3y <0,

przy czym ostatnia nieréwnos¢ wynika z faktu, ze z przyjetych zatozen t, > 2
oraz ty # 3 dla nieparzystego to, mamy t, > 5, a wiec t; < t — 5 oraz z tego, ze
t, >ty 2 5, wiec t > 10.

Rozwazmy przypadek c). Z (4.26) mamy

(—2+a" +y7) (2+22 +92) = (<242 + ¢ %) (2425 +¢7) =
— 2B ogt=3 gt _ogte 1 oyB oyt oyt oyt 3 t=3_pt=3y3 4 ptiyte oty

<142y =23+ 3y —y2 < 14293 — 202+ 3y — P <
< =23 43y < =2y 3 4+ 30 <0,

przy czym przedostatnia nieréwnos¢ wynika z tego, ze to > 5, a wiec t; <t — 5.
W przypadku d) z (4.26) mamy

(2 4oty ytl) (_2 4t +yt2) _ (_2 4+ pt3 +yt73> (2 4+ a3 +y3) _

— 2032t gt L ogte { 9B 9yt S oyt {oyte gyt gt=3y3 4 ptiyte | ptay
< =202 —yt F 3y 1 < —yyt T+ 3y + 1 <0,

Zatem nieréwnosé¢ (4.30) jest prawdziwa. Ostatecznie z (4.27), (4.28), (4.29) i

(4.30) oraz ze wzoru (1.11) otrzymujemy teze. n

Udowodnimy teraz, ze uktady, o ktérych mowa w Twierdzeniu 4.4, sa D-

optymalne w klasie wszystkich uktadéw binarnych.

Twierdzenie 4.5. Jesli d* € thm jest uktadem D-optymalnym w tej klasie, to

jest on rowniez D-optymalny w klasie By, t > 3.
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Dowdd.
Niech d* bedzie uktadem D-optymalnym w klasie Bt,t,t- 7 Twierdzenia 4.4 oraz

wzoru (4.25) mamy
det (th* + t]-t]-i) =

2+ +5H", gdy t =3m, m € N,
=0 +22+)" (=2+2* +yY), gdyt=3m+4, meNU{0},
C+3+2)" 2+ 25+¢%), gdyt=3m+5 meNU{0}.

Stad oraz z (4.26) otrzymujemy nieréwnosé

Y, gdy t =3m, m € N,
det (tCy +t1,1}) >yt — 2y~ gdy t = 3m +4, m € NU {0}, (4.31)
Y, gdy t = 3m +5, m € NU{0}.

Dla t > 3 mamy «a > 7, stad prawdziwa jest nieréwnos¢ vVa? —4 > a — %

Zatem z (4.24) wynika, ze

- 3
a— —.
Y 2c
Stad oraz ze wzoru (4.31) otrzymujemy
3 t
(a—ﬁ), gdy t =3m, m € N,
t—a4
det (tCy- +t1,1}) > { (a—£) (o' —60?), gdyt=23m+4, meNU{0},
(a—%)t, gdy t =3m+5, m e NU{0}.
Zatem
det (tCy- +11,1}) >
of — 3tal=2, gdy t = 3m, m € N,
>4 (a1 = 3(t—4)at%) (a' = 60%), gdy t=3m+4, meNU{0}, (4.32)
of — 3t gdy t =3m+5, me NU{0}.

Niech d € By \ Bmt. Woéwezas w macierzy lewego sasiedztwa uktadu d co

najmniej jeden element jest wiekszy lub réwny 2. Ze wzoru (1.11) otrzymujemy

tCq + t1,1, = 1, — S/,Sy + t1,1}. (4.33)
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Elementy w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie macierzy S, sumuja sie
do t. Stad co najmniej jeden element diagonalny macierzy postaci (4.33) jest
mniejszy lub réwny 2 — (4+4+t—4) +t = t* — 4 = a — 2, natomiast pozostate
elementy diagonalne s mniejsze lub réwne «. Zatem otrzymujemy

t

11 (th + tltlg) <o Ha - 2).

i=1 i

Stad oraz z (4.10) mamy
det (tCy +t1,1}) < o' — 2", (4.34)

Ze wzoréw (4.1), (4.32) oraz (4.34) wynika, ze dla wykazania tezy twierdzenia
wystarczy pokazac, ze

t—1

3
ol =27 <ol - itat’2, (4.35)

gdy t =3m, m € Nlubt=3m+5 meNU{0} oraz, ze
3

ol — 20" < (ozt_4 — §(t - 4)at_6) (a4 — 6a2) : (4.36)

gdy t =3m+4, m € NU{0}.
Prawdziwo$¢ nieréwnosci (4.35) dla kazdego ¢t > 3 wynika z réwnosci o =
2 — 2 nastepujaco
¢ t—1 £ 3, 1o =2 (3
o' =207 —« +§toz =« —t—2a) <0.

2
Nier6wnosé (4.36) dla t = 3m+4, m € NU{0} wynika z réwnosci o = t? — 2

oraz z ;
of — 22 — (ozt_4 - i(t — 4)at_6> <a4 - 6oz2> =
= 2o+ 2t04t_2 —9(t—4)a' ™t < —itat_z —9(t —4)a'™* < 0.
Ze wzoréw (4.32), (4.35), (4.36) oraz (4.34) wynika teza twierdzenia. n

Korzystajac z powyzszego twierdzenia podamy warunek dostateczny na to,
aby uktad do$wiadczalny byt D-optymalny w klasie uktadéw rownoreplikowal-
nych, w ktérych zaden obiekt nie jest swoim sgsiadem. Klase te oznaczaé be-

dziemy przez ﬁt,m-
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Twierdzenie 4.6. Jesli d* € E’M,t jest uktadem D-optymalnym w tej klasie, to

jest on réwniez D-optymalny w klasie Ry ;.

Dowad.
Niech d* € l~5’t,t7t bedzie uktadem D-optymalnym w tej klasie. Z Twierdzenia 4.5
wystarczy zatozy¢, ze d € Ry \ Biiy. Ze wzoru (1.9)

1
Cy <y Rq—S4R;'S, =11, - sts{i. (4.37)

Poniewaz w klasie ukladow ﬁmt, zaden obiekt w do$wiadczeniu nie sgsia-
duje ze soba, z okreslenia macierzy S, oraz ze wzoru (1.11) wynika, ze macierz
po prawej stronie nieréwnosci (4.37), jest macierza informacji pewnego ukltadu

z klasy B+ Stad oraz z Twierdzenia 4.5 otrzymujemy teze. [ ]

4.3. Konstrukcja ukltadéw D-optymalnych

Korzystajac z Twierdzenia 1.1 oraz bazujac na podanych w literaturze wyni-
kach dotyczacych uktadéow D-optymalnych w modelu (1.2), mozliwe jest skon-
struowanie uktadéw D-optymalnych w klasie D, ;; w modelu wspoétoddziatywa-
nia; zobacz miedzy innymi John i Mitchell (1977) oraz Balasubramanian i Dey
(1996). Podobnie korzystajac z wynikéw uzyskanych w Rozdziatach 4.1 oraz 4.2,
mozemy wskaza¢ uktady D-optymalne w pewnych klasach uktadéw w modelu
(1.2). Stad konstrukcja uktadu D-optymalnego w modelu wspoétoddziatywania,
sprowadza si¢ do wyznaczenia tego uktadu bazujac na jego macierzy lewego sa-
siedztwa. Zatem konstruowanie uktadu polega na przedstawieniu jego macierzy
lewego sasiedztwa w postaci sumy ¢ macierzy permutacyjnych jednocyklowych.

Szczegdltowo zostalo to opisane na poczatku Rozdziatu 3.3.

W Twierdzeniu 4.1 podana zostala posta¢ macierzy lewego sasiedztwa uktadu
D-optymalnego w klasie D; ;5. Stad oraz z Twierdzenia 3.1 dla p = 1 wynika,

ze eksperymenty, ktore s D-optymalne w klasie D, ;5 ;, s réwniez E-optymalne
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w tej klasie. Zatem tak jak w przypadku uktadéw E-optymalnych, konstrukcja
uktadéw D-optymalnych polega na usunieciu dowolnego bloku z uktadu CNBD.
Przyktady takich konstrukeji zostaty podane w Rozdziale 3.3.

W Twierdzeniu 4.4 podane zostaly postaci macierzy lewego sasiedztwa ukta-
déw D-optymalnych w klasie Ry, ;, w zaleznoci od liczby obiektéw ¢. Stad oraz
z Twierdzenia 3.3, dla p = 1 wynika, ze dla t = 3m, gdzie m € N oraz t = 5
eksperymenty, ktére sa D-optymalne w klasie R, sa jednoczesnie E-optymalne
w klasie Dy ;. Zatem w tych przypadkach konstrukcja uktadéw D-optymalnych
jest taka, jak opisana w Rozdziale 3.3 konstrukcja uktadéw E-optymalnych, gdy
p = 1. W pozostatych przypadkach, to znaczy gdy ¢t =4 lub t > 7 oraz t # 3m,
m € N, konstrukcja uktadu D-optymalnego polega na znalezieniu opisanej na
poczatku Rozdziatu 3.3 dekompozycji jego macierzy lewego sasiedztwa na sume

t macierzy permutacyjnych jednocyklowych.
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5. Wnioski koncowe

Gléwnym celem pracy bylo wyprowadzenie charakterystyki uktadéw optymal-
nych ze wzgledu na kryteria E- oraz D-optymalnosci w modelach wspotoddziaty-
wania z efektami sgsiedztwa. Wyniki zawarte w pracy dotycza uktadéow o blokach
kompletnych. W zagadnieniu dotyczacym optymalnosci uktadéow wazna role petl-
ni ich sp6jnos¢, dlatego w Rozdziale 2 zostaly scharakteryzowane eksperymenty
spojne w modelu wspotoddziatywania. Podane zostaty warunki konieczne spoj-
nosci w klasie D, oraz warunki konieczne i dostateczne na to, aby uktad byt
spojny w klasie By . Uzyskane wyniki bazuja miedzy innymi na zwigzku mie-
dzy uktadem rozpatrywanym w modelu wspotoddziatywania, a uktadem z nim

stowarzyszonym analizowanym w modelu (1.2).

W Rozdziale 3 scharakteryzowane zostaly uktady E-optymalne oraz podane
zostaly metody ich konstrukeji. Szczegdlna uwage poswiecono klasom uktadow,
w ktorych liczba blokow jest o 1 mniejsza lub wieksza od tej, dla ktérej istnieje
uktad uniwersalnie optymalny. W Rozdziale 4 zostaly zawarte podobne wyniki
dotyczace uktadéw D-optymalnych, gdy liczba blokow wynosi t—2 lub t. W klasie
D, rezultaty dotyczace D-optymalnodci nie sa petne. Wynika to z faktu, iz w
przypadku gdy w uktadzie wystepuja autosasiedztwa, elementy macierzy lewego
sgsiedztwa moga by¢ bardziej wyréwnane niz w sytuacji, gdy autosgsiedztwa nie
wystepuja. Ponadto, ze wzgledu na wystepowanie w macierzy informacji uktadu
niebinarnego zaré6wno komponentu zwigzanego z macierza lewego sasiedztwa jak
i macierza incydencji, ktore nie sa od siebie niezalezne, bardzo trudno jest wy-
znaczy¢ oszacowanie odpowiedniego iloczynu wartosci wtasnych. Na podstawie
porownan numerycznych mozna wnioskowaé, ze uktady okreslone w Twierdze-
niu 4.4 sa D-optymalne w klasie wszystkich uktadéw. Jednak techniki dowodowe
zastosowane w tej pracy nie pozwalaja na wykazanie tego w ogélnosci. Wyniki

uzyskane w pewnych waskich podklasach potwierdzaja to przypuszczenie.

Nie uzyskano dotad analogicznych wynikéw dotyczgcych A-optymalnosci.
Jest to zwiazane z wigksza zlozonoscia tego kryterium. Zostalty wykonane wstep-

ne analizy oraz numeryczne porownania wartosci kryterium A-optymalnosci dla
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uktadéw, w ktorych liczba obiektéw jest mniejsza badz rowna 14. Ograniczenie to
wynika z faktu, ze wraz ze wzrostem liczby obiektow ¢ gwaltownie rosnie liczba
koniecznych do wykonania poréownan. Uzyskane wyniki pozwalaja na sformu-
towanie nastepujacych hipotez, podajacych posta¢ macierzy lewego sasiedztwa

uktadéw A-optymalnych w klasie Bt,t,;t oraz Bmt.

Hipoteza 5.1. Jesli d* € Et,t,zt jest uktadem, ktorego macierz lewego sgsiedz-
twa Sy jest permutacyjnie podobna do 1,1, — I, — Hy, to d* jest ukladem A-

optymalnym w klasie l;’t7t_27t.

Hipoteza 5.2. Jesli d* € B’t,t,t jest uktadem, ktorego macierz lewego sgsiedztwa

Sy« jest permutacyjnie podobna do

(i) I,®H3+1,1, -1, dlat =3m, m € N;
(i) diag(I,, ® H3, Hy) + 1,1, — I, dla t =3m +4, gdziem € NU{0};
(ii) diag(L,, ® Hz, Hs) + 1,1} — L, dla t =3m+ 5, gdziem € NU {0},

to d* jest uktadem A-optymalnym w klasie E’Lt’t.

Planowane sa rowniez dalsze badania polegajace na poszukiwaniu uktaddow
optymalnych ze wzgledu na kryteria A-, D- oraz E-optymalnosci w klasach ukta-
dow, w ktorych liczba blokéw jest inna niz dotychczas rozwazana. Idea ta jest
zgodna z podejéciem stosowanym w literaturze dotyczacej uktadéw optymalnych
ze wzgledu na powyzsze kryteria w modelu (1.2); zobacz na przyktad Constan-
tine (1981).

W literaturze dotyczacej ukltadéw w modelu blokowym bez dodatkowych
efektow zaktocajacych, czesto analizuje sie wtasnos$ci pewnych uktadéow, ktore
wyrédznia sie na podstawie metody ich konstrukeji. Do grupy tej naleza miedzy
innymi uktady cykliczne. Moga one by¢ uniwersalnie optymalne lub optymalne
ze wzgledu na wybrane kryteria. W ramach badan nad optymalnoscia uktadow
w modelu wspotoddziatywania z efektami lewego sgsiedztwa przeanalizowane
zostaly rowniez wtasnosci uktadow cyklicznych. W szczegolnosci zbadana zostata

optymalnos¢ i efektywnosé¢ tych uktadow. Zostato pokazane, ze uktady cykliczne
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moga by¢ w modelu wspétoddziatywania uniwersalnie optymalne. Natomiast w
sytuacji, gdy nie istnieje uktad uniwersalnie optymalny, istnieje zaréwno uktad
cykliczny wysoce efektywny, jak i uktad cykliczny o zerowej macierzy informacji;

poréwnaj Filipiak i Rozanski (2004).
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