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1. Wstep

1.1. Wprowadzenie

W ciaggu ostatnich kilku lat obserwuje si¢ rozwéj rozlegtych sieci informatycz-
nych i telekomunikacyjnych, takich jak sieci internetowe, sieci stron WWW oraz
sieci ad-hoc (na przyktad sieci komoérkowe i sieci sensorowe). Wiekszosé z nich
ma charakter zdecentralizowany, czyli kazdy ich element stanowi autonomiczna
jednostke, ktora ma zdolno$é¢ do wykonywania lokalnych obliczen oraz komunika-
¢ji ze swoimi bezposrednimi sgsiadami. Sieci zdecentralizowane nie posiadajg ani
globalnej wiedzy o calej strukturze ani centralnej jednostki obliczeniowej. W zwiaz-
ku z tym implementacja w nich wiekszosci klasycznych algorytmoéw opartych na
scentralizowanym modelu wiedzy jest trudna lub niemozliwa. W celu rozwigzania
problemoéw istotnych ze wzgledu na zastosowania sieci zdecentralizowanych przyj-
muje si¢ zatem tak zwany rozproszony model obliczen. Dostosowany jest on do
charakterystyki sieci zdecentralizowanych, gdyz przyjmuje siec w nim, ze zaréwno
obliczenia jak i wysytanie informacji wykonywane sa jednocze$nie, oraz niezaleznie
w wielu miejscach.

Istotnym zagadnieniem jest rozwigzanie w modelu rozproszonym problemow
zwiazanych z zastosowaniami sieci zdecentralizowanych. Sa to miedzy innymi: roz-
sytanie informacji, wspotdzielenie zasob6w, zapewnienie bezpieczenstwa itp. Czesé
z tych probleméw, nawet w modelu scentralizowanym, miesci si¢ w klasie proble-
mow bardzo trudnych obliczeniowo a wiekszo$¢ z nich nie moze byé¢ rozwigzana
doktadnie bez globalnej wiedzy o sieci. W dodatku w praktyce zwykle istotniejsze
jest to, jak szybko szukany obiekt moze by¢ uzyskany niz doktadnos$é konstrukeji.
Dlatego wystarczajace sa rozwigzania, ktore tylko przyblizaja szukane struktury.
Obiekty takie nazywamy aproksymacyjnymi a algorytmy je konstruujace — algo-
rytmami aproksymacyjnymi.

Celem rozprawy jest przedstawienie szybkich algorytmoéow aproksymacyjnych
rozwigzujacych w modelu rozproszonym niektore z istotnych ze wzgledu na zastoso-
wania probleméw. Rozwazania skupiajg sie na zagadnieniach zwigzanych z sieciami
zdecentralizowanymi, w ktorych komunikacja odbywa si¢ droga radiowa. Przykta-
dem takich sieci sg sieci sensorowe, sieci komorkowe, sieci radiowe i ogdlnie — sieci
ad—hoc. Ich teoretycznym modelem sg jednostkowe grafy dyskowe, w ktorych wierz-
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chotki sa punktami na ptaszczyznie a potaczenia powstaja miedzy wierzchotkami
w odlegtosci co najwyzej 1. W modelu tym wierzchotki odpowiadaja jednostkom
obliczeniowym sieci a krawedzie przedstawiaja mozliwos¢ komunikacji miedzy nimi
(tzn. fakt, ze elementy sa wzajemnie w swoim zasiegu).

Rozwazania dotyczy¢ beda trzech istotnych klas probleméw zwiazanych z dzia-
taniem i struktura sieci radiowych.

Pierwsza z nich sa zagadnienia zwiazane ze znalezieniem optymalnej struk-
tury komunikacyjnej i z bezkolizyjnym rozsytaniem informacji. Im poswiecony
jest rozdziat 2. W nim jako pierwszy przedstawiony jest algorytm konstruujacy
aproksymacje minimalnego drzewa rozpinajacego, czyli struktur¢e minimalizujaca
sumaryczny koszt rozestania informacji w catej sieci. Kolejne algorytmy rozpa-
trywane w tym rozdziale podaja rozwiazanie réznych wersji klasycznego problemu
rozpowszechniania komunikatoéw w sieciach radiowych, w ktorych zachodzi zjawisko
interferencji.

Kolejnym z probleméw poruszonych w niniejszej rozprawie jest konstrukcja
podzialu grafu na klastry (fragmenty). Podzialy takie wykorzystywane sa do roz-
wigzywania w sposob rozproszony wielu innych probleméw zwigzanych z sieciami
zdecentralizowanymi. W rozdziale 3 zaprezentowane sa dwa algorytmy rozproszone
dzielace jednostkowe grafy dyskowe na fragmenty. Pierwszy z nich wyznacza po-
dzial na duze fragmenty o matej srednicy. Podziat taki minimalizuje liczbe skupien
jednoczesnie zapewniajac mozliwo$¢ szybkiej komunikacji wewnatrz nich. Drugi
z prezentowanych algorytmoéw dzieli jednostkowy graf dyskowy na fragmenty, kto-
rych wielko$é¢ miesci sie w zadanym przedziale.

Rozdziat 4 rozwaza zagadnienie kolorowania i zwiazany z nim problem przy-
dziatu czestotliwosci w sieciach radiowych. Celem przydziatu czestotliwosci radio-
wych jest wyeliminowanie zjawiska interferencji, czyli naktadania si¢ i ttumienia
sygnatow radiowych. W pierwszej czesci rozdziatu rozpatrywany jest problem kolo-
rowania jednostkowych graféw dyskowych w modelu rozproszonym. Przedstawione
w niej jest klika algorytméw rozproszonych o roznych wspotezynnikach aproksyma-
¢ji optymalnego kolorowania. Druga czes¢ poswiecona jest modelowi sieci w ktorej
poszczegdlnie nadajniki moga zmniejszaé¢ swojg moc. Poprzez taka operacje zna-
czaco zmniejsza sie gestosé sieci a tym samym redukuje si¢ liczba niezbednych
czestotliwosci radiowych.



1.2. Podstawowe definicje i model obliczen

Do sformutowania i analizy algorytméw dziatajacych na zdecentralizowanych
sieciach potrzebny jest szereg definicji opisujacych zaréwno strukture sieci jak
i efektywnos¢ dzialajacych na niej algorytméw. Ponizej zdefiniowany jest precy-
zyjnie model grafu reprezentujacego zdecentralizowane sieci radiowe oraz model
obliczen, na ktorym dziataja prezentowane algorytmy. W dalszej czesci opisane sa
parametry istotne dla analizy algorytmow przedstawionych w rozprawie.

Jak juz zostato wspomniane, rozprawa ta skupia sie na klasie sieci informatycz-
nych i telekomunikacyjnych, w ktorych komunikacja odbywa sie droga radiows.
Sieci te modelowane sg za pomocg grafu dyskowego, w ktorym wierzchotki odpo-
wiadajg elementom sieci rozmieszczonym na ptaskim terenie. Przyjmuje sie, ze dwa
wierzchotki tacza si¢ krawedzia jesli odpowiadajace im elementy sieci sg w zasiegu
swoich nadajnikow.

Definicja 1.1. Grafem G nazywamy uporzqdkowang pare G = (V(G), E(G)) skta-
dajgcq sie z niepustego zbioru wierzcholkéw V(G) oraz zbioru krawedzi E(G) be-
dacych nieuporzgdkowanymi parami wierzchotkéow z V(Q).

Definicja 1.2. Jednostkowym grafem dyskowym (UDG ang. Unit Disk Graph)
nazywamy graf w ktéorym wierzcholki odpowiadajq punktom na plaszczyinie oraz
para wierzcholkéw v 1 w tworzy krawedz wtedy i tylko wtedy, gdy ||v,w| < 1, gdzie
przez ||+, +|| oznaczamy odleglosé w normie euklidesowey.

W niniejszej pracy przyjete bedzie zatozenie, ze zbiér wierzchotkéw UDG jest mocy
n.

Definicje rozproszonego modelu obliczen przyjmiemy w formie zaprezentowanej
w pracy [59]. Jest ona dostosowana do charakterystyki zdecentralizowanych sieci,
gdyz formalizuje obserwacje, ze pojedynczy element moze sie komunikowadé tylko
ze swoimi sgsiadami.

Definicja 1.3. Modelem LOCAL nazywamy rozproszony model obliczen w ktorym
zaktadamy, Ze:

1. Lokalne zegary jednostek obliczeniowych (wierzcholkéw grafu) sq zsynchroni-
zowane, czyli mozemy wykonywac obliczenia w rundach.

2. W kazdej rundzie synchronicznej wierzchotek moze wysytac lub odbieraé in-
formacje od sqsiadow i wykonywaé lokalne obliczenia.

3. Pojedynczy wierzchotek ma informacje tylko na temat sgsiadéw (nie zna struk-
tury calego grafu).

4. Nie ma ograniczen na wielko$¢ przesyltanych komunikatow w jednej rundzie.

5. Nie ma ograniczonej mocy obliczeniowej pojedynczego wierzchotka.

Opisane powyzej rundy synchroniczne mozna interpretowaé jako kolejne sekundy.
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W przypadku algorytméw dziatajacych w modelu rozproszonym na grafach
dyskowych do powyzszej definicji mozna dodaé jeszcze jeden warunek, ze kaz-
dy wierzchotek zna swoje wspoétrzedne na plaszczyznie (np. poprzez wbudowany
system GPS). Model LOCAL rozszerzony o to zalozenie nazywaé¢ bedziemy LO-
CAL+COORD.

Dodatkowo bedziemy zaktadaé¢, ze kazdy wierzchotek posiada unikalny iden-
tyfikator ID czyli liczbe z zakresu 0 — poly|V(G)|, ktéra jest rézna dla kazdego
wierzchotka (przez poly|V (G)| oznaczamy tutaj dowolna funkcje wielomianowa za-
lezna od |V (G)]). W praktyce identyfikator ID jest to adres MAC, ktéry nadawany
jest kazdemu urzadzeniu. Takie zalozenie znaczaco upraszczaé¢ bedzie zapis wielu
algorytmow, jak np. algorytmu wyboru lidera, czyli wyboru doktadnie jednego
wierzchotka w danym grafie.

Ze wzgledu na prostote definicji, a co za tym idzie i tatwos$¢ analizy, model
LOCAL jest najczesciej stosowanym modelem obliczen rozproszonych. Mimo bar-
dzo ogdélnych zatozen jest to model realistyczny. Po pierwsze, w praktyce lokalne
zegary moga by¢ zsynchronizowane, na przyktad przez zewnetrzny zegar sterowa-
ny przez system GPS. W dodatku istniejag metody, dzieki ktorym mozna przenie$é
algorytmy stworzone w modelu LOCAL na inne modele, na przyktad na model
asynchroniczny, w ktorym zegary nie sg zsynchronizowane albo model, w ktérym
wierzchotki majg ograniczone moce obliczeniowe.

Algorytmy dziatajace w modelu LOCAL moga by¢ analizowane pod wzgle-
dem wielu parametrow. W rozprawie skupimy sie na najistotniejszych z nich:
czasie dziatania, dtugosci wysytanych komunikatow i niezbednej mocy obliczenio-
wej wierzchotkéw. Przez czas dziatania rozumieé¢ bedziemy liczbe synchronicznych
rund potrzebnych do rozwiazania problemu. Wigkszo$¢ prezentowanych w pracy
algorytmow bedzie rozwiazywata problem w statej liczbie rund. Drugim rozpa-
trywanym parametrem jest dhugos¢ komunikatow, zdefiniowana jako maksymalna
liczba bitéw wysytana w jednej rundzie synchronicznej. Bedziemy mowi¢, ze algo-
rytm rozproszony uzywa krétkich komunikatéw (ang. short messages), jesli liczba
ta wynosi O(log(|V(G)])). Podobne ograniczenie naktada¢ bedziemy na moc ob-
liczeniowa wierzchotkéw. Powiemy, ze zakladana moc obliczeniowa jest O(f) jeshi
w jednej rundzie kazdy wierzchotek musi wykonaé co najwyzej O( f) elementarnych
obliczen.

W zwiazku z tym, ze rozwiazanie doktadne probleméw rozpatrywanych w pracy
moze by¢ niemozliwe, interesujaca nas klasa algorytmow beda algorytmy przybli-
zajace optymalnie rozwigzanie — algorytmy aproksymacyjne. Do kazdego z roz-
patrywanych przez nas probleméw przyporzadkujemy funkcje kosztu (funkcja ta
moze by¢ np. wielkos¢ wynikowego zbioru, liczba uzytych koloréw, sumaryczna
waga krawedzi). Celem algorytméw bedzie skonstruowanie obiektu, dla ktorego
funkcja kosztu jest mozliwie najblizsza funkcji kosztu rozwigzania doktadnego. Po-
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wiemy, ze algorytm jest k—aproksymacyjny, jesli funkcja kosztu struktury uzyskane;j
w wyniku dziatania algorytmu co najwyzej k krotnie przewyzsza optymalng funk-
cje kosztu. Dla przyktadu algorytm 1-aproksymacyjny to algorytm rozwiazujacy
problem w sposob doktadny.



2. Algorytmy przesylu informacji

2.1. Wprowadzenie

Jedna z podstawowych funkcji sieci zdecentralizowanych, na przyktad sieci sen-
sorowych, jest przesytanie informacji, czyli rozpowszechnienie pewnej wiadomosci
wewnatrz sieci. Zagadnienie to zawiera w sobie cate spektrum probleméw. W roz-
prawie ograniczymy sie do tych zwigzanych z komunikacjg i transmisja danych.
Problemy przesytu informacji mozna podzieli¢ w zaleznosci od tego ile elementéw
sieci stanowi zrodto wiadomosci oraz ile z nich jest adresatem. W szczegdlnosci
wiadomosci moga by¢ wysyltane i adresowane do jednego, kilku lub wszystkich
elementéw sieci. Oprécz liczebnosci zbiorow zrodet i adresatow, o sposobie roz-
wigzania problemu decyduja takze zalozenia o efektywnosci przesytu informacji
bezposrednio miedzy elementami sieci. W najprostszym przypadku mozna przy-
jac¢, ze kazda informacja wystana z wierzchotka dociera zawsze do wszystkich jego
sasiadow. Jednakze, ze wzgledu na zastosowania, czasem trzeba zatozyé¢, ze gdy
wierzchotek otrzymuje jednoczesnie informacje od dwoch réznych wierzchotkéw,
nastepuje interferencja uniemozliwiajaca mu odbioér tych wiadomosci.

Pierwsze zagadnienie, ktére analizowane jest w tym rozdziale dotyczy przesytu
informacji z jednego wierzchotka do catej sieci w przypadku, gdy nigdy nie zachodza
interferencje. W rozdziale 2.2 przedstawiony jest problem zwiazany ze znalezieniem
przy powyzszych zatozeniach struktury minimalizujacej sumaryczny koszt rozesta-
nia informacji. Zdefiniowany jest koszt przesytu informacji przez krawedz i podany
algorytm znajdujacy obiekt bedacy bliskg aproksymacja rozwigzania tego proble-
mu (tzn. dobrze przyblizajacy minimalne drzewo rozpinajace).

W przypadku, gdy istnieje mozliwos¢ powstania interferencji, nie tylko mini-
malizacja kosztu przesytu, ale takze jego wykonalnos¢ i efektywnosé staja sie trud-
nymi problemami. Dlatego tematem rozdziatu 2.3 jest zaprezentowanie algorytmu
rozpowszechniania informacji w grafie, gdy zachodza interferencje. Przedstawiony
algorytm konstruuje strukture propagacji wiadomosci z jednego wierzchotka do
wszystkich pozostalych. Zaprezentowana jest takze jego modyfikacja umozliwia-
jaca implementacje w sieci dynamicznej z pojawiajacymi sie i znikajacymi wierz-
chotkami. Poza tym opisane sg wersje algorytmu umozliwiajace przesyt informacji
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z wszystkich do wszystkich wierzchotkéw jednocze$nie oraz wystanie w pewnych
odstepach czasu kilku informacji z jednego zrodta. Wszystkie powyzej opisane wy-
niki dotycza przypadku, gdy wszystkie elementy sieci wykorzystuja do nadawania
informacji jedna czestotliwosé. W ostatniej czesci rozdziatu rozwazany jest pro-
blem przesytu informacji w przypadku, gdy wierzchotki mogg nadawaé na réznych
czestotliwosciach.

Wyniki zawarte w tym rozdziale czgsciowo oparte sa na pracach [41] i [44].

2.2. Minimalne drzewo rozpinajace

W sieciach radiowych kazde potaczenie i transmisja danych wiaze si¢ z pewnym
kosztem energetyczny. Koszt ten zalezy znaczaco od odlegtosci elementow, ktore sie
ze sobg komunikuja. Przyjmujac jako model sieci model grafowy, koszt komunikacji
opisujemy w terminach wagi krawedzi. W sieciach radiowych jako wage krawedzi
przewaznie przyjmuje sie odlegtos¢ badz kwadrat odlegtosci miedzy elementami.
Propagacja informacji od wybranego wierzchotka do catej sieci wiaze sie z duza
iloscig transmisji pomiedzy wieloma wierzchotkami. Naturalnym jest wiec pytanie
o taka strukture propagacji informacji, w ktérej sumaryczny koszt transmisji bedzie
zminimalizowany.

W terminach teorii grafow taka struktura nazywa sie minimalnym drzewem
rozpinajacym. Poprzez minimalne drzewo rozpinajace grafu G rozumiemy spojny
podgraf grafu G o zbiorze wierzchotkéw V (G), minimalnej wadze i nie zawierajacy
cykli (czyli minimalnej sumie wag krawedzi w nim zawartych). Tak wiec minimalne
drzewo rozpinajace (MST ang. Minimal Spanning Tree) okresla, ktore potacze-
nia (krawedzie) uzy¢ podczas propagacji wiadomosci, aby wszystkie wierzchotki
odebraty informacje, a jednoczesnie sumaryczny koszt energetyczny potaczen byt
zminimalizowany.

Problem znalezienia MST w sposéb rozproszony w dowolnym grafie (tzn. nie-
koniecznie w UDG) rozpatrywany byt miedzy innymi w pracach [9, 22, 26, 28, 60],
jak réwniez w [2, 5, 54, 48].

W niniejszym rozdziale przedstawiony jest rozproszony algorytm ALMOSTMST,
ktéry konstruuje graf bedacy (1+O(1/d))-aproksymacja minimalnego drzewa roz-
pinajacego w jednostkowych grafach dyskowych w czasie O(d?) rund synchronicz-
nych, gdzie d jest wejSciowym parametrem. Algorytm ten wyznacza podgraf K
jednostkowego grafu dyskowego G taki, ze K zawiera minimalne drzewo rozpina-
jace grafu G. Co wiecej K jest planarny, nie zawiera cykli o dlugosci mniejsze;
niz d/3, a jego waga stanowi (14 O(1/d))-aproksymacje wagi minimalnego drzewa
rozpinajacego G.



Punktem wyjscia w konstrukcji jest rozproszony algorytm APPROXMST przed-
stawiony w [48]. Znajduje on planarny podgraf L jednostkowego grafu dyskowe-
go G. Graf L zawiera MST grafu G jako podgraf oraz ma maksymalny stopien
ograniczony przez stala. Sumaryczna waga wszystkich krawedzi w L jest rowna
wadze minimalnego drzewa rozpinajacego G pomnozonej przez pewna stata (wy-
noszaca 40). Konstrukcja grafu L bazuje na koncepcji grafu relatywnego sasiedztwa
(ang. relative neighborhood graph (RNG)) i zajmuje stata liczbe krokéw synchro-
nicznych.

APPROXMST (z pracy [48])

Wejscie: Jednostkowy graf dyskowy G

Wyjscie: Podgraf L grafu G. Podgraf L jest planarny, ma ograniczony stopien
a jego waga jest stala aproksymacja wagi MST(G).

Prezentowany algorytm ALMOSTMST korzysta z grafu L wygenerowanego
przez algorytm APPROXMST, jako wejscia. Bazujac na jego wlasnosciach, znaj-
duje w nim podgraf K, ktérego waga jest 1 + O(1/d) aproksymacja wagi MST.
W naszym podejsciu ktadziemy nacisk na poprawe wspoélczynnika aproksymacji
algorytmu ALMOSTMST kosztem pogorszenia innych parametrow. I tak, nasz al-
gorytm dziata w czasie poly(d) rund synchronicznych (d jest z gory dana stala)
podczas, gdy APPROXMST w czasie O(1). Roéwniez parametry lokalnosci i kosztu
komunikacji zwigkszaja siec w poréwnaniu z algorytmem APPROXMST. Doktadniej
moéwige, zamiast informacji pobieranej tylko z dwu-sgsiedztwa, Algorytm ALMO-
STMST korzysta z informacji z z O(d?)-sasiedztwa. W dodatku koszt komunikacji
w przedstawionym algorytmie, dla grafu na n wierzchotkach, wynosi O(n?) (dla
poréwnania O(n) w algorytmie APPROXMST).

W dalszej czesci rozdzialu najpierw zaprezentujemy gtowny algorytm, pod-
stawowe definicje oraz idee metody trzech siatek, na ktorej opiera sie algorytm.
Nastepnie pokazemy, ze graf K zadany przez ALMOSTMST zawiera M ST(G) ja-
ko podgraf, nie zawiera krotkich cykli a jego waga jest dobra aproksymacja wagi
MST(G). Rozdzial zakonczymy dowodem, ze algorytm dziata w czasie poly(d)
synchronicznych rund.

Przypomnijmy, ze prezentowany algorytm pracuje w rozproszonym modelu ob-
liczen LOCAL+COORD (patrz definicja 1.3 z uwagami) na jednostkowym grafie
dyskowym G o zbiorze wierzchotkéw V' (|V| = n) i zbiorze krawedzi E (patrz
definicja 1.2). Przez wage krawedzi (e = (u,v), u,v € V) w jednostkowym grafie
dyskowym rozumie¢ bedziemy odlegtos¢ pomiedzy v a u i oznaczaé¢ bedziemy przez
w(e) = ||lv,ull. Jesi H C G jest podgrafem grafu G, wtedy wage grafu H zdefi-
niujmy jako w(H) = Y cpm) w(e). Dla danego spojnego grafu G, przez MST(G)
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oznaczmy drzewo T rozpinajace graf G takie, ze waga w(7T) jest najmniejsza spo-
srod wszystkich drzew rozpinajacych G.

Glowng idea przedstawionego algorytmu jest uzycie metody trzech przecina-
jacych sie siatek. W technice tej dzielimy plaszczyzne trzema réznymi siatkami,
ktore z kolei definiuja trzy klasy kwadratéw. W pierwszym kroku obliczamy lo-
kalnie optymalne rozwigzania w kwadratach pierwszej siatki. W nastepnym kroku
poprawiamy te rozwigzania wewnatrz kwadratow drugiej siatki a nast¢pnie wyko-
nujemy ten sam zabieg w kwadratach wewnatrz siatki trzeciej. Analogiczna idea
przemieszczania siatek zostalta niezaleznie zaproponowana przez Lillis, Pemmaraju
i Pirwani w pracy [50].

(0,0)
d

Rozpatrzmy siatke L przechodzaca przez punkt (0,0) i zawierajaca pozio-

me i pionowe linie odlegte od siebie o d oraz dwie inne siatki L&d/ BA/3) ngd/ 3,24/3)

otrzymane z LE,O’O) poprzez przesuniecie jej o wektory (d/3,d/3) i (2d/3,2d/3),
odpowiednio (patrz rysunek 2.1). Zbiér kwadratéw ograniczonych prostymi nale-
zacymi do siatki Ldyl’VQ) 0zZnaczmy przez 85”1’1/2). Oznaczmy tez przez G[S] podgraf
grafu G indukowany na wierzchotkach zawartych w kwadracie S (czyli wierzchotki

ze zbioru {v € V(G) : v € §}).

Niech H bedzie podgrafem grafu G zlozonym z k spdjnych sktadowych ozna-
czonych przez Hy, Hs, ... Hy. Zdefiniujmy procedure SPANSUB nastepujaco:

SPANSUB(G, H)

Wejscie: Graf G i jego podgraf H.

Wyjscie: Podgraf S rozpinajacy graf G

1. Podstaw V(S) := V(G)

2. Podstaw E(S) := (E(G) \ E(H)) U (UL, E(MST(H,)))
3. Zwroe S jako wynik.

Przedstawiony ponizej gtéwny algorytm ALMOSTMST wielokrotnie bedzie wy-
woltywaé lokalnie procedure SPANSUB(G, H ).

W ponizszym twierdzeniu podsumujemy wszystkie wlasnosci grafu wynikowego,
wygenerowanego przez algorytm ALMOSTMST.

Twierdzenie 2.1. Niech G bedzie jednostkowym grafem dyskowym @ niech d > 9
bedzie wybranym parametrem. Niech K bedzie grafem generowanym przez algo-
rytmu ALMOSTMST. Wtedy K jest planarnym grafem o ograniczonym stopniu,
MST(G) C K, w(K) < (1+ :2)w(MST(G)). Ponadto waga kazdego cyklu w K

wynosi co najmniej d/3.

Udowodnimy twierdzenie 2.1 poprzez ciag lematow.
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ALMoOSTMST

Wejscie: Spojny jednostkowy graf dyskowy G i z géry dany parametr d .

Wyjscie: Graf K zawierajacy pewne MST(G) .

(1) Uruchom algorytm APPROXMST na grafie G. Wyjsciowy graf oznacz jako L.

(2) Uruchom réwnolegle na kazdym kwadracie SPANSUB <L, USeséo,O) L[S]).
Oznacz wynikowy graf przez N'.

(3) Uruchom réwnolegle SPANSUB (N’, Usesc(id/&d/s) N’ [S]) Oznacz wynikowy graf
jako N”.

(4) Uruchom réwnolegle SPANSUB <N”, U86822d/3,2d/3) N”[S]). Zwr6é wynikowy
graf K.

LEZO,O)

LB

L&zd/3,2d/3)

Rysunek 2.1. Idea dziatania algorytmu ALMOSTMST.

Lemat 2.2. Niech G bedzie spojnym jednostkowym grafem dyskowym. Wynikowy

graf K algorytmu ALMOSTMST jest planarny, ma ograniczony stopien i zawiera
MST(G).
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Dowdd. Planarnos$é i ograniczony stopien grafu K sa konsekwencja faktu, ze K jest
podgrafem grafu L. Przypomnijmy, ze graf L wygenerowany jest przez algorytm
APPROXMST i posiada wlasnosci planarnosci i ograniczonego stopnia (patrz praca
[48]). Co wiecej L zawiera MST(G). Zostaje wiec jedynie do pokazania, ze K
réwniez zawiera MST(G) jako podgraf. Bez straty ogdlnosci zatézmy, ze wszystkie
krawedzie maja rézne wagi co oznacza, ze MST(G) jest wyznaczony jednoznacznie.

Zauwazmy, ze jesli H jest spojnym podgrafem spdjnego grafu G, to zachodzi
MST(G) € SPANSUB(G, H) co jest réwnowazne ze stwierdzeniem, ze zachodzi
EMST(G)) € (E(G)\ E(H)) U (E(MST(H))).

Zatozmy ze tak nie jest. Oznacza to, ze istnieje krawedZz e = wv taka, ze
e € (E(MST(G))NE(H)) \ E(MST(H)). Poniewaz H jest spéjny, to istnieje
Sciezka w MST(H) taczaca wierzcholki u i v. Oznaczmy jg przez p,,. Krawedz
e ¢ MST(H) stad Veep, ,w(e’) < w(e). W przeciwnym razie mozemy zamienic
pewna krawedz z p,,, na krawedz e i utworzy¢ drzewo rozpinajace o wadze mniej-
szej niz. MST(G). Rozpatrzmy wiec graf M = MST(G) \ e, ktéry zawiera dwie
sktadowe spojnosci M, , zawierajaca wierzchotek u, i M, zawierajacg wierzchotek
v. Co najmniej jedna krawedz e’ € p,, taczy M, z M,. Stad mozemy skonstru-
owaé drzewo rozpinajagce M’ = (MST(G)U¢€') \ e takie, ze w(M') < MST(G)
(zatozylismy, ze w(e’) < w(e)), a to stanowi sprzecznosé. O

Ponizsza obserwacja bedzie pomocna w dowodzie lematu 2.4.
Fakt 2.3. Dia dowolnych trzech punktéw qo € LY, ¢ € La/39/3) 4 g, € [(2a/3.2a/3)
mamy ||qo, q1]| + ||q0, g2l = a/3.

Dowdd. Niech HQO7L¢(1V1’V2)
nego punkt g = (z,y) lezacego na odcinku o koncach (0,0) i (0,a). W tym przy-

= minq,e L1 |90, ¢'[]. Udowodnimy lemat dla dowol-

padku mamy:
a/3—y jesliye€[0,a/3]
a0, L) = Sy —a/3  jesliy € [a/3,2a/3)

a/3 jesli y € [2a/3, d
a/3 jesli y € [0,a/3]
|0, LE/32/9|| = L2073~y jesli y € [a/3,2a/3)

y—2a/3 jesliy € [2a/3,qa].
Stad uzyskujemy

2a/3 —y jesliy €[0,a/3]
a0, L3 + | g0, LE/22203|| = < a/3 jesli y € [a/3,2a/3]
y—a/3 jesliy € [2a/3,qa].
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Tak wiec w rozwazanym przedziale suma odlegtosci jest co najmniej a/3. Dla
innych przedzialéw dowdd przebiega analogicznie. O]

Lemat 2.4. Wszystkie cykle w wynikowym grafie K algorytmu ALMOSTMST majg
wage co najmniej d/3.

Dowdd. Fakt ten bezposrednio wynika z obserwacji, ze jesli C' jest cyklem w grafie
K, wtedy (traktowany jako krzywa zamknieta) musi przecina¢ wszystkie trzy siatki
L((jo,o)) LZ/ 293 oraz LEIQd/ 9243) By tego dowiesé zalozmy, ze C nie przecina L&O’O),
czyli jest catkowicie zawarty w S € 550’0). To jest jednak niemozliwe, poniewaz
co najmniej jedna z krawedzi zostataby usunieta z C' podczas pierwszego kroku al-
gorytmu ALMOSTMST. Analogiczny argument dowodzi, ze C' musi przecina¢ dwie
pozostate siatki. Tak wiec niech qo, ¢ i ¢2 beda punktami, w ktérych C' (trakto-
wany jako krzywa) przecina L&O’O), L((id/ BA/3) Lfd/ 3,24/3)

uzyskujemy w(C) > ||qo, ¢1]| + ||lq0, g2l = d/3. =

. Korzystajac z faktu 2.3,

Lemat 2.5. Wynikowy graf K algorytmu ALMOSTMST spelnia warunek:
w(K) < (14+6/(d—6))w(MST(G)).

Dowdéd. Poniewaz K jest podgrafem grafu L wygenerowanego przez algorytm
ApPPROXMST, stad K jest planarny. Oznaczmy przez |F(K)| liczbe ograniczo-
nych Scian w ptaskim zanurzeniu K na ptaszczyznie. Kazda ograniczona $ciana
odpowiada pewnemu cyklowi C. Korzystajac z lematu 2.4, kazdy cykl C' ma wage
co najmniej d/3. Poniewaz kazda krawedZz w C nalezy do wnetrza co najwyzej
dwdch $cian, stad:
|F(K)| d

2
Z lematu 2.2 wynika, ze K zawiera MST(G). Ponadto ze wzoru Eulera mamy
\V(K)| — |[E(K)|+|F(K)| = 1. |F(K)| oznacza liczbe ograniczonych $cian w pla-
skim zanurzeniu grafu G. Tak wiec MST(G) moze by¢ otrzymane z K poprzez

w(K) >

w

usuniecie doktadnie |F(K)| krawedzi. Poniewaz kazda usuwana krawedz ma wage
co najwyzej 1 zatem:

'F(?’d < w(K) < [F(K)| + w(MST(G)).
ak (MST(G)
6w(MST (G
()| < PTG,
co z kolei implikuje, ze
w(K) < (1 + dEG) w(MST(G)).
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BREADTHFIRSTSEARCH(G, H)

Wejscie: Graf G i wyrézniony wierzchotek (lider) s posiadajacy wiadomosé me.

Wyjscie: Graf G w ktérym wszystkie wierzchotki posiadaja wiadomosé m.

1. W pierwszej rundzie synchronicznej s otrzymuje indeks 1 reszta wierzchotkow
otrzymuje indeks 0.

2. W i-tej rundzie synchronicznej (i > 1) wszystkie wierzcholki o indeksie i — 1
przekazuja wiadomos$é mg sasiadom o indeksie 0.

3. Wszystkie wierzchotki ktére w i-tej rundzie otrzymaty wiadomosé mg otrzymuja
indeks .

Na koniec pokazemy, ze algorytm ALMOSTMST w modelu LOCAL4+COORD
moze by¢ zrealizowany w czasie poly(d) rund synchronicznych. Implementacja ta
bazuje na algorytmie FINDINGMSTINSQUARE opisanym ponizej i ma taka samag
jak on ztozonos¢ czasows.

Twierdzenie 2.6. Algorytm ALMOSTMST dziata w O(d?) synchronicznych run-
dach w modelu obliczen LOCAL+COORD.

W algorytmie FINDINGMSTINSQUARE bedziemy wykorzystywaé¢ procedure
przeszukiwania wszerz. Rozproszona procedura przeszukiwania wszerz stuzy do
zebrania informacji o catym grafie w jednym wierzchotku lub tez przekazania przez
jeden wierzchotek informacji catemu grafowi. Ponizej przestawimy jedna z wielu
wersji tej procedury:

Nie trudno zauwazy¢, ze wierzchotek o indeksie ¢ znajduje sie w odlegtosci
i —1 od s. Czas dzialania tego algorytmu wynosi O(diam(G)), gdzie diam(G)
oznacza srednice grafu czyli najwieksza mozliwa odlegtosé (dtugos$é najkrétsze;
Sciezki) pomiedzy para wierzchotkéw w G.

Przedstawmy teraz algorytm FINDINGMSTINSQUARE ktory jest implementacja
procedury SPANSUB dziatajacej na wierzchotkach UDG wewngtrz kwadratu.

Lemat 2.7. Niech d bedzie diugoscig boku kwadratu S. Algorytm FINDINGM-
STINSQUARE dziala w czasie O(d?) synchronicznych rund w modelu obliczeri LO-
CAL+COORD.

Dowdd. Najpierw zauwazmy, ze kroki (1), (2) i (4) algorytmu FINDINGMSTIN-
SQUARE zajmuja O(diam(H|[S])) synchronicznych rund, gdzie diam(H|[S]) ozna-
cza $rednice grafu H[S]. Poniewaz w modelu LOCAL nie naktadamy ograniczen na
moc obliczeniowa wierzchotkéw wiec krok (3) algorytmu FINDINGMSTINSQUARE
zajmuje jedng synchroniczng runde. Zauwazmy, ze graf H' jest podgrafem grafu
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FINDINGMSTINSQUARE

Wejscie: Spojna sktadowa H' grafu H[S], gdzie H jest podgrafem jednostkowego

grafu dyskowego G a S jest kwadratem o boku d.

Wyjscie: MST(H') .

(1) Zostaje wyznaczony lider (czyli wyr6zniony wierzchotek) w H'.

(2) Uruchomiona zostaje procedura BREADTHFIRSTSEARCH na grafie G[S]. Przy
jej uzyciu dostarczana jest liderowi cala informacje na temat grafu H' i wag
krawedzi w nim zawartych.

(3) Lider grafu H’, uzywajac klasycznego algorytmu Kruskala, wylicza lokalnie
MST(H").

(4) Lider H', ponownie uzywajac procedury BREADTHFIRSTSEARCH, wysyla
wierzchotkom z H’' informacje na temat tego, ktore krawedzie zawarte sa
w MST(H’).

L, a zatem ma stopien ograniczony przez stata. Stad problem lokalnego wyzna-
czenia MST(H') ma ztozono$¢ obliczeniowa rzedu |V (H')|? (czyli zaktadana moc
obliczeniowa w jeden rundzie musi by¢ rzedu |V (H')[?).

Pozostaje wykaza¢, ze jesli H' C H[S] jest spéjny, to diam(H') = O(d?).
W tym celu oznaczmy przez c(r,v) koto o promieniu r i $rodku w wierzchotku v.
Wezmy dwa rézne wierzchotki w;, w; € MIS(H'), gdzie MIS oznacza najwigkszy

zbior niezalezny grafu H'. Wtedy zachodzi nieréwnos¢ ||w;, w;|| > 1, zatem kola

c (%, wi) ic (%,wj) sg roztaczne. Zauwazmy, ze kazde c %,wz) lezy w kwadracie
(d+1)2

w/4
1. Oznacza to ze wielko$¢ MIS(H') wynosi co najwyzej %ﬂ. Niech v, w € G[S]

o boku d+1, a taki kwadrat zawiera co najwyzej roztacznych kot o promieniu

bedg dwoma wierzchotkami takimi, Ze najkrotsza Sciezka p,, ., pomiedzy v a w ma

dtugosé réwng $rednicy H'. Zauwazmy, ze co drugi wierzchotek na takiej Sciezce
2

tworzy zbiér niezalezny. Stad diam(H') < 2|MIS(H')| < @. O

2.3. Rozpowszechnianie informacji bez kolizji

W tym rozdziale rozpatrzymy jeden z podstawowych problemoéw sieci ad hoc —
bezkolizyjne rozpowszechnianie informacji gdy wybrany wierzchotek wysyta wia-
domos¢ do wszystkich wierzchotkéw. Jesli podczas rozpowszechniania informacji
dwa wierzchotki przesytajg wiadomosé jednoczesnie do tego samego wierzchotka,
wowcezas zachodzi interferencja i wiadomo$¢ nie zostaje odebrana. Gtéwnym celem
bezkolizyjnego rozpowszechniania informacji jest zminimalizowanie liczby rund po-
trzebnych do rozestania informacji z uwzglednieniem kolizji. Problem ten znany jest
pod nazwa MLBS (ang. minimum latency broadcast schedule).
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W niniejszym rozdziale zaprezentujemy rozproszony algorytm znajdujacy stata
aproksymacje problemu MLBS w grafach dyskowych. Przedstawiona konstrukcja
zajmuje stalg liczbe rund synchronicznych i uzywa tylko kréotkich komunikatow.
Co istotne, dzialanie prezentowanego algorytm jest niezalezne od wyboru wierz-
chotka rozsytajacego wiadomo$¢ i nie wymaga zbudowania drzewa BFS. Dzieki
temu uzyskuje si¢ mozliwos¢ szybkiej adaptacji i zmiany struktury rozpowszech-
niania informacji. Oznacza to, ze podczas przesytu wiadomosci nastepowaé moga
zdarzenia takie jak dodawanie, przesuwanie badZz usuwanie wierzchotkéw.

W rozdziale tym rozpatrzymy réwniez problem plotkowania (ang. minimum —
latency gossiping), czyli zagadnienia, w ktérym kazdy wierzchotek ma unikalng
informacje, ktora przekazuje pozostalym wierzchotkom. Przedstawimy algorytm
rozproszone w modelu z nieograniczong wielkoscig komunikatow rozwigzujacy pro-
blem plotkowania w UDG.

Przedstawimy réwniez zastosowania zaprezentowanej konstrukeji do rozwia-
zania problemu rozpowszechnienia wielu wiadomosci (ang. single source multiple
message broadcasting) oraz problemu wielokanatowego rozpowszechnienia wiado-
mosci (multi channel broadcast scheduling)

Zaprezentowany algorytm rozproszony dziala przy zalozeniu, ze komunikacja
w bezprzewodowych sieciach jest zsynchronizowana i sktada sie z ciggu rund prze-
sytu informacji w modelu LOCAL+COORD. Zaktadamy ponadto, ze wiadomosé
nadawana przez dany wierzchotek jest zawsze wysylana do wszystkich sasiadow.
Oznacza to, ze nie mozna wybraé tylko podzbioru sasiadéow do ktorych dany wierz-
chotek nadaje. W kazdej rundzie synchronicznej wierzchotek v albo nadaje wiado-
mo$¢ albo stara sie wiadomo$¢ odebrac od sgsiada. Jednakze fakt, ze jaki$ wierzcho-
tek z sasiedztwa v wystal wiadomos¢ wcale nie musi oznaczac iz v ja odebrat. Jesli
kilku sgsiadéw v nadawalo jednoczesnie mogto nastapié¢ znieksztalcenie sygnatu
badz jego wzajemne wythumienie. Dlatego méwimy, ze w otrzymalt wiadomosci od
v w rundzie i-tej, jesli w trakcie tej rundy wierzchotek v stuchat a wierzchotek w
byt jedynym z sasiadéw v ktory nadawal wiadomosc.

Jak juz wspomnielismy pierwszym problemem ktory rozwazymy jest jak naj-
szybsze rozpowszechnienie informacji wystanej przez dany wierzchotek s. Wierz-
chotek s nazywany bedziemy zrodtem (ang. source). Rozwiazanie problemu polega
na utworzeniu ciagu kolejnych przekazujacych informacje grup wierzchotkow, tak
by po jak najmniejszej liczbie rund kazdy wierzchotek otrzymal wiadomosé nadana
przez s. Liczbe tych rund nazywamy latencja i oznaczamy jako [.

Definicja 2.8. Strukturg rozpowszechniania informacji o latencji I (ang. broad-
cast schedule of latency 1) nazywamy cigg podzbioréw (Uy, U, ... U;) zbioru V(G)
spetniajgcy warunki:
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(1) Uy = {s};

(2) U; C U;;ll Inf(U;) dla kazdego 2 <1i <;

(3) V(G)\ {s} S Uj_y Inf(U;),
gdzie Inf(U) oznacza zbior takich wierzcholkow sposred V(G)\ U z ktérych kazdy
posiada doktadnie jednego sgsiada w U.

Inaczej rzecz ujmujac, Inf(U) to zbiér tych wierzchotkéow ktore otrzymaty wia-
domos¢ nadana przez wierzchotki z U. Tak wiec, struktura rozpowszechniajaca
informacje jest ciag podzbioréw wierzchotkow (Uy, Us ... U;) taki, ze jesli w i-tej
rundzie nadaja tylko wierzchotki z U; to w [-tej rundzie wszystkie wierzchotki beda
dysponowa¢ informacjg nadang ze zrodia s.

W pracy tej zajmiemy sie zaréwno minimalizowaniem latencji [, jak rowniez
minimalizowaniem liczby synchronicznych rund potrzebnych do znalezienia cia-
gu (Uy,Uy...U;). Dla dowolnego grafu G (nie koniecznie grafu dyskowego) naj-
lepsze znane algorytmy buduja strukture rozpowszechniania informacji o laten-
cji odpowiednio R + O(log®n/loglogn) (praca Cicalese, Manne i Xin [21]) oraz
O(R +log®n) (praca Kowalski i Pelc [38]) gdzie R oznacza promien grafu, czyli
maksymalng odleglosé pomiedzy s a wierzchotkami z V(G), a n to liczba wierzchot-
kéw w grafie (n = |V(G)]|). Inne wyniki dotyczace rozpowszechniania informacji
maja wspotezynnik latencji odpowiednio réwny : O(RA) [10] , O(Rlog*(n/R))
[11] , O(Rlogn + log?n) [37] , R + O(v/Rlog®n) [53], O(R + log®n) [25] oraz
R+ O(log®n) [46].

Problem rozpowszechniania informacji w jednostkowych grafach dyskowych
rozwazany byl w pracach [18],[27],[35] i [36]. W pracy [18] Dessmark i Pelc zapre-
zentowali algorytm rozpowszechniania informacji o latencji 2400R. Gandhi, Par-
thasarathy i Mishra w [27] udowodnili NP-trudno$¢ problemu MLBS w grafach
dyskowych i stworzyli strukture rozpowszechniajaca informacje o latencji 648R. Z
kolei w pracy [35] Scott, Huang, Wan, Jia i Du przedstawili trzy algorytmy o la-
tencjach odpowiednio 51R, 24R, i R + O(v/Rlog"® R). Najlepszy dotychczasowy
wynik w tej dziedzinie ustanowili Huang, Wan, Jia, Du i Shang w pracy [36], gdzie

zaprezentowano trzy algorytmy o wspotczynnikach latencji odpowiednio 24 R + 23,
16R+ 151 R+ O(log R).

Zmaczacy staboscig tych wynikow jest to, ze wszystkie przedstawione w nich
algorytmy rozpatrywane sa w klasycznym (nie rozproszonym) modelu obliczen.
Algorytmy te $cidle bazuja na umiejscowieniu zroédla informacji i wykorzystuja
konstrukecje drzewa BFS. Dlatego ewentualna przebudowa struktury rozpowszech-
niajacej informacje, zwiazana np. z dynamicznymi zmianami w zdecentralizowanej
sieci, jest dtugotrwata i nieefektywna.

W niniejszym rozdziale zaprezentujemy algorytm HEXAGONSBROADCASTING,
ktory jest pierwszym rozproszonym algorytmem rozwiagzujacym problem MLBS
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bez wykorzystania konstrukcji drzewa BF'S. Doktadniej, algorytm HEXAGONS-
BROADCASTING potrzebuje jedynie O(1) synchronicznych rund, by stworzy¢ struk-
ture rozpowszechniajaca informacje. Wszystkie poprzednie algorytmy potrzebowa-
ly na to O(R) rund. Latencja analizowanego algorytmu wynosi 258 R. Struktura
wygenerowana przez algorytm HEXAGONSBROADCASTING nie zalezy od zrodta
informacji, przez co zrédto moze by¢ tatwo zmienione badz nawet wybrane losowo.
Wezesniejsze algorytmy nie braty pod uwage mozliwosci zmian w sieci podczas pro-
pagacji sygnatu. W algorytmach tych, gdy jeden z wierzchotkéw zostaje usuniety
w trakcie rozpowszechniania informacji, moze si¢ zdarzy¢, ze duza frakcja elemen-
tow sieci nigdy nie otrzyma wiadomosci, mimo iz sie¢ jest nadal spéjna. W naszym
algorytmie negatywny wptyw usuwania, dodawania lub przesuwania wierzchotkdw
moze by¢ szybko neutralizowany poprzez odswiezanie struktury rozpowszechniania
informacji. Metoda ta opisana jest w algorytmie DYNAMICBROADCASTING.

Algorytm HEXAGONSBROADCASTING moze by¢ roéwniez uzyty do rozwiazania
kilku innych problemoéw, takich jak: plotkowanie (gossiping), rozpowszechnienia
wielu wiadomosci (ang. single source multiple message broadcasting) oraz pro-
blemu wielokanatowego rozpowszechnienia wiadomosci (multi channel broadcast
scheduling).

W rozdziale tym najpierw zaprezentujemy podstawowe definicje i fakty. Nastep-
nie przedstawimy dwa pomocnicze algorytmy SELECTBROADCASTNODES i BRO-
ADCASTSETS oraz gtéwny algorytm HEXAGONSBROADCASTING wraz z dowodem
jego poprawnosci. W osobnym paragrafie zaprezentowany zostanie algorytm GOS-
SIPINGINUDG rozwigzujacy problem plotkowania. Na koniec pokazemy dwa uogol-
nienia problemu MLBS.

Przedstawiony algorytm dziata na jednostkowym grafie dyskowym G (patrz
definicja 1.2) o zbiorze wierzcholtkéw V' = V(G) (|[V| = n) w rozproszonym, syn-
chronicznym modelu LOCAL+COORD (patrz definicja 1.3).

W gléwnym algorytmie HEXAGONSBROADCASTING uzywaé bedziemy podziatu
zabioru wierzchotkéw jednostkowego grafu dyskowego bazujacego na siatce dzielg-
cej plaszezyzne na heksagony. W siatce tej kazdy heksagon ma bok dtugosci 1/2
(patrz rysunek 2.2). Jesli kazdy wierzchotek zna swoje wspétrzedne na plaszezyz-
nie, to zna réwniez heksagon do ktérego nalezy. Oznaczmy jako G’ podgraf grafu
dyskowego G taki, ze V(G') = V(G) i vw € E(G') wtedy i tylko wtedy gdy v
i w leza w tym samym heksagonie. Zdefiniujmy Hex(G) jako zbiér wszystkich
sktadowych spdjnoéci grafu G’. Zauwazmy, ze kazdy heksagon lezy wewnatrz kota
o promieniu 3, a zatem kazda sktadowa K € Hex(G) jest klika.

Niech K € Hexz(G) bedzie pewna klika. Zauwazmy, ze wierzchotki z K mo-
ga taczy¢ sie tylko z wierzchotkami nalezacymi do osiemnastu heksagonéw (patrz
rysunek 2.2). Oznaczmy te sasiednie heksagony przez Ni(K), No(K),. .., Nig(K)
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Rysunek 2.2. Podzial plaszczyzny na heksagony oraz numeracja 18-tu sasiadujacych
heksagonow.

wedlug rysunku 2.2 (numer kliki zalezy od jej umiejscowienia na siatce heksago-
nalnej). Zauwazmy, ze zachodza pewne zaleznosci takie jak np. No(N5(K)) = K
i Nii(Ni7(K)) = K. Stad dla kazdego k € {1,...,18} mozemy zdefiniowaé k
jako liczbe taka, ze Nj(Ni(K)) = K (np. 5 = 2, 17 = 11). Dodatkowo zdefiniuj-
my N(K)={K'€ Hex(G) : K' # K, Jyexverxvv’ € E(G)}. Miejmy na uwadze,
ze N(v) oznacza sasiadéw wierzchotka v, a N(K) kliki sasiadujace z heksagonem
K.

30'63@393%9
e Rea00580000
02820863090
92000000680
80620009

fO: Hex(G) = N f12): Hex(G) — N

Rysunek 2.3. Idea funkeji f(7 i f(12),

Zdefiniujmy réwniez dwie funkcje f7 : Hex(G) — {1,...,7} oraz fU? :
Hex(G) — {1,...,12} wsposéb przedstawiony na rysunku 2.3. Zauwazmy, ze z wta-
snoéci funkeji (7 wynika, ze dowolne dwa wierzcholki z réznych heksagonéw o tej
samej wartoéci funkcji f(7 sa w odleglodci wiekszej niz 1. Podobnie numeracja
heksagonéw liczbami {1, ..., 12} danymi przez funkcje 2 ma ta wtasnoéé, ze do-
wolne dwa wierzchotki z roznych heksagonéw o tym samym numerze sg w odlegtosci
wiekszej niz 2. Bazujac na tych obserwacjach otrzymujemy:
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Fakt 2.9. Kazde dwa wierzcholki z réznych klik Ky, Ky € Hex(G) takich,
ze fO(K) = fO(Ky), nie sq polgczone krawedzig w grafie G.

Fakt 2.10. Kaide dwa wierzcholki z réznych klik Ky, Ky € Hex(G) takie,
ze f(12)(K1) = f(12)(K2), nie majg wspolnego sqgsiada w grafie G.

Wprowadzmy teraz algorytm SELECTBROADCASTNODES ktéry bedzie jednym
z kluczowych elementéw gléwnego algorytmu HEXAGONSBROADCASTING. Idea
prezentowanego algorytmu polega na wyborze malej liczby wierzchotkéw biorg-
cych udzial w rozpowszechnianiu informacji. Wierzchotki te nazwiemy wierzchot-
kami brzegowymi (ang. broadcast nodes), a ich liczba bedzie rzedowo pordéwny-
walna z wielko$cig maksymalnego zbioru niezaleznego. Algorytm SELECTBROAD-
CASTNODES przyporzadkowuje kazdemu wierzchotkowi dwa zbiory F,.(+) i Fin(-).
Wierzchotkami brzegowymi nazwiemy te wierzchotki dla ktérych zbiory F,.(-)
i F,(+) sa niepuste, przy czym funkcja Fp,; bedzie uzyta wtedy, gdy K € Hex(G)
wysyla informacje do sasiednich heksagonéw podczas gdy funkcja Fj, bedzie uzyta
do rozpowszechnienia informacji wewnatrz heksagonu K. Przedstawmy teraz po-
mocniczy algorytm SELECTBROADCASTNODES ktéry wybiera wierzchotki brzego-
we.

Zauwazmy ze algorytm SELECTBROADCASTNODES kazdej parze heksagonow
{K, K'} potaczonych co najmniej jedna krawedzia przyporzadkowuje doktadnie
jedng pare powigzanych brzegowych wierzchotkéw vy € K, vy € K’ polaczonych
krawedzia.

Bazujac na funkcji F, : V(G) — P({1,...,18}) oraz na funkcji F,,; : V(G) —
P({1,...,12}) tworzymy odpowiednio zbiory Uuu(-,-) i Uin(+, -) zawierajace wierz-
chotki brzegowe. Zbiory zostang uzyte do konstrukcji struktury rozpowszechniaja-
cej informacje. Wierzchotki z U, (7, k) wysytaja informacje z heksagonu K takiego,
ze f0? =4, do heksagonu K’ o whasnosci f(!?(K’) = k. Wierzchotki ze zbioréw
Uin(i,1),...,Up(i, 18) beda uzyte do rozpowszechniania informacji wewnatrz hek-
sagonu K o wlasnosci f(7) = i. Formalnie rzecz ujmujac:

Zauwazmy, ze dla kazdego 1 < t < 12 zbior U,y (t,t) jest pusty, stad liczba
niepustych zbioréw U, i U, nie przekracza 11 x 12 + 7 x 18 = 258.

Ponizszy lemat udowadnia poprawnos¢ wysytania komunikatow z kliki
K € Hex(@) do jej sasiednich heksagondw.

Lemat 2.11. Niech 1 <i <12, 1 <k <12 1 A C Uyu(i, k). Jesli B C V(G) jest
zbiorem wierzchotkow powigzanych z A i jednoczesnie zawartych w heksagonach na
ktérych funkcja f1?) jest réwna k to wtedy B C Inf(A).

Dowod. Zatézmy, ze 1 <1 < 12, 1 < k < 12. Niech vy ...v, € K beda wierzchot-
kami z Uy (7, k). Zauwazmy, ze dla kazdego wierzchotka v; zbiér F,,;(v;) zawiera
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SELECTBROADCASTNODES
Wejscie: Jednostkowy graf dyskowy G
Wyjscie: Funkcje Fy, : V(G) — P({1,...,18}), Fou = V(G) — P({1,...,12}),
gdzie P(A) to zbior wszystkich podzbioréw zbioru A.
1. Dla kazdego v € V(G) podstaw Fj,(v) =01 F . (v) = 0.
2. FORi=1TO 7DO: FOR k=1 TO 18 DO:
Dla kazdego K € Hex(G) takiego, ze f(K) =i i fO(Ny(K)) > fO(K)
rownolegle wykonaj:
a) Vi(K) = {v € V(Nu(K)) : N(0) N K # 0}
b) Jedli Vi(K) # 0 wtedy
i. Wybierz wierzchotek vy, € Vi.(K) i podstaw

Fin(vg) := Fin(vy) U {k};

Fout(vk) = out(vk) U {f(12) (K)}
ii. Wybierz wierzchotek w € N(v;) N K i podstaw:

Fi(w) := F,(w) U {k};

Fout(w) := Fu(w) U { fI2D(NR(K))}.

¢) Wierzchotki vy, 1 w nazywamy powigzanymi wierzchotkami brzegowymi.

Fin(a) = {1,17}
Fm(b) = {37 8}
Fin(c) = {4,5,6}
Fyn(e) = {14,15}
Fm(f) = {107 12}
Fou(a) = {3,10}
Fou(b) ={7,9}
Fou(c) ={1,6,11}
Fou,t(d) =0
Foutle) = {8,9}
Fout(f) = {2’ 5}

Rysunek 2.4. Wierzcholki z jednego heksagonu i odpowiednio zbiory Fj,(-) i Fpu(-) oraz
wierzcholki z sasiednich heksagonéw powigzane z nimi.

k wtedy i tylko wtedy gdy v; jest powigzany z co najmniej jednym wierzchotkiem
z sasiedniego heksagonu K’ takiego, ze fU?(K') = k.

Oznaczmy przez W zbior wierzchotkéw powiazanych z wierzchotkami {v; ... v }.
Zauwazmy, ze dwa wierzchotki z W nie moga znajdowac sie w tej samej klice. Wy-
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BROADCASTSETS

Wejscie: Jednostkowy graf dyskowy G oraz funkcja Fy, : V(G) — P({1,...,18})
i funkcja Fop : V(G) — P({1,...,12}).

Wyjscie: Zbiory Upye(+,-) 1 Uin(+, -)

1. Niech K, oznacza klike K € Hex(G) taka, ze v € K.

2. FOR¢=1TO 12 DO: FOR k=1 TO 12 DO:

Uout (i, k) := {v €EV:ikeFuwifl9K,= z}
3. FOR i =1TO 7 DO: FOR k = 1 TO 18 DO:

Un(i k) :={v eV ke Fuv)i fN(K,) =i}

nika to z faktu, ze do kazdej pary heksagonow przypisaliémy co najwyzej jedng
pare powiazanych wierzchotkéw brzegowych. Laczac fakt 2.10 z obserwacja, ze dla
tych réznych heksagonéw wartoéé funkeji f*?) wynosi k& wnioskujemy, ze zadna
para wierzchotkow ze zbioru W nie ma wspoélnego sasiada w G. W szczegolnosci
nie ma tez wspélnego sasiada w {vy ... v, }. Stad jesli vy ... v, wysylaja wiadomosé
jednoczesnie w tej samej rundzie, to wierzchotki powiazane z nimi (odnosi sie to
réwniez do zbioru W) otrzymuja te wiadomo$¢ bez interferencji (zaktocen).

Rozpatrzmy teraz wierzchotki ki, ky € U,y (1, k) zawarte w dwdch heksagonach
K, K. Poniewaz z definicji U,,; wynika, ze f1?(K,) = f(?)(K,) = 4, dlatego ko-
rzystajac z faktu 2.10, wierzchotki kq i ko nie majg wspolnego sasiada. Reasumujac,
jezeli wierzcholtki ze zbioru U, (i, k) wysylaja informacje w tej samej rundzie, to
wierzchotki powiazane z nimi otrzymuja ja bez interferencji (zaktécen). O

Przedstawmy teraz lemat méwiacy o poprawnosci rozpowszechniania informacji
wewnatrz danego heksagonu.

Lemat 2.12. Niech 1 < 1 < 7, 1 < k < 18 1 zalozmy, ze wierzcholki ze zbio-
ru A C Upl(i, k) wysylaje informacje w tej samej rundzie. Wtedy dla kazdego
K € Hex(Q) takiego, 2e KN A # 0 mamy K C Inf(A).

Dowdd. Niech 1 < 7 < 7, 1 < k < 18. Zauwazmy, ze dla kazdego wierzchotka
brzegowego v, zbior F,(v) zawiera k wtedy i tylko wtedy gdy v jest powiazany
z wierzchotkiem w nalezacym do Ni(K). Tak wigc zbiér V(K N Uy, (i, k)) ma co
najwyzej jeden element. Co wiecej dwa rézne wierzchotki v, v € Uy, (i, k) sa zawarte
w heksagonach, dla ktérych funkcja f(7) przyjmuje wartoéé i. Stad z Faktu 2.9, jesli
wierzchotki vy, ... vs € Uy, (i, k) wysylaja informacje w tej samej rundzie synchro-
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nicznej, wtedy wszystkie wierzchotki z heksagonow, w ktorych vy, . .. vg sg zawarte,
otrzymaja te wiadomosci bez interferencji. O]

Jestedmy teraz gotowi przedstawié¢ gtéwny algorytm propagacji wiadomosci ze
zrodla s € V(G) do calej sieci z uwzglednieniem kolizji.

HEXAGONSBROADCASTING
Wejscie: Jednostkowy graf dyskowy G i wierzchotek s € V(G) bedacy zrédtem
nadajacym informacje.
Wyjscie: Rozpropagowana informacja w catym grafie G.
1. Uruchom algorytm SELECTBROADCASTNODES na grafie G.
Uruchom algorytm BROADCASTSETS bazujac na wyniku algorytmu SELECT-
BROADCASTNODES.
3. Wierzchotek s wysyta informacje do wszystkich swoich sgsiadow.
4. FORt=1TO R DO:
a) FORi=1TO 12 DO: FOR k£ =1 TO 12 DO: IF k # i DO:
- Wierzchotki z U, (i, k) ktére otrzymaty informacje, réwnolegle wysytaja
ja do wszystkich sgsiadow
b) FORi=1TO 7DO: FOR k=1 TO 18 DO:
- Wierzchotki z Uy, (i, k) ktére otrzymaly informacje, rownolegle wysytaja
ja do wszystkich sasiadéw

Zauwazmy, ze majac dany algorytm HEXAGONSBROADCASTING dziatajacy na
zrodle s mozemy zdefiniowaé strukture rozpowszechniania informacji Uy, Us, Us, . . .
o wlasnosciach podanych w definicji 2.8. W tym wypadku za zbiér U; podstawiamy
zbior wierzchotkow ktory w i-tej rundzie algorytmu HEXAGONSBROADCASTING
rozsyta informacje.

7, drugiej strony krok 1 i krok 2 algorytmu HEXAGONSBROADCASTING kon-
struuja caty strukture potrzebng do rozpowszechniania informacji. Poniewaz algo-
rytm SELECTBROADCASTINODES dziata w staltym czasie, jak réwniez konstrukcja
zbioréw U,y 1 Uy, zdefiniowanych przez algorytm BROADCASTSETS zajmuje statg
liczbe synchronicznych rund wiec wszystkie wstepne obliczenia potrzebne do od-
Swiezania struktury rozpowszechniania informacji odbywaja si¢ w stalym czasie.

Twierdzenie 2.13. Niech R bedzie promieniem grafu G o Zriodle w wierzchotku
s. Latencja algorytmu HEXAGONSBROADCASTING (czyli liczba synchronicznych
rund po ktorych wszystkie wierzcholki otrzymajq informacje) wynosi co najwyzej
258R + 1.
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Dowdéd. Niech Uy, Us, Us, . .. bedzie strukturg rozpowszechniania informacji wyge-
nerowana przez algorytm HEXAGONSBROADCASTING i niech K € Hex(G) bedzie
heksagonem takim, ze s € K. W pierwszym kroku s wysyta informacje do cate-
go heksagonu K (czyli K C Inf(Uy)). Z lematu 2.11 wynika, ze w nastepnych
11 x 12 = 132 krokach wierzchotki brzegowe zawarte w klice K wysytaja informa-
cje do wszystkich wierzchotkdéw powiazanych z nimi i znajdujacych sie w N(K).
Z lematu 2.12 wiemy, ze w nastepnych 7 x 18 krokach wierzchotki brzegowe roz-
powszechnia informacje wewnatrz heksagonéw nalezacych do N(K). Stad uzysku-
jemy, ze UPS Inf(U;) zawiera wszystkie wierzchotki z K jak réwniez wszystkie
wierzchotki z N (K). Tak wiec wszyscy sasiedzi wierzchotka s w grafie G otrzymuja
od niego informacje w pierwszych 258 + 1 krokach. Mozemy teraz powtorzy¢ rozu-
mowanie zamieniajac wierzchotki brzegowe z heksagonu K na wierzchotki brzegowe
zawarte w heksagonach N (K). Stad po kolejnych 258 krokach wszystkie wierzchotki
bedace w odleglosci 2 od s otrzymaja informacje (czyli wszystkie wierzchotki od-
legte od s o co najwyzej 2 sa zawarte w 222" Inf(U))). Analogicznie wszystkie

wierzchotki odleglte od s 0 co najwyzej R, sa zawarte w zbiorze UfﬁRH Inf(U;). O

2.4. Uogollnienia problemu rozpowszechniania informacji

W niniejszym paragrafie opiszemy w jaki sposob przedstawione techniki podzia-
hu na heksagony i wyboru powiazanych wierzchotkéw mozna zastosowa¢ mozna do
szerszej klasy problemow, zwigzanych z rozpowszechnianiem informacji w jednost-
kowych grafach dyskowych.

Whpierw pokazemy, ze algorytm HEXAGONSBROADCASTING moze by¢ dostoso-
wany do dynamicznie zmieniajgcej sie sieci modelowanych przez UDG. Podkreslmy;,
iz wszystkie dotychczasowe algorytmy rozpowszechniania informacji nie posiadaty
tej wlasnosci. Przez zmiany w sieci rozumie¢ bedziemy trzy nastepujace zdarzenia:

1. Dodanie wierzchotka v takiego, ze G U {v} jest spdjny.
Usunigcie wierzchotka v € V(G)\ {s} w ten sposéb, by G\ {v} pozostat spojny.
3. Zmiana polozenia wierzchotka v € V(G) taka, ze po dokonaniu tej operacji graf
G pozostaje nadal spojny.

Niech s bedzie Zrodtem wiadomosci i niech a bedzie pewng z gory ustalona
stata. Ponizszy algorytm rozpowszechnia informacje w dynamicznie zmieniajacej
sie sieci.

Poniewaz procedury SELECTBROADCASTNODES oraz BROADCASTSETS zaj-
muja statg liczbe rund, wiec przy ich pomocy mozna w statej liczbie rund odswiezy¢
strukture rozpowszechniania informacji za pomocg algorytmu DYNAMICBROAD-
CASTING. Stad wida¢, ze DYNAMICBROADCASTING jest efektywnym narzedziem
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DYNAMICBROADCASTING

1. Uruchom algorytm HEXAGONSBROADCASTING.

2. Przerwij krok 4 algorytmu HEXAGONSBROADCASTING po a iteracjach.
3. Wréé do kroku 1.

do propagacji informacji w dynamicznych sieciach. Zauwazmy, ze jesli od pewnej
rundy zmiany w sieci (takie jak dodanie, przesuniecie badz usuniecie wierzchotka)
przestana zachodzi¢, wtedy w 258R + (1/a)R + O(a) kolejnych rundach wszyst-
kie wierzchotki otrzymaja informacje ze zrédta. Oczywiscie w praktycznych im-
plementacjach tego algorytmu informacja rozpowszechniana jest znacznie szybciej
i okazuje sie, ze rozprzestrzenia sie na catg sie¢ nawet w trakcie zachodzenia zmian.

We wszystkich wczesniejszych algorytmach, ktore jak wspominaliSmy we wste-
pie bazuja na konstrukcji drzewa BFS, zbudowanie struktury rozpowszechniajacej
informacje zajmuje czas O(R). Stad nie da si¢ ich efektywnie zmodyfikowaé tak
aby uzyska¢ algorytm analogiczny do DYNAMICBROADCASTING. W przypadku
dynamicznej modyfikacji wezesniejszych algorytméw, czyli za pomocg parametru a
do odswiezania struktury, jesli w pewnej rundzie synchronicznej zmiany przestang
zachodzi¢, wtedy dopiero po O(R?/a + a) rundach mamy pewno$é, ze informacja
zostata rozpropagowana w calej sieci.

Przejdzmy teraz do kolejnego uogoélnienia problemu rozpowszechniania informa-
cji, a mianowicie zagadnienia plotkowanie (ang. gossiping). W problemie plotkowa-
nia kazdy wierzchotek posiada unikalng informacje. Celem jest rozpowszechnienie
wszystkich informacji do wszystkich wierzchotkéw w sieci. Oczywiscie zaktadamy
ze podczas réwnoczesnego przesylania informacji zachodzi¢ mogg interferencje.

Przy problemie plotkowania rozwaza sie dwa modele przesytu informacji biorac
pod uwage to, czy dwie wiadomosci mozna taczy¢ i przesytaé jako jedna - wigksza,
czy tez wielko$¢ przesytanych informacji jest ograniczona. Pierwszy przypadek na-
zywamy modelem dlugich komunikatéow (ang. unbounded-size message model), a
drugi nazywamy modelem krotkich komunikatéw (ang. unit-size message model).
W przypadku krotkich komunikatéw ograniczeniem dolnym na latencje plotkowa-
nia jest V(G) + D — 1, gdzie D jest érednica grafu G. Podczas gdy przy dtugich
komunikatach ograniczeniem dolnym na latencje plotkowania jest A(G) + D — 1
(A(G) jest maksymalnym stopniem grafu G) W zagadnieniu plotkowania, podob-
nie jak w problemie rozpowszechniania informacji, ilo$¢ synchronicznych rund po-
trzebna by wszystkie wiadomosci dotarty do wszystkich wierzchotkow nazywana
jest latencja.
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Dla dowolnych graféw problem plotkowania, przy zatozeniu dtugich komunika-
téw, byt rozpatrywany w pracach [12], [13], [14], [29] i [30]. Wspétczynniki aproksy-
macji algorytméw zawartych w tych pracach sg rzedowo wieksze niz stata. Przy tym
samym zatozeniu, dla jednostkowych graféw dyskowych Gandhi, Parthasarathy
i Mishra w pracy [27] zaprezentowali stala aproksymacje optymalnego rozwiazania
problemu plotkowania. Wspotczynnik latencji z tej pracy mozna oszacowaé przez
liczbe 1944(D + |V(G)|). Najlepszy algorytm rozwiazujacy problem plotkowania
w modelu krétkich komunikatow dla UDG zostal zaprezentowany w pracy [34].
Huang, Scott, Du, Hongwei i Park pokazali w niej algorytm plotkowania o latencji
271(|V(G)|+ D —1).

Ponizej zaprezentujemy algorytm GOSSIPINGINUDG ktéry rozwiazuje pro-
blem plotkowania w jednostkowych grafach dyskowych w modelu z dlugimi ko-
munikatami o latencji 7A + 258D, poprawiajac w ten sposéb wynik z pracy [27].
Co wiecej, jest to pierwszy algorytm ktéry buduje strukture plotkowania w czasie
stalym, nie korzystajac z drzewa BFS. Dlatego, podobnie jak miato to miejsce
w algorytmie DYNAMICBROADCASTING, istnieje mozliwos¢ zaadoptowania nasze-
go algorytmu do dynamicznych sieci, w ktérych zachodzg dodawanie, usuwanie
i przemieszczanie wierzchotkéow.

GossiPINGINUDG
1. Znajdz funkcje F,,; i Fj, uzywajac algorytmu SELECTBROADCASTNODES.
2. Dla kazdego K € Hex(G) i wierzchotkow vy, ve,v3 ... = V(K) zdefiniujmy

c(v;) = Ti + fO(K) dla kazdego 1 < i < |V(K)|.
3. Niech v bedzie wierzchotkiem brzegowym. Zdefiniujmy
c2(v) = max{c(w) : Jyu € N(v) iw € N(u)}

(c2(v) oznacza maksymalng warto$¢ funkcji ¢ w 2-sasiedztwie wierzchotka v).
4. Ustaw stan wszystkich wierzchotkéw brzegowe (czyli wierzcholki, ktére maja
F,u # 01 F;, # 0) na nieaktywny.
5. Roéwnolegle wykonaj:
a) Kazdy nieaktywny wierzchotek v wysyta swoja wiadomosé w ¢(v)-tej syn-
chronicznej rundzie.
b) Kazdy wierzchotek brzegowy v’ jest aktywowany w co(v’) 4+ 1 synchronicznej
rundzie, po czym wysyla konkatenacje otrzymanych wiadomosci w rundach
zdefiniowanych w punkcie 4 algorytmu HEXAGONSBROADCASTING.

27



Twierdzenie 2.14. Algorytm GOSSIPINGINUDG dostarcza wszystkie poczgtkowe
informacje do wszystkich wierzchotkow w co najwyzej TA 4+ 258D synchronicznych
rundach.

Dowdd. Niech v € V(K)iv' € V(K') beda dwoma réznymi wierzchotkami takimi,
7e c(v) = ¢(v'). Z definicji funkcji ¢ mamy, ze fV(K) = fD(K') i K # K'. Stad
bezposrednio z faktu 2.9 wiemy, ze w kroku 5a zaden wierzchotek z K nie otrzyma
wiadomoéci z v, dopdki wszystkie wierzchotki z K nie otrzymaja wiadomosci
z v. W kroku 5b wierzchotki brzegowe wysytaja informacje po tym, jak wszyst-
kie wierzchotki z ich 2-sgsiedztwa wystaty poczatkows informacje. Stad nie ma
interferencji wytwarzanej poprzez wierzchotki brzegowe i wierzchotki wysytajace
poczatkows informacje.

Zauwazmy, ze uzywamy co najwyzej 7A rund synchronicznych, by wysta¢ po-
czatkowe wiadomosci w kroku 5a (wynika to z tego, ze mamy 7 klas heksagonéw
i wierzchotki w heksagonie tworzg klike). Liczba rund synchronicznych zawartych
w kroku 5b jest rowna latencji struktury rozpowszechniajacej informacje zdefinio-
wanej w algorytmie HEXAGONSBROADCASTING. Doktadniej, po tym jak wierz-
choltki z 2-sgsiedztwa wysla swoja poczatkowsg wiadomosé, wszystkie wierzchotki
brzegowe wysytajg informacje zgodnie z algorytmem HEXAGONSBROADCASTING.
Latencja dalszego przesytu wynika wprost z twierdzenia 2.13. Stad krok 5b zajmuje
co najwyzej 258D rund synchronicznych.

Podsumowujac algorytmGoOSSIPINGINUDG ma latencje co najwyzej 7TA +
258D. O

Kolejnym uogélnieniem problemu rozpowszechniania informacji jest zagadnie-
nie w ktérym zrédto informacji wielokrotnie wysyta wiadomosci do sieci. Zagad-
nienie to rozpatrzyli Gandhi, Parthasarathy i Mishra w pracy [27] i nazwali rozpo-
wszechnianiem wielu wiadomosci (ang. single sources multiple messages broadca-
sting). Autorzy zatozyli, ze zrodto moze wielokrotnie wysyta¢ wiadomosci w réz-
nych odstepach czasu i zdefiniowali latencje jako czas, ktéry jest potrzebny by
wszystkie wiadomosci ze zrédta dotarty do wszystkich wierzchotkéw w sieci. Niech
M bedzie liczba wiadomosci, ktére maja zostaé wystane. W pracy [27] zaprezen-
towany algorytm rozpowszechnienia wielu wiadomosci ma latencje co najwyzej
194(M — 1) + 7128(R — 2).

Ponizej zaprezentujemy modyfikacje algorytmu HEXAGONSBROADCASTING da-
jacy w wyniku strukture rozpowszechnienia wielu wiadomosci o latencji 518M +
258 R. Zmiany obejmowac¢ beda tylko punkty 3 i 4 algorytmu HEXAGONSBROAD-
CASTING i beda nastepujace:
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MULTIPLEMESSAGESBROADCASTING Wejscie: Jednostkowy graf dyskowy G
i wierzchotek s € V(G). Wierzcholek s jest zrodtem posiadajacym M informacji.
Wyjscie: M rozpropagowanych informacja w calym grafie G.
1. Uruchom algorytm SELECTBROADCASTNODES na grafie G.
2. Uruchom algorytm BROADCASTSETS bazujac na wyniku algorytmu SELECT-
BROADCASTNODES.
3. Powtérz M + [R/2] razy:
(a) Jesli s zawiera nowa wiadomosé to rozeslij ja do wszystkich sasiadow
(b) Powtérz dwa razy:
— FORi=1TO 12 DO: FOR £k =1TO 12 DO: IF k # i
- wierzchotki z U,y (i, k) ktére otrzymaly informacje ktérej jeszcze nie
wystatly wczesniej, wysytaja ja.
— FOR i=1TO 7DO: FOR k=1 TO 18 DO:
- Wierzchotki z Uy, (i, k) ktore otrzymaty informacje ktorej jeszcze nie
wystaly wezesniej, wysytaja ja.

Twierdzenie 2.15. Jesli w zmodyfikowanym algorytmie HEXAGONSBROADCA-
STING Zzrodto wysyta wiadomos$é co 259 synchronicznych rund, wtedy kazdy wierz-
cholek w sieci otrzyma wszystkie wiadomosci po czasie co najwyzej 518M + 258 R,
gdzie M jest liczbg wiadomoSci.

Dowdd. Podzielmy strukture rozpowszechniania informacji wygenerowana przez
HEXAGONSBROADCASTING na przedzialy wielkodci 258 rund (pomijajac pierw-
sza runde). Zauwazmy, ze jesli wierzchotek brzegowy otrzyma wiadomosé w t-tym
przedziale, wtedy w (¢ + 1)-szym przedziale informacja ta zostanie rozpowszech-
niona do wszystkich jego sasiadow. Stad wierzchotek ten moze wysta¢ informacje
w (t + 2)-gim przedziale. Fakt, ze nie zajda interferencje, wynika bezposrednio
z dowodu twierdzenia 2.13. Stad postuzenie sie dwoma przedziatami czasowymi
dtugosci 258 plus jedna runda (potrzebna by s wystal nowa wiadomosé) wystarczy
do tego, by wszystkie M wiadomo$ci zostato dostarczonych do wszystkich wierz-
chotkéw w sieci. O

W klasycznym problemie rozpowszechniania informacji wszystkie wierzchotki
w sieci, by sie komunikowac, uzywaja tej samej czestotliwosci radiowej.Dlatego, gdy
dwa wierzchotki jednoczesnie nadaja na obszarze wspolnego zasiegu ich nadajni-
kéw, zachodzi interferencja. Jednakze w rzeczywistych sieciach dostepna jest wiecej
niz jedna czestotliwos¢ komunikacji. W przypadku, gdy do dyspozycji jest kilka
roznych kanaléw komunikacji, to informacje wystane na réznych czestotliwosciach
od dwoéch réznych sasiadéw zostana odebrane bez kolizji. Celem wielokanatowe-
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go rozpowszechniania informacji jest jak najszybsze rozpowszechnienie informacji
przy uzyciu jak najmniejszej liczby kanatéw komunikacyjnych.

Ponizej opiszemy jak wykorzystujac algorytm HEXAGONSBROADCASTING moz-
na przyporzadkowaé¢ odpowiednim grupom wierzchotkéw kanaty, tak aby uzywajac
132 czestotliwoscei algorytm wielokanalowego rozpowszechniania informacji miat
latencje 2R. Zauwazmy, ze jesli dla dowolnej pary indeksow (i1, ki) # (i, k2),
wierzchotki ze zbioréw Uy (i1, k1) 1 Uput(iz, k2) uzywaja réznych kanatow, wtedy
moga wysyta¢ posiadane przez nie informacje jednoczesnie i nie zachodzg interfe-
rencje. Ten sam argument dziata dla Uy, (i1, k1) 1 Uy (2, k2) jesl ((i1, k1) # (ia, k2)).
Stad jesli przypiszemy 132 réznych czestotliwosei (11 x 12 < 132, 7 x 18 < 132) do
kazdego zbioru typu U,,; oraz 126 réznych kanaléw zbiorom Uj;,, wtedy bedziemy
mogli zmodyfikowa¢ algorytm HEXAGONSBROADCASTING tak aby korzystat on
z 132 kanaléw komunikacji majac jednoczesnie latencje 2R.



3. Algorytmy klastrujgce

3.1. Wprowadzenie

Jedna z heurystyk czesto wykorzystywanych do rozwigzywania aproksymacyj-
nego problemow w modelu rozproszonym jest tak zwane klastrowanie. Procedura
ta polega na podziale grafu w sposob rozproszony na spéjne podgrafy, tak zwa-
ne klastry, w celu ich pézniejszego wykorzystania. Doktadnie rzecz ujmujac, jesli
podzial ma odpowiednie wtasnosci, to dany problem moze by¢ rozwiagzywany lokal-
nie wewnatrz kazdego z klastréw a takie lokalne rozwigzania dajg w sumie dobrg
aproksymacje rozwigzania globalnego. Przedstawione powyzej podejécie pozwala
na rozwigzanie wielu istotnych probleméw w szybkim czasie. Miedzy innymi, dzieki
technice klastrowania, mozna uzyskac¢ bardzo dobrg aproksymacja takich struktur
jak maksymalny zbior dominujacy, najwickszy zbioér niezalezny, pakowanie itp.

Niniejszy rozdzial poswiecony jest przedstawieniu dwoch algorytmoéow konstru-
ujacych podziaty grafu dyskowego. Pierwszy z algorytméw zaprezentowany jest
w podrozdziale 3.2. Tworzy on podzial na klastry, ktére zawieraja stosunkowo
duza liczbe wierzchotkéw oraz posiadaja na tyle malg srednice, aby zapewnié
efektywng komunikacje wewnatrz podgrafow podziatu. Dzieki wyzej wymienionym
wtasnosciom przedstawiony podzial na klastry moze by¢ zastosowany do konstruk-
¢ji aproksymacji najmniejszego zbioru k-dominujacego, najwickszego skojarzenia
i najmniejszego spojnego zbioru dominujacego. W drugiej czesci rozdziatu (w pod-
rozdziale 3.4) zaprezentowany jest algorytm tworzacy podzial na klastry, ktérych
wielko$¢ miesci sie w z gory zadanym przedziale. Przedstawiona konstrukcja przy-
datna jest w upraszczaniu protokotow komunikacyjnych oraz rozproszonym zbie-
raniu i przetwarzaniu danych.

Czgé¢ z prezentowanych rezultatéw pochodzi z prac [42] 1 [43]

3.2. Silny zbiér

Jak juz wspomniane zostalo we wprowadzeniu, rozpatrywanym przez nas pro-
b
blem polega na znalezieniu podziatu grafu na ,duze” sktadowe o ,matlej” $rednicy,
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nazwanym zbalansowanym klastrowaniem. Ponizej powiemy jak skonstruowaé¢ ta-
ki podziat wybierajac najpierw odpowiedni podzbioér wierzchotkéw, tak zwanych
Liderow”, a nastepnie na ich podstawie wyznaczajac podzial na klastry.

Zauwazmy, ze dla danego zbioru liderow L sktadajacego si¢ z | wierzchotkéw
grafu G mozna zdefiniowa¢ podzial K = {Kj, K, ..., K|}, w ten sposob, ze wierz-
chotek v € V(G) nalezy do i-tego klastra (v € K;) wtedy i tylko wtedy gdy
1—ty lider jest najblizszy v sposrod wszystkich lideréw. Jesli wiecej niz jeden lider
jest najblizszy v, to v bedzie przytaczany tego lidera o najmniejszym identyfi-
katorze ID. W klasycznej juz pracy [3] Awerbuch, Goldberg, Luby i Plotkin do
konstrukeji podziatu wykorzystali tak zwany silny zbiér (ang. ruling set) jako zbior
Jiderow”. Na potrzeby tego rozdzialu przyjmujemy nastepujaca definicje zbioru
(d, b)—silnego:

Definicja 3.1. Niech d i b bedg ustalonymi liczbami naturalnymsi i niech dist(u,u’)
bedzie dlugosciq nagkrotszej $ciezki pomiedzy v a u' w grafie G. Podzbior U zbio-
ru wierzchotkéw V(G) nazywamy zbiorem (d, b)—silnym, jezeli spelnia nastepujgce
wtasnosci:

(a) Jezeliu,u' € U, to dist(u,u’) > d.
(b) Zbior U jest b-dominujgcy, to znaczy dla kazdego v € V' \ U istnieje wierz-
chotek w € U taki, ze dist(v,u) < b.

We wspomnianej pracy [3] Awerbuch, Goldberg, Luby i Plotkin przedstawili dzia-
lajacy dla dowolnego grafu G w czasie O(dlog |V (G)|) rund synchronicznych algo-
rytm rozproszony, ktéry dla ustalonego parametru d znajduje (d, dlog |V (G)|)-silny
zbiér. Zbior taki wyznacza podziat na grafy o $rednicy co najwyzej 2dlog |V (G)|,
czyli korzystajac z algorytmu rozproszonego przeszukiwania wszerz BREADTHFIR-
STSEARCH, ,liderzy” szybko moga poznaé strukture swoich klastréw. W dodatku
dowolni dwaj ,liderzy” sa w odlegtosci co najwyzej d, w zwigzku z tym grafy
podziatu sg dos¢ duze, aby podzial mégt by¢ wykorzystany w zastosowaniach. Jak
wida¢ wlasciwy zbidr lideréw, ktory jest zbiorem silnym, zapewnia podziat o wia-
snosciach, ktore sa uzyteczne do konstrukcji aproksymacji rozwiazan. Prace nad
silnymi zbiorami w ogélnych grafach kontynuowane byly miedzy innymi w pracach
[52] oraz [56].

W niniejszym rozdziale rozpatrywany jest problem znalezienia zbioru silnego
w jednostkowych grafach dyskowych. Zaprezentowany jest deterministyczny algo-
rytm rozproszony, ktéry w modelu LOCAL+COORD, dla danego parametru d,
znajduje zbiér (d + 1,3d)-silny, a co za tym idzie wyznacza zbalansowane kla-
strowanie. Czas dziatania tego algorytmu to O(poly(d)) rund synchronicznych.
Oznacza to, ze dla rozpatrywanej klasy graféw poprawimy zaréwno wspotczynnik
dominowania jak i ztozonosé czasows algorytmu z pracy [3].
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Rozdzial ten jest zorganizowany w nastepujacy sposob. Najpierw zaprezento-
wana jest gtéwna idea algorytmu RULINGSET a nastepnie przedstawione sg dwa
algorytmy RULINGSETINSQUARE oraz DELETINGLOCALCOLLISIONS, ktére for-
malizujg idee znajdowania lokalnych wynikéw i usuwania kolizji. Gtéwne twierdze-
nie 3.2 mowi o poprawnosci gltéwnego algorytmu RULINGSET. Nastepnie pokaza-
ne sa zastosowania prezentowanego algorytmu do znalezienia O(d) aproksymacji
zbioru d-dominujacego w czasie O(poly(d)) rund synchronicznych. Na zakonczenie
udowodnione jest, ze przedstawiona konstrukcja (d+ 1, 3d)—silnego zbioru polepsza
ztozonosé czasowa algorytmow z pracy [16] znajdujacych maksymalne skojarzenie
1 minimalny spéjny zbiér dominujacy.

Kluczowg idea algorytmu RULINGSET jest metoda trzech siatek (ang. three
lattices method), ktéra w rozdziale 2.2 zostala uzyta do rozwiazania problemu
konstrukeji (1 4+ O(1/d)) aproksymacji minimalnego drzewa rozpinajacego . Przy-
pomnijmy, ze w tej metodzie rozpatrujemy trzy rézne siatki: L0, L@/39/3) oraz
L{20/32a/3) zawierajace poziome i pionowe linie odlegte od siebie o a oraz przecho-
dzace przez punkty (0,0), (a/3,a/3) in (2a/3,2a/3), odpowiednio. Zbiér kwadra-
téw ograniczonych prostymi nalezacymi do siatki L**2) oznaczamy przez S¥1v2).
Oznaczamy tez przez G[S] podgraf grafu G indukowany na wierzchotkach zawar-
tych w kwadracie S (czyli wierzcholki ze zbioru {v € V(G) : v € §}). W pierwszym
kroku algorytmu obliczmy optymalne rozwiazania wewnatrz wszystkich G[S] ta-
kich, ze S € S{**). W kolejnych dwéch krokach poprawiamy rozwigzania wewnatrz
podgraféw indukowanych przez kwadraty z S{@/3%/3) i §(2e/3:24/3) kolejno.

Formalna implementacjg pierwszego kroku gtéwnego algorytmu jest algorytm
RULINGSETINSQUARE. Oblicza on lokalnie optymalne rozwiazanie w grafach in-
dukowanych przez kwadraty z S(>%. Przy pomocy tego algorytmu mozna znalezé
zbiér (d + 1,d)-silny w kazdym G[S], S € S, w czasie O(d?). Poniewaz zbiory
(d + 1,d)-silne sa konstruowane niezaleznie dla kazdego S € S0 wiec moga
istnie¢ pary wierzchotkow ze zbioréw wyznaczonych w réznych kwadratach, kto-
re znajduja sie w odlegtodci mniejszej niz d. Aby wyeliminowaé takie pary uzyty
jest algorytm DELETINGLOCALCOLLISIONS. Czas dziatania tego algorytmu wyno-
si O(d?) synchronicznych rund. Wykorzystany jest on dwukrotnie. Po raz pierwszy
dziata wewnatrz graféw indukowanych przez kwadraty z S{*/3%/3) i konstruuje zbior
(d+ 1,2d)-silny w kazdym z nich. Po raz drugi uzyty jest on do konstrukeji zbio-
réw silnych wewnatrz kwadratow z S(22/3:29/3) Ostatecznie wykorzystanie procedu-
ry DELETINGLOCALCOLLISIONS umozliwia konstrukcje zbioru (d + 1, 3d)-silnego
w calym grafie.

Niech S bedzie dowolnym kwadratem o boku a. Przypomnijmy, ze przez G[S]
oznaczamy podgraf grafu G indukowany przez wierzchotki {v € V(G) : v € S}.
Algorytm RULINGSET dziata w nastepujacy sposéb.
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Rysunek 3.1. Idea metody trzech siatek

RULINGSET

Input: Jednostkowy graf dyskowy G oraz ustalone d i a.

Output: (d + 1,3d)-silny zbioér grafu G.

(1) Rownolegle znajdz zbiér (d + 1, d)-silny we wszystkich sktadowych spdjnosci
G[S], dla wszystkich S € S(®9, korzystajac z algorytmu RULINGSETINSQU-
ARE. Oznacz rodzing wynikowych zbioréow przez R.

(2) Uruchom réwnolegle algorytm DELETINGLOCALCOLLISIONS na wszystkich
sktadowych spéjnoséci grafu R[S] dla kazdego S € S'%/34/3) Oznacz rodzing
wynikowych zbioréow przez R’

(3) Uruchom réwnolegle algorytm DELETINGLOCALCOLLISIONS na wszystkich
sktadowych spojnodci grafu R[S] dla kazdego S € S{2¢/32%/3) Oznacz rodzine
wynikowych zbiorow przez R”.

(4) Zwr6é R".

Twierdzenie 3.2. Niech G bedzie jednostkowym grafem dyskowym i niech a =
3d + 3. Algorytm RULINGSET znajduje (d + 1,3d)—silny zbiér w grafie G w czasie
O(d?) synchronicznych rund w modelu obliczeri LOCAL+COORD uzywajgc tylko
krotkich komunikatow.

Przedstawione ponizej obserwacje sa kluczowe w dowodzie gtownego twierdze-
nia.
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Lemat 3.3. Dla dowolnych trzech punktéw qo € L0, q € L399 oraz
g € LE*2) mamy |\go, 1| + [|g0, @2]| = a/3.

Dowdd. Dowdd tego lematu znalez¢é mozna w rozdziale 2.2 w ktorym rozwazalismy
problem minimalnego drzewa rozpinajacego. ]

Nastepny lemat wskazuje ograniczenie na moc najwiekszego zbioru niezaleznego
w grafie G[S]. Oznaczmy najwigkszy zbioér niezalezny w G[S] przez MIS(G[S])
a Srednice grafu G[S] oznaczmy przez diam(G|S)).

Lemat 3.4. Jezeli S jest kwadratem o boku a, to | MIS(G[S])| < 4(a:1)2
jezeli G[S] jest spdjny, to diam(GIS]) < w

. Co wiecej

Dowdéd. Oznaczmy przez C,.(v) koto o promieniu r i Srodku w wierzchotku v (czyli
w punkcie na plaszezyZnie odpowiadajacemu temu wierzchotkowi). Dla dowolnych
dwoch wierzchotkow v;,v; € MIS(G|S]), zachodzi ||v;,v,|| > 1, tak wiec kota

Cos(v;) oraz Cys(v;) sa roztaczne. Oczywiscie kazde Cj, 5(112) lezy w kwadracie

(a+1)?
7/4

(a+1) ‘

o boku a + 1. Ale taki kwadrat moze zawiera¢ co najwyzej roztacznych kot

o promieniu 0.5. Stad moc MIS(G|S]) wynosi co najwyzej

Niech G[S] bedzie grafem spdjnym oraz v, w € V(G[S]) b@dad dwoma wierzchot-
kami takimi, ze najkrotsza Sciezka p, ,, pomiedzy v i w ma diugosc réwng érednicy
grafu G[S]. Zbiér sktadajacy sie z co drugiego wierzchotka na Sciezce jest zbiorem
niezaleznym. Stad mamy, ze diam(G) < 2|MIS(G[S])| < "H) O

Niech Ni(u) oznacza podgraf G indukowany przez wierzchotki odlegte o co
najwyzej k od wierzchotka u. WprowadZmy oznaczenie N, := N|(4-1)/2] (vs)-

Lemat 3.5. Niech G bedzie grafem spojnym, b,d > 2 oraz U bedzie zbiorem
(d +1 b) ~silnym w G. Jezeli v; # v; i v;,v; € U, to nie ma krawedzi pomiedzy
N,, a N . Jesli w dodatku |U| > 1, to dla kaZdego v; € U mamy

diam(N,) > |(d—1)/2] i |MIS(N,)| > B [(d — 1)/2JJ +1.

Dowad. Jesli istniataby krawedz pomiedzy Nvi a ij, to istniataby Sciezka o dtu-
gosci mniejszej niz 2 | (d — 1)/2] +1 < d pomiedzy v; i v;, co byloby w sprzecznosci
z zatozeniem, ze U jest (d + 1,b)—silnym zbiorem. Poniewaz G jest spdjnym gra-
fem i |[U] > 1 to musi istnie¢ Sciezka pomiedzy v; a v;. Przypusémy, ze p, ., jest
najkrétsza Sciezka pomiedzy v; a v;. Jedli wezmiemy pierwsze | (d — 1)/2] krawedzi
na p,., to naleza one do N,,. Stad diam(N,,) > |(d —1)/2]. W dodatku, jezeli
jednostkowy graf dyskowy G ma Srednice k, to |MIS(G)| > |k/2| + 1, zatem
MIS(Ny)| >[5 1(d = 1/2)] +1. =
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WprowadZmy teraz algorytm RULINGSETINSQUARE znajdujacy (d+1, d)-silny
zbior w grafie G[S].

RULINGSETINSQUARE
Wejscie: Spojny jednostkowy graf dyskowy G, kwadrat S o boku a oraz ustalona
stata d.
Wyjscie: zbiér (d + 1,d)-silny w grafie G[S].
(1) Niech M := ) bedzie wynikowym zbiorem i Z := ) oznacza zbiér wierzchotkéw
ktore sa d—zdominowane przez wierzchotki z M.
(2) Powtarzaj t = [WW razy:
(a) Wybierz wierzchotek w z V(G[S]) \ (M U Z ) o najmniejszym identyfika-
torze I D i podstaw M := M U w.
(b) Dodaj do zbioru Z wszystkie wierzchotki v € V(G[S]), dla ktorych
dist(w,u) < d.
(3) Zwro¢ M jako wynik.

Lemat 3.6. Algorytm RULINGSETINSQUARE znajduje zbidr (d+1,d)-silny w G[S]
w O(a*/d) rundach synchronicznych.

Dowdd. Algorytm RULINGSETINSQUARE konstruuje w sposob zachtanny zbiér M,
w ktorym wszystkie wierzchotki sg odlegte od siebie o co najmniej d + 1. W do-

datku kazdy wierzchotek z Z jest d—zdominowany przez wierzchotki z M. Zbior
16(a+1)>2

wd —‘

iteracjach istnieja wierzchotki grafu G[S] poza zbiorem Z, czyli istnieje zbiér

M nie jest zbiorem (d + 1,d)-silnym tylko w przypadku, gdy po t = [

(d 4+ 1,d)-silny o mocy wiekszej niz t (mozna M w sposéb zachtanny uzupetnié
do zbioru (d 4+ 1, d)-silnego). Wystarczy zatem wykazaé, ze moc dowolnego zbioru
(d+1, d)-silnego w G[S] jest ograniczona z gory przez t = [W] Niech U bedzie
dowolnym zbiorem (d+ 1, d)-silnym w G[S]. Przypomnijmy, ze przez N,, oznacza-
my podgraf indukowany przez wierzchotki odlegte o co najwyzej |(d —1)/2] od
v; w grafie G[S]. Z lematu 3.5 wynika, ze nie ma krawedzi pomiedzy Nvi a ij
gdzie vy, v; € U, v; # v;. Stad MIS(N,,) i MIS(N,,) sa zbiorami roztacznymi
i nie ma krawedzi pomiedzy MIS(N,,) i MIS(NUJ,). Z lematu 3.5 wynika row-

niez, ze MIS(N,,) > E | (d— 1)/2” + 1. Z drugiej strony lemat 3.4 pokazuje,

ze MIS(G[S]) < M, wiec
et (0 r) e

Na zakonczenie zauwazmy, ze czesci (a) i (b) kroku (2) algorytmu RULINGSE-
TINSQUARE mozna zaimplementowa¢ uzywajac procedury przeszukiwania wgltab
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BREADTHFIRSTSEARCH, ktéra dziata w O(diam(G[S])) rundach synchronicznych.
Z lematu 3.4 wiemy, ze diam(G|[S]) = O(a?), stad czas dzialania algorytmu wynosi
O(a*/d) rund synchronicznych. O

Jak wspomniano powyzej, w drugim i trzecim kroku algorytmu RULINGSET
wyeliminowane sg lokalne kolizje, czyli usuni¢te zostaja z R wszystkie wierzchotki
o odlegtosci mniejszej badz rownej d. Zrealizujemy to korzystajac z nastepujacej
procedury.

DELETINGLOCALCOLLISIONS

Wejscie: Spojny graf G, M C V(@) oraz ustalona stala d.

Wyjscie: Podzbiér M' C M

(1) Niech M’ := () i niech Z := M oznacza wierzchotki, ktére moga byé¢ dodane
do M'.

(2) Dopoki Z # () wykonayj:
(a) Wybierz wierzchotek w z Z\ M’ o najmniejszym identyfikatorze ID i M’ :=

MUw, Z:=7 \w.

(b) Usun z Z wszystkie wierzchotki u € Z takie, ze dist(w,u) < d.

(3) Zwroé M.

Lemat 3.7. Jesli M jest zbiorem (0, b)—silnym, czyli zbiorem b-dominujgcym, wte-
dy M’ wygenerowany przez algorytm DELETINGLOCALCOLLISIONS jest
(d+ 1,d + b)-silny. Co wigcej algorytm DELETINGLOCALCOLLISIONS znajduje
wynikowy 2bidr M w co najwyzej (O(|V (R)|a?)) synchronicznych rundach.

Dowdd. Dla dowolnych wierzchotkéw v, w ze zbioru M’ mamy dist(v,w) > d,
gdyz po dodaniu wierzchotka do zbioru M’, nie moze zostaé¢ juz dodany do M’
zaden wierzchotek bedacy w odlegtoéci co najwyzej d od niego (wszystkie takie
wierzchotki sa usuniete z 7).

Oznaczmy dist(v, M) = min,epdist(v, w). Dla kazdego v € M istnieje wierz-
chotek w € M’ taki, ze dist(v,w) < d. Jedli taki v nie istnieje wtedy algorytm
DELETINGLOCALCOLLISIONS doda wierzchotek v do M’ w czesci (a) kroku (2).
Stad wynika, ze dla kazdego v € M zachodzi dist(v, M') < d. Ostatecznie, ponie-
waz M jest zbiorem b-dominujgcym, wiec M’ jest zbiorem d + b—dominujgcym.

Ztozonosé obliczeniowa wynika z tego, ze w czesci (a) kroku (2) algorytm
DELETINGLOCALCOLLISIONS usuwa jeden wierzchotek z 7, czyli tgcznie algorytm
wykonuje co najwyzej |M| iteracji. W kazdej takiej iteracji, uzywamy procedu-
ry przeszukiwania wszerz, by znalezé wierzchotek o najmniejszym identyfikatorze
ID w podgrafie grafu G. Tak samo w czesci (b) jest wykorzystywana ta sama
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procedura. Lemat 3.4 gwarantuje, ze jednokrotne wykonanie punktu (2) zajmuje
co najwyzej O(a?) rund synchronicznych. [

Przypomnijmy, ze w algorytmie RULINGSET, najpierw znajdujemy zbior
(d + 1,d)-silny w kwadratach S(®9. Nastepnie przesuwamy siatke dwukrotnie
o wektory odpowiednio (a/3,a/3) oraz (2a/3,2a/3), jak pokazano na rysunku 3.1.
Po kazdym takim przesunieciu usuniete beda kolizje wewnatrz kwadratéw za po-
mocg DELETINGLOCALCOLLISIONS. Ponizej pokazemy, ze po pierwszym przesu-
nieciu w kazdym kwadracie otrzymamy zbiér (d+ 1, 2d)-silny, a w wyniku drugiego
przesuniecia siatki znajdziemy zbiér (d + 1, 3d)-silny w calym grafie.

Dowdéd twierdzenia 3.2. Aby pokazaé, ze zbiér R” skonstruowany przez algorytm
RULINGSET jest rzeczywiscie zbiorem (d 4 1, 3d)—silnym, zacznijmy od sprawdze-
nia, czy R’ spelnia pierwszy warunek definicji 3.1. Przyjmijmy, ze istnieja dwa
wierzchotki vy,v, € R” takie, ze dist(vi,v2) < d. Zatem istnieje Sciezka p,, .,
o dtugosci co najwyzej d pomigdzy v; a ve. Potraktujmy p,, ., jako krzywa na plasz-
czyZnie. Zauwazmy, ze ciezka ta musi przecinaé¢ L0 L(e/3:0/3) j [2a/3.2a/3) Gdyby
Sciezka p,, ., nie przecinata siatki L9 lezalaby wewnatrz jednego z kwadratéw
S0 co stanowiloby sprzecznosé z faktem, ze vy i v, naleza do R. Sprzecznosé
wynika, to z lematu 3.6, ktory méwi, ze R jest zbiorem (d + 1, d)—silnym. Korzy-
stajac z analogicznego rozumowania i lematu 3.7 mozna wykaza¢, ze Sciezka p,, v,
przecina réwniez L(¢/34/3) i [(2a/3.2a/3)

Bez straty ogélnoéci zalézmy, ze p,, ., najpierw przecina L(¢/39/3) w punkcie

q1, potem przecina L) (20/3.20/3)

w punkcie gy a na koncu p,, », przecina siatke L
w punkcie go. Z lematu 3.3 wynika, ze ||g1, qo|| +1|¢2, @ol|| > a/3. Poniewaz ||v, w|| <
dist(v,w), tak wiec ||q1,qol| + ||g2, qol] < dist(vi,v2) co z kolei implikuje a/3 <

dist(vy,v2) < d+ 1. To z kolei stanowi sprzecznos$¢ z zatozeniem, ze a = 3d + 3.

Spelnienie drugiego warunku definicji zbioru (d + 1, 3d)-silnego wynika bez-
posrednio z lematéw 3.6 i 3.7. Oznaczmy przez dist(v, R) = min,crdist(v,r)
i zauwazmy, ze po kroku (1) algorytmu RULINGSET dla kazdego v € G mamy
dist(v,R) < d, gdyz z lematu 3.6 zbiér R jest d-dominujacy w kazdym grafie
G[S], S € 89, Analogicznie z lematu 3.7 wynika, ze odpowiednio po drugim i
trzecim kroku algorytmu RULINGSET dla kazdego v € G mamy dist(v, R') < 2d i
dist(v, R") < 3d.

Z lematu 3.6 krok (1) algorytmu RULINGSET zajmuje O (a*/d) rund synchro-
nicznych. Wiemy réwniez, ze w kazdym S € S wynikowy zbiér M’ algoryt-
mu RULINGSETINSQUARE jest wielkogci O(a?/d). Kazdy S € S\*/%%/3) zawiera
wynikowe zbiory zawarte w czterech kwadratach S € S(®9. Stad z lematu 3.7
wynika, ze kroki (2) i (3) algorytmu RULINGSET zajmuja 4|R|(O(a?) + |d]) =
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O (a?/d) (O(a?)) rund synchronicznych. Poniewaz zalozylismy, ze a = 3d + 3, stad
RULINGSET ma ztozonosé¢ czasowa O (d?). O

3.3. Zastosowania silnego zbioru

W pracy [23] Fernandess i Malkhi zaprezentowali algorytm rozproszony, kto-
ry znajduje aproksymacje najmniejszego zbioru k-dominujacego (ang. minimal k
dominating set) w jednostkowym grafie dyskowym G ze wspdtezynnikiem aproksy-
macji O(k) w czasie O(V(G)) rund synchronicznych. Algorytm ten dziata w modelu
obliczen LOCAL+COORD. W tym podrozdziale korzystajac z konstrukcji zbioru
silnego poprawiamy czas dziatania tego algorytmu, utrzymujac ten sam wspotczyn-
nik aproksymacji jak Fernandess i Malkhi.

Twierdzenie 3.8. Niech G bedzie jednostkowym grafem dyskowym. Istnieje deter-
manistyczny algorytm, ktory aproksymuje najmniejszy k—dominujgcy zbior grafu G
ze wspdlezynnikiem aproksymacji O(k) w czasie O(poly(k)) rund synchronicznych.

Dowdd. Najpierw udowodnimy, ze jesli d > 1 wtedy zbiér (d + 1,3d)-silny jest
O(d) aproksymacja najmniejszego 3d—dominujacego zbioru.

Bezposrednio z definicji zbioru (d + 1, 3d)-silnego wynika, ze jest on zbiorem
3d-dominujacym . Niech H bedzie optymalnym zbiorem 3d-dominujacym i niech
h € H. Oznaczmy przez R wynikowy zbior (d + 1, 3d)-silny dany przez algorytm
RULINGSET.

Niech Ni(h) ={v € V(G) : dist(v, h) < k}. Pokazmy, ze zachodzi | N3q(h) U R| =
O(d), co implikuje |R| = O(d) |H|. Oznaczmy przez C.,(v) kolo o srodku w punk-
cie, ktory odpowiada wierzchotkowi v i o promieniu r. Zauwazmy, ze dla dowolnych
g1, g2 € MIS(N34(h)), kota Cos(g;) 1 Cos(g;) sa roztaczne i leza w kole o srodku
w h; 1 promieniu 3d 4 1. Stad

7(3d + 1)?

IMIS(N3q(h)| < /A

=4(3d + 1)*.
Niech r» € R i oznaczmy Nvi = N|(a-1)/2) (v;:). Jezeli mamy rézne v;, v; € N3q(h)UR

wtedy, z lematu 3.5 wynika ze, zbiory N,, i N,, sa roztaczne i nie istnieje krawedz

pomiedzy nimi. Co wiecej MIS(N,,) > E | (d — 1)/2” + 1 a zatem mamy

Nyl UR| < _IMISOV)] - a@drn?
o " minger MIS(N,)| £ 1(d—1)/2)] +1 ‘

3

Podobnie, mozna udowodnié, ze zbior (d + 1, 3d)-silny jest O(d) aproksymacja
zarowno zbioru 3d 4+ 1-dominujacego jak i zbioru 3d + 2-dominujacego.
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Ostatniag rzecza jest pokazanie, ze mozemy w czasie stalym znalez¢é stata aprok-
symacje zbiorow 1-dominujacych i 2 dominujacych. W tych przypadkach przepro-
wadzmy odmienng konstrukcje. Problem znalezienia zbioru 1-dominujacego w jed-
nostkowych grafach dyskowych zostal rozpatrzony przez Czyzowicz, Dobrev, Fe-
vens i innych w pracy [17]. Pokazano tam rozproszony algorytm znajdujacy w O(1)
rundach synchronicznych w modelu LOCAL4+COORD O(1) aproksymacje naj-
mniejszego zbioru 1-dominujacego. Uzywajac analogicznych argumentéw jak w pierw-
szej czesci tego dowodu mozemy pokazaé, ze najmniejszy 1-dominujacy zbior w jed-
nostkowych grafach dyskowych jest O(1) aproksymacja najmniejszego 2-dominujacego
zbioru.

Tak wiec dla dowolnego £ mozemy pokazaé rozproszony algorytm znajdujacy
O(k) aproksymacje zbioru k dominujacego w czasie O(poly(k)) synchronicznych
rund. O]

W pracy [16] Czygrinow i Hanékowiak zaprezentowali rozproszone algorytmy
znajdujace przyblizone rozwigzania problemow najwigkszego skojarzenia i naj-
mniejszego zbioru niezaleznego w jednostkowych grafach dyskowych. Algorytmy
te sa deterministyczne i dziataja w modelu LOCAL w czasie O(poly(log(V (G))))
rund synchronicznych. Wspoétezynnik aproksymacji tych algorytmow wynosi 1+ ¢,
gdzie € jest pewng stalg. Ponizej pokazemy, ze w modelu LOCAL+COORD obli-
czen, mozemy rozwigza¢ dwa powyzsze problemy w czasie stalym.

Twierdzenie 3.9. Niech c bedzie ustalong stalg. Istniejg rozproszone determi-
nistyczne algorytmy znajdujgce najwieksze skojarzenie © najmniejszy spojny zbior
dominujgcy w jednostkowych grafach dyskowych z btedem aproksymacji €. Algoryt-
my te pracujq w czasie poly(%) rund synchronicznych.

Dowdéd. Dwie podprocedury z pracy [16] trwaja wiecej niz stata liczba rund syn-
chronicznych. Ich implementacja w czasie staltym prowadzi do rozwigzania proble-
mow najwiekszego skojarzenia i najmniejszego zbioru niezaleznego w czasie staty.

Pierwsza podprocedura zwigzana jest z budows pomocniczego grafu opartego
na znalezieniu maksymalnego zbioru niezaleznego. W podprocedurze tej w [16] zo-
stal uzyty algorytm z pracy [45]. Znajduje on maksymalny zbiér niezalezny w do-
wolnym grafie w czasie O(log A(G)log*(V(G))) rund synchronicznych. Jednakze
korzystajac z zalozenia, ze kazdy wierzchotek zna swoje wspotrzedne na plasz-
czyznie (czyli pracujac w modelu LOCAL+COORD) mozna zastosowaé zamiast
algorytmu z [45], algorytm podany w pracy [17], ktory znajduje maksymalny zbiér
niezalezny w stalym czasie.

Druga podprocedura, ktéra w pracy [16], zajmuje O(poly(log(V (G)))) synchro-
nicznych rund, jest podprocedura klastrowania oparta na konstrukcji silnego zbio-
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ru. W pracy [16] uzyto do tej konstrukeji algorytmu Awerbuch, Goldberg, Luby
i Plotkin z pracy [3]. Algorytm ten znajduje zbiér (d, dlog |V (G)|)-silny w dowol-
nym grafie G w czasie O(dlog |V (G)|) rund synchronicznych, gdzie d jest z gory
dang stata. W przypadku gdy ograniczymy sie do graféw dyskowych, w ktérych
kazdy wierzchotek zna swoja wspotrzedna, mozemy wykona¢ algorytm RULING-
SET, ktéry znajduje zbior (d + 1,3d)-silny w grafie G w stalym czasie.

Te dwie gtéwne modyfikacje podprocedur zamieniaja algorytmy zawarte w [16]
na nowy procedure dzialajaca w czasie poly(L). O

3.4. Regularne klastrowanie

Jednym z uogdlnien problemu klastrowania graféw jest problem regularnego
klastrowania graféw (ang. regular clustering) czyli podziatu grafu na takie sktadowe
spojnosci, ktérych liczba wierzchotkéw miesci sie w pewnym, z géry okreslonym,
przedziale. Dotychczas znane bylty tylko algorytmy, ktore dzielity w sposéb roz-
proszony graf na klastry o matlej srednicy (bez ograniczen na liczbe wierzchotkéw
w klastrze). Wyniki te mozna znalezé w pracach [1, 4, 8, 19, 51, 61] i [3].

W niniejszym rozdziale zaprezentowany zostanie rozproszony algorytm, ktory
znajduje regularne klastrowanie jednostkowego grafu dyskowego. Algorytm ten ma
na wejsciu dowolny graf dyskowy G iz géry dany staly parametr A, wyjscie zas sta-
nowi podziat G na roztaczne spdjne podgrafy Hy, H,, ... Hy, takie, ze dla dowolnego
1 < i < k zachodzi nier6wnosé A < |V(H;)| < 5A — 4. Pokazemy, Ze prezento-
wany algorytm znajduje wynik w O(A3) synchronicznych rundach i udowodnimy,
ze ograniczenia gornego HA — 4 nie mozna poprawic¢. Rozszerzymy réwniez przed-
stawiony rezultat pokazujac jak mozna uzyskaé¢ regularne klastrowanie w grafach
o ograniczonym stopniu (ang. bounded degree graphs) i w grafach o ograniczonym
wzroscie (ang. bounded growth graphs).

Jak sie okazuje nasza konstrukcja regularnego klastrowania ta ma wiele zasto-
sowan. Zatozmy, ze dla pewnej funkcji f znaleziono podzial sieci na spdjne klastry
ktorych wielkosé jest co najmniej A a co najwyzej f(A). Po pierwsze konstrukcja ta
znaczaco upraszcza protokoty komunikacyjne (ang. routing protocol). Majac dane
regularne klastrowanie w kazdym klastrze znajdujemy lidera, ktéry zbiera catla
informacje ze wszystkich wierzchotkéw swojego klastra po czym komunikacja w
catej sieci, odbywata si¢ pomiedzy liderami. Z wtasnosci regularnego klastrowania
wynika, ze pojedynczy lider otrzyma informacje od co najmniej A\ wierzchotkéw
a jednoczesnie od co najwyzej f(\) wierzchotkéw. Oznacza to, ze duza cze$é zaso-
béw lidera zostanie uzyta, a jednoczesnie lider bedzie obstugiwaé co najwyzej f(\)
potaczen.
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Drugim zastosowaniem jest rozwiazywanie problemow, w ktorych wymaga sie,
by co najmniej A wierzchotkéw pracowato réwnolegle nad tym samym problemem.
Rozwaza¢ mozna model, w ktorych pojedynczy wierzchotek moze popetnié¢ btad
w obliczeniach i dopiero stwierdzenie, ze wiekszos¢ z A wierzchotkéw uzyskata ten
sam wynik, daje nam zadowalajaca pewnos¢ obliczen. Inng kwestia jest zebranie
i analiza statystyczna danych z wierzchotkéw (np. sensoréw zbierajacymi informa-
cje o temperaturze). Okazuje sie, ze lokalne zebranie co najmniej A danych jest
potrzebne do wiarygodnego obliczenia sredniej. Z drugiej jednak strony analizowa-
nie wiecej niz f(\) prébek moze okazaé sie zbyt ztozone obliczeniowo.

Po trzecie zauwazmy, ze regularne klastrowanie optymalizuje pod wzgledem
dhugosci komunikatéw i liczby przesytanych informacji wiele istniejacych algoryt-
mow rozproszonych zawierajacych procedure klasycznego rozproszonego klastro-
wania.

Podkreslmy rowniez, ze problem ten jest uogélnieniem problemu skojarzenia
doskonalego (skojarzenie doskonate to regularne klastrowanie w ktérym A = 2
i f(\) = 2). Tak wiec znalezienie regularnego klastrowania z dowolnie przyjetymi
parametrami A oraz f(\) jest zagadnieniem NP-trudnym.

Prezentowany algorytm na jednostkowych grafach dyskowych w rozproszonym,
synchronicznym modelu obliczen LOCAL+COORD. Warto tu zauwazy¢, ze mimo
iz zaprezentowany wynik przedstawiony jest w synchronicznym, to istnieje jego
prosty odpowiednik w modelu asynchronicznym. Ponadto w twierdzeniu 3.15 po-
kazemy, jak pogarszajac czas dziatania algorytmu mozna pominaé zatozenie o tym,
ze kazdy wierzcholek zna swoje potozenie na ptaszczyznie.

Przedstawiony algorytm REGULARCLUSTERING sktada si¢ z dwoch gtéwnych
krokow. W pierwszym znajdujemy podzial jednostkowego grafu dyskowego na ,,du-
ze” klastry o matej Srednicy. Taki podziat nazwiemy zbalansowanym klastrowa-
niem. W drugim kroku réwnolegle wykonujemy podziat kazdego ,duzego” klastra
na mate regularne klastry. Do skonstruowania podziatu grafu na ,duze” klastry
o malej Srednicy uzyjemy algorytmu z rozdzialu 3.2 oraz algorytmu zawartego
w pracy Schneider i Wattenhofer [64]. Pierwszy z tych algorytmoéw dziata w modelu
LOCAL+COORD, drugi natomiast w modelu LOCAL. Oba te algorytmy ozna-
czymy jako RULINGSET. Algorytm RULINGSET znajduje zbiér odseparowanych od
siebie lideréw. Bazujac na zbiorze tych lideréw znajdziemy zbalansowanym klastro-
wanie grafu. Poprawnos$é¢ drugiego kroku algorytmu REGULARCLUSTERING, czyli
podzialu na regularne klastry, bedzie wynika¢ z pewnych specjalnych wlasnosci
klastrowania wygenerowanego przez RULINGSET.

Wejsciowe parametry algorytmu REGULARCLUSTERING to: ustalony parametr
A oraz jednostkowy graf dyskowy G, ktéry zawiera co najmniej A wierzchotkdw.
Przedstawiony w tym rozdziale algorytm znajduje w O(\3) synchronicznych run-
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dach klastry (czyli krawedziowo indukowane sp6jne podgrafy) Hy, Hs, ... H; o na-
stepujacych wtasnosciach:

1. Hy, Hy, ... H; saspojne i parami roztaczne,
2. Uicia V(H;) = V(G),
3. Dla kazdego 1 <@ <, A< |V(H;)| <5A—4

Co wiecej, okazuje sie, ze liczba klastrow wielkosci pomiedzy 4\ — 3 1 b\ — 4 jest
bardzo mata frakcja liczby wszystkich sktadowych (patrz twierdzenie 3.15).

Pokazemy teraz jak majac dany zbor silny lideréw skonstruowaé mozna zbalan-
sowane klastrowanie. Niech R = {7“1, Toy .oy R‘} oznacza zbior (d, b)-silny (patrz
definicja 3.1) a Hy, Hy, . .., Hp bedzie ciagiem podgraféw G oznaczajacym zbalan-
sowane klastrowanie. Przejscie z R do Hy, Hs, . .., H g polega na tym, ze v € V(H;)
wtedy 1 tylko wtedy gdy r; jest najblizszy (sposrod wierzchotkéw z R) do v. Jedli
dla danego v istnieje klika najblizszych wierzchotkéw z R to v wybiera dowolnego
z nich.

Lemat 3.10. Ustalmy stale d i b. Niech G bedzie grafem spdinym , |V (G)| > 41

i niech R bedzie (d, b)-silnym zbiorem w grafie G. Wtedy kazdy H; ma co najmniej
d—1

5 wierzchotkow.

Dowdd. Jedli |R| = 1, wtedy Hy = G. Zalézmy wiec, ze |R| > 1. Dla dowolnego
r € V(GQ) zdefiniujmy Ny(r) = {v € V(G) : dist(v,r) < t}. Naturalnie dla dwéch
réznych wierzchotkéw r;,7; € R zbiory N% (ry) i N% (rj) sa roztaczne. W prze-
ciwnym przypadku istniala by sciezka dlugosdci mniejszej niz d pomiedzy r; i 7;.
Stanowi to sprzecznos¢ z zalozeniem, ze R jest (d,b)-silnym zbiorem.

Poniewaz G jest spdjny, wiec kazda para wierzchotkow z R jest potaczona
Sciezkg. Stad w kazdym ze zbioréw N a1 (r;), gdzie r; € R, istnieje wierzcholtek

v taki, ze dist(v,r;) = {%J Zatem $rednica podgrafu GG indukowanego przez

wierzcholki z N% (r;) jest co najmniej V—;lJ +1> %1 Korzystajac z faktu, ze

Nai(r;) C V(H;) otrzymujemy, iz kazdy klaster H; ma co najmniej % wierzchot-
2

kow. O

Twierdzenie 3.11. Niech a > 2 bedzie danym parametrem i niech G bedzie jed-
nostkowym grafem dyskowym, w ktorym wszystkie sktadowe spojnosci majq co naj-
mniej o wierzchotkéw. W modelu obliczenn LOCAL mozZemy znaleZé podziat G na
duze klastry Hy, Hy, ... H; z nastepujgcymi wlasnosciami:

1. Kazdy H; jest spojny,
2. Dla kazdego 1 < i <1 mamy o < |V(H,)|,
3. Dla kazdego 1 < i <l mamy diam(H;) < 4o+ 2.
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Powyzszy podzial zajmuje O(log a(a* +1og* |[V(G)|)) rund synchronicznych.

Uwaga 3.12. W modelu LOCAL+COORD powyzsze twierdzenie mozna wzmoc-
nié. Czas dzialania wynosi O(a®) rund synchronicznych a wlasnosé 3 przyjmuje
nastepujacqg postac: dla kazdego 1 < i <l mamy diam(H;) < 12a.

Dowaéd. Przypomnijmy, ze w modelu LOCAL przedstawiliémy w uwadze 3.17 znaj-

dujacy zbiér (d+ 1,d + 1)-silny R. Algorytm ten dziata dla graféw ograniczonego

wzrostu (klasa ta zawiera grafy dyskowe) a jego czas dziatania wynosi O(log d(d* +

log™ |V (G)])) rund synchronicznych. Niech d = 2«, wtedy z lematu 3.10 wynika, ze
(2a+1)—1

dla kazdego H; zachodzi “=%"— = a < |V(H;)|. Zbiér R jest 2a+ 1-dominujacym

zbiorem, tak wiec kazdy klaster H; ma $rednice co najwyzej 4o + 2.

W modelu obliczen LOCAL+COORD analogicznie uzywamy algorytmu RuU-
LINGSET (zaprezentowanego w rozdziale 3.2), ktéry dla dowolnej statej d oraz jed-
nostkowego grafu dyskowego G, znajduje (d+ 1, 3d)-silny zbiér R w O(d?) rundach
synchronicznych. O]

Niech H bedzie klastrem skonstruowanym przez algorytm RULINGSET. Za-
uwazmy, ze istnieje co najmniej jeden wierzchotek w H taki, ze zbior jego sgsiaddéw
w H moze by¢ podzielony na trzy zbiory A', A%, A% o wlasnosci, ze dla wszystkich
i, 1< i <3, podgraf H indukowany przez wierzchotki z A? jest klika. Przyktadem
wierzchotka z H o tej wlasnosci jest wierzchotek o najmniejszej wspotrzednej x
(patrz rysunek 3.2). Przyporzadkujmy wiec H dokladnie jeden taki wierzchotek i
oznaczmy go przez (H). Zauwazmy, ze w modelu LOCAL &(H) moze by¢ znale-
ziony w O(diam(H)) synchronicznych rundach. Poczatkowo kazdy wierzchotek z H
lokalnie sprawdza czy warunek podziatu jego sasiedztwa na trzy kliki jest spetniony
a nastepnie £(H) jest wybrany spo$rod wszystkich wierzchotkéw spetniajacych ten
warunek.

Majac dany &(H) zdefiniujmy zbior
dis;(H) ={v e H : dis(v,{(H)) = j} .
Niech j > 0 oraz v € dis;(H) a N(v) oznacza zbiér wszystkich sasiadéw v w grafie

H. Oznaczmy przez prev(v) wierzchotek z N(v) N dis;—1(H) o najmniejszym ID.
Oczywiscie taki wierzchotek zawsze istnieje. Analogicznie mozemy zdefiniowaé

next(v) = {w € N(v) : prev(w) = v}.

Zauwazmy, ze majac dane skierowane drzewo BFS skonstruowane przez al-
gorytm BREADTHFIRSTSEARCH (rozproszona wersja procedury BREADTHFIRST-
SEARCH zostala zaprezentowana w rozdziale2) grafu H o korzeniu w &£(H), to
dla kazdego v € H wierzchotek prev(v) oraz wierzchotki next(w) moga zostaé
wyznaczone w czasie O(1) rund synchronicznych.
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Lemat 3.13. Niech v € V(H), wtedy zbior next(v) moze byé podzielony na co
najwyzej cztery zbiory A', A%, A3 A* takie, Ze kazdy z nich indukuje klike w H.

Dowdd. W przypadku, gdy v = £(H) teza twierdzenia bezposrednio wynika z de-
finicji £(H).

Zatozmy ze v # {(H) oraz v € dis;j(H) dla j > 0. Podzielmy koto o srodku w v
i promieniu 1 na szes¢ czesci A, A", Al A% A3 A* zdefiniowane przez wspotrzedna
wierzchotka prev(v) (w sposob przedstawiony na rysunku 3.2). Dwie z nich A’ oraz
A" zawarte sa w catosci w zbiorze N (prev(v)). Zauwazmy, ze N (prev(v)) i next(v)
sa roztaczne czyli N(prev(v)) C dis;j(H) U disj_1(H) U disj_o(H) i next(v) C
dis;j11(H), tak wiec wszystkie wierzcholki z next(v) leza w A U A% U A3 U A%
Poniewaz kazdy z A', A%, A3, A* ma $rednice geometryczng 1, stad newxt(v) moze
by¢ podzielony na cztery kliki. O

Rysunek 3.2. Dzielenie sasiedztwa wierzchotka v na kliki.

Niech G bedzie grafem i v € V(G). Oznaczmy przez G (v) sktadowa spéjnosci
grafu G, ktora zawiera wierzchotek v.

Przedstawmy teraz algorytm REGULARCLUSTERING znajdujacy regularne kla-
strowanie w jednostkowym grafie dyskowym.

Twierdzenie 3.14. Niech A > 1 bedzie dowolng statg @ H bedzie spojnym jednost-
kowym grafem dyskowym takim, Ze |V (H)| > X. Algorytm REGULARCLUSTERING
znajduje podzial H), H, ..., H) grafu H taki, Ze:

H|, Hi, ..., H sq parami rozlgcznymi, spdjnymi podgrafami grafu H,
_ UOéi <n V(H’L/) = V(H)7

A< |V(H))| <5bA—4,

Dla wszystkich 1 <i <n, A < |V(H])| <4X—3.

1
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REGULARCLUSTERING
Wejscie: Stata A i spojny podgraf H gratu UDG
Wyjscie: Graf H' ktérego sktadowymi spdjnosci sg regularne klastry.
(1) Znajdz £(H). Niech E' = () bedzie zbiorem krawedzi i niech H' oznacza graf
indukowany przez E’ .
(2) Znajdz dis(v,£(H)) dla wszystkich v € H uzywajac procedury BREADTHFIR-
STSEARCH.
(3) FOR j = diam(H) — 1 DOWN TO 0 DO:
Dla kazdego v € dis;(H) réwnolegle wykonaj
(a) dopoki istnieja dwa rézne wierzchotki w,w’ € next(v) posiadajace cztery
ponizsze wtasnosci:
— ww' € E(H)
— H'(w ) # H' (w')
— [V(H {w ))| <A
— [VH (W) <A
to ustaw £’ := E' Uwuw'.
EPY = p.
(b) jezeli wy,wsy ... w, € next(v) jest zbiorem wierzchotkéw o dwdch poniz-
szych wlasnosciach:
— dla kazdego 1 < i,j < ki # j zachodzi H' (w;) # H' (w;)
— dla kazdego 1 < i < k mamy |V (H' (w;))| < A
to podstaw E' := E' Uvw, Uvwy U ... U vwy.
E® .= p.
(4) Jesli j =01 |V(H'(£(H)))| < A wtedy potacz H' (€(H)) z dowolna sktadowa
H'\ H' ({£(H)) uzywajac jednej krawedzi.
(5) Zwr6é H' jako wynik.

Algorytm REGULARCLUSTERING dziala w O(diam(H)) synchronicznych rundach
w modelu LOCAL.

Dowaéd. Niech HJ/-(3a) bedzie grafem indukowanym przez E](-?’a) i niech HJ/-(%) bedzie
grafem indukowanym przez Ef’b). Najpierw udowodnijmy, ze po kroku (3a) iteracji
J-tej kazdy v € dis;(H) ma co najwyzej czterech sasiadéw wy, wa, w3, wy € next(v)
takich, ze dla kazdego 1 < ¢ < 4 zachodzi:
— Grafy H;(3a) (w;) sa parami rozlaczne.
/(3a
— |VEP (w:))| < A
Zal6ézmy nie wprost ze jest wiecej niz cztery wierzchotki o powyzszych wtasno-
Sciach. Zatem korzystajac z lematu 3.13 i zasady szufladkowej co najmniej dwa
z nich, powiedzmy w;, wy, lezalyby w tej samej klice co oznacza, ze w; i wy, pola-
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czone bylyby krawedziag w G. Poniewaz ’V /(3a) (w]))’ < A ’V 3a) <wk>)’ <\,
wiec w kroku (3a) algorytmu REGULARCLUSTERING wierzchotki w] z wy, zostaly
potaczone krawedzig w H co stanowi sprzecznosc.

Pokazmy teraz, ze jesli 0 < j < diam(H) wtedy w j-tym kroku algorytmu, dla
kazdego v takiego, ze dis(v,{(H)) > j, zachodzi:

— WVH™ )] < 4r -3
— Jesli |V(H]'-(3b) ()| < A, wtedy Jueais,; () takie, ze w € V (Hl(?’b) <v>)

Zauwazmy, ze jesli w kroku (3a) polaczymy kl“aWQdZIBd dwie sktadowe wielkosci
mniejszej niz A, wtedy stworzymy sktadows wielkosci co najwyzej 2\ — 1. Poniewaz
w kroku (3b) taczymy co najwyzej cztery sktadowe wielkosci mniejszej niz A, zatem
tak utworzona sktadowa sktada sie z co najwyzej 4\ — 3 wierzchotkéw.

Aby udowodnié¢ drugg wtasnosé wystarczy pokazad, ze jesli istnieje w € V (H ]'(fll’))
takie, ze ‘V ( j+1) (w >)‘ < A\, wtedy w j-tym kroku w zostanie z pewno$cig dodany

do sktadowej z wiecej niz A wierzchotkami w kroku (3a) lub zostanie potaczony
z prev(w) € V (H'(Sb))

Ostatnia obserwacja jest to, ze w kroku (4) taczymy sktadowa wielkosci mniej-
szej niz A, ze sktadowa o wielkosci pomiedzy A i 4\ — 3. Tak wiec otrzymamy
doktadnie jeden klaster H| taki, ze A < |V (H{))| < bA—4. Pozostala cze$¢ klastrow
oznaczmy przez Hi, Hj, ... H).

Udowodnijmy teraz ztozonosé czasowa. Zauwazmy, ze kroki (3a) i (3b) algoryt-
mu REGULARCLUSTERING moga by¢ zaimplementowane w statej liczbie krokéw
synchronicznych. Implementacja ta przebiega nastepujaco:

— Poczatku wszystkie wierzchotki z N(v) N dis;11(H) wysytaja do v informa-
cje o swoich wspoétrzednych i wielkosci ich sktadowych (wielko$é sktadowych
obliczana jest podczas j + 1-tej iteracji).

— Nastepnie v w statej liczbie rund uruchamia lokalnie krok (3a) i (3b).

— Na zakonczenie v wysyla do wierzchotkow z N(v) N dis;11(H) informacje
o tym ktére z nich majg sie potaczyé¢ krawedzia z H'.

Oznacza to, ze liczba rund synchronicznych, potrzebnych do wykonania algorytmu
jest réwna O(diam(H)). O

Twierdzenie 3.15. Niech ¢ > 1 ¢+ A > 1 bedzie pewng stalg. Niech G bedzie
spojnym jednostkowym grafem dyskowym takim, ze|V(G)| = Ae. W modelu LOCAL
istnieje rozproszony algorytm znajdujgcy podziat G na klastry o wielkosci pomiedzy
A a 5\ —4. Algorytm ten dziata w O(log(cA)((c\)* +1log* |V (G)|)) synchronicznych
rundach. W modelu LOCAL+COORD czas jego dziatania mozna przyspieszy¢ do
O((cA\)?) rund synchronicznych. Co wiecej liczba klastréw o rozmiarze wigckszym
niz 4\ — 3 stanowi O(1/c) frakcje liczby wszystkich klastrow.
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Dowdéd. Zauwazmy, ze z twierdzenia 3.11 wiemy jak w spos6b rozproszony mozna
znalez¢ podzial jednostkowego grafu dyskowego na klastry Hy, Hs, ... H; o naste-
pujacych wlasnosciach:

1. Kazdy H; jest spdjny,

2. Dla kazdego 1 < i <[ mamy c\ < |V (H,)|,

3. Dla kazdego 1 < i <[ mamy diam(H;) < 4(cA) + 2
(diam(H;) < 6cA w modelu LOCAL+COORD).

Klastrowanie to moze by¢ znalezione w O(log(cA)((cA)* + log* |V (G)])) synchro-
nicznych rundach (O((cA)?) rundach w modelu LOCAL+COORD).

Dla kazdego z otrzymanych klastrow uruchamiamy rownolegle algorytm RE-
GULARCLUSTERING. Z twierdzenia 3.14, kazdy klaster H; moze by¢ podzielony na
regularne klastry, z ktérych co najwyzej jeden ma wielko$¢ pomiedzy 4\ —3 a bA—4
natomiast reszta ma wielko$¢ pomiedzy A and 4\ — 3. Ten podziat dla konkretnego
klastra H; zajmuje O(diam(H;)) synchronicznych rund. Poniewaz kazdy H; ma co
najmniej cA wierzchotkéw, to liczba klastréw o wielkosci pomiedzy 4\ — 3 a 5\ — 4
jest O(1/c) frakcja wszystkich klastrow. O

Pokazemy teraz, ze ograniczenia 5\ — 4 nie mozna poprawi¢. Dokladniej, po-
damy przyktad jednostkowego grafu dyskowego, dla ktorego nie istnieje podziat na
klastry Hj, H), ... H| takie, ze kazdy H] jest spojny oraz dla kazdego 1 < i <
mamy A < |V(H])| < 5\ — 4.

Rozpatrzmy graf z zaprezentowany na rysunku 3.3, zawierajacy jeden wierz-
chotek v, potaczony z piecioma klikami K,_;. Kliki te znajduja sie w odlegtosciach
co najmniej 1 od siebie (nie ma pomiedzy nimi krawedzi). Poniewaz kazdy klaster
jest wielkosci wiekszej niz A, to kazda K, _; musi by¢ potaczona z v. Otrzymujemy
w ten sposéb jedna sktadowa o wielkosci doktadnie 5(\ — 1) + 1.

Prezentowany algorytm mozna zmodyfikowac tak, zeby konstruowat on regular-
ne klastrowanie w dwoéch istotnych klasach graféow: grafach ograniczonego stopnia
i grafach ograniczonego wzrostu. Najpierw zdefiniujmy potege grafu. Pojecie to
potrzebne bedzie w dalszych definicjach i dowodach.

Definicja 3.16. Niech k bedzie ustalong statq i G bedzie grafem. G* jest k-tq potegq
grafu G jesli V(G*) = V(G) oraz krawedzie w G* tgczq te pary wierzchotkéw, ktére
oddalone sq od siebie w G o co najwyzej k.

Niech A bedzie maksymalnym stopniem grafu G. Pokazemy teraz jak rozsze-
rzy¢ algorytm REGULARCLUSTERING na klase grafow ograniczonego stopnia, czyli
grafow, w ktorych A jest ograniczona przez stala.
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Rysunek 3.3. Na tym przykladzie A = 6.

Uwaga 3.17. Niech d bedzie stalq i G bedzie grafem ograniczonego stopnia. nie-
znacznie modyfikujgc algorytm z twierdzenia 3.15 uzyskujemy rozproszony algorytm
konstruujacy reqularne klastrowanie G w O(log™ n) rundach synchronicznych.

Dowéd. Najpierw zauwazmy, ze maksymalny zbiér niezalezny w G<¢ | gdzie G¢
jest d-ta potega grafu G, jest (d + 1, d)-silnym zbiorem w G. W pracy [31] Gold-
berg, Plotkin i Shannon wskazali rozproszony algorytm deterministyczny znaj-
dujacy maksymalny zbiér niezalezny w czasie O(log A(A? + log*n)) rund syn-
chronicznych. Stad uzywajac procedure z [31], mozemy znalezé maksymalny zbiér
niezalezny w G w czasie O(log A%(A% +log* n)) rund synchronicznych. Tak wiec
modyfikacja algorytmu REGULARCLUSTERING, polegajaca na dowolnym wybraniu
wierzchotka {(H) sprawi, ze uzyskamy algorytm znajdujacy podzial G na klastry
o wielkodciach pomiedzy d a A(d — 1) + 1. Podzial ten zajmie O(d(A%? +log* n))=
O(log* n) synchronicznych rund. [

Wskazmy ponizej jak rozszerzy¢ przedstawiony wynik do klasy graféw o ogra-
niczonym wzroscie.

Definicja 3.18. Niech N7 (v) bedzie zbiorem wszystkich wierzchotkéw odleglych
o co najmniej v krokéw od v. Graf G = (V, E) jest ograniczonego wzrostu, jesli
istnieje wielomianowa funkcja f(r) taka, Ze dla kazdego wierzcholka v € V', wiel-
ko$é najwiekszego zbioru niezaleznego w grafie indukowanym przez N'(v) jest co
najwyzej f(r), Vrso. Funkcje f nazywamy funkcjq ograniczajgcq wzrost.

Klasa graféw ograniczonego wzrostu obejmuje wiele klas graféw. Sa nimi np.:
jednostkowe grafy dyskowe, quasi-jednostkowe grafy dyskowe (ang. quasi unit disk
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graphs) i jednostkowe grafy kulowe (ang. unit ball graphs). W pracy [64] Schneider
i Wattenhofer zaprezentowali rozproszony algorytm deterministyczny znajdujacy
maksymalny zbior niezalezny w grafach ograniczonego stopnia. Czas dziatania te-
go algorytmu wynosi O(log” n)-rund synchronicznych. Rezultat z [64] potaczony
z konstrukcja zawarta w uwadze 3.17 implikuje fakt.

Fakt 3.19. Niech G bedzie grafem ograniczonego wzrostu z dang funkcjg ograni-
czajgeq wzrost f. Mozemy skonstruowac podzial grafu G na spojne klastry o wiel-
kosciach pomiedzy d a f(1)(d — 1) +1 w O(log(d)(f(d)?* + log*n)) rundach syn-
chronicznych.

Dowdd. Niech G bedzie grafem ograniczonego wzrostu z funkcja ograniczajaca f.
Niech I = {vy,...,v;} bedzie najwiekszym zbiorem niezaleznym w G. Zauwazmy,
7e najwiekszy zbior niezalezny w grafie G4[I] (czyli podgrafie G¢ indukowanym
przez I) jest (d+1,d+1)-silnym zbiorem. Stad mozemy znalezé (d+1,d+ 1)-silny
zbior w grafach ograniczonego wzrostu w O(log f(d)( f(d)?+log* n))-synchronicznych
rundach. Poniewaz f(d) jest wielomianowe, czas potrzebny do tej konstrukeji jest
O(log(d)(poly(d) + log™ n)). O



4. Algorytmy kolorujace

4.1. Wprowadzenie

Jednym z podstawowych zagadnien dotyczacych sieci radiowych jest przydziat
czestotliwodcei. Jak juz wspomniane zostato w rozdziale 2.3, jesli dwa elementy sie-
ci nadaja rownoczesnie na tej samej czestotliwosci do trzeciego elementu, to moze
nastapi¢ interferencja i zaktocenie sygnatu. Jednym z rozwigzan tego problemu
jest dobranie czestotliwosci tak, aby dowolne dwa elementy sieci nadajace infor-
macje do jednego elementu miaty przydzielone rézne czestotliwosci. Naturalnym
pytaniem jest jak dobra¢ kanaty tak, aby zuzy¢ najmniejsza liczbe czestotliwosci
i unikna¢ zaktécen. Jest to tak zwany problem optymalnego przydziatu czestotli-
wosci. W tym rozdziale zajmiemy sie problemem z nim powigzanym, a mianowicie
zagadnieniem optymalnego kolorowania grafu reprezentujacego sie¢. Zauwazmy, ze
jesli réznym kolorom przypiszemy rozne czestotliwosci, to kolorowanie optymalne
wyznacza przydzial kanatow, w ktérym taczace sie wierzchotki majg rozne czesto-
tliwosci.

Rozdzial 4.2 poswiecony jest algorytmom rozproszonym kolorujacym grafy od-
powiadajace sieciom radiowym. W szczegdlnosci, zaprezentowane zostanie kilka
algorytmow rozproszonych, ktore znajduja stata aproksymacje optymalnego kolo-
rowania jednostkowych graféw dyskowych w statej liczbie synchronicznych rund.
Przeanalizujemy je pod wzgledem wspoétczynnika aproksymacji i zaktadanej mocy
obliczeniowej.

Rozdziat 4.3 po$wiecony zostanie modelowi sieci radiowej w ktérej nadajniki
moga zmniejsza¢ swoja moc. Pokazany zostanie rozproszony algorytm, ktéry przy-
dzieli moce do nadajnikéw w taki sposéb, ze sie¢ uzywa minimalnej (z doktadnoscia
do statej) liczby koloréw, pozostajac jednoczes$nie spojna. Algorytm ten dziataé
bedzie w stalej liczbie synchronicznych rund.

Czesé z prezentowanych rezultatéw zawarta jest w pracy [40].
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4.2. Kolorowanie grafow dyskowych w stalym czasie

Zagadnienie kolorowania sprowadza si¢ do problemu przyporzadkowania wierz-
chotkom liczb naturalnych (czestotliwosci radiowych) w ten sposéb, ze na przyle-
gtych wierzchotkach liczby sa rézne. Natomiast optymalne kolorowanie to takie,
w ktérym liczba uzytych koloréw (liczb) jest najmniejsza. W rozdziale tym przed-
stawione zostanie kilka bardzo szybkich algorytmow rozproszonych, ktore znajduja
state aproksymacje optymalnego kolorowania. Wszystkie prezentowane algorytmy
dziataja w naturalnym modelu sieci z komunikacja radiowa — na jednostkowych
grafach dyskowych (patrz definicja 1.2) w rozproszonym modelu obliczen LO-
CAL+COORD (patrz definicja 1.3).

Analizowane algorytmy réznig sie nie tylko pod wzgledem wspoétczynnikow
aproksymacji, ale takze zaktadanej mocy obliczeniowej wierzchotkow. Drugi z wy-
mienionych parametréw okresla, jakiego rzedu ztozonosci obliczeniowej problemy
rozwiazuje pojedynczy wierzchotek w jednej rundzie synchronicznej. Dla przykta-
du, jesli w jednej rundzie synchronicznej kazdy wierzchotek musi zebra¢ unikalne
identyfikatory (ID) wszystkich swoich sasiadow i wyznaczy¢ z nich maksimum, to
zakladana moc obliczeniowa wynosi O(A(G)).

W rozdziale tym zaprezentujemy cztery algorytmy rozproszone: THEKSAGONS,
GREEDYTHEKSAGONS, 4STRIPES, 3HEKSAGONS znajdujace w statej liczbie syn-
chronicznych rund kolorowanie jednostkowych graféw dyskowych. Algorytmy te
poréwnamy z trzema znanymi rozproszonymi algorytmami, ktére bedziemy nazy-
waé¢ DISCHARGINGMIS |LEXICOGRAPHIC i SMALLESTLAST.

Przedstawmy teraz porownania parametrow wszystkich siedmiu wymienionych
powyzej algorytméw. W ponizszej tabeli, jak rowniez w dalszej czesci rozdziatu
w(G) oznaczaé bedzie wielkosé najwiekszej kliki w grafie G, a x(G) — liczbe koloréw
w optymalnym kolorowaniu grafu G.

Nazwa algorytmu | Osz. gérne | Osz. dolne | Czas dzi. | Moc obl. | Wsp. | Per.
LEXICOGRAPHIC 3X(G) -2 QM(G) O(V(G)) O(CU(G)) + -
SMALLESTLAST 3X(G) -2 QW(G) O(V(G)) O(w(G)) - -
DISCHARGINGMIS 5x(G) —4 | Qw(G@) | OWw(@)) | Ow(@)) + -
THEKSAGONS 7x(G) Tw(G) 0(1) O(w(G)) + +
GREEDY THEKSAGONS 5x(G) — 4 w(G) 0(1) O(W(G)Q) + -
4STRIPES 4x(Q) 4w (@) O(1) O(w(G)S) + +
3HEKSAGONS 3x(@G) 3w(G) O(1) O(QW(G)) + +

Osz. gorne - Jest to oszacowanie gorne na liczbe koloréw uzytych przez dany algo-
rytm.
Osz. dolne - Jest to oszacowanie dolne na liczbe koloréw uzytych przez dany algo-
rytm.
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Czas dzi. - Okresla czas dziatania, czyli ilo$¢ rund synchronicznych potrzebnych
do znalezienia wyniku.

Moc obl. - Jest to zaktadana moc obliczeniowa w algorytmie.

Wsp. - Mowi czy algorytm wymaga znajomosci wspotrzednych.

Per. - Okredla czy mozna zoptymalizowa¢ rozwigzanie przy pomocy kolorowania
permutacyjnego.

Wigkszos¢ dotychezasowych badan dotyczacych kolorowania graféw dyskowych
skupiata si¢ na problemach konstrukcji algorytmow i ztozonosci obliczeniowej w kla-
sycznym modelu obliczen. W pracy [32] Gréf, Stumpf i Weilenfels pokazali, ze pro-
blem optymalnego kolorowania jednostkowych graféw dyskowych jest problemem
NP-trudnym. Pokazali rowniez, ze ograniczeniem dolnym na liczbe chromatyczna,
czyli minimalna liczbe koloréw potrzebna do poprawnego kolorowania jest w(G).
Z drugiej strony najlepszym znanym ograniczeniem goéornym na liczbe chromatycz-
ng w UDG jest 3w(G) — 2, zaprezentowane w pracy [32]. Pokazane w niej zostaly
dwa algorytmy kolorujace ze wspdtczynnikami aproksymacji 3. Algorytmoéw tych
jednak nie mozna zmodyfikowaé tak, aby dzialaly w krotkim czasie w modelu
rOZproszonym.

Przyktadem algorytmu dziatajacego w modelu rozproszonym jest algorytm de-
terministyczny zaprezentowany przez Parthasarathy i Gandhi w pracy [57]. Znaj-
duje on kolorowanie UDG 5x(G) — 4 kolorami w O(A log? n) rundach synchronicz-
nych. Zastosowana w nim metoda polega na znajdowaniu kolejnych maksymalnych
zbioréw niezaleznych w grafie i nadawanie im kolejnych koloréw. Z kolei w pracy
[64] J. Schneider i R. Wattenhofer zaprezentowali rozproszony algorytm determini-
styczny znajdujacy maksymalny zbior niezalezny w grafach ograniczonego stopnia.
Czas dziatania tego algorytmu wynosi O(log* n) rund synchronicznych. Korzysta-
jac z tego wyniku i stosujac metode analogiczna do zastosowanej w pracy [57]
mozna uzyskaé¢ kolorowanie UDG w O(Alog"™ n) synchronicznych rundach w przy
uzyciu 5x(G) — 4 koloréw.

W modelu rozproszonym, w ktorym wierzchotki znajg wspotrzedne, znalezienie
maksymalnego zbioru niezaleznego jest mozliwe w statej liczbie synchronicznych
rund dzieki wykorzystaniu algorytmu z pracy [17]. Z pracy tej wynika, ze w modelu
LOCAL+COORD mozna pokolorowa¢ UDG 5x(G) — 4 kolorami w czasie O(A).
W dalszych rozwazaniach algorytm ten nazywac¢ bedziemy DISCHARGINGMIS.
Z kolei w pracy [58] Peeters udowodnit, ze zachtanne kolorowanie w kolejnosci
leksykograficznej, czyli od wierzchotka o najmniejszej wspotrzednej x do wierz-
chotka o najwigkszej wspotrzednej z, daje w modelu LOCAL+COORD poprawne
kolorowanie przy pomocy 3w — 2 koloréw. Algorytm prezentowany w pracy [58]
nazywa¢ bedziemy LEXICOGRAPHIC.

Ostatni z algorytméw, ktéry bedziemy porownywaé do zaprezentowanych w tej
rozprawie nazwiemy SMALLESTLAST. Zostal on wprowadzony w pracy [15], w kto-

93



rej Couture, Barbeau, Bose, Carmi i Kranakis udowodnili, ze istnieje rozproszony
algorytm, ktéry w O(n) rundach synchronicznych znajduje kolorowanie UDG przy
pomocy 3w(G) —2 kolorow. Algorytm ten cisle bazuje na pracy [58], ale nie wyma-
ga by wierzchotki znaly swoje wspéhrzedne na plaszczyznie. Z pracy [15] pochodzi
rowniez oszacowanie z ktorego wynika, ze zachtanny algorytm kolorujacy uzywa
co najmniej Fw(G) koloréw (patrz rysunek 4.1) i co najwyzej 6w kolorow.

6

Rysunek 4.1. Oszacowanie na % , 5 oraz % aproksymacje optymalnej liczby kolorowania,

danego przez algorytm zachtanny.

Nie przedstawiono dotychczas wynikoéw dotyczacych oszacowan dolnych na wspot-
czynniki aproksymacji algorytméw LEXICOGRAPHIC i SMALLESTLAST. Luke te
wypetnia nasz lemat:

Lemat 4.1. Dia przykladu (wskazanego na rysunku 4.2) algorytmy LEXICOGRA-
PHIC oraz SMALLESTLAST dajg kolorowanie 2w(G) kolorami.

W przedstawionych pracach nie ma jednak wynikow przedstawiajacych algo-
rytmy kolorujace, ktore dziatajg w statej liczbie synchronicznych rund. Tymczasem
istnieje naturalna potrzeba stworzenia i analizy takich algorytmow ze wzgledu na
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Rysunek 4.2. Przyktad dla ktérego algorytm LEXICOGRAPHIC daje kolorowanie 2w(G)
kolorami.

zastosowania w rozlegtych sieci radiowych w ktorych zachodza dynamiczne zmia-
ny struktury. Zaprezentujemy cztery algorytmy rozproszone ktére w modelu LO-
CAL+COORD w statej liczbie synchronicznych rund znajduja stala aproksymacje
kolorowania UDG. Wedtug naszej wiedzy sg to pierwsze algorytmy kolorujace UDG
w tak szybkim czasie.

Pierwszy z prezentowanych algorytméw nosi nazwe 7THEKSAGONS.

THEKSAGONS
Wejscie: Jednostkowy graf dyskowy G.
Wyjscie: Poprawne kolorowanie G
1. Podzielmy plaszczyzne na 7 klas heksagonéw zgodnie z rysunkiem 4.3 (wartosé
a wynosi 1).
2. Dla kazdego wierzchotka v wykonaj rownoczesnie:
a) Niech i oznacza numer klasy heksagonu do ktorej nalezy v.
b) Oznaczmy przez P;(v) wierzchotki bedace sasiadami wierzchotka v znajdu-
jace sie w tym samym heksagonie co v.
¢) Wierzchotek v otrzymuje wszystkie identyfikatory ID wierzchotkéw P;(v).
d) v okresla liczbe wierzchotkéw z P;(v) ktoére posiadaja mniejsze ID niz v.
Oznaczmy te liczbe przez z,,.
e) v otrzymuje kolor 7z, + i.
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Rysunek 4.3. Podzial na 7 klas heksagonéw. Na przyktadzie a =1 b > 1

Twierdzenie 4.2. Algorytm THEKSAGONS koloruje jednostkowy graf dyskowy G
nie wiecej niz Tw(G) kolorami w stalej liczbie rund synchronicznych. Zaktadana
moc obliczeniowa w jednej rundzie to O(w(G)).

Dowdd. Zauwazmy, ze pierwszy krok algorytmu THEKSAGONS moze by¢ zrealizo-
wany w jednym kroku synchronicznym, gdyz kazdy wierzchotek zna swoje wspot-
rzedne. W zbiorze Pj(v) wszystkie wierzcholki pokoloruja sie réznymi kolorami.
Wiynika to z definicji liczby x, oraz tego, iz 7z, + ¢ jest funkcja réznowartosciowsa,
w zbiorze wierzchotkow z danego heksagonu. Jesli ¢ # j to v ma kolor 7x, + i
a w ma kolor 7z, + j. Stad ich kolory sg rézne modulo 7. Tak wiec jesli i # j
to nie bedzie takze konfliktéw koloréw pomiedzy Pi(v) oraz Pj(w). Zauwazmy
ponadto, ze kazdy P;(v) tworzy klike. Tak wiec maksymalny kolor uzyty w P;(v)
jest k = T|P(v)|+i < T|P(v)] + 7 < Tw(G). Poniewaz w algorytmie kazdy
wierzchotek musi poznac¢ swoje sasiedztwo i wyznaczy¢ w liczbe x,, wiec zaktadana
moc obliczeniowa wynosi A(G) < 6w(G). O

Algorytmem analogicznym do THEKSAGONS jest algorytm 3HEKSAGONS. Roz-
nica pomiedzy nimi polega na tym, ze dzielimy ptaszczyzne tylko na trzy klasy
heksagonéow o $rednicy 2 (patrz rysunek 4.4). Grafy indukowane przez heksagony
o Srednicy 2 nie stanowia klik, przez co optymalne kolorowanie wewnatrz nich
wymaga mocy obliczeniowej rzedu O(2¢(9)).

Uwaga 4.3. Algorytm 3HEKSAGONS koloruje UDG przy uzyciu co najwyzej 3w(Q)
koloréw. Algorytm ten dziata w stalej liczbie synchronicznych rund a zaktadana moc
obliczeniowa w jednej rundzie to O(2%().

Staly czas dziatania tej procedury wynika z faktu iz érednica UDG wewnatrz
heksagonu o boku 1 jest stata. Dowdd tego faktu przebiega analogicznie jak dowdd
lematu 2.7.
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Rysunek 4.4. Podzial ptaszczyzny na 3 klasy heksagonéw. Na rysunku a = 1.

3HEKSAGONS

Wejscie: Jednostkowy graf dyskowy G.

Wyjscie: Poprawne kolorowanie G

Podzielmy ptaszczyzne na 3 klasy heksagonow jak na rysunku 4.4.
Zdefiniujmy palety kolorow P, =1,4,7,..., P, =2,5,8,..., P3=3,6,9,....
Kazda sktadowa spdjnosci w kazdym heksagonie wybiera sobie lidera.

Ll

Kazdy lider zbiera informacje o swojej sktadowej (ograniczonej do heksagonu)
rozproszonym algorytmem przeszukiwania wszerz BREADTHFIRSTSEARCH.

5. Kazdy lider w heksagonie i-tej klasy korzystajac z zebranych danych znajduje
optymalne kolorowanie swojej sktadowej przy pomocy palety P;. Wynikowe
kolorowanie rozsyta rozproszonym algorytmem przeszukiwania wszerz BRE-
ADTHFIRSTSEARCH. (Rozproszona wersja procedury BREADTHFIRSTSEARCH
zostala zaprezentowana w rozdziale 2.2).

Istnieje mozliwos¢ zmniejszenia liczby koloréw uzytych w algorytmie THEKSA-
GONS dzieki zastosowaniu procedury kolorowania permutacyjnego (ang. permuta-
tive coloring). Kolorowanie permutacyjne zostalo opisane w pracy [32]. Najpierw
nalezy pokolorowa¢ wierzchotki z wszystkich heksagonéw ta sama paleta, to znaczy
zamiast funkcji 7z, + j nalezy wzia¢ funkcje z,,, a nastepnie poprawic¢ kolorowanie
dla kazdej pary klas heksagonéw przy pomocy kolorowania permutacyjnego.

Kolorowanie permutacyjne jako wejscie bierze dwa roztaczne podzbiory wierz-
chotkéw V i W grafu G wraz z ich kolorowaniem. Znajdujac maksymalne sko-
jarzenie w grafie dwudzielnym (V,W) permutuje kolory tak aby nie bylo kon-
fliktéw. Dobra aproksymacje takiego maksymalnego skojarzenia w stalej liczbie
synchronicznych rund mozna uzyskac¢ bazujac na twierdzeniu 3.9 z rozdziatu 3.2.
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Badania eksperymentalne zawarte w [32] pokazuja, ze dla wielu sieci UDG proce-
dura kolorowania permutacyjnego znaczaco poprawia wspotczynnika aproksymacji
kolorowania.

Przeanalizujemy teraz algorytm GREEDY7HEKSAGONS, ktory poprawia wspot-
czynnik aproksymacji algorytmu THEKSAGONS. Potrzebuje on wigkszej zaktadane;j
mocy obliczeniowe]j wierzchotkéw.

GREEDY7HEKSAGONS

Wejscie: Jednostkowy graf dyskowy G.

Wyjscie: Poprawne kolorowanie G

1. Podziel ptaszczyzne na 7 klas heksagonéw zgodnie z rysunkiem (4.3), gdzie
dtugos$¢ a wynosi 1.

2. FOR i:=1TO 7 DO:

a) Wybierz w kazdym heksagonie i-tej klasy lidera, czyli wierzchotek o naj-
mniejszym ID.

b) Kazdy lider przy pomocy procedury BREADTHFIRSTSEARCH pobiera infor-
macje o wierzchotkach w swoim heksagonie i kolorach ich sasiadéow (wierz-
cholki te moga by¢ juz poza heksagonem).

c) Lokalnie, kazdy lider koloruje zachtannie wszystkie wierzchotki w swoim
heksagonie uwzgledniajac wszystkie kolory ich sgsiadéw.

d) Kazdy lider rozsyta informacje o przydzielonych kolorach przy pomocy pro-
cedury BREADTHFIRSTSEARCH.

Twierdzenie 4.4. Algorytm GREEDYTHEKSAGONS koloruje UDG przy pomocy
co najwyzej 6w(G) —5 (5x(G) —4) koloréw w stalej liczbie synchronicznych rund.
Zakladana moc obliczeniowa w jednej rundzie to O(w(G)?)

Dowaod. Poniewaz heksagony z jednej klasy sa oddalone od siebie o co najmniej
1, wigc algorytm GREEDY7HEKSAGONS jest dobrze zdefiniowanym algorytmem
zachtannym. W pracy [32] udowodniono, ze kazdy zachlanny algorytm koloruje
UDG przy pomocy co najwyzej 6w — 5 kolorow. Dowodd ten korzysta z obserwa-
cji, ze sasiedztwo kazdego wierzchotka podzieli¢ mozna na szesé klik. Co wiecej
Erlebach i Fiala w pracy [20] pokazali, ze algorytm zachtanny na UDG uzywa
5X(G) — 4 koloréw. Ich dow6d bazuje na obserwacji, ze wielko$¢ maksymalnego
zbioru niezaleznego w sasiedztwie wierzchotka UDG jest co najwyzej 5.

Zaktadana moc obliczeniowa wynika z nastepujacego toku rozumowan:

— Whpierw kazdy heksagon wybiera swojego lidera. Wymaga to mocy oblicze-
niowej rzedu O(w(Q)).
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— 2-sasiedztwo badane przez lidera w kroku 2b zawiera co najwyzej O(w(G))
wierzchotkéw. Tak wiec zebranie informacji o wierzchotkach w 2-sasiedztwie
lidera i wyznaczenie listy wolnych kolorow dla kazdego wierzchotka wymaga od
lidera mocy obliczeniowej rzedu O(w(G)?).

— Wyznaczenie koloréw dla wszystkich wierzchotkéw w heksagonie wymaga
rowniez od lidera O(w(G)?) operacji.

]

W ostatnim z prezentowanych algorytméw kolorowania nazwanym 4STRIPES
wykorzystamy podziat jednostkowego grafu dyskowego na prostokaty szerokosci
réwnej v/3/2. Jak sic okazuje graf indukowany na wierzchotkach znajdujacych
sie w jednym prostokacie podziatu, moze by¢ pokolorowany w sposéb optymalny
w czasie wielomianowym.

Twierdzenie 4.5. Podgraf H jednostkowego grafu dyskowego indukowany przez
wierzchotki znajdujgce sie w prostokgcie o szerokosci co najwyzej /3/2 moze zostaé

pokolorowany optymalnie w czasie |V (H)|w(H)?.

Dowdéd tego twierdzenia znalezé mozna w pracy [32] (twierdzenie 4.6). Bazu-
je on na obserwacji, ze H jest grafem koporéwnywalnym i doskonalym, oraz na
konstrukcji maksymalnych przepltywéw w sieciach.

4STRIPES

Wejscie: Jednostkowy graf dyskowy G.

Wyjscie: Poprawne kolorowanie G

1. Rozpatrzmy podziat na 4 klasy prostokatow tak jak na rysunku 4.5.

2. Zdefiniujmy palety kolorow P, = 1,5,9,..., P, =2,6,10,..., P3=3,7,11,...,
Py =4,812,....

3. Kazda sktadowa spojnosci w kazdym prostokacie wybiera lidera.

4. Kazdy lider zbiera informacje o swojej sktadowej (ograniczonej do prostokata)
rozproszonym algorytmem przeszukiwania wszerz BREADTHFIRSTSEARCH.

5. Kazdy lider w i-tym prostokacie, korzystajac z twierdzenia 4.5, znajduje opty-
malne kolorowanie swojej sktadowej przy pomocy palety P;. Wynikowe kolo-
rowanie rozsylta rozproszonym algorytmem przeszukiwania wszerz BREADTH-
FIRSTSEARCH.
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Rysunek 4.5. Dtugos¢ a = natomiast b =1
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Twierdzenie 4.6. Algorytm 4STRIPES koloruje graf UDG przy uzyciu co najwyzej
4x(Q) kolorow w statym czasie. Zaktadana moc obliczeniowa w jednej rundzie to

O(w(G)?).

Dowaod. Dowdd poprawnosci kolorowania wynika z obserwacji, ze dwa prostokaty
znajdujace sie w tej samej klasie, sa odlegte od siebie o wiecej niz 1. Poniewaz klas
prostokatow jest 4 a kazdy z nich zostaje pokolorowany w sposéb optymalny wiec
uzytych koloréw jest co najwyzej 4x(G).

Wielkos¢ zaktadanej mocy obliczeniowej wynika z faktu, ze liczba wierzchotkow
w kazdym ograniczonym prostokacie jest O(w(QG)). O

4.3. Kolorowanie w modelu z kontrola mocy nadajnikow

W poprzednim rozdziale wspomnieliSmy, ze optymalne kolorowanie, jak réwniez
optymalny przydziat czestotliwosci, w jednostkowych grafach dyskowych uzywa co
najmniej w(G) > % koloréw, gdzie w(G) oznacza wielko$é najwiekszej kilki,
a A(G) maksymalny stopien w grafie G. Co wiecej z pracy [32] wynika, ze licz-
ba chromatyczna jednostkowego grafu dyskowego G, oznaczana przez x(G), jest
z gory ograniczona przez 3w(G). Dla gestych graféw wartosé w(G) moze okazaé
sie¢ bardzo duza. Z tego powodu nawet optymalne kolorowanie moze uzy¢ bar-
dzo duzo koloréw. Dlatego interesujacym zagadnieniem jest taka zmiana charak-
terystyki sieci, by stala sie ona rzadsza, a przez to tatwiejsza do pokolorowania.
Jednym z podejs¢ do tego zagadnienia jest zmiana mocy nadajnikéw w taki spo-
sOb, by promien zasiegu wierzchotkéow zmniejszyt sie. Idea takiej zmiany topo-
logii sieci byta rozpatrywana w kategoriach redukcji catkowitego zuzycia energii
w pracach [7],[39],[33],[47],[62],[65],[66],[67]. Zmniejszanie mocy nadajnikéw roz-
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patrywano réwniez w kategoriach zmniejszania liczby interferencji (patrz prace
6],]24],[55]). Oczywiscie zmniejszanie mocy nadajnikéw optymalizuje zuzycie ener-
gii w elementach sieci, a przez to wydtuza czas pracy tych elementow. Co wigcej,
procedura ta redukuje liczbe krawedzi w wynikowym grafie dyskowym, przez co
liczba chromatyczna grafu zmniejsza sie. Jednakze modyfikacja mocy nadajnikow
moze wplynaé negatywnie na sp6jnosc sieci. Po redukeji liczby potaczen, graf moze
zosta¢ podzielony i niektore wiadomosci moga nie zosta¢ dostarczone do adresatow.
Drugim negatywnym skutkiem zmniejszenia promienia zasiggu nadajnikoéw moze
by¢ znaczace wydhuzenie Sciezek, przez ktére musza przejsé komunikaty, by dotrzeé
do swoich adresatow.

W niniejszym rozdziale rozpatrywaé bedziemy problem kolorowania wierzchot-
kéw, oraz przydzielania czestotliwosci, w modelu sieci radiowej z dodatkowym za-
tozeniem dotyczacym zmiennej mocy nadajnikow. Pokazemy algorytm dziatajacy
w rozproszonym modelu obliczen na jednostkowych grafach dyskowych, ktory przy-
dziela nadajnikom odpowiednie moce oraz czestotliwosci radiowe w ten sposob, by
dwa wierzchotki nie nadawaty do jednego wierzchotka na tej samej czestotliwo-
sci. Zaktada¢ bedziemy, ze poczatkowo wszystkie kota odpowiadajace nadajnikom
majg ten sam promien. Algorytm DIMINISHPOWER, zmieniajgc moc nadajnika,
zmniejsza¢ bedzie obszar, w ktérym sygnal nadajnika jest styszalny, przez co koto
odpowiadajace zasiggowi nadawania zmniejsza swoj promien. Przypomnijmy, ze
zmniejszenie promieni pocigga za soba zmniejszenie liczby czestotliwosci niezbed-
nych do przydzielenia. Wynika to z faktu, ze sie¢ staje sie rzadsza. Z drugiej strony
nadmierne zmniejszenie mocy niektorych nadajnikéw moze doprowadzi¢ do sytu-
acji, gdy pierwotnie spojna sie¢ rozpadnie si¢ na czeéci, ktore nie beda mogty sie
ze soba komunikowac.

Nasz algorytm DIMINISHPOWER zmniejszy mocy nadajnikow bez utraty silnej
spojnosci wynikowego grafu, przy jednoczesnym zmniejszeniu liczby uzytych cze-
stotliwosci. Pokazemy ponadto, ze liczba uzytych czestotliwosci w przedstawionym
algorytmie jest najlepsza z doktadnoscia do statej multiplikatywnej.

Wedtug posiadanej przez nas wiedzy prezentowany algorytm jest pierwszym,
w ktorym koncepcja zmiany mocy nadajnikow jest rozpatrywana w sposob roz-
proszony i w terminach przydziatu czestotliwosci. Co wiecej, w analizie algorytmu
skupiamy sie nie tylko na liczbie uzytych koloréow, lecz takze na catkowitej energii,
ktora zostata zaoszczedzona w wyniku przedstawionej procedury.

Rozpocznijmy od zdefiniowania problemu przydziatu czestotliwosci. Kolorowa-
nie grafu nazywac¢ bedziemy przydziatem czestotliwosci jezeli dwa dowolne wierz-
chotki (nadajniki) v i w moga mie¢ ten sam kolor (przydzielona ta sama czestotli-
wosé) tylko wtedy gdy zachodza dwa warunki:
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1. Zaréwno wierzchotek v nie lezy w zasiegu wierzchotka w jak i odwrotnie, wierz-
chotek w jest poza zasiegiem nadajnika wierzchotka v.
2. Nie istnieje wierzchotek u taki, ze jest on w zasiegu nadajnikow v i w.

Zauwazmy, ze problem optymalnego przydziatu czestotliwosci réwnowazny jest pro-
blemowi optymalnego kolorowania kwadratu grafu (patrz definicja 3.16). Z kolei
ograniczajac sie tylko do pierwszego warunku, otrzymujemy klasyczny problem
kolorowania grafu.

Rozpatrywany algorytm pracowac¢ bedzie w rozproszonym modelu obliczen LO-
CAL+COORD (definicja 1.3) na jednostkowych grafach dyskowych (definicja 1.2),
w ktorych kazdy wierzchotek ma mozliwo$¢ zmiany zasiegu swojego nadajnika.

W zwigzku z tym dodatkowo dodajemy do grafu zalozenie, ze kazdy wierzcho-
tek ma mozliwos$¢ zmniejszenia promienia kota, ktore mu odpowiada. Wprowadzmy
wiec funkcje f : V(G) — (0, 1] przyporzadkowujaca wierzchotkowi, jego zreduko-
wany promien. Wartosé¢ f(v) mozemy interpretowaé jako moc nadajnika wierzchot-
ka v. Majac dany jednostkowy graf dyskowy G i funkcje f : V(G) — (0,1] mo-
zemy zdefiniowaé skierowany graf G (f) w nastepujacy sposéb: V(G (f)) = V(G)
i w G(f) krawedZ taczy wierzcholek v z wierzchotkiem w wtedy i tylko wtedy
gdy w jest zawarte w kole o promieniu f(v) i érodku w wierzchotku v. Formalnie
vw € E(G(f)) < |v,w|| < f(v). Istnienie krawedzi skierowanej vw w G (f)
mozemy interpretowac jako fakt, ze v moze wysta¢ wiadomosé bezposrednio do w
(w jest w zasiegu komunikacji wierzchotka v).

Gtowny algorytm DIMINISHPOWER znajduje funkcje f i przydzial czestotliwo-
Sci w ten sposob, ze wynikowy graf G (f) jest spdjny, a liczb uzytych czestotliwosci
jest znaczaco mniejsza, od liczby chromatycznej pierwotnego grafu G.

Aby sformalizowaé¢ wynik i przyszte dowody wprowadzmy dwie definicje. Mowi-
my, ze skierowany graf G (f) jest silnie spdjny, jesli dla wszystkich v, w € V(G (f))
istnieje skierowana $ciezka z v do w. Silna spdjnosé grafu G (f) implikuje mozliwosé
komunikacji pomiedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami w grafie G (f). Druga de-
finicja formalizuje pojecie sumarycznej energii zuzywanej przez wszystkie nadaj-
niki w sieci. Przez koszt energetyczny bedziemy oznaczaé wielkosé TE(G (f)) =
Svevc(sy f(v)? Idea zmniejszania kosztu energetycznego w sieciach radiowych
zostala opisana w pracach [63] i [49]. Podana tam definicja kosztu energetycznego
sumuje wartosci f w drugiej potedze. Wynika to z tego, ze w przestrzeni dwuwy-
miarowej zasieg transmisji jest rzedu pierwiastka mocy nadajnika.

Gléwna ideg algorytmu DIMINISHPOWER jest podzielenie ptaszczyzny na 7 klas
heksagonéw, przy czym kazdy heksagon ma $rednice geometryczna 1 (patrz rysu-
nek 4.6). Do kazdej z klas przypiszmy inng palete koloréw. Zauwazmy, ze podgraf G
indukowany przez wierzchotki zawarte w wybranym heksagonie tworzy klike. Ko-
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Rysunek 4.6. Podzial ptaszczyzny na 7 klas heksagonéw.

rzystajac z tej obserwacji bedziemy réwnolegle uruchamiaé procedure ONCLIQUE
na kazdym heksagonie. Procedura ta zmniejsza warto$¢ funkcji f wewnatrz heksa-
gonu i nadaje wierzchotkom z heksagonu kolory z odpowiedniej palety. Funkcja f
jest dobrana wewnatrz heksagonu w ten sposob, ze podgraf G (f) indukowany przez
wierzchotki z heksagonu jest silnie spdjny, a kolorowanie jest poprawne. Ostatnim
krokiem algorytmu DIMINISHPOWER jest potaczenie wszystkich heksagonéw i po-
prawne kolorowanie grafu G (f).

Udowodnimy, ze dla danego spdjnego jednostkowego grafu dyskowego G al-
gorytm DIMINISHPOWER znajduje w stalej liczbie rund synchronicznych funkcje
f:V(G) — (0,1] taka ze:

1. G (f) jest silnie sp6jny (twierdzenie 4.11),
2. G (f) jest poprawnie pokolorowany przy pomocy O (log (x(G))) koloréw (twier-

dzenie 4.12),

3. Koszt energetycznych grafu G (f) jest rzedowo réwny:

V(G)|
TE(G =0 || MIS(G)|log ————~—
@ (1) =0 (IMTs@)ox s
gdzie |MIS(G)| jest wielkoscig najwiekszego zbioru niezaleznego w G ( twier-
dzenie 4.3).

Dowod ztozonosci czasowej powyzszej procedury zawarty jest w twierdzeniu 4.14.

Oproécz kolorowania przedstawimy takze rozwigzanie problemu przydziatu cze-
stotliwosci (wniosek 4.15). Pokazemy réwniez jak przenie$é¢ protokét komunikacji
(ang. routing protocol ) z grafu G na graf G (f) (wniosek 4.16).

Poréwnajmy teraz nasz rezultat z wynikiem Fussen, Wattenhofer i Zollinger
zawartym w pracy [24]. W [24] zaprezentowano algorytm NCC, znajdujacy silne
spojny graf G (f), czyli graf ktéry spetnia warunek 1. W grafie G, (f) maksy-
malny stopien jest rzedu O(log(|V (G)])), podczas gdy w grafie G (f) maksymalny
stopien jest znaczaco mniejszy i jest rzedu O(log(w(G))). W dodatku w pracy [24]
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nie zostal rozwigzany problem przydzialu czestotliwosci i kolorowania jak réwniez
nie podano kosztu energetycznego. Algorytm NCC $cisle bazuje na z gory wybra-
nym wierzchotku, tak zwanym korzeniu, a jego rozproszona implementacja zajmuje
O(diam(G)) rund synchronicznych. Prezentowany przez nas algorytm jest znacznie
szybszy 1 zajmuje O(1) rund synchronicznych. Kolejna przewaga prezentowanego
algorytmu jest to, ze algorytm NCC nie pozwala zdefiniowa¢ szybkiego protokotu
komunikacji (patrz dla poréwnania wniosek 4.16). Co wiecej wierzcholki potaczone
krawedzia w grafie G moga znajdowac si¢ w odlegtosci O(diam(G) log(|V (G)])) od
siebie w grafie G (f). Podczas gdy w grafie G (f) odleglosé ta jest znaczaco
mniejsza i wynosi O(log(w(G))).

Przystapmy teraz do opisu naszego algorytmu. Najpierw zdefiniujmy procedure
ONCLIQUE ktéra stanowi czesé sktadowa gtownego algorytmu DIMINISHPOWER.
ONCLIQUE jednoczesnie wykonywana jest na wszystkich podgrafach indukowa-
nych przez heksagony. Poniewaz, jak juz wspomniano, kazdy heksagon indukuje
klike, zaktadaé wiec mozemy, ze wejéciowy graf K przedstawionego algorytmu jest
klika. Stad tez, informacja o catej klice moze by¢ wystana do jednego wierzchotka,
po czym cate lokalne obliczenia mogg by¢ wykonywane w tym wierzchotku.

Na potrzeby algorytmu ONCLIQUE wprowadzmy dodatkowa definicje. Méwimy,
ze vw jest podwdjnie skierowang krawedzig, jesli w skierowanym grafie G (f) istnieja
skierowane krawedzie z v do w i z w do v.

ONCLIQUE

Wejscie: Jednostkowy graf dyskowy K bedacy klika. Paleta P(K) koloréw.

Wyjscie: Graf dyskowy K (f) wraz z kolorowaniem.

(1) Niech i := 1, M; = V(K), f = 11 K (f)[M;] bedzie grafem indukowanym
przez zbiér wierzchotkow M.

(2) Dla wszystkich v € M; ustaw f(v) := minyenm, w 20 ||V, ||

(3) Koloruj graf K (f) [M;] uzywajac 5 nowych koloréw z palety P(K).

(4) Niech N bedzie podgrafem K (f) [M;] indukowanym przez wszystkie podwdjnie
skierowane krawedzie.

(5) i:=i+ 1.

(6) Oznacz przez M; zbior lideréw sktadowych spdjnosci grafu N.

(7) Jesli |M;| > 2 przejdz do kroku (2).

(8) Jesli M; = {v} to f(v) :=1 i pokoloruj v nowym kolorem z palety P(K).

(9) Zwréé K (f) [V(K)] wraz z kolorowaniem.

Nalezy podkresli¢, ze wykonanie kroku (3) procedury ONCLIQUE zawsze jest moz-
liwe. Wynika to z lematu 4.9, ktéry dowodzi, ze graf K (f) [M;] jest planarny.

64



W dodatku podkredlmy, ze graf N jest zawsze dobrze zdefiniowany. Znaczy to,
ze ma co najmniej jeden wierzchotek, a w konsekwencji dla wszystkich ¢ zbior M;
zawiera co najmniej jeden element.

Aby udowodnié¢ tg obserwacje wystarczy zauwazy¢, ze dla wszystkich M; ta-
kich, ze |M;| > 2 i dla funkcji f zdefiniowanej w punkcie (2) graf K (f) [M;] ma co
najmniej jedna podwdjnie skierowana krawedz. Z definicji f w K (f) [M;] kazdy
wierzchotek ma stopien wyjécia co najmniej jeden, stad w K (f) [M;] jest co naj-
mniej jeden cykl, badz krawedz podwdjnie skierowana. Co wigcej z definicji f kazdy
cykl w K (f) [M;] zawiera tylko podwojnie skierowane krawedzie. Méwiac precyzyj-
niej jesli vy, ..., v, 01 jest cyklem, wtedy mamy: f(v1) = mingen, w 20, ||V1, 0] =
v, v2|| = fve) = |vg,vs| = ... = f(v) = ||vg,v1]] = f(v1), stad wszystkie
powyzsze nierownosci sg rownosciami. Przez to wszystkie krawedzie w cyklu sa
podwojnie skierowane.

Wiedzac juz, ze algorytm ONCLIQUE jest dobrze okreslony, udowodnijmy kilka
jego wtasnosci.

Lemat 4.7. Niech V(K) = M; 2 My O M3 D ... D My bedzie ciggiem wszystkich
podzbiorow zbioru V (K) wygenerowanego przez algorytm ONCLIQUE. Wtedy dla
kazdego 1 < i < k zachodzi | M;| > 2 ‘M(Hl)’ oraz k <logy(|[V(K)|) i | Mg| = 1.

Dowdd. Poniewaz N jest podgrafem K (f) [M;] indukowanym przez pewne kra-
wedzie, wiec kazda sktadowa spdjnosci N zawiera co najmniej dwa wierzchotki.
M;.1 z kolei zawiera doktadnie po jednym wierzchotku z kazdej sktadowej spoj-
nosci N. Stad |M;| > Q‘M(Hl)‘ dla wszystkich 1 < i < k. W zwiazku z tym
mamy k < log,(|V(K)|). |My| = 1, poniewaz dla wszystkich i zbiér M; zawiera co
najmniej jeden element. O]

Lemat 4.8. Graf K (f) wygenerowany przez algorytm ONCLIQUE jest silnie spdj-
ny.

Dowdd. Niech V(K) = My O My O M3 O ... DO My = {m} bedzie ciagiem
podzbioréow V(K) wygenerowanym przez algorytm ONCLIQUE. Niech w = w;
bedzie dowolnym wierzchotkiem z V(K'). Musimy pokazaé, ze w K (f) [V (K)] po
ostatniej iteracji istnieje skierowana $ciezka z w do m. Laczac to z obserwacja, ze
w K (f) sa skierowane krawedzie taczace m ze wszystkimi innymi wierzchotkami
(wynika to z faktu ze f(m) = 1), otrzymamy silng sp6jnosé¢ wynikowego grafu.
W pierwszej iteracji kroku (2) ustawmy f(v) := mingeg,w 20 ||v, w|| dla wszyst-
kich v € V(K) = M. Z definicji f(v) kazdy wierzchotek v w K (f) [M;] ma stopien
wyjéciowy co najmniej 1. Zauwazmy, ze implikuje to istnienie skierowanej Sciezki
z w = w; do wierzchotka w/, ktory jest incydentny do pewnej podwdjnie skiero-
wanej krawedzi. Wystarczy wzia¢ ostatni wierzchotek w najdtuzszej skierowane;j
Sciezce zaczynajacej sie w w; 1 zauwazy¢ ze w) musi mie¢ sagsiada w tej Sciezce.
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Stad w) jest zawarty w skierowanym cyklu, a jak zauwazyliSmy wczesniej cykl
w K (f) [M,] zawiera same podwdjnie skierowane krawedzie. Jesli wq jest liderem
sktadowej spéjnosci NV, zdefiniowanym w kroku (4) podczas pierwszej iteracji, za-
wierajacej wi, wtedy istnieje skierowana Sciezka z w; do we € M.

Uzywajac tego samego argumentu, mozemy udowodnié¢, ze istnieje skierowana
Sciezka z w; € M; do w;yy € My w K (f) [M;] zdefiniowana w i-tej iteracji.
Poniewaz f(v) w nastepnych iteracjach moze co najwyzej wzrastaé, stad potaczenie
Sciezek prowadzacych z w = wy do we, z we do ws, ..., z wg_1 do wx = m tworzy
skierowana $ciezke w wynikowym grafie K (f) [V (K)].

O

lo, " < o, wl| and fjw, w'l| < v, wl]

Rysunek 4.7. ||v,w’|| < [Jv, V||

Lemat 4.9. Algorytm ONCLIQUE znajdugje kolorowanie grafu K (f) uzywajgce co
najwyzej 5log,(|V (K)|) kolorow z zadanej palety.

Dowdd. Najpierw zauwazmy, ze podczas i-tej iteracji algorytmu graf K (f) [M;] jest
planarny. W innym wypadku musiatyby istnie¢ w nim dwie krawedzi skierowane vv’
i ww' przecinajace sie nawzajem. Tak wiec z definicji f wynika, ze ||v, || < ||v, w||
i o, 0] < |Jv,w'|| oraz [|w,w'|| < |Jw,v| 1 ||w, | < [Jw,?|. Jesli zalozymy,
ze [|v, V|| < Jlv,w] i |Jw, @' < ||v,w| wtedy w' bedzie leze¢ w kolu o $rodku
v i promieniu réwnym ||v,v'|| (patrz rysunek 4.7). Tak wiec ||jv,w'|| < ||v,?']| co
stanowi sprzecznosc.

Jak wiadomo mozliwe jest pokolorowanie grafu planarnego przy uzyciu 5 ko-
loréw w czasie wielomianowym. Zatem w kazdej iteracji bedziemy uzywac co naj-
wyzej 5 nowych koloréw z palety. Jesli podczas iteracji zwiekszymy warto$é f(v)
wtedy w tej samej iteracji kolor v zmieni si¢. Bedzie to jednak kolor inny od tych
uzytych w poprzednich iteracjach. Stad wynikowe kolorowanie jest poprawnym
kolorowaniem grafu K (f). Korzystajac z lematu 4.7 uzyskujemy, ze jest co naj-
wyzej log,(|V(K)|) iteracji, stad kolorowanie uzywa co najwyzej 5log,(|V(K)|)
koloréw. O

66



Przypomnijmy, ze przez catkowity koszt energetyczny oznaczamy wielkos¢

TEG(f)= > [f)*

VeV (G(f))
Lemat 4.10. Dia grafu K (f), wygenerowanego przez algorytm ONCLIQUE
TE(K (f)) < 161og,(|V (K)I).

Dowdd. Niech V(K) = My O My O M3 O ... O M bedzie ciagiem pod-
zbioréw V(K) wygenerowanym przez algorytm ONCLIQUE. Niech 1 < ¢ < k

i {vl, Vg, ...,V ¢ = M;. Podczas i-tej iteracji podstawilismy
flv) = wej‘r}l_ig . |lv,w|| dla wszystkich v € M;,

stad f(vy) < o, vl 1 f(w) < ||vg, v dla wszystkich 1 < k # 1 < |M;]. Implikuje
to, ze f(v)/2 4+ f(u)/2 < ||vg, vy]| dla wszystkich 1 < k # | < |M;|. Tak wiec,
jesli oznaczymy poprzez c(v,r) koto o srodku w v i promieniu dtugosci r, wte-
dy wszystkie kota c(vy, f(v1)/2), c(va, f(v2)/2), ..., c(ving)s f (U‘M”) /2) sa parami
roztaczne. Co wiecej K jest klika, stad vy jest potaczone krawedzia ze wszyst-
kimi wierzchotkami w K. Poniewaz K jest jednostkowym grafem dyskowym, to
wszystkie wierzchotki z K sa zawarte w c(vq, 1). Implikuje to, ze wszystkie kota

c(vi, f(v1)/2), c(ve, f(v2)/2), ..., c(vg, f (U‘M”) /2) leza wewnatrz c(vq,2). Stad

mamy "
2 : f(“j) ’
2% > E 7T< 5 ) .

J=1

Tak wiec TE(M;) < 722 < 16.

Uzyjmy tego samego rozumowania dla wszystkich iteracji i dla wszystkich
wierzchotkéw v € V(K). Przypomnijmy, ze warto$¢ f(v) jest liczona tylko w jednej
iteracji. Tak wiec, skoro z twierdzenia 4.7 k < log,(|V (K)|), otrzymujemy, ze

TE(K(f)) <> TE( Z_: 16 = 16 log,(|V (K)]).

j=0
O

Wprowadzmy teraz gtéwny algorytm DIMINISHPOWER rozszerzajacy lokalne
rozwiazania wygenerowane przez ONCLIQUE na caty graf. W algorytmie tym dla
wszystkich ¢+ = 1,2,...7, zdefiniujemy C; jako zbiorow wszystkich sktadowych
spojnosci podgrafu indukowanego przez wszystkie heksagony i-tej klasy (patrz ry-
sunek 4.6). Naturalnie kazda za tych sktadowych spéjnosci jest klika indukowana
przez pewne wierzchotki z heksagonu nalezacego do i-tej klasy. Algorytm DIMINI-
SHPOWER przydzieli odpowiednim heksagonom roztaczne palety kolorow, wykona
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DiMINISHPOWER
Wejscie: Spojny jednostkowy graf dyskowy G
Wyjscie: Graf dyskowy G (f) wraz z kolorowaniem.

(1) Podziel zbiér wierzchotkéw G na 7 klas heksagonéw (jak na rysunku 4.6).
(2) Dla kazdego K € C; zdefiniuj palete koloréw P(K) jak nastepuje:

P(K)={zeN:z=1i (mod7)}.

(3) Niech C :=C;UCyU...UCq. Dla kazdego K € C réwnolegle wykonaj:

(a) Uruchom algorytm ONCLIQUE na grafie K i pokoloruj go uzywajac palety
P(K).

(b) Zdefiniuj K' := {K' € C : K' # K oraz Jyecv (k) wevxnkk' € E(G)}.
Oznacz grafy ze zbioru K’ jako K7, K, ... K-

(c) Dla kolejno 7 =0,1,...|K'| wykonayj:
(c1) Wybierz jeden wierzcholek w; € V(K taki, ze urev(xywjw) € E(G).
(c2) Pokoloruj w; biorac pierwszy kolor z palety P(K)
(c3) Ustaw f(w;) = 1.

rownolegle procedure ONCLIQUE, a nastepnie umozliwi komunikacje pomiedzy sa-
siednimi heksagonami.

Ponizsze twierdzenia wskazg, ze algorytm DIMINISHPOWER ma wszystkie wta-
snosci, ktore postulowalismy.

Twierdzenie 4.11. Majgc dany spojny jednostkowy graf dyskowy G jako wejscie,
algorytm DIMINISHPOWER znajduje graf dyskowy G (f), ktory jest silnie spojny.

Dowdd. Niech K, K’ € C. Korzystajac z lematu 4.8 i z faktu, ze podczas wykony-
wania DIMINISHPOWER w kroku 3(c) mozna tylko zwigkszy¢ promien wierzchot-
kéw z V(K) i V(K'), stad w wynikowym grafie G (f) podgrafy indukowane przez
wierzchotki z V(K) i V(K') sa silnie spojne. Co wiecej, jesli w G byty krawedzie
pomiedzy V(K) i V(K'), wtedy po kroku 3(c3) w G (f) jest co najmniej jedna
krawedz skierowana z V(K) do V(K') i co najmniej jedna krawedz skierowana
z V(K') do V(K). Stad jesli G byl spéjny, to G (f) jest silnie spdjny. ]

Twierdzenie 4.12. Majgc jako wejscie jednostkowy graf dyskowy G, algorytm D1-
MINISHPOWER znajduje poprawne kolorowanie grafu G (f) uzywajoc O(log(x(G)))
kolorow.

Dowdd. 7 lematu 4.9 wynika, ze w kroku (a) algorytmu DIMINISHPOWER, dla
kazdego K € C uzyjemy co najwyzej 5log,(|V (K)|) koloréw z palety P(K). Co

68



wiecej |K'| < 18 (patrz rysunek 4.6), stad dla dowolnego grafu K € C w kroku
3(c2) uzyjemy co najwyzej 18 koloréw z palety. Poniewaz jest doktadnie 7 palet oraz
dla dowolnej kliki K zachodzi |V (K)| < w(G), tak wiec podczas catego algoryt-
mu zostanie uzytych co najwyzej maxgec 7 (5log,(|V(K)|) + 18) = O (log(w(G)))
koloréw. Rezultat ten wynika z faktu, ze w(G) < x(G) < 3w(G) (patrz praca [32]).

Korzystajac z lematu 4.9 kolorowanie wygenerowane przez procedure ONC-
LIQUE jest wlasciwym kolorowaniem wynikowego grafu. Co wiecej w kroku 3(c),
jesli zmienimy promien kota odpowiadajacego wierzchotkowi, to kolorujemy ten
wierzchotek nowym kolorem, ktéry nie byl wezesniej uzyty w K. Stad, dla do-
wolnego K € C, kolorowanie wygenerowane przez algorytm DIMINISHPOWER jest
poprawnym kolorowaniem grafu G (f), indukowanego przez wierzchotki z V(K).
Aby dowies¢, ze to kolorowanie jest réwniez poprawnym kolorowaniem catego grafu
G (f) wystarczy zauwazy¢, ze w zasiegu komunikacji wierzchotkéow z K mieszcza
sie tylko wierzchotki z sasiednich heksagonéw (patrz rysunek 4.6). Wierzcholki te
maja nadane odmienne od K palety, wiec pokolorowane sg innymi kolorami niz
wierzchotkki z K. O

Twierdzenie 4.13. Biorgc jako wejscie spojny jednostkowy graf dyskowy G, al-
gorytm DIMINISHPOWER znajduje graf G (f) taki, Ze calkowity koszt energetyczny
G (f) jest rowny:

TG (1) = 0 (1Mrs@los () ).

gdzie |MIS(G)| jest wielkoscig najwiekszego zbioru niezaleznego w G.

Dowdd. Dla kazdego K € C, korzystajac z lematu 4.10 i faktu, ze w kroku 3(c) al-
gorytmu DIMINISHPOWER powiekszamy promien co najwyzej 18-tu wierzchotkom
otrzymujemy, ze dla funkcji f wygenerowanej przez algorytm DIMINISHPOWER
mamy:

TE(G(f) [V(K)]) < 16(logy(|V (K)]) + 18.

Stad

TE(G(f)) < >_ [16(log,(|V(K)]) + 18]

— 161og, (H |V(K)|> +18/C].

KeC

Zauwazmy teraz, ze |MI1S(G)| < |C| < 7|M1S(G)|. Wynika to z faktu, ze w kaz-
dym K € C jest co najwyzej jeden wierzchotek z M 1S(G) i mozemy skonstruowaé
niezalezny zbior wybierajac po jednym wierzchotku z heksagonéw z pierwszej klasy
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podzialu (patrz rysunek 4.6). Co wiecej dla dowolnych liczb dodatnich a; i liczby
catkowitej n zachodzi: ((a1 +as + ... +a,)/n)" > a1as ... a,. Stad:
V(G)|

c
TE(G (f)) < 16log, <‘C‘> +18[C]

< 16 - 7|MIS(G)|log, (%) + 18|C]

]

Twierdzenie 4.14. Algorytm DIMINISHPOWER moze bycé zaimplementowany
w rozproszonym modelu LOCAL+COORD w stalej liczbie rund synchronicznych.

Dowdd. Poniewaz zakladamy, ze kazdy wierzchotek zna swoje wspoélrzedne na
plaszczyznie, zatem krok (1) (czyli podzielenie na 7 klas heksagonéw) i krok (2)
(zdefiniowanie palet koloréw) algorytmu DIMINISHPOWER moga by¢ zaimplemen-
towane w jednej rundzie synchronicznej. Dodatkowo kazdy K € C jest klika, stad
informacja o calym grafie K moze by¢ wystana do jednego wierzchotka lidera w K.
Lider ten znajac caty strukture i wspotrzedne wierzchotkéw w swojej klice, lokalnie
uruchamia algorytm ONCLIQUE. Stad ONCLIQUE moze by¢ zaimplementowane
w czterech rundach synchronicznych. Sa nimi kolejno: wpierw wybieranie lidera,
nastepnie wysytanie mu catej informacji o heksagonie do ktorego nalezy, nastepnie
lider lokalnie uruchamia algorytm ONCLIQUE w koncu lider wysyla wszystkim
wierzchotkom z K wynik algorytmu. Ostatecznie |[K'| < 18, stad krok (d) sktada
sie z O(1) rund synchronicznych. O

Jak juz zostato wspomniane, przydziatl czestotliwosci jest problemem réwno-
waznym kolorowaniu kwadratu grafu. Aby otrzymaé¢ poprawny przydzial czesto-
tliwosci zmodyfikujemy nieznacznie dwa kroki algorytmu DIMINISHPOWER.

— W kroku (1) algorytmu DIMINISHPOWER podziel zbi6ér wierzchotkéw w G na
12 (zamiast 7) heksagonéw (patrz rysunek 2.2 lub rysunek 1 z pracy [35]).

— W kroku (3) algorytmu ONCLIQUE kolorujemy kwadrat grafu K (f) [M;] uzy-
wajac 37 koloréw (zamiast 5) z palety P(K), wykorzystujac przy tym zachtanny
algorytm kolorowania.

Obserwacja 4.15. Algorytm DIMINISHPOWER 2z powyZszymi zmianami tworzy
w stalej liczbie synchronicznych rund graf G (f) z wlasciwym przydziatem czesto-
tliwosci. Co wiecej uzywa on O(log(x(Q))) koloréw i ma wlasnosci opisane w twier-
dzeniu 4.3 1 twierdzeniu 4.11.

Dowdd. Po pierwsze, w podziale na 12 klas kazde dwa wierzchotki z dwéch réznych
heksagonéw z tej samej klasy sg od siebie odlegte o wiecej niz 2. Tak wiec nie ma
interferencji pomiedzy czestotliwosciami wierzchotkéw z roznych heksagondw.

70



Po drugie, w i-tej iteracji algorytmu ONCLIQUE graf K (f) [M;] ma maksymal-
ny stopien ograniczony przez 6. Wynika to z obserwacji, ze minimalny kat pomiedzy
krawedziami z grafie K (f) [M;] jest . By tego dowies¢ przypusémy, ze istnieja
dwie skierowane krawedzie wv,w'v € E(K (f) [M;]) takie, ze kat Z(wvw') < %
i ||w,v]| > [|w,v| wtedy ||w,w'|] < ||w,v]. Otrzymujemy w ten sposob sprzecz-
nosé¢ z zatozeniem, ze wv € K (f) [M;]. Stad kwadrat grafu K (f) [M;] ma stopien
ograniczony przez 36. Ostatecznie uzywajac algorytmu zachtannego mozna poko-

lorowaé graf K (f) [M;] uzywajac 37 koloréw.

Podsumowujac, przydziat czestotliwosci wygenerowane przez zmodyfikowany
algorytm DIMINISHPOWER uzywa co najwyzej 12 (371og,(|w(G)|) + 18) kolordw.
O

Przedstawmy teraz w jaki sposob stworzy¢ protokét przekazywania informacji
(ang. routing protocol) w wynikowym grafie G (f).

Obserwacja 4.16. Jesli mamy dany protokét komunikacyjny w jednostkowym
grafie dyskowym G, wtedy mozemy zdefintowaé protokol komunikacyjny w grafie
G (f). Dokladniej, jesli protokdét komunikacyjny w G uzywa krawedzi vw, wtedy by
przekazaé w grafie G (f) informacje z v do w, uzyjemy skierowanej $ciezki, ktorej
konstrukcja zostata pokazana w dowodzie twierdzenia 4.11. Precyzyjniej jako wi
mozemy wziqé pierwszy wierzcholek z skierowanej $ciezki zaczynajgcej sie w w;,
incydentny do dwukrotnie skierowanej krawedzi w G (f) [M;] zdefiniowanej w i-tej
iteracyi.

Na zakonczenie niniejszego rozdzialu pokazemy, ze liczba chromatyczna, oraz
analogicznie przydzial czestotliwodci, grafu wygenerowanego przez algorytm Di-
MINISHPOWER jest optymalna z doktadnoscia do stalej. By to pokaza¢ udowod-
nimy, ze istnieje spéjny jednostkowy graf dyskowy G taki, ze dla dowolnej funk-
cji f: V(G) — (0,1] takiej, ze G (f) jest silnie spdjny, zachodzi x(G (f)) =
Q (log (\(@))).

Konstrukcja przyktadowego grafu bazuje na zbiorze Cantora. Niech zbior A;
bedzie zbiorem punktow koncowych odcinkéw powstalych w i-tym kroku kon-
strukcji zbioru Cantora. Formalnie rzecz ujmujac A; = {0,1}, Ay = {O, 32, 1},
A = {O, $,2,4,2 1.8 1} itd., jak pokazano na rysunku 4.8. Niech G bedzie jed-
nostkowym grafem dyskowym ze zbiorem wierzchotkéw odpowiadajgcym punktom

Ay, Jasnym jest, ze G jest klikg i ma doktadnie 2¥ wierzchotkéw.

Twierdzenie 4.17. Niech G bedzie jednostkowym grafem dyskowym o zbiorze
wierzchotkow Ay i f : V(G) — (0, 1] bedzie dowolng funkcjq. Jesli G (f) jest silnie
spdjny witedy, x(G (f)) = Q2 (log (x(G)))-
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Dowdd. Zdefiniujmy najpierw G{z1, x5} jako podzbiér wierzchotkéw grafu G ze
wspéhrzedna = pomiedzy x; a xo. Poniewaz G (f) jest spdjny, wiec istnieje co

najmniej jedna krawedz skierowana e; z v; € G (f) {2,1} dowy € G (f) {0, 3}. Bez

straty ogélnosci przyjmijmy, ze v, € G (f) %, g} ma kolor 1 (patrz rysunek 4.8).

Zauwazmy, ze skoro f(vi) > 5 to wszystkie pozostale wierzcholki z G (f) {3, 1} nie
moga mie¢ koloru 1. Analogicznie, istnieje co najmniej jedna skierowana krawedz

ex z vy € G(f){5,1} do wy € G(f){3,%}. Bez straty ogélnoéci przyjmijmy, ze
vy € G(f){%,1} i ma kolor 2 (patrz rysunck 4.8). Zauwazmy teraz, ze skoro
f(v2) > § to wszystkie inne wierzcholki z G (f) {§,1} nie moga mie¢ koloru 2.
Kontynuujac to rozumowanie, w kroku k-tym musimy uzy¢ co najmniej k koloréw
by poprawnie pokolorowaé G (f). Poniewaz G jest klika x(G) = V(G) = 2, tak

wiee ¥(G (f)) > log,(x(G)). =
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