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Wstep

Jednym z powszechnie znanych faktéw dotyczacych grafow prostych jest to,
ze w kazdym grafie istnieja co najmniej dwa wierzchotki tego samego stopnia
(dowdd tego faktu wynika bezposrednio z zasady szufladkowej).

Sytuacja zmienia sie¢, gdy krawedziom badz krawedziom i wierzchotkom
przypisujemy wagi bedace liczbami naturalnymi i rozpatrujemy wazone stop-
nie wierzchotkéw réwne sumom lub iloczynom wag incydentnych do nich kra-
wedzi, powiekszonych ewentualnie o wagi samych wierzchotkéw. W pracy roz-
patrujemy trzy roézne zwigzane z tym parametry grafowe: site nieregularnosci,
iloczynowa sit¢ nieregularnosci i totalna wierzchotkowsa site nieregularnosci.

Niech G bedzie grafem prostym bez sktadowych K5 iz co najwyzej jednym
izolowanym wierzchotkiem. Przyjmijmy, ze dana jest funkcja

w: E(G) —{1,2,...,s}

zwana wazeniem krawedzi. Wazony stopien wierzchotka v definiujemy jako
sume:

wde(v) =Y w(e).
esv
Wazenie nazywamy nieregularnym, gdy wazone stopnie wszystkich wierz-
chotkéw sa rézne. Sifa niereqularnosci s(G) jest réwna najmniejszej wartosci
s, dla ktorej istnieje nieregularne wazenie.
Wazone stopnie wierzchotkow mozemy réwniez zdefiniowaé jako iloczyny
wag przypisanych incydentnym krawedziom, a wigc opisaé je wzorem:

wde(v) = [ wle).
esv
W tym przypadku najmniejsza wartos¢ s gwarantujacg istnienie nieregu-
larnego wazenia okreslamy mianem iloczynowej sity niereqularno$ci i ozna-
czamy ps(G).
W trzecim przypadku graf prosty G moze posiada¢ sktadowe K5 i dowolng
liczbe izolowanych wierzchotkow. Tym razem wagi przypisujemy zaréwno
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krawedziom jak i wierzchotkom, a wigc rozpatrujemy wazenie
w: EG)UV(G) —{1,2,...,s}.

Wazony stopien definiujemy tym razem jako

wdg(v) = w(v) + > wle).
esv

Najmniejszag wartos¢ s, dla ktorej istnieje nieregularne wazenie, nazywa-
my totalng wierzchotkowq sitg niereqularnodci i oznaczamy tvs(QG).

W pracy przedstawione zostaty rézne rezultaty dotyczace wymienionych
parametrow. Kazdy rozdziat rozpoczyna sie wprowadzeniem, w ktérym poda-
na jest definicja parametru i krétki przeglad literatury. W kolejnych podroz-
dziatach przedstawione zostalty wyniki, ktorych autorem lub wspoétautorem
jest piszacy te stowa.

W rozdziale pierwszym podane zostaly gérne oszacowania tvs(G) dla do-
wolnych graféw (lemat 1.3, twierdzenie 1.2) i dla graféw, ktérych wierzchotki
mozna uporzadkowaé w pewien wskazany sposob (lemat 1.5 i twierdzenie
1.4). Ponadto wyprowadzone zostaly dokladne wartosci totalnej wierzchot-
kowej sily nieregularnosci dla laséw bez wierzchotkéw stopnia 2 (twierdzenie
1.8) i poteg cykli (twierdzenie 1.16).

Rozdziat drugi zawiera wyniki dotyczace sity nieregularnosci. W szczegdl-
nosci zostala w nim podana doktadna warto$¢ s(G) dla poteg cykli (twier-
dzenie 2.1).

W ostatnim rozdziale przedstawione zostaly wyniki dotyczace iloczynowe;j
sity nieregularnosci. Gtéwnymi rezultatami zaprezentowanymi w tym roz-
dziale sg gérne ograniczenia dla cykli i krat o wystarczajaco wielu wierzchot-
kach (twierdzenia 3.13 i 3.15). Ponadto zaprezentowano dolne oszacowania
ps(@G) dla cykli (obserwacja 3.9), gbrne oszacowania dla krétkich cykli (twier-
dzenie 3.12) i dokladne wartosci ps(G) dla gwiazd i grafow pelnych (fakty
3.513.6).

W calej pracy, jezeli nie bedzie powiedziane inaczej, V (G) oznaczaé bedzie
zbiér wierzchotkow grafu G, E(G) zbidr jego krawedzi, n liczbe wierzchotkéw,
n; liczbe wierzchotkéw stopnia ¢, a m liczbe krawedzi. Najnizszy stopien
wierzchotka oznaczaé bedziemy przez 0(G), zas najwyzszy przez A(G). Jezeli
nie bedzie watpliwosci odnos$nie tego, o ktory graf chodzi, we wszystkich
oznaczeniach pomijane bedzie oznaczenie grafu (G).



Rozdziat 1

Totalna wierzchotkowa sila
nieregularnosci

1.1 Wprowadzenie

Niech dany bedzie prosty nieskierowany graf G = (V, E). Przez jego totalne
wazenie rozumiemy odwzorowanie w : E' UV — N przypisujace dodatnie
liczby catkowite krawedziom i wierzchotkom G. Majac dane wazenie w oraz
e € E, veV, liczby w(e) i w(v) nazywamy odpowiednio wagq krawedzi e
i wagq wierzchotka v. Przez wazony stopien wierzchotka v rozumiemy wiel-
kos¢
wdg(v) = w(e) + w(v).
esv

Ponadto, wazenie w nazywamy nieregularnym, jezeli dla dowolnej pary wierz-
chotkéw ich wazone stopnie sg rézne. W [8] M. Baca i in. zdefiniowali para-
metr, zwany totalng wierzchotkowq sitg niereqularnosci, tvs(G), ktéry ozna-
cza najmniejsza wartosé s, dla ktorej istnieje nieregularne totalne wazenie G
za pomoca liczb ze zbioru {1,2,...s}.

W [8] podano doktadne wartosci tvs(G) dla pewnych rodzin graféw
(gwiazd, graféw pelnych, cykli, $ciezek i graniastostupéw) oraz dolne i gérne
ograniczenia dla dowolnych grafow.

W szczegdlnosei, autorzy wykazali, ze dla kazdego grafu zachodzg nierow-
nosci

{n—i—é(G)

A<G)+J < tws(G) < n+ A(G) — 26(G) + 1, (1.1)

co w przypadku graféw r-regularnych sprowadza sie do

1
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[n—kr

< <n— . :
r—l—l-‘ tvs(G)<n—r+1 (1.2)

W przypadku grafow, ktorych sktadowe maja co najmniej 3 wierzchotki,
wynik ten zostal wzmocniony do postaci

ts(G) <n—1-— {A?G_)ilw . (1.3)

Powyzsze wyniki zostaty poprawione przez J. Przybyto w pracy [30] dla

grafow rzadkich i graféow o duzym minimalnym stopniu. W ostatnim przy-
padku wykazano, ze dla dowolnych graféw prawdziwa jest nieréwnosc¢

n

tvs(G) < 325((;)

+8, (1.4)

za$ dla graféw r-regularnych nieréwnosé

tvs(G) < 8; +3. (1.5)

W nastepnym podrozdziale wykazemy, ze dla dowolnego grafu zachodzi
nieréwnos¢

tvs(G) < 3 { (1.6)

T+
(G)+3 '

Ponadto w dwoch kolejnych podrozdziatach podane zostana doktadne
wartosci tvs(G) dla pewnych rodzin laséw i poteg cyKkli.

1.2 Ogoblne oszacowania

We wspdlnej z M. Kalkowskim i J. Przybyto pracy [6] udowodnione zostato
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.1.
Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach © minimalnym stopniu 6 > 0. Wtedy

n

tvs(G) < 3 [5

|41
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Uzywajac podobnego argumentu, jak w [6], mozna udowodnié prawdzi-
wo$¢ mocniejszego oszacowania.

Twierdzenie 1.2.
Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach i minimalnym stopniu 6. Wtedy

n
tvs(G <3{}+1.
(@) <33 +3
Aby dowiesé¢ powyzszego twierdzenia, udowodnimy najpierw nastepujacy
lemat.

Lemat 1.3.

Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach i minimalnym stopniu 6 > 0.
Ponadto, niech b, i b. bedg dowolnymi liczbami catkowitymi i niech
A= {5131 Wtedy istnieje nieregularne totalne wazenie w grafu G takie,
ze w(v) € {by,...,b, +3\} dla v € V(G) i w(e) € {be,...,be + 3} dla
e € E(G).

Dowdéd. Ustawmy wierzchotki grafu G w dowolnym porzadku vy, ve, ..., vy,.
Dla dowolnego wierzchotka v; wszystkie przylegte do niego wierzchotki v; dla
J < i bedziemy nazywaé lewostronnymi sgsiadami v;, zas krawedz taczaca v;
z lewostronnym sasiadem okresla¢ bedziemy mianem lewostronnej krawedzi
v;. W analogiczny sposéb definiujemy prawostronnych sqgsiadow i prawostron-
ne krawedzie v; dla j > i. Niech A = [#5] (stad A0 > n — 3)).

Poczatkowo nadajemy wagi A\+b, wszystkim krawedziom i wagi b, wszyst-
kim wierzchotkom G. Pozadane nieregularne wazenie skonstruujemy w n
krokach, odpowiadajacych kolejnym wierzchotkom. W tym celu przypiszemy
kazdemu v; dwie wielkosci, p(v;), oznaczajaca docelowa warto$é jego wazone-
go stopnia, ktora nie bedzie ulega¢ zmianie gdy zostanie ustalona oraz s(v;),
oznaczajaca tymeczasowa wartoS¢ wazonego stopnia v;, ktéra moze sie zmie-
nia¢ w kazdym kroku algorytmu. Poczatkowo s(v;) = (A + b.)dg(v;) + b, dla
kazdego i, zas zadna z wartosci ¢(v;) nie jest ustalona.

W trakcie konstrukeji kazda z wag krawedzi bedzie modyfikowana co naj-
wyzej dwa razy, przy czym zawsze bedzie naleze¢ do zbioru {be,...,3A+b.}.
Wagi wierzchotkéw zostana wybrane ze zbioru {b,,...,3\+b,} po ustaleniu
wag wszystkich krawedzi. Aby zapewni¢ nieregularno$¢ wynikowego waze-
nia, w i-tym kroku ustalamy wartosé¢ ¢(v;) rézna od wszystkich ¢(v;), j <1,
w taki sposob, ze

p(v;) = 3A < s(vy) < (vy) (1.7)

dlaj=1,... 1.
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Zatézmy, ze mamy wykonac¢ i-ty krok i ze jak dotad wskazane warun-
ki sg spetnione dla wszystkich wierzchotkéw v;,j < i. Mozemy teraz dodac
dowolna liczbe ze zbioru {0,..., A} do wagi kazdej prawostronnej krawedzi
v; (nic nas nie ogranicza, gdyz wartosci ¢(v;) dla j > i nie zostaly jeszcze
ustalone). Do wagi kazdej lewostronnej krawedzi mozemy z kolei dodaé ta-
kg liczbe ze zbioru {—A\, ..., A\}), ze warunek (1.7) pozostanie spetniony dla
J < 1. W kazdym przypadku mamy do dyspozycji A+ 1 mozliwych modyfika-
cji (wliczajac dodanie 0, czyli brak zmiany wagi), wiec zachowujac wszystkie
ograniczenia mozemy ustali¢ wartosé s(v;) na Ad +1 > n — 3\ réznych spo-
sobow. Jest co najwyzej n — 1 wierzchotkéw v;, j < 4, z ustalong wartoscig
©(vj), wiec zasada szufladkowa gwarantuje nam mozliwos¢ wyboru takich
modyfikacji wag poszczegblnych krawedzi, ze uzyskana warto$¢ s(v;) = s*
bedzie spelnia¢ warunek ¢* — 3\ < s* < ¢* dla pewnego ¢* # ¢(v;), j < .
Ustalamy ¢(v;) = ¢* 1 dokonujemy modyfikacji wag krawedzi incydentnych
z v; gwarantujacych, ze s(v;) = s*.

Niezaleznie od dokonywanych modyfikacji wag krawedzi, warunek (1.7)
jest speliony po kazdym kroku algorytmu. Pozostaje pokazaé, ze wagi kra-
wedzi stale naleza do zbioru {b.,...,3\ + b.}. W tym celu zauwazmy, ze
poczatkowo kazda krawedZ e ma wage A + b.. Nastepnie waga ta jest zmie-
niana co najwyzej dwukrotnie - raz, gdy e jest krawedzia prawostronna (wte-
dy dodajemy do niej liczbe ze zbioru {0,...,A}) i raz gdy jest krawedzia
lewostronna (wtedy dodajemy do niej liczbe ze zbioru {—\, ... A}).

Ostatecznie, po n-tym kroku, dodajemy do wagi kazdego wierzchotka v;
(dotychczas réwnej b,) liczbe catkowita x = ¢(v;)—s(v;), ktéra zgodnie z (1.7)

nalezy do zbioru {0,...,3A}. W ten sposob ostateczne wagi wierzchotkéw sa
liczbami ze zbioru {1,..., A+ 1}. To konczy dowdd, gdyz wszystkie wartosci
©(v;) sa rozne. O

Dowéd twierdzenia 1.2. Istnienie odpowiedniego nieregularnego wazenia
wynika wprost z lematu 1.3. Aby je skonstruowac¢ podstawiamy

b, =0b. = 1.
[l

Oszacowanie z twierdzenia 1.2 mozna poprawic¢, jezeli wierzchotki grafu
da si¢ uporzadkowac¢ w taki sposob, aby kazdy z nich miat odpowiednio duzo
sasiadow wsrod wierzchotkéw o nizszych indeksach.
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Twierdzenie 1.4.
Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach © minimalnym stopniu . Jezeli ist-

nieje uporzgdkowanie jego wierzchotkow vy, vy, ..., v,_1 spetniajgce warunek
01
‘N(Ui)ﬂ{vo,...,’(]i_l}l > g —1, (].8)
to
tvs(G)<2{ n -‘—1-1
T '

Aby udowodni¢ powyzsze twierdzenie, wykazemy najpierw prawdziwosé
nastepujacego lematu.

Lemat 1.5.

Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach i minimalnym stopniu 6 > 0. Po-
nadto, niech b, i be bedq dowolnymi liczbami calkowitymi, 0 < o < 1 liczbg
rzeczywistq i niech A = ﬁ} Zatozmy, ze istnieje takie uporzgdkowanie
wierzchotkéow G (vg, vy, ...,v,_1), 2e dla kazdego i € {1,2,...,n— 1} zacho-

dzi:

|N(Ul) N {Uo, ces ,Ui_1}| =

adl
—| -1 1.
o1 (19)
gdzie N(v) oznacza zbior sgsiadéw wierzchotka v.

Wtedy 1stnieje niereqularne totalne wazemie w grafu G takie, zZe
w(v) € {by,...,by, +2A} dla v € V(G) i w(e) € {be,...,be + 2A\} dla
e € E(G).

Dowéd. Dowodd przebiega podobnie do dowodu lematu 1.5 | wiec niektore
jego fragmenty zostaly przedstawione w skrotowej formie. Jezeli jakie$s po-
jecie nie zostalo zdefiniowane na nowo, przyjmujemy, ze aktualna jest jego
dotychczasowa definicja.

Ustawmy wierzchotki grafu G w porzadku vy, vy, ..., v,_1, spelniajacym
warunek 1.9. Oznaczmy liczbe lewstronnych sasiadéw v; przez dg(v;). Z za-
lozenia wynika, ze dg(v;) > [‘%ﬂ — 1. Niech A = [ﬁ} Poczatkowo nada-
jemy wagi A + b, wszystkim krawedziom i wagi b, wszystkim wierzchotkom
G. Nieregularne wazenie skonstruujemy w n krokach, przypisujac kazdemu
v; wartosci ¢(v;) 1 s(v;).

W trakcie konstrukeji kazda z wag krawedzi bedzie modyfikowana co naj-
wyzej raz, przy czym zawsze bedzie naleze¢ do zbioru {b,, ..., 2\ +b.}. Wagi
wierzchotkéw zostana wybrane ze zbioru {b,, ..., 2A+b,} po przypisaniu wag
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krawedziom. Aby to zapewnié¢, w i-tym kroku ustalamy warto$¢ ¢(v;) rézna
od wszystkich ¢(v;), j < i, w taki sposéb, ze

o(vy) = 20 < s(v;) < () (1.10)

dlaj=1,...,4.

Zatozmy, ze wykonujemy i-ty krok i ze wszystkie wymienione warunki
sg spelione dla j < ¢. Do wagi kazdej lewostronnej krawedzi dodajemy
taka liczbe ze zbioru {—\, ..., A}), Ze warunek (1.10) pozostanie spetniony
dla j < i. W kazdym przypadku mamy do dyspozycji A + 1 mozliwych
modyfikacji (wliczajac dodanie 0, czyli brak zmiany wagi), wiec mozemy
ustali¢ warto$¢ s(v;) na co najmniej Adg(v;) +1 > n — 2 réznych sposobow.
Jest doktadnie i wierzchotkéw v;, j < ¢, z ustalong wartodcia ¢(v;), wiec
zasada szufladkowa gwarantuje mozliwos¢ wyboru takich modyfikacji wag
poszczegdlnych krawedzi, dla ktérych uzyskana wartosé s(v;) = s* spehia
warunek ¢* — 2\ < s* < ¢* dla pewnego ¢* # ¢(v;), j < i. Ustalamy
©(v;) = ¢* 1 dokonujemy modyfikacji wag krawedzi incydentnych z v;, ktére
gwarantuja, ze s(v;) = s*.

Niezaleznie od dokonywanych modyfikacji wag krawedzi, warunek (1.10)
jest spelniony po kazdym kroku algorytmu. Ponadto zauwazmy, ze poczat-
kowo dowolna krawedz e ma wage A + b., ktéra nastepnie jest zmieniana co

najwyzej raz - poprzez dodanie liczby ze zbioru {—A, ..., A}), ostatecznie
wiec przyjmuje wartos¢ z pozadanego zbioru.
Odpowiedni dobor wag wierzchotkéw konczy konstrukcje. O

Dowéd twierdzenia 1.4. Istnienie odpowiedniego nieregularnego wa-
zenia wynika wprost z lematu 1.5. Aby je skonstruowaé¢ podstawiamy
by =0b.=a=1. O

Autor przypuszcza, ze dla kazdego grafu mozna znalezé szeregowanie
wierzchotkéw zgodne z warunkiem (1.9) ze stala v = 1 (czyli z warunkiem
(1.8)). Jezeli to przypuszczenie jest stuszne, to prawdziwa jest nastepujaca
hipoteza.

Hipoteza 1.6.
Niech G bedzie grafem prostym o n wierzchotkach i minimalnym stopniu §.

Wtedy

n
0+1

tvs(G) < 2 [ ] + 1.



ROZDZIAE 1. TOTALNA SIEA NIEREGULARNOSCI 7

Przykladem zastosowania twierdzenia 1.4 (czyli czeSciowym potwierdze-
niem hipotezy 1.6) sa grafy zlozone z roztacznych wierzchotkowo klik.

Stwierdzenie 1.7.
Niech G bedzie grafem postaci

G = OK(J')’
j=1

gdzie KU) =~ Ky, dla j=1,...,t. Niech 6 oznacza minimalny stopien grafu
G (6 = min;{n,;} —1). Wtedy

n
tvs(G) < 2 {(5+J + 1.
Dowdd. Bez straty ogdélnosci mozemy zatozy¢, ze ny < ny < --- < ng.
Porzadkujemy wierzchotki w nastepujacy sposob. Dla kazdego j, dowol-
nym n; wierzchotkom kliki KW przypisujemy indeksy kt + j — 1, gdzie
k=0,...,ny — 1. Dzigki temu, niezaleznie od indekséw przypisanych po-
zostalym wierzchotkom grafu G, otrzymujemy uporzadkowanie spetniajace
warunek (1.8), co konezy dowdd. O

1.3 Lasy

W pracy [8] M. Baca i in. podali oszacowania wartosci tvs(G) dla niektorych
drzew. W szczegdlnosci wykazali, ze totalna wierzchotkowa sita nieregular-
nosci Sciezki P, rowna jest

2
tus(P,) = ["; W , (1.11)
zas w przypadku gwiazdy K, wynosi
1
tos(K, ) = {"; W . (1.12)

Podali rowniez oszacowania dla drzewa T' o n; wierzchotkach stopnia 1 i bez
wierzchotkéw stopnia 2. Wykazali, ze takim przypadku zachodza nieréwnosci

2

Mozna pokazaé, ze dla pewnych klas laséw F'| rzeczywista wartosé tvs(F)
rowna jest podanemu wyzej dolnemu oszacowaniu. Ponizej przedstawiony zo-
stal dowdd nastepujacego twierdzenia (ten i kolejne rezultaty z tego podroz-
dziatu pochodza ze wspdlnej z M. Karonskim i F. Pfenderem pracy [7]):

Vl i 1} < tws(T) < ny. (1.13)
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Twierdzenie 1.8.
Niech F' bedzie dowolnym lasem o n wierzchotkach, z ny wierzchotkami stop-
nia 1, bez wierzchotkow stopnia 2 i bez izolowanych wierzchotkow. Wtedy

tvs(F) = [nl i 1-‘ :

2

Uwaga 1.9. Podczas ostatecznej redakcji niniejszej rozprawy ukazal sie ar-
tykut Nurdina i in. [27], w ktorym autorzy udowadniajg powyzszy rezultat dla
drzew. Przedstawiony przez mich dowod odbiega jednak od przedstawionego
ponizey.

Dowéd twierdzenia 1.8. W dalszej czesci rozdziatu przez V; oznaczamy
zbior wierzcholkéw stopnia i, a n; = |Vi|. Wierzcholki wiszace to wierzchotki
stopnia 1, krawedzie wiszgce to krawedzie incydentne z wiszacymi wierzchot-
kami. Pozostate krawedzie nazywamy krawedziami wewnetrznymi. Wierzchot-
ki stopnia wiekszego od 1 incydentne z krawedziami wiszacymi okreslamy
mianem wierzchotkéow zewnetrznych, zas pozostate wierzchotki stopnia wigk-
szego od 1 wierzchotkow wewnetrznych.

Niech dany bedzie las F'. Przyjmijmy na razie, ze kazda z jego sktado-
wych ma co najmniej 4 wierzchotki (sytuacje, gdy las zawiera sktadowe P,
przeanalizujemy pod koniec dowodu). Zalézmy, ze do jego totalnego wazenia
uzywamy liczb ze zbioru {1, 2, ..., s}. Wéwczas najnizszy i najwyzszy mozli-
wy do otrzymania wazony stopien wierzchotka v € V; wynosza odpowiednio
21 2s, zatem

tvs(F) > {nl i 1-‘ :

5 (1.14)

Oznacza to, ze aby udowodnié¢ twierdzenie wystarczy poda¢ konstrukcje
totalnego nieregularnego wazenia F' za pomoca liczb {1,2,..., [%ﬂw }.

Zacznijmy od zdefiniowania nastepujacych podzbioréw zbioru wierz-
chotkéw lasu F'. Niech C=V; oznacza zbiér wierzchotkow wiszacych, C; ;
(i1 =3,4, 7=0,...,1) zbiory wierzchotkéw stopnia i majacych doktadnie j
sgsiadéw w Cy, a C5; (j = 0) zbiory wierzchotkéw stopnia co najmniej 5
posiadajacych j sasiadéw w Cj. Ponadto, niech n; ; = |C; ;

Przedstawimy teraz dwa lematy, ktore zostana wykorzystane w dalszej
czesci dowodu.

Lemat 1.10.
Niech F bedzie lasem o ¢ sktadowych, z ktorych kazda ma co najmniej
4 wierzcholki. Niech n; =0 dla i =2 orazi > 3. Wtedy tvs(F) = P“THW
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Dowdd. Pokazemy konstrukcje nieregularnego wazenia przy uzyciu wag
ze zbioru {1,...,s = [},

W tym celu przypiszmy wszystkim wewnetrznym krawedziom wage s.
W drugim kroku wazymy wszystkie krawedzie skltadowych izomorficznych
z K 3 (czyli gwiazd o trzech wierzchotkach wiszacych) w nastepujacy sposéb.

Zaktadajac, ze liczba takich sktadowych wynosi c¢13, wazymy {%J z nich za

pomocay liczb xis—x, gdziex =1,. .., {%’J, oraz jednej wagi s, za$ pozostate

jedng waga z, gdzie x = {%J +1,...,c13 1 dwiema wagami s.

Nastepnie wazymy s — 2 L%J — [%W — 1 sposréd pozostatych wiszacych

krawedzi za pomoca liczb c¢13 +1,...,5 — {%”’J — 1, a wszystkim pozosta-
tym krawedziom przypisujemy wage s w taki sposob, aby kazdy zewnetrzny
wierzchotek nie nalezacy do sktadowej izomorficznej z K 3 byl incydentny
z co najmniej dwiema krawedziami z waga s. Jest to zawsze mozliwe, gdyz
kazdy taki wierzchotek jest incydentny albo z co najmniej dwiema wewnetrz-
nymi krawedziami, albo z dwiema krawedziami wiszacymi, ale w ostatnim
przypadku zawsze mozemy dobra¢ wagi tak, aby jednej z nich przypisa¢ wa-
ge s. Mozna réwniez zauwazyé, ze po zwazeniu krawedzi przedstawionym
sposobem doktadnie {%J zewnetrznych wierzchotkow nalezacych do sktado-
wych izomorficznych z K 3 jest incydentnych z jedng krawedzig o wadze s,
za$ sumy wag wszystkich incydentnych z nimi krawedzi sg réwne 2s. 7 kolei
s — {‘3173 — 1 < s — 1 pozostatych zewnetrznych wierzchotkow jest incy-
dentnych z dwiema krawedziami o wadze s, za$ wszystkie pozostate wierz-
chotki v € V5 z trzema takimi krawedziami. Zauwazmy, ze jest dokltadnie
n —2c—s+ |9 +1<n — s — 1 takich wierzcholkow.

Po zwazeniu krawedzi, zbiér wszystkich wierzchotkéw mozna podzieli¢
na cztery podzbiory. Pierwszym z nich jest zbior wszystkich wierzchotkow
incydentnych z krawedziami o wagach 1,2,...,s — 1. Nadajemy tym wierz-
chotkom wage 1, otrzymujac w ten sposéb s — 1 réznych wazonych stopni
ze zbioru {2,3,...,s}. Pozostale wiszace wierzcholki sa incydentne z krawe-
dzia o wadze s. Przypisujemy im rézne wagi ze zbioru {1,2,...,n; — s + 1},
otrzymujac w ten sposob, zaleznie od parzystosci ny, s — 1 réznych wazonych
stopni ze zbioru {s+1,s+2,...,2s — 1} albo s réznych wazonych stopni ze
zbioru {s+1,s+2,...,2s}.

Jezeli ktorys z zewnetrznych wierzchotkéw nalezacych do sktadowych izo-
morficznych z K 3 jest incydentny z krawedziami o wagach s, x i s—x, przypi-
sujemy mu wage z+1. Wierzchotkom incydentnym z krawedziami z wagami s,
s i x przypisujemy wage 1. W ten sposob wszystkie zewnetrzne wierzchotki
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incydentne z co najwyzej dwiema krawedziami o wadze s otrzymuja osta-
tecznie rézne wazone stopnie ze zbioru {2s+2,2s+3,...,3s} (niekoniecznie
wszystkie).

W celu zwazenia pozostatych wierzchotkéw (to znaczy wszystkich wierz-
chotkéw incydentnych z trzema krawedziami o wadze s) uzywamy réznych
liczb ze zbioru {1,2,n; — s — 1}, otrzymujac w zaleznosci od parzystosci

ni, rézne wazone stopnie nalezace do zbioru {3s 4+ 1,3s + 2,...,4s — 3}
albo rézne wazone stopnie nalezace do zbioru {3s + 1,3s + 2,...,4s — 2}
(niekoniecznie wszystkie). Oczywiscie otrzymane totalne wazenie lasu F' jest
nieregularne. O
Lemat 1.11.

W kazdym lesie F', w ktorym ny = 0:
(a) 2ns0 + n31 + Nag + 2144 < Ny — 2.

(b) 2n33 + 2n3s + n31 < Ny, a jezeli zachodzi réwnos$é, to ngz = 0 oraz
e =0,j>3k>0.

(c) 2ny < nq — 2.

Dowéd. Aby udowodnié¢ cze$é (a) zauwazmy, ze usuniecie dowolnego wierz-
chotka nalezacego do zbioru C3; wraz z jego wiszacym sasiadem i polacze-
nie dwoch pozostatych sasiadéow za pomoca krawedzi nie zmienia elementow
zadnego z pozostatych podzbioréw wierzchotkow lasu. Ponadto taka operacja
zmniejsza obie strony nieréwnosci o 1. Usuwamy kazda pare tego typu za-
wsze, gdy wystepuje w lesie F' (réwniez w sytuacji, gdy sie pojawi w wyniku
usuniecia jakiej$ innej grupy wierzchotkow).

Podobnie, mozemy usungé¢ dowolny z wierzchotkow v € Cy3 wraz z je-
go wiszacymi sasiadami. Jezeli jego czwartym sasiadem jest wierzchotek tej
samej klasy, usuwamy go rowniez wraz ze wszystkimi sgsiadami, zmniejsza-
jac lewa strone nieréwnosci o 2 i prawg o 6. Jezeli czwartym sasiadem jest
wierzchotek u € U3, usuwamy go rowniez i tagczymy dwoch jego pozostatych
sasiadow krawedzia, zmniejszajac obie strony nierownosci o 3. We wszystkich
pozostaltych przypadkach usuwamy wytacznie wierzchotek v wraz z wiszacymi
sgsiadami, zmniejszajac lewa strone nierownosci o 1 i prawg o 2. Zauwazmy,
ze v nie moze mie¢ sasiada u € C31, gdyz wierzcholki z tego zbioru sg usuwane
po kazdym kroku.

Ostatecznie, usuwamy wszystkie wierzchotki v € Cyy wraz z wiszacymi
sgsiadami zmniejszajac kazdorazowo lewsg strone nieréwnosci o 1 i prawg o 4.

Zgodnie z powyzszym, wystarczy pokazac, ze warunek 2nsy < ny — 2 jest
spetiony dla kazdego lasu, dla ktérego nz; = nyz = nyy = 0.
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W dowolnym drzewie liczba krawedzi jest o jeden mniejsza od liczby
wierzchotkéw, a jednoczesnie rowna potowie sumy ich stopni. Oznaczajac
maksymalny stopien przez A, a liczbe wierzchotkéw stopnia j przez n;, fakt
ten mozemy zapisaé¢ jako

A A
2( Do —1) =>_jny,
j=1 j=1
lub rownowaznie w nastepujacej postaci, wykorzystywanej w dalszej czesci
dowodu:

n1:2+§:(j—2)nj. (1.15)

Po usunieciu wierzchotkéw i krawedzi wiszacych z dowolnego lasu spet-
niajacego warunek ns; = n43 = nyy = 0 otrzymujemy nowy las o co najwyzej
ny; — 2 wierzcholtkach (patrz (1.15)), w ktérym kazdy wierzchotek nalezacy
w wyjsciowym lesie do zbioru C3g ma nadal stopien 3. Liczba takich wierz-
chotkéw nie przekracza 1/2n' — 1, gdzie n’ jest liczba wierzchotkéw nowego
lasu (wynika to ponownie z (1.15)). Ostatecznie wigc 2ngg < ny — 2.

Liczba sgsiadéw wierzchotkéw ze zbioru Csy U Cse U Cs3 nalezacych do Cf
jest rowna 3nszz + 2n3s + ng1 < ng, skad w prosty sposdb wynika druga
nieréwnos¢. Zauwazmy rowniez, ze jezeli zachodzi réwnosé, (1.15) implikuje,
ze jedynie C, C3g, C31 1 C32 moga nie by¢ puste.

Trzecia cze$¢ lematu wynika bezposrednio z (1.15). O

Powr6¢émy do dowodu twierdzenia. Rozpoczniemy od opisania wazenia
wierzchotkéw spoza zbioru C. Przedstawiona ponizej metode wazenia ilu-
struja rysunki 1.1 1 1.2 (krawedzie wiszace zostaly przedstawione za pomoca
ciagtych linii, za$ pozostate - przerywanych).

Do wazenia wierzchotkéw nalezgcych do poszczegdlnych zbioréw i incy-
dentnych z nimi krawedzi uzywamy wagi s oraz réznych wag x € {1,...,s}
iye{l,...,]s/2]}. Sposéb wyboru z i y dla réznych wierzcholtkéw zostal
opisany ponizej.

Wszystkim krawedziom incydentnym z wierzchotkami v € C3g przypisu-
jemy wage s, zas wierzchotkowi v jedna sposrod wag x.

W przypadku wierzchotkéw v € C3; uzywamy trzech wariantéw wazenia.
W pierwszym z nich wazymy wszystkie incydentne krawedzie za pomoca s,
zas$ v przypisujemy pewna liczbe . W drugim i trzecim przypadku przypisu-
jemy wage x krawedzi wiszacej i s pozostatym krawedziom. Réznica miedzy
wariantami 2 i 3 polega na tym, ze w pierwszym z nich wierzchotek v otrzy-
muje wage s, zas w drugim wage 1.
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Rysunek 1.1: Wagi krawedzi i wierzchotkow - zbiory Cly

Wierzchotki v € U3y wazymy liczbg 1. Jedna z incydentnych krawedzi
wiszacych otrzymuje wage s, zas druga wage x. Trzecia krawedz otrzymuje
wage S.

Wierzchotki v € Cs3 sa wazone na dwa sposoby. W pierwszym przypadku
przypisujemy v wage 1, zas krawedziom wagi s, s i . W drugim przypadku
wierzchotek v otrzymuje wage x, zas krawedzie wagi s, yi s —y + 1.

Kazdemu z wierzchotkow v € Cjo, 7 > 3, przypisujemy wage x, za$
wszystkim incydentnym krawedziom wage s.

Wierzchotki v € Cj;, 7 > 3, wazymy na dwa sposoby. Wierzchotkom
7 pierwszej grupy przypisujemy wage x, zas wszystkim incydentnym krawe-
dziom wage s. W drugim wariancie kazdy z wierzchotkéw v otrzymuje wage
s, wiszaca incydentna krawedz wage x, zas pozostale incydentne krawedzie
wage S.

Wierzchotki v € Cjo, j > 3, wazymy za pomocy s, jedng z incydentnych
wiszacych krawedzi za pomoca wagi x, zas wszystkie pozostale incydentne
krawedzie za pomoca wagi s.

Wierzchotki v € Cj3, 7 > 3, wazymy dwoma sposobami. W pierw-
szym wariancie jedna z incydentnych wiszacych krawedzi otrzymuje wage
x, za$ pozostate incydentne krawedzie i wierzchotek v wage s. W drugim wa-
riancie przypisujemy dwom sposrod incydentnych wiszgcych krawedzi wagi
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Rysunek 1.2: Wagi krawedzi i wierzchotkéw - zbiory Cix, 7 > 3

yis—y+ 1, pozostalym incydentnym krawedziom wage s, zas wierzchol-
kowi v wage z. Identycznie, jak w drugim wariancie, wazymy wierzchotki
v E Cj74, 7> 3.

Aby zakonczy¢, definiujemy wazenie wszystkich pozostatych wierzchot-
kow, czyliv € Cjg, j > 3, k > 4. W ich przypadku postepujmy w nastepujacy
sposéb. Grupujemy wiszace krawedzie po 4 (tak wiele, jak to mozliwe) i wa-
zymy kazda czwérke wedtug schematu przedstawionego dla v € Cj4, 7 > 3,
to znaczy dwom z krawedzi przypisujemy wagi y i s —y + 1, zas dwém pozo-
stalym wage s. Jezeli poza wyodrebnionymi czwérkami zostaly jeszcze jakie$
(czyli jedna, dwie lub trzy), uzywamy do zwazenia ich i incydentnego wierz-
chotka schematu takiego, jak do zwazenia odpowiednio jednej z klas Cj 1,
Cj2 albo O 3. Jezeli k jest podzielne przez 4 (czyli nie ma zadnej incydentnej
krawedzi poza wydzielonymi czwérkami), wazymy wierzchotek v za pomoca
wagi . Wszystkim pozostatym incydentnym krawedziom przypisujemy wage
s.

Teraz zdefiniujemy sposéb wyboru uzywanych powyzej wag x i y.

Wazymy [n;ak+3/2] lub [n;ar4+3/2] wierzchotkéw z klas Cjapys/2,5 >
3,k >0,1 [ns3/2] lub |ns3/2| wierzchotkéw z klas Cs3 uzywajac wariantu 1
wazenia i pozostate wierzchotki z tych klas uzywajac wariantu 2. W kazdym
przypadku wybieramy funkcje [.] lub [.] w taki sposob, aby ostatecznie
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liczby wierzchotkéw zwazonych przy uzyciu pierwszego i drugiego wariantu
roznity sie co najwyzej o 1. Po ustaleniu, ktére wierzchotki sg wazone drugim
sposobem, ustalamy rézne wartosci y dla nich i dla wszystkich wierzchotkow
z klas Cj 444,75 > 3,k > 0, w taki sposéb, aby wszystkie te wartosci spetniaty
warunek y < s/2. Liczby wiszacych wierzchotkéw z waga s i z waga y lub
s —y + 1 réznia sie o co najwyzej 1.

Nastepnie wybieramy [ns;/2] lub |ns; /2| wierzchotkéw z klasy Csy, ktod-
rym nadamy wagi pierwszym sposobem (wybieramy [.] albo |.] w taki spo-
sob, aby liczba wierzchotkéw z waga s i liczba wierzchotkéw z innymi wagami
réznity sie o co najwyzej 1). Oznaczmy sume tej liczby, liczby wierzchotkéw
z klasy Cy3 wazonych za pomoca wariantu 2 i liczby n4y +ngp przez n*. Jezeli
n* = [(n1 —4)/2], wazymy reszte wierzchotkéw z klasy Csy trzecim spo-
sobem. W przeciwnym przypadku (czyli gdy n* < |(ny — 4)/2]), wazymy
drugim sposobem | (n; —4)/2] —n* wierzchotkéw z klasy Csy, za$ pozostate
za pomoca wariantu 3.

Teraz wybieramy wartosci x w taki sposéb, aby wszystkie wartosci
z,yi(s—y+1) byly rézne.

Po przypisaniu wag w sposob przedstawiony powyzej, niezaleznie od
wyboru wartosci x dla poszczegdlnych wierzchotkdéw, wszystkie wierzchot-
ki v € C} maja wazone stopnie nalezace do zbioru {2, ..., 2s}. Zauwazmy, ze
jest n; < 2s — 1 takich wierzchotkéw. Mozemy rozréznic¢ ich wazone stopnie
przypisujac wage 1 kazdemu wiszacemu wierzchotkowi, do ktoérego przylega
krawedz z jedna z wag 1,...,s — 1 i rézne wagi ze zbioru 1,...,s wierz-
chotkom, do ktérych przylegaja krawedzie z waga s (jest to mozliwe, gdyz
liczby wierzchotkéw z waga s i réznymi wagami mniejszymi od s roéznig sie
co najwyzej o 1).

Mozna réwniez zauwazy¢, ze kazdy wierzchotek v € Cs3 U Csy 1 niekto-
re sposrod wierzchotkow v € (33 maja wazone stopnie nalezace do zbioru
{25 +2,...,3s}. Zgodnie z lematem 1.11 jest co najwyzej [(n;—1)/2] = s—1
takich wierzchotkow, zatem mozemy nada¢ ich wazonym stopniom roézne war-
tosci przypisujac im wtasciwe wagi . Wyjatek stanowi sytuacja, gdy wszyst-
kie wierzchotki lasu F' naleza do jednej z klas C}, C3; i Cs3. Jednak w tej
sytuacji istnienie nieregularnego wazenia zapewnia lemat 1.10.

Ostatecznie, pozostale wierzchotki v € (Y31, wszystkie wierzchotki
v € C30UCyy 1 czesé sposrod wierzchotkéw v € Cy3 majg rézne wazone
stopnie nalezace do zbioru {3s + 1,...,4s}. Zgodnie z lematem 1.11 jest
co najwyzej s takich wierzchotkéw, wiec mozemy rozrézni¢ ich wazone stop-
nie przypisujac im rézne wagi x.

Wiszystkie pozostate wierzchotki maja wazone stopnie rowne co najmniej
4s 4+ 1. Poniewaz jest ich co najwyzej s (lemat 1.11), réwniez ich wazone
stopnie przyjma rozne wartosci po odpowiednim wyborze wag x.
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Rozpatrzmy teraz sytuacje, gdy las F' zawiera k sktadowych P2(j ) P,

J=1,...,k k> 0. Do zwazenia pozostatej czesci lasu stosujemy algorytm
przedstawiony powyzej, co ’gwarantuje uzyskanie jej nieregularnego wazenia
ni1+1

za pomoca liczb 1,...,s = TW Co wiecej, mozemy tak wybra¢ wagi x iy,

zeby wiszace wierzchotki nie nalezace do sktadowych PQ(j ) mialy rézne wazone
stopnie ze zbioru {2,...,2s — 2k}, jest ich bowiem n; — 2k.

Kazda ze sktadowych P2(j), J =1,...,k, wazymy w ten sposob, ze kra-
wedzi przypisujemy wage s — k + 7, zas wierzchotkom wagi s — k + j — 1
i s —k+ j. Dzigki temu wazone stopnie tych wierzchotkéw przyjmuja rézne
wartosci ze zbioru {2s — 2k 4+ 1,...,2s}.

Poniewaz wierzchotki wewnatrz kazdego z podzbioréw majg rézne wazone
stopnie i ciagi stopni w poszczegdlnych podzbiorach sa roztaczne, otrzymane
wazenie jest nieregularne. [

Zauwazmy, ze w dowodzie twierdzenia 1.8 nie zostat wykorzystany wazony
stopien 2s + 1. Pozwala to dokona¢ drobnego uogoélnienia.

Twierdzenie 1.12.
Niech F bedzie dowolnym lasem o n wierzchotkach, w ktorym ng = 0 ing < 1.
Wtedy

tvs(F) = Vbl + 1-‘ :

2

Dowéd. Niech v* bedzie wierzchotkiem, dla ktérego dp(v*) = 2. Zalézmy,
ze jego sasiadami sa vy i ve. Usuwamy v* z F taczac v; i vy krawedzia (nie
zmienia to wartosci ny). Wazymy powstaly w ten sposéb las F’ w sposéb
przedstawiony w dowodzie twierdzenia 1.8. Przy tym, jezeli w(vy,vy) jest
krawedzig zewnetrzng w F’, to x i y dobieramy w taki sposéb, aby waga
w(v1,vy) = wie spelniata warunek wyy > % (jezeli (v1,v9) jest krawedzia
zewnetrzna, to jej waga réwna jest s). Wagom wszystkich wierzchotkow poza
v* i wszystkich krawedzi poza (v*,v1) i (v*,v9) w F przypisujemy wartosci
identyczne jak w F”, a ponadto ustalamy w(v*,v1) = w(v*,v9) = wqy oraz
w(v*) = 2s—2wi9+1 (zauwazmy, ze w(v) < s). Wazone stopnie wierzchotkow
v € V(F)\ {v*} nie zmieniaja sie, zas wd(v*) = 2s 4+ 1, wiec otrzymane
wazenie jest nieregularne. O

Konsekwencjg powyzszej modyfikacji jest nastepujacy wniosek.

Whniosek 1.13. Niech T bedzie drzewem binarnym. Wtedy

tvs(T) = Wll + 1} :

2
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1.4 Potegi cykli

Jedna z gtéwnych hipotez dotyczacych totalnej wierzchotkowej sity nieregu-
larnosci mowi, ze istnieje pewna stata rzeczywista c taka, ze dla kazdego
r-regularnego grafu G zachodzi

n-+r
tvs(G) < [ w c. 1.16
@<=+ (1.16)

Oznacza to, ze oszacowanie gorne na tvs(G) rézni sie co najwyzej o stala
od dolnego oszacowania danego wzorem (1.2). Ponizej przedstawiony zostanie
wynik potwierdzajacy te hipoteze dla pewnej nietrywialnej rodziny graféw
regularnych.

Rozpatrzmy rodzine graféw cyklicznych, zdefiniowanych w nastepujacy
sposéb (J.-L. Baril, H. Kheddouci i O. Togni [9]).

Definicja 1.14.

Niech n i s1,S9,...,8x bedg liczbami  catkowitymi, przy czym
1<s1 < - <sp<n/2. Graf cykliczny G = Cliy(s1,...,8x) rzedu n
jest grafem ze zbiorem wierzchotkéw V(G) = {0,1,...,n — 1} @ zbiorem
krawedzi E(G) = {(x,x £ s; mod n),z € V(G),1 <i < k}.

Zauwazmy, ze C'i,(s1, . .., Sg) jest 2k-regularny. Gléwny rezultat pracy [9]
mowi, ze w przypadku k =21 51 = 1,

”Hﬂ . (1.17)

s(Cin(1,89)) = { 1

oile ss =2 21in > 4sy + 1. Jako wniosek z powyzszego autorzy wykazuja
rowniez, ze jezeli n > 4s; + 1, to:

S(Cin(1, 59, ., 5)) < [”13] (1.18)

Wykorzystanie konstrukeji podanych w [9] do nadania wag krawedziom
i przypisanie wierzchotkom jednakowych wag (réwnych na przyktad 1) zacho-
wuje nieregularno$¢ wazenia, wiec prawdziwa jest nastepujaca obserwacja.

Obserwacja 1.15.

(i) Jezelik =2 is, =1, to

[n+4

} < tws(Cin(1,52)) < VH ﬂ '

4



ROZDZIAE 1. TOTALNA SIEA NIEREGULARNOSCI 17

(i1) Jezelin > 4s, + 1, to

n—|—3"

4

n + 2k
2k +1

-‘ < tws(Cin(1, s9,...,8;)) < {

Innym przyktadem graféw cyklicznych sa grafy Ci,(1,2,...,k), izomor-
ficzne z k-tymi potegami cykli na n wierzchotkach C*. W dalszej czesci tego
rozdzialu zajmujemy si¢ wtasdnie ta rodzina graféw. Gtownym rezultatem jest
nastepujace twierdzenie, pochodzace z pracy [4].

Twierdzenie 1.16.
Jezeli k> 2 1in>2k+1, to

tos(CF) = {” s ﬂ |

2k +1

Dowéd. Poniewaz podana warto$¢ tvs(G) rowna jest dolnemu ograniczeniu
danemu wzorem (1.2), wystarczy podaé¢ konstrukcje, ktéra pozwoli uzyskaé
nieregularne totalne wazenie za pomoca liczb 1,...,s = (’;Zf’f .

W duzym skrécie, wazenie krawedzi i wierzchotkéw grafu G = C* prze-
biega nastepujaco.

Dzielimy G na co najwyzej s — 1 segmentow i wazymy ich krawedzie
w taki sposob, aby wazone stopnie wierzchotkow w kazdym segmencie byty
roznymi wielokrotnosciami liczby 2. W kolejnym kroku mnozymy wszystkie
wagi krawedzi przez okoto s/2 (w zaleznosci od parzystosci s) w celu otrzy-
mania wazenia, w ktorym wazone stopnie w kazdym segmencie r6znia sie
o co najmniej s — 1. Nadanie wierzchotkom w kazdym segmencie wagi ze
zbioru {1,2,...,s— 1} innej niz w pozostatych segmentach pozwala uzyskaé¢
pozadane totalne nieregularne wazenie.

Aby przedstawi¢ dowdd bardziej szczegdtowo, konieczne jest uprzednie
udowodnienie dwoch technicznych lematow.

Lemat 1.17.
Niech S = S%) bedzie grafem o 2k +1 wierzchotkach {vo, vy, ..., var} (k> 1)
ze zbiorem krawedzi zlozonym z par (v;,viy;), gdzie i=0,1,...,2k—1

ij=1,2,...,min{k, 2k — i}. Niech kazdemu wierzcholkowi v; przypisana be-
dzie waga l(v;), gdzie

0 dla i < k,
U(v;) = . .
20— k) dlai>k.

Wtedy istnieje wazenie w : E(S) — {0,1,2} takie, Ze:
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(i) Dla kazdego wierzchotka v;, 0 < i < 2k:

> wle) + 1(v;) = 2i.

esdv;

(i) Podgraf S ztoZony z krawedzi z wagqg 1 zawiera wszystkie wierzchotki
oprocz vy 1 Vo 1 posiada obchod Eulera.

Dowé6d. Aby wykazaé prawdziwosé lematu, przedstawimy nastepujacy algo-
rytm pozwalajacy uzyska¢ pozadane wazenie. Wierzchotki v;, ktérych wszyst-
kie krawedzie (v;,v;), j > 1, zostaly zwazone, bedziemy okresla¢ jako za-
mkniete, pozostate zas jako otwarte.

Algorytm 1.18.

(i) Przypisz wage 0 kazdej krawedzi (vo,v;), gdzie 1 < i < k. Wierzcholek
vo zostal zamkniety. PrzejdZ do kroku (ii).

(ii) Niech i bedzie najmniejszq liczbg catkowitq takq, ze wszystkie wierzchol-
kiv;,0<j<i—1, sq zamknigte © niech

i—1

p=2i— Z w((vj,v:)) — U(vy).

j=max{0,i—k}

Jezeli 1 < p < k, przypisz krawedziom wagi zgodnie ze wzorem

0 dlai+1<j<i+k—p
1 dlai+k—p+1<j<i+k

w((vi, v5)) = {

Jezeli natomiast p > k + 1, zastosuj wzor

1 diai+1<j<i+2k—p
2 dlaj>i+2k—p+1.

w((vi, v5)) = {

Przejdz do kroku (iit).

(iii) Zamknij wierzcholek v;. Jezeli 1 =2k + 1, STOP. W przeciwnym razie
wroé do kroku (i7).

Liczba p z kroku (ii) zawsze spetnia warunek p > 1 (patrz nizej).

Przeanalizujemy algorytm, rozpatrujac kolejne etapy jego dziatania.
W kazdym z nich przetwarzamy pewna grupe wierzchotkow, wazac krawedzie
taczace je z wierzchotkami o wyzszych indeksach. Zatem, po kazdym etapie,
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wazone stopnie wierzchotkow z odpowiedniej grupy osiagajg swoje ostateczne
wartosci.
Dla 0 <i < ng, przypisujemy krawedziom wagi

mewﬂz{

0 dlai+1<j<k—i,
1 dlak—i+1<j<k+i

Po tym etapie wazone stopnie wierzchotkow v;, 1 < LgJ przyjmuja swoje
koncowe wartosci wd(v;) = 2i. Wazone stopnie pozostatych wierzchotkéw
osiagaja z kolei tymczasowe wartosci

i— 5] dla [52] +1<i<k,
wd(v) =i —[E]1+1 dlak+1<i< %]
2(i — k) dla [2] +1 <i < 2k.

Dla ng + 1 <@ < k, krawedzie otrzymuja wagi

1 dlai+1<j<k+i—1,

w((vi,vj)) = {2 dla j = k + 1.

Po tym etapie wazone stopnie wierzchotkow v;,7 < k, osiagaja swoje kon-
cowe wartosci wd(v;) = 2i, za$§ wazone stopnie pozostatych wierzchotkéw
tymczasowe wartosci

11 dlak+1<i< |3k
wd(Ui>:{Z+ ak+ Z< 12,

i+2 dla 2] +1

W kolejnym etapie krawedziom incydentnym z wierzchotkami v,

k+1<i<|2%], zostaja przypisane wagi

(00, 0)) 1 dlai+1<j<3k—i,
w(V;, V; = . .
! 2 dla3k—i+1<j<2k

Powoduje to, ze wazone stopnie wierzchotkéw v;,7 < | 2], osiagaja swoje do-

celowe wartosci. Wazone stopnie pozostatych wierzchotkow osiagaja wartosci
wd(v;) = 2i — k + 1.

W ostatnim etapie przypisujemy wszystkim pozostatym krawedziom wage 2.
Wszystkie wazone stopnie osiagaja w ten sposéb swoje koncowe wartosci

wd(v;) = 2i.



ROZDZIAE 1. TOTALNA SIEA NIEREGULARNOSCI 20

Aby pokazaé, ze prawdziwa jest druga czes¢ lematu, zauwazmy, ze po prze-
tworzeniu wszystkich wierzchotkéw, kazdy oprocz vg i vgr jest incydentny
z przynajmniej dwiema krawedziami z waga 1. Poniewaz wszystkie wazone
stopnie sa liczbami parzystymi, liczby incydentnych krawedzi z waga 1 row-
niez musza by¢ parzyste. Ponadto, podgraf indukowany krawedziami z waga
1 jest spojny, gdyz vy jest polaczony takimi krawedziami z kazdym wv; dla
1 <i<2k—1,i+# k. Stad omawiany podgraf zawiera obchdod Eulera. O]

Przyktad 1.19 (Wazenie graféw S, S®) i SG)),

Wazenie otrzymane za pomocg algorytmu 1.18 przedstawia rysunek 1.3. Gra-
fy eulerowskie utworzone z krawedzi z wagq 1 zostaly zaznaczone kolorem
czerwonym, a wazone stopnie wierzchotkow znajdujg sie wewngtrz reprezen-
tujgcych je okregow.

0 1 2
S T~ >
'0.1‘1.2
Vo Vi Vs Vo Vi Vs V3 Vs
(I=0) (=0) (I=2) (I=0) (=0) (=0) (=2) (=4)
0 1 1 1 2

(=0)  (=0)  (=0) (=0)  (=2) (=4)  (=6)

Rysunck 1.3: Lemat 1.17 - wazenie grafow S, 5@ i §G)

Przejdzmy teraz do drugiego lematu, gwarantujacego istnienie analogicz-
nego wazenia dla segmentéw o dtugosci 4k + 2.
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Lemat 1.20.

Niech D = DW) bedzie grafem o 4k + 2 wierzchotkach {vg,v1,. .., Vi1 }
(k > 2) i krawedziach postaci (v;,viy;), gdzie i = 0,1,...,4k i j = 1,2,
—..,min{k, 4k — i+ 1}. Niech kazdemu wierzchotkowi v; przypisana bedzie
waga l(v;), gdzie

1(0;) 0 dla1 <3k +1
Vi) =
2i—3k—1) dlai>i>3k+1.

Wowczas istnieje wazenie w : E(D) — {0,1,2} takie, Ze:

(i) Dla kazdego wierzcholka v;, 0 < @ < 4k + 1:

> w(e) + U(v;) =2 BJ .

edv;

(ii) Podgraf grafu D zloZony z krawedzi z wagg 1 zawiera wszystkie wierz-
chotki oprocz vy, v1, Vg @ Vags1 ¢ sktada sie z co najwyiej dwoch skila-
dowych, z ktorych kazda posiada obchod Fulera.

Dowéd.

Przypadek 1: k jest liczbg parzystq.

Aby wykaza¢ prawdziwo$¢ lematu, rozpatrzmy nastepujacy algorytm,
pozwalajacy otrzymaé¢ wazenie o pozadanych wtasciwosciach. Wierzchotki
zamkniete, 1 otwarte definiujemy przy tym analogicznie, jak w przypadku
algorytmu 1.18.

Algorytm 1.21.

(i) Przypisz wage 0 kazdej krawedzi (vo,v;), gdzie 1 < i < k. Wierzcholek
vy zostaje w ten sposéb zamkniety. Przejdz do kroku (i7).

(ii) Niech i bedzie najmniejszq liczbg calkowitq takq, ze wierzcholki v,
0<j<1t1—1, sq zamkniete i niech

p=2[i/2] = > w((v;v)) —Uv:).

i—k<j<i

Jezeli 1 < p < k, krawedziom wagi zgodnie ze wzorem

0 diai+1<j<i+k—p
1 dlaithk—p+1<j<itk.

w((vi,vy)) = {
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Jezeli z kolei p > k + 1, zastosuj wzor

1 diei+1<j<i+2k—p
2 dlai+2k—p+1<j<i+k.

w((vi, v5)) = {

Przejdz do kroku (ii7).

(i11) Zamknij wierzcholek v;. Jezeli i = 4k + 2, STOP. W przeciwnym razie
wroé do kroku (i7).

Liczba p z kroku (ii) zawsze spetnia warunek p > 1 (patrz nizej).

Podobnie jak w przypadku lematu 1.17, przeanalizujemy dziatanie algo-
rytmu etapami, rozpatrujac kazdorazowo pewna grupe wierzchotkéw.

Dla0 <1t < %, krawedzie otrzymuja wagi

0 dla2i+1<j<k,
<j<

w((v2,v5)) = {

1 dlak+1<y<2i+k,
oraz

0 dla2i+2<j53<k+1,

w((UQiJrlavj)) = . .

I dak+2<j<2i+k+1

Ponadto
w((vk’vvj)) = 17 k+ 1 <] < 2k7

oraz

0 dlak+2<j<Z+1,
1 dla % +2<j<2k+1.

w((vk+1,05)) = {

Po tym etapie wazone stopnie wierzchotkow v;,7 < k + 1 osiggaja swoje
docelowe wartosci

wd(v;) = 2 BJ :

za$ wazone stopnie pozostatych wierzchotkow tymcezasowe wartosci

2k —i+1 dlak+2<i<341,

2k — i+ 2 dla 38 +2<i <2k +1,
wd(v;) = 2

0 dla 2k +2 <i <3k +1,

2(i —3k —1) dla3k+2<i<4k+ 1.
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Dlak+2<i< %, krawedzie otrzymuja wagi

0 dlai+1<y<i+k— Sfi_k_W Li—k;—lj

w((vs,v5)) = ‘ o
(w3, 07)) {1 dlaz+k‘—3[71§11—vklj+1<j i+ k.

Po przypisaniu podanych wag koncowe wartosci osiggaja wazone stopnie
wszystkich wierzchotkow v;, 0 < ¢ < 3k, za$ pozostate wazone stopnie sg
rowne

k dlaz‘:%+1,

Er i) -T8+1 da2+2<i<2k+
wd(v;) = 2% —i+1 d1a2k;+2<z<%,

0 dla 5 +1<i<3k+1

2(i — 3k — 1) d1a3k+2<z< k

W kolejnym etapie nadajemy wage 1 krawedziom (v% 41,v;) dla

% +2<j< % 5y, Jezeli & 5 Jjest liczbg nieparzysta, krawegdz (U%_H,U%_H)

otrzymuje wage 1, a w przeciwnym razie wage 2. Dla 2 7 +2<i<2k+1
nadajemy ponadto krawedziom wagi

w((vi,v;)) =1, dlai+1<j<i+k.

Po tym etapie koncowe wartos$ci osiagaja wazone stopnie wierzchotkow
v;, 0 <1 < 2k 4 1, pozostate zas sa réwne

3k+2—i  dla2k+2<
wd(v;) = {2 [5] +1 dla i =2 +
2(i— 3k —1) dla3k+2<i

Dla2k+2<i<3k—1,i# % + 1, krawedzie otrzymuja wagi

1 dlai+1<j<i+k— 2[@ %J,
2 dlai+k—2"22|+1<j<i+k,

w((vi,v5)) = {

zas dla 1 = = + 1 wagi

1 dlai+1<j<3k+1,
2 d1a3k+2<3 i+ k.

w((vi, v5)) = {
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Po przypisaniu podanych wag docelowy poziom osiggaja wazone stopnie
wierzchotkéw v;, 0 < i < 3k — 1. Wazone stopnie pozostalych wierzchotkéw
sg rowne

k dla 7 = 3k,
3k _
wd(oy) = 12 %] -2 dlai=3k+1,
2k —2 dla 3k + 2 <7 < 4k,
2k dla i =4k + 1.
Dla i = 3k, wagi przyjmuja wartosé
w((va,vy)) =2, dla3k+1<j <4k
. Z kolei dla i = 3k + 1 krawedzie otrzymuja wagi

1 dlai+1<j

w((vg,v;)) =
(05, 07)) {2 dla 2| %] +2

Po tym etapie ostateczne wartosci osiggaja wazone stopnie wierzchotkéw
v; dla 0 < 7 < 3k+1. Wazone stopnie pozostatych wierzchotkéw sg natomiast
rowne

2k + 1 dla 3k +2 <i < Z,
wd(v;) = {2 [5] + 3% +1 dlaz_§+1,
2k + 2 dla 2<1<4k+ 1.

Dla 3k 4+ 2 < i < 2| %] + 1, krawedzie otrzymuja wagi

1 dlai+1<j<4k— V 23R4,

w((vi,v5)) =
(i, v3)) {2 dla 4k —2[ =25 +2 < j <4k + 1.

Po tym przypisaniu swoje koncowe wartosci osiggajg wazone stopnie
wszystkich wierzchotkéw v; dla 0 <7 < QL%‘:J + 1. Pozostale wazone stopnie
sg rowne

wd(v;) = 2 BJ —k— 2(]; mod 2) + 2.

W ostatnim etapie nadajemy wszystkim pozostatym krawedziom wage 2,
dzieki czemu wszystkie wazone stopnie osiggaja koncowe wartosci.

Przypadek 2: k jest liczbg nieparzystq.
Rozpatrzmy podgraf grafu D = D® izomorficzny z D* = D*) | k* = k — 1,
o zbiorze wierzchotkéw V(D*) = (v§, v}, ..., Vjpeyq), gdzie v = v,_4 dla



ROZDZIAE 1. TOTALNA SIEA NIEREGULARNOSCI 25

i=0,...,4(k — 1) + 1. Do zwazenia krawedzi grafu D* uzywamy algorytmu
1.21. Oznaczmy wagi nadane poczatkowo wierzchotkom przez *(v;). Oczy-
wiscie I*(v;) = l(v;) — 2 dla 3k + 2 < ¢ < 4k + 1. Rozwazmy otrzymane
czedciowe wazenie krawedzi grafu D. Niech wd*(v;) oznacza tymcezasowy wa-
zony stopien wierzchotka v;, za$ wd(v;) jego wartos¢ docelowa. Zauwazmy,
ze:

wd(v;) dlad<i<1
wd*(v;) = wd(v;)) —2 dla2<i<3
wd(v;)) —4 dlad<i<4k+1

Zamienmy wagi wierzchotkow I*(v;) na [(v;). To podnosi o 2 wartosci wd*(v;)
dla 3k +2 <@ <4k + 1.

Krawedzie (v;, vi4x) dla 4 < i < 3k + 1 nie sa na razie zwazone. Przypisu-
jemy im wage 2. Poniewaz wazone stopnie wzrastaja o 2 lub 4, w zaleznosci
od liczby incydentnych krawedzi, otrzymujemy:

wd(v;) dlad<i<1
wd*(v;) =3 wd(v;)) —2 dla2<i<k+3
wd(v;) dla bk +4 <i<4k+1

Jezeli k > 5, krawedzie (v;,v;41) dla 6 < 7 < k + 2 maja przypisang wage
0 (odpowiadaja im krawedzie (v}, v},,) grafu D* dla 2 < i < k* — 1). Taka
sama jest waga krawedzi (vg, vk43) (czyli krawedzi (v3, vi.) w D*). Zmieniamy
te wagi na 1. Podobnie, krawedzie (vq,v3), (v3,v4), (v4,v5) 1 (v2,v5) maja
przypisang wage 0, ktora zmieniamy na 1. Wszystkim jeszcze niezwazonym
krawedziom grafu D (nie nalezacym do D*) przypisujemy wage 0.

W przypadku, gdy k& = 3, przypisujemy wage 1 krawedziom (vs,v3),
(v3,v6), (vs,v6), (Vg,v5) 1 (v2,v4) (Wszystkie miaty dotychczas wage 0 albo
nie byty zwazone). W ten sposéb otrzymujemy pozadane wazenie.

Aby wykazaé, ze cze$¢ (i1) lematu jest prawdziwa, zauwazmy, ze po prze-
tworzeniu wszystkich wierzchotkéw kazdy z nich oprocz vy, vy, vag 1 vapr1 jest
incydentny do co najmniej dwoch krawedzi z wagag 1. Skoro wazone stopnie
sg parzyste, liczby incydentnych krawedzi z ta waga réwniez muszg by¢ pa-
rzyste. Ponadto, podgraf jest spojny gdy k jest parzyste lub k = 3 i sktada sie
z dwoéch sktadowych w przeciwnym przypadku. Gdy k jest liczba parzysta,
waga 1 jest przypisana w szczegdlnosci krawedziom

(Vi, Vi42) dla 2 <i <k,
Uk, Vi) dla k +1 <7 < 2k,
ng,Ui) dla 2k +1<1< v?)k,

V3k+1, 03k+2)7

(
(
(U2k;+17 U3k+1>’
(
(U342, Vi) dla 3k +3 < i <4k — 1.
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W przypadku, gdy k& > 5 jest nieparzyste, odpowiednie krawedzie tworzg
graf eulerowski o wierzchotkach v;, 6 < i < 4k —1, a druga sktadowa stanowi
podgraf o wierzchotkach vy, v3, v4 1 v5. Przypadek k = 3 zostal przedstawiony
na rysunku 1.4. O

Ponizej przedstawiony zostal przyktad pokazujacy wazenie grafow D i D).

Przyktad 1.22 (Wazenie graféw D@ i D),

Wazenie graféw D® i D® przedstawia rysunek 1.4. Grafy eulerowskie utwo-
rzone z krawedzi z wagq 1 zostaly zaznaczone kolorem czerwonym. WazZone
stopnie wierzchotkow znajdujq sie wewngtrz reprezentujgcych je okregow.

0 0 1 1 2 1 2 2
oYo%o Yo Yo Yo Xo¥o Yo X
Vo 2 Vs, V3 V4 Vs Ve 124 Vg Vo

(I=0) (I=0) (I=0) (1=0) (I=0) (I=0) (I=0) (I=0) (=2) (I=4)

Vo 12 |2 V3 Vs Vs 2 Ve V7 2 Vg 2 Vo Vio Vi1 Viz Viz
(=0) (I=0) (=0) (I=0) (I=0) (I=0) (I=0) (I=0) (I=0) (I=0) (I=0) (=2) (I=4) (I=6)

Rysunck 1.4: Lemat 1.20 - wazenie grafow D i D)

Powr6¢émy do dowodu twierdzenia 1.16. Rozrézniamy kilka przypadkéw
w zaleznosci od relacji miedzy n i k.

Przypadek 1: n =2k + 1.
W tym przypadku graf C* jest izomorficzny z grafem pelnym K, i dow6d
rownosci
tvs(CF) = tvs(K,) = 2
mozna znalezé np. w pracy M. Bacy i in. [8].
Przypadek 2: n = 2k + 2.

Przypiszmy wierzchotkom C* indeksy —k, —k +1, ..., —=1,0, 1, 2, ...,
k, k+ 1. Nadajmy wagi krawedziom w nastepujacy sposob:

w(v;, v;) = L dla |i| + |7] < EV (Ji] +[j] = k + 1 Amax {7, j} <0),
©77 ] 2w przeciwnym przypadku.
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Po przypisaniu takich wag, wazone stopnie wierzchotkow sg réwne:
2k—2i—2 dla —k<i<-[%]-1
2k—2i—1 dla — [£] <i< -1
wd(v;) = 2k + 2 dla 0 <i< |
2k+2i—1 dla 5] +1<i<k
2k +2i—2 dlai=k+1

Dla przyktadu, wazenie dla k = 3 przedstawione zostato na rysunku 1.5.

Rysunek 1.5: Graf C§ - wazenie krawedzi

Oznacza to, ze wazone stopnie wierzchotkéw v;, —%W < i < L%j, S8
réznymi liczbami catkowitymi ze zbioru {2k, ..., 3k}, za$ wazone stopnie
pozostatych wierzchotkéw réznymi liczbami ze zbioru {3k,...,4k}. W ce-
lu otrzymania totalnego nieregularnego wazenia przypisujemy wierzchotkom
z pierwszej grupy wage 1, a pozostalym wage 2. Koncowe wazenie dla przy-
padku k& = 3 przedstawia rysunek 1.6.

Przypadek 3: n > 2k + 2.

Liczbe wierzchotkéw grafu G = CF mozemy przedstawi¢ jako
n=1t4k+2)+r, gdziet > 011 < r <4k + 2 sa pewnymi liczbami calko-
witymi.

Dzielimy G na pewna liczbe segmentéw, z ktorych wszystkie oprocz dwoch
sg izomorficzne z S® | jeden z S i jeden z S albo D™ gdzie g, h < k,
lg — h| < 1. Dla pewnych wartosci r konieczne jest dotaczenie dodatkowego
wierzchotka. Korzystajac z lematow 1.17 i 1.20 konstruujemy wazenia dla
segmentow, nastepnie rozszerzamy je na wszystkie krawedzie i wierzchotki
grafu G.
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Rysunek 1.6: Graf C3 - koricowe wazenie

Konstrukcja wazenia przebiega w odmienny sposob dla réznych zaleznosci
miedzy 7 i k, z tego wzgledu rozpatrujemy trzy przypadki. Ze wzgledu na
powtarzanie sie niektérych pojeé i elementéw konstrukeji, najpierw opisany
zostal przypadek 2k + 3 < r < 4k + 2, nastepnie 2 < r < 2k + 1, na koncu
za$ r € {1,2k + 2}.

Przypadek 3.1: 2k 4+ 3 < r < 4k + 2.
Niech g = {%J Rozwazmy 2t graféw Sy, Sy, . .. Sy izomorficznych z S*)
i dwa dodatkowe grafy Soiy1 22 S i Syy0 =2 S gdzie h = g jezeli r jest
liczba nieparzysta i h = g + 1 w przeciwnym przypadku.

Oznaczmy wierzchotki G przez vo(G), ..., v,—1(G). Dzielimy graf na seg-
menty w taki sposob, ze wierzchotki grafow S;, 1 < j < 2t (oznaczo-
ne vo(S;), ..., va+1(5;5)), Sary1 (oznaczone vo(Sae+1), - - -, Van(Sa41)) 1 Saeso
(oznaczone vg(S2i41), - - -, Vag(S241)) utozsamiamy z kolejno po sobie naste-
pujacymi podzbiorami zbioru wierzchotkéw G, przy czym dla rosnacych in-
deksow wierzchotkéw w G indeksy wierzchotkéw w S; rosng dla j = 2i — 1
i malejg dla 7 = 2¢, 1 < ¢ < t + 1. Innymi stowy, jezeli wierzchotki
v;(G) 1 vi11(G) (albo v,-1(G) i vo(G)) naleza do dwdch sasiednich seg-
mentéw S; i Sjy1 (odpowiednio Syt i Sp), to albo oba maja najwyz-
sze indeksy w segmentach (czyli v;(G) = wvor(S;) 1 vi41(G) = v (Sjt1),
WZngdHie ’UZ(G) = Ugh(Sj) i Uz'—l—l(G) = U29(5j+1)), albo UZ(G) = Uo(Sj)
1 v41(G) = vo(Sj41). Jezeli rmod 4 € {1,3}, pozostawiamy dodatkowy
wierzchotek v* = v, _op_2(G) pomiedzy Soiiq 1 Sopso.

Wazenie grafu G przeprowadzamy w dwoch krokach. Zaczynamy od zde-
finiowania wstepnego wazenia krawedzi w* : E(G) — {0,1,2}, nastepnie
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przeksztatcamy wagi krawedzi i wazymy wierzchotki w celu otrzymania wa-
zenia w: E(G)UV(G) — {1,...,s}.

Konstrukcje w* zaczynamy od zwazenia segmentow za pomocg algoryt-
mu 1.18. Nastepnie przechodzimy do wazenia pozostatych krawedzi G (czyli
krawedzi e € E(G) \ UL E(S))).

Jezeli dwoma kolejnymi segmentami sa Sa; 1 1 Sg;, 1 < @ < ¢ (czyli na-
lezace do nich skrajne wierzchotki maja stopnieni 2k), przypisujemy wage 2
wszystkim taczacym je krawedziom (nie nalezacych do segmentéw, ale na-
lezacych do G). Ilustruje to rysunek 1.7. Na czerwono zostaly zaznaczone
krawedzie nie nalezace do segmentow.

(82i—1 ) (82i—1 ) (SZi-’l ) (SZI) (S2i) (SZi)

Rysunek 1.7: Laczenie segmentéw (1)

Krawedziom taczacym Sy; 1 Soii1, 1 < @ < ¢t albo Syyo 157 przypi-
sujemy wage 0. Ilustruje to rysunek 1.8. Waga krawedzi (v1(S;),v2(52))
i (v1(S2i41), v2(S9:41)) zostala oznaczona przez wis.

(S2)  (Sa) (S2)  (Saw)  (Saw)  (Sain)

Rysunek 1.8: Laczenie segmentéw (2)

Zauwazmy, ze wazone stopnie wierzchotkéw nie ulegaja zmianie, gdyz
sumy wag krawedzi laczacych segmenty grafu G nie nalezacych do S; sa
réwne wagom [(v) z lematu 1.17.
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Jezeli r mod 2 = 0, przypisujemy wage 2 krawedziom
(Vn+i(S2e41), V2g—jir1(Saet2)) dlal <i<h,1<j <4,
a w przeciwnym razie krawedziom

(Un1i(Sat11), vag—jra(Sarse)) dla2<i<h 1< j<i—1,
(v*, Up4i(Sar41)) dlal<i<g+1,
(v*, Vag—iy1(S2t42)) dlal<i<g+1.

Zauwazmy, ze ostatnia operacja moze powigkszy¢ o 2 wazone stopnie nie-
ktérych wierzchotkéw v € V/(Sq49), jednak po jej wykonaniu pozostaja spet-
nione warunki

wd*(v) < 2k dlav € V(Syq1) UV (Sepe) U{v*}
oraz
{v € V(So41) UV (Soppo) U{v*} :wd*(v) =2i}| <2 dlai=0,...,k,

gdyz wd(v*) # wd(vag(Sat12)).

Aby zakonczy¢ konstrukcje wazenia w*, przypisujemy wage 0 wszystkim
jeszcze nie zwazonym krawedziom G.

Ostatecznie otrzymujemy wiec wazenie w* : E(G) — {0,1,2} takie, ze
wszystkie wazone stopnie sg parzyste, podgraf ztozony z krawedzi o wagach
rownych 1 ma co najwyzej 2t + 2 sktadowych, z ktorych kazda jest grafem
eulerowskim, a ponadto

Hv e V(GQ) : wd*(v) =2i}| <2t+2 dlai=0,..., k.

Niech s = (Z,jf'ﬂ (zauwazmy, ze s jest liczba nieparzysta). Definiujemy

wazenie w : F(G)UV(G) — {1,2,...,s} w nastepujacy sposob:

—1
w(e) = i 5 w*(e)+1 dlaee E(G), (1.19)
g dlav e V(5;),1<j<2t+1,
wlv) = { 2% 42 dlave V(Suss) U {0). (1.20)

Jak wida¢, wagi krawedzi zostaty przeksztatcone w taki sposob, ze dla
otrzymanego wazenia w : E(G) — {0, %3}, s} sumy wag krawedzi incydent-
nych z ré6znymi wierzchotkami w kazdym segmencie S; réznig si¢ o co naj-
mniej s — 1. Przypisujac wierzchotkom rézne wagi ze zbioru {1,2,...,2t+ 2}

rozrézniamy wazone stopnie w calym grafie, gdyz 2t +2 < s — 1.
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Przypadek 3.2: 2 < r < 2k + 1.

Niech g1 = %J. Jezeli g > 2, Postepujemy podobnie jak w po-
przednim przypadku, tym razem uzywajac 2t — 2 graféw Sy, .Ss, ... So_o izo-
morficznych z S® i dwéch dodatkowych grafow Sy, = D@ { Sy, =2 §lo2),
gdzie

9 dla (4k +r mod 6) € {1, 2},
g2=1{g1+1 dla(4k+r mod6) € {3,4},
g1 —1 dla (4k +r mod 6) € {0,5}.

Wazymy wszystkie grafy S;,1 < j < 2t — 1, za pomocg algorytmu 1.18,
a graf So; za pomoca algorytmu 1.21, przy czym stosujemy dodatkowa mo-
dyfikacje gdy g; jest liczba nieparzysta (patrz dowéd lematu 1.20).

Niech ¢ = min{gy, g2} i h = max{gi, go}. Jezeli g; = 1 (wtedy na pewno
g2 = 2), w przypadku sumy graféw So;_q i Sy zamiast wskazanych algoryt-
mow stosujemy wazenie jak na rysunku 1.9 (musimy uwzglednié¢ dodatkowy
wierzchotek v*, za$ wszystkie nie uwzglednione na rysunku krawedzie, nale-
zace do So_1 lub Sy albo taczace te grafy ze sobg i z v*, otrzymuja wage
0).

G G 0 Oy @ G ©
(Szt1) Szm) 8211 (Szm) (Szm) 321 (Szt) (SZI) (Sz) (S2t SZI)

Rysunek 1.9: Wazenie segmentéw So; 1 1 Sy oraz krawedzi incydentnych
z wierzchotkiem v*, gdy ¢; =1

Identyfikujemy wierzchotki segmentéw S;,1 < j < 2t, z kolejnymi pod-
zbiorami wierzchotkéw G i wazymy pozostale krawedzie (z wyjatkiem ta-
czacych Sg; 1 7z S9;) jak w poprzednim przypadku. Tym razem dodatkowy
wierzchotek v* wlaczmy pomiedzy Sor 1 1 Sor jezeli r jest liczba parzysta
igr > 1. W tym przypadku przypisujemy wage 2 krawedziom

(Vagy—nti(S2-1), Vag—j43(S2)) dla2<i<h 1< j<i—1,
(v*, Vagy—nti(S2-1)) dlal1<i<g+1,
(0%, Vag, —it2(S2)) dlal<i<g+1.

Jezeli r jest nieparzyste, wage 2 przypisujemy krawedziom

(v2gy—n+i(S2t-1), Vag,—j4+2(52)) dla 1l <i<h,1<
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W przypadku gdy g; = 1, wierzchotek v* dotaczamy w miejscu wskaza-
nym na rysunku 1.9.

Wszystkim niezwazonym krawedziom nadajemy wage 0. Ostatecznie
otrzymujemy wazenie krawedzi w* : E(G) — {0,1,2} takie, ze wszystkie
wazone stopnie sg parzyste, podgraf indukowany krawedziami z waga 1 ma
co najwyzej 2t + 1 sktadowych, z ktérych kazda jest grafem eulerowskim,
a ponadto

Hv e V(GQ) :wd*(v) =2i}| <2t+1 dlai=0,...,k.

Tym razem s jest liczba parzysta, wiec musimy nieco zmienié¢ konstrukcje
wazenia w. Pierwsza modyfikacja polega na tym, ze uzywamy wzoru (1.19)
tylko dla krawedzi e, dla ktérych w*(e) € {0,2}. W przypadku krawedzi e,
dla ktérych w*(e) = 1, postepujemy w nastepujacy sposéb. Dla kazdej skta-
dowej ztozonej z krawedzi z waga 1 (bedacej grafem eulerowskim) zaczynamy
od pewnego wierzchotka i poruszajac sie wzdtuz obchodu Eulera nadajemy
kolejnym krawedziom na przemian wagi:

w(e) = 3F2ur(e) + 1,

w(e) = jw*(e) + 1. (1.21)

Jezeli dtugos¢ cyklu jest parzysta, nowe wazone stopnie w kazdym seg-
mencie beda si¢ r6zni¢ o co najmniej s — 1, jak w poprzednim przypadku. Je-
zeli jest nieparzysta, jedynymi wyjatkami moga by¢ wierzchotki, od ktorych
rozpoczynaliémy wazenie cykli i ich sgsiedzi, gdyz poczatkowe wierzchotki
moga mie¢ wazony stopien o 1 mniejszy od pozadanego. Niech V bedzie
zbiorem wszystkich takich wierzchotkéw. Aby dokonczy¢ wazenie, przypisu-
jemy wierzchotkom wagi zgodnie ze wzorem

. NP
w(v):{y dlave V(S;),1<j<2—2 (1.22)

wo € {2t — 1,2t,2t + 1} dla v € V(Sg10) U {v*}.

Liczby wq € {2t — 1,2t,2t + 1} przypisujemy w taki sposéb, aby kazde dwa
wierzchotki v/, v" € V(S9_1) UV (Sy) U {v*}, dla ktérych

wd* (V') = wd*(v"),
otrzymaly dwie rézne wagi. Takie przypisanie jest mozliwe, gdyz
{v € V(S2_1) UV (S9) U {v*} :wd*(v) =2i}| <3 dlai=0,... k.

Aby zakonczy¢ konstrukcje, dodajemy 1 do wagi kazdego z wierzchot-
kow v € V. W ten sposdéb powstaje totalne nieregularne wazenie, poniewaz
20+1<s—1.
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Przypadek 3.3: r =1 lub r = 2k + 2.

W takiej sytuacji wazymy we wlagciwy sposéb C* | za pomocg metody
przedstawionej w jednym z dwoch poprzednich przypadkéw. Zauwazmy, ze
maksymalny wazony stopien jest réwny (2k+1)s—1 (dla pewnego wierzchotka
z waga s — 1, ktérego wszystkie incydentne krawedzie maja wage s). Niech
v; 1 v;11 beda dwoma sasiednimi wierzchotkami o wszystkich incydentnych
krawedziach z waga s. Usuwamy krawedzie

(Ujuvj—i-k) dlaz—k‘—i—l<]<z,
(Uj_k,vj> dla@+1 <]<Z+I€,

a nastepnie dotaczamy wierzchotek v"~! i krawedzie

(Vj,0p—1) dlai—k+1<j <4,
(Un-1,v;) dlai+1<j<i+k,

ktérym przypisujemy wage s. Aby zakonczy¢ konstrukcje nieregularnego to-
talnego wazenia w, ustalamy w(v,_1) = s. O

Na zakonczenie przedstawiamy przyktad ilustrujacy konstrukcje wazenia
w jednym z opisanych powyzej przypadkow.

Przyktad 1.23 (Konstrukcja wazenia dla grafu C3,).

Mamyn =22, k=2, s=6,t=4,r=2, g1=1,=2,9g=11h=2.
Wazenie w* zostalo przedstawione na rysunku 1.10. Na czerwono zostaly
zaznaczone krawedzie tgczqee ze sobg wierzchotki z roznych segmentow.

0 2 1 2 2 1 1 0 0
Qveaae @_@oo
(Ss) (Ss) (34) (34) (34) (34) (;411) (gj)

V3
(S1)

V3
(S2)

Vy

(S2)

Vo

Vs 72
(S2) (S1) (S1) (S1)

Rysunek 1.10: Wazenie w*

Poniewaz s jest liczbg parzystq, ostateczne wagt krawedzi e, dla kto-
rych w*(e) € {0,2} wustalamy za pomocg wzoru (1.19), zas krawedzi, dla
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ktorych w*(e) = 1 za pomocg wzoréw (1.21). Dwa obchody FEulera -
(UI(SI); UQ(Sl), 03(31)71}1(31)) 1 (Ul(SQ), UQ(SQ)7U3(SQ>,U1(SQ)) - maj@ CHUQOS/C/
3, a wiec |Vo| = 2. Przyymujemy, ze Vo = {v1(S1),v1(S2)}, a wiec wskaza-
nym wierzchotkom przypisujemy wagi o 1 wieksze, niz wynikatoby z ogolnych
wzorow. Koncowe wazenie zostalo przedstawione na rysunku 1.11.

1 4 6 3 6 6 4 4 1 1
G 343?54@31311
q 3 3 7 3 5 Z 5 5 7 5
Vi V2 V3 Vy v* Vs Vy V3 Vo vy
S;) (Ss) (Ss) (Ss) (S4) (S4) (S4) (S4) ]

vy Vo V3 Vs Vy V3 Vo Vi
(S2) (S2) (S2) (S1) (S) (S) (S4)
2 1 1

Rysunek 1.11: Koncowe wazenie w



Rozdziatl 2

Sila nieregularnosci

2.1 Wprowadzenie

Rozwazmy graf prosty GG bez sktadowych K5 i z co najwyzej jednym izolowa-
nym wierzchotkiem. Przyjmijmy, ze dana jest funkcja w : E(G) — N zwana
wazeniem krawedzi. Wazony stopien wierzchotka v definiujemy jako sume:

wdg(v) =Y w(e) (2.1)
esv

Wazenie nazywamy nieregularnym, gdy wazone stopnie wszystkich wierz-
chotkéw sa rézne. Oznaczmy najwyzsza uzyta wage przez s. Sita nieregular-
nosci s(G) jest réwna najmniejszej wartosci s, dla ktérej istnieje nieregularne
wazenie.

Parametr ten zostal zdefiniowany po raz pierwszy w 1988 roku w pracy
[10] przez G. Chartranda i in. Mimo ponad dwudziestoletniej historii badan
nad nim, jego doktadna warto$¢ zostata podana jedynie dla nielicznych klas
grafow. Znany jest jednak szereg oszacowan dla dowolnych grafow i graféw
regularnych.

Oszacowanie dolne pochodzi z pracy [10] (n; oznacza liczbe wierzchotkéw
stopnia 7):

i+i—1
s(G) > max VH} . (2.2)
1<i<A i
W przypadku graféw r-regularnych sprowadza sie ono do postaci:
-1
S(Q) > [W} . (2.3)
r

35
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W przypadku ogélnym pierwsze oszacowanie gorne roéwne 2n — 3 podano
w pracy [10]. Kolejne oszacowania, réwne n + 1 i n — 1 pojawily sie w pra-
cach M.S. Jacobsona i J. Lehela [20], M. Aignera i E. Triescha [1] oraz T.
Nierhoffa [26]. Oszacowanie dla graféw r-regularnych réwne n/2 + 9 zostato
udowodnione w pracy R.J. Faudree i J. Lehela [16]. Pierwsze oszacowania
uwzgledniajace stopnie wierzchotkéw podali A. Frieze i in. w [17]. Zostaly
one nastepnie nieznacznie poprawione w pracach J. Przybylo [29] i [30]. Naj-
lepsze jak dotad oszacowanie gérne podane zostato w pracy M. Kalkowskiego,
M. Karonskiego i F. Pfendera [24] i wynosi 6n/d dla dowolnego grafu.

Znana jest dokladna warto$¢ s(G) dla pewnych klas grafow. Sa to w szcze-
gélnodci: Sciezki (G. Chartrand i in. [10]), drzewa bez wierzcholtkéw stopnia
2 (D. Amar i O. Togni [3] oraz O. Togni [32]), cykle (R.J. Faudree i in. [15]),
grafy, ktérych sktadowe sa cyklami i $ciezkami (L.Kinch i J. Lehel [25] oraz
M. Aigner i E. Triesch [1]), kraty (G. Chartrand i in. [10], J.H. Dinitz i D.K.
Garnick [11], G. Ebert i in. [13], J.H. Dinitz, D.K. Garnick i A. Gyarfas [12],
D.K. Garnick [18]), grafy pelne (G. Chartrand i in. [10]), grafy pelne dwu-
i k-dzielne (G. Chartrand i in. [10], R.J. Faudree i in. [15], A. Gyérfas [19]),
geste grafy regularne (D. Amar [2] oraz R.J. Faudree i in. [15]), suma klik
(R.J. Faudree i in. [15], R.J. Faudree i in. [14], S. Jendrol i M. Tké&¢ [21],
S. Jendrol, M. Tké¢ i Z. Tuza [22]), uogdlniony graf Petersena (S. Jendrol
i V. Zoldék [23]), torusy i kraty toroidalne (O. Togni [32], [33] i [34]) i pewna
klasa graféw cyklicznych (J.-L. Baril, H. Kheddouci i O. Togni [9]).

2.2 Potegi cykli

Podobnie, jak w przypadku tvs(G), réwniez w przypadku sity nieregularnosci
jedna z wazniejszych hipotez dotyczy graféw regularnych. Zostata ona posta-
wiona w pracy G. Chartranda i in. [10] i glosi, ze wartosé s(G) dla kazdego
grafu r-regularnego rézni sie co najwyzej o statag od dolnego ograniczenia
danego wzorem (2.3), czyli istnieje stala ¢ taka, ze dla kazdego r-regularnego
grafu GG spelniona jest zalezno$c¢

(2.4)

n+r—1
e
r

s(G) < {
Dotychczas nie znaleziono kontrprzyktadu, a wszystkie uzyskane wyniki suge-
ruja, ze wspomniana hipoteza jest prawdziwa. Ponizej przedstawiony zostat
dowdd jej prawdziwosci dla pewnej rodziny graféw regularnych.
Jak zostalo wspomniane wyzej, w pracy [9] J.L.-Baril, H. Kheddouci
i O. Togni rozwazali szczegdlny typ graféw cyklicznych (patrz definicja 1.14).
Wykazali mianowicie, ze
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”*3} | (2.5)

s(Clin(1,55)) = [ .

oile so > 2 and n > 4s,+1. Ponadto z powyzszego wynika, ze dlan > 4s,+1:

. n-+3
s(Cin(1, 82,...,8k)) < { 1 W :

Podobnie jak w poprzednim rozdziale, przedmiotem naszych zaintere-
sowan bedzie inna rodzina graféw cyklicznych, a mianowicie grafy postaci
Cin(1,2,...,k), czyli potegi cykli. Ponizej udowodnimy nastepujace twier-
dzenie, przedstawione w pracy [4]:

(2.6)

Twierdzenie 2.1.
Jezelik > 2 1n > 2k+1, to

n+2k—1
(C) = { {

2k

+1, (nmod4k =2k+1Akmod2=1)Vn=2k+1,

, w przeciwnym przypadku.

Dowéd. Podobnie jak w przypadku dowodu twierdzenia 1.16, dzielimy graf
na segmenty i najpierw wazymy kazdy z nich, a nastepnie przeksztalcamy wa-
gi, aby otrzymac pozadane nieregularne wazenie. Podobnie jak w poprzednim
przypadku potrzebowac¢ bedziemy dwéch technicznych lematow, z ktorych
pierwszy stanowi rozwiniecie lematu 1.17.

Lemat 2.2.
Niech R = RW) bedzie grafem o 2k wierzchotkach vy, vs, ... vy (k > 1)
ze zbiorem krawedzi zloZonym z par (vi,vi;), gdzie i@ = 1,...,2k — 1

ij=1,2,...,min{k, 2k — i}. Niech kazdemu wierzcholkowi v; przypisana be-
dzie waga l(v;), gdzie

0 dlai <k
l(v;) = , .
20— k) dlai> k.
Wtedy istnieje wazenie w : E(R) — {0, 1,2} takie, Ze:
(i) Dla kazdego wierzchotka v;, 1 < i < 2k:

> wle) + U(v;) = 2i.

edv;

(i) Podgraf grafu R indukowany krawedziami z wagami 1 i 2 zawiera wszyst-
kie jego wierzchotki i posiada podgraf F' bedgcy cyklem Hamiltona albo
krawedzig z wagq 2.

Dowad.
Do wazenia krawedzi uzywamy zmodyfikowanej wersji algorytmu 1.18.
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Algorytm 2.3.
(i) Niech i bedzie najmniejszq liczbg calkowitq takq, ze wszystkie wierzchol-
kiv; dla 1 < j <1i—1 sq zamknigte, i niech

i—1

p=2i— Z w((vj,v;)) — Uv;).

j=max{1l,i—k}

Jezeli 1 < p < k, przypisz krawedziom wagi

0 diat+1<j<it+k—0p
1 diai+k—-p+1<j5<i+k.

w((vi; v5)) = {

Jezeli natomiast p > k + 1, wagi

1 diai+1<)7<1+2k—p
2 diaj>zi+2k—p+1.

w((vi, v5)) = {

Przejdz do kroku (iit).

(i) Zamknij wierzcholek v;. Jezeli i = 2k + 1, STOP. W przeciwnym razie
wroé do kroku (i7).

Dowod czesei (i) przebiega podobnie, jak w przypadku lematu 1.17 -
analizujac dzialanie algorytmu pomijamy jedynie wierzchotek vy i incydentne
krawedzie.

Aby wykazaé¢ prawdziwos$é (i) zauwazmy, ze jezeli k > 3 jest liczba pa-
rzysta, to cykl Hamiltona F' tworzy ciag wierzchotkow

Uk+1, V1, Uk, U2, Uk—15 - - -, Uk /215 Uk/2+2, Uk /2, Uk /2415 U3k/2, U3k/2—1, U3k/2+1,
U3k/2—2, U3k/2425 - - - s Uk+3, V2k—3, Uk+2, UV2k—2, UV2k—1, U2k, Vk+1,
a w przeciwnym przypadku ciag
Uk+1, V1, Uk, U2, Uk—1, - - - , Uk/2-3/2, Uk/2+5/25 Vk/2—1/25 Vk/24+3/2, Vk/2+1/25 U3k/2—1/2,
U3k/2+1/25 U3k/2—3/2> U3k/2+3/25 - - - » Vk+3, V2k—3, Vk+2, V2k—2, V2k—1, U2k, Uk+1-
Bardziej precyzyjnie, cykl 6w sktada si¢ z krawedzi
. k
(Vi Vg—it1) dlal <1< LgJ;
: k
Uiy Ug—it2) dla1<i<[5],

Vi, Usk—i) dla k42 <i <[] -1,
UU?;k:zl) dlak+2<z<[%j—l,
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Jezeli k = 3, cykl Hamiltona F' mozna zdefiniowa¢ za pomocs ciagu wierz-
chotkéw vy, vs, v, vs, Vg, Vg, V1, zas W przypadku k = 2 ciggu vq,vs,04,02,01.
Jezeli k = 1, jedyna krawed? (vy, v2) ma wage 2, wiec jest szukanym podgra-
fem F. O]

Przyktad 2.4 (Wazenie grafow RV, R® i R®). Wazenie grafow RY, R?)
i R®) przedstawia rysunek 2.1. Podgrafy F zostaly zaznaczone kolorem czer-
wonym. Wazone stopnie wierzchotkow znajdujg sie wewngtrz reprezentujg-
cych je okregow.

1 2
‘ 1 i 1 i 2
V4 Vs V1 Vo V3 Vs

(I=0) (I=2) (=0) (I=0) (I=2) (=4)

N N >

— 2
2
Vi Vo V3 V4 Vs Ve

(/=0) (=0) (=0) (I=2) (I=4) (I=6)

Rysunek 2.1: Lemat 2.2 - wazenie graféow RV, R® i RG)

Drugi lemat gwarantuje istnienie nieregularnego wazenia grafow
Sk i R*®) (pierwsza rodzina zostata zdefiniowana w lemacie 1.17). Méwiac
doktadniej, gwarantuje, ze uzywajac wytacznie wag —1, 0 i 1 mozna otrzy-
maé nieregularne wazenie wspomnianych graféw takie, ze wszystkie wazone
stopnie sg kolejnymi liczbami catkowitymi (z jednym mozliwym wyjatkiem).

Lemat 2.5.

Niech S®) i R®) bedg grafami zdefiniowanymi jak w lematach 1.17
i 2.2, k>2. Jezeli G = S® b G = RW, to istnieje wazenie
f:E(G)— {-1,0,1} takie, Ze wazone stopnie wierzcholkéw G sq réznymi
liczbami ze zbioru {0,1,2,...,|V(G)|—1} gdy k jest liczbg parzystq i réznymi
liczbami ze zbioru {—1,1,2,... |V(G)| — 1} gdy k jest liczbg nieparzystq.
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Dowdd.

Przypisujemy krawedziom wagi wedtug wzoru:

1 dla2k+1—|V(G)|<i<k1<j<k,
flonv) =4 =1 dlak+1<i<2|b|+k-3j=i+1, (2.7)
1 dlai=2k—1,j =2k

Jezeli k jest liczba nieparzysta, przypisujemy réwniez f(ver_o, vor) = —1.
Wszystkie pozostate krawedzie otrzymuja wage 0.
Opisane wazenie spehia teze lematu, gdyz

wi(ny) = V(@) —k+i—1 dlai<k,
Y 2k — i dlak+1<i<2k—1,

oraz

0 dla £ mod 2 = 0,

d p—
wd(va) {4dbknmd2zl

]

Przyktad 2.6 (Ilustracja lematu 2.5).
Rysunek 2.2 ilustruje opisane wazenie dla grafow S® (kmod 2 =0) i R®
(kmod2=1).

Rysunek 2.2: Lemat 2.5 - ilustracja wazenia
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Powr6é¢émy do dowodu twierdzenia 2.1. Podobnie jak w dowodzie twier-
dzenia 1.16, konstrukcja nieregularnego wazenia przebiega odmiennie dla r6z-
nych relacji miedzy n i k, wigc rozpatrujemy kilka przypadkow.

Przypadek 1: n = 2k + 1.
W tym przypadku graf C* jest izomorficzny z grafem pelnym K, i dowod
réwnosci

tvs(CF) = tvs(K,) = 3
mozna znalez¢é np. w pracy G. Chartranda i in. [10].

Przypadek 2: n = 2k + 2.

Uzywamy takiego samego wazenia krawedzi w : E(CF) — {1,2} jak
w dowodzie twierdzenia 1.16 (przypadek 2). Przypomnijmy, ze sumy wag
krawedzi incydentnych z wierzchotkami v;, —[£] < i < [£] sa réznymi licz-
bami ze zbioru {2k, ..., 3k}, podczas gdy sumy wag krawedzi incydentnych
z pozostalymi wierzchotkami - réznymi liczbami ze zbioru {3k, ..., 4k}.

Dodajemy 1 do wag krawedzi (v;,vp11) dla —k < i < —[5] — 1 lub
|_§J + 1 <7 < k. Taka zmiana sprawia, ze wazone stopnie wszystkich wierz-
chotkéw przyjmuja rézne wartosci ze zbioru {2k, ...,4k} U {5k}. Poniewaz
do wazenia krawedzi uzyliSmy wytacznie liczb 1, 2 i 3, sita nieregularnosci
rowna jest s(C,_,) = 3.

Przyklad 2.7 (Wazenie grafu Cj).
Wazenie dla k = 3 zostalo przedstawione na rysunku 2.3.

Rysunek 2.3: Graf Cj - koficowe wazenie
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Przypadek 3: n > 2k + 2.

Liczbe wierzchotkéw grafu G = C* mozemy przedstawi¢ jako n = 4kt +1,
gdziet > 011 < r < 4k sa pewnymi liczbami catkowitymi.

Dzielimy G na pewna liczbe segmentéw, z ktérych wszystkie oprocz dwoch
sa izomorficzne z R®, jeden z R i jeden z R, gdzie g, h < k, |g — h| < 1.
Dla pewnych wartosci r konieczne jest dotaczenie dodatkowego wierzchotka
lub dodatkowej kopii grafu R albo SU), gdzie r' = SJ Korzystajac z le-
matéw 2.2 i 2.5 konstruujemy wazenia dla segmentow, nastepnie rozszerzamy
je na wszystkie krawedzie i wierzchotki grafu G.

Konstrukcja wazenia przebiega w odmienny sposob dla réznych zaleznosci
miedzy r i k, z tego wzgledu rozpatrujemy trzy przypadki. Ze wzgledu na
powtarzanie sie niektérych pojec i elementéow konstrukeji, najpierw opisany
zostal przypadek 2k + 2 < r < 4k, nastepnie zas 1 < r < 2k + 1.

Przypadek 3.1: 2k + 2 < r < 4k.

Niech g = MJ Rozwazmy 2t grafow Sy, Ss, ... S izomorficznych z R

oraz dwa grafy Sy = R™ i Sy = RY, przy czym h = g gdy
rmod4 € {0,1} ih=g+1gdy r mod 4 € {2,3}.

Oznaczmy wierzchotki G przez vy(G), ..., v,-1(G). Dzielimy graf na seg-
menty w taki sposob, ze wierzchotki graféw S;,1 < j < 2t (oznaczo-
ne ’Ul(Sj), c. ,U2k+1(Sj)), SQt_l,_l (OZD&CZOHG U1(32t+1)’ c ,UQh(SQtJ,.l)) 1 52t+2
(oznaczone v1(Sas41), - - -, Uag(S2+1)) utozsamiamy z kolejno po sobie naste-
pujacymi podzbiorami zbioru wierzchotkow G, przy czym dla rosnacych in-
deksow wierzchotkéw w G indeksy wierzchotkéw w S; rosng dla j = 2i — 1
i malejg dla 7 = 27, 1 < 7 < ¢t + 1. Innymi stowy, jezeli wierzchotki
v;(G) 1 vi41(G) (albo v,-1(G) 1 v9(G)) naleza do dwdch sgsiednich seg-
mentow S; i Sjy1 (odpowiednio Spyo i S1), to albo oba maja najwyz-
sze indeksy w segmentach (czyli v;(G) = v9,(5;) 1 vis1(G) = vor(Sj11),
wzglednie v;(G) = vor(S;) 1 vi41(G) = v94(S;41)), albo v;(G) = v1(S;)
i vi41(G) = v1(Sj41). Jezeli rmod 4 € {1,3}, pozostawiamy dodatkowy
wierzchotek v* = v, _o5_1(G) pomiedzy Sg;i1 i Soyio.

Wazenie grafu G przeprowadzamy w dwoch krokach. Zaczynamy od zdefi-
niowania wstepnego wazenia krawedzi w* : E(G) — {0, 1,2}, nastepnie prze-
ksztalcamy wagi krawedzi w celu otrzymania wazenia w : E(G) — {1,...,s}.

Konstrukcje w* rozpoczynamy od nadania wag krawedziom poszczegol-
nych segmentéw za pomoca algorytmu 2.3. Nastepnie wazymy pozostate kra-
wedzie G (czyli e € E(G) \ U7Z? E(S;)).

Jezeli dwoma kolejnymi segmentami sa Sa;—1 1 S9;, 1 < i@ < t (czyli nale-
zace do nich skrajne wierzchotki maja stopien 2k), przypisujemy wszystkim
taczacym je krawedziom wage 2. Krawedziom taczacym Sy; i So;0q, 1 <@ < ¢,
oraz Sy1o 1 .57 nadajemy wage 0. Przedstawiaja to rysunki 2.4 i 2.5.
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2
—__— 5
(s
760 0=
> ‘%% ‘?gf“%‘r’{ 3

Vok-2 VoK1 Vok Vok Vok-1 Vak2

(Szi1)  (Sa)  (Sar)  (Sz)  (S2) (S2))

Rysunek 2.4: Laczenie segmentéw (1)

~— 0
20502070
o ETAS® 2 AN
(S2) (S2) (S2) (S‘:n) (Szv,-:) (8‘2/1'3+1)

Rysunek 2.5: Laczenie segmentéw (2)

Zauwazmy, ze wazone stopnie nie ulegaja zmianie, gdyz sumy wag krawe-
dzi taczacych segmenty grafu G nie nalezacych do S; sa réwne wagom [(v)
z lematu 2.2.

Jezeli r mod 2 = 0, przypisujemy wage 2 krawedziom

(Un+i(S2t41), v2g—jr1(Saeq2)) dlal < <h,1<j<i
a w przeciwnym razie krawedziom

(Un1i(S2t+1), V2g—jr2(Saute)) dla2<i<h,1<j<i—1,
(v*, Up4i(Sat41)) dlal<i<g+1,
(v*, vag—it1(S2t42)) dlal<i<g+1.

Zauwazmy, ze ostatnia operacja moze powiekszy¢ o 2 wazone stopnie nie-
ktorych wierzchotkéw v € V' (Sg42), jednak po jej wykonaniu pozostaja spet-
nione warunki

wd*(v) < 2k dlav € V(Sy41) UV (Sepe) U {v*}
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oraz
{v € V(So41) UV (Soppo) U{v*} :wd*(v) =2i}| <2 dlai=1,... k,

gdyz wd(v*) # wd(vag(S2e+2)).

Aby zakonczy¢ konstrukcje wazenia w*, przypisujemy wage 0 wszystkim
jeszcze nie zwazonym krawedziom G.

Ostatecznie otrzymujemy wiec wazenie w* : E(G) — {0,1,2} takie, ze
wszystkie wazone stopnie sg parzyste, segmenty S; posiadaja podgrafy F
o wlasnoéciach zdefiniowanych w lemacie 2.2, a ponadto

o € V(G) :wd*(v) =20} <2t +2 dlai=1,....k

Niech s = [%}j‘l} (zauwazmy, ze s jest liczba nieparzysta). Definiujemy
nowe wazenie w : F(G) — {0, %, s} w nastepujacy sposéb:
s—1

w(e) = 5 w*(e)+1 dlaee E(G), (2.8)

Po tej modyfikacji wazone stopnie wierzchotkow w dowolnym segmencie
S; réznig si¢ o co najmniej s — 1. Poniewaz nie mozemy przypisywac¢ wag
wierzchotkom, rozrézniamy ich stopnie uzywajac podgrafow F' z lematu 2.2.

Stopnie wierzchotkéow nalezacych do S;,1 < j < 2t, obnizamy w nastepu-
jacy sposob. Jezeli j mod 2 = 0, zmniejszamy wage kazdej krawedzi nalezacej
dQ podgrafu F' o % W przeciwnym razie zmniejszamy je na przemian o %
i % (kazdy z podgraféw F' jest cyklem o parzystej dtugosci).

Jezeli h > 1, zmniejszamy wagi krawedzi So;1 na przemian o ¢t it + 1.
W przeciwnym razie zmniejszamy wage jedynej krawedzi tego segmentu
(v1(S241), v2(S2¢11)) 0 2t + 1.

Jezeli ¢ = k (zauwazmy, zZe jest to mozliwe tylko, gdy r = 4k), w ten
sam sposOb zmniejszamy wazone stopnie w Sa;ro. W przeciwnym razie nie
zmieniamy wag krawedzi w Sy, o ani krawedzi incydentnych z wierzchotkiem
v* (jezeli zostal wyodrebniony).

Postepujac w przedstawiony sposdéb zmniejszamy wazone stopnie w Kko-
lejnych segmentach S; o rézne wartosci ze zbioru {0,1,...,2t + 1} albo
{1,2,...,2t+2} i ostatecznie rozrézniamy wszystkie wazone stopnie w grafie
G,gdyz 2t +2 < s—1.

Przypadek 3.2: 1 <r <2k + 1.

Rozpoczynamy od znalezienia nieregularnego wazenia grafu C%,, za po-
mocg metody przedstawionej w poprzednim paragrafie. Niech s = 2t + 2.
Zauwazmy, ze najwyzsza waga uzyta do tej pory jest s — 1 i dwa najwyzsze
wazone stopnie wynosza wd(v*) = 2k(s — 1) — 1 i wd(v*) = 2k(s — 1) — 2
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s-1

Rysunek 2.6: Sasiednie wierzchotki o najwyzszych stopniach

dla wierzchotkéw v* = w95 (S1) 1 V** = w9y (S2). Zauwazmy tez, ze wszystkie
krawedzie pomiedzy S7 i S; maja wage s — 1. Ilustruje to rysunek 2.6.
Jezeli r = 1, to wstawiamy dodatkowy wierzchotek vy pomiedzy v* i v**
usuwajac i dodajac w razie potrzeby krawedzie, aby otrzymaé C%,, 41+ Przy-
pisujemy wage s — 1 wszystkim krawedziom incydentnym z vg. Stopien vy
przyjmuje warto$¢ wd(vg) = 2k(s — 1), a pozostate wazone stopnie nie ule-
Taj@ zmianie, wigc otrzymujemy w ten sposob nieregularne wazenie G, gdyz

4’“%2%—1} = s — 1. Opisang sytuacje ilustruje rysunek 2.7.

s-1

Rysunek 2.7: Wstawienie jednego wierzchotka

Jezeli r = 2, to wstawiamy dwa wierzchotki vy i vy pomiedzy v* i v*™*,
a nastepnie przypisujemy wage s — 1 wszystkim dodanym krawedziom z wy-
jatkiem (vy,v*) i (v1,v9), ktére otrzymuja wage s. W wyniku tego wartosci
wazonych stopni wierzchotkow v € V(CF) \ {v*,v1,v9} nie zmieniaja sie,
a wiec pozostaja réznymi liczbami ze zbioru

{2k, ..., 2k(s—1) — 2},
a ponadto

wd(v*) = 2k(s — 1),
wd(vy) = 2k(s — 1) + 2,
wd(vy) = 2k(s — 1) + 1.
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Wiynika stad, ze w jest nieregularnym wazeniem grafu GG. Przedstawia to
rysunek 2.8.

Rysunek 2.8: Wstawienie dwoch wierzchotkéw

Jezeli r = 3, to wstawiamy trzy wierzchotki vy, vy i v3 pomiedzy v* i v**,
a nastepnie przypisujemy wage s — 1 wszystkim nowym krawedziom poza
nastepujacymi:
w(v,v) =8 — 2,

w(v™, vy) = w(vy, ve) = w(vy,v3) = w(vy, v3) = .

W wyniku powyzszych zmian wazone stopnie wierzchotkow
k * kK
v E V(Cn> \ {U , U ,Ul,UQ,Ug}
sg roznymi liczbami ze zbioru

{2k,...,2k(s —1) — 3},

a ponadto
wd(v*) = 2k(s — 1) — 2,
wd(v™*) =2k(s — 1) — 1,
wd(v) = 2k(s — 1) + 1,
wd(vy) = 2k(s — 1) + 3,
wd(vz) = 2k(s — 1) + 2,

wiec w jest nieregularnym wazeniem (. Opisana sytuacja zostata przedsta-
wiona na rysunku 2.9.
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s-1

Rysunek 2.9: Wstawienie trzech wierzchotkow

Przejdzmy do przypadku, gdy 4 < r < 2k + 1. Zauwazmy, ze tym razem
[4kt+r;2k—1
5 .
Wstawiamy pomiedzy v* i v** graf H, gdzie

i~ S gdy rmod 2 =1,
R gdy r mod 2 =0,

oraz

Niech V(H) = {vo(H),vi(H), ..., 0y m)-1(H)}. Wstawiamy H miedzy
v* a v w taki sposéb, aby v* sagsiadowalt z wierzchotkami

vj(H) dla0<j<min{k—1,|V(H)| -1},
a v** z wierzchotkami
U|V(H)|_j_1(H) dla 0 < j < min{k - 1, |V(H)| - 1}.

Przypisujemy wage s — 1 wszystkim nowym krawedziom, w tym krawe-
dziom grafu H. Wynikowe wazenie wy : E(G) — {1,2,...,s — 1} przypisuje
wazony stopien rowny 2k (s — 1) kazdemu z wierzchotkéow grafu H i nie zmie-
nia wazonych stopni pozostatych wierzchotkéw grafu G (w tym v* i v**).
W celu rozréznienia wazonych stopni wierzchotkow v € V(H) wyznaczamy
wagi f krawedzi grafu H za pomoca wzoru (2.7) (patrz lemat 2.5). Jezeli
k mod 2 = 0, definiujemy w : E(G)) — {1,2,...,s} za pomoca wzoru:
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] wi(e) dlae e E(G))\ E(H),
w(e) = { wi(e) + f(e) dlaee E(H). (2.9)

Poniewaz s > 3, nowe wagi krawedzi spelniaja warunek 1 < w(e) < s
1 wszystkie wazone stopnie sa rézne, gdyz zgodnie z lematem 2.5 wazone
stopnie wierzchotkéow v € V(H) przyjmuja rézne wartosci ze zbioru

{2k(s —1),2k(s — 1)+ 1,...,2k(s — 1) +r},
za$ wazone stopnie wierzchotkow v € V(G) \ V(H) rézne wartosci ze zbioru
(2K, 2k +1,...,2k(s — 1) — 1}

(nie ulegaja one zmianie po wstawieniu grafu H).
Jezeli k mod 2 = 1, réwniez uzywamy wzoru (2.9) w celu zdefiniowania
nowego wazenia w. Jednakze tym razem

wd(v*) = wd(vey) = 2k(s — 1) — 1.
Jezeli r < 2k, zmieniamy wage krawedzi
w(v*,vy) = s.
Jak mozna tatwo zaobserwowaé, po tej operacji

wd(vy) =2k(s — 1) +r+1,
wd(v,) = 2k(s — 1), (2.10)
wd(voy) = 2k(s — 1) — 1,

wiec w jest poszukiwanym nieregularnym wazeniem grafu G, gdyz wazone
stopnie wierzchotkéw v € V(C*)\ (V(G) U {v*}) sa rézne i mniejsze niz
2k(s—1)—1, a wazone stopnie wierzchotkéw v € V(G)\ {v,s, vo } sa réznymi
liczbami ze zbioru {2k(s — 1) +2,...,2k(s — 1) +r — 1}.

Jezeli r = 2k + 1, to (v*,v,) € E(G), wiec musimy postapi¢ inaczej.
Redefiniujemy wazenie przypisujac

w(vg(H),vk(H)) = s+ 1.

W ten sposob wd(vg(H)) i wd(ve,(H)) wzrastaja o 1, wiec wazone stopnie
wszystkich wierzchotkéow v € V(G) przyjmuja rézne wartosci. Zauwazmy, ze
w(vi(H),vo(H)) = s + 1 = [22E=1] 41,

Zatozmy, ze wagi 1,2, ..., s wystarczg do utworzenia nieregularnego waze-
nia, gdy r = 2k+11ik mod 2 = 1. W takim razie wazone stopnie wierzchotkdéw
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v € V(G) musza przyjaé wszystkie wartosci ze zbioru {2k, ..., 4kt + 4k}, co
oznacza, ze ich suma jest réwna nieparzystej liczbie k(2t+3)(4kt+2k+1). To
jest jednak niemozliwe (suma stopni musi by¢ liczba parzysta). Otrzymana
sprzecznosé oznacza, ze uzycie wagi s + 1 jest niezbedne. O]

Na zakonczenie przedstawiamy przyktad ilustrujacy konstrukcje wazenia
w jednym z opisanych powyzej przypadkow.

Przyktad 2.8 (Konstrukcja wazenia dla grafu C3,).

Mamyn =19, k=3t =1,r =7 = 2k + 1, wiec rozpoczynamy od zwa-
zenia grafu C3,. Przypisanie mu wag 0, 1 1 2 przedstawia rysunek 2.10. Na
czerwono zostaty zaznaczone krawedzie tgczqce ze sobg wierzchotlki z roznych
segmentow.

(S (S2)

Rysunek 2.10: Wazenie krawedzi grafu C3, za pomocg wag 0, 11 2

Zawwazmy, ze s(C3,) = s — 1 = 3 jest liczbg nieparzystq, wiec wagi prze-
ksztalcamy zgodnie ze wzorem (1.19). Nastepnie redukujemy wagi krawedzi
uzywajgc podgrafow F', odeymujge 1 od co drugiej krawedzi cyklu w segmen-
cie Sy i od wszystkich w segmencie Sy. Koncowe wazenie grafu C3, zostalo
przedstawione na rysunku 2.11 (oba cykle zostaly zaznaczone na czerwono).
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Rysunek 2.11: Koricowe wazenie grafu C?,

W nastepnym kroku konstruujemy wazenie f grafu H = S® zgodne z le-
matem 2.5. Zostalo ono przedstawione na rysunku 2.12.

1 1 1

e
SRRSO

v3 Vs Vs Ve

Rysunek 2.12: Lemat 2.5 - wazenie f grafu H = S©®)

Aby zakoniczyé, wstawiamy graf H =2 S®) miedzy wierzchotki v* = vg(S)
i v = vg(S2), nadajgc wszystkim nowym krawedziom e ¢ E(H) wage s — 1,
a krawedziom e € E(H) wage s—1+ f(e). Poniewaz r = 2k+1, przypisujemy
w(vs(H),v6(H)) = s—1+f(vs(H),vs(H))+1 = 5. Wten sposdb otrzymujemy
poszukiwane nieregularne wazenie, przedstawione na rysunku 2.13.



ROZDZIAEL 2. SIEA NIEREGULARNOSCI 51

(S1) Sy (S)  (S) (S2)

4 5
Vo Vi v, V3 % V. Ve
(H) (H) (H) (H) (H) (H) (H)

Rysunek 2.13: Koricowe wazenie grafu C3,



Rozdziat 3

Iloczynowa sila nieregularnosci

3.1 Wprowadzenie

Rozwazmy prosty nieskierowany graf G = (V(G), E(G)) bez petli i izolowa-
nych krawedzi i z co najwyzej jednym izolowanym wierzchotkiem. Przypisu-
jemy kazdej krawedzi e € F(G) dodatnia catkowita wage w(e). Dla kazdego
wierzchotka v € V(G) definiujemy jego iloczynowy stopien jako

[esy w(e)  gdy de(v) >0,
0 gdy da(v) =0,

gdzie dg(v) oznacza stopien wierzchotka v w G.

Wazenie w nazywamy iloczynowo niereqularnym jezeli dla kazdej pary roz-
nych wierzchotkow u,v € V(G) zachodzi pdg(u) # pda(v). Sita wazenia w
jest zdefiniowana jako

pdg(v) = {

s (G) = max{w(e)le € E(G)},

za$ iloczynowa sita niereqularnosci grafu G jako
ps(G) = min{ps, (G)|w jest iloczynowo nieregularne}.

Ponizej zostaly przedstawione dolne i gérne ograniczenia wartosci ps(G)
dla réznych rodzin graféw. W szczegdélnosci w kolejnych podrozdziatach zo-
staty przedstawione ograniczenia dla ogélnych grafow i doktadne wartosci dla
graféw petnych i gwiazd. Na koncu rozdziatu zostaly przedstawione gltowne
wyniki, czyli gérne oszacowania dla cykli, Sciezek i krat.

52
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3.2 Ogoblne oszacowania

Zauwazmy, ze do otrzymania réznych stopni iloczynowych, konieczne jest
uzycie réznych multizbioréw wag do zwazenia krawedzi incydentnych z kaz-
dym z wierzchotkéw. Nich ng oznacza liczbe wierzchotkow stopnia d i niech
s bedzie najwieksza liczba uzyta w wazeniu. Wowczas

g < (s +d-— 1)7
s—1
wiec dla kazdego 0(G) < d < A(G),

d
s> {nz/d—d—i—l-‘ .
e
Wynikaja stad w prosty sposob nastepujace dwie obserwacje, pochodzace
z pracy [5].

Obserwacja 3.1.
Dla kazdego grafu G

d 174

P — —d+1];.
ps(@) 5(C)SHLA(G) { Lnd *

Obserwacja 3.2.

Dla kazdego r-reqularnego grafu G o n wierzchotkach

ps(G) > Knl/r —r+ 1} :

Rozwazmy teraz gorne ograniczenia na ps(G). Zauwazmy, ze jezeli przypi-
szemy poszczegélnym krawedziom rozne liczby pierwsze, wszystkie iloczyny
musza by¢ rézne. Wynika stad kolejna obserwacja przedstawiona w [5].

Obserwacja 3.3.

Dla kazdego grafu G bez izolowanych krawedzi i z co najwyzej jednym izo-
lowanym wierzchotkiem, ps(G) < p(|E(G)|), gdzie p(n) oznacza n-tq liczbe
PLeTwszq.

O. Pikhurko w pracy [28] udowodnit, ze dla wystarczajaco duzej wartosci
|E(G)|, kazdy graf G z |E(G)| krawedziami jest iloczynowo antymagiczny,
to znaczy bijekcja ze zbioru krawedzi na zbiér {1,2,...,|E(G)|} taka, ze
wszystkie iloczynowe stopnie sg parami rézne. Wynika stad prawdziwosé na-
stepujacego faktu.

Obserwacja 3.4.  Dla kazdego wystarczajgco duzego grafu G bez izo-
lowanych krawedzi i z co najwyzej jednym izolowanym wierzchotkiem,

ps(G) <|E(G)].
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3.3 Gwiazdy i grafy pelne

W tym podrozdziale przedstawione zostaly wartosci iloczynowej sity niere-
gularnosci dla dwéch rodzin grafow.

Fakt 3.5.
Niech K, bedzie gwiazdg o n wiszqcych wierzchotkach. Woéwczas

3 gdyn =2,

pS(Kl,n) = {

n gdyn > 3.

Dowéd. W przypadku gwiazdy K, kazdy wierzchotek stopnia 1 ma wa-
zony stopien rowny wadze incydentnej z nim krawedzi. Z tego wzgledu
ps(K1,) > n. Z drugiej strony, wierzchotek stopnia n ma wazony stopien
rowny iloczynowi wag wszystkich krawedzi, czyli w n! przypadku uzycia n
kolejnych wag. Poniewaz dlan! > n dlan > 3, uzycie wag 1, ..., n gwarantuje
otrzymanie nieregularnego wazenia. W przypadku K 3 konieczne jest uzycie
wag 213, gdyz 11 2 nie gwarantuja uzyskania trzech réznych stopni. O

Fakt 3.6.
Niech K, bedzie grafem petnym o n wierzchotkach, n > 3. Wowczas

ps(K,) = 3.

Dowéd. W przypadku grafu pelnego K,, uzycie wag 11 2 pozwala na uzyska-
nie wazonych stopni réwnych kolejnym potegom liczby 2: 20,21 ... 2"~ Co
prawda liczb tych jest doktadnie tyle, ile wierzchotkow, jednak nie moga one
wszystkie wystapic¢ jednoczesnie: gdyby ktorys z wierzchotkéw miat wazony
stopien 1, zaden nie mogltby by¢ incydentny wyltacznie z krawedziami o wa-
dze 2, wiec niemozliwe byloby pojawienie sie wazonego stopnia 2" 1. Z tego
wzgledu konieczne jest uzycie co najmniej wag 1, 2 i 3. Z drugiej strony wagi
te wystarcza do uzyskania nieregularnego wazenia. Aby to wykazaé, zastosu-
jemy indukcje, wykazujac, ze dla kazdego n istnieje iloczynowo nieregularne
wazenie K, takie, ze jezeli n jest parzyste, to zaden z wierzchotkéw nie ma
wazonego stopnia réwnego 2" 1, za$ w przypadku n nieparzystego - wazo-
nego stopnia réwnego 3"~!. Wazenie K3 o podanej wlasnosci uzyskujemy
przypisujac poszczegdlnym krawedziom wagi 1, 2 1 3. W przypadku n > 4,
zaktadamy, Ze istnieje wazenie o podanej wtasnosci grafu K, ;. W przypad-
ku, gdy n jest parzyste, wazymy w odpowiedni sposob krawedzie dowolnego
podgrafu izomorficznego z K,_1, a pozostalym krawedziom (incydentnym
z pewnym wierzchotkiem v) przypisujemy wage 3. Poniewaz wazenie K, ;
jest nieregularne, a przypisanie wag krawedziom incydentnym z v powoduje
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potrojenie wszystkich wazonych stopni, pozostajg one rézne. Z drugiej strony,
po zastosowaniu wskazanego wazenia K,,_; nie zawiera zadnego wierzchotka
o wazonym stopniu réwnym 3" 2, wiec réwniez zaden z wierzchotkéw u # v
nie moze mie¢ wazonego stopnia réwnego 3" ! w K,, a stad v jest jedy-
nym wierzchotkiem o tej cesze i uzyskane wazenie jest nieregularne. Jezeli
n jest nieparzyste, postepujemy w analogiczny sposob, tym razem przypisu-
jac wszystkim krawedziom incydentnym z v wage 2. O]

Rezultaty przedstawione w kolejnych podrozdziatach pochodza z pra-
cy [5]

3.4 Cykle i Sciezki

W tym podrozdziale przedstawione zostaty oszacowania iloczynowej sity nie-
regularnosci cyklu C'. W rzeczywistosci mozna uzy¢ ponizszych oszacowan
ps(C) réwniez do wyznaczenia gornych ograniczen dla $ciezek oraz graféw
hamiltonowskich i pothamiltonowskich (graf nazywamy péthamiltonowskim,
gdy posiada $ciezke Hamiltona). Aby otrzymadé nieregularne wazenie $ciezki,
usuwamy dowolna krawedz z waga 1 z cyklu o tej samej liczbie wierzchot-
kéw (wszystkie ponizsze konstrukcje gwarantuja istnienie takiej krawedzi).
W przypadku grafow hamiltonowskich i péthamiltonowskich znajdujemy nie-
regularne wazenie cyklu albo Sciezki Hamiltona, a nastepnie przypisujemy
wage 1 wszystkim pozostalym krawedziom grafu.
Niech C} oznacza cykl o dtugosci k. Wtedy:

Fakt 3.7.
ps(Cs) = ps(Cy) = ps(C5) = ps(Cs) = 3
ps(Cq7) = ps(Cs) =4
ps(Cy) = ps(Cho) = ps(C11) = ps(Cra) = ps(Chs) = ps(Cra) =5

ps(Cy) > 6 dla wszystkich n > 14

Dowéd. Najpierw wykazemy, ze wymienione wartosci ps(C,,) sa najmniej-
szymi mozliwymi.

Jak mozna tatwo zauwazy¢, uzycie dwoch wag 11 2 pozwala wygenerowac
trzy rézne iloczyny: 1, 2 i 4, jednak nie mozna w ten sposob utworzy¢ niere-
gularnego wazenia Cj3, gdyz zaden z mozliwych do otrzymania ciggdéw wag:
(1,1,1), (1,1,2), (1,2,2), (2,2,2) nie jest wazeniem iloczynowo nieregular-
nym. W zwiazku z tym, aby otrzymaé¢ nieregularne wazenie C'3 i dowolnego
dtuzszego cyklu, potrzeba co najmniej trzech wag.

W ten sam sposob zauwazamy, ze uzywajac wag 1, 2, 3 mozna otrzymac
szes¢ roznych wazonych stopni: 1, 2, 3, 4, 61 9, wiec co najmniej cztery wagi
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sa potrzebne do utworzenia nieregularnego wazenia C7 i wszystkich dtuzszych
cykli.

Uzywajac wag 1, 2, 3 1 4 mozna otrzymac¢ dziewie¢ iloczynow: 1, 2, 3,
4,6, 8,9, 12 1 16. Jednakze liczby te nie moga stanowi¢ ciggu wazonych
stopni cyklu Cy, gdyz niemozliwe jest jednoczesne otrzymanie wszystkich
wielokrotnosci liczby 3 przy uzyciu wag 1, 2, 3 i 4. Aby si¢ o tym przekonaé
zauwazmy, ze aby otrzymac¢ wazony stopnien 9, trzeba dwém sasiadujacym
krawedziom nadac¢ wage 3. Pozwolitoby to otrzymaé¢ wazony stopien 9 w srod-
ku i dwa inne stopnie podzielne przez trzy na koncach pewnej sciezki ztozonej
z dwoch krawedzi - tacznie trzy wielokrotnosci. W celu otrzymania czwarte;j
wielokrotnosci 3 nalezaloby uzy¢ tej wagi na jeszcze jednej krawedzi, po-
wtarzajac wazony stopien 9 albo uzyskujac dwie inne wielokrotnosci, tacznie
pie¢. W zwiazku z tym potrzeba co najmniej pigciu wag do zwazenia cyklu
Cy 1 wszystkich dtuzszych.

Za pomoca wag 1, 2, 3, 4 1 5 mozna utworzy¢ czternascie iloczynéw: 1, 2,
3,4,5,6,8, 9,10, 12, 15, 16, 20 i 25. Wynika stad, ze w celu zwazenia Ci5
i kazdego dtuzszego cyklu konieczne jest wykorzystanie co najmniej siedmiu
roznych wag.

Ponizej przedstawione zostaly przyktadowe ciagi wag krawedzi minimali-
zujace warto$¢ ps(C,,) dla kazdego cyklu C,,, 3 < n < 14:

Sy =1(1,2,3),5, = (1,1,2,3), 55 = (1, ,3), 5 = (1,1,2,2,3,3)

Sy =(1,1,2,2,4, ,3),58:(1,1,2 24 33) Se=(1,1,2,5,5,4,4,3,3)
Sio=(1,2,5,1,4,2,3,5,4,3), S11 = (1,1,2,5,1,4,2,3,5,4,3)
Sip=(1,1,2,5,5,1,4,2,3,5,4,3), Si3 (1 1,2,5,5,1,4,4,2,3,5,4,3)

Sl4 = (17 17275757 174 4527373757473>

To konczy dowdd. [

Przedstawimy teraz dolne i gérne oszacowania dla cyklu €, o dowolnej
dhugosci. Uzywajac podobnego rozumowania, jak w obserwacji 3.1, mozemy
wykaza¢ prawdziwosé nastepujacego ograniczenia.

Obserwacja 3.8.
Dla kazdego n > 2

ps(Cy) > [\/ﬁ— ﬂ .

Powyzsze oszacowanie mozna polepszy¢. Zakladajac, ze uzywamy wy-
lacznie wag ze zbioru {1,...,s}, postawmy nastepujace pytanie: jaka jest
maksymalna dtugosé cyklu, jaki mozemy za ich pomoca nieregularnie zwa-
zy¢?

Jezeli ¢ > s jest liczba pierwsza i q jest dzielnikiem x, to x nie moze by¢
wazonym stopniem zadnego z wierzchotkéw C,.
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Dla 1 < i < s istnieje co najwyzej w(|s?/i|) — m(s) liczb pierwszych ¢
takich, ze v = ig < s?. Wynika stad, ze

£ () )

W pracy [31] J.B. Rosser i L. Schoenfeld pokazali, ze dla n > 17,

n n
—_— 1.2 —_
0 <7(n) < 55061nn

Stad

<orao-En([7])

2
125506
<5 Zzlzln s2/i)

1

= 1255067—
=5+ + 2Ins z; 21ns—lnz)>

<s +125506——s2 ! +/81di
Ins 2Ins  J1 i(2lns —Ini)

2

— s%(1 —1In2) + 0.75506—.
Ins

Ostatnia nierownos¢ jest spelniona, gdy

52 {(1 —nlnz)l/ﬂ '

Jako, ze In2 > 0.5, nastepujace ograniczenie nieco poprawia wynik z ob-
serwacji 3.8.

Obserwacja 3.9.
Dla kazdego n > 17

ps(Cn) 2 Kl —nln2>1/2-‘ '

Przejdziemy teraz do szacowania gornych ograniczen na ps(C,,).
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Lemat 3.10.
Dla kazdego s > 3

e istnieje iloczynowo nieregularne wazenie cyklu Css wykorzystujgce
wszystkie liczby ze zbioru {1,2,...,s} (i tylko te liczby) takie, Ze szesé
kolejnych krawedzi ma wagi s —1, s —1, s, s, s —2, s — 2;

e istnieje iloczynowo niereqularne wazenie cyklu Cosi1 wykorzystujgce
wszystkie liczby ze zbioru {1,2,...,s+ 1} (i tylko te liczby) takie, Ze
siedem kolejnych krawedzi ma wagi s—1, s—1, s+1, s, s, s—2, s—2.

Dowdd. Dla Cg, pozadany ciag wag jest postaci 2, 2, 3, 3, 1, 1. Teraz,
majac dany cykl Oy, gdzie s > 3, zatézmy, ze szesé¢ jego kolejnych krawedzi
ma wagi s — 1, s — 1,8, 8, s —2, s — 2 (w tej lub odwrotnej kolejnosci).
Mozemy teraz dodaé¢ krawedz (albo dwie kolejne krawedzie) z waga s + 1
pomiedzy krawedziami z wagami s —1 i s i otrzymac iloczynowo nieregularne
wazenia Cagy1 1 Chsio z najwyzsza waga rowna s + 1, przy czym drugie
wazenie ma pozadang strukture. Aby wykaza¢ prawdziwos¢ tezy, wystarczy
wiec zastosowac indukcje wzgledem s. O

Lemat 3.11.
Dla kazdego s > 7:

e istnieje iloczynowo niereqularne wazenie cyklu Css, wykorzystujgce
wszystkie liczby ze zbioru 1,2,...,s (i tylko te liczby) takie, Ze jede-
nascie kolejnych krawedzi ma wagi s —4, s—1, s—2,s—2, s, 5, s— 1,
s—1,58—3,5s—2,s—5;

e istnieje iloczynowo niereqularne wazenie cyklu Csgy1wykorzystujgce
wszystkie liczby ze zbioru 1,2,...,s+ 1 (i tylko te liczby) takie, ze dwa-
nascie kolejnych krawedzi ma wagi s—5, s—2,s—2,s—3,s—1, s—1,
s+1,s,8 s—2,s—1,s—4;

e istnieje iloczynowo niereqularne wazenie cyklu Csgro wykorzystujgce
wszystkie liczby ze zbioru 1,2, ..., s+ 1 (i tylko te liczby) takie, Ze trzy-
nascie kolejnych krawedzi ma wagi s—5, s—2,s—2,s—3,s—1, s—1,
s+1,s4+1,s,58 5s—2,5s—1,s—4;

Dowéd. Dla (s, odpowiednie wazenie sktada sie z liczb 3, 6, 5, 5, 7, 7, 6, 6,
4,5,2,2,7,1,1,5,3,4,4,7, 3. Majac dany cykl Cs,, gdzie s > 7, zatdzmy,
ze wagi jego jedenastu kolejnych krawedzi tworza ciag Sp: s —4, s — 1, s — 2,
s—2,8,8s—1,s—1,s—3,5s—2,s—5 (w tej lub odwrotnej kolejnosci).
Postepujemy w nastepujacy sposob:
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e zapisujemy Sy w odwrotnym porzadku: s —5, s —2, s—3,s—1,s—1,
§,8,8—2,s—2,5s—1,s—4,;

e zmieniamy potozenie krawedzi z waga s — 2 (zamieniamy pozycje pary
(s — 2,5 —2) i pojedynczej krawedzi z waga s —2): s — 5, s — 2, s — 2,
s—3,s—1,s—1,s,s8,5—2,s—1,s—4;

e dodajemy nowg krawedz z wagag s+ 1: s —5, s —2,s—2,s—3, s — 1,
s—1,s+1,s,s8 s—2,5s—1, s—4; w ten sposob otrzymujemy iloczynowo
nieregularne wazenie cyklu o dtugosci 3s + 1;

e dodajemy krawedz z wagg s+1: s —5,s—2,s—2,s—3,s—1,s—1,
s+1,s4+1,s,s, s—2, s—1, s—4; w ten sposéb otrzymujemy iloczynowo
nieregularne wazenie cyklu o dtugosci 3s + 2;

e dodajemy krawedz z waga s: s —5,s—2,s—2,s—3,s,s—1, s —1,
s+1,s+1,s,8 s—2,s—1, s—4; wten sposob otrzymujemy iloczy-
nowo nieregularne wazenie cyklu o dtugosci 3(s + 1) majace pozadana
strukture (aby to stwierdzi¢, wystarczy sprawdzi¢ ostatnie jedenascie

wag).
Stosujac indukcje wzgledem s konczymy dowod. O]

Z powyzszych lematéw wynikaja nastepujace ograniczenia dla cykli, praw-
dziwe réwniez dla $ciezek i graféw (p6t-) hamiltonowskich:

Twierdzenie 3.12.

(51 gdy n

6
(2] gdyn > 2

ps(Cy) < {

>
>

WIS I3

1

Przejdzmy do oszacowan iloczynowej sity nieregularnosci dla dtugich cy-

kli.

Twierdzenie 3.13.
Dla kazdego € > 0 istnieje ng takie, zZe dla kazdego n > ng

ps(Cy) < [(1+¢)V2nlnn].

Dowéd. Niech s = [(1 + ¢)v2nlnn] i niech p bedzie najwicksza liczba
pierwsza taka, ze p < m(s). Z twierdzenia Bertranda-Czebyszewa wynika, ze
p > m(s)/2+ 1 dla wystarczajaco duzego s.

Dla kazdego g < p/2 mozemy zdefiniowaé ciag: 0, ¢ mod p, 2¢ mod p, ...,
(p — 1)g mod p, pg mod p = 0. W dalszej czesci dowodu bedziemy nazywaé
taki cigg ”tancuchem”.
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Jak mozemy zauwazy¢, w dowolnym ustalonym tancuchu, kazda liczba
a, 0 < a < p— 1, wystepuje doktadnie raz, poniewaz g i p sa wzglednie
pierwsze, w zwigzku z czym rzad ¢ w addytywnej grupie Z, wynosi p — 1.
Stad, jezeli polaczymy wszystkie tanicuchy razem i zamkniemy cykl (w ta-
ki sposob, aby zera bylty wspoélnymi elementami kazdej pary sasiadujacych
laficuchow), kazda para liczb z rozpatrywanego zbioru wystapi obok siebie
co najwyzej raz (tutaj potrzebne jest zalozenie, ze ¢ < p/2). Ponumerujmy
liczby pierwsze: p; = 2, p = 3, p3 = 5 i tak dalej i niech py = 1. Zastepujemy
kazda liczbe a w skonstruowanym powyzej cyklu przez p,. Skoro zadna pa-
ra si¢ nie powtarza, rowniez zaden iloczyn nie wystapi dwukrotnie. Ponadto
z faktu, ze sgsiadujace wagi sg zawsze roézne, zaden z iloczynéw nie jest kwa-
dratem liczby naturalnej. Pozostaje pokazaé¢, ze mozemy w podany sposob
zwazy¢ n krawedzi. Jako, ze uzywamy p wag w kazdym tancuchu, a kazdemu
lancuchowi odpowiada inna liczba naturalna g < p/2, mozemy zwazy¢

m = > = =
Ins

p(p2—1> (ﬂ;))Q ;< 5)2

krawedzi. Wybor s gwarantuje, ze dla wystarczajaco duzych n zachodzi nie-
rownosé m > n.

Wykorzystujemy najwieksza liczbe tancuchéw pozwalajaca zwazyé co
najwyzej n krawedzi. Liczba krawedzi, ktérym przypisaliSmy wagi, miesci
sie pomiedzy n — p + 1 i n. Niech t oznacza liczbe pozostatych krawedzi.
Oczywiscie, 0 < t < p. Dotychczas uzyliémy doktadnie p wag i zaden iloczyn
nie jest kwadratem liczby naturalnej. Zastepujemy kazda z t ostatnich krawe-
dzi w ostatnim tancuchu dwiema sasiadujacymi krawedziami (nie zmieniajac
wag). To nie zmieni zadnego z dotychczas otrzymanych wazonych stopni,
gdyz ciagi postaci p;, pj, pr, zmieniaja si¢ W p;, p;, pj, Pr. Dodanie nowych kra-
wedzi powoduje jedynie pojawienie sie nowych wazonych stopni bedacych
kwadratami réznych liczb pierwszych uzytych w wazeniu. Tak wigc waze-
nie pozostaje iloczynowo nieregularne i otrzymujemy ostatecznie prawidtowo
zwazony cykl o dtugosci n, co konczy dowdd. O]

3.5 Kraty i kraty toroidalne

Niech bedzie dane k $ciezek P; (j = 1,2,...k) ze zbiorami wierzchol-
kéw V; (7 = 1,2,...k), gdzie |V;| = n;. Definiujemy krate G, xnyx...xny
jako iloczyn kartezjanski tych Sciezek. Doktadniej, zbior wierzchotkow V
grafu G, xnyx--xn, jest produktem kartezjanskim zbioréw wierzchotkow
Vi (j = L,2,...k) : V. = Vi x Vo x -+ x Vi. Mozemy postrzegaé
elementy V' jak punkty w k-wymiarowej przestrzeni euklidesowej z i-ta
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wspotrzedng réwng pozycji wierzchotka na Sciezce P,. Dwa wierzchotki
(ug,ug, ... ug), (v1,v9,...,0;) €V sa przylegte, jezeli wszystkie ich wspol-
rzedne poza jedna, powiedzmy j-ta, sa takie same i |u; — v;| = 1.

Rozpatrujac cykle zamiast $ciezek (w tej sytuacji wierzchotki ze V' moga
by¢ postrzegane jako elementy produktu kartezjanskiego k grup cyklicznych
Zn;, j = 1,2,...k, zamiast przestrzeni euklidesowych), otrzymujemy krate
toroidalng T3, xng x .- xny -

Lemat 3.14.
Zatozmy, ze ni,ng,...,ny, sq@ liczbami naturalnymi, przy czym n; > 3 dla
kazdego 7 =1,2,... k.

1. Niech py,ps,...,pr beda k liczbami naturalnymi (niekoniecznie rézny-
mi) takimi, zZe p; liczb pierwszych wystarczy do uzyskania iloczynowo
nieregularnego wazenia cyklu C,, (5 =1,2,...k). Wtedy Z;?:lpj liczb
pierwszych wystarczy do uzyskania iloczynowo niereqularnego wazenia
kraty toroidalne) Th,, xnyx---xny -

2. Niech p1,pa, ..., px bedg k liczbami naturalnymi (niekoniecznie réiny-
mi) takimi, Ze p; liczb pierwszych wystarczy do uzyskania iloczynowo
nieregularnego wazenia sciezki Py, (j = 1,2,...k). Wtedy Zé‘?:l p; liczb
pierwszych wystarczy do uzyskania iloczynowo nieregularnego wazenia
kraty G, xngx--xny, -

Dowdd. Zacznijmy od krat toroidalnych. Udowodnimy lemat przez induk-
cje wzgledem k. Prawdziwos$¢ dla k£ = 1 jest oczywista. Zatézmy, ze zdo-
taliSmy zwazy¢ T, xnyx--xn,_, Z& POMOCY Z?;ll p; liczb pierwszych. W celu
skonstruowania T, xnyx..xny,, 1aczymy nyg kopii grafu T}, xpyx..xn,,_, W taki
sposob, ze dla kazdego wierzchotka v € V(T xnyx...xn,_, ), Wszystkie jego
kopie sa potaczone z jedna kopia C,,. Zbiory wag krawedzi incydentnych
z kazda kopia v sa rozne, gdyz sktadaja sie z ustalonego zbioru wag uzytych
do zwazenia T}, xnyx.-xn,_, 1 ZMieniajacych si¢ par wag na krawedziach C,,,
(zawsze réznych od tych uzytych do wazenia T}, xnyx--xn,_, ). POWyZsze jest
prawdziwe dla kazdego wierzchotka v € V(T xnyx.-xny_, ), Wiec otrzymali-
$my iloczynowo nieregularne wazenie 1), xn,x...xn, UZywajac tylko p, nowych
liczb pierwszych. To daje nam pozadang liczbe wag.

W przypadku kraty G, xngx...xn, dowdd przebiega identycznie, musimy
jedynie zamiast C,; uzy¢ P, . O

Korzystajac z powyzszego lematu, mozemy sformutowaé nastepujace
twierdzenie.
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Twierdzenie 3.15.
Dla kazdego ¢ > 0 1istniejg ngo),j = 1,...,k takie, zZe dla kazdej k-tki
(nl,ng,...,nk), n]’ 2 ng-o), j = 1,2,...,]6,

1. ps(Tyxnyxoxmy,) < [(1+ 6)\/5(23?:1 \/n_]) In ( ?:1 n;)l;
2. pS(Gryxngxexm) < [(1+ 5)\/§(Z§=1 V1) In (E;?:l n;)l.

Dowdéd. Na poczatek zauwazmy, ze liczba liczb pierwszych niezbedna do
zwazenia cyklu O, (lub éciezki P,) jest nie wieksza, niz [v/2n] + 1. Faktycz-
nie, uzywajac tylu liczb pierwszych, jesteSmy w stanie zwazy¢ (patrz dowdd
twierdzenia 3.13)

[v2n

2n]
; "

krawedzi. Jedyny problem stanowi fakt, ze p musi by¢ pierwsza, wiec musimy
wykorzystaé¢ 2[v/2n] liczb. Wtedy, postulat Bertranda gwarantuje istnienie
p takiego, ze p > [v2n] + 1. Z powyzszego i z lematu 3.14 wynika, ze do
zwazenia kraty G, xn,x..xn, (kraty toroidalnej T, wn,x...xn,) DOtrzebujemy

€O najwyzej
k
mo = 22 [w/2nﬂ

=1

m > [V2n]

roznych liczb pierwszych. Jezeli s ma warto$¢ jak w zatozeniu tego twier-
dzenia, liczba dostepnych liczb pierwszych jest, dla wystarczajgco duzych n;
(j =1,2,...k), nie mniejsza niz

(1+e)v2(3Zf 5) In (35 1)

)2 (T VR v (ot )

Stosujac nierownos¢ Cauchy’ego-Schwartza do sumy w mianowniku otrzymu-
jemy:
o T+ VAEE, ) In (Sl ny)
In((1+&)v2k\/Sh nyIn (S5, ny))
(1+e)v2(25, ) In (3551 ny)
In((1+¢)V2k) + 3 In(Xh_; nj) + Inln (5, ny)

Poniewaz dla wystarczajaco duzych n; (j = 1,2,...k) jest spelniona nieréw-
nosé¢ m(s) > my, otrzymujemy ostatecznie teze twierdzenia. O
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