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Streszczenie

Rozprawa dotyczy problemu mierzenia podobienstwa w sytuacji, gdy wiedza na temat reprezento-
wanych przez przedzialowe zbiory rozmyte obiektow, jest tylko czeSciowa i niepewna. Dokonano
przegladu literatury oraz poréwnania obecnych podej$é do mierzenia podobienstwa klasycznych
i przedzialowych zbioréw rozmytych. Okazuje sie, ze aby mozliwe bylo pelne uwzglednienie
niekompletnosci danych konieczne jest wyrazenie podobienstwa przy pomocy przedzialu. Zbudo-
wano teorie niezbedna do poprawnego modelowania przedzialowego podobienstwa. Sformutowane
zostaly podstawowe wlasnosci, jakie w takiej sytuacji powinna spelnia¢ miara podobienstwa,
a nastepnie zaproponowano metode konstrukcji nieskonczenie wielu takich miar. Metoda ta po-
zwala na skonstruowanie nowej miary na podstawie miary podobiefistwa zbioréw rozmytych, o ile
ta spelnia pewne warunki. Zbadano problem efektywnego obliczania nowych miar uzyskanych
ta metoda. Szczegdlng uwage poswiecono uogodlnionej wersji indeksu Jaccarda. Korzystajac
z przedzialowych miar podobienstwa zaproponowano dwie metody klasyfikacji umozliwiajace
petne wsparcie dla danych niepewnych zaréwno na etapie budowy klasyfikatora, jak i jego stoso-
wania. Dokonano obszernej ewaluacji jakosci klasyfikacji z wykorzystaniem rzeczywistych danych
medycznych. Jedna z zaproponowanych metod zostala wykorzystana w inteligentnym systemie

wspomagania diagnostyki guzow jajnika — OvaExpert.

Stowa kluczowe: zbiory rozmyte, podobienstwo, niepewno$é, klasyfikacja.

Abstract

Title: Similarity Measures of Interval-Valued Fuzzy Sets in Classification of Uncertain
Data. Applications in Ovarian Tumor Diagnosis

The dissertation deals with the problem of measuring the similarity when knowledge about
objects represented by the Interval-Valued Fuzzy Sets is incomplete and uncertain. Various
approaches to measuring similarity of classical and interval-valued fuzzy sets were investigated
and compared. It appears that to be able to take full account of the data incompleteness, it is
necessary to express the similarity as an interval. Theory necessary to properly model interval
similarity was built. Basic properties, which in this case should be fulfilled by similarity measure
were formulated, and a construction method of infinitely many such measures was proposed.
This method allows to construct a new interval measure from a similarity measure of fuzzy sets,
as long as it meets certain conditions. Problem of effective calculation of the new measures
obtained by this method was examined. Special attention was given to the generalized version of
the Jaccard Index. Using the interval similarity measures, two classification methods that allow
full support for data uncertainty, both at the stage of building a classifier and its usage, were
proposed. Comprehensive evaluation of the classification quality using real medical data was
performed. One of the proposed methods was applied in the intelligent diagnosis support system

for Ovarian Tumor — OvaExpert.

Keywords: fuzzy sets, similarity, uncertainty, classification.
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Wstep

Potrzeba modelowania nieprecyzyjnosci i niekompletnos¢ informacji data poczatek teorii
zbiorow rozmytych i jej licznym rozszerzeniom. Klasyczna teoria zbioréw rozmytych umozliwia
modelowanie nieprecyzyjnych zdan, dopuszczajac stopnie prawdziwosci inne niz tylko catkowita
prawda lub catkowity falsz. Jednak wydaje sie to niewystarczajace wobec niekompletnej (cze-
Sciowej) informacji, gdy okreslenie dokladnego stopnia prawdziwosci nie jest mozliwe. W takiej
sytuacji mamy do czynienia z niepewnoscia. Badacze motywowani znaczeniem modelowania
i przetwarzania informacji niepewnej stworzyli wiele uogélnien klasycznej teorii, majacych na celu
uchwycenie czynnika niepewnosci. Na szczegdlnag uwage wsrod nich zastuguja przedziatowe zbiory
rozmyte bedace tematem tej rozprawy.

W kazdej dziedzinie matematyki okreslenie réwnosci czy podobienstwa obiektéw jest bardzo
istotne. Okazuje sie, ze w przypadku zbioréw rozmytych problem ten stal si¢ szczegélnie ztozony.
Zbiory rozmyte bardzo czesto rozwazane sa w odniesieniu do nieprecyzyjnych obiektéw, ktére
reprezentuja. Jak zatem poréwnaé obiekty na podstawie rozmytego opisu, ktéry z natury jest
nieprecyzyjny? Nalezy tu jasno odrézni¢ pojecie réwnoéci i podobienstwa reprezentacji informacji
od réwnosci i podobienistwa obiektéw, ktore sa przez nia reprezentowane. Problem komplikuje sie
jeszcze bardziej w przypadku przedzialowych zbioréw rozmytych, gdzie oprécz nieprecyzyjnosci
dopuszczalna jest tez niekompletnosé i niepewnoscé.

Zagadnienie to jest istotne nie tylko z teoretycznego punktu widzenia. Miary podobienstwa
zbioréw rozmytych znalazly réwniez zastosowanie w rozwiazaniu wielu probleméw praktycz-
nych takich, jak: klasyfikacja, wspomaganie decyzji czy przetwarzanie obrazéw. Uwzglednienie
niepewnosci danych jest kluczowe dla dalszego rozwoju tych zastosowan.

Rozprawa dotyczy problemu mierzenia podobienstwa obiektow w sytuacji, gdy czeSciowa
i niepewna wiedza na ich temat jest reprezentowana przez przedzialowe zbiory rozmyte. Na pod-
stawie dokonanego w niniejszej rozprawie przegladu literatury oraz poréwnania obecnych podejéc¢
do mierzenia podobienstwa przedzialowych zbioréw rozmytych zauwazono, ze znane miary po-
dobienstwa nie nadaja sie do mierzenia podobienstwa w takiej sytuacji. Okazuje sie, ze aby
mozliwe bylo pelne uwzglednienie niekompletnosci danych konieczne jest wyrazenie podobienstwa
przy pomocy przedzialu. Podjeto zatem zadanie stworzenia nowej, przedzialowej miary, ktora
sprostalaby stawianym kryteriom. Dla realizacji tego celu w niniejszej rozprawie zbudowano teorie
niezbedna do poprawnego modelowania przedzialowego podobienstwa. Sformutowane zostaty

podstawowe wlasnosci, jakie w takiej sytuacji powinna spelnia¢ miara podobiefnistwa, a nastepnie
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zaproponowano metode konstrukcji nieskoniczenie wielu takich miar. Metoda ta pozwala na skon-
struowanie nowej miary na podstawie miary podobienstwa zbioréw rozmytych, o ile ta spelnia
pewne warunki. Zbadano problem efektywnego obliczania nowych miar uzyskanych ta metoda.
Szczegdlna uwage poswiecono uogdlnionej wersji indeksu Jaccarda — najpowszechniej stosowanej
mierze podobienstwa zbioréw rozmytych.

Motywacja dla podjecia tego tematu badan byl problem diagnostyki réznicowej guzéw
jajnika, gdzie niekompletnos¢ i niepewnosé¢ danych jest nieunikniona. W duzym uproszczeniu
jest to zagadnienie klasyfikacji, stad przeprowadzona analiza i czes¢ zaprezentowanych wynikéw
dotyczy bezposrednio tego problemu. Klasyfikacja w oparciu o dane niekompletne jest wciaz mato
zbadana. Znane klasyfikatory wymagaja kompletnego opisu obiektow. Stad dostepne jest wiele
metod uzupehiania, badZ usuwania niekompletnych instancji. Co jednak zrobi¢ w zastosowaniach
takich, jak diagnostyka medyczna, gdzie takie podejscie jest niedopuszczalne? W niniejszej
rogprawie zaproponowano dwie metody klasyfikacji umozliwiajace pelne wsparcie dla danych
niepewnych zaréwno na etapie budowy klasyfikatora, jak i jego stosowania. Do ich konstrukecji
potrzebne sa miary podobienstwa przedziatowych zbioréw rozmytych posiadajace wlasnodci,

ktére umozliwiaja odpowiednie modelowanie danych niekompletnych.

Badania prowadzone byly réwnolegle z rozwojem inteligentnego systemu wspomagania dia-
gnostyki guzéw jajnika — OvaExpert. Dzigki czemu mozliwe bylo sprawdzenie efektywnosci

opracowanych metod klasyfikacji w praktyce na rzeczywistych danych medycznych.

Pierwszy rozdzial ma charakter wprowadzajacy i dotyczy wybranych poje¢ i wltasnosci
z zakresu operacji triangularnych, zbioréw rozmytych, przedzialowych zbioréw rozmytych oraz

teorii ich mocy skalarnej.

Rozdzial drugi rozpoczyna sie obszerng dyskusja nad zagadnieniem modelowania niepewnosci
za pomoca zbioréw rozmytych oraz interpretacja i znaczeniem podobiefistwa w tym problemie.
Nastepnie dokonano przegladu wlasnosci (aksjomatéw) zwiazanych z pojeciem miary podobien-
stwa zbioréw rozmytych oraz przedziatowych zbioréw rozmytych proponowanych przez réznych
autoréw. Podano przyktady ilustrujace poszczegdlne wiasnosci i poddano je analizie. Wedlug wie-
dzy autora niniejszej pracy, jest to pierwsze tak obszerne i szczegdtowe zestawienie wlasnosci miar

podobienstwa. Ostatni podrozdzial zawiera przeglad najczesciej uzywanych miar podobienstwa.

W rozdziale trzecim zawarte sa gtéwne wyniki rozprawy. Poswiecony jest on podobienistwu
przedziatlowych zbioréw rozmytych, obarczonych niepewnoécia epistemiczng. Wprowadzono w nim
pojecie epistemicznych przedzialowych zbioréw rozmytych, a nastepnie przedstawiono wlasnosci,
jakie powinna spelniaé¢ miara podobienstwa uwzgledniajgca niepewnosé. Zbadano zaleznosci po-
miedzy poszczegdlnymi wlasnosciami, jak réwniez wlasnosciami przedstawionymi w rozdziale
drugim. Zaproponowano metode konstrukcji miar podobienstwa uwzgledniajgcych niepewnosé,
oparta na reprezentacji Wavy—Slice. Szczegdlna uwaga zostata poswiecona uogdlnionej wersji
indeksu Jaccarda — najpopularniejszej mierze podobienstwa zbioréw rozmytych. W przedostatnim
podrozdziale pokazano, ze miare te mozna sprowadzi¢ do uogélnionej przedziatowej mocy wzgled-
nej. Stad koncowy podrozdzial poswiecony jest problemowi jej wyliczania. Dzieki przedstawionej
analizie poréwnawczej znanych algorytméw dla dwoch przypadkéw szczegdlnych, zaproponowano

efektywne algorytmy umozliwiajace rozwiazanie problemu w ogdlnosci.

Ostatni rozdzial rozprawy poswiecony jest zastosowaniom praktycznym przedstawionych



wynikéw. W pierwszym podrozdziale zaproponowano dwa klasyfikatory, umozliwiajace wykorzy-
stanie danych niepewnych, oba oparte na miarach podobienstwa uwzgledniajgcych niepewnosé.
Dalsza cze$é¢ rozdzialu poswiecona jest wykazaniu skutecznoéci tych metod w réznych rzeczywi-
stych problemach klasyfikacji danych. Drugi podrozdzial przedstawia rezultaty uzyskane przez
zaproponowane metody na zbiorze danych dyslexic, pochodzacym z repozytorium KEEL i opisu-
jacym wyniki badan psychologicznych dzieci podejrzanych o problemy z uczeniem. Poréwnanie
otrzymanej skutecznosci klasyfikacji z innymi klasyfikatorami pozwala stwierdzi¢ wysoka jako$é
zaproponowanych metod.

Rozdzial czwarty zwieniczony jest opisem zastosowania w rzeczywistym problemie medycznym
— diagnostyce réznicowej guzéw jajnika. W dwdéch przedstawionych scenariuszach klasyfikacji
zaproponowane metody uzyskaly bardzo wysoka skutecznosé, znacznie przewyzszajac obecnie
znane i wykorzystywane modele diagnostyczne. Przedstawiono réwniez zarys systemu OvaEzpert,
w ktérym jeden z opracowanych klasyfikatoréw znalazl zastosowanie jako modul diagnostyczny.

Rozprawe zamyka dodatek, w ktérym zebrano oznaczenia wykorzystywane w calej rozprawie.






RozDzIAL ].

Podstawowe pojecia teorii zbioréw
rozmytych

Pojecie zbioru rozmytego wprowadzil w 1965 roku Zadeh [112]. Dynamiczny rozwdj, po-
czatkowo niezauwazanej teorii, nastapil dopiero w drugiej potowie lat 70-tych, kiedy udalo
sie rozwigzaé problem sterowania piecem do wytwarzania cementu — z wykorzystaniem logiki
rozmytej (Mamdani, [44]). Jednak kluczowe dla dalszego rozwoju tej dziedziny nauki okazaly sie
spektakularne sukcesy w japonskim miescie Sendai, gdzie udato sie opracowac¢ uktad sterowania
metrem. Dzigki zastosowaniu sterowania rozmytego mozliwe byto miedzy innymi zmniejszenie
czasu op6znien oraz kosztéw utrzymania metra. Dalsze badania spowodowaly zastosowanie logiki
rozmytej nie tylko w urzadzeniach przemystowych, lecz réwniez codziennego uzytku.

Niniejszy rozdzial zawiera podstawowe pojecia teorii zbioréw rozmytych. Przedstawiono
w nim operacje triangularne, stanowiace podstawe do okreslenia podstawowych dzialan na
zbiorach rozmytych oraz przedzialowych zbiorach rozmytych. Przedstawiono réwniez pojecie

mocy skalarnej zbioréw rozmytych.

1.1 Operacje triangularne

Pojecie normy triangularnej (normy tréjkatnej, t-normy) zostalo wprowadzone podczas badan
nad przestrzeniami metrycznymi, w ktorych odlegtosé zdefiniowana jest za pomoca rozktadéw
prawdopodobienstwa [48]. Zostaly one wykorzystane do uogélnienia nieréwnosci tréjkata, czemu
zawdzigczaja swoja nazwe. Pierwotnie pojecie t-normy obejmowato znacznie szersza rodzine
funkeji. Wspolczesny zbior aksjomatéw zostal podany przez Schweizera i Sklara [67]. Obecny

stan wiedzy w tej dziedzinie przedstawiony zostal w monografii [36].

Definicja 1.1. Funkcje T : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] taka, ze dla kazdego a,b,c € [0,1]:

T(a,1)=1 (element neutralny 1),
a<b=T(a,c) <T(bc) (monotonicznosé),
T(a,b) =T(b,a) (przemiennosé),
T(a,T(b,c)) =T(T(a,b),c) (lacznosé)

nazywamy t-normg. Méwimy, ze t-norma jest ciagta, gdy jest ciagla ze wzgledu na obie zmienne.
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Definicja 1.2. Funkcje S : [0,1] x [0,1] — [0,1] taka, ze dla kazdego a,b,c € [0, 1]:

S(a,0) =a (element neutralny 0),
a<b= S(a,c)<S(bc) (monotonicznosé),
S(a,b) = S(b,a) (przemiennosé),
S(a,S(b,c)) = S(S(a,b),c) (tacznosé)

nazywamy t-konormg. Méwimy, ze t-konorma jest ciagla, gdy jest ciagla ze wzgledu na obie

zmienne.

T-normy i t-konormy nazywane beda tacznie operacjami triangularnymi. Do podstawowych
takich operacji naleza:
e t-operacje drastyczne
min(a,b), jesli max(a,b) =1,
Tp(a,b) = (1.1)
0, w przeciwnym przypadku,
max(a,b) jesli min(a,b) =0,
Sp(a,b) = (1.2)
1 w przeciwnym przypadku,

e t-norma minimum i t-konorma maksimum:

Tnin(a,b) =min(a,b), (1.3)
Smax(a,b) =max(a,b), (1.4)

e t-operacje algebraiczne:
Tprod(aa b) =ab, (15)
Sprod(a,b) =a+b—ab, (1.6)

e t-operacje Lukasiewicza:
Ttuk(a,b) =max(0,a+b—1), (1.7)
Stuk(a,b) =min(a + b, 1), (1.8)

rodzina t-operacji Schweizera-Sklara:

Trnin(a, b) , jesli A = —oo
T,roa(a,b) esli A = 0

T55(a,)  § red(@?) ! , (1.9)
Tp(a,b), jesli A = o0

(maX(O,m/\+y>‘—1))%, jesli —oco <A< 0lub0 <A< o0

,

Smax(a,b), jesli A = —o0
Sprod(a,b) , jesli A = 0
585(a,) = () j
Sp(a,b), jesli A = oo
1 — (max(0, (1 — 2)* + (1 —y)* — 1)), jedli —co < A< 0lub 0 < A < 00

(1.10)



1.2. Zbiory rozmyte

Bezposrednimi konsekwencjami definicji t-normy i t-konormy sa nastepujace wlasnosci.
Twierdzenie 1.1. Dia kazdej t-normy T oraz t-konormy S, oraz dowolnych a,b € [0,1] zachodzi:
1. T(a,0) =0 oraz S(a,1) =1,
2. T(a,b) < Tmin(a,b) < a,b < Spax(a,b) < S(a,b),
3. T(a,a) <a < S(a,a),
4. T(a,b) =1 <= a=b=1 oraz S(a,b) =0 <= a=b=0,
5. Funkcje T* : [0,1] x [0,1] — [0,1] oraz S* : [0,1] x [0,1] — [0, 1] zdefiniowane jako

T*(a,b) =1—T(1 —a,1—b) (1.11)
S*(a,b) =1—S(1—a,1—b) (1.12)

sq odpowiednio t-konormg oraz t-normg.

1.2 Zbiory rozmyte

Podstawowym pojeciem opisywanej teorii jest zbiér rozmyty, wprowadzony przez Zadeha
w 1965 roku [112]. Stanowi on obiekt teorii mnogosci utozsamiany z funkcja pa : U — [0, 1],
nazywang uogoélniona funkcja charakterystyczng lub funkcja przynaleznosci. Istota koncepcji
zbioru rozmytego jest stopniowanie nalezenia do niego elementéw; warto$é p4(u) rozumie sie
jako stopien przynaleznosci (nalezenia) elementu u do zbioru rozmytego A. Ponadto, dowolny
zbiér X C U mozna utozsamié z jego funkcja charakterystyczna 1x, a co za tym idzie ze zbiorem

rozmytym. Czesto do okreslenia zbioréw rozmytych wykorzystuje si¢ notacje singletonowa. Zapis
A:al/u1+a2/u2+~--+ak/uk (1.13)

oznacza zbiér rozmyty taki, ze pa(u;) = a; dla kazdego i € {1,2,--- ,k} oraz pa(u) = 0 dla
pozostatych u € U. Rodzine wszystkich zbioréw rozmytych w danym uniwersum U oznaczamy
przez FS(U).

Dwa zbiory rozmyte sg rowne, gdy réwne sg ich funkcje przynaleznoéci. Zbiér rozmyty A

zawiera sie w zbiorze rozmytym B, co oznaczamy przez A C B, gdy dla kazdego v € U
alu) < pp(u). (1.14)

W klasycznej teorii mnogosci podstawowe operacje na zbiorach to: dopelnienie, suma oraz
iloczyn. W przypadku zbioréw rozmytych nie sg to jednak operacje okreslone w jeden mozliwy

sposob.

Definicja 1.3. Dopelnienie zbioru rozmytego A okredla si¢ jako zbiér rozmyty A€, ktorego

funkcja przynaleznosci dana jest w nastepujacy sposéb:
Vuer pac(u) =1 — pa(u). (1.15)
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Definicja 1.4. Dla dowolnej t-normy T oraz t-konormy S, poprzez sume¢ dwoch zbioréw roz-

mytych A, B € FS(U) rozumie sie zbior rozmyty, ktérego funkcja przynaleznosci ma postaé

Vueu pavss(u) = S(pa(u), ps(u)), (1.16)
natomiast funkcja przynaleznosci przekroju (iloczynu) zbioréw rozmytych okreslona jest nastepu-
jaco:

Vuev panyB(w) =T (pa(u), pp(u)). (1.17)

Standardowe operacje sumy i przekroju, okreslone za pomoca t-konormy maksimum oraz t-normy

minimum, beda czesto dla uproszczenia oznaczane przez U oraz N.
W dalszej czesci pracy wykorzystywana bedzie tez nastepujaca operacja na zbiorze rozmytym.

Definicja 1.5. Zatézmy, ze uniwersum U jest skonczone. Niech 7 : U — U bedzie dowolna
permutacja U. Dla dowolnego zbioru rozmytego A € FS(U) przez A™ oznaczmy zbiér rozmyty,

ktorego funkcja przynaleznosci par jest zdefiniowana w nastepujacy sposéb:
Vueu pran(u) = pa(m(u)). (1.18)

1.2.1 Moc skalarna zbioru rozmytego

Moc zbioru to jedna z podstawowych jego charakterystyk. Podczas, gdy w klasycznej teorii
mnogosci element nalezy do zbioru albo nie i nie ma problemu co zlicza¢, w przypadku zbioréw
rozmytych, kwestia licznosci znacznie sie komplikuje. W literaturze mozna znalezé wiele podejsé
do tego zagadnienia. Dominujacg role zdaja sie odgrywaé¢ moce skalarne oraz wektorowe zbioréow

rozmytych [107]. W tej rozprawie wykorzystane zostana moce skalarne.

Definicja 1.6. Funkcje o : FS(U) — [0, 00) nazywamy moca skalarna zbioru rozmytego, gdy

spelnia nastepujace warunki:

1. dla dowolnego u € U zachodzi o(1/u) = 1,
2. dla dowolnych uy,us € U oraz dowolnych 0 < a < b < 1 zachodzi o(a/u;) < o(b/uz),
3. dla dowolnych A, B € FS(U) zachodzi ANB =1y = 0(AUB) =0(A4) + o(B).

Twierdzenie 1.2 (Wygralak, [107]). Funkcja o : FS(U) — [0,00) jest mocq skalarng wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje niemalejaca funkcja f :[0,1] — [0, 1], dla ktorej f(0) =0, f(1) =1, taka

ze dla dowolnego zbioru rozmytego A

o(A) = 3 F(pale). (1.19)

uelU

Funkcje f nazywamy wowczas funkcjg wzorcowq (wagowg).

Stad w dalszej czeSci rozprawy bedziemy stosowali oznaczenie oy dla podkreslenia jaka funkcja
wagowa zostata uzyta do konstrukcji skalarnej mocy zbioréw rozmytych. Standardows funkcja
wagowa jest funkcja identycznociowa fiq. Zamiast oy, (A) czesto dla uproszczenia stosowane

bedzie oznaczenie |A].



1.3. Przedzialowe zbiory rozmyte

Moc wzgledna zbioru rozmytego reprezentuje proporcje elementow zbioru rozmytego, ktére
naleza jednoczesnie do innego zbioru rozmytego. Stad tez méwi sie o mocy A wzgledem B i

oznacza ja przez o¢r(A|B):
oy (A A B)

Uf,T(A|B) = O'f(B)

(1.20)

1.3 Przedziatowe zbiory rozmyte

Przedzialowe zbiory rozmyte (IVFS), wprowadzone przez Zadeha w 1975 roku [114], stanowia
uogdblnienie podstawowych zbioréw rozmytych poprzez wprowadzenie dodatkowego stopnia
nieprecyzyjnosci. Funkcja przynaleznosci przedzialowego zbioru rozmytego okreslona jest jako
ps U — I([0,1]), gdzie Z([0, 1]) to zbioér wszystkich domknietych przedzialéw zawartych w [0, 1].
W ten sposéb stopieti przynaleznosci dowolnego elementu, p14(u) = [p 4(u), i 4(u)], nie musi by¢
pojedyncza liczba, lecz moze by¢ przedzialem. Podobnie jak dla zbioréw rozmytych, rowniez tu
mozliwe jest wyrazenie dowolnego zbioru X C U za pomoca przedzialowego zbioru rozmytego
1x. Ponadto, dowolnemu zbiorowi rozmytemu A € FS(U) mozna przypisaé¢ przedzialowy zbior

rozmyty [VFS(A) okreslony w nastepujacy sposéb:

prvesay(w) = [pa(u), pa(u)] . (1.21)

Czesto do okreslenia przedziatowych zbioréw rozmytych wykorzystuje sie notacje singletonows.
Zapis

A= [ag, @]/ + [az, @] fup + - + [ar, @l /u (1.22)

oznacza przedzialowy zbiér rozmyty taki, ze p 4(u;) = [a;, @;) dla kazdego i € {1,2,--- ,k} oraz

1 4 (u) = [0,0] dla pozostatych u € U. Rodzing wszystkich przedzialowych zbioréw rozmytych w
danym uniwersum U oznaczamy przez ZVFS(U).

Dwa przedziatowe zbiory rozmyte sg réwne, gdy rowne sg ich funkcje przynaleznosci. Prze-
dzialowy zbiér rozmyty A zawiera sie w przedzialowym zbiorze rozmytym B, co oznaczamy przez
Ac B, gdy dla kazdego u € U

() < ppu). (1.23)

Definicja 1.7. Niech A bedzie przedzialowym zbiorem rozmytym. Dowolny zbior rozmyty A
taki, ze dla kazdego v € U

pa(u) € pg(u) = [py(w), ma(w)], (1.24)
nazywany zanurzonym w /1, i oznaczamy przez A € A.

Definicja 1.8. Zalézmy, Zze uniwersum U jest skonczone. Niech m : U — U bedzie dowolna
permutacja U. Dla dowolnego przedziatlowego zbioru rozmytego AeIVFS (U) przez AT 0zZnaczny
przedzialowy zbior rozmyty, ktérego funkcja przynaleznosci p 4, jest zdefiniowana w nastgpujacy
sposéb

e () = pi4(m(2)) (1.25)

Dla unikniecia nieporozumien w calej rozprawie przyjeto nastepujaca konwencje: wielkie
konicowe litery alfabetu oznaczaja zbiory w klasycznym sensie, podczas gdy poczatkowe — zbiory
rozmyte. Przedzialowe zbiory rozmyte oznaczane sa przez wielkie poczatkowe litery alfabetu, lecz

dla odréznienia oznaczone sg daszkiem.

15






RozDzIAL 2

Niepewnosc¢ danych oraz podobienstwo
zbioréow rozmytych

W przeciagu ostatnich pieédziesieciu lat rozwoju teorii zbioréw rozmytych powstato bardzo
wiele prac na temat podobienstwa. Wiele z nich motywowane bylo potrzeba rozwigzania kon-
kretnego problemu praktycznego. Stad tez metody skuteczne w jednym zastosowaniu, okazywaly
sie calkowicie nieprzydatne w innych. Dla dokladnego zrozumienia charakteru podobienstwa
konieczne jest poznanie semantyki zbioru rozmytego. Nie bez znaczenia jest tez zrozumienie
wplywu niepewnosci.

Niniejszy rozdzial ma za zadanie oméwié¢ wspomniane zagadnienia oraz przedstawié¢ znane
podejécia do problemu miar podobienstwa zbioréw rozmytych oraz przedziatowych zbioréw

rozmytych.

2.1 Niepewnos$¢ danych

Potrzeba modelowania informacji nieprecyzyjnej i niekompletnej data poczatek teorii zbioréw
rozmytych oraz wielu jej uogdlnieniom. Klasyczne zbiory rozmyte pozwalaja modelowaé nieprecy-
zyjne stwierdzenia poprzez dopuszczenie stopni prawdziwo$ci zdania innych niz tylko prawda lub
falsz. Jednakze jest to niewystarczajace w przypadku danych niekompletnych (znanych czesciowo),
kiedy to doktadny stopien prawdziwosci nie moze zostaé okreslony. W takim przypadku mamy
do czynienia z niepewnoscia informacji.

Bez watpienia niepewnosé jest powszechna w Swiecie rzeczywistym, a co za tym idzie nie moze
by¢ ignorowana w praktycznych zastosowaniach. Zjawisko to jest badane od wielu lat i zasadniczo
mozna wyrézni¢ dwa podejscia do jego rozumienia [20] — ontyczne i epistemiczne. W obu
przypadkach niepewny obiekt jest najczesciej opisany za pomoca zbioru X zawierajacego wszystkie
mozliwe jego reprezentacje. Taki sposéb opisu w praktyce czesto prowadzi do niejednoznacznosci.
W pewnych przypadkach zbiér X reprezentuje kolekcje elementow, ktore sktadaja sie na wigksza
calosé. Kazdy element w zbiorze X stanowi rownoprawny komponent precyzyjnie zdefiniowanej
wiekszej calosci (obiektu zlozonego). Przyktadowo obszar w obrazie cyfrowym sklada sie z (jest
suma) sasiadujacych pikseli.

7 drugiej strony mozliwe jest réwniez rozumienie zbioru X jako opisu niekompletnej informacji.

W takim przypadku zbiér X traktowany jest jako dysjunkcja wielu mozliwych reprezentacji
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pewnego obiektu, spoérod ktorych tylko jedna jest wladciwa. Przykladowo, prébujac odgadnaé
wiek konkretnej osoby, mozemy podaé przedziatl liczbowy, ktéry wedlug naszego stanu wiedzy
z pewnosciag obejmuje prawdziwa warto$é. Taki przedzial jest subiektywny (zalezy od wiedzy
zgadujacego) i nie znajduje bezposredniego odwzorowania w rzeczywistosci pomimo, ze dotyczy
pewnej informacji na jej temat.

Zbiory opisujace kolekcje elementéw pewnego zlozonego obiektu (pierwsze podejscie) sa
nazywane zbiorami koniunktywnymi [20]. Odpowiadaja one ontyczemu rozumieniu niepewnosci
(zbiory ontyczne), gdzie wszystkie elementy zbioru X sa jednakowo dopuszczalne (mozliwe, poza-
dane). Zbiory opisujace niekompletna informacje (podejscie drugie) sa nazywane dysjunktywnymi.
Odpowiadaja one epistemicznemu rozumieniu niepewnosci (zbiory epistemiczne), gdzie sposréd
wielu alternatywnych reprezentacji tylko jedna jest prawdziwa, lecz bez dodatkowej wiedzy nie
jest mozliwe okreslenie ktora.

Roéznice pomiedzy oboma podejsciami do rozumienia niepewnoéci ilustruje nastepujacy
przyklad [124]. Rozwazmy pojecie miesiecznej placy na pewnym stanowisku, ktéra moze zostaé
opisana za pomoca przedzialu X = [4000 zl, 6000 zt]. Jesli przedzial ten opisuje widelki ptacowe
dla danego stanowiska, to mamy do czynienia z niepewnoscia typu ontycznego. Kazdy element z
przedziatu (kazda kwota) stanowi komponent wickszej calosci (zakresu plac). Z drugiej strony,
przedzial X moze opisywaé nasza wiedze na temat wynagrodzenia pewnej konkretnej osoby. W
tej sytuacji powinien by¢ on rozumiany w sposob epistemiczny, gdyz wynagrodzenie tej osoby
okreslone jest precyzyjnie, a przedzial jest tylko wynikiem naszego braku wiedzy.

Co wazne, oba podej$cia wymagaja réznych metod przetwarzania w celu uchwycenia charak-
teru niepewnoséci. Przyktadowo, sposob taczenia informacji niepewnej jest uzalezniony od typu
niepewnosci. Polaczenie dwéch (ontycznych) zbioréw opisujacych obszary na obrazie cyfrowym z
pewnoscia wykonane zostanie przy uzyciu operacji sumy zbioréw. Z drugiej strony, jesli dysponu-
jemy dwoma (epistemicznymi) przedzialami opisujacymi wiek tej samej osoby, to do polaczenia

tych dwdéch informacji zostanie wykorzystana operacja przekroju zbiorow.

2.2 Semantyka zbioréw rozmytych a niepewnos$¢ danych

Zbiory rozmyte zdefiniowane przez Zadeha sa pojeciem bardzo ogdlnym. Stad moga by¢
wykorzystywane w wielu réznych celach, a znaczenie funkcji przynaleznosci czesto zalezy od
kontekstu, w jakim jest ona wykorzystywana.

Mozna wyréznié¢ trzy gtéwne typy zadan, w ktorych zbiory rozmyte znajduja zastosowanie
[19]: klasyfikacja, wspomaganie podejmowania decyzji oraz rozumowanie przyblizone. Oczywiscie,
podzial ten nie jest wyczerpujacy, jednakze mozna zauwazy¢, ze wiekszosé zadan realizowanych
przy uzyciu zbioréw rozmytych obejmuje jedno lub kilka z powyzszych. Kazdemu z wymienionych

zadan odpowiada inna semantyka stopnia przynaleznosci do zbioru rozmytego [19].

1. Stopien podobieristwa. W klasyfikacji i analizie danych stopien przynaleznosci p4(u) okresla
bliskosé (podobienstwo) u do pewnych ustalonych prototypéw dla zbioru A. Podejscie to
zostalo zastosowane po raz pierwszy przez Bellmanna et al. w kontekscie klasyfikacji [6].
Znajduje ono réwniez zastosowanie w innych zadaniach, gdzie konieczne jest wyabstra-

howanie reprezentacji danych poprzez zastosowanie podobienstwa pomiedzy obiektami.



2.2. Semantyka zbioréw rozmytych a niepewnos$¢ danych

interpretacja
semantyka . . .
stopnia przynalezno$ci zbioru rozmytego

1 stopienn podobienstwa obiektu u do kolekcja obiektow poréwnywanych
prototypu wzgledem pewnego prototypu

2 preferencja  lub  koszt  wyboru kolekcja bardziej lub mniej preferowa-
obiektu u nych obiektow

3 stopien, w jakim mozliwe jest, ze u rozklad mozliwosci (patrz [18])

jest wartosciag pewnej zmiennej X

Tablica 2.1: Podsumowanie interpretacji stopnia przynaleznosci i zbioru rozmytego w zaleznosci
od semantyksi.

Jest tez powszechnie wykorzystywane w sterowaniu rozmytym, gdzie stopnie podobienstwa
pomiedzy biezaca sytuacja i prototypami zdefiniowanymi w warunkach regut rozmytych,

stanowia podstawe do interpolacji pomiedzy nastepnikami regutl.

2. Stopieri preferencji. W problemie wspomagania decyzji zbidr rozmyty A reprezentuje zbior
bardziej lub mniej preferowanych obiektéw (lub wartosci pewnej zmiennej), a stopien
przynaleznosci p4(u) — intensywnosé preferencji wobec obiektu u (stopien dopuszczalnosci

danej wartosci zmiennej).

3. Stopien niepewnosci. Ta interpretacja stopnia przynaleznosci zostata zaproponowana przez

Zadeha [57] podczas tworzenia teorii mozliwosci i teorii rozumowania przyblizonego [115].

Stopien przynaleznosci pa(u) okrela, w jakim stopniu mozliwe jest, ze u jest wartoscia

pewnej zmiennej Z, biorac pod uwage, ze jedyne, co wiadomo to to, ze “Z jest rowne A”.

Wiecej informacji na temat teorii mozliwosci mozna znalezé w monografii [18].

Interpretacja stopnia przynaleznosci i samego zbioru rozmytego we wszystkich trzech semantykach
podsumowana jest w Tabeli 2.1.

Nastepujacy przyklad ilustruje zbiory rozmyte o réznych semantykach [19]. Rozwazmy problem
klasyfikacji samochodéw o réznych znanych wymiarach do nastepujacych klas: duze, srednie i
male. Latwo mozna zaobserwowad, ze przynalezno$é do poszczegdlnych klas jest stopniowa. Aby
wyliczy¢ stopien przynaleznosci kazdego samochodu do klasy duZe, mozna wybraé¢ prototypowy
,duzy” samochéd i okresli¢ miare odleglos$ci pomigdzy rozwazanymi samochodami i wybranym
prototypem. Im wigksza odlegloéé¢ pomiedzy rozwazanym samochodem a prototypem, tym mniej
sg one podobne. W takiej sytuacji stopien przynaleznosci danego samochodu do klasy duze jest
malejaca funkcja jego odleglosci od prototypu. Z drugiej strony, kto§ moze by¢ zainteresowany
zakupem duzego samochodu. W takiej sytuacji stopien przynaleznosci danego samochodu do
klasy duze odzwierciedla zadowolenie z danego samochodu wedlug kryterium rozmiaru (stopien

przynalezno$ci okregla preferencje).

Zupelnie inna sytuacja ma miejsce, gdy kto§ powie: ,wlasnie widziatam(em) duzy samochéd”.

W tym przypadku stopien przynaleznosci danego samochodu do klasy duze okredla, na ile
mozliwe jest, ze to jest taki sam samochdd, jak ten zauwazony. Gdy stopien przynaleznosci
jest duzy, nasza wiedza na temat tego, jaki samochdd zostal zauwazony wcigz moze by¢ mala,

szczegOlnie, gdy jest wiele r6znych mozliwosci. Jednakze, gdy stopienr przynaleznosci jest maty,
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semantyka
typ niepewnosci stopien stopien stopien
podobienstwa preferencji niepewnosci
brak (zbiér rozmyty) nie dotyczy nie dotyczy brak wiedzy
ontyczny obiekt obiekt obiekt i brak wiedzy
epistemiczny brak wiedzy brak wiedzy brak wiedzy (wyzszego

poziomu)

Tablica 2.2: Zrédla niepewnodci w poszczegdlnych semantykach funkcji przynaleznosci przedzia-
towego zbioru rozmytego w zaleinosci od typu niepewnosci.

mozemy z duza pewnoscia wykluczy¢ dany samochéd z dalszych rozwazan. W tym przypadku
stopien przynaleznosci odnosi sie do niepewnosci, a nie — jak poprzednio — do preferencji. Innym
przyktadem zbioru rozmytego o tej semantyce jest warto$¢ zmiennej odczuwalna temperatura w
pomieszczeniu okredlana przez obserwatora bez uzycia termometru. W takiej sytuacji stopien
przynaleznosci danej temperatury do zbioru rozmytego bedacego wartoscia zmiennej okresla, na

ile obserwator jest pewien, ze dana liczba jest rzeczywista temperatura w pomieszczeniu.

Nastepnym krokiem jest interpretacja funkcji przynaleznosci przedzialowych zbioréw rozmy-
tych w kontekscie typu niepewnoéci, jaki reprezentuja. Poniewaz przedziatowe zbiory rozmyte sg
rozszerzeniem klasycznych zbioréw rozmytych, uzasadnione wydaje sie wykorzystanie wprowa-

dzonych trzech semantyk, lecz w kontekécie ontycznej i epistemicznej niepewnosci informacji.

Wartoscia funkcji przynaleznosci przedziatowego zbioru rozmytego A jest przedzial p 4(u) =
[a, b]. Zaleznie od kontekstu moze by¢ on interpretowany w sposéb ontyczny lub epistemiczny. W
dalszej czesci podrozdziatu jego znaczenie zostanie opisane w obu interpretacjach dla kazdej z

semantyk. Podsumowanie dyskusji znajduje si¢ w Tabeli 2.2.

W ontycznej interpretacji przedziatu wszystkie jego elementy sa réwnie wazne i stanowia
element wiekszej calosci. Przedzialowosé (niepewnosé) w tym przypadku nie wynika z niewiedzy,
tylko z samego charakteru zjawiska lub modelowanego obiektu (Zrédltem niepewnosci jest sam
obiekt). Stad, gdy przedzial bedacy wartoscia funkcji przynaleznosci reprezentuje stopien podo-
bienstwa do pewnego prototypu, nalezy go interpretowaé jako zakres wszystkich poprawnych
stopni podobienstwa. Jako przyklad postuzy nam ponownie pojecie miesiecznej ptacy na danym
stanowisku, a prototypem bedzie wysoka pensja. Przedzial okreslajacy podobienstwo obiektu
(pensji) i prototypu w tym przypadku wynika z charakteru obiektu — miesieczna pensja na danym
stanowisku zalezy od wielu czynnikéw i nie jest jednakowa dla wszystkich pracownikéw, stad
pensja niektorych moze byé bardziej podobna do wysokiej pensji, podczas gdy innych nie.

Podobnie sytuacja wyglada, gdy stopien przynaleznosci reprezentuje preferencje wobec lub
dopuszczalno$é danego obiektu. Wréémy do przyktadu temperatury w pomieszczeniu, tym razem
w sytuacji, gdy znajduje sie w nim grzejnik, a pomiar dokonywany jest dokladnym termometrem.
Za sprawa grzejnika temperatura w pomieszczeniu nie jest jednolita, dlatego pomiar dokonywany
jest w dwdch miejscach (przy grzejniku i w przeciwleglej czesci pomieszezenia). W takiej sytuacji
preferencja, czy temperatura w pomieszczeniu jest odpowiednia, moze zosta¢ wyrazona za pomoca

przedziatu.
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Trzecia semantyka sama w sobie zaklada niepewnos¢ wynikajaca z niewiedzy obserwatora
(teoria mozliwosci), stad w polaczeniu z niepewnoscia wynikajaca z samego obiektu uzysku-
jemy mozliwo$¢ modelowania obu typow niepewnosci. Wréémy do przykladu temperatury w
pomieszczeniu z grzejnikiem, lecz tym razem obserwator nie dysponuje termometrem. Bada
on subiektywnie odczuwalng temperature w dwoch miejscach pomieszczenia. W takiej sytuacji
mamy do czynienia z dwoma Zrédtami niepewnosci: temperatura w pomieszczeniu sama w sobie
nie jest jednorodna (moze by¢ okreslona za pomoca przedzialu), jednocze$nie obserwator nie
dokonuje precyzyjnego pomiaru temperatury (okresla jedynie, jakie temperatury sa mozliwe i w
jakim stopniu jest o tym przekonany). Otrzymany rozklad mozliwosci okreslony jest za pomoca
przedzialéw. Stopien przynaleznosci danej temperatury p 4(u) = [a, b] nalezy interpretowac jako
zbidér stopni przekonania do tych przedzialow temperatury odczuwanych przez obserwatora, ktore
zawierajg temperature u.

Epistemiczna interpretacja przedzialu, w przeciwienstwie do ontycznej, zaklada, ze nie ma on
swojego odzwierciedlenia w rzeczywistodci, lecz reprezentuje tylko subiektywny i niekompletny
stan wiedzy na temat pewnego precyzyjnego faktu (Zrédtem niepewnosci jest brak wiedzy). Stad,
gdy przedzial bedacy warto$cia funkcji przynaleznoéci reprezentuje stopien podobienstwa do
pewnego prototypu, nalezy go interpretowaé jako zbior tych wszystkich stopni podobienstwa,
ktére sa dopuszczalne wedlug aktualnego stanu wiedzy. Patrzac z innej perspektywy, sa to
wszystkie te stopnie podobienstwa, ktérych obecna wiedza nie pozwala wykluczy¢. Tylko jeden
stopien podobienstwa jest zgodny z rzeczywistoscia, jednak bez dodatkowych informacji nie
mozna okredli¢ ktéry. Przykladowo, taka sytuacja ma miejsce, gdy chcemy poréwnacé zarobki
konkretnej osoby z prototypem wysoka pensja, wiedzac tylko, ze pensja konkretnej osoby miesci
sie w pewnym przedziale, ale nie znajac dokladnej wartosci. Przedzial okreélajacy podobienstwo
obiektu (pensji) i prototypu w tym przypadku wynika z braku wiedzy — nie znamy dokladnych
zarobkow danej osoby, stad nie mozemy dokladnie okresli¢ stopnia podobienstwa do prototypu
wysoka pensja.

W przypadku przedziatu reprezentujacego stopien preferencji rozumowanie jest analogiczne.
Nie znajac doktadnie obiektu, wobec ktorego preferencje mamy okresli¢, najtatwiej postuzyé sie
przedzialem obejmujacym preferencje wobec wszystkich mozliwoéci.

Ostatnia semantyka stopnia przynalezno$ci uwzglednia brak wiedzy co do wartosci pewnej
zmiennej (niepewnosé epistemiczna). Jesli stopien przekonania co do prawdziwosci wartosci
danej zmiennej zastapimy epistemicznym przedzialem, otrzymamy model o znacznie wigkszym
potencjale modelowania niepewnosci. Przedzial reprezentuje niepewnosé wyzszego poziomu,
pozwalajac w ten sposdéb uchwyci¢ informacje dotyczaca niewiedzy na temat stopnia dopusz-
czalnoéci danej wartosci pewnej zmiennej. Za przykltad postuzy ponownie zmienna temperatura
w pomieszczeniu mierzona bez uzycia termometru. Wedlug obserwatora to, ze temperatura w
pomieszczeniu wynosi 19°C jest mozliwe w stopniu 0.1, 20°C w stopniu 1 i 21°C w stopniu 0.5.
Inne temperatury sa niemozliwe (maja stopienn mozliwosci 0). Mamy tu do czynienia z klasycznym
rozktadem mozliwosci. Obserwator nastepnie przekazuje te informacje drugiej osobie, wyrazajac

ja w nastepujacy sposob:

,Temperatura w pomieszczeniu z pewnoscia nie jest nizsza niz 19°C. Bardzo mozliwe,

ze wynosi ona 20°C.”
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0 = : temp.
19 20 21 22

Rysunek 2.1: Przykiad epistemicznego przedzialowego zbioru rozmytego reprezentujgcego nie-
kompletng informacje na temat ustalonego rozkladu mozliwosci. Oryginalny rozklad mozliwosci
przedstawiony jest za pomocq punktow na wykresie.

W tym przypadku to, co wiemy na temat temperatury moze zostaé¢ zapisane przy uzyciu
przedziatéw. Kazda temperatura ponizej 19°C nie jest mozliwa, stad ich stopieft mozliwosci
to [0,0]. Temperatura 19°C jest mozliwa, ale nie wiemy w jakim stopniu, stad otrzymujemy
przedzial [0,1]. Warto$é 20°C zostala bezposrednio zasugerowana jako bardzo mozliwa, stad
wiemy, ze jej mozliwo$¢ jest wysoka, co mozna przykladowo modelowaé jako [0.9,1]. Na temat
pozostalych wartosci nie wiemy nic, stad ponownie otrzymujemy przedzial [0, 1]. Widzimy, ze
podczas przekazywania informacji doszto do istotnych strat. Przyktad ten jest zilustrowany na
Rysunku 2.1.

Jak mozna zauwazy¢, pierwsze dwie semantyki funkcji przynaleznosci zachowuja sie bardzo
podobnie zaréwno bez, jak i przy uwzglednieniu obu typéw niepewnosci. Stad w dalszej czesci

pracy czesto beda one opisywane tacznie.

2.3 Podobienstwo i jego natura

W tej sekcji przedstawione zostang matematyczne techniki okre$lania podobienstwa, bazujace
na klasycznej teorii mnogoéci '. Analiza podobiefistwa dwdéch obiektéw jest podstawowym
narzedziem w biologii, taksonomii, psychologii i stanowi podstawe do rozumowania przez analogie.
Problem przypisania unikalnego znaczenia pojeciu podobienstwa zostal podjety przez psychologa
Gregsona [26] oraz Tverskeigo [93]. Pojecie podobienstwa nie jest tak proste, jak sie moze
wydawaé, gdyz sklada sie na nie kilka réznych proceséw i operacji [63].

Zazwycza] przyjmuje sie, ze okreslenie réznic lub odmiennosci pomiedzy obiektami jest réwno-
wazne okresleniu ich podobienstwa [39, 49]. Jesli podobiefistwo dwéch obiektéw A i B oznaczymy
przez s(A, B), to ich odmienno$¢ réwna jest 1 — s(A, B). Niektére badania wykazaly jednak, ze
cztowiek inaczej postrzega kazde z tych pojeé. Podczas okreslania podobienstwa, wickszy nacisk
ktadziony jest na cechy wspdlne obiektow, podczas gdy do okreslania odmiennosci wykorzysty-
wane sa gléwnie réznice pomiedzy obiektami [95]. W teorii zbioréw rozmytych najczesciej jednak
przyjmuje sie zalozenie o wzajemnej odwrotnosci relacji podobienstwa i odmiennosci [56, 118].

Powszechnie uwaza sig, ze podobienstwo jest symetryczne. W jezyku miar podobienstwa
oznacza to, ze

s(A,B) = s(B, A). (2.1)

!Dyskusja nad natura podobiefstwa zostala zaczerpnieta z pracy [120]



2.4. Podobienstwo zbioréw rozmytych a niepewnosé

Formalne badania wykazaly, ze podobienistwo nie zawsze moze byé¢ traktowane jako relacja
symetryczna [94]. Ma to miejsce w sytuacji, gdy jeden z obiektéw staje sie obiektem odniesienia.
Jawne okreslenie odniesienia moze nastapié¢ przykladowo poprzez sformulowanie zadania (”Prosze
poréwnaé obiekt A z obiektem B”). Odniesienie moze zostaé¢ réwniez okreslone niejawnie. W
takiej sytuacji najczesciej obiektem odniesienia staje sie¢ obiekt bardziej poprawny, lepszy albo o
bardziej ztozonej strukturze. Przyktadowo, osoba ma za zadanie poréwnaé jakos¢ dwoch obrazow
przedstawiajacych te sama scene. Obraz o lepszej jakosci staje sie implicite obiektem odniesienia.
7 tego powodu, zatozenie symetrii zostalo ostabione w miarach wykorzystywanych w niektérych
dziedzinach, takich jak psychologia bodzcéw.

Jak wykazaly badania psychologiczne, podobienistwo moze by¢ zalezne od kontekstu, w jakim
jest ono oceniane [26, 91]. W okresleniu s(A, B) biora udzial nie tylko cechy obiektéw A i B,
ale rowniez cala charakterystyka otoczenia. Choé wydaje sie to niepoprawne, na oszacowanie
podobienstwa dwéch obiektow wplyw maja rowniez cechy innych badanych obiektow. Podczas
oceniania podobienstwa wielu obiektow przez czlowieka, na istotno$¢ poszczegdlnych cech obiektu
wplywa réwniez zmienno$¢ ich wartosci. Charakter tego wplywu moze by¢ jednak rézny w
zaleznosci od tego, jaki jest cel poréwnania. W problemach klasyfikacji obiektéw wykazano, ze
rzadkie wartosci cechy sa bardziej istotne [70], podczas gdy na potrzeby taksonomii korzystniej
jest przyjaé¢ przeciwne zalozenie [23].

Oczywiscie powyzej wspomniane problemy nie muszg wystepowaé¢ we wszystkich obszarach
badawczych, w ktérych podobienstwo pomiedzy obiektami wykorzystywane jest do analizy in-
formacji i wspomagania podejmowania decyzji. Oczekiwane wlasnosci podobienstwa zaleza od
natury i charakteru poréwnywanych obiektéw, jak réwniez od ich reprezentacji. Przykladowo
zbiory rozmyte reprezentujace rozklady mozliwosci (semantyka stopnia niepewnosci) z pewnoscia
wymagaja innych metod poréwnywania niz stopnie preferencji. Wobec niemoznoéci zatozenia na-
wet tak podstawowych wlasnosci, jak symetria, nie powinno nikogo dziwi¢, ze badacze opracowali
bardzo wiele réznych aksjomatyzacji tego pojecia, czesto Scisle dopasowanych do konkretnego
problemu lub semantyki. Proponowane definicje czesto nie sg zgodne, a wrecz wykluczaja sie. Co

wiecej, wciaz brakuje przystepnych wskazan, jakie wlasnosci sa pozadane w réznych problemach.

2.4 Podobienstwo zbioréw rozmytych a niepewnosé

W Podrozdziale 2.2 przedstawione zostaly podstawowe interpretacje stopnia przynaleznosci do
zbioru rozmytego, bez oraz z uwzglednieniem obu typéw niepewnoéci. W niniejszym podrozdziale
przedstawiony zostanie wplyw niepewnoéci na podobienstwo i sposéb jego okreslenia.

Pierwszy przypadek to podobienstwo zbioréw rozmytych A, B € FS(U). Oryginalna definicja
rownosci zbioréw podana przez Zadeha mowi, ze zbiory rozmyte A i B sa rowne wtedy i tylko

wtedy, gdy

Vueu pa(u) = pp(u). (2.2)

Oczywiscie miara podobienstwa musi by¢ mniej restrykcyjna, aby podobienstwo mogto przyjmowac

dowolne wartosci pomiedzy pelnym podobienstwem a catkowitym jego brakiem.
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Definicja 2.1. Miare podobienstwa zbioréw rozmytych definiuje sie jako funkcje okreslona na
pewnym podzbiorze E C FS(U) x FS(U) [14, 113]

s:E—R, (2.3)

taka ze wieksze jej wartosci wskazuja wieksze podobienstwo wejéciowych zbioréw rozmytych.

Ponadto zbiér musi E spelniaé¢ nastepujace warunki:
1. dla dowolnych zbioréw rozmytych A, B € FS(U), jesli (A, B) € E, to réwniez (B, A) € E,

2. dla kazdego zbioru rozmytego A € FS(U) zachodzi (4, 1y) € E.

W przypadku, gdy E = FS(U) x FS(U), wszystkie zbiory rozmyte sa poréwnywalne przez
dana miare podobienstwa. Taka sytuacja nie zawsze ma jednak miejsce, gdyz niektére standardowe
miary podobienstwa nie sg okreslone dla pewnych par zbioréw rozmytych (patrz Podrozdzial 2.6).

Stopien podobienstwa dwdch zbioréw rozmytych okreslony jest za pomoca pojedynczej liczby.
Podejécie to jest w pelni uzasadnione w pierwszych dwoch semantykach. Obiekty reprezentowane
przez zbiory rozmyte sa w pelni znane, a co za tym idzie ich podobienstwo moze by¢ dokladnie
obliczone. Jednakze, w przypadku semantyki stopnia niepewnosci, reprezentowany jest rozktad
mozliwosci, czyli zbiér bardziej lub mniej mozliwych wartoéci pewnej zmiennej. W takiej sytuacji
mamy do czynienia z niepewnoscig, a co za tym idzie dokladne okreslenie stopnia podobienstwa
moze okazaé sie niemozliwe. Miara podobienstwa w takiej sytuacji moglaby zostaé okreslona w
nastepujacy sposob: s’ : E — Z(]0, 1]). Takie miary podobienstwa wciaz sa jednak malo zbadane.
Nawet w badaniach nad podobienstwem rozkltadéw mozliwoséci najczesciej przyjmuje sie, ze
stopien podobienistwa okreslony jest za pomoca pojedynczej liczby [32].

Zdefiniowanie podobienstwa dla przedzialowych zbioréw rozmytych jest trudniejsze. Tym
razem miara podobienstwa okreslona jest na zbiorze E ¢ ZVFS(U) x TVFS(U). Podobnie jak
dla zbioréw rozmytych, musi on spetnia¢ pewne podstawowe warunki:

1. dla dowolnych przedzialowych zbioréw rozmytych A, B € ZVFS(U), jedli (4, B) € E, to
réwniez (B, A) € E,

2. dla kazdego przedzialowego zbioru rozmytego A € ZVFS(U) zachodzi (A, 1) € E,

3. dla dowolnych A, B € TVFS U), (/1, B) € E wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
zbioréw rozmytych A €p A, B € B zachodzi

(IVFS(A),IVFS(B)) e E. (2.4)

Naturalnie pojawiaja sie dwie mozliwosci zdefiniowania takiej miary:
s:E-R (2.5)
oraz
5:E—I(R). (2.6)

Pierwsze podejscie zaklada precyzyjny stopien podobienstwa, drugie dopuszcza wiele wartosci.
Ponizej pokazane zostanie, ze oba typy miar podobienstwa znajduja zastosowanie do innych

typéw danych.



2.5. Formalne podejscie do problemu podobienstwa zbioréw rozmytych

Rozwazmy dwa jednoelementowe przedzialowe zbiory rozmyte takie, ze p 4 (u) = pug(u) = [a, b].
Niech Ai B niosg informacje o niepewnosci typu ontycznego. W takim przypadku te przedzialowe
zbiory rozmyte sg dokltadnymi reprezentacjami pewnych ztozonych obiektéw, ktore z natury sg
niepewne (przedzialowe). Podobienstwo pomiedzy tymi obiektami mozna wyrazi¢ dokladnie za
pomoca pojedynczej liczby. Stad w tej sytuacji mozna korzystaé¢ z podobienstwa zdefiniowanego
w (2.5). Poniewaz p1; = p15, wigc otrzymujemy s(A,B) =1.

W przypadku, gdy AiB sa niepewnymi (epistemicznymi) reprezentacjami obiektéw, in-
terpretacja jest zupelnie inna. To, ze pu; = pup oznacza jedynie, ze epistemiczne reprezentacje
tych obiektéow sa jednakowe, czyli wiedza na ich temat jest jednakowa. Nie mozna jednak na
tej podstawie wnioskowaé o podobienistwie obiektéw (przykladowo, trudno powiedzieé, ze dwa
obiekty, o ktérych nic nie wiemy, sa podobne). W tej sytuacji znacznie bardziej odpowiednia
wydaje sie by¢ druga definicja podana w (2.6). Okreslenie wartosci podobienstwa za pomoca prze-
dzialu pozwala na uchwycenie niepewnosci epistemicznej (niewiedzy) zawartej w przedzialowych
zbiorach rozmytych. W ten sposéb otrzymamy §(fl, f)’) = [c, 1], gdzie 0 < ¢ < 1 w zaleznosci od
tego, jak okreslone zostalo podobienstwo.

Dalsza czes¢ rozdziatu poswiecona jest podobienstwu zbioréw rozmytych oraz ontycznych
przedzialowych zbioréw rozmytych, okreslonemu zgodnie z (2.5). Problemowi podobiefistwa
epistemicznych przedzialowych zbioréw rozmytych okreslonemu zgodnie z (2.6), poswiecony

zostal nastepny rozdziat.

2.5 Formalne podejscie do problemu podobienstwa zbioréw

rozmytych

Juz od samego poczatku teorii zbioréw rozmytych trwaja badania nad pojeciem réwno-
Sci 1 podobienstwa. Doprowadzily one do powstania wielu réznych formalnych jego definicji.
W nastepujacym podrozdziale przedstawione zostang najczesciej postulowane wtasnodci, jakie
powinny spelnia¢ miary podobienstwa zbioréw rozmytych oraz wybranych ich rozszerzen (w
szczegblnosei przedziatlowych zbioréw rozmytych). Wlasnoscei postulowane dla réznych rozszerzen
zbioréw rozmytych czesto uogélniaja te proponowane w klasycznej teorii. Zbadane zostang zalez-
nosci pomiedzy pierwotnymi wlasnosciami a ich uogdlnieniami, ze szczegdlnym uwzglednieniem
celu i kryteriow, ktérymi kierowano sie podczas ich tworzenia. Uogdlnione wlasnosci zostana

zinterpretowane i zilustrowane.

2.5.1 Wstasnosci miar podobienstwa zbioréw rozmytych

Aksjomatyke miar podobienstwa dla klasycznych zbioréw rozmytych mozna uznaé za dobrze
zbadana i ustabilizowana. Jedna z pierwszych prac w tym zakresie jest praca Xuechenga z 1992
roku [111]. Autor podaje w niej pie¢ warunkéw, jakie powinna spelniaé miara podobienstwa,
mianowicie wlasnosci G2, S1*, S2, S3 oraz S4 (patrz dalej). Troche inny zestaw aksjomatéw podany
zostal w pracy [43]. Warunek S4 zastapiono jego silniejsza wersja S4*, ponadto wymagane sa
réwniez wlasnosci G1* oraz S5. Inne podejscie do podobiefistwa zaproponowane jest w pracy [32].
Celem badan byto zdefiniowanie warunkdéw, jakie musi spelnia¢ miara podobienstwa dla rozktadéw

mozliwosci reprezentowanych za pomoca zbioréw rozmytych. Jest to jedna z pierwszych préb
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okreslenia miar podobienstwa tylko dla konkretnej, pojedynczej semantyki zbioréw rozmytych.
Zaproponowano tam zestaw niezbednych oraz pozadanych wlasnosci. Obowigzkowe sa ponownie
wlasnosci G1*, G2, S3 oraz S4. Oslabiono warunek S1*, zastepujac go przez S1 oraz dodano
wymog posiadania wlasnosci G3. Dodatkowo zasugerowano, ze pozadane sa réwniez wlasnosci
S1*-war oraz S6, a takze silniejsze wersje wlasnosci S2 i S5, mianowicie S2* i S5*.

W dalszej czesci wszystkie wlasnosci zostana zdefiniowane oraz oméwione. Dla przypomnienia,
przez miare podobiefistwa w tej sekcji rozumie sie funkcje s : E — [0, 1], gdzie E ¢ FS(U)x FS(U)
(patrz (2.3)). Aby zwiekszy¢ czytelnosé i utatwié poréwnanie niektérych warunkéw, przyjeto i
rozszerzono nazewnictwo zaproponowane przez Couso et al. [12]. Gwiazdka w nazwie wlasnosci
oznacza ,silniejszy niz”, a minus ,slabszy niz”. Notacja i sposéb sformulowania niektérych
wlasnosci zostal réwniez dopasowany tak, aby osiagnaé¢ wieksza czytelnosc.

Nastepujace dwie wlasnoéci sa bardzo wazne. Pierwsza z nich wymaga, aby miara podo-
bienstwa byta ograniczona z dotu i géry. Jako zbiér wartosci mozna wybraé¢ dowolny domkniety
przedzial liczbowy, jednak w praktyce najczesciej wykorzystywany jest przedzial [0, 1]. Druga wla-
snos¢ wymaga, aby miara podobienstwa byta symetryczna, co wynika bezposrednio z charakteru

pojecia podobienstwa (réwnosci) obiektéw.

Wtasno$é (G1). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasnosé G1, jesli dla dowolnej pary
zbioréw rozmytych (A, B) € E zachodzi

0<s(A,B)<1. (2.7)

Obserwacja 2.1. Miare podobienstwa posiadajaca te wlasnosé mozna okredli¢ jako funkcje
s : E — [0,1]. Wszystkie rozwazane w dalszej czeéci pracy miary podobienstwa posiadaja

wtlasnosé G1, stad czesto przyjmowana bedzie wtasnie ta definicja.

Wtiasno$é (G2). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasno$é G2, jesli dla dowolnej pary
zbioréw rozmytych (A, B) € E, zachodzi

s(A,B) = s(B, A). (2.8)

Istnieja réwniez silniejsze warianty warunku G1, w ktorych postuluje sig, aby oprocz samej
ograniczonosci miary podobienstwa istnialy réwniez zbiory rozmyte (pewnego typu), dla ktérych

osiggana jest wartos¢ 1.

Wtasno$é (G1*). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasnosé G1*, jesli dla dowolnej pary
zbioréw rozmytych (A, B) € E zachodzi

0<s(A,B)<1 (2.9)

oraz istnieje para (C, D) € E taka, ze s(C, D) = 1.
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Rysunek 2.2: Zbiory rozmyte A, B € FS({1,2,3,4,5,6}) ilustrujgce wlasno$é¢ G3. Po lewej
wykres funkcji przynaleznodci zbioréw rozmytych A © B. Po prawej ich odpowiednikow A™ i B™
dla pewnej permutacji w. Jesli miara podobieristwa spelnia warunek G3, to s(A, B) = s(A™, B™).

Wtiasno$é (G1**). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasnosé G1**, jesli dla dowolnej

pary zbioréw rozmytych (A, B) € E zachodzi
0<s(4,B)<1 (2.10)
oraz istnieja zbiory X,Y C U takie, ze (1x,1y) € E oraz s(1x,1y) = 1.

Nastepna wlasnosé zdecydowanie wymaga komentarza, gdyz nie jest ona czesto spotykana.
Co wiecej, tatwo mozna zauwazy¢, ze wiekszo$é miar podobienstwa posiada ja mimo tego, ze
najczesciej nie jest ona wymagana. Podstawowa idea tej wlasnosci mowi, ze miara podobienstwa
jest okreslona tylko przez stopnie przynaleznosci, bez wzgledu na to, do jakiego elementu
uniwersum sa one przypisane. Fakt ten zostal zobrazowany na Rysunku 2.2. Ma to szczegdlne
znaczenie, gdy stopnie przynaleznosci rozwazanych zbioréw rozmytych sa interpretowane jako
stopien spelnienia pewnej wlasnosci lub nasycenia cechy (semantyka stopnia podobiefistwa oraz
preferencji). Jesli wlasnosci (cechy) nie sa ze soba powiazane kolejnoscia, to oczekiwaliby$my, ze
podobienistwo nie jest zalezne od kolejnosci, w jakiej wlasnosci (cechy) sa rozwazane. Odmiennie
sytuacja wyglada, gdy elementy uniwersum sg silnie powiazane kolejnoscia, co ma miejsce np. w
ilosciowej teorii mozliwoéci (semantyka stopnia niepewnosci). W takim przypadku rozsadnym

moze by¢ przyjecie zalozenia przeciwnego do G3.

Wtlasno$é 2.1 (G3). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasnosé¢ G3, jesli dla dowolnej
pary zbioréw rozmytych (A, B) € E, zachodzi (A™, B™) € E oraz

s(A, B) = s(A™, B"). (2.11)

Wilasnosci S1* i S2 to podstawowe warunki monotonicznosci ze wzgledu na zawieranie. Jesli
mamy trzy zbiory rozmyte A, B,C € FS(U) takie, ze A C B C C, to dla dowolnego elementu
uniwersum z € U zaréwno stopnie przynaleznosci pa(z) oraz pp(x), jak i pp(x) oraz pc(x)
sa sobie ,blizsze” niz pa(x) i po(z). Funkcja przynaleznosci zbioru rozmytego B rozdziela A
i C, stad nie jest mozliwe, aby A i C' byly bardziej podobne niz A i B oraz B i C. Sytuacja
ta zobrazowana jest na Rysunku 2.3. Nalezy zauwazy¢, ze zawieranie zbiorow rozmytych peini
w tej definicji funkcje czysto techniczna — gwarantuje odpowiednie uporzadkowanie funkcji

przynaleznosci. Z tego powodu nie zawsze sens ma glebsze jego interpretowanie czy uogdélnianie.
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Rysunek 2.3: Zbiory rozmyte A, B,C € FS(U) takie, 2e A C B C C, ilustrujgce wlasnosci S1*
i S2.

Wtlasno$é 2.2 (S1*). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasnosé S1*, jesli dla dowolnych
zbioréw rozmytych A, B,C € FS(U) takich, ze (A,C) € E, (A,B) € E oraz A C B C C,
zachodzi

s(A,C) <s(A,B). (2.12)

Wtlasno$é 2.3 (S2). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasno$é¢ S2, jesli dla dowolnych
zbioréw rozmytych A, B,C € FS(U) takich, ze (A,C) € E, (B,C) € Eoraz A C B C C,
zachodzi

s(A,C) < s(B,C). (2.13)

Xuecheng zauwazyl, ze jednoczesne spelnienie warunkéw S1* oraz S2 jest réwnowazne

spelnieniu nastepujacego warunku [111].

Wtlasno$é 2.4 (S1*&S2). Miara podobienstwa s : E — R posiada jednoczesnie wlasnosdci S1*
oraz S2, jesli dla dowolnych zbioréw rozmytych A, B,C,D € FS(U) takich, ze (A,D) € E,
(B,C) € Eoraz AC B C C C D, zachodzi

s(A,D) < s(B,C). (2.14)

Nie wszystkie definicje podobienstwa wykorzystuja warunki S1* 1 S2. Autorzy czesto postuluja
w swoich pracach warunki silniejsze lub stabsze. Ponizej przedstawione zostaly najczeiciej

wykorzystywane.

Wtasno$é 2.5 (S1*-war). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasno$¢ S1*-war, jesli
dla dowolnych zbioréw rozmytych A, B,C € FS(U) takich, ze (A,C) € E, (A,B) € E oraz
A C B C C, zachodzi

s(A,C) < s(A,B). (2.15)
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Rysunek 2.4: Zbiory rozmyte spelniajgce zaloZenia wiasnosci S1.

Jest to nier6wnowazny wariant warunku S1*, ktéry nie jest ani stabszy, ani silniejszy od ory-
ginalnego. Réznica polega na wytaczeniu przypadku, gdy zbiory rozmyte sa réwne i zastosowaniu
ostrej nieréwnosci.

Nastepna wlasnosé stanowi ostabienie S1*. Sformulowanie nieréwnoéci pozostaje bez zmian,

zawezona zostaje natomiast rodzina zbioréw rozmytych spetniajacych zalozenie.

Wtasno$é 2.6 (S1). Miara podobiefistwa s : E — R posiada wlasnosé S1, jesli dla dowolnych
zbioréw rozmytych A, B,C € FS(U) takich, ze (A,C) € E, (A,B) € E, A C B C C oraz

maxyey pA(u) = maxyey pp(u) = maxyey po(u), zachodzi

s(A,C) < s(A,B). (2.16)

W tej postaci odpowiednia nieréwnosé musi by¢ spelniona, ale tylko dla zbioréw, ktére oprocz
tego, ze zawieraja sie w sobie, musza by¢ zgodne w przynajmniej jednym punkcie, co pokazuje

ponizszy lemat.

Lemat 2.2. Dia dowolnych zbioréw rozmytych A, B € FS(U) takich, Ze maxycy pa(u) =
maxycy pp(u) oraz A C B, istnieje ug € U takie, Ze

max pia(u) = pa(uo) = pp(uo) = max 1up(u) (2.17)

Dowdd. Niech A C B oraz maxyey pa(u) = maxyey pp(u). Przyjmijmy, iz uy jest takie, ze

max,ey pa(u) = pa(ug). Wtedy mamy pa(ug) < pp(ug). Oczywiscie pp(up) < maxyey pp(u),
a stad

ek 14 () = pa(uo) < u(u0) < max (). (2.18)
uelU uelU
Poniewaz max,cy pa(u) = maxy,ep pp(u), wiec symbole < mozna zastapié przez =. O

Stad rownosé najwiekszych stopni przynaleznosci rzeczywidcie oznacza istnienie punktu, w
ktorym wszystkie trzy zbiory rozmyte przyjmuja ta samg maksymalng warto$é. Sytuacja ta
zilustrowana jest na Rysunku 2.4.

Kolejna wlasno$é powstata poprzez wzmocnienie warunku S2. Aby zinterpretowaé jej zna-
czenie, rozwazmy dwa zrédla informacji A i C. Zalézmy, ze nie sa one zgodne dla pewnego
wg. Zatézmy, ze 7zré6dlo A zmienia zdanie i okresla stopien przynaleznosci pa(ug) tak, aby byt

on blizszy wartosci pc(ug) (przykladowo A moglo zostaé przekonane przez argumentacje C)
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Rysunek 2.5: Zbiory rozmyte ilustrujgce wlasnosé S2*. Jesli miara podobienstwa spelnia S2%,

to s(A,C) < s(B,C).

tworzac w ten sposob zrédlo B. W takiej sytuacji (przedstawionej na Rysunku 2.5) podobienstwo
pomiedzy B i C' powinno by¢ wieksze niz pomiedzy A i C' [32]. Formalnie warunek ten moze

zostaé zapisany w nastepujacy sposéb.

Wtlasno$é 2.7 (S2*). Miara podobiefistwa s : E — R posiada wlasno$é S2*, jesli dla dowolnych
zbioréw rozmytych A, B,C € FS(U) takich, ze (A,C) € E, (B,C) € E oraz

pa(uo) < up(up) < pe(up) dla pewnego ug € U (2.19)
oraz
pp(u) = pa(u) dla kazdego u € U takiego, ze u # uy , (2.20)
zachodzi
s(A4,C) < s(B,C). (2.21)

W pracy Couso et al. [12] pokazano, ze S2* pociaga S2.

Wtasnosé S3 wymaga, aby zbiory rozmyte reprezentujace kompletnie sprzeczng informacje
byty maksymalnie niepodobne. W przypadku zbioréw rozmytych dopetnienie nie zawsze w peini
wyklucza oryginalny zbiér. Ma to miejsce tylko w przypadku klasycznych zbioréw. Te obserwacje

realizuje nastepujacy warunek.

Wtasno$é 2.8 (S3). Miara podobienstwa s : E — [0, 1] posiada wlasno$é S3, jesli dla dowolnego
zbioru X C U takiego, ze (1x,1xc) € E, zachodzi

s(1x,1xe) =0. (2.22)

Wtlasnosé S4 wywodzi si¢ z obserwacji, ze dwa identyczne zbiory rozmyte powinny byé¢ w

pelni podobne. Jest to najczesciej wyrazane za pomoca warunku

Vaersw) s(A,A) =1.

Dla lepszego ukazania zaleznoéci pomiedzy réznymi definicjami podobienstwa warunek ten zostal

zapisany w nastepujacej postaci.
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Wtasno$é 2.9 (S4). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasnosé S4, jesli dla dowolnego
zbioru rozmytego takiego, ze (C,C) € E, zachodzi

C.C) = A.B). 2.93
8(,)(%&8(,) (2.23)

S4 w polaczeniu z G1* gwarantuja, ze S(A, A) = 1. Jak zostanie pokazane w dalszej czesci
pracy, oddzielenie tej wlasnosci ma réwniez znaczenie w przypadku miar podobienstwa dla
przedzialowych zbioréw rozmytych.

Silniejszy warunek S4* zaklada, ze najwieksza warto$¢ podobienstwa (najczesciej jest to 1)

przyjmowana moze by¢ tylko w przypadku poréwnywania dwoch identycznych zbioréw rozmytych.

Wtlasnos$é 2.10 (S4*). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasnosé S4*, jesli dla dowolnej
pary zbior6w rozmytych (C, D) € E, zachodzi

C=D < s(C,D)= max s(A,B). (2.24)
(A,B)EE

Mozna réwniez rozwazaé ostabienie S4 wymagajac, aby warto$¢ maksymalna musiata by¢

przyjmowana tylko dla zbioréw w klasycznym sensie.

Wtlasno$é 2.11 (S4-). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasnosé S4-, jesli dla dowolnego
zbioru X C U takiego, ze (1x,1x) € E, zachodzi

Iy, 1y) = A.B). 2.2
s(x,1x) nax s(A, B) (2.25)

Nastepny warunek formalizuje obserwacje, ze dwa zbiory rozmyte sg catkowicie niepodobne
tylko wtedy, gdy sa one rozlaczne. Zbiory rozmyte, ktore nie sa rozlaczne, posiadajg wspdlne
elementy o dodatnim stopniu przynaleznosci i z tego powodu ich podobienstwo powinno by¢

wigksze od 0.

Wtasnos$é 2.12 (S5). Miara podobiefistwa s : E — [0, 1] posiada wlasnosé S5, gdy dla dowolnej
pary zbior6w rozmytych (A, B) € E, jesli s(4,B) =0, to c(AN B) = 0.

Wtiasnoéé S5* swoje Zrodlo bierze, podobnie jak S2*  z sytuacji istnienia dwoch zrédet
informacji, ktére nie sg zgodne. Tym razem nie ma zadnych dodatkowych zatozen odnosnie do
samych zrodel, wiadomo jedynie, ze nie sa one zgodne dla pewnego ug € U. Zalézmy, ze po
odkryciu konfliktu oba Zrédla okreélaja nowe stopnie przynaleznosci zwiekszajac pierwotne o
te sama warto$¢ a. W takiej sytuacji (zilustrowanej na Rysunku 2.6) podobienstwo powinno
wzrosnaé, jesli zmiana ta spowoduje spadek niezgodnosci pomiedzy zrédtami, a pozostaé bez
zmian w przeciwnym przypadku. Do okredlenia poziomu zgodnosci zrédel uzyto w przypadku
tej wlasnosci maksymalnych stopni przynaleznosci. Takie zatozenie jest catkiem naturalne, gdy

rozwazane zbiory rozmyte reprezentuja na przyklad rozklady mozliwosci [32].
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Rysunek 2.7: Zbiory rozmyte ilustrujgce wlasnosé S6. Jesli miara podobienstwa spetnia S6, to
s(A,C) =s(B, D).

Wtiasno$é 2.13 (S5*). Niech A, B € FS(U) beda dowolnymi zbiorami rozmytymi takimi, ze
(A, B) € E. Niech uy € U. Zdefiniujemy nowe zbiory rozmyte C, D € FS(U) takie, ze

® Vaocu po(u) = pa(u) oraz pp(u) = pp(u),

U#xQ
e pc(uo) = pa(uo) +a oraz pp(ug) = pp(uo) + o, gdzie 0 < a < 1—max(pa(uo), B(uo)) -

Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasno$é S5*, gdy zachodzi:

jesli (C, D) € E oraz max pang(u) = max pucnp(u), to s(A, B) = s(C, D) (2.26)
ue ue
lub
jesli (C, D) € E oraz ma&c,uAmB(u) > max puenp (u), to s(A, B) > s(C, D). (2.27)
ue ue

Ostatnia wlasno$¢ gwarantuje, ze jednoczesna zmiana stopni przynaleznoéci w obu zbiorach
rozmytych o te sama wartosé, nawet dla réznych elementéw uniwersum, nie powoduje zmiany

stopnia podobienstwa. Przyktadowe zbiory rozmyte ilustrujace te wlasnos¢ przedstawione sa na
Rysunku 2.7.

Wtasnos$é 2.14 (S6). Niech A, B € FS(U) beda dowolnymi zbiorami rozmytymi oraz ug, u; € U.

Dla dowolnego « takiego, ze 0 < aw < 1 — max(p4(uo), pp(u1)), definiujemy nowe zbiory rozmyte
C,D € FS(U) takie, ze

o Vst () = palu) ora e () = jra(vo) +0
UFUQ
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* Vucy ip(u) = () oras () = pisfun) ot
UFUl

Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasno$¢ S6, gdy, koniunkcja warunkéw (A, C) € E oraz
(B, D) € E implikuje s(A,C) = s(B, D).

2.5.2 Wotasnosci miar podobienstwa przedziatowych zbioréw rozmytych

Pierwsze prace na temat metod mierzenia podobienstwa pomiedzy przedzialowymi zbiorami
rozmytymi zostaly napisane w kontekscie zbior6w mglistych (ang. Vague sets)[24], ktore sa
réwnowazne intuicjonistycznym zbiorom rozmytym [8]. W pracy [10] z 1995 roku zaproponowano
dwie miary podobienstwa dla tych obiektow. Nastepnym krokiem byly prace zapoczatkowane
przez Szmidt 1 Kacprzyka nad odlegloscia [76] oraz entropia intuicjonistycznych zbioréw rozmytych
Atanassova (AIFS) [77]. Pierwsze formalne podejscie do problemu miar podobienstwa dla AIFS
nalezy przypisa¢ Dengfengowi oraz Chuntianowi [15]. Zaproponowali oni, ze miara podobienistwa
powinna spelnia¢ warunki iG1*, iG2, iS1*, iS2 oraz iS4 (patrz dalej). Jako punkt wyjsciowy
do ich badan przyjeli oni wtasnosci postulowane dla miar podobienstwa klasycznych zbioréw
rozmytych. Niedlugo potem pojawily sie prace, w ktérych zakwestionowano warunek iS4 [41, 50].
Pokazano, ze jest on zbyt staby, co prowadzi do pewnych anomalii. Zaproponowano jego silniejsza
wersje — iS4*. Prace nad odlegloscia i entropiag AIFS prowadzone przez Szmidt i Kacprzyka
zaowocowaly zaproponowaniem nowych miar podobienstwa [75, 78]. W pracy [75] zauwazono, ze
o ile warunki iG1*, iG2 oraz iS4* sg oczywiste i nie pozostawiaja watpliwosci, o tyle iS1* 1 iS2
nie spetniaja swojej roli w przypadku AIFS.

Wiszystkie dotychczas wymienione prace dotyczyty zbioréw mglistych albo intuicjonistycznych
zbioréw rozmytych Atanassova. Jedna z pierwszych prac postulujacych warunki dla miar podo-
bienstwa przedziatlowych zbioréw rozmytych powstata w 2006 roku. W poréwnaniu do postulatow
Dengfenga—Chuntiana dodany zostal warunek iS3 [116]. Jak zauwazyli sami autorzy tej pracy,
wszystkie te warunki maja swoje odpowiedniki dla klasycznych zbioréw rozmytych i, co wiecej,
redukuja sie do nich, gdy sa stosowane do takich zbioréw. W pracy [117] zasugerowano bardzo
podobny zbidr aksjomatéw, z ta réznica, ze warunek iS3 zostal zaostrzony do iS3*.

W dalszej czesci niniejszej pracy wszystkie wlasnosci zostana zdefiniowane oraz omdwione.
Dla przypomnienia, przez miare podobienstwa w tej sekcji rozumie sie funkcje s : E — R, gdzie
E Cc IVFS(U) x IVFS(U) (patrz (2.5)). Zbadane zostana zaleznosci pomiedzy pierwotnymi
wlasnosciami a ich uogodlnieniami, ze szczegdlnym uwzglednieniem celu i kryteriow, ktorymi
kierowano sie podczas ich tworzenia. Uogdlnione wlasnosci zostang zinterpretowane i zilustrowane.

Dla zwiekszenia czytelnosci zachowane zostalo nazewnictwo z poprzedniej sekcji. Mata litera
.17 zostala dodana do nazw wtasnoéci, aby odréznié je od swoich pierwowzoréw dla klasycznych
zbioréow rozmytych. Podobnie jak poprzednio, gwiazdka w nazwie wlasnosci oznacza ,silniejszy
niz”, a minus ,stabszy niz”.

Pierwsze trzy wlasnosci — iG1*, iG2 oraz iG3 — stanowia proste uogdlnienia na przedzialowe
zbiory rozmyte. Ograniczono$é¢ oraz symetryczno$é miary podobienstwa jest na tyle oczywista,
ze warunki te nie wzbudzaja zadnych watpliwosci, niezaleznie od semantyki oraz charakteru

niepewnodci reprezentowanej przez dany przedziatowy zbiér rozmyty.
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Wtasnos$é 2.15 (iG1*). Miara podobiefstwa s : E — R posiada wlasnosé iG1*, jesli dla dowolnej
pary przedzialowych zbioréw rozmytych (/1, B) € E, zachodzi

0<s(A,B)<1 (2.28)
oraz istnieje para przedzialowych zbioréw rozmytych (C’ , 15) € | taka, ze §(C’ , D) =1.

Obserwacja 2.3. Podobnie jak dla miar podobienistwa zbioréw rozmytych, réwniez tutaj miare

podobienstwa posiadajaca te wlasno$é mozna okresli¢ jako funkcje s : E — Z([0, 1]).

Wtlasno$é 2.16 (iG2). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasnos¢ iG2, jesli dla dowolnej
pary przedzialowych zbioréw rozmytych (A, B ) € E, zachodzi

s(A,B) = s(B, A). (2.29)

Réwniez wlasnos$é niewrazliwosci na permutacje elementéw uniwersum (G3) moze zostaé

prosto przeniesiona na przedzialowe zbiory rozmyte.

Wtasno$é 2.17 (iG3). Miara podobienstwa s : E—R posiada wlasnosé iG3, jesli dla dowolnej
pary przedzialowych zbioréw rozmytych (A, B) € E zachodzi (A", B™) € E oraz

s(A, B) = s(A™, B™). (2.30)

Uogdlnienie kolejnych dwéch wlasnoéci — S1* oraz S2 — nie jest juz tak proste. Wigkszosé

badaczy przyjmuje w swoich pracach nastepujace najprostsze uogoélnienia.

Wtasnos$é 2.18 (iS1*). Miara podobienstwa s : [ — R posiada wlasnoéé iS1*, jesli dla dowolnych
przedzialowych zbioréw rozmytych A, B,C' € TVFS(U) takich, ze (4,C) € K, (A, B) € | oraz
AcBc C’, zachodzi

s(A,C) < s(A, B). (2.31)

Wtasnos$é 2.19 (iS2). Miara podobienstwa s : [ — R posiada wlasnos¢ iS2, jesli dla dowolnych
przedzialowych zbioréw rozmytych A, B,C € TVFS(U) takich, ze (A,C) e K, (B, ) € K oraz
AcBc C’, zachodzi

s(4,C) < s(B,C). (2.32)

Szmidt w pracy [75] zauwazyla, ze warunek ten jest zbyt staby, by mégt byé efektywny dla
intuicjonistycznych zbioréw rozmytych Atanassova. Ten sam zarzut mozna wyrazi¢ w jezyku prze-
dzialowych zbioréw rozmytych. Podstawowy problem stanowi definicja zawierania przedziatowych

zbioréw rozmytych, ktora wymaga, aby dla kazdego u € U zachodzito

() < pg(u) oraz i4(u) < fip(u) . (2.33)
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A B C
Rysunek 2.8: Przykladowe jednoelementowe przedzialowe zbiory rozmyte spelniajgce (2.34).

Jak zostalo wspomniane w poprzedniej sekcji, relacja zawierania zbioréw rozmytych pelni w
warunkach S1* i S2 tylko funkcje techniczna. Stad nic dziwnego, ze przy uogdlnianiu obu
warunkow powstaly pewne problemy. Zaréwno w przypadku klasycznych, jak i rozmytych zbioréw
istnieja takie, co do ktérych nie zachodzi zawieranie ani w jedna, ani w druga strone (nie sa
poréwnywalne przez C). W przypadku przedzialowych zbioréw rozmytych jest to szczegélnie
widoczne, gdyz bardzo tatwo skonstruowaé takie, ktére nie sg poréwnywalne. Przyktadowo wezmy

dwa przedzialowe zbiory rozmyte w jednoelementowym uniwersum U = {u;}
A =10.11,0.4]/u; oraz B = [0.1,0.9] /u; .

Oczywidcie ani A C B ani B C A. Jednakze, bardzo niewiele brakuje aby A c B, przez co
czlowiek najprawdopodobniej sklanialby sie do przyjecia takiego zatozenia. Warunki iS1* oraz
iS2 wymagaja, aby wszystkie trzy przedzialowe zbiory rozmyte zawieraly sie w sobie, przez co w
ogole nie dotycza zbioréw nieporéwnywalnych. Na podobienstwo takich zbioréw nie sg nalozone
zadne ograniczenia, co moze i prowadzi do pewnych zachowan niezgodnych z intuicja.

Innym problemem jest nieuwzglednianie przez iS1* i iS2 przedzialowych przedzialowych

zbioréw rozmytych takich, ze

(@) = pp(@) = pe(a) oraz Lz (x) < i) < he(x) . (2.34)
Przykladowo, niech
A=1[0.1,0.9]/ui, B =1[0.3,0.7] /u; oraz C = [0.4,0.6]/u, , (2.35)

co zostato zilustrowane na Rysunku 2.8. W takiej sytuacji, zgodnie z intuicja, powinna zachodzi¢
nieréwno$é analogiczna do iS1* i iS2, jednak zaden z warunkéw nie wprowadza takiego ograni-
czenia. Problem ten zostanie ponownie poruszony w nastepnym rozdziale (patrz wlasnosé E4).

Wtasnos$é S3 zdefiniowana jest za pomoca klasycznych zbioréw, stad jej uogdlnienie jest

bardzo proste.

Wtasnoéé 2.20 (iS3). Miara podobiefstwa s : E — [0,1] posiada wlasnosé iS3, jesli dla
dowolnego zbioru X C U takiego, ze (ﬂX, Ixe) e [, zachodzi

s(ix,ixe)=0. (2.36)

35



2. NIEPEWNOSE DANYCH ORAZ PODOBIENSTWO ZBIOROW ROZMYTYCH

36

Warunki S4 i S4* dotycza podobienstwa identycznych zbioréw oraz maksymalnej wartosci

podobienstwa. Ich przeniesienie na ontyczne przedzialowe zbiory rozmyte jest bezposrednie.

Wtasno$é 2.21 (iS4). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasnosé iS4, jedli dla dowolnego
przedzialowego zbioru rozmytego C' € ZVFS(U) takiego, ze (C, C) € E, zachodzi

s(C,C) = max s(A,B). (2.37)
(A,B)€E

Wtiasno$é 2.22 (iS4*). Miara podobienstwa s : E — R posiada wlasno$¢ iS4*, jesli dla dowolnej
pary przedzialowych zbioréw rozmytych (C’ , ﬁ) € ]E, zachodzi

C=D < s(C,D)= max s(A,B). (2.38)

Warunki te sa czesto postulowane przez badaczy i w przypadku ontycznych przedzialowych

zbioréw rozmytych nie ma powodu do ich kwestionowania.

2.6 Najczesciej uzywane miary podobienstwa zbioréw rozmytych

W literaturze mozna znalezé zdecydowanie ponad sto réznych miar podobienstwa dla kla-
sycznych jak i przedzialowych zbioréw rozmytych. Cross i Studkamp dokonali ich klasyfikacji
na trzy gléwne rodziny w zaleznosci od metod, jakimi zostaly one uzyskane [14]. Sa to miary
podobienstwa oparte na teorii mnogosci, odleglodci oraz logice. W niniejszym podrozdziale rodziny

te zostang pokroétce przedstawione wraz z wybranymi przedstawicielami.

2.6.1 Podejscie oparte na teorii mnogosci

Zastapienie klasycznych operacji na zbiorach ich rozmytymi odpowiednikami, pozwala na
przeniesienie znanych metod mierzenia podobienstwa klasycznych zbioréw na zbiory rozmyte
[17]. Do konstrukeji sumy i przekroju mozna wykorzystaé¢ dowolna t-norme wraz ze sprzezona z

nig t-konorma. Nalezy jednak pamietaé, ze znany z klasycznej teorii mnogosci fakt
IXUY|=|X|+|Y]|—-|XNY]| (2.39)

nie zawsze jest spetniony w przypadku rozmytym. Standardowa t-norma minimum gwarantuje
spelnienie tego warunku, jednakze spos$réd t-norm archimedesowych zachodzi on tylko dla rodziny
t-norm Franka.

Jedna z najczesciej stosowanych miar podobienstwa jest indeks Jaccarda. Jego rozszerzenie

do zbioréw rozmytych nie stanowi wiekszego problemu [42]:

g(AN B) )
= - . .4
SM,U,g J(AUB) gdzie g(AUB) #0 (2.40)

W przypadku tej miary podobienstwa mamy
E={(A,B)€eIVFSWU) xIVFSU) : g(AUB) # 0} . (2.41)

Jako g mozna przyja¢ dowolng funkcje spelniajaca nastepujace warunki:
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L g(1y) =0,
2. g(ﬂU) = 1a
3. jesli A C B to g(A) < g(B).

Taka funkcja, nazywana skalarnym ewaluatorem zbioru rozmytego, pozwala na zastgpienie zbioru
rozmytego pojedyncza wartoscia skalarna. Uogdlnione skalarne moce wzgledne [64, 107, 108]

tworza bardzo szeroka rodzine skalarnych ewaluatoréw:

s _of(Anply)  op(A)
91(A) = oyr(Ally) = o) or(iy)’ (2.42)

gdzie T jest dowolng t-norma, a f funkcja wagowa skalarnej mocy zbioréw rozmytych.

Inny rodzaj miar podobienstwa mozna uzyskaé poprzez symetryczng agregacje miary zawie-

rania (oznaczonej jako Inc; wiecej informacji o miarach zawierania patrz [14])
Stne,r(A, B) = r(Inc(A, B), Inc(B, A)), (2.43)

gdzie r jest dowolna symetryczna funkcja spelniajaca r(0,0) = 0 oraz taka, ze r(a,b) = 1 wtedy i
tylko wtedy, gdy a = b = 1. Miary tego typu agreguja stopien zawierania A w B oraz B w A.

Takie podejscie zostalo po raz pierwszy zaproponowane w [42].

2.6.2 Podejscie oparte na odlegtosci

Tversky zauwazyt, ze w teoretycznych jak i do$wiadczalnych badaniach podobienstwa bardzo
czesto przyjmuje sie, ze obiekty sa dobrze reprezentowane przez punkty w pewnym uktadzie
wspOlrzednych [94]. Przy takim zalozeniu relacja niepodobiefnstwa zachowuje sie dokladnie jak
funkcja odlegtosci. Pomimo, ze oryginalne badania dotyczyty klasycznych zbiorow, pojecie bliskosci
obiektow moze zosta¢ réwniez wykorzystane do okreslenia podobienstwa zbioréw rozmytych. W
przypadku zbioréow rozmytych odlegloéé, zamiast pomiedzy punktami w przestrzeni, musi zostac
zdefiniowana pomiedzy funkcjami przynaleznosci.

Pierwsze podejscie uogdlnia pojecie metryki na zbiory rozmyte. Podstawowymi reprezentan-
tami tej rodziny miar sa: uogélnione metryki Minkowskiego oraz Hausdorffa. Stopien podobienstwa
dwoch zbioréw moze byé tez okreslony na podstawie odleglosci katowej dwoch wektoréw. Inne
podejscie zaktada powigzanie zbioru rozmytego z punktem w n-wymiarowej przestrzeni. Kazdy

wymiar tej przestrzeni odpowiada pewnej okreslonej wlasnosci/cesze zbioru.

Wykorzystanie metryk Minkowskiego Interpretujac zbiér rozmyty A w skonczonym uni-
wersum U = {uy,ug, - ,u,} jako punkt (ua(ui), pa(uz), -+, pma(uy)) w n-wymiarowej prze-
strzeni, do wyznaczania odleglosci pomiedzy zbiorami rozmytymi mozna wykorzysta¢ dowolna

metryke

d(A, B) = (Z () — uB<ui>|T) . (2.44)
=1

gdzie r > 1. Dlar = 1, d, staje sie metryka miejska, gdy » = 2 otrzymujemy metryke Euklidesowa.
Dla r = oo, d, przyjmuje nastepujaca postac:

doo(A, B) = sup |pa(ui) — pp(ui)l, (2.45)

1<i<n
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zwang metryka nieskonczonosci.

Odlegtosé obiektow przyjmuje wartosci odwrotne do miar podobienstwa. Stad tez, aby
zdefiniowa¢ miare podobienstwa, nalezy wartos¢ odlegloéci wezesniej znormalizowaé. Najczesciej
wykorzystuje sie nastepujaca formute

d,(A, B)

AB)=1--"=L 2.46
Sdr( ) ) |U‘ ( )

Inng metoda na otrzymanie miary podobienstwa z odleglosci jest zastosowanie nastepujacej

A5~ ( . <<>>) | o7

S

transformacji [34, 60]

Najczesciej przyjmuje sie s =t = 1. W przypadku obu miar E = ZVFS(U) x ZVFS(U).

Wykorzystanie odleglosci katowej Miare podobienstwa mozna tez okresli¢ na podstawie

kata pomiedzy dwoma wektorami:

Seonp(A, B) = 2ueu ha(wpp(u) (2.48)

B \/EueU NA(U)Q\/ZueU s (u)? .

W przypadku, gdy ktorykolwiek ze zbioréw rozmytych jest pusty, miara nie jest okreslona, stad

E = {(A,B) € IVFS(U) x IVFS(U) : A+ 1y oraz B # 1} . (2.49)

Miara scos9(A, B) przyjmuje najwieksza wartosé, gdy kat pomiedzy wektorami reprezentujacymi
zbiory rozmyte wynosi 90°. Ta miara podobienstwa wykorzystywana jest w przypadku, gdy
szczegOlnie istotne jest poréwnanie ksztattu funkcji przynaleznosci zbioréw rozmytych. Cosinus

kata nie jest jedyna miara katowa. W literaturze mozna znalez¢ wiele jego modyfikacji (2.48) [33].

Wykorzystanie wektoréw parametréw Podejscie to zostalo opracowane na potrzeby za-
gadnienia aproksymacji lingwistycznej. Majac dany zbiér etykiet reprezentowanych za pomoca
zmiennych lingwistycznych, nalezy znalez¢ te, ktora najlepiej oddaje znaczenie nieznanego, no-
wego obiektu. Ze wzgledéw wydajnodciowych proces ten czegsto rozdzielany jest na dwie fazy. W
pierwszej odrzucane sa wszystkie etykiety, ktorych reprezentacja jest znaczaco rézna od badanego
obiektu. W drugiej, najblizsze etykiety poréwnywane sa za pomoca wprowadzonych wcze$niej
miar podobienstwa opartych na metrykach Minkowskiego.

Poréwnywanie zbioréw rozmytych w pierwszej fazie odbywa sie w oparciu o dowolng miare
odlegtosci. Od poprzednio wprowadzonych metod odréznia ja natomiast konstrukcja punktéw,
pomiedzy ktérymi odlegtoéé jest liczona. Poprzednio odlegtosé byta liczona pomiedzy wektorami
sktadajacymi sie ze stopni przynaleznosci. Przy takim podejsciu wektory, a co za tym idzie
wymiar przestrzeni, moze staé¢ sie bardzo duzy. Podejscie oparte na wektorach parametréw
zaklada, ze reprezentacja zbioru rozmytego w przestrzeni jest znacznie prostsza — co najwyzej
kilkuwymiarowa. Sktadowe wektora stanowig obliczane na podstawie funkcji przynaleznosci
parametry. Najczesciej wykorzystuje sie parametry takie, jak: moc zbioru rozmytego, entropia,

srodek cigzkosci (COG) czy sko$nosé.
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Przykladowo zbiory rozmyte mozna reprezentowaé w przestrzeni dwuwymiarowej (moc oraz
srodek ciezkosci zbioru rozmytego), a do oceny ich podobienstwa wykorzystaé¢ standardowa

metryke euklidesowa [102]. W ten sposéb miara podobienstwa przyjmuje nastepujaca postac:

VAl - |B)? + (COG(A) — COG(B))*
0] '

s(A,B)=1-— (2.50)

2.6.3 Podejscie oparte na logice

Miary oparte na logice [27, 28] wykorzystuja interpretacje funkcji przynaleznosci zbioru
rozmytego jako stopnia prawdziwosci wniosku reprezentowanego przez ten zbioér rozmyty. Pod-
stawowa metoda zaklada uzycie operatora implikacji, co umozliwia konstrukcje zaréwno miar
zawierania, jak i podobienstwa. W klasycznej logice operator implikacji moze zosta¢ zdefiniowany
na kilka réwnowaznych sposobdéw. Uogdlnienie na przypadek logiki rozmytej, gdzie dopuszczane
jest nieskonczenie wiele stopni prawdziwosci, spowodowalo powstanie wielu nieréwnowaznych
definicji tego pojecia. Najczesciej wykorzystywanymi operatorami implikacji sa S-implikacje i
R-implikacje [5, 92|. Pierwsza rodzine implikacji otrzymuje si¢ poprzez bezposrednie uogélnienie
tautologii

a=b=aVb. (2.51)

S-implikacja otrzymana jest poprzez zastgpienie operatora alternatywy poprzez t-konorme
a=b=S5(1-ab). (2.52)

Nazwa S-implikacji pochodzi od uzycia t-konormy S w jej definicji. Czesto S-implikacje nazywa
si¢ rowniez silnymi implikacjami. Typowsa S-implikacja jest implikacja Y.ukasiewicza powstajaca

poprzez zastosowanie t-konormy Yukasiewicza
a=puk b=min(1,1 —a+b). (2.53)
R-implikacje generowane sa za pomocg formuty
a=b=sup{zr€[0,1] : T(a,z) < b}, (2.54)

gdzie T to t-norma. Wiele implikacji znanych z logiki nieskoniczenie wielowartosciowej to R-
implikacje. Przyktadowo, zastosowanie t-normy produktowej pozwala uzyskaé¢ implikacje Gogu-
ena [22, 25]

min(1,2), jedlia#0,

a=¢b= (2.55)

1 w przeciwym przypadku.
Implikacja Lukasiewicza moze réwniez zostaé¢ uzyskana jako R-implikacja przy uzyciu t-normy
FLukasiewicza.
W celu zdefiniowania miary podobienstwa opartej na operatorze implikacji, mozna wykorzystaé
operator ko-implikacji ¥ : [0, 1] x [0,1] — [0, 1]

U(a,b) =T(a = b,b=a) (2.56)
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lub jego uogélniona wersje [28]

Ta=bb=a)+T1l-a=1-b1-b=1—a)

U(a,b) = 5

(2.57)

Operator ko-implikacji pozwala na poréwnywanie poszczegdlnych stopni przynaleznosci.

Poréwnujac dwa zbory rozmyte A i B otrzymamy zatem wektor postaci

vap = [W(pa(ur), pp(uwr)), -, U(palun), pp(un))] - (2.58)

Aby wyliczy¢é miare podobienstwa, nalezy go przeksztalcié¢ do pojedynczej liczby rzeczywistej z
przedziatu [0, 1]. Wektor ten mozna w pewnym sensie traktowaé jako zbiér rozmyty. Dlatego tez

do jego agregacji mozna wykorzysta¢ dowolny ewaluator skalarny.



RozDzIAL 3

Podobienstwo epistemicznych
przedziatowych zbioréw rozmytych

Niepewno$¢ epistemiczna wystepuje przede wszystkim wtedy, gdy informacje opisujace dane
zjawisko sa niekompletne. W takiej sytuacji sposréd wielu dopuszczalnych reprezentacji tylko
jedna jest prawdziwa, lecz bez dodatkowej wiedzy nie jest mozliwe okreslenie ktéra.

Nalozenie takiej interpretacji na zbiory ma ogromny wplyw na sposéb okreélenia podobienstwa.
Juz w przypadku zwyklych przedzialéow zagadnienie znaczaco si¢ komplikuje. Dla przedziatowych
zbioréw rozmytych tematyka ta jest wciaz mato zbadana, a jak zauwazyl Dubois wymagania sa
czesto zupelnie inne od tych powszechnie przyjetych [20].

W poprzednim rozdziale przedstawiono rézne warunki, jakie powinna spelniaé¢ ,,dobra” miara
podobienstwa dla IVFS. Wiele z nich dotyczy konkretnej semantyki i kontekstu interpretacji
danych. Ponadto niemal wszystkie sa sprzeczne z podstawowym rozumieniem niepewnosci
epistemicznej. Niniejszy rozdzial poswiecony jest w calosci problemowi modelowania podobienstwa
obiektéw obarczonych niepewno$cig epistemiczng, stad w dalszej czesci rozprawy wszystkie

przedziatlowe zbiory rozmyte interpretowane beda jako niosace taka informacje.

3.1 Epistemiczne przedziatowe zbiory rozmyte

W poprzednim rozdziale przedstawiono wpltyw niepewnoéci danych na interpretacje przedzia-
lowego stopnia przynaleznosci do zbioru rozmytego. Zauwazono, ze w przypadku niepewnosci
epistemicznej stopnie przynaleznosci, a co za tym idzie cate przedzialowe zbiory rozmyte, zamiast
nies¢ informacje o $wiecie rzeczywistym, opisuja raczej pewien stan wiedzy na jego temat. Taka
interpretacja ma bezpoérednie konsekwencje dla narzedzi i metod przetwarzania przedziatlowych
zbioréw rozmytych. Przykladowo ich miary podobienstwa powinny by¢ okreslone za pomoca
przedziatléow, gdyz wobec niekompletnosci informacji nie jest mozliwe dokladne okreélenie stopnia
podobienstwa.

Stad aby odrézni¢ omawiane tutaj przedziatowe zbiory rozmyte, dla ktérych stopienn przyna-
leznosci rozumiany jest jako niekompletny (epistemiczny) opis $wiata rzeczywistego, w niniejszej
pracy wprowadzone zostaje pojecie epistemicznego przedzialowego zbioru rozmytego (epistemicz-
nego IVFS). Z formalnego punktu widzenia definicja IVFS oraz epistemicznych IVFS jest taka

sama. Cho¢ takie podejscie moze prowadzi¢ do pewnych niejednoznacznosci, wydaje sie by¢ w
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Rysunek 3.1: Poréwnanie klasycznego pojecia zawierania IVFS oraz zawierania standw episte-
micznych IVES. Zachodzq nastepujace zaleznosci: Ay C A oraz Ay C A.

pelni uzasadnione. Dalsza cze$¢ rozprawy w calosci poswigcona jest epistemicznym przedziatowym
zbiorom rozmytym.

Kluczowym pojeciem zwiazanym z epistemicznymi przedzialowymi zbiorami rozmytymi sa
stany epistemiczne. Stan epistemiczny A to zbiér rozmyty stanowiacy potencjalny obraz Swiata

rzeczywistego. Mowimy, ze stan ten jest zanurzony w epistemicznym IVFS /Al, gdy

Vauew Hau) € py(u). (3.1)

Fakt ten symbolicznie zapisa¢ mozna jako A €g A. Oznacza to, ze zbiér rozmyty A znajduje
si¢ posrdod tych informacji na temat Swiata rzeczywistego, ktore sa zgodne (dopuszczalne) z
niekompletna informacja A.

Rozwazmy teraz dwie epistemiczne informacje na temat tego samego zjawiska: A oraz B.
Ponadto niech informacja A bedzie bardziej szczegdtowa niz B , tj. wszystkie stany epistemiczne
zanurzone w A sg réwniez zanurzone w B. W takiej sytuacji mamy do czynienia z zawieraniem

sie stanow epistemicznych, co oznaczane jest przez A T B i zdefiniowane w nastepujacy sposob
AC B < VYyeu pji(u) Cpupu). (3.2)

Przyklad ilustrujacy pojecie zawierania standéw epistemicznych zostal przedstawiony na
Rysunku 3.1.

3.2 Wiasnosci podobienstwa epistemicznych przedziatowych

zbioréw rozmytych

Zdefiniowanie podobienstwa epistemicznych przedzialowych zbioréw rozmytych to problem
ztozony. Przyktadowo konieczne jest odpowiedzenie na pytanie, w jaki sposéb okresli¢ stopien
podobienstwa tak, aby odzwierciedlal on podobienstwo informacji opisanej w sposéb niekompletny.
Jak zostato to zauwazone w poprzednim rozdziale, nawet catkowite podobienstwo niekompletnych
opiséw nie gwarantuje przeciez podobienstwa opisywanych zjawisk czy obiektow. Z tego powodu
konieczne jest modelowanie podobienstwa za pomoca przedziatu.

Biezacy podrozdzial przedstawia dwie grupy wlasnosci, ktére moga by¢ wymagane od miary
podobienstwa epistemicznych IVFS. Pierwsza grupa obejmuje adaptacje znanych wlasnosci

klasycznych i przedzialowych zbioréw rozmytych. W drugiej czesci podrozdziatu przedstawione
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zostana wlasnodci specyficzne dla epistemicznego charakteru informacji niesionej przez IVFS. Dla
przypomnienia, przez miare podobienstwa w tym porozdziale rozumie sie funkcje § : E—7 (R),
gdzie E ¢ ZVFS(U) x IVFS(U) (patrz (2.6)). Podczas adaptowania wlasnoéci bardzo duzy
nacisk potozono na zachowanie epistemicznej interpretacji niesionej przez zbiory. Wybrane
wlasnosci zostang zinterpretowane i zilustrowane.

Dla zwigkszenia czytelnosci zachowane zostalo nazewnictwo z poprzedniego rozdziatu. Mata
litera ,,e” zostala dodana do nazw wlasnosci, aby odrézni¢ je od swoich pierwowzoréw. Podobnie
jak poprzednio, gwiazdka w nazwie wlasnoéci oznacza ,silniejszy niz”, a minus ,stabszy niz”.

Dzigki zebraniu w jednym miejscu oraz usystematyzowaniu wielu wlasnosci miar podobienstwa,
mozliwe jest zaproponowanie pojecia miary podobienstwa uwzgledniajgcej niepewnosé. W dalszej
czesci rozdziatu przedstawione sg przyktady takich miar oraz zbadane zostaly podstawowe ich

wlasnosci.

3.2.1 Adaptacje klasycznych wtasnosci

Nastepujace cztery wlasnosci — eG1, eG1**, eG2 oraz eG3 — stanowia proste uogdlnienia na
epistemiczne przedziatowe zbiory rozmyte. W definicjach uwzgledniono fakt, ze wartoscia miary

podobienstwa w tym przypadku jest przedzial, a nie jak poprzednio liczba.

Wtasno$é 3.1 (eGl). Miara podobienstwa §

. & — Z(R) posiada wlasnoé¢ eG1, jesli dla dowolnej
pary przedzialowych zbioréw rozmytych (/l, A)

€ E zachodzi

5(A,B) c[0,1]. (3.3)

Obserwacja 3.1. Miare podobienstwa posiadajaca te wlasnos¢ mozna okresli¢ jako funkcje
§:E— [0,1]. W dalszej czesci pracy dla miar podobienstwa posiadajacych wlasnosé eG1, czesto

przyjmowana bedzie wlasnie ta definicja.

Wtasnoéé 3.2 (eG1**). Miara podobienstwa § : E — Z(R) posiada wlasnosé eG1¥*, jedli dla
dowolnej pary przedzialowych zbioréw rozmytych (/1, B) € E, zachodzi

5(A,B) c [0,1] (3.4)
oraz istnieja zbiory X,Y C U takie, ze (1x,1y) € [ oraz 1 € s(1x,1y).

A

Wtasnosé 3.3 (eG2). Miara podobiefistwa 4 : E — Z(R) posiada wlasnosé eG2, jesli dla dowolnej
) e

pary przedzialowych zbioréw rozmytych (/1, , zachodzi

3(A,B) = 3(B, A). (3.5)

N

Wtasno$é 3.4 (eG3). Miara podobienstwa § : E—Z (R) posiada wlasnosé eG3, jesli dla dowolnej
)

pary przedzialowych zbioréw rozmytych (/l, € E, zachodzi (/1”, B”) € E oraz

5(A,B) = 3(A™, B™). (3.6)
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W przypadku préby adaptacji wlasnoéci S1* oraz S2 problem komplikuje sie, gdy danymi
wejsciowymi beda epistemiczne przedzialowe zbiory rozmyte. Nalezy wéwczas pamigtaé, ze
podobienstwo dwéch zbioréw okreslone jest za pomoca przedziatu, a same przedzialowe zbiory
rozmyte sa niepewng reprezentacja pewnych klasycznych zbioréw rozmytych. Naturalnym jest

sformutowanie nastepujacych dwoch pytan:
1. Jaka jest interpretacja zawierania IVFS w kontekscie niepewnosci epistemicznej?
2. Jak zdefiniowa¢ poréwnywanie stopni podobienstwa okreslonych za pomoca przedziatéw?

Interpretacja zawierania IVFS jest stosunkowo trudna. Dla dowolnych epistemicznych prze-
dziatowych zbioréw rozmytych A oraz B, A C B wecale nie oznacza, ze zbior epistemicznych
stanéw reprezentowanych przez A jest zawarty w zbiorze stanéw reprezentowanych przez B.
A C B oznacza, ze A reprezentuje stany epistemiczne o mniejszych wartosciach funkcji przy-
nalezno$ci. Stad tez warunki iS1* oraz iS2 maja niewiele wspdlnego z epistemiczna natura
przedziatowych zbioréw rozmytych.

Drugi problem dotyczy poréwnywania przedzialéw. W przeciwienstwie do liczb, istnieje
wiele przedzialéw, ktore nie sa poréwnywalne. Problem ten mozna prébowaé rozwiazaé dzigki
obserwacji, ze relacja mniejszy réwny niz w przypadku liczb jest réwnowazna negacji relacji
wiekszy niz. Zastosowanie tej wlasnosci nie prowadzi jednak do relacji, ktéra dobrze oddawataby
epistemiczng nature przedzialéw. Obu probleméw mozna uniknaé¢ definiujac te wlasnosci w jezyku
zbioréw zanurzonych. Jednak aby bylo to mozliwe, konieczne jest wprowadzenie wtasnosci E1

oraz pojecia zawezenia miary podobienstwa.

Wtiasnoéé 3.5 (E1). Miara podobienstwa § : E — Z(R) posiada wlasnosé E1, jesli dla dowolnych
zbioréw rozmytych A, B € FS(U) takich, ze A = IVFS(A) B = IVFS(B) oraz (A, B) € E,
zachodzi

3(A, B) = [a,a] dla pewnego a € R. (3.7)

Definicja 3.1. Niech § : £ — Z(R) bedzie miara podobienstwa spelniajaca warunek El. Za-

wezenie § do zbior6w rozmytych zdefiniowane jest jako funkcja 5,5 : E — R dana wzorem

5,4(A,B) =a, (3.8)

gdzie a jest takie, ze

El) [

S(IVES(A), IVFS(B)) "2 4, a] (3.9)

oraz

E ={(A,B) € FS(U) x FS(U) : (IVFS(A), IVFS(B)) € E}

D ((4.B) e FS(WU) x FS(U): Aep A, B g B (A, B) € E}. (8.10)

W dalszej czesci pracy wszedzie gdzie bedzie wykorzystywane zawezenie miary do zbioréw

rozmytych, mozna przyjaé, ze oryginalna miara posiada wlasno$é E1.

Epistemiczne wersje warunkéw S1* i S2 mozna okresli¢ lacznie, tak jak w (2.14).
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Witiasno$é 3.6 (eS1*&eS2). Miara podobienstwa § : (R
eS2, jesli dla dowolnych przedziatowych zbioréw rozmytych fl B,C,D € TVFS(U) takich, ze
(A,D) E, (B,C) € | oraz dowolnych A €5 A, B €5 B, C €p C, D €p D takich, ze
AC B c C c D, zachodzi

) posiada wtasnosci eS1* oraz

§,.(A,D) <3, .(B,C). (3.11)

Idea zaproponowanego rozwiazania polega na tym, aby zamiast tworzy¢ warunki z wyko-
rzystaniem przedziatowych zbioréw rozmytych oraz trudnych w interpretacji operacji na nich,
wykorzystaé zanurzone zbiory rozmyte. Znaczaco upraszcza to problem poprzez umozliwienie
zastosowania formul znanych dla klasycznych zbioréw rozmytych.

7 powyzszych rozwazan mozna wywnioskowaé, ze warunki S1* oraz S2 moga réwniez mieé¢
znaczenie w przypadku epistemicznych przedzialowych zbioréw rozmytych. Jednakze, stanowia
one tylko skromng czesé ograniczen, jakie nalezy nalozy¢ na miare podobienstwa, aby odzwiercie-
dlata ona intuicje podobienstwa dla danych obarczonych niepewno$cia epistemiczna. Znacznie
wazniejsze od S1* 1 S2 jest uwzglednienie sytuacji zanurzonych stanéw epistemicznych, co zostanie
zrobione w dalszej czeSci pracy (patrz warunek FE4).

Kolejna wlasnoéé przenosi obserwacje, ze dwa zbiory bedace swoimi wzajemnymi dopelnie-
niami nie moga byé¢ podobne. W przypadku epistemicznych IVFS, dla dwéch niekompletnych
opiséw zjawiska, ktore dopuszczaja sprzeczng informacje konieczne jest uwzglednienie zera jako

mozliwego stopnia podobienstwa.

Wtasnoéé 3.7 (eS3). Miara podobienstwa § : E — Z([0,1]) posiada wlasnosé eS3, jesli dla
dowolnej pary przedzialowych zbioréw rozmytych (fl, B) € |, dla ktérych istnieje zbior X ¢ U
taki, ze 1x €g A oraz 1xc €g B, zachodzi

0€e (A B).
Adaptacja wlasnosci S5 na epistemiczne IVFS dotyczy sytuacji, w ktérej zero jest mozliwym

stopniem podobienstwa A oraz B. W takim przypadku mozna wymagaé, aby istnialy zanurzone

stany epistemiczne, ktére maja pusty przekréj.

Wtasnoéé 3.8 (eS5). Miara podobienstwa § : E — Z([0,1]) posiada wlasnosé¢ eS5, jesli dla
dowolnej pary przedzialowych zbioréw rozmytych (A,E) € | takiej, ze 0 € §(A,B), istnieja
zbiory rozmyte A € A oraz B € B, dla ktérych (AN B) = 0.

Adaptacja ostatniej wlasnosci jest bardzo bezposrednia. W definicji zastgpiono arytmetyke
liczb rzeczywistych arytmetyka przedziatows.

A~

Wtasnos$é 3.9 (eS6). Niech beda dowolnymi przedzialowymi zbiorami rozmytymi A B e
IVFS(U) oraz ug,u; € U. Dla dowolnego przedzialu « takiego, ze

o C [0,1 —max(fi 4(uo), g(ul))] , (3.12)
definiujemy nowe przedziatowe zbiory rozmyte C’, D eIVFS (U) w nastepujacy sposob:
Vuztuo e(u) = pz(u) i pe(uo) = pi(uo) +a (3.13)
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oraz

Vurtu, pp(u) = pp(u) i pp(ur) = pplu) +a. (3.14)

Miara podobienstwa § : E — Z(R) posiada wlasno$é eS6, gdy koniunkcja warunkéw (A, C’) cE
oraz (B’,f)) € E implikuje §(121, é) = §(§, D).

7 pewnoscig widoczny jest tu brak wlasnosci eS4. Otéz warunek, aby dwa identyczne IVES
byly podobne do siebie w maksymalnym stopniu zupelnie nie znajduje pokrycia w przypadku
epistemicznych przedziatowych zbioréw rozmytych. Juz w poprzednim rozdziale pokazano, ze
w przypadku dwéch IVFS reprezentujacych catkowicie niepewna (niekompletna) informacje na
temat pewnego zjawiska, nie ma podstaw do precyzyjnego okreslenia ich stopnia podobienstwa.
Dyskusja nad sytuacja, kiedy nalezy wymagaé, aby warto$¢ maksymalna byla posrod mozliwych

stopni podobienstwa, przeprowadzona jest w nastepnej sekcji w kontekécie warunku E2.

3.2.2 WHtasnosci specyficzne dla epistemicznych IVFS

Wtlasnoéci przedstawione w poprzedniej sekcji sa wazne gtéwnie ze wzgledu na konieczno$é
zachowania zgodnoéci miar podobienstwa IVFS z miarami dla klasycznych zbioréw rozmytych. Nie
bez znaczenia jest tez zachowanie ograniczen dotyczacych symetrii czy zakresu wartosci stopnia
podobienstwa. Nastepna grupa wlasnosci swoje zrédto bierze bezposrednio z epistemicznego
rozumienia informacji reprezentowanej przez przedziatowe zbiory rozmyte. Ich posiadanie jest
szczegOlnie istotne, aby miara podobienstwa mogla operowaé¢ na danych niekompletnych w sposéb
zgodny z intuicja.

Pierwsza wlasnosé — E1 — zostata wprowadzona przy okazji dyskusji nad adaptacja wlasnosci
S1* oraz S2. Ograniczenie, jakie naklada ona na miare podobienstwa, dotyczy sytuacji, gdy
epistemiczne przedziatowe zbiory rozmyte w rzeczywistosci nie sa obarczone niepewnoécia. Wtedy,
zgodnie z intuicja, skoro dane wejSciowe nie sa niepewne, nie ma tez powodu, dla ktoérego
podobienstwo powinno by¢ niepewne.

Kolejne dwie wtasnosci dotycza sytuacji wspomnianej juz w poprzedniej sekcji. Sytuacje, w
ktorej dwa przedziatowe zbiory rozmyte mozna uznaé za w pelni podobne mozna tatwo wyrazié¢
w jezyku standéw epistemicznych. Dwa epistemiczne przedziatowe zbiory rozmyte moga byé¢ w
pelni podobne, gdy zawieraja przynajmniej jeden taki sam stan epistemiczny. Innymi stowy,
na podstawie niekompletnych opiséw dwoéch zjawisk mozemy wnioskowaé o ich calkowitym
podobienstwie tylko w przypadku, gdy oba opisy dopuszczaja przynajmniej jedng wspolng wersje.

Idea ta jest sformalizowana w nastepujacy sposéb.

Wtasnoéé 3.10 (E2). Miara podobiefistwa § : B — Z([0,1]) posiada wlasnosé E2, jesli dla
dowolnej pary przedzialowych zbioréw rozmytych (A, B) € K, dla ktérych istnieje C' € FS(U)
takie, ze C €p A oraz C € B, zachodzi

1€ 3(AB). (3.15)

Czesto nie jest potrzebna az tak silna postaé tego warunku, gdyz wystarczy, aby pozadana
wlasnoé¢ zachodzita tylko w przypadku, gdy wspoélny stan dodatkowo redukuje sie do klasycznego

zbioru.
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Wtasnoséé 3.11 (E2-). Miara podobienistwa § : E — Z([0,1]) posiada wlasnosé E2-, jesli dla
dowolnej pary przedzialowych zbioréw rozmytych (A, B) € E, dla ktérych istnieje zbiér X C U
taki, ze 1x €g A oraz 1x €g E, zachodzi

1€ 3(AB). (3.16)

Dla wyjasnienia nastepnych dwéch wlasnoéci postuzy przyktad. Prébujac zbadaé podobienstwo
dwoch zjawisk na podstawie niepewnych informacji Ay oraz By, otrzymujemy nastepujacy wynik
§(1211, Bl) = [0.7,1]. Mozna z tego wnioskowaé, ze z pewnoscia zjawiska te sa bardzo podobne.
Nastepnie w toku dalszych badan udato si¢ pozna¢ bardziej doktadny i pewny opis obu zjawisk
(flg C Ay oraz By C Bl). W takiej sytuacji mozna by oczekiwaé, ze podobienstwo nie zmieni
sie drastycznie, a nawet, ze bedzie ono zgodne z wczesniejsza wartodcig. Przyktadowo niech
§(1212, By) = [0.8,0.9]. Kontynuujac przyklad zalézmy, ze udalo sie jakos pozyskaé dokltadny i
pewny opis badanych zjawisk — A oraz B. Ponownie intuicja nakazuje oczekiwaé, ze stopien
podobienstwa bedzie zgodny z wczesniejszymi wartosciami — §(IVFS(A), IVFS(B)) = [0.8,0.8].
Wtlasnosci E3 oraz E4 wymuszaja zachowanie miar podobienistwa zgodne z przedstawionym
rozumowaniem. Spadek niepewnosci informacji powoduje zawezenie wartoéci podobienstwa, jak
rowniez podobienstwo dowolnych zanurzonych stanéw epistemicznych ma swoje odzwierciedlenie

w przedziale opisujacym stopien podobienstwa niekompletnej informacji.

Wtasno$é 3.12 (E3). Miara podobiefstwa & :
pary przedzialowych zbioréw rozmytych (A,
Aep AiBeg B, zachodzi

E — Z(R) posiada wlasnosé E3, jesli dla dowolnej
B) € K oraz dla dowolnych zbioréw rozmytych
(A,B) € 3(A, B).

S| rs

Obserwacja 3.2. Wtasnos¢ E3 moze zostaé¢ réwnowaznie zapisana w nastepujacy sposéb: dla

dowolnej pary przedzialowych zbioréw rozmytych (fl, B) € | zachodzi
{é‘FS(A, B): Aeg A, Beg B} c 5(A,B). (3.17)

Wiasno$é 3.13 (E4). Miara podobiefistwa § : E — Z(R) posiada wlasnoéé E4, jesli dla dowolnych
przedzialowych zbioréw rozmytych A, B,C,D € IVFS(U) takich, ze (A, C’) ek, (B,ﬁ) ek,
Ac Boraz CC ﬁ, zachodzi
3(A,C) c 5(B, D).
Ostatnia wtasno$é specyficzna dla epistemicznych IVFS to pewien warunek brzegowy. Zobo-
wiazuje on miare podobienstwa do catkowitego braku wiedzy na temat podobienstwa w przypadku
catkowitego braku wiedzy na temat opisywanych zjawisk lub obiektow. W ten sposéb mozliwe

jest unikniecie sytuacji, w ktérej miara podobienistwa pozwala wnioskowaé cokolwiek na temat

nieznanych zjawisk lub obiektow.

Wtiasno$é 3.14 (E5). Niech A, B € TVFS(U) beda takie, ze

Vuer p(u) = ppg(u) = [0,1]. (3.18)

A

Miara podobiefistwa § : E — Z(R) posiada wlasnosé E5, jesli §(121, é) =[0,1], o ile (fl, B) c E.
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3.2.3 Miary podobienstwa uwzgledniajace niepewnosc

W poprzednim rozdziale i sekcji dokonano wyczerpujacego przegladu wtasnosci miar podo-
bienstwa. Wiele wlasnosci czasem wydaje si¢ trudna w interpretacji. Stad nie we wszystkich
sytuacjach potrzebne jest posiadanie ich wszystkich. Wlasnosci eG1** oraz eG2 nie pozostawiaja
miejsca na dyskusje. Spoéréd wilasnoéci zaadaptowanych z tych znanych dla klasycznych zbioréw
rozmytych bardzo wazne sa réwniez eS3 oraz eS5. W przypadku epistemicznych przedzialowych
zbiorow rozmytych najwazniejsze jest odpowiednie traktowanie niepewnosci danych. To z kolei
moze by¢ zapewnione tylko przez spelnienie specjalnych wlasnosci tj. E1-E5.

Postepujac podobnie jak Jenhani [32] w tej rozprawie oprécz obowiazkowych wlasnosci jakie
musi posiada¢ kazda miara podobienstwa, sugerujemy tez pewne opcjonalne wlasnosci. Niektore
z nich to mocniejsze wersje warunkéw podstawowych. Inne wprowadzaja nowe ograniczenia na

miare podobienstwa, ktore moga by¢ pozadane w pewnych specyficznych zastosowaniach.

Definicja 3.2. Miara podobienstwa przedzialowych zbioréw rozmytych § uwzglednia niepewnosé,
gdy posiada wlasnosci: E1, E2-, E3, E4, E5, eG1**, eG2, eS3, €S5. Ponadto miara podobienstwa

uwzgledniajaca niepewno$é moze dodatkowo posiadaé wlasnosci: E2, eG3, eS1* oraz eS2.

3.2.4 Zaleznosci

Okazuje sie, ze przedstawione wlasnoéci dla klasycznych zbioréw rozmytych oraz epistemicz-
nych IVFS sa silnie ze soba powiazane. W tej sekcji udowodnione zostana liczne zaleznosci
pomiedzy réznymi wlasnosciami posiadanymi przez miare podobienstwa. Wyniki przedstawione w
tej sekcji stanowig podstawe dla opracowania efektywnej metody generowania miar podobienstwa

uwzgledniajgcych niepewno$é, przedstawionej w nastepnym podrozdziale.
Lemat 3.3. Dla dowolnej miary podobienstwa s : E — Z(R) posiadajgcej wlasnosé E1 zachodzi:
1. Jesli 3 ma wlasno$é eG1*%, to 3|,.; ma wlasnosé G1**.
2. Jesli 8 ma wlasnosé eG2, to 5., ma wlasnosé G2.
3. Jesli s ma wlasnosé eG3, to 5|, ma wlasnosé¢ G3.
4. 8 ma wlasnosé eS1*&eS2 wtedy i tylko wtedy, gdy 3| .5 ma wlasnosé S1*€552.
5. Jesli s ma wlasnosé eS3, to 5,5 ma wlasnosé S3.

6. Jesli s ma wlasnosé eS6, to 5,5 ma wlasnosé S6.

Dowod.

1. Zal6zmy, ze § posiada wlasnoéé eG1**. Wezmy dowolne zbiory rozmyte (A, B) € E. Niech
A = IVFS(A) oraz B = IVFS(B). Wtedy na mocy definicji 8| mamy, ze (A,B)cE,a
na mocy zalozenia otrzymujemy §(A, B) C [0,1], a stad na mocy E1 8,5(A,B) € [0,1].

Ponadto, z zalozenia otrzymujemy, ze 1 € (1, ﬂU), a na mocy El: 8., (1y,1y) = 1.
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2. Zal6zmy, ze § posiada wlasnoéé eG2. Wezmy dowolne zbiory rozmyte (A, B) € E. Niech
A = IVFS(A) oraz B = IVFS(B). Wtedy na mocy definicji 3,4 mamy, ze (4,B) € E,
a na mocy zalozenia otrzymujemy 3(A, B) = 5(B, A), a stad na mocy El: 3., (A, B) =
8,.5(B, A).

3. Zalézmy, ze § posiada wlasnos¢ eG3. Niech 7w bedzie dowolng permutacja U. Wezmy dowolne
zbiory rozmyte (A, B) € E. Niech A = IVFS(A), B = IVFS(B) oraz A™ = IVFS(A™),
B™ = IVFS(B™). Wtedy na mocy zalozenia otrzymujemy, ze (A™, B™) € K oraz §(A, B) =
3(A™, B™), a stad na mocy E1: 8,5(A, B) = 3,4 (A", BT).

4. Zaldézmy, ze 5 posiada wlasnosé eS1*&eS2. Wezmy dowolne zbiory rozmyte A, B,C, D €
FS(U) takie, ze (A, D) € E, (B,C) € Eoraz A € B C C C D. Niech A = IVFS(A),
B = IVFS(B), C = IVFS(C) oraz D = IVFS(D). Oczywiscie A ez A, Beg B, C eg C

oraz D €g D. Stad z zalozenia otrzymujemy

3,.5(A, D) < 3,.4(B,C). (3.19)

Teraz zatézmy, ze 3|, posiada whasnoé¢ S1*&S2. Wezmy dowolne przedzialowe zbiory
rozmyte A, B,C,D € TVFS(U) takie, ze (A, D) € E oraz (B,C) € E. Niech A €p A,
Bep B, CegCorazDep D beda dowolne takie, ze A C B C C C D. Spelnione sa

zatem zalozenia S1*&S2, z czego otrzymujemy

§,.5(A, D) < 3,,(B,C). (3.20)

5. Zalézmy, ze § posiada wtasnos¢ eS3. Niech X bedzie dowolnym podzbiorem uniwersum U
takim, ze (1y,1xc) € E. Wtedy na mocy eS3 otrzymujemy, ze 0 € 3(1x, 1 x). Ponadto,

spelnione sa zalozenia wlasnosci E1, skad wynika, ze 3|, ¢(1xec, Ixc) = 0.

6. Zal6zmy, ze § posiada wlasnoéé eS6. Wezmy dowolne zbiory rozmyte A, B € FS(U).
Niech up,u; € U beda dowolne oraz « takie, ze 0 < a < 1 — max(ua(ug), up(u1)).

Zgodnie z Wlasno$cia S6 konstruujemy zbiory rozmyte C, D € FS(U). Aby pokazaé, ze
jesli (A,C) € E oraz (B,D) € E, to 8,.4(A,C) = 3.4(B, D), korzystamy z wlasnosci
eS6. Niech A = IVFS(A), B = IVFS(B) oraz ' = [, ). Zgodnie z wlasnoscia eS6
konstruujemy przedzialowe zbiory rozmyte C', D € TVFS (U). Latwo mozna zauwazy¢, ze
C = IVFS(C) oraz D = IVFS(D). Przyjmijmy, ze (A, C) € E oraz (B, D) € E, co na mocy
definicji 3|4 daje réwniez (121, C’) € E oraz (B,f)) ek, skad na mocy eS6 otrzymujemy
3(A,C) = 4(B, D), a nastepnie na mocy E1 zadana réwnosé 8,5(A,C) =5,.4(B,D).

O

Lemat 3.4. Dla dowolnej miary podobienstwa § : B — Z(R) posiadajgcej wlasnosci E1 oraz E3

jesli $ ma wlasnosé eS5, to 3. ma wlasnosé S5.

Dowdd. Zalézmy, ze § posiada wlasnosé eS5. Niech zbiory rozmyte (A, B) € E beda takie, ze
8 5(A, B) = 0. Niech A = IVFS(A), B = IVFS(B), wtedy na mocy E3 oraz eS5 mamy, ze
0 € 5(A, B) oraz istnieja A’ €p A i B' €p B takie, ze 0(A’ N B') = 0. Jednak z okrelenia
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przedzialowych zbioréw rozmytych A, B wynika, ze A = A’ oraz B = B, gdyz sa to jedyne
zbiory rozmyte, ktére mozna zanurzy¢ w przedziatowej reprezentacji IVFS. Stad otrzymujemy
o(ANB) =0. 0

Lemat 3.5. Dia dowolnej miary podobieristwa s posiadajgcej wlasnosct E1 oraz ES3, jesl .4

posiada wlasnosé S3, to § posiada wlasno$é eS3.

Dowéd. Zatézmy, ze 3., posiada wlasnos¢ S3. Niech (121, B) ck beda takie, ze istnieje zbiér
X C U taki, ze 1x €p A oraz 1xe €g B. Na mocy zalozenia mamy, 7e 805 (Ix,1xe) = 0,

natomiast na mocy E3 otrzymujemy, ze 3| (1x,1x<) € 3(A, B). O

Lemat 3.6. Dia dowolnej miary podobieristwa § posiadajgcej wlasnosci E1 oraz E3, jesli §) ¢

posiada wlasno$ci S4- oraz G1**, to § posiada wlasnosé E2-.

Dowdd. Niech przedziatowe zbiory rozmyte (A, B) ek beda takie, ze istnieje zbior X C U taki,
ze lx €g Aily € B. Na mocy E3 mamy 8,6 (Ix,1x) € §(fl, B) Ponadto z S4- oraz G1**
wiemy, ze 8|, (1x,1x) = max4 )k 8|.¢(4, B) = 1. O

Lemat 3.7. Jesli miara podobienistwa § ma wlasnoéci E1, E2-, eG1 oraz eS3, to ma réowniez

wlasnosé E5.

Dowdd. Niech A, B € TVFS(U) beda takie, ze

Vueu pz(u) = pg(u) = [0,1] (3.21)
oraz (A, A) e k. Zauwazmy, ze 1y € A oraz 1y €g E, zatem na mocy eS3 otrzymujemy, ze
0 € 5(A, B). Ponadto zbiér rozmyty 1y spelnia zalozenia E2-, skad wynika, ze 1 € §(A4, B). Na

mocy eG1 5(A, B) C [0, 1], a poniewaz 0 oraz 1 nalez to tego przedziatu, wiec §(A, B) = [0,1]. [

Powyzsze zalezno$ci znaczaco upraszczaja wykazanie niektérych wlasnosci miary podobienstwa
§ poprzez redukeje ich do wlasnosci jej zawezenia do zbioréw rozmytych §| ;. Okazuje sig, ze
zaostrzenie warunku E3 poprzez zastapienie inkluzji réwnoscia w (3.17) pozwala na wykazanie
dodatkowych zaleznosci, ktore prowadzg do ciekawych wnioskéow, bedacych tematem nastepnego

podrozdziatu.

Wtasnoéé 3.15 (E3*). Miara podobiefistwa § : E — Z(R) posiada wlasnosé E3*, jedli dla

A~

dowolnej pary przedzialowych zbioréw rozmytych (A, B) € E, zachodzi
3(A,B) = {§|FS(A,B) . Aep A, Beg f}} . (3.22)

Obserwacja 3.8. Warunkiem koniecznym dla E3* jest ciaglos¢ 3|, (patrz Definicja 3.4 w na-
stepnym podrozdziale). W przeciwnym przypadku zbiér po lewej stronie (3.22) nie musi by¢

przedziatem.
Lemat 3.9. Dia dowolnej miary podobieristwa § posiadajgcej wlasnosci E1 oraz E3* zachodzi:
1. Jesli 3|, ¢ posiada wlasnosé G1*¥, to § posiada wlasnosé eG1**,

2. Jesli 8. posiada wlasnosé G2, to § posiada wlasnosé eG2.
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3. Jesl 3| .5 posiada wlasnosé G3, to s posiada wlasnosé eG3.

4. Jesli 8¢ posiada wlasnosé S5, to § posiada wlasnosc eS5.

Dowdd.
1. Zal6ézmy, ze 5|, posiada wlasnoé¢ G1**. Niech (A, B) € E, wtedy

(4, B) "2 {g‘fs (4,B) : Aep A,BepB}. (3.23)

Na mocy zalozenia wiemy, ze 0 < 3|, (A, B) < 1, a stad otrzymujemy 3(A,B) c [0,1].

Ponadto wiemy, ze istnieja podzbiory X,Y C U takie, ze (1x,1y) € Eoraz 5, (1x,1y) =
1, skad otrzymujemy

A~ ~

1€ {8,(AB): Aepix, Bepiyt 2 s(ix, iy). (3.24)

2. Zalézmy, ze 3|, posiada wlasnos¢ G2. Niech (A, B) e [, wtedy

(A4, B) ") {ﬁm (A,B): Aep A Bep B} (3.25)
@ {816(B.4) : Bep B Aey A} U 4B, A). (3.26)

3. Zaldzmy, ze 8|, posiada wlasnos¢ G3. Niech (fl, 3) € & oraz 7 bedzie dowolng permutacja
U. W pierwszej kolejnosci pokazemy, ze (121”, B”) € E. Z definicji 8|5 Oraz tego, ze
(A, B) € E wynika réwniez, ze dla dowolnych A € A oraz B € B zachodzi (A, B) € E.
Stad na mocy G3 mamy, ze réwniez (A™, B™) € E. Z wlasnosci zbioru [ mamy, ze w takiej

sytuacji (A", B™) e E.

Zadana réwnoéé stopni podobiefistwa mozna teraz wykazaé¢ w nastepujacy sposob:

s(4,B) "2 {816(A,B) : Aep A BepB}
(@3) {gm(A”,Bﬂ) . Acp A, Bep B}
- {g,FS (A,B): Aep A", B eg Bﬂ} 2 347 BTy (3.27)
4. Zalézmy, ze 5|, ; posiada wlasnod¢ S5. Niech (A, B) € E beda takie, ze 0 € 3(A, B). Na mocy

E3* otrzymujemy, ze istnieja takie zbiory rozmyte (A4, B) € E, dla ktérych 8, (A, B) = 0.
Stad na mocy S5 mamy o(A N B) = 0.

O]

Whniosek 3.10. Dia dowolnej miary podobienstwa § posiadajgcej wlasnosci E1 oraz ES*, §
posiada wlasnosci eG1**, eG2, eG3, eS1*eS2, eS3 lub eS5 wtedy i tylko wtedy, gdy 3, ¢ posiada
odpowiednio wlasnosci G1**, G2, G3, S1*€452, S3 lub S5.

Dowod. Wniosek jest bezposrednig konsekwencja Lematéw 3.3, 3.4, 3.5 oraz 3.9 O
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Lemat 3.11. Dowolna miara podobieristwa § posiadajgca wilasnosci E1 oraz E3* posiada réwniez

wilasnosé Ej.

Dowéd. Zalézmy, ze § posiada wlasnoéci E1 oraz E3*. Niech A, B,C,D e IVFS(U) beda takie,
ze (A,C) ek, (B,D) ek, AC B oraz C = D. Zauwazmy, ze z definicji relacji = wynika

{A: Aeg Ay c{B: BegB}oraz {C : Ceg C}c{D: DegD}. (3.28)

Stad otrzymujemy

$(4,0) 25, (4,0) - Aep A,Cep )

(3.28) ) ) o
< {8,5(B.D) - Bep B,Dey D} "2 5(5,D).

3.3 Reprezentacja Wavy-Slice

Mozliwos¢ modelowania niepewnosci danych jest jedna z kluczowych cech przedzialowych
zbioréow rozmytych. W 2002 roku Mendel i John zaproponowali nows reprezentacje zbioréw
rozmytych typu drugiego o nazwie Wavy-Slice Representation [46]. Okazala sie one szczegdl-
nie skuteczna w przypadku przedziatlowych zbioréw rozmytych oraz przedzialowych zbioréw
rozmytych typu drugiego [45, 47].

Podstawe zaproponowanej reprezentacji stanowi slad niepewnosci (ang. Footprint Of Uncer-
tainty, w skrocie FOU):

FOU(A) = {A € FS(U) + Vuew py(w) < pua(u) < Fr(w)} - (3.29)

Zbiér FOU(A) zawiera wszystkie zbiory rozmyte zanurzone w przedzialowym zbiorze rozmytym
A. W ten sposob reprezentuje on wszystkie epistemiczne stany, jakie moga skrywaé sie za A co

mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb:
FOU(A)={A e FS(U): Aeg A}. (3.30)

Obserwacja 3.12 (Mendel [47]). Dowolny przedzialowy zbiér rozmyty AeIVFS (U) jest jedno-

znacznie wyznaczony przez $lad niepewnosci FOU(A).

Podczas, gdy klasyczna reprezentacja przedzialowego zbioru rozmytego skupia si¢ tylko na
dolnej i gérnej funkeji przynaleznosci, FOU(A) sktania do myslenia o nim jako o nieskonczonym
zbiorze rozmytych mozliwosci. Podobna reprezentacja byta rozwazana niezaleznie w kontekscie
intuicjonistycznych zbior6w rozmytych Atanassova [71, 72]. Takie podejscie umozliwia zachowanie
calej informacji o niekompletnie znanym zbiorze rozmytym i otwiera droge do odpowiedniego
zdefiniowania operacji na IVFS.

Na Rysunku 3.2 przedstawiony zostal przyktadowy przedzialowy zbiér rozmyty A wraz z
FOU(A). Zaznaczono réwniez dwa zanurzone zbiory rozmyte A; €p A oraz A €p A.

Slad niepewnosci wraz z Obserwacja 3.12 stanowia wygodne narzedzie do badania wlasnosci
IVFS. Przyktadowo pozwalaja one okresli¢ operacje na przedziatowych zbiorach rozmytych w
oparciu o klasyczne zbiory rozmyte. Ponizej wykorzystamy te metode do rozszerzenia miary

podobienstwa zbioréw rozmytych na IVFS.
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Rysunek 3.2: Wizualizacja przedzialowego zbioru rozmytego A oraz jego Sladu niepewnoéci

FOU(A) (zacieniowany obszar). Przerywane linie reprezentujq dwa zanurzone zbiory rozmyte
A €g A oraz Ay € A.

"

/////

Rysunek 3.3: Przyklad sytuacji, w ktorej skrajne warto$ci podobienstwa nie sq¢ osiggane dla
dolnego lub gornego ograniczenia. Zacieniowany obszar przedstawia $lad niepewnosci (FOU)
wejsciowych przedzialowych zbioréw rozmytych. Wybrane dwa zanurzone zbiory rozmyte, dla
ktorych osiggana jest najmniejsza t najwieksza wartos¢ podobienstwa zaznaczone sg na wykresie
odpowiednio przerywang i kropkowang linig.

Definicja 3.3. Niech s : E — R bedzie dowolng miarg podobienstwa zbioréw rozmytych.

Jej rozszerzenie do przedzialowych zbioréw rozmytych przy uzyciu reprezentacji Wavy—Slice

5 E— Z(R) zdefiniowane jest nastepujaco:

3(A,B) = inf  s(A,B), sup s(A,B) (3.31)
AeFOU(A) AeFOU(A)
BeFOU(B) BeFOU(B)
oraz
= {(21, B) € IVFS(U) x TVFS(U) : FOU(A) x FOU(B) C E} . (3.32)

Gl6éwny problem to odnalezienie zbioréw rozmytych, ktére minimalizuja i maksymalizuja
pierwotng miare podobienstwa. Ogdlnie zbiory te nie musza odpowiada¢ dolnej i gérnej funkcji
przynaleznodci, a nawet moga w ogole nie istnieé¢. Przyktad ilustrujacy taka sytuacje pokazany
jest na Rysunku 3.3. Stad pomimo, Ze reprezentacja Wavy—Slice pozwala na zdefiniowanie nowych
operacji w bardzo intuicyjny i prosty sposob, czesto moga one by¢ nieefektywne obliczeniowo. W
najgorszym przypadku problem wyliczenia miary podobienstwa okreslonej w ten sposéb moze

by¢ réwnowazny optymalizacji z ograniczeniami.
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Lemat 3.13. Miara podobieristwa przedziatowych zbioréw rozmytych s : E — Z(R) posiada
wlasno$é E1 wtedy i tylko wtedy, gdy s : & — R posiada wlasnosé G1.

Dowdd. Niech (A’, B") € E bedzie dowolna para zbioréw rozmytych oraz s : E — R dowolna

miara podobiefstwa posiadajaca wlasnos¢ G1. Niech A = IVFS(A’) oraz B = IVFS(B'). Wtedy

slad niepewnosci tych zbioréw zawiera tylko jeden zbidér rozmyty, mianowicie
FOU(A) = {A'} oraz FOU(B) = {B'}. (3.33)

W takiej sytuacji

3(A, B) (e]) inf  s(A,B), sup s(A4,B) (:39) [s(A",B),s(A", B")] = [a,a] (3.34)
AeFOU(4) AeFOU(A)
BeFOU(B) BEFOU(B)
(G1)
dlaa=s(A',B) € [0,1].

Dla dowodu w drugg strone zatézmy, ze s posiada wlasnosé E1, skad dla pewnego a € R

otrzymujemy

E1)

( (3.34)
Va,Bersw) la,a]l =

S(IVFS(A), IVFS(B)) 2" [s(A, B), s(A, B)] (3.35)
co w rezultacie daje wlasno$¢ Gl: s(A, B) = a € [0, 1]. O

Obserwacja 3.14. Zawezenie do zbiorow rozmytych rozszerzonej miary podobienstwa dla IVFS

daje w rezultacie pierwotna miare podobienstwa

=s. (3.36)

S|rs

Definicja 3.4. Niech U = {u,...,uy}. Miare podobienstwa s : E — R nazywamy ciagla wtedy
i tylko wtedy, gdy ciagla na zbiorze

P={(pa(ur),...,pa(un), pp(ur),...,p5(u,)) : (A, B) € E} C [0,1]*" (3.37)
jest funkcja p : [0,1]?" — R
pla,...,an,b1,...,b,) = s(A,B), (3.38)

gdzie
Vlgign ,uA(ui) = a; 0oraz uB(ui) = bl'. (3.39)

Dzigki nastepnemu lematowi na przedziat §(A, B) mozna patrzeé jak na zawierajacy wszystkie

A~

stopnie podobienstwa pomiedzy dowolng para zanurzonych zbioréw rozmytych A € FOU(A),
B € FOU(B).
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Lemat 3.15. Dla dowolnej cigglej miary podobienistwa s : E — R oraz dla dowolnych prze-
dzialowych zbioréw rozmytych A, B € TVFS(U) takich, ze FOU(A) x FOU(B) C E, zachodzi

(A, B)=| inf s(A,B), sup s(AB)| = {S(A,B) . A€ FOU(A), B ¢ FOU(B)} .
AeFOU(A) AeFOU(A)
BeFroOU(B) BeFOU(B)

(3.40)

Dowdd. Niech s bedzie dowolng ciaglta miara podobienstwa. Ponadto, niech A, BeIVFS (U)
beda dowolne takie, ze FOU(A) x FOU(B) C E. Dla uproszczenia w dalszej czesci dowodu zbiér

{S(A, B) : A€ FOU(A),B ¢ FOU(B)} (3.41)
bedzie oznaczany przez § (A, B). Nalezy wykaza¢, ze zachodzi
3(A,B)=%(4,B). (3.42)

Na podstawie cigglej miary podobienstwa s zdefiniujmy funkcje p oraz zbiér P tak, jak w

Definicji 3.4. Zdefiniujmy zbiér X w nastepujacy sposéb:

X= [ [y mau)] x T lreg(ui), mgu)] < 0,17 (3.43)

1<i<n 1<i<n

Wtedy dla dowolnego elementu
x=(a1,...,an,b1,...,bp) € X (3.44)
istnieja zbiory rozmyte A € FOU(A) oraz B € FOU(B) takie, ze
Vi<i<n pa(u;) = a; oraz pup(u;) = b;. (3.45)

Zatem otrzymujemy, ze (A, B) € FOU(A) x FOU(B) C E, skad wynika, ze 2 € P. Z dowolnosci
x otrzymujemy, ze X C P.

Ponadto z definicji funkcji p oraz zbioru X otrzymujemy nastepujaca rownoscé:

“

A,B) = {s(A, B) : AcFOU(A),B ¢ FOU(B)} _
= {p(HA(ul)a s vﬂA(un)qu(ul)v s 7/~LB(un)) A€ FOU(A)vB € FOU(B)}
{p(al’ s @by bn) s Vigicn g (i) < ai ST (), pg(us) < bi < ﬁg(ui)}

={p(z) : v € X} =p(X). (3.46)

7 zalozenia wiemy, ze p jest ciggla na P. Ponadto X jest zwartym podzbiorem 2n-wymiarowej
kostki jednostkowej oraz X C P. Stad jego obraz przez funkcje ciagla p(X) réwniez jest zwartym
podzbiorem [0, 1], zatem musi on zawiera¢ swoje kresy. Stad wiemy, ze

inf(A,B)= inf s(A4,B)eF (A B) (3.47)

A€FOU(A)
BeFOU(B)
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oraz analogicznie dla supremum

sups’(A,B)= sup s(A,B)eF(A4,B), (3.48)
AeFOU(4)
BEFOU(B)
co z kolei daje nam
3(A,B) C3(A4,B). (3.49)

Aby pokazaé zawieranie w drugg strone skorzystamy z twierdzenia Darboux. Niech Ay, A5 €
FOU(A) oraz By, B, € FOU(B) beda takie, ze

s(A1,B1) = inf s(A,B) (3.50)

AEFOU(A)
BeFOU(B)

oraz

s(Ag,Bg) = sup s(A,B). (3.51)
AcFOU(A)
BeFOU(B)

Takie zbiory rozmyte istnieja na mocy (3.47) oraz (3.48). Zdefiniujmy funkcje f:[0,1] - R w
nastepujacy sposob

f(t) = p(' S tpa (ul) + (1 - t):uA2 (ul)> Sty (ul) + (1 - t):uBQ (u2)7 s ) (3'52)

Dla dowolnego t € [0, 1] zachodzi

(cooytpay (ug) + (1=t pa, (wi), ..oy tuwp, (wi) + (1 — ) up, (ug),...) € X . (3.53)

Stad funkcja f jest ciagla, zatem na mocy twierdzenia Darboux f([0,1]) jest przedzialem. Co
wiecej, na mocy (3.53) kazda warto$¢ przyjmowana przez funkcje f jest tez wartoscig przyjmowana

przez p na zbiorze X, skad wynika, ze
F([0,1]) € p(X) = 5'(4,B). (3.54)

Poniewaz f(0) = s(Ay, By) oraz f(1) = s(Aa, B2) sa, odpowiednio, najmniejsza i najwieksza

warto$cia w zbiorze § (A, B) oraz f[0,1]] jest przedziatem, wiec
g(jl, B) = [S(Ah By),s(Az, BQ)} = f([07 1]) - gﬂ(A’ B) ) (3.55)
co konczy dowdd. O

Whniosek 3.16. Miara podobiernistwa epistemicznych przedzialowych zbiorow rozmytych § posiada
wlasno$é E3* wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozszerzeniem do IVFS przy uzyciu reprezentacji Wavy-
Slice pewnej cigglej miary podobienistwa zbioréw rozmytych s, co mozna zapisaé w nastepujgocy

sposdb:

w>
If
Va)

(3.56)

Nastepujace twierdzenie charakteryzuje pewna bardzo istotna rodzine miar podobienstwa

uwzgledniajacych niepewnosé.



3.4. Najczesciej uzywane miary podobienstwa i ich rozszerzenia

Twierdzenie 3.17. Dla dowolnej cigglej miary podobienstwa s zbiorow rozmytych posiadajgcej
wlasnosci G1**, G2, S/-, § jest miarg podobienstwa przedziatowych zbioréw rozmytych wwzgled-
niajgeq niepewnodé. Ponadto taka miara posiada opcjonalne wiasnosci E2, eG3, eS1* lub eS2
wtedy i tylko wtedy, gdy s posiada odpowiednio S4, G3, S1%, lub S2.

Dowdd. Nalezy pokazaé, ze posiadanie przez ciagla miare podobienstwa s wlasnosci G1**, G2,
S4- pocigga wlasnosci E1, E2-, E3, E4, E5, eG1**, eG2, €S3, €S5 miary 5.

Na mocy Lematu 3.13 oraz wniosku z Lematu 3.15 otrzymujemy, ze s posiada wlasnosci E1
oraz E3*. Wlasnosci E2- oraz E4 wynikaja z Lematéw 3.6 oraz 3.11. Na podstawie Wniosku
3.10 otrzymujemy wlasnosci eG1** eG2, eS3 oraz eS5, a nastepnie, na mocy Lematu 3.7,
wlasnosé E5, co konczy dowdd pierwszej czedci twierdzenia. Druga czesé wynika bezposrednio z
Whiosku 3.10. ]

3.4 Najczesciej uzywane miary podobienstwa i ich rozszerzenia

Nastepujacy podrozdzial przedstawia rozszerzenia znanych miar podobienstwa z wykorzy-
staniem reprezentacji Wavy—Slice. Jak zostanie pokazane, wyliczenie niektérych rozszerzonych
miar podobienstwa jest trudne obliczeniowo, podczas gdy inne miary mozna obliczyé¢ za pomoca
prostych formul. Szczegdlnie ciekawym przypadkiem jest indeks Jaccarda, ktéremu poswiecony
zostanie osobny podrozdzial. W tej czesci pracy pokazane zostana miary podobienstwa oparte na

odleglosci oraz na logice.

3.4.1 Odlegtos¢ Minkowskiego

Rozszerzenia miar podobienstwa opartych na uogélnionej metryce Minkowskiego zdefiniowa-
nych w (2.46) oraz (2.47) sa stosunkowo proste. Przyktadowo korzystajac z (3.31) otrzymujemy
nastepujaca miare podobienstwa:

d.(A, B) dr (A, B)

51.(A,B) = inf. 1———F"-—+, sup 1-— , (3.57)
AEFOU(/}) ‘U’ AEFOU(A) ’U‘
BeFOU(B) BeFOU(B)

ktora okreslona jest dla wszystkich par przedziatowych zbioréw rozmytych. Dla uproszczenia,
oznaczmy ten przedzial przez [a,b]. Wtedy warto$é dolnego ograniczenia mozemy przeksztalcié

w nastepujacy sposob:

d.(A, B d.(A,B 1 - .,

a= ianl—gzl— sup gzl—— sup <Z|ai—bi|>
A€FOU(4) U] aeroud) U Mg (i) <ai<m g () \ =

B)

BeFOU( BEFOU(B) 1 (ui)<bi<fip(u;)

1 % (i mas { | () — 7 (o) }) . (3.58)

Analogiczne przeksztalcenia prowadza do otrzymania bezposredniego wzoru na gérne ograniczenie

1
s

B (ui) — pg(us)

)

b. Wzdr ten jest prosta suma i do jego obliczenia niepotrzebna jest optymalizacja numeryczna.

Kolejng istotng obserwacja jest fakt, ze we wzorze tym wystepuja tylko wartoéci dolnej i gérnej

o7
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funkcji przynaleznosci zbioréw A oraz B. Stad miary te sa bardzo efektywne obliczeniowo
mimo, ze do ich konstrukcji wykorzystano nieefektywna obliczeniowo reprezentacje Wavy—Slice,
uwzgledniajaca nieskonczone $lady niepewnosci.

W bardzo podobny spos6b mozna uzyskaé rozszerzenia miar opartych na (2.47) oraz odleglosci

deo- Otrzymane formuty sg analogiczne i maja ten sam narzut obliczeniowy.

3.4.2 Inne podejscia oparte na odlegfosci

W przypadku miary podobienstwa opartej na odlegltosci katowej sytuacja jest wrecz przeciwna:

>, palu)un(u) > pa(w)us(u)
<9/(3_(TS/H(A7 B) - inf . uey ) sup uelU ]
AFOU(A) 37 a(u)? |37 pp(u)? Aeroud) [ > pa(uw)? [ >0 pp(u)?

BEFOU(B’) uel uelU BeFOU(B) \/ ueU uel

Powyzszej definicji nie mozna w tatwy sposéb uproécié¢ jak to miato miejsce w przypadku odlegloéci
Minkowskiego. Problem konstrukeji algorytmu umozliwiajacego doktadne obliczenie wartosci
takiej miary podobienstwa jest wciaz otwarty. Obecnie jedynym rozwiazaniem jest zastosowanie
najnowszych metod optymalizacji numerycznej z ograniczeniami, ktore jednak sg nieefektywne i
nie gwarantuja otrzymania optymalnego wyniku.

Podobnie zachowuja sie miary podobienstwa oparte na wektorach parametréw. Nawet przyj-
mujac najprostsze skltadowe wektora, takie jak érodek ciezkosci czy moc zbioru rozmytego,
znalezienie zbioréw minimalizujacych lub maksymalizujacych jednocze$nie oba te parametry jest

bardzo trudne.

3.4.3 Miary podobienstwa oparte na operatorze koimplikacji
Najprostszy operator koimplikacji zdefiniowany jest w nastepujacy sposéb:
U(a,b) = min(a = b,b=a). (3.59)

Miara podobienstwa okreslana jest nastepnie jako minimalna, $rednia lub maksymalna wartos¢
otrzymana dla wszystkich elementéw uniwersum. Najciekawszy jest przypadek éredniej, gdzie

miara podobienstwa zdefiniowana jest jako

|U| > W(pa(u), pp(u)). (3.60)

uelU

Rozszerzenie tej miary zgodnie z reprezentacja Wavy—Slice okreélone jest nastepujaco:

su(A,B)=| inf Z‘P pa(w), pp(w)),  sup §jw pa(u),up(w)|  (3.61)
AeFOU( "L} uGU AGFOU(A) uGU
BeFOU(B) BeFOU(B)

Dla uproszczenia oznaczmy ten przedzial przez [a, b]. Wtedy wartos$é dolnego ograniczenia mozemy
przeksztalcié w nast@puj@cy sposdb:
a= inf Z U(palu (u) |U| Z U(z,y). (3.62)

AcFOU(A) MA(u)SxSMA(u)
BGFOU(B) g (w)<y<pg(u)
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Podobnie mozna przeksztalci¢ gorne ograniczenie. Ta prosta transformacja pozwala na znaczne
uproszczenie problemu wyliczenia infimum oraz supremum. Zamiast optymalizowaé wartos$é calej
sumy, wystarczy zbadaé, jak zachowuje sie sam operator koimplikacji. Przyktadowo dla operatora

implikacji Lukasiewicza otrzymujemy nastepujacg réwnosé:

inf Uruk(z,y) = inf min(min(1,1 —z +y), min(1,1 —y+ =z 3.63
()<< i) (@) 11 ()<< 4 (u) (min( ), min( ) (3.63)
pp(u)<y<pp(u) pp(u)<y<pp(u)

= inf  min{l,1-2+y,1-y+a}=min{l,1-7;(u)+ps(u),1 —fzu) +p;(u)}.
p 4 (W) Sa<Fi 4 (u) = £

P (W) Sy<fip(u)
Dzieki tej wlasnosci obliczenie rozszerzonej miary podobienstwa sy mozliwe jest w sposob
bezposredni bez koniecznosci uzywania technik optymalizacji numerycznej.

Niestety problem wyliczania miary sy nie jest tak prosty w przypadku ogélnym. Dla dwéch
podstawowych rodzin operatoréw implikacji — S-implikacji oraz R-implikacji — ogblne wzory na

dolne ograniczenie sy (A, B) sa nastepujace:

1
a = inf — TSl—ai,bi,Sl—bi,ai 3.64
by (u)<ai<pig(u) n 2= (S( ), 5( ) ( )
Bp(ui)<bi<pig(u) = =
oraz
a= inf T (sup {2 : T(as, ) < bi},sup {z : T(bi, x) < a;}) (3.65)
15 (ui)<ai <P 4 (us)

B (i) <bi<pip(ui)
gdzie T' 1 S to, odpowiednio, t-norma i t-konorma. W obu przypadkach nie jest znany prosty
spos6b na bezposrednie wyliczenie miary podobienstwa. Jest to ciekawy i wciaz otwarty problem

do dalszych badan, niebedacy jednak tematem tej rozprawy.

3.5 Uogdlniony indeks Jaccarda

Indeks Jaccarda (patrz podrozdzial 2.6) to najczesciej stosowana miara podobienistwa. For-
malizuje ona obserwacje, ze dwa zbiory sa tym bardziej podobne im wiecej maja elementéw
wspolnych, a mniej réznych. Dla przypomnienia, indeks Jaccarda dla zbioréw rozmytych definiuje
sie jako

|AN B )
sj(A,B) = , gdzie |AUB| #0. 3.66

Poniewaz ANB C AUB, wiec na indeks Jaccarda mozna patrzeé jak na stosunek liczby elementéw

wspolnych A i B do liczby wszystkich elementéw w A lub B. Inne spojrzenie na indeks Jaccarda

wywodzi sie z obserwacji, ze

_|ANB| _|[(AUB)N(ANB)|

A,B) = -
ss4B) = T0p [AUB

=o0(ANBJ|AUB). (3.67)

Zgodnie z interpretacja mocy wzglednej jako stopnia zawierania, stopien podobienstwa dwdch
zbioréw rozmytych zdefiniowany jest jako stopien, w jakim zbior rozmyty A U B zawiera sie w
AN B. Oczywiscie odwrotna inkluzja zachodzi zawsze. Podejécie to jest ciekawe réwniez z tego

wzgledu, ze odwoluje sie ono do pojecia stopnia zawierania zbioréw rozmytych (w tym przypadku
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okreslonego jako moc wzgledna). Naturalnym podejsciem wydaje si¢ konstrukcja nastepujacej
miary podobienstwa
s¢(A,B) =0(A|B) No(B|A), (3.68)

ktéra swoje zrodlo bierze z metody dowodzenia réwnosci zbiorow polegajacej na wykazaniu
zawierania w obie strony. Okazuje sie, ze tak okreslona miara podobienstwa nie jest jednak
rownowazna indeksowi Jaccarda, stad nie bedzie dalej brana pod uwage.

Obie zaproponowane interpretacje mozna uogdélni¢ z wykorzystaniem t-normy 7' i t-konormy
S. Ponadto moc zbioru rozmytego rowniez moze zostaé zdefiniowana za pomoca dowolnej funkcji
wagowej f. Otrzymujemy w ten sposéb nastepujace dwie definicje uogdlnionego indeksu Jaccarda:
of(ANy B)

Lo (4, B) =202 )
57,5,f(4, B) or(AUg B)’

(3.69)

of ((A Ug B) Nt (A Nt B))

s7.5,f(A; B) =o1,;(ANy B|[AUg B) = of(AUs B)

(3.70)

Nalezy zauwazy¢, ze oba uogélnienia nie sa okre$lone w przypadku, gdy o¢(AUg B) = 0. Niestety,
jednoznaczne okreslenie, jaka wartos¢ powinna przyjmowaé miara podobienstwa w tym przypadku,

nie jest mozliwe. Dziedzine miar podobienstwa mozna zdefiniowa¢ w nastepujacy sposob:
ESJ:{(A,B) E.FS(U) X.FS(U) :O'f(AUSB)#O} . (3.71)

Dla dowolnej t-konormy i funkcji wagowej, Eg ; spetnia oba podstawowe warunki wymagane
od dziedziny miary podobienstwa podane w Definicji 2.1. Ponadto do rodziny tej nalezy wiele
specyficznych par zbioréw rozmytych. Przyktadowo, dla dowolnego zbioru X C U zaréwno
(Ix,1x) € Egy, jak i (Ix,1xc) € Eg s, co wynika bezposrednio z wlasnosci t-operacji oraz
operacji na zbiorach rozmytych. Szczegdlnie istotny wydaje sie byé¢ przypadek szczegdlny, gdy

Es; = IVFS(U) x IVFS(U)\{(0,0)} = By, (3.72)

co ma miejsce np. dla Eg_ ..

Obie miary podobienstwa sg réwnowazne zaréwno w przypadku klasycznych zbioréw, jak i
zbioréw rozmytych, dla ktorych przekrdj i suma zbioréw zdefiniowana jest przy uzyciu T, oraz
Smax przy identycznosciowej funkeji wagowej. Dla pozostatych t-operacji réwnosé ta nie musi
zachodzié. Stad w dalszej czeéci podrozdzialu bedziemy rozwazaé je osobno. Jak sie okaze, maja

one bardzo zblizone, cho¢ nie jednakowe wlasnosci.

Twierdzenie 3.18. Miary podobieristwa zbiordw rozmytych s ¢ 7 oraz ST o f posiadajg wlasnosci
G1**, G2, G3, S3 oraz S4-. Ponadto s’T7S7f ma wlasnosé S5, a jesli t-norma T nie ma dzielnikow

zera oraz Ve (o1 f(x) > 0, to réwniez st g ; ma wlasnosé S5.

Dowad.
G1** Bezposrednio z definicji mocy skalarnej oraz operacji sumy i przekroju zbioréw roz-
mytych otrzymujemy, ze w przypadku obu miar podobienstwa licznik jest mniejszy badz rowny

mianownikowi oraz obie czesci ilorazéw s nieujemne. Ponadto,

2 uev ST (pay (W), pay (W) 2yey F(T(L1) U

st ) =S RS ) a0 S D) o] B
: e SO0, TA) U]
st.s. (v, Lly) = UZMEU FSL1) 0 1. (3.74)
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G2 Dla dowolnych zbioréw rozmytych (A, B) € Eg ; mamy

Uf(Aﬂt B) Uf(B N A) ,

/ o _ _
ST,S,f(A7 B) _O'f(A Us B) - O'f(B Us A) - SJ,T,S,f(B7 A) ) (375)

siﬁsyf(A, B) =or(ANy B|AUs B) = o7 4(B Ny A|[BUg A) = sf}yTﬁ’f(B, A). (3.76)

G3 Poniewaz warto$¢ sumy w liczniku i mianowniku nie zalezy od kolejnosci elementéw, obie
miary podobienstwa posiadaja wlasnosé G3.
S3 Niech X C U bedzie dowolnym podzbiorem uniwersum. Oczywiscie (1x,1xc) € Eq ¢,

dzieki czemu otrzymujemy

, e FT (g (), 1 — i ()

10 I = S ()1~ pray () (3.77)
, S e P (S (g (). 1 — pra (), T (). 1 — pia (1))
erasilxlae) = e F(S G (), 1~ e () o)

Poniewaz dla kazdego v € U wiemy, iz 1, (u) € {0, 1}, wiec z definicji t-normy i t-konormy mamy,
T(pa i (u), 1—pin  (u)) = 0 oraz S(pa (u), 1—pa  (u)) = 1. Stad otrzymujemy s g »(Lx, Lxe) =0
oraz s g ;(Lx,1xe) = 0.

S4- Niech X C U bedzie dowolnym niepustym podzbiorem uniwersum. Niech A = 1 x. Wtedy
(A, A) € Eg ¢ oraz

Zu 1+ Zu 0
Suew FT(a(u), pa()) a1 jatuyo

Ducr [(S(pa(u), na(u)) — Yuer 1+ Xucr 0

pa(w)=1  pa(u)=0

S/T,S,f(Aa A) = =1, (379)

e 1+ 2uer 0

S (A A) _ ZuEU f(T (S(MA(U)7NA(U)),T(,UA(U),MA(U)))) _ _ pa(u)=1 fia(u)=0 _,
B EuGU J(S(pa(u), pa(u))) Z(u§U 14+ Z(u)eU 0 :
pa(u)=1 pa(u)=0
(3.80)

S5 Dowdd zostanie przeprowadzony dla twierdzenia transponowanego. Przyjmijmy, ze zbiory
rozmyte A i B sa takie, ze of(A Ny B) > 0. Oczywiscie wtedy tez oy(AUg B) > 0, a co za tym
idzie (A, B) € Eg . Wystarczy pokazaé, ze s’T, s.f (A, B) > 0, co wynika bezposrednio z okreslenia
miary podobiefistwa s7 g ;.

W przypadku miary s% 5,7 bostepujemy podobnie. Niech zbiory rozmyte A i B beda takie, ze
of(ANy B) >0 ((A, B) € Eq 7). Wtedy istnieje ug € U, dla ktorego f(T (pa(uo), pr(uo))) > 0,
co oznacza réwniez, ze

T(a(ug), np(ug)) > 0. (3.81)

Nalezy pokazaé, ze s7. ¢ f(A, B) > 0. W tym celu wystarczy dowiesé, ze

Y AT u), pp(w), T(pa(u), pp(u)))) >0, (3.82)

uelU

co jest rownowazne istnieniu co najmniej jednego dodatniego sktadnika sumy. Z podstawowych

wlasnosci t-operacji oraz (3.81) wiemy, ze

0 < T(pa(uo), kB(uo)) < S(paluo), up(uo))- (3.83)
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Poniewaz t-norma 7' nie ma dzielnikéw zera, wiec jej wartosé jest ostro wieksza od zera, co z

kolei dzieki wtasnosci funkcji wagowej f daje nam

F(T(S(paluo), ps(uo)), T(pa(uo), pp(uo)))) > 0. (3.84)
>0 >0

Obserwacja 3.19. Klasyczny rozmyty indeks Jaccarda

A Niin Bl
g 4,B) = A 0min Bl 3.85
STmin7SmaX7fid( ) ) |A Umax B| ( )
posiada wlasnosci G1**, G2, G3, S1*, S2, S3, S4 oraz S5.

Twierdzenie 3.20. Miary podobienstwa zbiorow rozmytych si_psf oraz S%Sf sq ciggle, jesli

funkcje T, S, [ sq ciggle w calej swojej dziedzinie.
Dowdd. Zdefiniujmy zbidr
P = {(MA(Ul), R 7MA(un)v MB(ul)v R qu(un)) : (Av B) € ES,f} - [0, 1]2n (386)

oraz funkcje

> f(T(ai, b))

/ / 1<i<n
p(ai,...,an,b1,...,b,) =s A, B) = , 3.87
( 1 1 ) T,S,f( ) Z f(S(aZ,bZ)) ( )
1<i<n
P(ar, . anybi,. . by) =slh g (A, B) = ==" (3.88)

> [(S(ai b))
1<i<n
Nalezy pokazaé¢ cigglo$é p’ i p” na zbiorze P. Obie funkcje zdefiniowane sg za pomocg ilorazu
skonczonych sum. Ponadto dziedzina obu miar podobienstwa jest okreélona w taki sposob, aby
mianownik zawsze byl niezerowy. Stad aby pokazaé ciagto$é p’ i p”, wystarczy pokazaé cigglosé,
odpowiednio, f(T'(ai,b;)) oraz f(T (S(as,b;), T (as,b;))), co wynika bezposrednio z ciagtosci funkeji
T, S oraz f. O

Rozszerzenie indeksu Jaccarda do IVFS z wykorzystaniem reprezentacji Wavy—Slice przebiega
analogicznie jak dla innych miar podobienstwa. Zgodnie z Definicja 3.3, dziedzina obu miar

podobienstwa okreslona jest w nastepujacy sposob:

g, = {(A, B) € IVFS(U) x IVFS(U) : FOU(A) x FOU(B) C Eg, f}

= {(A, B) € IVFS(U) x IVFS(U) : V¥ 4 4 05(AUs B) # o} : (3.89)

BEEB
Podobnie jak w przypadku odlegtosci katowej, nie jest mozliwe tatwe uproszczenie formut na
dolne i gbérne ograniczenie. Miara s% S.f zdefiniowana jest za pomoca uogdlnionej mocy wzglednej
zbioréow rozmytych, dzieki czemu mozliwe jest pewne uproszczenie problemu jej efektywnego
wyliczania. W tym celu posthuzymy sie pojeciem uogdlnionej mocy wzglednej przedziatowych

zbioréw rozmytych [124].



3.6. Uogolniona przedzialowa moc wzgledna

Definicja 3.5. Funkcje 647 : Ef — Z([0,1]) indukowana przez ciagla t-norme 7' oraz ciagla
funkcje wagowa f, gdzie

&r7r(AlB) = inf o;7(A|B), sup o;7(A|B) (3.90)
AeFOU(4) A€eFOU(A)
BeFOU(B) BeFOU(B)
oraz
Ef = {(A,B) e IVFS(U) x IVFS(U) : V5. 04(B) > 0}, (3.91)

nazywamy uogdolniong przedziatowqg mocg wzgledng.

. . . . . . . 7
Mozna zauwazy¢ nastepujace powiazanie pomiedzy rozszerzonym indeksem Jaccarda ST.9.f

oraz uogdlniong moca wzgledng 6 7:

st (A, B) = inf  opr(ANy B|[AUg B), sup ofr(ANy B|AUg B)
A€FOU(A) AEFOU(A)
BeFOU(B) BeFOU(B)
= inf oy;r(A'|B), sup osr(A|B)
AeFOU(4) A€FOU(A)
BeFOU(B) BeFOU(B)
A'=Anp B A'=Ans B
| B'=AUsB B'=AUgB i
= inf  opr(A'|B), sup orr(A|B)| =657(ANy BlJAUg B). (3.92)
A'eFOU(ANr B) A'eFOU(ANr B)
| B'€FOU(AUs B) B’'eFOU(AUg B)

Dzigki powyzszej réwnosci, wartosé rozszerzonego indeksu Jaccarda mozna obliczy¢ za pomoca
uogdlnionej przedziatowej mocy wzglednej. Efektywna algorytmizacja tego problemu obliczenio-
wego jest tematem nastepnego podrozdzialu. Niestety problem efektywnego obliczania miary
s’T7 SfW ogblnym przypadku nadal pozostaje problemem otwartym. Nalezy jednak wspomnie¢,
ze dla rozszerzenia klasycznego indeksu Jaccarda podano efektywne algorytmy umozliwiajace

jego wyliczenie w czasie O(nlogn) [58, 106].

3.6 Uogdlniona przedziatowa moc wzgledna

Gléwnym problemem zwigzanym z uogdlniong przedzialows moca wzgledng okreslong w
Definicji 3.5 jest jej duza zlozono$é obliczeniowa. Formula (3.90) nie jest efektywna obliczeniowo,
poniewaz zbiory FOU(A) oraz FOU(B) z reguly sa nieskoficzone. W przypadku ogélnym
obliczenie wartosci & fT(A|B) jest rownowazne problemowi wykonywania obliczen przedzialowych
na funkcjach nieliniowych, co jest problemem NP—trudnym [38].

Istnieje kilka prac, ktére podejmuja ten problem w przypadku konkretnych t-norm oraz
identycznosciowej funkcji wagowej. Pierwsze rozwiazanie zaproponowane przez Rickarda i in-

nych dla t-normy minimum jest nieefektywne [65]. Nguyen oraz Kreinovich [58] pokazali, ze
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&fvT(/l]E) mozna obliczyé¢ efektywnie dla t-normy minimum oraz identycznosciowe] funkcji
wagowej. Zaproponowali oni dwa algorytmy do obliczania dolnego i gérnego ograniczenia prze-

_(A|B) o zlozonosci odpowiednio O(n - log n) oraz O(n) operacji, gdzie n to liczba

in

dziatu 64, 7,
elementow uniwersum. Pézniej, Wu i Mendel zaproponowali inna metode obliczania dolnego
ograniczenia o zlozonosci O(n'*t®), gdzie « jest bardzo maly dodatnia liczba rzeczywista [106].
Opracowano réowniez efektywne algorytmy dla t-normy produktowej [121]. W tym przypadku do
obliczenia obu kreséw przedzialu potrzeba O(n - log n) operacji. Nalezy zauwazy¢, ze problem
optymalizacyjny, jaki nalezy rozwiazac¢, aby obliczy¢ przedziatowa moc wzgledna dla IVFS, jest
taki sam, jak w przypadku obliczania centroidu przedzialowego zbioru rozmytego typu drugiego.
Stad tez w tym przypadku mozliwe jest wykorzystanie algorytméw Karnika—Mendla [35].
Niniejszy podrozdzial pos$wiecony jest problemowi efektywnego wyliczania uogélnionej mocy

wzglednej. Przedstawione wyniki zostaly opublikowane w pracy [124].

3.6.1 Przeformufowanie problemu

Wzér na dolne i gérne ograniczenie przedzialu 6 r(A|B) mozna zapisa¢ za pomocy bardziej
elementarnych operacji. Na mocy Lematu 3.15 wiemy, ze oba kresy istnieja, stad operacje infimum
oraz supremum mozna zastapi¢ poprzez minimum oraz maksimum. Ponadto, dla uproszczenia,

dla kazdego 1 < ¢ < n przyjmijmy nastepujace oznaczenie:

a; = puj(u;) oraz by = prpg(u;) . (3.93)
W ten sposob otrzymujemy
i 7 i1 [(T(ai, bi))
orp(A|lB) = min = 3.94
ff,T( ’ ) a,<0;<a; Zi:l F(by) ( )
Qigbigbi

oraz

I S f(T(ai, b))
7rr(AIB) = max S

(3.95)

Dzieki odpowiedniemu zdefiniowaniu dziedziny miary podobienstwa, powyzsze utamki sa zawsze
dobrze okreslone.
Argumenty operacji minimum i maksimum moga by¢ traktowane jako funkcja 2n zmiennych

w taki sam sposéb, jak w Definicji 3.4. W ten sposéb mozna zauwazyé, ze wyrazenie to jest

niemalejace ze wzgledu na ay, - - - ,a,. Dzieki tej obserwacji mozliwe jest dalsze uproszczenie
1A o 2im f(T(ay, bi))
o;7(A|B) = min = 3.96
25 AlB) bi<bi<h e S (bi) (3.96)
oraz .
PN - T(a;, b;
o7r(AlB) = max DERICATLY) (3.97)

b;<b;<b; Z?:l f(bl) ’

gdzie dla kazdego 1 <4 < n zachodzi 0 < b, < b; < b; <1, oraz t-norma T jak i funkcja wagowa f
s ciagle. W dalszej czesci podrozdziatu, tam gdzie nie bedzie to prowadzito do niejednoznacznosci,

bedziemy oznaczaé¢ o fT(A|B) oraz & ;7(A|B) odpowiednio poprzez y oraz .
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Algorytm 1 Pseudokody algorytméw Nguyena-Kreinovicha (po lewej) oraz Karnika-Mendela

(po prawej) do obliczania oy, 1, . oraz op, 1 .-

1: Przenumeruj a;, b; oraz b; w taki sposéb, 1. Przenumeruj a;, b, oraz b; w taki sposdb,

aby (min(a;, b;) — min(a;, b;))/(b; — b;) byto aby a; byly uporzadkowane rosnaco
uporzadkowane rosngco
2: for 1 <i<ndo 2: for 1 <¢<ndo
3 b b 3 by #
4: end for 4: end for
o) 2ieq min(a;,b;) / Do abs
G s> G vy
6: k<0
7: repeat 6: repeat
8 y<«y oy« y
90 ke k41 8:  Znajdz k takie, ze p, <y < Pyt
B o b b, ifi>k
10: by < by, : v Bz ifi <k
. / 2 i min(a;,b;) . / i1 a:bi
1y e =S 10: Q.F b,
12: until y’ <y andi<n 11: until ' <y
13: return y 12: return y

3.6.2 Algorytmy Nguyena-Kreinovicha i Karnika-Mendela

Algorytmy Nguyena-Kreinovicha (NK, [58]) dla Tinin oraz fiq oraz Karnika-Mendela dla Tproq
oraz fiqa (KM, [35]) zostana ponizej przeanalizowane. Dla skrdocenia opisu przedstawione tylko
zostang algorytmy dla dolnego ograniczenia o fT(A]B) Algorytmy dla gérnego ograniczenia sg
analogiczne. Wiecej szczegdtow na ich temat mozna znalezé w pracach zrédtowych.

Celem niniejszej sekcji jest pokazanie, ze oba zaproponowane algorytmy mimo, iz stworzone
zostaly do rozwigzywania innych problemoéw oraz opisane przy uzyciu catkowicie réznej notacji,
maja te sama zasade dzialania. Ta obserwacja stanowi¢ bedzie podstawe do konstrukcji nowego
ogolnego algorytmu do obliczania przedziatowej mocy wzglednej dla IVFS. W przypadku obu
algorytméw w pracy przedstawione zostaly pseudokody pochodzace z pdzniejszych publika-
cji [105, 106]. Oryginalnie oba podejscia zostaly przedstawione tylko w sposéb opisowy. Dla
czytelnosci w obu przypadkach w pseudokodzie pominieto zaproponowane w oryginalnych jak i
pézniejszych pracach metody optymalizacji wydajnosci. Ponadto struktura obu pseudokodéw
zostata zmodyfikowana tak, aby utatwi¢ poréwnanie. Oba algorytmy przedstawione sa jako

Algorytm 1.

Jak mozna zauwazy¢, oba algorytmy sa bardzo podobne. Najwazniejsze réznice zostang prze-
analizowane ponizej. Po pierwsze, oba algorytmy réznia sie struktura iteracji. W obu przypadkach
petla jest wykonywana dopdki aktualna warto$c¢ y nie zmaleje. W algorytmie NK wykonywane jest
przeszukanie liniowe w poszukiwaniu punktu optymalnego poprzez sprawdzanie kolejnych wartosci
k. Algorytm KM dziala na podobnej zasadzie jak przeszukanie binarne, skaczac pomiedzy réznymi
wartosciami k. Réznica ta wplywa jedynie na srednia liczbe iteracji. Jednakze, oba algorytmy
wymagaja O(n) iteracji w najgorszym przypadku. Ponadto przeksztalcenie jednego podejscia

w drugie moze zosta¢ wykonane przy niewielkim naktadzie pracy. Stad nalezy wnioskowaé, ze
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roznica ta nie jest bardzo istotna.
Nastepna réznica jest wyrazenie, wedlug wartosci ktérego uszeregowane sg a;, b; oraz b;. Dla

algorytmu NK jest to B
in(a.. b)) — min(a..b.

pi_\IK — mln(gw ;)) znln(azvz) ’ (398)

i — b,

1

podczas gdy algorytm KM korzysta ze znacznie prostszego pZKM = a;. Oba te wyrazenia maja

wspoélne zréodto. Rozwazmy nastepujace wyrazenie:

T(a;, b)) — T(a;,b;
p:< — (Q’L? b) — b (Qlﬁf’b) , (399)

ktére zaréwno w przypadku t-normy minimum, jak i produktowej redukuje sie odpowiednio do
pN¥ oraz piM.
Po zmianie kolejnosci elementéw, oba algorytmy gwarantuja, ze w kazdej iteracji
b;, jeslii>k
bi=< " (3.100)

by, jeslii<k

dla pewnego k. To pozwala podejrzewaé, ze optymalne rozwiazanie ma zawsze nastepujaca postaé:
& _

>oim1 Tlag, bi) + 370y Tlay, by)

—
> ie1 bi + Z;’L:kJrl b;
gdzie T jest albo t-norma minimum, albo produktowsa. Dzigki tej rownosci mozna zauwazy¢, ze

y= : (3.101)

oba algorytmy szukaja wartosci k, przy ktérej wynik jest optymalny. Ponadto, po niewielkich
optymalizacjach, oba algorytmy maja taka sama zlozono$é obliczeniowa: O(n - logn), gdzie

najbardziej kosztowna operacja jest sortowanie w pierwszym kroku.

3.6.3 Rozwiazanie dla t-norm majacych u-wtasno$¢

Obserwacja, ze podobne algorytmy rozwiazuja problem obliczania przedziatowej uogdlnionej
mocy wzglednej dla dwéch réznych t-norm byta gléwna motywacja do badan nad mozliwoscia
zastosowania podobnego rozumowania do znacznie szerszej rodziny t-norm. Celem ponizszych
rozwazan jest efektywne obliczenie wartosci zdefiniowanych w (3.96) oraz (3.97), bedacych
najogolniejszg, wersja przedziatowej mocy wzglednej dla IVFS.

Po pierwsze, konieczne jest uogélnienie wartosci p;. Odgrywa ona kluczowg role w dziataniu
obu algorytméw, wskazujac kolejno$é, w jakiej elementy uniwersum sa rozwazane. Okresla ona w
pewien sposob site wplywu danego elementu uniwersum (jego stopnia przynaleznosci) na koncowy
wynik dzialania algorytmu. Niskie wartosci p; pozwalaja zmniejszy¢ aktualny wynik, podczas
gdy wartosci duze — zwiekszy¢. Stad, w przypadku minimalizacji, nalezy wybra¢ najmniejsza
mozliwg warto$¢ p;. Analogicznie dla maksymalizacji konieczne jest wybranie wartosci najwiekszej.

Prowadzi to do zdefiniowana nastepujacych dwdch wartoéci:

_ g 1T b)) = f(T(a; b))
pi=, b F(0) — f(by) (3.102)

oraz f(T(a@;,b)) — f(T(a;,b;)) .

N (ORIt (3.103)
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Poniewaz problemy minimalizacji i maksymalizacji moga by¢ rozwazane oddzielnie, bez straty
ogoélnosci dalej zaklada sie, ze wartosci a;, @;, b; oraz b; sa uszeregowane tak, ze P < Py dla
problemu minimalizacji oraz p; > p;,; W przypadku maksymalizacji. Dzigki temu elementy
uniwersum, ktére majg najwiekszy wplyw na koncowy wynik dzialania algorytmu, rozwazane sg
jako pierwsze, niezaleznie od aktualnie rozwigzywanego problemu.

Nastepnym krokiem jest uogdélnienie wlasnosci (3.101).

Twierdzenie 3.21. Jesli funkcja wagowa f i t-norma T sq ciggle oraz a;, @i, b; i b; s¢ usze-
regowane tak, ze p; > D;yq, to istnieje takie k, Ze dla kazdego i < k mozna znalesé u; € (b;,b;]
takie, zZe B
k — —
S @@ ) + S, ST ) 101
= = — ) .
Doy F@) + 300 F(by)

Twierdzenie 3.22. Jesli funkcja wagowa f i t-norma T sq ciggle oraz a;, @;, b; i b; s¢ usze-
regowane tak, Ze P < Py to istnieje takie k, Ze dla kazdego © < k mozna znaleZé u; € (Qi,gi]

takie, zZe
k n
_ dic1 f(j;(%vﬁi)) + > i f(T(a;,0;)) . (3.105)
ZZ:1 flu;) + Z?:@H fb)

<

Dowdd. Dowody obu powyzszych twierdzen sg analogiczne, stad przedstawiony zostanie tylko

kompletny dowdéd drugiego. Istnienie wartosci b}, dla ktérych

Z:‘Lﬂ f(T(a;,b7))

Yy = - " , (3.106)
B Zi:l f(bi)
wynika bezposrednio z Lematu 3.15.
Zdefiniujmy nastepujaca projekcje y na i-tg zmiennag 7; : [b;, 1] — [0, 1]:
" f(T(a;, b)) + f(T(a;,b; . T(a..b:
T@(bz) _ Z];éz f( (7] J)) f( (7 )) _my + f( (Qz?bl)) (3107)

>z F(07) + f(bi) M+ f(bi)

Sprobujmy teraz ustali¢, kiedy b} > b;. Sytuacja taka ma miejsce wtedy, gdy 7;(b7) < ri(b;), co

po przeksztatceniach jest rownowazne nastepujacemu warunkowi:

f(T(a;,07)) — f(T(a;,b;)  f(T(a;,b;)) +m;
;) — f(b;) fQo)+M;

Nalezy zauwazy¢, ze (3.108) jest spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy p, < y. Z tego powodu

(3.108)

wartosci P, wigksze od 1 moga zosta¢ obcigte, poniewaz y jest zawsze mniejsze lub réwne 1.

Z tych obserwacji mozna wywnioskowac, ze b; > b; tylko wtedy, gdy p. < y; w przeciwnym

przypadku b = b;. Z16zmy, ze p, sa uszeregowane w kolejnosci rosnacej, tj. py <p, <---<p .

Wtedy istnieje k takie, ze y moze zosta¢ zapisane w nastgpujacy sposob:

k " n
_ i F(T(, 07)) + 20 F(T(i b)) ' (3.109)

SE P+ f(B)

Mozliwe sa trzy przypadki i w kazdym z nich mozna okresli¢ wartosé k:

<
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* k=0,gdyy<p,,
e k=3, gdy p; <y< Py dla pewnego 7,
e k=mn, gdy]gn<g.
Aby zakonczy¢ dowdd, zdefiniujmy w; dla ¢ < k w nastepujacy sposob”

u; = b . (3.110)

{2 (2

O]

Dzigki tym twierdzeniom mozliwe jest zredukowanie problemu minimalizacji oraz maksy-
malizacji do problemu znajdowania optymalnego punktu przegiecia k. Rezultat ten jest bardzo
podobny, jak w przypadku algorytméw NK i KM, z jedna istotna réznica — twierdzenia nie
okreflaja, w jaki sposéb wyznaczy¢ wartodci w; oraz u;. Dla fiq oraz Tyin lub Tjr0q mamy u; = b;,
jak zostalo to wczesniej omoéwione dla algorytméw NK oraz KM. Nalezy jednak zauwazyé, ze w
przypadku ogdélnym dokltadne znalezienie tych wartosci jest praktycznie tak samo trudne, jak
rozwiazanie oryginalnego problemu. Z tego powodu konieczne jest nalozenie pewnych ograniczen
na t-norme i funkcje wagowa. W dalszej czesci pracy wprowadzona zostanie u-wlasnosé, ktora
znaczaco ogranicza zmiennos¢ wartosci u; oraz u;. Pozwoli to zbadac ich cechy oraz w rezultacie

zaproponowac¢ skuteczng metoda ich wyliczania.

Definicja 3.6. Para funkcji (7', f), gdzie T jest t-norma oraz f jest funkcja wagowa, posiada

u-wlasnoéé, jesli dla dowolnych a, b, b (b < b) istnieje u oraz u takie, ze

m+ f(T(a,b))

Vo<m<Mm argmin € {u,b} (3.111)

T b<b<b M + f(b>

oraz -
Yo<m<M arg maxw € {u,b}. (3.112)

b<bS5 M + f(b)

Moéwimy, ze t-norma T' posiada u-wlasnosé, jesli para funkeji (7, fiq) posiada u-wlasnosé.

Twierdzenie 3.23. Jesli para funkcji (T, f) posiada u-wlasnosé, to

1+ f(T(a;,0))

Vi<i<k U; = argmin (3.113)
<i<k i b,<b<b: 1+ f(b)
oraz . S
Vici<p U; = argmax 1+ f(T(@:,0)) (3.114)

Dowdd. Twierdzenie to jest bezposrednia konsekwencja zastosowania projekeji (3.107) do Definicji
3.6. Dla zwiezlosci pokazana zostanie tylko pierwsza czesé. Niech k oraz u; beda takie, jak w

Twierdzeniu 3.22. Korzystajac z (3.107) mozna zauwazy¢, ze dla kazdego i < k

. - omi + f(T(a;,u;))
L) = TN )

(3.115)
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gdzie

n

k
mi = Zf(T(Q]vﬂj)) + Z f(T(a;,b;), (3.116)

i#] j=k+1
k n

M= flu)+ D (). (3.117)
i#j j=k+1

W ten sposéb u; jest wartoscia, ktéra minimalizuje powyzsze wyrazenie, dzieki czemu mozliwa

jest nastepujaca réwnosé:

m; + f(T(QzW b))

= min r;(b) = min 3.118
¥ b, <b<b; i(b) b<b<t; M+ f(b) ( )
To z kolei daje
; T(a;,b
u; = argmin mi + J(T(;,0)) . (3.119)
b<b<h; M+ f(b)
Teraz mozliwe jest skorzystanie z u-wlasnosci, ktéra moéowi, ze
; T(a, 1 T(a,
arg min mi + /(T(a;,b)) = argmin M ) (3.120)
Qi<b§gi Mz + f(b) Qi<b§51‘ 1+ f(b)
i w rezultacie . Tla b
u, = arg min 7 L(@:-0)) (3.121)
bob<t; L+ S()
O

Twierdzenie 3.23 pozwala na zrobienie pierwszego kroku w kierunku obliczenia uogdlnio-
nej przedziatowej mocy wzglednej dla IVFS. Zawezenie obszaru zainteresowan do par funkcji
posiadajacych u-wlasnoéé pozwala znaczaco uprosci¢ problem, wciaz zachowujac mozliwosé
praktycznego zastosowania. Ponizej zaprezentowane zostang nowe algorytmy do obliczania y
oraz § w przypadku t-norm i funkcji wagowych posiadajacych u-wtasno$é. Wykorzystujg one
wprowadzone wczesniej wartosci P, P> u; oraz uj, ktoére mozna wyliczy¢ numerycznie na zadanie
albo, dla wiekszej wydajnosci, obliczy¢ dla konkretnych funkcji. W Tabeli 3.1 przedstawiono
wartosci potrzebnych parametréw dla wybranych rodzin t-norm oraz funkcji wagowych.

Procedura obliczania y przedstawiona zostala za pomoca Algorytmu 2. Algorytm obliczajacy
Y jest analogiczny i rézni sie tylko w kilku miejscach. Po pierwsze, p, oraz a; powinny zostaé
zastapione przez p; oraz a;. Ponadto w pierwszym kroku p; sa uszeregowane w kolejnosci malejacej
oraz kierunek nieréwnosci w krokach 1 oraz 8 jest zmieniony. Ogélnie, oba algorytmy dzialaja w
oparciu o te samg zasade, co algorytm KM. Pomijajac dodatkowy naklad obliczeniowy zwigzany
z optymalizacja numeryczna (ktérej mozna uniknac), zlozonosé obliczeniowa zaproponowanych
algorytmoéw to O(nlogn). Pierwszy krok jest najbardziej kosztowny, gdyz wymaga on sortowania.
Nastepnie algorytmy wykonuja co najwyzej n iteracji, gdzie kazda wymaga statej liczby operacji.

Nastepujace twierdzenie podaje znacznie prostsze warunki, ktére gwarantuja, ze para (7, f)

posiada u-wtasnosé.

Twierdzenie 3.24. Para funkcji (T, f), gdzie T jest t-normg oraz f funkcjg wagowq, posiada

u-wtasnosé, jesli f oraz T sq ciggle, f jest Scisle rosngce, oraz dla dowolnego a oraz b istnieje
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t-norma e A<l b<cr<b b <c)
B g 0 bt !
Minimum U, b; b; b;
tmin T?z = 0 1 1
_ a; _ -
U bz aj b;
p; - 4
Produktowa U, b;
tprod pz _ @z
;i b;
P 1—a 1 0 0
Lukasiewicza u; ’ b; 1—agq b;
. aitbi—1
U; b; b; b;
1+>\Ei
b; =gy JED) . 0 9
Sugeno—Webera u; I+hg; b 1+_>\QQZ,L b;
— 1+Xa; W (@i bi)
t§w, A S (—170) D; 117/\51 1:*; Agl b,
" b; bi b;
P, L 1 0 0
; _
Schweizera—Sklara b; V1—a} b;
A/ 7
ss _ a;+b; —1
B, A>1 b 1—a bi—b, 0
Uj ’ b; b; bz

Tablica 3.1: Wartosci parametrow wymaganych przez zaproponowane algorytmy dla typowych
t-norm i identycznosciowej funkcji wagowey.

q > b oraz a > 0 takie, Ze T i f sq rézniczkowalne na przedziale (q,1] (T posiada pochodng

czqstkowq oznaczong przez T)) oraz

1.
_ f(T(a,b)) — f(T(a,b)) _
Vo<b<q Pap(b) = OEE0 =a, (3.122)
2. /
Vo<b<1 Tpla,b) =0 lub (f o T)y(a,b) >1. (3.123)

Dowdéd. Niech a, b, g oraz « spelniaja zalozenia twierdzenia. Ponadto niech b bedzie dowolna
liczba taka, ze b < b. Nalezy udowodnié, ze para funkcji spetniajaca (3.122) oraz (3.123) posiada

u-wlasnosé. W tym celu zbadamy wlasnosci wyrazenia

m+ f(T(a,b)

0= )

(3.124)
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Algorytm 2 Algorytm obliczajacy y dla funkcji posiadajacych u-wlasnosé.

1: Przenumeruj a;, b; oraz b; w taki sposéb, aby p, byty uporzadkowane rosnaco
2: k'« |n/2.4|
k' n

3 m < ;1 f(T(Qin)) + Z f(T(waz))

i=k/+1

4 M gf(ui)f > f)

i=k’+1
5: Yy — %
6: repeat
7 kK
8: k' <+ Znajdz k' takie, ze Py <Y< Pria
9: s« sign(k’ — k)

max(k,k’)
10: m+<m-+s Z (f(T(Qiuﬂi)) - f(T(Qin)))
i=min(k,k’)+1

max(k,k’)

1: M«M+s S (flw)— f(b))
i=min(k,k’)+1

122 y< 37
13: until &/ # k
14: return y

Okreslmy, kiedy r(b) jest monotoniczne zaréwno na przedziale (b,q], jak i [g,1]. Rozwazmy

nastepujaca transformacje:

_m+ f(T(a,b)) m+ f(T(a,b))

A (O E 10
_J0) = SO) [(T(@) ~ f(T(@,b) _m+ [(T(a,b) 5.125)
fb)+M f(b) = f(b) M+ f®) | '
Dzigki (3.122) otrzymujemy, ze na przedziale (b, g]
r(b) = A\ h(b) + Mg, (3.126)
e o) - £
_J) - f(2
h(b) = HOEST (3.127)
oraz zar6wno A1, jak i A9 sa stalymi okreslonymi w nastepujacy sposéb:
_ o m+ f(T(a,b) _
Al = — YO a—r(b), (3.128)
_m+ f(T(a,b)) _
Ao e R r(b). (3.129)

Nalezy zauwazy¢, ze h(b) jest zawsze rosnace, a zatem w tym przypadku r(b) jest malejace wtedy
i tylko wtedy, gdy A1 < 0 i niemalejace w przeciwnym przypadku. Nalezy tez zauwazy¢, ze A1
zalezy zaréwno od m jak i M.

Okazuje sie, ze r(b) jest réwniez monotoniczne w przedziale (g, 1]. Dla uproszczenia dalszych
rozwazan oznaczmy f(T(a,b)) przez Ty q(b). Z zatozen wiemy, ze Ty, jest rézniczkowalne na

przedziale (g, 1], stad

(M + f (b)) T} ,(0) = (m + T.a(b)) f'(b) ‘

A+ f(0)? (3.130)

' (b) =
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q b
Rysunek 3.4: Ksztalt r(b) w drugim (dolna linia) oraz trzecim (gérna linia) przypadku.

Dla okreslenia, czy r(b) jest rosnace czy malejace, nalezy okreslié¢, czy pochodna jest wieksza czy

mniejsza niz 0. Po rutynowych przeksztalceniach otrzymujemy, ze r(b) jest rosnace, gdy

Tha(®) _ m+ Tya(b)
f1o) = M+ f(b)

= r(b), (3.131)

oraz malejace, gdy

T q(b) oMt Ts.q(b)
frb) = M+ f(b)
Z tego, ze warto$¢ r(b) zawsze lezy pomiedzy 0 oraz 1, mozna wywnioskowad, ze r(b) jest rosnace,
gdy

=r(b). (3.132)

Ty ,(b)
fall > (3.133)
frioy =
oraz malejace, gdy
Ty ,(b)
f’a
=0, 3.134
7o) .
co ze wzgledu na to, ze f jest rosnace, dalej redukuje sie do
T}’a(b) =0. (3.135)

Otrzymane warunki dokltadnie odpowiadaja zatozeniom z (3.123). W konsekwencji wiemy, ze
r(b) jest rosnace lub malejace na przedziale (g, 1].

Podsumowujac, mamy cztery mozliwosci:

1. r(b) jest niemalejace na (b, g i rosnace na (g, 1],
2. r(b) jest niemalejace na (b, ¢] i malejace na (g, 1],
3. 7(b) jest malejace na (b, ¢| i rosnace na (q, 1],

4. r(b) jest malejace na (b,q| i (g, 1].

Teraz nalezy pokazaé, ze warto$ci arg min oraz arg max moga osiggac tylko dwie wartodci,
niezaleznie od doboru m i M. Oczywiscie te wartosci moga wciaz zalezeé od innych parametréow
takich, jak a czy b. W pierwszym i ostatnim przypadku mozna tatwo zauwazyé, ze minimum
i maksimum osiagane sa zawsze dla wartosci skrajnych (r(b) jest rosnace lub malejace w calej
dziedzinie). Stad arg min oraz arg max sa zawsze réwne b lub b. Pozostale dwa przypadki zostaty

przedstawione na Rysunku 3.4. W drugim przypadku minimum globalne moze by¢ albo w b,
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a9 + - - - -

ay + - ---o6——mm——¥- - - - - - - - - - - - -

Rysunek 3.5: Dwa moZliwe ksztalty pap dla pary (t, f) spelniajacej zatozenia Twierdzenia 3.24.

albo w b, a maksimum globalne w ¢ lub b w zaleznoéci od tego, czy ¢ < b czy nie. Podobnie
w trzecim przypadku, minimum globalne osiggniete moze byé¢ w ¢ lub b (w zaleznosci od tego,
czy q < b czy nie), a maksimum osiagniete moze by¢ albo w b, albo b. Nalezy zauwazy¢, ze w
obu przypadkach rzeczywista lokalizacja ekstreméw nie zalezy od warto$ci m i M. Stad zardéwno

arg min jak i arg max sg rowne albo b, albo innej wartosci, ktora nie zalezy od m i M. O

Intuicja stojaca za powyzszym twierdzeniem w przypadku identycznosciowej funkcji wagowej
jest nastepujaca: t-norma posiada u-wlasnosé, jesli p,p(b) jest stale do pewnego punktu, a
nastepnie albo gwaltownie rosnie, albo maleje. Oba przypadki zobrazowane zostaly na Rysunku

3.5. Nalezy zauwazy¢, ze

p,= inf_pgp (b) oraz p; = sup pa,p,(b). (3.136)

b;<b<b; b;<b<b;

Wybrane pary (T, f), ktére spelniaja powyzsze warunki i w zwiazku z tym posiadaja u-wlasnosé,

zostaly przedstawione w nastepujacych przyktadach.

Przykltad 3.1 (T-norma minimum). Niech f : [0,1] — [0, 1] bedzie dowolna ciagla i rosnaca

funkcjg wagowa. W pierwszej kolejnosci nalezy wyliczy¢ wartoS¢ pq p:

L, jeslib<b<a
Pap(b) = § =LY jeslib<a <b - (3.137)
0, jeSlia <b < b

Aby wykazaé u-wlasnosé, trzeba rozwazy¢ dwa przypadki. W pierwszym, gdy a < b, pa () jest
stale i wynosi 0 (o« = 0 oraz ¢ = 1). Zatem nie jest konieczne sprawdzanie drugiego warunku,
poniewaz nie istnieje b takie, ze ¢ < b < 1. W drugim przypadku (a > b), « = 1 oraz ¢ = a.
Wykres pg, przedstawiony jest na Rysunku 3.6. Ponadto dla b > a

[ (Tain (@, )Y} = [ (Tanin (@, )y (Trin (@, ) = 0. (3.138)

Prowadzi to do wniosku, ze para (Tmin, f) posiada u-wlasno$é¢ dla dowolnej ciagtej i rosnacej
funkcji wagowej f.

Oba algorytmy wymagaja wartosci parametréw p;» Pi, u; oraz ktére mozna wyliczy¢
bezposrednio (patrz Tabela 3.1).

Nalezy zauwazy¢, ze ten rezultat jest znacznie bardziej ogdlny niz w przypadku algorytmu
NK, gdyz do okreslenia mocy wzglednej mozna wykorzysta¢ dowolna ciagta i $cisle rosnaca

funkcje wagowa.
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Rysunek 3.6: Ksztalt p,p, w zaleznosci od wykorzystanej t-normy.
Przyktad 3.2 (T-norma produktowa). Para (Tprod, fid) ma u-wlasnosé. W tym przypadku
Pap(b) = a, co daje a = a oraz ¢ = 1. Ponadto, p, = i, Py = i, U; = b; oraz u; = b;.

Przykltad 3.3 (T-norma Sugeno—Webera). Rodzina t-norm Sugeno-Webera jest zdefiniowana

dla dowolnego A > —1 w nastepujacy sposéb:

(3.139)

+b—14 Aab
TSW — a
Y7 (a,b) = max <O, T >

W celu wykazania, ze para (T;\qW, fia) posiada u-wlasnosd¢, nalezy zbadaé¢ warto$¢ pgp(b)

T jesli £33 <2
Pap(b) =40, jeslib < b < £=2 . (3.140)
1—a)—b(1+Aa < s1s 1—a
1—W, Jeshb<1+>\a<b

Mozliwe sa dwa przypadki. W pierwszym z nich, gdy (1 =a)/(1+ xa) < b, pap(b) jest stale i réwne
(1+Aa) /(14 x), co daje a = (1+2Aa)/(142) oraz ¢ = 1. W drugim przypadku ((1 —a)/(1 4+ xa) > b)
a=0oraz ¢ = (1 =9)/(1 + xa). Ponadto dla b > (1 =a)/(1 + xa)

a+b—1+/\ab>/_ 14+ Aa

= 141
14+ A (8-141)

15 0,0) = ( e
b

Poniewaz (1+2a)/(1+ ) > 1 tylko wtedy, gdy A < 0, wiec (TYW,id) ma u-wlasnosé, gdy —1 <
A < 0. Nalezy zauwazy¢, ze T; (59 W jest tozsama t-normie Lukasiewicza. Stad t-norma Fukasiewicza

rowniez posiada u-wlasnosc.

Tabela 3.1 przedstawia wartosci parametrow wymaganych przez oba algorytmy w przypadku
identycznosciowej funkcji wagowej i typowych t-norm. Rysunek 3.6 przedstawia wykres p,; dla
tych t-norm.

Mozna zauwazy¢, ze w niektérych przypadkach p, lub p; przyjmuje tylko dwie wartosci: 0
oraz 1. Ma to miejsce, przykladowo, w przypadku obliczania gérnego ograniczania dla t-normy
minimum. Nguyen pokazal, ze w takiej sytuacji mozliwe jest wyliczenie mocy wzglednej dla IVFS
bezposrednio, bez potrzeby sortowania [58]. Analogiczne rozumowanie moze zostaé¢ zastosowane
do uogdlnionej przedzialowej mocy wzglednej dla IVFS, gdy p, lub p; przyjmuje tylko dwie

skrajne wartosci.
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3.6.4 Rozwiazanie dla t-norm bez u-wtasno$ci

Niestety nie wszystkie t-normy maja u-wlasnoéé. Tematem tej sekcji bedzie problem efektyw-
nego obliczania uogdlnionej przedziatowej mocy wzglednej dla IVFS w przypadku dowolnych
t-norm. Posiadanie u-wtlasnosci przez pare (7, f) naklada silne ograniczenia na dopuszczalne
wartodci u; oraz u; z Twierdzen 3.22 i 3.21, umozliwiajac traktowanie poszczegdlnych wartosci
u; 1 uw; niezaleznie. Jednak, gdy t-norma nie posiada u-wtasnosci, problem obliczania u,; oraz u;
znaczaco sie komplikuje.

Twierdzenia 3.22 oraz 3.21 gwarantuja istnienie u; i @w;. Sprébujmy zbadac ich wlasnosci. Dla
dowolnego i < k, i-ty element moze zostaé¢ wyciagniety przed sume zaréwno w liczniku, jak i

mianowniku w nastepujacy sposob:

F(T (@ w)) + S5y F(T(aj,u) + Xigys £(T(a b))
#i . (3.142)

f )+ZJ¢1f( j) 42 e f(B))

Poniewaz y minimalizuje wartos¢ calego wyrazenia, wiec mozemy zaobserwowad, ze

F(T(a;, b)) + X5y F(T(aj,u)) + S5 pr F(T(az, b))
u; = arg min i . (3.143)
b, <b<F; ()+2J#1f( P+ 2k F()
i#j

Stad kazde u; zalezy od wszystkich pozostalych u;.

|
I

Jednym z rozwiazan tego problemu moze by¢ konstrukcja réwnania rekurencyjnego, opisuja-
cego warto$¢ u; wraz z iteratywnym algorytmem przyblizajacym jego rozwiazanie. Rownanie

mozna tatwo wyprowadzi¢ z (3.143)

F(T (a5 b)) + 5y F(Tlag ) + 7y (T (a.by)
gng) = arg min i - 0 - , (3.144)
b, <b<b; JO) + 2250 ) + Dy £(8y)
i)
z nastepujacymi warunkami poczatkowymi:

b;, jeslii>k
W0 =% - (3.145)
by, jeslii <k
(1+1) . . , . (1) . .
nie zalezy bezposrednio od u,; . Jednakze, wystepuje tu

0

Nalezy zauwazy¢, ze w tym réwnaniu u,

(=1

posrednia zaleznos$¢ od u, poprzez pozostate u u; . Wykorzystanie tego rownania nie gwarantuje
otrzymania optymalnej wartosci u;. Jednak, jak zostalo to wykazane w eksperymentach, sytuacja
taka nie ma miejsca. Algorytm szybko zbiega do optymalnej wartosci u;. Oczywiscie analogiczne
rozumowanie moze zosta¢ rowniez zastosowac¢ do u;.

Gléwnym celem podczas projektowania algorytméw dla obliczania uogélnionej przedziatowej
mocy wzglednej dla IVFS w przypadku t-norm bez u-wtasnosci byto zintegrowanie zapropono-
wanego rownania rekurencyjnego z algorytmem zaproponowanym w poprzedniej sekcji. Ogoélna
zasada dzialania polega na iteracyjnym wykonywaniu Algorytmu 2, dopoki zmiana w wyniku
bedzie wystarczajaco mala (mniejsza niz pewien ustalony ¢). Pseudokod algorytmu dla obliczania
dolnego ograniczenia przedstawiony jest za pomocag Algorytmu 3. Podobnie jak w poprzedniej

sekcji, algorytm dla obliczania ¥ jest bardzo podobny.
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Algorytm 3 Przyblizony algorytm do obliczania y w przypadku t-norm bez u-wlasnosci.

1: Przenumeruj a;, b; oraz b; w taki sposdb, aby p, byly uporzadkowane rosnaco

2: k' + |n/2.4|
k' n
3 m > [(T(aw)+ > f(T(a;b))
i=1 i=k'+1
k' n
4 MY flu)+ > f(b)
i=1 i=k/+1
5: y’ — %
6: repeat
7 Y %
8: repeat
9: kK
10: k' < Znajdz k' takie, ze p,, <y < Pia
11: s < sign(k’ — k)
max(k,k’)
12: m<—m+s > (f(T(aiw)) — f(T(a; b))
i=min(k,k’)+1
max(k,k")
13: MeM+s > (flw)— fB)
i=min(k,k")+1
14: Y 1
15:  until &' # k
16: e« |y — vyl
17 Y~y
18: until e < ¢
19: return y




RozDzIAL 4

Zastosowania w klasyfikacji

Problem klasyfikacji polega na okresleniu klasy (kategorii), do ktérej nalezy przypisaé¢ nowy,
wczedniej nieznany obiekt. Budowa klasyfikatora odbywa sie z wykorzystaniem zbioru uczacego,
zawierajacego dane o obiektach, co do ktérych znana jest ich przynalezno$¢ do klasy. Obiekty te
sg opisane przy pomocy réznych atrybutéw. Do oceny skutecznosci klasyfikatora wykorzystuje sie
zbidr testowy zawierajacy instancje nie znane podczas jego tworzenia. R6zne metody klasyfikacji
znalazly zastosowanie m.in. w tak waznych dziedzinach, jak przetwarzanie tekstu czy diagnostyka
medyczna.

Problem klasyfikacji znaczaco sie komplikuje, gdy dopuscimy niekompletnosé lub, ogélniej,
niepewnos¢ danych. Najprostszy wariant zaklada brak wartosci wybranych atrybutéw w zbiorze
testowym. Rozwigzaniem w takim przypadku moze by¢ konstrukcja osobnych modeli dla uwzgled-
nienia braku wartoéci kazdego atrybutu. Rozwiazanie to nie jest jednak efektywne, gdy dopuscimy
brak wartosci wielu réznych atrybutéw. Kolejny wariant to brak danych zaréwno w zbiorze
testowym, jak i uczacym. Ponadto w obu wariantach mozna uwzglednié¢ nie tylko niepewnosé
wynikajaca z braku danych, ale rowniez bardziej ogélnie, niepewnos¢ typu epistemicznego. W
takich warunkach konstrukcja efektywnego klasyfikatora z wykorzystaniem klasycznych metod
moze okazaé sie¢ bardzo trudna albo nawet niemozliwa.

Podstawowe problemy napotykane podczas klasyfikacji danych niepewnych to:

e niemozliwo$é uzycia wszystkich dostepnych danych do konstrukcji modelu (usuwanie

obiektéw lub atrybutéw, w ktérych wystepuja brakujace wartosci),
e niemozliwoé¢ klasyfikacji obiektéw z brakujacymi wartosciami,

e koniecznosé konstrukeji réznych metod klasyfikacji dla réznych danych (np. osobny model

dla obiektéw z brakujacymi warto$ciami i bez nich),

e znaczacy wzrost ztozonosci obliczeniowej zaréwno procesu uczenia klasyfikatora, jak i samej

klasyfikacji,

e wzrost ztozonosci metod klasyfikacji, ktéry znaczaco utrudnia zrozumienie konstruowanych

modeli.

Zaproponowane w niniejszym rozdziale metody klasyfikacji prébuja rozwigzac¢ te problemy za

pomoca miar podobienstwa uwzgledniajgcych niepewnosc.
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4.1 Zaproponowane metody klasyfikacji

W niniejszej rozprawie zaproponowane zostana dwie metody klasyfikacji, oparte na miarach
podobienstwa vwzgledniajgcych niepewnosé, wprowadzonych w poprzednim rozdziale. Obie metody
dziataja na zasadzie wyboru najblizszego sasiada, jednak réznia sie struktura zbioru uczacego
oraz sposobem jego wykorzystania. W metodzie k najpodobniejszych sqsiadow caly zbiér uczacy
stanowi baze do dalszej klasyfikacji, podczas gdy w rozmytym klasyfikatorze przedziatowym shuzy
on tylko do okreslenia prototypéw klas. Podejscie oparte na prototypach pozwala na ptynne
potaczenie zaréwno wiedzy zawartej w danych, jak i wiedzy, ktéra mozna uzyskaé od eksperta.

Cecha, ktéra wyrdznia obie zaproponowane metody klasyfikacji jest pelne wsparcie dla
niepewnoéci danych. Dzigki wykorzystaniu miar podobienstwa uwzgledniajgcych niepewnosé,
zaproponowane metody klasyfikacji bez problemu radza sobie z niepewnoscia typu epistemicznego
zaréwno w zbiorze uczacym, jak i podczas klasyfikacji. Ponadto, wynikiem dzialania rozmytego
klasyfikatora przedziatowego, oprocz wskazania klasy, do jakiej nalezy przypisaé¢ nowy, niepewny
obiekt, jest tez przedzialowy zbiér rozmyty opisujacy przynalezno$é do wszystkich znanych klas,
dzigki czemu mozliwa jest wizualizacja wynikéw. Ta cecha sprawia, ze rozwigzanie moze zostac
wykorzystane w systemach wspomagania decyzji.

W systemach eksperckich oraz, ogélniej, w problemie wspomagania decyzji bardzo czesto,
oprocz samej skutecznosci, wazna jest réwniez interpretowalno$é¢ wykorzystywanych modeli ma-
tematycznych. Zbyt skomplikowane i trudne do zrozumienia dla eksperta metody, zniechecaja do
ich wykorzystania. Problem taki ma miejsce przyktadowo w dziedzinie wspomagania diagnostyki
medycznej, gdzie lekarze bardzo sceptycznie spogladaja na metody, ktérych mieliby uzywaé na
zasadzie czarnej skrzynki.

Opracowywane klasyfikatory tworzone byty z myslg o wykorzystaniu w medycznych systemach
wspomagania diagnostyki. Z tego powodu jednym z podstawowych zalozen byto utrzymanie
prostoty oraz niewielkiej zlozonosci koncepcyjnej. Wybrane rozwiazania bazuja na metodzie
najblizszego sasiada, ktora bardzo przypomina stosowang w medycynie metode oparta na studium

przypadku.

4.1.1 Metoda k najpodobniejszych sasiadéw

Metoda k najpodobniejszych sqsiadéw (ang. k most similar neighbors method, kSN) jest warian-
tem metody k najblizszych sasiadéw, gdzie zamiast odlegloéci pomiedzy obiektami wykorzystuje
sie ich przedzialowe podobienstwo. Podstawowym zalozeniem przy konstrukeji klasyfikatora
byta mozliwos¢ klasyfikacji danych obarczonych niepewnoscia epistemiczna (np. wynikajaca z
niekompletnosci danych). Jednak miary podobienstwa uwzgledniajace niepewnosé nie moga w
prosty sposéb postuzyé do konstrukeji funkcji odlegloéci na potrzeby metody k najblizszych sasia-
déw. Stad metoda k najpodobniejszych sqgsiadow posiada dodatkowe elementy, odpowiedzialne za
obstuge niepewnosci. Schemat 4.1 przedstawia gltéwne kroki zaproponowanej metody klasyfikacji.

Podstawowsa, réznica pomiedzy funkcjg odlegtosci, a miarg podobienstwa uwzgledniajgcg
niepewno$é, jest przedziatowy charakter wartoéci podobienstwa. Glowny problem dotyczy uszere-
gowania przedzialéw (Krok 2.), ktére, w odréznieniu od liczb rzeczywistych, nie jest zdefiniowane

jednoznacznie. Standardowe metody szeregowania przedziatéw to:
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niekompletna/niepewna
baza instancji {B;}
Metoda k najpodobniejszych sqgsiadoéow

Krok 1: , Krok 4:
. wyliczenie wektora wybér koncowej
obiekt testowy A | podobiefistw przy klasy spoéréd klasa lub NA
uzyciu miary k najpodobniejszych
podobienstwa § sasiadow
Krok 2: Krok 3:
uporzj@dkowanie . wybér k
podobienstw zgodnie . . .
. najpodobniejszych
z zadanym porzadkiem . 1.
. sasiadow
na przedzialach

Rysunek 4.1: Schemat dzialania klasyfikatora opartego na metodzie k najpodobniejszych
sgsiadow.

e sortowanie przedzialéw wzgledem Srodka, dolnego lub gérnego ograniczenia

la1,b1] < [ag,ba], gdy a1 + b1 < az + by, (4.1)
[ala bl] < [0/2, b2]7 gdy a; < az ) (42)
la1,b1] < [ag,b2], gdy b1 < b2, (4.3)

e sortowanie oparte na poréwnywaniu wartosci bipolarnych [11, 29]

[al,bl] < [ag,bg], gdy a1 + b1 <ag+byluba; +by =as+byiay —b <ag— by, (4.4)

e wykorzystanie czeSciowego porzadku okreslonego przez relacje dominacji przedziatéw

[a1,b1] < [ag,b2], gdy b1 < a2, (4.5)

e wykorzystanie cze$ciowego porzadku kraty, okreslonego przez relacje

[al, bl] < [CLQ, bg], gdy a1 < a 1 bl < bg. (46)

W przypadku trzeciej i czwartej metody, otrzymany porzadek jest tylko czesciowy. Z tego
powodu nie mozna jednoznacznie uporzadkowaé przedziatéw. Jednak na potrzeby zastosowania w
klasyfikacji, wystarcza dowolne uszeregowanie przedzialéow, ktére jest zgodne z wybrana relacja.

Roéwniez pozostate kroki metody k najpodobniejszych sgsiadow umozliwiaja dopasowanie
parametréw wplywajacych na jakos¢ klasyfikacji. Najistotniejszym parametrem jest dobdér miary
podobienstwa w Kroku 1. Dzieki odpowiednim wlasnosciom miary podobienistwa uwzgledniajgcej
niepewno$é, nie ma potrzeby nakladania dodatkowych obostrzen. Problem doboru warto$ci
parametru k z Kroku 3 jest analogiczny, jak w przypadku klasycznej metody najblizszego sasiada.

Ostatni krok polega na wyborze klasy dla obiektu testowego na podstawie k£ najpodobniejszych

sasiadéw. Najprostsze rozwiazanie to wybér dominujacej klasy. Uwzglednienie niepewnosci w
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procesie klasyfikacji pozwala na wykorzystanie innej metody wyboru klasy. Polega ona na wyborze
klasy sasiada, ktérego podobienstwo niesie najmniej niepewnosci (tj. przedzial bedacy wartoscia
miary podobienstwa ma najmniejsza dtugosé¢). Nastepna metoda moze zostaé wykorzystana tylko,
gdy dopuszczalna jest sytuacja, w ktorej klasyfikator nie podejmuje decyzji. W tej metodzie,
jako klasa dla obiektu wybierana jest ta, do ktérej naleza wszyscy k najpodobniejsi sasiedzi.
W przypadku réznych klas decyzja nie jest podejmowana. Brak decyzji moze réwniez mieé
miejsce w przypadku parzystych wartoéci parametru k i metody wyboru klasy dominujacej. Takie
rozwigzanie moze by¢ szczegdblnie przydatne w systemach eksperckich wspierajacych diagnostyke
medyczna, gdzie w przypadku niewystarczajacych przestanek mozna catkowicie zrezygnowaé z
podejmowania decyzji wskazujac w ten sposob, ze nalezy zebraé¢ wiecej danych.

Do najwazniejszych zalet metody k najpodobniejszych sgsiadow nalezy zaliczyé prostote jej
koncepcji, tatwos¢ implementacji oraz jednorodny sposéb operowania na kompletnych, niekom-
pletnych, a nawet niepewnych danych. Trzecia zaleta jest szczegdlnie wazna, gdyz malo jest
modeli o takiej wlasnosci.

Do podstawowych wad zaproponowanej metody nalezy duza ztozonosé obliczeniowa. Choé
faza uczenia klasyfikatora w tym przypadku nie jest zwiazana z duzym naktadem obliczeniowym,
to koszt klasyfikacji pojedynczej instancji jest dos¢ wysoki. W rozdziale trzecim pokazano, ze
wyliczenie wybranych miar podobienstwa mozliwe jest w czasie O(|U|log|U|). Pierwszy krok
wymaga zatem O(n|U|log |U|) operacji, gdzie n to liczba instancji w bazie. Uporzadkowanie
przedzialéw w kroku drugim, w zaleznosci od uzytej metody, mozna wykonaé w czasie O(nlogn),
jedli wybrany porzadek jest catkowity, lub O(n?), jedli do sortowania zgodnie z porzadkiem
cze$ciowym wykorzystane zostanie sortowanie topologiczne. Realizacja krokéw trzeciego i czwar-
tego wymaga O(k) operacji. Zatem lacznie do sklasyfikowania pojedynczego obiektu testowego
potrzeba O(nlogn+n|U|log |U|) lub O(n?+n|U|log |U|) operacji. Ztozonosé ta, choé duza, wciaz

pozwala na efektywne klasyfikowanie, nawet przy kilku tysigcach elementéw w bazie instancji.

4.1.2 Przedziatowy klasyfikator rozmyty

Przedzialowy klasyfikator rozmyty (ang. Interval-Valued Fuzzy Classifier, IVFC) zostal po
raz pierwszy opisany w [73]. Podstawowym zaloZeniem przy jego opracowywaniu byta mozliwosé
radzenia sobie z niepewnoécia w klasyfikowanych obiektach. W zaproponowanym podejsciu,
zamiast traktowaé to jako przeszkode, uczyniono z tego gtéwny atut pozwalajac, aby wynik
klasyfikacji rowniez obarczony byt niepewnoscia.

Ogdlny schemat dzialania IVFC (Rysunek 4.2) jest zblizony do poprzedniej metody. Gléwna
role w klasyfikacji wcigz odgrywa miara podobienstwa uwzgledniajgca niepewnosé. Podstawowa
roznica dotyczy sposobu wykorzystania bazy instancji. W metodzie k najpodobniejszych sqsiadow
cala baza bierze bezposredni udzial w klasyfikacji. W przypadku przedzialowego klasyfikatora
rozmytego jest ona wykorzystywana tylko do budowy prototypéw poszczegdlnych klas. Pierwotna
wersja klasyfikatora dopuszczata jeden prototyp na klase, jednak rozwigzanie to, choé¢ bardzo
eleganckie z teoretycznego punktu widzenia, okazalo sie zbyt malo elastyczne dla zastosowan
praktycznych. W procesie konstrukcji prototypéw mozna tez uwzgledni¢ wiedze eksperta zaréwno
poprzez dodanie nowych, jak i edycje uzyskanych w inny sposéb prototypéw. Problem generowania

prototyp6w (czy tez redukcji instancji dla metody k najblizszych sasiadéw) jest znany i szeroko
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Rysunek 4.2: Schemat dzialania przedziatowego klasyfikatora rozmytego.

zbadany [103]. Jednak wciaz malo jest prac na temat radzenia sobie z danymi niekompletnymi
oraz niepewnymi w sensie epistemicznym.

Prototypy, niezaleznie od metody, jaka zostaly uzyskane, sa w pierwszym kroku algorytmu
klasyfikacji poréwnywane z obiektem testowym za pomoca miary podobienstwa. Kazde poréwnanie
przypisuje jedno przedzialowe podobienstwo pewnej klasie. W ten sposob dla kazdej klasy, dla
ktérej istnieje prototyp, uzyskiwana jest lista podobienstw, ktére nastepnie w kroku drugim
muszg zostaé zagregowane do jednego przedzialu. Najprostszym rozwiazaniem jest wybranie
przedzialu, ktory opisuje najwieksze podobienistwo. W tym celu mozna postuzyé¢ sie jedna z
metod porzadkowania przedzialéw z poprzedniej sekcji. Ponadto w przypadku, gdy interpretacja
klas w spos6éb numeryczny jest adekwatna w danym problemie, do agregacji mozna réwniez
wykorzystaé¢ przedzialows érednia wazong.

W kroku drugim, konstruowany jest przedzialowy zbiér rozmyty, ktéry najczesciej ma

nastepujaca postac:
D = §(Ci17A)/k1asa1 + §(Ci2’A)/klasa2 + -+ §(Cin’A)/klasan . (47)

Stanowi on bardzo cenne zrédlo informacji na temat wyniku klasyfikacji, pozwalajac na ocene jej
jakosci, jak i wizualizacje w postaci informacji bipolarnej (patrz Sekcja 4.3).

Standardowo od klasyfikatora wymaga sie jednak, aby wskazal on jedna klase, do ktorej
nalezy przypisa¢ nowy obiekt testowy. Stad w kroku trzecim przedzialowy zbiér rozmyty D,
opisujacy przynalezno$é¢ do poszczegdlnych klas, musi zostaé¢ podsumowany, czego wynikiem bedzie
wskazanie jednej klasy. Podobnie jak w poprzednich krokach, w tym celu mozna wykorzystaé¢ wiele
metod, a najprostsze bazuja ponownie na metodach porzadkowania przedzialow — wybierana jest
klasa, do ktérej przypisane jest najwieksze podobienstwo. W przypadku uzycia tej samej metody
porzadkowania przedzialéw w krokach drugim i trzecim, wynik dziatania IVFC jest tozsamy z
metodg k najpodobniejszych sqsiadéow dla k = 1 zastosowana dla zredukowanej bazy instancji

(prototypéw).
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W przypadku przedziatowego klasyfikatora rozmytego naktad obliczeniowy rozklada sie za-
rowno na faze uczenia jak i klasyfikacji. W fazie uczenia budowane sa prototypy, dzieki czemu
znaczacej redukeji ulega wplyw rozmiaru bazy instancji na czas pdzniejszej klasyfikacji. Naktad
obliczeniowy tej fazy zalezy od wykorzystanych metod. Koszt klasyfikacji pojedynczej instancji to
O(m|U|log|U|) operacji dla pierwszego kroku, gdzie m to liczba prototypéw skonstruowanych na
podstawie bazy instancji. Zaréwno krok drugi i jak i trzeci wymaga O(m log m) lub O(n?) operacji
w zaleznodci od wykorzystanej metody. Stad taczna ztozonoéé obliczeniowa etapu klasyfikacji
to, podobnie jak w przypadku metody k najpodobniejszych sqsiadéw, O(mlogm + m|U|log|U])
lub O(m? + m|U|log |U|). Réznica jest jednak znaczaca, gdyz warto$é m nie zalezy od rozmiaru

bazy instancji i z reguly jest bardzo mata, maksymalnie kilka prototypow na klase.

4.2 Ewaluacja i wyniki

Przeprowadzenie uczciwego poréwnania skutecznosci opracowanych metod klasyfikacji z
innymi znanymi klasyfikatorami jest trudne. Wiekszoé¢ z nich nie potrafi operowaé na da-
nych przedziatowych. Z drugiej strony, poréwnywanie metod stworzonych do radzenia sobie z
niepewnoécia informacji na danych jej pozbawionej, znacznie faworyzuje rozwigzania klasyczne.

Kolejnym problemem jest dostepnosé dobrze udokumentowanych zbioréw danych obarczonych
niekompletnoscia, ktore mogltyby postuzy¢ takiemu poréwnaniu. Z mysla o przezwyciezeniu tego
problemu, w ramach projektu KEEL stworzono archiwum zbioréw danych [1]. Niestety zawiera
ono tylko jeden rzeczywisty zbiér danych (w réznych wariantach), ktéry moze zostaé¢ wykorzystany
do realizacji tego zadania.

Na potrzeby tego oraz nastepnego podrozdziatu przygotowano, dostepne na licencji open
source, implementacje opracowanych miar podobienstwa oraz metod klasyfikacji [119]. Jako
platforme wybrano uznany i darmowy jezyk programowania R.

Niniejszy podrozdzial poswiecony jest ewaluacji zaproponowanych metod klasyfikacji na
zbiorze danych pochodzacym z archiwum KEEL. Skuteczno$é¢ zostanie poréwnana z metodami

zaproponowanymi przez tworcéw tego zbioru danych.

Zbiér danych i procedura ewaluacji

Dysleksja moze zostaé zdefiniowana jako uposledzenie procesu uczenia u oséb z prawidlowym
ilorazem inteligencji oraz bez innych fizycznych lub psychologicznych probleméw, ktére mogtyby
tlumaczy¢ taki stan.

Zbiér danych dysleric zawiera wartoéci dwunastu wskaznikéw (atrybutéw), pozwalajacych
oceni¢, czy umiejetnosci czytania, pisania oraz wykonywania rachunkéw sa rozwiniete odpowiednio
do wielu dziecka. Zbiér uwzglednia 65 dzieci w wieku miedzy 6 i 8 lat, zamieszkatych w prowincji
Asturia w Hiszpanii. Szacuje sie, ze problem w tym rejonie dotyczy 4-5% dzieci.

Zbiér danych obarczony jest niepewno$cia wynikajaca ze Swiadomej decyzji psychologa
badajacego dziecko. Kazdy atrybut przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 10]. W przypadku trudnosci
z okredleniem doktadnej wartosci, psycholog moze postuzy¢ sie dowolnym przedziatem. Ponadto

zbiér danych nie jest kompletny i wartosci niektérych atrybutéw nie sa dostepne. Opisy wszystkich
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Rysunek 4.3: Usredniony bled klasyfikacji na zbiorze danych dyslexic. Po lewej stronie nanie-
stono rowniez wyniki klasyfikatorow opartych na metodzie GFS.

instancji zostaly znormalizowane i poddane konwersji do przedzialowego zbioru rozmytego.
Brakujace wartosci zostaly zastapione przedzialem wszystkich mozliwosci, tj. [0, 1].

Podczas badania dokonuje sie klasyfikacji dziecka do nastepujacych czterech grup: bez dysleksji,
do kontroli, z dysleksjq oraz inne zaburzenie. Kazde dziecko w wyniku badania moze zostac
przypisane jednoczesnie do wielu grup.

Ewaluacja zostata przeprowadzona z wykorzystaniem 10-krotnej walidacji krzyzowej, takiej
samej jak w pracach [61, 62], dzieki czemu mozliwe bedzie poréwnanie otrzymanych wynikow.

Podzial na zbiory uczace i testowe zostal pobrany z archiwum KEEL.

Whyniki i dyskusja

Zgodnie z zaproponowanym schematem oceniono skutecznosé klasyfikacji 600 wariantéw
metody k najpodobniejszych sgsiadow. Wykorzystano nastepujace komponenty i wartosci parame-
tréw:

—_——

1. miara podobiefnstwa uwzgledniajaca niepewnosé s7. ¢ fu dla nastepujacych t-norm i od-
powiadajacych im t-konorm: 755 (= Twin), T8, TS5, T, T35 5, T5° (= Tprod), T35
Truk (= TP9), Ty® oraz TP,

2. porzadek przedzialéw oparty na $rodku, dolnym lub gérnym ograniczeniu, relacji dominacji

(4.5) oraz porzadek zgodnie z (4.6);
3. wartosci k z przedzialu od 1 do 5;

4. metody wyboru koncowej klasy oparte na glosowaniu wiekszosciowym, najmniejszej nie-

pewnoéci oraz catkowitej zgodnosci.

Niestety przedziatowy klasyfikator rozmyty nie mégl zosta¢ wykorzystany na tym zbiorze danych

ze wzgledu na zbyt malg ilo$¢ informacji potrzebnych do utworzenia prototypow.
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Na Rysunku 4.3 przedstawiono Sredni poziom bledu w klasyfikacji czteroklasowej. Dla
poréwnania przedstawione zostaly réwniez wyniki uzyskane przez oba warianty metody GFS (ang.
Genetic Fuzzy System), ktéra zostala zaproponowana przez autoréw zbioru dyslexic. Podstawowy
wariant (crisp) bardzo stabo radzi sobie z danymi niepewnymi, uzyskujac btad klasyfikacji na
poziomie 0.657. Jego rozszerzona wersja wypada lepiej, uzyskujac wynik w przedziale [0.421, 0.558].

Obie te metody sa jednak istotnie gorsze od wiekszosci wariantow metody k najpodobniejszych
sgstadow. Podstawowa metoda oparta na mierze podobienstwa zbudowanej w oparciu o t-norme
minimum (klasyczny indeks Jaccarda) uzyskala w ewaluacji btad klasyfikacji na poziomie zaledwie
0.2. Nie jest to wynik odosobniony, gdyz réwniez dla wielu innych t-norm btad nie przekracza 0.4.

Bardzo ciekawy jest tez dobdér wartosci parametru k. Dla t-norm, ktére uzyskaly najnizszy
blad klasyfikacji (sa to tez t-normy o nizszych warto$ciach parametru \) wynosi ona 1. Wraz ze
wzrostem A rosnie tez k. Stad mozna wnioskowaé, ze w problemie klasyfikacji dysleksji, najlepsza
skutecznos$¢ osigga sie poprzez bezposrednie przypisanie klasy identycznej jak najpodobniejsza

(w sensie rozszerzonego indeksu Jaccarda) instancja z bazy.

4.3 Zastosowania w diagnostyce guzéw jajnika

Niniejszy podrozdzial poswiecony jest zagadnieniu diagnostyki réznicowej guzéw jajnika.
Problem ten stanowil punkt wyjsciowy do rozpoczecia badan nad klasyfikacja danych niekom-
pletnych i niepewnych. Sekcja rozpoczyna si¢ krétkim opisem problemu z medycznego punktu
widzenia. Nastepnie zostana przedstawione dwa scenariusze wykorzystania zaproponowanych
metod klasyfikacji. W obu przypadkach przedstawione zostang wyniki obszernych ewaluacji

skutecznodci przeprowadzonych na rzeczywistych danych medycznych.

4.3.1 Woprowadzenie do problematyki diagnostyki guzéw jajnika

Guzy ztosliwe jajnika sa jednym z najtrudniejszych probleméw wspolczesnej onkologii gineko-
logicznej zaréwno w aspekcie diagnostyki, jak i leczenia [79]. Problem ten obejmuje wszystkie
kraje na Swiecie, takze te wysoko rozwiniete [37]. Nie w pelni poznana etiologia, a takze rosnaca
zachorowalnos¢ i umieralno$c¢ jeszcze bardziej zwigkszaja wage tego zagadnienia. Wysoki wskaznik
umieralnosci u kobiet wynika z tego, ze nowotwory jajnika sa trudne do wykrycia we wczesnych
fazach zaawansowania [79].

Najnowsze badania epidemiologiczne wykazuja, iz liczba zachorowan na nowotwor jajnika
rosnie z roku na rok. Okazuje sie jednak, iz wystepowanie tej choroby jest zréznicowane ze
wzgledu na strefy geograficzne, otaczajace érodowisko oraz wiek. Najbardziej podatne na zmiany
jajnika sg kobiety zamieszkale w péInocnej i zachodniej Europie oraz Ameryce Péinocnej. Jednak
w samej tylko Europie liczba kobiet zapadajacych na te przypadtoéé jest bardzo rézna - w Austrii
wynosi ona 15.1 na 100 000, podczas gdy w niektérych rejonach Hiszpanii i Wloch odpowiednio
6.5 1 6.9. Zdecydowanie rzadziej problem nowotworu przydatkéw dotyka kobiety w Afryce -
najnizsze wskazniki zachorowan wynosza 0.7 w Mali i 1.2 w Algierii [79, 96, 104].

Szacuje sie, ze w samej tylko Unii Europejskiej w 2012 r. wykryto ponad 45 000 nowych
przypadkéw guza jajnika, z czego ponad 30 000 doprowadzilo do $mierci pacjentek. Srednia liczba

zgondéw pacjentek w krajach unijnych na 100 000 mieszkancéw wynosi 7.4. W Polsce jednak jest
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ona wyzsza — 10.3. Wedlug danych Swiatowej Organizacji Zdrowia (WHO) nowotwoér jajnika
stanowil przyczyne 6.4% zgonéw spowodowanych chorobg nowotworowg w Polsce, co daje szoste

miejsce wsréd guzéw, a drugie wéréd zmian uktadu rozrodczego [96, 104].

Wecezesne wykrycie i poprawne zdiagnozowanie guza ma bardzo duzy wplyw nie tylko na sama
terapie, ale réwniez na miejsce, w ktérym powinna zostaé¢ ona przeprowadzona. Chore, ktére od
razu trafia pod opieke ginekologa-onkologa maja lepsze rokowania, niz pacjentki operowane w
mniejszych osrodkach [37]. Stad bardzo wazne jest mozliwie dokladne ustalenie rodzaju guza i

charakteru jego ztosliwosci przed pierwszym zabiegiem operacyjnym.

W przeciagu ostatnich lat przeprowadzono szereg badan, ktérych celem bylo wskazanie
parametréw opisujacych pacjentke, ktére umozliwialyby przedoperacyjna predykcje typu no-
wotworu jajnika. Poza klasycznymi cechami zbieranymi podczas wywiadu medycznego, takimi
jak status menopauzalny czy wystepowanie choréb nowotworowych w rodzinie pacjentki [13],
zwr6cono uwage na informacje uzyskane podczas badania ultrasonograficznego [68, 84, 87]. Sa to
m.in. ilo$¢ oraz uklad naczyn w obrebie guza jajnika, jego objetos¢ i umiejscowienie, obecno$é
plynu w jamie otrzewnowej, a ponadto wystepowanie bélu u pacjentki podczas badania. Osobna
kategoria sa markery nowotworowe: CA-125 oraz HE4, ktérych poziom réwniez jest jedna z
wazniejszych przestanek podczas réznicowania [9, 51]. Wciaz trwaja badania nad przydatnoscia
innych markeréw podczas diagnostyki nowotworéw jajnika, np. osteopontyny, jednak wyniki

wciaz nie sa jednoznaczne [53, 55].

Na przestrzeni ostatnich dwéch dekad wyksztalcily sie dwa nurty, ktére postawily sobie za cel
zblizy¢ sie do trafnodci subiektywnej oceny doswiadczonego ginekologa-ultrasonografisty, ktory
wciaz pozostaje niedodcignionym wzorem w réznicowej diagnostyce guza jajnika [86]. Pierwszym
z nich jest podejécie poprzez skale punktowe, w ktérych za wystepowanie danej cechy u pacjentki
przyznawane sg punkty, a po sumarycznym przekroczeniu pewnego progu wskazuje sie ztodliwosé

nowotworu. Ostatecznie zaowocowalo to cala gama skal diagnostycznych [2, 16, 40, 66, 80].

Drugim nurtem sa modele matematyczne. Z jednej strony, wypracowano wiele algorytméw
bazujacych na podejsciu regutowym [89]. Z drugiej strony, przy uzyciu narzedzi, ktérych dostarcza
nauczanie maszynowe, skonstruowano rozwiazania wykorzystujace regresje logistyczna, takie
jak modele LR1, LR2 i ADNEX [52, 82, 88, 98], sztuczne sieci neuronowe [7, 69, 83], maszyny

wektoréw nosnych czy tez sieci bayesowskie [99, 100].

Nalezy tez wspomnie¢ o rozwigzaniach posrednich, tj. podejéciu zaproponowanym w modelu
RMI [90], bedacym polaczeniem skali punktowej oraz modeli matematycznych, a ponadto
regutowej skali diagnostycznej GI-RADS [3].

Autorzy wspomnianych skal oraz modeli wskazuja wysoka trafno$é prognostyczna modeli
predykecyjnych, rzedu 95%, a nawet 100% [2, 85]. Niestety, zewnetrzna ewaluacja weryfikuje
te zalozenia 1 w rzeczywistoSci ogdlna trafno$é prognoz rzadko przekracza 90%, zaréwno w
przypadku czulosci, jak i swoistosci [97, 101]. Mozna z tego wnioskowad, ze obecnie nie posiadamy
wystarczajacej wiedzy, pozwalajacej jednoznacznie stwierdzié¢, co i w jakim stopniu wptywa na

typ nowotworu jajnika.
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Rysunek 4.4: Podzial pacjentow pod wzgledem poziomu kompletnosci danych.

4.3.2 Scenariusz 1: diagnostyka na podstawie danych pacjentki

Pierwszy scenariusz zastosowania zaproponowanych w niniejszej dysertacji metod klasyfikacji
zaktada wykorzystanie catych dostepnych danych medycznych do podjecia diagnozy. Jest to
metoda najprostsza i najbardziej bezposrednia, gdyz jedynym przeksztalceniem, jakiemu pod-
dawane sa dane jest normalizacja. Miara podobienstwa wykorzystywana jest bezposrednio do

poréwnywania danych medycznych dwéch réznych pacjentek.

Zbior danych

Grupa badawcza sktada sie z 388 pacjentek leczonych z rozpoznaniem guza jajnika w Klinice
Ginekologii Operacyjnej Uniwersytetu Medycznego im. Karola Marcinkowskiego w Poznaniu
w latach 2005 — 2015. Sposrdd nich, u 61% zdiagnozowano zmiane tagodna, a u 39% zlosliwa.
Ponadto, 56% pacjentek nie mialo zadnych brakujacych danych, a u 40% brakowalo mniej niz
50% danych. Procentowy rozktad udzialu brakujacych danych przedstawiono na Rysunku 4.4.
Istotny podzbiér tej grupy badawczej, obejmujacy wiekszosé pacjentek z kompletnym opisem,
zostal przedstawiony w kontekécie medycznym w pracy [54].

Procedura ewaluacji opiera si¢ na klasycznym podziale danych na zbiér treningowy (optymali-
zacyjny) i testowy. Poczatkowy zbiér danych nie ma jednorodnego rozkladu poziomu brakujacych
danych. Jezeli takie dane zostalyby podzielone réwnomiernie, mogloby to doprowadzi¢ do sytuacji,
w ktérej na etapie optymalizacji i/lub testowania nie bylyby dostepne instancje o wszystkich
poziomach braku danych. Taka sytuacja jest bardzo niepozadana, gdyz celem jest opracowanie
metody dziatajacej dla kazdego poziomu braku danych. Alternatywa jest poszerzenie zestawu
danych poprzez wlaczenie nowych pacjentek. Jednak takie rozwiazanie jest bardzo czasochtonne
i kosztowne. Dlatego tez konieczne bylo znalezienie innego, opisanego ponizej, sposobu.

Zbiér testowy sktada sie z instancji z brakujacymi danymi i pewnej czesci tych z kompletnym
zestawem danych. Z drugiej strony, zbiér optymalizacyjny zbudowany jest z instancji z kompletnym

opisem, a niekompletnosé jest symulowana. W symulacjach przyjeto, ze niekompletno$é¢ danych
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Rysunek 4.5: Podzial danych pomiedzy zbior optymalizacyjny i testowy. Instancje z ponad 50%
niekompletnosci danych zostaly wykluczone z badan.

wystepuje w sposob losowy, gdyz nie jest mozliwe dokladne symulowanie procesu diagnostycznego.
Faktyczny rozkitad pozioméw braku danych nie jest znany, stad w fazie optymalizacji przyjeto
zalozenie o jego jednorodnosci. Dzieki takiemu okresleniu, zaréwno w zbiorze optymalizacyjnym,
jak i testowym wystepuja instancje o réznym poziomie niekompletnosci danych.

Opis kazdej instancji poddawany jest konwersji do przedzialowego zbioru rozmytego. Niech
uniwersum U sklada sie ze wszystkich atrybutéw opisujacych pacjentke. Stopien przynaleznosci
danego atrybutu u; € U do przedzialowego zbioru rozmytego A, reprezentujacego pacjentke,
niesie informacje na temat stopnia w jakim warto$¢ tego atrybutu dla danej instancji jest duza.
Mamy tu zatem do czynienia z semantyka stopnia podobienstwa (patrz Podrozdzial 2.2).

Zbiér A budowany jest zgodnie z nastepujacym wzorem:

[a;,a;], jesli warto$¢ atrybutu u; jest okreslona
M/l(ul) = o ., o , > (4'8)
[0,1], jesli wartos¢ atrybutu wu; nie jest okreslona

gdzie a; € [0, 1] oznacza znormalizowana wartosé¢ i-tego atrybutu dla danej instancji. Do normali-
zacji wartosci do przedziatu [0, 1] wykorzystano klasyczna formule oparta na wartosci minimalnej

(m;) i maksymalnej (M;) danego atrybutu

bi — my

_ 4.
—, (4.9)

a;
gdzie b; to pierwotna warto$é¢ atrybutu. Stad w przypadku kompletnych instancji, jako wartosé
stopnia przynaleznosci dla danego atrybutu przyjmowany jest przedzial jednoelementowy. Nato-
miast, jesli warto$¢ pewnego atrybutu nie jest dostepna, jako stopien przynaleznoéci uzywany jest
caly przedzial jednostkowy. W ten sposéb wszystkie instancje (kompletne i nie) sa jednoznacznie
reprezentowane przy uzyciu takiego samego formatu danych.

Na zbiér optymalizacyjny sktada sie 200 kompletnych instancji, podczas gdy zbiér testowy
zawiera pozostale 18 kompletnych opiséw pacjentek oraz wszystkie opisy o poziomie niekomplet-
nosci danych ponizej 50% — lacznie 175 instancji. Instancje niekompletne w ponad 50% zostaly
wykluczone z badan. Podzial danych oraz rozktad klas w obu zbiorach przestawiony zostal na
Rysunkach 4.5 oraz 4.6.

Oproécz samego zbioru danych bardzo istotny jest tez doboér prototypow dla przedziatowego
klasyfikatora rozmytego. Na potrzeby niniejszego zbioru danych oraz ewaluacji przygotowane
zostaly prototypy oparte na wiedzy eksperckiej. Zastosowano podejscie analogiczne jak w nie-
dawnej pracy grupy IOTA [98], tj. podzielono guzy zlodliwe na cztery grupy: guzy zlosliwe we
wczesnym oraz péznym stadium zaawansowania, guzy przerzutowe oraz guzy granicznie ztosliwe.

Ponadto osobna grupe stanowia zmiany tagodne. Dla kazdej z grup przygotowano jeden prototyp
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Rysunek 4.6: Rozklad klas w zbiorze optymalizacyjnym oraz testowym.
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Rysunek 4.7: Wizualizacja prototypow wykorzystanych w klasyfikacji metodg IVFC. Skrétowe
oznaczenia literowe atrybutow zostaty wyjasnione w Tabeli 4.2.

opisujacy typowe parametry pacjentki z takim rozpoznaniem. Wszystkie wykorzystane prototypy

zostaly przedstawione na Rysunku 4.7.

Procedura ewaluacji

Celem fazy optymalizacji jest dobranie, na podstawie symulowanych niekompletnych danych,
optymalnych wartoéci parametréw kazdej z zaproponowanych metod. Symulowany poziom
niekompletnosci znajdowal sie w przedziale od 0% do 50% z krokiem 5%. Dla kazdego poziomu
niekompletnosci wykonano 10 powtorzen nastepujacej procedury. W pierwszej kolejnodci, ze
zbioru optymalizacyjnego losowane jest po 75 instancji dla kazdej z klas (zloSliwy, nieztosliwy).
Nastepnie ustalony procent danych opisujacy wybrane pacjentki jest zaciemniany (wymazywany).
Na tak przygotowanych danych wykonywana jest 10-krotna walidacja krzyzowa wszystkich
wariantéw zaproponowanych metod klasyfikacji. Uzyskana ocena jakosci klasyfikacji jest nastepnie
usredniana dla wszystkich powtorzen oraz pozioméw niekompletnosci danych. Pojedynczy krok

fazy optymalizacji przedstawiony jest na Rysunku 4.8.
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Rysunek 4.8: Diagram fazy optymalizacyi.
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Wynikiem fazy optymalizacji jest zbior klasyfikatorow, ktore najlepiej wypadly na symu-
lowanych danych niekompletnych. W fazie testowej, uruchamiane sg one na danych ze zbioru
testowego, dla ktérych Zrédltem niepewnodci jest rzeczywisty proces diagnostyczny. Jako baze
instancji dla zaproponowanych klasyfikatorow wykorzystany jest caly zbiér optymalizacyjny.
Aby zbadaé, jak zachowuja sie opracowane metody klasyfikacji w sytuacji, gdy baza instancji
obarczona jest niekompletnoscia, podobnie jak w fazie optymalizacji, symulowane sg rézne jej
poziomy. Uzyskana ocena jakosci klasyfikacji jest nastepnie usredniana dla wszystkich powtorzen
oraz pozioméw niekompletnosci danych. Pojedynczy krok fazy testowej przedstawiony jest na
Rysunku 4.9.

Whyniki i dyskusja

Zgodnie z zaproponowanym schematem oceniono skuteczno$é¢ klasyfikacji 600 wariantow
metody k najpodobniejszych sgsiadow oraz 350 wariantéw przedziatowego klasyfikatora rozmytego.
Klasyfikatory oparte na metodzie k najpodobniejszych sqsiaddéw sa takie same, jak w ewaluacji
na zbiorze danych dyslexic. W przypadku przedziatowego klasyfikatora rozmytego zastosowano

nastepujace komponenty i wartosci parametréw:
1. miary podobienstwa uwzgledniajace niepewnosé takie same, jak dla metody kSN;

2. metody agregacji podobienstw oparte na réznych uporzadkowaniach przedzialéw oraz

Sredniej arytmetycznej i wazonej;
3. metody wyboru koncowej klasy oparte na uporzadkowaniu przedzialéow.

Ze wzgledéw obliczeniowych parametry liczbowe takie, jak k dla kSN, czy A w mierze podobien-
stwa, zostaly ograniczone do pewnego reprezentatywnego, skonczonego podzbioru wartosci. Takie
rozwiazanie, oprocz znacznego zmniejszenia naktadu obliczeniowego, pozwala skutecznie uniknaé
problemu przeuczenia klasyfikatora.

Jakos$é algorytmoéw klasyfikujacych moze zosta¢ wyrazona za pomocg wielu réznych wskazni-
kéw, takich jak skuteczno$é, czulosé czy specyficznosé. W rozwazanym problemie diagnostyki
medycznej, najlepszy klasyfikator powinien zapewnia¢ bardzo wysoka czutosé, jak réwniez niewiele
nizsza specyficznodé. Co wiecej, w przypadku niektérych instancji dane moga nie wskazywac
jednoznacznie, jaka podja¢ decyzje. W takim przypadku klasyfikator nie powinien wskazywac
diagnozy, a pacjent powinien zostaé¢ odestany do referencyjnego oérodka leczniczego. Z tego
powodu dopuszczalna jest sytuacja, w ktorej czes¢ instancji nie bedzie miala przypisanej klasy
(decyzyjnos$¢ mniejsza niz 100%). Poniewaz wybér jednego wskaznika jakosci, ktéry spelnialtby
wszystkie kryteria, jest bardzo trudnym zadaniem [31], wykorzystano metode kosztu calkowitego,
gdzie jako miare jakosci klasyfikacji przyjmuje sie sume kosztow przypisanych poszczegdlnym
decyzjom.

Tabela 4.1 przedstawia koszty mozliwych decyzji dokonanych przez klasyfikator. Poprawna
klasyfikacja jako prawdziwie dodatni albo prawdziwie negatywny nie jest zwiazana z zadnym
kosztem. Najwiekszy koszt przypisany jest diagnozie falszywie negatywnej, kiedy klasyfikator
wskaze na nieztosliwosé, podczas, gdy w rzeczywistosci pacjentka ma guza ztosliwego. Koszt

diagnozy fatszywie dodatniej zostal ustalony jako dwukrotnie mniejszy od kosztu diagnozy



4.3. Zastosowania w diagnostyce guzéw jajnika

zbiér optymalizacyjny

poczatkowy zbiér danych

C podzial danych )

Wtestowy

[ konwersja do przedziatowego }

formatu danych

powtoérz 10 razy

[

[

/

@osowanie 1 zaciemnianie instanch

0%

5%

[ konwersja do przedziatowego } !

formatu danych baza instanci
aza 1S anq} kSN

prototypy
[ IVFC
wyniki

klasyﬁkacji‘ ‘ ‘
dla kazdego C ewaluacja skutecznosci )
klasyfikatora
wybranego l l l

w fazie uérednianie skuteczno-

optymalizacji $ci dla réznych pozio-

méw niekompletnosci

usrednianie skutecznosci
ze wszystkich powtdérzen )

l

koncowe wyniki ewaluacji

~

Rysunek 4.9: Diagram fazy testowey.
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wynik klasyfikacji
nieztosliwy ztosliwy NA
rzeczywista nieztosliwy 0 2.5 1
diagnoza ztosliwy 5 0 2

Tablica 4.1: Macierz kosztu. Koszty zostaly przypisane na podstawie opinii doswiadczonego
ginekologa.
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Rysunek 4.10: Wyniki ewaluacji dla oryginalnych modeli diagnostycznych (po lewej) oraz
zaproponowanych metod klasyfikacji (po prawej) w zaleznosci od poziomu niekompletnosci danych
w bazie instancyi. Jako punkt odniesienia na lewym wykresie naniesiono rowniez skuteczno$é

modelu OFA.

falszywie negatywnej, gdyz niepotrzebna operacja wcigz stanowi pewne niebezpieczenstwo dla
zdrowia pacjentki. Réwniez w przypadku sytuacji niepodjecia decyzji przez klasyfikator jest pewna
roznica w przypisanym koszcie. Jest on nizszy niz w przypadku diagnozy falszywie pozytywnej,
gdyz pacjentka jest odsylana do osrodka referencyjnego, gdzie wciaz moze zostaé¢ podjeta dobra
diagnoza. Jednakze koszt w przypadku, gdy guz jest zlodliwy, jest dwa razy wigkszy niz w
przypadku guza nieztosliwego.

Rysunek 4.10 przedstawia charakterystyke zmiennoéci catkowitego kosztu w zaleznoéci od po-
ziomu niekompletnosci danych w bazie instancji. Dla poréwnania przedstawiono rowniez wartoéci
uzyskiwane przez najczesciej wykorzystywane modele diagnostyczne dla guzéw jajnika (patrz Sek-
cja 4.3.1). Zaréwno dla modeli diagnostycznych, jak i dla przedzialowego klasyfikatora rozmytego,
taczny koszt nie zalezy od niekompletnosci w bazie instancji. W przypadku IVFC, przyczyna
takiego stanu jest metoda generowania prototypéw, ktora wykorzystuje wiedze ekspercka, przez
co nie jest zalezna od bazy instancji. Bardzo istotne jest, ze wzrost niekompletnoéci nie powoduje
znaczacego wzrostu kosztu klasyfikacji. Cecha ta pozwala wnioskowaé, ze zaproponowane metody
klasyfikacji potrafig skutecznie dziataé¢ nawet przy 50% poziomie niekompletnosci danych.

Jak zostalo wspomniane we wprowadzeniu, klasyczne modele diagnostyczne oparte sg na
bardzo prostych metodach matematycznych, stad nie powinno dziwié, ze zaréwno metoda k
nagpodobniejszych sgsiadow, jak i przedziatowy klasyfikator rozmyty uzyskaly znacznie nizszy

sredni tgczny koszt klasyfikacji. W poréwnaniu uwzgledniono réwniez model OEA, opracowany z
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Rysunek 4.11: Usredniony catkowity koszt klasyfikacji dla najczesciej wykorzystywanych modeli
diagnostycznych oraz zaproponowanych metod klasyfikacji.

wykorzystaniem najnowszych metod inteligencji obliczeniowej oraz obliczen mieckkich specjalnie
na potrzeby diagnostyki guzéw jajnika [110]. W jego przypadku koszt jest nizszy (72), od wynikéw
uzyskiwanych przez zaproponowane metody. Roznica ta jednak nie jest bardzo duza, szczegdlnie
biorac pod uwage, ze badane klasyfikatory sg bardziej uniwersalne. Sredni laczny koszt klasyfikacji
zostal przedstawiony na Rysunku 4.11.

Nalezy zaobserwowad, ze skuteczno$c¢ klasyfikacji istotnie zalezy od uzytej miary podobienstwa,
a co za tym idzie t-normy wykorzystanej do jej budowy. Jest to szczegdlnie widoczne w przypadku
metody k najpodobniejszych sqsiadow, gdzie skutecznoéé spada wraz ze wzrostem parametru
A, a najlepszy rezultat uzyskiwany jest dla t-normy minimum (7 ffo) W przypadku IVFC
zaleznos¢ nie jest taka prosta, gdyz poréwnywalne, najnizsze wartosci tacznego kosztu klasyfikacji
uzyskiwane sg zaréwno dla ng , jak i TQSS .

Najlepszy klasyfikator, oprocz mozliwie niskiego tacznego kosztu klasyfikacji, powinien rowniez

spelnia¢ pewne dodatkowe zalozenia:

e czulosé > 0.9,
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Rysunek 4.12: Poréwnanie skuteczno$ci, czulosci, specyficznosci oraz decyzyjnosci dla wybra-
nych najlepszych metod klasyfikacji.

e specyficznosé > 0.8,
e czulo$é¢ > specyficznosc.

Pierwsze dwie reguly pozwalajg odrzuci¢ klasyfikatory o zbyt niskiej czutosci i specyficznosci.
Ostatnia regula zwiazana jest bezposrednio z medycznym kontekstem rozwazanego problemu. W
medycynie czuto$¢ metody diagnostycznej z reguly jest istotniejsza od specyficznoéci. Klasyfikatory
spelniajace te kryteria zostaly zaprezentowane na Rysunku 4.12.

Oba klasyfikatory, ktére spetniajg postulowane kryteria, sa bardzo podobne. Oparte sa na
metodzie k najpodobniejszych sgsiadow przy k = 4, metodzie glosowania wiekszoéciowego oraz
porzadkowaniu przedziatéw wzgledem ich érodkow. Rozniag sie jedynie t-norma zastosowang do
konstrukcji miary podobienstwa: T, oraz Tf‘g . Nalezy pamietaé jednak, ze t-normy te sa bardzo
podobne, stad bardzo niewielkie réznice w uzyskiwanych dzieki nim klasyfikacjom.

Zastosowanie parzystego k w polaczeniu z metoda glosowania wiekszosciowego umozliwia nie-
podjecie decyzji w przypadku watpliwosci (remisu). Jest to cecha bardzo pozadana w rozwazanym

problemie.

4.3.3 Scenariusz 2: diagnostyka na podstawie modeli diagnostycznych

Czestym zarzutem wobec wielu metod klasyfikacji opartych na odleglosci lub podobienstwie
jest spadek skutecznosci wraz ze wzrostem ilosci wymiardéw przestrzeni. Jest to zwiazane z faktem,
ze odleglosci w przestrzeni wielowymiarowej stajg sie duze niezaleznie od rzeczywistej bliskosci
czy podobienstwa poroéwnywanych instancji. Cho¢ indeks Jaccarda jest duzo mniej podatny
na ten problem niz przykitadowo odlegltosé¢ Euklidesowa, wciaz mozna spodziewaé sie lepszej
skutecznoéci w przypadku mniejszej liczby wymiarow.

Drugi scenariusz zaktada zredukowanie liczby atrybutéw opisujacych pacjentke. Znanych jest
wiele metod redukcji wymiarowoéci zbioréw danych, przyktadowo analiza gtéwnych sktadowych.

Jednak w tym przypadku wykorzystana zostanie inna metoda. Jak zostalo wspomniane we
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wstepie do problematyki medycznej, istnieje wiele modeli dla problemu diagnostyki réznicowej
guzow jajnika. Wigkszos$¢ z nich zastosowana na kompletnych danych opisujacych pacjentke,
jako wynik zwraca warto$é¢ liczbowa z pewnego przedziatu wskazujaca na sugerowang diagnoze.
Wartosci zwracane przez kilka modeli moga postuzy¢ do konstrukeji nowych atrybutéow opisujacych

pacjentke.

Zbior danych i procedura ewaluacji

Podstawa do ewaluacji jest ten sam zbiér danych, co w pierwszym scenariuszu. Na potrzeby
obliczenr wybrano sze$¢ modeli diagnostycznych: dwa oparte na systemach punktowych (SM,
Alcazar, [2, 81]) oraz cztery na regresji logistycznej (LR1, LR2, Timmerman oraz RMI, [30, 85, 88]).
Tabela 4.2 przedstawia cechy opisujace pacjentke wykorzystywane przez poszczegdlne modele

wraz z oznaczeniami wykorzystywanymi w pierwszym scenariuszu.

modele diagnostyczne
SM Ale. LR1 LR2 Tim. RMI

wiek (A) - - vV - v
status menopauzalny (N) v - - Vv v
bél podczas badania - - - -
terapia hormonalna - -
histerektomia - - - - - Vg

cecha

SNENN

wystepowanie guza jajnika w rodzinie
objetosé guza (K)

Sciana wewnetrzna guza (F, J)
grubosé¢ przegrody

echogennosé (H)

lokalizacja (I)

ascites

wyrosla endofityczne (L, M)

rozmiar elementu litego (D, E)
lokalizacja naczyn w guzie (C)

indeks oporu (P)

najwiekszy wymiar (B) - -
cien akustyczny - -
stopien unaczynienia guza (G) - -
marker nowotworowy CA-125 (O) - - - -
ocena jakosciowa (Q) - - - - - v

SNENEN

SENENENENEN
\ 1

AN
<!

NENENENE
NN
NN

{\

ANENEN
BEN
SR

Tablica 4.2: Cechy wykorzystywane przez wybrane modele diagnostyczne. Cechy znajdujgce sie
w drugiej grupie mogq miec brakujgce wartosci.

Wybrane modele diagnostyczne wymagaja kompletnych danych. Powstaje wiec problem, jak
obliczy¢ warto$¢ zwracana przez dany model dla instancji, ktéra nie jest kompletna. Problem ten
zostal rozwiazany przy uzyciu uniepewniania (ang. uncertaintification, [110]). Podstawowa idea
tego rozwigzania to zastapienie pojedynczej wartosci z przedziatu [0, 1] (0 oznacza zmiane na
pewno lagodna, 1-zlosliwa) przedziatem wszystkich wartosci, jakie mozna uzyskaé¢ uzupekiajac w
dowolny sposob niekompletny opis pacjentki. Otrzymane w ten sposéb dane obarczone sa niepew-

noscia epistemiczna, co sprawia, ze doskonale wpasowuja sie w opracowane w rozprawie metody
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Rysunek 4.13: Wyniki ewaluacji dla oryginalnych modeli diagnostycznych (po lewej) oraz
zaproponowanych metod klasyfikacji (po prawej) w zaleznosci od poziomu niekompletnosci danych
w bazie instancyi. Jako punkt odniesienia na lewym wykresie naniesiono rowniez skuteczno$é

modelu OFA.

klasyfikacji. Kazda instancja reprezentowana jest za pomoca przedzialowego zbioru rozmytego.
Tym razem jako uniwersum przyjmujemy zbiér wykorzystywanych modeli diagnostycznych, a
stopien przynaleznodci i ;(u) opisuje podobienstwo wartosci zwracanej przez dany model do
diagnozy ztosliwej.

Dzigki takiemu okreéleniu nowych atrybutow opisujacych instancje, rowniez duzo tatwiejsze
jest okreslenie prototypéw. W tym przypadku wystarcza dwa prototypy, po jednym dla kazdej
klasy. Guzy nieztosliwe reprezentuje prototyp obejmujacy wartosci ponizej 0.5, podczas gdy guzy
zlosliwe wartosci powyzej 0.5 dla wszystkich atrybutéw.

Procedura ewaluacji jest identyczna jak poprzednio (Rysunki 4.8 oraz 4.9) z ta réznica, ze w
kroku ,.konwersja do przedzialowego formatu danych” zamiast normalizacji danych, wykonywana

jest redukcja z wykorzystaniem uniepewnionych modeli diagnostycznych.

Wyniki i dyskusja

Zgodnie z zaproponowanym schematem ponownie oceniono skutecznosé klasyfikacji tych
samych 600 wariantow metody k najpodobniejszych sqsiadow oraz 350 wariantéw przedzialowego
klasyfikatora rozmytego. Do oceny skutecznosci wykorzystano rowniez te sama macierz kosztéw.

Charakterystyka zmiennosci catkowitego kosztu klasyfikacji, w zaleznosci od poziomu niekom-
pletnosci bazy instancji przedstawiona jest na Rysunku 4.13. Podobnie jak poprzednio dla modeli
diagnostycznych oraz przedziatowego klasyfikatora rozmytego, taczny koszt nie zalezy od poziomu
niekompletnosci bazy instancji. W tym przypadku mozemy jednak zaobserwowaé, ze réwniez dla
kSN taczny koszt nie roénie istotnie wraz ze wzrostem poziomu niekompletnoséci danych.

Tym razem réwniez metoda k najpodobniejszych sgsiadow, jak i przedziatowy klasyfikator
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Rysunek 4.14: Usredniony catkowity koszt klasyfikacji dla oryginalnych modeli diagnostycznych
oraz zaproponowanych metod klasyfikacji.

rozmyty uzyskaly znacznie nizszy Sredni taczny koszt klasyfikacji, niz oryginalne modele diagno-
styczne. Jednak poréwnanie z modelem OEA nie wykazuje juz tak bezposredniej jego przewagi.
Dzieki redukcji liczby atrybutéw udato sie zredukowaé koszt klasyfikacji w stopniu na tyle
duzym, ze w przypadku IVFC réznica ta jest minimalna. Sredni laczny koszt klasyfikacji zostal
przedstawiony na Rysunku 4.14.

W odréznieniu od pierwszego scenariusza, wykres przedstawia tylko te klasyfikatory, ktére
uzyskaly wystarczajaco dobry wynik w fazie optymalizacji. Jednak réwniez w tym przypadku
mozna zaobserwowaé, ze skuteczno$¢ klasyfikacji istotnie zalezy od uzytej miary podobienstwa, a
co za tym idzie t-normy wykorzystanej do jej budowy. Tym razem jest to widoczne w przypadku
przedziatowego klasyfikatora rozmytego, gdzie skuteczno$é¢ spada wraz ze wzrostem parametru A.

Ponownie najlepszy klasyfikator, oprécz mozliwie niskiego tacznego kosztu klasyfikacji, powi-

nien réwniez speinia¢ dodatkowe zalozenia:
e czuloéé > 0.9,
e specyficznosé > 0.8,
o czuloéé¢ > specyficznosc.

Tym razem zadane kryteria spelnia 20 klasyfikatoréw. Na Rysunku 4.15 przedstawione zostaly
trzy modele, kazdy reprezentujacy osobna grupe. Pierwsze dwie grupy wybranych metod oparte sa
na przedzialowym klasyfikatorze rozmytym i zasadniczo réznia sie tylko wartoscia parametru A (—2
oraz —b). Podobnie jak poprzednio, t-normy te sa bardzo podobne, stad bardzo niewielkie réznice

w uzyskiwanych dzieki nim klasyfikacjom. Najciekawszy wydaje sie by¢ trzeci klasyfikator, ktory
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Rysunek 4.15: Poréwnanie skuteczno$ci, czulosci, specyficznosci oraz decyzyjnosci dla wybra-
nych najlepszych metod klasyfikacji.

znalaz}t sie réwniez w gronie dwbch najlepszych w pierwszym scenariuszu. Dla przypomnienia, jest
to metoda k najpodobniejszych sgsiadéw przy k = 4 oraz mierze podobienstwa skonstruowanej
przy uzyciu t-normy T;gg .

Jak juz wspomniano wczesniej, zastosowanie parzystego k, w potaczeniu z metoda glosowania
wiekszosciowego, umozliwia niepodjecie decyzji w przypadku watpliwosci (remisu). Klasyfikator
ten uzyskal bardzo dobrg charakterystyke. Sredni sumaryczny koszt klasyfikacji w tym przypadku
wynosi 85.65, a decyzyjno$é na poziomie 91% powoduje, ze tylko pacjentki rzeczywiscie tego

wymagajace zostang odestane do osrodka referencyjnego.

4.3.4 System OvaExpert

Zwiekszenie skutecznosci przedoperacyjnego réznicowania guzéw jajnika to problem, nad
ktérym badania prowadzone sg przez wielu badaczy na calym $wiecie. Obecnie najpowszech-
niejszym podejsciem do problemu jest budowanie i rozwijanie nowych modeli diagnostycznych
przy uzyciu najnowszych osiggnieé¢ z zakresu uczenia maszynowego. Jest to zadanie niezwykle
trudne, poniewaz konwencjonalne metody wydaja sie osiagaé juz swoj maksymalny poziom
skutecznoéci. OvaFEzpert, inteligentny system wspomagania diagnostyki réznicowej guzdéw jajnika,
cechuje jednakze inne podejécie [4, 21, 59, 74, 122, 123]. Jego gltéwna cecha jest zbieranie calej
dostepnej dotychczas wiedzy na temat guzéw jajnika (modele, systemy punktowe, schematy
rozumowania itp.) i umieszczenie jej w jednym systemie komputerowym.

Jednym z powoddw, dla ktérych istnieje potrzeba stworzenia tego systemu jest fakt, ze lekarze
potrzebuja narzedzia, ktore nie tylko wspomoze ich w postawieniu diagnozy, ale rowniez bedzie
asystowaé im podczas calego procesu diagnostycznego: od gromadzenia danych, przez diagnoze,
po wymiane informacji i doswiadczen.

OvaFExpert zostal objety programem Inkubator Innowacyjno$ci realizowanym przez Mi-

nisterstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego we wspolpracy z Poznanskim Parkiem Naukowo—
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Technologicznym. Ponadto badania prowadzone nad systemem zostaly docenione na arenie
miedzynarodowej przez firme Microsoft, o czym Swiadczy przyznanie Microsoft Azure Machine
Learning Award.

Glownym celem systemu OvaFzpert jest dostarczenie wygodnego sposobu gromadzenia
danych o pacjentkach oraz ich diagnozach pooperacyjnych. Aktualnie lekarze postuguja sie bardzo
prostymi metodami gromadzenia danych, takimi jak notesy czy arkusze kalkulacyjne. Z tego
powodu ograniczona jest wspolpraca pomiedzy réznymi o$rodkami. Opisywany system, dzieki
przyjaznemu interfejsowi oraz ustandaryzowanemu formatowi danych, umozliwia zbieranie danych
we wspoélnej bazie. W dalszej perspektywie moze ona staé¢ sie wartoSciowym zrédtem informacji
dla catej spotecznosci medycznej.

Kluczowa innowacja zaprezentowana w OuvaFxpert jest catkowicie nowe podejsécie do obstugi
danych niekompletnych. Przeprowadzone badania wykazaly, ze niekompletno$é danych ma
kluczowy wplyw na ostateczna diagnoze [109]. Rola systemu jest wiec jak najlepsze radzenie
sobie w takiej sytuacji.

Jedna z zalet systemu jest modularna architektura. Istniejace oraz nowe metody wspomagania
diagnostyki moga zosta¢ zintegrowane z systemem jako nowe moduly, w celu polepszenia rzetel-
noéci diagnozy. Przedziatowy klasyfikator rozmyty zostal wykorzystany do stworzenia jednego z
takich modutéw diagnostycznych. Dzigki temu system, za pomoca klasyfikacji wieloklasowej, jako
jeden z pierwszych na $wiecie pomaga rozrézni¢ nie tylko guzy tagodne i ztosliwe, ale rowniez guzy
przerzutowe, granicznie ztosliwe oraz rézne stadia ich zaawansowania. Rysunek 4.16 przedstawia
przyktad dziatania systemu OuvaFxpert opartego na przedziatowym klasyfikatorze rozmytym.

W opracowanym module diagnostycznym wykorzystano podejscie zaproponowane w pierw-
szym scenariuszu. Wykorzystano te same prototypy, z ta réznica, ze teraz kazdy z nich odpowiada
osobnej klasie. Do konstrukcji miary podobienstwa wykorzystano t-norme minimum. Ze wzgledu
na uwzglednienie tylko jednego prototypu na klase, nie ma potrzeby agregowania przedziatowych

podobienstw.
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Rozmyty klasyfikator przedziatowy

Ukryj szczegdty

niezlosliwy ztosliwy

Szczegoty

Niezilosliwy 50% _ 31%
Ziosliwy 25% _ 54%
-1V faza 17% _ 48%
i see [
przerzutowy 27% - 21%
- o R

przeciw

Rysunek 4.16: Zrzut ekranu przedstawiajgcy widok diagnozy uzyskanej za pomocq przedziato-
wego klasyfikatora rozmytego.
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Spis oznaczen

Symbol Znaczenie

Ogdlne
U uniwersum, najczesciej U = {uq,ug, - ,up}
XY, Z zbiory w sensie klasycznej teorii mnogosci
m:U—=U permutacja elementéw uniwersum
T,S t-norma i t-konorma
Trnin, Smax t-norma minimum, t-konorma maksimum

N lub N7y, U lub Ug

przekrdj i suma zbioréw, zbioréw rozmytych i przedziatowych

zbioréow rozmytych

Z(R) zbiér wszystkich przedzialéw domknietych w R
Z(]0,1]) zbiér wszystkich przedzialéw domknietych w [0, 1]
Zbiory rozmyte
FS(U) rodzina wszystkich zbioréow rozmytych w U
A, B,C.,D zbiory rozmyte w U
pa U —[0,1] funkcja przynaleznosci zbioru rozmytego A
AT zbiér rozmyty taki, ze pa~(u) = pa(m(u)) dla kazdego u € U
A° dopetnienie zbioru rozmytego
1x funkcja charakterystyczna zbioru X
|A|, 0(A), o¢(A) skalarna moc zbioru rozmytego A
orr(A|B) uogdlniona moc wzgledna zbioru rozmytego A wzgledem B
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Przedziatowe zbiory rozmyte

przedzialowy zbior rozmyty (ang. Interval-Valued Fuzzy Set)
rodzina wszystkich przedzialowych zbioréow rozmytych w U
przedzialowe zbiory rozmyte w U

funkcja przynaleznosci przedzialowego zbioru rozmytego A
przedziatlowy zbiér rozmyty taki, ze p 4. (u) = p4(m(u)) dla
kazdego u € U

A° dopetlnienie przedzialowego zbioru rozmytego
1x przedzialowy zbiér rozmyty o funkeji przynaleznosci g (u) =
1,1, veX
[0,0], u¢ X
IVFS(A) przedzialowy zbiér rozmyty o funkcji przynaleznosci
B prves(ay(w) = [pau), pa(u)]
Grr(A|lB) uogdlniona przedzialowa moc wzgledna przedzialowego zbioru
rozmytego A wzgledem B
A C B zawieranie sie stanow epistemicznych preprezentowanych przez
dwa epistemiczne IVFS (patrz (3.2))
Acp A zbiér rozmyty A zanurzony w IVFS A (patrz Definicja 1.7)
FOU(A) slad niepewnosci (patrz (3.29))
Podobienstwo
E, E dziedzina miary podobienstwa, odpowiednio, zbiorow rozmytych

s:E—=R,s:E—]0,1]
s:IE—)R,s:IE—)[O,I]

§:E = I(R),
5:E — 7(0,1])
S, ' E—R
3:E— Z(R)

oraz przedzialowych zbioréw rozmytych (patrz Definicja 2.1)
miara podobienstwa zbioréw rozmytych (patrz (2.3))

miara podobienstwa przedzialowych zbioréw rozmytych (patrz
(2.5))

miara podobienstwa epistemicznych przedzialowych zbioréw
rozmytych (patrz (2.6))

zawezenie § do zbioréw rozmytych (patrz Definicja 3.1)
rozszerzenie miary podobienstwa zbioréw rozmytych s do prze-

dzialowych zbioréw rozmytych (patrz Definicja 3.3)
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