Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Wydzial Matematyki i Informatyki

Marek Debczynski

Jednomaszynowe problemy szeregowania

zadan zaleznych z mieszanymi czasami wykonywania

Rozprawa doktorska
napisana pod kierunkiem

dra hab. Stanistawa Gawiejnowicza

Poznan 2013



Sktadam serdeczne podziekowania mojemu promotorow:
dr. hab. Stanistawow: Gawiejnowiczowi
za wskazanie tematu, wyrozumiato$é, poswiecony czas

1 zyczliwg opieke w trakcie pisania rozprawy.



Spis tresci

Rozdziat 1. Wstep . . . . . . . . . . . .. ... ..

1.1. Tematyka rozprawy . . . . . . . . . ...
1.2, Celrozprawy . . . . . . . . . e
1.3. Uklad rozprawy . . . . . . . . . . .

Rozdzial 2. Preliminaria . . . . . . . . . . . .. ... ... . ... ...

2.1, Algorytmika . . . . . .. ..
2.2. Teoria grafow . . . . . . ... L

2.3. Teoria szeregowania zadan . . . . . . . . . . ... .. ... ... ..

Rozdziat 3. Przeglad wybranej literatury . . . . .. ... ... ...

3.1. Zadania ze stalymi czasami wykonywania . . .. .. ... ... ..

3.2. Zadania ze zmiennymi czasami wykonywania . . .. ... ... ..

Rozdzial 4. Rodzina probleméw postaci
Lpjr (t) € {p1,n — k;pa, k} ,prec|fmax - - - - o o oo oo

4.1. Sformulowanie probleméw rodziny . . . . . . . . ... ... ... ..
4.2. Zadania ze zmiennymi czasami wykonywania z tej samej rodziny . .

4.3. Zadania ze zmiennymi mieszanymi czasami wykonywania . . . . .

Rozdzial 5. Rodzina probleméw postaci
llpjr (t) € {p}ﬂ, (t),n1;... ;pjr (t) ,nk} Jk—part|fmax - - oo o oL
5.1.  Sformulowanie probleméw rodziny . . . . . . . ... ...
5.2. Algorytm dla k—dzielnych ograniczen kolejnosciowych . . . . . ..
Rozdzial 6. Rodzina probleméw postaci
1p;r (t) € {aj,ni;b; *t,no;a; + bj xt,n3} ,prec| fmax - - - -« - -« . ..
6.1. Sformutowanie probleméw rodziny . . .. .. .. .. .. ... ...
6.2. Algorytmy doktadne . . . . .. ... ... oo
6.3. Algorytmy heurystyczne . . . . .. .. ... ... ...

6.4. Eksperyment numeryczny . . . . . ... ...
Rozdziat 7. Podsumowanie . ... .. .. .. ... ... .......

Bibliografia . . . . .. . .. ...

S Ot s W

Qo

10
11

17

17
18



Spis tresci

Spis rysunkOw . . . . .. L

Spis tabel . . . . . . .. ... e



Rozdzial 1

Wstep

Teoria szeregowania zadan to dzial informatyki, w ktérym rozwaza sie
problemy polegajace na wyznaczeniu przydzialéw wykonywanych zadan do
maszyn (procesorow) w czasie. Kazdy taki przydzial zadan, dopuszczalny
w sensie przyjetych zaltozen, jest nazywany uszeregowaniem. Jakos¢ uszere-
gowania jest oceniana za pomoca réznych kryteriow optymalnosci.

Dowolny problem szeregowania zadan mozna sformutowa¢ podajac para-
metry opisujace zbiér zadan, zbiér maszyn (procesorow) oraz postaé kryte-
rium optymalnosci. Podstawowymi parametrami opisujacymi dowolny zbioér
zadan sa czasy wykonywania zadan, wagi, czasy gotowosci oraz pozadane
terminy zakonczenia zadan. Ponadto miedzy zadaniami mogg wystepowaé
ograniczenia kolejnosciowe okreslajace cze$ciowy porzadek na zbiorze zadan,
opisane za pomoca pewnego acyklicznego grafu skierowanego.

W klasycznej teorii szeregowania zadan ([4], [19]) rozwazano jedynie ta-
kie problemy, w ktorych czasy wykonywania zadan byly state. Dopiero od
kilkunastu lat zaczeto zajmowac si¢ problemami ze zmiennymi czasami wy-
konywania zadan ([2], [10]). Najbardziej popularnymi modelami w tej grupie
sg modele czasowo-zalezne i modele, w ktérych rozpatruje sie efekt ucze-
nia sie badz starzenia sie zadan. W modelach czasowo-zaleznych zaktadamy,
ze czas wykonywania zadania jest opisany przez funkcje, rézna od statej,
zalezna od czasu rozpoczecia tego zadania [10]. To zalozenie pozwala na
rozpatrywanie problemow silnie uwarunkowanych czasowo, w ktérych zada-
nia wykonywane p6zniej maja dtuzsze lub krétsze czasy wykonywania niz te
wykonywane wczesniej, np. w zagadnieniach organizacji prac konserwacyj-

nych, pewnych zagadnieniach militarnych, badz finansowych. W modelach
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szeregowania uwzgledniajgcych efekt uczenia sie badz starzenia sie zadan
zaktadamy, ze czas wykonywania zadania jest opisany przez funkcje rézna
od stalej, zalezna od pozycji tego zadania w uszeregowaniu [2]. To zalozenie
pozwala na rozpatrywanie problemoéw, w ktorych czas wykonywania zadania
moze odpowiednio male¢ w zaleznosci od tempa uczenia si¢ pracownika lub
rosnaé¢ w efekcie zuzywania si¢ narzedzi ([1], [18]).

Problemy tego typu czesto wystepuja w praktyce. Rozwazmy np. problem
realizacji duzego projektu programistycznego. Firma informatyczna realizuje
nowy projekt zlozony z etapow, pomiedzy ktérymi wystepuja ograniczenia
kolejnosciowe. Kazdy z etapéw sklada sie z zadaii réznego typu. Zrédlem
finansowania prac nad projektem bedzie kredyt bankowy wyptacany w ra-
tach odpowiadajacych fakturom wystawionym po realizacji kazdego z zadan.
Bank wyrazi zgode na kredytowanie projektu jezeli rata kredytu nie bedzie
za wysoka. Kierownik projektu ma za zadanie skonstruowac takie uszerego-
wanie zadan i kosztéw, ktore zostanie zaakceptowane przez bank. Musi on
zatem wybraé takie uszeregowanie zadan aby zminimalizowa¢ maksymalny

jednostkowy koszt zadania.

1.1. Tematyka rozprawy

W rozprawie beda rozwazane problemy szeregowania zadan, w ktérych
zbior zadan zawiera zadania z réznymi postaciami czasow wykonywania,
miedzy zadaniami wystepujg niepuste ograniczenia kolejnosciowe oraz jako$¢
uszeregowan oceniana jest za pomocg kryterium maksymalnego kosztu fiax.
W dotychczasowych pracach nad problemami szeregowania zadan ze zmien-
nymi czasami wykonywania brak jest prac opisujacych problemy, w ktorych
wystepuja jednoczeénie ww. zatozenia, a autorzy rozwazali jedynie nastepu-
jace szczegblne przypadki takich probleméw.

Po pierwsze w dotychczasowych badaniach dotyczacych szeregowania za-
dan ze zmiennymi czasami wykonywania przyjmowano, ze w zbiorze zadan
dopuszczalne sg jedynie zadania z czasami wykonywania tylko jednej posta-

ci. To zatozenie jest silnie ograniczajace, poniewaz istnieje wiele problemow,
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w ktorych czasy wykonywania zadan sa opisane funkcjami réznych typow.
Jednym z modeli, w ktorych rozwazano zmienne czasy wykonywania zadan
réznych postaci, jest model z mieszanymi czasami wykonywania zadan [12].

Po drugie w badaniach probleméw szeregowania ze zmiennymi czasami
wykonywania przyjmowano zazwyczaj zatozenie, iz nie wystepuja ogranicze-
nia kolejnosciowe. Jedynie kilku autoréw rozwazato rézne modele z niepusty-
mi ograniczeniami kolejnosciowymi ([10, Rozdziat 13], [11], [21], [22]). Do-
danie niepustych ograniczen kolejnosciowych jest istotne poniewaz zwigksza
obszar stosowalnosci omawianych modeli. Ponadto ograniczenia kolejnoscio-
we sg czesto spotykane w praktyce ze wzgledu na wymagania technologiczne
badZ montazowe.

Po trzecie w analizowanych problemach rozpatrywano kryteria bedace
szczegblnymi przypadkami kryterium maksymalnego kosztu fiax, tj. Cmax
oraz L., 0znaczajace odpowiednio czas zakonczenia ostatniego zadania oraz

maksymalna nieterminowosé¢ ([10, Rozdzial 13|, [11], [21]).

1.2. Cel rozprawy

Celem rozprawy jest opracowanie wielomianowych algorytméw konstru-
ujacych optymalne badz suboptymalne uszeregowania dla trzech nastepuja-
cych rodzin jednomaszynowych probleméw szeregowania zadan.

Pierwsza rodzina dotyczy probleméw szeregowania zadan ze zmiennymi
mieszanymi czasami wykonywania, zaleznymi od czasu rozpoczecia wykony-
wania zadania lub jego pozycji w uszeregowaniu, dowolnymi ograniczenia-
mi kolejnosciowymi miedzy zadaniami oraz kryterium maksymalnego kosztu
fmax- W tym przypadku zbiér zadan ztozony jest z zadan, ktérych czasy
wykonywania sg opisane funkcjami z dwoch réznych rodzin.

Druga rodzina dotyczy problemow szeregowania zadan ze zmiennymi mie-
szanymi czasami wykonywania, zaleznymi od czasu rozpoczecia wykonywania
zadania lub jego pozycji w uszeregowaniu, k—dzielnymi ograniczeniami kolej-
no$ciowymi miedzy zadaniami oraz kryterium maksymalnego kosztu fiax.

Przy takich ograniczeniach kolejnosciowych zbiér zadan ze zmiennymi mie-
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szanymi czasami wykonywania moze zawiera¢ zadania z wiecej niz tylko dwo-
ma réznymi postaciami czaséw wykonywania.

Trzecia rodzina dotyczy z kolei probleméw szeregowania zadan ze zmien-
nymi mieszanymi czasami wykonywania, zaleznymi od czasu rozpoczecia wy-
konywania zadania, dowolnymi ograniczeniami kolejnosciowymi i kryterium
maksymalnego kosztu fax. W tym przypadku zbiér zadan ztozony jest z za-
dan, ktérych czasy wykonywania sa opisane funkcjami stalymi, proporcjo-

nalnymi oraz liniowymi.

1.3. Uklad rozprawy

Rozprawa sktada sie z 7 rozdzialéw o nastepujacej zawartosci:

Rozdziat 1 zawiera wstep do rozprawy, omoéwienie jej tematyki, cel roz-
prawy oraz jej uktad.

Rozdziat 2 zawiera opis podstawowych konwencji stosowanych w rozpra-
wie, podstawowych definicji zwigzanych z algorytmika i teorig graféw oraz
podstawowych definicji, oznaczen i lematéw pomocniczych zwigzanych z teo-
rig szeregowania zadan.

Rozdziat 3 zawiera przeglad wybranej literatury tematycznie zwigzanej
z problemami szeregowania zadan wystepujagcymi w rozprawie.

Rozdzial 4 zawiera opis wielomianowych algorytmow znajdujacych opty-
malne uszeregowania dla jednomaszynowych problemow szeregowania zadan
ze zmiennymi mieszanymi czasami wykonywania, zaleznymi od czasu rozpo-
czecia wykonywania zadania lub jego pozycji w uszeregowaniu, z dowolnymi
ograniczeniami kolejno$ciowymi oraz kryterium maksymalnego kosztu fax.

Rozdziat 5 zawiera opis wielomianowego algorytmu znajdujacego opty-
malne uszeregowania dla jednomaszynowych probleméw szeregowania zadan
ze zmiennymi mieszanymi czasami wykonywania zaleznymi od czasu rozpo-
czecia wykonywania zadania lub jego pozycji w uszeregowaniu, z k—dzielnymi
ograniczeniami kolejno$ciowymi oraz kryterium maksymalnego kosztu fiax.

Rozdzial 6 zawiera oméwienie jednomaszynowych probleméw szeregowa-

nia zadan ze zmiennymi mieszanymi czasami wykonywania zaleznymi od
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czasu rozpoczecia wykonywania zadania, z dowolnymi ograniczeniami ko-
lejnosciowymi oraz kryterium maksymalnego kosztu fi.c. Ze wzgledu na
N P-trudnosé tego problemu, w rozdziale zaprezentowane zostana dwie wer-
sje algorytmoéw doktadnych, kilkanascie konstrukcyjnych algorytméw heury-
stycznych i hybrydowy algorytm heurystyczny.

Rozdziat 7 zawiera podsumowanie uzyskanych wynikéw oraz wskazanie

potencjalnych dalszych kierunkow badan.



Rozdzial 2

Preliminaria

W tym rozdziale zaprezentowane zostang podstawowe definicje i oznacza-
nia uzywane w catej rozprawie. W podrozdziale 2.1 zaprezentowane zostang
podstawowe definicje zwigzane z algorytmika. W podrozdziale 2.2 zaprezen-
towane zostana podstawowe definicje zwiazane z teorig graféw. W podroz-
dziale 2.3 zaprezentowane zostang podstawowe definicje, oznaczenia i lematy
zwigzane 7z teorig szeregowania zadan.

W rozprawie stosowane beda nastepujace konwencje: ze wzgledu na to,
iz maszyny odnoszg sie do szerszej grupy zagadnien niz procesory, w roz-
prawie omawiane beda problemy maszynowe. W kazdym rozdziale beda od-
dzielnie numerowane twierdzenia, przyktady, tabele i rysunki. Przyktadowo:
Twierdzenie 3.5 oraz Przyktad 4.1 oznaczaja odpowiednio piate twierdzenie
w rozdziale trzecim oraz pierwszy przyktad w rozdziale czwartym. Koniec
dowodu bedzie oznaczany symbolem [J. Zakonczenie przyktadu bedzie ozna-
czone przez pozioma linie oddzielajaca przyktad od tekstu w nowym akapicie.

Pozostate oznaczenia beda definiowane w miejscu ich pierwszego wystapienia.

2.1. Algorytmika

Problemy szeregowania zadan sa rozwiazywane za pomocg algorytmow
szeregowania zadan. Algorytm szeregowania zadan sklada sie z wejscia, se-
kwencji krokow i wyjscia. Jezeli na wejsciu algorytmu w miejsce parametrow
podstawimy wartosci liczbowe, to otrzymamy pewng instancje problemu. Po-

szczegblne kroki algorytmu prowadzg do znalezienia uszeregowania dla da-
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nej instancji problemu. Kazdy krok z kolei moze zawiera¢ skonczong liczbe
pewnych operacji arytmetycznych, logicznych, przypisan wartosci do zmien-
nych, petli, instrukeji warunkowych badz funkcji, ktore sa ztozone z pewnych
ciagéw elementarnych operacji. Algorytm szeregowania zadan dla dowolnej
instancji badanego problemu po skonczonej liczbie krokéw generuje na wyj-
Sciu uszeregowanie. Dla danego problemu moze istnie¢ wiele algorytmow.
Ze wzgledu na to, ze algorytmy te réznia sie liczba operacji prowadzacych
do znalezienia uszeregowania, wyroznia si¢ nastepujace podstawowe klasy
algorytmow.

Algorytm nazywamy wielomianowym, jezeli liczba jego operacji domi-
nujacych dla dowolnej instancji jest rzedu O (p(k)), gdzie p jest pewnym
wielomianem a k rozmiarem instancji. Algorytmy, ktére nie sa wielomiano-
we nazywamy wykltadniczymi. Pomiedzy tymi klasami algorytmow znajduja
sie algorytmy pseudowielomianowe. Algorytm nazywamy pseudowielomiano-
wym, jezeli liczba operacji dominujacych dla dowolnej instancji jest rzedu
O (p(k,M)), gdzie p jest pewnym wielomianem zaleznym od dwdch zmien-
nych k oraz M oznaczajacych odpowiednio rozmiar instancji i najwieksza
liczbe w niej wystepujaca.

Uszeregowania generowane przez algorytmy szeregowania zadan moga,
lecz nie musza by¢ optymalne. Algorytmy szeregowania zadan, ktore zwraca-
ja uszeregowanie optymalne nazywamy algorytmami doktadnymi. Algorytmy
doktadne moga by¢ zaréwno wielomianowe jak i wyktadnicze. Czasami zna-
lezienie optymalnego uszeregowania jest mozliwe tylko i wytacznie po spraw-
dzeniu wszystkich mozliwych wariantow. Jest to zazwyczaj proces bardzo
kosztowny i czasochtonny, przez co takie podejscie czesto jest nie do przyje-
cia. W takich przypadkach mozliwe jest skonstruowanie algorytmoéw heury-
stycznych, ktére nie daja gwarancji uzyskania optymalnego uszeregowania,
lecz generuja dopuszczalne uszeregowania w wielomianowym czasie. Algo-
rytm heurystyczny bedziemy nazywaé¢ hybrydowym, jezeli zwracane przez
niego uszeregowanie jest najlepszym uszeregowaniem spo$rod uszeregowan
generowanych przez co najmniej dwa algorytmy heurystyczne.

Klasyfikacji probleméw szeregowania zadan mozna dokonaé¢ dzieki dwém
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klasom ztozonosci obliczeniowej. Wszystkie problemy szeregowania zadan,
ktore sg rozwiazywalne w wielomianowym czasie przez deterministyczng ma-
szyne Turinga naleza do klasy P. Wszystkie problemy szeregowania zadan,
ktore sa rozwiazywalne w co najwyzej wielomianowym czasie przez niedeter-
ministyczna maszyne Turinga, naleza do klasy N P. Rozwiazania probleméw
szeregowania zadan nalezacych do klasy N P sg weryfikowalne w czasie wielo-
mianowym, lecz nie istnieja dla takich probleméw wielomianowe algorytmy,
oile P # NP. Wykorzystywane w rozprawie pojecia i podstawowe fak-
ty zwigzane z teorig NP-zupelosci bedg stosowane w oparciu o konwencje

przedstawione w ksiazkach (][9], [10]).

2.2. Teoria graféow

W rozprawie bedziemy zaktadali, ze miedzy zadaniami wystepuja nie-
puste ograniczenia kolejno$ciowe opisane za pomoca pewnych acyklicznych
graféw skierowanych, ktérych definicje przypominamy ponize;j.

Grafem ograniczen kolejnosciowych nazywaé¢ bedziemy acykliczny graf
skierowany G = (V (G), A(G)), w ktorym V' (G) oraz A (G) oznaczaja odpo-
wiednio zbiér wierzchotkéw oraz zbior tukéw. Ponizej zaprezentowane zostaly
definicje pelnych acyklicznych grafow skierowanych, ktore bedg wystepowaly

w rozdziale 5.

Definicja 2.1. (Acykliczny k—dzielny graf skierowany)
Acykliczny graf skierowany G nazywamy k-dzielnym, jezeli V (G) = UF_, Vi,
VinVy=0iA(G) CUS ULy Vi x Vj, gdzie 1 <1 #m < k.

Definicja 2.2. (Pelny acykliczny k—dzielny graf skierowany)
Acykliczny k—dzielny graf skierowany G nazywamy petnym, jezeli zbior tukow

A(G) =UZ U?:H—l Vi x Vj.

Szczegbdlnym przypadkiem acyklicznego k-dzielnego grafu skierowanego,
dla k£ = 2, jest acykliczny dwudzielny graf skierowany zdefiniowany w naste-

pujacy sposob:
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Definicja 2.3. (Acykliczny dwudzielny graf skierowany)
Acykliczny graf skierowany G nazywamy dwudzielnym, jezeli V (G) = ViUV,
VinVya=0iA(G)CV; x Vy.

Definicja 2.4. (Pelny acykliczny dwudzielny graf skierowany)
Acykliczny dwudzielny graf skierowany G nazywamy petnym, jezeli zbior tu-

kéw A (G) = Vi x Va.

Na Rysunku 2.1 zaprezentowane zostaty przyktady petnego acyklicznego
dwudzielnego grafu skierowanego oraz pelnego acyklicznego k-dzielnego grafu
skierowanego. Tymi samymi kolorami oznaczono zadania, w ktorych czasy

wykonywania zadan opisane sa funkcjami z tej samej rodziny.

a)

Rysunek 2.1. Przyklady pelnych acyklicznych graféw skierowanych: a) dwudzielny
b) k-dzielny

2.3. Teoria szeregowania zadan

Opisujac rozwazane w rozprawie problemy szeregowania zadan bedziemy
postugiwac si¢ nastepujaca notacja:

Zbior zadan oznaczamy J = {Ji,Jo,...,Jn}. Z kazdym zadaniem J;,
dla 1 < 7 < n powigzany jest czas wykonywania zadania oznaczany przez
pir (1), gdzier € {1,2,...,n} it > 0 oznaczaja odpowiednio pozycje zadania
W uszeregowaniu i czas rozpoczecia zadania.

Zbiér maszyn, dzieki ktorym mozliwe jest zrealizowanie zadan, oznacza-
my M = {M;, Ms,..., My} W rozprawie rozpatrujemy jednomaszynowe

problemy szeregowania zadan, stad m = 1. Oznacza to, ze w rozprawie ana-
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lizowane beda takie problemy szeregowania zadan, w ktérych kazde zadanie
ze zbioru J sktada sie z jednej operacji. Ponadto zaktadamy, ze zadania sg
niepodzielne, co oznacza, ze rozpoczete zadanie nie moze zostaé przerwane.

Zbiér zadan moze by¢ opisany ponadto przy uzyciu takich parametréow
jak: rj,w; oraz d;, oznaczajacych odpowiednio czas gotowosci, wage oraz
pozadany termin zakonczenia zadania J;. Jezeli w sformutowaniu problemu
nie podano wartosci tych parametréw, oznacza to, ze r; = 0, w; = 1 oraz
d; = 400 dla dowolnego zadania J; € J.

W rozprawie przyjmujemy, ze miedzy zadaniami moga wystepowaé ogra-
niczenia kolejno$ciowe, opisujace czesciowy porzadek na zbiorze zadan. Ogra-
niczenia kolejno$ciowe opisane sg przy pomocy pewnego acyklicznego grafu
skierowanego G = (V, A), gdzie V oraz A oznaczaja odpowiednio zbiér wierz-
chotkéw oraz zbior tukéw. Przyktady ograniczen kolejnosciowych pokazane

zostaly na Rysunku 2.2.

OnOnG

@ OBRO

(chain) Drzewo (tree) Graf szeregowo-réwnolegly (SP)

=

Lancuc

Rysunek 2.2. Przykladowe postacie ograniczen kolejnosciowych

W rozdziatach 4 oraz 6 beda wystepowaé¢ dowolne ograniczenia kolej-
nosciowe mie¢dzy zadaniami. Z kolei w rozdziale 5 miedzy zadaniami beda
wystepowac k-dzielne ograniczenia kolejnosciowe.

Rozwiazujac dowolny problem szeregowania zadan poszukujemy takiego
przydziatu zadan do maszyny w czasie, aby zminimalizowaé przyjete kryte-

rium optymalnosci. Kazdy taki przydzial nazywamy uszeregowaniem.



Rozdzial 2. Preliminaria 13

Definicja 2.5 (Uszeregowanie, por. [10]). Uszeregowanie o jest przyporzqd-
kowaniem zadan do maszyny w czasie tak, by spetnione byly nastepujgce wa-

runki:

a) w kazdej chwili czasu, maszyna wykonuje co najwyzej jedno zadanie oraz
kazde zadanie jest wykonywane doktadnie raz,

b) zadanie J;, 1 < j < n jest wykonywane w przedziale czasu (r; ; +00),

c) wszystkie zadania sq wykonane,

d) jezeli wystepujg ograniczenia kolejnosciowe miedzy zadaniami, to zadania
wykonywane sq w kolejnosci zgodnej z tymi ograniczeniami,

e) jezeli wystepujq ograniczenia zwigzane z dodatkowymi zasobami, to sq one

spetnione.

Uszeregowanie nazywamy dopuszczalnym, jezeli spetnia wszystkie warun-
ki z Definicji 2.5 oraz inne dodatkowe warunki wynikajace ze specyfikacji
rozwazanego problemu. Dopuszczalne uszeregowanie minimalizujace przy-
jete kryterium bedziemy nazywaé uszeregowaniem optymalnym i oznaczaé
symbolem o*. Uszeregowania optymalne bedziemy prezentowali za pomoca
diagramu Gantta.

Kazde zadanie J; w uszeregowaniu o opisujg nastepujace parametry: czas
rozpoczecia S; (o) oraz czas zakonczenia C; (o) = S; (o) + pjr (t).

Zilustrujemy wprowadzong notacje przyktadem.

Przyklad 2.1. Danych jest n = 5 zadan o stalych czasach wykonywania
postaci p; = 2, po = 3, p3 = 5, py = 4 oraz p5 = 6, gotowych do wykonania

na jednej maszynie, poczawszy od czasu tg = 0.

JQ Jl J3 J5 J4
0 35 9 14 20

Rysunek 2.3. Diagram Gantta optymalnego uszeregowania w Przyktadzie 2.1

Woéwczas mamy, ze Se (o) =0, Sy (0) = Cy (o) =3, S3(0) = Cy (0) =5,
S5 (0) =C5(0) =9, S4(0) =C5(0) =14 oraz Cy (o) = 20.
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Jakos$¢ uzyskiwanych uszeregowan mozemy ocenia¢ dzieki ustalonemu
kryterium optymalnosci. Brucker [3] rozréznia dwa gltéwne typy kryterium

optymalnosci:

® frax = max {f; (C;)} — funkcja maksymalnego kosztu
j

o > fi= > f;(C;) — catkowity koszt
JjeTJ
Szczegbdlnymi postaciami kryterium fi.. sa nastepujace kryteria:

o (lax = Ijné?( {C;} — maksymalny czas zakonczenia ostatniego zadania

® Lyox = max{L;} = max {C; — d;} — maksymalna nieterminowos¢
JjET VISVA
Szczegbdlnymi postaciami kryterium Y f; sa nastepujace kryteria:

e > C; = 3 (C;— suma czaséw zakonczenia zadan
JjeJ
e Y w;C; = Y w;C; — suma wazonych czaséw zakonczenia zadan
jedJ
Dla problemu szeregowania zadan z kryterium L., z ktorym spotkamy
si¢ jeszcze w rozdziale 6, podamy posta¢ optymalnego uszeregowania, kto-
re otrzymujemy zgodnie z niemalejacym porzadkiem wzgledem d; (zobacz

diagram Gantta na Rysunku 2.4).

Przyktad 2.2. Danych jest n = 5 zadan gotowych do wykonania na jednej
maszynie, poczawszy od czasu ty = 0, z czasami wykonywania jak w Przykta-
dzie 2.1 oraz dodatkowo pozadanymi terminami zakonczenia d; = 4, dy = 7,

d3 =5, dy = 15 oraz ds = 22.

Ji| Jz | S| Ja Js
0 2 7 10 14 20
Liax = max{—2,2,3,—1,—-2} =3

Rysunek 2.4. Diagram Gantta optymalnego uszeregowania w Przyktadzie 2.2

W klasycznej teorii szeregowania zadan czasy wykonywania zadan opisane

sg za pomocy liczb. W rozprawie bedziemy rozpatrywali problemy ze zmien-
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nymi czasami wykonywania, opisanymi za pomocg funkcji roznych od statych
i zaleznych od czasu rozpoczecia lub pozycji zadania w uszeregowaniu.

Do opisu probleméw wykorzystamy rozszerzona wersje tréjpolowej notacji
a| By zaprezentowana w pracy [12]. Oméwimy poszczegdlne pola wystepujace

w tej notacji na podstawie nastepujacego problemu:

\1/]19]-,,” (t) = bj = t,tree | Ciax

« /8 07

Pole a stuzy do opisu zbioru maszyn, dla jednomaszynowych probleméw
szeregowania zadan w tym polu mamy 1. Pole (3 z kolei opisuje zbior zadan.
Zawiera ono w szczegblnosci informacje na temat czaséw wykonywania za-
dan oraz postaci ograniczen kolejnosciowych miedzy zadaniami. W naszym
przypadku zbiér zadan zawiera zadania z czasami wykonywania opisanymi za
pomocg funkeji proporcjonalnych p;, () = b; *t. Ograniczenia kolejnosciowe
opisane sa za pomoca drzewa (tree). Ostatnim polem jest v, ktore zawiera
informacje dotyczace postaci kryterium optymalnosci. W naszym problemie
rozwazamy kryterium optymalnosci jest kryterium minimalizacji maksymal-

nego czasu zakonczenia zadania C\ay.
Postaci czaséw wykonywania zadan rozwazane w rozprawie

W rozprawie, o ile nie stwierdzono inaczej bedziemy zaklada¢, ze czasy

wykonywania zadai p;, (t) ze zbioru J, moga przyja¢ postac:

pjr (t) = pj, (1)
pjr (£) =pj x (A+ B xt), (2)
pir (t) = pj + B, (3)
pir(t) =71%% (A4 Bxt). (4)

gdzie 1 <j<n, 1<i<k,p;>0,A>0,B>0,a#0ir>1 Przezp;ir
oznaczamy odpowiednio podstawowe czasy wykonywania i pozycje zadania
w uszeregowaniu. Parametr a oznacza albo efekt uczenia sie (jezeli a < 0)

albo starzenia si¢ (jezeli a > 0).

Lematy pomocnicze
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W dalszej czesci rozprawy bedziemy czesto wykorzystywaé nastepujace

lematy pomocnicze:

Lemat 2.1. Uszeregowanie zawierajgce przestoje zwraca niemniejszqg wartosc

funkcji maksymalnego kosztu, niz uszeregowanie bez przestojow.

Dowdéd. Rozwazmy uszeregowanie, w ktorym wystepuja przestoje. Zatézmy,
ze pomijamy pierwszy z nich, wtedy czasy rozpoczecia i zakorniczenia wyste-
pujacych po nim zadan beda miaty mniejsze wartosci. Usuwajac pozostate
przestoje dostaniemy uszeregowanie bez przestojow, w ktorym czasy zakon-
czenia zadan sg mniejsze, niz w przypadku uszeregowania z tymi przestojami.
Funkcja kosztu jest niemalejaca ze wzgledu na czas zakonczenia zadania,
zatem w uszeregowaniu nie zawierajacym przestojow maksymalna wartosé

funkcji kosztu jest niewigksza od uszeregowania z przestojami. O

Lemat 2.2. Jezeli zbior J zawiera tylko zadania z czasami wykonywania

jednej z postaci (1)—(4), to Cuax nie zalezy od uszeregowania.

Dowéd. Problemy z czasami wykonywania postaci (1) i (2) byly rozwazane
wezesniej odpowiednio w [4] 1 [10]. Pokazemy, ze warto$¢ Ciax nie zalezy od
uszeregowania dla czaséw wykonywania (3) oraz (4).

Niech o bedzie dowolnym uszeregowaniem takim, ze zadanie J; poprzedza
zadanie J; i niech J; bedzie uszeregowane na pozycji k, gdzie 1 < k < n. Niech
o' bedzie uszeregowaniem, w ktérym J; i J; zostaly zamienione miejscami.

Zaktadajac, ze t; jest czasem rozpoczecia zadania J; w o dla czaséw po-
staci (3) mamy, ze: C; (o) = C} (O’l) =t;+p;,+bxk® oraz C; (o) = C; (0') =
ti+pi +bx k?+pj+ bk (k+1)" Stad Cuuax (0) = Cinax (0).

Zaktadajac, ze t; jest czasem rozpoczecia zadania J; w o dla czaséw po-
staci (4) mamy, ze: C; (o) = C; (0',) =t +k%x (A+ Bxt;) oraz Cj (o) =
C; (0/) =t;+ k"« (A+Bxt;)+(k+1)"*x(A+ Bx* (t; + k%« (A+ B *t;))).
Stad Chax (0) = Chuax (0). 0
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Przeglad wybranej literatury

W tym rozdziale oméwione zostang gtdwne wyniki badan dotyczace jedno-
maszynowych problemoéw szeregowania zadan tematycznie zwigzanych z pro-
blemami rozwazanymi w rozprawie. W podrozdziale 3.1 zaprezentowane zo-
stang wyniki dla probleméw szeregowania zadan ze statymi czasami wyko-
nywania. W podrozdziale 3.2 omowione zostang wyniki dla problemow sze-

regowania zadan ze zmiennymi czasami.

3.1. Zadania ze stalymi czasami wykonywania

W teorii szeregowania zadan rozwazano do tej pory gtéwnie problemy
ze stalymi czasami wykonywania zadan. W pracy przegladowej [14] zapre-
zentowano szereg wynikow uzyskanych dla jednomaszynowych probleméw
szeregowania zadan ze stalymi czasami wykonywania. Najog6lniejszy z nich
dotyczy minimalizacji maksymalnego kosztu fi,.x przy dowolnych ogranicze-
niach kolejnosciowych miedzy zadaniami. Problem ten mozna sformutowaé
nastepujaco.

Dany jest zbior zadan J = {Ji, Jo, ..., J,}, ktorych czasy wykonywania
opisane sg funkcjami statymi p,, (t) = p;, gdzie j € {1,2,...,n}. Miedzy za-
daniami wystepuja dowolne ograniczenia kolejnosciowe opisane przy pomocy
acyklicznego grafu skierowanego G = (V, A). Naszym celem jest znalezienie
optymalnego uszeregowania o* dla kryterium fax.

W pracy [17] zaproponowano dla tego problemu nastepujacy wielomiano-

wy algorytm. W pseudokodzie tego algorytmu (patrz Algorytm 3.1) symbo-
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le NS(G),V(G) i A(G) oznaczaja odpowiednio zbiér zadan bez nastep-
nikéw, zbiér wierzchotkéw i tukéw w G. Dodatkowo symbole (o), | oraz
deg™ (j) oznaczaja odpowiednio poczatkowe uszeregowanie, operator kon-

katenacji oraz stopien wychodzacy wierzchotka j.

Algorytm 3.1 dla problemu 1|p;, (t) = p;, prec| fmax

o — (o)
T —to+ 37 (p)
while V (G) # 0 do
NS(G) « {j € V(G) : deg” (j) = 0}
Znajdz k € NS (G) takie, ze fi, (') =min{f; (T):j e NS(G)}
o* — (klo*)
T —T— (px)
V(G) = V(G)\{k}
AG) —AG)\{(i,k):i e V(G)}
end while

H
<

: return o*

—_
—_

Twierdzenie 3.1. ([17]) Algorytm 3.1 znajduje optymalne uszeregowanie
dla problemu postaci 1|p;, (t) = pj, prec| fumax w czasie O (n?).

W dalszej czesci rozprawy bedziemy prezentowali algorytmy bedace mo-

dyfikacjami Algorytmu 3.1.

3.2. Zadania ze zmiennymi czasami wykonywania

W pewnym momencie rozwoju teorii szeregowania zadan modele szere-
gowania zadan ze stalymi czasami wykonywania staly sie niewystarczajace
([10], [2]). Coraz czesciej obserwowano, ze czasy wykonywania zadai nie za-
wsze sg stale, lecz moga zaleze¢ od wielu czynnikow. W taki sposob narodzita
sie rodzina probleméw szeregowania zadan ze zmiennymi czasami wykony-
wania. Zauwazono, ze niektore zadania sg silnie uwarunkowane czasowo. Dla
przyktadu mozemy podaé gaszenie pozaru przez straz pozarna, gdzie im poz-
niej strazacy rozpoczng gaszenie, tym wieksza czes¢ budynku moze by¢ objeta
ogniem, co wydtuzy z kolei czas wykonania catego zadania. Druga grupa pro-
blemoéw dotyczy zadan, ktorych czas wykonywania zalezy od poziomu wiedzy

pracownika lub stanu technicznego narzedzi, ktére sa uzywane podczas ich



Rozdzial 8. Przeglgd wybranej literatury 19

wykonywania. I tak —im bardziej doswiadczony pracownik, tym szybciej wy-
konuje powierzone mu zadanie. Z drugiej strony w wyniku efektu zuzywania
sie narzedzi czas pracy moze si¢ wydtuzaé, poprzez przestoje i wymuszone
naprawy.

Do najpopularniejszych modeli szeregowania zadan ze zmiennymi czasa-
mi wykonywania zaliczamy: modele czasowo-zalezne oraz modele uwzgled-
niajace efekt uczenia sie badz starzenia sie zadan, zwane rowniez modelami

pozycyjno-zaleznymi.
Problemy szeregowania zadan czasowo-zaleznych

W problemach szeregowania czasowo-zaleznych czas wykonywania zada-
nia jest opisany funkcja rézng od statej, zalezng od czasu rozpoczecia tego
zadania. Szeregowanie zadan czasowo-zaleznych jest stosunkowo nowym nur-
tem w teorii szeregowania zadan. Pomimo, ze pierwsza praca z tej tematyki
ukazata si¢ pod koniec lat siedemdziesigtych XX w., to znaczna czes¢ prac
pochodzi z ostatnich 15 lat. Najobszerniejsza dyskusje na temat dotychczas
rozwazanych probleméw szeregowania zadan czasowo-zaleznych odnajdziemy
w monografii [10].

Zadania w problemach szeregowania czasowo-zaleznych posiadaja najcze-

Sciej nastepujace postaci czaséw wykonywania:

e p,,(t) = b; xt — proporcjonalne
e p,,(t) =pj* (A+ B=t) - proporcjonalno-liniowe

e pj,(t) =a;+b; xt — liniowe

Problemy szeregowania zadan pozycyjno-zaleznych

W problemach szeregowania zadan z efektem uczenia si¢ badz starzenia
si¢ zadan, zaktadamy z kolei, ze czas wykonywania zadania jest opisany przez
funkcje r6zng od statej, ktora zalezy od pozycji zadania w uszeregowaniu. To
zalozenie pozwala nam rozpatrywac problemy, w ktorych czas wykonywania
zadania moze male¢ lub wzrasta¢ w powiazaniu z tempem uczenia si¢ pra-

cownika, ktéry wykonuje zadanie lub starzeniem si¢ narzedzi, ktére sa wy-
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korzystywane podczas prac nad tym zadaniem. Problematyka szeregowania
zadan pozycyjno-zaleznych opisana zostata w pracy przegladowej [2].
Zadania w problemach szeregowania pozycyjno-zaleznych posiadaja naj-

czesciej nastepujace postaci czasow wykonywania:

® pj,(t) =pj*r?
® pjr(t)=p;j+Bx*re

Omawiane dalej problemy szeregowania zadan ze zmiennymi czasami wy-

konywania zostaly podzielone na trzy grupy:

1. Problemy z kryterium f,., i dowolnymi ograniczeniami kolejno$ciowymi
2. Problemy z niepustymi ograniczeniami kolejno$ciowymi

3. Problemy z mieszanymi postaciami czasow wykonywania

Problemy szeregowania zadan z kryterium f, .,

Pierwszy z omawianych probleméw ma postac 1|p;, (t) = p;*t, prec| fmax-
W monografii [10, Rozdzial 13] przedstawiono dla tego problemu wielomia-
nowy algorytm, ktéry oznaczamy jako Algorytm 3.2, bedacy adaptacja Al-
gorytmu 3.1 na przypadek proporcjonalnych czaséw wykonywania, w ktérym
linie 2 oraz 8 maja teraz odpowiednio posta¢ T « to * [[7; (1 + p;)’ oraz
T —(T)/ (14 px)"

Wymieniony wyzej Algorytm 3.2 jest szczegélnym przypadkiem innego
algorytmu przedstawionego w monografii [10], dotyczacego problemu szere-
gowania zadan z liniowo-proporcjonalnymi czasami wykonywania. Dla pro-
blemu postaci 1|p;, (t) = p; * (A+ B *t),prec|fmax zaproponowano algo-
rytm oznaczany przez nas jako Algorytm 3.3, ktéry znajduje optymalne
uszeregowanie w wielomianowym czasie. Jest on modyfikacja Algorytmu 3.1,
w ktérym linie 2 oraz 8 zastapiono odpowiednio przez T «— (ty + A/B)

P (1+Bxp;) oraz T« (T'— Axpg) / (14 B *pg)’.

Twierdzenie 3.2. ([10]) Algorytm 3.3 znajduje optymalne uszeregowanie
dla problemu postaci 1|p;, (t) = p; x (A+ B xt) , prec| fmax w czasie O (n?).

Zilustrujemy dziatanie Algorytmu 3.3 na ponizszym przyktadzie.
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Przykltad 3.1. Danych jest n = 5 zadan z czasami wykonywania postaci
p1 =t,py =3%xt,p3 =2xt,py =t,ps = 4xt, gdzie A =0, B = 1. Czas
rozpoczecia tg = 1. Funkcje kosztéw maja nastepujaca postaé f1 = 2x C1+1,
fo=0Cy+ 15, f3 = C3+2, fy = Cy+ 3, f5 = 2 x C5 + 3. Ograniczenia

kolejno$ciowe miedzy zadaniami przedstawiono na Rysunku 3.1.

OBRO

Rysunek 3.1. Ograniczenia kolejnosciowe miedzy zadaniami w Przyktadzie 3.1

Opiszemy teraz kolejne iteracje Algorytmu 3.3 potrzebne do znalezienia
optymalnego uszeregowania.

W pierwszej iteracji naszego algorytmu obliczamy czas zakonczenia ostat-
niego zadania 7" = 240. Naste¢pnie konstruujemy zbior zadan bez nastepnikow
NS (G) ={4,5}. Sposrdd zadan z tego zbioru wybieramy zadanie o najmniej-
szej wartosci funkcji kosztu i umieszczamy je na ostatniej pozycji w uszere-
gowaniu. Tym zadaniem jest Jy, poniewaz fy (240) = 243 < f5(240) = 483.
Zatem o* = (4). Aktualizujemy zbiory V (G), A (G) oraz NS (G).

Nastepnie, obliczamy T = % = 120 oraz konstruujemy NS (G) = {5}.

Zadanie J5 dodajemy do uszeregowania o* = (5,4) i aktualizujemy zbiory
V(G), A(G) oraz NS (G).

Ponownie obliczamy wartos¢ T = % = 24 oraz konstruujemy zbior

NS (G) = {1,2,3}. Poniewaz f;(24) = 26 < f»(24) = 39 < f, (24) = 49
zadanie J3 dodajemy do uszeregowania o* = (3,5,4).
W czwartej iteracji, 7' = % = 8 oraz NS (G) = {1,2}. Poniewaz f; (8) =

17 < f2(8) = 23 zadanie J; dodajemy do uszeregowania o* = (1, 3,5,4).

8

W ostatniej iteracji obliczamy wartos¢ T" = 5 = 4 oraz konstruujemy

zbiér NS (G) = {2}. Stad wybieramy J, i umieszczamy je w uszeregowaniu.
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Uzyskujemy zatem optymalne uszeregowania o* = (2,1,3,5,4), dla ktérego

wartos¢ funkcji kryterialnej fi,.x = 243.

JQ Jl Jg J5 J4
14 8 24 120 240

- T

Rysunek 3.2. Optymalne uszeregowanie w Przykladzie 3.1

Problemy szeregowania zadan z niepustymi ograniczeniami

kolejnosciowymi

Jednomaszynowe problemy szeregowania zadan z niepustymi ogranicze-
niami kolejnosciowymi miedzy zadaniami mozna podzieli¢ wedtug postaci
czaséw wykonywania zadan.

W pracy [13] zaprezentowano jednomaszynowe problemy szeregowania za-

dan z czasami wykonywania zaleznymi od pozycji zadania w uszeregowaniu:

o 1p;j, = pj* 1, SP|Chax — ztozonosé¢ O (nlogn)
e 1p;, = piy" 1, SP|Chax — ztozonosé O (nlogn) dlay > 0,7 # 1

W pracy [8] zaprezentowano jednomaszynowy problem szeregowania za-
dan z czasami wykonywania zaleznymi od pozycji zadania w uszeregowaniu,
ktory dla pewnych ograniczen kolejnosciowych jest rozwiazywalny w czasie
wielomianowym.

Trzecia praca [23] dotyczy probleméw postaci 1|p; ; = a;j + b; 7, 0|Crax,
gdzie ¢ € {weak chain, strong chain, SP} oznacza ograniczenia kolejnoscio-
we miedzy zadaniami w postaci stabego tancucha, silnego tanicucha oraz
grafow szeregowo-rownolegtych. W przypadku ograniczen kolejno$ciowych
w postaci silnego tancucha, zadania wystepujace w tym tancuchu musza by¢
wykonane sekwencyjnie i nie jest mozliwe w tym czasie wstawienie do usze-
regowania zadania z innego tancucha. W przypadku stabego tancucha takie
wstawienie zadania jest mozliwe.

Kolejna grupa probleméw dotyczy jednomaszynowych probleméw szere-
gowania zadan czasowo-zaleznych. Jedynie kilku autoréw rozwazalto tego typu

problemy z niepustymi ograniczeniami kolejnosciowymi miedzy zadaniami.
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W monografii [10, Rozdziat 13] rozwazano problemy nastepujacej postaci
1lp; = aj+b;*t, 6|Crax, gdzie 0 € {chains, tree, forest, SP} oznacza ograni-
czenia kolejno$ciowe odpowiednio w postaci tancuchéw, drzewa, lasu i grafu
szeregowo-rownolegtego oraz a; > 0, b; > 0 dla 1 < j < n. Wyniki uzyskane

w tej monografii przedstawiono w Tabeli 3.1.

Problem Zlozonosé

llp; = aj + b; * t, chains|Cax | O (nlogn

1‘pj :aj+bj*t,tT€6|CmaX @) nlogn
llp; = aj +b; * t, forest|Crax
1‘p] = 4, + bj * t7 SP|Cmax

Tabela 3.1. Wyniki uzyskane w monografii [10, Rozdzial 13]

W pracy [11] rozpatrywano problemy postaci 1|p; = a; — b; * t,0|Chax,
zakltadajac, ze a; > 0,1 < b; <0 oraz b; (37, a;, —a;) <ajdlal <j<n.
ZYozonos¢ problemoéw jest podobna do tych zaprezentowanych w Tabeli 3.1.

W monografii [10] oraz pracy [21] zaprezentowano wielomianowe algoryt-
my dla problemu 1|p; = p; (A+ B xt), prec|Cpax. Natomiast w pracy [13]
dla problemu postaci 1|p; = p; (1 £ a *t), prec|Ciax skonstruowano liniowy

algorytm.

Problem Zlozonosé
1lp; =pj (A+ B xt),prec|Cmax | O (nlogn)
lpj =pj(1£axt),prec|Cmax | O(n)

Tabela 3.2. Wyniki zaprezentowane w monografii [10] oraz w pracach [21] i [13]

Problemy szeregowania zadan z mieszanymi czasami

wykonywania zadan

Ostatnia grupa wynikéw dotyczy probleméw szeregowania zadan z mie-
szanymi czasami wykonywania zadan.

W 2010r. Gawiejnowicz i Lin w pracy [12] zaproponowali nowy model
szeregowania zadan zaleznych z mieszanych czasami wykonywania. Dla tego
modelu zbiér zadan J moze zawieraé¢ jednoczesnie zadania z czasami wyko-

nywania opisanymi funkcjami réznych typéw. Autorzy rozszerzyli trojpolows
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notacje [14] poprzez dodanie do parametru (3 liczby zadan z okrelonego typu.
Rozwazmy dla przyktadu zbiér n zadan, gdzie n; oraz n, zadan ma czasy
wykonywania postaci odpowiednio p; *t oraz ¢ * r®. Otrzymujemy wtedy na-
stepujacy problem 1|p;, (t) € {p; *t,n1;t * r* no} |Cax, gdzie ny + ny = n.

W powyzszej pracy autorzy zaprezentowali szereg wtasnosci dotyczacych
jednomaszynowego problemu szeregowania zadan mieszanych z kryterium
>~ C; oraz zaproponowali algorytm rozwigzujacy problem nastepujacej po-
staci: 1|pj, (t) € {aj,n1;b; xt,n9;a; + bj xt,n3} |Crnax W czasie O (nlogn).
Idea tego algorytmu jest nastepujaca: na poczatku szeregujemy w dowolnym
porzadku zadania z czasami proporcjonalnymi. Nastepnie na kolejnych pozy-
cjach umieszczamy zadania z czasami liniowymi w nierosnacym porzadku Z—j
Jako ostatnie szeregujemy zadania z czasami statymi w dowolnej kolejnosci

i otrzymujemy optymalne uszeregowanie.
Podsumowanie

Problemy szeregowania zadan ze zmiennymi czasami wykonywania i nie-
pustymi ograniczeniami kolejnosciowymi sa rzadko rozpatrywane. Najczesciej
rozwaza sie problemy, w ktorych czasy wykonywania zadan sa opisane tyl-
ko funkcjami jednego typu. W wigkszosci prac rozwaza sie réwniez jedynie
szczegolne przypadki kryterium maksymalnego kosztu fi,... Ponadto proble-
my szeregowania zadan z mieszanymi czasami wykonywania zadan wystapity
tylko w jednej pracy.

Jak wynika z zaprezentowanego przegladu literatury, problemy szerego-
wania zadan ze zmiennymi czasami wykonywania, niepustymi ograniczenia-
mi kolejnosciowymi i kryterium f,., nie sg jeszcze wystarczajaco zbadane.
W rozprawie beda rozwazane zatem problemy szeregowania zadan ze zmien-
nymi czasami wykonywania, w ktorych wystepuja jednoczesnie mieszane cza-
sy wykonywania, niepuste ograniczenia kolejnosciowe oraz kryterium maksy-

malnego kosztu fi.x, bedace uogdlnieniem kryteriow Clax oraz Liax.
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Rodzina problemoéw postaci

p;r (t) € {p1,n — k;pa, k} , prec] fuax

W tym rozdziale zaprezentowana zostanie pierwsza z rozwazanych w roz-
prawie rodzin jednomaszynowych problemow szeregowania zadan zaleznych
z mieszanymi czasami wykonywania, dowolnymi ograniczeniami kolejnoscio-
wymi miedzy zadaniami oraz kryterium maksymalnego kosztu fiax. Pod-
rozdziat 4.1 zawiera sformutowanie omawianych probleméw. W podrozdziale
4.2 zaprezentowane zostang wielomianowe algorytmy rozwigzujace problemy
szeregowania zadan ze zmiennymi czasami wykonywania zadan opisanymi
funkcjami z tej samej rodziny. W podrozdziale 4.3 zaprezentowane zosta-
ng wielomianowe algorytmy rozwiazujace problemy szeregowania zadan ze
zmiennymi mieszanymi czasami wykonywania zadan opisanymi funkcjami

z dwoch roéznych rodzin.

4.1. Sformulowanie probleméw rodziny

Niech dany bedzie zbiér J = {Ji, Ja, ..., J,} zadan. Czas wykonania za-
dania J; oznaczamy przez p;, (t), gdzie 1 < j < n. Pierwsze zadanie zaczyna
sie w chwili poczatkowej t, > 0. Pomiedzy zadaniami wystepuja dowolne
ograniczenia kolejnosciowe okreslajace czedciowy porzadek na zbiorze zadan.
Ograniczenia kolejnosciowe opisane sg za pomoca acyklicznego grafu skiero-
wanego G = (V, A), gdzie V i A oznaczaja odpowiednio zbiér wierzchotkéw
i zbioér tukéw w grafie G.

Czasy wykonywania zadan sg mieszane, tzn. moga mieé¢ roézng postac

w zaleznosci od zadania i sg opisane przez funkcje, ktore jednoczesnie zale-
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za od pozycji, jak i czasu rozpoczecia zadania. Precyzujac — aktualny czas
wykonywania p;, (t) zadania J; € J uszeregowanego na pozycji r w cza-
sie t > tp moze mieé¢ jedna z nastepujacych postaci: p;, (t) = p; + b *r?,
pir(t) = tx7r%pj, (t) = p; xt lub p;, (t) = p;, gdzie podstawowe czasy
wykonywania p; > 0dlal < j <n,b>0,a # 0ir > 1 oznacza pozycje
zadania w uszeregowaniu. Dodatkowo dla kazdego zadania J; € J znana
jest niemalejaca funkcja kosztu f; (t), ktéra mierzy koszt zakonczenia zada-
nia J; w chwili ¢. Zakladamy, ze jej wartos¢ mozemy oszacowa¢ w stalym
czasie. Naszym celem jest znalezienie uszeregowania o o najmniejszej warto-
Sl fuax (0) = max. {f; (C;(0))} sposréd wszystkich uszeregowan zgodnych
z ograniczeniami kolejnodciowymi, gdzie C; (o) oznacza czas zakonczenia za-
dania J; € J w uszeregowaniu o.

Wykorzystujac trojpolowa notacje wprowadzona w pracy [12], problemy
z tej rodziny przyjmuja postaé 1|p;, (t) € {p1,n — k;pe, k}, prec| fumax, gdzie
zbior zadan J podzielony zostat na n — k i k zadan z czasami wykonywania

odpowiednio postaci p; i pe, a p1,p2 € {p;,pj *t,p; +bx 1 txr*}.

4.2. Zadania ze zmiennymi czasami wykonywania z tej

samej rodziny

Algorytmy zaprezentowane w tym podrozdziale sa adaptacja Algorytmu
3.1 na przypadek zadan zaleznych od czasu rozpoczecia zadania lub pozycji
zadania w uszeregowaniu. Na wejsciu algorytméw mamy dane czas rozpocze-
cia tg, graf ograniczen kolejnosciowych miedzy zadaniami G = (V, A), funkcje
kosztow fi, fa,. .., fn, podstawowe czasy wykonywania pq, ps, ..., Pp, indeks
efektu uczenia sie (lub starzenia sie) zadan a i stala b zwiazana z efektem
uczenia sie (lub starzenia sie) zadan. Na wyjsciu algorytméw dostajemy opty-
malne uszeregowanie o*. Idea tych algorytmow jest nastepujaca. Dla danego
grafu G, w kazdym kroku wybieramy sposrod zbioru zadan bez nastepnikéw
to zadanie, ktore ma najmniejszg wartos¢ funkcji kosztu na danej pozycji
i umieszczamy je na poczatku dotychczas uszeregowanych zadan. W podobny

sposéb postepujemy z wszystkimi pozostatymi do uszeregowania zadaniami.
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Pierwszy z algorytméw dotyczy problemu 1|p;, (t) = p; +b*7r®, prec| fmax,
w ktorym czasy wykonywania zadan zaleza od pozycji r zadania w uszerego-

waniu. Pseudokod algorytmu jest dany ponizej (patrz Algorytm 4.1).

Algorytm 4.1 dla problemu 1|p;, (t) = p; + b * %, prec| fmax

o* «— (o)
T—to+>r (pr+bxr?)
re—n
while V (G) # 0 do
NS(G) — {j € V(G) : deg™ (j) = 0}
Znajdz k € NS (G) taki, ze fi (T') =min{f; (T):j € NS (G)}
o* — (klo*)
T—T— (pp+bxr®)
V(G) = V(G)\{k}
AG) —AG)\{(i,k):i € V(G)}
11: rer—1
12: end while
13: return o*

»—
<

Twierdzenie 4.1. Algorytm 4.1 konstruuje optymalne uszeregowanie dla

problemu postaci 1|p;, (t) = p; + b * r®, prec| fmax w czasie O (n?).

Dowd6d. Zauwazmy, ze Algorytm 4.1 generuje jedynie dopuszczalne uszere-
gowania, ktére nie naruszaja ograniczen kolejnosciowych miedzy zadaniami.
Wynika to z faktu, iz w petli 'while’ (linie 4-12) rozwazane sa jedynie te
zadania, ktore nie posiadaja nastepnikow. Zauwazmy, ze wystarczy rozwazy¢
uszeregowania posiadajace dwie nastepujace wlasnosci.

Po pierwsze zgodnie z Lematem 2.1 wystarczy, ze rozwazymy jedynie
uszeregowania nie zawierajace przestojow.

Po drugie zgodnie z Lematem 2.2 czas zakonczenia ostatniego zadania,
dla problemu 1|p;, (t) = p; + b * r®, prec| fuax, nie zalezy od uszeregowania.

Teraz pokazemy, ze uszeregowanie generowane przez Algorytm 4.1 ma
minimalny koszt. Niech NS (J) oraz f}.. (Ji) oznaczaja odpowiednio zbiér
zadan bez nastepnikow i maksymalny koszt w optymalnym uszeregowaniu

dla kazdego Jy, € NS (J). Zalézmy, ze T jest czasem zakonczenia ostatniego

zadania i niech Ji bedzie zadaniem bez nastepnika takim, ze:

fe(T) = min _ {f; (T)}. (4.1)
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Wtedy, koszt uszeregowania zadania J; na ostatniej pozycji jest rowny

¥ ox (J) =max {fx (T), [l (T\{Jr})}. Ten koszt jest optymalny poniewaz

max ’ J max

o (D)2 Frs (T\ARD) 1 e (9) > miin {5 (D)),

Powtarzajac procedure konstruowania zbioru NS (J) i wybierania zada-
nia spetniajacego (4.1) dla wszystkich nieuszeregowanych zadan z tego zbioru,
otrzymamy optymalne uszeregowanie.

Ztozonosé obliczeniowa Algorytmu 4.1 moze zostaé oszacowana w naste-
pujacy sposob. Linie 2 mozemy wykonaé w czasie O (n). Petla 'while’ wykona
sie w czasie O (n). Na skonstruowanie zbioru N.S (G) w linii 5 potrzebujemy

czasu O (n). Ztozono$¢ obliczeniowa Algorytmu 4.1 wynosi zatem O (n?). [
Zilustrujemy dziatanie Algorytmu 4.1 na ponizszym przyktadzie.

Przyklad 4.1. Danych jest n = 5 zadan z nast¢pujacymi podstawowymi
czasami wykonywania p; = 1, po = 2, p3 = 3, py = 4, p5 = 5. Indeks
starzenia sie zadan a = 0.5, czynnik starzenia sie zadan b = 2 oraz czas
rozpoczecia zadan tyg = 0. Funkcje kosztéw maja nastepujaca postaé¢ f; =
Ci+2, fo=C32+1, f3=3xCs, fy = Cy+14, f5 = 2 x C5+ 5. Ograniczenia

kolejnosciowe miedzy zadaniami przedstawiono na Rysunku 4.1.

SN

@/@\@

Rysunek 4.1. Ograniczenia kolejnosciowe w Przyktadzie 4.1

Ponizsze iteracje Algorytmu 4.1 konstruujg optymalne uszeregowanie.

Iteracja 1 Obliczamy czas zakonczenia ostatniego zadania 7' = 31.76 oraz
konstruujemy zbior zadan bez nastepnikéow NS (G) = {4,5}. Obliczamy
wartosci funkeji kosztow dla zadan z tego zbioru. Poniewaz fy (31.76) =

45.76 < f5(31.76) = 68.53 zatem zadanie .J; umieszczamy w uszeregowa-
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niu o* = (4). Aktualizujemy wartos¢ T = 31.76 — 4 — 4.47 = 23.29 oraz
zbiér wierzchotkow V (G) i tukéw A (G).

Iteracja 2 Konstruujemy zbiér zadan NS (G) = {5} i obliczamy warto$¢
funkcji f5(23.29) = 51.59 i umieszczamy zadanie J; w o* = (5,4). Aktu-
alizujemy warto$¢ T' = 23.29 — 5 — 4 = 14.29 oraz zbiory V (G) i A (G).

Iteracja 3 Konstruujemy zbiér NS (G) = {2,3} i obliczamy wartosci funk-
cji kosztoéw. Poniewaz f3 (14.29) = 42.88 < f, (14.29) = 205.28 to zadanie
J3 zostaje umieszczone w uszeregowaniu o* = (3,5,4). Aktualizujemy
warto$¢ T = 14.29 — 3 — 3.46 = 8.83 oraz zbiory V (G) i A(G).

Iteracja 4 Konstruujemy zbiér NS (G) = {1,2} i obliczamy wartosci funk-
cji kosztéw. Poniewaz f; (8.83) = 9.83 < f5(8.83) = 62.28 zatem zadanie
J1 umieszczamy w uszeregowaniu o* = (1,3, 5,4). Aktualizujemy wartosé
T =8.83—1—2.83 =4 oraz zbiory V (G) i A(G).

Iteracja 5 Konstruujemy zbiér NS (G) = {2}. Nastepnie obliczamy war-
to$¢ fo (4) = 17 i umieszczamy Jo w uszeregowaniu o* = (2,1, 3,5,4).

Iteracja 6 Optymalne uszeregowanie to o* = (2,1,3,5,4) z fmax = 51.59

J2 Jl Jg =]5 J4
0 4 883 14.29 23.39 31.76

T

Rysunek 4.2. Optymalne uszeregowanie w Przyktadzie 4.1

Nastepny algorytm dotyczy problemu szeregowania czasowo-zaleznego
postaci 1|p;, (t) = t * r% prec|fmax, W ktérym czasy wykonywania zadan
zalezg jednoczesnie od czasu rozpoczecia t oraz pozycji r zadania w usze-
regowaniu. W tym przypadku musimy zatozy¢, ze czas rozpoczecia ty > 0,
gdyz w przeciwnym wypadku czasy wykonywania zadan bytyby zerowe.

Dla tego problemu rowniez czas zakonczenia ostatniego zadania nie zale-
zy od uszeregowania (Lemat 2.2) oraz optymalne uszeregowanie nie zawiera
przestojéw (Lemat 2.1). Modyfikujac w Algorytmie 4.1 linie 2 oraz 8 odpo-
wiednio na postaé¢ "T" « to* [I'_, (1 +7%)" oraz T «— T/ (1 4 r®)’, otrzymu-
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jemy Algorytm 4.2 rozwigzujacy nasz problem. Pseudokod zmodyfikowanego
algorytmu jest nastepujacy:

Algorytm 4.2 dla problemu 1|p;, (t) =t * r%, prec| fmax

1 0%« (o)

T —tox 11", (1 +79)

TW;ilz V(G) #0 do

NS(G) « {j € V(G) : deg” (j) = 0}

Znajdz k € NS (G) taki, ze fi (T) =min{f; (T) : j € NS(G)}
o* — (klo*)
T—T/(1+7r%)
V(G) = V(G)\{k}

A(G) <—1A (G)\{(i, k) :i € V(G)}
: end while

: return o*

© PN R

e e

Uzywajac podobnego rozumowania jak w dowodzie Twierdzenia 4.1, uzy-

skujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.2. Algorytm /.2 konstruuje optymalne uszeregowanie dla

problemu postaci 1|p;,. (t) =t * 1%, prec| fmax w czasie O (n?).
Zilustrujemy dziatanie Algorytmu 4.2 na ponizszym przykltadzie.

Przyklad 4.2. Danych jest n = 5 zadan z czasami wykonywania postaci
pir (t) = t* 1% gdzie 1 < j < 5 z indeksem uczenia sie a = —0.25 i czasem
rozpoczecia zadan tg = 1. Funkcje kosztow sa tej samej postaci jak w Przy-

ktadzie 4.1. Ograniczenia kolejnosciowe przedstawiono na Rysunku 4.3.

&N

Rysunek 4.3. Ograniczenia kolejnoéciowe w Przykladzie 4.2

Ponizsze iteracje algorytmu konstruuja optymalne uszeregowanie.
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Iteracja 1 Obliczamy czas zakonczenia ostatniego zadania 7' = 18.46 oraz
konstruujemy zbiér zadan bez nastepnikéw NS (G) = {4,5}. Nastepnie
obliczamy wartosci funkcji kosztu dla zadan ze zbioru NS (G). Poniewaz
fa(18.46) = 32.46 < f; (18.46) = 41.92 zadanie .J, umieszczamy w uszere-
gowaniu o* = (4). Aktualizujemy warto$¢ T = 18.46/ (1 + 57%%) = 11.06
oraz zbiér wierzchotkéw V (G) i tukéw A (G).

Iteracja 2 Konstruujemy zbior NS (G) = {1,5}, obliczamy wartosci funk-
cji f1(11.06) = 13.06 < f5(11.06) = 27.12 i umieszczamy zadanie J;
na przedostatniej pozycji w uszeregowaniu o* = (1,4). Aktualizujemy
warto$¢ T = 11.06/ (1 + 47°%) = 6.48 oraz zbiory V (G) i A(G).

Iteracja 3 Konstruujemy zbiér NS (G) = {5}, obliczamy warto$¢ funkcji
kosztu f5 (6.48) = 17.96 1 umieszczamy J; w o* = (5, 1,4). Aktualizujemy
warto$¢ T = 6.48/ (1 + 379%) = 3.68 oraz zbiory V (G) i A (G).

Iteracja 4 Konstruujemy zbiér NS (G) = {2, 3}, obliczamy wartosci funkcji
kosztéw f3 (3.68) = 11.05 < f5 (3.68) = 14.56 i umieszczamy J3 w uszere-
gowaniu o* = (3,5, 1,4). Aktualizujemy warto$¢ T = 3.68 (1 +2792°) = 2
oraz zbiory V (G) i A(G).

Iteracja 5 Konstruujemy zbiér NS (G) = {2}. Nastepnie obliczamy war-
to$¢ fo (2) =5 i umieszczamy Jo w uszeregowaniu o* = (2, 3,5, 1,4).

Iteracja 6 Optymalne uszeregowanie to 0* = (2,3,5,1,4) 2 fax = 32.46

Jo | J5 | Js Ji Jy
0 2 368 648 11.06 18.46

T

Rysunek 4.4. Optymalne uszeregowanie w Przyktadzie 4.2

4.3. Zadania ze zmiennymi mieszanymi czasami

wykonywania

Uogo6lnimy teraz wyniki uzyskane w podrozdziale 4.2 na przypadek zadan
z mieszanymi czasami wykonywania wprowadzajac dwa typy czasoéw: state
i zmienne. State czasy wykonywania zadan opisane sg przez liczby, podczas

gdy zmienne czasy wykonywania zadan opisane sg przez funkcje.
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W przeciwienstwie do probleméw z zadaniami tego samego typu, wlasnosé
dotyczaca niezmiennosci dtugosci uszeregowania, opisana w Lemacie 2.2, nie
zachodzi dla zadan z mieszanymi czasami wykonywania. W tym przypadku
dla réznych uszeregowan mozemy uzyskiwac¢ inne czasy zakonczenia ostatnie-
go zadania T'. Istnieje jednak mozliwos$é, aby pogrupowac wszystkie uszerego-
wania w taki sposob, ze w kazdej takiej grupie czasy zakonczenia ostatniego
zadania beda takie same. Nastepnie dla kazdej z tych grup, stosujac algo-
rytmy przedstawione wczesniej, konstruujemy uszeregowania z minimalnym
kosztem. Wérod znalezionych uszeregowan wybieramy to optymalne.

Aby skorzysta¢ z tej idei, zdefiniujemy pojecie szablonu. Szablonem H
bedziemy nazywaé wektor zero-jedynkowy taki, ze H [i| = 0 (H [i] = 1) jezeli
czas wykonywania zadania J; jest staly (zmienny). Szablon grupuje uszere-
gowania z tym samym czasem zakonczenia ostatniego zadania T'. Zauwazmy,
Ze mamy (Z) =0 (nk) unikalnych szablonéw dla k statych zadan.

Pokazemy, jak wykorzysta¢ szablony na przyktadzie algorytmu dla pro-
blemu 1|p;, (t) € {p; + b* 1% n — k;p;, k} , prec| fmax. Na wejsciu algorytmu,
poza danymi uzywanymi przez Algorytmy 4.1 i 4.2, mamy dane k zadan
statych, podczas gdy na wyjsciu dostajemy optymalne uszeregowanie o*.

Zanim sformutlujemy algorytm, musimy zdefiniowa¢ cztery pomocnicze
funkcje: FIRSTTEMPLATE, NEXTTEMPLATE, REVERSE i CALCT.

Funkcja FIRSTTEMPLATE dla danej instancji P funkcji opisujacych czasy
wykonywania zadan, generuje w czasie O (n) pierwszy szablon, majacy taki

sam porzadek zadan stalych i zmiennych jak w instancji poczatkowej P.

1: function FIRSTTEMPLATE(P)
2 for r — 1 ton do
3 if P|[r] jest stale then H [r] < 0
4: else H[r] « 1
5 end if
6 end for
7 return

Funkcja REVERSE dla danego szablonu H iindekséw ¢ i k, odwraca w cza-

sie O (n) porzadek elementéw w H [i], H [i + 1], ..., H [k] . W pseudokodzie
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tej funkcji przez symbol < oznaczamy operator zamiany miejscami dwoch

elementow.

1: function REVERSE(var H,i, k)
2 while i < k£ do

4: 1—i+1

5 k+—k—1

6 end while

7 return H

Funkcja NEXTTEMPLATE dla danego szablonu H i szablonu poczatkowe-
go Hp uzyskanego przez funkcje FIRSTTEMPLATE, tworzy nastepny szablon
do H, o ile nowy szablon rézni sie od Hp; w przeciwnym wypadku generuje
zerowy szablon Hy := [0,0,...,0]. Funkcja wykonuje sie w czasie O (n), po-
niewaz obie petle 'while’ w liniach 3-4 i 7-8 oraz funkcja REVERSE w linii

12 potrzebuja czasu co najwyzej O (n).

1: function NEXTTEMPLATE(var H, Hp)

2 1N

3 whilei>1land H[i— 1] > H[i]doi+—i—1
4 if 7 # 1 then

o: J—1

6 while j<nand H[j| > H[i—1]do j < j+1
7 J—j—1

8 H[i—1] < Hj]

9: end if
10: H «— REVERSE(H,i,n)
11: if H = Hp then return H,
12: else return H
13: end if

Funkcja CALCT dla danego szablonu H i czasu poczatkowego ¢, oblicza

warto$¢ T' w czasie O (n).

1: function CALCT(H, 1)

2 T — tg

3 for r — 1 ton do

4: if H[r] =1then T'— T + (p, + b*x1%)
5 else T'— T + p,

6 end for

7 return 7'
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Dziatanie wymienionych funkcji ilustruje nastepujacy przyktad.

Przyklad 4.3. Danych jest n = 5 zadan. W tym k& = 2 zadan J; i J5 ze
stalymi czasami wykonywania odpowiednio postaci p; = 11 p5; = 5. Zadania
Ja, J3 oraz Jy sa zmienne i maja odpowiednio czasy wykonywania postaci

po=2+3%1r% p3=3+3xr?orazpy =4+ 3*1r%

Opiszemy teraz dziatanie poszczegdlnych funkcji.

FirstTemplate Dla danej instancji P = [p1, p2, ps, P4, P5| przy uzyciu funk-
cji FIRSTTEMPLATE otrzymujemy pierwszy szablon H = [0, 1,1, 1,0].
NextTemplate i Reverse Na wejsciu mamy dane szablon H = [0,1, 1,1, 0]
i szablon poczatkowy Hp = [0,1,1,1,0]. Dla zmiennej i = 5 w petli
'while’ analizujemy szablon od konca szukajac takiej pozycji ¢ dla ktorej
wartos¢ H [i — 1] < H [i]. W naszym przypadku ¢ = 2. Nastepnie szukamy
takiej pozycji j w szablonie H, dla ktorej H [j] < H [i — 1]. W naszym
przypadku j = 4. Zamieniamy miejscami w szablonie H wartosci na po-
zycjach H [1] < H [4] otrzymujac szablon H = [1,1,1,0,0]. Nastepnie
przy uzyciu funkcji REVERSE(H,2,5) otrzymujemy nastepny w kolejnosci
leksykograficznej szablon H = [1,0,0,1,1]. Poniewaz jest on rézny od

szablonu Hp funkcja NEXTTEMPLATE generuje szablon H.
CalcT Dla danego szablonu H = [0,1,1,1,0], czasu rozpoczecia to = 0
oraz czasOw wykonywania zadan funkcja CALCT oblicza czas zakonczenia

ostatniego zadania T =1+2+3%22 +3+3 %32 +4+3%4%+5 = 102.

Funkcje te sa wykorzystywane w ponizszym algorytmie dla problemu
Lpjr (t) € {p; +bxr*n—k;p;, k},prec|fmax- W pseudokodzie tego algo-
rytmu (patrz Algorytm 4.3), przez Gy, oy i Fy oznaczamy odpowiednio
kopie acyklicznego grafu skierowanego G = (V, A) opisujacego ograniczenia
kolejnosciowe miedzy zadaniami, poczatkowe puste uszeregowanie i minimal-
ny koszt odpowiadajacy szablonowi H. Symbol F,;, oznacza minimalny koszt

wsrod wszystkich badanych szablonow.
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Algorytm sktada sie z dwoch petli 'while’ i jego gtéwna idea jest nastepu-
jaca. Na poczatku, przy pomocy funkcji FIRSTTEMPLATE przypisujemy do
szablonu H poczatkowy szablon Hp i ustawiamy warto$¢ zmiennej Fi, (linie
1-3). Zewnetrzna petla 'while’ dziala dla wszystkich mozliwych do uzyska-
nia szablonéw. W kazdej iteracji tej petli (linie 4-32) aktualizujemy wartosci
Fy, oy 1 Gy (linie 5-7), obliczamy nowa wartos¢ T' (linia 8) i wykonujemy
wewnetrzng petle ‘'while’ (linie 10-26).

Wewnetrzna petla 'while’ stuzy do znalezienia uszeregowania o najmniej-
szej wartosci funkceji kosztu, zgodnego z ograniczeniami kolejnosciowymi mie-
dzy zadaniami oraz aktualnie rozpatrywanym szablonem. W tym celu w we-
wnetrznej petli wybieramy sposrod zadan bez nastepnika to zadanie, ktore
ma najmniejszy koszt na danej pozycji (linia 12) i umieszczamy je na poczat-
ku juz uszeregowanych zadan (linia 17). Musimy pamieta¢ by typ wybranego
zadania byl zgodny z typem w danym szablonie H na pozycji, ktora rozpa-
trujemy (linia 13), w przeciwnym razie otrzymane uszeregowanie nie byto-
by zgodne z rozpatrywanym szablonem. Postepujac podobnie z pozostatymi
zadaniami, az uszeregujemy je wszystkie. Wewnetrzna petla moze zwrdcié
uszeregowania z najmniejsza warto$cia funkcji kosztu dla danego szablonu
lub moze zosta¢ przerwana gdy znajdziemy zadanie, ktére jest niezgodne
z analizowanym szablonem lub warto$¢ funkcji kosztu bedzie wicksza, niz ta,
ktora aktualnie pamietamy w zmiennej Fj,.

Przy uzyciu funkcji NEXTTEMPLATE generujemy nastepny szablon (linia
31). Jezeli nie zwrdci ona szablonu zerowego Hy, to przechodzimy do nowej
iteracji zewnetrznej petli 'while’ i powtarzamy wszystkie oméwione kroki.
W przeciwnym przypadku oznacza to, ze rozpatrzyliSmy wszystkie szablony

i algorytm generuje optymalne uszeregowanie * z minimalnym kosztem Fi,.
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Algorytm 4.3 dla problemu 1|p;, (t) € {p; + b* 1% n — k;p;, k} ,prec| fmax

1: Hp < FIRSTTEMPLATE(P)
2: H+— Hp
3: Flyn < 00

4: while H # H, do

10:
11:

12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:

FH — —O0
o < (0)
GH — @G
T «— CALCT(H, o)
remn
while V (Gg) # () do
NS (Gu) — {j € V(Gn) : deg” (j) = 0}
Znajdz k € NS (Gg) gdzie fi (T) =min{f; (T):j € NS(Gnu)}
if zadanie Ji jest typu H [r| and f; < Fi, then
if zadanie Jj jest zmienne then T« T — (pg + b * %)
else ' — T — py
end if
Oy < (kZ|O'H)
V(Gu) < V(Gu) \{k}
A(Gr) — A(G)\{(i,k) i € V(Gn)}
r—r—1
if I'y < fk then [y « fk
end if
else
break
end if
end while
if F, > Fyg and r =0 then
Foin < Fu
o* «— oy
end if
H «— NEXTTEMPLATE(H, Hp)

32: end while
33: return o*

Twierdzenie 4.3. Algorytm 4.8 konstruuje optymalne uszeregowanie dla

problemu 1|p;, (t) € {p; + bx 1% n —k;p;, k} ,prec| fmax w czasie O (n’“”).

Dowdd. Zauwazmy, ze dla naszego problemu zachodzi réwniez wtasnos$é opi-

sana w Lemacie 2.1. Dlatego tez w dalszej czesci zakladamy, ze analizujemy

tylko uszeregowania bez przestojow.

Nastepnie zauwazmy, ze Algorytm 4.3 generuje wszystkie mozliwe sza-

blony i kazdy z nich jest rozpatrywany dokladnie raz. To wynika z faktu,

ze uzywamy w tym celu (linia 31) funkcji NEXTTEMPLATE, kt6ra w spos6b
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standardowy generuje wszystkie permutacje w porzadku leksykograficznym
(patrz, n.p., Knuth [15]). Zaczynamy od szablonu Hp skonstruowanego przy
pomocy funkcji FIRSTTEMPLATE dla danej instancji poczatkowej P. Nastep-
nie badamy szablon od jego ostatniego elementu poréwnujac kazde dwa sa-
siadujace elementy aby znalez¢ najwiekszy indeks i taki, ze H [i — 1] > H [i].
Jezeli taki indeks istnieje, to szukamy najwickszego indeksu j takiego, ze
Hj] > H[i—1] i zamieniamy miejscami H[j| z H [i — 1]. To powoduje,
ze podciag H [i],H [i + 1],..., H [n] jest posortowany nierosnaco. Nastepny
szablon jest generowany na podstawie aktualnie rozpatrywanego szablonu
poprzez odwrdcenie kolejnosci elementéw w tym podciggu. W podobny spo-
sob postepujemy z kolejnymi szablonami tak dtugo, o ile warunek w linii 13,
ktory zapobiega dwukrotnemu egzaminowaniu tego samego szablonu, nie jest
spetniony. Jezeli warunek ten jest spetniony, wtedy funkcja NEXTTEMPLATE
tworzy zerowy szablon Hj i algorytm konczy dziatanie, generujac uszerego-
wanie o*. Zatem wszystkie mozliwe szablony sa wygenerowane i kazdy z nich
jest sprawdzony jedynie raz.

Zauwazmy, ze dla danego szablonu H wartos¢ T' nie zalezy od porzadku
zadan tego samego typu. Faktycznie niech w szablonie H zadania tego samego
typu beda na pozycjach ki, k1 +1, ..., ko. Wtedy T =t +Zfikl (pr +bx1r?)
i wartos¢ tej sumy nie zalezy od kolejnosci jej sktadnikow.

Na koniec zauwazmy, ze dla kazdego szablonu Algorytm 4.3 generuje
jedynie dopuszczalne uszeregowania, ktore nie naruszajg ograniczen kolej-
nosciowych miedzy zadaniami, oraz ze linie 826 zawieraja pseudokod Al-
gorytmu 4.1 z tylko jednym dodatkowym warunkiem w linii 13. Warunek
ten ma za zadanie eliminowaé uszeregowania niezgodne z aktualnie rozpa-
trywanym szablonem i konczy¢ dziatanie biezacej iteracji, w sytuacji gdy
aktualnie najwickszy koszt jest wickszy, niz poprzednio zapisany w zmiennej
FLin. Dlatego tez, zmodyfikowany Algorytm 4.1 generuje uszeregowanie oy
o najmniejszej maksymalnej wartosci funkcji kosztu i zapisuje ja w zmiennej
Fy. Jezeli Fiy < Fin, to Fum przyjmuje warto$é Fiy i o* staje sie oy . Zatem,
Algorytm 4.3 generuje optymalne uszeregowanie o*.

Ztozonos¢ obliczeniowa Algorytmu 4.3 moze zostaé oszacowana w na-
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stepujacy sposéb. Linia 1 potrzebuje czasu O (n). Musimy przeanalizowaé
(Z) szablonéw dla k statych zadan, wiec petla 'while” w linii 4 wykona sie
w czasie O (nk) Zauwazmy réwniez, ze dodanie linii 13-14 do Algorytmu 4.1
nie zmienia jego czasu pracy O (n?) oraz, ze linia 31 potrzebuje czasu O (n).

Ztozono$¢ obliczeniowa Algorytmu 4.3 wynosi zatem O (nk+2) . [

Zilustrujemy dziatanie Algorytmu 4.3 nastepujacym przyktadem.

Przyktad 4.4. Danych jest n = 6 zadan w tym k = 4 zadan Jy, J3, J4 oraz Jg
ze statymi czasami wykonywania odpowiednio postaci p; =2, p3 =3, py =4
oraz pg = 6. Zadania Jy i J5 sa zmienne i maja odpowiednio podstawowe
czasy wykonywania postaci po = 11 p; = 5 wraz z indeksem starzenia sie
a = 2 i wspolnym czynnikiem starzenia si¢ b = 1. Czas rozpoczecia ty =
0. Funkcje kosztéw sa nastepujgcej postaci f; = 0.3 x Cy + 25, fo = C,
fs=05x Cs5+8, fi = 0.03 x C?, fs = 4,/C5 + 6 oraz fs = 0.75 x Cs.
Ograniczenia kolejnosciowe miedzy zadaniami przedstawione sa na Rysunku
4.5, gdzie kolorem czerwonym i niebieskim oznaczono odpowiednio zadania

ze stalymi i zmiennymi czasami wykonywania.

!
@ ©® ©

Rysunek 4.5. Ograniczenia kolejnosciowe w Przyktadzie 4.4

6

4) = 15 unikalnych szablonéw. Uzywajac proce-

Musimy rozwazy¢ (Z) = (
dury FIRSTTEMPLATE generujemy poczatkowy szablon H. Ten szablon ma
posta¢ H =1[0,1,0,0,1,0] i Fin, = co. W kazdej iteracji ustalamy Fy = —o0,
oy = (o), Gy jako kopie acyklicznego grafu skierowanego G' i r = 6.

Opiszemy teraz dziatanie Algorytmu 4.3 dla kazdego szablonu, prezen-

tujac kolejne iteracje potrzebne do znalezienia optymalnego uszeregowania.
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Szablon nr 1 — H = (0,1,0,0,1,0)

Iteracja 1 Obliczamy wartos$¢ czasu zakonczenia ostatniego zadania 1" = 50
i ustawiamy pozycje r = 6. Konstruujemy zbiér zadan bez nastepnikéw
NS (Gy) = {4,5,6}. Nastepnie obliczamy wartosci funkcji kosztéw dla
zadan ze zbioru NS (Gp). Poniewaz f5(50) = 34.28 < f5(50) = 37.5 <
f4(50) = 75 wybieramy zadanie J5. Typ zadania nie jest zgodny z H [6].

Przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.

H T NS(GH) Fmin FH r|og
1] H(0,1,0,0,1,0) | 50 | (4,5,6) |00 | —0c0]|6] (o)

Tabela 4.1. Podsumowanie przebiegu pierwszej iteracji Algorytmu 4.3

Szablon nr 2 — H = (0,1,0,1,0,0)

Iteracja 1 Obliczamy dlugo$¢ uszeregowania 7" = 41 oraz konstruujemy
zbior NS (Gy) = {4,5,6}. Dla zadan z tego zbioru wartosci funkcji kosz-
tow wynosza fs (41) = 30.75 < f5(41) = 31.61 < f4(41) = 50.43, wiec
wybieramy zadanie Jg. Typ zadania Jg jest zgodny z H [6] oraz warto$é
fo (41) < Fluin, wiec umieszczamy je w uszeregowaniu oy = (6). Aktuali-
zujemy wartos¢ T' = 41 — 6 = 35 oraz zbiér wierzchotkéw V (G ) i tukow
A (Gpy). Ustawiamy pozycje r = 5 oraz wartos¢ zmiennej Fy = 30.75.

Iteracja 2 Konstruujemy zbiér zadan NS (Gg) = {3,4,5}. Ponownie ob-
liczamy warto$ci funkcji kosztéw dla zadan z tego zbioru. Wybieramy
zadanie J3, poniewaz f3(35) = 25.5 < f5(35) = 29.66 < f4(35) = 36.75.
Typ zadania J3 jest zgodny z H [5] oraz warto$¢ f3(35) < Fum, wiec
umieszczamy je w uszeregowaniu oy = (3,6). Aktualizujemy warto$¢
T =35—3 =32, zbiory V (Gp) i A(Gy) oraz ustawiamy pozycje r = 4.

Iteracja 3 Konstruujemy zbiér zadan NS (Gy) = {4,5}. Wybieramy zada-
nie J5, poniewaz f5(32) = 28.6 < f4(32) = 30.72. Typ zadania J5 jest
zgodny z H [4] oraz wartos¢ fs (32) < Finin, Wiec umieszczamy je w usze-
regowaniu oy = (5,3,6). Aktualizujemy warto$¢ T'= 32 — 5 — 16 = 11,
zbiory V (Gy) 1 A(Gy) oraz ustawiamy pozycje r = 3.

Iteracja 4 Konstruujemy zbior zadan NS (Gg) = {4}. Wybieramy zadanie
Jy. Poniewaz fy (11) = 3.63 < Fy, oraz typ zadania Jy jest zgodny z ak-
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tualnie analizowanym szablonem, wiec umieszczamy je w uszeregowaniu
og = (4,5,3,6). Aktualizujemy wartos¢ T'= 11 —4 = 7, zbiory V (Gg)
i A(Gpy) oraz ustawiamy pozycje r = 2.

Iteracja 5 Konstruujemy zbiér zadan NS (Gy) = {1,2}. Wybieramy zada-
nie Jo, poniewaz fo (7) =7 < f1(7) = 27.10. Typ zadania J; jest zgodny
z H [2] oraz warto$¢ fo (7) < Fin, wiec umieszczamy je w uszeregowaniu
og = (2,4,5,3,6). Aktualizujemy wartos¢ T' = 7 — 2 — 4 = 1, zbiory
V (Gy) i A(Gy) oraz ustawiamy pozycje r = 1.

Iteracja 6 Konstruujemy zbiér zadan NS (Gy) = {1}. Wybieramy zadanie
Ji. Poniewaz fi (1) = 25.30 < F, oraz typ zadania J; jest zgodny
z aktualnie analizowanym szablonem, wigc umieszczamy je w uszerego-
waniu oy = (1,2,4,5,3,6). Aktualizujemy wartos¢ T' = 0, zbiory V (Gg)
i A(Gp) oraz ustawiamy pozycje r = 0.

Poprawny szablon Dla analizowanego szablonu znalezliSmy uszeregowanie
z najmniejsza warto$cia maksymalnego kosztu Fy = 30.75. Poniewaz

Fy =30.75 < Fyin = 00, wiec 0% « (1,2,4,5,3,6) oraz Fy;, < 30.75.

1| H T | NS(Gy) | Fuin | Fu r| og

1| H(0,1,0,1,0,0) | 41 | (4,5,6) | oo |30.75 |6 (6)

2| H(0,1,0,1,0,0) | 35 | (3,4,5) |oo |30.75 |5 | (3,6)

3 H(0,1,0,1,0,0) | 32 | (4,5) oo 3075 | 4] (53,6)

4 H(0,1,0,1,0,0) | 11 | (4) s 130753 (45,3,6)

5| H(0,1,0,1,0,0) (1,2) o 30752 (24,5,3,6)
6| H(0,1,0,1,0,0) | 1 | (1) 30.75 | 30.75 | 1| (1,2,4,5,3,6)

Tabela 4.2. Podsumowanie przebiegu drugiej iteracji Algorytmu 4.3

Szablon nr 3 — H = (0,1,1,0,0,0)

Iteracja 1 Obliczamy dlugos$¢ uszeregowania 7' = 34 oraz konstruujemy
zbiér NS (Gy) = {4,5,6}. Wartosci funkeji kosztéw dla zadan z tego
zbioru wynosza fs(34) = 25.5 < f5(34) = 29.3 < f4(34) = 34.7, wiec
wybieramy zadanie Jg. Typ zadania Jg jest zgodny z H [6] oraz warto$¢
f6 (34) < Fiin = 30.75, wiec umieszczamy je w uszeregowaniu oy = (6).
Aktualizujemy wartosé¢ T' = 34 — 6 = 28 oraz zbiory V (Gy) i A(Gp).

Ustawiamy pozycje r = 5 oraz wartos¢ zmiennej Fy = 25.5.
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Iteracja 2 Konstruujemy zbior zadain NS (Gg) = {3,4,5} i obliczamy war-
tosci funkeji kosztéw dla zadan z tego zbioru. Wybieramy zadanie Js,
poniewaz f3(28) = 22 < f,(28) = 23.52 < f5(28) = 27.17. Typ zadania
J3 jest zgodny z H [5] oraz wartosé¢ f3 (28) < Fin, wiec umieszczamy je
w uszeregowaniu oy = (3,6). Aktualizujemy wartos¢ T = 28 — 3 = 25,
zbiory V (Gy) 1 A(Gy) oraz ustawiamy pozycje r = 4.

Iteracja 3 Konstruujemy zbior NS (Gg) = {4,5}. Wybieramy zadanie Js,
poniewaz f; (25) = 18.75 < f5(25) = 26. Typ zadania J; jest zgodny
z aktualnie analizowanym szablonem oraz warto$¢ fy (25) < Fin, wiec
umieszczamy je w uszeregowaniu oy = (4,3,6). Aktualizujemy warto$¢
T =25—4=21, zbiory V (Gy) i A(Gg) oraz ustawiamy pozycje r = 3.

Iteracja 4 Konstruujemy zbiér zadan NS (Gy) = {1,5}. Wybieramy zada-
nie Js, poniewaz f5(21) = 24.33 < f;(21) = 31.30. Typ zadania J; jest
zgodny z H [3] oraz wartosé fi (21) < Finn, Wiec umieszczamy je w usze-
regowaniu oy = (5,4, 3,6). Aktualizujemy warto$¢ T =21 —-5—-9 =17,
zbiory V (Gy) 1 A(Gy) oraz ustawiamy pozycje r = 2.

Iteracja 5 Konstruujemy zbiér zadan NS (Gy) = {1,2}. Wybieramy zada-
nie Jo, poniewaz fo (7) =7 < f1 (7) = 27.10. Typ zadania J; jest zgodny
z H [2] oraz wartosé fo (7) < Fum, wiec umieszczamy je w uszeregowaniu
og = (2,5,4,3,6). Aktualizujemy wartos¢ T = 7 — 2 — 4 = 1, zbiory
V (Gy) i A(Gy) oraz ustawiamy pozycje r = 1.

Iteracja 6 Konstruujemy zbiér zadan NS (Gy) = {1}. Wybieramy zadanie
Ji. Poniewaz fi (1) = 25.30 < F, oraz typ zadania J; jest zgodny
z aktualnie analizowanym szablonem, wiec umieszczamy je w uszerego-
waniu oy = (1,2,5,4, 3,6). Aktualizujemy wartos¢ T' = 0, zbiory V (Gp)
i A(Gp) oraz ustawiamy pozycje r = 0.

Poprawny szablon Dla analizowanego szablonu znalezlismy uszeregowanie
z najmniejszg warto$cia maksymalnego kosztu Fiy = 25.5. Poniewaz Fy =

25.5 < Fyin = 30.75, wiec 0* — (1,2,5,4,3,6) oraz F, — 25.5.
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1 H T NS(GH) Fmin FH | og

1| H(0,1,1,0,0,0) | 34 | (4,5,6) |30.75 | 25,5 | 6 | (6)

2 | H(0,1,1,0,0,0) | 28 | (3,4,5) | 30.75 | 25,5 | 5 | (3,6)

3| H(0,1,1,0,0,0) | 25| (4,5) 30.75 | 25.5 | 4 | (4,3,6)

4] H(0,1,1,0,0,0) | 21 | (1,5) 30.75 | 25.5 | 3| (5,4,3,6)

5| H(0,1,1,0,0,0) | 7 | (1,2) 30.75 | 25.5 | 2 | (2,5,4,3,6)
6| H(0,1,1,0,0,0) | 1 | (1) 255 | 255 |1 (1,2,5,4,3,6)

Tabela 4.3. Podsumowanie przebiegu trzeciej iteracji Algorytmu 4.3

Szablon nr 4 — H = (1,0,0,0,0,1)

Iteracja 1 Czas zakonczenia ostatniego zadania T = 58. Konstruujemy
zbior zadan NS (Gy) = {4,5,6}, obliczamy wartosci funkcji kosztow
f5(58) = 36.46 < f5(58) = 43.5 < f4(58) = 100.92 i wybieramy zadanie
Js. Typ zadania J5 jest zgodny z H [6] ale wartos¢ f5 (58) > Fiuin = 25.5,

wiec przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.

) H T NS(GH) Fmin FH r|og
1| H(1,0,0,0,0,1) | 58 | (4,5,6) |25.5 | —00 | 6| (o)

Tabela 4.4. Podsumowanie przebiegu czwartej iteracji Algorytmu 4.3

Szablon nr 5 — H = (1,0,0,0,1,0)

Iteracja 1 Czas zakonczenia ostatniego zadania 7" = 58. Konstruujemy
zbior zadan NS (Gy) = {4,5,6}, obliczamy wartosci funkcji kosztow
f5(47) = 33.42 < fg (47) = 35.25 < f4 (47) = 66.27 i wybieramy zadanie
Js. Typ zadania Js jest zgodny z H [6] ale warto$¢ f5 (47) > Fuin = 25.5.

Przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.

1 H T NS(GH) Fmin FH | og
1| H(1,0,0,0,1,0) | 47 | (4,5,6) |25.5 | —oc0 | 6| (o)

Tabela 4.5. Podsumowanie przebiegu piatej iteracji Algorytmu 4.3

Szablon nr 6 — H = (1,0,0,1,0,0)
Iteracja 1 Czas zakonczenia ostatniego zadania T = 38. Konstruujemy

zbior NS (Gy) = {4,5,6}. Wartosci funkcji kosztéw dla zadan z tego
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zbioru wynosza fs (38) = 28.5 < f5(38) = 30.66 < f, (38) = 43.32. Typ
zadania Jg jest zgodny z H [6], ale wartosé fg(38) > Fm = 25.5, wiec

przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.

1 H T NS(GH) Fmin FH r|og
1| H(1,0,0,1,0,0) | 38 | (4,5,6) |25.5 | —00 | 6] (o)

Tabela 4.6. Podsumowanie przebiegu széstej iteracji Algorytmu 4.3

Szablon nr 7 — H = (1,0,1,0,0,0)

Iteracja 1 Obliczamy dlugos¢ uszeregowania T = 31 oraz konstruujemy
zbior NS (Gy) = {4,5,6}. Wartosci funkeji kosztéw wynosza odpowied-
nio fe (31) = 23.25 < f5(31) = 28.27 < f4 (31) = 28.83, wiec wybieramy
zadanie Jg. Typ zadania Jg jest zgodny z H [6] oraz fs (31) < Finim = 25.5,
wiec umieszczamy je w uszeregowaniu oy = (6). Aktualizujemy warto$¢
T = 31 — 6 = 25 oraz zbior wierzchotkéw V' (Gp) i tukéw A (Gp). Usta-
wiamy pozycje r = 5 oraz warto$¢ zmiennej Fy = 23.25.

Iteracja 2 Konstruujemy zbiér NS (Gy) = {3,4,5}. Ponownie obliczamy
wartosci funkeji kosztow dla zadan z tego zbioru. Wybieramy zadanie Jy,
poniewaz fy(25) = 18.75 < f5(25) = 20.5 < f5(25) = 26. Typ zadania
Jy jest zgodny z H [5] oraz wartosé¢ fy (25) < Fin, wWiec umieszczamy je
w uszeregowaniu oy = (4,6). Aktualizujemy wartos¢ T' = 25 — 4 = 21,
zbiory V (Gy) i A(Gpg) oraz ustawiamy pozycje r = 4.

Iteracja 3 Konstruujemy zbiér NS (Gg) = {1,3,5} i obliczamy wartosci
funkeji kosztow f3 (21) = 18.5 < f5(21) = 24.33 < f,(21) = 31.3. Typ
zadania J3 jest zgodny z analizowanym szablonem oraz wartosé¢ fs (21) <
Fin, wiec umieszezamy je w oy = (3,4,6). Aktualizujemy wartosé¢ T =
21 — 3 =18, zbiory V (Gy) i A(Gpg) oraz pozycje r = 3.

Iteracja 4 Konstruujemy zbiér zadan NS (Gy) = {1,5}. Wybieramy zada-
nie J5, poniewaz f5 (18) = 22.87 < f; (18) = 30.40. Typ zadania J; jest
zgodny z zgodny z H [3] oraz warto$¢ fs (18) < Fium, wiec umieszczamy je
w uszeregowaniu oy = (5, 3,4, 6). Aktualizujemy warto$¢ ' = 18 —5—9 =

4, zbiory V (Gy) 1 A(Gp) oraz ustawiamy pozycje r = 2.
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Iteracja 5 Konstruujemy zbior NS (Gg) = {1,2}. Wybieramy zadanie Js,
poniewaz fo (4) = 4 < f1(4) = 26.20. Typ zadania J, jest niezgodny

z H [2]. Przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.

i | H T [NS(Gy) | Fai | Fr |7 | on

1| H(1,0,1,0,0,0) | 31 | (4,5,6) |25.5 | 23.25 |6 | (6)

2 | H(1,0,1,0,0,0) | 25 | (3,4,5) |25.5|23.25]5 | (4,6)

3| H(1,0,1,0,0,0) | 21 | (4,5) 255 | 23.25 | 4| (3,4,6)
4] H(1,0,1,0,0,0) | 18 | (1,5) 255 | 23.25 | 3| (5,3,4,6)
5| H(1,0,1,0,0,0) | 4 | (1,2) 255 | 2325 | 2| (5,3,4,6)

Tabela 4.7. Podsumowanie przebiegu siédmej iteracji Algorytmu 4.3

Szablon nr 8 — H = (1,1,0,0,0,0)

Iteracja 1 Obliczamy dtugos$¢ uszeregowania 7' = 26 oraz konstruujemy
zbiér NS (Gy) = {4,5,6}. Wartosci funkeji kosztéw wynosza odpowied-
nio fg(26) = 19.5 < f4(26) = 20.28 < f5(26) = 26.40, wiec wybieramy
zadanie Jg. Typ zadania Jg jest zgodny z H [6] oraz fs (26) < Finim = 25.5,
wiec umieszczamy je w uszeregowaniu oy = (6). Aktualizujemy wartosé
T = 26 — 6 = 20 oraz zbiér wierzcholtkéw V (Gg) i tukéw A (Gg). Usta-
wiamy pozycje r = 5 oraz warto$¢ zmiennej Fy = 19.5.

Iteracja 2 Zbiér zadan NS (Gy) = {3,4,5}. Ponownie obliczamy wartosci
funkcji kosztow dla zadan z tego zbioru. Wybieramy zadanie Jy, poniewaz
f1(20) =12 < f5(20) = 18 < f5(20) = 23.89. Typ zadania .J, jest zgodny
z H [5] oraz warto$¢ fy (20) < Fin, Wiec umieszczamy je w uszeregowaniu
og = (4,6). Aktualizujemy warto$¢ T" = 20 — 4 = 16, zbiory V (Gg)
i A(Gpg) oraz ustawiamy pozycje r = 4.

Iteracja 3 Zbiér zadan NS (Gy) = {1,3,5}. Wybieramy zadanie J3, po-
niewaz f3(16) = 16 < f5(16) = 22 < f;(16) = 29.8. Typ zadania J3
jest zgodny z analizowanym szablonem oraz wartosé¢ f3 (16) < Fiun, wiec
umieszczamy je w uszeregowaniu oy = (3,4,6). Aktualizujemy warto$¢
T =16 —3 =13, zbiory V (Gp) i A(Gy) oraz ustawiamy pozycje r = 3.

Iteracja 4 Zbiér zadan NS (Gy) = {1,5}. Wybieramy zadanie .J;, ponie-
waz f5(13) = 20.42 < f;(13) = 28.90. Typ zadania J; jest niezgodny

z H [3]. Przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.
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1 H T NS(GH) Fmin FH | og

1] H(1,1,0,0,0,0) | 26 | (4,5,6) |25.5 1956 | (6)

2 | H(1,1,0,0,0,0) | 20 | (3,4,5) |25.5|19.5|5 | (4,6)
3| H(1,1,0,0,0,0) | 16 | (4,5) 25.5 | 19.5 | 4 | (3,4,6)
4] H(1,1,0,0,0,0) | 13| (1,5) 25.5 | 19.5 | 3| (3,4,6)

Tabela 4.8. Podsumowanie przebiegu ésmej iteracji Algorytmu 4.3

Szablon nr 9 — H = (0,0,0,0,1,1)

Iteracja 1 Obliczamy dlugos$¢ uszeregowania 7' = 82 oraz konstruujemy
zbior NS (Gpy) = {4,5,6}. Wartosci funkeji kosztéw wynosza odpowied-
nio f5(82) =42.22 < f5(82) = 61.5 < f4(82) = 201.72, wigc wybieramy
zadanie Js. Typ zadania J5 jest zgodny z H [6], ale f5 (82) > Fiim = 25.5,

wiec przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.

1 H T NS(GH) Fmin FH r|og
1] H(0,0,0,0,1,1) | 82| (4,5,6) |255 [ —c0 | 6] (o)

Tabela 4.9. Podsumowanie przebiegu dziewiatej iteracji Algorytmu 4.3

Szablon nr 10 — H = (0,0,0,1,0,1)

Iteracja 1 Obliczamy dtugos$¢ uszeregowania 17" = 73 oraz konstruujemy
zbiér NS (Gy) = {4,5,6}. Wartosci funkeji kosztéw wynosza odpowied-
nio f5(73) = 40.18 < fs (73) = 54.75 < f4 (73) = 159.87, wiec wybieramy
zadanie Js5. Typ zadania J5 jest zgodny z H [6], ale f5 (73) > Fiin = 25.5,

wiec przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.

1 H T NS(GH) Fmin FH | og
1] H(0,0,0,1,0,1) | 73| (4,5,6) |255 [ —00 | 6] (o)

Tabela 4.10. Podsumowanie przebiegu dziesiatej iteracji Algorytmu 4.3

Szablon nr 11 — H = (0,0,0,1,1,0)

Iteracja 1 Obliczamy dtugo$¢ uszeregowania T = 62 oraz konstruujemy
zbior NS (Gy) = {4,5,6}. Wartosci funkeji kosztéw wynosza odpowied-
nio f5(62) = 37.5 < f5(62) = 46.5 < f,(62) = 115.32, wiec wybieramy
zadanie Js5. Typ zadania J5 jest zgodny z H [6], ale f5 (62) > Fiim = 25.5,

wiec przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.
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1 H T NS(GH) Fmin FH | og
1| H(0,0,0,1,1,0) | 62 | (4,5,6) |25.5 | —oc0 | 6| (o)

Tabela 4.11. Podsumowanie przebiegu jedenastej iteracji Algorytmu 4.3

Szablon nr 12 — H = (0,0,1,0,0,1)

Iteracja 1 Obliczamy dtugo$¢ uszeregowania 7' = 66 oraz konstruujemy
zbior NS (Gpy) = {4,5,6}. Wartosci funkeji kosztéw wynosza odpowied-
nio f5(66) = 38.5 < fs(66) = 49.5 < f4(66) = 130.68, wiec wybieramy
zadanie J5. Typ zadania J5 jest zgodny z H [6], ale f5(66) > Fim = 25.5,

wiec przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.

1 H T NS(GH) Fmin FH r|og
1] H(0,0,1,0,0,1) | 66 | (4,5,6) |255 [ —c0 | 6] (o)

Tabela 4.12. Podsumowanie przebiegu dwunastej iteracji Algorytmu 4.3

Szablon nr 13 — H = (0,0, 1,0, 1,0)

Iteracja 1 Obliczamy dlugosé uszeregowania 7' = 55 oraz konstruujemy
zbior NS (Gy) = {4,5,6}. Wartosci funkeji kosztéw wynosza odpowied-
nio f5(55) = 35.66 < fs(55) = 41.25 < f4 (55) = 90.75, wiec wybieramy
zadanie J5. Typ zadania J5 jest niezgodny z H [6] oraz f5(55) > Fin =

25.5, wiec przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.

) H T NS(GH) Frnin FH r|og
1] H(0,0,1,0,1,0) | 55 | (4,5,6) |25.5 | =00 | 6| (o)

Tabela 4.13. Podsumowanie przebiegu trzynastej iteracji Algorytmu 4.3

Szablon nr 14 — H = (0,0,1,1,0,0)

Iteracja 1 Obliczamy dlugo$¢ uszeregowania 7' = 46 oraz konstruujemy
zbior NS (Gpy) = {4,5,6}. Wartosci funkeji kosztéw wynosza odpowied-
nio f5(46) = 33.13 < fs(46) = 34.5 < f, (46) = 63.48, wiec wybieramy
zadanie J5. Typ zadania Js jest niezgodny z H [6] oraz f5(46) > Fii, =

25.5, wiec przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.

1 H T NS(GH) Fmin FH | og
1] H(0,0,1,1,0,0) | 46 | (4,5,6) |25.5 | —00 | 6| (o)

Tabela 4.14. Podsumowanie przebiegu czternastej iteracji Algorytmu 4.3
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Szablon nr 15 — H = (0,1,0,0,0,1)

Iteracja 1 Obliczamy dlugos$¢ uszeregowania 1" = 61. Konstruujemy zbior
zadan NS (Gg) = {4, 5,6}, obliczamy wartosci funkcji kosztéw f5 (61) =
37.24 < fs(61) = 45.75 < f4 (61) = 111.63, i wybieramy zadanie Js. Typ
zadania J5 jest zgodny z H [6], ale f5(61) > Fn = 25.5. Przerywamy

iteracje i generujemy nastepny szablon.

1 H T NS(GH) Fmin FH r|og
1] H(0,1,0,0,0,1) | 61| (4,5,6) |255 | —c0 | 6] (o)

Tabela 4.15. Podsumowanie przebiegu pietnastej iteracji Algorytmu 4.3

Dla danej instancji problemu, Algorytm 4.3 wygenerowal optymalne usze-

regowanie o* = (1,2,5,4,3,6) z wartoscia fuax = 25.5.

Jl JQ Jg J5 J4 J4
0 2 7 21 25 28 31

Rysunek 4.6. Optymalne uszeregowanie w Przyktadzie 4.4

Kolejny z omawianych przez nas algorytméw stuzy rozwigzaniu problemu
szeregowania postaci 1|p;, (t) € {t %, n — k;p; *t,k} , prec| fmax, w ktorym
czasy wykonywania zadan zaleza zarowno od pozycji jak i od czasu rozpo-
czecia zadania. Na wejsciu i wyjsciu algorytmu mamy podobne dane jak
poprzednio, z dodatkowymi k proporcjonalnymi czasowo-zaleznymi zadania-
mi opisanymi przez wspoétczynniki wydtuzenia p;. Co wiecej, wspomniany
szablon H jest nadal n-wymiarowym wektorem 0-1, z tym, ze H [i] = 0
(H [i] = 1) jezeli J; jest proporcjonalne (zmienne).

Dla tego problemu nadal zachodzi wtasnos¢ dotyczaca przestojow z Le-
matu 2.1 i wlasno$¢ o niezmiennosci czasu zakonczenia ostatniego zadania
z Lematu 2.1, zatem mozemy rozwigza¢ go modyfikujac funkcje CALCT:
linia 4 1 5 sa teraz odpowiednio nastepujacej postaci 'If H[r] = 0 then
T—Tx(1+p.) i%else T «—Tx(1+r*). W podobny sposéb modyfikuje-
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my Algorytm 4.3: linia 14 i 15 s teraz odpowiednio nastepujacej postaci 'if

zadanie Ji jest proporcjonalne then 7' ﬁ’ i’else T «— 1+Tra"

Algorytm 4.4 dla problemu 1|p;, (t) € {t xr*,n — k;p; xt,k}, prec| fumax
1: Hp < FIRSTTEMPLATE(P)
2: H «+— Hp
3: Flym < o0
4: while H # H, do

5: Fyg +— —

6: og < (o)

7 GH — G

8: T« CALCT(H, 1)

9: r<—n

10:  while V (Gy) # 0 do

11: NS(Gn) «— {j € V(Gn) : deg” (j) = 0}

12: Znajdz k € NS (Gg) gdzie fi (T) =min{f; (T):j € NS(Gnu)}
13: if zadanie Jj jest typu H [r] and f; < F,;, then
14: if zadanie Jj jest proporcjonalne then 7"« ﬁ
15: else T «— HTTQ

16: end if

17: oy — (klog)

18: V(Gy) <V (Gy)\{k}

19: A(Gy) — AGy)\{(, k) :i €V (Gy)}

20: r—r—1

21: lfFH<fkthel’lFH<—fk

22: end if

23: else

24: break

25: end if

26: end while
27: if Fin > Fy and r = 0 then

28: Foin — Fy
29: oF «— Of
30: end if

31: H «— NEXTTEMPLATE(H, Hp)
32: end while
33: return o*

Twierdzenie 4.4. Algorytm 4.4 konstruuje optymalne uszeregowanie dla

problemu 1|p;, (t) € {t 1%, n — k;p; x t,k} , prec| fmax w czasie O (nk+2).

Dowo6d Twierdzenia 4.4 pomini¢to, poniewaz jest podobny do dowodu

Twierdzenia 4.3.

Zilustrujemy dziatanie Algorytmu 4.4 nastepujacym przyktadem.
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Przyklad 4.5. Danych jest n = 4 zadan z czasami wykonywania odpowied-
nio postaci p; = py = t*r? oraz py = 2 xt i p3 = 3 * t. Czas rozpoczecia
to = 1. Funkcje kosztow sg nastepujacej postaci fi = 0.3 x C1 + 5, fo = C,
f3=0.5xC3+8, f1 =0.03 x C?. Ograniczenia kolejnosciowe przedstawione
sg na Rysunku 4.7, gdzie kolorem czerwonym i niebieskim oznaczono odpo-

wiednio zadania z czasami wykonywania postaci p;, =t * 7% i p;, = p; * t.

@O @

Rysunek 4.7. Ograniczenia kolejnosciowe w Przyktadzie 4.5

Musimy rozwazy¢ (Z) = (3) = 6 unikalnych szablonéw. Uzywajac proce-
dury FIRSTTEMPLATE generujemy poczatkowy szablon H. Ten szablon ma
posta¢ H = [1,0,0,1] i Fyin = oo. W kazdej iteracji ustalamy Fy = —o0,
opg = (o), Gy jako kopie acyklicznego grafu skierowanego G'i r = 4.

Opiszemy teraz dziatanie Algorytmu 4.4 dla kazdego szablonu, prezentu-

jac kolejne iteracje potrzebne do znalezienia optymalnego uszeregowania.

Szablon nr 1 — H = (1,0,0,1)

Iteracja 1 Obliczamy wartos¢ czasu zakonczenia ostatniego zadania T' = 30
i ustawiamy pozycje r = 4. Konstruujemy zbiér zadan bez nast¢pnikow
NS (Gy) = {3,4}. Nastepnie obliczamy wartosci funkcji kosztéw dla za-
dan ze zbioru NS (Gp). Poniewaz f3 (30) = 23 < f; (30) = 27 wybieramy
zadanie J;. Typ zadania nie jest zgodny z H [4]. Przerywamy iteracje

i generujemy nastepny szablon.

1 H T NS(GH) Fmin FH r|og
1| H(1,0,0,1) | 30 | (3,4) 0o | —oo | 4] (o)

Tabela 4.16. Podsumowanie przebiegu pierwszej iteracji Algorytmu 4.4
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Szablon nr 2 — H = (1,0, 1,0)

Iteracja 1 Obliczamy dlugos$¢ uszeregowania 7' = 32 oraz konstruujemy
zbiér NS (Gg) = {3,4}. Nastepnie obliczamy wartosci funkeji kosztow
dla zadai ze zbioru NS (Gy). Poniewaz f3(32) = 24 < f, (32) = 30.72
wybieramy zadanie J3. Typ zadania J3 jest zgodny z H [4] oraz warto$¢
f3(32) < Fiun, wiec umieszczamy je w uszeregowaniu oy = (3). Aktuali-
zujemy wartos¢ T = 32/4 = 8 oraz zbiér wierzchotkéw V (Gp) i tukow
A (Gpy). Ustawiamy pozycje r = 3 oraz wartos¢ zmiennej Fy = 24.

Iteracja 2 Konstruujemy zbiér zadan NS (Gy) = {4}. Wybieramy zadanie
Jy. Poniewaz fy (8) = 1.92 < F;, oraz typ zadania J4 jest zgodny z ak-
tualnie analizowanym szablonem, wiec umieszczamy je w uszeregowaniu
on = (4,3). Aktualizujemy wartoé¢ T = 8/5 = 6, zbiory V (Gpg) i A(Gr)
oraz ustawiamy pozycje r = 2.

Iteracja 3 Konstruujemy zbiér zadan NS (Gy) = {1,2}. Wybieramy zada-
nie Jo, poniewaz fo (6) = 6 < f; (6) = 6.8. Typ zadania J; jest zgodny
z H [2] oraz wartosé fo (6) < Fium, wiec umieszczamy je w uszeregowaniu
og = (2,4,3). Aktualizujemy wartos¢ T' = 2, zbiory V (Gg) i A(Gp)
oraz ustawiamy pozycje r = 1.

Iteracja 4 Konstruujemy zbiér zadan NS (Gy) = {1}. Wybieramy zadanie
Ji. Poniewaz fi (2) = 5.6 < Fp, oraz typ zadania J jest zgodny z ak-
tualnie analizowanym szablonem, wiec umieszczamy je w uszeregowaniu
on = (1,2,4,3). Aktualizujemy wartos¢ T' = 1, zbiory V (Gg) i A(Gr)
oraz ustawiamy pozycje 7 = 0.

Poprawny szablon Dla analizowanego szablonu znalezlismy uszeregowanie
z najmniejsza wartoscia maksymalnego kosztu Fy = 24. Poniewaz Fy =

24 < Fiin = 00, wiec 0* « (1,2,4,3) oraz Fpy, < 24.

1 | H T | NS(Gy) | Fiin | Fu |7 | on

1| H(L,0,1,0) |32 (3,4) o |24 [4](3)

2 H(1,0,1,0) |8 | (4) |24 |3 (43)

31 H(1,0,1,0) |6 |(1,2) o |24 | 2] (2,4,3)
4 H(L,0,1,0)| 2 [ (D) 24 |24 | 1] (1,2,4,3)

Tabela 4.17. Podsumowanie przebiegu drugiej iteracji Algorytmu 4.4
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Szablon nr 3 — H = (1,1,0,0)

Iteracja 1 Obliczamy wartos$¢ czasu zakonczenia ostatniego zadania 1" = 36
i ustawiamy pozycje r = 4. Konstruujemy zbioér zadan bez nastepni-
kéw NS (Gy) = {3,4}. Nastepnie obliczamy wartosci funkcji kosztow
dla zadan ze zbioru NS (Gy). Poniewaz f3(36) = 26 < f, (36) = 38.88
wybieramy zadanie J3. Typ zadania Js jest zgodny z H [4], ale wartosé

f3(36) > Fluin. Przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.

1 H T NS(GH) Fmin FH | og
1| H(1,1,0,0) | 36 | (3,4) 24 126 [ 4] (o)

Tabela 4.18. Podsumowanie przebiegu trzeciej iteracji Algorytmu 4.4

Szablon nr 4 — H = (0,0,1,1)

Iteracja 1 Obliczamy dlugo$¢ uszeregowania 7" = 20 oraz konstruujemy
zbiér NS (Gg) = {3,4}. Nastepnie obliczamy wartosci funkcji kosztow
dla zadan ze zbioru NS (Gg). Poniewaz f, (20) = 12 < f3(20) = 18
wybieramy zadanie J;. Typ zadania Jy jest zgodny z H [4] oraz warto$é
f1(20) < Fluin, wiec umieszczamy je w uszeregowaniu oy = (4). Aktuali-
zujemy warto$¢ T = 20/2 = 16 oraz zbiér wierzchotkéw V (Gp) i tukow
A (Gpy). Ustawiamy pozycje r = 3 oraz wartos¢ zmiennej Fy = 12.

Iteracja 2 Konstruujemy zbiér zadan NS (Gg) = {1,3}. Nastepnie obli-
czamy wartosci funkeji kosztéw dla zadan ze zbioru NS (Gp). Poniewaz
f1(16) = 9.8 < f3(16) = 16 wybieramy zadanie J;. Typ zadania J;
jest zgodny z H [3] oraz warto$¢ fi(16) < F,, wiec umieszczamy je
w uszeregowaniu op = (1,4). Aktualizujemy wartos¢ T = 16/3 = 12,
zbiory V (Gy) i A(Gpg) oraz ustawiamy pozycje r = 2.

Iteracja 3 Konstruujemy zbiér zadan NS (Gy) = {3}. Wybieramy zadanie
J3. Poniewaz f3(12) = 14 < Fy;, oraz typ zadania J; jest zgodny z ak-
tualnie analizowanym szablonem, wiec umieszczamy je w uszeregowaniu
oy = (3,1,4). Aktualizujemy wartosci T' = 12/4 = 3 i Fy = 14, zbiory
V (Gg) i A(Gpy) oraz ustawiamy pozycje r = 1.

Iteracja 4 Konstruujemy zbior zadan NS (Gg) = {2}. Wybieramy zadanie

Jo. Poniewaz fo (3) = 3 < Fi, oraz typ zadania J3 jest zgodny z aktualnie
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analizowanym szablonem, wiec umieszczamy je w uszeregowaniu oy =
(2,3,1,4). Aktualizujemy wartos¢ T = 1, zbiory V (Gy) i A(Gpg) oraz
ustawiamy pozycje r = 0.

Poprawny szablon Dla analizowanego szablonu znalezlismy uszeregowanie
z najmniejszg wartoscig maksymalnego kosztu Fy = 14. Poniewaz Fy =

14 < Fiin = 24, wiec 0* «— (2,3,1,4) oraz F, <« 14.

1 | H T | NS(Gy) | Fiin | Fu |7 | on

1| H(0,0,1,1) | 20| (3,4) 24 |12 |4 (4

2 | H(0,0,1,1) ] 16 | (1,3) 24 |12 |3 (1,4)

31 H(0,0,1,1) | 12| (3) 24 |14 |2 (3,1,4)
41 H0,0,1,1)]3 |2 14 |14 | 1](2,3.1,4)

Tabela 4.19. Podsumowanie przebiegu czwartej iteracji Algorytmu 4.4

Szablon nr 5 — H = (0,1,0,1)

Iteracja 1 Obliczamy warto$¢ czasu zakonczenia ostatniego zadania T =
22.5 i ustawiamy pozycje r = 4. Konstruujemy zbior zadan bez nastepni-
kéw NS (Gg) = {3,4}. Nastepnie obliczamy wartosci funkeji kosztow dla
zadan ze zbioru NS (G ). Poniewaz fy (22.5) = 15.19 < f5(22.5) = 19.25
wybieramy zadanie J;. Typ zadania Js jest zgodny z H [4], ale warto$¢

f3(36) > Finin. Przerywamy iteracje i generujemy nastepny szablon.

1 H T NS(GH) Fmin FH | og
1] H(0,1,0,1) | 22.5 | (3,4) 14 15194 (o)

Tabela 4.20. Podsumowanie przebiegu piatej iteracji Algorytmu 4.4

Szablon nr 6 — H = (0,1,1,0)

Iteracja 1 Obliczamy wartos¢ czasu zakonczenia ostatniego zadania T' = 24
i ustawiamy pozycje r = 4. Konstruujemy zbior zadan bez nast¢pnikow
NS (Gg) = {3,4}. Nastepnie obliczamy wartosci funkcji kosztow dla za-
dan ze zbioru NS (Gg). Poniewaz fy(24) = 17.28 < f5(24) = 20 wy-
bieramy zadanie Jy. Typ zadania Jy nie jest zgodny z H [4]. Przerywamy

iteracje i generujemy nastepny szablon.
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1 H T NS(GH) Fmin FH | og
1] H(0,1,1,0) | 24 | (3,4) 14 | —oo [4] (o)

Tabela 4.21. Podsumowanie przebiegu szostej iteracji Algorytmu 4.4

Dla danej instancji problemu, Algorytm 4.4 wygenerowal optymalne usze-

regowanie o* = (2,3, 1,4) z wartoscia fi.x = 14.

| Jo | J3 | J1 | Jy | >
1 3 12 16 20

Rysunek 4.8. Optymalne uszeregowanie w Przyktadzie 4.5



Rozdzial 5

Rodzina problemoéw postaci

Lpjr (£) € {p}, (t) ,nis .0k, (8)  ni}, k—part| fina

W tym rozdziale zaprezentowana zostanie druga z rozwazanych w roz-
prawie rodzin jednomaszynowych problemow szeregowania zadan zaleznych
z mieszanymi czasami wykonywania, k—dzielnymi ograniczeniami kolejnoscio-
wymi miedzy zadaniami oraz kryterium maksymalnego kosztu fiax. Pod-
rozdziatl 5.1 zawiera sformutowanie omawianej rodziny probleméw. W pod-
rozdziale 5.2 zaprezentowany zostanie wielomianowy algorytm rozwiazujacy
dowolny problem z tej jednomaszynowej rodziny problemoéw szeregowania

zadan.

5.1. Sformulowanie probleméw rodziny

Rozwazmy rodzing probleméw zdefiniowang w nastepujacy sposéb. Zbior
zadan J = {J1,Jo,...,Jn} gotowych do wykonania poczawszy od czasu
to > 0. Rozszerzymy notacje z [12], zastepujac parametr prec w polu [ sym-
bolami k—part i 2—part dla problemoéw szeregowania z ograniczeniami kolej-
nosciowymi odpowiednio w postaci petnego acyklicznego k-dzielnego grafu
skierowanego (Definicja 2.2) i pelnego acyklicznego dwudzielnego grafu skie-
rowanego (Definicja 2.4).

Zaktadamy, ze czasy wykonywania zadan p} . (t) moga przyjac¢ postac:

P () = pj, (1)
p;-,r(t):pj*(A—i—B*t), (2)
p;‘ﬂ" (t) =p; + B=*re, (3)
p;'-,r(t):ra*(AjLB*t). (4)
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gdzie 1 < j<n, 1 <i<k,pj>0,A>0 B>0,a#0ir > 1. Przez
pj, A, B oraz a i r oznaczmy odpowiednio podstawowe czasy wykonywania
oraz parametr odpowiedzialny za efekt uczenia si¢ (jezeli a < 0) lub starzenia
sie (jezeli a > 0) i pozycje zadania w uszeregowaniu. Zbior V; zawiera jedynie
indeksy zadan z czasami wykonywanie w postaci péﬂ, (t).

Z kazdym zadaniem J; € J powigzana jest niemalejaca funkcja kosz-
tu f; (t), mierzaca koszt zakoinczenia zadania J; w chwili t. Zakladamy, ze
wartos¢ f; (t) moze by¢ obliczona w statym czasie dla kazdego ¢ > to. Szuka-
my uszeregowania o, o najmniejszej wartosci fuax (o) = Dax. {f; (C; (o)}
sposérod wszystkich uszeregowan zgodnych z ograniczeniami kolejnosciowymi,

gdzie C; (o) oznacza czas zakonczenia zadania J; € J w uszeregowaniu o.

5.2. Algorytm dla k—dzielnych ograniczen

kolejnosciowych

W tym podrozdziale zaprezentujemy Algorytm 5.1, rozwiazujacy proble-
my z rodziny jednomaszynowych problemow szeregowania zaleznych zadan
z mieszanymi czasami wykonywania, k-dzielnymi ograniczeniami kolejnoscio-
wymi miedzy zadaniami i kryterium maksymalnego kosztu nastepujacych po-
staci 1|p;, (t) € {p;’r (t),na;...;p5, (1) ,nk} , k—part| funax. Zbiory wierzchot-
kow Vi, Vi, ..., Vi zawieraja odpowiednio jedynie numery zadan z czasami
wykonywania postaci p} . (¢), p3,. (¢), ..., pi, (). Algorytm wykorzystuje trzy
pomocnicze funkcje: JOBFORM, REDUCET oraz ComPT.

Funkcja JOBFORM dla danego numeru zadania j zwraca numer postaci

czasu wykonywania zadania powiazanego z tym zadaniem.

1: function JOBFORM(j)

2 case p;,(t) ma postac :

3: p; : JOBFORM « 1

4: p;j* (A+ Bx*t) : JOBFORM «+ 2
5 pj +B*xr® : JOBFORM « 3

6 r** (A+ Bxt) : JOBFORM « 4
7 end case

Funkcja CoMPT dla danego acyklicznego grafu skierowanego ograniczen
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kolejnosciowych G i czasu rozpoczecia tg oblicza w czasie O (n) wartos$é czasu

zakonczenia ostatniego zadania T

1: function CompT(k, G, )

2 T — tg

3 r«—1

4: for i — 1 to k do

5: for all j in V; do

6 case JOBFORM(j) :

7 1 :T—T+p,

8 2: T—Tx(1+Bxp;)+Axp;
9: 3: T T+ (pj+Bx*r?)

10: 4 T —T*(14+B*r*)+Axre
11: end case

12: r—r+1

13: end for

14: end for

15: return T’

Funkcja REDUCET dla danego numeru zadania j, pozycji r zadania J;
w uszeregowaniu i czasu T redukuje wartos¢ czasu T zgodnie z numerem

postaci czasu wykonywania zadania zwroconego przez funkcje JOBFORM.

1: function REDUCET(j,r,T)

2 case JOBFORM(j) :

3 1 :T+T~—p,

4: 2:T—(T—-Axp;)/(1+ B=x*p,)
5: 3:T«T—(pj+Bx*r?)

6 4 : T—(T—Axr")/(1+ Bxr®)
7 end case

8 return T’

Jezeli ograniczenia kolejnosciowe miedzy zadaniami opisane sa przy po-
mocy pelnego acyklicznego k-dzielnego grafu skierowanego, to mozemy roz-
waza¢ problemy, w ktorych wystepuja czasy wykonywania zadan opisane
funkcjami z wiecej niz dwoch rodzin. Zaktadamy, ze czasy wykonywania za-
dan p}r (t) moga przyjmowaé postaé (1)—(4). Taka postaé¢ ograniczen kolejno-
Sciowych dodatkowo gwarantuje, ze wszystkie indeksy zadan bez nastepnikow
sg w ostatnim zbiorze Vj. Wiemy, ze kazdy ze zbioréw V;, gdzie 1 < 7 < k,
zawiera jedynie zadania z czasami wykonywania péy,, (t) opisanymi funkcjami
z tej samej rodziny, wiec na podstawie Lematu 2.2 wiemy, ze czas zakoncze-

nia ostatniego zadania w kazdym ze zbioréw V; nie zalezy od uszeregowania.
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Dlatego czas zakonczenia ostatniego zadania 1" nie zalezy od uszeregowania
zadan. Na podstawie Lematu 2.1 wiemy, ze optymalne uszeregowanie nie
zawiera przestojow. Jezeli acykliczny k-dzielny graf skierowany G nie bedzie
pelny, to nie mozemy zagwarantowac niezmiennosci czasu zakonczenia ostat-
niego zadania T', poniewaz w zbiorze zadan bez nastepnikéw mogg znajdowac
sie zadania o roznych czasach wykonywania. Z tego powodu nie bedziemy
mogli zastosowaé¢ Lematu 2.2.

Algorytm 5.1 bazuje na Algorytmie 4.1 i jego gtéwna idea jest naste-
pujaca: przy uzyciu funkcji CoMPT obliczamy czas zakonczenia ostatniego
zadania T (linia 2). Nastepnie w kazdej iteracji glownej petli 'while’ (linie
5-11) wybieramy sposréd zadan z ostatniego zbioru V; zadanie o najmniej-
szym koszcie na danej pozycji (linia 6). Nastepnie umieszczamy to zadanie
na poczatku uszeregowania o* (linia 7) i uaktualniamy czas T przy pomocy
funkcji REDUCET (linia 8). Na koniec aktualizujemy zbiér V; i liczbe pozo-
statych zadan r (linie 9-10). Jezeli zbiér V; jest pusty, to przechodzimy do
poprzedzajacego go zbioru V;_; (linia 11). Powtarzamy te kroki do momentu,
gdy wszystkie zadania zostang uszeregowane.

Ponizej prezentujemy pseudokod Algorytmu 5.1.

Algorytm 5.1 dla 1|p;, (t) € {p}m (t),mn;... ;pﬁr (1) ,nk} , k—part| fuax

1: 0 « (o)

2: T «— CompT(k,G,ty)

3 r<n

4: 1 — k

5: while r > 0 do

6: Znajdz j € V; taki, ze f; (T) = min{f, (T) : v € V;}
7 ot (jlo)

8: T <« REDUCET (j,r,T)
9 V; = V\{j}

10: if V; =0 then 7+ i—1
11: end if

12: r—r—1

13: end while

14: return o*

Jezeli k = 2, to mamy do czynienia z rodzing probleméw nastepujacej

postaci 1|p;, () € {p}ﬂ, (t),n1; 05, (1) ,ng} , 2-part| fumax, dla ktorej ny zadain
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z Vi ma czasy wykonywania postaci pj,. () i ny zadan z V, ma czasy wykony-
wania postaci piT (t). Dodatkowo V1NV, = (0 i ny+ny = n. Mieszane czasy wy-
konywania zadan moga by¢ postaci (1)—(4). Graf ograniczen kolejno$ciowych
G = (V, A) jest pelnym acyklicznym dwudzielnym grafem skierowanym. Dla

tej rodziny problemoéow prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.1. Algorytm 5.1 dla dowolnego problemu z rodziny proble-
méw 1|p; (t) € {p}’r (t),n1;p5,. (1) ,ng} . 2-part] fuax 2z czasami wykonywania
zadari postaci pj . (t), p3,(t) € {p;, pjx(A+ B xt), pj+B*r®, r*«(A+ B xt)}

znajduje optymalne uszeregowanie w czasie O (n?).

Dowdéd. Zauwazmy, ze Algorytm 5.1 generuje jedynie dopuszczalne uszere-
gowania, ktére nie naruszaja ograniczen kolejnosciowych miedzy zadaniami,
poniewaz w (liniach 5-11) rozwazamy jedynie zadania bez nastepnikéw.

Kazdy ze zbioréw V; i V5 zawiera indeksy zadan z czasami wykonywania
opisanymi funkcjami z tej samej rodziny. Spelnione sg zatozenia Lematu 2.2
i czas zakonczenia ostatniego zadania w kazdym z tych zbioréw nie zalezy od
uszeregowania. Dodatkowo na podstawie Lematu 2.1 wiemy, ze optymalne
uszeregowanie nie zawiera przestojow.

Uszeregowanie 0* wygenerowane przez Algorytm 5.1 ma minimalny koszt,
poniewaz w kazdym kroku algorytmu wybieramy zadanie, ktére ma mini-
malny koszt na danej pozycji i umieszczamy je na poczatku uszeregowania.
Powtarzamy powyzsza procedure dla wszystkich pozostatych zadan. Po usze-
regowaniu wszystkich zadan uzyskujemy optymalne uszeregowanie.

Ztozonosé obliczeniows Algorytmu 5.1 wyznaczamy w nastepujacy spo-
sob. Linia 2 wykonuje si¢ w czasie O (n). Linie 5-11 potrzebuja czasu O (n?),
poniewaz w kazdej iteracji gléwnej petli wybieramy sposrod zadan ze zbioru
V; to, ktore ma najmniejszy koszt na danej pozycji. To moze by¢ zrobione
w |V;] = 1 poréwnaniach i musi by¢ powtérzone n; — 1 razy dla V;. Laczna

liczba poréwnarl jest dana formuly § (nf — ny + n3 — ny) = 1 (n* — n)—nin,.

Poniewaz, 0 < niny < in?, stad in? —in < i (n? —n) —nny < 5 (n? —n).
Ztozono$é obliczeniowa Algorytmu 5.1 wynosi zatem O (n?). O

Zilustrujemy dziatanie Algorytmu 5.1 na ponizszym przyktadzie:
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Przykltad 5.1. Danych jest n = 5 zadan z czasami wykonywania postaci
pL=ps = p3 = txr? py = 4,ps = 5 i czasem rozpoczecia ty = 1. Funkcje
kosztoéw sa nastepujacej postaci fi = C1 4+ 1, fo = Cy+ 15, f3 =2 x C3+ 2,
fa=05%xCy+2, f5 = C5+10. Ograniczenia kolejnosciowe miedzy zadaniami

przedstawiono na Rysunku 5.1.

OBNO

Rysunek 5.1. Ograniczenia kolejnoéciowe w Przyktadzie 5.1

Iteracja 1 Obliczamy wartos¢ czasu zakonczenia ostatniego zadania T =
109, ustawiamy pozycje r = 5 oraz liczbe podziatéw grafu ¢ = 2. Dla
zadan o numerach nalezacych do zbioru Vo = {4,5}, obliczamy warto-
Sci funkcji kosztow. Poniewaz fy (109) = 56.5 < f5(109) = 119 zada-
nie J; umieszczamy w uszeregowaniu o* = (4). Aktualizujemy warto$¢
T = 109 — 4 = 105 oraz zbior V. Zbiér V, zawiera jeszcze zadanie, wigc
przechodzimy do kolejnej iteracji zmniejszajac pozycje r = 4.

Iteracja 2 Dla zadania Js, obliczamy wartosci funkcji kosztu f5 (105) = 115
i umieszczamy je na przedostatniej pozycji w o* = (5,4). Aktualizujemy
wartos¢ T" = 105 — 5 = 100 oraz zbidr V,. Zbiér V; jest juz pusty, wiec
przechodzimy do zbioru V;, zmniejszajac pozycje r = 3.

Iteracja 3 Dla zadan o numerach nalezacych do zbioru V; = {1,2,3}, ob-
liczamy wartosci funkcji kosztow. Poniewaz f; (100) = 101 < f5 (100) =
115 < f3(100) = 202 zadanie J; umieszczamy w uszeregowaniu o* =
(1,5,4). Aktualizujemy warto$¢ T'= 100/10 = 10 oraz zbiér V;. Zbioér V;
zawiera jeszcze zadania, wiec przechodzimy do kolejnej iteracji zmniej-
szajac pozycje r = 2.

Iteracja 4 Dla zadan o numerach nalezacych do zbioru V; = {2,3}, obli-
czamy wartosci funkeji kosztéw. Poniewaz f5(10) = 22 < f5(10) = 25

zadanie J; umieszczamy w uszeregowaniu o* = (3, 1, 5,4). Aktualizujemy
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wartos¢ T = 10/5 = 2 oraz zbiér V;. Zbiér V] zawiera jeszcze zadania,
wiec przechodzimy do kolejnej iteracji zmniejszajac pozycje r = 1.
Iteracja 5 Dla zadania J5, obliczamy wartosci funkeji kosztu fo (2) = 17
i umieszczamy je na pierwszej pozycji w o* = (2,3, 1, 5,4). Aktualizujemy
wartos¢ T = 2/2 = 1 oraz zbiér Vi. Zbior Vi jest juz pusty oraz r = 0,

wiec konczymy dziatanie naszego algorytmu.

Dla danej instancji problemu, Algorytm 5.1 wygenerowal optymalne usze-

regowanie o* = (2,3,1,5,4) z maksymalnym kosztem réwnym f.. = 115.

L] J5 | Sy | S | /s |

T
1 2 10 100 105 109

Rysunek 5.2. Optymalne uszeregowanie w Przykladzie 5.1

W przypadku dla k£ > 2, mamy do czynienia z rodzing problemoéw opisa-
na jako 1|p;, (t) € {pjl’r (t),n1;...; 05, (t) ,nk} , k—part| fmax. Niech G bedzie
pelnym acyklicznym k—dzielnym grafem skierowanym i kazdy ze zbioréw Vi,
..., Vi zawiera odpowiednio jedynie indeksy zadan z czasami wykonywania
Py, (t), ..., Pk, (t). Poprawnosé Algorytmu 5.1 dla k > 2 moze by¢ pokazana
w ten sam sposéb jak w dowodzie Twierdzenia 5.1 oraz w oparciu o induk-

cje matematyczng po k. Calkowita liczba poréwnan jest wyrazona wzorem

k k=1 k
sy (nP—n)=35n*—n)— Y > (nn;). Ztozonos¢ obliczeniows oszacu-
i=1 i=1 j=it1
jemy w nastepujacy sposob.
k=1 k
Mamy dane ny+ng+...+n, = n. Oszacujemy > > (n;n;) w nastepu-
i=1 j=it1
k=1 k&
jacy sposéb. = > (nnj) =ng(no+...+ng)+ne(ns+...+ng)+ ...+
i=1 j=it1

Ng_1ng =n1(n—ny)+ns(n—(ny+n2))+... 41 (n—(ny+ ... +np_1))
< nng +nng +...nng_ = n(n —ng) < n?. OtrzymaliSmy zatem nastepu-

k=1 k
jace oszacowanie 0 < Zl > X (nin;) < n?, wiec catkowita liczba poréwnan
1=1 j=1+

"

s(n?*—n)— > > (nn;) < 3 (n® —n). Wynika stad, ze ztozonos¢ oblicze-
=1 =i

niowa naszego problemu wynosi O (n?).

Stosujac powyzsze rozwazania otrzymujemy nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 5.2. Algorytm 5.1 dla dowolnego problemu z rodziny proble-
mow 1|p;, (t) € {p;,r (t),ma;...; 05, (1) ,nk} ,k—part| fnax z czasami wykony-
wania zadari postaci pj.(t),....ph. (t) € {p;, pj * (A+ Bxt), pj + B 1,

r®x (A+ Bx*t)} znajduje optymalne uszeregowanie w czasie O (n?).
Zilustrujemy dziatanie Algorytmu 5.1 na ponizszym przykltadzie:

Przyklad 5.2. Danych jest n = 7 zadan z czasami wykonywania postaci
pL=ps =p3=t*xr% ps=2,p5 =1 oraz ps = 2+ 1%, p; = 3+ 1r? i czasem
rozpoczecia ty = 1. Funkcje kosztéw sg nastepujacej postaci f; = 0.3xC1+17,
fo=Cy+13, f3=05xC3+13, fy = Cy4+5, f5 =4 x C¥5+20, fe =2 x Cg,
fr = C7 + 30. Ograniczenia kolejnosciowe miedzy zadaniami przedstawiono

na Rysunku 5.3.

Rysunek 5.3. Ograniczenia kolejno$ciowe miedzy zadaniami w Przyktadzie 5.2

Iteracja 1 Obliczamy wartos¢ czasu zakonczenia ostatniego zadania T =
193, ustawiamy pozycje r = 7 oraz liczba podziatéw grafu ¢+ = 3. Dla
zadan o numerach nalezacych do zbioru V3 = {6, 7}, obliczamy wartosci
funkcji kosztow. Poniewaz f7 (193) = 223 < f5(193) = 386 zadanie J;
umieszczamy w uszeregowaniu o* = (7). Aktualizujemy warto$¢ T =
193 — 49 — 3 = 141 oraz zbiér V3. Zbiér V3 zawiera jeszcze zadania, wiec
przechodzimy do kolejnej iteracji zmniejszajac pozycje r = 6.

Iteracja 2 Dla zadania Jg obliczamy wartosci funkeji kosztu fg (141) = 282
i umieszczamy je na przedostatniej pozycji w o* = (6, 7). Aktualizujemy
warto$¢ T' = 141 — 2 — 36 = 103 oraz zbior V3. Zbior V3 jest juz pusty,

wiec przechodzimy do zbioru V5, zmniejszajac pozycje r = 5.
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Iteracja 3 Dla zadan o numerach nalezacych do zbioru Vo = {4, 5} oblicza-
my wartosci funkeji kosztéw. Poniewaz f5 (103) = 60.6 < f4 (103) = 108
zadanie J; umieszczamy w uszeregowaniu o* = (5,6, 7). Aktualizujemy
wartos¢ T' = 103—1 = 102 oraz zbior V;. Zbior V; zawiera jeszcze zadania,
wiec przechodzimy do kolejnej iteracji zmniejszajac pozycje r = 4.

Iteracja 4 Dla zadania J; obliczamy wartosci funkeji kosztu fy (102) = 107
i umieszczamy je na pierwszej pozycji w o* = (4,5,6,7). Aktualizujemy
wartos¢ T' = 102 — 2 = 100 oraz zbidr V,. Zbiér V; jest juz pusty, wiec
przechodzimy do zbioru V;, zmniejszajac pozycje r = 3.

Iteracja 5 Dla zadan o numerach nalezacych do zbioru Vi = {1,2,3} ob-
liczamy wartosci funkcji kosztéw. Poniewaz f; (100) = 47 < f3(100) =
63 < f2(100) = 113 zadanie J; umieszczamy w uszeregowaniu o* =
(1,4,5,6,7). Aktualizujemy wartos¢ T = 100/10 = 10 oraz zbioér V;.
Zbiér Vi zawiera jeszcze zadania, wiec przechodzimy do kolejnej iteracji
zmniejszajac pozycje r = 2.

Iteracja 6 Dla zadan o numerach nalezacych do zbioru V; = {2, 3} oblicza-
my wartosci funkcji kosztéw. Poniewaz f3 (10) = 18 < f5(10) = 23 zada-
nie J; umieszczamy w uszeregowaniu o* = (3, 1,4, 5,6, 7). Aktualizujemy
warto$¢ T' = 10/5 = 2 oraz zbiér V. Zbiér V) zawiera jeszcze zadania,
wiec przechodzimy do kolejnej iteracji zmniejszajac pozycje r = 1.

Iteracja 7 Dla zadania .J, obliczamy wartosci funkcji kosztu fo (2) = 15
i umieszczamy je na pierwszej pozycji w o* = (2,3,1,4,5,6,7). Aktuali-
zujemy warto$¢ T' = 2/2 = 1 oraz zbiér Vi. Zbior V; jest juz pusty, oraz

r = 0, wiec konczymy dziatanie naszego algorytmu.

Dla danej instancji problemu Algorytm 5.1 wygenerowat optymalne usze-

regowanie o* = (2,3,1,4,5,6,7) z maksymalnym kosztem f,., = 282.

AN Ji EAEA Js | J7 |
1 2 10 100 102 103 141 193

T

Rysunek 5.4. Optymalne uszeregowanie w Przyktadzie 5.2



Rozdzial 6

Rodzina problemoéw postaci

p;r (t) € {a;,n1;b; x t,n9; a5 4+ bj x t,n3} , prec| fimax

W tym rozdziale zaprezentowana zostanie trzecia z rozwazanych w rozpra-
wie rodzin jednomaszynowych probleméw szeregowania zadan ze zmiennymi
mieszanymi czasami wykonywania, dowolnymi ograniczeniami kolejnoscio-
wymi miedzy zadaniami oraz kryterium maksymalnego kosztu fiax. Pod-
rozdziat 6.1 zawiera sformutowanie omawianej rodziny probleméw. W pod-
rozdziale 6.2 zaprezentowane zostana dwie wersje algorytmu doktadnego. W
podrozdziale 6.3 zaprezentowane zostanie kilkanascie konstrukcyjnych algo-
rytmow heurystycznych wraz z hybrydowym algorytmem heurystycznym. W
podrozdziale 6.4 przedstawione zostana wyniki eksperymentu numeryczne-
go badajace jakos¢ uszeregowan generowanych przez hybrydowy algorytm

heurystyczny.

6.1. Sformulowanie probleméw rodziny

W tym podrozdziale zaprezentowana zostania rodzina probleméw szere-
gowania postaci 1|p;, (t) € {a;,n1;0; % t,no;a; +bj *t,n3}, prec| fumax, gdzie
ni,ng i N3 oznaczajg odpowiednio liczbe zadan ze statymi, proporcjonalnymi
i linlowymi czasami wykonywania oraz n; +ns+ns = n. Dodatkowo zaktada-
my, ze a; > 0,b; > 0, przy czym a; i b; nie zerujg si¢ jednoczesnie. Pierwsze
zadanie zaczyna sie w chwili poczatkowej ¢y > 0.

Dla kazdego zadania J; € J znana jest niemalejaca funkcja kosztu f; ().
Mierzy ona koszt zakonczenia zadania J; w chwili ¢ i zakladamy, Ze jej war-

tos¢ mozemy oszacowaé w stalym czasie. Ograniczenia kolejnosciowe mie-
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dzy zadaniami ze zbioru J sa opisane przez acykliczny graf skierowany
G = (V, A), gdzie V i A oznaczaja odpowiednio zbiér wierzchotkéw oraz zbior
tukéw. Naszym celem jest znalezienie uszeregowania o o najmniejszej warto-
el frmax (0) = max {f; (C; (o))} sposréd wszystkich uszeregowan zgodnych

z ograniczeniami kolejnodciowymi, gdzie C; (o) oznacza czas zakonczenia za-

dania J; € J w uszeregowaniu o.

6.2. Algorytmy doktadne

Omawiana rodzina probleméw stanowi uogoélnienie NP-trudnego proble-
mu minimalizacji maksymalnej nieterminowosci dla zbioru zadan z miesza-
nymi czasami wykonywania i niepustymi ograniczeniami kolejnosciowymi za-
prezentowanego w pracy [12]. Wynika to stad, iz jezeli funkcje kosztu beda
nastepujacej postaci f; = C; — d;, to otrzymamy szczegélny przypadek kry-
terium maksymalnego kosztu fi.x, @ mianowicie L.y, 0 ktorym byta mowa
w rozdziale 2. Ponadto, jezeli zbiér zadan J bedzie ztozony z nastepujacej
liczby zadan ze statymi, proporcjonalnymi i liniowymi czasami wykonywania
odpowiednio ny = 1, ng = n — 11 ng = 0, to woOwczas nasza rodzina pro-
bleméw redukuje si¢ do problemu 1|p;,. (t) € {a;,1;b; % t,n — 1}, prec|Liax
omawianego w pracy [12]. Ze wzgledu na to, ze problem ten jest N P-trudny,
takze nasza rodzina zawiera problemy N P-trudne, dla ktérych nie istnieja
wielomianowe algorytmy dokladne, o ile P # NP. 7Z tego powodu w ko-
lejnych podrozdziatach konstruowacé bedziemy algorytmy heurystyczne dla
omawianych N P-trudnych problemoéw z tej rodziny. Jako$¢ uszeregowan uzy-
skiwanych za pomoca algorytméw heurystycznych bedzie badana za pomoca
algorytmow doktadnych zaprezentowanych ponizej.

Algorytm 6.1 jest pierwsza wersja algorytmu doktadnego dla omawianej
rodziny probleméw opublikowana w pracy [7]. Algorytm 6.2 jest ulepszona
wersja Algorytmu 6.1, w ktérej zredukowano ztozono$¢ pamieciowa. Algo-
rytm 6.2 bedzie uzywany do weryfikacji jakosci uszeregowan generowanych
przez hybrydowy algorytm heurystyczny, ktéry przedstawiony zostanie w na-

stepnym podrozdziale. Na poczatku zaprezentowany zostanie pseudokod Al-
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gorytmu 6.1 wraz z trzema pomocniczymi funkcjami: CALCULATECT, GE-
NERATEALLTOPSORTS oraz ALLTOPSORTS.

Funkcja CALCULATECT dla danego uszeregowania H i czasu poczatko-
wego to generuje wektor wszystkich czasow zakonczenia zadan. Pseudokod
tej funkcji wyglada nastepujaco:

1: function CALCULATECT (H]i|, to)
2 C[0] « to

3 for : — 1 ton do

4: Cli] < a; + (1 + b;) *« C[i — 1]
5 end for

6 return C

Funkcja GENERATEALLTOPSORTS dla danego zbioru zadan J i grafu
skierowanego GG generuje liste wszystkich posortowan topologicznych H o roz-
miarze SIZEOF(H) uzywajac algorytmu zaprezentowanego w [16]. Algorytm
wykorzystuje nastepujace struktury danych: liste VERTICES, tablice PRED-
SCOUNT oraz liste VEP, ktére zawieraja odpowiednio wierzchotki, liczbe
poprzednikow dla kazdego wierzchotka oraz wierzchotki bez poprzednikow.
Dla danego v € V (G), atrybut PredCount zawiera liczbe poprzednikow v,
podczas gdy metoda Add wstawia wierzchotek do listy VEP.

1: function GENERATEALLTOPSORTS(G)

2 for all v in V (G) do

3 VERTICES|v.Index| « v

4 PREDSCOUNT[v.Index] < v.PredCount
5: if PREDSCOUNT[v.Index] = 0 then

6 VEP.Add(v.Index)

7 end if

8 end for

9 ALLTOPSORTS(0)

10: return H

Funkcja GENERATEALLTOPSORTS po stworzeniu wspomnianych struk-
tur danych wywoluje funkcje ALLTOPSORTS.

Funkcja ALLTOPSORTS zwraca wszystkie posortowania topologiczne ja-
ko lista H. Dziata ona na liScie VEP zawierajacej jedynie takie wierzchot-
ki bez poprzednikow, ktére nie zostaly jeszcze przetworzone. Funkcja AL-

LTOPSORTS moze spowodowaé tymczasowe zmiany w VEP i PREDSCoO-
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UNT, ale na wyjsciu sg one przywracane do poczatkowych postaci. Funk-
cje ERASEALLRELATIONS(¢) i RETRIEVEALLRELATIONS(¢) odpowiednio
usuwaja i przywracaja wszystkie tuki (¢,7) € A(G) dla danego wierzchotka
q € V (G). Tablica OUTPUT zawiera ciag dotychczas przetworzonych wierz-
chotkdéw i jezeli ich liczba odpowiada liczbie wszystkich wierzchotkéw w grafie

G, ciag jest umieszczany na liscie H.

1: function ALLTOPSORTS(k)

2 if (VEP.Count > 0) then

3 base — VEP[VEP.Count]

4: do

5: q < VEP[VEP.Count]

6 VEP «— VEP\ {¢};

7 ERASEALLRELATIONS(q)

8 OUTPUT[k]| « g;

9: if £ = VERTICES.Count-1 then
10: H.Add(outpPuT)

11: end if

12: ALLTOPSORTS(k + 1)

13: RETRIEVEALLRELATIONS(q)
14: VEP .Insert(1,q)

15: while VEP[VEP.Count| ! = base
16: end if

Idea Algorytmu 6.1 jest nastepujaca. Uzywajac funkcji GENERATEALL-
TOPSORTS tworzymy wszystkie posortowania topologiczne i zapisujemy je
w tablicy H. Kazde takie posortowanie odpowiada uszeregowaniu zapisane-
mu jako H[i] w H. Dla kazdego uszeregowania o odpowiadajacemu Hi],
obliczamy czasy zakonczenia zadan poprzez funkcje CALCULATECT i prze-
chowujemy je w tablicy C'. Dla kazdego zadania J; obliczamy jego koszt w o
i wyznaczamy maksymalny koszt F.. dla aktualnego uszeregowania. Na
koniec poréwnujemy warto$¢ Fp.. z poprzednio zachowang wartoscig Fiin
odpowiadajacg najmniejszemu maksymalnemu kosztowi sposrod wszystkich
przeanalizowanych uszeregowan. Jezeli Fi.x < Fiuin, t0 Finin < Fax. W po-
dobny sposéb sprawdzamy wszystkie pozostate posortowania w H.

Na wejsciu Algorytmu 6.1 mamy dany acykliczny graf skierowany G za-
wierajacy ograniczenia kolejnosciowe miedzy zadaniami ze zbiér zadan J. Na
wyjsciu algorytmu dostajemy optymalne uszeregowania ¢* z najmniejszym

maksymalnym kosztem fax.
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Algorytm 6.1 dla 1|p;, (t) € {a;,0;b; xt,0;a; + b; xt,n}, prec| fmax

e S e T e T = T o S S

20:
21:
22:

H «— GENERATEALLTOPSORTS(G)
k «— S1zeEOF(H)
71— 1
Finin < 00
while i < k do
Fmax — =0
C' «— CALCULATECT (H][i], to)
ren
while r > 1 do
j — HEl
[ f;(Clr])
if Fl. < f then Fi .« f
end if
r—r—1
end while
if Fon > Frax and r = 0 then
Fmin — Fmax
o* — HJi
end if
1«— 1+ 1
end while
return o*

Ze wzgledu na duza ztozonos¢ pamieciowg Algorytmu 6.1, zaprojektowana

zostala ulepszona wersja algorytmu, ktora nie przechowuje w pamieci wszyst-

kich posortowan topologicznych. Zanim zaprezentowany zostanie pseudokod

Algorytmu 6.2 przedstawione zostang dwie pomocnicze funkcje CALCULA-

TEFMAX oraz MINTOPSORTS.

Funkcja CALCULATEFMAX dla danego uszeregowania H i czasu poczat-

kowego ty zwraca maksymalny koszt. Pseudokod tej funkcji jest nastepujacy:

1:
2:

10:
11:
12:

function CALCULATEFMAX(H,t)

Fmax — —0
for i — 1 ton do

f — £(Cl)

if f > F,.. then

Fmax — f

end if
end for
return F .,
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Funkcja MINTOPSORTS przeszukuje wszystkie posortowania topologicz-
ne w celu znalezienia uszeregowanie z minimalnym kosztem. Jest to modyfi-
kacja funkcji ALLTOPSORTS, gdzie zastgpiono zapamictywanie znalezionego
posortowania topologicznego (linia 10) poprzez jego analize (linie 10-15).
Funkcja zwraca optymalne uszeregowanie z minimalnym kosztem. Pseudokod

tej funkcji wyglada nastepujaco.
1: function MINTOPSORTS(k, to, Finin, 0*)
2: if (VEP.Count > 0) then

3: base — VEP[VEP.Count]

4: do

5: q < VEP[VEP.Count]

6: VEP «— VEP\ {¢};

7: ERASEALLRELATIONS(q)

8: OUTPUT[k]| « g;

9: if k£ = VERTICES.Count-1 then

10: H < outpUT

11: Fiax < CALCULATEFMAX(H, t)
12: if Fon > Foax and » = 0 then
13: Foin — Foax

14: o «— H

15: end if

16: end if

17: MINTOPSORTS(k + 1, to, Finin, 0%)
18: RETRIEVEALLRELATIONS(q)

19: VEP .Insert(1,q)

20: while VEP[VEP.Count] ! = base

21: end if

Algorytm 6.1 generowal wszystkie posortowania topologiczne i zapamie-
tywal je w tablicy H. Nastepnie analizowane byto kazde z tych posortowan.
W Algorytmie 6.2 ograniczona zostata ztozonosé pamigciowa tylko do jednej
zmiennej H, ktora zawiera aktualnie rozpatrywane posortowanie topologicz-
ne. Idea tego algorytmu doktadnego jest nastepujaca. Po ustaleniu poczatko-
wych wartosci zmiennych Fl.;,, 0* oraz struktur danych PREDSCOUNT oraz
VEP, wywotana zostaje funkcja MINTOPSORTS. Tablica OUTPUT zawiera
cigg dotychczas przetworzonych wierzchotkow i jezeli ich liczba odpowiada
liczbie wszystkich wierzchotkéw w grafie GG, cigg jest umieszczany na liscie
H. Nastepnie dla uszeregowania H obliczamy maksymalny koszt Fi.x przy
pomocy funkcji CALCULATEFMAX. Na koniec poréwnujemy wartosé¢ Fiax

z poprzednio zapamietang wartoscig i, ktora oznacza najmniejszy maksy-
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malny koszt sposréd wszystkich dotychczas przeanalizowanych uszeregowan
ijezeli Fac jest mniejsza, Fl, «— Fuax oraz ¢ «— H. Po sprawdzeniu
wszystkich uszeregowan na wyjsciu Algorytmu 6.2 otrzymujemy optymalne
uszeregowanie o* z najmniejszym maksymalnym kosztem.

Na wejsciu algorytmu mamy dane ograniczenia kolejnosciowe w postaci
acyklicznego grafu skierowanego G (V, A), zbiér zadan J z czasami wykony-
wania postaci p;, (t) € {a;,n1;b; % t,ng;a; + b; xt,ng} i funkcje kosztow f;,

gdzie 1 < j < n. Pseudokod Algorytmu 6.2 wyglada nastepujaco.

Algorytm 6.2 dla 1|p;, (t) € {a;,n1;b; xt,no;a; + bj xt,n3}, prec| fumax
Fmin — OO
o* «— (o)
for all v in V (G) do
VERTICES|v.Index| « v
PREDSCOUNT[v.Index] < v.PredCount
if PREDSCOUNT[v.Index] = 0 then
VEP.Add(v.Index)
end if
end for
(0%, Fnin) < MINTOPSORTS(0, t, Finin, o)
: return (0%, Fiun)

—= =
— O

Zilustrujemy dziatanie Algorytmu 6.2 na ponizszym przyktadzie.

Przyklad 6.1. Danych jest n = 5 zadan z nastepujacymi mieszanymi cza-
sami wykonywania postaci p; =7+ 4xt, po =5+ 2x%t, p3 =6x%t, py = 3,
ps = t. Czas rozpoczecia zadan to = 0. Funkcje kosztéw maja nastepujaca
posta¢ fi =3 x Cy1+3, fo =4xCy+4, fs=4xC3+8, f = Cy+ 2,

f5 = 4x C5+6. Ograniczenia kolejno$ciowe miedzy zadaniami przedstawiono

Nete

Rysunek 6.1. Ograniczenia kolejno$ciowe miedzy zadaniami w Przyktadzie 6.1

na Rysunku 6.1.
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Dla ograniczen kolejnosciowych przedstawionych na Rysunku 6.1 istnieje

5 posortowan topologicznych zaprezentowanych w Tabeli 6.1.

Posortowania topologiczne
o1 =(2,4,5,1,3)
=(2,4,1,3,5)
=(2,4,1,5,3)
o4 =1(2,1,4,5,3)
=(2,1,4,3,5)

Tabela 6.1. Wszystkie posortowania topologiczne w Przyktadzie 6.1

W pierwszej iteracji funkcji MINTOPSORTS tablica OUTPUT zawiera na-
stepujace posortowanie H = [2,4, 5,1, 3. Funkcja CALCULATEFMAX zwraca
warto$¢ Fiax = 3284. Zatem Fly, «— 3284 oraz o* = [2,4,5,1, 3].

W drugiej iteracji posortowanie topologiczne wygenerowane przez funkcje
MINTOPSORTS to H = [2,4,1,3,5] z Fiuax = 3478.

Nastepne posortowanie topologiczne wygenerowane przez funkcje MIN-
TOPSORTS to H = [2,4,1,5,3] 2z Fiax = 3480.

Nastepne posortowanie topologiczne wygenerowane przez funkcje MIN-
TOPSORTS to H = [2,1,4,5,3] z Fruax = 2808. Poniewaz Fii, > Fiax, wiec
Fiin < 2808 oraz o* = [2,1,4,5, 3].

Ostatnie posortowanie topologiczne wygenerowane przez funkcje MIN-
TOPSORTS to H = [2,1,4,3,5] z Finax = 2806. Poniewaz Fii, > Fiax, wiec
Fin < 2806 oraz o* = [2,1,4,3,5].

Optymalne uszeregowanie wygenerowane przez Algorytm 6.2 ma postac

=1[2,1,4,3,5] z maksymalnym kosztem fya.x = 2806.

6.3. Algorytmy heurystyczne

W tym podrozdziale zaprezentowane zostana dla naszej rodziny proble-
méw dwa algorytmy heurystyczne oznaczane dalej odpowiednio przez AH1
oraz HAH. Algorytm AHI1 jest pierwszg wersja algorytmu heurystycznego
dla omawianej rodziny probleméw opublikowana w pracy [7]. Algorytm HAH
jest nowa wersja Algorytmu AH1, w ktérej poprawiono jakos$¢ uzyskiwanych

uszeregowan.
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Ponizej prezentujemy pseudokody Algorytmu AH1 oraz trzech pomocni-
czych funkcji CALCULATEFMAX, GENERATERATES i FINDMINIMUM.
Funkcja CALCULATEFMAX dla danego uszeregowania o i poczatkowego

czasu ty oblicza maksymalny koszt Fiax.

: function CALCULATEFMAX (0, to)
Fmax — =0
for all 5 in 0 do
Cljl = a; + (14 b;) « Clj — 1]
f— £ (CL)
if Flax < f then F .. «— f
end if

return F .,

Funkcja GENERATERATES dla kazdego zadania ze zbioru zadan J zwraca

par¢ dwoch zbioréw. Pierwszy zbior zawiera wartosci = dla kazdego zadania
J

J; € J. Wartosci te s uzywane do wygenerowania dwoch réznych uszere-
gowan. Drugi zbior zawiera wartosci funkcji kosztu powigzanych z kazdym
zadaniem J; € J w chwili t = Random(1,100). Na ich podstawie tworzymy

uszeregowania w porzadku nierosngcym po tych wartosciach.

1: function GENERATERATES(J)
2 for all j in J do

3 t < RANDOM (1, 100)

4: ptRates [j] %

5 fRates[j] — f; (¢)

6 return (ptRates, f Rates)

Funkcja FINDMINIMUM uzywajac funkcji CALCULATEFMAX dla kazde-
go 7 czterech uszeregowan oy, 09, 03,04 oblicza maksymalny koszt i zwraca

sposrod nich uszeregowanie o najmniejszym maksymalnym koszcie.

1: function FINDMINIMUM(01, 03, 03, 04, to)
2 for i — 1 to 4 do

3 F'[i] < CALCULATEFMAX (0;, 1))
4 Fmin — F [1]

5: for i < 2to 4 do

6 if F'[i] < Fiin then

7 Fmin — F [Z]

8 o <« 0;

9 end if

10: return (o, Fii,)
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Na wejsciu Algorytmu AH1 mamy dane acykliczny graf skierowany G
zawierajacy ograniczenia kolejnosciowe miedzy zadaniami ze zbioru J. Przez
Gr, V (Gr), A(Gr) i NS (Gr) bedziemy oznaczaé odpowiednio kopie grafu
G, zbiér wierzchotkéw w G, zbior tukow w G i zbior zadan bez nastepnikdw

w Gr. Algorytm AH1 generuje na wyjsciu optymalne uszeregowanie o*.

Algorytm AH1 dla problemu p;, (t) € {a;,0;b;*t,0;a; +b; xt,n}
1: fori« 1to4do

2: GT — G
3. while V(Gr) # 0 do
4: NS(Gr) « {j € V(Gr) : deg” (j) = 0}
5 min «— oo
6: mazx «— —oo
7: GENERATERATES(J)
8: for all j in NS (Gr) do
9: if i = 1 and ptRates [j] < min then
10: min « ptRates [j]
11: k«—j
12: else if i = 2 and ptRates [j] > max then
13: max «— ptRates [j]
14: k<« j
15: else if i = 3 and fRates [j] > max then
16: mazx < fRates [j]
17: k«—j
18: end if
19: end for
20: if i =1 then oy « (k|oy)
21: else if i = 2 then oy «— (k|o?)
22: else if i = 3 then o3 « (k|o3)
23: else
24: x « S1ZEOF (NS (Gr))
25: k «— x divRandom(1,x)
26: o4 — (NS (Gr,k)|os)
27: end if
2w V(Gr)— V(Gr)\ (k)
29: A(Gr) — A(Gp)\{(i,k):i e V(Gr)}

30: end while

31: end for

32: (0%, Finin) < FINDMINIMUM (074, 09, 03, 04, to)
33: return o*, F;,
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Idea Algorytmu AH1 jest nastepujaca. Cztery iteracje zewnetrznej petli
for (linie 1-29) sa odpowiedzialne za stworzenie czterech réznych uszerego-
wan oy, 09, 03, 04. Uszeregowania o, i 09 8 dopuszczalnymi uszeregowaniami
konstruowanymi zgodnie z niemalejacym porzadkiem i nierosnacym porzad-
kiem w zbiorze po pt Rates dostepnych w zbiorze NS (Gr). Uszeregowanie o3
odpowiada nierosngcemu porzadkowi wartosci funkcji kosztéw obliczonych
przez funkcje GENERATERATES. Ostatnie uszeregowanie o, jest losowym
dopuszczalnym uszeregowaniem. W kazdej iteracji wewnetrznej petli (linie
3-28) tworzony jest zbiér zadan bez nastepnikow (linia 4) i uszeregowania
01,09,03,04 (linie 7-27). W kazdej iteracji petli for (linie 8-18) wybierane
jest zadanie do oy (linie 9-11), oy (linie 12-14) i o3 (linie 15-17). Instruk-
cje warunkowe if w liniach 19-21 sa odpowiedzialne za dodanie wybranego
zadania do odpowiedniego uszeregowania (01,05 lub o3), podczas gdy w li-
niach 22-25 wybieramy losowe zadanie ze zbioru NS (Gr) i umieszczamy je
w uszeregowaniu oy. Nastepnie w liniach 26-27 aktualizujemy zbiory V' (Gr)
i A(Gr). Powtarzamy te instrukcje, az do chwili gdy V (G7) = 0.

Jako$¢ uszeregowan generowanych przez Algorytm AH1 okazala sie niesa-
tysfakcjonujaca. Cheac polepszy¢ jakosé uszeregowan zaprojektowany zostal
Hybrydowy Algorytm Heurystyczny HAH. Zanim sformutowany zostanie
pseudokod tego algorytmu, zdefiniowane zostana trzy pomocnicze funkcje:
JForM, FINDMINIMUM oraz UPDATEDAG.

Funkcja JFORM dla danego numeru zadania j zwraca numer postaci czasu
wykonywania zadania powigzanego z tym zadaniem.

1: function JFORM(j)
2 case p;,(t) ma postac :
3: a; : JFORM « 1
4: bjxt : JFORM « 2
5
6

a; +b;xt : JFORM « 3
end case

Funkcja FINDMINIMUM przy uzyciu funkcji CALCULATEFMAX wybiera
sposérod proponowanej listy uszeregowan II suboptymalne uszeregowanie o°

wraz 7z jego maksymalnym kosztem.
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function FinNDMiNiMUM(IT, ¢y)
n «— I.Count()
for all o in Il do
F[i] « CALCULATEFMAX (0, 1))

1:
2
3
4
5: Fom — F [1]
6 for i — 2 ton do
7 if F'[i] < Fiin then
8 Fiin — F[1]
9: o° — II[i]
10: end if
11: return (0°, Fii)
Funkcja UPDATEDAG dla danego wierzchotka k i grafu G usuwa ten

wierzchotek z grafu, aktualizuje zbioru wierzchotkéw i tukow. Nastepnie zwra-

ca zakutalizowany graf G.
1: function UPDATEDAG(k, G)

2 V(G) = V(G)\{k}
3: AG)— AG)\{(,k):i eV (G)}
4: return G

Idea Hybrydowego Algorytmu Heurystycznego HAH jest nastepujaca.
Algorytm ten konstruuje przy pomocy osiemnastu heurystyk (Heurystyka
H1 - H18), osiemnascie uszeregowan. Nastepnie przy uzyciu funkcji FIND-
MINIMUM wybiera to z najmniejszym maksymalnym kosztem. Ponizej pre-
zentujemy liste algorytméw heurystycznych.

Heurystyka H1 konstruuje nastepujace uszeregowanie. Sposréd zbioru za-
dan bez nastepnikéw NS (G) wybieramy zadanie J; o najmniejszym b; dla
zadan z liniowymi lub proporcjonalnymi czasami wykonywania i umieszcza-
my je na poczatku dotychczas uszeregowanych zadan. Jezeli w NS (G) sa
tylko zadania state to o najmniejszym a;. Naste¢pnie usuwamy to zadanie
ze zbioru G i powtarzamy powyzsze instrukcje dla pozostalych zadan. Po

uszeregowaniu wszystkich zadan algorytm generuje uszeregowanie o7.



Rozdzial 6. Rodzina probleméw 1|p;.,. (t) € {aj,n1;b; * t,n2;a; + b; xt,ng}, prec| fmax 10

Heurystyka H1 dla 1|p;, (t) € {aj,n1;b; * t,n9;a; + b; x t,n3} , prec| fmax
1: while V (G) # 0 do
2 NS(G)— {j eV (C): deg” (j) = 0}
3 k=20

4 Znajdz k taki, ze by = min {b; : j € NS (G) A IJFOoRM(j) # 1}

5: if £ =0 then

6

7

8

Znajdz k € NS (G) taki, ze a = min{a; : j € NS (G)}
end if
: o° — (k|o°)
9: UpPDATEDAG(k, G)
10: end while

11: return of

Heurystyka H2 konstruuje nastepujace uszeregowanie. Sposréd zbioru za-
dan bez nastepnikéw NS (G) wybieramy zadanie J; o najwiekszym b; dla za-
dan z liniowymi lub proporcjonalnymi czasami wykonywania i umieszczamy
je na poczatku dotychczas uszeregowanych zadan. Jezeli w NS (G) sa tylko
zadania stale to o najwi¢kszym a;. Nastepnie usuwamy to zadanie ze zbioru

G i powtarzamy powyzsze instrukcje dla pozostatych zadan.

Heurystyka H2 dla 1|p;, (t) € {aj, n1;b; *t,n9;a; + b; * t,n3} , prec| fmax
while V (G) # 0 do
: NS(G)« {j €V (G):deg" (j) =0}

1:

2

3 k=0

4 Znajdz k taki, ze b, = max{b; : j € NS (G) AN JFORM(j) # 1}
5: if k=0 then

6 Znajdz k taki, ze a, = max{a;:j € NS(G)}

7 end if

8: 0° « (klo®)

9: UPDATEDAG(k, G)

10: end while

11: return o3

Heurystyka H3 konstruuje uszeregowanie w nastepujacy sposob. Sposrod
zbioru zadan bez nastepnikow NS (G) wybieramy zadanie J;, ktére ma naj-
wieksza warto$¢ funkeji kosztu w chwili 7' = Random(1,100) i umieszczamy
je na poczatku dotychczas uszeregowanych zadan. Nastepnie usuwamy to za-
danie ze zbioru GG i powtarzamy powyzsze instrukcje dla pozostatych zadan.

Po uszeregowaniu wszystkich zadan algorytm generuje uszeregowanie o75.
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Heurystyka H3 dla 1|p;, (t) € {aj,n1;b; *t,n9;a; + b; * t,n3} , prec| fmax
1: while V (G) # 0 do
2 NS(G)— {j eV (C): deg” (j) = 0}
3: T «— Random(1,100)
4
5

Znajdz k € NS (G) taki, ze fi (t) = max{f;(t):j € NS(G)}
: 0° — (k|lo°)
6: UPDATEDAG(k, G)
7: end while

8: return o§

Heurystyka H4 konstruuje uszeregowanie w nastepujacy sposéb. Na po-
czatku konstruujemy macierz C' czaséow zakonczenia zadan i macierz F' funkcji
kosztow oraz zbiér zadan bez poprzednikow N P. Dla czasu t wyznaczamy
w C'[i, j] réznice C;—C;, gdzie C; oraz C; oznaczaja czas zakonczenia zadania
odpowiednio J; w uszeregowaniu (i,j) oraz J; w uszeregowaniu (j,i). Nastepnie
w F'[i, j] wyznaczamy réznice F; (C;) — F; (C;). Wybieramy zadanie J; takie,
ze fi; = min F'[i, j] i umieszczamy je na poczatku dotychczas uszeregowanych
zadan. Nastepnie usuwamy to zadanie z grafu G, wyznaczamy t « t + p; (¢)
i powtarzamy powyzsze instrukcje dla pozostatych zadan. Po uszeregowaniu

wszystkich zadan algorytm generuje uszeregowanie o7y.

Heurystyka H4 dla 1|p;, (t) € {aj, n1;b; *t,n9;a; + b; * t,n3} , prec| fmax
1. t — 1y
2: while V (G) # 0 do

NP« {j € V(G):deg™ (j) =0}

4 for all 7 in NP do

5 for all j in NP do

6 o — (i,])

7 C(i,j) = C (o)~ Ci (o)

8

9

@

F(i,5) = £ (C;(0) = £ (Ci (o))
end for
10: end for
11: Znajdz k € NP taki, ze f, = min{F;} : i € NP}
122 T —T+pp(t)
13: 0° «— (klo®)
14: UpPDATEDAG(k, G)
15: end while

16: return oy
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Heurystyka H5 konstruuje uszeregowanie w nastepujacy sposob. Na po-
czatku konstruujemy macierz C' czaséw zakoniczenia zadan oraz zbiér zadan
bez poprzednikéw NP. Dla czasu t wyznaczamy w C [4, j| réznice C; — C;,
gdzie C; oraz C; oznaczaja czas zakonczenia zadania odpowiednio J; w usze-
regowaniu (i,j) oraz J; w uszeregowaniu (j,i). Wybieramy zadanie J; takie,
ze Cij =minC i, j], t < t 4+ p; (t) 1 umieszczamy je na poczatku dotychczas
uszeregowanych zadan. Nastepnie usuwamy to zadanie ze zbioru GG, wyzna-
czamy t < t+p; (t) i powtarzamy powyzsze instrukcje dla pozostatych zadan.

Po uszeregowaniu wszystkich zadan algorytm generuje uszeregowanie of.

Heurystyka H5 dla 1|p;, (t) € {aj,n1;b; *t,n9;a; + b; x t,n3} , prec| fmax
1 t — 1o
2: while V (G) # 0 do
33 NP —{jeV(G):deg (j) =0}
for all i in NP do
for all j in NP do
o (i)
C (i) — C5 (o) — Ci (0)

end for

end for

10: Znajdz k € NP taki, ze C, = min{C;} : i € NP}
1: T —T+p(t)

12: 0° «— (klo®)

13: UpPDATEDAG(k, G)

14: end while

15: return oy

Heurystyka H6 konstruuje uszeregowanie w nastepujacy sposob. Na po-
czatku konstruujemy macierz C' czaséow zakonczenia zadan i macierz F' funkcji
kosztéw oraz zbior zadan bez poprzednikow N P. Dla czasu t wyznaczamy
w C'[4, j] réznice C;—C;, gdzie C; oraz C; oznaczaja czas zakonczenia zadania
odpowiednio J; w uszeregowaniu (i,j) oraz J; w uszeregowaniu (j,i). Nastep-
nie w F'[i, j| wyznaczamy roznice Fj (C;) — F; (C;). Wybieramy zadanie J;
takie, ze f;; = max F'[i, j] 1 umieszczamy je na poczatku dotychczas uszere-
gowanych zadan. Nastepnie usuwamy to zadanie ze zbioru G, wyznaczamy
t «— t+p;(t) i powtarzamy powyzsze instrukcje dla pozostalych zadan. Po

uszeregowaniu wszystkich zadan algorytm generuje uszeregowanie oyg.
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Heurystyka H6 dla 1|p;, (t) € {aj,n1;b; *t,n9;a; + b; * t,n3} , prec| fmax
1: t —

2: while V (G) # 0 do

33 NP« {jeV(G):deg” (j) =0}

4: for all i in NP do

5: for all j in NP do

6: o«— (i,7)

7 C(i,5) < Cj (o) — C;i (o)

8: F(i,j) — f;(C; (0)) - fi (Ci (o))
9: end for
10: end for

11: Znajdz k € NP taki, ze fy = max{F;;:i € NP}
120 T —T+pg(t)

13: 0° — (k|o°)

14: UprDATEDAG (k, G)

15: end while

16: return og

Heurystyka H7 ze zbioru NP wybiera zadanie J; o najmniejszym b; dla
zadan z liniowymi lub proporcjonalnymi czasami wykonywania. Jezeli w N P
sg tylko zadania state to o najmniejszym a;. Umieszczamy zadanie J; na kon-
cu uszeregowanych zadan w o;. Usuwamy to zadanie z grafu G. Nastepnie
konstruujemy zbiér zadan bez nastepnikéw NS (G) i wybieramy z niego za-
danie J; o najwiekszej wartosci funkeji kosztu w chwili 7' = Random(1, 100)
i umieszczamy je na poczatku uszeregowanych zadan w o,. Usuwamy to za-
danie i powtarzamy powyzsze kroki dla pozostalych zadan. Po uszeregowaniu

wszystkich zadan algorytm generuje uszeregowanie o5 = |07, 03].

Heurystyka H7 dla 1|p;, (t) € {aj,n1;b; *t,n9;a; + b; x t,n3} , prec| fmax
1: while V (G) # 0 do
22 NP« {jeV(G):deg” (j) =0}
k=0
Znajdz k taki, ze by, = min{b; : j € NP A JFORM(j) # 1}
if k =0 then Znajdz k taki, ze ay = min{a; : j € NP}
o1 — (01k)
UpDATEDAG(k, G)
NS(G) — {j € V(G) : deg™ (j) = 0}
T «— Random(1,100)
10: Znajdz k taki, ze fi (t) = max{f; (t):j € NS(G)}
11: o9 «— (k|o2)
12: UpPDATEDAG (k, G)
13: end while
14: 0% « (01,02)
15: return o3
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Heurystyka H8 konstruuje uszeregowanie w nastepujacy sposob. Ze zbioru
zadan bez poprzednikow N P wybieramy zadanie J; na dwa sposoby w zalez-
noéci od aktualnej pozycji r. Na nieparzystych pozycjach wybieramy zadanie
J; o najmniejszym b; dla zadan z liniowymi lub proporcjonalnymi czasami
wykonywania, jezeli w NP sg tylko zadania state to o najmniejszym a;. Na
parzystych pozycjach wybieramy zadanie J; o najwickszej wartosci funkceji
kosztu w chwili 7" = Random(1,100). Umieszczamy zadanie J; na koncu
uszeregowanych zadan. Usuwamy to zadanie z grafu G i powtarzamy powyz-
sze instrukcje dla pozostalych zadan. Po uszeregowaniu wszystkich zadan

algorytm generuje uszeregowanie oyg.

Heurystyka H8 dla 1|p;, (t) € {aj,n1;b; *t,no;a; + b; x t,ng} , prec| fmax
1: r 1

2: while V (G) # 0 do

33 NP« {jeV(G):deg” (j)=0}

if r mod 2 = 1 then
Znajdz k taki, ze by, = min {b; : j € NP AJFORM(j) # 1}
if k =0 then Znajdz k taki, ze ay = min{a,; : j € NP}

else
T «— Random(1,100)
Znajdz k taki, ze fi (t) = max{f; (t): j € NS(G)}

10: og — (0g]k)

11: UpDATEDAG (k, G)

12: end while

13: return og

Heurystyka H9 konstruuje uszeregowanie w nastepujacy sposob. Ze zbioru
zadan bez poprzednikéow NP wybieramy zadanie J; na dwa sposoby w za-
leznosci od aktualnej pozycji r. Na parzystych pozycjach wybieramy zadanie
J; o najmniejszym b; dla zadan z liniowymi lub proporcjonalnymi czasami
wykonywania, jezeli w NP sg tylko zadania state to o najmniejszym a;. Na
nieparzystych pozycjach wybieramy zadanie J; o najwickszej wartosci funk-
cji kosztu w chwili 7' = Random(1,100). Umieszczamy zadanie J; na koncu
uszeregowanych zadan. Usuwamy to zadanie z grafu G i powtarzamy powyz-
sze instrukcje dla pozostalych zadan. Po uszeregowaniu wszystkich zadan

algorytm generuje uszeregowanie og.
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Heurystyka H9 dla 1|p;, (t) € {aj,n1;b; *t,n9;a; + b; * t,n3} , prec| fmax

1t r1

2: while V (G) # 0 do

33 NP« {jeV(G):deg” (j) =0}

if » mod 2 = 0 then
Znajdz k taki, ze by = min{b; : j € NP AJFORM(j) # 1}
if k=0 then Znajdz k taki, ze ay = min{q; : j € NP}

else
T «— Random(1,100)
Znajdz k taki, ze fi (t) = max{f; (t):j € NS(G)}

10: g — (0d]k)

11: UpPDATEDAG(k, G)

12: end while

13: return og

Heurystyka H10 konstruuje uszeregowanie w nastepujacy sposoéb. Ze zbio-
ru zadan bez poprzednikéw NP wybieramy J; o najwi¢kszej wartosci funkceji
kosztu w chwili 7" = Random(1,100). Umieszczamy zadanie J; na koncu
uszeregowanych zadan w o;. Usuwamy to zadanie z grafu G. Nastepnie kon-
struujemy zbiér zadan bez nastepnikéw N.S (G) 1 wybieramy z niego zadanie
J; o najmniejszym b; dla zadan z liniowymi lub proporcjonalnymi czasami
wykonywania. Jezeli w NS (G) sa tylko zadania stale, to wybieramy zadanie
z najmniejszym a;. Umieszczamy to zadanie na poczatku uszeregowanych
zadan w o9. Usuwamy to zadanie i powtarzamy powyzsze instrukcje dla
pozostalych zadan. Po uszeregowaniu wszystkich zadan algorytm generuje

uszeregowanie of, = [0y, 09).

Heurystyka H10 dla 1{p,, (t) € {aj,n1;b; % t,n2;a; + bj x t,n3} , prec| fimax
1: while V (G) # 0 do
22 NP« {jeV(G):deg” (j) =0}
T «+— Random(1,100)
Znajdz k taki, ze fi (t) = max{f; (t):j € NP}
o1 (01|k)
UpPDATEDAG (K, G)
NS(G) — {j € V(G) : deg™ (j) = 0}
k=0
Znajdz k taki, ze by = min {b; : j € NS (G) A JFORM(j) # 1}
10: if kK =0 then Znajdz k taki, ze a = min{a; : j € NS(G)}
11: o2 — (k|oz)
12: UprDATEDAG (k, G)
13: 0% « (01,02)
14: return o3,
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Heurystyka H11 konstruuje uszeregowanie w nastepujacy sposob. Ze zbio-
ru N P wybieramy zadanie J; o najmniejszej wartosci funkcji kosztu w chwili
T = Random(1,100). Umieszczamy to zadanie na koncu uszeregowanych za-
dan w o;. Usuwamy to zadanie z grafu G, konstruujemy zbior zadan bez na-
stepnikéw NS (G) i wybieramy z niego zadanie o najmniejszym b; dla zadan
z liniowymi lub proporcjonalnymi czasami wykonywania. Jezeli w NS (G)
sg tylko zadania ze stalymi czasami wykonywania, to wybieramy to z naj-
mniejszym a;. Umieszczamy to zadanie na poczatku uszeregowanych zadan
w 0y. Usuwamy je z grafu i powtarzamy powyzsze kroki dla pozostatych
zadan. Po uszeregowaniu wszystkich zadan algorytm generuje uszeregowanie

o, = [o1, 09].

Heurystyka H11 dla 1|p;, (t) € {aj,n1;b; * t,n9;a; + b; x t,n3} , prec| fmax
1: while V (G) # 0 do
22 NP« {jeV(G):deg” (j)=0}
T «— Random(1,100)
Znajdz k taki, ze fr (t) =min{f; (t): j € NP}
g1 < (O'1|k)
UpPDATEDAG (K, G)
NS(G) — {j € V(G) : deg™ (j) = 0}
k=0
Znajdz k taki, ze by, = max {b; : j € NS (G) A JFORM(j) # 1}
10: if k =0 then Znajdz k taki, ze a, = max{a, : j € NS(G)}
11: o9 — (k|og)
12: UpPDATEDAG (k, G)

13: o9, « (01,09)

14: return of;

Heurystyka H12 wybiera ze zbioru N P zadanie J; o najmniejszej warto-
Sci bj/a; dla zadan z liniowymi czasami wykonywania. Jezeli w NP nie ma
zadan z liniowymi czasami wykonywania to szukamy zadania z najmniejsza
warto$cig b; sposréd zadan z proporcjonalnymi czasami wykonywania. Jezeli
w NP sa tylko zadanie ze stalymi czasami wykonywania, to wybieramy za-
danie z najwieksza wartoscia funkcji kosztu w chwili T = Random(1,100).
Umieszczamy wybrane zadanie na poczatku uszeregowanych zadan. Usuwa-
my to zadanie i powtarzamy powyzsze instrukcje dla pozostatych zadan. Po

uszeregowaniu wszystkich zadan algorytm generuje uszeregowanie o7,.
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Heurystyka H12 dla 1|p;, (t) € {aj,n1;b; * t,n9;a; + b; x t,n3} , prec| fmax
1: while V (G) # 0 do
22 NP« {jeV(G):deg” (j)=0}

3: T «— Random(1,100)

4: k=0

5: Znajdz k taki, ze bay (t) = min{b;/a; : j € NP A JFORM(j) = 3}
6: if k=0 then

T Znajdz k taki, ze by = min{b; : j € NP AJFORM(j) = 2}

8: end if

9: if £ =0 then

10: Znajdz k taki, ze fi, = max{f; (t) : j € NP AJFOrRM(j) = 2}
11: end if
12: o1y — (072k)

13: UpPDATEDAG (k, G)
14: end while
15: return o7,

Heurystyka H13 wyznacza czas T' = Random(1,100) i ze zbioru NP wy-
biera zadanie J; o najmniejszej wartosci funkcji kosztu w chwili 7" dla zadan
z liniowymi czasami wykonywania. Jezeli w NP nie ma zadan z liniowymi
czasami wykonywania, to szukamy zadania z najmniejsza warto$cia funk-
cji kosztu w chwili T' dla zadan z proporcjonalnymi czasami wykonywania.
Jezeli w NP sa tylko zadania ze stalymi czasami wykonywania, to wybiera-
my zadanie z najwieksza wartoscig funkcji kosztu w chwili T'. Umieszczamy
wybrane zadanie na poczatku uszeregowanych zadan. Usuwamy to zadanie
i powtarzamy powyzsze instrukcje dla pozostatych zadan. Po uszeregowaniu

wszystkich zadan algorytm generuje uszeregowanie o7{s.

Heurystyka H13 dla 1|p,, (t) € {aj,n1;b; % t,n9;a; + bj x t,n3} , prec| fimax
1: t—ty

2: while V (G) # 0 do

33 NP« {jeV(G):deg” (j)=0}

4: k=0

5: Znajdz k taki, ze fi (t) =min{f; (¢): j € NP AJFORM(j) = 3}

6: if £ =0 then

T Znajdz k taki, ze fi (t) = min{f; (t):j € NP AJForM(j) = 2}
8: end if

9: if £ =0 then

10: Znajdz k taki, ze fi (t) = max {f; (t):j € NP AJFOrRM(j) = 1}
11: end if
12: T —T+p; ()
13: o073 — (073/k)

14: UpPDATEDAG(k, G)
15: end while
16: return o7,
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Heurystyka H14 dziala w nastepujacy sposob. Ze zbioru zadan bez po-
przednikow N P wybieramy zadanie o najmniejszej wartosci funkcji kosztu
w chwili 7" = Random(1,100) dla zadan z proporcjonalnymi czasami wyko-
nywania, a jezeli ich brak, to dla zadan z liniowymi czasami wykonywania.
Jezeli w NP sa tylko zadania ze stalymi czasami wykonywania, to wybiera-
my zadanie z najwigcksza wartoscia funkeji kosztu w chwili 7. Umieszczamy
wybrane zadanie na poczatku uszeregowanych zadan. Usuwamy to zadanie
i powtarzamy powyzsze instrukcje dla pozostatych zadan. Po uszeregowaniu

wszystkich zadan algorytm generuje uszeregowanie o7,.

Heurystyka H14 dla 1|p;, (t) € {aj,n1;b; * t,n9;a; + b; * t,n3} , prec| fmax
L t—1

2: while V (G) # 0 do

3 NP {jeV(G):deg (j) =0}

k=0

Znajdz k taki, ze fr (t) = min{f; (t) : j € NP AJFORM(j) = 2}

if k =0 then Znajdz k taki, ze fi (t) = min{f; (t): j € NP A JFORM(j) = 3}
if k =0 then Znajdz k taki, ze fi (t) = max{f; (t): j € NP AJFORM(j) = 1}
T —T+p; (t)
oy < (074]k)
10: UpPDATEDAG (k, G)
11: end while
12: return oy,

Heurystyka H15 sktada sie z nastepujacych krokow. Wyznaczamy czas
T = Random(1,100) i ze zbioru zadan bez poprzednikéow NP wybieramy .J;
o najwiekszej wartosci funkcji kosztu w chwili 7" dla zadan z proporcjonalnymi
czasami wykonywania. Jezeli w N P nie ma zadan z proporcjonalnymi czasa-
mi wykonywania, to szukamy zadania z najwiekszg wartoscig funkcji kosztu
w chwili T dla zadan z liniowymi czasami wykonywania. Jezeli w NP sa
tylko zadania ze stalymi czasami wykonywania, to wybieramy zadanie z naj-
wiekszg wartoscig funkcji kosztu w chwili 7. Umieszczamy wybrane zadanie
na poczatku uszeregowanych zadan. Usuwamy to zadanie i powtarzamy po-
wyzsze instrukcje dla pozostatych zadan. Po uszeregowaniu wszystkich zadan

algorytm generuje uszeregowanie o7s.
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Heurystyka H15 dla 1|p;, (t) € {aj,n1;b; *t,n9;a; + b; x t,n3} , prec| fmax
1: t— 1y

2: while V (G) # 0 do

33 NP« {jeV(G):deg” (j) =0}

k=0

Znajdz k taki, ze fi (t) = max{f; (t):j € NP ANJFORM(j) = 2}
if £ =0 then Znajdz k taki, ze fj (t) = max{f; (t) : j € NP A JForM(j) = 3}
if k =0 then Znajdz k taki, ze fj (t) = max{f; (t): j € NP AJFORM(j) = 1}
T —T+p;(t)
ois — (0751k)

10: UpPDATEDAG (k, G)

11: end while
12: return o7;

Heurystyka H16 konstruuje uszeregowanie w nastepujacy sposob. Ze zbio-
ru zadan bez poprzednikéw N P wybieramy .J; o najmniejszej wartosci b; spo-
$réd zadan z proporcjonalnymi czasami wykonywania. Jezeli w zbiorze NP
nie ma zadan z proporcjonalnymi czasami wykonywania, to szukamy zadania
z najwicksza wartoscia b;/a; dla zadan z linjowymi czasami wykonywania.
Jezeli w NP sa tylko zadania ze stalymi czasami wykonywania, to wybie-
ramy zadanie z najmniejszg wartoscig a;. Umieszczamy wybrane zadanie na
poczatku uszeregowanych zadan. Usuwamy to zadanie i powtarzamy powyz-
sze instrukcje dla pozostalych zadan. Po uszeregowaniu wszystkich zadan

algorytm generuje uszeregowanie o7.

Heurystyka H16 dla 1|p,, (t) € {a;,n1;b; *t,n9;a; + b; * t,n3} , prec| fmax
1: t — 1ty

2: while V (G) # 0 do

3: NP — {j eV (G):deg™ (j) =0}

k=0

Znajdz k taki, ze by, = min{b; : j € NP A JFORM(j) = 2}
if £ =0 then Znajdz k taki, ze bay, = max {b;/a; : j € NP A JFORM(j) = 3}
if k =0 then Znajdz k taki, ze ay = min{a; : j € NP AJFORM(j) = 1}
T —T+p, (t)
ois < (o7s|k)
10: UpPDATEDAG(k, G)
11: end while
12: return o

Heurystyka H17 konstruuje uszeregowanie w nastepujacy sposoéb. Ze zbio-
ru zadan bez poprzednikéow NP wybieramy J; o najwigkszej wartosci b;

sposrod zadan z proporcjonalnymi czasami wykonywania. Jezeli w NP nie
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ma zadan z proporcjonalnymi czasami wykonywania, to szukamy zadania
z najwieksza wartoscig b;/a; dla zadan z liniowymi czasami wykonywania.
Jezeli w NP sa tylko zadania ze stalymi czasami wykonywania, to wybie-
ramy zadanie z najwigkszg wartoscig a;. Umieszczamy wybrane zadanie na
poczatku uszeregowanych zadan. Usuwamy to zadanie i powtarzamy powyz-
sze instrukcje dla pozostalych zadan. Po uszeregowaniu wszystkich zadan

algorytm generuje uszeregowanie o7-.

Heurystyka H17 dla 1|p;, (t) € {aj,n1;b; * t,n9;a; + b; x t,n3} , prec| fmax
1. t to
2: while V (G) # 0 do
3: NP —{j eV (G):deg™ (j) =0}

4: k=0

5: Znajdz k taki, ze by = max {b; : j € NP AJFORM(j) = 2}

6: if k=0 then

7: Znajdz k taki, ze bay = max {b;/a; : j € NP AN JFORM(j) = 3}
8: end if

9: if £ =0 then

10: Znajdz k taki, ze a = max{a; : j € NP AJFORM(j) =1}

11: end if

12: T —T+p;(t)

13: ofy < (of7]k)

14: UpPDATEDAG(k, G)
15: end while
16: return o7,

Heurystyka H18 konstruuje uszeregowanie w nastepujacy sposob. Je-
zeli liczba pozostatych zadan jest wieksza od 2, to w pierwszej kolejnosci
z NP (G) wybieramy zadanie o najwiekszej wartosci funkeji kosztu w chwili
t sposréd zadan z proporcjonalnymi czasami wykonywania; jezeli brak takich,
to wybieramy zadanie sposréd zadan z liniowymi czasami wykonywania; jeze-
li brak obu wczesniejszych, to wybieramy zadanie spo$rod zadan ze statymi
czasami wykonywania. Jezeli liczba pozostalych zadan jest mniejsza od 3,
to w takiej samej kolejnosci wybieramy ze zbioru NP zadanie tym razem
o najmniejszej wartosci funkcji kosztu Umieszczamy zadanie J; na koicu
uszeregowanych zadan oraz t = C;. Usuwamy zadanie z grafu G i powtarza-
my powyzsze instrukcje dla pozostatych zadan. Po uszeregowaniu wszystkich

zadan algorytm generuje uszeregowanie of.
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Heurystyka H18 dla 1|p;, (t) € {aj,n1;b; *t,n9;a; + b; x t,n3} , prec| fmax
1: t —

2: while V (G) # 0 do

33 NP« {jeV(G):deg” (j) =0}

4 if V (G).Count < 3 then

5: k=0

6: Znajdz k taki, ze fi (t) =min{f; (t): j € NP AJFORM(j) = 2}

7 if £k =0 then

8 Znajdz k taki, ze fi (t) = min{f; (t): j € NP AJForM(j) = 3}
9: end if

10: if k=0 then

11: Znajdz k taki, ze f (t) = min{f; (t) : j € NP AJForM(j) = 1}
12: end if

13: else

14: k=0

15: Znajdz k taki, ze fi (t) = max{f; (t):j € NP AJFOorRM(j) = 2}
16: if £ =0 then

17: Znajdz k taki, ze f (t) = max {f; (t) : j € NP A JFORM(j) = 3}
18: end if

19: if £k =0 then
20: Znajdz k taki, ze fi (t) = max{f; (t):j € NP AJFOorM(j) =1}
21: end if
22: end if
23 T T +p;(t)
24: oig — (o7g|k)

25: UppATEDAG (K, G)
26: end while
27: return oy

Pseudokod Hybrydowego Algorytmu HAH wyglada nastepujaco. Na wej-
$ciu algorytmu mamy dany graf ograniczen kolejnosciowych G = (V, A),
zbior zadan J z mieszanymi czasami wykonywania oraz funkcje kosztow.
Na wyjsciu Algorytmu HAH otrzymujemy suboptymalne uszeregowanie o°

z najmniejszym maksymalnym kosztem Fl,.

Algorytm HAH dla problemu p;, (t) € {a;,n1;b; *t,no;a; +bj *t, n3}
: for s +— 1 to 18 do
o7 « Algorytm Hi
II[i] < o}
end for
(0°, Finin) < FINDMINIMUM (T1, ¢¢)
return o°, Fl;,

Zilustrujemy dziatanie Algorytmu HAH na ponizszym przyktadzie.
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Przyklad 6.2. Mamy dane n = 9 zadan, z losowymi czasami wykonywania
i funkcjami kosztéw jak w Tabeli 6.2. Ograniczenia kolejno$ciowe miedzy

zadaniami sg przedstawione na Rysunku 6.2

)

Rysunek 6.2. Ograniczenia kolejnosciowe w Przyktadzie 6.2

Czasy wykonywania | Funkcje kosztow
() =1 fi)=t+6
po (t) =8 fo(t)=3t+4
ps(t) =9t fs(t)=t+3
pa(t) =6+ 3t fat)=t+8
ps () = 3t fs(t)=t+5
pe (1) = 8t fo(t) =4t +4
pr(t) =1+4t fr(t) =3t+9
ps(t) =7 fs(t) =4t +9
py(t) =38 Jo(t) =3t +7

Tabela 6.2. Czasy wykonywania i funkcje kosztéw w Przyktadzie 6.2

Dla instancji naszego problemu, funkcja GENERATEALLTOPSORTS wy-
generowata 2 521 posortowan topologicznych. Kazde z nich odpowiada do-
puszczalnemu uszeregowaniu dla instancji z Przyktadu 6.2 (patrz Tabela 6.2).
Optymalne uszeregowanie uzyskane przy pomocy Algorytmu 6.1 ma postaé
(5,6,3,7,8,2,1,4,9) z maksymalnym kosztem réwnym 21 853. Najgorsze usze-
regowanie znalezione przez Algorytm 6.1 ma postaé (2,1,4,9,3,8,7,5,6) z mak-
symalnym kosztem réwnym 393 988. Ponizej zaprezentowano 18 uszeregowan
uzyskanych za pomoca Algorytmu 6.2. Symbolem o oznaczono suboptymalne

uszeregowania.
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Uszeregowanie Jmax Uszeregowanie Sfmax

=(2,1,4,9,3,8,5,6,7) | 295392 | 010 = (2,1,4,9,3,8,7,5,6) | 393 988

=1(2,1,3,8,4,9,5,7,6) | 318 280 | 011 = (3,5,2,1,4,9,8,6,7) | 29 307
o3 = (3,5,2,1,4,9,7,6,8) | 37873 | 0f, =(5,6,3,7,8,2,1,4,9) | 21 853
o4 =1(5,6,2,3,7,8,1,4,9) | 332 713 | 013 = (3,7,5,6,8,2,1,4,9) | 22273
o5 =(2,1,4,5,6,3,8,7,9) | 25213 | o014 = (5,3,7,6,8,2,1,4,9) | 21 949

( ) )

( ) )

( ) )

= ( )

06 = (3,7,8,5,6,2,1,4,9) | 248 539 | 015 = (3,7,5,6,8,2,1,4,9) | 22273
o7 =(3,5,2,1,4,9,7,6,8) | 37873 | 0% = (5,6,3,7,8,2,1,4,9) | 21 853
o5 = 5,6,3,8,7,2,1,4,9) | 22189 | 0%, = (3,5,6,7,2,8,1,4,9) | 21 853

5,6,3,7,8,2,1,4,9) | 21853 | 015 = (2,3,7,8,5,6,1,4,9) | 197 917

~ |||~

Tabela 6.3. Wszystkie uszeregowania w Przykladzie 6.2

6.4. Eksperyment numeryczny

W tym podrozdziale zaprezentowane zostana wyniki eksperymentu nume-
rycznego, ktéry przeprowadzony zostatl w celu weryfikacji jakosci uszeregowan
konstruowanych przez Hybrydowy Algorytm Heurystyczny HAH.

W tym eksperymencie wygenerowano sze$¢ zbiorow z n zadaniami, gdzie
n € {5,6,7,8,9,10}. Dla kazdego n wygenerowano 40 razy losowy graf skiero-
wany G opisujacy ograniczenia kolejnosciowe miedzy zadaniami. Dla kazdego
takiego grafu, znaleziono najmniejszy maksymalny koszt i optymalne usze-
regowanie przy uzyciu Algorytmu 6.2 i suboptymalne uszeregowanie wraz
z jego maksymalnym kosztem przy uzyciu Hybrydowego Algorytmu Heu-
rystycznego HAH. Lacznie wygenerowanych zostato 240 losowych instancji
rozwazanego problemu.

Wszystkie algorytmy zostaty zaimplementowane w srodowisku Microsoft
Visual C# 2010 Express. Badania zostaly przeprowadzone na komputerze

PC o nastepujacych parametrach:

e Plyta gtéwna: ASUS P5K SE;

e Procesor: Intel(R) Pentium(R) Dual CPU E2180 @ 2.00GHz;
e Pamie¢ RAM: Patriot Memory 2GB DDR2-800;

e System operacyjny: Microsoft Windows XP Professional.

Wyniki naszego eksperymentu podsumowuje Tabela 6.2, w ktoérej przez
"#sched’, ’Alg. 6.2°, "Alg. HAH’, Alg. AH1’, oraz ’Najgorszy’ oznacza-

my odpowiednio liczbe wszystkich posortowan topologicznych, optymalny
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(najmniejszy) maksymalny koszt uzyskany przez Algorytm 6.2, maksymal-
ny koszt uszeregowania skonstruowanego przez Hybrydowy Algorytm HAH,
maksymalny koszt uszeregowania skonstruowanego przez Algorytm Heury-
styczny AH1 i najgorszy (najwiekszy) maksymalny koszt zapamietany przez
Algorytm 6.2. Kazda z wartosci w tabeli jest wielkoscia $rednia z 40 wartosci

odpowiadajacym losowo generowanym instancjom dla naszego problemu.

n | #sched | Alg. 6.2 | Alg. HAH | Alg. AH1 | Najgorszy
5 15 1 851 1 882 2 458 6173
6 42 5 593 5 964 8 949 22 392
7 109 | 19 242 20 101 35 386 85 608
8 516 | 50 386 52 665 93 144 296 400
9 1983 | 94318 110 335 187 276 | 1 002 597
10 | 31 000 | 580 082 641 960 | 1 055409 | 6 014 443

Tabela 6.4. Wyniki eksperymentu numerycznego

Jak wida¢ z zaprezentowanej tabeli, jakos¢ wynikéw uzyskiwanych za po-
mocg Hybrydowego Algorytmu HAH znacznie sie polepszyta w stosunku do
Algorytmu Heurystycznego AH1 zaprezentowanego w pracy [7].

5 1 7 8 =] 10

M Algorytm HAH B Algorytm AH1

Rysunek 6.3. Wykres btedow wzglednych algorytméw HAH i AH1
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Podsumowanie

W niniejszej rozprawie przedstawiono wyniki dotyczace trzech rodzin jed-
nomaszynowych probleméw szeregowania zadan zaleznych ze zmiennymi mie-
szanymi czasami wykonywania, niepustymi ograniczeniami kolejnosciowymi
oraz kryterium maksymalnego kosztu fax.

Dla rodziny jednomaszynowych problemoéw szeregowania zadan postaci
Lpjr (t) € {p1,n — k;pa, k} , prec| fmax Otrzymano nastepujace wyniki zapre-
zentowane w opublikowanej pracy [6] oraz przedstawione na 25 miedzynaro-
dowej konferencji EURO (Wilno, lipiec 2012).

Skonstruowano wielomianowy Algorytm 4.1 znajdujacy optymalne usze-
regowanie dla problemu postaci 1|p;, (t) = p;+ b * 7%, prec| fmax, W ktérym
czasy wykonywania zadan zaleza jedynie od pozycji r zadania w uszerego-
waniu. Udowodniono Twierdzenie 4.1 méwigce, ze Algorytm 4.1 znajduje
optymalne uszeregowania dla powyzszego problemu w czasie O (n?).

Skonstruowano wielomianowy Algorytm 4.2 znajdujacy optymalne usze-
regowanie dla problemu postaci 1|p;, (t) =t * r®, prec| fmax, W ktorym czasy
wykonywania zadan zaleza jednoczes$nie od czasu rozpoczecia t oraz pozycji r.
Udowodniono Twierdzenie 4.2 méwiace, ze Algorytm 4.2 znajduje optymalne
uszeregowania dla powyzszego problemu w czasie O (n?).

Skonstruowano wielomianowy Algorytm 4.3 znajdujacy optymalne usze-
regowanie dla problemu 1|p;, (t) € {p; + b*r*,n — k;p;, k}, prec| fmax, w kto-
rym n — k zadan posiada czasy wykonywania postaci p;, (t) = p;+b*r® oraz

k zadan ze stalymi czasami wykonywania postaci p;, (t) = p,;. Udowodniono
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Twierdzenie 4.3 méwiace, ze Algorytm 4.3 znajduje optymalne uszeregowania
dla powyzszego problemu w czasie O (nk+2).

Skonstruowano wielomianowy Algorytm 4.4 znajdujacy optymalne usze-
regowanie dla problemu 1|p;, (t) € {t *x 1% n — k;p; xt,k}, prec| fmax, W kto-
rym n — k zadan posiada czasy wykonywania postaci p;, (t) = ¢ * r* oraz
k zadan z proporcjonalnymi czasami wykonywania p,, (t) = p; * t. Udo-
wodniono Twierdzenie 4.4 moéwiagce, ze Algorytm 4.4 znajduje optymalne

uszeregowania dla powyzszego problemu w czasie O (nk+2).

Problem Algorytm Ztozonoéé
Upjr (t) = pj + b 1%, prec| fmax Algorytm 4.1 | O (n?)
Upjr (t) =t %1%, prec| fmax Algorytm 4.2 | O (n?)

(t
Lpjr (t) € {pj + b*xr*,n — k;pj, k},prec| fmax | Algorytm 4.3 | O (nk+2)
Lpjr (t) € {t*r* n—k;p;*t, k}, prec| fmax Algorytm 4.4 | O (nk+2)

Tabela 7.1. Podsumowanie wynikéw uzyskanych w rozdziale 4

Dla rodziny jednomaszynowych problemow szeregowania zadan postaci
Lp;. (t) € {p}ﬂﬂ (t),mn;. .. ;pﬁr (1) ,nk} , k—part| fmax Otrzymano nastepuja-
ce wyniki zaprezentowane w opublikowanej pracy [5] oraz przedstawione na
XVIIT Krajowej Konferencji Automatyzacji Proceséw Dyskretnych (Zakopa-
ne, wrzesien 2012).

Skonstruowano wielomianowy Algorytm 5.1 znajdujacy optymalne usze-
regowanie dla dowolnego problemu z powyzszej rodziny probleméw. Udo-
wodniono Twierdzenie 5.2 mowigce, ze Algorytm 5.1 znajduje optymalne
uszeregowania dla dowolnego problemu z powyzszej rodziny w czasie O (n?),
jezeli czasy wykonywania zadan pj,.(t),...,p5, (t) € {p;, pj *x (A+ B xt),
pj+Bxr®, r*x(A+ Bxt)}.

Problem Algorytm Ztozonosé

llpjr (t) € {p}m (t),n1;. .. ;p;?’r (t) ,nk} , k—part| fmax | Algorytm 5.1 | O (n2)

Tabela 7.2. Podsumowanie wynikéw uzyskanych w rozdziale 5

Dla rodziny jednomaszynowych problemow szeregowania zadan posta-

ci 1p;, (t) € {aj,b; xt,a; +b; xt}, prec| fmax Otrzymano nastepujace wyni-
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ki, przedstawione w referacie wygltoszonym na miedzynarodowej konferencji
FedCSIS (Wroctaw, wrzesien 2012) oraz w pracy [7] przyjetej do publikacji
w materiatach z tej konferencji.

Skonstruowano algorytm doktadny (Algorytm 6.2) oraz hybrydowy algo-
rytm heurystyczny (Algorytm HAH).

Problem Algorytm

lpjr (t) € {aj,n1;b; ¥ t,n95a; + b; *t,n3}, prec| fmax Algorytm 6.2

Up;r (t) € {aj,n1;b; xt,no;a; + bj x t,n3}, prec| fmax | Algorytm HAH

Tabela 7.3. Podsumowanie wynikéw uzyskanych w rozdziale 6

Dalsze badania moga zmierza¢ w nastepujacych kierunkach. Pierwszy
z nich moze polegaé na znalezieniu innych postaci zmiennych czaséw wykony-
wania zadan, ktére prowadza do wielomianowo rozwiazywalnych probleméw
szeregowania zadan z mieszanymi czasami wykonywania. Drugi z nich moze
dotyczy¢ poszukiwania nowych postaci graféw ograniczen kolejno$ciowych
miedzy zadaniami, ktére pozwola na rozwigzanie probleméw w czasie wie-
lomianowym. Trzeci z interesujacych kierunkéw badan moze koncentrowaé
sie na identyfikacji nietrywialnych N P-trudnych probleméw z omawianych
rodzin probleméw. Interesujace wydaje sie rowniez przeprowadzenie ekspe-
rymentow w oparciu o szybszy algorytm generowania posortowan topolo-
gicznych Varola i Rotema [20] i por6wnanie go z wynikami uzyskanymi za

pomocy algorytmu Knutha [15].
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