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REGRESYJNE BADANIA EFEKTYWNOSCIPRODUKCIJI
W WARUNKACH NIEJEDNORODNOSCI ZBIORU OBIEKTOW

I. UWAGI WSTEPNE

W badaniach zalezno$ci miedzy naktadami na produkcje a jej efekta-
mi czesto wykorzystywana jest analiza regresji. Jednym 2z podstawo-
wych ztozen, ktdre musza by¢ spetnione przy stosowaniu metod analizy
regresji, decydujacym o poprawno$ci interpretacji i wykorzystania wy-
nikéw, jest jednorodnos$é zbioru obiektow. Warunek ten nabiera szcze-
golnego znaczenia w badaniach przekrojowych, gdy obiektami badania
nie sa jednostki czasu, lecz przyktadowo przedsiebiorstwa, zaktady, za-
trudnieni, jednostki terytorialne, itp., ktdére najczeSciej tworza zbidr
niejednorodny ze wzgledu na opisujace je zmienne, tj. naktady na pro-
dukcje i efekty produkcji.

Jedli istnieje przypuszczenie, ze obiekty badania tworza nicjedno-
rodny zbidér ze wzgledu na opisujace je zmienne, woéwczas nalezy prze-
prowadzi¢ jego podziat na grupy typologiczne obejmujace obiekty po-
dobne ze wzgledu na naktady na produkcje i efekty produkcji, a modele
regresyjne budowaé dla poszczegélnych grup'. W réznych grupach ty-
pologicznych obejmujacych obiekty jednorodne moga bowiem istnieé
rézne powiazania migedzy wyrdéznionymi zjawiskami: naktady moga mieé
réozny wptyw na ksztattowanie si¢ poziomu produkcji.

W warunkach niejednorodnosci zbioru obiektéw model regresji bu-
dowany na podstawie informacji dotyczacych wszystkich obiektéw po-
siada jedynie wartosci poznawcze jako opis catego zbioru badanych obiek-
téw. Nie posiada natomiast warto$ci predyktywnych i warto$ci poznaw-
czych jako opis relacji naktady-efekty w ramach wydzielonych grup.

Podziat zbioru wyréznionych obiektéw na grupy obiektow jednorod-
nych jest czynnoS$cia wstepna dla wlasciwych analiz zalezno$ci miedzy
poziomem produkcji a wysokos$cia naktadow. Badania regresyjne efek-
tywno$ci produkcji dotycza powiazan mig¢dzy dwoma odrebnymi, jako$-

' Problem ten jest szeroko omawiany w pracy B. Rozina, Teoria rozpoznawa-
nia obrazéw w badaniach ekonomicznych, Warszawa 1976.
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ciowo odmiennymi zjawiskami dotyczacymi rdéznych stron procesu wy-
twérczego. Jedno zjawisko to wyniki produkcyjne opisywane przez
zmienna objasniana, drugie zjawisko to naktady i zasoby czynnikéw pro-
dukcji reprezentowane przez zmienne objasniajace. Fakty te powinny
by¢ uwzglednione przy przeprowadzaniu dyskryminacji zbioru obiektéw
badania; procedura dyskryminacji powinna uwzgledniaé istnienie dwoéch
réznych kryteridow podziatu: zmiennej objasnianej z jednej strony i zmien-
nych objasniajacych z drugiej strony. Dla celéw niniejszego opracowa-
nia przyjmijmy, ze podziat ten zostat dokonany’.

Klasyczne podejscie do grupowych badan regresyjnych sprowadza
sic do wyznaczenia réwnan regresji dla poszczegdlnych grup typologicz-
nych na podstawie danych statystycznych dotyczacych tych grup. Ozna-
cza to, ze nie uwzglednia si¢ istnienia pewnych wspdlnych dla wszystkich
obiektéw badanej zbiorowosci zwiazkéw taczacych efekty produkcyjne
z naktadami na produkcje, ktére z reguty, nawet w przypadku zbioro-
wosci niejednorodnych, istnicja. Powstaje przeto potrzeba uwzglednienia
tego faktu przy prowadzeniu grupowych badan regresyjnych, co bedzie
dalej zaproponowane w niniejszej pracy.

Oznaczmy przez

Q={P1,P2,...,P"} [I)
zbior badanych obiektéw. Niech dalej Y oznacza produkcj¢, natomiast
X#{Xl,X2,...,Xx} [2)
zbiér zmiennych opisujacych naktady i zasoby czynnikéw produkcji.
Obserwacje dotyczace powyzszych wielkoSci mozna przedstawi¢ w po-
staci:
— wektora obserwacji zmiennej objasnianej:
i
Yie y:1 , (3)
Yn
gdzie: y(t =1, 2,..., n) oznacza poziom produkcji w obiekcie P,
—- macierzy obserwacji zmiennych objas$niajacych:

Xyp Xz -0 Xgy
Xis Xow weai X

X=| ¥12 *22 K2 | (4)
Xin X294 XKn

> O podziale zbioru obicktéw dla badan regresyjnych szeroko traktuje praca
zbiorowa pod kierunkiem S. Bartosiewicz, Zastosowanie technik wielowymiarowej
analizy porownawczej w dynamicznych i przekrojowych badaniach ekonomicz-
nych” Etap 1. Problem jednorodnosci zbiorow obiektow i zbiorow cech, Akademia
Ekonomiczna, Wroctaw 1901 (Problem resortowy R. II1. 9).
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gdzie: xy (k=1, 2, ..., K; t=1, 2, ..., n) oznacza naktady k-tego
czynnika produkcji dla obiektu P..

Zatézmy, ze w wyniku podziatu zbioru obiektéw £ na grupy obiek-
téw podobnych ze wzgledu na wyniki produkcyjne oraz naktady i za-
soby czynnikéw produkcji otrzymano G grup typologicznych:

Q='[C1,C2..<.,CG}. (S’
Niech dalej i oznacza numer grupy typologicznej: i= 1, 2, ..., G.

II. DWUSTOPNIOWE REGRESJE GRUPOWE
Poczynione wczeé$niej uwagi wskazuja, ze mozna sformutowaé dwa

zasadniczo odmienne podejScia do regresyjnego modelowania produkcji
wzgledem naktaddéw. Podejscie pierwsze przyjmuje, ze za model zmien-
nej Y przyjmuje si¢ globalna regresje

?=01X1+02X3+...+a‘xkv, (ﬁ}

wyznaczona na podstawie danych statystycznych dotyczacych wszystkich
obiektéw zbioru £. Takie rozwiazanie jest uzasadnione przypuszczeniem,
ze wszystkie obiekty dobrze opisuje si¢ jedna funkcja regres;ji.

W sytuacji, gdy obiekty badania tworza niejednorodny zbidér ze wzgle-
du na opisujace je zmienne (efekty i naktady) podejscie to nie jest uza-
sadnione. Z tego powodu stosuje sie¢ rozwiazanie alternatywne sprowa-
dzajace si¢ do wyznaczenia regresji dla poszczegdlnych grup typologicz-
nych C, na podstawie danych statystycznych dotyczacych obiektéw two-
rzacych te grupy. Oznaczmy liczebnos$ci poszczegdlnych grup typologicz-
nych przez n, (i=1, 2, ..., G). Tak wigc dla grupy C,(i=1, 2, ..., G) na
podstawie informacji dotyczacych zmiennej objasnianej

Yii
' R B (7
.l’;,i
i zmiennych objasniajacych
X11i X210 -+ Xkti
X, ] Fimi¥am s Pea (8)
Xiwi Xamg oo Xknd
wyznaeza sie regresje
Yi=auXu+auXyu+...+an X, %)

121,25 0000 G
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W ten sposdb wyznaczone regresje grupowe opisuja relacje miedzy pro-
dukcja a naktadami wlasciwe dla poszczegdlnych grup typologicznych.
W tym przypadku za model zmiennej Y przyjmuje si¢ funkcje regresji
sktadajaca si¢ z grupowych funkcji regresji wyznaczonych oddzielnie dla
poszczegdlnych grup.

Regresja globalna (6) opisuje zmienno$¢ zmiennej objasnianej wyni-
kajaca z wtasnos$ci charakterystycznych dla catego zbioru obicktow. Z ko-
lei regresje grupowe (9) wyjasniaja zmienno$¢ zmiennej objasnianej
w poszczegdlnych grupach typologicznych wynikajaca ze specyficznych
wtasnosci tych grup.

Przedstawione postepowanie sprowadzajace si¢ do podziatu zbioru
obiektow na grupy typologiczne i wyznaczanie funkcji regresji odreb-
nych dla kazdej grupy nie zawsze jest wskazane i uzasadnione, mimo
iz czesto jest zalecane i stosowane w badaniach praktycznych. Postepo-
wanie takie zaktada bowiem, ze istnieja specyficzne prawidtowosci wtas-
ciwe jedynie dla poszczegdlnych grup typologicznych, ze jedynie w gru-
pie obiektow podobnych mozna zbadaé zwiazek zmian zmiennej objas-
nianej ze zmianami zmiennych objasniajacych. Z reguty jednakze jest
tak, ze dla catego badanego zbioru wystepuje ogdlna zalezno$¢ zmiennej
objasnianej od zmiennych objasniajacych, a ponadto istnieja specyficzne
wlasnos$ci poszczegdlnych grup obiektéw. W takich przypadkach trady-
cyjny sposob prowadzenia grupowych badan regresyjnych nie zawsze
prowadzi do zadowalajacych rezultatow. Konieczne jest przeto zastoso-
wanie rozwiazania posredniego. Niekiedy wskazane jest w taki sposdb
budowaé grupowe funkcje regresji, by uwzgledniaty zaréwno wlasciwo$-
ci catego zbioru obiektow, jak i specyfike grup, by opisywaty zmiany
zmiennej objasnianej wynikajace zarowno z globalnych wtasno$ci catego
zbioru obiektow, jak i spowodowane specyficznymi wtasno$ciami grup
obicktow podobnych. Przedstawiona nizej propozycja jest proba roz-
wiazania tego zagadnienia.

Punktem wyj$cia proponowanego rozwiazania jest regresja ogdlna
(6) szacowana dla catej zbiorowo$ci obiektéw, z ktérej wyznaczane sa
teoretyczne wartosci zmiennej objasnianej

V=01 X1+ 03 Xz + ... +Ag Xg, (10)
1=152 0 B
Oznaczmy przez
1’1.-'
v=|7¥]|, i=1,2,..,6, (11
Fu

wektor teoretycznych warto$ci zmiennej objasnianej Y dla i-tej grupy
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wyznaczonych z ogdlnej funkcji regresji, a wigc na podstawie warto$ci
zmiennych objasniajacych z tej grupy:

;‘i":alx1‘i+03x:ti+...+ax.\:x“-, (12}
i=1,2,..,6; t=1,2,..,n,.

W nastepnym etapie dla kazdej grupy typologicznej szacowana jest
grupowa funkcja regresji. W tym przypadku rozszerza si¢ zbidér danych
(7) i (8) dotyczacych obiektéw danej grupy o teoretyczne wartosci zmien-
nej objasnianej (11) tej samej grupy wyznaczone z globalnej funkcji re-
gresji i wartosci zmiennych objasniajacych (8). Liczba obserwacji wy-
korzystanych do szacowania regresji grupowych zwicksza si¢ wiec dwu-
krotnie i wynosi teraz 2n;.

Oszacowane w ten sposob grupowe funkcje regresji mozna przedsta-

wié nastepujaco:
= |=a,; +a,; 1+...+a 'L 13
(Y,-) ”(XU A X K Xy 2

i=1,2,..,0.

Roéwnania powyzsze mozna nazwa¢é dwustopniowymi regre-
sjami grupowymi. Regresje te wyjasniaja zmiany zmiennej objas-
nianej Y w poszczegdlnych grupach typologicznych wynikajace zaréw-
no z wtasnosci catego zbioru badanych obiektow, jak i z wlasnosci spe-
cyficznych tych grup. W tym sensie dwustopniowe regresje grupowe
stanowia kompromis miedzy regresja ogdlna dotyczaca catego zbioru ba-
danych obiektéw a regresjami grupowymi wyznaczanymi w tradycyjny
Sposob.

W literaturze mozna znalez¢ odmienne rozwiazania dotyczace uwzgle-
dniania informacji o catym zbiorze obiektéw przy prowadzeniu badan
regresyjnych w przekroju grup typologicznych. Niekiedy wychodzi si¢
z zatozenia, ze mimo podziatu zbioru obiektéw na grupy typologiczne
grupy te w dalszym ciagu sa mig¢dzy soba w mniejszym lub wickszym
stopniu powiazane. Dlatego niekiedy przy wyznaczaniu regresji grupo-
wych wykorzystuje si¢ takze informacje z innych grup brane z odpo-
wiednia waga, w zaleznosci od stopnia podobienstwa grup. Uzyskuje sie
przez to zwiekszenie liczebnosci zbioru danych, co umozliwia szacowanie
regresji nawet dla mato licznych grup. Rozwiazania te mozna takze od-
nie$¢ do zagadnienia poruszonego w niniejszej pracy.

Jedno z tych rozwiazan’ to wyznaczanie funkcji regresji dla poszcze-
gbélnych grup typologicznych na podstawie danych pochodzacych ze

*Por. A. W. Bekker, M. A. Jagolnicer, A. A. Kotokotow, B. A. Gtadkich, Ras-
poznawanije obrazow pri postrojenii ekonomiko-statisticzeskich modieliej, Nowo-
sybirsk 1975.

12 Ruch Prawniczy 3/83
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wszystkich grup, przy czym obserwacje te przeksztatcane sa w ten spo-
séb, ze

}';=‘Vij'J’:j: (14)

gdzie: w;; — unormowanyxﬁ;F[@,—,jl']_kaskaz’nik podobienstwa obiektdw;
i-tej grupy z pozostatymi grupami obiektow; y:';- — wazone obserwacje
zmiennej objasnianej z grupy j-tej; x:’,j — wazone obserwacje zmien-
nych objasniajacych z grupy j-tej. Obserwacje grupy, dla ktdrej szacu-
je si¢ rdwnanie regresji brane sa z waga réwna jednosci.

Wada takiego rozwiazania jest, iz niejako wymusza ono przechodze-
nie grupowych funkcji regresji przez poczatek lub blisko poczatku ukta-
du wspdéirzednych, a to z kolei powoduje znaczne réznice w wartosciach
ocen parametréw wazonych regresji grupowych w stosunku do wartosci
ocen parametréw klasycznych regresji grupowych i regresji globalnej.

Inne postepowanie’ polega na zwielokrotnianiu obserwacji poszcze-
gllnych grup w zaleznos$ci od stopnia podobienstwa do wyrdéznionej gru-
py, dla ktérej szacuje si¢ regresje. Wskaznik wyznaczajacy liczbe po-
wtdérzen obserwacji danej grupy ma postaé:

NU=10“‘W”, l’ié)

gdzie: m — zadana z goéry liczba naturalna: m=1, 2, ..., wy —
wskaznik podobienstwa grup Ci i Cj, Ny — liczba zwielokrotnienia liczeb-
nosci grupy o numerze j przy szacowaniu regresji dla grupy i-tej.

Obserwacje grupy, dla ktdrej szacuje si¢ réwnanie regresji zwielo-
kratniane sa 10" razy.

Wyznaczone w fen sposOb tzw. regresje autonomiczne sa posrednimi
miedzy regresjami grupowymi szacowanymi w tradycyjny sposéb a ogol-
na regresja wyznaczona dla catej zbiorowosci obiektéw. Wada takiego po-
stepowania sa natomiast trudno$ci zwiazane z ustalaniem parametru m
we wzorze (16), ktéra to wielko$¢ jest zadawana z géry przez badacza,
a od ktorej bardzo mocno zalezy liczba powtdrzen obserwacji grupy. Dla
mniejszego m regresja autonomiczna zbliza si¢ bardziej do regresji ogdl-
nej, natomiast dla m wigckszego bardziej od tej regresji oddala sie. Z dru-
giej strony, wigksze wartosci m powoduja zblizanie si¢ regresji autono-
micznych do klasycznych regresji grupowych.

* Por. praca zbiorowa pod kierunkiem S. Bartosiewicz, Zastosowanie technik
wielowymiarowej analizy porownawczej w dynamicznych i przekrojowych bada-
niach ekonometrycznych. Etap I1. Problem separowalnosci zbioréw obiektow i zbio-
row cech. Autonomiczne funkcje quasi-regresji, Akademia Ekonomiczna, Wroctaw
1982 (Problem resortowy R. III. 9).
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11I. EGZEMPLIFIKACJA PREZENTOWANEJ KONCEPCJI

Przedstawiona propozycja wyznaczania dwustopniowych regresji gru-
powych zostanie zilustrowana przyktadem empirycznym dotyczacym 30
zaktadéw produkcyjnych. Ze wzgledu na mozliwo$¢ interpretacji graficz-
nej ograniczono si¢ do regresji z jedna zmienna obja$niajaca. Role zmien-
nej objasnianej peini produkcja wyrazana w sztukach, natomiast zmien-
na objasniajaca jest zatrudnienie w osobach. Zbiér badanych zakladéw
zostal podzielony na trzy grupy typologiczne obejmujace zaktady po-
dobne ze wzgledu na poziom produkcji i poziom zatrudnienia. Wartosci
zmiennej objasnianej i zmiennej objasniajacej w poszczegdlnych zakrta-
dach produkcyjnych zawarte sa w tabeli 1.

Tabela 1
Produkcja i zatrudnienie w poszczegdlnych zaktadach
= N "Grupa 1 | Grupall "~ Grupa 1T
zakad | Y | x | ¥ [ X Yy [ x
I | ' |

i 480 | 107 osis | e | s | e

2 | 4% | 110 | 530 0 156 | 592 | 19

3 464 ‘ 19 | Ss17 | 162 | 595 | 200

4 | 475 125 ! 52 | 167 | 617 | 201
5 47 | 128 | 499 ‘ 172 | 620 | 210

6 449 | 136 | 52 i 179 | 600 | 218

7 467 | 137 | 539 176 | 624 | 220

8 434 | 148 | 532 ‘ 189 | 640 | 217

9 438 | 156 | sa3 188 | 655 | 228

10 | 42 | 162 | 542 | 205 | 610 | 227

Zrdédto: Dane umowne.

Na podstawie danych statystycznych dotyczacych wszystkich 30 za-
ktadéw produkcyjnych oszacowana zostala globalna funkcja regresji pro-
dukcji wzgledem zatrudnienia. W wyniku tego otrzymano nastg¢pujace
rownanie regresji:

-

Y =1,694X +242,3,

gdzie: Y — produkcja w tys. sztuk, X — zatrudnienie w osobach.

Na podstawie danych zawartych w tabeli 1 oszacowano takze kla-
syczne regresje dla poszczegdlnych grup typologicznych. Réwnania te
przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

— réwnanie grupy I:

Y,=—1,07X +5988,
— rownanie grupy II:

¥, =0,409X +456,1 ,

12*
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— réwnanie grupy III:
Ya=1,783X +244,1

Ksztattowanie si¢ regresji globalnej i regresji grupowych przedstawio-
ne jest na rycinie.

Dla wyznaczenia dwustopniowych regresji grupowych policzone zo-
staty teoretyczne warto$ci zmiennej objasnianej z globalnej funkcji re-
gresji. Wartos$ci te zawarte sa w tabeli 2.

Tabela 2
Teoretyczne wartosci produkcji
Numer
zakladu Grupa 1 Grupa II Grupa 1II
1 424 491 568
2 429 507 566
3 444 517 581
4 454 525 583
5 459 534 600
6 473 546 612
7 474 540 615
8 493 562 610
9 507 561 629
10 517 590 627

Zrédto: Obliczenia whasne.

Dwustopniowe regresje grupowe wyznaczone na podstawie danych
zawartych w tabelach 1 i 2 przedstawiaja si¢ nast¢pujaco:

— dla grupy I:
Y, X,
="' ]=0,311 +420,7
v\_ X,
(3’;) =1,053 (X;) +349.0,

y 2 s
=3)=1,739 243,1.

Ksztattowanie sie dwustopniowych regresji grupowych przedstawione
jest na rycinie.

Rozrzut punktéw empirycznych na wykresie wskazuje na niejedno-
rodnos$¢ zbioru wyrdznionych zaktaddéw produkcyjnych ze wzgledu na
poziom produkcji oraz wysoko$¢ zatrudnienia, a tym samym na Koniecz-

— dla grupy II:

— dla grupy IIIL:
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Yi

600

500

400F
ol = . -
100 150 200 X
Regresje produkcji wzgledem zatrudnienia
Objasnienia: ..... dane empiryczne, regresja ogolna,

- - = - klasyczna regresja grupowa, — — — dwustopniowa re-
gresja grupowa

no$¢ jego podzialu na grupy typologiczne i budowe funkcji regresji dla
poszczegbdlnych grup. Dwustopniowe regresje grupowe ksztattuja sie po-
miedzy regresja globalna a klasycznymi regresjami grupowymi, ich
wspotczynniki kierunkowe przy zmiennej objasnianej X przybieraja war-
to$ci posrednie miedzy wspdtczynnikami tych dwodch regresji. Przyto-
czony przyktad potwierdza, ze proponowane rozwiazanie uwzglednia za-
rowno ogdélna tendencje zmian zmiennej objasnianej, jak i prawidtowo$-
ci whasciwe dla poszczegdlnych grup typologicznych.

REGRESSIVE STUDIES ON EFFECTIVENESS OF PRODUCTION
IN THE CONDITIONS OF HETEROGENITY OF THE SET OF OBJECTS

Summary
The article attempts at discriminating a set of objects in the regressive study-

in situation of their heterogenity. The first stage consists of a division of the set
into typological groups and next, of regressive modelling in the received sub-sets.
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The following phase, which is in the focus of this study, involves proceeding with
group regressive examinations. Suggested approaches to the regressive model-
ling, distinct to the classical one, is compromising between a general regression
related to the whole set and a group regression which is designed in a traditional
way i.e. a two phase regression. It proves correct to estimate a general regression
for the whole set of objects and for groups and on these grounds — to create
a two stage model which can explain changes of an explained variable in the
respective groups which are resulting from the properties of the whole set of
objects as well as of specific groups. The study is illustrated with the construction
of one variable models on the example of simulational data for 30 plants isolated
into three typological groups.





