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OPTYMALNY PLAN KAMPANII CUKROWNICZEJ

CHARAKTERYSTYKA ZAGADNIENIA I KRYTERIA JEGO ROZWIAZANIA

Zanim dojdziemy do rozwigzania naszego zagadnienia metodami
matematycznymi nalezy chociaz krotko wspomnie¢ o czynnikach wpty-
wajacych na ekonomiczng efektywnos$¢ cukrownictwa. Wezmy pod uwage
niektore wlasciwosci surowca — buraka cukrowego, z ktorego si¢ u nas
wyrabia cukier oraz cukrowni, ktore burak przerabiaja.

Burak cukrowy, jak i inne przemystowe surowce organicznego po-
chodzenia, ma t¢ wilasciwos¢, ze po zakonczeniu proceséw biologicznych,
tj. po wyrwaniu z ziemi, zachodza w nim procesy biochemiczne, pod
wplywem ktorych burak si¢ psuje i traci na zawartosci cukru. Dlatego
mozna powiedzie¢, ze sam uplyw czasu wplywa na efektywno$¢ prze-
mystu cukrowniczego. Im dluzej si¢ burak magazynuje, tj. im dluzej
trwa kampania, tym mniej cukru wyprodukujemy (zaktadajac niezmien-
no$¢ powstatych warunkow). Chodzi o bardzo dawno znany fakt, kto-
rego poznanie stalo si¢ przyczyng sezonowosci przemystu cukrowniczego.
Jezeli chcemy wyprodukowaé¢ maksimum cukru, bioragc pod uwage tylko
naturalne witasciwosci burakow, nalezy jak najbardziej skroci¢é kam-
panie.

Nasuwa si¢ pytanie: kiedy kampania bedzie najkrotsza, oczywiscie
pod warunkiem, ze mamy przerobi¢ pewna okreslong ilos¢ burakow?
Prawdopodobnie wtedy, gdy cukrownie réwnoczes$nie rozpoczng i rOwno-
cze$nie skoncza kampani¢, tj. w przypadku, gdy ich kampanie beda
trwaty réwnie dlugo.

Rozwazmy czy powyzszy wniosek pozostanie stuszny po uwzglednie-
niu specyficznych wtasciwosci cukrowni. Okaze si¢, ze nie.

Techniczny poziom cukrowni jest rézny. Niektore wyprodukuja
mniejszg ilos¢ cukru (podczas procesu produkcji straty cukru sg w nich
wigksze), inne wigksza. Dazenie do najwigkszej efektywnosci prowadzi
do tego, zeby technicznie lepsze cukrownie przerobily jak najwiecej
burakéw, tzn. zeby mialy jak najdtuzsze kampanie, i odwrotnie. Z tego
wynikaloby, ze lepiej; wyposazone cukrownie powinny pracowaé w ciagu
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catego roku, a gorsze powinny jedynie przerabia¢ nadwyzke, ktorej
tamte nie sg w stanie przerobi¢. Ze wzgledu na wlasciwosci buraka
rozwigzanie tego rodzaju jest jednak niemozliwe. Burak nie znosi dtu-
giego magazynowania. Czytelnik juz na pewno zauwazyl, ze zaré6wno
najkrotsza, jak i najdluzsza kampania sg nieekonomiczne. Nalezy ustali¢
takg dlugos¢ kampanii, posredniag migdzy kampaniag najkrotsza i naj-
dtuzsza, ktorg bedziemy nazywali optymalng. Dlugos$¢ jej okreslimy
przy pomocy metod matematycznych.

Dotad rozpatrywaliSmy zagadnienie bioragc za kryterium ekonomicz-
nej efektywnosci tylko wielko$¢ produkeji, tzn. ilo$¢ produkowanego
cukru, co jest niewystarczajace. W rozwigzaniach ekonomicznych za-
gadnien nalezy uwzglednia¢ tez poziom kosztéw produkcji. Za istotny
efekt mozna uznaé¢ tylko réznice miedzy warto$cig produkcji i kosztami
produkcji, Otrzymanie maksymalnego efektu polega na osiggnigciu
maksimum produkcji przy minimum, kosztéw produkcji. Ale w ten
sposob sformulowany postulat nie da si¢ zrealizowa¢. Mozna zadaé¢ albo
wyprodukowania maksimum cukru przy kosztach, ktére nie sg mini-
malne, lub pracowa¢ z minimalnymi kosztami, mimo ze nie wyprodu-
kujemy maksimum cukru. Decyzja polega na wyborze jednego z tych
wariantow. Nalezy zdecydowaé si¢ ktory z tych postulatow przyjac
jako kryterium dla rozwigzania naszego zagadnienia.

Punktem wyjScia do przyjecia ostatecznej decyzji powinien by¢
interes gospodarki narodowej, a nie interes zakladu pracy. Sprobujmy
okres§li¢ na czym polega interes gospodarki narodowej,. Co jest dla go-
spodarki narodowej bardziej korzystne? Z danej iloSci surowca uzyskaé
jak najwigcej jednostek produktu, czy tez raczej uzyska¢ mniejszg
ilos¢ produktu przy minimalnych kosztach? To =zalezy od konkretnej
sytuacji gospodarczej), a w szczegolnosci od tego jaki jest udziat su-
rowca w wartosci produktu i jak bogate sg zrdédla surowca.

Jesli wiemy, ze zrddta surowca sa bardzo ograniczone, na przykilad
w pewnym okresie czasu zrodla te zostang catkowicie wyczerpane, na-
lezy przede wszystkim wyprodukowa¢ z surowca jak najwigcej pro-
duktu, nawet w wypadku, gdy udzial surowca wartosci produktu jest
zupetnie maty.

Jesli wudzial surowca jest duzy, wowczas tez nalezy wyprodukowac
jak najwigcej produktow. Wynika to z nast¢pujacego rozumowania.
Jesli uzyskamy z surowca maksimum produktéw, to na jednostke pro-
dukcji, zuzyjemy minimum surowca, a wi¢c bedziemy pracowali z mini-
malnymi kosztami surowca. Gdy surowiec stanowi na przyktad 90%
gotowego produktu , to wtedy maksymalizujac produkcje, réwnoczesnie
minimalizujemy 90% wszystkich kosztéw produkcji.

Wystarczy podkresli¢, ze koszty surowca wynosza przy produkeji
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cukru 75% wszystkich kosztow. Z tego wniosek: trzeba uzyska¢ z danej
ilosci surowca maksimum cukru. Za wnioskiem tym przemawia migdzy
innymi jeszcze i to, ze buraki sg cennym surowcem. Przez wyproduko-
wanie planowanej ilo$ci cukru z minimum surowca zwolnimy pewnag
ilo§¢ burakéw dla karmienia bydla, co z kolei prowadzi do wzrostu
produkcji migsa, mleka itd.

Doszlismy do wniosku, ze z punktu widzenia gospodarki narodowej,
rzeczg pierwszorzednej wagi jest uzyskanie maksimum cukru, a obnizke
kosztow nalezy uwzgledni¢ dopiero na drugim miejscu. Tym bedziemy
si¢ kierowa¢ rozwigzujac nasze zagadnienie, ktéore mozna sformulowaé
nastgpujaco.

Zadaniem naszym jest przerobienie w ramach gospodarki narodowej
pewnej ilosci burakéw cukrowych o pewnej jakosci (zawarto$ci cukru),
przy wykorzystaniu wszystkich cukrowni w kraju. Mamy ustali¢ opty-
malng kampanig¢, czyli okresli¢ dlugos¢ kampanii poszczegoélnych cu-
krowni tak, zeby z danej ilosci burakow wyprodukowa¢ maksimum
cukru.

Nasze zadania mozna jeszcze rozszerzy¢. Mamy okreslong dlugosé
Jkampanii poszczegdlnych cukrowni, wiemy ile burakéw cukrowych prze-
robi kazda cukrownia, jak rowniez ile burakow zakupi si¢ w regionie
kazdej cukrowni. Biorgc to pod uwage mozemy rozwigza¢ problem orga-
nizacji transportu. Rozwigzanie polega na decyzji, z ktorych terenéw do
ktorej cukrowni trzeba transportowac buraki, zeby suma kosztow trans-
portu byla minimalna

MATEMATYCZNE SFORMULOWANIE ZADANIA

Wszystkie cukrownie w kraju tworza system cukrowni, zdolnych do
-przerobienia prawie wszystkich burakow, ktore si¢ skupuje, poniewaz
buraki nigdy nie bywajg artykulami handlu zagranicznego. Mozna wigc
przyja¢, ze bilans burakow pozostaje w rownowadze.

Mamy system n cukrowni, z ktéorych dowolng cukrowni¢ oznaczymy
numerem j (j=I, 2,.. ., n).

Jesli kampania j-ej cukrowni trwa # dni, a ilo$¢ burakow przerobio-
nych w jednym dniu (w cetnarach metrycznych) oznaczymy przez gj,
to ilos¢ burakéw przerobionych przez t¢ cukrowni¢ w toku calej
kampanii mozna wyrazi¢ przy pomocy nastepujacego rownania:

Q;=qjts )

Ilos¢ burakow przerobioych przez caty system cukrowni oznaczymy
przez Q, wobec czego:

PPN =P @)
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[los¢ burakéw zakupionych w regionie j-ej cukrowni oznaczymy
przez Rj, a ilos¢ zakupiona przez caly system cukrowni przez R, co
pozwoli nam na sformutowanie réwnania, analogicznego do réwnania (2):

R=2nf R; &)

Ze wzgledu na réwnowage bilansu burakow zachodzi rownanie:

n n
2 Qi=2R;,
Jj=1 j=1

cho¢ niekoniecznie beda speinione rownania Rj—(Qj z czego wynika
potrzeba transportu surowca migdzy regionami.

Dowolna cukrownia j uzyska z przerobki Qj burakéw Vj cukru.
Jesli ilo§¢ cukru uzyskanego w toku kampanii przez wszystkie cukrownie
z przerobki burakow w iloSci R~Q oznaczymy przez V,, mozemy stwier-
dzi¢:

n
V=2V,

i=1 4)

Naszym zadaniem jest znalezienie rozwigzania, ktdére zapewni wy-
produkowanie maksimum cukru z danej ilosci burakow R=Q.

Zanim przejdziemy do rozwigzania tego zadania okreslimy niektore
wazniejsze wielkos$ci, ktore wystapia w zagadnieniu.

Najwazniejszym wskaznikiem jakos$ci burakow jest zawarto§¢ cukru,
ktorg begdziemy oznaczali przez a. Liczba a wskazuje ile kg cukru znaj-
duje si¢ w 100 kg burakéw w momencie zbioru.

Wiemy, ze po zakonczeniu naturalnych proceséw biologicznych w bu-
rakach zachodza procesy biochemiczne, wywolujace podczas sktado-
wania obnizk¢ zawarto$ci cukru 1 wagi burakdéw. Wskaznikiem tej
obnizki sg tzw. straty, ktéore oznaczymy przez v. Liczba v oznacza, ile
kg cukru traci si¢ na 100 kg burakdéw w ciagu jednego dnia. Jezeli
na przyktad v=0,03, to znaczy ze w jednym dniu na 100 kg burakow
traci si¢ 3 dkg cukru. Wielkos¢ v jest zalezna od wielu czynnikow
(zdrowotnos$¢ burakoéow, temperatura i wilgotnos¢ powietrza w okresie
magazynowania, przewiewanie burakéw itd.) i moze si¢ znacznie wahad
w poszczegdlnych kampaniach, a nawet w poszczegdlnych dniach tej
samej kampanii. Dzienne straty sa zwykle wyzsze w ostatnich dniach
kampanii niz na poczatku czy w srodku kampania, poniewaz na po-
czatku istniejg lepsze warunki klimatyczne sktadowania.

Z chwila rozpoczegcia procesu produkcyjnego konczg sie straty z ty-
tulu sktadowania burakdéw, a zaczynaja si¢ pojawia¢ inne straty —
straty technologiczne. Wielko$§¢ strat technologicznych zalezy od tech-
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nologicznego poziomu cukrowni i oczywiscie nie jest ona jednakowa
w poszczegdlnych cukrowniach. W cukrowniach nowoczesnych z nowo-
czesna dyfuzja straty beda nizsze niz w cukrowniach starych. Wskaznik
strat technologicznych w dowolnej cukrowni oznaczymy przez fj ; wska-
zuje on nam ile kg cukru traci si¢ na 100 kg surowca podczas procesu
technologicznego w j-ej cukrowni. Na przyktad fj =0,90 oznaczatoby, ze
na kazde 100 kg surowca straty w procesie technologicznym wynosza
90 dkg cukru.

Wréémy do rownania (4) i zbadajmy od czego zalezy osiagnigcie
maksimum produkcji cukru.

Wielko$¢ produkejii cukru zalezy w pierwszym rzedzie od ilosci bu-
rakow i zawartosci cukru w burakach. Q centnaréw metrycznych bu-
rakow zawiera w dniu zbioru a Q kg cukru. Poniewaz warto$ci Q i a
sa dla przemystu cukrowniczego okreslone juz przez warunki gospodarki
rolnej, powinniS$my je z punktu widzenia naszego zadania traktowac
jako dane. Dany jest tym samym iloczyn tych wielko$ci. Z teorii szu-
kania ekstremum funkcji wiemy, ze dodanie stalej nie ma wplywu
na istnienie ekstremum (pochodna stalej jest rowna zeru), mozemy wigc
by¢ pewni, ze o maksimum produkcji cukru nie decyduje sama ilo$¢
i zawarto$¢ cukru w burakach. Iloczyn a Q oznaczajacy ilo$¢ cukru we
wszystkich burakach okresla tylko gdérng granice mozliwej produkcji
cukru, z czego wynika, ze przy formutowaniu zadania trzeba dazy¢ do
maksymalizacji innej; wielko$ci, a mianowicie V.

Ilo$¢ uzyskanego cukru otrzymamy, jesli od ilosci cukru zawartego
we wszystkich burakach o QO odejmiemy straty spowodowane sktado-
waniem 1 straty technologiczne. Ze wzgledu na stalo$¢ iloczynu aQ
mozna powiedzie¢, ze ilos¢ cukru uzyskanego z danej ilosci Q burakow
zalezy od rozmiaré6w wspomnianych dwoch rodzajow strat. Zbadajmy
te zaleznos¢.

Wiemy, ze ogoélna wielko$¢ strat cukru z tytutu skladowania zalezy
od wielkosci strat dziennych, wigc od warto$ci v, ktora jest dla kazdej
okreslonej kampanii dana, Oprocz tego zalezy ona od ilosci burakow
i od okresu sktadowania.

Okres sktadowania jest tym dtuzszy, im dtuzsza Jest kampania.
Ilos¢ sktadowanych burakow zalezy od dlugosci kampanii, poniewaz
kampania trwa tym dluzej, im wigcej burakow si¢ magazynuje w mo-
mencie skonczenia zbioru. Skoro wielko§¢ zapasow i okres sktadowania
zalezy od dilugosci kampanii, mozna stwierdzi¢: wielko§¢ strat cukru
z tytulu sktadowania zalezy od czynnika v i od dlugosci kampanii do-
wolnej; cukrowni, tzn. jest funkcja dlugos$ci kampanii t;.

Zbadajmy od czego zalezy ogodlna wielkos¢ technologicznych strat,
ktorych poziom jest okreSlony przez warto$S¢ fj. Suma takich strat
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w dowolnej cukrowni zalezy od ilo$ci przerobionych burakow i jest tym
wigksza, im diuzsza jest kampania. Mozna wigc powiedzie¢, ze te straty
sa funkcja dlugosci kampanii #.

Poniewaz wszystkie rodzaje strat sg funkcjg dtugos$ci kampanii, mozna
wobec tego stwierdzi¢, ze i produkcja cukru, tak w dowolnej; cukrowni,
jak 1 w calym systemie cukrowni, jest funkcja czasu trwania kampanii,
a wiec V=F(4), (j=1, 2,..., n). Dotychczasowe rozumowanie dopro-
wadzito nas do istoty rozwigzania. Obecnie trzeba znalez¢ konkretng po-
sta¢ funkcji F(4) i okreslié t, w ktorym fukcja F osiaga maksimum'..

W ten sposob obliczone dlugosci kampanii # poszczegédlnych cu-
krowni beda optymalne, tj. zapewnig uzyskanie maksimum cukru.
Roéwnoczesnie dhugosé¢ kampanii wszystkich cukrowni tez bedzie opty-
malna.

Dla jasno$ci dalszych rozwazan nalezy pojgcie optymalnej kampanii
doktadnie okres$li¢, poniewaz nie jest ono zgodne z tym pojeciem opty-
malnej kampanii, ktére si¢ uwzglednia przy rozwazaniu budowy =za-
ktadow cukrowniczych. W tym ostatnim przypadku pojecie optymalnej
kampanii okre§la si¢ bardziej szczegdétowo niz w naszym przypadku,
gdyz bierze si¢ pod uwage tylko warunki, w ktorych konkretna cu-
krownia bedzie pracowaé. W naszym wypadku bierzemy pod uwage
nie tylko warunki poszczegélnych cukrowni, lecz réwniez czynniki
dziatajace w catlym systemie cukrowni (czynniki te traktujemy jako
dane). Kampania w naszym pojeciu nie jest stata. Z roku na rok zmie
nia si¢, poniewaz zmieniaja si¢ czynniki dziatajagce na jej dlugos¢, tzn.
zmienia si¢ ilo$¢ burakow @, zmienia si¢ czynnik v i zmienia si¢ tech-
nologiczny poziom cukrowni (rekonstrukcja, modernizacja itd.).

Obliczenie dlugosci kampanii j, to tylko pierwsza czg¢$¢ postawio-
nego zadania. Druga, wzglednie samodzielng czgécig, jest rozwigzanie
problemu transportu burakéw. Ten problem zbadamy poéznie;j.

MODELE DLA OBLICZENIA OPTYMALNEJ DLUGOSCI KAMPANII

Rozwigzanie zagadnienia jest skomplikowane wskutek dziatania
czasu, ktory wystepuje w postaci dlugosci kampanii poszczegoélnych
cukrowni. Cukrownie rozpoczynaja przerdbke w réznych momentach;
dowolne dwie cukrownie nie muszg rozpoczyna¢ pracy w tym samym
momencie. Na skutek tego nalezy =zatozy¢ nastepujace upraszczajace
warunki. Pierwsze dwa maja znaczenie metodologiczne. Pdzniej: zostang
one usunigte.

" W oparciu o to rozumowanie zbudowany zostal model kwadratowy I. Lo-
giczna struktura nastgpnych dwoch modeli jest nieco inna. Réznice wytlumaczymy
w czasie przeprowadzania dowodow.
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Warunek 1. Wszystkie cukrownie rozpoczng kampani¢ w jednym
momencie, czyli punkty zerowe (pojecie to objasnimy ponizej) wszyst-
kich cukrowni beda identyczne.

Warunek 2. Czynnik v jest staly, tzn. straty z tytutlu sktadowania
sg rowne w kazdym dniu kampanii.

Warunek 3. Wszystkie buraki zbiera si¢ i magazynuje w punkcie
zerowym, tj. w momencie rozpoczg¢cia kampanii przez wszystkie cu-
krownie (por. warunek 1).

W rzeczywistosci czgs¢ burakow zbiera sie i skupuje przed poczat-
kiem kampanii, reszt¢ — podczas kampanii. Poniewaz przyjeliSmy, ze
zawarto$¢ cukru w burakach w dniu zbioru jest stata i rowna a, wiec
zawarto§¢ cukru w burakach zebranych na i dni przed rozpoczeciem
kampanii w punkcie zerowym wyniesie

ag=a—1iv, ®)
bedzie wigc mniejsza niz zawarto$¢ cukru w dniu zbioru. Buraki ze-
brane juz w toku trwania kampanii mogg traci¢ na zawartosci cukru
mniej lub wigcej w zaleznosci od dlugosci okresu sktadowania. Upra-
szczajagcy warunek 3 nie pozwala na uwzglednianie strat cukru ptyna-
cych wskutek zbierania czgsci burakow przed rozpoczgciem kampanii,
wyolbrzymia natomiast straty plynace z magazynowania burakow ze-
branych w toku kampanii. Doktadne ustalenie zawartosci cukru, z jaka
poszczegblne partie burakow sa wprowadzane do procesu produkcyjnego,
jest bardzo trudne i dlatego konieczne jest tu przyjecie pewnego
uproszczenia. Fakt ten powoduje, ze operowanie modelami w ktorych
wystepuje wspolczynnik @ musi prowadzi¢ do pewnych niedoktadnosci
w obliczeniach. Poniewaz zalezy nam na tym by przeprowadzi¢ mozli-
wie doktadne obliczenia, sformutujemy tez takie metody rozwigzania
zagadnienia, przy ktorych wspotczynnik a w ogodle nie wystepuje (model
kwadratowy II i liniowy I).
Zaktadajac wymienione wyzej warunki upraszczajagce obliczymy
obecnie straty z tytutu sktadowania burakéw i straty technologiczne.
Oznaczmy straty cukru z tytulu skladowania w j-e¢j cukrowni
przez W, Wspotczynnik W; obliczymy sumujgc dzienne straty, z ktorych
kazda jest iloczynem wartosci v i zapasu burakéw w magazynie w da-
nym dniu kampanii. Oznaczajac przez z; stan magazynu w i-tym dniu
w cukrowni j otrzymamy na wspotczynnik Wj wzor

tj t;
' .l
W;= sz,,:vz 2ij. (6)
i=1 i=1
Wobec warunku 3 zapas po i dniach kampanii wyniesie O, — i g,

a zakladajac ze zapas zmienia si¢ w sposob ciagly mozemy przyjac,
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tj
iz w chwili ¢ bedzie on wynosit Oj — t q;- 1 zastgpi¢ sumg D) i catka
i=1

t
/@ —tgy)dt.
0

t; t;
Wobec wzo1 J

1 1
of (Qj— tQj)dt=0f q;t;—t)dt=q;(t;2— Y tA)= Y qjt®,

a wiec 1
W; == vg;t;>.
2 (7)
Ilo§¢ cukru straconego z tytulu magazynowania w dowodnej cu-
krowni wyrazona réwnaniem (7) jest podana w jednostkach rownych
jednej setnej jednostki, w ktorych mierzymy ilos¢ burakow. Jesli wiel-
kosci ¢g; mierzymy w cetnarach metrycznych, to wspotczynnik W;
bedzie wyrazony w kilogramach.

Wskaznikiem strat technologicznych sa wspoétczynniki f3;, ktore juz
okresliliSmy. Dowolna cukrownia przerobi w ciggu dnia ilo$¢ burakow
wynoszaca ¢q; jej kampania trwa ¢. dni, podczas kampanii przerobi
ona ilos¢ ¢jt; cetnar6w metrycznych burakow, a poniewaz kazdy cet-
nar metryczny burakow straci podczas procesu produkcyjnego f3; kilo-
gramow cukru, technologiczne straty dowolnej cukrowni beda wynosity:

U;=piqst; - (8)

Jesli wielko$¢ ¢; wyrazimy w cetnarach metrycznych, to wspot-

czynnik U, bedzie wyrazony w kilogramach.
MODEL KWADRATOWY 1

Wykazalismy, ze wielko$¢ produkcji cukru otrzymamy, jesli od
ilosci cukru zawartego w burakach aQ odejmiemy straty z tytutu ma-
gazynowania i straty technologiczne. Wielkos¢ produkcji cukru w do-
wolnej cukrowni, ktora przerobi (; cetnar6w burakéw, mozemy ze
wzgledu na réwnania (7) 1 (8) wyrazi¢ rOwnaniem:

1 .
Vi=aQ;— 2 Vgt —Biqst; -

Jesli zamiast O, wpiszemy jego wartos¢ okreslong réwnaniem (1) to
bedzie:

1
V =q t_-_-v t.2__ .t.’
i=agjt; 9 qst;” — B1q;t; ©)
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+ po przeksztatceniu

v
V':((I—' ‘.) ity — — t:.
j p3)q;t; 2Q1f (10)
Wielkos¢ produkcji cukru we wszystkich cukrowniach naszego sy-
stemu otrzymamy, je$li rownanie (10) wprowadzimy do (4), skad otrzy-
mamy:

n v n
V=Y (a—Bsaiti— - Y asts*.
gl 2]'2;1 (11)
Kryterium optymalnosci wymaga, zeby z burakdéw przerobionych
w calym systemie cukrowni uzyska¢ maksimum cukru, tzn., ze mate-
matycznie powinno by¢:

> Vi=max,
=1
przy dodatkowym warunku:
7}1
iti=R.
,’i%:lq] J (12)

Optymalne sg wigc te kampanie poszczegdlnych cukrowni, przy kto-
rych maksimum osigga funkcja:

F(t)=X V;— AR~ qjty),
Jj=1 J=1
ktoéra po uwzglednieniu zalezno$ci (10) i przeksztalceniu przyjmie postac:
n v ‘"'ﬁ n
F=}(a—p)qiti— — X it +24 Y qit;—AR.
i=1 2= =1 (13)
Warto$ci #; przy ktorych funkcja (13) osigga ekstremum otrzymamy
rozwiazujagc rownania:
aF (t;)

R (14)
Na podstawie teorii ekstreméw funkcji wielu zmiennych mozna dowies¢,
ze to ekstremum bedzie stanowito maksimum.
Wprowadzajac wyrazenie (13) do rownania (14), roézniczkujac i przy-
rownujagc do zera otrzymujemy:
(a—B;) q;—vgjti+74q9;=0,
skad
(a—B3) g5+ 2q;
vg;

ti=

14 Ruch Prawniczy
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a po przeksztatceniu
1 2
tj=—(a—p)+—.
v v (15)

i w tym celu wprowadzimy

Musimy jeszcze okre$lic parametr A,
rownanie (15) do dodatkowego warunku (12), skad otrzymamy

n A
é‘lqz’[;—(a—ﬁj)+ —v_] =R,

a po przeksztatceniu

n 1 A n
> —(a—Fj)gi+— Y q;=R
j=17 Vj=1
skad
n1
Z— 2= f;)q;
A _ )
v n

2V

Po uwzglednieniu zaleznosci (15) otrzymamy:

R— 3L (a—By)as

1 =
ty==(a—P)+—, ,
v >'q;
=
czyli
n 1
3 > ; —Pfi)a;—R
= (a=pgy=—=5——— . (16)
> aq;
i=1

. |
Jesli czynnik —(a—p;) oznaczymy przez Aj, otrzymamy
v

n
ZlAjQJ'““R
tJ=Aj— ]:‘T—‘“ s (17)
D' q;
j=1
a jesli przyjmiemy
n
2 Ag;—R
= =M, (18)
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to bedzie
ti=A;—M, (19)

co jest wzorem na diugos¢ optymalnej kampanii dla poszczegoélnych
cukrowni.

Obliczenie tych dlugosci bedzie proste, jesli uporzadkujemy je w po-
staci nastepujacej tabelki’:

Cukrownia 1 q; i B; ‘ oa—p; ‘ Aj 1 Ajq; } t l qjti
/| v | 2 | 3 | 4 | s | 6 | 171 |

Wspotczynnik M otrzymamy korzystajac ze wzoru (18), ktory ze
wzgledu na powyzszg tabelke mozemy zapisaé w postaci:

suma kolumny 5—R

M=
suma kolumny 1

Kolumna 7 tabelki zawiera ilosci burakow, ktére powinny byé prze-
robione przez poszczegdlne cukrownie podczas optymalnej kampanii.
Oprécz tego ma ona znaczenie kontrolne.

Suma wyrazéw kolumny 7 powinna by¢ identyczna z R. Ze wzgledu
na zaokraglenie moze tu wystapi¢ pewna réznica. Ta rdéznica nie po-
winna by¢ duza. Na przyktad jesli obliczamy dlugos¢ kampanii ¢ z do-
ktadnosciag do jednej tysigcznej, roéznica moze wynosi¢ tysigczng czesé
sumy dziennych ilo$ci przerabianych w cukrowniach, a wtedy powinno
by¢

n n

-y <—
R=satss< 1()00]-‘2‘“' (20)

MODEL KWADRATOWY TL

Model ten jest zbudowany przy =zalozeniu, ze maksimum cukru
wyprodukujemy wtedy, jezeli suma strat z tytulu magazynowania
i strat technologicznych bedzie minimalna.

Sume¢ strat j-¢j cukrowni oznaczymy przez S, Z rownah (7) 1 (8)
wynika, ze

1
S5 = Piast; + 5 ot @D
Maksimum produkcji cukru osiggniemy przy takich ¢, ze
n
D' Sj=min,
i=1

przy dodatkowym warunku (12).
* Por. przyklad podany na s. 225.

14%
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Ze wzgledu na warunek (12) suma strat wszystkich cukrowni jest
okre§lona funkcja:

F=2'S;— AR~ 2 qjty),
J=1 j=1

a jesli zamiast S; wprowadzimy prawg stron¢ wzoru (21), to po prze-
ksztalceniu otrzymamy:
n 1 n . N )!,1 .
F= 3 Bqt; + . D v st + 4 Y qjti— AR (22)
i=1 i=1 j=1
Ta funkcja ma ekstremum przy warto$ciach ¢ , obliczonych z na-
stepujacego rdéwnania:
oF
— =0. (23)
at;

Na podstawie teorii ekstremow funkcji wielu zmiennych mozna dowiesc,
ze to ekstremum stanowi minimum.
Na podstawie wzordw (22) i (23) mozemy przyjac

oF , \
— =P Tugiti+4q;=0,
ot
skad
po Pt 2g
2 3
vq;
a po przeksztatceniu
i A
tj= b , (24)
(% v

gdzie 4 jest wspotczynnikiem, ktérego nie znamy. Otrzymamy go przez
wprowadzenie wyrazenia (24) do dodatkowego warunku (12), z czego
wynika:

a po przeksztalceniu 2 B R
o p Byt Sy,
i=1 v v j=1
R+ Y Pig,
skad - _.,Aﬁ;;l,,l’m _
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co po uwzglednieniu wzoru (24) da nam:

‘ R—I—Z ﬁ—’q,
=—B 1o 25)
> a;
J=I
albo
y=N-, 6)
v
gdzie
R+Z~%
N=_ =17 Ly (27)
>
Jj=1

Wspoélczynnik N jest oczywiscie dla wszystkich cukrowni identyczny.
Obliczenia znowu uporzadkujemy w postaci tabeli:

i  Cukrownia { q; t B; l % i %Qj l i 1 43ty
o v [ 2 | 3 | 4 [ 5 | 6

Wspotczynnik N obliczymy ze wzoru (27), a korzystajagc z tabelki
wedhug nastepujacego wzoru:

R+suma kolumny 4

N= 28)

suma kolumny 1

co zgodne jest z roéwnaniem (27)°.

MODEL LINIOWY 1

Model jest zbudowany w oparicu o nastepujace zatozenie:

Do maksimum produkcji cukru dojdziemy przy takiej dtugosci kam-
panii poszczegoélnych cukrowni, przy ktérej w ostatnim dniu kampanii
kazda cukrownia uzyska z metrycznego cetnara burakéw identycznag
ilos¢ cukru.

To zatozenie mozna uzasadni¢ przez stosunkowo latwe ale dlugie
rozumowanie ekonomiczne. Korzystajac z réwnania (16) dojdziemy do
zupelnie prostego i zwigzlego dowodu matematycznego.

Ostatni cetnar metryczny burakdw magazynowal si¢ prawie tyle
dni, ile trwata kampania, wigc z tytulu magazynowania stracit prawie

* Por. przyktad podany na s. 225.



214 Jan Ferianc, Jan Masaryk

vt; cukru, a poniewaz stra.lty technol(?glczne. wynosza(“/a’j,. wigc z me-
trycznego cetnara uzyska si¢ w ostatnim dniu kampanii ilos¢ cukru u;,
okreslong rownaniem:

uj=a—f;—vt;. (29)

Jesli do réwnania (29) wprowadzimy optymalne #, obliczone na
podstawie rownania (16), to otrzymamy
ro1
- _Z’v‘(“’ﬂf) q;—R
w=apy o] a0 |
v LC i

q;

J=1

a po przeksztatceniu

2(@—p;q;—Rv
=1
Uj; = ’

n
2
j=1

Z tego jasno wynika, ze wielkosci u; sa jednakowe dla Wszyst-
kich cukrowni, wigc

UI=U2=U3= ... =U;j=Uj+1=~ ... Un, (30)

co dowodzi slusznos$ci naszego zalozenia.

Przystapmy z kolei do badania medalu liniowego I, ktérego nazwa
pochodzi stad, ze jego podstawa jest uktad réwnan liniowych.

Na podstawie réwnania (30) mozna napisa¢ uktad réwnan liniowych:

uj=uj+1 (=12,...,n—1). (€1))
Wprowadzimy teraz rownanie (29) do (31); otrzymamy
a—fi—vt;=a—Pj1—vt41,
a po uporzadkowaniu

1
ti—tir1=—B5+1—B;).
v
Jesli jeszcze przyjmiemy, ze
1
v Bi+1—B5)=a;, (32)
to otrzymamy

ti—tjiri=a;(j=1,2,...,n—1). (33)

Poniewaz uktad rownan (33) zawiera tylko n—1 roéwnan, dodajemy
jeszcze znane rownanie (12) i otrzymujemy uktad rownan:
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n
Z%ta ti—ti+1=a;.

Jesli ten uktad bedziemy rozwigzywaé¢ metoda kolejnej eliminacji nie-
wiadomych, rozpoczynajac od ¢; bedziemy mieli:

nw n—1 k
tn Y @j=R— Y ax X q;,
=1 k=1 Jj=1

wobec czego dtugos¢ kampanii ostatniej cukrowni wyrazi si¢ wzorem:
n~-
Z kZ %

Jesli znamy diugo$¢ kampanii ostatmeJ cukrowni, dhlugosci kampanii
poszczegbdlnych cukrowni, otrzymamy z wzoru (33), z ktérego wynika

ti=tj1+a;. (35

Numeryczne obliczenia mozna uporzadkowaé w tabeli:

(4

!

a ( aqu] t 9jt;
j=1

4 | 5 | 6 7 8

k l

Cukrownia } i ' Zg; l Bi | B — B
1
l

[ 1| 2 | 3

Dane w kolumnie 4 otrzymamy przy pomocy kolumny 3. Warto$ci
w pierwszym wierszu otrzymamy, jeSli od f; w drugim wierszu odej-
miemy f; w pierwszym wierszu itd. W wyniku tego ostatnie wiersze
kolumn 4, 5 i 6 nie zostang wypetnione.

Obliczenia w pozostaltych kolumnach wynikaja z uktadu tabeli.

Dhugos$¢ kampanii ostatniej: z kolei cukrowni otrzymamy z réwnania
(34), a ze wzgledu na tablice bedzie

R—suma kolumny 6

th=
suma kolumny 1

Po obliczeniu dlugosci kampanii ostatniej z kolei cukrowni ¢,
kampanie poszczegdlnych cukrowni obliczamy nast¢pujagcym sposobem:
kampania (n-1)-ej cukrowni jest roéwna kampanii ¢, plus liczba
w (n-1)-ym wierszu kolumny 5. Kampania (n-2)-¢j cukrowni jest
rowna ¢t,; plus liczba w (n-2)-ym wierszu kolumny 5 itd., wreszcie
kampani¢ pierwszej z kolei cukrowni otrzymamy, jesli do kampanii
drugiej cukrowni dodamy liczb¢ w pierwszym wierszu kolumny 5.
Dodawanie jest algebraiczne tzn, jesli liczby w odpowiednich wierszach

kolumny 5 sa ujemne, to je odejmujemy.
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Uwaga: jezeli uporzadkowanie cukrowni jest dowolne, w niektorych
wierszach kolumny 4, 5 i 6 wystepuja ujemne liczby, co nie jest wy-
godne. Azeby to wyeliminowaé, mozna cukrownie uporzadkowaé we-
dtug wielkosci 3, tak aby  B,<f,<f;<...<f,.,<B, dzigki czemu w pierw-
szym wierszu znajdzie si¢ technicznie najlepsza cukrownia z najdiuz-
szag kampania, a na ostatnim najgorsza z najkrotsza kampanig.

Do kolumny 8 stosuje si¢ wzor (20).

WYKORZYSTANIE MODEM W PRZYPADKU ROZNYCH MOMENTOW
ROZPOCZECIA KAMPANII

W rzeczywisto$ci nie jest mozliwe, azeby wszystkie cukrownie roz-
poczety kampani¢ réwnoczesnie, dlatego warunek 1, na ktérym zbudo-
waliSmy modele, trzeba odrzuci¢. Pokazemy teraz mozliwo$ci korzystania
z modeli i w takim wypadku,

Zatézmy, ze dowolna cukrownia rozpoczyna kampani¢ w pewnym
dniu, ktoéry oznaczymy przez 7, (j=1, 2,..., n). Pierwsza cukrownia
zaczyna w dniu 7,, druga w 7., ostatnia w T,

Podkreslmy, ze wielko§¢ produkcji cukru zalezy od dlugosci kam-
panii poszczegdlnych cukrowni, wigc jest funkcja czasu. Dlatego trzeba
wybra¢ pewien moment, od ktoérego liczymy uptyw czasu (dtugosci
kampanii poszczegdlnych cukrowni). Ten moment nazwiemy momen -
tem statym.

Stalym momentem moze by¢ dowolny dzien kampanii, ale z prak-
tyki wynika, ze jest najlepiej, jezeli tym momentem be¢dzie moment
poczatku kampanii cukrowni, rozpoczynajacej; prac¢ jako ostatnia, tzn.
dzien T, (jego poczatek).

Kampania dowolnej cukrowni bgdzie w takim razie ztozona z dwodch
cze$ci, jednej przed stalym momentem i drugiej po wspomnianym mo-
mencie. Pierwsza czg§¢ oznaczmy przez ¢ty (ilo§¢ dni) podczas ktérych
cukrownia pracowata przed stalym momentem 1 drugg, czes¢ — iy
Mozemy przyjac:

tj="to;+1t; (36)
gdzie
i=1,2,....,n.
Oczywiscie
toj=Tn—Tj. (37
Uwaga: dla ostatniej cukrowni — jak wynika z rownania (37) —

bedzie #,=0 a zgodnie z wzorem (36) ¢,=t;,, poniewaz dla j=n, t,=0.
Wynika to stad, ze ostatnia cukrownia nie pracuje przed stalym mo-
mentem i cala jej kampania odbywa si¢ po tym, momencie, poniewaz
zaczyna ona kampani¢ w momencie statym.
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Korzystajac z wymienionych modeli mozemy optymalizowaé tylko
drugg czes$¢ kampanii  (¢;,). W zwigzku z tym powinniSmy obliczy¢
ilo§¢ burakow, przeznaczonych do przerobu po momencie statym. Te¢
ilo§¢ oznaczamy przez R™. R™ otrzymamy, jesli od skupionej ilosci
burakow odejmiemy ilosci przerobione w poszczegélnych cukrowniach
przed momentem statym, tzn. w pierwszych czg¢s$ciach kampanii.
Matematycznie

. n—1
R™ =R qito1— Qatoz— . .. Qn-1to (n-—1)=R—j211q]'toj : (38)

Znajac warto$¢ R™ i korzystajac z dowolnego modelu (z praktycz-
nych przyczyn nie korzystamy z modelu kwadratowego I, poniewaz
tam wystepuje wielko$¢ a), obliczamy optymalne kampanie poszczegol-
nych cukrowni, a S$ciSlej wielkoSci ¢, tzn. drugie czgsci kampanii.
W numerycznych obliczeniach wprowadzimy po prostu warto$é R™ za-
miast wartos§ci R. W zbudowanych wzorach nic innego si¢ nie zmieni.

Musimy jeszcze wyjasni¢, w jaki sposob mozna optymalizowac war-
tosci ty; — czyli pierwsze czeSci kampanii. Odpowiedz jest prosta:

W okresach t;; — pierwszych czg$ciach kampanii — uzyskamy ma-
ksimum cukru wtedy, je$li one bedg najdiuzsze w technologicznie naj-
lepszych cukrowniach. Najpierw wigc powinny zaczgé pracowac technolo-
gicznie najlepsze cukrownie, a dopiero nast¢gpnie — gorsze (W miare
jak rosng zapasy burakow).

Praktyczne zastosowanie tej zasady jest w rzeczywisto$ci bardzo
trudne. Gdybysmy przyjeli doktadnie takie rozwigzanie, okazatoby sig,
ze musimy transportowa¢ buraki do najlepszej czy najlepszych cu-
krowni. Gdyby buraki w tych regionach byly jeszcze nie dojrzale, cu-
krownie przerabialyby tylko obce buraki i wobec tego rostyby koszty
transportu. Oprécz tego wystapilyby inne trudno$ci w kampanii, po-
niewaz mozliwe byltoby rozpoczgcie kampanii tylko z duzym zapasem
burakéw. Dlatego nie jest mozliwe urzeczywistnienie takiego rozwia-
zania.

W praktyce mozna przyja¢ rozwigzanie nastepujace.

Kampanii nie rozpoczynaja technologicznie najlepsze cukrownie,
ale te, w regionach ktorych buraki dojrzewaja najpredzej. W momencie
kiedy zapasy burakow zaczynaja szybko wzrastaé, rozpoczyna si¢ trans-
port do najlepszych cukrowni.

To rozwigzanie, chociaz nie prowadzi do produkcji maksimum cu-
kru w czeSciach 1), zapewnia jednak wzrost produkcji cukru, gdyz
kazda cukrownia zaczyna kampani¢ z burakami swojego regionu, a mo-
zliwe przesuni¢cia majg miejsce dopiero pod koniec kampanii (jak si¢
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dotychczas praktykuje). Proponowany sposob spowoduje znaczny efekt
ekonomiczny, zwtlaszcza jesli terminy technologicznej dojrzalosci bu-
rakow sa w regionach poszczegdlnych cukrowni rézne. W niektorych
krajach réznica ta wynosi dwa tygodnie, a wigc jest znaczna.

Wspomniany sposéb rozwigzania ma niektore ekonomiczne zalety.
Oprocz tego. ze doprowadza do wzrostu produkcji cukru, przesuwa
transport burakéw z konca kampani na poczatek, kiedy kolejnictwo
dysponuje wigkszymi mozliwo$ciami transportowymi.

Zagadnienie ma duze znaczenie, zwlaszcza w przypadku, gdy pewne
regiony produkujace buraki maja mato wydajnych cukrowni, a po-
nadto buraki dojrzewaja tam predzej, niz w regionach, gdzie produkuje
si¢ mniej burakéw, a oprocz tego te ostatnie regiony maja nadmiar
zdolnoséci przerobowej w cukrowniach.

OPTYMALNA KAMPANIA W PRZYPADKU ZMIENNYCH DZIENNYCH STRAT

Przyjmujac warunek 2 zalozyliSmy, ze dzienne straty sg state, pod-
czas gdy w rzeczywisto$ci sg one zmienne. Wzrastaja podczas kampa-
nii 1 pod koniec kampanii sg dzigki niesprzyjajacym warunkom kli-
matycznym najwyzsze.

Wielkos¢ tego czynnika ma powazny wplyw na dlugo$¢ optymal-
nych kampanii poszczegélnych cukrowni i na ich wzajemny stosunek,
co wynika z nastgpujacego rozumowania.

Zatozmy, ze dzienne straty nie istniejg (v=0). W takim razie naj-
lepsze cukrownie pracujg caty rok (nie ma sezonu), najgorsze nie pra-
cuja w ogole, albo przez bardzo krotki czas.

Odwrotnie, jesli dzienne straty sg duze, powinnis§my buraki przero-
bi¢ jak najpredzej i technologiczny poziom cukrowni nie odgrywatby
roli; najgorsze cukrownie pracowatlyby mniej wigcej tak diugo, jak
najlepsze. Roéznice migdzy kampaniami poszczegélnych cukrowni bylyby
bardzo male albo zadne.

Mozna stwierdzi¢, ze mniejsze dzienne straty faworyzuja lepsze cu-
krownie, odwrotnie duze straty ten proces hamuja.

Z punktu widzenia tego rozumowania zbadajmy wplyw stalosci
dziennych strat na optymalno$¢ kampanii. Nasze v jest przecigtng war-
toscig z okresu kampanii, prawdziwag w $rodku kampanii; pod koniec
kampanii rzeczywiste straty sg wyzsze niz nasze v. Poniewaz w przed-
stawionych modelach v jest state, obliczone dlugosci kampanii sg zde-
formowane; sa one dluzsze w lepszych cukrowniach i krotsze w gor-
szych. Dhlugosci kampanii przecigtnych cukrowni sg zdeformowane bar-
dzo mato.

Jezeli uporzadkujemy cukrownie wedtug rosngcych f; (od najlepszej
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do najgorszej), to ¢; bedzie kampania najlepszej, a ¢, — najgorszej cu-
krowni, 1 ¢; bedzie wicksza od ¢, Koniec kampanii wszystkich cu-
krowni znajdzie si¢ w pewnym przedziale o dlugosci m dni, gdzie
m=t;—t,. Dowolny dzien tego przedzialu oznaczymy przez kk=1,
2, .., m).

Obliczenia przy pomocy ktorych otrzymaliSmy optymalne dtugosci
kampanii, przy stalym v, nazwiemy pierwszg iteracjg.

Jezeli w drugiej iteracji wprowadzimy zamiast poprzedniego jakie$
wieksze v, kampanie najlepszych cukrowni si¢ skrdca (predzej skoncza),
kampani¢ najgorszych si¢ przedluza, wigc przedzial m si¢ skroci.

Drugg iteracj¢ przeprowadzimy nastepujaco:

W dowolnym A-tym dni przedzialtu m mamy jakie§ dzienne straty
vi.  Warto$¢ czynnika v, obliczymy z praktyki jako pewnag przeci¢tng
wielko$¢, ze wzgledu na stan zdrowia burakéw, prawdopodobne wa-
runki klimatyczne itd. Dla kazdego dnia przedziatu m obliczamy $red-
nig wielkos¢ strat wszystkich poprzednich dni 7, wigc:

1 K
Be=—_2 v;. (39)
k i=1

Tak obliczone wielkosci , przyporzadkujemy poszczegolnym cu-
krowniom wedtug tego w ktorym dniu przedzialtu m konczg one kam-
pani¢ na podstawie pierwszej iteracji. Cukrowniom, ktoére koncza kam-
pani¢ w pierwszym dniu przedzialtu m przyporzadkujemy #; w drugim
dniu 9, itd. Zaktadamy, ze cukrownie sa uporzadkowane wedlug wzra-
stajacego 3,

Po przyporzadkowaniu jakiego$ ¥x kazdej cukrowni, odpowiednie Dk
oznaczymy wskaznikami poszczegélnych cukrowni. Wiec straty dzienne
pierwszej cukrowni beda 7;, drugiej ?s, ..., ostatniej o,

Dalej obliczamy ilo§¢ burakéw, ktora cukrownie przerobi¢ miaty
w przedziale m, a ktéra oznaczymy przez R’, wobec czego

R*= 3 qjtj’, (40)

J

I

b

gdzie t7 = ilos¢ dni, przez ktoére j-a cukrownia miata pracowal w prze-
dziale m, wedlug pierwotnego rozwigzania.

Nasze zadanie mozemy sformutowaé nastepujaco:

llo$¢ burakéw R' okreslong réwnaniem (40), musimy przerobié
w systemie n cukrowni tek, azebySmy uzyskali maksimum cukru. Do-
wolna cukrownia przerobi w ciggu dnia ilo$¢ ¢; burakéw, ma straty
technologiczne f; 1 dzienne straty v, Naszym zdaniem jest obliczy¢
nowe optymalne dlugosci kampanii, oznaczone przez t%*
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Do rozwigzania wykorzystamy model liniowy I, jako najlepszy dla
rozwazanego obecnie przypadku.
Wychodzac z zaleznosci

u;=a—p;—vjt;

(por. réwna)nie (29)), uwzgledniajac warunek (23) i rownanie analogiczne
do réwnania (12) otrzymamy uktad réwnan:

n ]

Z qj'tj‘ =R,

j=1 .

viti T —vitisi=Fi+1—B;,

a jesli przyjmiemy

Bj+1—B;=bj,
to otrzymamy:

n

> qit;" =R “1)

i=1

vty —vjtii=bj.

Jesli ten uklad bedziemy rozwigzywali eliminujac kolejno niewiadome

t, od t; do t,; otrzymamy:

n—1 k

q.
LN
e R 42)
gj
an"
i=1Vj
Optymalng dlugo$¢ kampanii pozostatych cukrowni otrzymamy
Z Wzoru

2 o ) ZES T (43)
co wynika z drugiego rownania uktadu (41).

t’;+ okre§la ilo$¢ dni, ktora j-a cukrownia powinna przepracowacl
w przedziale m, po pierwszej iteracji i je$li dodamy jeszcze ilo§¢ dni
poprzedzajaca przedzial m, otrzymamy catkowita optymalna dlugosé
kampanii cukrowni j.

Dtugosci kampanii obliczone w drugiej: iteracji nie daja absolutnego
optimum, sa tylko dobra aproksymacja. Byloby mozliwe przeprowa-
dzenie jeszcze trzeciej iteracji, ktorej wynki bylyby jeszcze bardziej
doktadne. Z praktycznego punktu widzenia byloby to jednak bezcelowe.
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TRANSPORT BURAKOW CUKROWYCH

Znajac dlugo$¢ kampanii j-¢j cukrowni # tatwo mozna z rdéwnania
(1), obliczy¢ ilos¢ burakow, ktore j-a cukrownia ma przerobi¢ w ciagu
kampanii.

Wiemy, ze kazda cukrownia cz¢$¢ przerobionych burakéow trans-
portuje swoimi $rodkami transportowymi prosto z pola do cukrowni,
a druga cze$¢ burakow, ktora znajduje si¢ w dalej potozonych miejsco-
wosciach, transportuje koleja. Te cze¢s¢ bedziemy nazywali zamiejscowa,
pierwsza za$ cz¢§¢ miejscowaq.

Miejscowe buraki, ktéorych ilo$ci przerobiono w j-e¢j cukrowni w toku
catej kampanii oznaczymy przez M, transportuje si¢ tylko z wlasnego
regionu ($cisle mowiac transportuja si¢ do wlasnej, cukrowni), dlatego
w zadaniu transportowym zajmujemy si¢ tylko burakami zamiejsco-
wymi.

W regionie j-¢j cukrowni skupuje si¢ buraki w ilosci R;. Wielkos§¢
ta moze by¢ mniejsza, wigksza lub roéwna ilosci Oy burakow, ktore
j-ta cukrownia ma przerobi¢ zgodnie z optymalnym planem kampanii.
Jezeli Ri<Q, to wszystkie buraki zakupione w regionie j bedg burakami
miejscowymi (R;=M;), a ponadto do j-¢j cukrowni trzeba bedzie dowiez¢
buraki w iloSci

P;j=Q;—R;=Q; —M;. (44)
Jezeli R>Q), to tylko cze§¢ burakéw zakupionych w regionie j be-
dzie mogla zosta¢ zuzyta na miejscu (Q;=M;, i trzeba bedzie z tego
regionu wywiez¢ buraki w ilosci

S;=R; —Q;=R;—M;. (45)
Problem transportu burakéw zamiejscowych nie powstanie w ogole
w regionach tych cukrowni, dla ktoérych R=0 .

Podzielimy cukrownie wchodzace w sktad naszego systemu na ta-
kie, w regionach ktérych wystepuje brak (R<Q;) i takie w regionach
ktéorych wystepuje nadmiar burakéw (R>Q;) Zalézmy, Ze cukrowni
pierwszego rodzaju jest p, a cukrowni drugiego rodzaju s. p+s=r jest
pewng liczb¢ nie wickszg od n. Pozostate cukrownie w liczbie n—r to
cukrownie, ktore pokrywaja doktadnie cate swe zapotrzebowanie bura-
kami miejscowymi (R=0)).

Wobec zalozenia, ze bilans burakéw w calym systemie cukrowni
Jest wyrownany, zachodzi¢ bedzie rownosé

P s
D Pi= ) Sk (46)
j=1 k=1

Zadanie transportowe polega na znalezieniu takich wielko$ci prze-
wozu burakéw z tych regionow gdzie wystepuje nadwyzka burakéw



222 Jan Ferianc, Jan Masaryk

do cukrowni, ktérych zapotrzebowanie nie moze by¢é pokryte wylacznie
burakami miejscowym. Jezeli przez x; oznaczymy przewdz z regionu
k-tej cukrowni do cukrowni j-ej (mierzony w okreslonych jednostkach,
np. w tonach lub wagonach kolejowych) a przez a; koszt przewozu
z regionu k do regionu j (przyjetej jednostki), to zadanie transportowe
sprowadza si¢ do znalezienia takich nieujemnych liczb xy zZe

S
Z xkj:Pjy (47)
k=1
P
2 ey =Sk,
j=1
a ponadto
P s
2 2 ajxig=min. (48)
j=1k=1

W ten sposob sformutowane zadanie mozna rozwigzywal¢ dowolng
metoda programowania liniowego. Metody programowania liniowego
sg w literaturze dosy¢ szczegdlowo opracowane razem z algorytmami
stuzacymi do rozwigzania ich na maszynach szybkoliczacych. W rze-
czywistosci sprawa jest bardziej skomplikowana, poniewaz w regionach,
w ktorych wystepuje nadwyzka burakéw cukrowych, moze istnie¢ wiele
stacji kolejowych, i1 koszt transportu z regionu k do regionu j zalezy
od wyboru stacji zatadunkowej w regionie k. Jezeli regiony sa nie-
wielkie mozna t¢ kompl kacje pominaé, przyjmujac za a; S$redni koszt
przewozu z regionu k do cukrowni j. Mozna tez rozwazy¢ model bar-
dziej ztozony, w ktérym uwzgledniloby si¢ mozliwo$§¢ transportu z roz-
nych stacji zatadunkowych w regionie k-tym w sposdéb nastgpujacy.

Niech M; oznacza ilo§¢ stacji zatadunkowych w regionie k, x; —
ilos¢ burakow przewiezionych ze stacji i do cukrowni j, a; — koszt
przewozu ze stacji i do cukrowni j przyjetej za jednostke ilosci bura-
kow. Wowczas taczny koszt transportu burakéw wyrazilby sie suma:

s Mg D‘
22 2 Qij23;. 49)
k=1i=1j=1
Wielko$ci transportu x; mialyby spetnia¢ warunki
s Mg
2 > xyy=P;. (50)
k=1i=1
M
2 x15="Sk,
i=1

a problem sprowadzalby si¢ do =znalezienia minimum wyrazenia (49)
w zbiorze nieujemnych rozwiazan uktadu réownan (50).
Ze wzgledu na duza ilo$¢ stacji zatadunkowych nalezy szukaé me-
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tody redukcji zadania, w celu zmniejszenia ilosci zmiennych. O tych
metodach nie potrzeba mowi¢ szczegdlowo, poniewaz sg znane specja-
listom z dziedziny programowania liniowego.

W CSSR wykorzystaliSmy fakt, ze na wschodzie kraju wystepuje
niedostatek cukrowni® i buraki transportuje sic zawsze do regionow
innych cukrowni, ktore znajduja si¢ na zachodzie. Glowne transporty
kierujg si¢ z wschodu na zachod, wigc kazdy plan przewidujacy trans-
port w odwrotnym kierunku nie bylby optymalny. To zalozenie sta-
nowi istote redukcji zadania.

Na podstawie zalozenia o eliminacji transportu w kierunku wschod-
nim planowaloby si¢ dowo6z burakow tylko ze wschodnich zatadunko-
wych stacji, a dopiero jezeli to nie wystarcza, z najblizszych stacji
zachodnich. Przy takim postgpowaniu ilos$¢ zmiennych zadania trans-
portowego bedzie o wiele mniejsza niz poprzednio. Takie zadanie mo-
zna juz rozwigzywaé bez maszyny szybkoliczacej, korzystajac ze zna-
nych metod aproksymatywnych.

WNIOSKI

Zastosowanie podstawowych modeli dla konkretnych obliczen w od-
niesieniu do kampanii 1959/1960 pokazato, ze przez optymalne roz-
wigzanie zadania dla systemu cukrowni na Stowacji i Morawach mo-
zna w jednym roku uzyska¢ dodatkowo okoto 3 miliony kilogramow
cukru prawie bezptatnie. Jest to wiec efekt, ktéorego me mozna za-
niedba¢ w gospodarce narodowej. Podkre§lamy, Ze matematyczne me-
tody przyniosty nowy kompleksowy poglad na zagadnienie, podkreslity
nowe fakty, wazne dla zwigkszenia efektywnosci, ktore inaczej nie
zostatyby uwzglednione. Powiemy o niektoérych z nich.

Cena cetnara metrycznego burakow jest stata, bez wzgledu na to,
jaka jest zawarto§¢ cukru. Gospodarze nie s3g wigc zainteresowani
w wyprodukowaniu burakow z jak najwigkszg zawartoscig cukru ani
w tym, azeby buraki podczas magazynowania na polu stracily jak naj-
mniej cukru (miedzy zbiorem i transportem do cukrowni). Cukrownie
mierzg zawarto$¢ cukru dopiero w momencie wprowadzenia surowca do
procesu produkcyjnego i tez sg niedostatecznie zainteresowane w ob-
nizce strat cukru podczas magazynowania burakdéw na stacjach zaladun-
kowych i w cukrowniach. Straty z tytulu magazynowania przedsta-
wiajg milionowe warto$ci, dlatego problem materialnego =zaintereso-
wania w obnizce strat jest bardzo wazny.

Okazato si¢ dalej, do jakich duzych strat w gospodarce narodowej

* Dysproporcje pochodza z czasow przedwojennych.
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prowadzi zywiotowo$¢ w zbieraniu burakéw, powodujaca wzrost strat
cukru na skutek gromadzenia niepotrzebnych zapasow surowca.

Zwtaszcza cenne s3 wiadomos$ci dotyczace programu transportu bu-
rakow z nadwyzkowych do niedostatecznie zaopatrzonych cukrowni.
Wigkszg cze$¢ transportu dotychczas urzeczywistniano w drugiej po-
towie kampanii, kiedy koleje sg w trudnej; sytuacji, ze wzgledu na tran-
sport innych produktow (wegiel, ziemniaki itd.). Matematyczne rozwig-
zanie jest korzystne nie tylko dla kolei, lecz jest ekonomicznie uzasad-
nione dla cukrowni — doprowadza do wzrostu produkcji cukru.

Z wyprowadzonych modeli mozna korzysta¢ nie tylko przy oblicze-
niach optymalnej dlugosci kampanii, ale i w innych sytuacjach, na przy-
ktad w sytuacji nastgpujace;j.

Chcemy wyprodukowa¢ pewng ilos¢ cukru i pytamy si¢ na jakich
obszarach powinnis$my produkowa¢ buraki, w celu wyprodukowania
z tych burakéw maksimum cukru, W gruncie rzeczy chodzi o odwroce-
nie zadania, ktore dotychczas rozwigzaliSmy. Korzystanie z modeli
i zwigzanego z nimi planu transportu moze stuzy¢ przy opracowywaniu
planu rozwoju i rekonstrukcji przemystu cukrowniczego, przy decyzjach
dotyczacych rozmieszczenia obszarow produkujacych buraki itd.

Zadanie mozna rozwigzywaé tez z punktu widzenia drugiego kry-
terium, gdzie szukamy warunkéw, w ktoérych koszty na jednostke pro-
dukcji beda minimalne.

Osrodek badawczy Wyzszej Szkoly Ekonomicznej w Bratystawie in-
teresuje si¢ rozwigzaniem takich zadan i jak si¢ okazuje, wspolpraca
ze strony pracownikow przemystu cukrowniczego stwarza mozliwos$ci
wprowadzenia rezultatow tych badan w zycie.

PRZYKLAD

Mamy system 8 cukrowni, ktéorych zadaniem jest przerobi¢ R=11658 940
eetnar6w metrycznych burakéw o zawartosci cukru a=18.

Zalézmy, ze dzienne straty z tytulu magazynowania sa state (v =0,035) 1 ze
wszystkie cukrownie rozpoczynaja pracge roéwnoczesnie.

Poszczegblne cukrownie majg nastgpujace dzienne wydajnosci ¢, 1 tech-
nologiczne straty (f5)):

Dzienna wydajnosé

y Straty
Cukrownia My e technologiczne
metrycznych P
j E
01 15 481 1,34
.02 15189 114
03 17 167 ) 1,21
04 { 11101 1,37
05 21 055 1,26
06 22 404 1,20
07 22 875 0,83
08 18 850 1,23
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Zastosowanie modelu kwadratowego 1

Zastosowanie modelu kwadratowego II

15 Ruch Prawniczy
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Zastosowanie liniowego modelu I

k ko
4 X aj Bj Bja—Pj a. /] & 25
J=1 =1

1 2 3 4 5 6 7 8
o1 15481 | 15481| 1,3¢ | —020 | — 6,0606 | — 93 824,15 | 75,956 1,175 874,84
02 15189 | 30670) 1,14 | +0,07 | + 21212 | + 65 057,20 | 82,016 1,245 741,02
03 17167 | 47837| 1,21 | +0,16 | + 4,8484 | + 231 932,91 | 79,805 1,371 557,46
04 11101 | 58938 1,37 | —0,11 | — 3,3333 | — 106 458,04 | 75,047 833 096,75
05 21055 | 79993| 1,26 | —0,06 | — 1,8181 | — 145 43527 | 78,380 1,650 290,90
06 22404 | 102397| 1,20 | —0,37 | —11,2121 | —1148 08540 | 80,198 1,796 755,99
07 22875 | 125272 0,83 | +0,40 | +12,1212 | +1518 446,97 | 91,410 2,091 003,75
08 18850 | 144122 1,23 - - - 79,289 1,494 597,65

144122 | — | 958 | — 011 | — 3,3333 | + 23163422 | — | 11,658 918,36
n—1 k
R—) & Y g
; k=1 j=1 R — suma kolumny 6 11,658 940—231 634,22 79.280
n: = — = =
n suma kolumny 1 144 122 !
9;
i=1
=Y + G5

Na przyktad t;,=ty+a,= 79,289 + 12,121 = 91,419
suma kolumny 8 . . . . . 11,658918
R. . . . .11,658940
roznica . . . . .22q

Ttumaczyt
Zbigniew  Czerwinski





