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Wstep

Zastosowanie systeméw wieloprocesorowych pozwala znaczaco przyspieszy¢ proces obliczen,
co zaobserwowano juz w poczatkowych latach rozwoju informatyki. Podstawowym proble-
mem napotykanym podczas proby rozpraszania sekwencyjnych algorytmow jest ogranicze-
nie wymiany komunikatéw do niezbednego minimum, ktoérych przesytanie zajmuje najwiecej
czasu. Prace nad tym zagadnieniem zaowocowaly na poczatku lat 90, w artykule N. Linia-
la. ”Locality in distributed graph algorithms” ([18]) proba wprowadzenia formalnej definicji
systemow rozproszonych. Pojecie to stato si¢ inspiracja do dalszych badan, a tym samym
przyczynito sie¢ do rozwoju algorytmow rozproszonych.

System rozproszony rozumiemy jako sie¢ komputerows sktadajaca sie z procesordéw
wykonujacych niezaleznie operacje i obliczenia. Dane pomiedzy potaczonymi procesorami
przesytane sa za pomoca tzw. komunikatéw. W modelu tym algorytmy wykonywane sa
synchronicznie w podziale na rundy. W pojedynczym kroku kazdy procesor moze odebrac
oraz wysta¢ wiadomosci od/do wszystkich swoich sasiadéw oraz wykonaé lokalne obliczenia
na podstawie dotychczas zgromadzonych informacji. W analizie czesto sie¢ utozsamia sie
z pojeciem graféow, gdzie wierzchotkami sg procesory, a jako krawedzie rozumiemy istniejace
potaczenia pomiedzy nimi.

W tak zdefiniowanym modelu mozemy rozwaza¢ rozwiazywanie fundamentalnych pro-
bleméw grafowych, takich jak: minimalny zbior dominujgcy, maksymalny zbior niezalezny,
maksymalne skojarzenie czy tez minimalne pokrycie wierzchotkowe. Wyznaczanie powyz-
szych  zbiorbw w  sieciach komputerowych posiada praktyczne zastosowanie,
np. w problemie optymalnego przydzialu zadan, w ktorym korzysta sie z wyznaczonego naj-
wickszego skojarzenia. Inny z algorytméw znajduje zastosowanie w sieciach ”ad hoc”, gdzie
rozsytanie wiadomosci moze odbywaé sie poprzez tzw. szkielet sieci zbudowany w oparciu
o sp6jny minimalny zbiér dominujacy. Ponadto w problemie rozsytania wiadomosci poprzez
duzg liczbe roztacznych wierzchotkowo Sciezek, mozna w oczywisty sposob wykorzystaé roz-
wiazanie pakowania grafow.

Celem rozprawy doktorskiej jest przedstawienie i omowienie nowych zaproponowanych
przeze mnie rozproszonych algorytmoéow grafowych rozwigzujacych przyblizone rozwigzania
podanych problemow.

W Rozdziale 1 rozprawy wprowadzone zostaly podstawowe definicje i whasnosci teorii
grafow oraz formalny opis modelu obliczen.

W Rozdziale 2 przedstawiony zostal algorytm rozwiazujacy problem pakowania poda-

nego grafu H w planarnym grafie G z pracy [9]. Algorytm ten zwraca przyblizone rozwigzanie



problemu o wspoétczynniku aproksymacji dowolnie bliskim jeden, a jego ztozono$¢ czasowa
wynosi O(polilog n), gdzie n oznacza liczbe wierzchotkéw w grafie G. Problem ten, beda-
cy uogdlnieniem problemu najwiekszego skojarzenia w grafie G, poruszany byt w pracy [5]
jednak dla innej klasy graféw, tzw. jednostkowych grafow dyskowych (UDG).

7 praktycznego punktu widzenia zastosowanie znajduja réwniez algorytmy dziataja-
ce w znaczaco krotszym czasie niz O(polilog n) jednak z duzo gorszym wspotczynnikiem
aproksymacji. W przypadku systemow on-line wymagamy szybkiej reakcji na zmieniajace sie
dane, czesto nawet o stalym kwancie czasu (czyli niezaleznym od wielkosci sieci). Podejscie
to przedstawione zostalo w Rozdziale 3, gdzie opisane zostaly algorytmy ([11]) konstruuja-
ce (2 + €)-aproksymacje minimalnego pokrycia wierzchotkowego w grafach o ograniczonym
stopniu oraz w grafach o ograniczonej lesistosci w czasie staltym. W rozproszonym modelu
obliczen problem ten poprzez prosta 2-aproksymacje maksymalnego skojarzenia do problemu
pokrycia wierzchotkowego poruszany byt w pracach [13] oraz [21], zawierajacych algorytmy
dziatajace w czasie O(polilog n) oraz O(A+log*n). Dopiero stosunkowo niedawno w pracach
[23] oraz [24] (réwnolegle do wyniku uzyskanego w tej rozprawie) przedstawiono algorytm
znajdujacy 3-aproksymacje oraz 2-aproksymacje dla graféw o ograniczonym stopniu dzia-
tajacy w czasie stalym. Procedura przeze mnie zaprezentowana posiada minimalnie gorszy
wspélezynnik aproksymacji (o dowolnie mata 6 > 0), jednak jego budowa jest bardziej przej-
rzysta. W rozprawie wprowadzona zostata réwniez modyfikacja tego algorytmu umozliwia-
jaca wyznaczenie minimalnego pokrycia wierzchotkowego w grafach o ograniczonej lesistosci
z tym samym wspoélezynnikiem aproksymacji oraz o stalym czasie dziatania.

Kompromisem pomiedzy ztozonoscig czasowa algorytmow, a ich wspoétezynnikiem aprok-
symacji sa algorytmy sublogarytmiczne ([10]) przedstawione w Rozdziale 4. Zwracaja one
dla graféw planarnych rozwiazanie bedace (1 4 €)-aproksymacja probleméw: minimalnego
zbioru dominujgcego, najwiekszego skojarzenia, najwiekszego wazonego zbioru niezaleinego
w czasie O(log™n) rund. Z prac [4], [8], [15] i [16] znane sa algorytmy dzialajace w czasie
O(polilog n) lub przeznaczone dla innych klas graféw. Najblizszy tematycznie wynik opisany
zostal w pracy [17], gdzie autorzy pokazali procedure wyznaczajaca 72-aproksymacje mini-
malnego zbioru dominujgcego w czasie stalym. Algorytmy o dowolnie dobrym wspotczynniku
aproksymacji i dzialajace w tak krotkim czasie nie zostaty jednak wczesniej zaprezentowane
dla klasy grafow planarnych. Co wiecej z oszacowania dolnego udowodnionego w ostatnim

Rozdziale 5 wynika, iz algorytmy te sg optymalne pod wzgledem ztozonosci czasowe;j.



1 Wprowadzenie.

Celem tego rozdziatu jest wprowadzenie wymaganych definicji i opisu probleméw omawia-

nych w niniejszej rozprawie doktorskiej.

1.1 Podstawowe definicje i zatozenia.

Definicja 1.1. Pare G = (V, E) nazywamy grafem G, gdzie V jest zbiorem wierzcholkow,
a B C {{u,v} :u,v € V(GQ),u # v} zbiorem krawedzi. Liczbe wierzcholkow w grafie |V (G)]

oznaczamy jako n, a liczbe krawedzi |E(G)| w grafie oznaczamy jako e.

Definicja 1.2. Graf G = (V, E) nazywamy planarnym, jezeli mozna go przedstawié na plasz-
czyinie w ten sposob, by Zadne dwie krawedzie sie ze sobg nie przecinaty. Takq reprezentacje

grafu G na plaszczyinie nazywamy grafem ptaskim.

Definicja 1.3. Odlegloscia pomiedzy wierzchotkami v € V(G) i v € V(G) nazywamy

dtugo$é nagkrotszej Sciezki pomiedzy tymi wierzchotkami i oznaczaé bedziemy jako dg(u,v).

Definicja 1.4. Srednica grafu G = (V,E) nazywamy najmniejszq liczbe & takq,

Ze Y odleglosé dg(u,v) < 0 i oznaczamy jako diam(G).
v,ueV

Definicja 1.5. Niech H bedzie grafem, a H' jego podgrafem (H' C H). Staba $rednicag
grafu H' nazywamy najmniejszq 0 takq, ze Y odleglo$é dy(u,v) < 6 i oznaczamy jako

v,u€V (H')
weakydiam(H').

Definicja 1.6. Graf M, w ktérym dopuszczalne sqg krawedzie wielokrotne oraz petle nazywa-

my multigrafem.

Definicja 1.7. Mamy dany graf G = (V, E). Wartosé maxG/Cg[‘V?(G?)lﬂl

| nazywamy lesisto-

Scig grafu G i oznaczaé bedziemy jako arb(G).

W rozprawie wybrany zostal tzw. model LOCAL ([18]) jako model obliczen algorytmow

rozproszonych.



Definicja 1.8. Modelem obliczen jest tzw. sie¢ komunikacyjna:

- siecig jest nieskierowany graf G = (V, E), gdzie wierzcholki V' reprezentujg proceso-

ry, a krawedzie E polgczenia pomiedzy nimi,
- wykonywanie algorytmu podzielone jest na synchroniczne rundy;

- w jednej rundzie komunikacyjne) kazdy wierzchotek moze wystac i odebraé wiadomosci

od/do swoich sgsiadéw oraz na ich podstawie wykonaé obliczenia;

- nie sq¢ natozone Zadne ograniczenia na ztozonosé wykonywanych obliczen przez poje-

dynczy procesor;

- nie sq natozone Zadne ograniczenia na diugo$¢ przesytanych komunikatow;

O
G
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O
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Rysunek 1: Zadania wykonywane przez pojedynczy wierzchotek w modelu LOC AL w jednej

synchronicznej rundzie.

Ztozonosé algorytméw. Wedtug przyjetych zasad ([3]) przydatnosé algorytméw se-

kwencyjnych mozemy rozpatrywaé¢ wedtug nastepujacych kryteriow:

- Zlozonosc obliczeniowa - jest to ilos¢ wykonywanych obliczen elementarnych dla pew-
nych danych wejsciowych i wyrazana jest czesto, jako funkcja zalezna on rozmiaru

danych wejsciowych n;

- Zlozonosé pamieciowa - jest to ilos¢ potrzebnej pamieci do wykonania algorytmu dla
pewnych danych wejsciowych i wyrazana jest czesto w postaci funkcji o parametrze n,

gdzie n to rozmiar danych wej$ciowych.

Przydatnos¢ danego algorytmu rozproszonego moze by¢ réwniez rozpatrywana pod

katem zlozonosci komunikacyjnej (ilosci przesytanych komunikatéw), a takze ich dtugosci.



Odzwierciedlenie tego podejscia znalazto w modelu CONGEST . Naklada on bowiem dodat-
kowe zatozenie, na dtugos$¢ pojedynczej wysytanej wiadomosci i wynosi maksymalnie logn
bitow. W rozprawie tej z uwagi na wybrany model gtéwnym kryterium branym pod uwage
bedzie ztozonosé czasowa (pomimo, iz w przypadku algorytméw sublogarytmicznych modele
te sa rownowazne).

Do czasu, az nie zostanie to okreslone inaczej, w pracy tej beda obowiazywaly naste-

pujace zalozenia:

modelem obliczen jest model LOCAL;

kazdy z wierzchotkéw (procesoréw) posiada informacje tylko o incydentnych do nie-

go krawedziach (istniejacych polaczeniach), nie posiada natomiast zadnej informacji

o strukturze catego grafu;

dopuszczalna jest znajomosé przez wierzchotki moc zbioru V(G) = n;

procesory posiadaja unikalne identyfikatory o dtugosci log n-bitow.

Rozpatrywany model obliczen posiada kilka waznych wtasciwosci:

Witiasno$é 1.9. Rozwigzanie dowolnego problemu w grafie G o stalej Srednicy

S
(diam(G) = const) moZliwe jest w czasie O(1).

Wthasnos¢ ta otrzymywana jest "ad hoc” z zatozen modelu. Zauwazmy bowiem brak
ograniczen na dtugos¢ przesytanych komunikatow, dzieki czemu mozliwe jest rozestanie infor-
macji o strukturze calej sieci w czasie diam(G) rund. Poniewaz dowolne obliczenia procesor
moze wykonaé¢ w czasie O(1), zatem wszystkie wierzchotki moga obliczy¢ optymalne rozwia-

zanie w catym grafie G.
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Rysunek 2: Przyktad rozsytania informacji posiadanych przez niebieski wierzchotek w kolej-

nych rundach algorytmu.

Przyktad 1.10. Mamy dany graf G jak pokazano na Rysunku 2 (w ogélnosci o ograniczonej

Srednicy). Rozwigzanie dowolnego problemu moze przebiegacé nastepujgco:

1. Wierzcholki rozsytajg do wszystkich swoich sgsiadow informacje o znanych dla nich

w danym momencie polgczeniach pomiedzy wierzchotkami w grafie.
2. Jezeli wykonano mniej niz diam(G) rund to idZ do punktu 1.

3. Wierzcholki obliczajg rozwigzanie problemu (kazdy niezaleznie). Z uvwagi na identyczne

dane wejsciowe wierzchotki otrzymujq identyczne rozwigzanie.

1.2 Problemy grafowe.

W rozprawie zajmuje sie analiza fundamentalnych wtasnosci grafowych, takich jak: mini-
malny zbior dominujgcy, maksymalny zbior niezalezny, minimalne pokrycie wierzchotkowe,
maksymalne skojarzenie oraz problem pakowania grafow bedacy uogoélnieniem najwickszego

skojarzenia.



Definicja 1.11. Zbiorem niezaleznym nazywamy podzbior wierzchotkow I C V
grafu G = (V, E), jezeli
\vd V;U; ¢ E.

’Uz',’UjGI
Zbior niezalezny o najwiekszej mozliwej mocy w grafie G nazywamy najwiekszym zbiorem
niezaleznym i oznaczamy jako I*. Natomiast zbior niezaleiny niebedgcy podzbiorem zZadnego

imnego zbioru niezaleznego nazywamy maksymalnym zbiorem niezaleznym.

%X

O
Rysunek 3: Przyktad zbioru niezaleznego (wierzchotki ze zbioru zaznaczone zostaty kolorem

niebieskim).

O

Rysunek 4: Przyklad: a) maksymalnego zbioru niezaleznego, b) najwiekszego zbioru nieza-

leznego

Problemy znajdowania zbiorow niezaleznych w grafach sa jednymi z najlepiej zbada-
nych. Juz w koncéwce lat osiemdziesiatych opublikowanych zostato wiele prac na ich temat
w rownoleglym modelu obliczen. Problem ten pomimo swojej prostej definicji jest z natury
bardzo trudny, a jego optymalne rozwigzanie w modelu sekwencyjnym dla dowolnych graféw,

w czasie wielomianowym implikuje rownos¢ P = N P.

Wtiasno$é 1.12. W sekwencyjnym modelu obliczen znalezienie najwiekszego zbioru nieza-
leznego jest problemem N P-zupetnym. Mozna tatwo udowodni¢ pokazujgc redukcje problemu

spetnialnosci formut logicznych (SAT) do tego zagadnienia.
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Zagadnienie to mozna uzna¢ za bardzo trudne do rozwigzania na jednym procesorze
(praktycznie niemozliwe w czasie wielomianowym). W okresie rozwoju dziedziny algorytméw
rozproszonych naturalnie postawionym pytaniem byto: ”jak trudne do rozwigzania jest za-
gadnienie w rozproszonym modelu obliczen?”. Odpowiedz zostata przedstawiona 1992 roku
dla modelu LOCAL.

Wtlasno$é 1.13. Rozwigzanie problemu M IS w modelu LOCAL wymaga co najmniej
O(log* n) rund (N.Linial 1992) ([18]).

To dolne oszacowanie okazuje sie asymptotycznie optymalne co do pewnej statej c,
z uwagi na algorytm zaproponowany w pracy R. Cole, U. Vishkin ([2]). Pokazali oni bowiem
w jaki sposob w pojedynczej synchronicznej rundzie algorytmu zredukowac z n do log n liczbe
koloréw dla ukorzenionego drzewa. [terujac ich procedure wielokrotnie, a nastepnie poddajac
znalezione kolorowanie pewnym modyfikacja, mozna uzyskaé 3-kolorowanie wierzchotkow

w drzewie ukorzenionym w czasie O(log*n) rund.

Definicja 1.14. lterowany logarytm log*n definiujemy nastepujgco:

0 gezelin <1
log*'n = .
1 +log*(logn) jezelin > 1

Definicja 1.15. Zbiorem dominujacym nazywamy podzbior wierzchotkow D C V' grafu
G = (V,E), jezeli
V (yeDV 3 vy € B).

v, EV UjED
Zbior dominujgcy o nagmniejszej mozliwe] mocy w grafie G nazywamy minimalnym zbio-

rem dominujacym (MDS) i oznaczamy jako D*.

Problem ten oraz jego modyfikacja znajduja wiele zastosowan w zyciu codziennym.
W bezprzewodowych "ad hoc” sieciach komputerowych wykorzystuje si¢ np. spdjne zbiory
dominugjgce(CDS), ktére staja sie szkieletem sieci i to przez nie odbywa sie komunikacja

pomiedzy wszystkimi wierzchotkami w grafie.

Definicja 1.16. Zbiorem l-dominujacym, gdzie | € N, nazywamy podzbior wierzchotkow
D CV grafu G = (V,E), jezeli

v 4 dg(vi,vj) < L.

v, EV UjGD
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Rysunek 5: Przyktad zbioru dominujacego (wierzcholki ze zbioru zaznaczone zostaty kolorem

Rysunek 6: Przyktad zbioru 2-dominujacego (wierzchotki ze zbioru zaznaczone zostaty kolo-

zielonym).

rem zielonym).

Definicja 1.17. Pokryciem wierzchotkowym w grafie G = (V, E) nazywamy podzbior
wierzchotkow C € V taki, Ze
vV weCVuvel.

{uv}eE
Porycie wierzchotkowe o najmniejszej mozliwej mocy nazywamy minimalnym pokryciem
wierzchotkowym(MVCQ).

O

Rysunek 7: Przyklad pokrycia wierzchotkowego (wierzchotki ze zbioru zaznaczone zostaly

kolorem niebieskim).

12



Wtasnosé¢ 1.18. W sekwencyjnym modelu obliczen znalezienie minimalnego pokrycia wierz-

chotkowego jest problemem N P-zupetnym.

Definicja 1.19. Skojarzeniem M C E nazywamy podzbior krawedzi grafu G = (V, E) taki,
ze zadne dwie krawedzie ze zbioru nie s¢ do siebie przylegle, t.j.

\va ei%ej:eiﬂej:@.
ei,eJEM

Skojarzenie M nazywamy maksymalnym skojarzeniem, jezeli nie zawiera sie w Zad-
nym innym skojarzeniu.
Skojarzenie M o najwiekszej mozliwej mocy nazywamy najwiekszym skojarzeniem

1 oznaczamy jako M*.

Rysunek 8: Przyktad skojarzenia (krawedzie zaznaczone kolorem zielonym)

Zagadnienia maksymalnego i najwickszego skojarzenia znajduja zastosowanie w wielu
innych praktycznych problemach informatycznych, gdzie jednym z przykladéw moze by¢
optymalny przydziat zadan.

Witiasnoéé 1.20. W dowolnym grafie G = (V, E) problem najwickszego skojarzenia mozna

rozwigzaé w modelu sekwencyjnym w czasie wielomianowym (np. algorytmem z pracy [12]).

Definicja 1.21. Niech H i G bedg dowolnymi grafami. Rodzine grafow {Hi,...,H;} na-
zywamy [-pakowaniem grafu H w grafie G, jeieli dla kaidego i € {1,...,l} graf H;
jest izomorficzny do grafu H. Oraz grafy H; sq¢ podgrafami grafu G o rozlgcznych zbiorach
wierzcholkéw (jezelii # j to V(H;) NV (H;) =10).

Zagadnienie pakowania grafow jest uogdlnieniem problemu najwiekszego skojarzenia,

bowiem za graf H mozemy przyja¢ dwa poltgczone krawedzig wierzchotki.

Definicja 1.22. Niech G = (V, E) bedzie grafem planarnym. Funkcje wagi na wierzchol-

kach oznaczamy jako w:V — RT.

13
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H G

Rysunek 9: Przyktad 3-pakowania grafu H w grafie G. Na zielono zaznaczone zostato pako-

wanie.

Definicja 1.23. Podzial wierzcholkow grafu G = (V, E) na podzbiory (P, . .., Py) nazywamy

(o, B)-podziatem (gdzie ( € (0, 1)) jezeli spetnione sq oba ponizsze warunki:

(a) ;w(ﬁ(ﬂ-)) < Pw(G);

(b) ¥; diam(G[P))) < «, gdzie diam oznacza Srednice grafu indukowanego zbiorem wierz-
chotkow P;,

0(P;) oznacza podzbior wierzcholkow zbioru P; posiadajgcy sgsiedztwo w zbiorze V' \ P;.

1.3 Aproksymacja.

Doktadne rozwigzanie problemow optymalizacyjnych jest czesto zadaniem niewykonalnym
w rozsadnym czasie (np. problemy NP-zupelne), z tego powodu rozpatruje sie algorytmy
znajdujace przyblizone rozwigzania zagadnien. Poprzez ich zastosowanie mozliwe jest zta-
manie bariery czasowej, otrzymujac rozwigzanie na przyktad o mocy co najwyzej dwa razy

wigksze niz optymalne.

Definicja 1.24. Algorytmem aproksymacyjnym nazywamy algorytm znajdujgcy przy-

blizone rozwigzanie problemu optymalizacyinego.

Definicja 1.25. Algorytm aproksymacyjny A zwracajocy wynik A(x) dla problemu minimali-
zacyjnego, gdzie x  jest dowolng dang wejSciowq, nazywamy algorytmem
k-aproksymujacym, jezel:

OPT < A(z) < k- OPT,

gdzie OPT oznacza optymalne rozwigzanie danego problemu.
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Definicja 1.26. Algorytm aproksymacyjny A zwracajgcy wynik A(x) dla problemu maksyma-
lizacyjnego, gdzie x  jest dowolng dang wejsciowq, nazywamy algorytmem
k-aproksymujacym, jezel:

k-OPT < A(x) < OPT,

gdzie OPT oznacza optymalne rozwigzanie danego problemu.

Definicja 1.27. Rozproszony algorytm aproksymacyjny A nazywamy polilogarytmicznym
(log-time approximation scheme), jezeli GYO w czasie O(polilog) zwraca on poprawng
(1 + €)-aproksymacje problemu.

Przyktadem trywialnego algorytmu aproksymujacego moze by¢ algorytm znajdujacy
minimalne pokrycie wierzchotkowe w grafie G = (V| E).

W pierwszej kolejnosci w procedurze tej znajdujemy maksymalne skojarzenie M w gra-
fie G, a nastepnie jako rozwigzanie zwracane sg wszystkie wierzchotki nalezace do zbioru M.
Algorytm ten jest algorytmem 2-aproksymujacym, dzialajacym w czasie wielomianowym

pomimo, iz jest to problem NP-trudny ([22]).
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2 Rozproszone algorytmy polilogarytmiczne.

W ostatnich latach zaproponowanych zostato wiele efektywnych algorytméw rozwiazujacych
fundamentalne problemy grafowe w pewnych klasach grafow np.: w grafach planarnych,
jednostkowych grafach dyskowych(UDG)

Rozwazane algorytmy wyznaczaja nastepujace wilasnosci w grafach: maksymalny
zbior niezalezny ([15],[25]), wielomianowa aproksymacja problemu najwiekszego zbioru nie-
zaleznego ([16]), minimalny zbior dominujgcy ([4],[16]), minimalny spdjny zbidr dominujgcy
([4]) oraz wiele innych.

W rozdziale tym przedstawie algorytm pakowania grafu H w planarnym grafie G.

2.1 Pakowanie graféw.
Opis algorytmu

Ponizej opisze idee dziatania algorytmu pakowania. W pierwszym kroku algorytmu z grafu
G usuwane sy wszystkie wierzchotki, ktore nie mogg znalezé sie w zadnym upakowaniu
grafu H w grafie G. Eliminacja ich niezbedna jest podczas oszacowania wielkoSci tworzonego
zbioru panujacego w stosunku do wielkosci optymalnego pakowania grafu w PROCEDURZE
KLASTROWANIA.

Nastepnie jak przedstawiono na Rysunku 10 wywotywana jest PROCEDURA KLASTRO-
WANIA 7z parametrem ¢ = |H|, wynikiem ktorej jest podzial wierzchotkéw z grafu G na zbio-
ry B = (By, By, ...B,) oraz wynikowy zbiér Z. Podzialy B zostaly w tym kroku utworzone
ze szczegblng starannoscig, tak by w tatwy sposob mozna byto oszacowaé ilos¢ zewnetrznych
wierzchotkéw we wszystkich podziatach razem.

W trzecim kroku procedury tworzony jest nowy graf G’ poprzez $cisniecie kazdej ze skta-
dowych B; podziatu do pojedynczych wierzchotkéw b;. W grafie tym kazdemu w ten spo-
séb utworzonemu wierzchotkowi przypisywana jest waga w(b;), bedaca liczba wierzchotkéw
ze zbioru Z zawartg w sktadowej, z ktérej wierzchotek zostat utworzony. Operacja ta w po-
taczeniu z krokiem 4 ALGORYTMU PAKOWANIA stuzy utworzeniu nowego podziatu grafu G,
w ten sposob by ograniczy¢ z gory liczbe wierzchotkéw zewnetrznych w kazdej sktadowej
nowego podzialu. W tym celu wykonywana jest procedura znalezienia
O(polilog(|G|),1/1log" " |G|)-podziatu w grafie wazonym wierzchotkowo G’.

W podziale A, skonstruowanym w tym kroku algorytmu, mozliwe jest oszacowanie
z gory liczby wierzchotkéw zewnetrznych, co wiecej oszacowanie to jest odpowiednio mate.

W ostatnim kroku w algorytmie znajdujemy optymalne rozwigzanie w kazdej ze sktado-
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wych podziatu A. Suma optymalnych rozwiazan jest aproksymacja optymalnego rozwiazania

Rysunek 10: Przyktad dziatlania ALGORYTMU KLASTROWANIA.
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Zastosowane techniki: peki, procedura separacji, klastry wazone wierzchotkowo

Opisywanie wykorzystanych w dowodach struktur grafowych rozpoczne od pekéw.

Peki
Niech D bedzie zbiorem [-dominujgcym, a rodziny zbioréw P = (P, P, ..., P),
C =(C1,Cs,...,C,) beda dwoma podziatami wierzchotkéow V' grafu G = (V) E) takimi,

ze:
(a) Elementy rodziny C (oraz P) sa parami rozltaczne;

(b) v 3 C; CPJ’;
CeC PjeP

(c) V istnieje doktadnie jeden wierzchotek ze zbioru d; € D oraz graf indukowany wierz-
C;eC

chotkowo G|[C;] jest spojny.

Zbiory C; oraz P; nazywamy odpowiednio matymi i duzymi klastrama.

Dodatkowo zaktadamy, iz w kazdym podzbiorze C; wyznaczone jest drzewo rozpinajace
T;. Jego konstrukcja wymaga jedynie wywolania algorytmu przeszukiwania wszerz (tzw.

BFS), o wierzchotku poczatkowym d;.

Definicja 2.1. Niech d;,d; € D. Sciezke d;-d; nazywamy Sciezka specjalng, jezeli jest
postaci: d;PuvP'd;, gdzie u € C;, a v € Cj. Ponadto sciezka P C T; musi tgczyc d; z wierz-

chotkiem w, a Sciezka P' C T; musi tgczyé d; z wierzchotkiem v.

Zauwazy¢ mozna, iz liczba specjalnych sciezek pomiedzy wierzchotkami d;, d; réwnolicz-
na jest zbiorowi krawedzi pomiedzy matymi klastrami C; i C;. Wlasno$¢ ta wynika z faktu,
iz dla kazdej krawedzi uv € E(u € C;,v € () istnieje dokladnie jedna unikalna $ciezka z
do d; w drzewie T; oraz jedna unikalna $ciezka z v do d; w drzewie T}. Sciezki specjalne nie

muszg by¢ parami roztaczne krawedziowo (jak pokazano na Rysunku 12).

Definicja 2.2. Niech G bedzie grafem plaskim zawartym w R?. Maksymalny zbiér f € R*\G
taki, zZe dowolne dwa punkty w f mogq byc polgczone przez krzywq zawartq w f nazywamy

$ciang grafu G.

Wtasnosé 2.3. Niech P i QQ bedg roznymi specjalnymi sciezkami, pomiedzy wierzchotkami
d; oraz dj. Dowolny podgraf indukowany grafu plaskiego G[P U Q)] zawiera dokladnie jedng

ograniczong sciang.
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Rysunek 11: Przyktad matych(C;) oraz duzych(F;) klastréow. W klastrze matym C) wierz-

chotek dy zaznaczony zostal kolorem czarnym.

Rysunek 12: Przyktad trzech $ciezek specjalnych pomiedzy wierzchotkami d; oraz d,. Kazda

Sciezka zaznaczona zostata innym kolorem (odpowiednio zielonym, niebieskim i czerwonym).
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Rysunek 13: Przyktad grafu ptaskiego o czterech Scianach: fi, fo, fs, f1.

Definicja 2.4. Oznaczmy F(P U Q) = f oraz ReglP U Q] = (P U Q) U f, gdzie | jest
ograniczong $ciang w podgrafie G[P U Q).

Rysunek 14: Przyktad zbioréw F'(P U Q) oraz Reg[P U Q).

Definicja 2.5. Niech G = (V, E) bedzie grafem plaskim, ponadto niech d;,d; € D (gdzie
i # j). Maksymalny zbior B specjalnych Sciezek pomiedzy wierzchotkami d;, d; nazywamy d;-
d; pekiem, jezeli istniejq dwie (niekoniecznie roztgczne) Sciezki P, Q) € B takie, Ze wszystkie
Sciezki ze zbioru B zawarte sq w Reg[P U Q)| oraz Zaden wierzcholek ze zbioru dominujgcego
D nie jest zawarty w F(P U Q). Sciezki P i Q nazywamy zewnetrznymi specjalnymi

Sciezkami w grafie G.

Zauwazmy, iz mozliwe jest istnienie wielu pekéw pomiedzy tymi samymi matymi kla-

strami.
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Rysunek 15: Przyktad trzech pekéw oznaczonych kolorami: niebieskim, czerwonym i zielo-

nym. Specjalne Sciezki zewnetrzne oznaczone zostalty przerywanymi liniami.

Fakt 2.6. Niech G bedzie grafem plaskim, d;,d; € D (i # j) oraz A i B bedg dwoma d;-d,;
pekami. Jezeli A # B wtedy ANB = 0 i dla kazdej specjalnej Sciezki P € A oraz kazdej
specjalnej Sciezki Q) € B istnieje wierzcholek ze zbioru D zawarty w F(P U Q).

Dowédd:

Zalézmy, ze A # B, wtedy z maksymalnosci pekéw otrzymujemy AN B = (), bowiem
w przeciwnym przypadku A = B. Poniewaz P € AiQ € B to $ciana F(PUQ) jest niepusta
(w jej obszarze zwarty jest wierzcholek ze zbioru D), w przeciwnym przypadku z maksymal-

nosci pekéw otrzymalibysmy, ze P i () nalezg do tego samego peku.
O

Niech B bedzie zbiorem wszystkich pekéow w grafie planarnym G. Multigraf otrzymany
z grafu G przez $cidniecie matych klastrow C; do wierzchotkéow ¢; oraz dodaniu krawedzi
pomiedzy ¢;, c; dla kazdego d;-d; peku, oznaczmy jako M. Liczba wszystkich krawedzi
w multigrafie M pomiedzy wierzchotkami ¢; i ¢; réwna jest liczbie d;-d; pekéw. W rezultacie
otrzymujemy

|B| = |[E(Me)]. (1)

Mozemy tatwo zauwazy¢, ze multigraf Mg jest zawsze planarny. Przyjmijmy dla uprosz-
czenia, iz jest to plaski multigraf, z wierzchotkami znajdujacymi sie w tej samej pozycji w R?
co wierzchotki d; w grafie ptaskim G. Przy takich zatozeniach prawdziwy jest nastepujacy
fakt:

Fakt 2.7. Niech e, e’ € E(Mg) bedg dwom réznymi krawedziami pomiedzy wierzcholkami u
i v w multigrafie Mg, wtedy istnieje wierzcholek w € V(Mg) zawarty w obszarze ograniczo-

nym cyklem ueve'u.
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Rysunek 16: Przyktad grafu Mg utworzonego z grafu G przedstawionego na Rysunku 15.

Fakt ten wynika bezposrednio z faktu 2.6. Jako T" oznaczmy dowolne drzewo rozpinajace

w multigrafie M.

Definicja 2.8. Rozwazmy plaskq reprezentacje grafu Mg i dla kazdego wierzchotkav € V(T)
0 €, > 0 oznaczmy jako B, kule wokot wierzchotka v o promieniu €,. Kule te wybieramy tak,
by przecinaty sie tylko z krawedziami incydentnymi z v 1 nie posiadaly punktow wspolnych

z inmymi kulami. Spéjne regiony B, \ T C R? nazywamy stronami wierzchotka v.

Tak wigc kazda krawedz uv € E(Mg) \ E(T') lezy po pewnej stronie s wierzchotka v.

—— drzewo T

«+ kulaB

Rysunek 17: Kolorami zielonym, czerwonym oraz niebieskim zaznaczone zostaly trzy strony

wierzchotka u odpowiednio sq, s9, S3.

Lemat 2.9. Niech u,v € V(Mg) wtedy istniejg co najwyiej dwie krawedzie
e, € E(Mg) \ E(T) pomiedzy wierzcholkami u,v leZgce po tej samej stronie wierzcholka

v 1 wierzchotka .
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Dowdéd:

Niech F' bedzie zbiorem u — v krawedzi takim, ze F' C E(Mg) \ E(T) oraz krawedzie
leza po tej samej stronie u i tej samej stronie v. Jezeli wybierzemy dowolna krawedz e € F,
to C' = uT'v+e jest cyklem w multigrafie M. Jezeli € € F' zawiera si¢ w ograniczonej Scianie
cyklu C| to z faktu 2.7 otrzymujemy, ze istnieje wierzchotek z € V(T') wewnatrz ograniczonej
Sciany ueveu. Wierzchotek ten potaczony jest z wierzchotkiem u albo z wierzchotkiem v. Bez
straty ogo6lnosci mozemy zatozy¢, ze istnieje potaczenie zTu zawarte w ograniczonej Scianie

ueveu. Stad e i € leza po innych stronach wierzchotka u.
O

Fakt 2.10. Niech G bedzie spojnym grafem plaskim, a moc zbioru dominujgcego |D| > 2.
Wtedy |Mg| = |D| oraz |E(Mg)| < 18|D| — 24.

Dowéd:
Liczba wierzchotkow w grafie Mg réwna jest mocy zbioru D. Skoro graf G jest spojny
to spojny jest réwniez multigraf Mg, a tym samym posiada drzewo rozpinajace T'. Niech H

bedzie tzw. supergrafem 7' otrzymanym w nastepujacy sposob:

- dla kazdego wierzchotka v € V(T') dodajemy wierzchotek w, po kazdej stronie wierz-

chotka v i taczymy go z wierzchotkiem v;

- zastepujemy kazda krawedz e € E(Mg) \ E(T) lezaca po stronie wierzchotka w, kra-

wedzia konczacy sie w wierzchotku w,,.

Wtedy H jest planarnym multigrafem o |E(H)| = |E(M¢g)|. Z Lematu 2.9 otrzymujemy,
ze istniejg maksymalnie dwie krawedzie pomiedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami w grafie
H. Poniewaz |V (H)| = |V(T)| to X dr(v) = 3|T| — 2 = 3|Mg| — 2. Korzystajac nastepnie

ze wzoru Fulera otrzymujemy:

|E(Mg)| = |E(H)| < 6|H| — 12 = 18|Mg| — 24.

Procedura separacji

Przyjmijmy oznaczenia podziatéw P = (P, P, ..., P),C = (C1,Cy,...,C,,) oraz
drzewa rozpinajacego T' zgodnie z poprzednim podrozdziatem. Celem dzialania procedury
separacji, opisywanej w tym podrozdziale, jest znalezienie podzialéw o pewnych specjalnych

wtlasnosciach.
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Rysunek 18: Przyktad supergrafu H.

Definicja 2.11. Niech P = (Py, Ps, ..., P), C = (C1,Cs, ..., Cy,) bedg dwoma podziatami

wierzchotkow. Zatéimy, ze C; C P;, wtedy:

(a) O(C;) oznacza zbidr wierzcholkéw w maltym klastrze C; takich, Ze posiadajg one sq-

siedztwo w zbiorze V' \ C;

(b) O1n(C;) oznacza podzbior wierzchotkéw O(C;) takich, ze posiadajg one sqsiedztwo w zbio-
rze P; \ C;;

(¢) Oour(C;) oznacza podzbior wierzcholkow O(C;) takich, Ze posiadajg one sgsiedztwo
w zbiorze V' \ Pj;

(d) 0*(P;) oznacza rodzing zbioréw {C;|C; C P; i dour(C;) # 0}.

24



Rysunek 19: Przyktad zbioréw: a) 9(C;), b) drn(Cy).

PROCEDURA SEPARACIJI

Wejscie: Spéjny graf planarny G, zbiér [l-dominujacy D = {di,...,d;}, podzialy
P=(P,...,P), C=(Cy,...,C) i (T1,...,T;), gdzie T; jest drzewem BFS w grafie in-
dukowanym G[C;] o korzeniu d;.

Wyjscie: Zbior Z C V(@) oraz parami roztaczne podzbiory (Bj,..., B,,) takie, ze G[B;]
jest spojny.

1. Vv e V(G) \ D ustaw zmienng kolor[v] = bialy.
2. VP; i VC; € 0*(P;) wykonuj réwnolegle:

(a) Yv € (0;n(Cy) \ {d;}) ustaw zmienna kolor[v] = niebieski. Ponadto, jezeli wierz-
chotek w (taki, ze w # d;) lezy na unikalnej $ciezce vT;d;, to ustaw kolor|w] =
niebieski.

(b) Yv € (Qour(C;) \ {d;}) ustaw zmienna:
kolorv] = zielony, jezeli v € Orn(C;) N dour(Cy),

kolor[v] = czerwony w przeciwnym przypadku.
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Rysunek 20: Przyktad zbioréw: a) doyr(C;), b) 0*(F;).

Powtarzaj nastepujace korki w C; do momentu ustabilizowania si¢ koloréw w ma-

tym klastrze:

(ba) Jezeli kolorlv] = zielony oraz wierzchotek w # d; lezy na unikalnej
Sciezce vT;d;, to ustaw kolor|w] = zielony.

(bb) Jezeli kolor[v] = bialy i 3w € N(v) taki, ze kolor|w] = czerwony, to ustaw
kolor[v] = czerwony.

(be) Jezeli kolor[v] = niebieski i 3w € N(v) taki, ze kolor|w] = czerwony, to

ustaw kolor[v] = zielony.

3. Niech Z bedzie zbiorem wierzchotkéw v takich, ze ich kolor[v] = zielony. Dla duzego
klastra P; niech Niebieskie; (Biate;) beda zbiorem niebieskich(bialych) wierzchotkéw
ze zbioru P;. Ponadto niech Czarne; bedzie podzbiorem wierzchotkéw (DN P;)\0*(P;),
a int(P;) = Niebieskie; UBiate; U Czarne;. Jako int(P}), ... ,int(P;j) oznaczmy spojne
sktadowe w indukowanym podgrafie G[int(P;)].

4. Zwr6é Z oraz (int(PL), ... int(P*)).
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Lemat 2.12. Niech G bedzie dowolng plaskq reprezentacjq grafu planarnego G. Jezeli po
zakonczeniu dzialania PROCEDURY SEPARACJI wierzcholek v € V(G) posiada kolor[v] =

zielony, to lezy on na zewnetrznej Sciezce specjalnej pewnego peku B w grafie ptaskim G.

Dowdd:

Zalézmy nie wprost, ze istnieje wierzchotek v € C; C P, o kolorze zielonym i nie lezy
on na zadnej zewnetrznej Sciezce specjalney.

W pierwszej kolejnosci pokazemy, ze wierzchotek v musi leze¢ na $ciezce specjalne;j.
Skoro kolor[v] = zielony, to dla pewnego wierzchotka v € C;, vT;v' jest $ciezka (nalezy
przy tym zauwazy¢, iz istnieje mozliwos¢ v = v'). Wynika to z faktu, iz wierzchotek v

pokolorowany moze by¢ na kolor zielony tylko w nastepujacych krokach algorytmu:
- gdy v € (Oour(C;){d;}) - punkcie 2(b) algorytmu;
- gdy v pokolorowany zostal jako cze$¢ $ciezki w punkcie 2(ba);

- gdy v pokolorowany zostal w punkcie 2(bc), ale to oznacza, iz byt koloru niebieskiego

po kroku 2(a). Mozliwe byto to tylko wtedy, gdy istniat wierzcholek v’ i $ciezka vT;v'.

Rozpatrywaé¢ mozemy dwa przypadki (1) o' € 9rn(C;) N dour(C;) albo (2) kolor[v] =
niebieski w kroku 2(a) PROCEDURY SEPARACJI. W pierwszym przypadku ¢’ posiada sasiada
w e C; C Py, gdzie s # t i wtedy d,T;v'wT}d; jest specjalng $ciezks zawierajaca wierzchotek
v. W drugim przypadku wierzcholek v’ posiada sasiada w € C; C P, gdzie j # i, a wiec
d;Tiv'wT;d; jest specjalng $ciezka zawierajaca v.

Nastepnie udowodnie, ze wierzchotek v lezy na zewnetrznej Sciezce specjalnej. Zatdzmy,
ze v lezy na specjalnej d; — d; Sciezce P’ € B i niech P,() € B beda dwiema zewnetrzny-
mi $ciezkami peku. Z zalozenia nie wprost wiemy, ze v ¢ V(P) U V(Q), a skoro P,Q sa
zewnetrznymi Sciezkami to wierzchotek v zawarty jest w ograniczonym regionie PUQ. W re-
zultacie wszyscy sasiedzi wierzchotka v leza w Reg[PUQ)], tym samym zadna Sciezka postaci
wTid; z w ¢ F[PUQ) nie zawiera v. W pierwszej kolejnosci zatézmy, ze drugi koniec P’ lezy
w innym duzym klastrze (d; € Ps, gdzie s # t). Jako, ze kolor[v] = zielony, to istnieje wierz-
chotek w F[PUQ]NC; o kolorze niebieskim w kroku 2(a), a wigc zbiér F[PUQ]N D nie jest
pusty. Rozumowanie to prowadzi do sprzecznosci z definicja peku, a wiec w tym przypadku
sciezki P i ) nie moga naleze¢ do jednego peku B. Teraz zalézmy, ze d; € C; C P, wtedy
wszystkie wierzcholtki ze zbioru (V(P) U V(Q)) N C;, poza wierzchotkiem d;, kolorowane sa

na niebiesko w korku 2(a) i w konsekwencji wierzchotek v nigdy nie bedzie czerwony. Stad
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wiemy, by wierzchotek v uzyskat kolor zielony wymagane jest istnienie wierzchotka czerwo-
nego w zbiorze F[P U Q)], a wiec F[P U Q] N D nie jest puste. Uzyskujemy wiec sprzecznosé
z definicjg peku, co konczy dowdd.

Poprawnos¢ lematu po zrozumieniu idei dziatania procedury separacji nie budzi zad-
nych watpliwosci. Algorytm ten w pierwszym kroku koloruje bowiem wierzchotki lezgce
na Sciezkach specjalnych pomiedzy matymi klastrami, w obrebie jednego P;, kolorem niebie-
skim. Nastepnie wszystkie wierzchotki z matego klastra potaczone z innym duzym klastrem
kolorowane sg na kolor czerwony. Kolor czerwony "rozprzestrzenia” si¢ na wszystkie sasiednie
wierzchotki do czasu ”"dotknigcia” koloru niebieskiego. Styk dwéch koloréw oznaczany jest
kolorem zielonym, a wiec nalezy on do pewnej Sciezki specjalnej. Co wiecej stykiem moze

by¢ jedynie zewnetrzna Sciezka specjalna.

Lemat 2.13. Niech G bedzie spojnym grafem planarnym, a D bedzie zbiorem l-dominujgcym

o mocy |D| > 2, wtedy zbior Z zwracany przez PROCEDURE SEPARACIJI posiada moc:
|Z] < 72-1D|—96-1.

Dowéd:

Poniewaz D jest zbiorem [-dominujacym, to kazda specjalna Sciezka posiada co naj-
wyzej 20 wierzchotkow. W ptaskiej reprezentacji grafu GG dowolny pek posiada co najwyzej
dwie zewnetrzne $ciezki specjalne, a z Lematu 2.12 wiemy, ze kazdy zielony wierzchotek le-
zy na Sciezce zewnetrznej. Otrzymujemy stad, ze liczba zielonych wierzchotkéw wynosi co
najwyzej 41|B|, gdzie B jest zbiorem wszystkich pekow w plaskiej reprezentacji grafu G. Z

faktu 2.10 i réwnania (1) wynika, ze
|Z] < 41(18|D| —24) =72 -1|D| — 96 - L.
U

Lemat 2.14. Kazda krawed? e majgca doktadnie jeden koniec w zbiorze wierzchotkéw int(P;)

drugi koniec posiada w zbiorze Z U D.

Dowéd:
Niech e = {u, v} bedzie taka krawedzia, ze v € int(P;), au ¢ int(P;). Jezeli wierzchotek
v ¢ 0"(P)), to wtedy u € C; dla pewnego C; € 9*(P;). W kroku 2(a) PROCEDURY SEPARACIJI
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Rysunek 21: Przyktad dzialania PROCEDURY SEPARACJI.

albo u = d;, albo kolor|u] = niebieski. Skoro niebieskie wierzchotki naleza do zbioru int(P;)
to kolor wierzchotka u nie moze by¢ niebieski po zakonczeniu dziatania procedury, w takim
razie musi by¢ zielony. Otrzymujemy stad, ze u € Z U D.

W drugim przypadku, gdy wierzchotek v € 0*(P;) z definicji algorytmu wiemy, ze po
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zakonczeniu dziatania procedury kolor[v] = niebieski lub kolor|v] = bialy. Wierzchotek v nie
moze wobec tego posiadac sgsiada w kolorze czerwonym, w przeciwnym przypadku zmienitby
swoj kolor w kroku 2(b) procedury. Poniewaz wierzcholek u ¢ int(P;), to kolor[u] nie moze
by¢ ani bialy ani niebieski, ponadto nie moze by¢ tez czerwony, zatem wierzchotek u jest
koloru zielonego lub czarnego. Po potaczeniu obu rozpatrywanych przypadkow otrzymujemy,
zeu € ZUD.

Klastry wazone wierzchotkowo

Jedng ze znanych technik aproksymacyjnego rozwiazywania réznych probleméw opty-
malizacyjnych jest podziat grafu na klastry.

Polega ona na odpowiednim podziale wierzchotkow w grafie na roztaczne wierzchot-
kowo podzbiory, w skrocie nazywane klastrami. Nastepnie w kazdym podzbiorze z osobna
wykonywana jest procedura znajdujaca optymalne rozwigzanie problemu, a suma rozwig-
zan, po ewentualnych poprawkach jest aproksymacja optymalnego rozwigzania problemu.
Wiasnosé te uzyskuje sie poprzez wymuszenie pewnych wtasnosci w budowanych klastrach.

Modyfikacja owej techniki zostata wykorzystana rowniez w rozprawie.

Definicja 2.15. Podzbior wierzcholkéw S C V' nazywany jest (a,b)-zbiorem panujacym
jezeli jest zbiorem b-dominujgcym oraz ¥y, yes, gdzie v # v' odlegltos¢ pomiedzy dwoma wierz-

cholkami wynosi co najmniej a, czyli d(v,v") > a.

W literaturze znana jest procedura ([1]) znajdujaca (k,O(klog|G|))-zbiér panujacy
w O(klog|G|) rundach. Otrzymany zbiér S uzyty zostal do konstrukeji podziatu zbioru
wierzchotkéw V' na podzbiory C opisywane we wczesniejszym podrozdziale. Kazdy wierzcho-
tek ze zbioru V' \ S ”dotacza si¢” do najblizszego wierzchotka ze zbioru S tworzac klaster.
W sytuacji, gdy kilka wierzchotkow lezy w tej samej odlegtosci wybierany jest dowolny wierz-
chotek (przyjmijmy ten o najnizszym ID).

Kazdy z otrzymanych w ten sposéb podzbioréw (Ci,...,C\g) zawiera dokladnie je-
den wierzchotek ze zbioru S. Dodatkowo dla kazdego zbioru wierzchotkéw C; indukowa-
ny wierzchotkowo podgraf G[C}] jest spojny oraz odlegto$é dowolnego wierzchotka v € C;
od wierzchotka S wynosi co najwyzej b.

Skonstruowanie podziatu P wymaga dodatkowo uzycia dwoch procedur z prac [4] oraz

[7], ktérych opis zostanie tutaj pominiety.

Definicja 2.16. Niech G = (V, E) bedzie grafem planarnym. Funkcja wagi nazywamy
funkcje w : V — RT U{0}.
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Definicja 2.17. Niech G = (V, E,w) bedzie grafem planarnym, gdzie w jest funkcjq wagi.
Podzial (P, ..., Py) wierzcholkéw V nazywamy (o, §)-podzialem wazonym wierzchol-

kowo (w skrécie podziatem) jezeli:
(a) T w(0(F)) < Bw(V(G)) oraz

(b) ¥, staba $rednica weakgdiam(G[P]) grafu indukowanego wierzchotkowo G[P;| wynosi

co najwyzej o 1 podgraf ten jest spojny.

W pracy [7] pokazano, ze w grafie planarnym G = (V, E) o ograniczonej liczbie wierz-
chotkéw przez m (|V| < m) mozna otrzymaé (polilog(m), 1/ 1log®Y m)-podziat wazony wierz-
chotkowo w czasie polilog(m) rund. Ponadto z pracy [4] wiemy, ze jezeli w(v) € {0,1} to
(O(1),1/2)-podziat skonstruowaé mozna w czasie polilogarytmicznym (polilog(m)) i jedno-
cze$nie zagwarantowac, by srednica kazdego indukowanego wierzchotkowo grafu wynosita co

najwyzej «.

PROCEDURA KLASTROWANIA
Wejscie: Planarny graf G oraz ¢ > 1.

Wyjscie: Podziatl B wierzchotkéw grafu V(G) oraz podzbidr wierzchotkéw Z C V(G).
1. Znajdz (2¢+ 1, 0(clog |G|))-zbiér panujacy D w grafie G i oznacz D® = D, G = G.
2. Od a =1 do O(log |G|) wykonaj:

(a) Znajdz podziaty grafu G(@=Y) na mate klastry (C’l(a), e C’l(f)) wokot zbioru D@1,
Nastepnie Scisnij kazdy maly klaster C; do pojedynczego wierzchotka ¢; w celu
uzyskania grafu F(@~1). Ustal wage kazdego wierzchotka v € F@= r6wng 1.

(b) Wywotaj procedure z pracy [4] znajdujaca (O(1),1/2)-podziat P w grafie F@~1,
Niech (P, ... , P{9) bedzie podziatem grafu G(~Y otrzymanego z P za pomoca

operacji odwrotnej do éciskania wierzchotkéw ze zbioru F(@—1.

(¢) Uzyj PROCEDURY SEPARACJI na podziatach (Pl(a), - Ps(f)), (C’%a), ce C’lf)) oraz
drzewach BE'S Ti(a) ukorzenionych w wierzchotkach d; € D=1 N C’i(a). PROCE-

DURA SEPARACIJI zwraca zbiér Z(® i rodzine zbioréw {BZ-(G)} .

(d) Niech V =V \ U, B, G® = G[V], D@ = DD V.

3. Niech Z = J(Z® U D). Zwréé Z i kolekcje wszystkich zbioréw BZ-(a) dla wszystkich

a oraz 1.
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Lemat 2.18. Po kazdej iteracyi petli z kroku drugiego PROCEDURY KLASTROWANIA spelnio-

ne sq nastepujgce warunki:

(a) kazda krawed? w grafie G\ o doktadnie jednym koricu w zbiorze wierzchotkéw B,L»(a)

posiada drugi koniec w zbiorze Z;
(b) 12| = O(c|D|log |G| /2°7");
(c) zbior D9 jest O(clog |G|)-dominujgcym zbiorem w grafie G,

Dowdéd:
Podpunkt (a) wynika natychmiast z zastosowania Lematu 2.14. W podpunkcie (b)
nalezy natomiast zauwazy¢, ze |[D@Y| = |9(P)| < |D@]|/2, a stad |D@+Y| < |D|/2¢+.

Podstawiajac za | wartos¢ O(clog|G|) w Lemacie 2.13 otrzymujemy:
2@ = O(clog |G||D“"V]) = O(c|D|log |G| /2°7Y).

W celu udowodnienia podpunktu (c) pokaze, ze D@ jest O(clog|G|)-dominujacym
zbiorem w grafie indukowanym przez zielone i czerwone wierzchotki. Zatézmy wiec nie wprost,
ze wierzcholek v € G nie jest O(clog|G|)-zdominowany przez wierzchotek d;. Wiado-
mo, ze wierzchotek kolor[v] € {zielony, czerwony}, w przeciwnym przypadku byltby koloru
czarnego i dominowaltby sam siebie.

7 faktu, iz wierzchotek v nie jest zdominowany wiemy, ze istnieje wierzchotek w € vT;d;,
ktérego kolor|w] € {bialy, niebieski}. Jako w oznaczmy najblizej lezacy wierzchotek o kolorze
bialtym lub niebieskim na Sciezce vT;d;, a wierzchotek go poprzedzajacy oznaczamy jako u,
zatem kolor[u] € {zielony, czerwony}. Zauwazy¢ mozna, ze kolor wierzchotka w nie moze
by¢ ani biaty, ani niebieski, poniewaz zostalby w takim przypadku pokolorowany podczas
wykonywania PROCEDURY SEPARACIJI na kolor zielony lub czerwony. Otrzymujemy wiec

sprzeczno$é z zatozeniem, ze wierzchotek w ¢ G(@.
O

Lemat 2.19. Niech G = (V, E) bedzie wejSciowym grafem w PROCEDURZE KLASTROWA-
NIA oraz niech (By,. .., By) bedzie rodzing zbioréw zwrdcong w kroku trzecim tej procedury,

wowczas spetnione sqg nastepujgce warunki:

(a) (By,...,B,) jest podziatem wierzchotkow V' ;
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(b) zbior Z jest pokryciem wierzcholkowym wszystkich krawedzi pomiedzy zbiorami
(Bl,...,Bq);

(c) |Z| = O(c|D|log|G|), gdzie D jest zbiorem z pierwszego kroku PROCEDURY KLASTRO-
WANIA.

Dowdéd:
W celu udowodnienia podpunktu (a) oszacujmy liczbe malych klastréw C’i(a) zawartych

w podziale skonstruowanym w korku 2(b) PROCEDURY KLASTROWANIA. Poniewaz

{e e Uor (P} < /2,

to w a-tej iteracji procedury moc pozostatego zbioru I-dominujacego wynosi |D®| < | D] /2.
Po wykonaniu O(log |G|) iteracji zbior V' jest pusty. Ponadto kazdy wierzchotek z grafu G
nalezy do jednego ze zbioréw B,;(a) co oznacza, ze jest to poprawny podzial wierzchotkéw.
Podpunkt (b) wymaga jedynie zauwazenia, iz kazda krawedz pomiedzy zbiorami
(a)

(Bi,...,B,) jest krawedzia posiadajaca doktadnie jeden koniec w zbiorze B;", natomiast
drugi jej koniec z Lematu 2.18 (a) lezy w zbiorze Z. Tak wiec zbiér Z jest pokryciem wierz-
chotkowym wszystkich takich krawedzi.

Dowodzac ostatni podpunkt (c¢) lematu zauwazmy, ze skoro wykonywanych jest O(log |G|)

iteracji, to z Lematu 2.18,
|Z| = O(c|D|log |G| 3_27°).

a0
Sume szeregu wystepujacego w rownaniu mozemy w prosty sposob oszacowaé z géry przez

wartos¢ 1, a stad otrzymujemy

|1Z] = O(c| D[ log |G]).

Algorytm pakowania graféw.

W tym miejscu opisany zostanie algorytm pakowania grafu H w grafie G. Korzysta¢ on

bedzie z opisywanych we wcze$niejszych podrozdziatach procedur.

ALGORYTM PAKOWANIA
Wejscie: Spojny graf H, planarny graf GG, dodatnia liczba catkowita k € Z.
Wyjscie: Aproksymacja pakowania grafu H w grafie G.
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1. Kazdy wierzchotek v z grafu G, dla ktorego nie istnieje podgraf grafu G izomorficzny

z grafem H i zawierajacy niego samego usun z grafu G.

2. Wywotaj PROCEDURE KLASTROWANIA z parametrem ¢ = |H|iniech B = (By, ..., B,)

bedzie podziatem, a zbiér Z zbiorem zwréconym przez te procedure.

3. Niech G’ bedzie wazonym minorem grafu G otrzymanym przez Scisniecie kazdego pod-

zbioru B; do pojedynczego wierzchotka b; i ustawieniem funkeji wagi w(b;) = |B; N Z|.

4. Zmajdz O(polilog(|G|),1/log" |G|)-podziat A’ grafu G’ uzywajac algorytmu z pra-
cy [7] i niech A = (Ay,...,A;) bedzie podziatem grafu G otrzymanym z A’ przez

operacje odwrotng do $ciskania wierzchotkéw b;.

5. Zmnajdz optymalne pakowanie grafu H w kazdym z podgraféw indukowanych wierz-

chotkowo G[A;] 1 zwrdé sume zbioréw. Zwracany zbior oznacz jako Harg.

Twierdzenie 2.20. Niech vy (G) bedzie warto$cig optymalnego pakowania grafu H w pla-
narnym grafie G 1 niech k bedzie dowolng ustalong statq dodatnig. PROCEDURA PAKOWANIA
magjgc dane grafy H, G oraz warto$¢ k zwraca wtasciwe pakowanie grafu H w grafie G, kto-

T€gO MOocC WYNost co Najmmniej
(1= O(|H|/log" |G)vr(G),

gdzie vy (G) oznacza moc optymalnego pakowania grafu H w grafie G. Czas wykonywania al-
gorytmu jest polilogarytmiczny polilog(|V (G)|) dla grafu H o mocy |V (H)| = O(polilog(|G|))
i wartosci k = O(1).

Dowdéd:

Oznaczmy jako H optymalne pakowanie grafu H, czyli takie, ktérego moc wynosi v(H).
Niech H;xn bedzie podzbiorem pakowania H takim, ze:

HeY{,N?H C G[A;].

Skoro w piatym kroku algorytmu znajdujemy optymalne pakownie kazdej ze sktadowych
G[A;], to moc rozwiazania zwrdconego przez ALGORYTM PAKOWANIA wynosi co najmniej
|Hin|, zatem |Harc| > [Hin|-

Jako Hoyr oznaczmy upakowane grafy ze zbioru H nie nalezace do H;y, a wiec
Hour = H \ Hin. Oczywiste jest, iz grafy ze zbioru H sa wierzchotkowo roztaczne. Ozna-

cza to, iz moc zbioru |Hopr| wynosi co najwyzej mocy najwiekszego skojarzenia w grafie
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G[0(A)] (o krawedziach pomiedzy zbiorami A;). Wynika to z faktu, ze kazdy upakowany
graf ze zbioru Hoyr musi zawiera¢ co najmniej jedna taka krawedz, a upakowania musza
by¢ z zatozenia problemu roztaczne wierzchotkowo.

Zauwazy¢ rowniez mozna, ze kazda krawedz ze zbioru G[0(A)] posiada jeden koniec
w zbiorze Z, a drugi w B. Na mocy Lematu 2.19 (b) zbiér Z jest wierzchotkowym pokryciem
G[O(B)]. Oznaczmy jako Z’' podzbiér zbioru Z (Z' C Z) bedacy pokryciem wierzchotkowym
zbioru G[O(A)].

Stosujac Lemat 2.19(c) otrzymujemy, ze:

7| < w(G")/10g" |G| = |Z|/1og"*" |G| < | D|/1og" |G,

gdzie ¢ = |H|. Skoro wielkos¢ maksymalnego skojarzenia wynosi co najwyzej moc minimal-

nego pokrycia otrzymujemy:
[Hour| = O(c|D]/log" |G]).

Dodatkowo zachodzi |D| < vy (G) gdyz dowolne dwa ustalone wierzchotki w D sa w odlegto-
Sci co najwyzej 2c¢ + 1 i kazdy wierzchotek w grafie zawiera kopie grafu H. Na tej podstawie

moc rozwigzania zwroconego przez algorytm wynosi co najmniej

v (G) — O(un(G)e/ log* |G]) = (1 - 10?@) Vi (G).
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3 Rozproszone algorytmy lokalne.

Jednym z gtéwnych nurtow rozwoju algorytmow rozproszonych sa tzw. algorytmy lokalne,
czyli o statej ztozonosci czasowej. Wierzcholki wystepujace w grafie podejmuja w nich dziata-
nie na podstawie pewnych wejsciowych parametréw oraz informacji zebranych od ograniczo-
nego sasiedztwa, stad tez pochodzi ich nazwa. Wszelkie obliczenia prowadzone sg praktycznie

na danych "prawie” lokalnych.

3.1 Minimalne pokrycie wierzchotkowe.

7, wezesniejszych rozdzialéw rozprawy znany jest algorytm aproksymacyjny rozwigzujacy
problem minimalnego pokrycia wierzchotkowego za pomoca maksymalnego skojarzenia. Po-
dejscie to, pozwala na otrzymanie 2-aproksymujacego algorytmu w réznych podklasach gra-
féw. W pracy [23] pokazano, ze istnieje lokalny algorytm znajdujacy 3-aproksymacje proble-
mu MVC w grafach o ograniczonym stopniu.

W rozprawie przedstawiony zostanie algorytm znajdujacy (2 + €)-aproksymacje tego
problemu w tej samej klasie graféw, rezultat ten otrzymany zostal réwnolegle z praca [24].
Pomimo minimalnie gorszego wspétczynnika aproksymacji (dowolnie mata stata e > 0) wart
jest uwagi ze wzgledu na jego prosta budowe. W rozdziale tym zaprezentowane zostanie

rowniez podejscie umozliwiajace rozszerzenie algorytmu na klase grafow o stalej lesistosci.

Zastosowane techniki

Pierwsza z procedur wykorzystana w rozproszonym algorytmie znajdujacym
(2 + €)- aproksymacje MV C zostala zaprezentowana w pracy [13]. Pozwala na znalezienie
w czasie stalym O(K) w grafie o ograniczonym stopniu (d(v) < K) maksymalnego sko-
jarzenia. Z powodu jej wielokrotnego wykonywania w naszym algorytmie oraz jej prostoty

zostanie ponizej przedstawiona w celu petniejszego opisu dziatania naszego algorytmu.
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PROCEDURA MAKSYMALNEGO-SKOJARZENIA-DLA-GRAFOW-DWUDZIELNYCH
Wejscie: Dwudzielny graf G = (V) E), gdzie Vi UV, = V, Vi NV, = () sa rozlacznymi
podzbiorami wierzchotkow w grafie dwudzielnym.

Wyjscie: Maksymalne skojarzenie M w grafie G.
1. Niech M = 0.
2. Iteruj K razy:

a) dla kazdego wierzchotka v ze zbioru V; wybierz(zaznacz) jedna krawedz incydent-

ng do niego;

b) dla kazdego wierzchotka u ze zbioru V, wybierz jedna (o ile istnieje) zaznaczona

juz krawedz incydentna do niego;

c) dodaj wszystkie krawedzie wybrane przez wierzchotki ze zbioru V4 do M. Wszyst-
kie krawedzie ze zbioru M oraz do nich przyleglte wierzchotki usun z grafu G.

Z grafu G usun wierzchotki izolowane;

3. Zwrdé zbidr M.

Procedura ta, jak mozna tatwo zauwazy¢ zwraca szukane maksymalne skojarzenie, a
czas dzialania z uwagi na redukcje frakeji krawedzi (> %) w pojedynczej rundzie wynosi
O(K). Przyktad dziatania procedury przedstawiony zostal na Rysunku 22.

Druga procedura (M'VC-3-APROKSYMACJA), z ktérej skorzystaliSmy, pochodzi ze wspo-
mnianej juz pracy [23]. Polega ona na podziale grafu G o ograniczonym stopniu na $ciezki
i cykle w ten sposob, by kazda krawedz z grafu GG posiadata przynajmniej jeden koniec

w jakims cyklu lub $ciezce.

Fakt 3.1. Niech G bedzie grafem takim, ze A(G) < K, wtedy algorytm
MV C-3-APROKSYMACJA w O(K) rundach znajduje podgraf H grafu G (H C G) o naste-

pujgcych wlasnosciach:
- kazda sktadowa grafu H jest nietrywialng $ciezkq, cyklem oraz

- kazda krawed? grafu G posiada przynajmniej jeden koniec w zbiorze wierzchotkéw V (H).
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a)
v, v, v, o
v, v, V,
b)
V, o V, o Vv, o
V2
c)
V1

Rysunek 22: Przyktad dzialania PROCEDURY MAKSYMALNEGO-SKOJARZENIA-DLA-
GRAFOW-DWUDZIELNYCH.

W wyniku wybrania wszystkich wierzchotkéw V (H) z grafu H, jako pokrycia wierzchol-
kowego grafu GG, otrzymujemy 3-aproksymacje optymalnego rozwigzania problemu. Najgor-
szy wspotczynnik aproksymacji uzyskuje sie podczas " pokrywania” krawedzi Sciezki dhugosci

2 (o trzech wierzchotkach).

Rysunek 23: Przyktad dziatlania PROCEDURY MV C-3-APROKSYMACJI. Krawedzie w grafie

H zaznaczone zostaly kolorem niebieskim.

Algorytm (2 + ¢)-MVC w grafie o ograniczonym stopniu

Mozliwe jest uzyskanie algorytmu aproksymujacego minimalne pokrycie wierzchotkowe o lep-

szym wspotczynniku aproksymacji poprzez ograniczenie ilosci krotkich $ciezek parzystych
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w grafie H. W podrozdziale tym przedstawiony zostanie zaproponowany przez nas algorytm.

Na wstepie wprowadzmy wymagane definicje i terminy.

Definicja 3.2. Mowimy, ze dlugosé sciezki P o k krawedziach wynosi k 1 oznaczamy jako

length(P) = k.

Dla rodziny zbioru wszystkich $ciezek P wierzchotki v € P o stopniu réwnym 1 (d(v) =
1, czyli korice $ciezek) oznaczamy jako ends(P). Dodatkowo jako P*) oznaczamy zbiér $cie-
zek P € P o dlugosci co najmniej k. Algorytm MVC-(24-€)-APROKSYMACJI podzielony
zostal na dwie czesci. Pierwsza z nich odpowiedzialna jest za utworzeniu grafu H o pewnych
dodatkowych wtasnosciach, natomiast faza druga wykonywana jest w celu taczenia krotkich

parzystych Sciezek ze soba.

FAZA 1: MVC-(2+€)-APROKSYMACJI
Wejscie: Graf G o ograniczonym stopniu (A(G) < K), dodatnie liczby catkowite K oraz L,
gdzie L > 2.

Wyjscie: Zbior Sciezek P i wierzchotkow nalezacych do sktadowych utworzonego grafu H.

1. Wywotaj PROCEDURE MV C-3-APROKSYMACJA w celu znalezienia podgrafu H w gra-
fie G. Jako P oznaczmy zbior wszystkich parzystych Sciezek zawartych w grafie H

o dtugosci co najwyzej L, a przez Q oznaczmy pozostate sktadowe grafu H.

2. Niech U = ends(P) oraz niech W bedzie zbiorem wierzchotkow w grafie V(G) \ V(H),

ktore posiadaja przynajmniej jednego sgsiada w zbiorze U.

3. Wywolaj PROCEDURE MAKSYMALNEGO-SKOJARZENIA-DLA-GRAFOW-DWUDZIELNYCH,

aby znalez¢ maksymalne skojarzenie M w dwudzielnym grafie G[U, W].

4. Przedtuz Sciezki ze zbioru P uzywajac krawedzie ze zbioru M. Nowy otrzymany pod-

zbidr $ciezek oznaczmy jako P.
5. Dla kazdej $ciezki P € P, jezeli length(P) jest nieparzysta przenies P z P do Q.

6. Zwréé P oraz Q.

Lemat 3.3. Niech G bedzie grafem o ograniczonym stopniuv A(G) < K. Niech P i Q
bedq zbiorami zwréconymi przez FAZE 1 MV C-(24-€)-APROKSYMACIL, a Vp bedzie zbiorem
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@ -zbiorU @ - zbiorW —— - skojarzenie
— - Zbidr Q

= - zbior P —— - zbiér P
— - zbiér Q

Rysunek 24: Przyktad dziatania FAZY 1: MVC-(24-¢)-APROKSYMACJI a) po kroku 2, b)
po kroku 3, ¢) po kroku 4, d)po kroku 6.

wierzchotkéw lezgcych na Sciezce P, a Vo zbiorem wierzchotkéw nalezgcych do zbioru Q.
Wiedy:

a) dlugosé kazdej $ciezki P ze zbioru Sciezek P wynosi 2 < | < L + 2. Natomiast zbidr
sktadowych Q zawiera roztgczne wierzchotkowo grafy, z ktorych kazdy jest cyklem, nie-

trywialng Sciezka o nieparzyste] diugosci lub Sciezkq o dlugosci wiekszej niz L;

b) kaida krawedZ e = {u,v} € E(G) o jednym koricu v ¢ Vp U Vg posiada drugi koniec u

w zbiorze Vg lub u jest wewnetrznym wierzchotkiem pewnej Sciezki ze zbioru P.

Czas dziatania fazy 1 wynosi O(K + L) rund.
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Dowdéd:

Kazda Sciezka P nalezaca do zbioru P utworzonego w pierwszym kroku procedury jest
nietrywialna oraz posiada parzysta dtugos¢. Poniewaz wydtuzona, w kroku 4 tej procedury,
moze zosta¢ jedynie o co najwyzej dwie krawedzie, to dtugos¢ jej jest ograniczona przez
wartosé¢ length(P) < L + 2. Natomiast w przypadku, gdy dotaczona zostanie do niej tylko
jedna krawedz, to w kroku 5 procedury zostanie Sciezka ta przeniesiona do zbioru sktadowych
@ ze zbioru P. W obu przypadkach otrzymujemy prawdziwo$é podpunktu a) lematu.

W celu udowodnienia podpunktu b) wybierzmy dowolng krawedz e = {u,v} € E(G)
taka, ze jeden z jej koncéw nie nalezy do wierzchotkéw ze sktadowej grafu H (spetniajaca
zalezno$é v ¢ V(H) = Vp U Vp). Z faktu 3.1 wynika, ze drugi koniec wybranej krawedzi
znajduje sie w zbiorze wierzchotkéw grafu H, czyli uw € V(H).

Zatézmy, ze u ¢ Vi, wtedy wierzcholek v musi nalezeé¢ do zbioru Vp. Moze on by¢
koncem krawedzi P lub wierzchotkiem wewnetrznym. W drugim przypadku otrzymujemy
prawdziwo$¢ podpunktu b) lematu. Zalézmy, ze u € ends(P). W rezultacie v musial znalezé
sie w zbiorze W w kroku 2 algorytmu, poniewaz sasiadem jego jest wierzchotek ze zbioru
U. Z maksymalnosci skojarzenia M w grafie G[U, W] wiemy, ze istnieje krawedz f € M
taka, ze f Ne = {u}, w przeciwnym przypadku krawedZ e nalezalaby do skojarzenia M.
Zauwazmy, ze wszystkie poczatkowe Sciezki w kroku 1 algorytmu sa nietrywialne, a wiec u
jest wierzchotkiem wewnetrznym pewnej Sciezki P’ € P zwréconym w korku 6.

Z faktu 3.1 algorytm wymaga O(K) rund, aby skonstruowaé¢ graf H. Ponadto kon-
strukcje zbioréw Vi oraz P pochtaniaja O(L) rund (czas wymagany do sprawdzenia czy
length(P) < L), a znalezienie skojarzenia M wymaga O(K) rund. Sumujac podane zlozo-

nosci otrzymujemy prawdziwos¢ ostatniego zatozenia lematu.
0

W drugiej fazie algorytmu zamierzamy usuna¢ wszystkie mozliwe krotkie Sciezki o pa-
rzystej dtugosci z istniejacego zbioru P, tak by zbiér Ve U Vi \ ends(P) byt aproksymacja
rozwigzania problemu minimalnego pokrycia wierzchotkowego o zadanym wspotezynniku

aproksymacji.

FAZA 2: MVC-(2+€)-APROKSYMACJI
Wejécie: P, Q - zbiory zwr6cone w FAZIE 1 PROCEDURY MV C-(24¢)-APROKSYMACJI.

Wyjscie: Minimalne pokrycie wierzchotkowe D.

1. Tteruj od i =1 do (L +1)/2:
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(A) Dla kazdej krawedzi e € P ustaw kolor[e] = czarny, a pozostate krawedzie ustaw
jako niepokolorowane. Dla kazdej éciezki P € P?) dodaj jeden z jej koncow

do zbioru Upest, a drugi do zbioru Ugsgne;

(B) Uzyj algorytmu MVC 3-APROKSYMACJI w grafie G[UL.s]. Niech H' bedzie gra-
fem zwréconym przez t¢ procedure. Dla kazdej krawedzi e € E(H') ustaw kolor[e] =
niebieski;

(a) Kazdy wierzchotek u € Up.s incydentny z dwoma niebieskimi krawedziami
usun ze Sciezki zawierajacej P € P i nastepnie przenies Sciezke P do zbioru
Q;

(b) Potacz sciezki P', P"” € P za pomoca niebieskich krawedzi (o ile to mozliwe).
Jezeli dlugos¢ [ w ten sposob powstatej Sciezki wynosi [ > L 4 1 to przenie$
ja do zbioru Q, w przeciwnym przypadku krawedzie pokoloruj na czarno.
Dodatkowo do tego zbioru dodaj wszystkie niebieskie cykle, a ich krawedzie

ustaw jako niepokolorowane;

(C) Wszystkie wierzchotki u € Upjgne U ULesi lezace na Sciezce, ktéra zostata zmody-
fikowana w kroku (B) usun ze zbioru Upgignt U ULest. Wykonaj krok (B) w grafie
GlUrignt];

(D) Wszystkie wierzchotki v € Upignt U ULyt lezace na Sciezce, ktéra zostata zmody-

fikowana w kroku (C) usun ze zbioru Ugignt U Upet;

(E) Wywolaj PROCEDURE MAKSYMALNEGO-SKOJARZENIA-DLA-GRAFOW
-DWUDZIELNYCH w grafie dwudzielnym G[Ugight, Uresi]. Niech M bedzie zna-
lezionym skojarzeniem, a kazda krawedz e € M pokoloruj na czarno. Nastepnie
rozwazmy graf indukowany przez wszystkie czarne krawedzie: cykle, Sciezki o dtu-
gosci | > L + 1 oraz $ciezki nieparzyste przenie$ do Q(usuwajac automatycznie

ich kolorowanie);

2. Zwr6é¢ D =V UP \ ends(P).

Lemat 3.4. Niech P, Q bedg zbiorami otrzymanymi po zakoriczeniu i-tej ilteracji FAZY
2 MVC-(2+4€)-APROKSYMACJI, natomiast Py, Q. bedq zbiorami przed rozpoczeciem i-tej

iteracyi. Wiedy
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(a) kazdy wierzcholek incydentny do niebieskiej krawedzi (w i-tej iteracji) nie nalezy do zbio-

ru ends(P) oraz spelniona jest zalezno$é ends(P) C ends(P.).

(b) rodzina Q zawiera wierzcholkowo roztgczne grafy, z ktérych kazdy jest cyklem, nietry-

wialng sciezkq o mieparzystej diugosci lub Sciezkg o dtugosci wiekszej niz L.

(c) zbior ends(P®)) jest niezaleiny w grafie G.

Dodatkowo zbior D zwrécony w kroku 3 jest wierzchotkowym pokryciem, a czas dziatania

procedury wynosi O(L(K + L)) rund.
Dowéd:

Zauwazmy, ze dowolna $ciezka P € P, w i-tej iteracji posiada co najwyzej jeden koniec
incydentny do niebieskich krawedzi. Wystapienie takiej sytuacji prowadzi do zmodyfikowania
Sciezki.

W celu udowodnienia podpunktu (a) wykazemy, ze kazdy koncowy wierzchotek v
staje sie wierzchotkiem wewnetrznym pewnej Sciezki lub cyklu, a tym samym nie nalezy
do ends(P). Wierzchotek v moze by¢ incydentny do jednej lub dwoch krawedzi niebieskich,

co zostalo to przedstawione na Rysunku 25.

\Y,

Rysunek 25: Przyktad wierzchotka incydentego do niebieskich krawedzi podczas dziatania
FAZY 2 MVC-(2+4¢)-APROKSYMACJI.

W pierwszym przypadku, w kroku 1(B)(b) $ciezki zostana polaczone, a wierzchotek
znajdzie sie w §rodku potaczonych Sciezek. Natomiast w drugim przypadku w kroku 1(B)(a)
zostanie on odltaczony od ”$rodkowej” Sciezki, a w kroku 1(B)(b) potaczy on inne dwie Sciezki.
W obu przypadkach wierzchotek ten po zakonczeniu iteracji nie bedzie wigc nalezat do zbioru
ends(P). Nowe konce $ciezek moga powstaé jedynie podczas operacji usuwania wierzchotka
v ze Sciezki (w kroku 1(B)(a)). Jednak $ciezka ta jest natychmiast usuwana ze zbioru P, co
koniczy dowdd podpunktu (a) lematu.

Podpunkt (b) z uwagi, iz do zbioru Q@ dodawane sa $ciezki jedynie o odpowiedniej
dhugosci, o odpowiedniej parzystosci, a takze cykle spetnia zatozenia lematu.

W celu udowodnienia podpunktu (c¢) zat6zmy nie wprost, ze istnieja dwa wierzchotki
u,v € ends(P?)) oraz sa one przylegte. Poniewaz podczas dziatania procedury nie sg two-

rzone zadne nowe wierzchotki w zbiorze ends(P) to u,v € ends(PiQi)). Podczas iteracji nie
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zostaly pokolorowane na niebiesko zadne do nich incydentne krawedzie, co wynika z pod-
punktu (a) lematu. Kazdy z wierzchotkdéw w,v w kroku 1(A) przypisany zostal do zbioru
Urignt 1ub zbioru Upcs:. Rozpatrzymy dwa przypadki, odpowiednio, gdy wierzchotki naleza
i nie naleza do tego samego zbioru. W przypadku pierwszym wywotanie algorytmu MVC
3-APROKSYMACJI musi zwrdocié¢ krawedz przylegta do wierzchotka u lub v poniewaz w prze-
ciwnym razie nie bytoby to poprawne pokrycie wierzchotkowe. Krawedz ta jest pokolorowana
na niebiesko, co prowadzi do sprzecznosci. W przypadku drugim zostanie zwrocona krawedz
f przylegta do wierzchotka w, v lub sama krawedz e, ze wzgledu na maksymalnos¢ skoja-
rzenia. Otrzymalismy sprzeczno$é, poniewaz wierzchotek u lub v po wykonaniu operacji nie
bedzie juz koncem Sciezki.

W celu udowodnienia ostatniej czesci lematu zalt6zmy nie wprost, ze zbiér D nie jest
poprawnym pokryciem wierzchotkowym. Istnieje wiec krawedZ e € G taka, ze e N D = ().
Wiemy rowniez, ze zbiory P, Q konstruowane byty na bazie minimalnego pokrycia wierzchot-
kowego, zatem krawedz e ma oba korice w zbiorze ends(P). Otrzymujemy jednak sprzecznosé

ze wzgledu na niezalezno$é zbioru ends(P), co konczy dowdd.
0

Lemat 3.5. Niech K € N, natomiast G bedzie grafem o maksymalnym stopniu A(G) < K.
Istnieje wtedy rozproszony aproksymacyjny algorytm znajdujecy w O(K/€) rundach mini-

malne pokrycie wierzchotkowe D o wspotczynniku aproksymacyi 2 + € w grafie G, czyli
|D| < (2+¢€)|D7.

Dowdéd:

Niech L = 2[1/¢|, a zbiér D bedzie pokryciem zwréconym w wyniku wywotania FAZY
1 1 2 PROCEDURY MVC-(2+€)-APROKSYMACJI z parametrem L. Z Lematu 3.4 zbiér D
jest pokryciem wierzchotkowym w grafie G, a czas dziatania jest ograniczony przez O(K/e)
rund.

Niech D* bedzie optymalnym wierzchotkowym pokryciem o mocy |D*| = ((G), na-
tomiast P, Q beda zbiorami z Lematu 3.4, gdzie i = L. D* zawiera przynajmniej polowe
wierzchotkéw kazdego cyklu, kazdej nieparzystej $ciezki oraz wewnetrznych wierzchotkow
kazdej sciezki ze zbioru P.

Jezeli P € Q jest Sciezka o parzystej dtugosci, wtedy length(P) > L + 2. Zbiér D*

musi zawiera¢ przynajmniej (|V (P)| — 1)/2 wierzchotkéw ze Sciezki P. Stad
IDNV(P)| <2 [D"NV(P)|+1<(2+2/(L+3))|D'NV(P)| < (24 ¢€)|D*NV(P)|.
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Poniewaz grafy P i Q sa roztaczne wierzchotkowo otrzymujemy
|D| < (2+¢)|D7|.
O

Wtlasnosé 3.6. Nie istnieje algorytm rozproszony, ktory w czasie statym (O(1)-rund) roz-
wigzuge problem minimalnego pokrycia wierzchotkowego w grafach o ograniczonym stopniu,

ze wspotczynnikiem aproksymacji (2 — €)3(G), gdzie € jest dowolng stalq wiekszq od 0.

Dowdéd:

Mamy dany cykl C' sktadajacy sie z n wierzchotkéw, gdzie n jest parzyste. Wielkosc¢
minimalnego pokrycia wierzchotkowego w tym grafie wynosi n/2. Zat6zmy nie wprost, ze D
jest znalezionym pokryciem wierzchotkowym o wielkosci |D| < (2 —¢€)|D*|. Wtedy spetniona
jest nastepujaca zaleznos¢:

n €
Dl<@- oD =@-a5=01-n
Stad moc zbioru niewybranych wierzchotkow do minimalnego pokrycia wierzchotkowego wy-
nosi |V(C) \ D| > ne/2, a wierzcholki te tworza zbiér niezalezny.
Otrzymanie e-aproksymacji MIS jest niemozliwe ze wzgledu na oszacowanie dolne opi-

sane w Rozdziale 5, co prowadzi nas do sprzecznosci.

Algorytm (2 + ¢)-MVC dla graféw o ograniczonej lesisto$ci

Podobny rezultat (o tym samym wspotezynniku aproksymacji) jak w poprzednio opisywanym
algorytmie mozna otrzymaé¢ w grafach o ograniczonej lesistosci. Jego konstrukcja opiera
sie na opisanej wczesniej procedurze. Wspomniang klase graféw o ograniczonej lesistosci

zdefiniowalismy w rozdziale 1 (definicja 1.7).

CONST-ARBORICITY-MVC-(24¢)-APROKSYMACJA
Wejscie: Dodatnia liczba catkowita a € N, § € (0,1), graf G = (V, E) o ograniczonej
lesistosci arb(G) < a.

Wyjscie: Minimalne pokrycie wierzchotkowe D.
1. Niech C = 3a/d. Utwoérz roztaczne podzbiory wierzchotkéow U W C V|
gdzie U = {v € V(G)|deg(v) < C},a W =V (G)\ U.

2. Wywotaj procedure MV C-(2+4¢)-APROKSYMACJI dla grafu U z parametrami K = C
oraz € = §/2. Znalezione pokrycie wierzchotkowe w indukowanym grafie G[U] oznacz
jako D.
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3. Zwrdé zbior DU W.

Rysunek 26: Przyktad podziatu grafu G na zbiory U, Wi Z.

Twierdzenie 3.7. Niech Q bedzie zbiorem zwroconym po zakoriczeniu dziatania powyzszego
algorytmu. Wtedy zbior Q) jest pokryciem wierzcholkowym w grafie G = (V, E) o wspdlezyn-
niku aproksymacyi (2 + ), gdzie § jest dowolng stalq wiekszqg od 0.

Dowdéd:

Na wstepie udowodnimy, ze zbior @) jest pokryciem wierzchotkowym w grafie G. W tym
celu podzielmy zbior krawedzi na dwa roztaczne podzbiory Ey oraz Ey zdefiniowane na-
stepujaco: By = {uv € Elu e W Vv e W}, Ey = E'\ Ewy. Zauwazmy, ze kazda krawedZ
ze zbioru Fy posiada przynajmniej jeden koniec w zbiorze W, a tym samym w zbiorze Q).
Ponadto wszystkie krawedzie ze zbioru Ey posiadaja przynajmniej jeden koniec w zbiorze
wierzchotkéw D, co wynika z faktu, iz D jest pokryciem wierzchotkowym w grafie G[U].

W celu udowodnienia drugiej czesci twierdzenia zatézmy, ze zbiér D* jest optymalnym
pokryciem wierzchotkowym w grafie G, a zbior Z = W \ D* bedzie zbiorem wszystkich wierz-
chotkéw ze zbioru W nie nalezacych do optymalnego minimalnego pokrycia wierzchotkowego
D~.

Zwroémy uwage, iz zbidr wierzchotkéw Z nie zawiera elementow ze zbioru D*) a tym
samym wszystkie krawedzie o jednym koncu zawartym w zbiorze Z drugi posiadajg w zbiorze

D*. Wiemy réwniez, ze kazdy wierzchotek z € Z posiada stopien d(z) > C, a stad
ClZ| < |E(Z,D")| < E(D*U Z).
Korzystajac z definicji lesistoéci otrzymujemy, ze C|Z| < a(|Z| 4 |D*|) oraz
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a|D*
\Z|<C,|_C|L<§|D*]/2. (2)
Oczywiste jest, iz zbior D* NU jest pokryciem wierzchotkowym w indukowanym grafie
G[U], a z Lematu 3.5 uzyskujemy nieréwnos¢ |D| < (24 6/2)|D* N U|. Moc pokrycia wierz-

chotkowego () zwrdconego przez algorytm oszacowaé mozemy wiec w nastepujacy sposob:
1) . . . (2) .
Q= |DUW| < (2406/2)|D*NU|+ |D*NnW|+6|D*|/2 < (24 0)|D"|.

Nier6wnosé (1) jest naturalna konsekwencja dwoch faktéw ponizej opisanych. Zbiér D jest
(2 + €)-aproksymacja minimalnego pokrycia wierzchotkowego w grafie U oraz mozna go po-
dzieli¢ na dwa zbiory wierzchotkow W N D* i Z. Wykorzystujac oszacowanie z réwnania (2)
dowodzimy te nieréwnosc.

W kolejnym kroku stosujac proste szacowanie czynnikow w réwnaniu otrzymujemy

nieréwnosé (2), co konczy dowdd.
O

Rozszerzenie tego algorytmu na grafy 7globalnie rzadkie” (speliajace warunek

|E(G)| < c|V(G)], gdzie ¢ > 0) okazuje sie niemozliwe. Dowodzi to ponizszy przyktad.

Przyktad 3.8. Niech n € N bedzie dodatnig liczbg calkowitq. Rozwazmy graf G = (V, E)
zbudowany z trzech roztgcznych zbiorow wierzchotkow oznaczonych symbolami Vi, Vs, V3 0 mo-
cach odpowiednio n'/3,n*3 n — n'/* — n?/3. Ponadto niech G[Vi, Vo] = K,s 23, a 2bidr
wierzchotkéw Vi praylegly bedzie do n?/3 — n™3 — 1 wierzchotkow ze zbioru Vi. Oznacza to,

iz Y deg(v) = 1.

vEV3

W przyktadzie tym zauwazmy, iz liczba wszystkich krawedzi w grafie wynosi |E| =

1/3

n—n'/3 —n?34n < 2n. Zbiér Vi tworzy pokrycie wierzchotkowe grafu G, a jego moc wynosi

n'/3.

W grafie tym niemozliwe jest zastosowanie zaproponowanego algorytmu, poniewaz
stopnie wierzchotkow ze zbioru v € V; U V5 nie sg ograniczone zadnag stata. W rezultacie
wykorzystanie bezposrednio procedury w grafach o ograniczonym stopniu jest niewykonal-

ne.
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Rysunek 27: Przyktad grafu “rzadkiego globalnie” o nieograniczonej lesistosci. Zbiory

1/3

Vi, Vi, Va posiadaja odpowiednio n'/3, n?/3 n — n'/? — n?/3 wierzchotkéw.
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4 Rozproszone algorytmy sublogarytmiczne.

Szerokie zastosowanie praktyczne algorytméw lokalnych w informatyce wynika z ich szyb-
kiego czasu dzialania. Akceptowalny okazuje sie roéwniez kompromis pomiedzy ztozonoécia
czasowq algorytmow, a ich wspotczynnikiem aproksymacji. W rozdziale tym przedstawione
zostana algorytmy, ktérych ztozonosé czasowa jest bardzo bliska stalej i wynosi O(log™ n),
gdzie wartos¢ log*n oznacza liczbe logarytmowan wymagang by wartos¢ byta mniejsza lub
rowna 1. Nieznaczne wydhuzenie czasu dzialania algorytmu np. w przypadku minimalnego

zbioru dominujacego pozwala prawie az 72 krotnie poprawi¢ wspotczynnik aproksymacji.

4.1 Zastosowane techniki: klastrowanie i ciezkie gwiazdy.

Jedng z technik zastosowana w algorytmach sublogarytmicznych jest utworzenie podziatu
wazonego grafu planarnego G = (V, E,w)) na zbiory wierzchotkéw Vi, Vs, ... Vi, tak aby
waga krawedzi pomiedzy dowolnymi réznymi zbiorami V;, V; (i # j byla znaczaco mniejsza

niz waga wierzchotkowa caltego grafu w(G).

Definicja 4.1. Niech G = (V, E) bedzie grafem planarnym, a © : E — RY funkcjg wagi
na krawedziach. Ponadto niech Uy, Us, ..., U CV bedq roztgcznymi podzbiorami wierzchol-
kow V' takimi, ze G|U;| jest spdjny. Oznaczmy jako G wazony graf, w ktérym U; jest Scisniety

do pojedynczego wierzcholka. Dodatkowo dla kazdego u,u’ € V(QG), gdzie u # u' definiujemy

nastepujgceo wage na krawedziach w tym grafie:

(Dé(uvul) = Z (D(l‘,y), (3)
zeU,yel’
gdzie U = U;, a u otrzymany zostal przez $cisniecie zbioru wierzchotkow U; (U definiujemy
analogicznie).

Wprowadzimy teraz kilka pomocniczych definicji oraz faktow.

Definicja 4.2. Skierowany graf F o maksymalnym wyjSciowym stopieniu wierzchotkow

w zbiorze F wynoszgcym jeden nazywamy pseudo-lasem.

Jezeli F jest skierowanym grafem, wtedy przez F' oznaczamy graf otrzymany z F

poprzez pominiecie orientacji krawedzi.

Fakt 4.3. Niech G = (V, E) bedzie planarnym grafem z funkcjg wagi na krawedziach
w: E — RT. Istnieje rozproszony algorytm znajdujgcy w dwéch rundach pseudo-las F takz,
Ze F' jest podgrafem G oraz w(F) > ©(G)/6.
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Rysunek 29: Przyktad pseudo-lasu oraz utworzonego z niego grafu F'.

Dowédd:

Na poczatku zauwazmy istnienie pseudo-lasu 1_5, gdzie F' jest podgrafem grafu G
oraz w(F) > @w(G)/3. Wynika to z faktu, iz G jest grafem planarnym, a z twierdzenia Nasha-
Williamsa ([19]) graf jest suma co najwyzej 3 lasow. Ustalajac korzen drzewa otrzymujemy
skierowany graf F' o wlasciwosci w(F) > w(G)/3.

W celu udowodnienia, ze taki pseudo-las moze zostaé¢ znaleziony rozwazmy nastepu-
jaca rozproszona procedure: kazdy wierzchotek v wybiera najciezsza krawedz {u,v} incy-
dentna do wierzchotka v i ustawia orientacje z wierzchotka v do uw. Jezeli krawedz zosta-
ta wybrana przez dwa wierzchotki to wybierany jest tylko jeden dowolny kierunek kra-
wedzi. Tak otrzymany graf jest pseudo-lasem. Skoro G jest sumg trzech lasow Fi, Fy, F3
oraz 20(F) > max{w(F;)}, to otrzymujemy w(F) > w(G)/6.
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Fakt 4.4. Niech F bedzie spojnym pseudo-lasem takim, Ze Srednica F' wynosi d wtedy F

zawiera skierowang Sciezke o diugosci przynagmniej d/2.

Niech F bedzie pseudo-lasem wierzchotkéw wiasciwie pokolorowanych kolorami ze zbio-
ru S. Dla wierzchotka v i zbioru koloréw C' C S, niech in(v, C') bedzie zbiorem skierowanych
krawedzi (u,v) (z u do v) takich, ze kolor u zawarty jest w zbiorze C. Analogicznie definiuj-
my out(v, C'). Jezeli C jest puste wtedy in(v, C') oraz out(v,C) sa puste i ich wagi sa réwne

Zero.

CIEZKIE GWIAZDY
Wejscie: Planarny graf G = (V, E).
Wyjscie: Ciezkie gwiazdy Sy, Ss, ..., S ze zbioru wierzchotkéw w grafie G.

1. Znajdz pseudo-las Fw grafie G uzywajac procedury z faktu 4.3.

2. Pokoloruj wlasciwie wierzchotki F uzywajac koloréow {1,2,3} za pomoca algorytmu
Cole-Vishkin ([2]).

3. Dla kazdego nieizolowanego wierzchotka v wykonaj rownolegle:

(a) Jezeli kolor wierzchotka v jest réwny 1, to v zaznacza wszystkie krawedzie
z in(v, {2, 3}) jezeli w(in(v,{2,3})) > w(out(v,{2,3})), w przeciwnym przypadku
v zaznacza krawedz z out(v, {2, 3}).

(b) Jezeli kolor v réwny jest 2 wtedy v zaznacza wszystkie krawedzie ze zbioru
in(v, {3}) jezeli w(in(v,{3})) > w(out(v,{3})), w przeciwnym przypadku v za-

znacza krawedz ze zbioru out(v, {3}).

4. Niech Q; oznacza spdjna sktadowa grafu indukowanego przez zaznaczone krawedzie.
Roéwnolegle znajdz w kazdej sktadowej @); wierzchotkowo roztaczne gwiazdy o wadze
przynajmniej @(Q;)/2 i zwrdé je (mozna to w prosty sposob wykonaé ukorzeniajac Q;

oraz rozwazajac parzyste i nieparzyste poziomy).

Lemat 4.5.
diam(Q;) < 10.
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Dowéd:

Zat6zmy nie wprost, ze diam(Q);) > 10. Wtedy z faktu 4.4 istnieje skierowana $ciezka
o dlugosci przynajmniej 5 (o pieciu krawedziach). W przypadku, gdy istnieje wewnetrzny
wierzchotek v lezacy na tej $ciezce o kolorze réwnym 1, to otrzymujemy sprzecznosé, gdyz
albo krawedz wychodzaca albo wchodzaca do/z wierzchotka v jest zaznaczona w kroku 3(a),
ale nie obie.

W przeciwnym przypadku musi istnie¢ wewnetrzny wierzchotek koloru 2, z dwoma
sasiadami o kolorze réwnym 3. W punkcie 3(b) zostanie wybrana dokladnie jedna z tych

krawedzi, co prowadzi do sprzecznosci.

g

Lemat 4.6. PROCEDURA CIEZKIE GWIAZDY zwraca gwiazdy o wadze co nagmniej w(G)/24

i dziata w czasie O(log" |G|) rund.

Dowéd:

Z faktu 4.3 otrzymujemy w(F') > w(G)/6. Kazda krawedz w I posiada jeden koniec
w kolorze 1 i drugi w kolorze {2,3} lub jeden koniec o kolorze 2 i drugi o kolorze 3. Podsu-
mowujac krawedzie zaznaczane w korku 3(a) oraz 3(b) tworza podzial krawedzi pseudo-lasu
E(F), w ten sposéb, ze waga JQ; > @ 7 nieréwnosci wynika, ze utworzone gwiazdy
posiadaja co najmniej potowe wagi sktadowej );, przez co waga ich wynosi co najmniej
w(G)/24.

Pierwszy, trzeci i czwarty krok wymagaja O(1) rund, natomiast kolorowanie z kroku

2 moze zosta¢ znalezione w O(log”™ |G|) rundach, co konczy dowdd.

PROCEDURA KLASTROWANIA
Wejscie: Planarny graf G = (V, E), € € (0, 1).
Wyjscie: Spéjne podzbiory wierzchotkéow (klastry).

1. H=G.
2. Iteruj [(log (%)/log (%))] razy:

(a) Wywolaj PROCEDURE CIEZKIE GWIAZDY w grafie H. Niech S, 5,,... Sk beda

gwiazdami zwrdconymi przez te procedure.
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Rysunek 30: Przyktad dzialania procedury znajdujacej CIEZKIE GWIAZDY: a) wejsSciowy
graf, b-c) znajdowanie pseudo-lasu, d) 3-kolorowanie w pseudo lesie oraz wykonanie kroku

3, e)znalezienie cigzkich gwiazd.

(b) Scisnij gwiazdy Sy, Ss, . .. S, do pojedynczych wierzchotkéw, a wagi w grafie oblicz
zgodnie z (3).

3. Niech W oznacza zbiér wierzchotkéw $cisnietych do wierzchotka w z grafu V(G). Zwr6é

zbior {Wlw € V(H)}.

Lemat 4.7. PROCEDURA KLASTROWANIE Ve € (0,1) znajduje podzial wierzchotkéw grafu
V(G) na rozlgezne wierzchotkowo zbiory (Vi,..., Vi) takie, e waga grafu G otrzymanego
przez scisniecie kazdego podzbioru V; spetnia nastepujgeg nierownosc

w(G) < ew(Q).
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Eie

wszystkie wagi krawedzi réwne 1

Rysunek 31: Przyktad dziatania procedury klastrowania: a)graf wejsciowy, b)zaznaczone ciez-
kie gwiazdy, ¢) operacja Sciskania oraz zaznaczone nowe ciezkie gwiazdy, d) skonstruowane

klastry w grafie wejsciowym.

Algorytm dziata w czasie O(log" |G|) rund.

Dowéd:

Z Lematu 4.6 w kazdej iteracji algorytm $ciska gwiazdy o wadze co najmniej 1/24 wagi
catego grafu. Po [ iteracjach waga grafu H wynosi co najwyzej (%)ZJ)(G) < ew(G), gdy
| = [(log (%)/log (%))] Czas dziatania procedury wynosi O(log* |G|) z Lematu 4.6.
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4.2 Algorytm najwiekszego wazonego zbioru niezaleznego.

Niech G = (V, F,w) bedzie wazonym grafem planarnym, gdzie w : V' — RT. Dla kazdej
krawedzi {u,v} € F zdefiniujmy w nastepujacy sposéb jej wage:

w({u,v}) = minfw(u), w(v)}. (4)
Fakt 4.8.
w(G) < 3 w(G).

Dowdéd:

7 twierdzenia Nasha-Williamsa graf G' posiada orientacje wszystkich krawedzi o stopniu
wyj$ciowym mniejszym badZ rownym trzy. Dla kazdej zorientowanej krawedzi (u,v) (z u
do v) otrzymujemy, iz waga krawedzi wynosi co najwyzej w(u). Kazdy wierzchotek moze by¢

punktem startowym co najwyzej trzech krawedzi, co konczy dowod.
O

W' celu aproksymowania najwiekszego wazonego zbioru niezaleznego wywotamy

zmodyfikowana procedure z pracy [6]. Dziatanie algorytmu przedstawie ponize;j.

ALGORYTM MWIS
Wejscie: Planarny graf G = (V, E)

Wyjscie: Zbiér niezalezny.

1. Wywolaj PROCEDURE KLASTROWANIA. Niech (Vi,..., V) beda podzbiorami zwrdco-

nymi przez te procedure.

2. Réwnolegle dla kazdej indukowanej sktadowej G[V;] znajdz optymalny zbidr niezalezny

i oznacz go jako I;.

3. Dla kazdego wierzchotka u € I; usun go ze zbioru I;, jezeli 3{u, v} takie, ze v € I;
oraz (w(u) < w(v)) lub (w(u) = w(v) i id(u) < id(v)).

4. Zwroe Uy I;.

Zauwazmy, iz krok 2 algorytmu mozemy szybko wykona¢ ze wzgledu na stata O(1) sred-
nice kazdego indukowanego podgrafu G[V;]. Uzywajac analogicznego argumentu do dowodu

z pracy [6] otrzymujemy:
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Rysunek 32: Przyktad dziatania algorytmu MWIS: a) graf wejsciowy, b) klastry (zaznaczone
réznymi kolorami), ¢) na niebiesko zaznaczony zbiér niezalezny w kazdym klastrze, d) na z61-
to zaznaczone zostaly wierzchotki usuwane ze zbioru I w kroku 3 algorytmu. Wiekszo$¢ wag

na wierzchotkach zostalo pominietych ze wzgledu na czytelnosé rysunku.

Twierdzenie 4.9. ALGORYTM MWIS znajduje w planarnym grafie G = (V, E,w), gdzie
w:V — R zbidr niezalezny I o wadze co najmniej (1 — §)OPT, gdzie OPT oznacza wa-
ge najwiekszego wazonego zbioru niezaleznego. Czas dzialania algorytmu wynosi O(log" |G|)

rund.

Dowéd:

Skoro G jest grafem planarnym, to OPT > w(G)/4. Niech I bedzie suma zboréw nie-
zaleznych I; po kroku 2 algorytmu. Poniewaz procedura znajduje optymalne rozwigzanie
w kazdej sktadowej V; osobno, to w(I) > OPT. W kroku 3 dla kazdej krawedzi pomiedzy
dwoma klastrami usuwa koniec o mniejszej wadze, a wiec waga usunietych wierzchotkow jest
réwna wadze krawedzi pomiedzy tymi wierzchotkami zgodnie z réwnaniem(4). Waga usunie-
tych wierzchotkéw jest mniejsza lub rowna wadze krawedzi pomiedzy klastrami. Z Lematu

4.7 waga ta jest mniejsza lub réwna
ew(G) < 3ew(G) < 12¢0PT = 00OPT,

gdzie e = 6/12.
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4.3 Algorytm najwiekszego skojarzenia.

W przeciwienstwie do problemu zbioru niezaleznego problemy: najwiekszego skojarzenia,
czy zbioru dominujgcego potrafimy rozwigzaé¢ jedynie w przypadku niewazonych wersji tych
probleméw. Powodem jest fakt, iz w grafach planarnych waga optymalnego rozwiazania
MWIS jest proporcjonalna do w(G) (np. wynosi co najmniej w(G)/4). Podobne oszacowanie
nie jest prawdziwe dla pozostatych rozwazanych problemow.

Jednak w przypadku wersji niewazonych mozna zastosowaé procedure redukujaca graf
G w ten sposob, by optymalne rozwiazanie byto proporcjonalne do wielkosci grafu G.

Stosujac idee algorytmu z pracy [8] mozemy pokazaé, ze:
Twierdzenie 4.10. Istnieje deterministyczny rozproszony algorytm, ktory dla pewnej ustalo-
nej stalej 0 < § < 1 znajduje w planarnym grafie G = (V, E) w czasie O(log™ |G|) skojarzenie
M takie, ze

(M| > (1= 6)OPTym(G),

gdzie OPTyp(G) jest wielkoscig maksymalnego skojarzenia w grafie G.

ALGORYTM MM
Wejscie: Planarny graf G = (V, E)
Wyjscie: Skojarzenie w grafie G.

1. Ustal wage 1 dla kazdej krawedzi w grafie G.
2. Usun indukowane gwiazdy oraz podwoéjne gwiazdy z grafu G tworzac nowy graf G'.

3. Wywolaj PROCEDURE KLASTROWANIA w grafie G'. Niech V1, Vs, ..., Vi bedg podzbio-

rami zwroconymi przez te procedure.

4. Znajdz optymalne rozwigzanie w kazdym indukowanym podgrafie G'[V;] i oznacz je jako
M.

5. Zwroé zbior |UJ; M.

Dowédd:
Powyzszy algorytm jest analogiczny do procedury z pracy [8]. Z pracy [8] (Lematu
6) wiadomo, ze po usunieciu indukowanych gwiazd oraz podwdjnych indukowanych gwiazd

z grafu G (co mozna wykona¢ w 2 rundach) moc optymalnego skojarzenia w nowym grafie G/
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Rysunek 33: Przyktad dzialania algorytmu MM: a) graf wejsciowy z pogrubionymi krawedzia-
mi oznaczajacymi 2-gwiazdy oraz 3-podwéjne gwiazdy, b) usuwanie gwiazd oraz podwdjnych
gwiazd, c) klastry utworzone w punkcie 3 algorytmu, d) znalezione optymalne rozwiazanie

w kazdym z klastrow z osobna.

wynosi Q(|V(G")]). W skojarzeniu moze znalez¢ sie co najwyzej jedna krawedz z pojedynczej
gwiazdy oraz 2 krawedzie z podwdjnej gwiazdy, wowczas otrzymujemy, ze OPTy(G) =
OPTym(G).

W kolejnym kroku w grafie G/ wywolujemy PROCEDURE KLASTROWANIA i znajdu-
jemy podzial wierzchotkéw grafu G’ (wagi na krawedziach sa ustalane na poczatku na 1).
W ostatnim kroku, w kazdym indukowanym przez podzial podgrafie znajdujemy optymal-
ne rozwigzanie, co mozemy wykona¢ w czasie O(1) rund. Blad aproksymacji moze zostaé

oszacowany identycznie, jak w Twierdzeniu 4.9.

4.4 Algorytm minimalnego zbioru dominujgcego.

Mozliwe jest skonstruowanie minimalnego zbioru dominujacego w grafach planarnych w cza-
sie sublogarytmicznym. Algorytm wykonujacy te operacje podzieli¢ mozna na dwie fazy.

W pierwszej z nich znajdujemy przyblizone rozwigzanie problemu o stalym wspotczynniku
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aproksymacji, natomiast w drugiej (zarazem ostatniej) w czasie O(log*n) poprawiamy zbiér
dominujacy tak, by byt on aproksymacja minimalnego zbioru dominujacego o wspotczynniku
aproksymacji dowolnie bliskim 1.

Pogarszajac minimalnie ztozono$¢ czasows algorytmu [17] uzyskujemy znaczaco lepszy

wspotezynnik aproksymacji.

Twierdzenie 4.11. Niech G = (V| E) bedzie grafem planarnym, a 0 bedzie dowolnie ustalong
liczbg takq, Ze 6 € (0,1). Istnieje wowczas deterministyczny rozproszony algorytm znajdujgcy
w grafie G minimalny zbidr dominujgcy w czasie O(log™ |V (G)|) rund oraz o wspélczynniku
aproksymacji wynoszqcym

DI < (14 8)[0PTupsl,

gdzie OPTyps jest minimalnym zbiorem dominujgcym w grafie G.

ALGORYTM MDS
Wejscie: Planarny graf G = (V) F)
Wyjscie: Zbiér dominujacy w grafie G.

1. Wywotaj procedure znajdujaca 72-aproksymacje minimalnego zbioru dominujacego

w grafie G. Niech D = {wy, ws, ..., w;} bedzie zwréconym zbiorem dominujgcym.

2. Kazdy wierzchotek v € (V' \ D) wybiera dowolny wierzchotek go dominujacy tworzac
gwiazdy (W, Wa, ..., Wy).

3. Sciénij kazdg gwiazde Wy, Wa, ..., W, do wierzchotkéw wy, ws, . . . wy, tworzac planarny

graf H. Ustal wage kazdej krawedzi w grafie rowna 1.

4. Wywolaj PROCEDURE KLASTROWANIA w grafie H znajdujac podziat (Vi, Vs, ... V)
zbioru wierzchotkow V (H).

5. Na wierzchotkach ze zbioru V; wykonaj operacje odwrotng do ”Sciskania” tworzac po-
dzial (U, Us, ..., U,) grafu V(G).

6. W kazdym indukowanym wierzchotkowo podgrafie G[U;] znajdz optymalny minimalny

zbiér dominujacy i oznacz go jako D;.

7. Zwroé zbior Q = U; D;.
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Rysunek 34: Przyktad dzialania algorytmu MDS: a) graf wejsciowy, b) przyktadowa 72-
aproksymacja z kroku 1 algorytmu, ¢) gwiazdy utworzone w punkcie 2 algorytmu, d) klastry
utworzone w grafie H z punktu 3 algorytmu, e) podziat (Uy,Us,...,U;) grafu V(G), f)

znalezione optymalne rozwigzanie problemu w kazdym klastrze z osobna.

Dowdd:

W pierwszej kolejnosci udowodnie, ze zbiér zwracany w kroku 7 algorytmu jest zbio-
rem dominujacym. Rozwazmy utworzony podziat grafu na roztaczne zbiory wierzchotkéw
(Uy,Us, ..., U)) w kroku 5 algorytmu. W kazdym z nich z osobna algorytm znajduje opty-
malne rozwigzanie problemu D;. Oczywistym jest, ze VYV 3V € U;. Oznacza to, ze dowolny

veV 1
wierzchotek v € V' dominowany jest przez pewien zbiér D;.
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Kazdy z krokéw algorytmu wymaga co najwyzej O(log™n) rund, co dowodzi ogranicze-
nia ztozonosci czasowej algorytmu do O(log™ |G]).

W celu udowodnienia wspoétczynnika aproksymacji algorytmu liczbe krawedzi w grafie
H mozna oszacowaé¢ w nastepujacy sposéb |E(H)| < 3k, co wynika bezposrednio z twierdze-
nia Eulera dla graféw planarnych. Jako stata € przyjmijmy warto$¢ € = dc¢/6. Po wywolaniu
procedury KLASTROWANIA waga konwektorow (krawedzi pomiedzy klastrami) wnosi co naj-
wyzej €| E(H)|. Poniewaz rozwazamy kazdy z podgraféw G[U;| z osobna, to zbiér @ = U; D;
zwracany w kroku 7 algorytmu moze nie by¢ optymalny. Dowolny minimalny zbiér dominu-
jacy oznaczmy jako D*. Niech D bedzie zbiorem otrzymanym ze zbioru D* przez dodanie
wszystkich wierzchotkéw w; takich, ze wierzchotek ze zbioru W; C U; posiada sasiada w zbio-
rze V' \ Uj.

Stad

DI < [D*| +2 €| E(H)| < |OPTnps(G)| + 6¢|D| < [OPTyps(G)|(1 +9).

Skoro D N U jest zbiorem dominujacym w podgrafie indukowanym G[U;], a D; jest

optymalnym rozwiazaniem w podgrafie indukowanym G[U;], to
UDil <D,

co dowodzi
U Dil < (1+0)0PTyps(G).
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5 (Oszacowanie dolne.

Oszacowanie dolne ztozonosci czasowej algorytméw korzysta z jednego z podstawowego twier-
dzenia z teorii Ramsey-a ([26]). Na podstawie pracy [20] wiadomo, ze twierdzenie to moze
postuzy¢ do pokazania nie istnienia deterministycznego rozproszonego algorytmu koloruja-
cego wlasciwie cykl C' w czasie o(log™ |C|) rund uzywajac O(1) koloréw. Twierdzenie to
zachodzi réwniez w przypadku algorytméw aproksymujacych, co zostanie pokazane ponizej.

Niech R(2,m;l) oznacza najmniejsza liczbe wierzchotkéw n takich, ze w dowolnym
2-kolorowaniu krawedzi petlnego [-jednorodnego hipergrafu na n wierzchotkach istnieje mo-
nochromatyczny pelny podgraf o m wierzchotkach. Liczba ta istnieje i mozliwe jest jej osza-

cowanie za pomocg funkcji wiezy.

Twierdzenie 5.1. Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej nie istnieje deterministyczny al-
gorytm, ktory w cyklu nan wierzchotkach znajduje zbior niezalezny o wielko$ci ©(n/ log o) n)
w T rundach. Nie istnieje rowniez deterministyczny rozproszony algorytm, ktory znajduje

w cyklu na n wierzcholkach zbidr niezaleiny o wielkosci ©(n/log™ n) w log* n/2 rundach.

Dowéd:

Dla uproszczenia zatézmy, ze jezeli S = {iy,...,4;} jest zbiorem o [ elementach, wow-
czas sg one ponumerowane w nastepujacej kolejnosci i, < 4;, gdy k£ < [. Niech C' bedzie
cyklem na wierzchotkach [n] = {1,...,n}.

Zat6zmy, ze mamy dany rozproszony algorytm A znajdujacy w T rundach zbiér nieza-
lezny w cyklu C' na zbiorze wierzchotkéw [n]. Niech Fj : (2}711) — {0, 1} bedzie nastepujaca

funkcja: Fa({i1,...,iar+1}) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy wierzcholek ir wybrany zostanie

do zbioru niezaleznego przez algorytm A w cyklu zawierajacym $ciezke i1, o, . . . lo7y1.

2T+1

3

_ -0 Tc” o O )
—

2T+1

Rysunek 35: Przyktad czesci grafu [n].

Funkcja F jest 2-kolorowaniem witasciwym krawedzi pelnego (27" + 1)-jednorodnego
podgrafu H na zbiorze wierzchotkéw [n]. Z twierdzenia Ramsey-a hipergraf H zawiera mo-

nochromatyczny pelny podgraf K na m wierzchotkach. Zauwazmy, ze jezeli m > 27T + 1 to
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kolor K nie moze by¢ réwny 1, poniewaz jezeli §ciezka {i1, ..., 42742} bylaby podgrafem K,
to kolor ten implikowatoby, ze wierzcholtki ir oraz i, wybrane zostatyby do zbioru nie-
zaleznego. Otrzymujemy jednak sprzecznos$¢ z uwagi, poniewaz wierzchotki te sg potaczone
krawedzig w Sciezce P =11, ..., 19740 W cyklu C.

W rezultacie kazda krawedz w grafie K jest koloru 0 i jezeli K = {vy,...,v,} to zaden
z wierzcholtkdéw vry 1, ..., v,,_7 nie zostanie zwrocony przez algorytm A. Stad az m —2T zm
wierzchotkéw nie nalezy do zbioru niezaleznego.

Jezelin—m > R(2,m; 2T +1) to argument ten mozemy powtarza¢ wielokrotnie i niech
[ oznacza liczbe tych iteracji. Wielko$é zbioru niezaleznego zwracanego przez algorytm A

wynosi wiec, co najwyzej 271 + R(2,m; 2T + 1), a tym samym co najwyzej
2nT/m+ R(2,m; 2T + 1),

gdy Im < n.
7 teorii Ramsey’a wiadomo, ze dla pewnej ustalonej statej c,

ocm

R(2,m;2T +1)<2* |

gdzie ilos¢ "dwdjek” w funkcji wiezy wynosi 27. Stad dla dowolnej statej T, gdy m =
O(log oy ) otrzymujemy, ze wielkos¢ zbioru niezaleznego wymnosi co najwyzej O(n/ 1oggr) n).
Ponadto po przeksztatceniach uzyskujemy, ze otrzymanie zbioru niezaleznego o wielkosci

Q(n/log" n), T wymaga (log" n) rund, co konczy dowdd.
U

Podobne oszacowanie zachodzi w przypadku problemu najwickszego skojarzenia w gra-
fie planarnym. Twierdzenia te dowodza, ze algorytmy sublogarytmiczne zaproponowane
w poprzednim rozdziale sg optymalne pod wzgledem ztozonosci czasowej z doktadnoscia

do statego czynnika C'.

Fakt 5.2. Nie istnieje deterministyczny rozproszony algorytm rozwigzujgcy problem najwiek-
szego  skojarzenia w  grafach planarnych o stalym  wspotczynniku  aproksymacyi

w czasie o(log™ |V]).

Fakt ten wynika bezposrednio z Twierdzenia 5. Zal6zmy bowiem nie wprost, iz istnieje
algorytm znajdujacy c-aproksymacje najwiekszego skojarzenia w cyklu. Niech M bedzie
skojarzeniem zwroconym przez te procedure.

Rozwazmy procedure dodajaca do zbioru niezaleznego I wierzchotki o mniejszym id

z kazdej pary wierzchotkéw potaczonych krawedzia ze zbioru M Nastepnie z kazdej pary
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wierzchotkéw przylegtych w zbiorze I niech algorytm usuwa wierzchotek o wigkszym id.
W ten sposéb otrzymujemy sprzeczno$é, gdyz moc znalezionego zbioru niezaleznego |I| wy-

nosi co najmniej |M|/2.

Fakt 5.3. Nie istnieje deterministyczny rozproszony algorytm rozwigzujgcy dla dowolnej
statej 6 > 0 problem minimalnego zbioru dominujgcego w grafach planarnych G = (V, E)

o wspolczynniku aproksymacyi (5 — &) w czasie o(log™ |[V]).

Dowdd:
Niech ¢ bedzie dowolnie ustalong stalty. Zatézmy nie wprost, iz istnieje deterministycz-
ny rozproszony algorytm A znajdujacy minimalny zbiér dominujacy o mocy co najwyzej

(5= 98)|OPTyps|, gdzie OPTyps jest minimalnym zbiorem dominujacym.

a) b)

Rysunek 36: Przyktad grafu G powstatego z cyklu C.

Zat6zmy, ze mamy dany cykl C' na n wierzchotkach (gdzie n jest podzielne przez
10). Zdefiniujmy 4-regularny graf G = (V, E), gdzie V = V(C),E = E(C) U {v,u €
V,dc(v,U) = 2}. Mozemy tatwo zauwazy¢, iz moc optymalnego zbioru dominujacego wynosi
|OPTyps(G)| = n/5 oraz graf G jest planarny. Niech D bedzie zbiorem dominujacym zwro-
conym przez algorytm A uruchomionym w grafie G. Oznaczmy jako D; zbiér wierzchotkéw
w grafie indukowanym wierzchotkowo C[D] o stopniu .

Niech zbiér I bedzie zbiorem niezaleznym skonstruowanym nastepujaco:

e Dodaj wierzchotki izolowane w grafie indukowanym C[D] do zbioru niezaleznego (I =
Dy).

A jezeli Nepy(v) N Dy =0 lub (u € Nejp)(v) oraz id(v) < id(u)) dodaj wierzchotek
velbq

do zbioru I.
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Zauwazy¢ mozemy, ze || > |Do|+|D1|/2. Ponadto prawdziwa jest nieréwnos¢ 4| Dy|+3| Dy | >
n — | D] wynikajaca z oszacowania liczby wierzchotkéw w cyklu C' lezacych poza zbiorem D.
Poniewaz algorytm A zwraca zbiér dominujacy to kazdy wierzchotek z tego zbioru musi by¢
zdominowany przez wierzchotki ze zbiorow Dg, Dy, Ds. Maksymalna taczna liczba dominowa-
nych wierzchotkow przez te zbiory w grafie G wynosi 4|Dy| + 3|D;|. Zaznaczmy, ze wszystkie
wierzchotki dominowane przez zbiér Dy dominowane sg rowniez przez wierzchotki ze zbioru
D;.

Z zalozenia wiemy, iz moc zbioru D mozemy oszacowal nastepujaco
|D| < (5—=98)|OPTyps|, a zatem

DI<(- 2
Podstawiajac to oszacowanie do wczesniejszej nieréwnosci otrzymujemy:
ADy| 43101 >
oraz

Sprzecznosé z Twierdzeniem 5, co konczy dowod.
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