PRACE MONOGRAFICZNE Z DYDAKTYKI MATEMATYKI

WSPOLCZESNE
PROBLEMY
NAUCZANIA

10 MATEMATYKI

WYDAWNICTWO
NAUKOWE
UAM






UNIWERSYTET IM. ADAMA MICKIEWICZA W POZNANIU

WSPOLCZESNE PROBLEMY
NAUCZANIA MATEMATYKI

Prace monograficzne z dydaktyki matematyki

Redaktor naukowy
Edyta Juskowiak

10

WYDAWNICTWO
NAUKOWE

POZNAN 2025



Recenzenci:

Dr Edyta Juskowiak, prof. UAM, Poznan
Dr hab. Henryk Kakol, prof. UP Krakéw
Dr Elzbieta Mrozek, UG Gdansk
Prof. dr hab. Ryszard Pawlak, UL L6dz
Dr Mirostawa Sajka, prof. UKEN, Krakéw
Dr hab. Ewa Swoboda, prof. PWST, Jarostaw
Dr Katarzyna Wadon, MUP, O$wigcim
Dr hab. Anna K. Zeromska, prof. AGH Krakéw

Publikacja sfinansowana jest przez Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki
Uniwersytetu Marii Curie-Sklodowskiej w Lublinie
oraz Wydzial Matematyki i Informatyki UAM w Poznaniu

This edition © Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu,
Wydawnictwo Naukowe UAM, 2025

@@@@ Open Access book, distributed under the terms of the CC licence
BY NC ND

(BY-NC-ND, https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/)

Opracowanie graficzne okladki: K. & S. Szurpit
Redaktor: Monika Simiriska
Redaktor techniczny i DTP: Marcin Tyma

ISBN 978-83-232-4244-4 (Print)
ISBN 978-83-232-4245-1 (PDF)
DOI: 10.14746/amup.9788323242451

WYDAWNICTWO NAUKOWE UNIWERSYTETU IM. ADAMA MICKIEWICZA W POZNANIU
61-701 POZNAN, UL. FREDRY 10
www.press.amu.edu.pl
Sekretariat: tel. 61 829 46 46, faks 61 829 46 47, e-mail: wydnauk@amu.edu.pl
Dziat Promogji i Sprzedazy: tel. 61 829 46 40, e-mail: press@amu.edu.pl
Wydanie I. Ark. wyd. 12,00. Ark. druk. 13,00

DRUK I OPRAWA: VOLUMINA.PL SP. Z 0.0., SZCZECIN, UL. KS. WITOLDA 7-9



Spis tresci

Czeé¢ 1 - ESEJE. ROZWAZANIA O BADANIACH DYDAKTYCZNYCH I O NAUCZA-
NIUMATEMATYKI. . . . ...

Marianna Ciosek, Mirostawa Sajka - ANNA SIERPINSKA (1947-2023) — wybitny dydak-
tykmatematyki. . . . . ...

Cze$¢ 2 - BADANIA DYDAKTYCZNE, WNIOSKI Z BADAN. O LEPSZE ZROZUMIE-
NIE PROCESU UCZENIA SIE MATEMATYKI PRZEZ UCZNIOW . . . . ... ..

Janina Duda - Prowokowanie matematycznego myslenia z wykorzystaniem metody ,,pro-
bleméw tworzacych” E. Wittmanna i kalkulatora graficznego lub programu komputero-

Marta Pytlak - Ktora droga jest dluzsza? - Intuicje 5-, 6-letnich dzieci zwigzane z miarg
imierzeniem dlugosci. . . . .. ... L
Anna Pyzara, Anna Sieczka, Marcin Szymanski - Wplyw oceny ksztaltujacej na nauczanie
matematyki w szkole podstawowej. . . . . ... Lo
Tomasz Szwed - Temperament ucznia a osiaggniecia w uczeniu si¢ matematyki. . . . . . . .

Czeé¢ 3 - SUGESTIE ROZWIAZAN METODYCZNYCH. SPOJRZENIE PRAKTYKA
NA PODNOSZENIE EFEKTYWNOSCI UCZENIA SIE MATEMATYKI . . . . ..

Gabriela Biel, Jan Jelowicki, Bogdan Roszak - Czy podejscie eksploracyjne sprzyja zainte-
resowaniu mys$leniem matematycznym? . . .. ... ...
Eliza Jackowska-Boryc, Katarzyna Siuzdak - Znaczenie automatycznej informacji
zwrotnej we wzroscie jakosci wiedzy uczniéw z matematyki na przykladzie aplikacji
LearningApps . . . . . . . .
Jarostaw Kowalski - Oprogramowanie statystyczne w nauczaniu szkolnym statystyki opiso-

25

47

49

65

81

105

125

127

145

165
187






Czesé 1
~ ESEJE
ROZWAZANIA O BADANIACH

DYDAKTYCZNYCH
[ O NAUCZANIU MATEMATYKI






Prace monograficzne z dydaktyki matematyki

WSPOLCZESNE PROBLEMY NAUCZANIA MATEMATYKI

Anna Sierpinska (1947-2023) -
wybitny dydaktyk matematyki'

Marianna Ciosek

Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie
ciosek.maria@gmail.com

Miroslawa Sajka

Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie
miroslawa.sajka@uken.krakow.pl
ORCID: 0000-0002-0209-7817

19 pazdziernika 2023 roku zmarla Anna Sierpinska, Pro-
fesor Uniwersytetu Concordia w Montrealu, znana w $wiecie
jako polsko-kanadyjska dydaktyk matematyki. Anna Sierpin-
ska zdobyta matematyczne wyksztalcenie w Polsce — w Uni-
wersytecie Warszawskim. Uzyskala stopien doktora nauk
matematycznych w zakresie ich dydaktyki w Wyzszej Szkole %/ {1
Pedagogicznej (WSP) w Krakowie. Byta nauczycielem aka- ’ y
demickim w Polsce, a nastepnie — od 1990 roku w Kanadzie. k
Prowadzila intensywne badania dydaktyczne odnoszace si¢ \
do réznych aspektéw procesu uczenia sie matematyki, szcze- & \ \
gllnie ceniona za wkiad do badan nad epistemologia i rozu-
mieniem w matematyce. Byla niezwykle aktywnym uczestnikiem miedzynarodowych
dzialan na rzecz doskonalenia nauczania matematyki. Pracujac juz w Kanadzie, byta
nadal Zywo zainteresowana sprawami dydaktyki matematyki w Polsce. Uczestniczy-

! Artykul stanowi polska, zmodyfikowang wersje artykulu pt. ANNA SIERPINSKA (1947-
2023) - outstanding researcher in the field of mathematics education tych samych autorek, opu-
blikowang w roczniku ,,Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam
Mathematicae Pertinentia’, nr 16 (2024), dostepna na: https://didacticammath.uken.krakow.pl/.
Artykul w biezacej wersji zawiera rozszerzenie i uszczegotowienie pewnych watkow z dziatalnosci
Anny Sierpinskiej, odnoszacych sie do zwigzku tej uczonej z polska dydaktyka matematyki.
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ta w organizowanych w Polsce konferencjach dydaktycznych, zapraszala dydaktykow
polskich do Montrealu do odbywania zaje¢ w Uniwersytecie Concordia. Propagowata
polskie badania z zakresu dydaktyki matematyki na arenie miedzynarodowej, pro-
mowala czasopismo ,,Dydaktyka Matematyki” w zagranicznych srodowiskach oraz
udzielala merytorycznego i jezykowego wsparcia mniej i bardziej doswiadczonym
polskim naukowcom uprawiajacym badania z zakresu dydaktyki matematyki.

GELOWNE FAKTY Z ZYCIORYSU ANNY SIERPINSKIE]

W zyciu i dzialalnosci Anny Sierpinskiej mozna wyréznic trzy okresy, uwzgled-
niajace miejsca zamieszkania, etapy zdobywanego wyksztalcenia oraz miejsca pracy.
Sa to okresy zaznaczone przedzialami czasu: 1947-1963, 1963-1990, 1990-2023.

1947-1963: Wroclaw, Kair, Damaszek

Anna Sierpinska urodzila sie 17 czerwca 1947 roku we Wroclawiu w rodzinie
inteligenckiej. Pig¢ lat swojej wczesnej mlodosci (1958-1963) spedzita wraz z ro-
dzicami poza Polska - rok w Kairze i 4 lata w Damaszku. Uczyta si¢ tam w miedzy-
narodowych szkotach, co pomogto jej w osiagnieciu bieglej znajomosci jezykow:
francuskiego i angielskiego. W 1963 roku uzyskata §wiadectwo ukonczenia nauki
w szkole francuskiej na poziomie tzw. ,,malej matury”.

1963-1990: Warszawa

W 1963 roku Anna Sierpinska powrdcita do Polski. Uzupelniala nauke na
poziomie szkoly $redniej w liceum im. N. Zmichowskiej w Warszawie, gdzie
zdata mature w 1966 roku. W tym samym roku rozpoczeta studia matematycz-
ne na Wydziale Matematyki i Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego. Dyplom ma-
gistra matematyki uzyskala w 1970 roku. Bezposrednio po studiach rozpoczela
prace w macierzystym Uniwersytecie w Zakladzie Algebry i Teorii liczb. Praco-
wala tam 8 lat, najpierw na stanowisku asystenta, a od 1972 roku - starszego
asystenta. Przedmiotem jej zainteresowania naukowego byla teoria pierscieni.
Opublikowata 3 artykuly z tej tematyki, ale pracy naukowej w tym zakresie nie
kontynuowata. W 1978 roku mgr Anna Sierpinska zmienita zatrudnienie. Podjeta
prace nauczyciela matematyki i informatyki w liceum, w ktérym zdata mature.
Od 1979 roku uczestniczyla aktywnie w seminarium z dydaktyki matematyki,
ktore w Uniwersytecie Warszawskim prowadzili prof. Zbigniew Semadeni oraz
doc. dr Wactaw Zawadowski. Nie rezygnujac z pracy w szkole, w roku 1980
mgr Anna Sierpinska podjeta prace w Instytucie Matematycznym Polskiej Aka-
demii Nauk w Warszawie, na stanowisku starszego asystenta. W 1980 roku — mie-
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dzy innymi w wyniku kontaktéw z dydaktykami francuskimi z IREM (Institut de
recherche sur lenseignement des mathématiques de Grenoble) — Anna Sierpinska
zainteresowala sie jednym z podstawowych zagadnien dydaktyki matematyki,
mianowicie przyczynami trudnosci w uczeniu si¢ poje¢ matematycznych, w szcze-
golnosci przeszkodami epistemologicznymi. Podjela decyzje o przygotowaniu
rozprawy doktorskiej z tej tematyki. Jej opiekunem naukowym byl doc. dr Wa-
claw Zawadowski. Wskazéwek dotyczacych kierunkéw badan oraz nadania im
ram teoretycznych w rozprawie udzielata pani doktorant takze prof. Anna Zofia
Krygowska na ogdélnopolskim seminarium z dydaktyki matematyki w krakowskiej
WSP, gdzie przyszta pani doktor referowata wyniki swoich badan.

Oproécz przygotowywania w tym czasie rozprawy doktorskiej, Anna Sierpinska
uczestniczyla takze w bardzo waznym przedsigwzigciu nauki polskiej, jakim byla
organizacja Miedzynarodowego Kongresu Matematykéw w 1983 roku w War-
szawie. W materialach pokongresowych wklad pracy Anny Sierpinskiej w przy-
gotowanie Kongresu doceniony zostal nastepujacym wpisem: ,,Biuro Kongresu,
ustanowione w 1979 roku, wspierane bylto przez kadre administracyjna Instytutu
Matematycznego Polskiej Akademii Nauk. Szczegdlnie wazng role odegrata Anna
Sierpinska-Jankowska?, ktéra byla w pelni zaangazowana w sprawy Kongresu od
samego poczatku” (Ciesielski, Olech, 1984, s. XII).

W 1984 roku Anna Sierpinska uzyskata stopien doktora nauk matematycz-
nych w zakresie ich dydaktyki na Wydziale Matematyki, Fizyki i Techniki WSP
w Krakowie. Po uzyskaniu doktoratu, Anna Sierpinska, jako pracownik Polskiej
Akademii Nauk, dzialala bardzo aktywnie na réznych polach. Jesienig 1984 roku
wzieta udzial w Sesji Naukowej® zorganizowanej w WSP w Krakowie z okazji
80. rocznicy urodzin prof. A.Z. Krygowskiej (26-28.11.1984). Wyglosita tam re-
ferat pt. Problem rozrézniania miedzy trudnoscig a przeszkodg epistemologiczng.
W latach 1985-1990 opracowata 7 artykuléw naukowych dotyczacych zagadnienia
przeszkod epistemologicznych. Zostaly one opublikowane miedzy innymi w pre-
stizowych zagranicznych czasopismach, takich jak ,Educational Studies in Math
ematics” oraz w ,,Researches en Didactique des Mathématiques”, a takze w polskim
czasopismie ,,Roczniki Polskiego Towarzystwa Matematycznego Seria V: Dydak-
tyka Matematyki™ (od 2007 roku ,,Didactica Mathematicae”). W 1987 roku dok-
tor Anna Sierpinska dotaczyla do grona czlonkéw Komitetu Redakcyjnego tego
polskiego czasopisma. Wspolpracowata z redakeja tego czasopisma, z dwuletnia
przerwa, do 2023 roku.

2 W swojej dziatalno$ci zawodowej Anna postugiwala si¢ nazwiskiem Sierpinska, w anglo-
jezycznej pisowni: Sierpinska.

3 Zrédlo: Kronika Zaktadu Dydaktyki Matematyki WSP w Bibliotece Gtéwnej UKEN
w Krakowie (w zbiorach spuscizny po Prof. A.Z. Krygowskiej, niepublikowana).

* W dalszej czesci tekstu uzywamy skroconej nazwy: Dydaktyka Matematyki.
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W drugiej potowie lat 80. XX wieku brata udzial w pracach zespotu, ktory —
pod kierunkiem prof. Zbigniewa Semadeniego - przygotowal Raport o edukacji
matematycznej w Polsce, na zamoéwienie Komitetu Ekspertow do Spraw Edukacji
Narodowej i Komitetu Nauk Matematycznych PAN. W czasopi$mie ,,Roczniki
Polskiego Towarzystwa Matematycznego Seria II: Wiadomosci Matematyczne”,
w ktérym zamieszczono Raport, znalazla sie nastepujaca uwaga: ,,Ponizsze tezy
Raportu stanowig wynik pracy wielu osob. Szczegolnie duzy byt wklad dr Anny
Sierpinskiej” (Tezy raportu..., 1990, s. 113-114).

Anna Sierpinska dzialtala takze w PTM (Krdtkie informacje, 1988, s. 103-109).
Byla cztonkiem Prezydium Zarzadu Gléwnego tego Towarzystwa przez jedng ka-
dencje, wyglaszala referaty, jak na przyktad ten w ramach XIII Zjazdu Matema-
tykow Polskich (wrzesien 1989 roku, Krakéw) pt. O przeszkodach epistemologicz-
nych zwigzanych z pojeciem granicy (Krétkie informacje, 1988, s. 160-165). Pod
kierunkiem dr Anny Sierpinskiej powstawaly tez prace magisterskie. Jedna z nich,
autorstwa Moniki Viwegier, zgloszona w 1990 roku do Konkursu PTM im. Anny
Zofii Krygowskiej na najlepsza prace studencka z dydaktyki matematyki, otrzy-
mata drugg nagrode¢ (Konkurs im. Anny Zofii Krygowskiej..., 1992, s. 56). Oprocz
wspomnianych juz prac, w okresie 1985-1990 Anna Sierpinska uczestniczyta
z wykladami w wielu miedzynarodowych konferencjach. Komitet Wykonawczy
ICMI (Krétkie informacje, 1988, s. 160-165) powotal ja na cztonka Miedzynarodo-
wego Komitetu Programowego Kongresu ICME 7 (Quebec, 1992).

1990-2023: Montreal®

W grudniu 1990 roku doktor Anna Sierpinska zostafa zatrudniona jako na-
uczyciel akademicki w Uniwersytecie Concordia w Montrealu na Wydziale Ma-
tematyki i Statystyki, bedac jednoczesnie urlopowanym pracownikiem Polskiej
Akademii Nauk w Warszawie — do 1996 roku. Zamieszkala z rodzing (mezem
i dwoma synami) w Montrealu. Zostala wiaczona do grupy pracownikéw nauko-
wych realizujacych oryginalny, istniejacy od 1967 roku program MTM - Magister/
Mistrz nauczania matematyki (Master in the Teaching of Mathematics). Program
ten mial trojakie cele: a) udoskonalenie profesjonalizmu nauczycieli matematyki
szkoly sredniej, b) przygotowanie nauczycieli matematyki w kolegiach nauczyciel-
skich, c) przygotowanie do powadzenia badan edukacyjnych w zakresie naucza-
nia matematyki. Studenci uczacy si¢ wedlug tego programu (czesto wykonujacy
juz zawod nauczyciela matematyki) mieli zajecia z zaawansowanej matematyki,
a takze wprowadzani byli we wspolczesne teorie nauczania matematyki. Poznawali
metody badan dydaktycznych i ich wyniki, a poza tym prowadzili - pod kierun-

5 Zrédto: Sierpinska, A. (2020).
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kiem swoich uniwersyteckich nauczycieli - badania dydaktyczne, prezentowali ich
rezultaty oraz pisali raporty z badan.

Okres pracy Anny Sierpinskiej w Uniwersytecie Concordia byl niewatpliwie naj-
bogatszym okresem w jej wielokierunkowej dzialalnosci. W zakresie pracy zawodo-
wej wniosta swoj wklad w rozwijanie programu MTM. Wykladata algebre liniows,
dydaktyke matematyki, historie, filozofie matematyki i badania w dydaktyce mate-
matyki. Do roku 2016 - kiedy program przestal by¢ realizowany — wspotkierowata
badz kierowata nim samodzielnie. Byla inicjatorka zapraszania znanych dydakty-
kéw zagranicznych do okresowego prowadzenia zaje¢ ze studentami Uniwersytetu
Concordia. W roli nauczycieli — go$ci wystapili migdzy innymi: Alan Bell (Anglia);
David Tall (Anglia); Colette Laborde (Francja); Shlomo Vinner (Izrael); Tommy
Dreyfus (Izrael), Gerald A. Goldin (USA), a takze polscy naukowcy - dydaktycy ma-
tematyki: Maciej Klakla (Krakow), Ewa Lakoma (Warszawa), Edyta Nowinska (pra-
cujaca w Niemczech, Osnabriick) i Anna Rybak (Bialystok). W tym okresie Anna
Sierpinska duzo publikowata oraz wspoélpracowala z kilkoma migdzynarodowymi
komisjami zajmujgcymi sie zagadnieniami nauczania matematyki.

Pod kierunkiem A. Sierpinskiej powstalo 28 prac magisterskich oraz 23 pro-
gramy badawcze przygotowane przez studentéw ksztalconych wedlug programu
MTM. Anna Sierpinska jako profesor Uniwersytetu Concordia byla promotorem
dwoch prac doktorskich.

Uniwersytet Lulea w Szwecji uhonorowal Panig Profesor A. Sierpinska tytulem
doctora honoris causa w roku 2006.

DZIAEALNOSC NAUKOWA ANNY SIERPINSKIE]

Nie jest mozliwe kompletne oméwienie osiagnie¢ naukowych tak wybitnego
naukowca, tym bardziej w krétkim opracowaniu, dlatego ponizej podajemy wy-
brane, w naszej subiektywnej ocenie wazne aspekty tej dziatalnosci.

Rozprawa doktorska

W roku 1984 Anna Sierpiniska obronila doktorat na podstawie rozprawy
pt. Epistemologiczne podejscie do badania trudnosci w uczeniu sig poje¢ mate-
matycznych na przykladzie pojecia granicy. Promotorem tej pracy doktorskiej
byt doc. dr Wactaw Zawadowski (Uniwersytet Warszawski), a recenzentami byli
prof. Anna Zofia Krygowska (WSP w Krakowie) oraz prof. Roman Duda (Uni-
wersytet Wroctawski)®.

¢ Dane pochodza z dokumentéw wymaganych do otwarcia przewodu doktorskiego, zto-
zonych w WSP w Krakowie w1983 r. Obecnie znajduja si¢ one w Archiwum Uniwersytetu Ko-
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Ekspert komisji miedzynarodowych

Anna Sierpinska pelnita wazne miedzynarodowe funkecje zwigzane z edukacja
matematyczng. Na szczegdlng uwage zastuguje intensywna praca w miedzynaro-
dowym ruchu na rzecz doskonalenia nauczania matematyki. W latach 1991-1994
cztonkiem komisji ICMI’ (The International Commission on Mathematical Instruc-
tion), a nastepnie w latach 1995-1998 pelnita funkcje wiceprezesa tej Komisji.
Z historycznego punktu widzenia ciekawe jest, ze Anna Sierpinska jako pierwsza
kobieta po II wojnie $wiatowej znalazla si¢ w Zarzadzie Gtéwnym komisji ICMI
(Furinghetti & Giacardi, 2010).

Poklosiem dzialalnosci Anny Sierpinskiej w komisji ICMI byla dla przyktadu
redakcja (z Jeremy Kilpatrickiem) ksigzki: Mathematics Education as a Research
Domain: A search for Identity (Sierpinska & Kilpatrick, 2012), zawierajacej wyni-
ki zainicjowanych przez ICMI badan na temat: What is Research in Mathematics
Education and What Are Its Results?

Anna Sierpinska byla réwniez zaproszona jako ekspert do przygotowania roz-
dzialéw w dwoch ksigzkach z serii ICMI Study:

- (2000), The Role of the History of Mathematics in the Teaching and Lear-
ning of Mathematics (s. 143-170). W: J. Fauvel, ] van Maanen (red.). History in
Mathematics Education: ICMI Study. Dordrecht: Kluwer Academic Publisher.

- (2001), Research into the teaching and learning of the Linear Algebra
(s.255-273). W: D. Holton (red.). The teaching and Learning of Mathematics
at University Level: New ICMI Study Series, Dordrecht: Kluwer Academic
Publisher.

Dzialalnos¢ redakcyjna

Anna Sierpinska pelnita prestizowa funkcje redaktora ,,Educational Studies in
Mathematics” (ESM) w nastepujacych rolach:

- 2000-2001 jako cztonek Komitetu Redakcyjnego ESM,

- 2001-2005 jako Redaktor Naczelny ESM,

- 2006-2010 jako Redaktor Wspomagajacy ESM.

Ponadto w latach 1987-1999 oraz 2002-2023 byla redaktorem badz cztonkiem
Komitetu Redakcyjnego rocznika ,,Dydaktyka Matematyki”.

misji Edukacji Narodowej w Krakowie — w dziale Zespot akt — przewody naukowe, Sygnatura:
DHP/74.

7 Komisja ICMI zostala powolana na Miedzynarodowym Kongresie Matematykow
w 1908 r. w Rzymie. Od 1952 r. jest to Komisja afiliowana przy Miedzynarodowej Unii Mate-
matycznej (IMU).
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Konferencje

Anna Sierpinska uczestniczyta w ponad 40 renomowanych kongresach i kon-
ferencjach z zakresu dydaktyki matematyki. Sg wsrod nich kongresy o zasiegu
$wiatowym, konferencje i sympozja o zasiggu kontynentalnym, miedzynarodo-
wym i konferencje lokalne.

Uczestniczyta w pieciu Kongresach ICME?® (The International Commission
on Mathematical Education), organizowanych przez Komisje ICMI: Budapeszt
(1988), Quebec (1992), Sewilla (1996), Kopenhaga (2004), Hamburg (2016).
Na ICME 8 w Sewilli (1996) miata wyktad plenarny, ktéry otwieral Kongres
pt. Whither Mathematics Education?. Na Kongresie w Quebecu (1992) przewod-
niczyla (z Jeremy Kilpatrykiem) dyskusji Komitetu Programowego ICMI Study,
przygotowujacego gtéwne pytania, ktére mialy by¢ rozwazane w ksigzce What Is
Research in Mathematics Education and What Are Its Results? Na kazdym z pozo-
stalych trzech Kongreséw Anna byla liderem grupy roboczej, grupy tematycznej
badz jedna z prowadzacych panel dyskusyjny.

Anna Sierpinska uczestniczyla réwniez w kikudniowej ICMI Study Conferen-
ce (USA, Waszyngton, Uniwersytet Maryland, 1994), przewodniczac (z Jeremy
Kilparickiem) obradom na temat ,What Is Research in Mathematics Education?”.

Badaczka prezentowala réwniez wyniki badan dydaktycznych na kongresach
merytorycznych z matematyki o §wiatowym zasiegu. Na przyklad wziela udziat
w Sympozjum ,Matematyka dla wszystkich”, ktore odbywalo si¢ w ramach Mie-
dzynarodowego Kongresu Matematykdéw w Warszawie (1983), a na Miedzyna-
rodowym Kongresie Matematykow (International Congress of Mathematicians),
biorac udziat w sekcji ICMI Lectures (Ziirich, 1994), wygtlosita wyktad pt. What
Is Research in Mathematics Education? Preliminary Outcomes of an ICMI Study.
Prezentowala w nim wstepne wyniki pracy Miedzynarodowego Komitetu Progra-
mowego dzialajacego w ramach ICMI Study pt. What is Research in Mathematics
Education and What are its Results?. Pracami tego Komitetu kierowali: Anna Sier-
pinska (Canada) i Jeremy Kilpatrick (USA)°.

Czynnie uczestniczyla w miedzynarodowych i renomowanych konferen-
cjach poswieconych psychologicznym aspektom nauczania matematyki PME™

8 Kongresy odbywaja sie co 4 lata. Pierwszy odbyt sie w 1969 roku w Lyonie, ostatni odbyt
sie w 2024 w Sydney

° Informacje dostgpne na: https://www.mathunion.org/icmi/digital-library/icmi-studies/
icmi-study-discussion-documents (Discussion document: 1994)

12 Grupa PME zostala powolana na 3. Kongresie ICME w 1976 roku w Karlsruhe (Niem-
cy). Konferencje PME odbywaja sie corocznie. Pierwsza konferencja PME odbyla sie w Utre-
chcie w 1977 roku. PME-47 odbylo sie w Auckland (Nowa Zelandia) w lipcu 2024.
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(The International Group for Psychology of Mathematics Education). Wzieta udzial
w 10 takich konferencjach. Na jednej z nich byla prelegentem wyktadu plenar-
nego pt. I NEED the Teacher to Tell Me If I Am Right or Wrong (PME 2007, Seul).
Na innych przedstawiala wyklady czy regularnie prowadzita sesje dyskusyjne
w grupach tematycznych: Montreal (1987), Veszprem (1988), Paryz (1989), Li-
zbona (1994), Haifa (1999), Utrecht (2001), Norwich (2002), Praga (2006), Seul
(2007) oraz PME-NA (North American Chapter of PME) w Reno, USA (2011).

Anna Sierpinska czynnie uczestniczyta w miedzynarodowych konferencjach
CIEAEM (Commission Internationale pour 'Etude et IAmelioration des Mathéma-
tiques): Leiden (1985), Southampton (1986), Sherbrooke (1987). Wystepowata
w nich z referatami, a takze jako lider grupy tematycznej w Southampton.

Anna Sierpinska brata réwniez udzial w miedzynarodowych konferencjach
tematycznych. W Montrealu w 1988 podczas miedzynarodowej konferencji na
temat przeszkod epistemologicznych i konfliktu poznawczego (International
Conference on Epistemological Obstacles and Cognitive Conflict) zostala zapro-
szona do wygltoszenia wykladu plenarnego, podobnie w Bratystawie w 1990 roku
wystapita na konferencji 2" International Symposium on Research and Develop-
ment in Mathematics Education.

Anna Sierpinska brata takze udzial w konferencjach o szerokim miedzynaro-
dowym zasiegu CERME organizowanych przez ERME (European Society for Re-
search in Mathematics Education): CERME 1 w Osnabriick, Germany (1998) oraz
CERME 7 w Rzeszowie, w Polsce (2011).

Sposrod innych miedzynarodowych konferencji tematycznych, w ktérych
Anna Sierpinska brata udzial z wyktadami, mozna poda¢ przyktad: Symposium on
Criteria for Scientific Quality and Relevance in the Didactics of Mathematics (Gille-
leje, Dania, 1992) oraz Interaction between History of Mathematics and Mathema-
tics Learning (Niemcy, Essen 1992).

Wirdd lokalnych konferencji kanadyjskich, w ktérych Anna Sierpinska bra-
ta czynny udzial, warto wymieni¢ na przyklad konferencje organizowane przez
CMESG (Canadian Mathematics Education Study Group). W ramach tych kon-
ferencji w roku 1990 wyglosita wyklad plenarny pt. Remarks on Understanding
in Mathematics (Burnaby, British Columbia) oraz w roku 2003 wyktad plenar-
ny pt. Research in Mathematics Education Through a Keyhole (Wolfville, Nova
Scotia).

Brata réwniez udzial w konferencjach merytorycznych organizowanych przez
matematykéw. Jedng z nich byla Research Conference in Collegiate Mathematics
Education (USA, 1996), gdzie wyglosita wykfad plenarny pt. ,,Problems related to
the design of the teaching and learning process of linear algebra” Innym przykta-
dem jest kongres stowarzyszenia matematycznego w prowincji Quebeck: Congres
de Association Mathématique du Québec (Trois-Rivieres, Québec, 1997).
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Publikacje

Anna Sierpinska jest autorkg ponad 80 publikacji w réznych formach, w posta-
ci ksigzek, czesci ksiazek, materialow konferencyjnych (proceedings) i w réznych
czasopismach naukowych, wéréd ktérych mozna wymienic:

- Educational Studies in Mathematics

— Recherches en Didactique des Mathématiques

- Dydaktyka Matematyki (Roczniki PTM)

— For the Learning of Mathematics

- ZDM

— Journal for Research in Mathematics Education

— International Journal for Mathematics Teaching and Learning

— Instructional Science

W dorobku publikacyjnym Anny Sierpinskiej mozna wyrdzni¢ wiele obszaréw
tematycznych. W niniejszej publikacji zwracamy uwage na pig¢ nastepujacych ob-
szarow tematycznych, ktérymi zajmowala si¢ Anna Sierpinska i podajemy wybra-
ne tytuly publikacji z tych zakreséw.

I. O rozumieniu w matematyce oraz o znaczeniu w matematyce:

— Some Remarks on understanding in Mathematics (Sierpinska, 1990).

— On Understanding the Notion of the Concept of Function (Sierpinska, 1992).

- Understanding in Mathematics (Sierpinska, 1994; 2013).

— Discoursing Mathematics Away (Sierpinska, 2005).

II. Przeszkody epistemologiczne:

— O niektorych trudnosciach w uczeniu si¢ pojecia granicy — na podstawie
studium przypadku (Sierpinska, 1985).

— Attractive Fixed Pints and Humanities Students (Sierpinska, 1987).

— Pojecie przeszkody epistemologicznej w nauczaniu matematyki (Sierpin-
ska, 1988).

— Propozycja pewnej sytuacji dydaktycznej w zakresie nauczania poczgt-
kow analizy matematycznej (Sierpinska, 1990).

— O powstawaniu przeszkod epistemologicznych zwigzanych z pojeciem nie-
skoriczonosci u dzieci 10-12 i 14-letnich (Sierpinska & Vivegier, 1992).

— Perspektywa diachroniczna w badaniach nad rozumieniem w matema-
tyce — uzytecznosc i ograniczenia pojecia przeszkody epistemologicznej
(Sierpinska, 1994b).

- Epistemologies of Mathematics and of Mathematics Education (Sierpin-
ska & Lerman; 1996).

— The Diachronic Dimension in Research on Understanding in Mathema-
tics — usefulness and Limitations of the Concept of Epistemological Ob-
stacle (Sierpinska, 1996).
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III. Nauczanie algebry liniowej:

— On One Persistent Mistake in Linear Algebra (Hillel & Sierpinska, 1994).

— A propos de trois modes de raisonnement en algeébre linéaire (Sierpinska,
Defence, Khatcherian, & Saldanha, 1997).

— Cabri-Based Linear Algebra: Transformations (Dreyfus, Hillel, & Sier-
pinska, 1998).

— Teaching and Learning Linear Algebra with Cabri (Sierpinska, Trgalova,
& Hillel, 1999).

— Evaluation of a Teaching Design in Linear Algebra: The Case of Linear
Transformations (Sierpinska, Dreyfus, & Hillel, 1999).

- On Some Aspects of Students’ Thinking in Linear Algebra (Sierpinska,
2000).

- Research Into the Teaching and Learning of Linear Algebra (Dorier,
& Sierpinska, 2001).

— Methodological Problems in Analyzing Data From a Small Scale Study on
Theoretical Thinking in High Achieving Linear Algebra Students (Sierpin-
ska & Nnadozie, 2001).

— A Study of Relationships between Theoretical Thinking and High Achieve-
ment in Linear Algebra (Sierpinska, Nnadozie, & Oktag, 2002).

IV. Stosunek emocjonalny uczniéw i studentéw do uczenia si¢ matematyki:

— Sources of Students’ Frustration in Bridging Mathematics Courses (Sier-
pinska, 2006).

— Sources of Students’ Frustration in Pre-university Level, Prerequisite
Mathematics Courses (Sierpinska, Bobos & Knipping, 2008).

— Teaching Absolute Value Inequalities to Mature Students (Sierpinska, Bo-
bos, & Pruncut, 2011).

— Problems of Transition from a Former to a New Professor in a Preservice
Elementary Mathematics Teacher Education Course (Savard, Sierpinska,
Osana, Bobos, Royea, & Hartwick, 2009).

V. Typy rozumowan - praktyczne i teoretyczne:

— A Study of Relationships between Theoretical Thinking and High Achieve-
ment in Linear Algebra (Sierpinska, Nnadozie, & Oktag, 2002).

— On Practical and Theoretical Thinking and Other False Dichotomies in
Mathematics Education (Sierpinska, 2005).

— Discoursing Mathematics Away (Sierpinska, 2005).

Przytoczone zakresy tematyczne dzialalnosci naukowej nie wyczerpuja sze-
rokiego spektrum problematyki badawczej podejmowanej przez Anne Sierpinska
i nie stanowia one klasyfikacji. W swoich publikacjach poruszata wiele innych
waznych zagadnien.
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Promotor rozpraw doktorskich

Anna Sierpinska wypromowata dwdéch doktoréw na podstawie badan z zakre-
su dydaktyki matematyki:
- Nadia Hardy w 2009 roku rozprawa pt. Students’ Models of the Knowledge to
Be Learned About Limits in College Level Calculus Courses. The Influence of
Routine Tasks and the Role Played by Institutional Norms (Hardy, 2009),
- Georgeana Bobos-Kristof w 2015 roku pt. Teaching Fractions Through a Me-
asurement Approach to Prospective Elementary Teachers: A Design Experi-
ment in A Math Methods Course (Bobos-Kristof, 2015).
Byla réwniez mentorem szkét doktorskich prowadzacych zajecia z metodolo-
gii badan z zakresu dydaktyki matematyki (w czeskich Choceradach w roku 2000).

DZIALEALNOSC DYDAKTYCZNA ANNY SIERPINSKIE] -
PROGRAM MTM

Anna Sierpinska objela swoim kierownictwem w Concordia University wspo-
mniany program Master in the Teaching of Mathematics (MTM). Byta jego dyrek-
torem. W ramach tego programu osobiscie wypromowala 28 prac magisterskich
i 23 projektow badawczych. W zwiazku z tg dziatalno$ciag Anna Sierpinska przy-
gotowala rézne materiaty dydaktyczne z serii ,,Lecture Notes” Przyktadem takiego
materialy jest napisany w roku 2019 Materials For Teaching a Course on Research in
Mathmematics Education About Students’ Difficulties in Mathematics (Sierpinska,
2019), co jest unikalng pozycja zawierajaca zgodnie z tytulem materialy dydak-
tyczne do zaje¢ dla nauczycieli z zakresu prowadzenia badan nad trudno$ciami
uczniow w matematyce.

Na szczegdlng uwage zastuguje praca napisana w 2020 roku zamieszczona
w zasobach internetowych, a niepublikowana ksigzka pt. History of the Master in
the Teaching of Mathematics (MTM) Program 1967-2018 (Sierpinska, 2020). Jest
to unikalna i bardzo oryginalna pozycja, w ktdrej przedstawiony jest nie tylko cel
ksztalcenia i dziatania programu MTM, realizowane przedmioty i plany kursu, wy-
mienione s3 nazwiska wszystkich nauczycieli wyktadowcow, ktdrzy w tym progra-
mie uczestniczyli, ale rowniez wymienione zostaly nazwiska studentéw, czynnych
nauczycieli uczestniczacych w tym programie przez okres 1967-2018, wszystkie
tematy projektow badawczych. Pisala w nich w nich miedzy innymi ,,Kazdy pro-
jekt badawczy i kazda praca mgr byla dla studentéw i dla mnie przygoda sama
w sobie. Kazda z tych prac miala swoja interesujaca historie do opowiedzenia”
(Sierpinska, 2020, s. 66, ttumaczenie wlasne). Podkreslala, ze bardzo si¢ cieszy
tym, ze niektorzy z jej studentéw postanowili dalej rozwija¢ sie naukowo i pod-
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jeli studia doktoranckie, a siedmiu z nich uzyskalo doktorat. Wspomina na przy-
kiad, ze David A. Reid, ktdry skonczyl studia w 1992 roku, uzyskat stopien doktora
z dydaktyki matematyki na Uniwersytecie Alberty, zostal profesorem uczelnianym
najpierw w USA, a teraz w Niemczech, powierzono mu tez funkcje redaktora na-
czelnego czasopisma For the Learning of Mathematics.

Anna Sierpinska w tym opracowaniu liczacym 117 stron dokonuje wielo-
stronnego podsumowania lat dzialalno$ci programu i w pewnym sensie Zegna
sie z uczestnikami programu, a takze podkresla swojg wdzieczno$¢ ze wspolpra-
cy z tymi osobami. Pisze nie tylko, ze cieszyla si¢, Ze mogla towarzyszy¢ studen-
tom w pisaniu tych prac, ale tez podkresla watki jej osobistego zaangazowania,
na przyklad, ze byla bardzo szczgsliwa, ze przestala si¢ martwic stabg finansowa
sytuacja pewnych osob lub ze dostali prace taka, jaka chcieli. Swiadczy to o jej
glebokiej wiezi z uczestnikami programu, jej studentami i uczniami-nauczycie-
lami. Bardzo cieplo pisala w tym opracowaniu o wspdtpracownikach, ktdrzy
pracowali w tej uczelni.

ZWIAZKI ANNY SIERPINSKIE]
Z POLSKA DYDAKTYKA MATEMATYKI

Anna Sierpinska uzyskata bardzo solidne wyksztalcenie w ramach warszaw-
skiej szkoly matematyki i filozofii oraz Krakowskiej Szkoty Dydaktyki Matematy-
ki''. Byla czynnym uczestnikiem Ogélnopolskiego Seminarium z Dydaktyki Ma-
tematyki, gdzie bywala réowniez w okresie swojej dzialalnosci w Montrealu, po
$mierci profesor Anny Zofii Krygowskiej. Na przyktad w roku 2007 wyglosita refe-
rat. Przez caly okres swojej $wiatowej dziatalnosci popularyzowata wiedzg i nowe
trendy zagraniczne jako redaktor czasopisma ,Dydaktyka Matematyki’, ktorym
byta przez 34 lata, miedzy innymi publikujac w jezyku polskim. W tym kontek-
$cie wprowadzata do polskiego dyskursu naukowego terminy z jezyka angielskiego
i francuskiego (przeszkody epistemologiczne, perspektywa instytucjonalna etc.)
i prezentowala w jezyku polskim $wiatowy dorobek w zakresie wiedzy z dziedziny
dydaktyki matematyki i nowe zagraniczne tendencje odnoszace si¢ do badan dy-
daktycznych.

Anna Sierpinska, pracujac w Montrealu, zapraszala polskich dydaktykow, jako
znanych zagranicznych dydaktykéw, do okresowego prowadzenia zaje¢ ze stu-
dentami Uniwersytetu Concordia'®. Zajecia ze studentami Uniwersytecie Concor-

""" Termin opisany w: Nowecki (1984).
12O kontekscie tych zaproszen piszemy w sekcji dotyczacej lat 1990-2023: Montreal.
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dia prowadzili: Maciej Klakla, Ewa Lakoma, Edyta Nowinska (Polska i Niemcy)
i Anna Rybak.

Zawsze wspierala polskich badaczy z zakresu dydaktyki matematyki, stuzyla
doradztwem merytorycznym; jej pomoc przybierata takze materialny charakter
- na przyklad przesylata regularnie poczta tradycyjng kserokopie literatury an-
glojezycznej (ze wzgledu na trudny dostep polskich dydaktykéw do niektérych
czasopism zagranicznych).

Przez caly okres swojej ogdlnoswiatowej kariery Anna Sierpinska bylta zywo
zainteresowana badaniami z zakresu dydaktyki matematyki realizowanymi w Pol-
sce. Czytala na biezaco polskie artykuly naukowe z tego zakresu, a nastepnie pro-
mowata badania na forum miedzynarodowym w czasopismach zagranicznych.

Dla przykladu w ,,Educational Studies in Mathematics” w dziale ,,Book Re-
view” (nr 18, 1987) propagowala czasopismo ,Dydaktyka Matematyki” poprzez
streszczanie w jezyku francuskim artykuléw opublikowanych w latach 1982, 1984,
1985. Wérdd streszczanych lub wspominanych przez Sierpinska artykuléw polskich
znalazly si¢ nastepujace prace: Roczniki PTM Dydaktyka Matematyki vol. 1 (1982):
Krygowska (1982, s. 7-60), Nowak (1982, s. 61-126), Duda (1982, s. 127-137), Se-
madeni (1982, s. 163-184); Roczniki PTM Dydaktyka Matematyki vol. 2 (1982):
Klakla (1982, s. 33-81), Puchalska (1982, s. 143-202), Roczniki PTM Dydaktyka
Matematyki vol. 3 (1984): Ciosek (1984, str. 7-44), Cwik (1984, s. 45-83), Plocki
(1984, s. 155-206), Roczniki PTM Dydaktyka Matematyki vol.4 (1985): Pieprzyk
(1985,5.7-59), Sierpinska (1985, s. 107-167), Roczniki PTM Dydaktyka Matematyki
vol. 5 (1985): Urbanska (1984, s. 123-134) i Duda (1985, s. 163-192).

Dokonywata réowniez tlumaczen wybranych catych artykutéw autorstwa pol-
skich badaczy i pomagata w procesie ich wydania, jak na przykiad w przypadku
publikacji Heleny Siwek (1990).

Przyjezdzata do swoich rodzicow, ktorzy pozostali w Polsce i z ktérymi bylta bar-
dzo zwiazana. Ksigzka o rozumieniu w matematyce (Understanding in Mathematics)
jest dedykowana wlasnie im. Starala si¢ organizowa¢ tak swdj pobyt w Polsce, by
uczestniczy¢ w konferencjach i spotykac si¢ na konsultacjach z polskimi kolegami
badaczami. Dla przykladu brata udzial w konferencjach organizowanych w Polsce:
w Warszawie (2007), CERME 7 w Rzeszowie (2011), CME we Wroclawiu (2016).

Anna Sierpinska dbata bardzo o kontakty z polskimi badaczami i odczuwala
potrzebe spotkan z nami. Podczas miedzynarodowych kongreséw inicjowata ,,Pol-
skie wieczory”, gdzie spotykaliémy si¢ w naszym narodowym gronie z nig, jako
mentorem i zarazem przyjacielem. Jedno z takich ostatnich spotkan odbyto sie
podczas ICME w Hamburgu w 2016 roku. Spotykajac si¢ z Polakami pytala ,,Co
sie dzieje w Krakowie? Poznaniu? Warszawie? Nad czym pracujecie?”, i z zywym
zainteresowaniem prowadzila dyskusje naukowe. Wszyscy, z ktérymi rozmawiata
podkreslali, jak bardzo byla pomocna.
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ANNA SIERPINSKA -
SZLACHETNY I WARTOSCIOWY CZLOWIEK

Na podstawie samej pobieznej analizy zyciorysu i dziatalnosci naukowej i dy-
daktycznej wida¢, Ze Anna Sierpinska miata solidne wyksztalcenie, wladata biegle
trzeba jezykami — polskim, angielskim i francuskim i byla niezwykle zaangazowa-
nym, dociekliwym badaczem proceséw uczenia si¢ i nauczania matematyki.

Profesor Anna Sierpiniska byla wysoko oceniana przez swoich studentéw. Jedna
z jej doktorantek w przedmowie do swojej rozprawy zamiescila nastepujacy wpis:

Chcialabym podziekowaé mojemu promotorowi, Profesor Annie Sierpinskiej. Od momen-
tu, kiedy po raz pierwszy spotkatam Panig Profesor byla Nauczycielem w najgtebszym zna-
czeniu tego stowa; pozwolita mi, bym zaprojektowata swoja wlasng $ciezke w badaniach,
ale byla obecna przy kazdym moim kroku, aby o$wietli¢ to, czego jeszcze nie widziatam.
Pomagata mi na kazdym etapie moich doktorskich studiéw, tak w sprawach naukowych,
jak i osobistych. To, ze bylam Jej studentka uwazam za przywilej i zaszczyt (Hardy, 2009,
tlum. wlasne).

W swoim opracowaniu pt. ,,A History of the Master in the Teaching of Mathe-
matics (MTM) Program 1967-2018 Anna Sierpinska wspominata dobre kontakty
ze swoimi wspolpracownikami oraz dydaktykami - przyjaciétmi spoza Concordia
University. Podkreslala, ze juz od poczatkowego etapu pracy w Montrealu odby-
wali oni czeste spotkania i prowadzili dyskusje na tematy naukowe. Pisata:

Moj pierwszy semestr w Concordia University z zaproszonymi zagranicznymi wykla-
dowcami Colette Laborde, Liora Linchevski, Shlomo Vinner i kolegami prowadzacymi
badania z dydaktyki matematyki Joel Hillel i Nick Herscovics sprawiali, ze czutam sig, jak
gdybym brala udzial w miedzynarodowej konferencji. To bylto ekscytujace. Nauczanie
byto réwniez ekscytujace. W ramach kursu MTM uczytam kursu Filozofii na kierunku
matematyka i Algebry Liniowej dla studentéw studiéw licencjackich (Sierpinska, 2020,
s. 59, ttumaczenie wtasne).

Wspolpracownicy Anny Sierpinskiej z Concordia University podkreslaja,
ze byla glebokim myslicielem (deep thinker), miala ogromng wiedz¢ nie tylko
o ksztalceniu matematycznym, ale takze o filozofii, historii, kulturze®.

» Anna Sierpinska, 1947-2023. In Memoriam. Educational Studies in Mathematics 115,
5-7 (2024). https://doi.org/10.1007/s10649-024-10301-z; G., Gueudet, E., Nardi, & E. Lock-
wood, (2023). A Tribute to Anna Sierpiniska. International Journal of Research in Undergradu-
ate Mathematics Education 9, 570-571. https://doi.org/10.1007/s40753-023-00231-1; N., Hardy
Obituary for Anna Sierpinska. In memoriam - Obituary for Anna Sierpinska (1947 - 2023).
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Anna Sierpinska byla ponadto §wietnym stuchaczem, niezwykle szybko do-
strzegajacym zwigzki. Na konferencji PME w Seulu (2007) po wyktadzie zdziwie-
nie wywotalo u stuchaczy tego wykladu to, ze potrafita zupelnie bez wysitku do-
strzec i blyskotliwie skomentowa¢ zwigzki pomiedzy tresciami swojego wykladu
z wieloma innymi odczytami i wykladami, ktére si¢ odbyly bezposrednio przed jej
wystgpieniem.

Budzila ogromny respekt u wszystkich wspétpracownikow, ale jednoczesnie
byta bardzo otwarta, szybko nawigzywata kontakty, wigczata si¢ w dyskusje i byta
bardzo bezposrednia. Wspdtpracownicy Anny Sierpinskiej stwierdzaja, ze w sytu-
acjach trudnych zadaja sobie pytanie: ,Co Anna by na to powiedziata?”.

W pelni podzielamy opinie kolegéw kanadyjskich Anny Sierpinskiej. Byla nie-
zwyklym Czlowiekiem, zaangazowanym nie tylko w sprawy naukowe ale réwniez
dajacym wsparcie i niosacym pomoc w réznych sytuacjach zyciowych.

Chcemy doda¢, ze polscy dydaktycy matematyki s3 dumni z osiggnig¢é naszej
Kolezanki, profesor Anny Sierpinskiej, chcemy wyrazi¢ nasza wielkg wdziecznos¢
za Jej zyczliwo$¢, przyjazn okazywang nam — Kolezankom i Kolegom dydaktykom
w Polsce i okazywang nam pomoc w réznych sytuacjach.

Wzruszeniem nas napawa Jej wielka troska nie tylko o rodzine i bliskich, ale
takze o blizszych i dalszych wspdtpracownikéw, studentéw i uczniéw oraz ogdlnie
o kondycje dydaktyki matematyki jako nauki (w tym rozwoju dydaktyki matema-
tyki w Polsce), a przede wszystkim o rozwdj szeroko rozumianej edukacji matema-
tycznej (co podkreslita w swoim motto, zob. rys.1)

Why do so many students struggle with
learning mathematics?

Anna Sierpinska

Professor Emeritus
Department of Mathematics and Statistics

Rysunek 1. Anna Sierpinska — archiwalna strona Concordia University

A major figure of ICMI passed away: Anna Sierpifiska, ICMI Newsletter - December 2023 |
International Mathematical Union (IMU), dostep z 26.02.2025.
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Streszczenie

Prowadzenie zaj¢¢ z matematyki wymaga od nauczyciela przestrzegania kilku kluczowych
zasad. Jaworski (1992, 1994), analizujac gléwne zatozenia dotyczace zaje¢ z edukacji mate-
matyczne]j zaproponowala triade, na ktérg sktada sie (1) matematyczny problem bedacy wy-
zwaniem, (2) otwarto$¢ na uczniéw i (3) umiejetno$¢ zorganizowania sytuacji uczenia sie. Jej
zdaniem sg to podstawowe elementy kazdej prawidlowej sytuacji dydaktycznej. Przestrzeganie
tych zasad jest podporzadkowane naczelnej zasadzie metodyki nauczania matematyki, ktéra
nakazuje, by pozwoli¢ uczniowi mysle¢ samodzielnie. Realizowanie takich postulatéw moze
sprawi¢, ze uczniowie beda tworczo i kreatywnie pracowac na zajeciach. W artykule odnosze si¢
do trzech elementéw triady, na przykladach zadan z réznego poziomu edukacyjnego analizuje
mozliwos¢ ich realizacji.

Abstract

Teaching mathematics requires the teacher to follow a few key rules. Jaworski [1992, 1994],
analyzing the main assumptions about mathematical classes, proposed a triad, which consists
of (1) a mathematical problem that is a challenge, (2) openness to students and (3) the ability
to organize a learning situation. In her opinion, these are the basic elements of any correct
teaching situation. Compliance with these principles is subordinated to the guiding principle
of the methodology of teaching mathematics, which requires the child to think independently.
The implementation of such postulates can make students work creatively. In the article I refer
to three elements of the triad. I analyze the possibility of their implementation, using examples
from school textbooks.
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ZAMIAST WSTEPU

Podczas jednego z seminaridw zorganizowanego przez prof. Zbigniewa
Semdeniego z Uniwersytetu Warszawskiego, Edie Gray z Uniwersytetu Warwick
zaprezentowal niektére wyniki obserwacji dotyczacych proby okreslenia cech
dzieciecego myslenia pod katem ich umiejetnosci matematyzowania.

Badaniami objeto dzieci przedszkolne (4-5 lat). Wybierano te, ktére tatwo na-
wiazywaly kontakt, byly otwarte w wyrazaniu swoich opinii. Dzieci byly rozdziela-
ne do dwoch grup: te, ktdre (w opinii swoich nauczycielek) przejawiaty zaintereso-
wania matematyczne oraz te, ktore takich zainteresowan nie przejawialy. Badano
je schematycznymi rysunkami, ktére mozna bylo réznorodnie interpretowac. Py-
tania do kazdej ryciny byly takie samie: opowiedz, co widzisz na tym rysunku. Oto
jeden z nich:

Rysunek 1. Szkic jednego z obrazkéw wykorzystywanych jako narzedzie badawcze w badaniach
prowadzonych przez D. Talla i E. Graya (notatki wlasne)

Opisze dwie wypowiedzi:

1. To sg groszki na talerzu. Ale niektére groszki sie wysypaly i leza poza tale-

rzem.

2. To jest pol. Bo tutaj i tutaj jest tyle samo.

Wida¢, ze te dwa opisy bardzo réznig sie, mimo ze dotycza tego samego ob-
razka. Umysl pierwszego dziecka potrafit wykreowa¢ bardzo bogata, ale jednost-
kowa sytuacje: kolorowa (groszki maja kolor), dynamiczng (groszki wypadly poza
talerz), podbudowang dzwigkiem (groszki odbijaja si¢ od talerza). Druga wypo-
wiedz pokazuje, ze dziecko ten schematyczny rysunek jeszcze bardziej uproscito,
pominelo wiele jego cech (ksztalt obiektow, ich liczbe), za to skupilo si¢ na relacji
miedzy liczbg obiektow w zakreslonym owalu w stosunku do wszystkich obiek-
tow. Latwo zgadnag¢, ze ta druga wypowiedz nalezy do dziecka, ktére dostrzega
matematyke w otaczajacym $wiecie, widzi rzeczywistos¢ poprzez pryzmat mate-
matycznych zwigzkow. Czy jednak mozna powiedzied, ze nie jest to twierdzenie
oryginalne, twocze, zaskakujace? Warto przyznac, ze oba opisy sa oryginalne, ale
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réznig si¢ zasadniczo miedzy soba w sposobie interpretacji informacji, ktére do
dzieci docieraly.

Ten przyktad zwrdcit moja uwage na fakt, ktory lezy u podstaw myslenia
matematycznego. Matematyka dziala w $wiecie abstrakcyjnym, ale abstrakcyjne
obiekty matematyczne sg efektem wiasnie abstrahownia, czyli skupiania uwagi na
wybranych cechach przedmiotéw lub zjawisk. Na jakich cechach skupia uwage
»matematyczny umyst”? Podany wcze$niej przyktad sugeruje, ze s to zwiazki, re-
lacje, prawidtowosci. Moze wigc warto od samego poczatku matematycznej edu-
kacji stwarzac jak najwiecej okazji do dziatan w tym zakresie? Mowiac jezykiem
psychologii i dydaktyki — budowa¢ odpowiednie schematy pomagajace w mate-
matycznym interpretowaniu otaczajacego nas $wiata?

JAK ROZUMIEC ,,KREATYWNOSC”
NA ZAJECIACH MATEMATYCZNYCH?

Zzymam sie, kiedy spotykam sie z opinig, ze kreatywnos¢ polega na swobodnym,
niekontrolowanym przebiegu mysli, a jej efektem ma by¢ powstanie oryginalnego,
jednostkowego (czyli unikalnego) dziela. W takim ujeciu efekt myslenia kreatywne-
go ma oprowadza¢ do zaskakujacych, nieoczekiwanych wynikéw. Najlepiej — w ob-
szarze nauk plastycznych, muzycznych, literackich, bo przeciez w takim ujeciu ma-
tematyka nie daje pola dla myslenia kreatywnego. W takim ujeciu rola nauczyciela
ma by¢ nieprzeszkadzanie, pozwolenie na wszystko, co wpadnie do glowy. Inna, tez
nieakceptowana przeze mnie tendencja polega na zastgpowaniu pojeé: nowy, inny,
wlasny stowem , kreatywny”. Niestety, rowniez takie podejscie jest szeroko rozprze-
strzeniane, hotubione, przybiera posta¢ naukowsa. Pewnie si¢ nie znam, ale fakt, ze
istnieja dysertacje doktorskie o tytule Kreatorzy nowej kultury kawy w postindustrial-
nym miescie. Studium socjologiczne (Golebiewska, 2021), budzi konsternacje.

Nie godze si¢ na takie ujecie, bo myslenie kreatywne to jedna z form mysle-
nia jako takiego. A myslenie samo w sobie zaklada tworzenie ciagu przeobra-
zen. Parafrazujac jedng z popularnych definicji myslenia (Tomaszewski, 1992):
Myslenie to czynno$¢ umystowa - w czynnosci myslenia biorg udzial operacje
umystowe, nieobserwowalne bezposrednio. Za ich pomocg czltowiek przetwa-
rza informacje o przedmiotach i klasach. Te informacje zawarte s3 w spostrze-
zeniach, wyobrazeniach i pojeciach. W zwigzku z tym w strukturze myslenia
wyroznia si¢ trzy elementarne sktadniki: (1) informacje o $wiecie, ktore s3 ma-
terialem mys$lenia; informacje te moga by¢ zakodowane w spostrzezeniach,
wyobrazeniach lub pojeciach; (2) operacje, czyli elementarne transformacje
umystowe; (3) reguly (metody, taktyki, strategie), czyli to, co wptywa na upo-
rzadkowanie kolejnych operacji.
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Myslenie w kazdej postaci wymaga wlasnego, tworczego dziatania, chocby
w kierunku budowania skojarzen, przetwarzania. Najlepiej - ukierunkowanego na
osiagniecie okreslonego celu. W zwigzku z tym taka aktywno$¢ jest czesto tworcza
sama w sobie dla osoby, ktéra mysli. W nauczaniu na kazdym etapie i w kazdym
obszarze edukacyjnym wychowanie myslacego czlowieka naklada na edukatoréw
obowigzek stymulowania wlasnych (kreatywnych?) postaw w stosunku do posta-
wionych zadan. Matematyka z tego obszaru w zaden sposéb nie jest wytaczona.

Istnieje wiele opracowan i teorii podkreslajacych role myslenia kreatywnego
W procesie uczenia si¢ matematyki. Wszystkie te teorie w jakims$ stopniu odwoluja
sie do konstruktywizmu poznawczego. Barbara Jaworski (1992, 1994) analizujac
gléwne zalozenia dotyczace zajec¢ z edukacji matematycznej, zaproponowala tria-
de, na ktorg sklada si¢ (1) matematyczny problem bedacy wyzwaniem; (2) otwar-
to$¢ na uczniéw; (3) umiejetnos¢ zorganizowania sytuacji uczenia sie. Jej zdaniem
s3 to podstawowe elementy kazdej prawidlowej sytuacji dydaktyczne;.

MATEMATYCZNY PROBLEM BEDACY WYZWANIEM

Jak rozumie¢ matematyczny problem bedacy wyzwaniem? Moim zadaniem
kazda nowa sytuacja wymagajaca rozwigzania moze by¢ dla dziecka wyzwaniem.
Fakt, ze dla nauczyciela moze to by¢ znany problem, nie ma tu nic do rzeczy. Wy-
starczy, by dorosly nie ingerowal zbytnio w sam proces badania problemu, by
pozwolil na jego eksplorowanie, samodzielne poszukiwania, dat czas, aby pomy-
sle¢. Nawet bardzo tradycyjne zagadnienia mogga by¢ miejscem wyzwalania wielu
réznych pomystéw. Oto przyklady z réznych poziomdéw matematycznej edukacji.

Problemy z poziomu edukacji wczesnoszkolnej

Przyklad 1.

Zadanie, ktore odwoluje si¢ do skojarzen zwiazanych z liczbami naturalny-
mi pierwszej dziesigtki. Podawane przez dzieci odpowiedzi moga by¢ réznorod-
ne, wazne jednak, by dziecko potrafifo powiedzie¢, dlaczego wlasnie tak uwaza.
Na przyktad rekawiczka moze by¢ reprezentacja dla liczby 5 - bo to rekawiczka
z 5 palcami; moze kojarzy¢ si¢ z liczbg 2, bo kazda rekawiczka ma drugg do pary,
a nawet — z liczbg 7, bo akurat na tej rekawiczce wida¢ 7 koloréw. Warto da¢
potem dzieciom czas na wymyslanie wlasnych przykladow, oczywiscie razem
z uzasadnieniem.
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o Wez kartoniki z liczbami od 0 do 9. Dopasuj te liczby do obrazkow. Powiedz, dlaczego
wtasnie tak.

“:\

® Podaj wtasne przyktady przedmiotow, ktére kojarza ci sie z liczbami od 0 do 9.

Rysunek 2. Zadanie dotyczace tworzenia zwigzkéw mig¢dzy obiektami realnego swiata
a liczbami naturalnymi. Zrédlo: Sawicka, Swoboda, 2020a, s. 84.

Przyklad 2.
Uczniowie mieli utozy¢ zadanie do nastepujacego obrazka:

? Na scenie stojg Kasia, Ola, Marcin i Tomek. Ustal, w jakiej kolejnosci stoja
zieci w czasie wystepu, jezeli Ola stoi z brzegu. Po prawej stronie Oli stoi Tomek,
Kasia stoi pomigdzy Marcinem i Tomkiem. Wpisz imiona wszystkich dzieci.

Rysunek 3. ,,Utworz zadanie do obrazka” Zr6édto: Lenkiewicz, Sawicka, Swoboda, 2010, s. 54.
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Efekt ich pracy przedstawiam ponizej:

- Na scenie $§piewalo dwoje $§piewakéw. Po chwili doszto do nich jeszcze dwoje
dzieci. Ile 0sob jest teraz na scenie?

- Na scenie sg 4 osoby. Dwoje z nich to dzieci. Ile jest oséb dorostych?

- Na scenie znajduje si¢ 2 chlopcéw i 2 dziewczynki. 1 chlopiec i jedna dziew-
czynka $piewajg, a pozostali aktorzy tancza. Kto z aktorow tanczy?

- Na scenie stoi dziewczynka, ktéra ma jedna pare skrzydelek. Ile skrzydetek
potrzeba dla 5 takich dziewczynek?

— Na obrazku sg 4 osoby. Jedna osoba ma 2 nogi. Ile n6g maja wszyscy razem?

- Na scenie jedna osoba nie ma zadnego nakrycia glowy. Ile 0séb jest na ob-
razku? Ile nie ma nakrycia glowy?

— W przedstawieniu bierze udzial 14 aktoréw. Na scenie jest 4. Ilu jest poza sceng?

- Nauczycielka kupita 20 czekoladek. Rozdzielila je miedzy dzieci wystepujace
w przedstawieniu. Ile czekoladek dostalo kazde dziecko?

- Na scenie jest 4 dzieci. Jedna dziewczynka jest przebrana za biedronke. Ile
jest pozostatych dzieci?

- Podczas wakacyjnego pikniku zorganizowano konkurs talentéw. Udziat
w zabawie wziglo 8 0s6b. Mama Janka zrobita zdjecie, na ktérym jest Janek,
po jednej stronie jest Ania, a po drugiej Marysia i Dawid. Jankowi zrobito
sie przykro, bo na zdjeciu nie byto Tomka, Wiktorii, Wojtka i Kornelii. Ilu
osobom mama nie zrobita zdjecia? Ile 0séb byto na zdjeciu? Ile bylo dziew-
czynek na zdjeciu?

- W szkole odbywalo si¢ przedstawienie. Sktadalo si¢ ono z 4 scen, w kazdej
z nich wzielo udziat 4 dzieci — w kazdej inne. Ile dzieci wystapito w przed-
stawieniu?

— Jezeli od kazdego dziecka wystepujacego na scenie przyjdzie 2 rodzicow,
to ilu rodzicow bedzie w tej grupie?

- W przedstawieniu bralo udzial 4 dzieci. Najpierw odfrune¢ta biedronka,
potem odleciat pilot. Ile dzieci zostalo na scenie?

— Klasa IIa liczy 23 osoby. Do udzialu w przedstawieniu wybrano 2 dziewczyn-
ki i 2 chtopcow. Reszta dzieci wrocita do domu. Ile dzieci wrécito do domu?

- Stréj Kasi kosztowal 30 zl, a str6j Adama 25 zt. Sukienka Agnieszki byla
drozsza od stroju Kasi o 28 zl, a str6j Michala kosztowal o 4 zI mniej niz
sukienka Agnieszki. Ile kosztowatly wszystkie stroje na ten wystep?

- Na scene¢ weszlo jeszcze 4 uczniéw, a jedna osoba opuscita scene. Ile dzieci
jest teraz na scenie?

- Jedna z dziewczynek przebrana jest za biedronke. Na jej stroju znajduje sie
25 kropek. Na dwoch skrzydelkach jest 8 kropek. Ile jest na tutowiu?

- W szkole zorganizowano przedstawienie. Na scenie wystepowalo 4 dzieci.
Ile dzieci bedzie na scenie, gdy dojdzie tam jeszcze 3 dzieci?
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Mamy tutaj 18 zadan. Niektére odwolujg sie wprost do informacji pokazanych
na rysunku, inne tworzg wlasna historyjke, dla ktérej rysunek jest tylko inspiracja.
Tworcy zadan odnosza sie do réznej swojej wiedzy matematycznej; niektore za-
dania s bardzo tatwe, inne wymyslniejsze, ale kazdy autor pomystu niewatpliwie
ma poczucie sukcesu. I pewnie wcale nie s3 to wszystkie zadania, ktére mozna
stworzy¢.

Problemy z poziomu zaje¢ z matematyki dla starszych klas
szkoly podstawowej

Ponizszy przyklad madgl zosta¢ zainspirowany informacja radiowa, méwiaca
o korkach ulicznych na drogach czy autostradach. To przyklad sytuacji bardzo do-
brze wpisujacej sie w umiejetnosci modelowania matematycznego:

- W gorgce letnie popotudnie zdarzyl si¢ wypadek na autostradzie A4 bez-
posrednio przed wezlem Chrzandw, na linii wiodacej do Krakowa. Ruch
zostal wstrzymany. Zrobil si¢ korek pomiedzy weztem Chrzanéw i wezltem
Balin. Samochody jadace autostrada moga go oming¢ zjazdem z autostrady
na wezle Balin. Obstuga techniczna autostrady zamierza przygotowac wode
mineralng w butelkach dla pasazeréw, ktérzy utkneli w korku.

— Ile butelek wody nalezy przygotowac?

W tym problemie nie ma niemal Zadnej matematycznej informacji. Na czym
wigc polega wyzwanie postawione przed uczniami? Powinni sami dotrze¢ do tych
informacji, ktdre sg im potrzebne (na przyklad jaka jest odleglos¢ migdzy wezla-
mi, ile jest tam paséw, na ktérych moga sta¢ samochody). Muszg sami podja¢ de-
cyzje, jak szacowac liczbe pasazeréw uwiezionych w samochodach. Mamy wiec
okazje do podziatu uczniéw na zespoty, rozdzielenia obowiazkéw (kto odpowiada
za jaka cze$¢ rozwigzywania problemu), korzystania z réznych zrédet informacji.
No i jest to rzeczywista aktywnos$¢ zwiazana z matematyzowaniem, bo same obli-
czenia mogg okazac sie tatwe, albo sugerujace postuzenie sie kalkulatorami w spo-
sob $wiadomy. I chyba nawet nie bedzie uczniom przeszkadzalo, ze sama sytuacja
jest surrealistyczna, bo przeciez czgsto mamy korki na jezdniach i nikt nie troszczy
sie o dostarczenie wody uwiezionym w samochodach podréznym.

A jaka jest rzeczywisto$c?

Opisane powyzej sytuacje sa mozliwe do przeprowadzenia, dlatego troche dzi-
wi czesty opdr zwigzany z ich realizacja. Argument — na ogodt taki sam: ,nie mam
czasu na takie zabawy, musze realizowac program” Czy jednak rzeczywiscie sytu-
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acje, w ktérych sam przebieg zajec jest taki, ze uczniowie sa ,,kreatywni’, sami czu-
ja sie odpowiedzialni za podawane propozycje i sposoby rozwigzywania zadania
stoi w sprzecznosci z mozliwoscig realizowania tresci programowych? Chyba te
dwie rzeczy mozna spokojnie pogodzi¢, warto uwierzy¢, ze warto.

Jak jednak wskazuja badania (Biatek iin., 2013, s. 157) sytuacja, gdy uczniowie
moga sami wymysla¢ zadania, wcale nie jest taka czesta. Ten problem tez byt bada-
ny na réznych poziomach edukacyjnych. Obrazuje to ponizszy diagram.

M Na kazdej lub prawie kazdej lekcji Na wiekszosci lekeji Na niektorych lekcjach = Wecale

szkota podstawowa | 6% 82% 12%
gimnazjum:lo % 51% 44%
liceum ogdlnoksztatcace 1% 33% 67%
technikum/liceum profilowane 40% 60%
zasadnicza szkota zawodowa1%§4% 31% 64%

Rysunek 4. Wymyslanie wlasnych zadan matematycznych przez uczniéw, w $wietle badan. Zrédto:
IBE 2013, Raport z badan Szkota Samodzielnego Myslenia, s.157.

OTWARTOSC NA UCZNIOW

Mozna zada¢ pytanie — czy uczniowie potrafig dziata¢ kreatywnie, czyli —
czy rzeczywiscie potrafia wymysla¢ swoja wlasnag matematyke? Wiemy, ze tak.
Moze to dotyczy¢ zaréwno znajdywania wlasnych strategii dla rozwigzania
zadania nietypowego, jak i dla wymyslania takich sposobdéw prowadzenia na
przykladobliczen, ktore sa calkiem inne niz te proponowane w klasie. Wystar-
czy nie spieszy¢ si¢ zbytnio z pokazywaniem ,gotowej matematyki”. Istnieje
wiele sposobow i zadan, w ktorych warto da¢ dzieciom swobode w poszuki-
waniu strategii rozwigzujacych. Warto zasugerowa¢ postugiwanie sie dodatko-
wymi pomocami (Zetonami, liczmanami, modelami), samodzielne tworzenie
rysunku - to si¢ sprawdza na kazdym poziomie edukacyjnym. Dyskusja roz-
nych rozwigzan jest wielkim atutem tak prowadzonych zaje¢é. Nie tylko zmusza
uczniéw do samodzielnego formulowania swoich wypowiedzi, a pozostalych -
do krytycznego stuchania, prowokowania do argumentowania. To jest rdwniez
okazja do realizacji hasta ,,spolecznego charakteru uczenia si¢”, z wszelkimi ce-
chami dzialania w grupie. Popatrzmy cho¢by na takie zadania, znéw dotyczace
roznych pozioméw edukacyjnych.
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Przyklady z poziomu edukacji wczesnoszkolnej

W tabeli sa wypisane wszystkie dodawania do 10. Przyjrzyj sie tabeli. Czy wiesz, jak byta
budowana?

0+0 1+0 2+0 340 4+0 5+0 6+0 7+0 8+0 9+0 10+0
0+1 1+1 241 341 441 541 6+1 741 8+1 9+1

04+2 142 2+2 3+2 442 5+2 6+2 7+2 8+2

0+3 1+3 2+3 3+3 443 5+3 6+3 7+3

0+4 1+4 244 3+4 4+4 5+4 6+4

04+5 1+5 2+5 3+5 4+5 5+5

0+6 146 2+6 3+6 446

04+7 1+7 2+7 347

0+8 1+8 2+8

04+9 1+9 Co maja ze soba wspélnego dodawania w zéttych okienkach?
. . ) . . )
0+10 Co zauwazasz w dziataniach w zielonych okienkach?

Co jeszcze zauwazasz w tej tabeli?

Rysunek 5. Zadanie dla uczniéw klasy I dotyczace poszukiwania zwigzkow. Zrédto: Sawicka,
Swoboda, 2020b, s. 118.

Analizowanie tabelki czgsto jest wyzwaniem dla uczniéw nauczania wcze-
snoszkolnego: jest duzo danych, nie wiadomo na co patrze¢. Dlatego warto po-
da¢ kilka pytan naprowadzajacych, ukierunkowujacych na szukanie zwigzkow,
prawidlowosci. Czy mozna na tej podstawie formulowa¢ jakies ogdlne prawidta?
Czy mozna odpowiada¢ na pytania: dlaczego? Czy mozna doszukiwac¢ si¢ innych
zwigzkéw, podobnych do tych obowiazujacych na wyrdznionych polach? Odpo-
wiedz ,tak” na kazde z tych pytan jest chyba oczywista.

Jeszcze jeden przyktad. To zadanie — wbrew pozorom - wcale nie jest zada-
niem z zakresu edukacji polonistycznej. Opiera si¢ na wykorzystaniu tzw. permu-
tacji babelkowej', chociaz ani nauczyciel, ani uczen nie musza zna¢ tego pojecia.
Podstawowym zagadnieniem, ktdre jest kierowane do ucznidw, zwigzane jest
z umiejetnoscia dziatania w oparciu o regule. Trzeba jednak zastosowac te regule
w nowej dla siebie sytuacji, a rozwigzania s3 nieoczywiste.

! Pomyst zadania sugerowany jest praca prof. Michata Szurka Kolorowa matematyka. Pra-
ce te udostepnil mi w maszynopisie profesor Szurek z sugestiag wykorzystania w poczatkach
pandemii, kiedy jeszcze nie mieli$my pomystow jak pracowaé w systemie online (zasoby wlasne
autorki).



34 Ewa Swoboda

Michat bawit sie w gre, w ktdrej wymyslat krotkie, 4-literowe wyrazy réznigce sie tylko
1 literg. Potem zapisywat kazdy wyraz. W ten sposdob stworzyt taka siatke powigzan. Wskaz
w wyrazach litery, ktore zostaty zmienione.

KURA KARA
SOJA KOJA KORA PARA
NORA TORA PORA

Rysunek 6. Zadanie dla uczniéw klas I1I dotyczace dziatania zgodnie z regulg. Zrédto Sawicka,
Swoboda, 2022a, s. 7.

I w tym zadaniu rola dziecka nie musi si¢ ogranicza¢ do realizacji polecenia.
Swietnie nadaje si¢ ono do dalszego budowania siatki powigzan, do zmieniania
regut (co na przyktad ze stowami pigcioliterowymi; a moze poszukajmy stéw z ob-
cego jezyka, ktory znamy...). Takich zadan, w ktérych sukces opiera si¢ na wla-
snej pomystowosci, otwartosci, checi poszukiwan bez obawy o popelnienie btedu
(aktoz z nas nie popelnia bledow!), mozna znalez¢ sporo. Dobrze, ze pojawiaja si¢
one w podrecznikach, ze sa sugerowane nauczycielom. Trzeba tylko, by nauczycie-
le chcieli z nich korzystac.

Propozycja lekcji matematyki w technikum w klasie drugiej

W ramach poszukiwan pomysléw na inspirujace zagadnienia matematyczne
kierowane do uczniéw technikéw mechanicznych, zostala przeanalizowania sytu-
acja problemowa, w ktdrej wyraznie sugeruje si¢ zwiazek miedzy zagadnieniami
praktycznymi a matematyka traktowang jako narzedzie do rozwigzywania tych
probleméw?. Do przeprowadzenia badania uzyto zadania o zagadnieniu typowo
technicznym, ktore umozliwito przyjecie odpowiedniego modelu matematyczne-
go, i rozwigzanie go za pomocg dosy¢ prostych i znanych uczniom narzedzi mate-
matycznych. Rozwigzanie zadania wymagalo dodatkowo umiejetnosci czytania ze
zrozumieniem i interpretacji fragmentu instrukcji budowlanych, odnoszacego sie
do rzeczywistych przepisow:

? Przyklad pochodzi z niepublikowanej pracy magisterskiej pana Piotra Marka, napisanej
pod moim kierunkiem na Uniwersytecie Rzeszowskim w 2016 r. Tytul pracy: Aktywnos¢ mate-
matyczna uczniéw technikéw w trakcie rozwigzywania praktycznych probleméw. Tre$¢ zadania
jest autorstwa pana Piotra Marka.
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— Mechanik chce zaprojektowa¢ dla wlasnych potrzeb najazd dla samo-
chodéw osobowych, ulatwiajacy prace remontowe, skladajacy si¢ z ram-
py (na rysunku ponizej) oraz pochylni pozwalajacej na wjazd. Chcac
uwzgledni¢ maksymalne nachylenie pochylni, odwolal si¢ do przepisow
budowlanych:

+ ,Maksymalne nachylenie pochylni zwigzanych z budynkiem nie moze
przekracza¢ wielkosci okreslonych ponizej.

o Pochylnie — pierwsza warto$¢ — na zewnatrz bez przykrycia, druga -
wewnatrz budynku lub pod dachem:
» Dla samochodéw w garazach indywidualnych - 25%/25%

Wiedzac, ze mechanik przyjmie maksymalne nachylenie oraz 1% oznacza
wzniesienie o 1 cm wysokosci na 1 m dlugosci oblicz dlugo$¢ pochylni. Pod jakim
katem bedzie usytuowana pochylnia w stosunku do podloza?

Po obliczeniu dlugosci pochylni mechanik chce wzmocni¢ ja metalowa belka.
Jak usytuowa¢ wzmocnienie? Oblicz jego dlugos¢.

Rysunek 7. Zdjecia obrazujgce problem zadania dotyczacego najazdu. Zrédto: Marek, 2016.

W sformutowaniu tego problemu zostaly wykorzystane rzeczywiste przepisy
budowlane w takim brzmieniu, w jakim wystepuja. Latwo mozna zauwazy¢, Ze nie
sa to okreslenia znane z lekcji matematyki.
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Podczas pracy nad tym zadaniem uczen musi sam podja¢ pewne decyzje:

- Pierwsza decyzja: przyjecie odpowiednich dlugosci na potrzeby budowy na-
jazdu. Kryteriami moga by¢:
 wysoko$¢ najazdu,

o dlugos¢ podjazdu,
« miejsce, ktérym dysponujemy.

- Nastepny etap to obliczenie dtugosci pochylni, czyli w wypadku przyjetego
modelu matematycznego - obliczenie dtugosci przeciwprostokatnej w tréj-
kacie.

Pomimo poczatkowego zaskoczenia, a wigc sytuacji, w ktorej trzeba przyjac wila-
sne kryteria i zinterpretowa¢ przepisy, uczniowie bardzo szybko znalezli si¢ w tej
sytuacji. Potrafili zinterpretowa¢ przepis podajacy w procentach nachylenie, samo-
dzielnie przyjeli zatozenia dotyczace dtugosci. Podczas wykonywania obliczen sami
decydowali jakie elementy wiedzy matematycznej beda dla nich korzystne.

Rysunek 8. Przyktady uczniowskich obliczen zwigzanych z zadaniem o projektowaniu najazdu.
Zr6dlto: Marek, 2016.
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Dopasowanie belki wzmacniajacej, a wigc w przyjetym modelu - odcinka
w tréjkacie, byto kolejnym szokiem dla uczniéw. Jak to zostato przedstawione na
ponizszych rysunkach, mozna byto przyjac rézne rozwigzania. Uczniowie musieli
sie zdoby¢ na decyzje — ktdre z tych rozwigzan jest sensowne.

C D

Rysunek 9. Rézne mozliwoéci dotyczace umiejscowienia belki wzmacniajacej w zadaniu o projek-
towaniu najazdu. Zrédto: Marek, 2016.

Z pomoca przyszla mozliwo$¢ skorzystania z prostego modelu.

-

=
~

e

Rysunek 10. Tworzenie przez uczniéw modeli dotyczacych umiejscowienia belki wzmacniajgcej
w zadaniu o projektowaniu najazdu. Zrédto: Marek, 2016.
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W kilku sytuacjach uczniowie sami stwierdzali, ze pewne rozwigzania warto
odrzucié. Na przyklad sytuacja przedstawiona na rysunku 9C nie jest gwarantem,
ze dostawiona belka bedzie wzmacniata najazd, gdyz dlugos¢ (wyliczona!) belki
tylko nieznacznie r6zni sie od dlugosci przyprostokatnej, zas punkt podparcia na-
jazdu jest bardzo blisko od punktu w ktérym najazd sie konczy.

Ponad potowa badanych uznata, zZe powinno si¢ czesciej rozwigzywac zadania
realistyczne, a sama lekcja byla ciekawa. Niestety, sama nauczycielka, ktéra na co
dzien pracuje z tymi uczniami, nie podzielata optymizmu. Jej zadaniem - nie ma
czasu na takie eksperymenty.

Wyniki badan prowadzonych na duzej populacji

Argumentem wspierajagcym przekonanie, ze uczniowie potrafia samodzielnie
mysle¢, niezaleznie od narzucanych im regul, pokazuja wyniki zebrane w ramach
badan prowadzonych przez Instytut Badan Edukacyjnych. Niektére z tych wynikow
analizowal M. Dabrowski (2007). Okazalo sie, ze nawet przy tradycyjnych zagad-
nieniach realizowanych w szkole z pomoca algorytméw (dodawanie i odejmowa-
nie pisemne) cze$¢ dzieci zastosowalo swoje wlasne sposoby ,,sprytnego liczenia”
(rysunek 6). Mozna te wyniki interpretowad, podkreslajac elementy niekorzystne
(dzieci myslacych samodzielnie jest niewiele), albo znajdujagc w nim potwierdzenie
pozytywnych postaw (niezaleznie od calego systemu szkolnego sa w szkotach dzieci
myslace samodzielnie, budujace swoje wlasne strategie rozwigzywania probleméw).

90,0% T—80:8%

80,0% o

70,0% 4—

57,2% ,
60,0% +— Sl

50,0% <+— 39,47 |

40.0% 1 28,4% |

30,0% +— —

20,0% +— 12 5% 14.3%
6,7% 7,9%

i — || |
0,0%

199 + 87 106 — 99 150 : 25

Opoprawnie pisemnie W poprawnie w inny sposéb Hbtednie lub brak

Rysunek 11. Strategie stosowane przez uczniow klasy III przy wykonywaniu dzialan na liczbach
trzycyfrowych i dwucyfrowych. Zrédto: Dabrowski, 2007, s. 36.
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Warto tutaj podkresli¢ jedna wazng rzecz — nauczyciel powinien stwarza¢ od-
powiednig atmosfere — taka, w ktdrej uczen odwazy sie dziala¢ po swojemu, ekspe-
rymentowac. Bo przeciez w sytuacji poszukiwania wlasnych sposobéw nie zawsze
uczen znajdzie ten sposdb ktory oszolomi i klase, i nauczyciela. W sytuacji poszuki-
wan nieuniknione sg bledy. Jak tatwo wtedy zawstydzi¢ ucznia! Czy taki uczen, ktdry
zostal napietnowany za popelnienie btedu, bedzie dalej chcial by¢ poszukiwaczem?

CO Z UMIEJETNOSCIA ZORGANIZOWANIA SYTUAC]I
UCZENIA SIE?

Wezesniej przytoczone przyktady na ogoét sg sprzeczne z odczuciami wielu na-
uczycieli, ktérzy narzekaja na brak wlasnej inicjatywy uczniéw na lekcjach. To nie
jest problem jedynie polskiej szkoly. Jezeli tak jest rzeczywiscie, to warto zadaé
pytanie, dlaczego uczniowie nie chcg na nich mysle¢ (by¢ kreatywni)? Podczas
konferencji ,Motivation via Natural Differentiation in Mathematics”, ktéra odbyla
sie 2010 roku w Iwoniczu, Maarten Dolk (2010, s. 311) zacytowal opini¢ jednego
z amerykanskich nauczycieli odno$nie do niedostatkéw lekcji matematyki: ,,brak
inicjatywy studentéw, brak wytrwatos$ci; brak zdolnosci przechowywania wiedzy;
niechec¢ do zadan tekstowych; gorliwo$¢ w stosowaniu do regul™. Mozna si¢ zasta-
nawia¢, sklad to si¢ wszystko wziglo? Na ile sama postawa nauczycieli nie wptyneta
na taki obraz zajgc?

Problem niewatpliwie jest zlozony, ale bardzo istotny. Anna Baczko-Dombi
(2017) w swoim artykule Ucieczka od matematyki. Rekonstrukcja procesu w kon-
tekscie spotecznego wizerunku przedmiotu prébuje ustali¢, gdzie zaczynaja sie
problemy z aktywnos$cia matematyczna. Powoluje si¢ na szerokie badania mie-
dzynarodowe, w ktérych brane sa pod uwage rézne czynniki mogace teoretycznie
wplywac na szkolny sukces w uczeniu si¢ matematyki. Przyjmuje przy tym wlasng
perspektywe badawcza — bada wplyw, jaki na postrzeganie matematyki szkolnej
majg rodzice oraz nauczyciele, gdyz uwaza, ze s to dwa zasadnicze determinanty
postawy uczniow w stosunku do matematyki.

[Jednak] proba opisania mechanizmu oraz przebiegu odchodzenia od matematyki wyma-
ga polozenia wiekszego nacisku na zwigzek miedzy spolecznym postrzeganiem matema-
tyki a przebiegiem procesu jej nauczania, czego nie obejmujg badania osiagnie¢, analizy
indywidualnych probleméw uczniéw ani klasyczne stosowanie zmiennych spoleczno-de-
mograficznych. Kluczowa jest rola dwdch grup aktoréw majacych najsilniejszy wptyw na
stosunek mlodziezy do matematyki: nauczycieli i rodzicéw (Baczko-Dombi, 2017, s. 41).

> Ang.: ,[...] lack of students initiative, lack of perseverance; lack of retention; aversion to
word problems; and eagerness for formulas [...]” - przektad wlasny.
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Z wywiadow z maturzystami wylania sie ciekawy obraz, niestety — mocno ob-
cigzajacy szkole i nauczycieli.

Z wypowiedzi uczniéw mozna wywnioskowac, ze brak umiejetnosci matematycznych nie
jest cecha wrodzona, a negatywny stosunek do przedmiotu nie wynika z rodzinnych trady-
cji. Swiadczy o tym choéby sposéb, w jaki maturzyéci — nawet majacy ogromne problemy
z matematyka i negatywny do niej stosunek zwigzany z powrotem obowiazku zdawania
tego przedmiotu — opowiadali o pierwszych do$wiadczeniach z nim zwigzanych. Pierwsze
kontakty z matematyka okreslali jako radosne, ciekawe, ekscytujace. Bardzo wazne byto
ich zachowanie podczas tych wypowiedzi — zmianie ulegata mowa ciala i mimika, zywo
gestykulowali (Baczko-Dombi, 2017, 5.44).

Powotam si¢ na inne polskie badania i wlasne obserwacje. Czesto w sytuacji,
kiedy na zajeciach proponowane s3 zadania ,,do dyskusji’, zadania prowokujace
konflikt myslowy, czy zadania posiadajace kilka réznych rozwigzan, nauczyciele
z nich rezygnujg. Argument? - zawsze ten sam: nie mam czasu na takie zabawy;,
musze zrealizowac program. Dla takich nauczycieli sytuacja kiedy szybko osiggnie
sie cel (na przyklad rozwigzanie zadania tekstowego) jest sytuacja komfortowa.
Mozna to osiaggna¢ opierajac sie na wspotpracy z kilkoma wybranymi uczniami,
ktorzy zawsze wszystko wiedzg, albo stosujac reguty, podpowiadajace sposob roz-
wigzania. W rezultacie zadanie (problem) jest rozwigzany, ale na jeden, czesto
schematyczny, sposob.

Anna Zeromska (2013), w podsumowaniu swoich badan pisze miedzy innymi:

Chce [jednak] podkresli¢, ze oprocz wiedzy, rowniez system przekonan i pogladow (nie
zawsze nawet u§wiadomionych) ma znaczacy wplyw na rezultaty prowadzonej przez niego
edukacji. Nauczyciel moze przekazywac np. swoje negatywne lub pozytywne nastawienie
do jakiego$ tematu, a tego najczesciej nie bierzemy pod uwage. Z pozoru nauczyciel jest
neutralnym ogniwem miedzy matematyka a uczniem. Przyjmuje si¢, ze nauczyciel moze
przyspieszy¢ i wspomac proces uczenia si¢ przez ucznia, moze go spowolni¢ lub Zzle zor-
ganizowad, ale efekty tego procesu (w postaci zasobu wiedzy ucznia) sg traktowane tylko
w odniesieniu do ich poprawno$ci matematycznej. Patrzymy na te efekty jakby nie powsta-
waly w procesie spotecznym, ktéry ma na nie ogromny wplyw. A przede wszystkim zanie-
dbujemy wiedze, emocje, nastawienie i przekonania nauczyciela, ktory oprocz wyksztalce-
nia matematycznego posiada rézne doswiadczenia, wyobrazenia i poglady, mogace mie¢
wplyw na styl jego pracy i pozostawi¢ trwaly §lad w obrazie matematyki w umysle ucznia
(Anna Zeromska, 2013, s. 186).

Bardzo niepokojacym zjawiskiem jest splycanie wymagan i oczekiwan w sto-
sunku do dzieci na poziomie wczesnoszkolnym. Nie bierze si¢ pod uwage fak-
tu, Ze to tutaj ksztaltuje si¢ ,to cos’, co powinno charakteryzowaé podejscie do
matematyki jako ludzkiej aktywnos$ci. Panuje przekonanie, ze szkolne zadania
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matematyczne nie moga by¢ zbyt trudne. Problem w tym, ze pojecie ,trudne za-
danie” jest bardzo rozmyte, niestety — czesto opinia taka ksztaltowana jest przez
nauczycielki, a dotyczy zadan nietypowych, nowych, wymagajacych spokojnego
rozwazenia problemu, by¢ moze - wsparcia manipulacja czy odpowiednio zro-
bionym rysunkiem. To sg zabiegi, ktére wymagaja umiejetnosci zorganizowania
sytuacji dydaktycznej prowadzacej do rozwiazania zadania - wymagaja czasu na
samodzielne poszukiwania, mozliwosci prowadzenia dyskusji, réznorodnej ana-
lizy. Réwnie czgsty jest argument: ja musze zrealizowac caly podrecznik, za ktory
zaplacili rodzice; nie moge na jedno zadanie poswigcic¢ calej lekcji. Koto sie zamy-
ka, bo wydawnictwa pedagogiczne, oferujace podreczniki szkolne, wykrecaja si¢
od zamieszczania zadan inspirujacych do kreatywnego podejscia. Boja sig, ze takie
podreczniki nie zostang przez nauczycielki kupione.

To nie sg tylko teoretyczne dywagacje. Podaj¢ przyktad, ktérego sama do-
$wiadczytam jako wspoétautorka podrecznikéw do wezesnoszkolnej edukacji ma-
tematycznej:

W podstawie programowej w dziale: Osiggnigcia w zakresie stosowania ma-
tematyki w sytuacjach zyciowych oraz w innych obszarach edukacji, znajduja sie
zalecenia do realizacji:

(uczen) dzieli na dwie i cztery rowne czesci, na przyktad kartke papieru, czeko-
lade; uzywa pojec: potowa, dwa i pot, cztery rowne czesci, czwarta czes¢ lub éwieré;
odmierza ptyny; uzywa okreslen: litr, pot litra, cwier litra;

Realizujac te zalecenia, w podreczniku do klasy IIT (Sawicka, Swoboda, 2022¢)
zaproponowaly$my nastepujace zadanie:

Babcia Jadzia robi pyszny dzem z dyni. Pakuje je do roznych sloiczkow. Jaka jest pojemnosé

kazdego z tych stoikow, jezeli wiadomo, ze na kazdej pdlce jest zapakowane tyle samo dzemu,
a najmniejszy stoik ma pojemnos¢ % litra?
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Rysunek 12. Szkic do zadania proponowanego do podrecznika do klasy III
(Sawicka, Swoboda, 2022a) oraz interpretacja ,guziczkowa” przedstawionej sytuacji

To zadanie mozna rozwigzywa¢ w rozny sposob. Mozna na przyklad zbudo-
wa¢ model ,,guziczkowy’, zastepujac stoiczki guzikami. Stworzenie takiego mode-
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lu daje mozliwo$¢ wykonywania réznych manipulacji, co moze si¢ okaza¢ dobra
metodg pracy nad tym zadaniem.

Trzeba przyjaé, ze dla znalezienia rozwigzania najistotniejsze jest okreslenie
zaleznosci miedzy pojemnoscig stoikow réznej wielkosci. Sprobuje zrobi¢ symu-
lacje myslowa ukierunkowang na poszukiwanie zwigzku miedzy pojemnoscia
stoiczkow. Warto zauwazy¢, ze te zwigzki sa dos¢ czytelne na poziomie drugiej
i trzeciej polki. Na obu tych pétkach stoi 6 malych stoikéw, za to na drugiej sa
2 duze, a na trzeciej 4 male. Mozemy odsuna¢ z obu poélek te elementy, ktdre sie
powtarzaja (czyli 6 matych stoikéw), zostawiajac tylko te, ktére sg inne. Prowadzi
to do prostego zwigzku miedzy stoikami najwigkszymi i srednimi:

I |
10 - U—0oo
0000 1

Rysunek 13. Ilustracja pierwszego etapu rozwigzania zadania przedstawionego powyzej

Rysunek 14. Interpretacja ,,guziczkowa” pierwszego etapu rozwigzania zadania

Ten zwigzek mozna teraz dalej wykorzysta¢, redukujac ilos¢ réznych stoicz-
kow. Na wszystkich potkach mozna zastapi¢ duzy stoik dwoma stoikami srednimi.
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Rysunek 15. Ilustracja drugiego etapu rozwigzania zadania przedstawionego powyzej oraz jego
interpretacja ,,guziczkowa”
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Postepujac w ten sposdb, doprowadzimy do sytuacji, w ktérej druga i trzecia
potka beda wyglada¢ tak samo. Poréwnajmy teraz pierwszg i druga poétke. Zobacz-

my, czym sie¢ r6znig, bo to nam pomoze znalez¢ zwigzki miedzy pojemnoscig stoika
malego i $redniego. Elementy, ktore sie powtarzaja, mozna $ciagnac lub zastonic.
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Wida¢ teraz, ze zachodzi zalezno§¢: E] =0 a0

Rysunek 16. Koficowy etap rozwiazania zadania, przedstawiona na rysunku
oraz w interpretacji ,,guziczkowej”

Poniewaz znamy pojemno$¢ najmniejszego stoiczka (1/4 1), mozna okresli¢
pojemnos$¢ sloiczka $redniego i duzego. Zwlaszcza ze takie okredlenia jak ,,pot
litra’, ,,jeden i pot” sa przewidziane w podstawie programowe;j.

Jakiez byto nasze zdziwienie, gdy w tekscie przygotowanym do druku to zada-
nie zostalo zmodyfikowane.
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Rysunek 17. Wersja zadania, zamieszczona w podreczniku Sawicka, Swoboda, 2022c, s.16.

Niby mala rzecz - jeden sloiczek wiecej na pierwszej polce! Najpierw sadzily-
$my, Ze jest to niedopatrzenie techniczne. Zwrécitam na to uwage, zaproponowa-
fam, w jaki sposéb mozna pracowa¢ nad tym zadaniem. Niestety, odpowiedz jaka
otrzymalam z redakcji, nie pozostawiata ztudzen co do celéw ingerencji w autor-
ska propozycje (podkreslenia moje):
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Dzigkujemy za podanie sposobu rozwiazania tego zadania. Bardzo prosimy, aby Panie
przemyslaly jeszcze, czy nie mozna jednak zrezygnowac z zadania o takim stopniu trud-
nosci. Wprowadzamy dopiero miare pojemnos¢ ¢wier¢ litra i od razu wymagamy od
dziecka tak skomplikowanego rozwigzania. Naszym zdaniem takie zadanie jest zde-
cydowanie za trudne. Patrzymy na ten temat calo$ciowo. Jest to tylko jeden temat, doty-
czacy miar, a zadan jest duzo, rozwiazanie ich wymaga czasu /omawianie, podawanie
réznych sposobow rozwigzan, przedstawianie ich w wersji schematow, rysunkow itp./
Na tej stronie sg 3 zadania i je$li omawiane zadanie bedzie takie jak w korekcie Pan,
zadne z zadan nie jest, naszym zdaniem, o $rednim poziomie trudnosci. Kazde z nich na
poziomie klasy 3 powinno by¢ oznaczone zaréwka. Dlatego prosimy o rozwazenie, czy
jednak nie zachowa¢ zadania w obecnej wersji. Wtedy maty stoik to 1/4 1, §redni to Y2 1,
duzyto 1l

Poraza obawa, ze problem jest ,,zdecydowanie za trudny”. Zwlaszcza ze nikt
nie zdecydowat si¢ sprawdzi¢, jak sobie z takim zadaniem poradza dzieci (juz
nie takie dzieci - 10-letni uczniowie, majacy za sobag kilkuletni trening myslo-
wy, 3 tygodnie przed zakonczeniem nauki w klasie III). Wprowadzenie pojecia
»Cwier¢ litra” metodycznie powtarzalo wprowadzenie innych ¢wiartek, odby-
walo si¢ czynnosciowo przez podzial poléwki na dwie réwne czesci. Bylo wiec
¢wiczeniem tej samej operacji na innym materiale. Z tego powodu nie powinno
by¢ traktowane jako pojecie catkowicie nowe. Poraza réwniez argumentacja -
zar6wno w tej czesci, w ktorej wyrazono przekonanie, ze zadan na stronie jest
duzo (to tak, jakby kazde z zaproponowanych zadan musiato by¢ rozwigzane na
lekcji), jak i w tej, ze praca nad zadaniem wymaga czasu. Tak, jakby czas poswie-
cony mysleniu mial by¢ limitowany. Wciaz nie jest brane pod uwage, ze wyko-
rzystywane tutaj strategie rozwigzania zadania (manipulowanie, zastepowanie/
podstawianie, poszukiwanie zwigzkow) byly juz wielokrotnie sugerowane w ca-
tym kursie proponowanego podrecznika. Jedng z metod pracy nad zadaniem,
inng niz ta opisana, moze by¢ metoda prob, stawiania hipotez. Przypusémy, ze
uczen zalozy, ze $redni sloik ma dwa razy wigkszg pojemnos$¢ niz maly, czyli
jest pollitrowy, a duzy ma pojemno$¢ dwoch srednich stoikow, czyli jest litrowy.
W wersji uproszczonej przez redakcje taka hipoteza nie prowadzi do sprzeczno-
$ci, bo wtedy rzeczywiscie na kazdym poziomie jest tyle samo dzemu. W wer-
sji autorskiej takie rozwigzanie si¢ nie sprawdza, co z matematycznego punktu
widzenia mozna nazwa¢ obaleniem hipotezy. Dalo by to okazj¢ do przezycia
waznego doswiadczenia - przypuszczenie bylo niestuszne, trzeba poszukiwac
innego rozwigzania. Stawianie hipotez, ich weryfikacja, wycigganie wnioskéw to
elementy matematycznej kreatywnosci, ktorej nie wolno uczniom zabiera¢ w ich
procesie uczenia si¢, na zadnym z edukacyjnych poziomoéw.
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ZAKONCZENIE

Jednym z wcigz aktualnych hasel przy$wiecajacym pracy dydaktyka jest hasto
kierowane do nauczycieli: POZWOLMY UCZNIOM MYSLEC. Nie jest tak, ze
wielkie pomysly rodzg si¢ w prozni. Najpierw trzeba prowadzi¢ trening myslenia
w ogdle, pozwala¢ na malutkie samodzielne kroczki, cieszy¢ sie w klasie z kazde-
go malego odkrycia. Zajecia z edukacji matematycznej, petne probleméw do roz-
wiazania, stanowig znakomity poligon, na ktérym taki trening moze si¢ odbywac
w sposob zupelnie naturalny. Ten zakres doswiadczen powinien by¢ stopniowo
rozszerzany, na dalszych poziomach edukacyjnych. Wprawdzie z czasem pojawia-
ja si¢ coraz bardziej skomplikowane matematyczne pojecia, ktore trzeba dobrze
~prze¢wiczy¢’, ale to i tak nie zwalnia nas (nauczycieli!) od poszukiwania takich
sytuacji, zadan, metod, w ktorych uczen nie bedzie musial podporzadkowywac sie
narzuconym schematom dzialania, ale bedzie mial mozliwos¢ wlasnych poszuki-
wan, wlasnych decyzji, wlasnych odkry¢.

Moje wieloletnie doswiadczenie w pracy pokazuje jednak, ze tak si¢ nie dzie-
je. Na ogot kazda nowa propozycja metodyki jest odrzucana, w najlepszym przy-
padku - przyjmowana z duzg obawa. A najbardziej niezrozumiale jest podejscie,
w ktorym nauka matematyki sprowadza si¢ do wy¢wiczenia pewnych elementéw
gotowej wiedzy. Wy¢wiczenia, ale nie do twoérczego wykorzystania tej wiedzy do
rozwigzywania problemow.
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Streszczenie

Erich Wittmann proponuje metode prowokujacg uczniow do myslenia matematycznego,
ktora jest oparta na wykorzystaniu tzw. ,zadan tworzacych”. W pierwszym etapie uczen skupia
sie na rozwigzaniu takiego zadania, po ktérym jego my$lenie i inwencja podnosza si¢ na ,wyz-
szy poziom energii”. W drugim etapie nauczyciel bezposrednio lub po$rednio zacheca ucznia,
wykorzystujac odpowiedni tekst do formulowania pytan lub generowania nowych probleméw.
Zadanie wyjsciowe staje sie zatem zrodlem nowych zadan, ktére uczniowie moga formutowac
poprzez analogie, uogélnienia lub specyfikacje itd. Moze by¢ réwniez Zrédtem rozpoznawanych
przez uczniéw nowych problemow, a takze zrédlem odkrywanych przez nich nowych twier-
dzen, hipotez i dowoddéw. W artykule przedstawiono przyklad takiego ,,zadania tworzacego”
z wykorzystaniem do jego rozwigzania kalkulatora graficznego lub programu komputerowego,
a takze wnioski i efekty pracy uczniéw o srednim poziomie zdolnosci z przeprowadzonych

badan.

Abstract

Erich Wittmann proposes a method provokes the students to mathematical thinking based
on the use of tasks which can be characterized as “generating problems” or “problem-sourc-
es” In the first stage, the student focuses on solving such task, and his thinking and invention
increase to a “higher level of energy”. In the second stage, the teacher encourages the student
directly or indirectly by using a proper text to formulate questions or generate new problems.
The initial task serves as a base for new problems which can to be formulated by the students
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through analogies, generalizations, or simplifications, etc. It is the source of the new problems
which are recognized by the students, as well as the source of new theories, hypotheses and
proofs discovered by them. The article presents an example of such a “generating problem”
using a graphing calculator or a computer program to solve it, as well as the conclusions and
effects of the work of students with an average level of ability based on their research.

WPROWADZENIE

Waznym elementem procesu nauczania matematyki jest prowokowanie
uczniow do myslenia matematycznego, ktére opiera sie, jak pisze John Mason
(2005), na nastepujacych procesach: konkretyzacji', uogélnianiu, wysuwaniu hi-
potez i uzasadnianiu, a wigc na dziataniach o charakterze twérczym. John Mason
okresla matematyczne myslenie jako dynamiczny proces, ktory rozszerza rozu-
mienie czlowieka, gdyz pozwala mu radzi¢ sobie z coraz bardziej ztozonymi pro-
blemami. Zasadniczy wplyw na skuteczno$¢ matematycznego myslenia maja:

- »,Umiejetnos¢ wykorzystania proceséw uzywanych w badaniach matema-

tycznych,

- Panowanie nad stanami psychicznymi i emocjonalnymi oraz umiejetnosc¢

ich wykorzystania,

- Rozumienie odpowiedniej dziedziny matematyki, a jedli to konieczne, réw-

niez dziedziny, w ktdrej jest stosowana” (Mason, 2005, s. 143).

John Mason przywigzuje tez wielka wage do wlasciwej atmosfery poznawczej
i emocjonalnej w czasie procesu matematycznego myslenia. Ta atmosfera, zwana
przez niego ,atmosferg matematycznego myslenia’, jest warunkiem koniecznym,
chociaz niewystarczajacym do rozkwitu matematycznego myslenia. Pozwala ona,
przy odpowiedniej ilosci czasu, na swobodne stawianie pytan, rzucanie wyzwan
i refleksji oraz powoduje i wzmacnia poczucie pewnosci siebie. Matematyczne
myslenie moze by¢ zainspirowane przez wyzwanie, niespodzianke, sprzecznosc¢,
dostrzezong luke w rozumieniu (Mason, 2005, s. 151-155).

Zofia Krygowska podkresla, ze ,nie ma tematéw banalnych, natomiast mozna
je traktowa¢ w sposdb dydaktycznie mniej lub wiecej ksztalcacy, mniej lub wigcej
pobudzajacy uczniéw do samodzielnego myslenia, do postawy badawczej, stawia-
nia pytan, do u§wiadamiania sobie przez nich réznych elementéw matematycznej
metody w dziataniu” (Krygowska, 1977, s. 118). ,Poligonem twdrczego do$wiad-
czenia ucznia moze by¢ zwykle zadanie, zadanie o charakterze ¢wiczeniowym
»pod warunkiem, ze nie bedzie on zaprawiany do poszukiwania rozwigzan jedy-

! Z. Krygowska (1977) uzywa okreslenia ,,specyfikacja’, G. Polya (1975) uzywa okreslenia
»specjalizacja”. Specjalizacja jest to przechodzenie od rozpatrywania danego zbioru obiektow do
rozpatrywania mniejszego ich zbioru albo nawet jednego z tych obiektéw (Polya, 1964, s. 220).
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nie wsrod przyswojonych mu sztywnych schematéw” (Krygowska, s. 125, 1977).
Nalezy zatem z jednej strony dbac o to, aby uczen przyswoil sobie pewne koniecz-
ne schematy czy tez metody postepowania i umial je stosowac¢, a z drugiej strony
czuwaé nad tym, aby uczen nie stal si¢ ich niewolnikiem i potrafit si¢ od nich
oderwac, gdy jest to niepotrzebne lub nieekonomiczne.

Z. Krygowska podaje przyklady dwdch postaw intelektualnych uczniéw roz-
wiazujgcych zadanie domowe (Krygowska, 1977, s. 139-140).

1) 14-letnia uczennica po zapoznaniu si¢ na lekcji ze sposobami rozwigzywa-
nia przez podstawienie ukladu dwdch réwnan liniowych o dwdch niewia-
domych rozwigzata w domu kilka zadanych ukladéw, a nastgpnie w ciagu
kilku dni, z wlasnej inicjatywy, jeszcze nastepnych kilkadziesiat takich ukla-
doéw, rézniacych sie jedynie wspotczynnikami. Ogétem rozwigzata ich 100.
Chwalita sie potem tg pracg, méwiac: ,,przyjemne, bo samo si¢ rozwiazuje”,
»takie rzeczy lubig, bo to takie fatwe i moglabym to robi¢ bez konca”

2) 9-letni uczen mial za zadanie domowe zaproponowal arytmetyczne
»przedstawienia” liczby 17, na przyklad: 17 = 10 + 7; 17 = 20 - 3; 17 =
(100 - 20) : 4 + 2 - 10 : 2. Matka przyszla do nauczyciela z pretensjami,
bo dziecko zafascynowane tym zadaniem i checig wyczerpania wszystkich
mozliwosci nie chcialo i$¢ spaé, poki wszystkich nie znajdzie. Przerwalo
prace dopiero w momencie, gdy zauwazylo, ze jest to niemozliwe.

W obu sytuacjach uczniowie podeszli z zapalem do odrobienia zadania domo-
wego. Kazde z nich zrobilo wiecej, niz wymagal nauczyciel. W pierwszym przy-
padku uczennica z przyjemnos$cig powtdrzyta wielokrotnie te same czynnosci,
nabywajac coraz to lepsza sprawnos¢ w ich wykonywaniu, i tylko te sprawnos¢.
Wypowiedz uczennicy, Ze ,,samo si¢ rozwigzuje” $wiadczy o tym, ze dziatania prze-
szty w faze zautomatyzowania. Takie dziatania Z. Krygowska nazywa aintelektual-
nymi i pozorng aktywno$cig matematyczng. Mozna przypuszczaé, ze po pewnym
czasie zostalo wylaczone myslenie matematyczne. W drugim przypadku uczen
tez rozwigzywal z pasja zadania na zadany temat, wymyslajac kolejne i o coraz to
wigkszym stopniu trudnosci przyklady. Tej jego pracy towarzyszyta po pierwsze,
che¢ odpowiedzi na pytanie ,,Kiedy to si¢ skonczy?”, a po drugie ,,przyjemnos¢
wlasnie w stwarzaniu sobie samemu trudnosci i ich pokonywaniu”. Tutaj mozemy
powiedzie¢, ze byla to rzeczywista aktywno$¢ matematyczna, podczas ktdrej wy-
konywane rachunki byly jedynie §rodkiem do osiagnigcia celu. Dzialaniom tego
ucznia towarzyszyto myslenie matematyczne. Zofia Krygowska (1977, s. 101-102)
pisze, ze jednym z waznych celéw nauczania, a w szczegdlnosci nauczania mate-
matyki jest rozwijanie rzetelnej ,,odwagi intelektualnej” (Krygowska, 1977, s. 101).
Mozna ten cel osiagnac poprzez ,,prowokowanie ucznia do formutowania hipotez,
dla ktérych znajduje on jaka$ intuicyjng lub empiryczna motywacje” (Krygowska,
1977, s. 101), niezaleznie od tego, czy hipoteza okaze si¢ prawdziwa i czy wyraza
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wazny lub mniej wazny fakt matematyczny. Badaczka zwraca tez uwage, ze umie-
jetno$ci dostrzegania problemoéw i wlasciwego formutowania pytan mozna i po-
winno si¢ uczy¢ juz od pierwszej chwili, gdy dziecko styka si¢ z matematyka, nawet
wtedy, gdy nie wychodzimy poza ramy tradycyjnej matematyki elementarnej. Na-
lezy jej uczy¢ stale i w kazdej sytuacji.

METODA ,,PROBLEMOW TWORZACYCH”

Jedna z metod prowokowania uczniéw do myslenia matematycznego poprzez
dostrzeganie probleméw matematycznych i ich poprawne formulowanie, tzw.
»metode probleméw tworzacych” (Methode der erzeugenden Probleme), propo-
nuje Erich Wittmann (1972). Jest to postepowanie polegajace na przechodzeniu
od zadan stereotypowych do coraz bardziej otwartych problemdéw poprzez ,,prze-
dluzanie zadan” Musi ono odbywac sie systematycznie, aby uczniowie przyzwy-
czaili si¢ do takiej aktywnosci. Jej podstawa sg starannie dobrane i przemyslane
tzw. ,,zadania tworzace™. W pierwszym etapie uczen koncentruje si¢ na rozwigza-
niu wyjsciowego zadania, a w drugim jest zachecany przez nauczyciela lub poprzez
odpowiedni tekst do formulowania pytan lub generowania nowych problemoéw.
Zadanie wyjsciowe staje sie zatem zrodtem nowych zadan, ktére powstaja na dro-
dze analogii, uogélnien, specyfikacji itd., a takze moze by¢ zrédlem odkrywanych
przez uczniéw nowych twierdzen, hipotez i dowodéw. Po rozwigzaniu wyjsciowe-
go zadania myslenie i inwencja ucznia podnosza si¢ na ,wyzszy poziom energii’
i mozna ten fakt wykorzysta¢. Autor na podstawie swoich do$wiadczen stwierdza,
ze poczatkowe warianty proponowane przez uczniow sa bardzo banalne, ale dtuz-
sze zajmowanie sie ta samg sytuacja zwigksza zaufanie ucznia do samego siebie, do
$mielszego formulowania niebanalnych pytan czy tez problemdéw i poszerza jego
horyzont matematyczny. Pojawi¢ si¢ mogga tez problemy, ktérych uczen nie potrafi
juz rozwigzac i wtedy jest potrzebna pomoc nauczyciela. Moze tez si¢ zdarzy¢, ze
nauczyciel nie potrafi tez tego nowego zadania rozwiazac¢ badz jego rozwiazanie
nie jest znane. Organizowanie pracy uczniéw ,,metodg probleméw tworzacych”
jest, jak pisze Z. Krygowska (1977, c.3, s. 104) zabiegiem dydaktycznym opartym
na realizmie dydaktycznym. Nauczyciel nie puszcza od razu ucznia na gleboka
wode, nie od razu poprzestaje na rzuceniu hasla ,,oto sytuacja, zastanéw si¢ nad
nig”. Doswiadczenia pokazuja, ze przecietny uczen nie umie mimo takiej prowo-
kacji stawia¢ pytan, nie dostrzega problemodw.

Z punktu widzenia psychologii mamy tu do czynienia z my$leniem dywergen-
cyjnym, ktére wedlug Joya P. Guilforda (Necka, 2001) jest wytwarzaniem licznych

> Z.Krygowska (1977) ,,zadanie tworzace” nazywa tez ,,zadaniem-zrédlem”
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pomystéow w odpowiedzi na problem natury otwartej, w odréznieniu od my$lenia
konwergencyjnego, polegajacego na poszukiwaniu jednego poprawnego rozwia-
zania. J.P. Guilford w badaniach nad mysleniem dywergencyjnym zaproponowat
oceng ze wzgledu na trzy kryteria: ptynnos¢, gietkos¢ i oryginalnos¢. Plynnos¢
jest zdefiniowana jako tatwos¢ wytwarzania pomystéw, a ptynnos¢ ideacyjna po-
lega na wytworzeniu jak najwigcej rozwigzan problemu. Gietkos¢ jest gotowoscia
do zmiany kierunku myslenia; operacyjnym wskaznikiem tej zdolnosci moze
by¢ réznorodnos¢ pomystow, czyli liczba kategorii do jakich mozna je zaliczy¢.
J.P. Guilford wyréznia dwa rodzaje gietkosci: spontaniczng, polegajaca na niewy-
muszonej zmianie kierunku myslenia, i adaptacyjna, zwigzang z modyfikacja pro-
ceséw myslenia pod wptywem koniecznosci dostosowania sie do okolicznosci lub
warunkow zadania. Oryginalno$¢ natomiast to zdolno$¢ do wytwarzania reakcji
nietypowych, niezwyktych i niepowtarzalnych. Prostym kryterium oryginalnosci
jest wskaznik frekwencyjny. Pomyst uwaza si¢ za oryginalny, jesli pojawit si¢ tylko
u okreslonej liczby oséb badanych na przyktad 5%, 1%. Kryteria plynnos¢ i giet-
kos¢ odnosza si¢ do osoby, a oryginalnos¢ dotyczy wytworu.

Aktualnie zaprezentowana zostanie tres¢ zadania tworzacego do rozwiazywa-
nia, ktérego zaplanowano uzycie kalkulatora graficznego (programu komputero-
wego®) oraz przedstawione zostang efekty pracy nad nim uczniéw o przecietnym
poziomie zdolnosci. Zadanie to jest jednym z wykorzystanych w badaniach nad
twdrczodcia matematyczng ucznidw uzdolnionych inspirowanych wykorzysta-
niem kalkulatora graficznego. Efekty pracy nad nim uczniéw z 6-osobowej grupy
badawczej byly juz doktadnie oméwione w artykule Odkrywanie matematyki z kal-
kulatorem graficznym (fragment badar) (Duda, 2008). Poniewaz zadanie to moze
by¢ adresowane do kazdego ucznia badaniu dodatkowo poddani zostali rowniez
uczniowie o przecietnym poziomie zdolnosci.

Cel badan sformutowano nastepujaco: Zbadanie i opisanie czy i w jaki spo-
sob zastosowanie kalkulatora graficznego lub programu komputerowego moze
prowokowa¢ myslenie matematyczne uczniow podczas rozwigzywania ,,zada-
nia tworzacego’.

Realizacja tego celu wymagata udzielenia odpowiedzi na pytanie badawcze:

1) Czy kalkulator graficzny lub program komputerowy moze by¢ wykorzysta-
ny do inspirowania uczniéw w zakresie podjecia aktywnosci eksperymen-
towania, dostrzegania problemoéw, formulowania i weryfikowania hipotez
czyli do prowokowania myslenia matematycznego?

> Moze to by¢ emulator kalkulatora graficznego na przykltad program Manager PLUS for
fx-9860 G Series Verl.1 for Windows lub inny matematyczny program komputerowy.
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2) Czy praca z kalkulatorem graficznym lub programem komputerowym moze
przyczynia¢ si¢ do wzrostu entuzjazmu i wplywaé na wytrwalos¢ uczniow
w generowaniu nowych wytworéw (problemow)?

CHARAKTERYSTYKA GRUPY BADANYCH OSOB

Badana grupa skladata sie¢ z szesciu uczniéw o przecigtnym poziomie zdolnosci
i wywodzacych si¢ z dwdch klas trzecich gimnazjalnych, w ktérych byt realizowany
jeden z popularnych programéw nauczania matematyki. Uczniowie ci sami zglosi-
li si¢ na dodatkowe zajecia z matematyki z kalkulatorem graficznym. Badania byty
przeprowadzone w drugim pdlroczu klasy trzeciej gimnazjum. Wyniki uczniow
z matematyki na swiadectwie gimnazjalnym byly co najmniej dobre, ale ani jeden
z nich nie mial zadnych osiagnie¢ z matematyki. Dla tych uczniow bylo to pierwsze
zadanie, ktére wymagato samodzielnego formulowania wnioskéw i pierwsze zetknie-
cie z kalkulatorem graficznym. Ich prace poprzedzil stosowny instruktaz dotyczacy
obstugi kalkulatora graficznego w zakresie umiejetnosci okreslonych zadaniem.

ORGANIZACJA INARZEDZIA BADAWCZE

Kazdy z uczniéw otrzymat kalkulator graficzny CFX - 9850 GB PLUS i kar-
te pracy z trescig zadania, pustymi ,okienkami” i miejscem na notatki. Kazdy
z ucznidéw pracowal samodzielnie. Na rozwigzanie zadania uczniowie mieli 60 mi-
nut. Po uplywie tego czasu i oddaniu karty pracy uczniowie wypelniali ankiety.
W ankiecie w ciggu 15 minut nalezalo udzieli¢ odpowiedzi na 6 pytan dotyczacych
rozwigzywanego zadania.

Narzedzia badawcze stanowily: karty pracy, ankiety, arkusz obserwacji.

Ponizej podana jest tres¢ zadania®, ktore rozwigzywali uczniowie.

Rozwiaz za pomoca kalkulatora graficznego nastepujace uktady réwnan:

{18x +19y = 20 {1252x + 1253y = 1254 {—24x — 23y = 22
) 21x + 22y = 23 ) 11255x + 1256y = 1257 —21x — 20y = —19

Co zauwazyle$? Sformuluj odpowiedni wniosek i sprébuj go uzasadnié. Spro-
buj zbudowa¢ inne uklady réwnan o pewnych szczegdlnych wtasnosciach. Prace
z kalkulatorem zanotuj doktadnie w okienkach.

* Pomyst wykorzystania uktadu rownan z dwiema niewiadomymi i ciaggu arytmetycznego
w odniesieniu do jego wspdtczynnikow pochodzi z artykutu Uktady rownan z kalkulatorem
graficznym (Skurzynski, 1998).
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ANALIZA PRACY UCZNIOW

Zaden z ucznidéw nie mial trudnosci z rozwigzywaniem uktadéw réwnan za
pomoca kalkulatora graficznego. Uczniowie najpierw kolejno rozwigzywali kaz-
dy z podanych ukladéw i sporzadzali notatke na karcie pracy. Rysunki od 1 do 6
przedstawiaja poszczegdlne etapy pracy uczniéw nad rozwigzaniem ukladu wy-
mienionego w punkcie a), natomiast rysunek 7. przedstawia przyktadowa notatke
sporzadzong przez Hanie.
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Rysunek 7. Kopia notatek Hani

Po rozwigzaniu trzech podanych ukladéw réwnan okazalo sie, ze kazdy z nich
ma to samo rozwigzanie: i . Wszyscy uczniowie zauwazyli, Ze kolejne wspolczynni-
ki kazdego z ukladéw réznig si¢ o 1. Te zaleznos¢ uczniowie, z wyjatkiem Agniesz-
ki i Hani, sprawdzili na innych przyktadach za pomocg kalkulatora graficznego.
Wszyscy z nich, z wyjatkiem Natalii, zgodnie z poleceniem sformulowali wowczas
stosowng hipoteze, zapisujac ja na miar¢ swoich mozliwosci. Natalia natomiast po
przeprowadzeniu serii innych proéb, sformutowata hipoteze ogélniejsza uwzgled-
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niajacg réwniez te sytuacje szczegélng. Pieciu ucznidow z wyjatkiem Grzegorza
zastosowalo zapis stfowny. Zaden z uczniéw nie podjal proby weryfikacji teore-
tycznej, poprzestajac na weryfikacji empirycznej, zaréwno do wniosku sformulo-
wanego na podstawie podanych w tresci zadania uktadéw réwnan, jak i uktadow
wymyslonych przez siebie.

Rysunki 8, 9, 10 przedstawiajg przykladowe prace, w tym Natalii.
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Rysunek 9. Kopia notatek Tomasza
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Rysunek 10. Kopia notatek Natalii

W dalszej czg$ci omawiania pracy ucznidw przyjeta zostala nastepujaca umowa:
a;x + b1y = ¢

ayx + byy = ¢, jest zapisywany jako ciag wspolczynnikow

uklad postaci {
(aq, by, €1, a3, by, €3). Uzywane tez bedg pojecia: ciag, ciag arytmetyczny, kto-
rych uczniowie nie znali i nie stosowali.

Nastepnie wszyscy uczniowie z wyjatkiem Tomasza zaczeli sprawdzaé, ja-
kie bedzie rozwigzanie, gdy wspoélczynniki beda réznity sie o inng statg wartos¢
dodatnig lub ujemng. Tomasz natomiast po sprawdzeniu, ze ta réznica moze tez
wynosi¢ 1 zajal si¢ przypadkiem ogélniejszym, wspdtczynniki kazdego z réwnan
ukfadu s3 ciggami arytmetycznymi o tej samej roznicy, ale wspotczynniki calego
ukladu nie tworzg ciggu arytmetycznego. Zaskoczeniem dla niego byt fakt, ze roz-
wigzaniem za kazdym razem byla ta sama para liczb x = -1 i y = 2. W zasadzie
od tego momentu prawie kazdy z uczniéw zainteresowat si¢ innym typem uktadu.
Agnieszka i Hania zrobily jeszcze wigksze uogélnienie niz Tomasz, gdyz spraw-
dzily, ze rozwigzanie ukladu si¢ nie zmieni, gdy réznice ciaggéw arytmetycznych
ciaggdéw wspdlczynnikéw obu réwnan uktadu beda réznily sie od siebie. Natalia
badala wptyw na rozwiazanie ukladu réwnan znaku ,,minus” postawionego przed
niektérymi wspolczynnikami ciggu (a, a + r, a + 2r, a + 3r, a + 4r, a + 57). To-
masza zainteresowaly uklady postaci (a, b,a + b, ¢, d, c + d). W trakcie tej 60-mi-
nutowej pracy w grupie pojawily si¢ tez inne pomysty.

Na podstawie notatek uczniéw (zaobserwowano, ze uczniowie zgodnie z pole-
ceniem wpisywali na karte pracy kazdy rozwigzywany przez siebie uktad réwnan)
sporzadzona zostala tabela przedstawiajaca wszystkie badane i zapisane przez nich
typy uktadéw réwnan:
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Tabela 1. Typy ukladéw badanych przez uczniéw

£ 3

Lp. Badane ukfady % E g .g 8 %’
1. |[(aaa+1,a+2,a+3,a+4,a+5)

2. |(qaa—1,a—-2,a—3,a—4,a-5) X X X X X
3. |(a,a+r,a+2r,a+3r,a+4r,a+5r) X X X X X
4. |(aq,a+1l,a+2,aa—-1a-2) X X

5 | (@a+r,a+2r,b,b+1r,b+ 2r) X

6. |(aa+r,a+2r,b,b—1b—2r) X X X

7. |(a,a+r,a+2r,b,b+s,b+2s) X X

8 |(aa+r,a+2r,a+2r,a+r,a) b'e
9. | (—a,a+r,a+2r,—(a+3r),a+4r,a+57) X
10. | (a,— (a+r),a+2r,a+3r,—(a+4r),a+57) X
11. | (a,a+r,—(a+2r) a+3r,a+4r,—(a+57) ) X
12. | (a,a+2r,a+7,b,b+2r,b+1) X
13. | (a,b,a+b,c,d,c+d) X
14. | (a,a+b,b,c,c+d,d) X
15. | (2a,a,4a,a,4a,2a) X
16. | (a,10 a,100a,b,0,1b,0,01b) X

Uczniowie, rozwiazujac to ,zadanie tworzace’, zostali sprowokowani do ak-
tywnosci tworczych, takich jak wysuwanie hipotez (wnioskow), weryfikacji em-
pirycznej i uogélniania, czyli do matematycznego myslenia. Hipoteza (wniosek)
sformulowana na podstawie uktadéw réwnan z rozwigzywanego ,,zadania tworza-
cego” byla uogélniana stopniowo, co pokazuje ponizszy schemat.

| (a, a+l, a+2, a+3, a+4, a+5) |

Paulina, Natalia, Grzegorz |(-‘-L a+r, a+lr, addr, a+2r, a—S;')|
Tomasz | (a, a+r, a+2r, b, b+r, b+2r) |
Agnieszka i Hania ‘ (a, a+r, a+2r, b, b+s, b+1s) |

Schemat 1. Proces uogolniania dokonanego przez uczniéw
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Uogolnienie nastapilo tez dla uktadu réwnan o ciagu wspétczynnikéow wymy-
$lonego przez Pauling i Natalie. Tomasz natomiast uogélnienie rozpoczat od innej
warto$ci r. Uczniowie nie podjeli juz dalszych uogélnien na przyktad:

(a,a+1,a+2,aa—1,a—2)

I

(a,a+r,a+2r,a,a—7r,a—2r)

1

Paulina, Natalia, Tomasz (a,a+7r,a+2r,b,b—1r,b—2r)

Schemat 2. Proces uogélniania dokonanego przez uczniéw

Poniewaz zaden z tych uczniéw nie podjal nawet proby weryfikacji teoretycz-
nej, postanowiono dokona¢ ich oceny pod wzgledem ptynnosci ideacyjnej, gigtko-
$ci i oryginalno$ci. Przyjmuje si¢ nastepujace definicje:

Definicja 1. (Plynnosci ideacyjnej)

Plynnos¢ ideacyjna wymyslonej przez ucznia hipotezy (pomystu) mierzona
jest liczbg naturalng dodatnig wyrazajaca stopien ogoélnosci tej hipotezy, rozumia-
ny jako liczba wynikajacych z niej hipotez szczegdtowych badanych przez uczniow.

Uwaga: Je$li uczen sformulowal najpierw hipoteze szczegoélowa na przy-
kiad dla uktadu (a,a + 1,a + 2,a,a — 1, a — 2), a potem hipoteze ogdlniejsza dla
(a,a+r1,a+2r,b,b—r1,b— 2r), to jego plynnosc¢ ideacyjna jest oceniona tylko
za hipotez¢ ogélniejsza.

Definicja 2. (Gietkosci)

Gigtkos$¢ mierzona jest liczba kategorii, do ktorych pomysty mozna zaliczy¢.

Definicja 3. (Oryginalnosci)

Pomyst jest oryginalny, jesli pojawil sie tylko u jednej osoby z calej grupy
i wowczas mierzony jest liczbg 1.

Tabela 2. Okreélenie ptynnoéci ideacyjnej i kategorii ukladéw badanych przez uczniow

Lp. Badane ukfady

Plynnos¢
ideacyjna
Kategorie

1. (a, a+1, a+2, a+3, a+4, a+5)

2. (a, a-1,a-2,a-3, a—4, a-5) 1 K1

3. (a, a+r, a+2r, a+3r, a+4r, a+5r) 2 K1
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cd. tab. 2
4. | (a, a+1, a+2, a, a-1, a-2) K2
5. | (a, a+r, a+2r, b, b+r, b+2r) K2
6. | (a, a+r, a+2r, b, b—r, b—2r) K2
7. | (a, a+r, a+2r, b, b+s, b+2s) K2
8 |(a,a+r,a+2r,a+2r,a+r1,a) K2
9. (—a, a+r, a+2r, —(a+3r) a+4r, a+5r) K3
10. (a, —(a+r) (a+2r) a+3r, —(a+4r) a+5r) K3
11. (a, a+r,—(a+2r) a+3r, a+4r, —(a+5r)) K3
12. (a, a+2r, a+r, b, b+2r, b+r) K4
13. (a, b, a+b, c, d, c+d) K5
14. (a, a+b, b, c, c+d, d) K5
15. (2a, a, 4a, a, 4a, 2a) K6
16. | (a,10 a,100a,b,0,1b,0,01b) K6

Zgodnie z przyjetymi definicjami oceniono uczniéw pod wzgledem ptynnosci
ideacyjnej, gietkosci i oryginalnosci. Okazalo sie, Ze w kazdym z tych kryteriow
najlepszy okazal si¢ Tomasz, ktory wymyslit najwiecej hipotez, w szczegélnosci
oryginalnych, nalezacych do réznorodnych kategorii, uzyskujac wyniki prezento-
wane w ponizszej tabeli.

Tabela 3. Ocena uczniéw pod wzgledem plynnosci ideacyjnej, gietkosci i oryginalnosci

Imiona uczniéw Plynnos¢ ideacyjna Gigtkos¢ Oryginalno$¢
Natalia 8 3 3
Paulina 8 3 2
Tomasz 11 4 4
Agnieszka 6 2 0
Hania 2 0
Grzegorz 4 2 1
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ANALIZA ANKIET UCZNIOW

Wypelnienie ankiety wymagato od uczniéw refleksji na temat wlasnej aktyw-
nosci.

Na pytanie: ,Czego dotyczylo zadanie?”, 4 uczniéw napisalo, ze zadanie do-
tyczyto rozwigzywania ukltadéw réwnan z kalkulatorem graficznym. Jedynie
Grzegorz napisal ,, Irzeba bylo wyciaga¢ wnioski i sprawdza¢ duza ilo$¢ uktadow”,
a Tomasz ,,Zadanie dotyczyto wykonywania dzialan na kalkulatorze graficznym
i znalezienia podobienstw w zadaniach a), b), ¢)”

1. Czego dotyczylo zadanie?
Zoddounie dg}ﬂ%'ﬁb vous quywomncs  uliadide rﬁﬂﬂa{ﬁ ¢ dukewe,
o kalpwlodone  qrofieuya . neboc by

wulged ke G oauoag 7 swig (lofd okitdol.
/c@‘@’,ﬁ%mﬁw

Rysunek 11. Kopia notatek Grzegorza

Na pytanie ,,Czy zadanie to byto dla Ciebie interesujgce?” wszyscy uczniowie
odpowiedzieli pozytywnie. Mimo iz nie bylo pytania o powody, trzech uczniow
uznalo za stosowne o tym napisac, Paulina, ze ,,Bylo to co$ nowego, przy czym
trzeba bylo troche pomysle¢, aby znalez¢é réwnania o szczegélnym znaczeniu,
Agnieszka, ,,[...] moglam si¢ zabawi¢ — w wymyslanie najprzerdzniejszych ukta-
dow, ktérych bez kalkulatora nie chciato by mi sie liczy¢”, a Grzegorz ,, [...] bardzo
podobala mi si¢ praca z kalkulatorem graficznym. Mozna bylo przez to wycigga¢
rézne wnioski i dowiedzie¢ si¢ fajnych ciekawostek”

2. Czy zadanie to bylo dla Ciebie interesujace? =
Qodawie o byl dla.  miie Eﬂ’ccresujq'm,%mohn Pdﬂ%mc.:
WSy ploee 2 Jadkwlodorem a{m%‘wu?wt. Movnee l?u;lb
(et wyugangl wine  wwrorky dowredried sie

Lanyple wekacortel,

Rysunek 12. Kopia notatek Grzegorza
Na kolejne pytanie ,,Czy zastosowanie kalkulatora graficznego utatwito Ci pra-

ce?” réwniez wszyscy uczniowie odpowiedzieli pozytywnie. Wypowiedzi niekto-
rych uczniéow: ,, Tak, bo rozwigzywanie trudnych uktadéw réwnan bez kalkulatora
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byltoby bardzo czasochlonne” (Natalia); ,, Tak bardzo mi ulatwito,[...] gdyz czto-
wiek ma prawo do popetniania bledéw” (Agnieszka); ,, W niedtugim czasie udato
mi si¢ rozwiaza¢ duzo ukladéw bez duzych obliczen, poniewaz kalkulator robit
prawie wszystko za mnie [...]” (Grzegorz).

3. Czy zastosowanic kalkulatora g graficznego ulatwito Ci pracg?

Jortvsouonse. tego  kallwlatora.  bordvo oledwith praze.
W we debgpwm cusie wledy  me A rowigrad dunb

vkaaddn  er dardyebe oblived pouiewal  Lolkw(obor
wbil ro.wu:, o X e . e Juju,w muovaleus
\1wcu,' Lodiby

Rysunek 13. Kopia notatek Grzegorza

Z rezultatow swojej pracy byli zadowoleni wszyscy uczniowie, a Grzegorz pod-
kreglit ,,[...] udalo mi si¢ wyciagna¢ odpowiednie wnioski [...]".

4. Czy byle$ zéﬂow_olohv z'rezultar.ov;vus»:éjv{)récv
oo bache  ndowolowy 1 rwlttddd swo ZLA
fouzw Wote uu  sie wyugqnad  eolpluie
wwlosls § roanqud  wiele vkiedde < w  knoHuim

CURSLE,

Rysunek 14. Kopia notatek Grzegorza

Na pytanie ,,Czy rozwigzywalbys chetnie to zadanie bez uzycia kalkulatora gra-
ficznego?” 5 uczniéw napisalo, ze nie, wymieniajac przy tym nastepujace powody:
zbyt czasochlonne, nudne, wymagajace zbyt duzo wysitku, nie chcialo by mi sig¢
rozwigzywac samej tylu przyktadow, zbyt duzo liczenia. Jedynie Paulina napisata,
ze tak, ale gdyby miala wiecej czasu.

5. Czy rozwiazywalbys chetnie to zadanie bez uzycia kalkulatora graficznego?
Nie  cheiolbym  romoiquyued  bfe daddy 1%
tolwe  dotyde  Liedoch  ber -l:oahe?o ka kulodore.
,Pw;wcq: lai’qro by my  dvio casY wm&J

o by o ete) wiele  ensilion.

Rysunek 15. Kopia notatek Grzegorza
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Ankieta konczyla sie zapisaniem uwag na temat pracy nad zadaniem. Tu wy-
powiedzieli si¢ jedynie Natalia i Grzegorz. Natalia napisala, ze ,,pozwalalo zbadac
rézne ciekawe przypadki i wlasnosci ukladéw réwnan”, a Grzegorz ,,[...] kalkula-
tor jest super. Liczy wszystko =)”.

6. Inne Twoje uwagi na temat zadania lub pracy nad zadaniem.

Née.  Mout Uw&ﬁ rw.afmi kol luledko Jc,s[' SuPe?.

,,LCO\Ui [,Jm,}&lku =),

Rysunek 16. Kopia notatek Grzegorza

PODSUMOWANIE

Na podstawie szczegétowej analizy notatek uczniéw i wypelnionych przez
nich ankiet udzielono odpowiedzi na pytania badawcze.

1.

Czy kalkulator graficzny lub program komputerowy moze by¢ wykorzy-

stany do inspirowania uczniow w zakresie podjecia aktywnosci ekspery-

mentowania, dostrzegania problemow, formulowania i weryfikowania
hipotez czyli do prowokowania mys$lenia matematycznego?

Sformulowano nastepujace wnioski:

- wszyscy badani uczniowie w czasie calej swojej pracy nad zadaniem, ko-
rzystali z kalkulatora graficznego i trybu pracy EQUA, rozwiazujac za
pomoca tego narzedzia kazdy z podanych lub wymyslonych przez siebie
ukladéw réwnan;

- zastosowanie kalkulatora graficznego pozwolilo im skupi¢ si¢ na proble-
mie, a nie na zmudnych i ucigzliwych rachunkach;

— wszyscy badani uczniowie sformufowali, na miare swoich mozliwosci,
wymagany w tresci zadania wniosek (hipoteze). Jego weryfikacje empi-
ryczng przeprowadzilo czterech uczniéw, z wyjatkiem Agnieszki i Hani,
ktdre uznaly, ze 3 przypadki sg wystarczajace do sformulowania wniosku.
Zaden z uczniéw nie podjal proby weryfikacji teoretycznesj;

— kalkulator graficzny pozwalal uczniom szybko weryfikowa¢ empirycznie
swoje hipotezy;

- wszyscy uczniowie zostali sprowokowani do matematycznego myslenia
poprzez dostrzeganie zaleznosci, formutowanie hipotez, przeprowadza-
nie weryfikacji empirycznych i uogélnianie.
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2. Czy praca z kalkulatorem graficznym lub programem komputerowym

moze przyczyniac si¢ do wzrostu entuzjazmu i wplywa¢ na wytrwalos¢
uczniow w generowaniu nowych wytworow (problemow)?
Dla wszystkich uczniéw zadanie bylo interesujace, ale pieciu uczniéw na-
pisalo, ze nie chcialo by im si¢ go rozwigzywac bez uzycia kalkulatora gra-
ficznego, gdyz rozwigzywanie ukladéw réwnan byloby zbyt czasochtonne
i nudne oraz mozna by bylo popetni¢ bledy. Wszyscy uczniowie byli bardzo
aktywni, usatysfakcjonowani eksperymentowaniem i zadowoleni z odkry-
tych zaleznoéci. W ankiecie pisali, ze rozwigzywanie tego zadania zmuszato
do myslenia, bylo forma zabawy, pozwalalo wyciaga¢ wnioski i dowiedzie¢
sie roznych ciekawostek na temat ukladéw réwnan. Zastosowanie kalkula-
tora graficznego jako narzedzia do rozwigzywania ukladéw réwnan wply-
nelo zatem na wzrost entuzjazmu ucznidéw i zachecato do eksperymento-
wania i generowania nowych wytwordw.

Przyklady ,,zadan tworzacych” adresowanych do uczniéw uzdolnionych wraz
z omowieniem efektow pracy ucznidéw z przeprowadzonych badan mozna znalez¢
miedzy innymi w publikacjach Janiny Dudy (2009, 2020).
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Streszczenie

Zagadnienie edukacji matematycznej w nauczaniu przedszkolnym jest w ostatnich latach
czestym tematem rozwazan dydaktykow i pedagogdw. Znaczenie edukacji matematycznej dla
ogolnego rozwoju dziecka jest podkreslane w zapisach podstawy programowej dla wychowania
przedszkolnego (MEN 2017). Dzieci w wieku 5-6 lat sa szczegolnie otwarte na nowe doswiad-
czenia edukacyjne. Majg naturalna zdolno$¢ do odkrywania i poznawania. Ponadto wiele aktyw-
nosci, ktore podejmuja w codziennym zyciu, niesie w sobie duzy potencjal do rozwijania intuicji
w zakresie okreslonych poje¢ matematycznych. Jednym z takich zagadnien jest miara i mierzenie
dhugosci. Powstaje wiec pytanie: jak wspiera¢ dzieci w rozwoju na tym etapie edukacyjnym? Jak
wykorzysta¢ ich naturalna chec¢ rozwoju do wzbogacania ich wiedzy matematycznej? Jak roz-
wija¢ posiadane intuicje zwigzane z miarg i mierzeniem dlugosci w celu uksztaltowania pojecia
miary? Podjete badania pilotazowe sa proba znalezienia odpowiedzi na te pytania.

Abstract

The issue of mathematical education in preschool teaching has been a frequent topic of
consideration by educators and educators in recent years. The importance of mathematical ed-
ucation for the general development of the child is emphasized in the provisions of the core
curriculum for preschool education (MEN 2017). Children aged 5-6 are particularly open to
new learning experiences. They have a natural ability to explore and learn. In addition, many of
the activities they undertake in their daily lives have great potential to develop intuition in spe-
cific mathematical concepts. One such issue is measuring length. So the question arises: how to
support children in their development at this stage of education? How to use their natural desire
to develop to enrich their mathematical knowledge? How to develop your intuitions related to
measure and measuring length in order to shape the concept of measure? The pilot studies are
an attempt to find answers to these questions.
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The attitude of the children participating in the pilot studies and the results obtained are
optimistic. The presented series of meetings with preschoolers and the series of tasks presented
to them seems to be a good starting point for developing children’s competences in the field of
measurement and measuring. Detailed research on a much wider research group can verify this
hypothesis and help to develop a didactic proposal for kindergartens and develop competence
in the field of measuring and measurement in children.

WPROWADZENIE DO TEMATYKI

Edukacja matematyczna dzieci w wieku przedszkolnym staje si¢ coraz czesciej
obiektem zainteresowan dydaktykéw. Wida¢ to po atencji, jaka ciesza si¢ konfe-
rencje temu po$wigcone. Znacznie wzrasta zainteresowanie udziatem w grupach
tematycznych dedykowanym matematyce wieku dziecigcego (na przyklad TWGO03
Early Mathematics, CERME). Zauwazana jest zalezno$¢ miedzy odpowiednim
przygotowaniem przedszkolnym a gotowoscia (dojrzatoscia) szkolng (Gruszczy-
k-Kolczynska, 2009, 2012).

Edukacja matematyczna dzieci 5-, 6-letnich opiera sie na dwoch filarach: aryt-
metyce i geometrii. W odniesieniu do arytmetyki gtéwnie ksztalcone sa kompe-
tencje w zakresie liczenia, przeliczania oraz poréwnywania liczebnosci zbioréw.
Dzieci w starszych grupach przedszkolnych dos¢ dobrze radza sobie z przelicza-
niem zbioréw, z podaniem ich liczebnosci. W miare sprawnie potrafig poréwnac
zbiory. Z badan przeprowadzonych na tej grupie wiekowej wynika, ze w zakresie
kompetencji liczenia i poréwnywania osiagaja oni poziom $redni i wysoki (Grusz-
czyk-Kolczynska, 1992). W zakresie geometrii edukacja przedszkolna skupia si¢
przede wszystkim na rozpoznawaniu ksztaltu podstawowych figur (tréjkat, kwa-
drat, prostokat, koto).

Matematyka przedszkolna nie powinna opiera¢ si¢ jedynie na liczbach. Bar-
dzo istotna jest rowniez geometria oraz zagadnienie miary. Dla dziecka nie jest
to catkowicie nowe i nieznane pojecie. Z pojeciem tym — nawet o tym nie wie-
dzac - spotyka si¢ w codziennym zyciu. Miara pozwala bowiem za pomoca liczb
uporzadkowad $wiat wokot nas. W wielu opracowaniach podkreslane jest znacze-
nie miary i mierzenia (NTCM 2000). Brak jednak jest szerokich badan w tym za-
kresie, zwlaszcza dotyczacych miary i mierzenia. Tymczasem zaréwno geometria,
jak i mierzenie daja nam spore mozliwosci do rozwijania kompetencji i uzdolnien
dzieci. Jak pisza Marija van den Heuvel-Panhuizen i Kees Buys (2004, 5.10):

Zardéwno pomiar, jak i geometria umozliwiaja dzieciom nawigzywanie polaczen z codzien-
nym Srodowiskiem. Obie dziedziny oferujg narzedzia matematyczne, kazda na swdj spo-
sob, stuzace do strukturyzacji $wiata fizycznego i zrozumienia go. Co wiecej, oba prowadza
do zdumienia. Stad rozwdj dyspozycji matematycznej charakteryzuje si¢ postawa odkryw-
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czg3, pewna wytrwalto$cig w rozwigzywaniu problemoéw oraz wrazliwoscig na pigkno struk-
tur i rozwigzan matematycznych'.

W nauczaniu wazne jest budowanie mostéw pomiedzy poszczegdlnymi dzie-
dzinami wiedzy. Miara i mierzenie moga by¢ takim mostem pomiedzy arytmetyka
a algebra.

Samo zagadnienie miary i mierzenia w ujeciu formalnym czesto jest dos¢ trud-
ne. Wymaga bowiem rozumienia operacji na poziomie konkretnym (Gruszczyk-
-Kolczynska, 1992). Tymczasem dzieci w wieku 5-6 lat funkcjonujg na poziomie
przedoperacyjnym. Dopiero ksztaltuja sie u nich pierwsze ugrupowania — pojawia
sie rozumienie wielkosci statych i iloéci. Zatem wprowadzanie dziecka w $wiat ma-
tematyki powinno odbywac¢ si¢ w najnaturalniejszy i najprzyjazniejszy dla niego
sposob. Rozwijanie umiejetnosci i kompetencji powinno odbywac si¢ w dzialaniu,
poprzez aktywny udzial dziecka (jak jest to podkreslane w nauczaniu czynnoscio-
wym, Siwek, 1998).

W uczeniu si¢ dzieci wazng role odgrywa intuicja. Nauczyciel w procesie na-
uczania powinien odwolywac¢ si¢ do intuicyjnego podejscia dziecka do matema-
tycznych zagadnien. Wykorzystanie naturalnych przekonan moze wspomoc pro-
ces nauczania.

Wedtug Howarda Gardnera (2009) dzieci w wieku 5-6 lat nie maja jeszcze
wyraznie ukierunkowanych predyspozycji, wyraznie dominujacego rodzaju inte-
ligencji wielorakiej. Poprzez odpowiednia prace z dzieckiem, stymulowanie jego
rozwoju mozna je odpowiednio ksztaltowa¢. Wazne jest jednak, aby zdiagnozowa¢
naturalne intuicje posiadane przez dziecko i odpowiednio je wzmacnia¢ w kierun-
ku uzdolnien. A to przede wszystkim odbywa si¢ poprzez dostarczanie dziecku
okazji do zdobywania doswiadczen, do przezywania, odkrywania.

Pierwsze doswiadczenia dziecigce odnoszace si¢ do miary i mierzenia zwig-
zane s3 z pordwnywaniem. Dzieci poréwnuja, ktore jest wyzsze, ktore ma diuzsza
stope, kto zbudowal wicksza wieze. Powoli buduje si¢ ich wlasne wyobrazenie na
temat miary i mierzenia. Wykorzystanie tych naturalnych sktonnosci do poréwny-
wania moze stanowi¢ punkt wyjscia do ukierunkowanych aktywnosci w zakresie
rozwijania kompetencji ,mierniczych”

! Przektad wlasny. W oryginale: Both measurement and geometry enable children to make
connections with their daily environment. Both domains offer mathematical tools, each in their
own way, to structure the physical world and to get a grasp on it. Moreover, they both lead to
wonderment. And thus to the development of mathematical disposition with is characterized
by an exploring attitude, a certain perseverance in solving problems, and a sensitivity to the
beauty of mathematical structures and solutions.
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Sam proces mierzenia zwigzany jest z kilkoma aspektami, o czym wspominaja
Kees Buys i Ed de Moor (2008). Wyrdzniaja oni bowiem: mierzenie przez porow-
nywanie, mierzenie poprzez zastosowanie jednostki (standardowej badz niestan-
dardowej) oraz mierzenie poprzez zastosowanie odpowiednich narzedzi pomia-
rowych. Aby w pelni zrozumie¢ pojecie miary dziecko powinno mie¢ mozliwos¢
przejscia przez wszystkie te trzy etapy. Tutaj bardzo wazne jest mocne odniesienie
sie do codziennych do$wiadczen dziecka. Samo mierzenie nie powinno by¢ trakto-
wane i uczone jako oddzielna aktywno$¢, ale raczej jako ztozona kombinacja pojec
i umiejetnosci, ktore rozwijaja si¢ z biegiem czasu (Clements, Stephan, 2004). Aby
dobrze rozwina¢ u dzieci pojecie miary i umiejetnosci mierzenia, nalezy stawia¢
przed nimi odpowiednio przygotowane ,zadania-problemy pomiarowe” (Mac
Donalds, Lowri, 2011).

W Polsce w nauczaniu przedszkolnym podczas zaje¢ z edukacji matematycz-
nej bardzo duzo czasu poswigca si¢ na zagadnienia zwigzane z liczeniem. Duzo
zabaw i zadan dotyczy liczenia, przeliczania. Zagadnienia geometryczne pojawiaja
sie niejako ,,przy okazji”. Zazwyczaj jest to rozpoznawanie figur, ksztaltéw. Zagad-
nienia miary czgsto s3 pomijane. Poréwnywanie obiektow raczej jest realizowane
jako poréwnywanie liczebnosci zbioréw, a nie w kontekscie mierzenia, dtugosci,
wielko$ci. Stad tez pojawil si¢ pomyst zbadania kompetencji dzieci w zakresie mia-
ry i mierzenia dlugosci.

OPIS BADAN

Opisane ponizej badania sa czescig wigkszego projektu dotyczacego rozu-
mienia pojecia miary i mierzenia dtugosci przez dzieci w wieku przedszkolnym
(5-6 lat). Badania zostaly przeprowadzone w dwodch etapach: pierwszy to badania
pilotazowe, a drugi badania wlasciwe. Na kazdym z tych etapéw postepowanie
byto bardzo podobne: najpierw badano, jakie intuicje i przekonania posiadaja 5-,
6-letnie dzieci w zakresie miary i mierzenia dlugo$ci. Nastepnie sprawdzano, jak
dzieci wykorzystuja posiadane intuicje podczas rozwigzywania zadan dotyczacych
mierzenia dtugosci i poréwnywania ich. Po zakonczeniu badan pilotazowych pla-
nowana jest ewaluacja narzedzia badawczego i dalsze jego testowanie. Celem ca-
tego projektu jest:

1) rozpoznanie dzieciecych intuicji dotyczacych réznych aspektow miary

i mierzenia diugosci;

2) zbadanie umiejetnosci dokonywania pomiaréw i postugiwania sie¢ réznymi

jednostkami miary;

3) rozwijanie kompetencji mierzenia i ksztaltowanie rozumienia pojecia mia-

ry (w odniesieniu do mierzenia dtugosci);
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4) wypracowanie pewnych narzedzi i propozycji dydaktycznych wspieraja-

cych rozumienia pojecia miary.

Badania pilotazowe przebiegaty nastepujaco:

Krok 1. Najpierw zostala przeprowadzona diagnoza wszystkich bioracych
udzial w badaniu uczniéw w kontekscie posiadanych intuicji i przekonan zwigza-
nych z mierzeniem dlugo$ci. W tym celu z kazdym dzieckiem zostal przeprowadzo-
ny indywidualny wywiad diagnozujacy, podczas ktérego rozwigzywalo ono 3 zada-
nia. Badacz rozmawial z dzieckiem, ale nie ocenial jego odpowiedzi. Chodzito tutaj
jedynie o zebranie informacji, co dziecko wie na temat mierzenia dtugosci.

Krok 2. Podczas zaje¢ w grupach dzieci rozwigzywaly wspélnie zadania do-
tyczace miary i mierzenia dlugosci. Celem tych zaje¢ byto wywolanie interakcji
miedzy dzie¢mi. Obserwowano wptyw réznych sposobéw myslenia u poszczegol-
nych dzieci na podejécie do danego zadania i finalne rozwigzanie postawionego
problemu. Wspélna dyskusja dzieci z badaczem miala na celu zwrdcenie uwagi na
istotne aspekty zwigzane z miarg i mierzeniem dlugosci oraz usystematyzowanie
wiedzy na ten temat (co to znaczy zmierzy¢ dtugos¢, jak dokona¢ pomiaréw, na co
zwraca¢ uwage podczas mierzenia).

Krok 3. Przeprowadzenie zaj¢¢, podczas ktérych dzieci samodzielnie badz
w matych grupkach (3-, 4-osobowych) rozwigzywaly zadania dotyczace mierzenia
dlugosci. Analiza pracy dzieci, obserwacja, czy nastapila zmiana ich podejscia do
zagadnienia miary i mierzenia dtugosci.

Krok 4. Analiza zebranego materialu badawczego. Przeprojektowanie aktyw-
nosci wpierajacych rozwoj kompetencji mierzenia dtugosci i ksztaltowanie rozu-
mienia pojecia miary, przygotowanie do badania na szerszej grupie badawcze;j.

Po badaniach pilotazowych planowane sa badania wlasciwe, ktérych przebieg
bedzie zblizony do badan z pierwszego etapu. Rozpoczng si¢ one od indywidu-
alnych wywiadéw diagnozujacych. Nastepnie dzieci przejda przez seri¢ spotkan
w grupach, podczas ktérych poprzez zabawe beda rozwijaly swoje umiejetnosci
w zakresie mierzenia dlugosci. Kolejnym krokiem bedg indywidualne testy spraw-
dzajace rozumienie miary i mierzenia, a na zakonczenie odbeda si¢ zajecia utrwa-
lajace poznane wiadomosci.

Obecnie zakonczone zostaly badania pilotazowe, a takze przeprowadzone
badania diagnozujace wérdd dzieci bioracych udzial w badaniach wilasciwych.
W przygotowaniu sg kolejne etapy z badan wlasciwych. W tym referacie bede
przedstawia¢ wyniki badan pilotazowych.

Grupe badawczg podczas badan pilotazowych stanowily dzieci w wieku 5-6 lat
uczeszczajace do publicznego przedszkola (18 0s6b w kroku 1. i 20 w nastgpnych).

Badania pilotazowe mialy poméc znalez¢é odpowiedz na nastepujace pytania:

1. Jakie intuicje i przekonania dotyczace mierzenia dtugosci majg 5-, 6-letnie

dzieci na etapie przed wprowadzeniem tego zagadnienia?
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2. Jak dzieci dokonuja pomiaréw réznych obiektdw, czy i jakich uzywajg jed-
nostek?

3. Czy dzieci potrafig poréwnywac rozne obiekty ze sobg ze wzgledu na okre-
$lony ich wymiar (czy potrafia wypracowac uniwersalng jednostke, zasady
dokonywania pomiarow)?

4. Czy dzieci potrafig zastosowa¢ poznane i wypracowane zasady dokony-
wania pomiaréw podczas rozwigzywania zadan dotyczacych mierzenia
dlugosci?

W tym artykule skupie si¢ na przedstawieniu przebiegu badan pilotazowych
oraz omoéwieniu uzyskanych tam wynikéw. Zebrane dane zostaly przeanalizowane
jakosciowo. Szczegoétowe wyniki badan pilotazowych z kroku 1 zostaly zaprezen-
towane podczas konferencji SEMT (Pytlak, Maj-Tatsis, 2021).

ORGANIZACJA I PRZEBIEG BADAN Z ETAPU 1.

Krok pierwszy w badaniach pilotazowych polegal na indywidualnych spo-
tkaniach z dzieckiem. Przeprowadzona rozmowa miala za zadanie zidentyfiko-
wac intuicje, jakie dziecko posiada w zakresie mierzenia. Prébowano uzyskac
odpowiedz na pytanie, co dla dziecka oznacza ,zmierzy¢”. Interesowalo nas
réwniez, w jaki sposob dzieci bedg dokonywaly poréwnywania dtugosci dwdch
obiektow (na przyktaddwoch pociggéw utozonych z klockéw), jakich narzedzi
uzyja, aby dokona¢ pomiaru dlugosci (w jaki sposob beda chcialy sprawdzic,
ktory obiekt jest dluzszy).

Rozmowy odbywaly si¢ na terenie przedszkola, ale w odosobnionym miej-
scu, aby nic nie rozpraszato dzieci podczas pracy. Podczas tej rozmowy badacz
przedstawial badanemu kolejno trzy zadania do rozwiazania. Czas na rozwigzanie
nie byl limitowany, zazwyczaj jednak rozmowy te trwaty do 10 minut. W trakcie
pracy nad ich rozwigzaniem badacz prowadzil rozmowe z dzieckiem, ktorej ce-
lem bylo uzyskanie informacji odno$nie sposobu rozwigzania. Stawiane pytania
miaty raczej charakter informacyjny, a nie oceniajacy. Chodzilo przede wszystkim
o uzyskanie informacji od dziecka, a nie warto$ciowanie i ocenianie ich. Kazda
odpowiedz dziecka byta uznawana za wlasciwa.

Zadania, jakie zostaly zaprezentowane dzieciom podczas tego etapu badan
byty nastepujace:

Zad. 1. (Pomocnicze materialy: plansza oraz figurka postaci z klockéw lego;
badacz kladzie przez dzieckiem plansze, stawia na niej figurke przedstawia histo-
ryjke; kolejno zadaje pytania, czekajac na reakcje dziecka).
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Polecenie dla ucznia: Ania uwielbia ba-
wi¢ si¢ zabawkami. Stoi na zielonej linii

N
i chcialaby dosta¢ sie do swoich zabawek %
[fizyczne postawienie figurki na zielonej linii
przez badacza]. Zastanawia sie, ktorg droge
wybraé. Chce, aby byla to najkrétsza. Pomoéz
Ani dokona¢ wlasciwego wyboru. Dlaczego

wlasnie ta droga jest najkroétsza? Czy mozna
to jako$ sprawdzi¢?

Oczekiwane rezultaty: Dziecko jako wlasciwg wskaze $ciezke trzecia, intuicyj-
nie odwotujac si¢ do jej prostopadltosci wzgledem linii startowej i konicowe;j.

Zad. 2. (Pomocnicze materialy: klocki jednakowej wielkoéci). Na stole leza
dwa stosy jednakowych co do wielkosci klockéw, w rozsypce, aby mozna bylo wy-
réznic poszczegdlne elementy. Zbiory sa réznoliczne.

Polecenie dla ucznia: Kuba i Ja$ ukladali pociagi z kolorowych klockéw. Tutaj
sg klocki Kuby, a tutaj Jasia. Jak myslisz, ktory z chlopcoéw ulozy dluzszy pociag
ze swoich klockow? Dlaczego? Sprobuj ulozy¢ te dwa pociagi. Czy twoje przewi-
dywania byly stuszne? A jak mozna sprawdzi¢, ktéry z ulozonych pociagow jest
dluzszy?

Oczekiwane rezultaty: Dziecko wskaze stos z wieksza liczba klockow, moze
odwola¢ si¢ do liczebnosci zbioréw; ukladajac dwa pociagi, ulozy je jeden pod
drugim, zaczynajac z jednej linii startowej.

Zad.3. (Pomocnicze materialy: dwa zestawy klockow réznej diugosci — klocki
majg taka samg wysokos$¢ i szerokos¢, roznig sie jedynie dtugoscia). Na stole lezg
dwa zestawy klockéw: krotsze i dluzsze. Krétszych jest wiecej niz dluzszych, ale
mozna z nich zbudowac krotszy pociag niz z dluzszych.

Polecenie dla ucznia: Ala i Kasia ukladaty pociagi. Tutaj sa klocki Ali, a tutaj
Kasi. Jak myglisz, ktora dziewczynka zbuduje dtuzszy pociag? Dlaczego? Sprobuj
utozy¢ te dwa pociagi. Czy twoje przewidywania byly stuszne? A jak mozna spraw-
dzi¢, ktory z ulozonych pociagdw jest dtuzszy?

Oczekiwane rezultaty: 1) dziecko wskaze zbior dluzszych klockéw jako ten,
z ktdrego zbuduje si¢ dluzszy pociag, a utozenie elementdw tylko potwierdzi t¢ hi-
poteze lub 2) dziecko wskaze zbior krétszych klockéw jako ten, z ktérego zbuduje
sie dluzszy pociag, a ulozenie elementéw i poréwnanie obiektéw doprowadzi do
zmiany zdania i odkrycia wniosku, ze nie tylko liczba elementéw skladowych, ale
réwniez ich wymiar (tu: dlugo$¢ klocka) ma znaczenie.

Pierwsze zadanie dotyczylo intuicji ,,najkrotszej drogi” - ze odleglo$¢ miedzy
obiektami jest realizowana w kierunku prostopadlym. Zadanie drugie i trzecie
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dotyczyly umiejetnosci stawiania hipotez zwigzanych z wyznaczaniem diugosci
(oszacowanie, ktory pociag bedzie diuzszy) oraz ich weryfikacja i uzasadnienie
swojego zdania. Chodzito réwniez o sprawdzenie, czy poréwnujac dwa obiekty,
uczniowie beda ustalali ,,punkt startowy” i czy zwrdca uwage na stosowang jed-
nostke (tu: r6zna wielkos¢ klockow).

Material badawczy stanowity filmy nagrane podczas kazdego ze spotkan oraz
sporzadzone na ich podstawie protokoly. Analizie podlegal sposéb pracy dziecka
uwieczniony na filmie oraz rozmowa z badaczem.

ANALIZA WYNIKOW Z ETAPU 1.

Wstepna analiza materialu badawczego pokazala, ze kazde z dzieci bioracych
udzial w badaniu rozwiazato wszystkie trzy zadania oraz staralo si¢ uzasadni¢ do-
konywane przez siebie wybory. Zadanie pierwsze okazalo si¢ stosunkowo tatwe
i tylko 3 uczniéw na 18 udzielito odpowiedzi innej niz oczekiwana. Wiekszych
trudnosci nie sprawilo rowniez udzielenie poprawnej odpowiedzi na pytanie
z zadania drugiego ,,ktéry pociag bedzie diuzszy”. Az 17 na 18 osdb wskazalo, ze
z liczebniejszego zbioru ulozy si¢ dluzszy pociag. Wszystkie dzieci potrafily row-
niez uzasadni¢ dokonany przez siebie wybor, odwotujac sie do liczby klockow
traktowanych tutaj jako jednostka. W zadaniu trzecim poczatkowo tylko potowa
uczestnikow podata poprawna odpowiedz, a blisko 1/3 nie potrafila jej uzasad-
ni¢ - zazwyczaj na pytanie ,dlaczego” odpowiadali ,,nie wiem” Po utozeniu obu
pociagéw nastepowala weryfikacja tej pierwszej hipotezy. Wowczas dzieci zmie-
nialy zdanie (poza jednym przypadkiem) i podawaty poprawng odpowiedz na py-
tanie ,to ktory pociag bedzie dtuzszy”. Pojawialo si¢ rowniez uzasadnienie ,,bo te
klocki sg wigksze/dluzsze”

ANALIZA WYNIKOW ZADANIA 1.

Wybierajac ,najkrotsza droge” w zadaniu pierwszym, uczniowie najczesciej
wskazywali linie trzecig. Wsrdd uzasadnien dominowalo ,,bo jest prosta” Takiej
odpowiedzi udzielito 8 dzieci. Inne uzasadnienia to ,,bo jest krotka” - 2 osoby, ,,bo
jest szybka” — 2 osoby. Tylko trzy osoby nie potrafily uzasadni¢ swojego wyboru.
Wskazywane przez dzieci uzasadnienia moga $wiadczy¢ o tym, ze dominujacy byt
tu aspekt wizualny. Dziecko widzialo, ktéra droga jest krétsza. Moglo dokona¢
wizualnego poréwnania. Rysuja sie tez intuicje odno$nie odlegtosci miedzy obiek-
tami. Dzieci czujg, Ze ta ,najkrdtsza droga” jest realizowana na kierunku prostopa-
dtym, ale z oczywistych wzgledéw nie potrafig tego wyrazi¢, czy tez odpowiednio
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matematycznie uzasadnic. Stad tez okreslenia takie jak ,,jest prosta’, odnoszace sig
do intuicji prostopadlosci. O tym, ze tak wlasnie mozna to zinterpretowaé swiad-
czy¢ moze nastepujacy fakt. Na sugestie, ze $ciezka numer jeden réwniez jest pro-
sta, uczniowie odpowiadali: ale ta jest bardziej prosta. Zatem nie sam ksztalt $ciez-
ki (linia prosta), ale raczej jej potozenie wzgledem linii poczatkowej i koncowej
mialo znaczenie.

Ex: Ktdrg droge wybierze?

W2: Tg [wskazuje trzecig Sciezke].

Ex: A dlaczego te?

W2: Bo jest najszybsza droga i jest prosta.

Ex: Ale ta tez jest prosta [wskazuje na pierwszg $ciezke].

W2: [Chwila zastanowienia, po czym zdecydowanie] Nie, tg pojdzie [wskazuje
trzecig $ciezke], ta jest najkrotsza.

Dzieci, ktére wskazaty bledne $ciezk,i argumentowaly swéj wybor nastepuja-
co: ,bo ma takg petelke” (w przypadku $ciezki nr 5), ,,bo jest szybka/najkrétsza”
Podczas rozmowy z badaczem, po sugestii ze moze inna $ciezka jest krotsza, dwoje
dzieci zmienito zdanie.

Ex: [...] Ktéra droge wybierze?

M3: [Wskazuje $ciezke nr 1] Ta.

Ex: A dlaczego?

M3: Bo jest najkrotsza.

Ex: Aha, ta jest najkrotsza. A ta tutaj [wskazuje na $ciezke nr 3]?

M3: Tez jest krotka.

Ex: To dwie sg krotkie?

M3: Bo s3 razem proste.

Ex: [...] A ktéra z tych dwoch bedzie krétsza?

M3: [Wskazuje na $ciezke nr 3].

Ex: A dlaczego?

M3: Bo ta jest taka prosciutka.

Z powyzszego dialogu mozna wysnu¢ przypuszczenie, ze w tym kontekscie
dla dziecka stowo ,,prosty” na dwa rézne znaczenia. Obydwa dotyczg ksztattu linii
ocenianego aspektu wizualnie, ale zwigzane s3 z innymi zagadnieniami matema-
tycznymi. Pierwsze znaczenie mozna utozsamic¢ z pojeciem prostej. Linia prosta
potocznie rozumiana jest jako linia bez zalaman i petelek. Tak rozumiang ,,pro-
sto$§¢” mozna oceni¢ wizualnie. W tym kontekscie kryteria spetniaja dwie $ciezki.
Drugie znaczenie dotyczy pojecia ,,prostopadly”, rozumianego tutaj jako relacja
miedzy dwoma odcinkami. Dzieci ocenialy, Ze narysowania linia ,,nie jest krzywa,
pochylona’, tylko prosta.

Analiza materialu badawczego pokazala, ze dzieci posiadaja spore intuicje
w zakresie miary i mierzenia. Wyniki uzyskane z zadania 1. pokazaly, ze zdecy-
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dowana wiegkszos¢ utozsamiala odleglos¢ migdzy obiektami jako prosty odcinek
faczacy oba te obiekty. Przy czym rozumienie przez nich ,,najkrotszej drogi” byto
dwojakie. Dla czesci dzieci byta to ,,prosta” droga (tutaj chodzito o linie prosta bez
petelek i zagie¢, co mozna bylo zweryfikowa¢ wizualnie). Spora grupa rozumiata
najkrotszg droge jako odcinek prostopadly do linii poczatkowej (co jest zgodne
z matematycznym rozumieniem pojecia odleglosci).

ANALIZA WYNIKOW ZADANIA 2.

W zadaniu 2. dzieci mogly wykorzysta¢ klocki do zbudowania pociagéw. Az
17 0s6b poprawnie odpowiedzialo na pytanie ,,ktory pociag bedzie dluzszy”. Gtow-
nym argumentem na poparcie swojej hipotezy bylo odwolanie si¢ do liczebnosci
zbioru elementdw, z ktérych mial by¢ budowany pociag. Dzieci przeliczaly klocki
w jednym zbiorze, potem w drugim i na tej podstawie formulowaty odpowiedz.
Tak odpowiedziato 15 dzieci. Tylko jedno nie potrafilo poda¢ uzasadnienia, od
razu zaczeto ukladad.

Analizujac sposéb ukiadania pociggdw, mozna bylo wyrézni¢ cztery wzory:

Tabelal. Sposoby ukladania pociagdw przez dzieci w zadaniu 2.

. 3 Ukladanie dwéch
. i . , Ukladanie dwéch T
Opis sposobu Ukladanie dwéch | Ukladanie dwoch pociagéw réw- pociagow réw-
P . pociagdw w jed- | pociaggéw ukosnie o nolegle do siebie,
uktadania e L nolegle do siebie, e
nej linii wzgledem siebie o ze wspolnej linii
Z przesunieciem .
startowej
Wizualizacja | T m— / \
i'_
Liczba 6 5 4 3
rozwigzan:

Na pytanie badacza ,Ktéry z ulozonych pociagoéw jest diuzszy?” prawie po-
towa dzieci (8 z 18) zaczeta znéw przelicza¢ elementy, z ktérych te pociagi byty
zbudowane. Pomijali catkowicie fakt stworzenia okreslonej konstrukeji, nie po-
réwnywali odleglosci migdzy jej poczatkiem a konicem - dla tych dzieci pociagi to
byt tylko pewien sposob na uporzadkowanie zbioru elementow.

A2: [Uklada w jednej linii dwa pociagi].

Ex: Mozna je teraz jako$ porownac? Pokaza¢, ktory jest diuzszy?

A2: Yyy... [chwila zastanowienia, zaczyna cicho liczy¢, wskazujac kolejne ele-
menty palcami].
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Ex: No i?

A2:Bo tujest 6 [wskazuje pierwszy pociag], a tu jest 8 [wskazuje drugi pociag].
I 8 jest wiecej.

Ex. No dobrze. [...] Chcesz wytlumaczy¢ mlodszemu bratu, ktory pociag jest
dluzszy. Ale on nie umie liczy¢ i nie wie, ze 8 jest wigksze od 6. To jak mu to po-
kazesz?

A2:[...] No nie da sie.

Dopiero po kolejnych pytaniach badacza, czy moze jest jaki$§ sposob na poka-
zanie, ze jeden pociag jest dtuzszy od drugiego, dzieci przesuwaty swoje uktadanki
wzgledem siebie w taki sposob, aby rozpoczynaly si¢ ze wspdlnej linii.

Rysunek 1. Poréwnywanie pociagéw utozonych z klockéw przez dziecko.

Taka strategie zastosowala zdecydowana wigkszo$¢ dzieci, ktére poczatkowo
odwolywaty si¢ do liczebnosci zbioréw. W dwdch przypadkach dzieci stwierdzity,
ze ,widag, ze ten jest maly, a ten duzy” i nie potrzebowaly dodatkowo potwierdza¢
swojego zdania.

ANALIZA WYNIKOW ZADANIA 3.

Zadanie trzecie bylo pewna modyfikacja zadania 2. Tutaj do dyspozy-
cji dzieci mialy dwa zestawy klockdw o réznej liczebnosci i roznej wielkosci.
Na pytanie ,,ktéry pociag jest dluzszy” polowa podala oczekiwang odpowiedz
(ze to bedzie ten ztozony z dtuzszych klockow). Tutaj argumentem za byto ,,bo
te sg wieksze”. Zatem w tym przypadku dzieci odnosily si¢ nie do liczebno-
$ci zbiorow, ale wielkosci elementéow skladowych (czyli elementéw jednostko-
wych). Druga grupa, ktora wskazala poczatkowo zestaw krotszych klockow,
skupita si¢ na liczebnosci poszczegolnych zbioréow. Krotszych klockéow bylo
wiecej, wizualnie wydawalto si¢ rowniez, ze zajmuja wicksza powierzchnie.
Stad tez przekonanie uczestnikow badania, ze z tych elementéw uda si¢ zbudo-
wacé dluzszy pociag.

Tym razem nie trzeba bylo szczegdlnie zacheca¢ dzieci do ulozenia pociggdw
i zweryfikowania swojej hipotezy. Od razu przystapili do ukladania, a tylko jedno
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dziecko zaczeto od liczenia elementéw. Zdecydowana wigkszos¢ od razu zaczela
uklada¢ pociagi jeden pod drugim, rozpoczynajac ze wspdlnej linii. Bardzo czesto
ta ,wspolna linig” byl brzeg fawki, co wida¢ na ponizszych rysunkach:

Rysunek 2. Sposob uktadania pociagéw ze wspolnej linii startowej w zadaniu 3.

Sposéb pracy dzieci wyraznie nawigzywat do doswiadczen z zadania poprzed-
niego.

Tabela 2. Wyniki dla zadania 2. i 3.

Zadanie 2 Zadanie 3
Pierwsza odpowiedz: wskazanie oczekiwanej odpowiedzi/wskaza-
. . Lo 17/1 9/9
nie bledniej odpowiedzi
Uzasadnienie poprzez odwolanie si¢ do liczebnosci zbiorow 15 7
W linii obok siebie 6 3
<
o £ | Skosnie 5 0
S
(% ﬁ; Réwnolegle z przesunigciem 4 0
Jeden pod drugim, ze wspélnej linii startowej 3 14

Po ulozeniu pociggdéw niektdre dzieci z zaskoczeniem przyjely fakt, ze btednie
oszacowaly, ktory z pociagéw bedzie dluzszy. Szybko jednak stwierdzaly, ze dzieje
sie tak dlatego, ze klocki maja rézng dlugos¢.

Przyklad:

Ex: [...] Ktéry pociag bedzie dtuzszy?

A1l: Ten [wskazuje na zbior krétszych klockow].

Ex: Ten. A dlaczego?

A1l: Bo ma wiecej klockow.

Ex. Dobrze, to utézmy [...].

Al: [Uktada dwa pociagi w jednej linii, pdzniej przesuwa jeden, aby byl do-
ktadnie pod drugim] O;j.

Ex: Co sie stalo?
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Al: Bo ten jest krotszy, a ten jest dtuzszy [wskazuje kolejno pociagi].

Ex: O, a wcze$niej méwitas odwrotnie. Jak to tak jest?

A1l: [Bardzo pewnie] Bo tu sg wieksze klocki.

Czes¢ dzieci poczatkowo nie zwrocita uwagi na rézne dltugosci klockow uzy-
tych do budowania pociagu, stad btedne odpowiedzi i btedne uzasadnienia. Wi-
dzac rézne dlugosci klockdw, dzieci same zaczynaly ukladaé pociagi i wowczas
nastepowala weryfikacja wczesniejszej odpowiedzi. Tym razem sposob ukfadania
byt zdecydowanie inny. Nawet jezeli ktos zaczat uklada¢ réwnolegle z przesunie-
ciem, bardzo szybko ustawial oba pociagi w jednej linii startowej.

Wyniki uzyskane z zadania 2. i 3. pokazaly, ze podczas ,mierzenia” dzieci zwra-
caly uwage zaréwno na jednostke, jak i na sposéb dokonywania pomiaréw. Przy
czym do$wiadczenia z zadania 2. przenosily si¢ na sposdb rozwigzania zadania 3.
Poréwnujac dwa obiekty miedzy sobg (tutaj byly to dwa pociagi o réznej dlugosci),
ukladaly je jeden pod drugim, z tej samej linii startowej. Taki sposéb poréwny-
wania byt jednak istotny przede wszystkim w sytuacji, gdy pociagi byly ukladane
z klockéw o réznej dlugosci (co mozemy utozsamic z rézng jednostka miary). Gdy
oba obiekty zbudowane byly z takich samych klockdéw, dzieci nie czuly potrzeby
poréwnywania fizycznego. Wystarczylo im wéwczas zwykle przeliczenie elemen-
tow w kazdym z pociagéw. Zatem w tej sytuacji ,,mierzenie” zostalo utozsamione
z liczebnoscia poszczegolnych zbioréw, za$ ,ukladanie pociggéw” potraktowane
jako inne uporzadkowanie danego zbioru.

PODSUMOWANIE I WNIOSKI

Dla dzieci biorgcych udzial w badaniu zaprezentowane zadania byly nowym
doswiadczeniem. Zwlaszcza konieczno$¢ uzasadnienia swojego zdania byla dla
nich zaskakujgca. Poczatkowo czuly si¢ nieco niezre¢cznie i nie byly sklonne do
udzielania wyjasnien, ograniczajac si¢ jedynie do wskazania poprawnej odpowie-
dzi. Tak bylo przede wszystkim przy rozwiazywaniu zadania 1. Stopniowo jednak
zaczynaly czu¢ si¢ swobodnie, nabieraly pewnosci siebie i zaczynaty udziela¢ szer-
szych wyjasnien. Tutaj jezyk werbalny byl mocno wspierany gestem. Samo wska-
zanie przez dziecko dluzszego pociagu bylo dla niego wystarczajaca odpowiedza
i nie widzialy potrzeby potwierdzenia tego stowami.

Wyniki uzyskane podczas pierwszego etapu badan pozwalaja wysnu¢ przy-
puszczenie, ze dzieci w wieku 5, 5-6 lat posiadajg intuicje w zakresie miary
i mierzenia. Interpretuja odleglo$¢ miedzy obiektami jako ,odcinek prostopa-
dly do obu”. Jest to zbiezne z formalnym matematycznym rozumieniem odle-
glosci. ,Prostos¢” jest przez nie rozumiana zaréwno jako prosta, ale rowniez

jako prostopadta.
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W zadaniu drugim uktadane obiekty skfadaly sie z jednakowych elementow.
Mozna to utozsamic z jednakowg jednostka miary. Dla dzieci dos¢ oczywiste bylo, ze
gdy majg jednakows ,,jednostke miary”, dluzszy bedzie ten obiekt, ktéry ma wiecej
sjednostek”. Tutaj nie widzialy potrzeby innego weryfikowania swojej hipotezy. Wy-
korzystanie jedynie aspektu ilosciowego, odwolanie si¢ do liczebnosci zbioréw byto
dla nich wystarczajace. Swiadczy¢ o tym moze fakt, ze uktadanie pociggéw potrakto-
waly raczej jako pewnego rodzaju uporzadkowanie zbioréw. Zadziatala tutaj intuicja
»liczebnosci zbioru” - w jednym zbiorze bylo wiecej elementdw, wiec ten zbidr byt
~wigkszy”. Z pewnoscia nie czuly konieczno$ci odwolywania si¢ do jednostki dtugo-
$ci. Budowli z klockéw nie utozsamily z dwoma obiektami geometrycznymi, ktére
mozna ze sobg poréwnac, na przyklad poprzez zmierzenie ich dlugosci. Co ciekawe,
w zadaniu 3., pozornie identycznym jak zadanie 2., dzieci przystepujac do uktadania,
w zdecydowanej wigkszo$ci zaczynaly uklada¢ pociagi jeden pod drugim, z jednej
linii startowe;j. Jest to zgodne z intuicjg poréwnywania obiektow: aby stwierdzi¢ kto-
ry jest dluzszy, trzeba ustawic je na jednej linii i zobaczy¢, ktéry konczy sie dalej od
niej. By¢ moze podczas rozwiazywania zadania trzeciego uczniowie korzystali z do-
$wiadczen zdobytych podczas pracy nad zadaniem drugim. Taki efekt jest bardzo
pozadany i moze $wiadczy¢ o duzym potencjale dzieci do uczenia si¢. Innym czyn-
nikiem wplywajacym na zmiane strategii ukltadania moze by¢ wielko$¢ elementow.
Podczas dalszej nauki szkolnej uczulamy uczniéw, ze poréwnywa¢ mozna ze sobg
wielkosci wyrazone w tych samych jednostkach. Tutaj poréwnywane obiekty byty
»w réznych jednostkach”. Poczatkowo czg$¢ dzieci nie zwrdcila na to uwagi, stosujac
strategie wykorzystywang podczas poréwnywania liczebnosci zbioréw. Dopiero rze-
czywiste ulozenie obu pociagdw pokazalo, ze takie podejscie jest bledne.

Drugi krok badan pilotazowych potwierdzit, ze dzieci mialy swoje wlasne in-
tuicje na temat mierzenia. Rozumialy odlegto$¢ miedzy obiektami jako najkrotszy
odcinek aczacy je, ktérego koniec jest prostopadly do obiektu koncowego. Jest to
zgodne z pojeciem odleglosci, z jaka spotykaja sie uczniowie podczas edukacji ma-
tematycznej w szkole podstawowej. Poréwnywanie takich odcinkéw nastepowa-
to poprzez wizualng weryfikacje. Nalezato je utozy¢ réwnolegle wzgledem siebie
i sprawdzi¢, ktory wystaje poza pozostale. Ulozenie tych odcinkéw réwnolegle do
siebie i ze wspdlnej linii startowej utatwiato taka wizualng weryfikacje, ale nie bylo
traktowane jako warunek konieczny.

Postawa dzieci bioracych udzial w badaniach pilotazowych oraz uzyskane
wyniki napawajg optymizmem. Zaprezentowana seria spotkan z przedszkolaka-
mi oraz cykl prezentowanych im zadan wydaje si¢ by¢ dobrym punktem wyijscia
do rozwijania dziecigcych kompetencji w zakresie miary i mierzenia. Szczegélo-
we badania na znacznie szerszej grupie badawczej moga zweryfikowac te hipoteze
i pomo6c w opracowaniu propozycji dydaktycznej dla przedszkoli oraz rozwija¢
kompetencje w zakresie miary i mierzenia u dzieci.
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Streszczenie

Ocenianie ksztaltujace, w tym ocena ksztattujgca w postaci informacji zwrotnej, jest zalecane
jako alternatywa dla tradycyjnej oceny sumujacej. Jego celem jest zwigkszenie swiadomosci uczniow
o ich wiedzy i umiejetnosciach oraz motywowanie do nauki. Pomaga takze nauczycielom dosto-
sowa¢ metody nauczania. Odpowiednie faczenie obu form oceniania przynosi uczniom korzysci
i usprawnia proces nauki. Badania nad ocenianiem ksztattujgcym rzadko uwzgledniaja specyfike
przedmiotow. Prezentowane badanie dotyczy wptywu oceny ksztattujacej na nauczanie matematyki.
Przeprowadzono eksperyment w siodmej klasie szkoly podstawowej, polegajacy na przekazywaniu
uczniom ocen ksztaltujacych. Analiza prac uczniow i ankieta wykazaly, ze uczniowie pozytywnie
ocenili wplyw informacji zwrotnej na ich nauke matematyki (byli bardziej $wiadomi swojej wie-
dzy, czuli indywidualne wsparcie nauczyciela i motywacje do nauki). Jednoczesnie badanie pokaza-
fo, ze ocena ksztaltujaca nie wplywa znaczaco na wyniki uczniéow przy tak krotkim jej stosowaniu.

Abstrakt

Formative assessment, including feedback-based formative evaluation, is reccommended as
an alternative to traditional summative assessment. Its goal is to increase students’ awareness
of their knowledge and skills while motivating them to learn. It also helps teachers adjust their
teaching methods. Properly combining both forms of assessment benefits students and enhanc-
es the learning process.
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Research on formative assessment rarely considers subject-specific aspects. The presented
study examines the impact of formative assessment on mathematics education. An experiment
was conducted in a seventh-grade primary school class, where students received formative as-
sessments. Analysis of students’ work and a survey showed that they positively evaluated the
impact of feedback on their mathematics learning—they became more aware of their knowl-
edge, felt individual support from the teacher, and were more motivated to learn. However, the
study also indicated that formative assessment does not significantly affect students’ results over
a short period of application.

WPROWADZENIE

Oceny byly zawsze obecne na lekcjach matematyki i nie tylko. Sprawdzian
odbywal si¢ po kazdym rozdziale podrecznika, a takze w trakcie trwania dzialu
uczniowie pisali kartkéwki, oczywiscie wszystko na ocene sumujaca (stopien).
Czesto bez wzgledu na to, jakie oceny uczniowie otrzymali, nauczyciel (zmu-
szony do realizacji podstawy programowej) po tescie rozpoczynal nowy dziat,
a caly schemat postepowania zaczynal si¢ od nowa (McIntosh, 2010). Dzieje si¢
tak, poniewaz duza ilo$§¢ materialu do opanowania przez uczniéw niemalze de-
terminuje takie postepowanie. Natomiast oceny nie powinny tylko podsumo-
wywa¢ dziatan nauczyciela po zakonczonych przez niego zajeciach. Powinny
one dostarcza¢ informacji prowadzgcemu i pomaga¢ odpowiednio zaplanowa¢
proces efektywnego ksztalcenia (Ginsburg, 2009). Oceny moga sugerowa¢ na-
uczycielowi, ze nalezy zmodyfikowa¢ sposob nauczania, a takze informowac
go, co uczniowie wiedza, rozumieja i potrafig zrobi¢ (Bennett, 2011). Takie
podejscie umozliwia ocena ksztaltujaca, ktoéra nie tylko daje nauczycielowi
informacje o stanie wiedzy podopiecznych, ale przekazuje tez te informacje
uczniom.

Wiele publikacji zach¢ca do stosowania oceniania ksztaltujacego wraz ze
wszystkimi jego elementami. Niniejszy artykul skupia si¢ na ocenie ksztaltuja-
cej przekazywanej za pomocg informacji zwrotnej. Ta ocena ma by¢ alternatyw-
nga forma dla stosowanej w wigkszosci szkot oceny sumujacej. Uzywanie jej ma
zmniejszy¢ liczbe ocen (stopni), ale zwigkszy¢ swiadomos¢ uczniéw na temat
posiadanej przez nich wiedzy i umiejetnosci. Oprocz tego ocena ksztaltujaca po-
winna zacheca¢ i motywowac uczniéw do dzialania, wptywac na zaangazowanie,
a takze przyspieszac postepy w nauce. Wedlug zalozen oceniania ksztaltujacego
odpowiednie stosowanie oceny sumujacej i oceny ksztattujacej (informacji zwrot-
nej) powinno przynosi¢ uczniom same korzysci i usprawnia¢ proces zdobywa-
nia wiedzy (Bennett, 2011; Black, Wiliam, 2010; Jackowska-Boryc, Pyzara, 2020).
Rozwazanie oceny ksztaltujacej jest mozliwe po ukazaniu jej w szerszym kontek-
Scie, tj. w odniesieniu do jej elementow.
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OCENIANIE KSZTAEXTUJACE I JEGO ELEMENTY

Ocenianie ksztaltujace jest sposobem nauczania polegajacym na czestym i sys-
tematycznym zbieraniu informacji o przebiegu procesu uczenia sie. Nauczyciel
wykorzystujacy ocenianie ksztaltujagce pomaga uczniom w nauce, a nie tylko sku-
pia si¢ na zrealizowaniu podstawy programowej. Osoba prowadzaca zajecia, ktéra
stosuje ocenianie ksztaltujace (Sterna, 2014):

— okresla cele lekgji i formutuje je w jezyku zrozumiatym dla ucznia,

- ustala kryteria oceniania, czyli to, co bedzie brane pod uwage przy ocenie

pracy ucznia,

— stosuje efektywng informacjg zwrotna, czyli komentarz moéwiacy, co zostalo
poprawnie wykonane, co wymaga poprawy, jak dokona¢ poprawy oraz jak
pracowac dalej,

- rozréznia funkcje oceny sumujacej (oceny wyrazonej stopniem) i oceny
ksztaltujacej,

- buduje atmosfere uczenia si¢ pracujac z uczniami i rodzicami,

- potrafi formulowa¢ pytania kluczowe, tzn. takie pytania, ktére zainteresuja
uczniow tematem lekcji,

- potrafi zadawac pytania angazujace ucznia w lekcje,

- wprowadza samooceng i ocen¢ kolezeniska, czyli ocene poprawnosci rozwia-
zania zadania, ktorg uczniowie otrzymuja od kolegéw lub kolezanek.

Jednym z elementéw oceniania ksztattujacego sa cele lekcji. Niektorzy nauczy-
ciele nie widza sensu w podawaniu celéw lekcji skoro podaja temat. Uwazaja oni,
ze celem zajgc jest opanowanie tematu. Jest to jednak tylko jeden cel, ktéry musi
by¢ roztozony na szczegdélowe cele, aby doktadnie bylo wiadomo, co ma zosta¢
osiggniete (Babel, 2007). Nie mozna tez przesadzi¢ z liczbg celéw. Ich nadmiar
moze powodowac, ze cele przewidziane na dane zajecia nie zostang opanowane
i tym samym nauczyciel oraz uczniowie nie beda zadowoleni z zajec. Jest to de-
motywujace, dlatego dobrym pomyslem jest okreslanie maksymalnie trzech celow
na dang godzing lekcyjng i podawanie ich uczniom. Natomiast inne, poboczne
cele, powinny by¢ realizowane, ale bez zwracania na nie szczegdlnej uwagi naszych
podopiecznych (Sterna, Dojer, 2016b).

Kolejnym elementem oceniania ksztattujacego, ktéry pomoze uczniom na
lekcjach matematyki sg kryteria oceniania'. Pozwalaja one sprawdzi¢, czy ucznio-
wie opanowali zagadnienia i umiejetnosci zawarte w celach lekeji. Dzigki kryte-
riom oceniania mogg oni szybko zweryfikowa¢, co juz umieja, a co wymaga jesz-
cze nauki. Jest to pozyteczne nie tylko na lekcjach matematyki, ale na wszystkich

! Kryteria oceniania w jezyku polskim nazywane sa NaCoBeZu, czyli skrot od zwrotu ,,Na
Co Bede Zwraca¢ Uwagg”
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przedmiotach, poniewaz czyni z ucznia swiadomego uczestnika procesu uczenia
sie (Sterna, 2014). Kryteria oceniania sg rezultatem zaplanowanych celéw lekcji,
dlatego nie nalezy ich ze soba miesza¢. Kryteria pozwalaja ukierunkowaé prace
uczniow, daja mozliwos¢ modyfikacji procesu uczenia si¢ oraz przyspieszaja po-
stepy w nauce (Sterna, Dojer, 2016a). Dla uczniéw wazne jest, aby znali nie tylko
cele, ale takze sposdb weryfikowania ich wiedzy (Babel, 2007). Z tego powodu zro-
zumiate dla uczniéw kryteria oceniania pokierujg ich procesem uczenia sie i po-
zwolg podopiecznym zauwazy¢, co jest wazne oraz to, co wymaga wiekszej uwagi
w trakcie nauki. Kryteria oceniania sa szczegdlnie przydatne dla os6b nieobecnych
na zajeciach. Dodatkowo pozwalaja one na nauke waznych i potrzebnych rzeczy,
przez co wplywaja na motywacje i zaangazowanie uczniéw (Sterna, 2014).

Kryteria oceniania powinny pojawia¢ si¢ tam, gdzie wystepuja cele. Jesli na-
uczyciel podaje cele do poszczegolnych lekceji czy konkretnych dziatan, to warto
tez poda¢ kryteria oceniania. Liczba kryteriéw zalezy od tego, do czego je for-
mulujemy. Jednak nalezy pamieta¢, ze liczba kryteriéw nie moze by¢ zbyt duza.
Jesli kryteria nie beda zbyt obszerne, to uczniowie bedg w stanie sie wszystkiego
nauczy¢. Osiaggna wtedy sukces, ktéry sprawi, ze beda chcieli wiecej i bedg mieli
motywacje, by dalej sie uczy¢. Natomiast nauczycielom systematyczne podawanie
krotkich i zrozumiatych kryteriéw ocen odwdzieczy si¢ przy sprawdzianie, ponie-
waz majac kryteria oceniania z calego dzialu, mozna szybko utworzy¢ nowe do
sprawdzianu oraz wybra¢ odpowiednie zadania weryfikujace dane umiejetnosci
(Sterna, Dojer, 2016a).

Ocenianie ksztaltujace jest wykorzystywane na lekcjach wielu przedmio-
tow, takze przez nauczycieli matematyki. Matematyka jest przedmiotem, kto-
ry posiada swoje specyficzne stownictwo, a jezyk matematyczny nie zawsze jest
zrozumialy dla uczniéw. Jednak nauczyciel nie moze zrezygnowac z fachowego
stownictwa, ktdre bedzie si¢ pojawia¢ w ksigzkach i na egzaminach. Niestety tez,
jesli uczniowie nie beda rozumieli, co méwi do nich nauczyciel, przestang by¢
zaangazowani w te niezrozumiale dla nich lekcje. Pomocne sg oceny ksztaltuja-
ce i cele lekcji podawane w jezyku zrozumiatym dla ucznia. Gdy uczen bedzie
wiedzial i rozumial, co ma osiagna¢, fatwiej przyjdzie mu nauka tych rzeczy,
a i nazwy matematyczne po pewnym czasie przestang by¢ niezrozumiale (Babel,
2007; Sterna, 2014). Z tego wzgledu formulowanie celéw lekcji w jezyku zrozu-
miatym dla uczniéw jest wazne, poniewaz powinni oni rozumie¢, po co si¢ ucza
oraz kiedy cele zostaly osiggniete. Gdy nasi podopieczni znajg cele zajec, widza
sens brania udziatu w lekcji (Sterna, Dojer, 2016b). Niektérzy miewaja problemy
z rozréznianiem celéw i kryteriow oceniania. Z tego wzgledu, przy stosowaniu
oceniania ksztaltujacego zawsze nalezy pamietac, ze cele przedstawiaja miejsce,
do ktérego zmierzamy, natomiast kryteria oceny to punkty pokazujace, czy dany
cel zostal osiagniety (Sterna, Dojer, 2016b).
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Matematyka jest dla ucznioéw czesto trudnym przedmiotem, ktérego nie potrafia
opanowa¢. Wielu uczniom wydaje sie, ze pomimo uczestnictwa w zajeciach mate-
matyKki i tak nadal nic nie potrafig. Jednak umieja oni wiecej niz s3 tego swiadomi,
dlatego tak wazne jest docenianie tego, co uczen juz przyswoil. Docenianie, wskazy-
wanie bledow, dawanie wskazéwek do poprawy bledéw i do dalszej pracy jest moz-
liwe dzigki informacji zwrotnej (Sterna, 2014). Informacja zwrotna powinna zawie-
rac¢ 4 elementy: wskazanie dobrych stron pracy, wskazanie bledéw, poinformowanie
jak poprawi¢ bledy oraz wskazowki w jakim kierunku dalej pracowa¢. Ten element
oceniania ksztaltujacego to nie tylko zwykly komentarz, ale réwniez bezposrednie
odniesienie si¢ do danego ucznia i dostrzezenie go w zespole klasowym. Informacja
zwrotna musi by¢ dokladnie powigzana z kryteriami oceniania i moze si¢ odwoly-
wac tylko do nich (Sterna, 2014; Jackowska-Boryc, Pyzara, 2020). Czasem formulo-
wanie czteroelementowej informacji zwrotnej moze przysparza¢ klopot nauczycie-
lom, bo trzeba odnalez¢ w kazdej pracy mocne strony, nawet w ,,stabych” pracach.
Gdy okaze sig, ze zaden punkt kryterium oceniania nie zostal poprawnie wykonany,
nalezy pochwali¢ samo podjecie proby rozwigzania zadania. Mozna udzieli¢ ucznio-
wi wsparcia i zmotywowac go do pracy, poniewaz informacja zwrotna nie tylko ma
informowac o zrealizowaniu poszczegolnych kryteridw oceny, ale takze ma funkcje
wspierajacg i motywujaca. Dzigki takim wilasciwosciom informacji zwrotnej mozna
zacheci¢ ucznia do pracy, ale takze uswiadomi¢ mu, w czym jest dobry i da¢ rady
dotyczace poprawy bledéw (Gregorczyk, Swat-Pawlicka, 2016). Przy przekazywaniu
wskazdwek wazne jest, aby méwi¢ co mozna zrobic¢ lepiej, a nie, co jest Zle, aby nie
zniechecac ucznia (Babel, 2007).

Przy wprowadzaniu informacji zwrotnej, warto ustali¢ z uczniami jakie prace
beda oceniane sumujgco, a jakie ksztaltujaco. Gdy umowa nauczyciela z ucznia-
mi (na temat sposobu oceniania konkretnych prac) jest zawarta — nie wolno jej
zmienia¢, ani faczy¢ obu ocen. Informacja zwrotna nie wymaga uzupelnienia stop-
niem, poniewaz zawiera wszystkie potrzebne informacje o tym, co uczen potrafi
i nad czym jeszcze musi popracowaé. Natomiast ocena wyrazona stopniem nie
daje szczegdtowych informacji o opanowaniu wiedzy i umiejetnosci przez ucznia
(Gregorczyk, Swat-Pawlicka, 2016). Z tego powodu w ocenianiu ksztaltujacym,
zamiast oceny sumujacej uczen czesciej otrzymuje informacje zwrotng do swojej
pracy, aby mogl nadrobi¢ braki przed praca oceniang za pomocg oceny sumujacej
(Sterna, 2014). Ideg oceny ksztaltujacej jest oddzielenie jej od oceny sumujacej,
jednak praktyka nauczania w polskiej szkole czgsto zmusza nauczycieli do taczenia
oceny ksztaltujacej ze stopniem, gdyz polskie spoteczenstwo (uczniowie, rodzice)
nie potrafig jeszcze w pelni wykorzysta¢ dobrodziejstwa informacji zwrotnej (Jac-
kowska-Boryc, Pyzara, 2020).

Oprocz informacji zwrotnej od nauczyciela uczniowie moga otrzymac tez in-
formacje zwrotng od samego siebie lub od kolegi czy kolezanki (ocena kolezenska)
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na podstawie wczesniej ustalonych kryteriow oceniania (Babel, 2007). Taki sposéb
oceny pozwala odciazy¢ nauczyciela i przekaza¢ informacje zwrotng wszystkim
uczniom jednoczesnie. Uczniowie mogg udziela¢ sobie informacji zwrotnej, ktora
pomoze im w nauczeniu si¢ danej partii materialu, a takze bedzie doskonalg oka-
zjg do utrwalenia zdobytych juz wiadomosci i umiejetnos$ci. Natomiast niedopusz-
czalne jest wystawianie stopni przez uczniow, poniewaz moze by¢ nieobiektywne
i prowadzi¢ do manipulacji (Sterna, Modzelewska-Bufawicka, 2016). Ocena kole-
zenska sprawia, Ze uczniowie wymieniajg si¢ swoimi doswiadczeniami i poznajg
inne spojrzenie na zadanie, przez co uzupelniaja swojg wiedze. Uczniowie spraw-
dzajac sobie prace i dajac wskazowki uczg si¢ poprzez uczenie innych. Oprocz
uczenia sie, taki sposdb pracy angazuje uczniow i usuwa nude z lekcji. Dodatkowo
uczniowie czujg si¢ potrzebni i maja satysfakcje z tego, ze czegos$ juz si¢ nauczyli
i ze dzigki temu mogg pomoc i pokierowac¢ swojego przyjaciela ze szkolnej fawki.

W ocenianiu ksztaltujacym stosowane sg rdwniez pytania kluczowe i pyta-
nia angazujace uczniéow w lekcje oraz zwracana jest uwaga na atmosfere panujaca
w klasie i wspotprace z rodzicami (Sterna, 2014). Te elementy nie sg $cisle zwigza-
ne z oceng ksztaltujaca przekazywang za pomoca informacji zwrotnej, dlatego nie
beda rozwazane w tym artykule. Natomiast istotne jest rozréznienie oceny sumu-
jacej i oceny ksztaltujacej. Temu zagadnieniu poswiecony jest nastepny paragraf.

Ocena ksztaltujaca a ocena sumujaca

Ocena szkolna ma funkcje informacyjna i motywujaca oraz pelni zadanie kla-
syfikacji i promowania uczniow do nastepnych klas. Wéréd wszystkich rodzajow
ocen mozna wyrozni¢ oceng sumujaca i ocene ksztaltujaca. Pierwsza z nich stuzy
do podsumowywania wiedzy, ktéra zdobyl uczen i jest przedstawiana za pomo-
cg stopnia. Natomiast ocena ksztaltujaca ma za zadanie uswiadomic uczniowi, co
zrobil dobrze, a co zle i w jaki sposob moze on poprawi¢ swoja prace. Celem tej
oceny jest pomaganie uczniowi podczas procesu uczenia sie. Pomimo tego, ze te
oceny majg inne cele i daja inne konsekwencje, czasem si¢ wzajemnie przenikajg
lub s3 zle uzywane przez osoby prowadzace zajecia. Gromadzenie si¢ nieporozu-
mien wokot tych ocen nie jest niczym dobrym, jednak rosnace zainteresowanie
ocenianiem ksztaltujacym wsrdéd nauczycieli moze zniwelowa¢ ten problem oraz
wplyna¢ na poprawe procesu uczenia si¢ i podniesienie osiggnie¢ uczniow (Szy-
ling, 2010; Sterna, 2014).

Stosowanie oceniania ksztaltujacego w czasie zaje¢ prowadzi do zmiany sposo-
bu oceniania ucznidéw. Z tego powodu ocena sumujaca (stopnie, punkty, procenty,
rézne symbole) w trakcie zdobywania umiejetnosci zostaje zastapiona przez in-
formacje¢ zwrotna. Dzieki takiemu podejsciu, uczen powinien dojs¢ do wniosku,
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ze w nauce wazne jest zdobywanie wiedzy, a nie stopni. Dazenie do wlasciwego
rozwoju wiedzy i umiejetnosci jest mozliwe dzigki ocenie ksztaltujacej, przez ktora
nauczyciel moze wspiera¢, motywowac i kierowa¢ ucznia. Aby ocena ksztattujaca
mogla odnies¢ sukces, musi by¢ oddzielona od oceny sumujacej. Wlasnie dlatego,
gdy praca ucznia jest oceniana stopniem nie powinna si¢ tam znalez¢ informa-
cja zwrotna, poniewaz uczniowie czesto zwracajg uwage tylko na stopien, a infor-
macje zawarte w informacji zwrotnej sg ignorowane. Tym samym znieksztatcona
zostaje funkcja oceny sumujacej. Nie oznacza to, ze nalezy rezygnowac z oceny
sumujacej albo z oceny ksztaltujacej. Trzeba tylko ustali¢ reguly stosowania kazde;
z ocen. Ocene ksztaltujaca nalezy stosowa¢ w trakcie procesu uczenia sie, aby da¢
uczniowi wskazowki dotyczace tego, co juz opanowal, a nad czym musi jeszcze
popracowa¢. Takich ocen w ciggu semestru moze by¢ dowolnie duzo. Chociaz nie
zawsze jest to mozliwe do wykonania, to nauczyciel powinien si¢ stara¢ udziela¢
uczniom ocen ksztaltujacych regularnie i czgsto. Nalezy pamietac, ze nie wolno za-
mienic¢ oceny ksztaltujacej na stopien, bo narusza to umowe z uczniami o stosowa-
niu kazdej z tych ocen. Natomiast z oceny sumujacej powinno sie¢ skorzysta¢, gdy
chce sie podsumowac pewien etap pracy nad jakimis zagadnieniami i sprawdzic,
ile uczniowie si¢ nauczyli. Aby méc oceni¢ ucznia stopniem nalezy odpowiednio
wczesnie zapowiedzie¢ prace na takg ocene (Dojer, Swat-Pawlicka, 2016).

OCENA KSZTAEXTUJACA W BADANIACH

Wielu naukowcéw badalo zagadnienie oceny ksztaltujacej, aby zbadacd jej
wplyw na poprawe nauczania i uczenia si¢. W wigkszosci wyniki pokazywaly
istotne lub $rednie korzysci z tego rodzaju nauki (Bennett, 2011; Black, Wiliam,
2010; Ginsburg, 2009). Wiele 0s6b popierajacych ocene ksztaltujaca uzywa argu-
mentu, ze badania naukowe dowodza, iz powoduje ona od $rednich do bardzo
duzych osiagnig¢. Uwazaja oni takze, Ze wyniki pochodza z wiarygodnych zrédet
takich jak meta-analizy czy badania indywidualne (Bennett, 2011). Mozna si¢ tez
spotkac ze stwierdzeniem, Ze ta ocena bardziej pomaga uczniom ze stabymi wy-
nikami niz innym osobom i podnosi ich ogdlne wyniki, ale jednocze$nie ogra-
nicza zakres osiggnie¢. Mimo tego przynosi ona korzysci dla tych uczniéw i daje
im szanse na wyréwnanie brakéw edukacyjnych. Bez wzgledu na réznice zdan,
wida¢ znaczace plusy z tego sposobu nauczania, ktdry jest osiggany za pomoca
réznych metod. Dzialania stosowane podczas procesu uczenia si¢ maja wspolng
ceche — ocene ksztaltujac, ktdra przynajmniej czg§ciowo przyczynia si¢ do sukce-
su (Black, Wiliam, 2010).

Bennett (2011) w swojej pracy przytacza artykul Blacka i Wiliama (2010), kto-
ry jest bardzo czesto wykorzystywany do wskazywania skutecznosci oceny ksztat-
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tujacej. Ci naukowcy wykorzystali materialy z 250 Zrédet do napisania dlugiej
recenzji opublikowanej w specjalnym numerze czasopisma , Assessment in Edu-
cation”. Do stworzenia swojego przegladu badacze uzyli wielu opracowan, a za-
warte w nich badania pokazuja, ze wszystkie dzialania prowadzace do ulepszenia
oceny ksztaltujacej, przynosza znaczne i znaczace korzysci w nauce. Podano tak-
ze wielkos¢ efektu dla tego sposobu nauczania. Wielkos$¢ ta wskazywata znacznie
wieksze pozytywne skutki w przyroscie wiedzy i umiejetnosci uczniéw niz przy
innych sposobach edukacyjnych (Black, Wiliam, 2010).

Podczas innych badan przeprowadzonych w Niemczech na lekcjach matematyki
sprawdzano wplyw oceny ksztaltujacej na osiagniecia i zainteresowanie uczniéw, po-
przez postrzeganie przez nich przydatnosci informacji zwrotnej. Badani stwierdzili,
ze wiadomosci o postepach od nauczycieli sg bardzo przydatne i daja im wigksza
pewnos¢ osiagniecia lepszych wynikéw w nadchodzacym sprawdzianie oraz powo-
duja znacznie wyzsze zaciekawienie tematami (Rakoczy i in., 2019).

Do badania wplywu oceny ksztaltujacej na postepy ucznidow w matematyce cza-
sem uzywane s3 tez technologie internetowe. W Katedrze Matematyki Uniwersyte-
tu Turynskiego skorzystano z kurséw e-learningowych, aby prowadzi¢ badania nad
tym ocenianiem. Szkolenie online wykorzystywalo automatyczny system oceniania
Maple T.A. poprzez system zarzadzania nauka Moodle. Skuteczno$¢ oceny ksztal-
tujacej badano na podstawie uczniéw z liceum jezykowego podczas kursu fizyki
oraz w czasie kursu matematycznego w liccum naukowym. Uczestnicy tych zajec
co tydzien byli proszeni o rozwigzywanie zadan online poprzez system zarzadza-
nia naukg Moodle zintegrowany z Maple T.A. Wykorzystanie kursu internetowego
pozwolilo uczniom na samodzielng nauke procedury rozwigzywania problemodw,
a czas lekcji byt wykorzystywany na wyjasnianie watpliwosci. Po zakonczeniu nauki
uczestnicy wypetnili ankiety, w ktérych pozytywnie ocenili zajecia online, dostep-
nos$¢ zadan, natychmiastowg ocene ich pracy (automatyczng informacje zwrotng),
mozliwos¢ wielokrotnych prob, kierowanie rozwigzywaniem probleméw oraz loso-
we dane w zadaniach. Uczniowie stwierdzili takze, ze te lekcje w formie e-learnin-
gu przyczynily sie do lepszego zrozumienia tresci zaje¢. Nauczyciele tez pozytywnie
oceniali t¢ forme nauczania. W swoich opiniach wymieniali: skrocenie czasu oceny
zadan, zwigkszenie kontroli nad dzialaniami ucznidw, automatyczne przekazywanie
spersonalizowanych informacji zwrotnych, ogromna liczbe ¢wiczen do udostgpnie-
nia, wzrost swiadomosci uczniow dotyczacy wlasnych mozliwosci, rozwoj pewnosci
siebie wéréd mlodziezy, wzrost motywacji, wigksza obiektywno$¢ w ocenie. Ucznio-
wie i nauczyciele byli zadowoleni z wykorzystania tego narzedzia do automatycznej
oceny ksztaltujacej oraz zauwazyli wzrost poziomu uczenia si¢, a takze przydatnos¢
w przygotowaniu do egzaminow koncowych (Barana, Marchisio, 2016).

Inne cyfrowe narzedzie edukacyjne umozliwiajace przekazywanie oceny
ksztaltujacej wykorzystano do zbadania wplywu tego narzedzia na osiggnigcia
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i motywacje podczas nauki matematyki w klasie trzeciej szkoty podstawowej we
wschodniej Holandii. Korzystano z narzedzia o nazwie Snappet, w ktérym dydak-
tyk moze wybiera¢ zadania dla calej klasy, grupy oséb lub jednego dziecka. Istnieje
tez mozliwo$¢ automatycznego dobierania zadan dla uczniéw na podstawie osia-
gnietych poziomoéw umiejetnosci, ktére program oblicza, analizujac poprawne od-
powiedzi dziecka. Dydaktyk na podstawie tego co si¢ dzieje w zespole klasowym
moze decydowac o tym, czy uczniowie pracuja nad zadaniami programowymi
(fj. zadaniami, ktore znajduja si¢ w podreczniku wybranym przez nauczyciela
i ktore uczniowie muszg rozwigza¢ samodzielnie — bez zadnych wskazowek), zada-
niami adaptacyjnymi (tj. zadaniami, ktére podpowiadajg uczniowi co powinien po
kolei oblicza¢) czy nad obydwoma rodzajami. Wyniki uczniéw po przeprowadze-
niu badan z wykorzystaniem Snappeta pokazuja, ze respondenci bedacy w grupie
eksperymentalnej osiagneli wigcej niz uczniowie w grupie kontrolnej. Naukowcy
zauwazyli takze, Ze uczestnicy grupy badawczej na kazdym poziomie umiejetnosci
mieli przyrost wiedzy duzo wiekszy niz w grupie obserwacyjnej. Badacze wycia-
gneli rowniez wniosek, ze narzedzie to jest bardziej efektywne, jesli uczniowie ko-
rzystaja z niego w duzym stopniu oraz ze wplywa ono na motywacj¢. Otrzymane
wyniki udowodnily, ze systematycznie przekazywana ocena ksztaltujaca wplyneta
na osiggnigcia uczniéw i podniosta ich wyniki (Faber i in., 2017).

WDRAZANIE OCENY KSZTAETUJACE]
W PRACY NAUCZYCIELA

Nauczyciele, ktérzy chcg korzystac¢ z oceniania ksztattujacego (w tym z oceny
ksztaltujacej) potrzebuja wiedzy na ten temat. Konieczne jest stworzenie solidnych
podstaw zrozumienia i stosowania tego obiecujacego sposobu nauczania, co jest
mozliwe przez samodzielne zdobywanie wiedzy lub branie udziatlu w kursach czy
programach szkolenia zawodowego na ten temat. W dzisiejszych czasach osoby
prowadzace zajecia w bardzo latwy i szybki sposéb moga zapisac si¢ na szkolenia
stacjonarne lub kursy internetowe dotyczace nauczania ksztaltujgcego. Informacje
zdobyte na tych warsztatach mogg wykorzysta¢ w swojej pracy i usprawnic proces
nauczania i uczenia si¢ dzieci. Na przyklad w Polsce od 2000 roku dziata program
Szkota Uczaca Si¢ (prowadzony przez Centrum Edukacji Obywatelskiej), ktérego
celem jest podnoszenie efektywno$ci nauczania i uczenia si¢ we wszystkich typach
i poziomach szkél. W ramach projektu rozpowszechniane jest wprowadzanie oce-
niania ksztaltujacego do szkoél, w tym oceny ksztaltujacej.

Nauczyciele bioracy udzial w szkoleniach dotyczacych wdrazania oceny
ksztaltujacej potrzebuja czasu. Jest im on potrzebny, aby mogli oswoi¢ si¢ i wyko-
rzysta¢ zdobyta wiedze i umiejetnosci dotyczace oceniania ksztattujacego w prak-
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tyce. Muszg si¢ oni nauczy¢ stosowaé przygotowane dla nich materialy edukacyj-
ne, dostosowywac je do swoich potrzeb, ale tez tworzy¢ wlasne. Czas jest takze
potrzebny do refleksji nad doswiadczeniami. Ponadto kazdy nauczyciel powinien
odkry¢ swoj wlasny sposob wiaczenia do lekcji pomystow i propozycji uzyskanych
na szkoleniach. Trzeba wiec zauwazy¢, ze nawet przy maksymalnym wsparciu pro-
ces wdrazania oceny ksztaltujgcej bedzie niestety powolny, ale z czasem przyniesie
korzysci (Bennett, 2011; Black, Wiliam, 2010).

BADANIE WPEYWU OCENY KSZTAETUJACEJ
NA UMIEJETNOSCI MATEMATYCZNE UCZNIOW -
METODOLOGIA BADAN

Uzasadnienie i cel badan

Nauczycielom zalezy na tym, aby uczniowie w czasie zaje¢ przyswoili jak naj-
wiecej wiedzy i zdobyli potrzebne im umiejetnosci. Efektywne zdobywanie wiedzy
i umiejetnosci jest mozliwe dzieki stosowaniu oceniania ksztattujacego (Barana,
2016; Bennett, 2011; Rakoczy i in., 2019). Jednym z jego elementéw jest ocena
ksztaltujgca przekazywana za pomocg informacji zwrotnej, ktéra jest przedmio-
tem przeprowadzonego eksperymentu dydaktycznego. Polegal on na wprowadze-
niu oceny ksztaltujacej w nauczaniu matematyki. Przedmiot ten jest czesto trudny
dla uczniéw, wigc warto poszukiwaé rozwigzan ulatwiajacych jego nauke.

Przeprowadzony eksperyment dydaktyczny jest istotny, poniewaz zwykle ba-
dania dotyczace oceny ksztaltujacej sa wykonywane bez odniesienia do konkret-
nego przedmiotu nauczania. Przedstawione ponizej badanie skupia si¢ na jednym
elemencie oceniania ksztaltujacego czyli na ocenie przekazywanej za pomoca
informacji zwrotnej oraz dotyczy nauczania matematyki w szkole podstawowe;j.
Takie uszczegdtowienie ma na celu zbadanie jak sama ocena ksztaltujaca wplynie
na wyniki uczniéw z matematyki.

Gléwnym celem badan jest sprawdzenie, czy ocena ksztaltujagca wplywa
na osiggniecia matematyczne uczniéw. Dodatkowe szczegdtowe pytania badawcze
zostang ukazane przy opisie narzedzi badawczych.

Organizacja i przebieg badan
Przeprowadzone badania mialy forme¢ eksperymentu dydaktycznego pole-

gajacego na systematycznym przekazywaniu uczniom szkoly podstawowej ocen
ksztaltujacych podczas nauczania matematyki. Wykorzystano dwie metody ba-
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dawcze: ankiete przeprowadzong wsrdd uczniéw oraz analize pisemnych prac
uczniéw. Badania trwajace miesigc przeprowadzono na przetomie maja i czerwca
2021 roku w Szkole Podstawowej nr 30 w Lublinie. W tym czasie nauczanie odby-
walo sie w systemie hybrydowym.

W badaniu wzigly udzial dwie klasy siddme uczone przez tego samego nauczy-
ciela, ktére nie mialy doswiadczen z oceng ksztaltujacy. Klasa 7c stanowila grupe
badawcza, za$ klasa 7f — grupe kontrolna. Grupa badawcza liczyta 23 ucznidw,
a grupa kontrolna 18 uczniéw. Obie klasy sg typowymi klasami szkolnymi,
tzn. w kazdej klasie jest grupa uczniéw, ktérzy swietnie radzg sobie z matematyka,
s3 uczniowie majacy trudnosci z omawianym materiatem oraz sg osoby przeciet-
ne, ktére opanowujg podstawy materiatu.

W ramach badan zostalo przeprowadzone dwanascie jednostek lekcyjnych.
Lekcje dotyczyly dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia i kolejnosci
wykonywania dzialan na utamkach zwyklych i dziesigtnych. Nalezy podkresli¢,
ze te zagadnienia nie byly dla uczniéw nowe. W tych klasach omawiano te tre-
$ci we wezesniejszych etapach nauki, jednak nadal sprawiaja one uczniom duzo
trudnosci. Z tego wlasnie powodu ten materiat zostal wybrany do przeprowa-
dzenia badan. Aby nie wprowadza¢ dodatkowego czynnika, ktéry moglby mie¢
wplyw na efekty nauki, wszystkie lekcje prowadzil nauczyciel uczacy obie klasy.
W grupie badawczej do kazdej lekcji mialy by¢ podawane cele i kryteria oce-
niania (w odniesieniu do nich formulowana byla ocena ksztaltujaca), ktére byly
omawiane przez nauczyciela. Natomiast w grupie kontrolnej byt podawany tylko
temat lekcji i nauczyciel przystepowal do ttumaczenia zagadnien oraz rozwiazy-
wania zadan.

Przed rozpoczeciem badan w grupie badawczej nauczyciel wytlumaczyt
uczniom na czym polega ocena ksztaltujaca i wyjasnil, ze beda oni oceniani
w ten sposob. Uczniowie otrzymywali pisemne oceny ksztaltujace (informacje
zwrotne), w ktorych podkreslane byly dobre strony pracy, wskazane bledy, po-
dane instrukcje dotyczace prawidlowego rozwigzania oraz wskazéwki dotyczace
dalszej pracy ucznia (patrz paragraf 5.3). Trzy oceny ksztaltujace dotyczyty prac
domowych zadanych po drugiej, czwartej i szostej lekcji. Pierwsza i druga lekcja
obejmowata nauke dodawania i odejmowania utamkéw zwyklych i dziesietnych.
Trzecia i czwarta lekcja miata wypracowa¢ umiejetnos¢ mnozenia i dzielenia
ulamkoéw zwyktych i dziesietnych. Piata i szdsta lekcja zostata poswiecona na na-
uke obliczania wartos$ci wyrazen zawierajacych utamki zwykle i dziesigtne zgod-
nie z kolejnoscig wykonywania dziatan. Natomiast na siddmej i dsmej lekcji byla
¢wiczona kolejnos¢ wykonywania dziatan, ale na trudniejszych przykladach.
Na lekeji dziewiatej odbyta si¢ kartkéwka z dodawania, odejmowania, mnozenia
i dzielenia ulamkow zwyklych i dziesigtnych oceniona réwniez pisemng oceng
ksztaltujaca. Na lekcji dziesigtej nauczyciel oddat kartkowke i omdwit jej tresé
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oraz tre$ci wszystkich zadanych w czasie badania prac domowych. W trakcie
jedenastej godziny lekcyjnej uczniowie zmierzyli sie ze sprawdzianem obejmu-
jacym wszystkie tresci, ktore byly omawiane w trakcie trwania badania. Zaje-
cia dwunaste to oddanie sprawdzianow, przekazanie ocen sumujacych uczniom
i omoéwienie zadan. Po oddaniu sprawdzianu uczniowie z grupy badawczej
wypelnili przygotowang dla nich ankiete dotyczaca ich opinii na temat oceny
ksztaltujacej i przeprowadzonego eksperymentu.

Podczas zaje¢ prowadzonych w grupie kontrolnej nauczanie odbywalo sie
tak, jak do tej pory. Uczniowie otrzymywali od nauczyciela krétkie informacje
(na przyklad ,dobrze’, ,zle”) o poprawnosci wykonywanych przez nich zadan.
Uczniowie w tej grupie dostawali do rozwigzania doktadnie te same prace pisem-
ne (tj. prace domowe, kartkéwka, sprawdzian), co uczniowie z grupy badawcze;j.
Jednak nie otrzymywali oni ocen ksztaltujacych tylko oceny sumujace.

Wszystkie prace pisemne postuzyly do zbadania wplywu oceny ksztaltujacej
na poziom umiejetnos$ci matematycznych uczniéw. W tym celu kazda praca zo-
stala oceniona za pomoca punktow, zas wyniki zostaly wyrazone poprzez procent
prawidtowych rozwigzan.

Narzedzia badawcze i cele szczegotowe zwigzane
z tymi narzedziami

Przeprowadzony eksperyment dydaktyczny obejmowal dwie metody badaw-
cze: analize prac uczniéw i ankiete. Do kazdej z tych metod wykorzystano inne
narzedzie badawcze. Pisemne prace uczniéw z grupy badawczej byly uzupelnia-
ne o informacje zwrotne i przekazywane uczniom do stalego wgladu. Przykiady
takich informacji zostaly zaprezentowane na rysunkach 1 i 2. Przekazywane in-
formacje zwrotne zawieraly cztery elementy, przy czym niekiedy wskazywanie
bledéw bylo od razu taczone z informacja w jaki sposéb nalezy je poprawi¢. Na
ponizszych przykiadach zostaly zaznaczone kolorem poszczegdlne elementy in-
formacji zwrotnej wedlug nastepujacego oznaczenia:

- zielony - wskazanie dobrych stron pracy,

- z6lty — wskazanie bledow,

- rézowy — wskazowki jak poprawi¢ bledy,

- niebieski — wskazowki do dalszej pracy.
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W ramach badan zostaly przeprowadzone analizy pisemnych prac uczniow.
Zostaly poréwnane liczby poprawnych odpowiedzi (podane w procentach) w gru-
pie kontrolnej i w grupie badawczej z trzech prac domowych, z kartkowki oraz
ze sprawdzianu. Prace oceniane byly zgodnie z kluczem odpowiedzi. Prace pi-
semne zawieraly od 14 do 19 przyktadéw analogicznych do tych wykonywanych
w trakcie lekcji. Ze wzgledu na to, ze sprawdzian zawieral wszystkie rodzaje ¢wi-
czonych dzialan byl on najtrudniejszg pracg. Otrzymane poréwnania postuzyly
do odpowiedzenia na pytania:

- Czy przekazywanie ocen ksztaltujacych wplynelo na systematyczne podno-

szenie wynikow uczniow?

- Czy wystapily znaczace roznice w wynikach ze sprawdzianu osiggnietych
przez uczniéw z grupy badawczej w poréwnaniu do uczniéw z grupy kon-
trolnej?

Dla uczniéw z grupy badawczej zostala przygotowana anonimowa interneto-
wa ankieta, dotyczaca opinii uczniéw na temat oceniania ksztaltujacego. Ankieta
zawierala 14 pytan zamknietych. Dokladna tres$¢ pytan zostata ukazana przy anali-
zie odpowiedzi uczniéw (paragraf 6.2). Poprzez t¢ ankiete poszukiwano odpowie-
dzi na nastepujace pytania badawcze:

- Czy uczniowie uwazaja, ze ocena ksztaltujaca (informacja zwrotna) pomaga

im w nauce matematyki?

— Jakie korzysci ze stosowania oceny ksztaltujacej zauwazajg uczniowie?

— W jaki sposdb uczniowie chcieliby by¢ oceniani w trakcie uczenia si¢ mate-
matyki?

WYNIKI BADAN I ICH ANALIZA
Analiza prac uczniow

W trakcie trwania badania byly zliczane liczby poprawnych odpowiedzi w pi-
semnych pracach uczniéw w grupie badawczej i w grupie kontrolnej. Prace oce-
niane byty zgodnie z kluczem odpowiedzi. Ze wzgledu na rézna liczbe mozliwych
prawidlowych odpowiedzi w tych pracach, ilos¢ poprawnych odpowiedzi uczniow
zostala wyrazona za pomocg procentéw. Wyniki zebrane w obu grupach zostaly
umieszczone w tabelach ponizej. Brak danych w jakim$ miejscu oznacza, ze dany
uczen nie napisal danej pracy.
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Tabela 1. Liczba poprawnych odpowiedzi z 3 prac domowych, kartkéwki oraz sprawdzianu
w grupie badawczej

Nr dIoIr)rrlz(l)ija éiglr:::; Kartkéwka girii)a‘;z Sprawdzian
1 6% 0% 0% - 0%
2 18% 14% 16% - 0%
3 65% - 79% 57% 40%
4 24% 7% 42% 0% 7%
5 0% 7% 21% 7% -
6 82% 71% 79% 21% 57%
7 88% 86% 89% 29% 90%
8 76% 100% 84% 93% 93%
9 35% 75% - 0% 20%

10 82% 93% 74% 36% 70%
11 94% 100% 89% 50% 63%
12 94% 93% 47% 100% 27%
13 94% 89% 58% 29% 67%
14 100% 100% 100% 100% 90%
15 94% - 53% 7% 20%
16 100% 89% 89% 93% 83%
17 47% 100% 68% 21% -

18 100% 71% 89% 93% 90%
19 - 82% - 100% 17%

20 - 7% 0% 0% 0%

21 - 7% 16% 0% -

22 - - 74% 36% 60%

$rednia 55% 54% 53% 40% 41%

Na podstawie tabeli 1 mozna zauwazy¢, ze w 6 przypadkach (kolor niebie-

ski) oceny ksztaltujace zastosowane podczas 1. i 2. pracy domowej przetozy-
ty si¢ na utrzymanie wyniku lub poprawienie sytuacji na kartkowce. Patrzac
na sprawdzian i inne prace pisemne mozna zauwazy¢, ze tylko 1 osoba (kolor
czerwony) podniosta swoj wynik na sprawdzianie. Mozna zauwazy¢, ze 4 pi-
semne oceny ksztaltujace (do 3 prac domowych i kartkéwki) prawie wcale nie

wplynely na podniesienie wynikéw uczniéw w czasie sprawdzianu.
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Tabela 2. Liczba poprawnych odpowiedzi z 3 prac domowych, kartkéwki oraz sprawdzianu
w grupie kontrolnej

Nr dIo}r)rl;;a)f/ja éf)f:;:vaa Kartkowka gj r}; t;iz Sprawdzian
1 94% 100% 100% 100% 87%
2 29% 29% 16% 0% -
3 100% 93% 100% 100% 100%
4 88% 93% 63% 57% 33%
5 71% - 21% 43% 0%
6 94% 79% 89% 93% 100%
7 12% 0% 11% 0% 7%
8 12% 0% 5% 0% 0%
9 65% 64% 53% 71% 20%

10 65% - 79% - 53%
11 47% 71% 11% 0% 7%
12 88% 100% 89% 79% 60%
13 94% 79% 100% 50% 60%
14 76% 86% 42% - -
15 100% 93% 95% 100% 93%
16 100% 93% 100% 100% 87%
17 59% 36% 58% 29% -
18 82% 100% 63% 71% 33%
$rednia 71% 62% 61% 50% 41%

Podobnie jak w grupie badawczej, w grupie kontrolnej (tabela 2) oceny punk-
towe z pierwszej i drugiej pracy domowej u 5 uczniéw (kolor niebieski) spowodo-
waly wzrost lub utrzymanie wyniku poprawnych odpowiedzi na kartkéwce. Trzy
oceny punktowe z pracy domowych, ktére zamienity sie w jeden stopien (wysta-
wiono jedng faczng oceng za prace domowe wyrazong stopniem) oraz kartkowka
na oceny sumujace réwniez prawie wcale nie podniosty, ani nie utrzymaly licz-
by poprawnych odpowiedzi - tylko w 2 przypadkach (kolor czerwony) wynik ze
sprawdzianu jest nie mniejszy niz z poprzednich prac.

Analiza prac uczniéw pokazala, jakie wyniki uzyskali poszczegdlni ucznio-
wie w danej grupie z danych prac. Otrzymane wyniki sg rozbiezne i trudno jest
wyciagna¢ jednoznaczne wnioski. Tym samym w kazdej z grup zostaty policzone
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érednie dla klasy z poszczegdlnych prac pisemnych jakie byly sprawdzane. Srednie
wyniki procentowe w obu grupach malaly na przestrzeni czasu (prawdopodobnie
ze wzgledu na coraz trudniejsze tresci). Uczniowie z grupy badawczej zaczyna-
li ze $rednim wynikiem réwnym 55%, a zakonczyli badanie z 41% poprawnych
odpowiedzi. Natomiast w grupie kontrolnej spadek sredniej liczby poprawnych
odpowiedzi byl znacznie wiekszy. Pierwsza praca domowa w tej grupie data wy-
nik 71% poprawnych odpowiedzi, a sprawdzian tylko 41%. Obie grupy zakon-
czyly badanie z takimi samymi §rednimi wynikami poprawnych odpowiedzi. Jed-
nak gdy poréwnamy s$rednie wyniki pierwszej pracy pisemnej oraz sprawdzianu,
to w grupie badawczej zaobserwowano spadek srednich wynikéw o 14 punktow
procentowych, podczas gdy w grupie kontrolnej ten spadek wynidst 30 punktéw
procentowych. Dwa razy wigkszy spadek liczby poprawnych odpowiedzi w grupie
kontrolnej w poréwnaniu z grupa badawcza $wiadczy o tym, ze ocena ksztaltujaca
ma wplyw na nauke uczniéw i sprawia, ze wiedza i umiej¢tnosci matematyczne
sg lepiej utrwalone. Nalezy podkresli¢, ze kolejne prace pisemne dotyczyly coraz
obszerniejszych, a tym samym trudniejszych zagadnien, co moze by¢ przyczyna
spadku liczby poprawnych rozwigzan. Jednak $§rednie wyniki z poszczegélnych
prac pisemnych wskazuja, Ze stosowanie oceny ksztaltujacej pomaga uczniom
w zdobywaniu wiedzy, co w tym przypadku przejawilo si¢ dwukrotnie mniejszym
spadkiem liczby poprawnych odpowiedzi.

Odpowiedzi na pytania szczegétowe zwigzane
z analizg prac uczniow

Bardziej szczegolowa analiza uzyskanych wynikéw postuzyta poszukaniu od-
powiedzi na ponizsze pytania szczegétowe.

- Czy przekazywanie ocen ksztaltujacych wplynelo na systematyczne podno-

szenie wynikow uczniow?

Przypomnijmy, Ze oceny ksztaltujace przekazywane podczas dwoch pierw-
szych prac domowych tylko w 6 kartkdwkach spowodowaly podniesienie lub
utrzymanie tego samego poziomu poprawnych odpowiedzi. Natomiast u 7 innych
uczniéw wynik z kartkéwki znajdowat si¢ pomiedzy wynikiem pierwszej a dru-
giej pracy domowej. 6 kolejnych uczniéw pogorszylo swoje wyniki na kartkéwee.
Wszystkie oceny ksztaltujace przekazane przed sprawdzianem podniosty wynik
tylko jednej osobie. Procentowa ilo$¢ poprawnych odpowiedzi ze sprawdzianu u 8
uczniéw byla nizsza niz wynik ich najstabszej pracy, a 10 oséb zdobyto wynik znaj-
dujacy si¢ pomiedzy ich najlepsza i najstabsza praca. Jak widag, tylko u jednego
ucznia oceny ksztaltujace wplynety na systematyczne podnoszenie wynikéw. War-
to jednak doda¢, ze 10 0s6b (z 17 ucznidw, ktdrzy pisali zaréwno 3. prace domowa,
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jak i sprawdzian) napisalo lepiej sprawdzian niz ostatnig prace domowg. Swiadczy
to o pozytywnym wplywie oceny ksztaltujacej na podnoszenie wynikow ucznidw.
Co wiecej, nalezy zauwazyd¢, ze srednie wyniki uczniéw z grupy kontrolnej zmniej-
szaja sie z kazda kolejng pracg pisemna, natomiast w grupie badawczej (pomimo
wystgpienia tendencji spadkowej) sredni wynik ze sprawdzianu jest wyzszy od
$redniej z trzeciej pracy domowej. Mozna wiec stwierdzi¢, Ze ocena ksztaltujaca
pozwolila nie tylko znaczaco zmniejszy¢ spadek liczby poprawnych odpowiedzi,
ale nawet umozliwita delikatng poprawe wzgledem ostatniej pracy domowe;j.

- Czy wystapily znaczace réznice w wynikach (ocenach) ze sprawdzianu osia-
gnietych przez uczniow z grupy badawczej w poréwnaniu do uczniéw z gru-
py kontrolnej?

Uczniowie z grupy badawczej i grupy kontrolnej osiagneli taki sam (41%)
$redni wynik poprawnych odpowiedzi. Jednak uczniowie w grupie badawczej do-
stali wigcej ocen niedostatecznych niz uczniowie w grupie kontrolnej (tabela 3).
Liczba pozytywnych (od dopuszczajacych do celujacych) ocen w obu grupach jest
taka sama, ale dwom uczniom z grupy kontrolnej udato si¢ rozwigza¢ caly spraw-
dzian bezblednie. Na podstawie ponizszej tabeli (ukazujacej procentowy rozktad
ocen w obu grupach) mozna stwierdzi¢, ze uczniowie z grupy kontrolnej lepiej
sobie poradzili na sprawdzianie niz uczniowie z grupy badawczej. Jednak te oce-
ny sumujace nie odzwierciedlaja wpltywu oceny ksztaltujacej na poziom wiedzy
uczniow, gdyz wyniki dwoch pierwszych prac domowych wyraznie pokazuja, ze
poziom wiedzy uczniéw z grupy kontrolnej byt lepszy na poczatku badania. By¢
moze przyczyna takiej sytuacji bylo to, ze uczniowie z grupy kontrolnej, ktérzy
wiedzieli, Ze otrzymaja stopien z pracy domowej wykonali jg bardziej starannie.

Tabela 3. Procentowy rozklad ocen sumujacych w grupie badawczej i grupie kontrolnej

Zakres procentowy Ocena Grupa badawcza Grupa kontrolna
0-29% 1 (ndst.) 36% 28%
30-49% 2 (dop.) 5% 11%
50-74% 3 (dst.) 23% 17%
75-89% 4 (db.) 5% 11%
99% 5 (bdb.) 18% 6%
100% 6 (cel.) 0% 11%

Warto jednak podkresli¢, ze srednia wynikow ze sprawdzianu uczniéw z obu
grup jest taka sama (41% poprawnych rozwiazan). Biorac pod uwage, ze wyniki
grupy kontrolnej z dwoch poczatkowych prac domowych byly znacznie lepsze niz
wyniki grupy badawczej, mozna przypuszczaé, ze bez zastosowania oceny ksztat-
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tujacej w grupie badawczej, ich oceny ze sprawdzianu bytyby znacznie nizsze. Tym
samym uzyskanie podobnych ocen ze sprawdzianu mozna traktowa¢ jako pozy-
tywny efekt.

Analiza ankiet

Anonimowg ankiete przeprowadzono w grupie badawczej po przeprowadzo-
nym eksperymencie dydaktycznym. Nalezy podkresli¢, ze w czasie prowadzenia
badan nauczanie odbywalo si¢ w formie hybrydowej (ze wzgledu na pandemig),
przez co nauczyciel mial cze§ciowo ograniczony kontakt z uczniami. Wptyneto to
na zmniejszenie okazji do przekazywania stownych informacji zwrotnych w trak-
cie lekcji. Jednak uczniowie otrzymywali pisemne oceny ksztaltujace, do ktérych
mogli wielokrotnie powraca¢. Tym samym opinia uczniéw na temat wptywu oce-
ny ksztaltujacej na uczenie sie przez nich matematyki, dotyczy pisemnych infor-
magcji zwrotnych.

Ponizsze tabele (tabela 4 i tabela 5) zawieraja dokladng tres¢ pytan wraz z od-
powiedziami uczniow.

Tabela 4. Odpowiedzi uczniéw z grupy badawczej dotyczace ich opinii o wplywie ocen ksztaltuja-
cych na ich uczenie sie matematyki

Pytania\odpowiedzi Tak Chyba tak | Nie wiem | Chyba nie Nie
C.zy‘ocena lfsztaltu]a[ca pomogta 330 67% 0% 0% 0%
Ci sie uczyc¢?

Czy ocena ksztaltujaca pozwalala 33% 67% 0% 0% 0%

Ci na lepsze zaplanowanie nauki?

Czy dzigki ocenie ksztaltujacej
byte$ bardziej pewny swojej 58% 17% 17% 0% 8%
wiedzy i umiejetnosci?

Czy ocena ksztaltujaca zachecala

. . 42% 42% 8% 0% 8%
i motywowata Cig do pracy?

Czy ocena ksztaltujaca wplynela

na to, ze nie bales si¢ popelnia¢ 42% 33% 8% 0% 17%
btedow?

Czy ocena ksztaltujaca zachecala

Cie do poszukiwania nowych 25% 41% 17% 17% 0%

drog rozwigzywania zadan?

Czy uwazasz, ze dzigki ocenie
ksztaltujacej moglbys nadrobi¢ 42% 42% 8% 8% 0%
zaleglo$ci?
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Czy dzigki ocenie ksztaltujacej
czules sie zauwazony przez 33% 8% 42% 0% 17%
nauczyciela?

Czy uwazasz, ze przez ocene
ksztaltujaca nauczyciel wspierat
Cie i kierowal indywidualnie
Twoim procesem uczenia si¢?

50% 25% 0% 17% 8%

Czy uwazasz, Ze ocena
ksztaltujaca wplywata na biezaca
poprawe Twoich wynikéw

z matematyki?

34% 50% 8% 0% 8%

Czy uwazasz, Ze ocena
ksztaltujaca wplynela na
przyspieszenie postepow
w nauce?

34% 42% 8% 8% 8%

Czy uwazasz, ze oceny
ksztaltujace, ktore otrzymywate$
wplynely na ocene sumujaca
(stopien) ze sprawdzianu?

16% 25% 25% 17% 17%

Czy chcialbys, aby ocena
ksztattujaca pojawila si¢ na state 75% 8% 17% 0% 0%
na lekcjach matematyki?

Wyniki ankiety (tabela 4) pokazuja, ze uczniowie dostrzegaja korzyst-
ny wplyw ocen ksztaltujacych na uczenie si¢ matematyki. Wszyscy uczniowie
odpowiedzieli pozytywnie (,tak” lub ,.chyba tak”) na pytania o to, czy ocena
ksztaltujaca pomogta im si¢ uczy¢ matematyki oraz czy pomogla lepiej zaplano-
wac nauke, przy czym 33% badanych bylo tego w pelni pewnych. 84% badanych
uwaza, ze ocena ksztaltujagca motywowala ich do pracy i umozliwia uzupelnienie
zaleglosci. 75% badanych uwaza, ze ocena ksztaltujagca pomaga w budowaniu
pewnosci siebie dotyczacej umiejetnosci matematycznych, przez co uczniowie
nie bali si¢ popetnia¢ btedéw. Przyczynily si¢ do tego przekazywane informacje
dotyczace mocnych stron prac uczniéw. 66% ankietowanych zadeklarowalo, ze
ocena ksztaltujaca zachecata ich do poszukiwania wlasnych, nowych sposobow
rozwigzywania zadan.

Badani mieli trudnosci z okresleniem, czy dzigki ocenie ksztattujacej czuli sie
zauwazeni przez nauczyciela (42% odpowiedzialo ,nie wiem”), zas 41% dostrzeglto
pozytywny wplyw informacji zwrotnej w tym obszarze.

Warto podkresli¢, ze 75% ucznidw podalo, iz za pomoca informacji zwrotnej
nauczyciel wspieral i indywidualnie kierowat ich procesem uczenia sie, z czego
50% jest przekonanych o tej zaleznosci. Co ciekawe, 84% ankietowanych zadekla-
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rowalo, ze ocena ksztaltujaca wplywala na biezaca poprawe ich wynikéw z mate-
matyki, natomiast tylko 41% uwaza, ze informacja zwrotna wplynela na stopien ze
sprawdzianu. W pytaniu dotyczacym zalezno$ci miedzy oceng ksztaltujaca a oce-
ng sumujacy pojawila si¢ najwigksza rozbiezno$¢ w odpowiedziach uczniow - ich
zdania byly do$¢ rownomiernie podzielone. Natomiast 73% uczniéw uwaza, ze
ocena ksztaltujgca przyspiesza ich postepy w nauce.

Badani dostrzegajac zalety stosowania oceny ksztaltujacej zadeklarowa-
li w wigkszosci (83%), ze chcieliby aby informacja zwrotna na state pojawita sie
w nauczaniu matematyki, z czego 75% jest tego pewnych, zas pozostali nie maja
zdania na ten temat.

Tabela 5. Odpowiedzi uczniéw z grupy badawczej dotyczace preferowanej oceny

Feedback | Stopien Oba Obojetnie

W czasie zdobywania nowej wiedzy
i umiejetnoéci z matematyki wolisz feedback 58% 0% 25% 17%
od nauczyciela czy stopien?

Uczniowie zapytani o to jak chcieliby by¢ oceniani w trakcie zdobywania no-
wej wiedzy i umiejetnodci z matematyki (tabela 5), w wigkszosci (83%) podali, ze
chcieliby otrzymywac informacje zwrotna, przy czym 58% uczniéow oczekuje tylko
oceny ksztaltujacej, zas 25% uczniéw chce, aby byla ona potaczona ze stopniem.
Dla 17% ankietowanych nie ma znaczenia forma oceny.

Odpowiedzi na wszystkie pytania pokazuja, ze ocena ksztaltujaca zostala
dobrze odebrana przez uczniéw. Pytania w ankiecie (tabela 4) zostaly tak skon-
struowane, ze udzielajac odpowiedzi na ,tak” potwierdza si¢ zalety ptynace ze
stosowania oceny ksztaltujacej w nauczaniu matematyki. W 11 pytaniach odpo-
wiedzi na ,,tak” lub ,,chyba tak” przekraczajg 50%, co oznacza, ze ponad potowa
badanych dostrzega korzysci w wigkszosci obszardw, na ktére moze oddziatywac
ocena ksztaltujaca. Cze$¢ uczniow jest niezdecydowanych i w swych odpowie-
dziach wskazywali ,,nie wiem”. Natomiast w 11 pytaniach odpowiedzi ,,nie” lub
»chyba nie” nie przekroczyly tacznie 17%, za§ w dwoch pozostatych nie przekra-
czaja 34%.

Podsumowujac wyniki ankiety, mozna stwierdzi¢, ze uczniowie zauwazyli ko-
rzystny wpltyw ocen ksztattujacych na ich uczenie si¢ matematyki i chcieliby ja
otrzymywac w przysziosci. Uczniowie zauwazyli réznorodne korzysci (w réznych
obszarach) plynace ze stosowania informacji zwrotnej. Jednak nie zauwazyli oni
bezposredniego przetozenia oceny ksztaltujacej na wzrost ocen sumujacych, co
jest zbiezne z otrzymanymi przez nich wynikami ze sprawdzianu.
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PODSUMOWANIE

Przeprowadzony eksperyment dydaktyczny wykazal, ze ocena ksztaltujaca
nie wplyneta znacznie na poprawe wynikéw uczniéw z matematyki, poniewaz
uczniowie w grupie eksperymentalnej nie otrzymali lepszych ocen sumujacych
niz uczniowie w grupie kontrolnej. Jednak nie mozna jednoznacznie stwier-
dzi¢, ze ocena ksztaltujaca nie pomogta w nauce matematyki. Badania wykazaly,
ze dzigki ocenie ksztaltujacej uczniowie w grupie badawczej zanotowali mniejszy
spadek $redniej liczby poprawnych odpowiedzi niz uczniowie z grupy kontrolne;.
Co wigcej zaréwno uczniowie jak i nauczyciel bioracy udzial w eksperymencie,
zauwazyli pozytywny wplyw oceny ksztaltujacej na proces zdobywania wiedzy
przez ucznioéw, o czym $wiadcza odpowiedzi uczniéw z ankiety. Informacja zwrot-
na pomaga w nauce matematyki poprzez pochwaty, ktére motywuja do dzialania,
wskazywanie miejsca, w ktérym uczen obecnie si¢ znajduje oraz dawanie indy-
widualnych wskazéwek. Dodatkowy zaletg oceny ksztaltujacej jest jej emocjonal-
nos¢, ktora pozwala na przetamanie leku przed popelnieniem bledu oraz otrzyma-
niem negatywnego stopnia, i przez to moze wplywa¢ na podejmowanie prob przez
uczniow. Waznym aspektem oceny ksztaltujacej jest takze jej forma pisemna, ktéra
moze pomdc uzupelnic zaleglosci lub lepiej wycwiczy¢ umiejetnosci, ktore nie zo-
staly opanowane w czasie zajec.

Podsumowujac, ocena ksztattujgca ma duzo zalet i moze pomaga¢ w nauce
matematyki, dlatego warto ja stosowa¢ w nauczaniu, pomimo, ze pisanie indywi-
dualnych informacji zwrotnych jest czasochtonne (tu z pomoca moga przyjs$¢ pro-
gramy przekazujace automatyczng informacje zwrotng). Warto jednak podkresli¢,
ze uczniowie potrzebujg czasu, aby nauczy¢ sie¢ w petni wykorzystywac potencjat
informacji zwrotnej.
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Streszczenie

Tres¢ artykutu to relacja z badan przeprowadzonych w 2022 roku. Badang grupa byli
uczniowie trzech szko? licealnych w wieku ok. 18 lat. Celem badan bylo znalezienie zalezno-
$ci miedzy temperamentem uczniéw a ich osiaggnigciami matematycznymi. Zaleznos¢ taka nie
zostala potwierdzona. Uzasadnienie tego faktu zostalo przeprowadzone na podstawie analiz
trudnosci zadan testu diagnostycznego w odniesieniu do czterech grup temperamentu oraz
analizy poréwnawczej wynikow cato$ciowych testu dla wybranych podgrup, z zachowaniem
procedur statystycznych w $rodowisku R. Respondenci sami dokonywali subiektywnego wy-
boru sposrod czterech typéw temperamentéw. Wobec braku zalezno$ci autor wskazat inne
czynniki indywidualne i pedagogiczne majace wplyw na osiagniecia w zakresie matematyki
w liceum i technikum.

Abstract

The content of the article is a report on research conducted in 2022. The study involved
a group of students from three high schools, aged approximately 18 years. The primary ob-
jective of the research was to identify a correlation between the students’ temperament and
their mathematical achievements. However, no such correlation was confirmed. The justifi-
cation for this finding was based on an analysis of the difficulty of tasks in the diagnostic test
with respect to the four temperament groups, as well as a comparative analysis of the overall
test results for selected subgroups, conducted in accordance with statistical procedures in
the R environment. Respondents were asked to subjectively choose among the four types of
temperament. Given the absence of a correlation, the author highlighted other individual
and pedagogical factors that may influence mathematical performance in high school and
technical school settings.
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WPROWADZENIE

Jednoznaczne wskazanie recepty na skuteczne uczenie si¢ i nauczanie mate-
matyki nie jest mozliwe. Po pierwsze dlatego, ,,ze kazdy czlowiek uczy si¢ na swoj
sposob” (Clauss, 1987, s. 21). Zakres i rozpig¢tos¢ réznic indywidualnych w ucze-
niu si¢ jest bardzo duzy. Po drugie réznice moga wystepowa¢ pomiedzy osobami.
Sa to rdznice interindywidualne. Z kolei réznice wystepujace u danego czlowieka
okresla si¢ jako intraindywidualne. Nie kazdy bowiem czlowiek, jak twierdzi Gun-
ter Clauss, uczy si¢ zawsze i wszystkiego w ten sam sposéb (Clauss, 1987, s. 22).
Rdéznice indywidualne w uczeniu si¢ wynikaja migdzy innymi z tempa uczenia sie,
staranno$ci, motywacji, regulacji czynnosci oraz organizacji poznawczej (Clauss,
1987, s. 23). Nauczyciele chcacy efektywnie nauczaé swoich uczniéw powinni sie-
ga¢ do skarbca dydaktyki i psychologii ksztalcenia. Efekty ksztalcenia zalezg od
wielu czynnikéw, do ktérych zaliczy¢ mozna dyspozycje psychiczne ucznidéw oraz
ich sprawno$¢ poznawcza. Czestaw Kupisiewicz do tych pierwszych zalicza wraz-
liwo$¢ zmystow oraz spostrzezenia. Wazna role odgrywa réwniez uwaga, zaintere-
sowania oraz motywacja. Nie mozna zapomnie¢ o aspiracjach uczniowskich oraz
o pamigci bedacej podstawowym warunkiem skutecznego uczenia si¢ (Kupisie-
wicz, 2012, s. 211-213).

Badajac uwarunkowania ksztalcenia matematycznego, nalezy wzia¢ pod uwa-
ge cechy indywidualne uczacych si¢. Do tych cech nalezy réwniez temperament.
Jest on jedna z cech skladowych osobowosci. Z nim si¢ rodzimy. Jest trwaly, ale nie
niezmienny. Uczniowie w klasach szkolnych cechujg si¢ niezwykla réznorodno-
$cig. Kazdy ma inna osobowos¢, inny charakter czy tez temperament. Wspolcze-
sna psychologia dostarcza roznych stratyfikacji cech indywidualnych.

KROTKA CHARAKTERYSTYKA
MODELI TEMPERAMENTOW

Temperament jest pojeciem psychologicznym. Pochodzi od lacinskiego sto-
wa temperamentum oznaczajacego umiar. Wincenty Okon definiuje tempera-
ment jako ,,zespo6l wzglednie stalych cech zachowania i dziatania osobnika, jak
sita i szybko$¢ reagowania, pobudliwos¢, tempo proceséw psychicznych; cechy
te sg zalezne od dziedziczonych wiasciowosci ukladu nerowego i niewielkim
tylko stopniu poddajg si¢ wptywom otoczenia” (Okon, 1996, s. 287). Zgodnie
z definicjg Jana Strelaua ,temperament odnosi si¢ do wzglednie stalych cech
osobowosci wystepujacych u czltowieka od wczesnego dziecinstwa i majacych
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swoje odpowiedniki w $wiecie zwierzat. Bedac pierwotnie zdeterminowany
przez wrodzone mechanizmy neurobiochemiczne, temperament podlega po-
wolnym zmianom spowodowanym procesem dojrzewania oraz indywidualnie
specyficznym oddzialywaniem miedzy genotypem a $rodowiskiem” (Strelau,
Zawadzki 2008, s. 780). Temperament trudno jest zmienié, jest wiec cecha
osobowosci wzglednie trwalg. Juz od dawna wielu badaczy prébuje opisad
temperament za pomocg réznych cech szczegoélowych, budujac ich typologie
i grupujac te cechy w modele. W literaturze mozna spotka¢ opis tzw. Wielkiej
Pigtki, czyli 1) neurotycznosci vs stabilno$ci emocjonalnej, 2) ekstrawersji,
3) intelektu/otwarto$ci na doswiadczenie, 4) ugodowosci i 5) sumiennosci (Cie-
ciuch, Strus, Ponikiewska, 2024, s. 12). Kolejnym modelem jest Model Wielkiej
Széstki (HEXACO), w ktérym do modelu Wielkiej Pigtki dodano szdstg ceche,
czyli uczciwos¢-pokore (Cieciuch, Strus, Ponikiewska, 2024, s.12). Model Wiel-
kiej Dwdjki obejmuje jedynie samoregulacje¢ oraz dynamizm (Cieciuch, Strus,
Ponikiewska, 2024, s. 21)

W sklad cech kolejnego modelu - Kotowego Modelu Metacech Osobowosci
(KMMO) wchodza: powsciagliwo$¢, stabilnosé, integracja, plastyczno$é, poszu-
kiwanie wrazen, rozhamowanie, dysharmonia i pasywnos¢ (Cieciuch, Strus, Poni-
kiewska, 2024, s. 25).

Jeszcze jednym wartym uwagi pedagoga modelem jest model OKC, czyli Ob-
jawy-Kompetencje-Cechy. Sklada si¢ on z trzech warstw: objawy dobrostanu
i problemdw, kompetencje osobowosciowe oraz cechy temperamentu (Cieciuch,
Strus, Ponikiewska, 2024, s. 30). Zgodnie z tym modelem temperament posiada
4 cechy: wrazliwo$¢, wytrzymalo$é, dynamiczno$é i inercyjnosc!. Kazda z cech jest
opisana poprzez trzy aspekty — energetyczny, czasowy i autoregulacyjny.

Po przeanalizowaniu réznych modeli temperamentu nasuwaja si¢ dwa kluczo-
we pytania istotne dla nauczania matematyki. Pierwsze pytanie brzmi: Czy tempe-
rament i jego cechy moga przewidywac skuteczno$¢ w nauce matematyki? Drugie:
Czy typ i rodzaj temperamentu sg istotnymi czynnikami wplywajacymi na efek-
tywnos¢ nauki ucznidw, szczegolnie w kontekscie przygotowan do obowigzkowe-
go egzaminu maturalnego z matematyki?

Jesli odpowiedzi na te pytania bylyby twierdzace, nalezaloby rozwazy¢
opracowanie metod nauczania dostosowanych do réznych typow i cech tem-
peramentu.

! Praktycznie nieznane wérdd pedagogdw pojecie. Inercyjnos¢ to funkcjonowanie powol-
ne i oszczedne energetycznie z tendencja do kontynuowania dziatania juz rozpoczetego.
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Jan Strelau zauwaza, ze ,temperament czyni roznicg”* podkreslajac, ze ludzie
dzialajg i zachowuja sie inaczej w zaleznosci od swojego temperamentu. Czy tak
jest w przypadku matematyki? I te pytania staly si¢ inspiracja do przeprowadzenia
pilotazowych badan empirycznych.

Nie bedac psychologiem, podjatem decyzje o zastosowaniu w opisywanych ba-
daniach bardzo czytelnego podzialu temperamentu pochodzacego od Hipokratesa.

Okon przejrzyscie opisuje typologie antycznego ojca medycyny: ,, Istniejg czte-
ry typy temperament6w: sangwinik — osobnik o usposobieniu zywym i zmiennym,
aktywnym, cho¢ nie dos¢ wytrwaly, zapalajacy si¢ fatwo, lecz szybko zapominajacy
o swoich uczuciach; choleryk - cztowiek impulsywny, lecz wytrwaty w swoich po-
czynaniach i uczuciach; flegmatyk - typ mato pobudliwy, o usposobieniu powol-
nym, lecz opanowany i wytrwaly w swoich dziataniach; melancholik - typ stabo
reagujacy uczuciowo, a przy tym nie do$¢ aktywny i niezbyt wytrwaly w swoich
dziataniach i uczuciach” (Okon, 1996, s. 298).

Kazdy z typéw temperamentéw w modelu Hipokratesa w bardzo przystepny
sposob opisujg Mirostaw Malinski (2000) i Ewy Blaszczak (2017).

Melancholik, czyli wrazliwy introwertyk. Jego cechy to: apatia, sztywnos¢, re-
fleksyjnos¢, powsciagliwos¢, samotnos¢, pesymizm, spokdj oraz lek. Melancholik
to typ realizatora: wspierajacy, rzetelny, zyczliwy, pomocny, cieply, nastawiony na
bezpieczenstwo, tagodzacy konflikty, dostosowujacy sie, wykonujacy, zorganizo-
wany, zaplanowany, uczuciowy, nastawiony na innych ludzi, wprowadzajacy har-
monie, lubigcy mate kroki, hojny, empatyczny, lubigcy spokoj, lubigcy sprawdzone
rozwigzania, doceniajacy innych, wspdtpracujacy, lojalny.

Flegmatyk, czyli powolny i spokojny introwertyk. Jego cechy to biernos¢,
ostrozno$¢, pojednawczosé, wysoka kontrola, zrownowazenie, solidnos¢, ta-
godnos¢ oraz powaga. Flegmatyk to typ analityka: analityczny, rozsadny, logicz-
ny, formalny, podchodzacy z dystansem, cenigcy wiedzg, wprowadzajacy reguly,
przestrzegajacy zasad, rozwiazujacy problemy, ostrozny, opanowany, nastawio-
ny na doktadno$¢, analizujacy ryzyka, rozwazajacy za i przeciw, dociekliwy, ce-
nigcy dane, oszczedny, metodyczny, cenigcy indywidualng prace, pedantyczny,
bezstronny, poukiadany.

Sangwinik, czyli pogodny ekstrawertyk. Jego cechy to towarzyskos¢, otwartosé,
gadatliwos$¢, wrazliwo$¢, niefrasobliwo$¢, przywddczosé, beztroska oraz zywosé.
Sangwinik to typ inspiratora: kreatywny, wesoly, wielowatkowy, czarujacy, opty-
mistyczny, nastawiony na atmosfere, dusza towarzystwa, bezposredni, inspirujacy,
umiejacy zalatwiaé, nastawiony na nowe, entuzjastyczny, energetyczny, instynk-

2 https://web.swps.pl/strefa-psyche/blog/relacje/16988-temperament?dt=1705082125893
2 20.05.2024.
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towny, oryginalny, wystawny, intuicyjny, innowacyjny, spontaniczny, zachwycony
sobg, towarzyski, nieschematyczny.

Choleryk, czyli impulsywny ekstrawertyk. Jego cechy to: drazliwos¢, niepo-
koj, agresja, zmiennos¢, wybuchowos¢, optymizm, impulsywnos¢ oraz aktywnos¢.
Choleryk to typ wojownika: wizjonerski, zdeterminowany, skoncentrowany na
celu, rywalizujacy, twardy, nastawiony na wygrana, przewodzacy, dyplomatycz-
ny, delegujacy, efektywny, nastawiony na dzialanie, dynamiczny, przyspieszajacy,
szybki, decyzyjny, pionierski, praktyczny, pewny siebie, celowy, lubigcy wyzwania,
ambitny, nadajacy ton.

Warto dodag, ze kazdy cztowiek posiada temperament dominujacy oraz uzu-
pelniajacy.

METODOLOGIA BADAN

Badanie mialy charakter pilotazowy.

Cel badan: wykazanie zaleznosci (albo jej braku) miedzy temperamentem ucznia
a jego osiggnieciami matematycznymi mierzony za pomocg testu szkolnego.

Pytanie badawcze: Czy istnieje zalezno$¢ miedzy temperamentem ucznia
a jego osiggnieciami matematycznymi? Hipoteza: temperament ucznia wplywa na
jego osiagniecia edukacyjne w obszarze edukacji matematyczne;.

Badania zostaly przeprowadzone na przetomie wrzesnia i pazdziernika 2022 roku
w 3 szkotach (2 licea i 1 technikum).

Préba badawcza: 285 uczniéw (N=285). Badani uczniowie to adolescenci
w wieku 18-19 lat.

Przeprowadzono sondaz diagnostyczny, stosujac badania ankietowe. Wyko-
rzystano 2 narzedzia: subiektywny test samooceny temperamentu oraz test osia-
gniec ztozony z 8 zadan punktowanych w skali 0-1 (zalaczniki).

Na udzielenie odpowiedzi oraz na rozwigzanie wigzki 8 zadan respondenci
mieli godzine. Do arkusza wybrano zadania nietypowe jednak niezbyt trudne.
Celem badacza bylo bowiem to, zeby potencjalna trudnos¢ zadania nie byta prze-
szkoda w jego rozwigzaniu i jego pominigciu w trakcie rozwigzywania arkusza.

Ankiete uzupelniali w obecnosci prowadzacego badania albo nauczycieli ma-
tematyki uczacych w danej szkole.

Wyniki badan zebrano w tabelach arkusza kalkulacyjnego, a nastepnie pod-
dano je obrdbce statystycznej przy wykorzystaniu srodowiska jezyka R za pomoca
aplikacji RStudio. W narzedziu tym zostata rowniez przygotowana graficzna pre-
zentacja wynikow. Zastosowano niezbedne testy statystyczne gwarantujace wiary-
godnos$¢ wynikéw. W analizach statystycznych przyjeto p = 0.05.
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ANALIZA WYNIKOW ANKIETY
Analiza 1.

Rozkiad temperamentow w poszczegolnych szkotach
FoaueenlB)=11.11,p = 0.08, ?C,m,= 0.09, Clgs, [0.00, 1.00]. n . = 285

| Lot I Los || Tech

1, (3)=275. p=043. n=135 1, (3)=2127. p=9.27e-05. n=120 1.,(3)=227. p=052. n=30

Temperament

. Sangwinik

|:| Choleryk

. Flegmatyk

. Melancholik

100(BFy,) = 4.08, ?;‘:‘“ =0.13, €, [0.00, 0.21], 8g. aeke, =1.00

Badane szkoly réznig si¢ rozkladem temperamentéw uczniowskich. Po zsu-
mowaniu liczby badanych uczniéw zauwazamy, ze najliczniejsza grupe stano-
wig sangwinicy (32%), dalej melancholicy (30,2%), nastepnie flegmatycy (21%)
i wreszcie cholerycy (17,2%).

Analiza 2.

Rozkiad temperamentow wedlug pici badanych
o~
xﬁam{3)= 19.82, p = 1.85e-04, Viramer=0.24, Clgss, [0.11. 1.00]. 1 ps = 285

1oy (3)=26.07. p=920e-06. n=214 1 (3)=9.85. p=0.02, n=T71

Temperament

- Sangwinik
I:I Choleryk
- Flegmatyk

Melancholik

109, (BF,,)= .06, V222~ =0.25, CET, [0.12. 0.36], 84,000y =1.00
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Podzial temperamentéw w ramach plci tez nie jest rbwnomierny. Wsrod ba-
danych kobiet dominujg melancholicy (35%) i sangwinicy (32%), wérdéd badanych
mezczyzn flegmatycy (38%) i sangwinicy (30%). Podzial przedstawicieli obu plci
rozlozyt si¢ w stosunku 1:3 na korzys¢ kobiet.

Analiza 3.

Kazdy z respondentow (N=285) rozwiazywal osiem zadan, za ktére mogt uzy-
ska¢ od 0 do 8 punktéw. Srednie wyniki punktowe w ramach poszczegdlnych tem-
peramentdw przedstawia wykres ponizej.

Rozkiad ogoélnych wynikow Testu dla temperamentéow
Foveien(3. 138.13) = 169, p= 0.17, m§=0.01, Clggs, [0.00, 1.00], 1gpe = 285

Drtarmss. = 1.00

Dticim—ag. =0-12
Priamy =1.00

Prigm-ag. = 1.00
Driamag =100
9- i : Bitdmmsg = 1.00

~
Heneerr = 3.63

B LAOUS SIB | [|@MOH-SIWRS jSa} aShlEd

g
v

:
;

I I I I
Melancholik Flegmatyk Choleryk Sangwinik
(n=25) (n =60) (n=43) (n=90)
Temperament

log.(BFy)=2.30, R* [ =0.00, €2, [0.00, 0.02), 1, =071

Bayes

Najwyzszy wynik osiggnela grupa respondentéw uwazajacych sie za flegma-
tykow (srednio 4,1 pkt). Cholerycy uzyskali $redni wynik na poziomie 3,67 pkt.
Sangwinicy 3,63 pkt, natomiast grupa melancholikow $rednio 3,5 pkt.

Po przypisaniu $rednich wynikéw do kompletnego rozwigzania zadan, mozna
zauwazyc, ze flegmatycy rozwiazali 4 zadania, a pozostale grupy po 3 cale zadania.
Poréwnanie statystyczne nie daje jednak prawa do stwierdzenia, ze wynik flegma-
tykow jest istotnie rozny od pozostatych badanych grup.
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ANALIZA WYNIKOW KOLEJNYCH ZADAN W ZALEZNOSCI
OD TEMPERAMENTU ROZWIAZUJACYCH

Analiza wynikéw zadania 1.

: . 1 1
Zadanie 1. Oblicz /; +

Zadanie obliczeniowe, sprawdzajace umiejetnosc stosowania poprawnej kolej-
nos$ci wykonywania dziatan.

Stosujac podzial zadan wedlug ich wskaznikéw tatwosci w skali zapropono-
wanej przez Bolestawa Niemierke (1999, s. 154), otrzymano nastepujace wyniki.

Typ Wspotczynnik tatwosci zadania Interpretacja
Melancholik 0,40 trudne
Flegmatyk 0,60 umiarkowanie trudne
Choleryk 0,47 trudne
Sangwinik 0,50 umiarkowanie trudne

Z interpretacji fatwosci zadan wynika, ze dla kazdej z badanych grup zadanie
okazalo sie trudne albo umiarkowanie trudne. Nie mozna stwierdzi¢ znaczacych
réznic miedzy grupami.

Obserwacje potwierdza réwniez analiza poréwnawcza miedzy typami tempe-
ramentow przedstawiona ponizej (TAK oznacza rozwigzanie zadania i zdobycie
1 punktu, NIE oznacza brak rozwigzanie i wynik 0 punktéw).

Zadanie 1
1§Bamu(3)= 6.07.p =011, ?C,am,= 0.10. Clggs, [0.00. 1.00]. 11 ppe = 285
p=1ns
p=1ns
p=1ns
p=1ns
p=1ns
p=014ns
p=005 p=012 p=06T p=1.00

100% -

90% - Zad1

BO% - - TAK
0% - l:l E
60% -
0% -
40% -
30% - 60% 539 50%
20% - 40%
10% -
0% -
(n =86) (n =60) (n = 49) (n=190)
r.|e|anlc:r|ulik ' Cnul‘eryk '
Flegmatyk Sangwinik

Temperament
I00u(BFa) =172, Vo 20,13, CET, [0.00. 0.25]. 8oruscreney = 1.00

Cramar
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Analiza wynikéw zadania 2.

Zadanie 2. Cegla wazy 3 kg i jeszcze ¢wier¢ cegly. Ile wazy cegta?
Zadanie sprawdzajace umiejetnos¢ ukfadania réwnania umozliwiajacego roz-

wigzanie problemu.

113

Typ Wspdlczynnik fatwosci zadania Interpretacja
Melancholik 0,20 Trudne
Flegmatyk 0,30 Trudne
Choleryk 0,16 Bardzo trudne
Sangwinik 0,14 Bardzo trudne

Zadanie 2

Praereonl3)=5.96.p = 011, Viparer= 0,10, Clagy, [0.00, 1.00], 1 5 = 285

p=1ns
p=0.215ns
T 1
p=1ns
p=0.749ns
p=1ns
p=0878ns
p =2.06e-08 p=1%55e-03 p=243e-08 p=152e-11
100% -
20% Zad2
B0% - . TAK
70% - |:| NE
60% -
50% -
%
30% -
20% -
10% -
0% -
(n=88) (n=60) (n = 49) (n=090)
r.|elanlchulik I Chnl‘eryk I
Flegmatyk Sangwinik
Temperament

-~
logy(BFo,)=1.29, VZH

Cramar

=0.13, €L, [0.00, 0.26], @a.nucrcesy = 1.00

Analiza wskaznikow atwosci oraz analiza poréwnawcza wynikéw daje pod-
stawy do stwierdzenia, ze kazda z badanych grup rozwigzala zadanie 2. na bardzo
podobnym poziomie.
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Analiza wynikéw zadania 3.

Zadanie 3.
Wpisz liczby 3, 4, 5, 7 1 9, tak aby suma tych liczb w kazdej kolumnie, wierszu
i na przekatnej byla jednakowa. Kazdg z liczb mozesz wpisa¢ TYLKO jeden raz.

2 6

Zadanie Kwadrat magiczny, sprawdzajace umiejetno$¢ wykonywania prostych
dzialan arytmetycznych.

Typ Wspotczynnik tatwosci zadania Interpretacja
Melancholik 0,95 bardzo tatwe
Flegmatyk 0,98 bardzo tatwe
Choleryk 0,96 bardzo latwe
Sangwinik 0,96 bardzo tatwe

Zadanie 3

Ponreenl3)=1.01, 5 = 080, Viyaar = 0.00, Clggs, [0.00, 1.00], 1, = 265

p=1ns
) p=1ns .
: p=1ns ,
p=1ns
: p=1ns ,
p=1ns
p=407e-17 p=T7.01e-14 £ =12%-10 p=545-18

100% -

Zad3

. TAK
l:l NIE

+=%0)

Melancholik Choleryk
Flegmatyk Sangwinik
Temperament

0%- 15% |
(n=88)

4% |

(n=190)

4% |

(N=49)

“postertor

10g(BFg1)=1.79, Ve =0.00, C,, [0.00, 0.16], 8g.mwcce = 1.00

Analiza wskaznikow tatwosci oraz analiza poréwnawcza wynikéw daje pod-
stawy do stwierdzenia, ze kazda z badanych grup rozwigzala zadanie 3. na bardzo
podobnym poziomie. Zadanie okazalo si¢ bardzo fatwe dla zdecydowanej wigk-
szosci badanych uczniow.
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Analiza wynikéw zadania 4.

Zadanie 4. W 2019 roku 12-latek z Nigerii, Chika Ofili, zaproponowat szybki
sposob sprawdzenia podzielnosci liczby naturalnej przez 7. Rozwazmy ten sposéb
na konkretnych przykladach.

Czy liczba 532 jest podzielna przez 7?

Oddzielamy od liczby 532 cyfre jednosci (2) i postepujemy nastepujaco:

53 +2x5 =63. Liczba 63 jest podzielna przez 7, czyli liczba 532 tez jest podzielna przez 7.
A liczba 1352 Czy ona tez dzieli si¢ przez 7?

13 +5x5=13+ 25 =38. Liczba 38 nie dzieli si¢ przez 7, czyli 135 tez si¢ nie dzieli przez 7.

Stosujac test Chiki sprawdz, czy liczba 105 jest podzielna przez 7.
Zadanie opisujace bardzo ciekawy algorytm i sprawdzajace umiejetnos¢ od-
tworzenia zaprezentowanego w instrukcji sposobu rozwigzania problemu.

Typ Wspolczynnik tatwosci zadania | Interpretacja

Melancholik 0,88 bardzo tatwe

Flegmatyk 0,98 bardzo latwe

Choleryk 0,90 bardzo tatwe

Sangwinik 0,94 bardzo tatwe
Zadanie 4

Poeweon(3) =615 p = 010, Vigrarer =011, Clsgs, [0.00, 1.00], 1, = 265

p=1ns

p=1ns

p=0.965ns

p=0.54ns

p=1ns
r 1

p=0.325ns

p=110e-12 p=701e-14

Zad4

. TAK
l:l NIE

10% -
0%~ 2%
(n=86) ("=560) (n = 49) (n=80)
r.|e\anlchuhk ' Chul‘aryk '
Flegmatyk Sangwinik
Temperament

-
08.(BF5y)=-0.13, Vo =0.41, ¢, [0.00, 0.23], 8gmmoiiey=1.00

Analiza wskaznikow tatwosci oraz analiza poréwnawcza wynikéw daje pod-
stawy do stwierdzenia, ze kazda z badanych grup rozwiazala zadanie 4. na bardzo
podobnym poziomie. Zadanie okazalo si¢ bardzo latwe dla zdecydowanej wigk-
szosci badanych uczniéw.
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Analiza wynikéw zadania 5.

Zadanie 5. Liczba pierwsza jest podzielna tylko przez 1 i przez sama siebie.
Wypisz wszystkie liczby pierwsze ze zbioru {41, 51, 61, 71, 81, 91, 101}.
Zadanie sprawdzajace wlasciwe rozumienie pojecia liczby pierwsze;j.

Typ Wspotczynnik latwosci zadania Interpretacja
Melancholik 0,27 trudne
Flegmatyk 0,33 trudne
Choleryk 0,33 trudne
Sangwinik 0,23 trudne

Zadanie 5
o3 =241,p = 0.49, Vo= 0.00, Clags [0.00, 1.00]. 105 =285
p=1ns
p=1ns
p=1ns
p=1ns
p=1ns
p=1ns
p=161e-05 p=9.82e-03 p=420e-07
100% -
e _ Zads
80%- . TAK
0% - l:‘ NE
80%
50% -
40% - T7%
20%
10%-
0%~
(n=86) (n =60) (n=49) (n=90)
r.|elanlc:huhk ' Chul‘er‘,rk '
Flegmatyk Sangwinik
Temperament

~
logu(BFa)=3.21, V2

Crames

=007, €5, 10.00. 0.21]. Gzcascecse, = 1.00

Analiza wskaznikow atwosci oraz analiza poréwnawcza wynikéw daje pod-
stawy do stwierdzenia, ze kazda z badanych grup rozwigzala zadanie 5. na bardzo
podobnym poziomie. Zadanie okazalo si¢ trudne dla zdecydowanej wigkszosci
badanych uczniow.
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Analiza wynikéw zadania 6.

Zadanie 6. Wr6¢my do cegly. Jak zmierzy¢ dtugos¢ przekatnej cegly majac do
dyspozyciji trzy jednakowe cegly oraz linijk¢? Pomiaru mozesz dokona¢ tylko raz.
Opisz krétko procedure postepowania.

Zadanie problemowe wymagajace wyobrazni przestrzennej i niezwykle twor-
czego podejscia.

Typ Wspotczynnik latwosci zadania Interpretacja
Melancholik 0,07 bardzo trudne
Flegmatyk 0,10 bardzo trudne
Choleryk 0,00 bardzo trudne
Sangwinik 0,06 bardzo trudne

Zadanie 6

Panreon3)=5.03.p = 017 Viyamar= 0.08, Clags, [0.00, 1.00]. 1 s, = 285

p=0%15ns
p=1ns
r 1
p=1ns
r 1
p=0.382ns
p=0.725ns
r 1
p=1ns
T ——
p=147e-15 p=576e-10 p=258e-12 p=338e-17
o 7 JE—
s0% Zadb
80% - . TAK
70% - l:l NE
60% -
50% -
[100%]
40% -
30% -
20% -
10% -
0% -
(n=86) (n=60) (n=49) (n=90)
Melancholik Choleryk
Flegmatyk Sangwinik
Temperament

P
109.(BFor)=0.05, Vo

Crams

=0.08, £, [0.00. 0.21]. Bscuscickey=1.00

Analiza wskaznikow tatwosci oraz analiza poréwnawcza wynikéw daje pod-
stawy do stwierdzenia, ze kazda z badanych grup rozwigzala zadanie 6. na bardzo
podobnym poziomie. Zadanie okazalo si¢ bardzo trudne dla zdecydowanej wigk-
szo$ci badanych ucznidw.
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Analiza wynikéw zadania 7.

Zadanie 7. Swieze grzyby zawieraja 90% wody. W wyniku suszenia masa grzy-
béw zmniejsza sie dziewieciokrotnie. Oblicz, ile procent wody zawieraja suszone
grzyby.

Zadanie sprawdzajgce umiejetnos¢ rozwigzania problemu zwigzanego z niety-
powymi obliczeniami procentowymi.

Typ Wspélczynnik fatwosci zadania Interpretacja
Melancholik 0,41 trudne
Flegmatyk 0,35 trudne
Choleryk 0,45 trudne
Sangwinik 0,38 trudne

Zadanie 7

o (3)=127. p = 0.74, Vigyaer = 0.00, Clogs, [0.00, 1.00]. 1 s =285

p=1ns
. p=1ns .
! p=1ns .
p=1ns
p=1ns
p=1ns
p=008 p=0.02 p=042 p=0.02
100% -
g0t~ Zad7
80% - 35% 38% BN
0% - l:l NE
60% -
50% -
40% -
s 65% 62%
20% -
10% -
0% -
(n=86) (n=60) (n=49) (n=90)
r.|elanEhUIik ' Chuieryk '
Flegmatyk Sangwinik
Temperament

-
10g,(BF,,) =404, 15

[

=0.04, £, [0.00. 0.18], Banascicia, = 1.00

Analiza wskaznikow tatwosci oraz analiza poréwnawcza wynikéw daje pod-
stawy do stwierdzenia, ze kazda z badanych grup rozwiazala zadanie 6. na bardzo
podobnym poziomie. Zadanie okazalo si¢ trudne dla zdecydowanej wigkszosci
badanych uczniow.
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Analiza wynikéw zadania 8.

Zadanie 8. Przygladnij si¢ ponizszemu rysunkowi. Ile jest na nim trdéjkatow?
Uzasadnij swoja odpowiedz.

Zadanie wymagajace spostrzegawczosci i zastosowania uporzadkowanej me-
tody zliczania tréjkatow.

Typ Wspdlczynnik fatwosci zadania Interpretacja
Melancholik 0,34 trudne
Flegmatyk 0,45 trudne
Choleryk 0,43 trudne
Sangwinik 0,41 trudne

Zadanie 8

Praweenl3)=2.25.p= 052, Verarer=0.00, Clogs, [0.00, 1.00], 1, = 285

p=1ns

p=1ns

p=1ns

p =253e-03
100% -

o0%- Zad8
0%
0% -
60%-
50%-
40% -
66%
30%- [65%] 59%
20%-
10% -
0%~
(n=286) (n=60) (n=49) (n=90)
r.|elanlcholik ' Chul‘eryk '
Flegmatyk Sangwinik
Temperament
T pestustor

100.(BF5,)=3.55. V. =0.07. ¢EL [0.00, 0.20], 85 cicse, = 1.00
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Analiza wskaznikéw atwosci oraz analiza poréwnawcza wynikéw daje pod-
stawy do stwierdzenia, ze kazda z badanych grup rozwigzala zadanie 8. na bardzo
podobnym poziomie. Zadanie okazalo si¢ trudne dla zdecydowanej wigkszosci
badanych uczniow.

KONKLUZJA

Przedstawione wyzej wyniki poparte analizg statystyczna nie daja podstawy do
przyjecia zalozonej hipotezy badawczej.

W badanej grupie temperament ucznia nie ma wplywu na jego osiagniecia
edukacyjne w matematyce. Wobec tego nie ma zalezno$ci mi¢edzy temperamen-
tem ucznia a jego osiggnieciami matematycznymi.

Bioragc pod uwage specyfike badan i dos¢ duza subiektywnos¢ udzielanych
odpowiedzi, mozna zarekomendowac potrzebe dalszych badan w tym zakresie.
Wymaga to jednak duzego zaangazowania sit i srodkow szczegélnie w czesci psy-
chologicznej. Badania z pewnos$cig wymagalyby zastosowania profesjonalnych te-
stow psychologicznych, wywiadéw z respondentami oraz analizy psychologiczne;
dokonanej przez uprawnionych badaczy.

Wyniki zaprezentowanych badan ich autor moze potwierdzi¢ swoim wiasnym
doswiadczeniem nauczyciela matematyki. Niezaleznie od temperamentu ucza-
cy si¢ matematyki musi wykona¢ prace. Jego samodzielnie wykonane obowiazki
ucznia, $wiadomy, pelen refleksji namys! nad matematyka realizowany w bezpiecz-
nym i tworczym $rodowisku uczenia si¢ daja podstawy do osiagniecia sukcesu.
Sukces ten jest jeszcze bardziej mozliwy w towarzystwie dobrze przygotowane;
i zyczliwej kadry pedagogiczne;.

REKOMENDAC]JE

Temperament ucznia nie moze by¢ wymoéwka edukacyjng i zwolnieniem
z osobistego zaangazowania w proces uczenia si¢ matematyki.

Warto tak zorganizowac zajecia lekcyjne, aby uczniowie rozwigzywali zadania
problemowe, nie tylko proste zadania krotkiej odpowiedzi ¢wiczace elementar-
ne umiejetnosci’. Dobrze, aby mieli kontakt z zadaniami trudnymi, nietypowy-
mi, wieloetapowymi. Warto pracowa¢ w zespole metoda projektu edukacyjnego
i zadba¢ o kazdy etap, od planowania az po publiczng prezentacje i ewaluacje.

> Oczywiscie ten typ zadan jest bardzo wazny w ksztaltowaniu kompetencji matematycz-
nych. Nie mozna jednak na tych zadaniach poprzestawac.
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Ksztaltowa¢ postawe i kulture pracy z bledem oraz reakcjami na porazki i niepo-
wodzenia. Takie zjawiska towarzysza uczeniu si¢ matematyki. Porazka to lekgja,
a nie powod do zaniechania dziatan. Warto ksztalttowaé w uczniach przekonanie,
ze trudnych rzeczy trzeba uczy¢ si¢ dluzej, a uczenie si¢ matematyki wymaga cza-
su. Warto oddzialywa¢ wychowawczo i uswiadamia¢ uczniom, Ze praca ma zna-
czenie i zdobywanie kompetencji ma znaczenie. Kazde dzialanie, niezaleznie od
efektu, to zebranie doswiadczenia. A doswiadczenie to kapital jednostki i spote-
czenistwa. Matematyka jest narzedziem poznawania rzeczywistosci. Ksztaltuje my-
$lenie, uczy odwagi w podejmowaniu wyzwan oraz uczy wytrwalosci w osigganiu
celow. Dlatego warto ksztaltowa¢ w uczniach pozytywne nastawienie i podejscie
do matematyki. To przyniesie wigksze korzysci niz ciagte zniechecenie do mate-
matyKki, poprzez stawianie wysokich, nierealistycznych wymagan. Da¢ czas i szan-
se uczniom na samodzielne konstruowanie poje¢. Niech uczniowie uczg si¢ mowic¢
o matematyce, w zespolach, a takze na forum klasy.

ZAKONCZENIE

»W zyciu nie chodzi o to, by mie¢ jak najwigcej talentow, ale jak najmniej wymo-
wek™. To zdanie moze stanowi¢ dobre podsumowanie i zakonczenie niniejszego
artykulu. Obszar uwarunkowan ksztalcenia matematycznego jest niezwykle rozle-
gly. Istnieje setki rozmaitych czynnikéw majacych wplyw na efektywnos¢ uczenia
sie matematyki. Nalezy do nich grupa czynnikéw indywidulanych z osobowoscia
ucznia na czele. Jednym z elementéw osobowosci jest temperament. Badania pilo-
tazowe, ktorych wyniki wyzej pokrétce opisalem, nadaja pewien kierunek mysle-
nia o zaleznosci migdzy temperamentem a osiggni¢ciami w uczeniu si¢ matematy-
ki. Okazuje sie, ze taka zaleznos$¢ najprawdopodobniej nie istnieje. Potwierdzenie
jej braku wymaga bardziej doglebnych badan prowadzonych innymi metodami
opartymi na zaawansowanych testach psychologicznych. Powstaje pytanie, co
jest tym gléwnym czynnikiem majacym wplyw na osiggniecia uczniow? W mojej
opinii nie ma na to pytanie jednoznacznej odpowiedzi. Na pewno jednak warto
skupi¢ si¢ na pracy, uwadze i zaangazowaniu uczacych si¢. Dobrze jest madrze or-
ganizowac bezpieczne srodowisko edukacyjne oparte na zyczliwosci, wspdtpracy
i madrej kontroli postepoéw zwigzanej z informacje zwrotng. Do nauczycieli nalezy
réwniez znalezienie balansu miedzy samodzielnoscig uczniéw a ich umiejetnoscia
wspolpracy z innymi. Ostatnim istotnym czynnikiem jest profesjonalizm, pasja
i dobre nastawienie nauczyciela do ucznidéw i ich pracy z matematyka.

* Sylwia Krolikowska, profil Facebook, dostep 15.01.2024.
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ZALACZNIKI

1. Subiektywny test samooceny temperamentu.

Juz troche sie znasz. Wiesz, jaki masz temperament? Sprobuj to okresli¢. Stosujgc podzial Hipokrate-
sa, Twéj temperament mozna okresli¢ jednym ze stéw: sangwinik, choleryk, flegmatyk, melancholik.
Oczywiscie mozesz by¢ ,,mieszankg” temperamentow. Ja na przyktad jestem sangwinikiem z domieszkg
melancholika. Ale dominuje we mnie sangwinik. Oczywiscie doktadna diagnoza temperamentu wyma-
gataby bardzo Zzmudnych analiz psychologicznych. Mi zalezy tylko na Twojej osobistej samoocenie. Na
pewno bedzie subiektywna.

Krétka charakterystyka temperamentow

Melancholik (wrazliwy introwertyk)

Apatia. Sztywnos¢. Refleksyjnos¢. Powsciagliwos¢. Samotno$é. Pesymizm. Spokdj. Lek.

Realizator: wspierajacy, rzetelny, zyczliwy, pomocny, cieply, nastawiony na bezpieczenstwo, tagodza-
cy konflikty, dostosowujacy si¢, wykonujacy, zorganizowany, zaplanowany, uczuciowy, nastawiony
na innych ludzi, wprowadzajacy harmonig, lubiacy mate kroki, hojny, empatyczny, lubigcy spokoj,
lubigcy sprawdzone rozwiazania, doceniajacy innych, wspotpracujacy, lojalny.

Choleryk (impulsywny ekstrawertyk)

Drazliwos¢. Niepokdj. Agresja. Zmienno$¢. Wybuchowo$¢. Optymizm. Impulsywno$¢. Aktywno$é.
Wojownik: wizjonerski, zdeterminowany, skoncentrowany na celu, rywalizujacy, twardy, nastawio-
ny na wygrang, przewodzacy, dyplomatyczny, delegujacy, efektywny, nastawiony na dzialanie, dy-
namiczny, przyspieszajacy, szybki, decyzyjny, pionierski, praktyczny, pewny siebie, celowy, lubigcy
wyzwania, ambitny, nadajacy ton.

Flegmatyk (powolny i spokojny introwertyk)

Bierno$¢. Ostroznos¢. Pojednawczo$¢. Wysoka kontrola. Zréwnowazenie. Solidnos¢. Lagodnoéé. Powaga.
Analityk: analityczny, rozsadny, logiczny, formalny, podchodzacy z dystansem, cenigcy wiedze, wpro-
wadzajacy reguly, przestrzegajacy zasad, rozwigzujacy problemy, ostrozny, opanowany, nastawiony
na dokladno$¢, analizujacy ryzyka, rozwazajacy za i przeciw, dociekliwy, ceniacy dane, oszczedny,
metodyczny, cenigcy indywidualna prace, pedantyczny, bezstronny, poukladany.

Sangwinik (pogodny ekstrawertyk)

Towarzyskos¢. Otwartosé. Gadatliwoéé. Wrazliwo$é. Niefrasobliwosé. Przywddczosé. Beztroska. Zy-
wosC.

Inspirator. kreatywny, wesoly, wielowatkowy, czarujacy, optymistyczny, nastawiony na atmosfere,
dusza towarzystwa, bezpos$redni, inspirujacy, umiejacy zalatwiaé, nastawiony na nowe, entuzjastycz-
ny, energetyczny, instynktowny, oryginalny, wystawny, intuicyjny, innowacyjny, spontaniczny, za-
chwycony soba, towarzyski, nieschematyczny.

Méj dominujgcy temperament to:
(zaznacz tylko jedno pole)

Melancholik O Choleryk O Flegmatyk O Sangwinik O
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2. Arkusz diagnostyczny
Zadanie 1. Oblicz |14 L
9 16
Zadanie 2. Cegla wazy 3 kg i jeszcze ¢wier¢ cegly. Ile wazy cegla?

Zadanie 3. Wpisz liczby 3, 4, 5, 7 i 9, tak, aby suma tych liczb w kazdej kolumnie, wierszu i na prze-
katnej byla jednakowa. Kazda z liczb mozesz wpisa¢ TYLKO jeden raz.

Zadanie 4. W 2019 roku dwunastolatek z Nigerii, Chika Ofili, zaproponowal szybki sposob spraw-
dzenia podzielnoéci liczby naturalnej przez 7. Rozwazmy ten sposdb na konkretnych przykltadach.

Czy liczba 532 jest podzielna przez 72

Oddzielamy od liczby 532 cyfre jednosci (2) i postepujemy nastepujaco:

53 + 2 x5 = 63. Liczba 63 jest podzielna przez 7, czyli liczba 532 tez jest podzielna przez 7.
A liczba 1352 Czy ona tez dzieli si¢ przez 72

13 + 5x 5= 13 + 25 = 38. Liczba 38 nie dzieli si¢ przez 7, czyli 135 tez si¢ nie dzieli przez 7.

Stosujac test Chiki, sprawdz, czy liczba 105 jest podzielna przez 7.

Zadanie 5. Liczba pierwsza jest podzielna tylko przez 1 i przez samg siebie.
Wypisz wszystkie liczby pierwsze ze zbioru {41, 51, 61, 71, 81, 91, 101}.

Zadanie 6. Wré¢my do cegly. Jak zmierzy¢ dtugos$¢ przekatnej cegly majac do dyspozycji trzy jedna-
kowe cegly oraz linijke? Pomiaru mozesz dokona¢ tylko raz. Opisz krétko procedure postepowania.

Zadanie 7. Swieze grzyby zawieraja 90% wody. W wyniku suszenia masa grzybéw zmniejsza si¢ dzie-
wigciokrotnie. Oblicz, ile procent wody zawieraja suszone grzyby.

Zadanie 8. Przygladnij si¢ ponizszemu rysunkowi. Ile jest na nim tréjkatow? Uzasadnij swoja odpowiedz.
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Streszczenie

Inspiracjg do podjecia tematu staly sie metody aktywizujace majace na celu zwiekszenie za-
angazowania studentéw studiéw inzynierskich w zajecia praktyczne z przedmiotéw okotoma-
tematycznych. W pracy przedstawia sie i poddaje krytycznej refleksji podejscie eksploracyjne
wypracowane na potrzeby ¢wiczen z matematyki, statystyki matematycznej i informatyki. Roz-
wazania dotycza znaczenia tego podejscia dla ksztaltowania zarysowanej formalnie sylwetki
absolwenta oraz zakresu mozliwosci stosowania dyskutowanej formy edukacji w zaleznosci od
specyfiki kierunku studiéw. Doswiadczenie wyniesione z zajeé, podczas ktérych metode eks-
ploracyjna zastosowano w nauczaniu, ukazano w postaci opisu przykladéw zadan i problemdw,
jakie wlaczono do konkretnych kursow.

Abstract

The topic of the paper was inspired by activity-based methods aimed at increasing in-
volvement of engineering students during classrooms on peri-mathematical subjects. The
text presents and takes into critically reflection the exploratory approach developed for prac-
ticals in mathematics, mathematical statistics and computer science. Considerations are giv-
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en to the importance of this approach to the formation of the formal profile of a graduate,
as well as the scope of possible application of the discussed form of education depending on
the specifics of the field of study. The experience of classes where the exploratory methods
were applied to teaching is shown in descriptive form of examples that were appended into
particular courses.

CHARAKTERYSTYKA ZESPOLU

Dos$wiadczenie dydaktyczne zespolu Katedry Zastosowan Matematyki Uni-
wersytetu Przyrodniczego we Wroctawiu (KZMat UPWr) budowane jest na
przygotowywaniu i prowadzeniu zaje¢ dla zréznicowanych kierunkéw studiow
zwigzanych miedzy innymi z budownictwem, geodezja, gospodarka przestrzen-
ng i architekturg krajobrazu, inzynieria i ksztalttowaniem srodowiska, rolnictwem,
ochrong srodowiska, ekonomia, technologia zywnosci, biotechnologia, biologia
i bioinformatyka. Jednostka jest odpowiedzialna za zajecia z matematyki (algebra,
calculus, elementy réwnan rozniczkowych, kombinatoryka i rachunek prawdopo-
dobienstwa), statystyki, logiki, z modelowania proceséw przyrodniczych i fizycz-
nych oraz z informatyki (algorytmika, programowanie, bazy danych). Wszyscy
czlonkowie zespotu KZMat maja wyksztalcenie matematyczne. Wiele doktoratow
i habilitacji uzyskano za zastosowania metod matematycznych w naukach inzynie-
ryjnych i przyrodniczych.

Wprowadzenie - diagnoza stanu

Zespoty dydaktyczne matematykow, podobnie jak przedstawicieli innych nauk
podstawowych, maja w uniwersytetach przymiotnikowych specyficznie okreslone
ramy dzialania. Po pierwsze, zaleznie od specyfiki ksztalcenia, pojawiaja sie wy-
magania zwigzane bezpo$rednio z kierunkiem studiéw, dla ktérego przewidziany
jest konkretny kurs. Wymagania te musza by¢ spelnione z uwagi na koniecznos¢
nabycia wiedzy i umiejetnosci zawodowych, wlaczajac w to wykorzystanie okre-
$lonych elementéw aparatu rachunkowego. Ta czgs¢ wymagan w ostatnich latach
bywa rygorystycznie ujmowana w specyfikacje sylwetek absolwenta i budowane
na ich podstawie ramowe cele ksztalcenia.

Po drugie, wyksztalcenie wyzsze rozumiane jako ugruntowanie samodzielnosci
myslenia i podejmowania decyzji jest w coraz mniejszym stopniu zalezne od opa-
nowania konkretnych tresci. Paradygmat uczenia si¢ przez cale zycie zaktada raczej
zachowanie elastycznosci pozwalajacej na orientacje w zmiennej rzeczywistosci
oraz na zdolno$¢ do zmian perspektywy myslowej. Przy tej optyce wage praktyczng
zyskuja: myslenie procesowe oraz myslenie i podejmowanie decyzji w warunkach
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niepelnej informacji. Nabycie sprzyjajacych im ogélnych nawykéw jest naturalnym
polem zastosowan szeroko rozumianego myslenia matematycznego.

Po trzecie, czas, jaki mozna przeznaczy¢ na ksztalcenie myslenia matematycz-
nego, jest ze zrozumialych powodéw ograniczony. Zwerbalizowane i niezwerba-
lizowane oczekiwania poszczegdlnych stron procesu (decydentéw, uczestnikow,
a w pewnej mierze takze dydaktykéw) nie zawsze sg spojne i mozliwe do realizacji
w zalozonych ramach czasowych.

Po czwarte wreszcie, przygotowanie studentow do udzialu w procesie inte-
lektualnym, jakim jest uprawianie myslenia matematycznego chocby w celach
praktycznych, bywa niewystarczajace. Przyczyn tego stanu jest wiele. Istotnymi
z przedstawianego punktu widzenia s miedzy innymi: system motywacyjny oraz
mechanizm doboru studentéw.

Motywacja zewnetrzna o charakterze formalnym jest promowana w szkolnic-
twie (niestety, takze w szkolnictwie wyzszym) na tyle silnie, Ze w duzej mierze
tlumi ona postawe poznawczg. Utrwalone w trakcie nauki nawyki dotyczace na
przyktad oczekiwan co do trybu stawiania probleméw, trybu rozliczania z pracy;,
a nawet co do charakteru samych problemdéw (na przyklad preferowanie opera-
cji na konkretnych liczbach) i ich rozwigzan (na przyklad preferowanie zadan ra-
chunkowych z jednoznacznym rozwigzaniem) powoduja, ze zadania typu innego
niz spodziewane albo zapamigtane z poprzednich etapéw nauczania sg podejmo-
wane mniej chetnie, niz te uznane za typowe.

Kolejnym istotnym czynnikiem przesadzajacym o gotowosci studentéw do
wspoluczestniczenia w analizie problemoéw jest sam mechanizm doboru uczestnikow
zaje¢ akademickich. Ma on przyczyny naturalne, lecz wigze sie z nim szereg wyzwan.
Absolwenci szkot srednich glebiej zainteresowani rozwigzywaniem probleméw ma-
tematycznych oraz dostrzeganiem w otaczajacym $wiecie regularno$ci opisywanych
srodkami matematyki, wybierajg inne $ciezki edukacyjne. Pozostaje pokorne przyje-
cie stanu rzeczy i taki dobor materiatu oraz srodkow, by zrealizowaé postawione cele.

Warto w tym miejscu wspomnie¢ o mozliwych negatywnych odczuciach wy-
niesionych z dotychczasowych kontaktéw z matematyka szkolna, ktére moga by¢
udziatem obecnych studentéw (Ma 1999; Ashcraft, Ridley 2005; Maloney, Bellock
2012; Hawrot, Kaczan 2014; Cipora 2015). Z istnienia zjawiska leku przed mate-
matyka zdajg sobie sprawe nie tylko nauczyciele akademiccy, ale takze nauczyciele
wezesniejszych etapow edukacyjnych. Lek przed matematyka moze mie¢ zbyt gle-
bokie przyczyny, by dalo si¢ go zmieni¢ przez pojedyncze dziatania'. Konsekwen-

! Warto w tym miejscu wspomnie¢, ze za najbardziej dlugotrwaly skutek leku przed mate-
matyka uznaje si¢ globalne unikanie tej dziedziny wiedzy, ujawniajace sie jednocze$nie z:

- mniejsza motywacja do uczenia si¢ matematyki;

- niedocenianiem uzytecznos$ci matematyki w codziennym zyciu;
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cja leku jest przekonanie znaczacej frakcji studentéw o zasadniczej nieprzydatno-
$ci opanowania metod matematycznych dla wyksztalcenia inzyniera. Przekonanie
to przeniesione na poziom nauczycieli przyjmuje posta¢ kulturowego przyzwole-
nia na ignorancje. Ono z kolei pociaga czesciowa rezygnacje przez realizatoréw
kurséw z nowoczesnych metod opisu warsztatu analitycznego inzyniera, co tworzy
sprzezenie zwrotne, ktdre stresci¢ mozna pytaniem: po co uczy¢ sie rzeczy, z kto-
rych nie korzystaja specjalisci przedmiotéw i dyscyplin zawodowych? Takie po-
dejscie prowadzi do wzmocnienia obecnosci w ksztalceniu nurtu, w ktérym sto-
sowanie procedur wdrazane jest czysto operacyjnie — bez podejmowania wysitku
w kierunku ich zrozumienia umozliwiajgcego refleksje krytyczna.

Innego zrédla sygnalizowanych probleméw mozna doszukiwa¢ si¢ w inten-
sywnym kontakcie z technika cyfrows i z zasobami sieci globalnej, podczas ktére-
go typowy uzytkownik stawiany jest w roli konsumenta. Postawa wyuczong wobec
pytan problemowych staje si¢ poszukiwanie gotowej odpowiedzi w zasobach ze-
wnetrznych, a aktywna analiza problemu oraz konstruowanie odpowiedzi i zwig-
zane z nimi wyzwania jawig si¢ raczej jako przeszkody niz metoda.

Wyznaczenie i konfrontacja celéw dydaktycznych

Dalsze rozwazania skupiajg si¢ wokoét dwoch grup celéw dziatania dydaktykow
matematyki na studiach o szeroko pojetym profilu inzynieryjnym. Sg one naste-
pujace:

(i) pomoc w zdobyciu kompetencji umozliwiajacych praktyczne korzystanie

z konkretnych metod matematycznych w trakcie nauki i w pracy zawodo-
wej, zgodnie z kierunkiem studiow. Ten cel jest w oczywisty sposdb istotny
dla odpowiedzialnego ksztalcenia zawodowego;

(i1) pomocwzdobyciukompetencjiumozliwiajacych otwarte prowadzenieana-

liz (czgsto w oparciu o wstepne rozumowanie indukcyjne) i wnioskowania
(na podstawie przyjetych zalozen, w oparciu o rozumowanie dedukcyjne
i abdukcyjne). Ten cel wydaje si¢ w szerokiej perspektywie spolecznej na-
wet bardziej istotny niz pierwszy. Jego osiagniecie wydaje sie trudniejsze —

- negatywnym nastawieniem do innych przedmiotéw szkolnych powiazanych z matema-
tyka, w tym takze przedmiotéw fakultatywnych, ktérych wybor determinuje dalsza edu-
kacje;

- negatywng postawa wobec nauczycieli matematyki;

- mniejszym zaangazowaniem w uczenie sie matematyki, poglebiajacym deficyty w wiedzy
matematycznej.

Zobacz tez: Ashcraft, Faust 1994 s. 97-125 za: Cipora 2015, s. 142-144; Hopko 2003, s. 336-351;
Ashcraft, Ridley 2005, s. 315-327; Ashcraft, Moore 2009, s. 197-205.
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przy czym czesto jawi sig tez jako ciekawsze i bardziej satysfakcjonujace
zaréwno dla studentow, jak i dla dydaktykow. Nie jest jasne, czy miejsce
ksztaltowania tych kompetencji ogranicza si¢ do kurséw przedmiotow
okreslanych terminem ,,matematyka”

Réwnowaga miedzy sformutowanymi wyzej celami zalezy od wielu czynni-
kéw, w tym od odpowiedzi na pytania: na jakim poziomie matematycznos¢ jest dla
tej konkretnej grupy najbardziej ksztalcgca? Jakie problemy wybra¢, by ukazaé tok
rozumowania jako perspektywe atrakcyjng, wartg podjecia wysitku?

W mysl przepiséw regulujacych organizacje ksztalcenia akademickiego, rela-
cja szkota wyzsza — student traktowana jest jak transakcja potwierdzana zawierang
umowg. Takie podejscie ugruntowuje potoczne przekonanie o podziale na ,,ksztat-
cacych” i ,ksztatconych”, z konsekwencjami formujacymi w masowej skali charak-
ter kontaktow. Jest to uwarunkowanie, ktdére niekiedy trudno obej$¢. Wydaje sie,
ze kluczowe jest rozlozenie akcentéw: czy bardziej skupia¢ si¢ na mozliwosciach
otwierania na mys$lenie, prowokowania do stawiania hipotez i poszukiwania ich
uzasadnien, czy tez raczej nastawi¢ sie — co moze mie¢ znaczenie wobec ogra-
niczen czasowych — na opanowanie podanych ex cathedra tresci i rozwigzywanie
typowych (gléwnie rachunkowych) przykladéw dla ich ugruntowania.

Na etapie formulowania i porzadkowania powyzszych dylematéw z pomoca
przychodza rozstrzygniecia definicyjne. Uzycie terminu myslenie matematycz-
ne — w przeciwienstwie do rzadziej definiowanego okreslenia, jakim jest wiedza
matematyczna — wskazuje na ,samodzielne czynnosci umyslowe, [polegaja-
ce] na rozwigzywaniu probleméw matematycznych oraz na ich wypatrywaniu”
(por. Klus-Stanska, Kalinowska 2004, s. 19). Takie rozumienie myslenia matema-
tycznego laczone jest z nauczaniem matematyki ujetym w podejsciu sformutowa-
nym jako orientacja na proces, cechujagcym si¢ poszukiwaniem ,,nowych mozli-
wosci i relacji migdzy danymi oraz zdolnoscia i gotowosciag do wykorzystywania
takich strategii, jak: odnajdywanie podobienstw, dzialania przyblizone, odkrywa-
nie wlasnosci” (Klus-Staniska, Kalinowska 2004, s. 140). Dla poréwnania, druga
ze strategii nauczania matematyki, jaka jest orientacja na wynik, uznawana jest
jedynie za ,wyposazanie ksztalconych w zbiér regul, wzordéw, czy gotowych tech-
nik obliczeniowych™. Wybranie podejscia, w ktérym proces jest wazniejszy niz
wynik sprawia, ze opisany powyzej cel (ii) postrzegany jest w pracy dydaktycznej
jako bardziej priorytetowy.

Prowadzone czynnosci dydaktyczne i proby dziatan stuzace realizacji opisa-
nych celéw, z uwagi na réznorodny charakter prowadzonych kurséw, przedsta-
wione zostang ponizej za pomocg przyktadow, ktére maja za zadanie zilustrowa¢
bardziej ogoélne refleksje. Dotycza one réznych zakreséw tematycznych i meto-

2 'W kontekscie edukacji wezesnoszkolnej patrz Klus-Stanska, Nowicka 2014, s. 137.



132 Gabriela Biel, Jan Jelowicki, Bogdan Roszak

dycznych: zajg¢ z matematyki, algebry, analizy matematycznej, podstaw progra-
mowania, algorytmow, logiki, baz danych.

Zanim jednak nastapi prezentacja przykladéw, oméwione zostang dwie kwe-
stie, ktore niekiedy zdajg si¢ determinowac powodzenie i przebieg zajec¢ oraz moz-
liwo$¢ wdrazania metody eksploracyjnej i realizacji zatozonych celéw. Sa to: kwe-
stie motywacji oraz podejscie do bledéw w procesie uczenia sig.

Motywacja do uczenia si¢ u 0s6b dorostych

Jedna z teoretycznych perspektyw opisujacych motywacje do uczenia sie jest
koncepcja motywacji zewnetrznej i wewnetrznej®.

W obliczu koniecznosci* oceniania studentéw (a wigc stosowania znanych im
z poprzednich etapéw edukacji sposobéw wzbudzania motywacji) analizowana jest
mozliwo$¢ stwarzania warunkéw do przyjmowania postawy aktywnej przez uczest-
nikow zajec i przechylenia szali motywacji w kierunku motywacji wewnetrznej.

Za czynniki motywujace wewnetrznie, istotne z punktu widzenia projektowa-
nych zaje¢, uznaje sie¢ miedzy innymi: zaciekawienie, wyzwanie poznawcze oraz
atrakcyjnos¢ wykonawczg zwigzang z samym zadaniem. Podkresla sie, ze zajmo-
wanie si¢ takimi atrakcyjnymi zadaniami wyzwaniami zwigzane jest z utrwale-
niem (u dzieci) lub wyzwalaniem (u dorostych) postawy aktywnej poznawczo,
gotowosci do cigglego uczenia sie, checi myslenia i odkrywania (Kwiecinski, Sli-
werski, 2019, s. 277).

Motywacja do uczenia si¢ oséb dorostych obejmuje szereg czynnikéw, ktdre
dobrze jest bra¢ pod uwage przy projektowaniu zajec¢ i tworzeniu list zadan. Mal-
colm S. Knowles i inni (2009) wyrdzniaja cztery takie elementy. Sg to: sukces, wola,
wartos$¢ i przyjemno$¢. Wedlug szerszego opisu dorosli uczacy sie chcg odnosi¢
sukcesy, chcg mie¢ poczucie wptywu na swdj proces uczenia sie, uczg sie, gdy maja
przekonanie o wartosci przyswajanych tresci i gdy uczenie si¢ przynosi im przy-
jemnos¢. Sukces rozumiany jest przez nich jako mozliwo$¢ nauczenia sie rzeczy
nowych, a takze takich, ktére pomoga rozwigzywac problemy, na przyktad w zyciu
zawodowym. Knowles i inni podkreslaja, ze dorosli chcg i potrzebuja uczy¢ sie
przez doswiadczenie, a uczenie si¢ to dla nich rozwigzywanie problemdw.

* Inna to na przyklad koncepcja potrzeb jako czynnikéw wywolujacych motywacje. Szcze-
g6lng popularnoscia cieszy sie koncepcja piramidy potrzeb Abrahama Maslowa. Pedagodzy
skupiajacy sie na tym podejsciu zwracaja uwage na tworzenie warunkéw do zaspokajania po-
trzeb 0sdb uczacych sie (glownie dzieci), a takze na akceptacje i szacunek do naturalnych czyn-
nosci, ktére podejmuja.

* Konieczno$¢ i sposoby oceniania studentéw to temat na osobna, niemniej wazna, dys-
kusje.
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W przypadku nauczania matematyki os6b dorostych napotka¢ mozna na trud-
nosci zwigzane z nastawieniami do matematyki (wtasnymi i spotecznymi), stereo-
typami krazacymi wokot tego przedmiotu®, a nade wszystko - z powrotem do
silnie naznaczonych szkolnych doswiadczen z przesztosci. Wymienione trudnosci
rzutowa¢ mogg na mozliwo$¢ osiggania sukcesu w tej dziedzinie, a takze na mozli-
wos¢ odczuwania przyjemnosci przy stycznosci z tresciami matematycznymi.

Nie bez podstaw wydaja si¢ wiec obawy zwigzane z pytaniem, czy droga do
zglebiania matematyki w atmosferze przyjemnosci, samodzielnosci i z wlgczeniem
postawy aktywnej jest w zastanych warunkach - wiacznie w tymi przedstawio-
nymi we wczesniejszych rozwazaniach na temat profilu kandydatéw na studia -
w ogdle mozliwa, czy moze tylko trudna®.

Rola bledu w uczeniu sig

W przestrzeni edukacyjnej uczniowie i nauczyciele coraz czesciej zmuszani sa do bezbled-
nej i szybkiej reakeji na dokonujace sie zmiany, co — niestety — w polaczeniu z presja spo-
teczna moze powodowa¢ ich wyczerpanie. Dlatego tez warto podejmowa¢ dyskurs o roli
i znaczeniu btedéw w osigganiu sukceséw (Domagata-Krecioch, 2019a).

Agnieszka Domagata-Krecioch wspomina, ze podstawy aktywnosci eduka-
cyjnych oséb dorostych powiaza¢ mozna zaréwno ze stopniem zaspokajania po-
trzeb’, jak i z postawa wobec edukacji®. Uznaje sie, ze postawa wobec edukacji
uzalezniona jest od wystepowania (badz braku) znaczacych porazek edukacyjnych
(Malewski, 2001; za: Domagala-Krecioch, 2019b), a te z kolei s3 elementem szer-
szego zagadnienia, jakim jest szkolna kultura btedéw, w ktorej przez lata wzrastaja
uczniowie, pozniejsi kandydaci na studia wyzsze. Jesli wezmie si¢ pod uwage, ze
matematyka bywa kojarzona przez stuchaczy z porazkami na poprzednich etapach
edukacji, z pewna obawa mozna mysle¢ o ich aktywnosci na zajgciach zwigzanych
z tym przedmiotem.

° Badania zwigzane z nastawieniami do matematyki i stereotypami zwigzanymi z tym
przedmiotem szkolnym prowadzone sa od wielu lat. Zobacz miedzy innymi: (Fennema, Sher-
man 1976; Haladyna i inni 1983; Zan, Di Martino 2007; Wong, Chen 2012).

¢ Nie bez znaczenia wydaja sie tez wyrdzniane przez Knowlesa i innych cechy osoby edu-
kujacej osoby doroste, majace znaczenie dla wzbudzania w nich motywacji, a mianowicie: wie-
dza specjalistyczna, empatia, entuzjazm i przejrzysto$c.

7 Zobacz przypis 3.

8 Domagala-Krecioch przytacza miedzy innymi przyklady teorii andragogicznych, takich
jak Paradygmat Wartosci Oczekiwanej Rubensona czy Model Lafcucha Interakgji.
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1. Badania pokazuja, ze lgk przed popelnieniem btedu potrafi determinowac
sposob uczestnictwa w zajeciach. Danuta Sterna (Sterna 2021) podkresla,
ze taki lek blokuje uczenie si¢, myslenie i kreatywnos¢. Jednak, gdy - za
Zofia Krygowska - potraktujemy bledy studenckie nie jako porazke, ale
jako co$ pozadanego, warto$ciowego, ,,blogostawionego’, dajemy szanse,
aby staly sie poczatkiem analiz, wnioskowania i ksztalcenia rozumowania
matematycznego stuchaczy (Ciosek, Zeromska, 2013). Sytuacja, w ktdrej
uczestnicy procesu edukacyjnego zmieniajg sposob postrzegania bledow,
czyni z pomylek narzedzie wspierajace rozwoj aktywnej i poszukujgcej po-
stawy, zachecajace do eksploracji (Orzeszek, 2007).

2. W nawigzaniu do powyzszych rozwazan poszukujemy mozliwosci odblo-
kowania kreatywno$ci w procesie rozwigzywania probleméw matematycz-
nych. Mozliwosci tych upatrujemy we wprowadzanych podczas zajec ele-
mentdw eksploracji problemdw, zaczynajac od zerowej wiedzy, i taka tez
gradacje przykladéw proponujemy w nastepnym rozdziale.

Elementy eksploracji w scenariuszach zajec

Przez eksploracje rozumiemy wszelkiego rodzaju doswiadczenia zwigzane
z poszukiwaniem rozwigzan i eksperymentowaniem, takie jak stawianie pytan, ba-
danie, testowanie, sprawdzanie, czy w konicu weryfikowanie rozwigzania, powigza-
ne z przygladaniem si¢ wltasnym btedom i ich wykorzystaniem do dalszych analiz.
Zaproponowanie problemoéw, zadan eksploracyjnych (a nawet tylko ich elemen-
tow), otwiera droge do powyzszych dziatan oraz samodzielnego lub grupowego
analizowania niestandardowych zagadnien, rowniez tych wcze$niej nieznanych.
Tak zwane ,,dobre zadania” zwigzane z angazowaniem stuchaczy w rozwigzywanie
probleméw zbliza nas do idei budowania ,,myslacych klas” Petera Liljedahla, ktd-
rej elementy staramy sie przenies¢ na grunt akademicki (Liljedahl, 2020). Wszyst-
ko powyzsze ma w naszej ocenie niebagatelne znaczenie dla tytutowego sprzyjania
zainteresowaniu mys$leniem matematycznym. W kolejnych podrozdziatach przed-
stawiamy opis realizacji elementéw eksploracji oraz przyjete przez nas zalozenia.

Zarys realizacji zajeé

W spotkaniach ze studentami wprowadzamy elementy dialogu, stawiania hi-
potez, dociekan, pozwalamy na popelnianie pomylek/pomylki i wspélnie poszu-
kujemy ich przyczyn. Zdarza sie, ze na tak proponowany charakter zaje¢ odpowia-
da cisza i niedowierzanie. Gtéwnym problemem wydaje si¢ nieche¢ do stawiania
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pytan, ktére moga ukaza¢ niewiedz¢ oraz do robienia bledow, ktére uznawane sa
za co$ niewtasciwego, skutkujacego szybka karg w postaci oceny rozwiazania zada-
nia badz - co gorsza - samej osoby.

Odwrocenie tego sposobu postrzegania pozwala traktowac bledy jako pozadany
element procesu dociekania, a osobe poszukujaca, pytajaca albo btadzaca - jako te,
ktéra ma szanse na odkrycie prawidlowosci i krytyczne przyjrzenie sie réznym moz-
liwosciom. Aby to osiagna¢, budowana jest atmosfera, w ktdrej popelnianie bledow
jest naturalnym elementem analizy problemu. Wymaga to rezygnacji z gotowych
schematéw na rzecz stawiania pytan pomocniczych, ktére otwieraja studentéw na
podejmowanie nastepnych prob, samodzielne wykonanie kilku kolejnych krokow.
Nie nastawiwszy si¢ na otrzymanie ostatecznego rozwigzania w toku zaje¢, wspot-
pracujace strony majg szans¢ uczestniczenia w procesie, doceniajac (niekoniecznie
oceniajac) podejmowanie ryzyka, wyzwan i wszelkich prob samodzielnosci.

Realizacji wymienionych elementéw towarzysza $rodki techniczne ulatwiajace
jej przeprowadzenie. Zestawy zadan przeznaczonych do analizy eksploracyjnej sa
dostarczane w formie opisowej; czasem s to typowe zadania tekstowe, czesto jednak
maja postac tekstowych opiséw sytuacji wyidealizowanych. W zespole dydaktycz-
nym Katedry Zastosowan Matematyki nie istnieje jedyny stuszny i idealny model
zestawu zadan. Nie ma na przyktad zgody co do objetosci takich zestawow. Niekto-
rzy wspolautorzy sklaniaja sie do dostarczania obszernych (kilkanascie) zestawow
zadan, z ktorych poszczegélni uczestnicy wybierajg na ustalonych zasadach okre-
$long ich liczbe. Inni wolg zogniskowanie pracy calej grupy na niewielkiej liczbie
wspdlnych probleméw. Kazde z wymienionych podej$¢ ma swoje wady i zalety.

Na niektérych kursach prowadzone sg fora dyskusyjne przeznaczone do wy-
miany mysli w trakcie rozwigzywania i na publikacje rozwigzan. Z przyczyn prak-
tycznych forma ta bywa stosowana przede wszystkim na zajeciach umozliwiaja-
cych ograniczenie si¢ do notacji tekstowej, czyli w naszym przypadku - logiki oraz
réznych dziedzin informatyki. Opanowanie systemow notacji matematycznej na
poziomie nadajacym si¢ do czytelnego publikowania i komentowania na teksto-
wych platformach wymiany wiedzy jest dla wiekszosci uczestnikéw zbyt trudne,
by wymagac regularnego korzystania z nich na kursach przedmiotéw matema-
tycznych. Z kolei notacja graficzna utrudnia komentowanie i parafrazowanie wy-
powiedzi poprzednikdw.

Zaangazowanie uczestnikow w dzialania podejmowane w trakcie kursu jest wa-
runkiem koniecznym powodzenia takich zajec. Jedng z form aktywizacji jest wyma-
ganie przygotowania ustalonej niewielkiej liczby rozwiazan do przedstawienia na zaje-
ciach albo na forum. W przypadku foréw dyskusyjnych wypowiedzi s3 komentowane
nieoceniajgco przez zespot prowadzacy. Druga dominujaca forma aktywizacji jest
praca na biezaco w matych zespolach wypracowujacych rozwigzania podczas zajec,
a nastepnie ich publiczne przedstawianie i konfrontowanie ,,na zywo” z calg grupa.
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Start od zerowej wiedzy

Wiele wstepnych zadan pojawiajacych sie na zajeciach z matematyki i staty-
styki, problemdw rozpatrywanych na kursach podstaw myslenia algorytmicznego
oraz zagadnien na kursach logiki dobieranych jest w sposéb, ktory umozliwia sa-
modzielne rozpoczecie pracy nad nimi bez korzystania z Zadnej wstepnej wiedzy
specjalistycznej’, z uwzglednieniem wiedzy osobistej studentow. Samodzielnos¢
jest tu jednym z kluczowym sléw - za kazdym razem, gdy studenci podejmuja
probe samodzielnego rozwigzywania probleméw, uruchamia si¢ ich osobiste do-
$wiadczenie poznawcze, ktére tworzy grunt pod wprowadzanie nowych poje¢
(Klus-Staniska, Nowicka, 2014, s. 153). Ponizej przytoczono dwa przyklady zadan
niewymagajacych (czy na pewno?) wstepnej wiedzy specjalistycznej.

Przyktad 1. (Steinhaus, 1958). Zadanie 20. Sie¢ tréjkatna I

Jak wiadomo, mozna pokry¢ calg plaszczyzne siecig trojkatow rownobocznych. Czy moz-
na w kazdym wezle tej sieci umiesci¢ jeden ze znakéw plus, minus tak, zeby w kazdym
z trojkatow sktadowych sieci spelniat sie przepis, ze gdy w dwoch wierzchotkach trojkata
jest jednakowy znak, to w trzecim jest plus, a gdy jest przeciwny — to w trzecim jest minus?
Oczywiscie mozna da¢ wszedzie plusy, ale to banalne rozwigzanie wylaczamy.

Przyktad 2. Odmierzanie objetosci

Dysponujesz dwoma nieskalowanymi pojemnikami o objetosciach: 3 litry i 11 litréw. Po-
jemnikami tymi mozesz nabiera¢ wode z jeziora, wylewac ja, a takze przelewa¢ z jednego
do drugiego. Masz uzy¢ tych pojemnikéw w celu napelnienia zbiornika zadang objetoscia
V. Rozwigzanie ma by¢ dokladne; dolewanie cieczy ,,na oko” nie wchodzi w gre.a. Czy -
a jesli tak, to w jaki sposob — da si¢ napetni¢ zbiornik do objetosci 16 litrow?b. Przy jakich
objetosciach docelowych V cel moze by¢ osiagniety, a przy jakich zadanie nie ma rozwig-
zania?c. Jak zmieni si¢ odpowiedzZ na powyzsze pytania wraz ze zmiang objeto$ci pojemni-
kow: na 315 litrow; na 21 i 27 litréw; na 351 21 litréw, na p i g litréw, kiedy p i g pozostaja
liczbami naturalnymi?

Powyzsze problemy, postawione na pierwszym spotkaniu, wywolujg zaskaku-
jace — i bardzo rozne reakcje grupy, poczawszy od ,Co my tu wlasciwie mamy
policzy¢?”, przez analiz¢ konkretnych sytuacji, uzasadnienie, ze uklad postulowa-
ny w pytaniu ma realizacje w praktyce, po analize réznic jako$ciowych miedzy
poszczegolnymi sposobami rozumowania.

° Na plecaku szkolnym, ktory w latach gimnazjalnych nosita corka jednego ze wspotauto-
réw, widnial nadruk ,,For these rare people, who have absolutely nothing to do with thinking.
Just pure minds!”. Przekaz ten - mimo ze zamiast ,,thinking” woleliby$my przeczyta¢ ,,knowl-
edge” - dobrze ilustruje przyjete podejscie.
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Zaskoczenie tematem jako okazja do nowego spojrzenia

Zalozenie braku wstepnej wiedzy specjalistycznej daje mozliwo$¢ zbudowania
intrygujacych sytuacji, jednak wydaje sie, ze repertuar dostepnych tematéw jest
wtedy ograniczony. Na kolejnym poziomie staramy si¢ ukaza¢ problem w sposéb
zachecajacy do jego analizy z zalozeniem przydatnosci uprzednio zdobytego do-
$wiadczenia'. Na tym etapie operatywnos$¢ traktowana jest jako kompetencja.

Odnotowali$my, ze dla uczestnikéw naszych zaje¢ interesujace sa problemy
uruchamiajgce wyobraznie i pozwalajgce na swobodne stawianie hipotez w jezyku
niewymagajacym formalizacji, przynajmniej w poczatkowej fazie rozwazan. Trzy
przytoczone ponizej przykiady tego typu dotycza problematyki badania przebiegu
zmiennosci funkgji.

Przyktad 3.

Oszacowanie chwili §mierci denata na podstawie kilku wykonanych w znanych odstepach
czasu pomiardw cieploty ciala przy ustalonej i znanej temperaturze otoczenia.

Przyktad 4.

Wskazanie na linii autowej boiska pitkarskiego miejsc, z ktorych najtatwiej jest strzeli¢
bramke.

Analiza tresci przykladu 4. wymaga zdobycia wiedzy na temat warunkéw (wy-
miary boiska), podjecia decyzji odnosnie ich reprezentacji (numeryczna czy symbo-
liczna) powodujacych odmienne konsekwencje podczas otrzymywania rozwigzania,
a by¢ moze takze poczynienia zalozen upraszczajacych, ktdre nie zostaly sformutowa-
ne (czy kopnieta pitka porusza si¢ wzdluz linii prostej?). W nastepnym etapie badany
jest przebieg zmiennosci funkcji w celu wyznaczenia jej maksimum globalnego.

Przyktad 5.

Projektanci parku stojg przed decyzjg zaprojektowania $ciezki o przebiegu sinusoidalnym
albo $ciezki ztozonej z potaczonych gtadko pétokregéw o jednakowym promieniu. Poréw-
naj zakres sektora horyzontu omiatanego wzrokiem przez spacerowiczéw w kazdym z tych

12 E.H. - jeden ze studentéw programu Erasmus bioracy udziat w kursie podstaw myslenia
algorytmicznego i programowania dla inzynieréw $rodowiska, na ktérym problemy byly sta-
wiane w sposob wymagajacy podejécia eksploracyjnego, w roku 2010 zadal opiekunowi kursu
(ktorym byl jeden z wspolautoréw) znamienne pytanie: ,,Could you explain me what’s going on
this classroom? I talk to the people; they are not stupid. But each time being here they behave
like they see the problems the first time in their lives”. Spostrzezenie odnosito si¢ kontynuacji
pracy rozciagajacej sie na kilka spotkan.
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przypadkéw. Poréwnaj wygode przemieszczania sie tymi $ciezkami na rowerze. Wskaz kil-
ka sposobow wyréwnania amplitud obu linii; w jaki sposéb wplyna one na odpowiedzi?

Kolejny przyktad sklania do dostrzezenia regularnosci w generowaniu elemen-
tow pewnego ciagu. Takie podejscie jest prezentowane nie tylko w wartosciowych,
cho¢ wysoce specjalistycznych podrecznikach (Graham, Knuth, Patashnik, 1996),
lecz takze w ambitnych akademickich prébach od$wiezenia spojrzenia na obiekty
matematyczne na podstawowych kursach matematyki wyzszej (Cambridge Uni-
versity School Mathematics Project 1986).

Przyktad 6. (Graham, Knuth, Patashnik, 1996, s. 357-358)

Na ile sposobéw mozna calkowicie pokry¢ prostokat rozmiaru 2 x n kamieniami domina
rozmiaru 2 x 1? (Pytanie mozna ,,ubra¢” w jezyk kafelkowania $ciezek w ogrodzie).

Wstepna analiza moze polega¢ na bezposrednim sprawdzeniu przypadku
o konkretnej, niewielkiej dltugosci $ciezki. Na etapie systematyzacji pojawia sig
poznany wcze$niej schemat rekurencyjny, prowadzacy do klasycznego ciagu Fibo-
nacciego. Przyklad daje mozliwos¢ rozszerzenia problemu o pytania dodatkowe,
na przyklad: ile sposrdd takich ulozen ma charakter palindromiczny (tzn. wyglada
tak samo przy analizie w obu kierunkach)?

Kolejny przyktad pochodzi z kursu podstaw algorytmiki i programowania. Do
wspdlnej analizy proponowany jest on dopiero po zaznajomieniu z podstawowymi
instrukcjami sterujgcymi.

Przyktad 7.

Poréwnanie réznych wariantéw schematu obliczania kompletu wspotczynnikéw dwumia-
nowych postaci

!
(0 = a=m

dlak =0, 1, .., n przy ustalonej wartosci n € N.

W dalszej czgsci opisu zadania z przykladu 7. zamieszczone sg wskazow-
ki w rodzaju: ,ile wynosi pierwszy wyraz tworzonego ciagu — czyli n po 0? Czy
dysponujac numerem porzagdkowym obliczanego wyrazu i jego wartoscia, jestes
w stanie obliczy¢ nastepny wyraz sposobem prostszym, niz podany w powyzszej
definicji?” oraz zacheta, by znalez¢ - i porowna¢ pod wzgledem efektywnosci -
kilka istotnie r6znych sposobow przeprowadzenia obliczen.

Zadanie to pojawia si¢ na kursie w momencie, w ktérym uczestnicy znaja juz
schemat Bernoulliego i rozklad dwumianowy. Pierwszy krok zazwyczaj polega na
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skorzystaniu wprost z podanej definicji konstrukcyjnej i powtérzeniu jej w iteracji
dla kolejnych wartosci k. Warto nadmienic, ze pewna czes¢ mato doswiadczonych
uczestnikow traktuje to rozwigzanie jako jedyne i ostateczne. Analiza mozliwosci
(przy inspiracji wskazowkami) otwiera pole do dyskusji: o optymalnych decyzjach
odnos$nie wyboru typu danych, o iteracyjnej realizacji opiséw rekurencyjnych oraz

o klasach zlozonosci obliczeniowej. W trakcie analizy przewidywane jest ,,o0d-
n )  nok+1

1 , ktora nie byla wczesniej wprowadzana

krycie” tozsamosci (Z) = (k

W sposéb ,,autorytarny”.

Konkretnos¢ jako droga do ogélnosci

Wprowadzanie i ugruntowywanie nowych poje¢ moze by¢ realizowane na
drodze formalnej albo poprzez przedstawienie sytuacji, w ktérych pojecia te po-
jawiajg si¢ w sposob naturalny. Ponizszy przykiad wprowadza przeksztalcenia afi-
niczne na systematycznym kursie geometrii analitycznej ptaszczyzny. Uczestnicy
znaja pojecie wektora jako reprezentacji potozenia punktu na plaszczyznie oraz
dzialtania algebraiczne na wektorach.

Przyktad 8.

Przeksztalcenia afiniczne plaszczyzny w siebie, okreslone za pomoca regul postaci

G- (e =€ D6+

albo rownowaznie

X ax+by+p a b p x
Gl (eerayea)=(c 0 )
y cx+dy+q c d q 1
sa badane ,,do$wiadczalnie” przy uzyciu oprogramowania do grafiki wektorowej, na przy-

kfad InkScape albo CorelDRAW, a jednoczesnie takze systematycznie metodami algebra-
icznymi.

Przyktad 9.

Zadanie dotyczy zaimplementowania przez chetnych studentéw, w ramach kursu analizy
matematycznej, metod numerycznych rozwigzywania nieliniowego ukladu réwnan réz-
niczkowych zwigzanych z modelem Lotki-Volterry rozwoju dwéch populaciji (,,drapiezni-
kéw” 1 ,,0fiar”) w okreslonym ekosystemie. Podczas kilkuetapowej, samodzielnej pracy nad
swoja aplikacja studenci, moderowani przez prowadzacego, adaptuja znalezione przez sie-
bie informacje na potrzeby coraz lepiej dzialajacej aplikacji. Prezentacja i konfrontacja roz-
nych rozwigzan prowadzi do ciekawych i inspirujacych dyskusji angazujacych calg grupe.



140 Gabriela Biel, Jan Jelowicki, Bogdan Roszak

Przyktad 10. Laczenie serii (ciagéw) uporzadkowanych

Celem jest ulozenie schematu dzialania polegajacego na utworzeniu ciggu uporzadkowa-
nego powstatego przez scalenie n dostarczonych ciagéw uporzadkowanych. Wskazowka:
skorzystaj z faktu, ze dostarczone ciagi sa uporzadkowane. Pozadang cechg tworzonego
schematu jest jego optymalna (lub bliska optymalnej) efektywnos¢.

Podczas pracy nad zagadnieniem z przyktadu 10. rozwigzanie skuteczne i for-
malnie poprawne, lecz malo efektywne i nie korzystajace z wszystkich zalozen

sorted(concatenate(a(l), ..., a(n)))

jest proponowane jako ostateczne przez niektorych uczestnikow, ktorzy dowiedzie-
li si¢ o0 operacji sortowania, lecz nie zastanawiali si¢ zbyt gleboko nad zwigzkiem
»tworzenia ciggu uporzadkowanego” z ,,sortowaniem ciggu elementéw”. Zache-
ta, by zastosowac ten schemat w praktyce poprzez ,,zrzucenie” uporzadkowanych
stosow kartek do jednego pojemnika i uporzadkowanie ich od nowa powoduje,
ze staje sie ono postrzegane przez te same osoby jako zbyt pracochlonne. Zatem
»konkretna” wersja zadania, z ciggami umieszczonymi na fizycznych analogowych
no$nikach - w tym przypadku na kartkach tworzacych stosy - jest etapem wstep-
nym do analizy metody postepowania, poprzedzajacym budowe i zapis ostateczne;j
wersji algorytmu.

W kierunku nieoczekiwanych rozwigzan

Przedstawione dotagd modelowe problemy majg rozwigzania na tyle proste, ze
da si¢ do nich dojs¢ w drodze pracy indywidualnej albo grupowej ograniczonej do
kreatywnego i krytycznego myslenia, bez zasilania pomystami zewnetrznymi. Taki
styl dzialania buduje poczucie sprawczosci uczestnikéw, jednak z oczywistych po-
wodo6w nie mozna na nim poprzesta¢. Nie na wszystko ,,da si¢ wpas¢”.

Dobér materialu zewnetrznego stanowiacego inspiracje powinien by¢ sta-
rannie przemyslany, tak by nie przemycat elementéw, ktére beda stosowane me-
chanicznie bez zrozumienia i zastanowienia. W przypadku kurséw algorytmiki
wdzigcznym materialem do analiz s3 idee réznych metod sortowania (na przy-
kiad Knuth, 2002, cz. 3). Zazwyczaj na poziome wstepnym (nawet przed wpro-
wadzeniem struktur tablicowych) przeprowadzana jest konstrukeja i analiza sieci
sortujacych. Na etapie systematycznej nauki studenci przedstawiajg, implementuja
i analizujg klasyczne schematy sortowania. Ciekawg reakcje uczestnikow zajec za-
obserwowano na kursie Algorytméw dla bioinformatyki w roku 2021, kiedy stu-
denci znalezli i przedstawili na zajeciach materiat grupy Algo-Rythmics (The Al-
go-Rythmics Group) z Sapientia University w Tirgu Mures. Przedstawia on uklady
choreograficzne oparte na klasycznych algorytmach sortowania in situ.
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Tego typu aktywnosci tacza si¢ z postulatem, by analizowa¢ - pod warun-
kiem, Ze s3 one dostatecznie proste — profesjonalne algorytmy analizy dostepne
w pakietach obliczeniowych, z ktérych korzysta si¢ w codziennej pracy. Kano-
nicznym przejawem realizacji tego postulatu sg koncowe sekcje zadan eksplora-
cyjnych, ktére mozna obja¢ wspdlnym tytutem ,,Zobaczmy, jak robig to profesjo-
nalisci”> W przypadku popularnego obecnie systemu przetwarzania bazujgcego
na interpretatorze jezyka Python (The Python Software Foundation, 2001-2023),
wdziecznym i nieskomplikowanym tematem tego typu analiz s3 schematy loso-
wania oraz mieszania losowego zamieszczone w standardowym module random.
W tym przypadku intensywnie korzysta sie¢ z faktu, ze kod zrédlowy bibliotek je-
zyka interpretowanego dostepny jest bezposrednio jako tekst w kazdym systemie,
w ktérym je zainstalowano. Fakt ten czgsto umyka §swiadomosci nawet zaawanso-
wanych uzytkownikéw danego srodowiska, ktorzy raczej gotowi sa poszukiwac
kodu zrédlowego ,,w internecie” niz na wlasnym dysku.

Na zakonczenie watku, istotnych dla rozwazan wydaje sie kilka uwag zwia-
zanych z doswiadczeniem i przemysleniami na temat zwigzku myslenia algo-
rytmicznego a dostegpem do kurséw programowania online. Kursy online ze
wzgledu na ich modularng strukture, stopniowanie trudno$ci oraz mozliwo$cé
powrotu do wczesniej odwiedzonych miejsc (czyli zaangazowanie pamieci ki-
nestetycznej'') ciesza si¢ popularnoscia wsréd studentéw jako uzupelniajaca
forma uczenia si¢. W tym przypadku zZrédet motywacji udzialu w zajeciach upa-
trywa¢ mozna zaréwno na zewnatrz (opiekunowie kurséw wystawiajg certyfi-
katy uczestnictwa), jak i wewnatrz, gdy atrakcyjnym dla uczestnikéw staje sig
niepokoéj poznawczy, wzbudzony i dos§wiadczany w momencie stawiania uszere-
gowanych zadan. Wartym wspomnienia jest, ze studenci uczestniczacy z wlasnej
woli w kursach online wykazuja sie wigksza inicjatywa i sprawnoscia podczas
poszukiwan rozwigzan. Czesto jednak w trakcie podejmowanych aktywnosci nie
towarzyszy im poglebiona refleksja na temat przedmiotu dziatania'> - uczestni-
cy kurséw prezentujg ugruntowane nawyki ,,dobrych praktyk” programowania

"' W tym miejscu autorzy chcieliby podzieli¢ si¢ obserwacja/refleksja nad zastanawiaja-
cym nas zjawiskiem, ktorego szerszy opis zostawiaja na inng okazje. Maja bowiem nieodparte
wrazenie, ze poczucie kinestetyki silnie wzmacniane przez wspofczesng technologie (cho¢by
przez interfejsy urzadzen mobilnych) nie przeklada sie na przekonanie, ze notacja matema-
tyczna nie jest obrazkiem, tylko syntetycznym odzwierciedleniem procesu, ktéry ma réwniez
konotacje kinestetyczne.

2 N.N. - uczestnik wspomnianego kursu podstaw myslenia algorytmicznego i programo-
wania w edycji z roku 2019 - tak przedstawit swoje stanowisko dotyczace jego pracy konicowej:
»sam napisalem ten program i rozumiem, jak on dziala. Nie, nie moge powiedzie¢, co robi ta
konkretna instrukcja. Ja mysle globalnie i ucze si¢ globalnie; nie zajmuje sie analizg pojedyn-
czych krokéw. Tak wlasnie ulozytem ten program’.
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korporacyjnego - zupelnie nieistotne w omawianym kontekscie - jeszcze zanim
zyskaja nawyk systematycznego myslenia algorytmicznego, do ktorego sa skla-
niani na naszych zajeciach. Sg bardzo skuteczni w wyszukiwaniu gotowych na-
rzedzi pomagajacych w przygotowaniu rozwigzania problemu, lecz nie przenosi
sie to na efektywne prowadzenie rozumowan ani na umiejetnos¢ ograniczania
repertuaru $rodkow i zasobow. Jako ilustracja tego zjawiska niech postuzy ko-
mentarz koncowy do przykladu 10.

PODSUMOWANIE

Przedstawione w pracy rozwazania dotyczyly uzupelnienia kurséw akademic-
kich zwigzanych z matematyka o elementy wymagajace eksploracyjnej aktywnosci
uczestnikéw pracujacych samodzielnie lub (co jest korzystniejsze) w matych ze-
spotach. Elementy te zwigzane sg z czyms$, co mozna nazwac ,powrotem do pod-
staw” myslenia matematycznego. Wykorzystuja one zainteresowanie poza-mate-
matyczng trescig oraz zaskoczenie tematem, co pozwala przynajmniej cze$ciowo
unikna¢ przeszukiwania opanowanego zestawu schematow jako podstawowej me-
tody dziatania.

Wobec koniecznosci wyposazenia studentéw poszczegélnych kurséw w kon-
kretne umiejetnosci pozwalajace im na analiz¢ zagadnien specyficznych dla zdo-
bywanego wyksztalcenia, teza o objeciu calego materiatu takim podejsciem wydaje
sie malo realna. Jednak elementy i zadania eksploracyjne, poprzez budowanie oso-
bistego doswiadczenia uczestnikow, jawia sie jako szczegolnie cenne, zwlaszcza ze
stosowane podczas ich analizy elementy mys$lenia matematycznego — przeksztat-
cane w nawyk takiego myslenia - przekraczaja bariery przedmiotéw szkolnych
i dyscyplin naukowych.
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Streszczenie

Zasada aktywnego i $wiadomego udzialu ucznia w procesie uczenia si¢ sprzyja efektywnej
nauce. Realizacje tej zasady wspiera przekazywanie pelnej informacji zwrotnej bedacej jednym
z filaréw oceniania ksztaltujacego.

W konsekwencji wybuchu pandemii wirusa Covid-19 nauczyciele bardzo szybko musieli
nauczy¢ sie nowych narzedzi pracy, ktére umozliwialy nauczanie zdalne. W odpowiedzi na
potrzeby edukacyjne, na rynku pojawilo sie wiele aplikacji internetowych, ktore utatwity nauke
w czasie izolacji, w tym przekazywanie informacji zwrotnej. W naszym artykule skupimy si¢ na
aplikacji LearningApps, ktéra dzieki automatyzacji umozliwia zredukowanie czasu pos$wieca-
nego na przekazywanie informacji zwrotne;j.

W naszej pracy porownamy wyniki, oraz zaprezentujemy opinie uczniéw, ktérzy wzieli
udzial w badaniach dotyczacych tego czy przekazywanie automatycznej informacji zwrotnej za
posrednictwem aplikacji LearningApps wplywa znaczaco na postepy w nauce i motywacje do
dalszej pracy.

Abstract

The principle of active and conscious participation of the student in the learning process
supports effective learning. The realization of this principle is supported by providing good
feedback, which is one of the pillars of formative assessment.
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As a consequence of the pandemic of Covid-19, teachers very quickly had to implement
new work tools that enabled remote teaching. In response to educational needs, many online
applications have appeared to facilitate learning during isolation, including providing feedback.
In our article, we will focus on the LearningApps application which, thanks to automation,
allows users to reduce the time spent on providing feedback.

In our work, we will compare the results and present the opinions of students who took
part in research on whether providing automatic feedback via the LearningApps application
significantly affects learning progress and motivation for further work.

WPROWADZENIE

Edukacja matematyczna postrzegana jest w kategoriach procesu, w ktérym
nauczyciel na podstawie badania probleméw wprowadza matematyczne poje-
cia. Uczenie si¢ matematyki w takim procesie zaczyna si¢ od rozwigzywania
problemow, a w efekcie uczen poznaje pojecia i reguly matematyczne (Nowak-
-Lojewska, 2015). Zgodnie z zalozeniami konstruktywicznej teorii uczenia sie,
uczen to aktywna jednostka, ktérej myslenie jest uwarunkowane umiejetno-
$cig interpretowania i negocjowania znaczen, nauczyciel zas$ wystepuje w roli
inspiratora aktywnosci ucznidw i osoby aranzujacej warunki do uczenia sig¢
(Nowak-Lojewska, 2015). Niewatpliwie w nauczaniu matematyki nalezy kiero-
wac si¢ zasadg aktywizacji ucznia i jego $wiadomego zaangazowania w proces
zdobywania wiedzy. Cytujac stowa Zofii Krygowskiej ,,Aktywny i $wiadomy
udzial ucznia w procesie nauczania jest warunkiem nieodzownym dla realizacji
innych zasad nauczania, formutowanych w teorii pedagogicznej” (Krygowska,
1977, s. 3). Stad mozemy postawié stwierdzenie, ze aktywne i §wiadome ucze-
nia si¢ jest warunkiem koniecznym owocnej nauki. Bez tego nawet najlepsi na-
uczyciele i najbardziej wyszukane metody nauczania nie s3 w stanie zapewni¢
sukcesu edukacyjnego.

Realizacje zasady aktywnego i swiadomego udzialu ucznia w procesie na-
uczania umozliwia ocenianie ksztaltujace. Jego podstawg jest zwiekszenie §wia-
domosci ucznia o przebiegu jego procesu zdobywania wiedzy, a dzigki temu
zmotywowanie go do wlasnej aktywnosci. (Jackowska-Boryc, Pyzara, 2020).
Zgodnie z definicja podang przez Centrum Edukacji Obywatelskiej ocenianie
ksztaltujace to koncepcja, ktéra zaklada prowadzenie i ciaglte doskonalenie pro-
cesOw uczenia si¢ i nauczania w szkole, w wyniku ktérych uczniowie uzyskuja
duze i warto$ciowe doswiadczenie. To takze efektywna praktyka szkolna, ktéra
opiera si¢ na dialogu i szacunku. W centrum jej uwagi znajduje si¢ udzielanie
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informacji zwrotnej, ktéra wspiera uczniéw w procesie uczenia sie, a nauczycie-
lowi dostarcza wiedzy, jak ma tego wsparcia udzielac'.

W dzisiejszych czasach, mocno naznaczonych pandemia wirusa Covid-19,
ogromng role w edukacji nie tylko matematyki zacze¢to odgrywaé ksztalcenie na
odleglos¢. W bardzo krotkim czasie nauczyciele musieli sprosta¢ nowym wyzwa-
niom i dostosowac si¢ do korzystania w wielu technologicznych pomocy umozliwia-
jacych nauczania zdalne, nawet gdy wcze$niej nie korzystali z Zadnych technologii
cyfrowych. Z powodu nowej sytuacji, w ktdrej znalezli si¢ zaréwno uczniowie, jak
i nauczyciele, popyt na aplikacje i narzedzia internetowe stuzace do nauki znacznie
wzrost. Na rynku pojawilo sie bardzo wiele nowych pomocy zdalnych, ktére miaty
pomoc uczniom przyswajaé wiedze w trudnym, pandemicznym czasie. Wiele z tych
narzedzi jest stosowanych nadal w celu wspierania nauki stacjonarne;j.

Zobaczywszy, jak wielki potencjal ma wykorzystanie nowoczesnych technolo-
gii, postanowilismy postawic sobie za cel pytanie: Jak wykorzysta¢ automatyzacje,
ktéra umozliwiaja nowoczesne aplikacje edukacyjne do szybkiego i skutecznego
przekazywania informacji zwrotnej, ktdra jest podstawg oceniania ksztaltujacego,
ale zarazem nauczyciel musi po$wiecic na jej przygotowanie bardzo duzo czasu.

OCENIANIE KSZTALTUJACE

Idea oceniania ksztaltujacego trafita do Polski z Wielkiej Brytanii w 2002 roku.
John Hattie (2011) w swoich badaniach dotyczacych proceséw edukacyjnych do-
szedl do wniosku, ze przekazywanie uczniom informacji zwrotnej w znacznym
stopniu przyczynia si¢ do zwigkszenia wiedzy uczniéw. Ocenianie ksztaltujace to
pewien rodzaj filozofii oceniania pomagajacego si¢ uczy¢, opartego na budowaniu
relacji pomiedzy nauczycielem a uczniami.

Wsréd wielu koncepcji, jakie niesie za soba ocenianie ksztaltujace, nalezy wy-
réznic nastepujace cechy:

1. Cele lekcji - jasno przedstawione uczniom na poczatku kazdej lekcji.

2. Kryteria sukcesu - $cisle zwigzane z celami lekgji. Jest to informacja co na-
uczyciel bedzie brat pod uwage przy ocenianiu ucznia. Kryteria sukcesu sta-
nowig podstawe w przygotowaniu si¢ do powtorek. Cel lekcji méwi o tym, co
ma by¢ osiagniete, a kryteria sukcesu okreslaja jak zostanie dokonany pomiar
realizacji celow (Babel, 2007, s. 62).

! Por. https://ceo.org.pl/ocenianie-ksztaltujace-czyli-szansa-na-rozwoj-ucznia-i-nauczy-
ciela-cz-2/ 2 29.01.2025.


https://ceo.org.pl/ocenianie-ksztaltujace-czyli-szansa-na-rozwoj-ucznia-i-nauczyciela-cz-2/
https://ceo.org.pl/ocenianie-ksztaltujace-czyli-szansa-na-rozwoj-ucznia-i-nauczyciela-cz-2/

148 Eliza Jackowska-Boryc, Katarzyna Siuzdak

3. Informacja zwrotna - stala komunikacja miedzy nauczycielem a uczniem na
temat tego, jak i czego maja sie uczy¢, aby osiagnac cele lekcji i kryteria sukcesu.
4. Samoocena - refleksja nad wlasnym procesem uczenia sie.
5. Wiara w siebie, motywacja, samodzielnos¢ - ksztaltowanie swiadomosci
wlasnych mozliwosci, gotowosci do podejmowania wyzwan, suwerenno$¢
w podejmowaniu decyzji i czerpanie satysfakcji z czynionych postepow.
6. Wspolpraca — uczenie si¢ od siebie nawzajem i wspdlne dochodzenie do
sukcesu.
Nauczyciel stosujacy ocenianie ksztaltujace, poza przedstawionymi funda-
mentami oceniania ksztaltujacego, powinien:
- rozréznia¢ funkcje oceny sumujacej (stopnie) i ksztaltujacej (informacja
zZwrotna),
pamieta¢ o tworzeniu odpowiedniej atmosfery, w ktorej gtéwna ideg jest
efektywne uczenie si¢ i aktywizacja ucznia,
umiejetnie formulowaé pytania kluczowe, motywujace uczniéw do $wiado-
mego udzialu w procesie uczenia,
wprowadza¢ samooceng i ocene kolezenska,
stosowac efektywnag i pelnowartos$ciows informacje zwrotna.
Wyniki przedstawione w tej pracy dotycza oceny ksztaltujacej, a przede wszyst-
kim przekazywania zautomatyzowanej informacji zwrotnej.

INFORMACJA ZWROTNA

Danuta Sterna (2006) podkredla, ze informacja zwrotna jest sednem oceniania
ksztaltujacego, ktore zbiera zasady dobrego nauczania. Pelnowartosciowa infor-
macja zwrotna zawiera cztery nastepujace cechy:

1. Informacja o tym, co uczen zrobit dobrze.

Docenianie tego co zrobit uczen jest bardzo wazne. Zgodnie z Dorotg Pintal
(2020, 5.10) ,Wskazywanie uczniom mocnych stron ich pracy ma oddzialywanie
motywujace. Kazdy czlowiek potrzebuje docenienia, wigc jesli wie, co robi do-
brze, nastepnym razem moze to powtorzy¢.” Wspomaga pewnos¢ siebie, pobudza
konstruktywna krytyke i samoewaluacj¢. Pomaga takze zniwelowac¢ strach i nie-
pewnos¢ czesto zwigzane z procesem uczenia sie¢ matematyki. Jak podaje Danuta
Sterna (2006, 5.12): ,,[...] czgsto zdarza sie, Ze nauczyciel wyrabia w uczniach prze-
$wiadczenie, Ze matematyka jest tak trudna, Ze w zasadzie nie da si¢ jej opanowac.
Dlatego docenianie tego, co uczen zrobil dobrze, jest bardzo wazne”

2. Informacja o tym, co wymaga poprawy.

Podczas realizacji drugiej cechy dobrej informacji zwrotnej nauczyciel po-
winien skupi¢ si¢ na wskazaniu kilku najwazniejszych btedow, ktorych naprawa
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bedzie celem ucznia w dalszym procesie edukacyjnym. Zgodnie z regula stawia-
nia celow SMART, powinny by¢ skonkretyzowane, motywujace, osiggalne, istot-
ne i okre$lone w czasie (specific, motivational, attainable, relevant, time-bound)
(Kazimierska, Lachowicz, Piotrowska, 2014). Dorota Pintal (2020, s. 10) podaje:
»Przy wskazywaniu uczniom obszaréw wymagajacych poprawy celem nauczyciela
nie jest wytykanie bledow, a dazenie do zmiany. Dlatego nie wystarczy wskaza¢
uczniom, co byto zle, ale trzeba tez dostarczy¢ informacji, jak btedy poprawic™

3. Przekazuje wskazowki, jak poprawi¢ bledy.

Wskazujac bledy, powinnismy jednoczes$nie pokazaé uczniowi, jak ma je po-
prawi¢. W nauczaniu matematyki informacja zwrotna odgrywa istotna role, gdyz
uczniowie, robigcy blad, czesto nie wiedzg i nie rozumiejg, co zrobili zle. Czasem
nie wiedza, jak zacza¢ prace z danym zadaniem. W takich przypadkach wsparcie
nauczyciela jest konieczne. Wazne jest tu przekazanie konkretnych wskazéwek,
w jaki sposdb uczen ma poprawi¢ swoja prace, a takze jak sie doskonali¢ (Jackow-
ska-Boryc, Pyzara, 2020).

4. Wskazuje dalsze kierunki rozwoju ucznia.

Ostatni element informacji zwrotnej dotyczy tego, co zrobi¢, aby si¢ dalej
rozwija¢. Nie mozna go pomija¢. Uczen, zwlaszcza ten, ktéry swoja prace wyko-
nal dobrze, potrzebuje nowych wyzwan - takich, ktére beda wymagaly od niego
réwniez dodatkowego wysitku. (Pintal, 2020). Manu Kapur i Katerine Bielaczyc
(Kapur, Bielaczyc, 2012) pokazuja w swoich badaniach, ze okazjonalne dawanie
uczniom trudnych zadan, ktére wymagaja od nich dodatkowego wysitku i pozwa-
lanie im na samodzielne zmaganie si¢ z nim przez pewien czas, zanim przystapi
sie do korekty i udzielania wskazdéwek, moze podwoi¢ zdolnos¢ rozumienia zagad-
nienia przez uczniéw, w pordwnaniu do sytuacji, gdy uczniowie otrzymuja juz na
poczatku bezposrednie instrukeje (Sterna, 2023).

Informacja zwrotna zawierajgca wyzej wymienione elementy jest ocena ksztal-
tujaca. Warto pamiegta¢ o tym, ze najlepsze efekty stosowania informacji zwrot-
nej osiaga si¢ wtedy, gdy jest udzielana systematycznie. Agnieszka Wenda (2018,
s. 51), odpowiadajac na pytanie ,,Jak czesto udziela¢ informacji zwrotne;j?”, pisze:
»[...] nalezy robi¢ to tak czesto, jak sie tylko da. Oczywiscie zdaje sobie sprawe
z tego, ze podstawowa trudnoscig jest czasochlonno$¢ tego dzialania, traktuje je
jednak jako inwestycje [...]”. Informacji zwrotnej nalezy udziela¢ czgsto i szybko
po wykonaniu przez ucznia pracy.

Udzielanie petnej informacji zwrotne;j jest efektywne i daje wiele korzysci dla
ucznia (przyspiesza proces uczenia si¢) i nauczyciela (uczen sam potrafi poradzi¢
sobie z wieloma trudno$ciami i nie potrzebuje stalego wsparcia). Niewatpliwie jest to
czynnos¢, ktéra wymaga sporego nakladu pracy uczacego. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze
informacja zwrotna moze by¢ udzielana nie tylko przez nauczyciela, ale takze przez
innego ucznia (ocena kolezenska) lub sama sobie (samoocena). Nauczyciel moze
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takze dostawa¢ informacje zwrotng od swoich uczniéw, co jest pewng forma ewa-
luacji i pozwala na modyfikowanie metod i form pracy stosowanych w czasie lekcji.
Idea przekazywania dobrej informacji zwrotnej zainspirowala nas do zastano-
wienia si¢ nad tym jak sprawi¢, aby nie byfa ona tak czasochtonna dla nauczyciela
ijednoczesnie jakos¢ oceny ksztattujacej byla wysoka. W duchu idei wykorzystania
nowoczesnych technologii internetowych w nauczaniu matematyki postanowily-
$my zbada¢ w jakim stopniu automatyczna informacja zwrotna wplynie na zwiek-
szenie jako$ci wiedzy uczniow. W badaniach uzylysmy aplikacji LearningApps.

APLIKACJA LEARNINGAPPS

Ze wzgledu na sytuacje epidemiologiczng w 2020 roku, szkoty musiaty wpro-
wadzi¢ zdalne nauczanie. W zwigzku z tym mocno rozwingely sie rézne narzedzia
technologiczne i platformy edukacyjne, ktére mialy ulatwi¢ prace nauczycielom
i sprawi¢, by nauka zdalna byla mozliwa dla uczniéw i przystepna dla nauczycieli.
Wirod najpopularniejszych aplikacji i narzedzi technologicznych na rynku eduka-
cyjnym pojawily sie takie, jak miedzy innymi: Kahoot, Duolingo, Math-zoo, Sza-
lone liczby i LearningApps. W swoich badaniach skupilimy sie na zastosowaniu
aplikacji LearningApps.

LearningApps jest darmowg aplikacja, z ktérej moga korzysta¢ uczniowie i na-
uczyciele. Po zalozeniu wlasnego konta otrzymuje si¢ dostep do wszystkich moz-
liwosci aplikacji. LearningApps jest typu Web 2.0, czyli jest to ,,rodzaj podejscia
do komunikacji w internecie, uwzgledniajacy zmiane pozycji odbiorcy, ktory staje
sie rowniez pelnoprawnym uczestnikiem dialogu: nastepuje przejscie od biernego
obserwatora do czynnego wspdttwércy lub twércy (Kaczmarek-Sliwiniska, 2011,
s. 143). Podstawowa role odgrywa tre$¢ generowana przez uzytkownikow tego
serwisu. LearningApps wspiera procesy uczenia si¢ i nauczania za pomocg ma-
lych interaktywnych, multimedialnych modutéw. Nauczyciele, ktérzy korzystaja
z platformy, moga w prosty sposdb tworzy¢ nowe zadania dla uczniéw z réznych
dziedziny, w tym z matematyki. Nastepnie swoje zadania (moduty) mozna aczy¢
w kolekcje, ktore moga by¢ udostepnione uczniom na przyktad, jako zadanie do-
mowe. Przyklady modutéw sg przedstawione na rysunku 1.1 2.

Po utworzeniu kolekcji nauczyciel moze poprosi¢ uczniéow, aby w odpowied-
nim miejscu wpisali swoje imie, dzigki czemu nauczyciel bedzie mial dostep do
podsumowania, przedstawiajacego liczbe wykonanych zadan.

Wisrod udogodnien dostepnych w aplikacji mozna znalezé wiele szablonéw
ulatwiajgcych tworzenie wlasnych zadan, takich jak: pasujgce pary, grupowanie,
0§ liczbowa, test jednokrotnego wyboru lub tekst z lukami. Do zadain mozna do-
taczy¢ rézne tresci audio i wideo z adnotacjami. Istnieje takze mozliwo$¢ tworze-
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nia wlasnej rozgrywki znanej z telewizji gry ,,Milionerzy”, badz zindywidualizo-
wanej krzyzowki. Nauczyciele, poza tworzeniem wlasnych treéci, moga korzysta¢
réwniez z pomystéw innych uzytkownikéw. Same ¢wiczenia nie stanowia jednak
kompletnych jednostek edukacyjnych. Przeznaczone sg one gtéwnie do ¢wiczenia
i zwigkszania umiejetnosci, a nie do wyjasniania nowych pojec.

Funkcje mozna okresli¢ poprzez:

opis stowny
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Rysunek 1. Modut ,,Milionerzy”
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Rysunek 2. Modut ,,05 liczbowa”

Aplikacja podzielona jest na 33 kategorie, ktére dotyczg réznorodnych dzie-
dzin nauki, a nastepnie rozrastajg sie¢ na kolejne podkategorie. Dodatkowym
ulatwieniem jest réwniez mozliwos¢ posortowania tresci wedtug poziomu za-
awansowania — od edukacji wczesnoszkolnej do ksztalcenia zawodowego i usta-
wicznego. Aplikacja jest dobrym narzedziem do wspoélpracy pomiedzy nauczycie-
lem i uczniem, ale moze by¢ bardzo dobra pomoca edukacyjng dla ucznia, ktory
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przygotowuje sie do sprawdzianu z konkretnego dzialu, badz powtarza materiat
przed egzaminem ésmoklasisty lub matura.

Te wlasnosci sprawiaja, ze aplikacja LearningApps moze by¢ wykorzystana
jako narzedzie do przekazywania dobrej informacji zwrotne;j.

METODOLOGIA BADAN

Wyniki przedstawione w tym artykule dotycza badan, ktdre zostaly przepro-
wadzone w 2023 roku i trwaly od stycznia do kwietnia. Grupe badawcza stanowili
uczniowie w wieku 14 -15 lat z jednego z lubelskich liceéw. W czasie trwania bada-
nia uczniowie uczeszczali na lekcje matematyki na poziomie podstawowym w pro-
gramie polskim. Warto podkresli¢ fakt, ze uczniowie przed dokonaniem badania
byli swiadomi, na czym polega dobra informacja zwrotna i ocenianie ksztaltuja-
ce. Wszystkie tematy badanych lekcji dotyczyly funkcji i ich zastosowan zgodnie
z tematyka tresci ujetych w polskiej podstawie programowej ksztalcenia ogélnego
dla szkoét ponadpodstawowych. Uczniowie zostali podzieleni na dwie podgrupy:
grupa dostajaca automatyczng informacje zwrotng przy uzyciu aplikacji Learnin-
gApps (12 0sdb) i grupa otrzymujaca oceny (17 oséb). Uczestnicy badania zostali
przydzieleni do grup w zalezno$ci od klas, do ktérych uczeszczali. Grupa korzy-
stajaca z aplikacji reprezentowata klase¢ 1d, natomiast druga grupa uczniéw byla
z klasy 1c. Skutkiem tego byt fakt, Ze badane grupy nie byty réwnoliczne. Wszyscy
uczestnicy badania realizowali program z matematyki na poziomie podstawo-
wym. Ze wzgledu na specyfike szkoty liczba uczniéw w grupach badawczych byla
mniejsza niz 20 oséb. Uczniowie z pierwszej grupy podczas trwania badania wy-
korzystywali podstawowe zadania z podrecznika i ze zbioru zadan wydawnictwa
Oficyny Edukacyjnej Krzysztof Pazdro oraz platforme edukacyjna LearningApps,
zawierajaca wiele zadan pomocniczych zwigzanych z omawianymi tematami lek-
cji. Ponadto, przez caly czas trwania badania uczniowie mieli na wspomnianej
platformie umieszczane zadania powtdrkowe i prace domowe majace przygotowac
ich do prac pisemnych. Co wigcej, uczniowie korzystajacy z aplikacji otrzymywali
automatyczng informacja zwrotng po wykonaniu zadania. Przyklady informacji
zwrotnych, ktdre otrzymywali uczniowie, s3 nastepujace:

»Bardzo dobrze! Potrafisz wyznacza¢ warto$¢ funkeji dla podanego argumentu”.

»Niestety nie. Argument 4 jest liczbg zlozona. Dlatego zostaje jej przyporzadkowana war-
tos¢ o 1 mniejsza, czyli4 — 1 = 3"

»Gratulacje, ukonczyle$ rozwigzywanie testu”.

»Jesli wszystkie Twoje odpowiedzi byly poprawne, $wietnie opanowate$ podstawowe za-
gadnienie dotyczace funkcji”

»Jesli natomiast pojawily sie bledy lub chcesz jeszcze poéwiczy¢ obliczanie wartosci funk-
cji, polecam rozwigzac test jeszcze raz”.
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»Swietnie, znalazle$ odpowiednie rozwigzanie. Umiesz rozréznié kiedy relacja spetnia wa-
runki dla funkeji”

»Swietnie, wszystkie dopasowania wskazale$ poprawnie”

»Bardzo dobrze wskazujesz miejsca zerowe dla funkgji liniowe;j”

Powyzsze przyklad informacji zwrotnych wskazywaly na to, co uczen zrobit
dobrze (jesli zadanie byly wykonane poprawnie), oraz to, co uczen zrobit Zle, ze
wskazdwka, jak powinien poprawic bledy (w przypadku gdy zadanie byto rozwia-
zane blednie). Uczniowie nalezacy do drugiej grupy podczas nauki wykorzysty-
wali jedynie podstawowe $rodki dydaktyczne: ten sam podrecznik i zbior zadan co
grupa pierwsza. Przez caly czas trwania badania wszyscy uczniowie otrzymywali
te same zadania i sprawdziany w wersji papierowej. Narzedziem badawczym byly
ankieta ewaluacyjna i kolekcje przygotowane w aplikacji LearningApps. Dodatko-
wej analizie podlegaly takze wyniki uczniéw ze sprawdziandw. Natomiast pytanie
badawcze brzmialo: Czy automatyczna informacja zwrotna (AIZ) wptywa na ja-
kos¢ wiedzy ucznidw z matematyki na przykladzie aplikacji LearningApps?

Po zakonczeniu badan (przetom kwietnia i maja 2023 roku) uczniowie korzy-
stajacy z aplikacji zostali poproszeni o wypelnienie ankiety ewaluacyjnej skladaja-
cej si¢ z 12 pytan réznego typu: 9 pytan zamknietych jednokrotnego wyboru, 1 py-
tanie zamkniete wielokrotnego wyboru i 2 pytania otwarte zalezne od odpowiedz
w pytaniach zamknietych. Oto pytania jakie znajdowaly si¢ w ankiecie:

1. Czy korzystanie z portalu LearningApps sprawilo Ci jakiekolwiek trudnosci?
a) Nie
b) Tak
2. Jesli w powyzszym pytaniu zaznaczytes(-as) odpowiedz ,,Tak’, podaj jakie to byty trud-
nosci. (Pytanie otwarte zalezne od odpowiedzi udzielonej na pytanie 1).
3. W skaliod 1 do 5 podaj, w jakim stopniu po rozwigzaniu zadan z konkretnego tematu,
miale$(-a$) poczucie zrozumienia zagadnienia?
a) 1 - temat kompletnie niezrozumiaty
b) 2 - temat niezrozumiaty
¢) 3 - temat $rednio zrozumialy
d) 4 - temat zrozumialy
e) 5 - temat catkowicie zrozumiaty
4. W skali od 1 do 5 podaj, w jakim stopniu przekazywana informacja zwrotna byla po-
mocna w zrozumieniu zagadnien?
a) 1 - calkowicie niepomocna
b) 2 - niepomocna
¢) 3 - $rednio pomocna
d) 4 - pomocna
e) 5 - zdecydowanie pomocna
5. W skali od 1 do 5 podaj, w jakim stopniu po rozwigzaniu zadan z konkretnego tematu,
bytes(-as) przygotowany(-a) do sprawdzianu/kartkéwki lub karty pracy?
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a) 1 - calkowicie nieprzygotowany

b) 2 - nieprzygotowany

¢) 3 - $rednio przygotowany

d) 4 - przygotowany

e) 5 - bardzo dobrze przygotowany

W jaki sposéb LearningApps utatwit Ci przyswojenie i wyéwiczenie nowych zagad-
nien? (pytanie wielokrotnego wyboru)

a) Latwa dostepnosé¢ zadan;

b) Urozmaicone typy zadan;

¢) Automatyczna informacja zwrotna (dotyczaca poprawnosci wskazanej odpowiedzi);
d) Poprzez wskazowki dotaczone do zadan;

e) Aplikacja nie ulatwila mi przyswojenia i wy¢wiczenia nowych zagadnien;

f) Inne: (z mozliwoscia wpisania odpowiedzi).

Jak informacja zwrotna przekazywana za pomoca platformy LearningApps wplyneta
na Twoja motywacje do nauki matematyki?

a) Znaczaco zmniejszyla motywacje;

b) W pewnym stopniu zmniejszyla motywacje;

¢) Nie miata wptywu na motywacje;

d) W pewnym stopniu zwiekszyta motywacje;

e) Znaczgco zwiekszyla motywacje.

Jezeli w powyzszym pytaniu zaznaczyle$(-as) pierwsza lub druga odpowiedz, podaj
przypuszczalny powdd zmniejszenia motywacji do nauki. (Pytanie otwarte zalezne od
odpowiedzi udzielonej w pytaniu 7).

Czy automatyczna informacja dotyczaca poprawnosci wykonywania konkretnych przy-
ktadéw wplyneta pozytywnie na Twoje zaangazowanie w rozwigzywanie kolejnych zadan?
a) Zdecydowanie tak;

b) Raczej tak;

¢) Nie mam zdania;

d) Raczej nie;

e) Zdecydowanie nie.

Czy uwazasz, ze ilo$¢ rozwigzanych przez Ciebie moduléw w aplikacji wplyneta na
Twoja ocene ze sprawdzianu/kartkowki, czy karty pracy?

a) Zdecydowanie tak;

b) Raczej tak;

¢) Nie mam zdania;

d) Raczej nie;

e) Zdecydowanie nie.

W jaki sposdb preferujesz rozwiazywac zadania na lekcji matematyki?

a) Za pomocg platformy LearningApps;

b) Korzystajac ze zbioru zadan;

¢) Wykorzystujac obie metody.

Czy chcialbys(-abys$) w przyszlosci uczac si¢ matematyki korzystac¢ z LearningApps?
a) 1 - nie widze takiej potrzeby

b) 2 - raczej nie

¢) 3 — nie mam zdania

d) 4 - raczej tak

e) 5 — zdecydowanie tak
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WYNIKI BADAN

W przeprowadzonym badaniu poréwnalismy wyniki z prac pisemnych
ucznidw, ktorzy uzywali aplikacji z grupa uczniow, ktorzy jej nie uzywali. Wyniki
przedstawione $rednich ocen uczniéw korzystajacy z aplikacji LearningApps sa
przedstawione w Tabeli 1, natomiast $rednie uczniéw, ktorzy nie korzystali z apli-
kacji pokazane sa w Tabeli 2.

Tabela 1. Zestawienie $rednich ocen uczniéw korzystajacych z aplikacji

Imie ucznia Srednia ocen z prac pisemnych
Przemyslaw 5,33
Dominika 5,00
Julia 4,33
Mateusz 4,33
Maciej 4,17
Milena 3,83
Zofia 3,83
Karol 3,67
Michalina 3,50
Lukasz 3,17
Maja 3,00
Karolina 3,00
SREDNIA GRUPY 3,930555556

Tabela 2. Zestawienie §rednich ocen uczniéw niekorzystajacych z aplikacji

Imie ucznia Srednia ocen z prac pisemnych
Arkadiusz 1,00
Martyna 2,75
Justyna 5,33
Oliwia 3,67
Julia 4,17
Anna 4,17
Martyna 4,67
Maria Ch 1,33
Lena 3,33
Maria Cz 3,67
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cd. tab. 2
Zuzanna 4,83
Dagmara 2,33
Alicja 2,17
Dominika 4,00
Mauro 3,50
Hanna 1,83
Pawel 3,50
SREDNIA GRUPY 3,308823529

Poréwnanie wynikow zaprezentowanych w tabelach 1. i 2. wykazalo, ze $red-
nie $rednich ocen prac pisemnych uczniéw rdéznig si¢ w zaokragleniu o 0,63 na
niekorzys¢ dla grupy uczniow, ktorzy nie stosowali aplikacji. Réznica ta nie jest
duza i nie stanowi twardego dowodu na to, Ze aplikacja wptyneta znaczaco na wy-
niki uczniéw. Aby dokona¢ bardziej szczegdtowej analizy, nalezaloby poddac te
dane testom statystycznym, co bedzie kolejnym tematem naszych badan.

Ponadto skupilismy si¢ na wynikach ankiety ewaluacyjnej, wypelnionej przez
12 ucznidw, ktorzy przez caly okres trwania badania uzywali aplikacji Learnin-
gApps. Wyniki ankiety przedstawione sa na Rysunkach 3-12.

Czy korzystanie z portalu LearningApps sprawito Ci jakiekolwiek trudnosci?
12 odpowiedzi

@ Nie
® Tak

Rysunek 3. Odpowiedzi na pytanie 1.

Jak wida¢ na rysunku 3., ankietowani uczniowie nie mieli trudnosci z uzy-
waniem aplikacji LearningApps. Odpowiedzi ankietowanych wskazuja na to, ze
aplikacja jest fatwa w uzyciu i przystepna dla uzytkownikéw. Uczniowie zaznaczali
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w odpowiedziach ustnych, ze aplikacja jest bardzo intuicyjna i ma interesujaca sza-
te graficzng. W zwiazku ze stuprocentowa odpowiedzig ,,Nie” na pytanie 1., nikt
nie udzielil odpowiedzi na pytanie 2., ktére bylo pytaniem zaleznym od pytania
pierwszego.

W skali od 1 do 5, podaj w jakim stopniu po rozwigzaniu zadar z konkretnego tematu, miates/as

poczucie zrozumienia zagadnienia?
12 odpowiedzi

6

3 osoby

2 osoby

1 2 3 4 5

Rysunek 4. Odpowiedzi na pytanie 3.

Z odpowiedzi umieszczonych na rysunku 4. mozemy wywnioskowac, ze zde-
cydowana wigkszo$¢ uczniéw z grupy badawczej zrozumiata zagadnienie w do-
brym lub bardzo dobrym stopniu (8 oséb). Co oznacza, ze wykorzystywana apli-
kacja spelniafa swoja role w kontekscie powtorek zadaniowych z danego dziatu.
Nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, ze 3 osoby byly niezdecydowane, a 2 odpowiedzialy
negatywnie. Moze to oznacza¢, ze przerabiane tematy byly dos¢ trudne i wymagaty
wigkszej analizy z nauczycielem.

W skali od 1 do 5, podaj w jakim stopniu przekazywana informacja zwrotna byla pomocna w
zrozumieniu zagadnien?
12 odpowiedzi

8

4 osoby

Ooséb S aToha 0 ulséb

1 2 3 4

Rysunek 5. Odpowiedz na pytanie 4.
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Na pytanie 4. wiecej niz polowa ankietowanych odpowiedziala bardzo po-
zytywnie. Oznacza to, ze wedlug 7 oséb automatyczna informacja zwrotna, jaka
uzyskaly za posrednictwem aplikacji LearningApps, byla dla nich pomocna i efek-
tywna. Cztery osoby nie mialy zdania, natomiast jedna osoba wypowiedziala si¢
negatywnie. Analizujac wyniki tego pytania, mozna dostrzec pozytywny oddzwiek
plynacy od uzytkownikow aplikacji LearningApps na temat udzielanej im infor-
macji zwrotnej. Warto tutaj przypomnie¢, ze badani uczniowie wiedzieli, na czym
polega dobra informacja zwrotna i ocenianie ksztaltujace.

W skali od 1 do 5, podaj w jakim stopniu po rozwigzaniu zadan z konkretnego tematu, byles/as

przygotowany/a do sprawdzianu/kartkdwki lub karty pracy?
12 odpowiedzi

4

2 osoby

1 2 3 4 5

Rysunek 6. Odpowiedz na pytanie 5.

Zgodnie z odpowiedziami na pytanie 5., 3 osoby uwazaly ze byly bardzo do-
brze przygotowane do formy pisemnej sprawdzajacej wiedzg, a 4 osoby czuly si¢
dos¢ dobrze przygotowane. To stanowilo 7 oséb, ktore udzielily pozytywnych od-

W jaki sposdb LearningApps utatwit Ci przyswojenie i wyéwiczenie nowych zagadnien?
12 odpowiedzi

tatwa dostepnos¢ zadan 7 oséb

Urozmaicone typy zadan 7 osob

Automatyczna informacja
zwrotna (dotyczaca poprawnos...
Poprzez wskazowki dotgczone do

zadan
Aplikacja nie utatwita mi
przyswojenia i wyéwiczenia no...

7 oséb
2 osoby
4 osaby
1 osoba

0 2 4 6 8

Rysunek 7. OdpowiedZ na pytanie 6.
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powiedzi. 3 osoby nie mialy zdania, natomiast 2 wypowiedzialy si¢ za tym, Ze nie
byty dobrze przygotowane. Zwré¢my uwage na to, ze w srodowisku aplikacji Lear-
ningApps nie ma przestrzeni do zadawania pytan dotyczacych tematu. Uczniowie
jedynie rozwigzuja zadania przygotowane wczesniej przez nauczyciela i dostaja
automatyczng informacje zwrotng. W tym przypadku brakuje mozliwosci rozwia-
zywania problemodw, ktdre pojawig sie w trakcie przygotowan, a ktérych nie prze-
widzial nauczyciel.

Zgodnie z odpowiedziami na pytanie 6., najwigcej 0s6b wypowiedzialo si¢ za
nastepujacymi sposobami ,,Latwa dostepnoscia zadan’, ,Urozmaiconymi typami
zadan?, ,, Automatyczng informacja zwrotng”. 4 osoby byly niezadowolone z korzy-
stania z aplikacji i uwazaly, ze nie wplynela ona na wzrost ich wiedzy. Pozytywnym
wynikiem tego pytania jest fakt, Ze uczniowie docenili automatyczng informacje
zwrotng przekazywang im przez aplikacje LearningApps (wskazalo ja 7 ankieto-
wanych uczniéw).

Jak informacja zwrotna przekazywana za pomocg platformy LearningApps wptyneta na Twoja

motywacje do nauki matematyki?
12 odpowiedzi

@ Znaczaco zmniejszyta motywacje
® W pewnym stopniu zmniejszja

motywacje
e Nie miata wptywu na motywacje
/-osoba @ W pewnym stopniu zwiekszta
motywacje

@ Znaczaco zwigkszyta motywacje

Rysunek 8. OdpowiedZ na pytanie 7.

Zdecydowana wigkszo$¢ ankietowanych wypowiedziala si¢, Ze aplikacja Le-
arningApps nie wplyneta w Zzadnym stopniu na ich motywacje do nauki. 3 osoby
zaznaczyly, ze aplikacja w pewnym stopniu zwiekszyla ich motywacje do nauki.
Nikt z ankietowanych nie wypowiedzial si¢ negatywnie na to pytanie. Taki rozktad
odpowiedzi oznacza, ze stosowanie aplikacji LearningApps nie wptywa na moty-
wacje uczniéw do nauki. W zwigzku z tymi nikt nie udzielit odpowiedzi na pytanie
8., ktore bylo zalezne od odpowiedzi na pytanie 7.
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Czy automatyczna informacja, dotyczaca poprawnosci wykonywania konkretnych przyktadéow

wplyneta pozytywnie na Twoje zaangazowanie w rozwigzywanie kolejnych zadan?
12 odpowiedzi

@ Zdecydowanie tak
@ Raczej tak

@ Nie mam zdania
@ Raczej nie

@ Zdecydowanie nie

Rysunek 9. OdpowiedZ na pytanie 9.

Odpowiedzi ankietowanych oséb na pytanie 9. byty bardzo réwno rozlozo-
ne. Zgodnie z wynikami 4 osoby wypowiedzialy si¢ zaréwno za ,zdecydowanie
tak” i ,nie mam zdania’, natomiast po 2 osoby wypowiedzialy si¢ za ,raczej tak”
i ,raczej nie”. Odpowiedzi na pytanie 9. s3 zwigzane z motywacja do nauki, ktéra
byta tematem gtéwnym pytania 7. Wyniki ptynace z odpowiedzi na oba pytania sa
zbiezne. Oznaczajg, ze motywacja do rozwigzywania kolejnych zadan ptynie nie
z aplikacji ale jest zalezna od innych czynnikéw.

Czy uwazasz, ze ilo$¢ rozwigzanych przez Ciebie modutéw w aplikacji wptyneta na Twojg ocene ze
sprawdzianu/kartkéwki, czy karty pracy?
12 odpowiedzi

@ Zdecydowanie tak
@ Raczej tak

@ Nie mam zdania
@ Raczej nie

@ Zdecydowanie nie

3 osoby /

/ 4 osoby

/

Rysunek 10. Odpowiedz na pytanie 10.

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze w odpowiedzi na pytanie 10. nie byto oséb,
ktore zaznaczyly, ze aplikacja LearningApps w zadnym stopniu nie wplyneta na
ich ocene ze sprawdzianu/kartkowki. 4 osoby uwazaja, ze zdecydowanie wplyneta,
po 3 osoby uwazajg ze raczej wplyneta i raczej nie wpltyneta. Natomiast 2 nie mialy
zdania na ten temat.
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W jaki sposoéb preferujesz rozwigzywac zadania na lekcji matematyki?
12 odpowiedzi

@ Za pomoca platiormy LeamingApps
@ Korzystajac ze zbioru zadan
@ Wykorzystujgac obie metody

Rysunek 11. Odpowiedz na pytanie 11.

Pytanie 11. mialo na celu zbadanie czy uczniowie chcieliby korzysta¢ z aplika-
cji LearningApps na lekcjach matematyki w przysztosci. Odpowiedzi na to pytanie
byly bardzo réwno podzielone. 4 osoby chciatyby korzysta¢ z obu metod, 5 osdb
gléwnie z aplikacji LearningApps, natomiast 3 preferuja klasyczne rozwigzywa-
nie zadan tylko z uzyciem zbioru zadan. Niewatpliwie wiekszo$¢ ankietowanych
ucznioéw chcialoby korzystac z aplikacji dodatkowo lub uzywajac jej jako gléwnego
$rodka. Pozytywny oddzwigk odpowiedzi na to pytanie warto poréwnac z odpo-
wiedziami na pytanie 12. przedstawione na rysunku 12.

Czy chciatbys/abys w przysztosci uczac sig¢ matematyki korzystac z LearningApps?
12 odpowiedzi

6

2
ﬂ D Dso'b 1 Dsoba
0 |

Rysunek 12. Odpowiedz na pytanie 12.

Na podstawie odpowiedzi dotyczacych pytania 12. mozemy stwierdzié, ze
9 sposrod ankietowanych osob chetnie skorzysta z aplikacji LearningApps w przy-
szto$ci. 1 osoba nie miala zdania, natomiast 2 byly stanowczo przeciwne. Odpo-
wiedzi na pytania 11.i 12. wskazuja na pozytywny oddzwigk wérdd ankietowanych
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0so6b na zastosowanie aplikacji LearningApps na lekcjach matematyki. Trzeba
zwrdci¢ uwage takze na negatywne glosy, ktdre si¢ pojawily.

Szczegdtowe podsumowanie i dyskusja zostang przeprowadzone w kolejnej
sekeji.

DYSKUSJA

Przypomnijmy, Ze pytaniem badawczym postawionym w naszym badaniu
byto: Czy automatyczna informacja zwrotna wplywa na jakos¢ wiedzy uczniow
z matematyki na przyktadzie aplikacji LearningApps? Po przeprowadzeniu ankie-
ty ewaluacyjnej i poréwnania wynikéw z prac pisemnych mozemy dojs$¢ do naste-
pujacych wnioskow. Przede wszystkim po pordwnaniu srednich z prac pisemnych
grupy uczniow, ktorzy korzystali z aplikacji LearningApps z wynikami uczniow,
ktorzy korzystali jedynie ze zbioru zadan i podrecznika, okazalo sie, ze nie ma
istotnej réznicy w $rednich ocen calej grupy. Przypomnijmy, grupa korzystajaca
z aplikacji uzyskala $rednig 3,93, natomiast grupa uczniéw, ktérzy nie korzystali
z aplikacji uzyskata $rednig 3,31 (obie Srednie byly zaokraglone do dwdch miejsc
po przecinku). Oznacza to, ze rozwigzywanie zadan powtdérzeniowych i uzyskana
informacja zwrotna nie wplynety znaczaco na wyniki w nauce uczniéw.

Analiza odpowiedzi udzielonych na pytania w ankiecie ewaluacyjnej poka-
zuje, ze korzystanie z aplikacji nie sprawito trudnosci zadnemu z ankietowanych
ucznidéw. Zdecydowana wigkszo$¢ oséb byla usatysfakcjonowana z poziomu zro-
zumienia danego tematu i przygotowania do form pisemnych z danych tematow.
Uczniowie docenili informacj¢ zwrotna, ktéra uzyskali za posrednictwem aplikacji
LearningApps i wskazali jg jako jedna z najistotniejszych zalet aplikacji réwnole-
gle z fatwym dostepem do urozmaiconych typdw zadan. Warto jest przypomniec,
ze uczniowie, ktérzy brali udzial w badaniu, znajg bardzo dobrze ide¢ oceniania
ksztaltujacego i potrafig rozpozna¢ dobrg informacje zwrotng. Analiza odpowiedzi
na pytania dotyczace motywacji uczniéw wykazala, ze w wiekszosci przypadkow
stosowanie aplikacji nie wplynelo na motywacje uczniéw do nauki matematyki
ani na zaangazowanie uczniéw w rozwigzywanie zadan matematycznych. Badani
byli takze podzieleni, jesli chodzi o wptyw aplikacji na oceny z prac pisemnych, co
byto zbiezne z obserwacjami dokonanymi na $rednich ocenach w obu badanych
grupach. Ostatecznie jesli chodzi o stosowanie aplikacji LearningApps na lekcjach
matematyki, zdania byty pozytywne. Wigkszo$¢ 0sob oprocz aplikacji docenia tak-
ze korzystanie z takich srodkow dydaktycznych, jak podrecznik i zbidr zadan.

Udzielajac odpowiedzi na pytanie badawcze, mozemy stwierdzié, ze auto-
matyczna informacja zwrotna przekazywana za pomoca aplikacji LearningApps
wplywa w pewnym stopniu na jakos¢ wiedzy uczniéw. Zgodnie z oceng ankie-
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towanych jest to narzedzie ulatwiajace zrozumienie konkretnego tematu i stu-
zace do powtdrek przed réznymi formami prac pisemnych, jednak nie wptywa
bezposrednio na ich $rednie ocen. Zwré¢my uwage na fakt, ze automatyczna in-
formacja zwrotna udzielana przez badang aplikacje nie bylo doskonata. W infor-
macji zwrotnej udzielanej uczniom byly dane dotyczacego tego co uczen zrobit
dobrze, co zrobil zZle, jak powinien poprawi¢ bledy (jesli je popelnil), natomiast
nie byto tam wskazéwek do dalszego samorozwoju. Warto jest zwroci¢ uwage
na ulepszenie informacji zwrotnej w przyszlych badaniach. Atrakcyjna grafika,
tatwos$¢ obstugi i urozmaicone zadania w stylu zagadek i gier moga uprzyjemnic¢
proces nauki i zaktywizowa¢ ucznia, ale bez klasycznych $rodkéow dydaktycz-
nych efekt moze by¢ znikomy. Warto zwrdéci¢ uwage, ze przekazywanie auto-
matycznej informacji zwrotnej jest duzym ulatwieniem dla nauczyciela, ktory
W swojej pracy stosuje ocenianie ksztaltujace. Mozna wigc korzysta¢ z aplikacji
w celu udzielania automatycznej informacji zwrotnej i aby okazjonalnie zakty-
wizowac uczniéw do nauki w inny sposéb niz standardowe rozwigzywanie za-
dan w zeszycie. Nie moze by¢ to jednak gléwny srodek dydaktyczny stosowany
na lekcjach matematyki.
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Streszczenie

Statystyka opisowa i rachunek prawdopodobienstwa odgrywaja kluczowa role w edukacji,
pomagajac w krytycznej analizie danych. Ich nauczanie w szkofach napotyka jednak na trudno-
$ci, poniewaz zagadnienia te czesto wydajg sie uczniom abstrakcyjne i nieciekawe. Skutecznym
rozwigzaniem moze by¢ wykorzystanie oprogramowania statystycznego, ktére ulatwia wizu-
alizacje danych, przeprowadzanie symulacji i analize statystyczng. W artykule przedstawiono
przyklad zastosowania pakietu R jako narzedzia wspierajacego nauke statystyki i rachunku
prawdopodobienstwa, co sprzyja lepszemu zrozumieniu zagadnien oraz rozwijaniu umiejetno-
$ci analitycznych i krytycznego myslenia.

Abstract

Descriptive statistics and probability play a key role in education, helping to critically an-
alyze data. However, teaching them in schools is difficult because these topics often seem ab-
stract and uninteresting to students. An effective solution can be the use of statistical software
that facilitates data visualization, simulations, and statistical analysis. This article presents an
example of using the R package as a tool supporting the learning of statistics and probability,
which promotes better understanding of the issues and the development of analytical skills and
critical thinking.

WSTEP

Statystyka opisowa, kombinatoryka, rachunek prawdopodobienstwa i statysty-
ka matematyczna, zwane stochastyka, sa dziatami matematyki, ktérych znajomosé
jest niezbedna dla wielu zawodéw i dziedzin zycia. Wiedza ta jest bardzo wazna
w dzisiejszym $wiecie, pomaga nam rozumie¢ i interpretowac zjawiska spoleczne,
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gospodarcze, naukowe i przyrodnicze. Pozwala funkcjonowa¢ we wspoétczesnym
$wiecie, w ktorym zasypywani jesteSmy danymi liczbowymi podawanymi w réz-
nej postaci. Uczy, jak je zbiera¢, analizowac i prezentowa¢ w sposdb obiektywny
i wiarygodny, podejmowac racjonalne decyzje oparte na dowodach i prognozach.
»Zrozumienie ich jest warunkiem koniecznym do aktywnego udzialu kazdego
czlowieka w zyciu spolecznym, mozna by nawet powiedzie¢, ze jest warunkiem
koniecznym demokratyzacji spoleczenstwa. Natomiast fakt ich niezrozumienia
przez wiekszos$¢ spoleczenstwa z jednej strony utrudnia ludziom mozliwo$¢ po-
dejmowania rozsadnych decyzji, na przyklad w referendach czy wyborach, z dru-
giej za§ pozwala na manipulowanie spoleczenstwem” (Kakol, Wotodzko, 1998).
Stochastyka ma wiele zastosowan w réznych dziedzinach wiedzy, zycia i nauki.
Jest nie tylko narzedziem dostarczajacym metod wspomagania procesu podejmo-
wania decyzji, ale tez nauka badajaca zjawiska masowe, ktdra rozwija si¢ i dostoso-
wuje do zmieniajgcego sie¢ $wiata.

NAUCZANIE ELEMENTOW STOCHASTYKI

Na $wiecie wprowadzanie elementéw stochastyki do edukacji szkolnej bylo
bardzo zréznicowane w zaleznosci od kraju, siega konca XIX wieku, kiedy to za-
czeto doceniad jej znaczenie w naukach przyrodniczych i spotecznych.

»W Polsce po raz pierwszy te tresci stochastyczne znalazly sie w szkole w roku
1968, w ostatniej klasie szkoty $redniej. Nieco pdzniej elementy statystyki opiso-
wej i rachunku prawdopodobienstwa zostaly takze wprowadzone do programu
szkoly podstawowej. Od samego poczatku problematyka ta nie cieszyla si¢ ani
sympatig ucznidéw, ani specjalnym uznaniem nauczycieli matematyki” (Kakol,
Wotodzko, 1998).

W latach 1975-1976 pojawily si¢ propozycje programéw wprowadzajace
tresci ksztalcenia pos$wigcone ksztaltowaniu umiejetnoséci probabilistycznych
i statystycznych w dziesi¢cioletniej szkole sredniej (Krygowska, 1975), ktdre
miaty wej$¢ w zycie w roku szkolnym 1978/1979. W 1982 roku zapadta decyzja
o wstrzymaniu realizacji tej reformy i poprzestaniu na o§mioletniej szkole pod-
stawowej oraz zmodyfikowaniu programu dla klas: IV-VIII, w ktérych pojawily
sie tresci dotyczace rachunku prawdopodobienstwa i statystyki. Zawieraly one
wprowadzenie dziatu: Czestos$¢ zdarzen w klasie V oraz dziatu: Statystyka w kla-
sie VIII (Krygowska, 1986).

W 1987 roku Ministerstwo Oswiaty i Wychowania zatwierdzito zmiany w pro-
gramie nauczania, przenoszac caly dzial dotyczacy nauczania elementéw staty-
styki w szkole podstawowej do tresci zaje¢ fakultatywnych. Uzasadnieniem tych
dziatan bylto odcigzenie programu nauczania matematyki, a efektem ograniczanie,



Oprogramowanie statystyczne w nauczaniu szkolnym statystyki opisowe;j 167

usuwanie z programow tych tresci i ograniczenie tym samym liczby godzin prze-
znaczonych na nauczanie matematyki (Zmiany w programach nauczania szkoty
podstawowej, 1987).

~W Polsce idee stochastyczne trafily ponownie do szkoly podstawowej za
sprawg dwoch, zatwierdzonych przez Ministerstwo Edukacji Narodowej (MEN),
programéw nauczania. Program Matematyka 2001 wprowadza tresci statystyczne
i elementy rachunku prawdopodobienstwa poczawszy od klasy I, natomiast Bfe-
kitna Matematyka, tresci statystyczne wprowadza, poczawszy od klasy V, a tresci
z rachunku prawdopodobienstwa od klasy VIII” (Kakol, Wotodzko,1998).

Reforma w 1999 roku zmienila strukture szkoét na nauke w szescioletniej szkole
podstawowej, ktora konczyta sie sprawdzianem i przejéciem na trzy lata do gimna-
zjum konczacym si¢ egzaminem a nastgpnie wyborem szkoly ponadgimnazjalnej,
ktorg mozna byto zakonczy¢ egzaminem maturalnym (2-letniej szkoly zawodowej,
trzyletniego liceum ogolnoksztalcacego lub profilowanego badz 4-letniego techni-
kum). Kolejna reforma z 2009 roku obnizyta wiek rozpoczynania nauki w szkole
z 7do 6 lat. Stopniowo wprowadzano tez nowa podstawe programows, ktdra za-
wierala na kazdym etapie ksztalcenia ogolnego tresci z zakresu statystyki opisowej
i rachunku prawdopodobienstwa. Obowiazek szkolny dla 6-latkéw trwat do 2015
roku i wraz z jego likwidacjg zniesiono egzamin po szkole podstawowej. Od 2017
roku rozpoczeto nastepng reforme systemu szkolnictwa, ktéra ponownie zmienita
strukture szkot. Zlikwidowano gimnazja i przywrdcono 8-letnie szkoly podstawowe.
Nauka w liceach ogoélnoksztalcacych wydluzyta sie do 4 lat, a w technikach - do 5.
W miejsce szkot zawodowych powstaty szkoly branzowe I'i II stopnia. W 2019 roku
gimnazja konczyli ostatni absolwenci i pojawili si¢ tez pierwsi absolwenci 8-letnich
szkol podstawowych. Zmieniono tez podstawe programowa w szkotach podstawo-
wych i ponadpodstawowych.

Te kolejne reformy szkolnictwa zmienily charakter nauczania matematyki na
przedmiot ksztalcenia ogolnego. Jej zadaniem jest przygotowanie czlowieka do zy-
cia w nowoczesnym spoleczenstwie, a do realizacji tego celu potrzebna jest wiedza
stochastyczna ksztaltujaca umiejetnosci zbierania, przetwarzania danych staty-
stycznych, porzadkowania ich, przedstawiania w réznej postaci graficznej, anali-
zowania otrzymanych wykreséw w celu znalezienia odpowiednich prawidtowosci,
by na ich podstawie uzyska¢ odpowiedzi na stawiane pytania, wykorzystujac do
tego nowoczesng technologie i metody opracowywania danych statystycznych.

Z biegiem lat tresci jej staly sie nieodzownym elementem programéw naucza-
nia. W XX wieku rozwdj technologiczny (era komputeréw) znaczaco wplynat na
metody jej nauczania, umozliwiajac bardziej interaktywne i angazujace formy
edukacji. W dobie cyfryzacji nauczanie elementéw stochastyki przeszlo znacza-
ce zmiany. Specjalistyczne oprogramowanie stalo si¢ kluczowym narzedziem dy-
daktycznym wspierajacym efektywne przyswajanie wiedzy i umiejetnosci analizy
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danych, zwlaszcza w kontekscie rosnacej roli danych, informacji w zyciu codzien-
nym i réznych dziedzinach nauki oraz biznesu. Wprowadzenie tresci stochastyki
do nauczania szkolnego ewaluowalo wraz ze zmieniajacymi sie potrzebami spo-
teczenstwa i gospodarki. Coraz wigksze zrozumienie roli danych oraz rosngcego
zapotrzebowania na nie i umiejetnosci analitycznych sprawilo, ze te tresci staly sig
i sg teraz uwazane za niezbedne dla pelnego wyksztalcenia matematycznego, co
doprowadzito do ich integracji w szkolnych programach nauczania, majacego na
celu przygotowanie uczniéw do efektywnego funkcjonowania w spoteczenstwie
opartym na danych poprzez rozwijanie kompetencji analitycznych i statystycz-
nych. Nauczanie elementéw stochastyki ma na celu nie tylko przekazanie uczagcym
wiedzy teoretycznej, ale rowniez rozwijanie kluczowych umiejetnosci, takich jak
krytyczne mysélenie, analiza danych, a takze zdolno$¢ do podejmowania uzasad-
nionych decyzji na podstawie informacji statystycznych. W kontekscie wspolcze-
snego spofeczenstwa informacyjnego te umiejetnosci sa niezwykle cenne, umoz-
liwiajace mtodym ludziom lepsze orientowanie sie¢ w $wiecie danych i informacji
(Ceglarek, Dgbrowski, Jankowski, Obidniak, Zmijski, 1999).

Elementy statystyki opisowej, ktorych nauczaniem zajmuje si¢ w tym artykule,
sa obecnie w Polsce integralng czescig nauczania matematyki zaréwno w szko-
le podstawowej, jak i ponadpodstawowej. Dzi§ program nauczania matematyki
w szkole podstawowej i ponadpodstawowej obejmuje podstawowe pojecia staty-
styczne, takie jak: §rednia, mediana, moda oraz podstawy rachunku prawdopo-
dobienstwa, wprowadzajac uczniéw w $wiat analizy danych. Odniesienia do pod-
stawy programowej nauczania matematyki podkreslaja znaczenie praktycznego
zastosowania wiedzy statystycznej i rachunku prawdopodobienstwa, zachecajac
do korzystania z oprogramowania komputerowego i narzedzi cyfrowych.

- Ramowy program nauczania dla szkoly podstawowej obejmuje tresci:
Matematyka (klasy IV-VIII): - Statystyka i prawdopodobienstwo:
Zbieranie, organizowanie i interpretowanie danych. Tworzenie i analiza
wykreséw (stupkowych, liniowych, kolowych). Obliczanie $rednich aryt-
metycznych, mediany, mody. Podstawy rachunku prawdopodobienstwa:
eksperymenty losowe, proste eksperymenty prawdopodobienstwa.

« Uzycie technologii:
Zachecanie do wykorzystania aplikacji komputerowych do tworzenia wykre-
sow i analizy danych, na przyktad Excel lub dedykowane oprogramowanie.

- Ramowy program nauczania dla szkoly sredniej obejmuje tresci: Matema-
tyka (poziom podstawowy i rozszerzony):

« Statystyka opisowa:
Szczegélowa analiza danych statystycznych, w tym miary potozenia
i rozproszenia. Interpretacja wynikow statystycznych i wnioskowanie na
ich podstawie.
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o Rachunek prawdopodobienstwa:
Prawdopodobienstwo klasyczne i warunkowe. Zastosowanie rachunku
prawdopodobienstwa do rozwigzywania problemow.

o Analiza danych i statystyka matematyczna:
Stosowanie modeli matematycznych do interpretacji zjawisk losowych.
Podstawowa znajomos¢ rozktadow prawdopodobienstwa.

 Uzycie technologii:
Zachecanie uczniéw do korzystania z zaawansowanych narzedzi staty-
stycznych i matematycznych, w tym oprogramowania takiego jak arku-
sze kalkulacyjne, czy: GeoGebra, R, Python (z bibliotekami do analizy
danych) do przeprowadzania obliczen, symulacji i wizualizacji.

W edukacji podstawowej nauczane sg podstawowe idee statystyki opisowej,
gdzie uczniowie zbierajg dane, tworzg proste wykresy i interpretuja zestawy da-
nych. Wykonuja projekty polegajace na przeprowadzeniu ankiet wsrod rowiesni-
kéw odnosnie ich ulubionych sportéw oraz analize i prezentacje wynikéw w for-
mie wykresow stupkowych lub kotowych.

Nauczanie staje si¢ bardziej zaawansowane na poziomie szkoly ponadpodsta-
wowej, z naciskiem na analiz¢ statystyczng opisowa zbioru danych (miary potoze-
nia, miary dyspersji). Uczniowie mogg korzysta¢ z oprogramowania statystyczne-
go, takiego jak Excel czy specjalistycznych programéw do analizy statystycznej (R,
Phyton, Jamovi), co umozliwia przeprowadzanie skomplikowanych, zmudnych
i ucigzliwych obliczen i interpretowanie wynikéw w kontekscie rzeczywistych pro-
blemoéw badawczych.

PROBLEMY W NAUCZANIU ELEMENTOW
STATYSTYKI OPISOWE]

Nauczanie statystyki opisowej i rachunku prawdopodobienstwa napotyka na
szereg problemoéw. Do najwazniejszych nalezg:

- Negatywne nastawienie nauczycieli do nauczania statystyki opisowej i ra-
chunku prawdopodobienstwa.
Prawdopodobnie nieche¢ ta ma podstawy w braku merytorycznego i me-
todycznego przygotowania ich do realizacji tych tresci (Tomaszewska,
2006).

- Ograniczony czas na oméwienie i przeliczenie przykladéw oraz potrzeba
odpowiednich narzedzi i znajomosci technologii.
Terminologia zwigzana ze statystyka opisowa i rachunkiem prawdopodo-
biefistwa moze by¢ dla uczniéw trudna do zrozumienia. Nauczyciele mu-
szg znalez¢ sposoby na przedstawienie tych koncepcji w sposob przystepny
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dla uczniéw, usprawnienie metod, sposobéw wykonywania zmudnych ob-
liczen, aby nie skupia¢ uwagi na rachunkach, a na interpretacji wynikow.
Brak dostepu do odpowiednich narzedzi i technologii, takich jak oprogra-
mowanie statystyczne czy kalkulatory graficzne oraz brak umiejetnosci ich
efektywnego wykorzystania stanowig ogromny problem.

- Problem w utrzymaniu motywacji uczniéw do nauki tresci statystyki opi-
sowej i rachunku prawdopodobienstwa.
Brak zrozumienia praktycznych zastosowan statystyki opisowej i rachun-
ku prawdopodobienstwa moze prowadzi¢ do spadku motywacji do ich
nauki. W arkuszach egzaminacyjnych trudno spotkac zadania zawierajace
tresci statystyki opisowej, co nie motywuje uczniéw do poznawania, ucze-
nia si¢ tych tresci.

NARZEDZIA STOSOWANE
W NAUCZANIU STATYSTYKI OPISOWE]

Jednym z narzedzi, ktére moga ufatwic i uatrakcyjni¢ nauczanie statystyki opiso-
wej, a w szczegolnosci pomdc pokona¢ napotykane problemy, jest oprogramowanie
statystyczne, ktére moze wykona¢ wiele skomplikowanych obliczen, oszczedzajac
czas i eliminujac bledy ludzkie. Umozliwia ono tworzenie i wyswietlanie réznych
rodzajéw wykresow, tabel, utatwia zrozumienie i interpretacje danych, umozliwia
tworzenie interaktywnych symulacji pozwalajacych na samodzielne eksperymento-
wanie z danymi i obserwacje ich zmiany w zaleznoéci od réznych parametréw, a tak-
ze daje dostep do wielu zrodet danych, ktdre moga by¢ wykorzystane do nauczania
statystyki opisowej do danych dotyczacych wlasnych zainteresowan lub aktualnych
problemow spotecznych, co sprawia, ze nauka statystyki jest atrakcyjniejsza.

W szkole podstawowej nauczanie statystyki opisowej skupia si¢ na wprowadzeniu
i rozwijaniu umiejetnosci interpretacji danych. Uczniowie uczg si¢ zbieraé, organizo-
wac i prezentowa¢ dane za pomocg tabel i prostych wykresow, a takze oblicza¢ pod-
stawowe statystyki opisowe, takie jak $rednig, mediane i mode — moga to wykonac,
korzystajac z oprogramowania statystycznego na przyklad arkusza kalkulacyjnego.

Na poziomie szkoly ponadpodstawowej program nauczania statystyki opiso-
wej jest bardziej zaawansowany i obejmuje bardziej szczegdtowa analize danych,
korzystanie z oprogramowania statystycznego pozwala tu na wyeliminowanie
zmudnych skomplikowanych obliczen i interpretacje wynikéw, symulacje proce-
séw losowych i eksperymentoéw, eksploracje danych.

Stosowane oprogramowanie komputerowe moze mie¢ réznorodna role w na-
uczaniu szkolnym statystyki opisowej w zaleznosci od celéw, metod i poziomu
nauczania. Przykladem takiego oprogramowania jest Excel - jeden z najbardziej
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znanych, najpopularniejszych, najczesciej wykorzystywanych arkuszy kalkulacyj-
nych w szkolach. Inne oprogramowanie komputerowe stuzace do obliczania miar
statystycznych, wizualizacji danych, a takze do symulowania i eksperymentowania
ze zjawiskami losowymi, generowania rozkladéw prawdopodobienstwa, to Geo-
Gebra, Statistica, Phyton, Jamovi czy pakiet R.

Niestety oprogramowanie komputerowe moze by¢ bardzo kosztowne i niedo-
stepne dla niektdrych szkot, nauczycieli i ucznidw, ze wzgledu na brak odpowied-
niego sprzetu, oprogramowania, dostepu do internetu, wsparcia technicznego, itp.
Moze to prowadzi¢ do nieréwnosci i wykluczenia edukacyjnego, a takze do pro-
blemdw z jakoscia i bezpieczenstwem danych.

Alternatywa wyboru moze by¢ srodowisko programowe R, na ktére chcialbym
zwrocic szczegdlng uwage ze wzgledu na jego mozliwosci. R to Zrédlowe oprogra-
mowanie do analizy statystycznej i grafiki znajdujace coraz szersze zastosowanie
w nauczaniu na poziomie szkolnym, akademickim jak i w profesjonalnej analizie
danych. Wyréznia si¢ na tle innych programow statystycznych kilkoma aspektami:

- otwartos$cig i dostepnoscia

R to oprogramowanie otwartozrédiowe, dostepne bezplatnie, co czyni je
dostepnym dla szko! i uczelni bez koniecznosci ponoszenia wysokich
kosztow licencyjnych.

- wsparciem spolecznosci

R to ogromna spoleczno$¢ uzytkownikow oferujaca liczne pakiety, tutoria-
le i fora wsparcia, co utatwia nauke i rozwigzywanie problemodw.

- elastycznoscia

R jest wyjatkowo elastyczny, umozliwia uzytkownikom tworzenie niestan-
dardowych funkgji, pakietow oraz pozwala przeprowadzaé zaawansowa-
ng analize danych, co jest trudniejsze w bardziej zamknietych systemach
statystycznych, takich jak SPSS czy SAS.

R oferuje bardzo wiele mozliwosci: umozliwia tworzenie réznych rodzajow
wykresow, diagramoéw, przeprowadzanie réznych operacji na danych, takich jak
agregacja, filtrowanie, transformacje itp. Za pomoca réznych funkgji i pakietow
wchodzacych do tego srodowiska programistycznego umozliwia przeprowadzenie
bardziej zaawansowanej analizy statystycznej, co czyni go wyjatkowo efektywnym
narzedziem w nauczaniu statystyki opisowej i rachunku prawdopodobienstwa.
Jego wykorzystanie w edukacji szkolnej moze nie tylko poprawi¢ zrozumienie
materialu przez uczniéw, ale réwniez przygotowac ich do przysztych wyzwan za-
wodowych w dziedzinie analizy danych. Zastosowanie R w nauczaniu szkolnym
otwiera szerokie mozliwosci dla uczniéw i nauczycieli do praktycznego zglebiania,
nauczania oraz uczenia si¢ statystyki opisowej i rachunku prawdopodobienstwa.
R moze by¢ wspanialym $rodkiem dydaktycznym integrujacym przedmioty na-
uczania, takie jak matematyke i informatyke.



172 Jarostaw Kowalski

PRZYKEADY ZASTOSOWANIA PAKIETU R

Pliki instalacyjne jezyka R oraz interfejsu graficznego - programu RStudio,
pobieramy ze stron:

— https://www.r-project.org (oficjalna strona projektu R),

- https://www.rstudio.com (oficjalna strona programu RStudio).

Najpierw instalujemy program R, a nast¢pnie RStudio. Instalacja obu progra-
mow przebiega w standardowy sposob. Nie rozni sie od instalowania dowolnego
innego programu i sprowadza si¢ do zatwierdzania informacji pojawiajacych sie
w kolejnych okienkach. Podstawowy interfejs R jest zdecydowanie spartanski, co
mozna zobaczy¢ na rysunku 1.:

R RGui (64-bit) = in X
Plik Edytyj Widok Réme Pakiety Okna Pomoc

ELEEEEE]E

IR version 4.3.2 (2023-10-31 mere) —-
Copyright (C) 2023 The R
Platfozm: x86_64-wé4-mingw32/x64 (64 m:)

gy Sk
4

R jesc a 'S Jest BEZ
Motesz go rozpowszechniaé pod pewnymi warunkami.
Wpisz "license()* lub 'licence()' aby uzyskaé szcze gély dystrybucii.

R jest F ojektem kol z wieloma
Wpis ntribucors()' aby uzyskaé wigce) informacyi
P () aby dowiedzie¢ sig jak cy\:mm& R lub p.n ty s publikacjach.

Wpisz ‘demo()' aby zobaczyé demo, 'help()' aby uzyskaé pomoc on-line, lub
"help.start()"' aby uzyskat pomoc w przegladarce HTML.
Wpisz 'q()' aby wyisé z R.

rrednioc zapisany obszar robocry zostal prrywréconyl

Rysunek 1. Interfejs R

W tym momencie R jest juz w pelni gotowy do pracy, cho¢ wyposazony w pry-
mitywny interfejs uzytkownika. Znacznie lepiej jest zainstalowac i postugiwac si¢
interfejsem dostosowanym do jezyka R. Istnieje wiele zintegrowanych $rodowisk
programistycznych (Integrated Development Environment — IDE) jezyka R, jed-
nak najpopularniejszym i zdecydowanie najlepszym z nich jest RStudio. RStudio
ma rozlegle mozliwosci dostosowywania, ale podstawowy interfejs wyglada tak,
jak na rysunku 2.:


https://www.r-project.org
https://www.rstudio.com
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481 | (lopleven = Rscrpt = A zoom | Bepon - 10| & % pubish ~
Console  Terminal - Background Jobs =0
R Ra32-~ Zwiazek migdzy czasem nauki a ocenami z matematyki
> czas_nauki <- c(2, 6, 8,5 1, 3,7, 4
> oceny_matematyka <- c(3, 5, 6, 4, 2, 4, 6, 4) g o = ®
> plot (czas_nauki, oceny_matematyka, main="zwiazek migdzy czasem nauki a ocenani z = b
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Rysunek 2. Interfejs RStudio

Czas nauki (godziny)

W tym przypadku lewy dolny panel to konsola R, ktérej mozna uzywac tak
samo jak standardowej konsoli R. Lewy gorny panel zawiera edytor tekstowy. Pra-
wy gorny panel prezentuje informacje o przestrzeni roboczej, historii polecen,
plikach biezacych. Prawy dolny panel pokazuje wykresy, informacje o pakietach

i pliki pomocy.

Oto kilka przykladéw zadan, ktére moga by¢ realizowane w $rodowisku R,

wraz z krotkimi przykladowymi gotowymi skryptami rozwiazan.

Przyktad 1. Wizualizacja rozktadu danych

Zadanie: Utworz histogram dla zestawu danych: 12, 15, 13, 12, 16, 14, 11, 12, 14, 15, poka-

zujac rozktad danego zestawu danych.

# Definiowanie zestawu danych

dane <- ¢(12, 15, 13, 12, 16, 14, 11, 12, 14, 15)
# Tworzenie histogramu

hist(dane, breaks=5, col="blue”, main="Rozktad danych”, xlab="Dane”, ylab="Czestos¢”)

> # Definiowanie zestawu danych
> dane <- ¢(12, 15, 13, 12, 16, 14, 11, 12, 14, 15)
> # Tworzenie histogramu

> hist(dane, breaks=5, col="blue”, main="Rozktad danych’, xlab="Dane’, ylab="Czestos¢”)
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Rozktad danych

Czestosé
2
|

Dane

Przyktad 2. Symulacja rzutu moneta

Zadanie: Przeprowadz symulacje 100 rzutéw moneta i oblicz prawdopodobienstwo wyrzu-
cenia orfa za pomoca R.

# Symulacja 100 rzutéw monetg

rzuty <- sample(c(,Orzel”, ,Reszka”), size=100, replace=TRUE, prob=c(0.5, 0.5)) print(rzuty)
# Obliczanie prawdopodobieristwa wyrzucenia orla

prawdopodobienstwo_orla <- sum(rzuty == ,,Orzel”) / length(rzuty)

print(paste(,, Prawdopodobieristwo wyrzucenia orta:”, prawdopodobienstwo_orla))

> # Symulacja 100 rzutéw moneta

> rzuty <- sample(c(,,Orzel”, ,Reszka”), size=100, replace=TRUE, prob=c(0.5, 0.5)) > prin-
t(rzuty)

[1] ,Reszka” ,,Orzel” ,,Reszka” ,,Orzel” ,Reszka” ,,Orzel” ,Reszka” ,,Reszka” ,Reszka”

10] ,Reszka” ,,Orzel” ,Reszka” ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Orzel” ,Reszka” ,,Orzet”

19] ,Reszka” ,Reszka” ,Reszka” ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Orzel” ,Reszka” ,,Orzel” ,,Reszka”

28] ,Reszka” ,,Orzel” ,Reszka” ,,Reszka” ,Reszka” ,,Reszka” ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Reszka”

37] ,Orzel” ,Reszka” ,,Reszka” ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Orzel” ,Orzel” ,Reszka” ,,Orzel”

46] ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Orzel” ,Orzel” ,Reszka” ,,Reszka” ,,Orzel” ,,Reszka”

55] ,,Orzel” ,Reszka” ,,Orzel” ,Reszka” ,,Orzel” ,,Orzel” ,Orzel” ,Orzel” ,Reszka”

64] ,Reszka” ,,Reszka” ,,Orzel” ,,Reszka” ,Reszka” ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Reszka”

73] ,Orzel” ,Reszka” ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Reszka” ,,Orzel” ,Reszka”

[82] ,,Orzel” ,,Reszka” ,,Orzel” ,,Reszka” ,,Orzel” ,Reszka” ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Reszka”

[91] ,,Orzel” ,,Orzel” ,,Reszka” ,Orzel” ,,Orzel” ,Orzel” ,Reszka” ,Reszka” ,Reszka” [100]
»Reszka”

> # Obliczanie prawdopodobienstwa wyrzucenia orla

> prawdopodobienstwo_orla <- sum(rzuty == ,Orzel”) / length(rzuty)

(
(
(
(
[
(
[
(
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> print(paste(,,Prawdopodobienistwo wyrzucenia orta:”, prawdopodobienstwo_orla))
[1] ,Prawdopodobienstwo wyrzucenia orta: 0.49”

Przyklad 3. Symulacja rzutu symetryczna kostka szescienng

Zadanie: Symuluj 100 rzutoéw szeécienng koscia do gry i oblicz prawdopodobienstwo wy-
rzucenia szostki.

rzuty <- sample(1:6, size=100, replace=TRUE) print(rzuty)

szostki <- sum(rzuty == 6) prawdopodobienstwo <- szostki / 100 print(paste(,Prawdopodo-
bieristwo wyrzucenia széstki:”, prawdopodobienstwo))

> rzuty <- sample(1:6, size=100, replace=TRUE)

> print(rzuty)
[116241436314412222245656622462246114122
[38]5262112525344146132624556311254366435
[75164561115623411365562664512

> szostki <- sum(rzuty == 6)

> prawdopodobienstwo <- szostki / 100

> print(paste(,,Prawdopodobienstwo wyrzucenia szdstki:”, prawdopodobienstwo))
[1] ,Prawdopodobienstwo wyrzucenia széstki: 0.15”

Przyktad 4. Obliczanie sredniej arytmetycznej

Zadanie: Uzyj R do obliczenia $redniej arytmetycznej otrzymanych ocen z matematyki.
oceny <- c(4, 5, 3, 5, 2) srednia <- mean(oceny) print(paste(,Srednia ocen:”, srednia))

> oceny <- ¢(4, 5, 3, 5,2)

> srednia <- mean(oceny)

> print(paste(,,Srednia ocen:”, srednia))
[1] ,,Srednia ocen: 3.8

Przyktad 5. Obliczanie odchylenia standardowego

Zadanie: Uzyj R do obliczenia odchylenia standardowego z ocen ucznia, aby oceni¢ ich
zmiennosc¢.

oceny <- ¢(3, 4, 5, 3, 4) odchylenie <- sd(oceny)

print(paste(,Odchylenie standardowe ocen:”, odchylenie))

> oceny <- ¢(3,4, 5, 3, 4)

> odchylenie <- sd(oceny)

> print(paste(,Odchylenie standardowe ocen:”, odchylenie))
[1] ,Odchylenie standardowe ocen: 0.836660026534076”
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Przyktad 6. Rysowanie wykresu rozproszenia

Zadanie: Stworz wykres rozproszenia pokazujacy zwigzek miedzy czasem spedzonym na
nauce a ocenami z matematyki.

czas_nauki <- ¢(2, 6, 8, 5, 1, 3, 7, 4) oceny_matematyka <- ¢(3, 5, 6, 4, 2, 4, 6, 4)
plot(czas_nauki, oceny_matematyka, main="Zwigzek miedzy czasem nauki a ocenami z ma-
tematyki”, xlab="Czas nauki (godziny)”, ylab="Oceny z matematyki”, pch=19, col="blue”)
> czas_nauki <- ¢(2, 6, 8,5, 1, 3,7, 4)

> oceny_matematyka <- ¢(3, 5, 6, 4, 2, 4, 6, 4)

> plot(czas_nauki, oceny_matematyka, main="Zwigzek miedzy czasem nauki a ocenami
z matematyki’,

+ xlab="Czas nauki (godziny)”, ylab="Oceny z matematyki”, pch=19, col="blue”)

Zwiazek miedzy czasem nauki a ocenami z matematyki
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Czas nauki (godziny)

Zastosowanie srodowiska R w nauczaniu statystyki opisowej i rachunku praw-
dopodobienstwa moze obejmowac szeroki zakres zadan, od prostych analiz do
zaawansowanych symulacji. Kazdy z tych przykladéw demonstruje, jak srodowi-
sko R moze by¢ wykorzystane do nauczania kluczowych koncepcji statystycznych,
jednoczes$nie promujac rozwdj praktycznych umiejetnosdci analizy i wizualizacji
danych. Umozliwiaja one uczniom nie tylko nauke teorii, ale takze praktyczne
zastosowanie wiedzy w rzeczywistych scenariuszach badawczych, co znacznie
zwieksza zrozumienie materiatu.

Przyktad 7. Badanie rozkladu normalnego

Zadanie: Uzyj R do wygenerowania danych z rozkladu normalnego i stwérz wykres ich
rozkladu.

Zilustruj, jak zmienia si¢ ksztalt rozkladu w zaleznosci od réznych warto$ci $redniej i od-
chylenia standardowego.

# Generowanie danych z rozkladu normalnego dane <- rnorm(1000, mean=0, sd=1)

# Tworzenie wykresu

hist(dane, breaks=30, col="lightblue”, main="Histogram Rozktadu Normalnego”)

# Dodawanie linii gestosci curve(dnorm(x, mean=0, sd=1), add=TRUE, col="red”, Iwd=2)
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> # Generowanie danych z rozkladu normalnego

> dane <- rnorm(1000, mean=0, sd=1)

> # Tworzenie wykresu

> hist(dane, breaks=30, col="lightblue”, main="Histogram Rozkladu Normalnego”)
> # Dodawanie linii gestosci

> curve(dnorm(x, mean=0, sd=1), add=TRUE, col="red”, lwd=2)

Zadanie to zapoznaje uczniow z rozkladem normalnym, jednym z najwaz-
niejszych rozkladéw w statystyce, ktory znajduje zastosowanie w wielu dziedzi-
nach nauki. Uczniowie uczg si¢ interpretowa¢ parametry rozkladu normalnego
($rednia i odchylenie standardowe) i obserwowa¢, jak wplywaja one na ksztalt
krzywej rozkladu. Jest to doskonaly sposdb na zrozumienie poje¢ takich jak ,,re-
gula trzech sigm”.

Hi R Nor

60

Frequency
40

Przyklad 8. Modelowanie regresji liniowej

Zadanie: Zbuduj model regresji liniowej w R, aby zbada¢ zwigzek miedzy dwiema zmien-
nymi.

# Przykladowe dane

X <- 1:100 y <- 2*x + rnorm(100, mean=0, sd=20) # Budowanie modelu regresji liniowej
model <- Im(y ~ x) # Podsumowanie modelu

summary(model)

> # Przykladowe dane

>x <-1:100

>y <- 2*x + rnorm(100, mean=0, sd=20)

> # Budowanie modelu regresji liniowej

> model <- Im(y ~ x)

> # Podsumowanie modelu

> summary(model) Call: Im(formula =y ~ x)
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Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-45.662 -14.664 0.263 12.992 50.094

Coeflicients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) (Intercept) -3.34454 3.79679 -0.881 0.381 x 2.01170
0.06527 30.820 <2e-16 ***

Signif. codes: 0 **** 0.001 *** 0.01 ** 0.057 0.1’ 1

Residual standard error: 18.84 on 98 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9065, Adjusted R-squared: 0.9055 F-statistic: 949.9 on 1 and 98 DF,
p-value: < 2.2e-16

Zadanie to pozwala uczniom zrozumie¢, jak zmienna niezalezna wplywa na
zmienng zalezng oraz jak modelowac ten zwigzek za pomoca regresji liniowej. Jest
to wprowadzenie do modelowania statystycznego i analizy przyczynowo skutko-
wej, kluczowych umiejetnosci w nauce o danych.

Ponizej przedstawiam przyklady uzycia pakietu R w nauczaniu statystyki opi-
sowej, ktére mozna wykorzysta¢ w szkole ponadpodstawowej, pracujac na rzeczy-
wistych danych zebranych przez uczniéow w klasie:

# Zadanie 1.

# 1) Stwérz na podstawie ankiety w klasie baze danych ze wzrostem i wagqg dla 10 0sdb.

# 2) Stworz zmienng plec.

# 3) Za pomocq odpowiednich komend policz dla wszystkich indeks BMI. # Zapisz w tej samej
tabeli indeks BMI.

#Skrypt:

Is(); rm(list = Is()); getwd|()

wzrost <- ¢(180,176,184,182, 164, 190, 158,167,170,180) wzrost
waga <- ¢(62,72,75,83,80,50,52,54,55,62)

waga

tab <- data.frame(wzrost, waga)

tab

tab$plec <- (K, , MK, ,M K, , MK, ,MK’, ,M’) tab
tab$bmi <- tab$waga/(tab$wzrost/100)**2 tab$bmi

tab$bmi <- round(tab$bmi, 2) tab$bmi tab

> wzrost <- ¢(180,176,184,182, 164, 190, 158,167,170,180)
> wzrost

[1] 180176 184 182 164 190 158 167 170 180

> waga <- ¢(62,72,75,83,80,50,52,54,55,62)

> waga

[1]1 6272 75 83 80 50 52 54 55 62
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> tab <- data.frame(wzrost, waga)
> tab wzrost waga 1 180 62

2 17672

184 75

182 83

164 80

190 50

158 52

167 54

170 55

10 18062

> tab$plec <- ¢(,K; ,MJK; MK} , MK, ,MJK}, ,M’)
> tab wzrost waga plec 1 180 62 K

O 0 N QN Ul W W

2 176 72 M
3 18475 K
4 18283 M
5 164 80 K
6 190 50 M
7 158 52 K
8 167 54 M
9 170 55 K
10 18062 M
> tab$bmi <- tab$waga/(tab$wzrost/100)**2
> tab$bmi

[1] 19.13580 23.24380 22.15265 25.05736 29.74420 13.85042 20.83000
[8] 19.36247 19.03114 19.13580

> tab$bmi <- round(tab$bmi, 2)

> tab$bmi

(1] 19.14 23.24 22.15 25.06 29.74 13.85 20.83 19.36 19.03 19.14
> tab

wzrost waga plec bmi 1 180 62 K 19.14

176 72 M 23.24

184 75 K 22.15

182 83 M 25.06

164 80 K 29.74

190 50 M 13.85

158 52 K 20.83

167 54 M 19.36

170 55 K 19.03

180 62 M 19.14

O 0 N1 O Ul v W DN

—_
(=]

# Zadanie 2.

179

# Oplata, ktorg ponosisz za telefon, zmienia si¢ z miesigca na miesigc. Podaj koszty uzytko-

wania telefonu w kazdym z miesigcy ostatniego roku (w PLN).
# Wprowadz dane do R w formie wektora o nazwie rachunek.
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# Odpowiedz na ponizsze pytania, stosujgc odpowiednie funkcje w R.

# 1. Ile w sumie kosztowato Cie uzytkowanie telefonu w ciggu ostatniego roku? (Podpowiedz:
Sfunkcja sum()). # 2. Jaka byla najnizsza miesieczna oplata, jakg poniostes?

# 3. Jaka byla najwyzsza miesieczna optata?

# 4. Przez jakq czes¢ roku (wyrazong w procentach) miesieczna oplata przekraczata 40 PLN?
# 5. Ile Srednio placifes miesigcznie za telefon?

# 6.(*) Odrzucajgc dwie ekstremalne wartosci (jedng najwiekszg, jedng najmniejszq), ile
srednio miesiecznie placites?

#7.(*) Czy rozklad zmiennej miesigczny koszt uzytkowania telefonu jest symetryczny?

# Odpowiedz, postugujqc sie: Srednig, mediang i modg. # 8.(*) Ponizej jakiej liczby znajduje
sig 37% obserwacji?

#Skrypt: rachunek <- c¢(46, 33, 39, 37, 46, 30, 48, 32, 49, 35, 30, 48) rachunek

# 1. Ile w sumie kosztowato Cig uzytkowanie telefonu w ciggu ostatniego roku? (Podpowiedz:
funkcja sum()). sum(rachunek) # 473

# 2. Jaka byla najnizsza miesigczna oplata, jakg poniostes? min(rachunek) # 30

# 3. Jaka byla najwyzsza miesigczna optata? max(rachunek) # 4. Przez jakg czes¢ roku (wy-
razong w procentach) miesieczna oplata przekraczata 40 PLN?

(sum(rachunek > 40)/12) # Cze$¢ roku jako czes¢ setna (sum(rachunek > 40)/12)*100 # Czes¢
roku jako liczba procent round((sum(rachunek > 40)/12)*100, 2) # Cze$¢ roku jako liczba
procent z zaokrggleniem # 5. Ile srednio placites miesigcznie za telefon?

mean(rachunek) # ok. 39.42 z1

# 6. Odrzucajgc dwie ekstremalne wartosci (jedng najwigkszg, jedng najmniejszq), ile srednio
miesigcznie

# kosztowato Cie uzytkowanie telefonu? mean(rachunek, trim=1/12)

# trim 1/12 oznacza odcigcie 1/12 najwyzszych i najnizszych wartosci (czyli pozbywamy sig
wartosci z dwoch miesiecy)

# 7. Czy rozklad zmiennej miesigczny koszt uzytkowania telefonu jest symetryczny? Odpo-
wiedz, postugujqc sie:

# Srednig, mediang i modg. mean(rachunek) median(rachunek) table(rachunek) mean(ra-
chunek); median(rachunek); table(rachunek) # WNIOSEK:

# Srednia wyzsza od mediany sugeruje prawoskosnos¢ rozktadu. Najczesciej wystepujg trzy
wartosci, z czego dwie znajdujq sig blizej prawej strony rozktadu.

# 8. Ponizej jakiej liczby znajduje sig 37% obserwacji? quantile(rachunek, 0.37)

# Ponizej liczby 35.14

> rachunek <- c(46, 33, 39, 37, 46, 30, 48, 32, 49, 35, 30, 48)
> rachunek

[1] 46 333937 46 30 48 32 49 35 30 48

> sum(rachunek) # 473

[1] 473

> min(rachunek) # 30

[1] 30

> max(rachunek)

[1] 49
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> (sum(rachunek > 40)/12) # Cze$¢ roku jako czes$¢ setna
[1] 0.4166667

> (sum(rachunek > 40)/12)*100 # Cze$¢ roku jako liczba procent
[1] 41.66667

> round((sum(rachunek > 40)/12)*100, 2) # Cze$¢ roku jako liczba procent z zaokragle-
niem [1] 41.67

> mean(rachunek) # ok. 39.42 zt

[1] 39.41667

> mean(rachunek, trim=1/12)

(1] 39.4

> mean(rachunek)

[1] 39.41667

> median(rachunek)

[1] 38

> table(rachunek) rachunek

3032333537394648 49

211111221

> mean(rachunek); median(rachunek); table(rachunek)
[1] 39.41667 [1] 38 rachunek

3032333537394648 49

211111221

> quantile(rachunek, 0.37) # Ponizej liczby 35.14

37%

35.14

Zadania te zapewniajg uczniom praktyczne do$wiadczenie w korzystaniu
z R do rozwigzywania rzeczywistych problemoéw statystycznych, zachecajac do eks-
ploracji danych i rozwijania umiejetnosci analitycznych a takze pisania skryptow.

Wykorzystanie jezyka R w nauczaniu statystyki opisowej i rachunku prawdo-
podobienstwa znaczaco wplywa na zrozumienie materialu przez uczniéw i po-
zwala na:

aktywne uczenie si¢

Praca z R zacheca do aktywnego uczestnictwa w procesie edukacyjnym,
co jest zgodne z teorig konstruktywizmu. Uczniowie, angazujac si¢ w roz-
wigzywanie problemoéw i analize danych, lepiej przyswajaja wiedze;
rozwdj umiejetnosci praktycznych

Nauka R i jego aplikacji w statystyce opisowej przygotowuje uczniow do
przyszlych wyzwan zawodowych, gdzie analiza danych odgrywa kluczo-
wa role;

zrozumienie abstrakcyjnych pojec¢

Symulacje i wizualizacje wykonane w R ulatwiaja zrozumienie abstrakcyj-
nych poje¢ statystycznych, przeksztalcajac je w konkretne, tatwiejsze do
zrozumienia przyklady.
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KORZYSCI WPROWADZANIA DO NAUCZANIA SZKOLNEGO
STATYSTYKI OPISOWE] PAKIETU R

Wlaczenie zaawansowanego oprogramowania statystycznego, takiego jak
srodowisko R, jego narzedzi do wizualizacji danych oraz zasobéw edukacyj-
nych dostepnych online w proces nauczania i uczenia si¢ znaczaco wzbogaca
i otwiera nowe horyzonty dla edukacji statystycznej. Jest wspanialym $rodkiem
dydaktycznym integrujacym przedmioty nauczania takie jak matematyke i in-
formatyke. Nauczanie statystyki opisowej z uzyciem pakietu R w nauczaniu
szkolnym niesie ze sobg liczne korzysci. Rozwija umiejetnosci analityczne, po-
zwala uczniom na zrozumienie i interpretacje danych, co jest kluczowe w wielu
dziedzinach naukiiw zyciu codziennym. Nauka korzystania z pakietu R rozwija
zdolno$¢ krytycznego myslenia oraz umiejetnosci analizy danych. Uczniowie
maja okazje zobaczy¢, jak teoretyczne koncepcje matematyczne moga by¢ za-
stosowane w praktyce, tak jak w przytaczanych przykladach. Praca z rzeczy-
wistymi danymi zwieksza zaangazowanie i motywacje¢ do nauki, a korzystanie
z pakietu R laczy umiejetnosci matematyczne z programowaniem, co jest istot-
nym aspektem nowoczesnej edukacji. Uczniowie uczg sie, jak pisa¢ skrypty, co
rozwija ich umiejetnosci programistyczne i znajomo$¢ narzedzi informatycz-
nych. Znajomo$¢ pakietu R, ktdry jest powszechnie uzywany w badaniach na-
ukowych i przemysle, moze by¢ cenng umiejetnoscia na rynku pracy wyniesio-
ng ze szkoty. Umiejetno$¢ pracy z narzedziami do analizy danych jest przeciez
coraz bardziej poszukiwana w réznych zawodach. Uczniowie moga pobierac
rzeczywiste dane z internetu, importowa¢ je do R, a nastgpnie przeprowa-
dzac rézne analizy. Dyskutowac na temat tego, co moéwia obliczone statystyki.
Za pomocg pakietu ggplot2 w R uczniowie moga tworzy¢ zaawansowane wi-
zualizacje danych, co pozwala na lepsze zrozumienie wynikéw analiz staty-
stycznych. Wizualizacje pomagaja réwniez w komunikowaniu wynikéw innym
osobom. Uczniowie mogg pisa¢ skrypty w R, aby symulowa¢ rézne zjawiska
statystyczne, co pozwala im zrozumie¢ pojecia takie jak: rozklad prawdopodo-
bienstwa, probki i populacje.

Nauczanie statystyki opisowej z R nie tylko wzbogaca program nauczania ma-
tematyki, ale rowniez przygotowuje uczniow do wyzwan zwigzanych z analizg da-
nych w réznych kontekstach zawodowych i akademickich.

Nie nalezy jednak traktowa¢ oprogramowania komputerowego jako zastep-
stwa lub celu nauczania i uczenia sie statystyki, ale jako narzedzia lub §rodka, ktéry
moze wspiera¢ i uzupelnia¢ tradycyjne metody i formy nauczania i uczenia sie.
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PODSUMOWANIE

Statystyka opisowa w edukacji szkolnej moze by¢ bardzo ciekawa i angazuja-
ca — to wyzwanie dla nauczyciela i ucznia. To zbidr wiedzy i procedur, ktore po-
zwalajg na wiarygodne uczenie si¢ z danych, rozwijanie umiejetnosci krytycznego
myslenia i interpretacji otrzymanych wynikéw. Wazne jest, aby uczniowie rozu-
mieli, jak statystyka jest uzywana w codziennym zyciu i jak moga z niej korzysta¢
do podejmowania decyzji. Uzywanie danych bezposrednio dotyczacych samych
uczniéw zwieksza ich aktywnos¢ i zaangazowanie. Mozna wiec wykorzystac zbie-
rane przez uczniow dane do nauczania statystyki opisowej tak jak w prezentowa-
nych przyktadach, zbiera¢ dane na temat wzrostu, wagi, pici, wieku, czasu dojazdu,
kosztéw uzywania telefonu itp. Zbieranie danych szkolnych moze by¢ $wietnym
sposobem na to, aby przekona¢ i zacheci¢ uczniéw do jej uczenia si¢ (Lakoma,
2001).

Wykorzystywane oprogramowanie moze by¢ pomocnym narzedziem w naucza-
niu szkolnym statystyki opisowej, ale nie moze zastapi¢ nauczyciela ani ucznia. Na-
uczyciel musi nadal planowa¢, realizowac i oceniac proces nauczania, a uczen musi
nadal mysle¢, wnioskowac i interpretowac otrzymane dane, wyniki. Oprogramowa-
nie komputerowe moze jedynie ulatwi¢ i uatrakcyjnic te zadania, a takze poszerzy¢
zakres i glebie poznania, moze pomdc w rozwijaniu kompetencji cyfrowych uczniow
i nauczycieli, ktdre sg niezbedne w dzisiejszym $wiecie, pelnym nowoczesnych tech-
nologii. Uczniowie moga nauczy¢ si¢ korzysta¢ z réznych programoéw i aplikacji,
ktore moga by¢ przydatne nie tylko w nauce statystyki opisowej, ale takze w innych
przedmiotach i w Zyciu codziennym. Nauczyciele natomiast moga podnosi¢ swoje
kwalifikacje i dostosowywac si¢ do zmieniajacych si¢ wymagan rynku pracy.

Oprogramowanie komputerowe moze by¢ trudne i skomplikowane w uzyciu
dla niektérych wyktadowcéw, nauczycieli i uczniéw ze wzgledu na brak odpo-
wiedniego szkolenia, wsparcia, motywacji, zaufania itp. Moze to prowadzic¢ do fru-
stracji, oporu, stresu, a takze do niewlasciwego lub nieefektywnego wykorzystania
oprogramowania, moze by¢ nieadekwatne i ograniczajace dla nauczania i uczenia
sie statystyki, jesli nie jest dostosowane do celéw, metod i poziomu nauczania.
Moze to prowadzi¢ do utraty lub znieksztalcenia istotnych tresci, umiejetnosci
i kompetencji statystycznych, takich jak: rozumowanie, interpretacja, krytyczne
myslenie, komunikacja, itp., zatem wyboér i dobor oprogramowania komputerowe-
go zawsze nalezy rozwazy¢ i zrownowazy¢ w zaleznosci od konkretnych potrzeb.

Oprogramowanie statystyczne odgrywa kluczowg role w nauczaniu elementéw
statystyki opisowej i rachunku prawdopodobienstwa zaréwno w szkole podstawo-
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wej, jak i $redniej. Wykorzystanie go w nauczaniu tresci elementéw stochastyki
zmierza w kierunku zwigkszenia efektywnosci procesu edukacyjnego poprzez
wizualizacje danych, symulacje oraz praktyczne zastosowanie teorii statystyczne;j.
Jego rola w nauczaniu statystyki opisowej i rachunku prawdopodobienstwa jest
niezaprzeczalna i oferuje mozliwosci, ktore jeszcze kilka dekad temu byly nieosia-
galne.

Jednak integracja takich zasobow w sposob efektywny i umozliwiajacy do-
step kazdemu uczniowi wcigz stanowi wyzwanie dla edukatoréw. Stawia pytania
i wskazuje na obszary dalszego badania wplywu technologii na nauczanie tych
dziedzin, wykorzystanie jej w metodach nauczania poprzez analiz¢ konkretnych
przypadkow zastosowania tych narzedzi cyfrowych w edukacji w kontekscie glo-
balnej cyfryzacji i rosnacej ich dostgpnosci, znaczenia integracji nowoczesnych
technologii w proces dydaktyczny. Obszarem moich dalszych badan i poszukiwan
jest analiza wplywu stosowania zaawansowanego oprogramowania statystyczne-
go na przykladzie srodowiska R na efektywnos¢ i optymalizacje procesu naucza-
nia i uczenia si¢ stochastyki na poziomie szkoty $redniej i studiéw wyzszych oraz
wplywu na rozwoéj umiejetnosci analitycznych uczacych si¢ i wymagan wspolcze-
snego $wiata.
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Streszczenie

Matematyczne gry miejskie umozliwiajg nauke matematyki poza budynkiem szkoty, wy-
korzystujac rzeczywiste sytuacje problemowe i modelowanie matematyczne. Nowoczesne tech-
nologie, jak aplikacja MathCityMap, wspieraja lekcje terenowe, umozliwiajac tworzenie tras
edukacyjnych i rozwigzywanie zadan zwigzanych z otoczeniem.

Zadania w grze miejskiej powinny odnosi¢ si¢ do rzeczywistych probleméw i wymagaé
aktywnosci ucznia. Stosowanie MathCityMap motywuje do nauki, pomaga w dlugotrwatym
zapamietywaniu treéci i ukazuje zastosowania matematyki w praktyce. Badania przeprowadzo-
ne w polskiej szkole ponadpodstawowej wykazaly, ze uczniowie chetnie uczestnicza w takich
lekcjach i chcieliby, aby staly sie stalym elementem nauczania.

Abstract

Mathematical city games enable learning mathematics outside the school building by us-
ing real-world problem situations and mathematical modeling. Modern technologies, such as
the MathCityMap application, support outdoor lessons by allowing the creation of educational
routes and solving tasks related to the surroundings.

Tasks in city games should relate to real problems and require student activity. Using Math-
CityMap motivates learning, aids long-term retention of mathematical concepts, and demon-
strates their practical applications. Research conducted in a Polish secondary school showed
that students eagerly participate in such lessons and would like them to become a permanent
part of mathematics education.
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WPROWADZENIE

W $wiecie, ktéry nieustannie si¢ zmienia, nauczanie musi stale by¢ dostoso-
wywane do aktualnej rzeczywisto$ci. Bardzo szybki rozwdj technologii powoduje,
ze nie jesteSmy w stanie przewidzie¢, w jakiej rzeczywistosci beda zy¢ dzieci, ktdre
obecnie uczymy. Tym samym nie jesteSmy w stanie dokladnie przewidzie¢, jakie
konkretne umiejetnosci beda im potrzebne, ale wiadomo, ze beda potrzebowali
uczyc¢ si¢ nowych tredci i umiejetnosci przez cale zycie. Jak zatem ma funkcjono-
wac szkolnictwo? Czego uczy¢? Rada Unii Europejskiej okreslifa 8 kompetencji
kluczowych, ktdére opisuja potrzebna i niezbedng wiedze, umiejetnosci i postawy
czlowieka dorostego, by mégt on swobodnie funkcjonowaé w otaczajacej i ciagle
zmieniajacej si¢ rzeczywistos$ci XXI wieku. Jedng z grup kluczowych kompetencji
sa kompetencje matematyczne. Ustawa podaje, ze ,,Kompetencje matematyczne to
zdolno$¢ rozwijania i wykorzystywania myslenia i postrzegania matematycznego
do rozwigzywania probleméw w codziennych sytuacjach” (Dz.U. UE C 2 4.06.2018,
s. 9). Oznacza to, ze nauczanie matematyki powinno mie¢ na celu wyposazenie
uczniow w wiedze i narzedzia matematyczne, ktoére umozliwig znalezienie roz-
wigzania zadania (problemu) matematycznego wynikajacego z sytuacji pozama-
tematycznej (tj. pojawiajacej si¢ w rzeczywistym $wiecie) (Furgot, 2020; http://bit.
ly/419z111. Takie zadania wymagaja réznorodnych matematycznych aktywnosci
i s3 $cisle zwigzane z matematyzacja (Krygowska, 1977a) i modelowaniem mate-
matycznym (Blum, Ferri, 2009). Wiecej informacji o tych aktywnosciach zostanie
przedstawionych w dalszej czg$ci rozdziatu.

Warto zastanowic sie zatem, jak pogodzi¢ nauczanie matematyki, ktére odby-
wa sie w budynku szkolnym, z rozwigzywaniem probleméw pozamatemtycznych
(napotykanych w §wiecie rzeczywistym) prowadzacych do zadan matematycznych.
Krygowska niemal 50lat temu pisata, ze ,,trzeba stwarzac sytuacje, w ktérych uczen
bedzie sam matematyzowal problem postawiony z zewnatrz” (pozamatematyczny)
(Krygowska, 1977b, s. 55). By¢ moze jednym z takich rozwiazan jest opuszczenie
szkolnych muréw i wyruszenie w teren w ramach matematycznej gry miejskie;j.

MATEMATYCZNA GRA MIEJSKA
A NAUCZANIE MATEMATYKI

Matematyczna gra miejska
Czym jest gra miejska? To gra wykorzystujaca przestrzen miejska jako istotny

element rozgrywki. Gry miejskie wykorzystuja przestrzen danego regionu (najcze-
$ciej duzego miasta), czynigc z niego plansze gry, na ktorej uczestnicy rozwiazuja
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przydzielone im zadania, ktére zazwyczaj skladaja sie na fabule danej rozgrywki.
Uczestnicy gry poruszaja si¢ po danym terenie, kierujac si¢ na przyklad mapa, apli-
kacja mobilng, karta gry zawierajaca wskazowki, pytania lub zadania. Rozgrywka
moze odbywac sie w ustalonym terminie i/lub podanym czasie (wéwczas na trasie
gry moga czeka¢ animatorzy posiadajacy wskazowki lub asystenci przydzielajacy
uczestnikom punkty) albo kazdy uczestnik moze wykonac¢ ja w dowolnym dniu
i w swoim tempie. Gry te moga by¢ skierowane zaréwno do turystow, jak i do
mieszkancow danego regionu (Smalec, 2015).

Specyficznym rodzajem gry miejskiej jest matematyczna gra miejska, nazywa-
na tez $ciezkg matematyczng. Jest to gra wykorzystujaca przestrzen miejska jako
istotny element rozgrywki, polegajacej na rozwigzywaniu zadan matematycznych.

Juz w latach 80. XX wieku zostala opisana matematyczna gra miejska ($ciezka
matematyczna) jako zajecia poza klasa, podczas ktérych mata grupa spacerowala
po okolicy i rozwigzywala problemy matematyczne przy okreslonych obiektach
(Lumb, 1980; Blane, 1989).

Mozna zastanawiac sig, czy warto stosowa¢ matematyczng gre miejska. Takie
zajecia maja roznorodne zalety (nie tylko matematyczne):

— $ciezki matematyczne sg doskonalg okazja do wiaczenia lekeji plenerowej do

programu nauczania matematyki;

- chodzenie na $wiezym powietrzu w $wietle dziennym moze pomoc w za-
pobieganiu skutkom dlugotrwatego siedzenia i krotkowzrocznosci (Lurati,
2018);

— $ciezki matematyczne sa doskonatym sposobem na popularyzacje matema-
tyki (Blane, 1989).

Gry miejskie zazwyczaj maja charakter edukacyjny. Czesto wykorzystywane
sg przez placowki oswiatowe celem przyblizenia regionu, w ktorym si¢ mieszka,
dostrzezenie jego waloréw, poznanie historii, zrozumienie, jak zmienia si¢ miejsce
w czasie i w jakim kierunku sie rozwija. Moga by¢ takze ofertg dla turystéw — opo-
wiada¢ o miescie i jego historii, moga réwniez nawigzywac do szerszego kontek-
stu (na przyktad smakéw regionu). Formy te moga by¢ wykorzystywane do opa-
nowania tresci materiatu edukacyjnego, powtérzenia materiatu lub moga stuzy¢
rozrywce. Istotna jest w nich takze praca zespolowa, dzigki czemu ksztaltowane
i umacniane sg wigzi spoleczne (Smalec, 2015, s. 203).

Dla nauczyciela matematyki, oprécz powyzszych zalet, wazniejsze jest jak ma-
tematyczna gra miejska wptywa na efekty nauczania matematyki. Zastosowanie
$ciezki matematycznej pozwala na rozwijanie matematycznych umiejetnosci oraz
zwieksza motywacje uczniéw do nauki (Zender i in., 2020).

Gra miejska pojawila si¢ po raz pierwszy prawdopodobnie wlatach 30. XX wie-
ku na ulicach Nowego Jorku, gdzie grupy pasjonatéow bawily si¢ w co$§ podobne-
go do berka czy chowanego, nazwanego ,,Ringolevio”. Miala ona na celu gltéwnie
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rozrywke oraz promowanie regionu (Smalec, 2015). Natomiast matematyczna
gra miejska zostala opisana w latach 80. XX wieku (Blane, 1989). Wéwczas celem
stworzenia gry byla popularyzacja matematyki.

Aktywnosci matematyczne w matematycznej grze miejskiej

Uczestnik $ciezki matematycznej rozwigzuje zadania, ktére w jaki§ sposob
odnosza si¢ do miejsca, w ktéorym odbywa si¢ gra. Rozwigzywane zadania ma-
tematyczne zwigzane sg z otaczajaca rzeczywistoscig. Rozwigzanie takich zadan
wymaga matematyzacji jakiego$ ukladu rzeczywistych stosunkéw, a bardzo cze¢-
sto nawet stworzenia modelu matematycznego danej pozamatematycznej sytuacji
problemowej. Matematyzacja to konstrukcja matematycznego schematu dla ja-
kiego$ ukladu stosunkéw, ujetego przez analize rzeczywistej, wyobrazeniowej lub
juz abstrakcyjnej sytuacji, lub sprecyzowanego w innej dziedzinie poje¢ na przy-
ktad w innej nauce (Krygowska, 1977a, s. 48).

Uczestnik gry miejskiej, czesto nie§wiadomie, poszukujac rozwigzania zada-
nia, bierze udzial w procesie modelowania matematycznego. Proces ten zawiera
rézne aktywnos$ci matematyczne (patrz rysunek 1). Uczen musi dokonac¢ analizy
rzeczywistego problemu (sytuacji pozamatematycznej), wyszukac lub zebra¢ po-
trzebne dane, ustali¢ niewiadome, okresli¢ zalezno$ci pomiedzy danymi tworzac
model matematyczny (na przyklad funkcje, réwnanie, uktad réwnan), nastepnie
rozwigza¢ problem matematyczny za pomocg narzedzi matematycznych i odnies¢
uzyskany wynik do aspektow rzeczywistosci rozwazanej sytuacji. Jesli uzyskane

1 Konstruowanie
2 Upraszczanief
Strukturyzacja
3 3 Matematyzacja

4 Stosowanie narzedzi
model h
rzeczywistej matematyczny matematycznycl
sytuacji model 5 Interpretacja
6 Walidacja
rzeczywista 1 . 7 Prezentacja
_ /_.__.~‘ ﬁl model
sytuacja w' > . sytuacji 4
problemowa T
6

rozwigzania rozwigzania
rzeczywiste matematyczne

5
$wiat realny matematyka

Rysunek 1. Aktywno$ci zwigzane z procesem modelowania matematycznego (Blum, Ferri, 2009).



Nauka matematyki podczas gry miejskiej z aplikacja MathCityMap 191

rozwigzanie nie ma sensu w odniesieniu do rzeczywistosci, nalezy powtarza¢ dany
proces tworzac nowy model tak dtugo, az walidacja przyniesie satysfakcjonujace
efekty, wowczas mozna zaprezentowa¢ rozwigzanie problemu (Blum, Ferri, 2009;
Ludwig, Pyzara, 2018; Jablonski, 2021).

Modelowanie matematyczne pozwala ukazywaé tresci matematyczne w od-
niesieniu do konkretnych sytuacji z zycia codziennego. Takie zadania czgsto sg
niestandardowe, a przez to ciekawe i rozwijajace. Co wazne, wymagaja duzej i roz-
norakiej aktywnosci ucznia, co przyczynia sie do wzrostu jego umiejetnosci mate-
matycznych (Pyzara, 2018; Ludwig, Jablonski, 2021).

Matematyczne gry miejskie w swietle badan

Prawdopodobnie pierwszego badania dotyczacego sciezek matematycznych do-
konat Kaur (1992) w Singapurze. Okazalo si¢, Ze uczniowie dzieki matematycznej grze
miejskiej sg bardziej zmotywowani do nauki, gdyz ich zdaniem jest ona zabawniej-
sza niz zwykle lekcje, oraz ukazuje zastosowanie nauczanych tresci matematycznych.

W 2006 roku X.H.P. Toh i Y.P.L. Lim pozwolili swoim podopiecznym tworzy¢
matematyczne gry miejskie w Singapurze. Uczniowie dobrze si¢ bawili i zyskali
nowe spojrzenie na matematyke, zwigzane z zastosowaniami matematyki w zyciu
codziennym (Toh, Lim, 2006).

Nina Callenberg i JessicaJohansson Andersson (2014) przeprowadzili wy-
wiady z uczniami po przeprowadzeniu matematycznej gry miejskiej w Szwecji.
Uczniowie stwierdzili, ze $ciezka matematyczna jest fajna i pomogta im odkry¢
matematyke w srodowisku.

Jenni Rikala i Marja Kankaanranta (2014) badali $ciezke matematyczng wspo-
magang technologia. Umiescili na przedmiotach kody QR, ktére prowadzity do
zadan matematycznych. W wyniku tych dzialan uczniowie poradzili sobie lepiej
na kolejnym egzaminie, chociaz mieli mniej czasu na ¢wiczenia niz zwykle (Rika-
la, Kankaanranta, 2014).

W Niemczech Nils Buchholtz (2017) oraz Nils Buchholtz i Annette Armbrust
(2018) przeprowadzili dwa badania ze $ciezkami matematycznymi utworzonymi
za pomocy aplikacji mobilnej Actionbound. W obu badaniach uczniowie byli bar-
dzo zmotywowani dzieki aplikacji i matematycznej grze miejskiej.

Powyzsze badania ukazywaly pozytywny wplyw matematycznych gier miej-
skich w réznych grupach wiekowych (szkoty podstawowe, szkoly $rednie). Kon-
centrowaly si¢ na aspektach motywacji i przekonan uczniéw. Wraz z uptywem
czasu nauczanie matematyki za pomoca matematycznych gier miejskich stato sig
$cisle zwigzane ze stosowaniem nowoczesnych technologii. Réwniez w tym obsza-
rze gry miejskie przeszly swego rodzaju ewolucje.
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W roku 2000 Departament Edukacji Stanéw Zjednoczonych i firma Texas In-
struments opublikowaly witryne internetowg o nazwie ,,The National Math Trail’,
na ktérej uzytkownicy mogli przesyta¢ swoje $ciezki matematyczne w formacie
.doc lub .pdfi udostepniac je innym uzytkownikom. Podobna inicjatywa powstata
w Kanadzie jako ,Canadian Math Trail”. Obie strony internetowe byly aktywne
od 2000 do 2002 roku, ale potem przestaly generowa¢ nowe tresci, az w koncu
zniknely w 2010 roku (Zender i in., 2020). Obecnie matematyczne gry miejskiej
wracajg do task miedzy innymi za sprawa aplikacji MathCityMap, ktérg zaprezen-
towano w nastepnym paragrafie.

Przyklady matematycznych gier miejskich w Polsce

W Polsce matematyczne gry miejskie pojawiajg si¢ w nauczaniu matematyki,
lecz nie jest to powszechna sytuacja. Jest to do$¢ nowe podejscie. Ta forma nauki
jest wprowadzana w ramach konkurséw, projektow lub ciekawostek.

W 2015 roku w Dzien Liczby Pi, w centrum Warszawy odbyta si¢ matematycz-
na gra miejska ,Matematrix”. Byt to final konkursu matematycznego organizowa-
nego przez mFundacje i Stowarzyszenie Viator. Poprzednie dwa etapy konkursu
odbywaly sie przez internet. Zarejestrowani uczestnicy, dzialajac w niewielkich
zespolach, musieli rozwikta¢ kolejne zadania matematyczne, stanowigce elementy
calej rozgrywki. Zadaniem grupy bylo jak najszybsze rozwigzanie wszystkich ma-
tematycznych zagadek i wprowadzenie wlasciwego kodu, ktéry uratuje ludzkos¢
przed zaglada (https://bit.ly/4aSnNep).

Podobny konkurs odbyt sie w 2017 roku we Wroclawiu. Gra miejska ,,Sladami
Kopernika” przygotowana zostala przez Instytuty Matematyczny i Astronomicz-
ny Uniwersytetu Wroctawskiego. Gra byta skierowana zaréwno do uczniéow szkot
podstawowych, gimnazjum, jak i ponadpodstawowych. W rozgrywce braly udziat
patrole 3- lub 4-osobowe, wylonione w pierwszym etapie konkursu (https://bit.
ly/3WUtrqo).

W Poznaniu XXXVIII Dwujezyczne Liceum Ogdlnoksztalcace organizowa-
to kilkukrotnie matematyczng gre miejska. W 2017 roku powstala ona w ramach
projektu ,,Praktyka czyni mistrza’, prowadzonego przez Uniwersytet im. Adama
Mickiewicza w Poznaniu (https://bit.ly/40Ra0jD).

W 2018 roku odbyla sie druga edycja matematycznej gry miejskiej ,,Sladami
Johannesa Keplera po Wroctawiu”. Przygotowali ja studenci uczestniczacy w kur-
sie wychowawcéw kolonijnych. W grze uczestniczyli uczniowie szkét podstawo-
wych, gimnazjum i szk6! ponadpodstawowych. Uczestnicy gry rozwigzywali zada-
nia matematyczne, zwiedzajac planetarium i obserwatorium astronomiczne UWr
(https://fmw.math.uni.wroc.pl/gra-miejska).
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Gdanskie Wydawnictwo Oswiatowe wraz z Muzeum Miasta Gdyni przygo-
towalo matematyczno-architektoniczng gre miejska ,,Gdynia sig¢ liczy”. Pierwsza
rozgrywka odbyta si¢ w 2015 roku i miafa na celu promocj¢ matematyki oraz mo-
dernistyczny uktad urbanistyczny Srédmieécia Gdyni. Natomiast w 2022 roku gra
miejska ,,To sie liczy!” zostala stworzona w formie aplikacji mobilnej w celu $wie-
towania stulecia Portu Gdynia (https://bit.ly/3WUFap7)..

W Lublinie w 2023 roku zostala zaprojektowana matematyczna gra miejska
w aplikacji MathCityMap. Stanowila ona forme zwiedzania miasta dla uczestni-
kéw konferencji XXXI Szkota Dydaktykéw Matematyki.

Matematyczna gra miejska odbyla si¢ réwniez w Rogoznie. W pazdzierniku
2023 roku uczniowie liceum zwiedzali i poznawali ciekawostki o miescie rozwig-
zujac zadania matematyczne, ktorych tres¢ byla zwigzana z danym miejscem na
trasie gry.

Tematyka zadan byla réznorodna. Mlodziez, rozwigzujac zadania, musiala
wykorzysta¢ wiedze z wielu zagadnienn matematycznych poznawanych w szkole
ponadpodstawowej oraz kilka zadan mozna bylo rozwigza¢ za pomoca umiejet-
nosci poznanych w szkole podstawowej. Uczniowie mogli zastosowaé matematyke
w niecodzienny sposob. Poza standardowym rozwigzywaniem zadan, musieli cza-
sami co$ pomierzy¢ lub policzy¢, aby zdoby¢ dane do zadania. Rozwigzywane za-
dania wymagaty modelowania matematycznego. Zajecia przeprowadzili studenci
UAM kierunku Nauczanie matematyki i informatyki (https://www.lorogozno.pl/
PL-H5/aktualnosci/1772/matematyczna-gra-miejska.html).

Matematyczne gry miejskie organizowane w Polsce majg zazwyczaj na celu
popularyzacje wiedzy i umiejetnosci matematycznych, motywowanie uczniow
do nauki matematyki oraz ukazanie zastosowania wiedzy szkolnej w sytuacjach
problemowych z realnego $wiata. Jednoczesnie tworza one uczniom mozliwo$é
sprawdzenia swych umiejetnosci w rywalizacji z innymi uczniami. Takze w Polsce
tworcy matematycznych gier miejskich coraz czesciej wykorzystuja nowoczesne
technologie.

APLIKACJA MATHCITYMAP W NAUCZANIU MATEMATYKI
Aplikacja MathCityMap

Aplikacja MathCityMap jest darmowa i umozliwia tworzenie i uczestnicze-
nie w matematycznych grach miejskich. Ma na celu zapewnienie nauczycielom,
uczniom i osobom w kazdym wieku mozliwosci poznania swojego Srodowiska
z nowej, matematycznej perspektywy. Powstala na Uniwersytecie Goethego we
Frankfurcie nad Menem w ramach projektu MathCityMap (MCM), ktory faczy
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tradycyjne $ciezki matematyczne z mozliwosciami nowych technologii. Pomyst
aplikacji MathCityMap zostal po raz pierwszy przedstawiony w 2012 roku przez
prof. dr Matthiasa Ludwiga i jego studentéw. Od tego czasu jest on stale rozbudo-
wywany. Na koniec 2023 roku w bazie portalu bylo 74 226 zadan na catym $wiecie,
z czego okolo 17 tys. zostato udostepnionych do uzytku publicznego. Obecnie r6zni
partnerzy europejscy wspierajg i rozbudowujg projekt miedzy innymiwe Francji,
Wiloszech, Portugalii, Hiszpanii, Estonii i Stowacji (https://mathcitymap.eu/en/).

Jest to mozliwe dzigki temu, ze portal internetowy znajdujacy si¢ na stronie
mathcitymap.eu umozliwia kazdemu zalozenie wtasnego konta i swobodne wyko-
rzystywanie dobrodziejstw portalu (i aplikacji). Co wigcej, aplikacja jest oparta na
Mapach Google. Tym samym nie trzeba tworzy¢ wlasnych map, lecz korzysta sie
z gotowych rozwiazan, ktére mozna z fatwoscia udostgpnia¢ za pomoca kodu trasy
innym uzytkownikom. Wystarczy posiada¢ telefon z dostgpem do internetu, aby
moc skorzysta¢ z aplikacji na trzy mozliwe sposoby: tworzac wlasna gre miejska,
wyszukujgc upublicznione zadania lub wprowadzajac kod trasy przygotowanej na
przyklad przez nauczyciela. Na stronie portalu znajduja si¢ instrukcje dotyczace
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Rysunek 2. Przyktad zadania i $ciezki matematycznej w MathCityMap
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obstugi aplikacji, publikacje z wynikami badan oraz artykuty z przykladami cieka-
wych zadan (Ludwig i in., 2021, https://mathcitymap.eu/en/).

Dla nauczyciela szczegélnie istotne jest to, ze aplikacja umozliwia przekazy-
wanie uczniowi automatycznej informacji zwrotnej. Zadania wykonywane przez
uczniéw sprawdzane s3 automatycznie na podstawie wprowadzonych wczesniej
odpowiedzi. Uczen w trakcie rozwigzywania zadania moze skorzystac ze wskazo-
wek nauczyciela i dokona¢ poprawy (jesli zadanie nie zostalo wykonane popraw-
nie). Co wiecej, aplikacja zlicza wyniki uczniéw udostepniajgc nauczycielowi in-
formacje o poczynaniach kazdego z nich na danej $ciezce matematycznej (Ludwig,
Jablonski, 2021).

Nauczyciel, przygotowujac wlasng gre miejska, moze tworzy¢ wlasne zadania
od podstaw lub skorzysta¢ z bazy udostepnionych zadan i edytowac je w celu do-
stosowania ich do wlasnych potrzeb (Taranto i in., 2021). Gotowg tras¢ mozna
udostepnic¢ uczniom za pomocy kilkucyfrowego kodu lub pobra¢ w formie PDF -
automatycznie generowana jest karta pracy. Réwniez uczniowie moga tworzy¢
wlasne zadania. Istotne jest jednak to, aby zadania w matematycznej grze miejskiej
ilustrowaly uzytecznos$¢ i mozliwe zastosowania matematyki (Ludwig, Jablonski,
2021).

Zadania w $ciezce matematycznej

Zadania pojawiajgce sie w grze miejskiej powinny spelnia¢ okreslone warunki.
Przede wszystkim rozwigzywane zadania powinny odnosi¢ sie do miejsca, w kto-
rym znajduje sie uczestnik rozgrywki. Zadania moga miec¢ rézna forme: luki do
uzupelnienia po odszukaniu informacji lub zadanie tekstowe wymagajace wpisa-
nia rozwigzania liczbowego (czesto wymagajace modelowania matematycznego).

Zadania do $ciezki matematycznej wykonywanej z aplikacja mobilng moga
spelnia¢ wiecej warunkow, co gwarantuje jeszcze lepsze wykorzystanie tej formy
pracy. Ponizej przedstawiona zostala lista takich warunkow.

Kryteria dobrego zadania (https://mathcitymap.eu/en/ )

- Niepowtarzalnos¢. Kazde zadanie powinno zawiera¢ obraz, ktéry pomoze
precyzyjnie okresli¢ miejsce, sytuacje, przedmiot zadania i czego gtéwnie
ono dotyczy.

- Obecnos¢. Aby rozwigza¢ zadanie, gracz powinien by¢ obecny w danym
miejscu, dlatego dane dotyczace zadania mozna uzyska¢ tylko lokalnie.
Oznacza to réwniez, ze zdjecie i opis zadania nigdy nie powinny wystarczy¢,
aby umozliwi¢ rozwigzanie.

- Aktywno$¢. Osoba rozwigzujaca zadanie musi by¢ aktywna i co$ robi¢ (na
przyktad mierzy¢, liczy¢, odczytywac informacje).
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- Wiele sposobow rozwiazan. Zadanie powinno by¢ mozliwe do rozwigzania
na rézne sposoby.

- Rzeczywisto$¢. Zadania powinny mie¢ odniesienie do rzeczywistosci i nie
powinny pojawia¢ sie zbyt sztucznie. Najlepiej, gdy rozwiazywane zadania
dotycza sytuacji, z ktorymi cztowiek moze spotkac si¢ w zyciu codziennym.

- Przydatne wskazowki. Kazde zadanie powinno zawiera¢ przynajmniej jed-
ng podpowiedz.

- Matematyka szkolna i tagi. Zadanie powinno mie¢ nawigzanie do matema-
tyki szkolnej (mozna skorzystac z przygotowanych tagéw lub doda¢ nowe).
Ponadto kazde zadanie powinno by¢ przypisane do poziomu trudnosci (dla
ktorej klasy jest dedykowane).

- Formaty odpowiedzi. Odpowiedz powinna by¢ reprezentowana jako prze-
dzial, dokladna warto$¢ lub wielokrotny wybor.

- Narzedzia. Do rozwigzania zadania nie powinny by¢ potrzebne specjalne
i dodatkowe narzedzia (lub nalezy wyposazy¢ w nie uczniéw na przykltad
ta$ma miernicza).

- Przykladowe rozwiazanie. Nalezy udostepni¢ przyktadowe rozwigzanie
zawierajace dane pomiarowe (widoczne tylko w portalu i w pliku PDF roz-
wigzania) dla nauczycieli, aby mogli porozmawia¢ o zadaniach na lekcjach
i przeanalizowa¢ typowe bledy.

Dobre zadania w matematycznej grze miejskiej wymagaja modelowania mate-
matycznego. Dotycza rzeczywistych sytuacji problemowych, ktére mozna rozwia-
za¢ za pomocg matematycznych narzedzi. Potrzebujg analizy i zebrania danych,
stworzenia modelu matematycznego rozwazanej sytuacji oraz walidacji uzyska-
nych wynikéw. To zadania, dla ktérych nie ma gotowego schematu rozwiazania
(ale mozna go zbudowac za pomoca narzedzi poznawanych w szkole). Wazny tu
jest proces poszukiwania odpowiedniego matematycznego modelu umozliwiaja-
cego rozwigzanie zadania (Ludwig, Jablonski, 2021).

Tworzenie tego typu zadan wymaga pewnego doswiadczenia, dlatego warto
na poczatku skorzysta¢ z bazy gotowych zadan (Taranto i in., 2021). Przykfady za-
dan wykorzystywanych w matematycznej grze miejskiej przygotowanej za pomoca
aplikacji MathCityMap zostaly zaprezentowane w dalszej czesci artykutu.

MathCityMap w badaniach

Program MathCityMap promuje zadania dotyczace pozamatematycznych
sytuacji problemowych (wymagajace matematyzacji lub modelowania matema-
tycznego), tym samym umozliwia uczniom stopniowe zdobywanie kompetencji
w zakresie modelowania matematycznego. Co wiecej, dzieje sie to w kontekscie
prawdziwego Zycia i przy wsparciu narzedzia cyfrowego. W takim polaczeniu za-
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dania wymagajace budowania modelu matematycznego, ktére pojawiaja si¢ na tle
sytuacji osadzonej w przestrzeni miejskiej, moga stanowi¢ obiecujace wzbogace-
nie rozwoju kompetencji modelowania matematycznego w szkotach i na uniwer-
sytetach (Ludwig, Jablonski, 2021, s. 262).

Wykorzystanie technologii cyfrowej moze poméc nauczycielom w ulatwia-
niu procesu nauczania i uczenia si¢ matematyki podczas lekeji terenowej. Bada-
nia prowadzone przez Cahyono i Ludwig wykazaly, ze uczniowie korzystajacy
z MathCityMap zdobyli dos§wiadczenie matematyczne, a ich wyniki w matematyce
poprawily si¢ (Cahyono, Ludwig, 2019).

Badania prowadzone przez Joerga Zendera, Iwana Gurjanowa, Adi Nur Ca-
hyono, MatthiassaLudwig (2020) w grupie 520 oséb w Indonezji i w Niemczech,
pokazaly, ze zastosowanie gry miejskiej z aplikacja MathCityMap zamiast regu-
larnych lekcji zwigksza efektywno$¢ wynikéw uczenia sie¢ matematyki. W obu ba-
daniach stwierdzono, ze wkrétce po badaniu wyniki matematyczne grupy ekspe-
rymentalnej byly lepsze niz grupy kontrolnej. Poza tym z badan prowadzonych
w Niemczech wynika, Ze jest to efekt dlugoterminowy. Wyniki pokazaly, ze grupa
kontrolna zapomniala po pét roku, czego nauczyla si¢ na zajeciach, podczas gdy
grupa eksperymentalna miata stabilng pamie¢ tego, czego si¢ nauczyla. Co wigcej,
spacer $ciezka matematyczng prowadzi do lepszych wynikéw w matematyce niz
zwykly wykiad bez wychodzenia na zewnatrz. Pozytywnie wptywa na pamiec¢ dlu-
goterminowsg i motywacj¢ wewnetrzng (Zender i in., 2020).

MATHCITYMAP W POLSKIE] SZKOLE - BADANIA

Metodologia

Badania prowadzone przez twoércéw projektu MathCityMap wykazaty pozy-
tywny wplyw zastosowania matematycznej gry miejskiej na efektywno$¢ naucza-
nia. Istnieje potrzeba weryfikacji, jak zastosowanie tej aplikacji zostanie odebrane
w polskiej szkole. W zwigzku z tym w marcu 2023 roku przeprowadzono ekspe-
ryment badawczy, ktory polegal na wykorzystaniu matematycznej gry miejskiej
z aplikacja MathCityMap w nauczaniu szkolnym. Celem badania jest poznanie
opinii polskich uczniéw na temat zastosowania aplikacji MathCityMap w naucza-
niu matematyki. Badanie ma zweryfikowa¢, czy polscy uczniowie pozytywnie
ocenig uzycie MathCityMap w ramach lekcji matematyki. Badanie zostalo prze-
prowadzone w jednej z lubelskich szkél ponadpodstawowych. Grupa badawcza
to 15 osob z pierwszej klasy liceum ogélnoksztalcacego realizujacych nauczanie
matematyki na poziomie podstawowym. Uczniowie wzieli udziat w matematycz-
nej grze miejskiej przygotowanej przez ich nauczyciela w aplikacji MathCityMap.
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Lekcja (na potrzeby badania nazywana w skrocie lekcja terenowa) dotyczyta po-
wtérzenia wiadomosci z funkgji trygonometrycznych.

Uczniowie w ramach przygotowania do lekcji zostali wezesniej zapoznani z ob-
stuga aplikacji MathCityMap i pobrali ja na swoje telefony. W trakcie gry miejskiej
uczniowie musieli posiada¢ wtasne telefony z dostepem do internetu, przy czym gra
odbywala sie w centrum miasta, gdzie mozna korzysta¢ z darmowego dostepu do
sieci. Lekcja odbyta sie na terenie Placu Litewskiego w Lublinie w stoneczny dzien.

Uczniowie po dotarciu z nauczycielem do miejsca rozgrywki otrzymali ta-
$my miernicze o dlugosci 1 metra oraz kod dostepu do $ciezki matematycznej
zawierajacej 16 zadan (w tym dwa zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci).
Uczniowie na wykonanie zadan mieli 90 minut. Pracowali w parach i jedna grupa
byta trzyosobowa. Badani nie musieli rozwigzywa¢ zadan zgodnie z ich numeracja
w aplikacji (mogli wybra¢ ich kolejnos¢), przy czym niektdre z zadan wymagaly
uzycia wynikéw uzyskanych w poprzednio rozwigzanych zadaniach.

Zadania wymagatly dokonania pewnych pomiaréw oraz wykorzystania funk-
cji trygonometrycznych. Uczniowie, aby rozwigza¢ dane zadanie musieli odnalez¢
miejsce wskazane na mapie i tam dokona¢ pomiaréw. Pomocna dla uczniéw mo-
gla by¢ znajomo$¢ tego miejsca, gdyz mogli oni rozpoznac na zdjeciu w aplikacji
charakterystyczne budynki i szybko przejs¢ do wskazanego punktu. Przyktady za-
dan zaprezentowano na rysunkach 3-7.

Aplikacja automatycznie sprawdzata poprawnos¢ odpowiedzi i udzielata informa-
cji zwrotnej, przy czym (ze wzgledu na mozliwe bledy pomiaru) za poprawne odpo-
wiedzi uznawano wyniki znajdujace si¢ w zielonych przedziatach, za$ wyniki zawarte
w z0ltych przedzialach uznawano za bliskie poprawnemu rozwigzaniu i za nie mozna
bylo uzyskac czes¢ punktéw. Uczniowie mieli dostep do tablic trygonometrycznych.

Warto nadmieni¢, ze ukazane tu zadania dotycza powtérzenia wiadomosci
o funkcjach trygonometrycznych. Tym samych ukazane zadania maja charakter
pararealistyczny — ich tres¢ jest sztuczniejsza niz zadania na modelowanie mate-
matyczne napotykane w codziennym zyciu. Niemniej jednak zadania pozwalaly
na budowanie modelu matematycznego rozwazanej sytuacji.

Przeprowadzenie tej gry miejskiej byto uwarunkowane dobra (stoneczng) po-
goda, gdyz w kilku zadaniach uczniowie musieli zmierzy¢ dtugos¢ cienia rzucanego
przez dane obiekty. Co wigcej, w trakcie przygotowan danej trasy, nauczyciel doko-
nujac wezesniejszych pomiaréw, wykonywal je o tej samej porze, o ktorej zostala
pdzniej przeprowadzona lekcja, aby diugos¢ padajacego cienia nie zmienita sie.

Ustalenie dnia, w ktérym zostala przeprowadzona lekcja, bylo poprzedzone
sprawdzeniem prognoz pogody. Dodatkowo w trakcie lekcji terenowej nauczyciel
mial zapisane, jakie dtugosci cienia powinny rzuca¢ wybrane obiekty i w razie na-
glej zmiany pogody mogtby podac¢ uczniéw niezbedne informacje — w trakcie ba-
dania nie bylo takiej sytuacji.
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1. Task: Zadanie 1

Definition of task

Oblicz kat padania promieni stonecznych, wiedzac,
ze odlegtos¢ od ziemi do gtowy orta widniejgcego
na budynku poczty jest réwna 18,6 m.

Answer

48 51 56 58

Rysunek 3. Przyktad zadania z matematycznej gry miejskiej w Lublinie (zadanie 1)

4. Task: Zadanie 4

Definition of task

Spéjrz na rysunek dotaczony do zadania, jest na
nim narysowany trojkat prostokatny, ktérego
podana jest dlugosc przeciwprostokatnej. Zmierz
odpowiedne diugosci, a nastepnie oblicz i podaj
miare kata alpha.

Answer

25 26 33 35

Rysunek 4. Przyklad zadania z matematycznej gry miejskiej w Lublinie (zadanie 4)
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7. Task: Zadanie 7

Definition of task

Odnajdz? tréjkat prostokgtny oznaczony biatym X
Wyznacz miary jego katéw ostrych.

Answer

alpha:
beta:

Rysunek 5. Przyklad zadania z matematycznej gry miejskiej w Lublinie (zadanie 7)

15. Task: Zadanie 16

~ | Definition of task

Oblicz jaka musi mie¢ wysoko$¢ panel z obrazem,
jezeli dtugos¢ cienia by zostata taka sama, a kat
padania promieni stonecznych bytby réwny 30
stopni

Wynik podaj w cm, zaokraglajac do catosci

Answer

85 90 100 105

Rysunek 6. Przyktad zadania z matematycznej gry miejskiej w Lublinie (zadanie 16)
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12. Task: Zadanie 12*

Definition of task

J6zef Pitsudzki na pomniku spoglada na czubek orta
ustawionego na budynku Poczty Polskiej. Wiedzac,
2e oczy Jozefa Pitsudzkiego s3 na wysokosci 7.3m,
oblicz pod jakim katem Jdzef Pitsudzki patrzy na
czubek orta.

Answer

9 10 13 14

Rysunek 7. Przyklad zadania o podwyzszonym poziomie trudnosci (zadanie 12)

Po przeprowadzonej lekcji uczniowie wypetnili anonimowa ankiete (bedaca
narzedziem badawczym) dotyczacg ich opinii na temat lekcji terenowe;j.

Ankieta zawiera 8 pytan (zdan), w ktorych uczniowie oceniali (w skali od 1 do
5), na ile zgadzaja sie z danym stwierdzeniem, uzywajac nastepujacej skali:

1 - zdecydowanie si¢ nie zgadzam,

2 - raczej si¢ nie zgadzam,

3 - nie mam zdania,

4 - raczej sie zgadzam,

5 - zdecydowanie sie zgadzam.

Tre$¢ pytan zostala przedstawiona wraz z odpowiedziami uczniéw w nastep-
nym paragrafie.

Opinie uczniow na temat lekcji przeprowadzone;j
w formie matematycznej gry miejskiej - wyniki badan

Uczniowie pierwszej klasy liceum, ktérzy brali udziat w lekcji terenowej, ano-
nimowo udzielili odpowiedzi na pytania zawarte w ankiecie. Ich odpowiedzi zgod-
nie z okreslong skala znajdujg si¢ w ponizszej tabeli.
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Tabela 1. Lista opiniowanych stwierdzen wraz z odpowiedziami uczniéw

1 - Zde- 2 -Raczej | 3-Nie |4 - Raczej 5 - Zde-
. . cydowa- . . cydowa-
Stwierdzenie AR sie nie mam sie zga- o
nie si¢ nie . nie sie
zgadzam zdania dzam
zgadzam zgadzam
1. Lekcje z uzyciem aplikacji
matematycznych wplywaja na ] 5 5 3 ]
lepsze zapamigtywanie mate-
riatu
2. Lekc.].e tere.nowe s3 mniej nuzg- 0 ) ) 1 10
ce niz lekcje w sali
3. Lekcje terenowe powinny na
state wej$¢ do programu na- 0 0 2 4 9

uczania

4. Lekcja terenowa pomogta Ci
w utrwaleniu wiadomosci 2 1 5 6 0
z funkgji trygonometrycznych

5. Lekcje matematyki z uzyciem
MathCityMap sa lepsze od 0 5 2 4 4
lekcji w sali

6. Zastosowanie matematyki na
realnych przyktadach sprawilo,
ze lepiej rozumiesz funkcje
trygonometryczne

7. Lekcje terenowe z uzyciem apli-
kacji dydaktycznych powinny 0 0 1 5 9
odbywac si¢ czgsciej

8. Chcialabym/Chciatbym samo-
dzielnie stworzy¢ wlasna trase
(lub wlasne zadania) w aplika-
¢ji MathCityMap

Odpowiedzi uczniéw odnosily si¢ do ich pierwszego doswiadczenia lekcji w for-
mie matematycznej gry miejskiej przeprowadzonej z aplikacja MathCityMap. Ana-
liza ich odpowiedzi zostata umieszczona wraz z dyskusja w nastepnym paragrafie.

DYSKUSJA I PODSUMOWANIE

Mlodziez uczestniczaca w lekcji terenowej wyrazila swoje opinie na temat
tego doswiadczenia w anonimowej ankiecie. Ich odpowiedzi nie s3 jednoznaczne
w kazdym pytaniu, ale wyraznie wskazujg pewne aspekty.



Nauka matematyki podczas gry miejskiej z aplikacja MathCityMap 203

Badani majg rézne zdania na temat tego, czy lekcje z uzyciem aplikacji mate-
matycznych wplywaja na lepsze zapamigtywanie materialu - s3 oni dos¢ sceptycz-
ni w tym wzgledzie. Tylko dwie osoby udzielily zdecydowanych, aczkolwiek roz-
bieznych odpowiedzi (,zdecydowanie si¢ zgadzam”, ,,zdecydowanie nie zgadzam
si¢”). Odpowiedzi pozostalych ankietowanych (5 oséb ,raczej nie zgadzam si¢,
5 0s6b ,,nie mam zdania”, 3 osoby ,,raczej si¢ zgadzam”) wskazujg rozbiezno$¢ opi-
nii na ten temat. Moze to wynika¢ z faktu, Ze nie mieli oni mozliwos$ci zweryfiko-
wac swoich opinii po dluzszym czasie (co warto zrobi¢ w dalszych badaniach). Na
podstawie ankiety mozna stwierdzi¢, ze uczniowie mieli réznorodne odczucia co
do wplywu stosowania aplikacji na jako$¢ zapamietywania materialu. Natomiast
badania prowadzone miedzy innymi przez Ludwiga i Zendera wskazywaly na lep-
sze przechowywanie nauczanego materialu w pamieci dtugotrwatej po zastosowa-
niu do nauczania aplikacji MathCityMap (Zender i in., 2020).

Jednakze uczniowie zdecydowanie potwierdzili (10 oséb ,,zdecydowanie sie
zgadza” i 1 osoba ,,raczej si¢ zgadza”), ze lekcje terenowe s3 mniej nuzace niz lekcje
w sali. Rdwniez pozytywnie badani odpowiedzieli w kwestii tego, czy lekcje tere-
nowe powinny na stale wejs¢ do programu nauczania (9 os6b ,,zdecydowanie tak’,
4 osoby ,raczej tak” i tylko 2 nie mialy zdania). Oznacza to, Ze nauka w formie
matematycznej gry miejskiej jest dla uczniéw ciekawa propozycja, w ktorej chcie-
liby uczestniczy¢. Odpowiedzi na te pytania sa zgodne z wynikami badan, ktore
wskazujag motywujacy wplyw MathCityMap na nauke matematyki (Zender i in.,
2020). Tym samym $ciezka matematyczna moze zosta¢ potraktowana jako dobra
motywacja do nauki.

Odpowiedzi na dwa nastepne pytania uktadaly sie niejednoznacznie. Na py-
tanie, czy lekcja terenowa pomogla ci w utrwaleniu wiadomosci z funkcji trygo-
nometrycznych, 5 0séb bylo neutralnych (,nie mam zdania”), 6 oséb odpowie-
dzialo “raczej tak”, 1 osoba wskazala “raczej nie” i 2 osoby ,zdecydowanie nie”.
Lekcje matematyki z uzyciem MathCityMap sa lepsze od lekcji w sali dla 8 oséb
(4 - ,zdecydowanie tak’, 4 — ,raczej tak”), zas 5 osOb raczej nie zgadza si¢ z tym
stwierdzeniem, natomiast 2 osoby pozostaly neutralne. Niestety w ankiecie nie
bylo miejsca na uzasadnienie swych odpowiedzi, dlatego tez trudno stwierdzi¢,
z czego wynika taka rozbieznos¢ odpowiedzi w powyzszych pytaniach. By¢ moze
respondenci udzielajac swych odpowiedzi, zwrdcili swa uwage na rézne aspekty.
Na podstawie ankiety widzimy jedynie, ze w tych dwdch stwierdzeniach opinie ba-
danych byly rézne. Natomiast poréwnujac odpowiedzi badanych na drugie i piate
stwierdzenie, mozemy zauwazy¢, ze w opinii uczniéw lekcje terenowe s3 zdecydo-
wanie mniej nudne (co motywuje do nauki) oraz polowa uczniéw twierdzi, ze sa
one lepsze od lekcji w sali. Ogdlna ocena lekeji (,,lepsze”) nie jest juz tak zdecydo-
wana jak ocena atrakcyjnosci, niestety nie wiadomo, jakie aspekty oceny jakosci
lekeji uczniowie brali pod uwage. Jest to obszar do dalszych badan.
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Wiekszos¢ uczniéw potwierdzila, ze zastosowanie matematyki na realnych
przyktadach sprawilo, ze lepiej zrozumieli funkcje trygonometryczne (4 osoby zde-
cydowanie si¢ z tym zgadza oraz 7 os6b raczej si¢ z tym zgadza). 3 osoby nie miaty
zdania na ten temat i 1 osoba raczej si¢ z tym nie zgadza. Rozwiazywanie zadan
dotyczacych rzeczywistych sytuacji problemowych wymagajacych modelowania
matematycznego zmusilo uczniéw do zastosowania funkcji trygonometrycznych
w tworzonych modelach matematycznych rozwazanego problemu, przez co zostali
zmobilizowani do analizy tego narzedzia matematycznego. Taka sytuacja w opinii
ucznidw pozytywnie wplynela na ich zrozumienie funkeji trygonometrycznych.
Opinie opieraly si¢ na subiektywnych odczuciach badanych dotyczacych ,,lepsze-
go zrozumienia funkcji trygonometrycznych”

Pytania drugie, czwarte oraz szdste dotyczyty opinii uczniéw na temat wplywu
aplikacji MathCityMap na efektywno$¢ nauczania. Ankieta dotyczyta subiektyw-
nych odczu¢ ankietowanych, za$ oni sami mieli trudno$¢ w ocenie tego wptywu,
stad wiele odpowiedzi ,,nie mam zdania”. Roznie uczniowie okreslali zaleznos¢ mie-
dzy lekcja terenowq a ,,lepszym zapamietaniem materiatu” czy ,,pomoca w utrwa-
leniu wiadomosci”. Natomiast 11 oséb stwierdzilo, Ze zastosowanie matematyki
na realnych przyktadach przyczynilo si¢ do lepszego zrozumienia trygonometrii,
i w tym obszarze badani dostrzegli pozytywny wplyw na nauke matematyki.

Kolejne (sidédme) pytanie potwierdza pozytywny odbidr przez mlodziez mate-
matycznej gry miejskiej —14 oséb podato, ze lekcje terenowe z uzyciem aplikacji dy-
daktycznych powinny odbywac si¢ czesciej (9 badanych zdecydowanie si¢ z tym zga-
dza oraz 5 oso6b raczej si¢ z tym zgadza). 1 osoba nie miata zdania w tej kwestii. Glosy
w tym pytaniu niemal pokrywaja si¢ z odpowiedziami na trzecie pytanie, w ktérym
uczniowie stwierdzili, ze lekcje terenowe powinny wejs¢ do programu nauczania.
Pytania te s3 dos¢ podobne, jednak kladg inny akcent na podejscie do gry miejskie;.
W stwierdzeniu siddmym mlodzi pytani sg o to, czy lekcja terenowa byta na tyle
atrakcyjna, ze chcieliby, aby takie lekcje odbywaly sie czesciej, zas w stwierdzeniu
trzecim pytamy o to, czy zdaniem badanych nauczanie za pomocg matematycznej
gry miejskiej stanowi na tyle istotng zmiane, ze uwazaja, iz lekcja terenowa powinna
zosta¢ narzucona jako obowigzkowy element nauczania. Uczniowie opowiedzieli sie
za wprowadzeniem lekgji terenowych w obu przypadkach.

Liceali$ci bioracy udzial w eksperymencie zostali zapoznani z dziataniem apli-
kacji MathCityMap, w szczegolnosci dowiedzieli si¢, w jaki sposéb mozna tworzy¢
w niej zadania oraz cale $ciezki matematyczne. Tworzenie zadan na modelowanie
matematyczne wymaga wiecej aktywnosci matematycznych niz samo ich rozwia-
zywanie. Badani zapytani o to, czy chcieliby samodzielnie stworzy¢ wlasna trase
w aplikacji (lub wilasne zadania) udzielali réznych odpowiedzi: 6 oséb zdecydo-
wanie nie oraz 2 osoby raczej nie chcialyby tego robi¢; 2 osoby nie majg zdania;
3 osoby raczej chcialyby si¢ tym zaja¢ i 2 osoby s3 zdecydowanie chetne. Jednak
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wiecej ucznidw nie chciato tworzy¢ wlasnych zadan niz bylo ich chetnych. To pyta-
nie mialo na celu sprawdzenie, czy uczniowie s zainteresowani podejmowaniem
dodatkowych aktywnosci.

Warto nadmieni¢, ze przeprowadzona lekcja w formie matematycznej gry
miejskiej z aplikacjg mobilng byla pierwszym tego typu doswiadczeniem uczniéw
oraz nauczyciela. Nauczyciel zapoznat si¢ z aplikacja i stworzyl $ciezke matema-
tyczng na potrzeby opisanego tu badania. Okazalo sig, ze odbior tej lekcji byt na
tyle pozytywny, ze inny nauczyciel z tej samej szkoly poprosit o dostep do trasy
i zabral swoje klasy na lekcje terenowa dotyczaca funkcji trygonometrycznych.
Uczniowie byli zadowoleni z udziatu w tej lekcji.

Podsumowujac, gra miejska moze by¢ wykorzystywana do nauczania mate-
matyki w szkole ponadpodstawowej. W opinii uczniéw zastosowanie gry miejskiej
powoduje, ze lekcje sg ciekawsze. Badani deklarowali che¢ uczestnictwa w kolej-
nych lekcjach w takiej formie oraz docenili ukazanie tre§ci matematycznych w za-
daniach dotyczacych sytuacji problemowych z rzeczywistosci. Uczniowie chcieli-
by, aby lekcje w formie matematycznej gry miejskiej weszly na state do nauczania
matematyki. Zastosowanie aplikacji mobilnej jest dodatkowym czynnikiem mo-
bilizujacym wspolczesna mlodziez, gdyz zwigksza ono atrakcyjnos¢ lekcji. Na-
tomiast badani mieli réznorodne opinie na temat efektywnosci nauczania mate-
matyki w formie gry miejskiej. Omodwione badanie nie wskazywalo przyczyn tej
rozbieznosci. Jest to obszar do dalszych badan.

Matematyczna gra miejska jest niecodzienng forma nauki. Czedciej stosowa-
na jest jako rodzaj konkursu lub ciekawostki popularyzujacej matematyke, jednak
mozna wykorzystac ja od czasu do czasu jako nietypowa lekcje pozwalajaca glebiej
zrozumie¢ tre$ci matematyczne poprzez ukazanie ich w realnych sytuacjach pro-
blemowych. Gra miejska obliguje uczestnikéw rozgrywki do dzialania, za$ zadania
wymagajace stworzenia modelu matematycznego wymuszaja wiele matematycznych
aktywnosci. Dla nauczyciela istotna zaletg aplikacji MathCityMap jest mozliwos¢ §le-
dzenia w czasie rzeczywistym postepow kazdego z uczniow oraz mozliwos¢ przeka-
zywania automatycznej informacji zwrotnej. Zastosowanie aplikacji MathCityMap
do nauczania matematyki moze stwarza¢ dla uczniéw pozory zabawy, natomiast na-
uczyciel moze dzieki niej naucza¢ matematyki w atrakcyjny, nietypowy sposéb.
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