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Streszczenie

W rozprawie rozwazamy podzielne szeregowanie zadan z pozycyjno-zaleznymi
czasami wykonywania na dwoch réwnolegltych identycznych maszynach z diu-
goscia uszeregowania jako kryterium optymalnosci. Przedstawiamy przeglad li-
teratury na temat modeli podzielnosci zadan. Proponujemy nowy model po-
dzielnosci, w ktérym tylko jedno pozycyjno-zalezne zadanie moze byé przery-
wane. Przedstawiamy kilka wtasnoéci badanego problemu. Prezentujemy dwa
algorytmy doktadne i dwa algorytmy heurystyczne rozwiazujace badany pro-
blem. Omawiamy wyniki eksperymentéw numerycznych, przeprowadzonych w
celu poréwnania zaproponowanych algorytmow.



Abstract

In the thesis, we consider preemptive scheduling of jobs with position-dependent
processing times on two parallel identical machines with the maximum comple-
tion time criterion. We present a review of the literature of the main models of
job preemption. We propose a new model of position-dependent job preemption
in which jobs may be preempted but only restricted preemption of a single job
is allowed. We present several properties of this problem. We present two exact
algorithms and two heuristic algorithm for its solution. We discuss the results
of numerical experiments conducted to compare the proposed algorithms.
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Rozdzial 1

Wstep

W tym rozdziale przedstawiamy tematyke rozprawy, jej cel i motywacje do ba-
dan, uktad pracy oraz stosowane konwencje.

1.1 Tematyka rozprawy

Niniejsza rozprawa dotyczy pewnych problemdw teorii szeregowania zadan. Teo-
ria ta jest dzialem informatyki teoretycznej, zajmujacym sie modelowaniem,
analiza oraz rozwiazywaniem probleméw nastepujacego typu. Mamy dany pe-
wien zbiér zadan, zbiér pewnych zasobdéw oraz zbiér maszyn, na ktorych te
zadania moga by¢ wykonane z uzyciem wyzej wymienionych zasobéw. Wykorzy-
stujac wlasnosci zadan i zasobéw oraz uwzgledniajac nalozone na nie ogranicze-
nia nalezy skonstruowaé algorytm znajdujacy taki przydzial tych zadan do ma-
szyn, ktéry minimalizuje zadane kryterium optymalnosci (Conway i inni (1967);
Coffman jr (1980); Leung (2004); Pinedo (2016)).

Ze wzgledu na to iz pojecia zadanie, zasob oraz maszyna sa rozumiane bardzo
szeroko teoria szeregowania zadan ma liczne zastosowania praktyczne (Morton
i Pentico (1993); Zweben i Fox (1994); Pinedo (2016)).

Problemy szeregowania zadan rozwaza si¢ zaréwno w srodowisku jednoma-
szynowym, jak i wielomaszynowym. Istnieje kilka rodzajéw S$rodowisk wielo-
maszynowych (Blazewicz i inni (1996); Grabowski i inni (2003); Kubiak i inni
(2002)), jednym z nich jest srodowisko maszyn réwnoleglych. W tym przypadku
dowolne zadanie mozna wykonaé¢ na dowolnej z maszyn, ktére moga pracowaé
réwnolegle. Jesli pracuja one z taka sama szybko$cig to mamy do czynienia z ma-
szynami identycznymi, w przeciwnym przypadku - z maszynami jednorodnymi
lub dowolnymi.

W teorii szeregowania zadan przyjmuje sie zwykle, ze czasy wykonywa-
nia zadan sg stale - najczesciej sa one liczbami calkowitymi nieujemnymi. W
ostatnich kilkunastu latach rozwaza si¢ w teorii szeregowania zadan problemy
ze zmiennymi czasami, zaleznymi od czasu rozpoczecia wykonywania zadania
(Gawiejnowicz (2008)), iloéci przydzielonego zasobu (Blazewicz i inni (1996))
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badZ numeru pozycji zadania w uszeregowaniu (Gawiejnowicz (1996); Agne-
tis i inni (2014); Azzouz i inni (2018). Te ostatnie nazywane sa w literaturze
pozycyjno-zaleznymi czasami wykonywania zadari (ang. position-dependent job
processing times).

Wiekszoé¢ probleméw rozwazanych w teorii szeregowania zadan dotyczy sze-
regowania niepodzielnego, w ktérym raz rozpoczete zadanie musi by¢ wykonywa-
ne bez przerw do momentu jego zakonczenia. Odrebna grupe probleméw szere-
gowania zadan stanowig problemy szeregowania podzielnego, w ktérym dowolne
zadanie moze zosta¢ przerwane w trakcie wykonywania, a nastepnie kontynu-
owane na tej samej badz innej maszynie.

W teorii szeregowania zadan znanych jest wiele kryteriow optymalnosci, kté-
re sa funkcjami czaséw zakonczenia zadan. NajczeSciej spotykanym kryterium
jest kryterium minimalizacji dlugosci uszeregowania, Chax. Kryterium to jest
definiowane nastepujaco:

Crax = max{C};}, (1.1)

gdzie Cj oznacza czas zakoficzenia j-tego zadania, a j przebiega zbiér indekséw
zadan.

W rozprawie sa rozwazane problemy podzielnego szeregowania zadan z pozy-
cyjno-zaleznymi czasami wykonywania na dwu réwnolegltych identycznych ma-
szynach oraz z kryterium optymalnosci Cypayx.

1.2 Cel i motywacja

Ogdélnym celem rozprawy jest zdefiniowanie modelu podzielnosci dla zadan po-
zycyjno-zaleznych i zbadanie jego wlasnoéci. Cele szczegdlowe to zbadanie pod-
stawowych wlasnosci uszeregowan podzielnych dla proponowanego modelu po-
dzielnosSci oraz skonstruowanie dla niego algorytméw znajdujacych optymalne
oraz przyblizone uszeregowania dla badanego problemu.

Motywacja do podjecia tematyki rozprawy jest zaréwno praktyczna, jak i
teoretyczna.

Po pierwsze, problemy szeregowania zadan ze zmiennymi czasami lepiej od-
powiadaja potrzebom praktyki niz problemy z czasami statymi. Przyktadowo,
lekarz przyjmujacy w gabinecie pacjentéw, z kazdym kolejnym pacjentem prze-
prowadza badania wolniej ze wzgledu na zmeczenie. Stad czas badania pacjenta,
ktory mozemy utozsamié z czasem wykonywania pewnego zadania, jest zmienny
i sie wydluza. Z drugiej strony pracownik wykonujacy pewne detale wraz z upty-
wem czasu nabiera wprawy i wykonuje swoja prace szybciej. W tym przypadku
czas wykonywania poszczegdlnych detali takze jest zmienny, lecz sie skraca. Ze
wzgledéw praktycznych (na przyklad ze wzgledu na regulaminowe przerwy w
pracy) pozadane jest rozszerzenie modeli wyzej wymienionych przypadkéw o
mozliwo$¢ przerwania wykonywanego zadania. To stanowi praktyczna motywa-
cje do badan.

Po drugie, modele szeregowania zadan ze zmiennymi czasami, ze wzgledu na
zastosowania, powinny dopuszczaé pewien rodzaj podzielnoéci, poniewaz ma ona
zwykle korzystny wplyw na dlugosé uszeregowania. W literaturze brak jednak
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definicji podzielno$ci zadan ze zmiennymi czasami wykonywania zaleznymi od
numeréw pozycji zadan w uszeregowaniu. Stanowi to teoretyczna motywacje do
badan.

1.3 Uklad rozprawy

Rozprawa sktada sie¢ z o$miu rozdzialéw o nastepujacej zawartosci.

Rozdzial 1 zawiera wstep do rozprawy, omdwienie jej tematyki, opis celéw
rozprawy oraz jej uktadu. Rozdzial 2 zawiera podstawowe definicje teorii algoryt-
moéw i teorii szeregowania zadan oraz oznaczenia uzyte w rozprawie. Rozdzial 3
zawiera opis gléwnych modeli podzielnosci zadan ze stalymi czasami wykony-
wania i przeglad literatury zwiazanej z tymi modelami. Rozdzial 4 zawiera opis
nowego modelu podzielnosci zadan pozycyjno-zaleznych. Rozdzial 5 zawiera for-
malne sformulowanie badanego problemu, sformulowania wlasnosci oraz ich do-
wody oraz kilka uwag dotyczacych zlozonosci badanego problemu. Rozdzial 6
zawiera opis dwoch algorytmoéw doktadnych, algorytmu wyliczeniowego i algo-
rytmu podziatlu i ograniczen, oraz wyniki eksperymentéw obliczeniowych dla
tych algorytméw. Rozdzial 7 zawiera opis dwbch algorytméw heurystycznych
oraz wyniki eksperymentéw obliczeniowych dla tych algorytmoéw. Rozdzial 8
zawiera podsumowanie uzyskanych wynikéw oraz wskazuje potencjalne dalsze
kierunki badan.

Konwencje przyjete w rozprawie W rozprawie stosowane beda nastepu-
jace konwencje: Pierwsze uzycie wprowadzonego pojecia bedzie oznaczone kur-
sywqg. W kazdym rozdziale beda oddzielnie numerowane: definicje, twierdzenia,
wlasnosci, przyklady, uwagi, algorytmy, rysunki, réwnania i tabele. Na przyktad
Twierdzenie 3.5 oznacza piate twierdzenie w rozdziale trzecim. Dowody, beda
rozpoczynaly sie stowem Dowdd i konczyly znakiem .

Podziekowania Skladam serdeczne podzigkowania mojemu promotorowi
prof. UAM dr hab. Stanistawowi Gawiejnowiczowi, za wskazanie tematyki roz-
prawy, pomoc przy redagowaniu artykutéw oraz czas po$wiecony w trakcie pi-
sania rozprawy.

Sktadam tez podziekowania dr Cezaremu Suwalskiemu za pomoc przy algo-
rytmie podziatu i ograniczen.

Dzigkuje dr Joannie Berlinskiej, i mgr Barttomiejowi Przybylskiemu za uwagi
na temat badanego problemu, dzieki ktérym ustrzeglem sie bledow i zaoszcze-
dzitem wiele cennych godzin podczas implementacji algorytmoéw.

Na koniec dzigkuje mojej zonie Agnieszce za wspieranie mnie podczas catych
studiéw doktoranckich.
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Preliminaria

W tym rozdziale omowimy uzyte w rozprawie definicje i oznaczenia, dotyczace
teorii algorytmdw i teorii szeregowania zadan, oraz przedstawimy wprowadzonag,
notacje. Rozdzial 2 sktada sie z trzech podrozdzialow. W podrozdziale 2.1 przed-
stawimy definicje i oznaczenia teorii algorytméw. W podrozdziale 2.2 przedsta-
wimy definicje i oznaczenia teorii szeregowania zadan. Na koniec, w podrozdzia-
le 2.3 przedstawimy oznaczenia wprowadzone w tej rozprawie

2.1 Teoria algorytmow

Problemem algorytmicznym (w skrécie: problemem) nazywamy zbidr parame-
tréw oraz zdanie okreslajace wlasnosci jakie powinno spetniaé rozwigzanie te-
go problemu. Jednym z rodzajéw problemow sa problemy optymalizacyjne. Sa
to takie problemy dla ktérych szukamy rozwiazania optymalizujacego wartosci
funkcji kryterialne;.

Jezeli nadamy parametrom problemu pewne wartosci liczbowe, to mamy do
czynienia z instancjg tego problemu. Rozmiarem instancji nazywamy diugosé
tancucha kodujacego te instancje w pewnym schemacie kodowania, przy czym
schemat ten nie moze powodowaé wykladniczego wzrostu rozmiaru instancji.

Algorytm rozwiazujacy pewien problem jest to pewna sekwencja krokow,
ktora dla kazdej instancji danego problemu zwraca pewne rozwiazanie w skon-
czonej liczbie krokéw. Dla danego problemu moze istnie¢ wiele algorytméw.
Mozemy algorytmy te podzieli¢, ze wzgledu na jako$¢ rozwiagzania:

o Algorytmem dokladnym nazywamy algorytm, ktory dla kazdej instancji
problemu generuje rozwigzanie optymalne (funkcja kryterialna osiaga eks-
tremum globalne);

o Algorytmem heurystycznym nazywamy algorytm, ktéry dla pewnych in-
stancji algorytm moze generowaé rozwiazanie nieoptymalne i nie jest znana
dla niego ocena najgorszego przypadku;
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o Algorytmem aproksymacyjnym nazywamy algorytm, ktéry dla pewnych
instancji algorytm moze generowaé rozwiazanie nieoptymalne, ale znana
jest dla niego ocena najgorszego przypadku.

Algorytmy rozwiazujace dany problem mozemy tez podzieli¢ ze wzgledu na licz-
be wykonanych operacji. Rzad wielkosci liczby tych operacji jest opisany za
pomoca notacji asymptotycznej Jednym z symboli tej notacji jest symbol O,
ktérego definicje mozemy znalezé w (Cormen i inni (2017)).

Algorytmy rozwiazujace dany problem dzielimy na wielomianowe i wyktad-
nicze:

o Algorytmy wielomianowe to algorytmy w ktorych liczba operacji domi-
nujacych jest réwna O(p(k)), gdzie p jest pewnym wielomianem, a k jest
rozmiarem instancji;

o Algorytmy wykladnicze to algorytmy, ktére nie sg wielomianowe

Istnieja problemy, ktére sa nazywane problemami trudnymi obliczeniowo ($ci-
gle: NP-trudnymi), dla ktérych nie sa znane wielomianowe algorytmy oraz dla
ktorych udowodniono, iz takie algorytmy dla nich nie istniejg o ile klasa P jest
rozna od klasy NP. Problem NP-trudny to taki problem, do ktérego mozna
przeksztalcié¢ (Scisle: zredukowad) w wielomianowym czasie dowolny problem z
klasy NP (por. Blazewicz (1988); Cormen i inni (2017))

2.2 Teoria szeregowania zadan

Zanim zdefiniujemy badany problem szeregowania zadan wprowadzimy naste-
pujaca notacje.

Zbiér maszyn oznaczymy M = {M;, My, ..., M,,}. W rozprawie rozpatru-
jemy problem dwumaszynowy, stad m = 2, ale w rozdziale 3 jest przyklad dla
problemu, gdzie m = 3.

Zbiér zadan oznaczamy J = {J1, Jo, ..., Jp}. Z kazdym zadaniem J; powia-
zany jest podstawowy czas wykonywania zadania oznaczany przez p;. W klasycz-
nej teorii szeregowania zadan podstawowe czasy wykonywania zadan sa opisane
za pomocy liczb. Dla czaséw pozycyjnie-zaleznych bedziemy uzywaé nastepu-
jacych terminéw. Aktualny czas wykonywania zadania J; uszeregowanego bez
podziatu na r-tej pozycji w uszeregowaniu jest réwny p;, = p; * r®, gdzie p; to
podstawowy czas wykonywania zadania J;, r to pozycja tego zadania w uszere-
gowaniu, a a < 0 jest indeksem uczenia sie.

Uszeregowanie (por. Gawiejnowicz (2008)) mozemy zdefiniowaé¢ w nastepu-
jacy sposéb.

Definicja 2.1. Uszeregowanie o nazywamy przyporzgdkowanie zadan do ma-
szyn w czasie, tak aby byly spelnione nastepujgce warunki:

1. w kazdej chwili czasu wykonuje sie co najwyzej jedno zadanie;

2. wszystkie zadania s¢ wykonane;
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3. jezeli istniejqg ograniczenia zwigzane z zadaniami, to sg one spelnione.

7 kazdym uszeregowaniem powigzany jest czas rozpoczecia i czas zakoncze-
nia kazdego zadania J; oznaczone odpowiednio S;j(o) i Cj(o) = S;(0) + p,r.
Jezeli bedziemy rozwazaé kilka uszeregowan to bedziemy je oznaczaé o, o’ i
o”. Jedli bedziemy rozpatrywaé jedno uszeregowanie, to czas rozpoczecia i czas
zakorniczenia zadania J; zapiszemy odpowiednio S; i C;, zamiast S;(o) 1 C;(0).

Zadaniem niepodzielnym nazwiemy zadanie, ktére po rozpoczeciu nie moze
zostaé przerwane az do zakonhczenia jego wykonywania. Zadanie podzielne to ta-
kie zadanie, ktére nie jest niepodzielne. Uszeregowaniem bez przestoju nazwiemy
takie uszeregowanie w ktorym do czasu zakonczenia wykonywania wszystkich
zadan, nie ma chwili, w ktérej ktéras z maszyn nie przetwarza zadania. Porzqd-
kiem SPT nazwiemy takie przyporzadkowanie zadan do maszyny, w ktérym za-
dania sa wykonywane w porzadku niemalejacym wzgledem podstawowego czasu
wykonywania zadania.

Kryterium optymalno$ci nazwiemy pewna funkcje od wektora czaséw zakon-
czenia zadan. W niniejszej rozprawie, jako kryterium optymalnoéci rozwazamy
dlugosé uszeregowania (patrz 1.1).

Uszeregowaniem dopuszczalnym nazwiemy uszeregowanie, ktore spelnia za-
dane warunki wynikajace ze specyfikacji problemu. Uszeregowaniem optymal-
nym, o*, nazwiemy takie uszeregowanie dopuszczalne, ktére minimalizuje przy-
jete kryterium optymalnosci. Problemem szeregowania zadan nazwiemy problem
w ktérym dla zbioru zadan i maszyn nalezy znalezé uszeregowanie optymalne.
Algorytmem szeregowania zadan nazwiemy algorytm, ktéry rozwiazuje problem
szeregowania zadan.

2.3 Notacja

W rozprawie bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenia. Symbolem .J¢ oznacza-
my sekwencje niepodzielnych zadan uszeregowanych na i-tej maszynie, i = 1, 2,
w porzadku SPT. Symbolem |K| oznaczamy liczbe elementéw w sekwencji K.
Symbolem Jj;)(K) oznaczamy j-te zadanie w sekwencji K. Symbolem L, (K) =
Zlfill Jij)(K)(j +¢q —1)* oznaczamy sume czaséw wykonywania wszystkich za-
dan z sekwencji K uszeregowanych na maszynie od ¢-tej pozycji. Pozostate
oznaczenia beda definiowane w miejscu ich pierwszego wystapienia.



Rozdziat 3

Gloéwne klasyczne modele
podzielnosci

W teorii szeregowania zadan znanych jest kilka réznych modeli podzielnosci za-
dan o statych czasach wykonywania. W tym rozdziale omowimy najwazniejsze z
nich. Rozdziat 3 sktada sie z czterech podrozdzialéw. W podrozdziale 3.1 przed-
stawimy model McNaughtona, ktéry jako pierwszy pojawit sie w literaturze. W
podrozdziale 3.2 przedstawimy kilka modeli z narzuconymi pewnymi ogranicze-
niami. W podrozdziale 3.3 przedstawimy model w ktérym przerwanie zadania
generuje pewien koszt. Na koniec w podrozdziale 3.4 przedstawimy jeszcze jeden
model, nie nalezacy do zadnej z poprzednio wymienionych grup modeli.

3.1 Klasyczny model podzielnosci

Pierwszy model podzielnoéci zadan, ktéry bedziemy nazywadé, klasycznym mo-
delem podzielnosci, zostal wprowadzony w pracy McNaughton (1959). W tym
modelu zadanie moze zostaé podzielone dowolna liczbe razy, przerwanie zadania
nie generuje zadnego kosztu, ale to samo zadanie nie moze by¢ wykonywane na
dwdch réznych maszynach w tym samym czasie. Model klasyczny jest powszech-
nie stosowany w wielu problemach podzielnego szeregowania ze stalymi czasami
wykonywania zadan, poczawszy od problemu szeregowania podzielnych zadan
o statych czasach na m > 2 réwnolegtych identycznych maszynach z kryterium
optymalnosci Chyax, ktéry mozna rozwiazaé¢ algorytmem McNaughtona (patrz
algorytm 3.1) w czasie O(n), nie przerywajac wiecej niz m — 1 zadan.

Pseudokod algorytmu McNaghtona mozna sformulowaé nastepujaco (patrz
algorytm 3.1).

Jednym z gléwnych wynikéw pracy McNaughton (1959) jest nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 3.1. Algorytm 3.1 rozwigzuje problem podzielnego szeregowania
n niezaleznych zadan podzielnych w sensie McNaughtona na wielu réwnoleglych
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Algorytm 3.1: Algorytm McNaughtona

1 Wyliczamy optymalng dlugos¢ uszeregowania
1
Chiax = max{maxl_, {p;}, = 327 p;}
2 Szeregujemy kolejno zadania na maszynie M. Jezeli czas wykonania
pewnego zadania na maszynie M; przekroczy C} .. to przerywamy to

max
zadanie w chwili C} ., 1 kontynuujemy na maszynie M;; od chwili 0.

identycznych maszynach w czasie O(n).

Dowéd powyzszego twierdzenia mozemy znalezé w (McNaughton (1959)).
Na koniec tego podrozdziatu przedstawimy dwa przyktady pokazujace dziatanie
algorytmu McNaughtona.

Przyktad 3.1. Zalézmy, ze mamy dane n = 6 zadan z podstawowymi czasami
wykonywania p1 = 1, po = 2, p3 =4, p4 = 4, ps = 21 pg = 2. Jedno z 720
optymalnych uszeregowan przedstawia rysunek 3.1.

| |
M| J1 Jo J3
l
Mo J3 Jy
\
Ms | Jy Js Jo
I I

0 1 2 3 4 5

Rysunek 3.1: Uszeregowanie optymalne bez przestoju wygenerowane przez al-
gorytm McNaughtona

W tym przypadku wszystkie maszyny koncza prace w tym samym czasie,
poniewaz C} .. jest rowne $redniemu obciazeniu maszyn.

Przyktad 3.2. Zalézmy, ze mamy dane n = 6 zadan z podstawowymi czasami
wykonywania py = 1, po = 2, p3 =7, p1 =4, ps = 21 pg = 2. Jedno z 720
optymalnych uszeregowan przedstawia rysunek 3.2.

W tym przypadku na ostatniej maszynie wystepuje przestdj, poniewaz C .
jest réwne maksimum po wszystkich czasach wykonywania zadan.

3.2 Modele ograniczonej podzielnosci

Nastepne dwa modele podzielnosci zadan zaproponowane w pracy (Ecker i Hir-
schberg (1993)), to ograniczona k podzielno$é (ang. k-restricted preemption) i
dokladnie ograniczona k podzielnosé (ang. exact-k-restricted preemption). W
przypadku ograniczonej k podzielnoéci zadanie moze zostaé podzielone dopiero
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| | | |
M1 J1 J2 J3
l [ [ ]
Mg J3 J4
l
Ms Js Je
[ [

0 1 2 3 4 ) 6 7

Rysunek 3.2: Uszeregowanie optymalne z przestojem wygenerowane przez algo-
rytm McNaughtona

po wykonaniu k jednostek czasu. W konsekwencji mozemy podzieli¢ zadanie
na kilka czesci, w ktorych podstawowe czasy wykonywania wszystkich czesci z
wyjatkiem ostatniego, nie sa mniejsze niz k jednostek czasu. W przypadku do-
kladnie ograniczonej k podzielnosci, wszystkie czesci podzielonego zadania, z
wyjatkiem ostatniej, sa dokladnie rowne k jednostek czasu.

Gléwnym wynikiem tej pracy byl dowodd, ze dla rownolegtych identycznych
maszyn dla m = 2 mozliwe jest skonstruowanie optymalnego k-podzielnego
uszeregowania w czasie liniowym, pod warunkiem, ze zadania sg niezalezne,
a k € N jest state. Dla dowolnego k problem jest NP-trudny dla obu modeli
podzielnosci.

Niektére najnowsze wyniki dotyczace modelu ograniczonej k podzielnoéci,
czytelnik moze znalezé w pracach (Baranski (2011); Pientkosz i Prus (2015)).

Inny model podzielnosci zadan, nazwanym ograniczong podzielnoscig (ang.
limited preemption), zostal wprowadzony w pracy (Coffman jr i Even (1997)). W
tym modelu przerwane zadanie nie moze zostaé przeniesione na inna maszyne.

Gléwnym wynikiem tej pracy byl dowdd, ze stosunek maksymalnego cza-
su zakonczenia uszeregowania bez podzialu i maksymalnego czasu zakonczenia

. . . ;e . . , 4
uszeregowania z ograniczona podzielnoscia jest ograniczony z gory przez 3.

W oparciu o powyzsze modele mozna konstruowa¢ nowe modele podziel-
noéci. Na przyklad, ustalajac K = 1 w modelu z ograniczona k podzielnoscia,
uzyskujemy model podzielnos$é w calkowitych momentach czasu (ang. integer
preemption) zaproponowany w pracy (Baptiste i inni (2012)).

Gléwnym wynikiem tej pracy bylo zastosowanie tego modelu do szeregowa-
nia zadan z ograniczeniami kolejnosciowymi w postaci lancucha, czasami go-
towosci i regularnym kryterium optymalnosci dla réownoleglych identycznych
maszyn. Pokazano, ze dla kazdego problemu z klasyczng podzielnosciag mozna
skonstruowaé uszeregowanie z podzielnoscia w catkowitych momentach czasu.

Niektérzy autorzy rozwazali problemy szeregowania z ograniczeniami liczby
podzielonych zadan do jednego (ang. single preemption). Na przyklad Soper i
Strusevich (2018a,b) rozwazali szeregowanie zadan na réwnoleglych, identycz-
nych i jednolitych maszynach z podzielnoscia co najwyzej jednego zadania i
maksymalnym czasem zakonczenia jako kryterium optymalnosci.
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Gléwnym wynikiem tej pracy byl dowdd, ze w przypadku dwdch réwno-
legltych identycznych i jednolitych maszyn, problem z podzielno$cia co najwy-
zej jednego zadania mozna rozwiazaé w czasie wielomianowym, podczas gdy
dla trzech réownoleglych identycznych maszyn problem jest trudny obliczenio-
wo (NP-trudny). Autorzy przeprowadzili réwniez parametryczna analize jakosci
uszeregowan z podzielnoscia co najwyzej jednego zadania.

Niektore najnowsze wyniki dotyczace modelu z ograniczeniami liczby po-
dzielnosci, czytelnik moze znalezé w pracy (Jiang i inni (2012)).

3.3 Kosztowe modele podzielnosci

W przedstawionych do tej pory modelach podzielnosci zadan czas przetwarzania
zadania przed podzialem jest réwny sumie czaséw przetwarzania czesci podzielo-
nego zadania. W artykule Julien i inni (1997) autorzy wprowadzaja dwa modele
podzielnoéci, w ktorych kazde przerwanie wydtuza czas przetwarzania zadania
poniewaz dzielone zadanie potrzebuje czasu na rozruch przed wznowieniem. W
pierwszym modelu nazywanym podzielno$é z rozruchem (ang. preemption setup
model), czas rozpoczecia kazdej czesci zadania jest op6Zniony o czas potrzeb-
ny na rozruch. W drugim modelu nazwanym podzielno$¢ z wznowieniem (ang.
preemption startup model), tylko wznawiane zadanie jest opdznione o czas po-
trzebny na rozruch.

Dla tych modeli, autorzy przedstawiaja optymalny algorytm dla problemu
jedno-maszynowego typu online oraz maksymalnego wazonego czasu przeplywu
i maksymalnego spéZnienia jako kryteriéw optymalnosci. Liu i Cheng (2002)
wprowadzili wariant modelu ”podzielno$¢ z wznowieniem”, nazywany podziel-
noscig z powtarzalnym wznowieniem (ang. preemtion-repeat), w ktérym kazde
zadanie jest zdefiniowane przez czas gotowosci, czas przetwarzania, czas dostar-
czenia i czas konfiguracji ktory jest potrzebny kiedykolwiek zadanie sie roz-
poczyna, czy to przy inicjalizacji czy po przerwaniu, pod warunkiem ze czas
rozruchu musi byé¢ catkowicie powtorzony.

Gléwnym wynikiem tej pracy byl dowdd, ze problem z minimalizacja maksy-
malnego czasu dostawy jest trudny obliczeniowo (silnie NP-trudny) nawet jesli
czas wznowienia jest jednostkowy dla kazdego zadania. Autorzy zaproponowa-
li schemat aproksymacyjny dla tego problemu, to znaczy rodzine algorytmdw
aproksymacyjnych o ztozonosci zaleznej od rozmiaru danych wejsciowych i wiel-
kosci bltedu.

3.4 Inne modele podzielnosci

Gléwnym wynikiem w pracy Xing i Zhang (2000) byl zaprezentowany wielomia-
nowy algorytm dla wielo-maszynowego probleméw ze specjalnym przypadkiem
klasycznej podzielnosci, nazwanej rozdzielna podzielnos$é (ang. splitting preemp-
tion), w ktérym czeéci podzielonego zadania moga by¢ wykonywane na kilku
maszynach jednoczesnie. Jiang i inni (2013) rozwazaja wariant tego modelu,
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w ktérym przed przetworzeniem zadania konieczna jest konfiguracja wykonana
przez serwer, a zarOwno praca, jak i konfiguracja zadania moga zostaé prze-
rwane. Niektére najnowsze wyniki dotyczace modelu rozdzielnej podzielnosci,
czytelnik moze znalez¢ w Liu i inni (2018).



Rozdziatl 4

Nowy model podzielnosci

Podzielne szeregowanie zadan z pozycyjno-zaleznym czasem wykonywania nie
bylo rozwazane wezesniej. W abstraktach Zurowski (2018a), Zurowski (2018b)
i Zurowski i Gawiejnowicz (2018), przedstawiono sformulowania wstepnych wy-
nikéw dla tego typu problemu.

W tym rozdziale, przedstawimy definicje podzielnosci zadan pozycyjno-za-
leznych i zilustrujemy ja odpowiednimi przykladami. Rozdzial 4 sklada sie z
trzech podrozdzialéw. W podrozdziale 4.1 przedstawimy na przykladzie wplyw
podzielnoéci zadan na uszeregowania z zadaniami pozycyjno-zaleznymi. W pod-
rozdziale 4.2 zaprezentujemy nowa definicje podzielnosci oraz pokazemy jej
dziatanie na przykladzie. Na koniec w podrozdziale 4.3 przedstawimy defini-
cje wspolezynnika podziatu zadania.

4.1 Konsekwencje podzielnosci

Zanim wprowadzimy definicje podzielnosci zadan pozycyjno-zaleznych, zilustru-
jemy wplyw tego rodzaju podzielnoéci na dlugo$é¢ uszeregowania nastepujacym
przyktadem.

Przykltad 4.1. Rozwazmy rézne uszeregowania dla n = 2 zadan z podstawo-
wym czasem wykonywania p; = ps = 6, przedstawione na rysunku 4.1. (Symbol
P na rysunku 4.1b—4.1c oznacza czas w ktérym przerywamy zadanie.)

Poniewaz czasy wykonywania zadan zaleznych od pozycji w uszeregowaniu
sa nierosngcymi funkcjami pozycji zadania w uszeregowaniu, suma czasu wy-
konywania obu czeéci podzielonego zadania moze nie byé¢ réwna czasowi wy-
konywania zadania bez podziatu (por. Zurowski (2018a)). Co wiecej, sekwencja
podzielnoéci tego samego zadania wielokrotnie skraca jego czas wykonywania, w
przeciwienstwie do szeregowania zadan ze stalymi czasami wykonywania, gdzie
suma czasu wykonywania obu cze$ci podzielonego zadania jest réwna czasowi
wykonywania zadania bez podzialu (por. McNaughton (1959)). Jest to przed-
stawione na rysunku 4.1d, gdzie symbol Pj oznacza czas, w ktérym zostalo
przerwane, a k = 1,2 to liczba przerwan.

14
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|
M, Jy

M, Jo

0 1 2 3 4 5 6

(a) Uszeregowanie bez podzielnosci

| |
My Ji J3
\

My [ T} I
I I

0 1 2 3 4 5 6

(b) Uszeregowanie z podzielnoscig w czasie P = 2

|

|
M, [T 77

My | J5 IJ{' 1 |

0 1 2 3 4 5 6

(¢) Uszeregowanie z podzielnoscia w czasie P = 1

M, [T [T T

My [T [T TF

0 1 2 3 4 5 6

(d) Uszeregowanie z podzielnoscia w czasie Py = 1
iPy=2

Rysunek 4.1: Podzielno$¢ zadan a dlugos¢ uszeregowania

Ten przyktad pokazuje, ze podzielne szeregowanie zadan pozycyjno-zaleznych
ma inny charakter niz szeregowanie zadan o stalych czasach wykonywania.

4.2 Nowa definicja podzielnosci

W zwiazku z przykladem 4.1 w pracy bedzie stosowany nastepujacy wariant
definicji podzielnosci zadan wprowadzonej w pracy (Zurowski (2018a)).

Definicja 4.1. Zadanie Ji, rozpoczynajgce sie w chwili Sy bedzie nazywane za-
daniem podzielonym jezeli spetnione sqg nastepujgce warunki:

1. zadanie Jy zostalo przerwane w chwili P 1 bylo kontynuowane na innej
maszynie w czasie T, gdzie Sy < P < Cy i T > P;

2. czedei podzielonego zadania Ji to, odpowiednio, Jj, i J!;
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3. zadanie Jj, rozpoczelo sie w czasie Sy, = T i zakoriczylo sie w czasie C,
natomiast zadanie J;| rozpoczelo sig¢ w chwili Sy = Sy, 1 zakoriczylo si¢ w
chwili C) = P;

4. zadan Jy, 1 J}! nie mozna wykonywaé w tym samym czasie i nie mogg one
byé przerywane;

5. podstawowy czas wykonywania zadani Jy, i J)! jest réwny pr = p) + pj.;

6. aktualne czasy wykonywania zadan Jj, © J}! sq zdefiniowane funkcjq podob-
nej postaci co aktualny czas wykonywania zadania Jy.

W calej rozprawie, tak jak w pracy Zurowski (2018a), stosujemy definicje 4.1
zakladajac, ze tylko pierwsze zadanie uszeregowane na maszynie My moze zostaé
podzielone, i wznowione jako ostatnie zadanie na maszynie Mj.

Uwaga 4.1. Dla ujednolicenia zapisu zadanie J), bedzie zawsze uszeregowane
na maszynie My, natomiast zadanie J;! bedzie zawsze uszeregowane na maszynie
M.

Uwaga 4.2. Jezeli bedziemy rozwazaé dwa uszeregowania o i o' w ktdérych to
samo zadanie jest podzielone w innym czasie, to podstawowe czasy wykonywania
zadan, bedziemy oznaczaé p) (o) i pi(o’) oraz pil(o) i pj(c’).

Nastepny przyklad dotyczy liczby dopuszczalnych uszeregowan w zaleznosci
od przyjetej definicji podzielnosci.

Przyktad 4.2. Mamy dane n = 5 zadan z podstawowymi czasami wykonywania
pr=1p2=2p3=2,p1=31ips=4.

Na rysunku 4.2 przedstawiamy dwa podzielne uszeregowania dla powyzszej
instancji. Kiedy zadania maja staly czas wykonywania (a = 0), optymalne usze-
regowanie mozemy uzyskaé¢ uzywajac algorytmu McNaughtona (McNaughton
(1959)). Jedno ze stu dwudziestu optymalnych uszeregowan dla tej instancji
przedstawia rysunek 4.2a.

|
M| Ji Jo Js My Jy | Ja | JE
l [ |
My | Js J3 Jy My JY | J3 | Jy
[ [ [
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3
(a) a=0 (b) a=-1

Rysunek 4.2: Klasyczna podzielno$¢ a podzielnos¢ pozycyjno-zalezna

Jednakze, jesli rzeczywisty czas wykonywania zadan jest pozycyjno-zalezny,
np. kiedy a = —1, to znalezienie podzielnego optymalnego uszeregowania staje
sie bardziej zlozonym problemem. Przykladowe uszeregowanie o dla tego przy-
padku jest przedstawione na rysunku 4.2b, gdzie Cpax (o) = 3 ale uszeregowanie
o nie jest optymalne.
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Gléwna przyczyna braku optymalnosci dla uszeregowania przedstawione-
go na rysunku 4.2b jest fakt, ze réwnos$¢ catkowitych obciazen obu maszyn w
uszeregowaniu nie gwarantuje, ze uszeregowanie jest optymalne, poniewaz moze
istnie¢ krotsze uszeregowanie z rownymi obciazeniami obu maszyn. Ta sytuacja
jest przedstawiona na rysunku 4.3. Rysunek 4.3a przedstawia uszeregowanie o’
7z Crax(0') = 4%. Zauwazmy, ze maszyny My i My kohcza przetwarzanie zadan
w tym samym czasie. To uszeregowanie jest dluzsze niz uszeregowanie o. Jed-
nak, istnieje krétsze uszeregowanie, o*, w ktérym zadania sg w innej kolejnosci
na maszynach M; i My (patrz rysunek 4.3b). Obie maszyny koficza przetwa-
rzanie zdan w tym samym czasie, ale uszeregowanie o* jest krétsze niz o, tj.
Crmax(0*) = 233 < Crax(0). Zwréémy uwage, ze o* jest jedynym optymalnym
uszeregowaniem dla tej instancji.

| |

M,y J3 Jo | Ju [-J5 M| Ji Iy |
l

M, T 7 Mo T T3 [T | T
I I I I

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3
(a) Uszeregowanie o’ (b) Optymalne uszeregowanie
o.*

Rysunek 4.3: Dwa rézne uszeregowania z jednym podzielonym zadaniem

Przyktad 4.2 pokazuje, ze rozwazany problem nie jest bezposrednim uogol-
nieniem problemu szeregowania podzielnych zadan o statych czasach na dwoéch
réwnoleglych identycznych maszynach z kryterium optymalnosci Chyax.

4.3 Wspobtczynnik podziatu zadania

Poniewaz podzial zadania Jj, generuje dwa nowe zadania Jj, i J; takie, ze pj, +
Py = pk, nalezy zdefiniowaé wartosci p), 1 pj. Aby to zrobi¢ musimy wiedzie¢ ile
jednostek zadania Jj. zostalo wykonane w czasie wykonywania zadan Jj i Ji/.
Dlatego wprowadzimy pojecie wspdiczynnik podziatu zadania Jy, (por. Zurowski
(2018a)).

Definicja 4.2. Niech bedzie dane uszeregowanie o w ktorym zadanie Jy bedzie
podzielone zgodnie z definicjg 4.1. Wyrazenie xy (o) = i—:
nikiem podzialu zadania Jy.

nazywamy wspotczyn-

Zauwazmy, ze wspoétczynnik podziatu zadania moze przyjmowaé wartosci z
zakresu [0, 1].

Uwaga 4.3. Kiedy bedziemy rozwazaé to samo uszeregowanie, wtedy wspotczyn-
nik podzialu zadania bedziemy oznaczaé xy zamiast xy (o).

Zilustruje definicje 4.2 nastepujacym przykladem.
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Przyklad 4.3. Zalézmy, ze mamy n = 3 zadan z podstawowymi czasami wy-
konywania p; = 3, po = 2, p3 = 4 i z podzielonym zadaniem Jy w chwili
0 < CY < p2. Rézne wartosci wspdlezynnika podziatu zadania xo prowadza do
réznych typow uszeregowan, jak pokazuje rysunek 4.4. Rysunek 4.4d przedsta-
wia najkrétsze uszeregowanie dla danej sekwencji zadan z podzielonym zada-
niem Js.

| | | |
M, Ji Jb M, ‘ J1 | Js
|
M2 Jél J3 M2 I JIB I
[ |
0 1 2 3 4 J4y 0 1 2 3 4
(a) T2 = Ovp,g =0, Cnax =4 (b) T2 = 1,]7/2/ =0, Cmax =4
| | . | | ,
M,y J1 ‘ Js| M J1 ‘ f—J5
M [TT 5 My | J3 | T3 |
| | | |
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(C) xo € (071): Cmax = 3% (d) xr2 = %, Cmax = 3%

Rysunek 4.4: Przyklad wspélczynnika podzialu zadania

Przyktad 4.3 pokazuje, ze wartosci graniczne wspolczynnika podziatu zada-
nia o wskazuja dwa specjalne przypadki. Na przyklad, jezeli 25 = 0, (patrz ry-
sunek 4.4a) wtedy podstawowy czas wykonywania zadania Jj réwna sie pj = 0,
natomiast jesli x5 = 1, (patrz rysunek 4.4b) to p, = ps.

Uwaga 4.4. Dla znanej warto$ci wspolczynnika podziatu zadania xy czasy wy-
konywania zadan Jj, i J; sq réwne odpowiednio

/
D) = TPrs”

Py = (1 — )k

W zwiazku z przykladem 4.3 ograniczam moje dalsze rozwazania tylko do
uszeregowan bez przestoju, poniewaz przez wstawienie czasu przestoju zwieksza-
my czasy zakonczenia zadan uszeregowanych po tym czasie, co moze zwiekszy¢
warto$¢ Chax.-



Rozdzial 5

Problem PSLE

W rozdziale tym przedstawimy formalna definicje badanego problemu oraz jego
wlasnosci. Rozdzial 5 sktada sie z trzech podrozdziatéw. W podrozdziale 5.1 sfor-
mutujemy badany problem. W podrozdziale 5.2 przedstawimy jego wlasnosci.
Na koniec, w podrozdziale 5.3 powiemy kilka stéw o zlozonoéci tego problemu.

5.1 Sformulowanie problemu

Problem, ktory rozwazamy w rozprawie mozna sformulowaé jako nastepujacy
problem szeregowania zadan pozycyjno-zaleznych.

Mamy dane n > 3 zadan Ji,Js,...,J, i dwie réwnolegte identyczne ma-
szyny My, Mo, dostepne od chwili 0. Szeregujemy zadania na obu maszynach
bez przestoju. Wszystkie zadania sa niezalezne, a czas wykonywania kazdego
zadania zalezy od pozycji zadania w uszeregowaniu. Dokladniej, aktualny czas
wykonywania zadania J; uszeregowanego bez podzialu na r-tej pozycji w usze-
regowaniu jest réwny p;, = p; * r%, gdzie p; to podstawowy czas wykonywania
zadania J;, r to pozycja tego zadania w uszeregowaniu, a a < 0 jest indek-
sem uczenia sie. Wybraliémy taka forme efektu uczenia sie poniewaz jest to
najpopularniejsza forma w literaturze (patrz np. ostatnia praca przegladowa
autorstwa Azzouz i inni (2018)).

Czas wykonywania podzielonego zadania J; jest zdefiniowany podobnie, pod
warunkiem, Ze podstawowy czas wykonywania zadania J; jest sumg podsta-
wowych czasow wykonywania dwdch czeéci zadania: jednej ukonczonej przed
przerwaniem i drugiej po przerwaniu.

Obie czgsci podzielonego zadania sa traktowane jak dwa nowe niezalezne i
niepodzielne zadania, tj. nie moga by¢ podzielone i nie moga by¢ wykonywane na
obu maszynach jednoczesnie lub na tej samej maszynie w réznych przedziatach
czasu.

Kryterium optymalno$ci uszeregowania jest dlugos¢ uszeregowania Clipax.-

W calej rozprawie nazywam ten problem PSLE (ang. Preemptive Scheduling
with a Learning Effect).

19
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5.2 WlasnoSsci

W tym podrozdziale, przedstawimy podstawowe wlasnoéci problemu PSLE.
Podrozdzial ten sklada sie z czterech sekcji. W sekcji 5.2.1 przedstawimy wtasno-
sci dotyczace wspotezynnika podziatu zadania. W sekcji 5.2.2 podamy definicje
zadania dominujacego oraz opiszemy pewne konsekwencje jego istnienia. W sek-
cji 5.2.3 pokazemy wlasnoéci dotyczace uszeregowan optymalnych. Na koniec, w
sekcji 5.2.4 przedstawimy wlasnosci zwiazane z transformacjami uszeregowan.

5.2.1 Wlasnosci wspoélczynnika podziatu zadania

Problem PSLE dotyczy podzielnego szeregowania, czyli takiego w ktérym cho-
ciaz jedno zadanie zostalo podzielone. Poniewaz do podzielnosci zadania docho-
dzi wtedy, kiedy jego dwie czesci majg niezerowy czas wykonywania, to nalezalto
by formalnie pokazaé jak warto$é¢ wspotezynnika podziatu zadania, ma sie do te-
go faktu. Pierwsza z wlasciwosci pokazuje jaka warto$¢ moze mie¢ wspotczynnik
podzialu zadania, kiedy zadanie jest podzielone.

Wtasno$é¢ 5.1. Zadania Jj, i J}! w uszeregowaniu o majg niezerowy czas wy-
konania zadania wtedy i tylko wtedy gdy wspdlczynnik podzialu xy (o) zadania
Ji nalezy do przedziatu (0,1).

Dowdd. (=) Rozwazmy dowolne podzielne uszeregowanie dla problemu PSLE.
Niech zadanie Jj, bedzie podzielone w czasie ¢, na dwa nowe zadania Jj, i J;/,
z odpowiednio niezerowym czasem wykonywania pj, i pj. Poniewaz p, > 0 i

P}, > 0, to I’j—;; =zt (o) > 0. Poniewaz p), > 0 i p)/ > 0, to na mocy definicji 4.1

P). < pr. A stad wynika, ze x;(0) = 5—;; <1.
(<) Rozwazmy dowolne podzielne uszeregowanie dla problemu PSLE i niech

wspélczynnik podzialu zadania zp(o) € (0,1). Poniewaz x(c) = % > 0i
pr > 0, to pj, > 0. Podobnie, poniewaz zx(0) < 11 pg > 0, to pj, < pg, i
pr —Pj, =i > 0. O

Powyzsza wlasnoéc zostala zilustrowana przykladem 4.3.

Poniewaz w badanym problemie zawsze przerywamy zadanie J; uszeregowa-
ne na pierwszej pozycji na maszynie M, to moment w ktérym to robimy ma
wplyw na diugosé zadania J;, uszeregowanego jako ostatnie na maszynie M;. Co
wiecej zmieniajac ten moment zmieniamy czas wykonania zadania J;,. Kolejna
wlasnos¢ pokazuje zalezno$¢ miedzy czasem przerwania zadania J; a czasami
zakonczenia zadan Jj, i J}!.

Wtasno$é 5.2. Niech bedzie dane uszeregowanie o w ktérym zadania Jj, i Jj!
majg niezerowy czas wykonania zadania i s jest pozycjg zadania Jj,. Wtedy jezeli
przeksztalcimy uszeregowanie o na o’ w taki sposéb, ze czas zakoriczenia zadania
Ji zmieni sie nastepujgco C}l(o') = C}l(0) + t, gdzie t € (—=C}/,pr, — C}), to
nowy czas zakoriczenia zadania Jj, bedzie rowny C}.(o') = C}.(0) — ts.
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Dowdd. Aby udowodnié¢ powyzsza wlasnosé musimy pokazaé jaka jest wartos$é

wspoélezynnik podzialu zadania x(0’) po przeksztalceniu, a nastepnie za jego

pomoca pokazaé jaka jest wartosé C}, (o) czasu zakoniczenia zadania Jj,.
Rozwazmy nastepujace fakty:

o xi(0)) = % (patrz definicja 4.2)

o p) = pr — i (patrz definicja 4.1)
e poniewaz zadanie J; jest uszeregowane na pierwszej pozycji na maszynie
Ms to pil(a’) = C} (o)
Korzystajac z tych faktéw mamy
e — (o'
Th (0_/) _ k( ) )
Pk

/!

Nastepnie korzystajac z zalozenia, ze C}/(¢’) = C}/ (o) +t, C}/(0) = p)(o) oraz
z uwagi 4.4 mamy

_ ok — (A —ar(0))pr+1) _ pe—pr + zu(0)pr —t
P Pk '

xi (o)

Przeksztalcajac powyzsze réwnanie otrzymujemy
, t

zi(o") =z (o) — —. (5.1)
Pk

Teraz pokazemy warto$¢ C} (o) czasu zakofczenia zadania Jj,. Zauwazmy, ze
zadanie Jj, rozpoczyna si¢ w tym samym czasie w obu uszeregowaniach o i o”,
czyli S; (o) = S;.(o'). Korzystajac z uwagi 4.4 i faktu, ze C},(0”) = S, (o”)+p}. (o)
mamy

Ci(0') = Sp.(0) + zk(0")prs".

Podstawiamy do powyzszego réwnania wspdlczynnik podzialu zadania (5.1)
otrzymamy

CLlo') = 54l0) + (14(0) — LI = S1(0) + aulolpus — 5"
Poniewaz S} (0) + zx(0)prs® = Cy.(0) to
Ci(o) = Cilo) — ts”
co kofiezy dowd. 0

Wiasno$¢ 5.2 zilustrujemy nastepujacym przykladem pokazujacym wplyw
wspolczynnika podziatu zadnia na dlugo$¢ uszeregowania.
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| | | |
My Ji Jé‘ My Ji J5 ‘
l
My J5 | s Myl Js |
[
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(a) Uszeregowanie o (b) Uszeregowanie o’

Rysunek 5.1: Wplyw zmiany momentu podziatu zadania na uszeregowanie

Przyktad 5.1. WeZzmy n = 3 zadania o podstawowych czasach wykonywania
rownych p; = 3, po = 2, p3 = 4 oraz indeksie uczenia sie a = —1. Zadanie J;
przydzielimy do pierwszej maszyny, zadanie J3 do drugiej maszyny, a zadanie J
podzielimy w chwili 1 otrzymujac uszeregowanie o (patrz rysunek 5.1a), wtedy
zadanie J} bedzie wykonywane przez % jednostki czasu i zakoniczy sie w chwili
ch = 3%. Zauwazmy, ze kiedy podzielimy zadanie Jo w chwili % otrzymujac
uszeregowanie o’ (patrz rysunek 5.1b), to zadanie J} bedzie wykonywane przez
% jednostki czasu i zakonczy sie w chwili C) = 3%.

5.2.2 Wlasnosci zadania dominujacego

Kolejne pojecie, jakie wprowadzamy, wiaze sie z faktem, ze niektore zadania
moga mieé¢ tak duzy podstawowe czasy wykonywania, ze wykonanie ich bedzie
trwalo dluzej niz wykonanie pozostalych zadan, jak ma to miejsce w Algorytmie
McNaughtona, kiedy Cp .. = max;{p,;} (patrz algorytm 3.1 i przyklad 3.2).
Kazde takie zadanie bedzie nazywane zadaniem dominujgcym.

Definicja 5.1. Niech J = J\{Ja}, J' C J, J> = J\J' i J' = J'\ {J}.}, gdzie
Jy, jest podzielonym zadaniem. To zadanie J4 nazwiemy zadaniem dominujacym,
jesli d = arg max;{p;} i dla wszystkich podzbioréw zbioru zadar J spetniony jest
nastepujgcy warunek

m]?X{L[l](jl) + (|7 + 1)} < Lig (J%) + pa(| 7] +2)" (5:2)

Kazde zadanie, ktore nie spelnia definicji 5.1, nazwiemy zadaniem nie-domi-
nujgceym. Uszeregowanie z zadaniem dominujacym (bez zadania dominujacego)
bedziemy nazywaé uszeregowaniem zdominowanym (niezdominowanym). Zilu-
strujemy definicje 5.1 nastepujacymi przyktadami.

Pierwszy przyklad przedstawia zadanie dominujace w uszeregowaniu zadan
o stalych czasach wykonywania.

Przyktad 5.2. WeZzmy n = 4 zadania o podstawowych czasach wykonywa-
nia réwnych p; = 1, po = 1, p3 = 11 py = 4. Jedno z dwudziestu czterech
optymalnych uszeregowan zostalo przedstawione na rysunku 5.2. Zauwazmy, ze
podstawowy czas wykonywania zadania dominujacego Jy jest réwny ditugosci
uszeregowania Cpax = p4, hiezaleznie od tego czy zadanie dominujace bedzie
przerwane czy nie.
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M| Jy | Jo | J3 | Ja

M, Jy

0 1 2 3 4

Rysunek 5.2: Zadanie dominujace w klasycznym przypadku

Drugi przyklad przedstawia zadanie dominujace dla uszeregowania zadan
pozycyjno-zaleznych.

Przyktad 5.3. Mamy dane n = 4 zadan z podstawowymi czasami wykonywania
pr = p2 = p3 = 11pg = 3,1 niech indeks uczenia si¢ bedzie réwny a =
—1. Zadanie Jy jest zadaniem nie-dominujacym (patrz rysunek 5.3a). Jednakze,
jesli zwiekszymy py do 4, to zadanie Jy bedzie zadaniem dominujacym (patrz
rysunek 5.3b).

My [ Ts [k M, [T 17
M2 J4 M. 2 J3 J4
1 1"
S0 1 2 S0 12
(a) Uszeregowanie bez za- (b) Uszeregowanie z zada-
dania dominujacego niem dominujacym Jy

Rysunek 5.3: Uszeregowanie zdominowane a uszeregowanie niezdominowane

Kolejna wlasnosé méwi o wplywie istnienia zadania dominujacego na uszere-
gowanie, ale zanim je przedstawimy musimy wprowadzi¢ nastepujaca definicje.

Definicja 5.2. Calkowite obcigienie TL' (o) maszyny M; w uszeregowaniu o
jest rowne sumie rzeczywistych czaséw przetwarzania wszystkich zadan uszere-
gowanych na tej maszynie.

Wtasnosé 5.3. JeZeli w instancji istnieje zadanie dominujgce, to nie istnieje
uszeregowanie optymalne dla tej instancji.

Dowdd. Zalézmy, ze tak nie jest, i mamy uszeregowanie optymalne o* dla in-
stancji w ktoérej istnieje zadanie dominujace Jy. Zgodnie z nieréwnoscig (5.2)
TL'(0*) < TL?(0*) (w przypadku kiedy w nieréwnoéci (5.2) lewa strona jest
réwna prawej, to aby zadania na drugiej maszynie zaczynaly sie od drugiej po-
zycji cze$¢ zadania Jy, musi zostaé przeniesiona na pierwsza pozycje na maszyne
My, co spowoduje nieréwnosé obciazen obu maszyn). To oznacza, ze

Crmax(0™) = TL*(0%) = (1 = 2(0™)pr + Lz (J* \ {Ja}) +pa(|J?] +2). (5.3)

Poniewaz zadanie Ji jest podzielone na dwie niezerowe czesci to zgodnie z wia-
snoscia 5.1, zx(c*) € (0,1). Skonstruujmy uszeregowanie o w taki sposéb, ze
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w uszeregowaniu o* zastapimy wspélczynnik podzialu xy(o*) wspdtezynnikiem
xp (o) takim, ze xp(0*) < zx(0) < 1.
Poniewaz xy(0) < 1 wiec TL'(0) < TL?*(0), czyli

Cmax(0) = TL*(0) = (1 = wx(0))pk + Lizg (72 \ {Ja}) + pa(|J*] +2)*. (5.4)
Odejmujac (5.4) od (5.3) otrzymujemy

OIIlaX(U*) - Cmax(g) = (1 - Ik(a*))pk - (1 - l‘k(O’))pk
= (1 =z(07)) = (1 = zx(0)))ps-

Poniewaz x(0*) < z(0) to (1 — xi(c*)) — (1 — zx(0)) = zx(0) — x1(c*) > 0,
co oznacza, ze Chpax(0*) > Chax(0), co przeczy temu, ze uszeregowanie o* jest
optymalne. O

Idee powyzszego dowodu przedstawimy na przyktadzie 5.3. Na rysunku 5.3b
mamy uszeregowanie z zadaniem dominujacym w ktérym czas wykonywania za-
dania J;! jest rowny p}/, a Cinax = pj + Li2)(J?). Poniewaz dla dowolnego pj, > 0
istnieje liczba dodatnia mniejsza od pj/, wiec zgodnie z wlasnoscia 5.2 zawsze
mozemy skonstruowaé krotsze uszeregowanie, dlatego nie mozemy wyznaczyé
uszeregowania optymalnego.

Poniewaz na mocy wtasnosci 5.3 nie istnieje uszeregowanie optymalne dla
instancji z zadaniem dominujacym to w dalszych rozwazaniach rozpatrujemy
instancje problemu PSLE bez zadan dominujacych.

5.2.3 Wlasnosci uszeregowania optymalnego

Teraz przedstawimy kilka wtasciwosci, ktore charakteryzuja optymalne uszere-
gowanie dla problemu PSLE.

Wtasno$é 5.4 (Pierwszy warunek konieczny uszeregowania optymalnego).
Jezeli uszeregowanie o jest optymalne, to pewne zdanie musi byé podzielone.

Dowéd. Niech bedzie dane optymalne uszeregowanie o* takie, ze TL!(0*) >
TL?(0*) i zadne zadanie nie zostato przerwane, gdzie

TLY(0*) = Ly (J" \ {Jk}) + pas”

TL*(0*) = Lyy)(J?)
i Ji jest ostatnim zadaniem uszeregowanym na maszynie M; na s-tej pozycji.
(Jezeli TLY(0*) < TL?(0*), to nalezy przenumerowaé maszyny M; i Ms.)

Przeniedmy zadanie Jj na pierwsza pozycje na maszyne Mo i przerwijmy je
w chwili

0 < t < min{pg, Lpj(J?) = Ly (J?)}.

Przez o oznaczmy nowe uszeregowanie w ktérym zadanie Ji bedzie przerwane
w powyzszy sposob. Pokazemy ze Chax(0) < Chax(0™).
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Rozwazmy obcigzenie maszyny M. Zauwazmy,

TL (o) = Liy(J'\ {Ji}) + ai(o)pis”
TLY(0%) = Ly (J'\ {Ji}) + pis”,

a poniewaz (o) € (0,1) zgodnie z wlasnoscia 5.1, wiec
TL'(0) < TL'(c%).

Rozwazmy obciazenie maszyny Ms. Poniewaz r* > (r + 1)* dla a < 0, to
Ly (J?) > Lig(J?). Zatem

TLQ(U) = L[Q](JQ) +1
TL*(c*) = Lyy(J?)
a poniewaz ¢t < Lpy(J?) — Lig(J?), to
TL?*(0) < TL?*(co%).

Poniewaz obciazenia maszyn w uszeregowaniu o sa mniejsze od obciazen maszyn
w uszeregowaniu o*, to Chpax(0) < Chax(0*). Sprzecznosé. O

Powyzsza wlasnoéé zilustrujemy nastepujacym przykladem.

Przyktad 5.4. Mamy dane n = 5 zadan z podstawowymi czasami wykonywania

pr=1,p =4, p3 =6, py = 21ip; = 6,1 indeks uczenia sie a = —1. Na
| | | |
M| Sy Jo J3 M| Ji Jo Ji |
MQ J4 J5 M2 Jé/ J4 J5
[ [ [ [
0 1 2 3 4 ) 0 1 2 3 4 )
(a) Uszeregowanie bez podziatu (b) Uszeregowanie z podzialem
Cmax =5 Cmax = 4%

Rysunek 5.4: Uszeregowanie bez podziatu, a uszeregowanie z podzielonym za-
daniem

rysunku 5.4a mamy zadania uszeregowane bez podzialu w taki sposob, aby
obciazenia obu maszyn byly sobie rowne, Cpax = 5. Jednakze, jesli przeniesiemy
zadanie J3 na pierwsza pozycje maszyny My i przerwiemy je w chwili 1 (patrz
rysunek 5.4b), to otrzymamy krétsze uszeregowanie w ktorym Chax = 4%.

Skoro wiemy, ze w uszeregowaniu optymalnym musi by¢ podzielone jedno za-
danie, wiec manipulujac wartoscia jego wspotczynnika podziatu zadania mogli-
bysmy z danego uszeregowania sprobowaé skonstruowac krétsze uszeregowanie,
o czym mowi nastepujaca wlasnosc.
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Wiasnoéé 5.5. Niech bedzie dane uszeregowanie o z Cpaz(o) = max{TL (o),
TL?(0)}. Jesli TL (o) # TL?(0), to istnieje uszeregowanie o’ takie, e Cpaz(0”)
< C7naw(a)~

Dowdd. Niech o bedzie danym uszeregowaniem z Cpax(0) = max{TL! (o),
TL?(0)} i takim ze TL'(0) # TL*(0).

Rozwazmy dwa przypadki: przypadek 1, kiedy w uszeregowaniu o nie ma podzie-
lonego zadania, i przypadek 2, kiedy w uszeregowaniu o jest jedno podzielone
zadanie.

W przypadku 1, mozemy skonstruowaé z uszeregowania ¢ inne uszerego-
wanie, o', z jednym podzielonym zadaniem. Wtedy, zgodnie z wlasnoscia 5.4,
mamy Cmax(al) < Cmax(a)'

Rozwazmy przypadek 2. Niech o bedzie uszeregowaniem, w ktérym T'L! (o) >
TL?(0) i niech zadanie J; bedzie podzielone w taki sposdb, ze Jj, jest uszerego-
wane na ostatniej pozycji na maszynie M, podczas gdy zadanie J; jest usze-
regowane na pierwszej pozycji na maszynie M. Wtedy, zadanie J;| rozpoczyna
sie w chwili 0 i konczy si¢ w chwili C}/ (o).

Skonstruujemy nowe uszeregowanie, o', w ktérym zadanie Jj, jest podzielone

w czasie C}/(0) <t < b, gdzie b = M(ﬁ;ﬁﬁ(a) (TL'+b < TL? —bs?) a s jest
numerem pozycji zadania J;. Na mocy wlasnosci 5.2, otrzymujemy T'L?(c0”) >
TL?(0), ale poniewaz t < b, to TL?*(¢") < TL'(¢"). Konstruujac uszeregowania
o’ z uszeregowania o skracamy podstawowy czas wykonywania pj zadania Jj.
Stad TL'(¢") < TL'(¢). Poniewaz TL?*(0’) < TL'(¢") i TL'(¢') < TL(0), to
Cinax(0) > Chmax(0’). Co nalezalo pokazad.
Przypadek kiedy TL*(0) < TL?(0) mozemy udowodnié¢ w podobny sposéb.
O

7 wtlasnoé¢ 5.5 wynika nastepujaca wlasnosé, ktéra jest warunkiem koniecz-
nym optymalnosci uszeregowania dla problemu PSLE.

Wtasno$é 5.6 (Drugi warunek konieczny uszeregowania optymalnego).
Jezeli uszeregowanie o* jest optymalne, to TL*(o*) = TL?(c™).

Dowéd. Zalézmy, ze uszeregowanie o* jest optymalne i TL!(c*) # TL?*(o*). To,
na mocy witasnosci 5.5, mozemy skonstruowac z uszeregowania o* inne uszere-
gowanie, o, takie ze TL'(0) = TL?*(0) i Ciax(0) < Cmax(c*). Sprzecznosgé. O

Jednak, jak pokazuje nastepny przyklad, rownosé catkowitych obciazen obu
maszyn w uszeregowaniu nie gwarantuje, ze uszeregowanie jest optymalne, po-
niewaz moze istnieé¢ krotsze uszeregowanie z réwnymi obciazeniami obu maszyn.
Zobrazuje nam to nastepujacy przyktad.

Przykltad 5.5. Zatézmy, ze mamy n = 5 zadan z podstawowymi czasami wy-

konywania p; = 1, po = 2, p3 = 3, p4 = 4, p5 = 5 i indeksem uczenia si¢ a = —1.
Rysunek 5.5a przedstawia uszeregowanie o z Cryax(0) = 3%, w ktérym maszyny

My i M5 koncza wykonywanie zadan w tym samym czasie, a wspélczynnik po-
dzialu zadania jest réwny x4(c) = % Jednakze, jak pokazano na rysunku 5.5b,
jesli zmienimy sekwencje zadan na maszynach M; i Ms, i przerwiemy Jo ze
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wspoélezynnikiem podzialu zadania z4(c*) = %, to w nowym uszeregowaniu,
o*, obie maszyny koncza wykonywanie zadan ponownie w tym samym czasie
ale uszeregowanie o* jest krétsze niz o, tj. Chax(0*) = 3% < Chax(0). Zwrdé-
my réwniez uwage na to ze o* jest unikalnym optymalnym uszeregowaniem dla

tej instancji.

| | |
M| Jy Js | J4 | M| J1 | Jo Jil \
My [T 2] J5_] Myl Js [ Js |
0 1 2 3 4 Jio 1 2 3 4
(a) Uszeregowanie o, (b) Optymalne uszeregowanie o*,
Cmax(o') = 3% Cmax(g*) = 3%

Rysunek 5.5: Dwa rézne uszeregowania z pojedynczym podzielonym zadaniem

Whplyw efektu uczenia sie¢ powoduje, ze niektére zmiany sekwencji niepodzie-
lonych zadan przypisanych w danym uszeregowaniu do tej samej maszyny moga
prowadzi¢ do krotszych uszeregowan niz dane uszeregowanie wyjsciowe. Szuka-
jac uszeregowania optymalnego musimy wiec wykona¢ nastepujace czynnosci:

e wyznaczy¢ dzielone zadanie Jy,
e wyznaczy¢ sekwencje zadan niepodzielonych J = J \ {J;},

e 7 powstatej sekwencji zadan niedzielonych J wygenerowaé¢ pewna podse-
kwencje zadan, ktéra przydzielimy do pierwszej maszyny J',

e dopehienia powstalych sekwencji przydzieli¢ do drugiej maszyny J? =

J\JL

Postepujac wedlug powyzszych krokéw otrzymujemy dwie roztaczne sekwencje
zadaf J' i J? oraz dzielone zadanie Ji. Czyli J = J' U J? U {Ji}. Aby zna-
lez¢ uszeregowanie optymalne musimy wiec sprawdzi¢ wszystkie takie sekwencje.
Jednak podczas tej czynnosci natrafimy na dwa problemy.

Po pierwsze, nietrudno zauwazy¢, ze niektére z tych podzialéw nie beda
spelniaty wlasnosci 5.6. Rozpatrzmy nastepujacy przyklad.

Przyktad 5.6. Zalézmy, ze mamy dane n = 5 zadan z podstawowymi czasami
wykonywania p; = 1 dla 1 < ¢ < 5 oraz a = —1. Prébujemy podzieli¢ zadanie
Ji, do pierwszej maszyny przydzielamy zadanie Ja, a pozostate zadania szere-
gujemy na drugiej maszynie. Powstale uszeregowanie przedstawia rysunek 5.6.
Zauwazmy, ze obcigzenia obu maszyn nie sa réwne i dodatkowo zadanie J; nie
zostato podzielone.

Powyzszy przykltad pokazuje sytuacje, ktéra bedzie wystepowata czesto, to
znaczy generujac wszystkie podzialy sekwencji J otrzymamy takie sekwencje
zadan ktorym bedg odpowiadaly uszeregowania nie spelniajace wtasnosci 5.6.
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M, | Jo |J4
My | J3 |JalHd
0 1 2

Rysunek 5.6: Uszeregowanie nie spelniajace wlasnosci 5.6

Po drugie, jesli wlasno$¢ 5.6 bedzie spelniona, to powinnismy znaé¢ wartoscé
wspélczynnika podzialu dzielonego zadania.
W rozwigzaniu powyzszych probleméw pomoze nam nastepujaca wlasnosc.

Wtlasnoéé 5.7. Niech o bedzie uszeregowaniem takim, ze TLY(o) = TL?(o),
zadanie Jy, jest uszeregowane jako ostatnie na maszynie My i s jest pozycjg tego
zadania w uszeregowaniu. Wtedy

Lig)(J?) = Ly (JY) + pre

0<
pr(s®+1)

< 1. (5.5)

Dowéd. Zatézmy, ze TL' (o) = TL?(0) i niech zadanie J; bedzie uszeregowane
na maszynie M; na pozycji s jako ostatnie zadanie uszeregowane na tej maszy-
nie. Réwnoéé TL! (o) = TL*(o) jest rtéwnowazna réwnosci

Ly (JY) + i (0)pes® = Lig (J*) + (1 — zi(0))pr (5.6)

jak pokazano na rysunku 5.7.

Ly (J') wk(o)prs®

M1 Jl J]IC

My Jy J?

(1 — 2k (0))pLig (J?)
Rysunek 5.7: Przyktad uszeregowania z xy (o) € [0, 1)

Obliczajac z (5.6) wspolezynnik podziatu zadania (o), otrzymujemy

_ Lig)(J?) — Ly (JY) + pe
pr(s®+1)

Sa dwa mozliwe przypadki: przypadek 1, kiedy zadanie Ji jest podzielone i
przypadek 2, kiedy zadanie Jj nie jest podzielone.

W przypadku 1, na mocy wlasnosci 5.1 mamy, ze x (o) € (0,1).

W przypadku 2, zadanie Jj, jest uszeregowane w caloéci na pierwszej pozycji
na maszynie My, a to oznacza, ze L) (J*) = Lig)(J*)+py, stad wynika ze licznik

2k (o)



ROZDZIAL 5. PROBLEM PSLE 29

ilorazu w (5.5) réwna sie 0, czyli iloraz jest réwny 0. Stad, warto$é x (o) zawiera
sie w przedziale [0, 1). O

Majac dany odpowiedni podzial sekwencji zadan i wlasno$¢ 5.7 jesteSmy
w stanie okresli¢, czy podzial ten spelnia wlasnos¢ 5.6. Dodatkowo zauwazmy,
ze jezeli TLY (o) = TL?*(0), to (5.5) jest alternatywna definicja wspdtczynnika
podziatu zadania (o). Jednak, jesli TL'(o) # TL?(o), to (5.5) moze mieé
warto$é spoza przedziatu [0, 1). Zilustrujemy ten fakt ponizszym przykladem.

Przyktad 5.7. Zalézmy, ze mamy dane n = 5 zadan z podstawowymi czasami
wykonywania p; = 1, ps = 2, ps = 3, p4 = 4, ps = 5 i chcemy podzieli¢ zadanie
J1. Rozwazymy dwa uszeregowania, o i o”.

W uszeregowaniu o, szeregujemy zadania Js, J3, Jy na maszynie M; a za-
danie J5 na maszynie My. Wtedy, wartosci Lpj(J') i Ly (J?) sa odpowiednio
réwne 4% i 2%. W tym przypadku wartosé (5.5) wynosi 71%5 < 0 (patrz rysu-
nek 5.8a).

| | | | |
My Jo ng | Ji | M, ‘ J3 A
M, [ T IJ5 | \ M, le ‘]14 JsI |
0 1 2 3 4 ) 0 1 2 3 4 5 6
(a) Uszeregowanie o (b) Uszeregowanie o’

Rysunek 5.8: Wspélcezynnik podzialu zadania a podzielnosé zadan

W uszeregowaniu ¢, szeregujemy zadanie J3 na maszynie M; i zadania Jo,
Ju, Js na maszynie M,. Wtedy, wartosci Lyyj(J*) i Ligy(J?) sa odpowiednio
rowne 3 i 3:5. W tym przypadku, wartos¢ (5.5) wynosi 175 > 1 (patrz rysu-
nek 5.8b).

Nastepnie powinni$my zastanowié¢ sie czy kolejnos¢ niepodzielonych zadan
przydzielonych do jednej maszyny ma znaczenie. Z faktu iz algorytm SPT
jest optymalny dla jednomaszynowego problemu z niepodzielnymi zadaniami
pozycyjno-zaleznymi oraz kryterium Ch.x (zobacz Mosheiov (2001)), wynika
nastepujaca wlasnosé (por. Zurowski (2018a)).

Wtasnosé 5.8. W optymalnym uszeregowaniu wszystkie niepodzielone zadania
na maszynie M; i = 1,2, sqg uszeregowane w porzgdku SPT wzgledem podstawo-
wych czasow wykonywania zadan.

Dowdéd. Zatézmy ze w optymalnym uszeregowaniu o* niepodzielone zadania
nie sa w porzadku SPT. To znaczy, ze istnieje zadanie J; uszeregowane na r-tej
pozycji i zdanie Ji, uszeregowane na s-tej pozycji, r < s, takie ze py < p; (patrz
rysunek 5.9a). Skonstruujemy z uszeregowania o* nowe uszeregowanie, o, takie
ze zadanie J; jest uszeregowane na s-tej pozycji a zadanie J; jest uszeregowane



ROZDZIAL 5. PROBLEM PSLE 30

T S
My J‘j T l | qu |
M | Jg J? |
[ [ [ [ [
(a) Uszeregowanie o*

r s
M, Iy I ay
My J{;’ J? ‘

[ [ [ [ [
(b) Uszeregowanie o

Rysunek 5.9: Porzadek SPT w optymalnym uszeregowaniu

na r-tej pozycji (patrz rysunek 5.9b). Poniewaz zadania uszeregowane po s-
tej pozycji sa wykonywane w obu uszeregowaniach na tych samych pozycjach,
wystarczy pokazaé, ze Cy(c*) > C;(0).

Niech Si(c*) = S;(0) + (p; — pr)r®, gdzie (p; — pr)r® jest réznicag miedzy
rzeczywistymi czasami wykonywania zadan uszeregowanych na r-tej pozycji w
obu uszeregowaniach, i niech r* > s* dla a < 0. Wowczas

(
= 8j(o) + (pj — pr)r® + prs”
> Sj(0) + (pj — pr)s® + prs®
= Sj(CT) +pj8 = Cj(O’)

Poniewaz Ci(0*) > C;(0), to TL'(c) < TL'(c*). Stad na mocy wlasnoéci 5.5,
mozemy skonstruowaé z o uszeregowanie, o', takie ze Chpax(0') < Cpax(o) =
Crnax(0%). Sprzecznosé. O

Nastepna wlasno$é pokazuje o ile moga si¢ rézni¢ sumy Lig(J?) i Lyyy(J*)
dla uszeregowania o, pod warunkiem, ze TL'(c) = TL?(0).

Wtasnosé 5.9. Niech zadanie Jy, bedzie uszeregowane jako ostatnie, niech s
bedzie pozycjq zadania Jy w uszeregowaniu o. Jezeli TL'(0) = TL?(0), to D +
pr=>01D < pgs?.

Dowdd. Niech D = Lg(J?) — Lpj(JY) i TLY (o) = TL?*(0). Musimy rozwa-
zy¢ dwa przypadki: kiedy D jest najmniejsze (uszeregowanie ¢’) i kiedy D jest
najwieksze (uszeregowanie o).

Réznica D jest najmniejsza, kiedy Ly (J') > Loy (J?) i L) (J*) jest najwick-
sze. Wtedy x(0’) = 01 cale dzielone zadanie jest uszeregowane na pierwszej po-
zycji na maszynie Mo (patrz rysunek 5.10a). Wtedy L) (J*) = pj/+Lig(J?) i po
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przeksztalceniu i podstawieniu D = Lyg)(J?)— L1y (J*), otrzymujemy D+p), = 0.
Poniewaz py, > pj, mamy D + py > 0.

Rézmica D jest najwieksza, kiedy Lpj(J') < Lig(J?) 1 Lpj(J') jest naj-
muniejsze. Wtedy 2k (0”) dazy do 1, ale nie jest réwny 1 poniewaz dla spelnienia
réwnosci TL(0”) = TL?*(0") zadania z sekwencji J? musza by¢ uszeregowane
na maszynie My poczawszy od drugiej pozycji. Wowczas prawie cale dzielone
zadanie jest uszeregowane na ostatniej pozycji na maszynie M; (patrz rysu-

nek 5.10b). Stad D < pgs®. O
L[1](J1) Lm(Jl) zi(o")p).s”
M, I M, J! Jy
M,y | J} J? My J?
0 py! Liy(J?) Ji 0 Liz(J?)

(a) Uszeregowanie o/, D +pr >0 (b) Uszeregowanie ¢’/, D < pjs®

Rysunek 5.10: Dolne i gérne ograniczenie na D dla réwnych obciazen maszyn

5.2.4 Wlasnosci zwigzane z modyfikacja uszeregowania

Dwie ostatnie wlasnosci opisuja wplyw usuniecia (wstawienia) zadania z (do)
uszeregowania.

Wtasnosé 5.10. Niech o bedzie sekwencjg s zadan uszeregowanych na maszy-
nie M; w porzqedku SPT, i = 1,2. JeZeli usuniemy zadanie J[’;} z sekwencyi o,
obcigienie TL' (o) skroci sie jesli

s—1

pfs](s)a > Z(pfﬂ-l] _pij])ja' (5.7)

j=r
Dowdd. Niech o i ¢’ oznacza sekwench s zadan uszeregowanych na maszynie
M;, w porzadku SPT i sekwencja ¢’ nie zawiera zadania J . Aby udowodnié
(5.7), wystarczy sprawdzié¢ kiedy T L' (o) — TL*(¢") > 0. Zauvvazmy7 ze

r—1 s
TL'(0) =Y _pipi + ol + D plyi®s (5.8)
Jj=1 j=r+1

natomiast

TL (o meg + Z G —1)° (5.9)

j=r+1
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Odejmujac prawe strony (5.8) i (5.9) otrzymujemy

S £}
TLi(o) = TL'(o') =plyr®+ Y plpi®— > pi(i—1)" =

Jj=r+1 j=r+1
= pfr]ra 4+ .. +p’f€](5)a — (pfr+1]r“ + .. +p%€] (5 — l)a) =
s—1
= Z(Pfj] *pfj-;-l])ja erfs](s)a'
j=r

Poniewaz T'L (o) — TL(c") > 0, to

s—1
>_ (vl = Plisn)” + Pl ()" > 0.
j=r
Po przeksztalceniu tej nieréwnosci otrzymujemy (5.7). O

Zilustrujemy wtasnosé 5.10 nastepujacym przykladem.

Przykltad 5.8. Mamy n = 4 zadan z podstawowymi czasami wykonywania
pr=1,p2=2,p3=2,pys =41a=—1. Wszystkie zadania sg uszeregowane na
maszynie M;. Obciazenie maszyny T'L! (o) dla uszeregowania o = (1,2,3,4) jest
przedstawione na rysunku 5.11a. Po usunieciu zadania Jo otrzymujemy uszere-
gowanie o’ = (1, 3,4) z mniejszym obciazeniem maszyny (patrz rysunek 5.11b)
ale usuniecie zadania .J; powoduje, ze TL!(c”) dla ¢” = (2, 3,4) wzrasta (patrz
rysunek 5.11c).

| |
M| 4| T | J5] f]4 | M| Ji | J3 J41 |
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(a) Uszeregowanie ¢ = (1,2,3,4) z (b) Uszeregowanie o’ = (1,3,4) z
TLY(c) =32 TL(0') =31

| |
M, JIQ J3 J4l |

0 1 2 3 4

(c) Uszeregowanie o’ = (2,3,4) z

TLY(0") =41

Rysunek 5.11: Wplyw usuniecia zadania na obcigzenie maszyny

W podobny sposéb mozemy udowodni¢ nastepujaca wlasnosé.

Wtasno$é 5.11. Niech o bedzie sekwencjq s zadan, uszeregowanych na maszynie
M; w porzgdku SPT, i = 1,2. Jezeli wstawimy zadanie J[’T} do sekwencji o w
taki sposéb, ze zostanie zachowany porzadek SPT, obcigzenie TL (o) skréci sie
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jesli
s—1

D Bl =PI > pig ()™ (5.10)

Jj=r
Zilustrujemy wtasnosé 5.11 nastepujacym przyktadem.

Przyktad 5.9. Mamy n = 3 zadan z podstawowymi czasami wykonywania
p1=1,ps =2, p3 = 3ia= —1. Jak w przykladzie 5.8, wszystkie zadania
sa uszeregowane na maszynie M;. Obcigzenie maszyny TL'(c) dla uszerego-
wania ¢ = (1,2,3) jest przedstawione na rysunku 5.12a. Po wstawieniu do o
nowego zadania, Jy, z podstawowym czasem wykonywania ps = 2 otrzymujemy
nowe uszeregowanie o/ = (1,2,4,3) z wiekszym obciazeniem maszyny (patrz
rysunek 5.12b), chociaz zachowany jest porzadek SPT. Wstawienie w podobny
sposéb zadania Jy z py = 1 skutkuje uszeregowaniem o” = (1,4, 2, 3) z mniej-
szym obciazeniem maszyny (patrz rysunek 5.12c).

|
M| Ji | Jo | J3 M| Ji | Jo [ J4] {3\
0 1 2 3 0 1 2 3
(a) Uszeregowanie (1,2,3) z (b) Uszeregowanie (1,2,4,3) z
TL'(o)=3 TLY(c") =33

|
M| Ji J4|J21| Js |

0 1 2 3

(¢) Uszeregowanie (1,4,2,3) z
TLY(0") =24

Rysunek 5.12: Wplyw dodania zadania na obciazenie maszyny

Uwaga 5.1. Zauwazmy, Ze jesli do pewnej sekwencji dodajemy zadanie o pod-
stawowym czasie wykonywania wiekszym niz majg zadania w tej sekwencyi, tak
aby zachowaé porzgdek SPT, to takie zadanie trafi zawsze na ostatniq pozycje
tej sekwencyi, a co wiecej nie bedzie spelniona nierownosé 5.10, czyli sekwencja
taka zawsze sie wydluzy.

Powyzsza uwaga bedzie wykorzystana do konstrukeji pewnego algorytmu w
rozdziale 6.

5.3 Uwagi na temat zlozonosci

Problem PSLE pozostaje problemem otwartym. Rozpatrujac wiele instancji te-
go problemu zauwazylidémy, ze na dlugosé¢ uszeregowania diametralnie wiekszy
wplyw ma sposéb przydziatu zadan do maszyn niz wybor dzielonego zadania.
Poniewaz przydzielajac zadania do maszyn musimy sprawdzi¢ wszystkie mozli-
wosci, ktérych jest O(n2"~1), wiec mozemy postawié hipoteze, ze problem PSLE
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jest problemem NP-trudnym. Dodatkowo brak rozwiazania optymalnego dla in-
stancji z zadaniem dominujacym sprawia, ze problem PSLE nie jest podobny
do zadnych innych znanych nam probleméw szeregowania zadan.

Rozwazajac zmiane definicji podzielnosci na zmodyfikowana definicje ogra-
niczonej k podzielnosci (patrz Ecker i Hirschberg (1993)), uzyskalibySmy moz-
liwoé¢ znalezienia rozwiazania optymalnego dla instancji z zadaniem dominuja-
cym, jednak takie podejscie wygenerowalo by uszeregowanie z przestojem, po-
dobnie jak ma to miejsce w algorytmie McNaughton’a, kiedy C} .. = max;{p;}
(patrz algorytm 3.1).

Szczegdlne instancje problemu PSLE, na przyklad takie w ktérej wszyst-
kie podstawowe czasy wykonywania zadan sa sobie réwne mozemy rozwigzaé¢ w
czasie wielomianowym podobnie jak ma to miejsce dla problemu szeregowania
podzielnych zadan o statych czasach na dwdch réwnoleglych identycznych ma-
szynach z kryterium optymalnosci Cy,ax. Nie badaliémy innych bardziej skom-
plikowanych instancji tego problemu. Mozemy wiec sformulowaé nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 5.1. JeZeli mamy instancje I problemu PSLE w ktdrej wszystkie
zadania majq podstawowy czas wykonywania p; = ¢ dla1 < j<nic>0, to
rozwigzanie optymalne dla tej instancji mozna znaleZé w czasie O(n?).

Dowdd. Musimy pokazaé, ze instancja I nie jest zdominowana, i pokazaé algo-
rytm o zlozonoéci O(n?).

Aby pokazaé, ze instancja I nie jest zdominowana wystarczy pokazaé usze-
regowanie dla ktérego (5.2) nie jest spelnione. Takim uszeregowaniem moze by¢
uszeregowanie o w ktérym wszystkie zadania z wyjatkiem jednego (kandydata
na zadanie dominujace) sa uszeregowane na maszynie M;. Juz dla dwoch zadan
mamy TL' (o) = ¢ %1% > ¢ % 2% = TL?*(0), a instancja I ma co najmniej 3
zadania.

Wielomianowy algorytm znajdujacy uszeregowanie optymalne dla instancji
I w czasie O(n?) przedstawia pseudokod 5.1. Powyzszy algorytm przemieci z
maszyny M; na maszyne Ms n — 1 zadan. W kazdej iteracji najbardziej czaso-
chlonna operacja jest obliczenie obciazenia obu maszyn, ktére wykonuje sie w
czasie O(n). Caly algorytm dziala wiec w czasie O(n?). O

Na koniec tego rozdzialu pokazemy uszeregowanie optymalne dla instancji w
ktorej wszystkie zadania maja rowny podstawowy czas wykonywania zadania.

Przykltad 5.10. Mamy dane n = 8 zadan z podstawowymi czasami wykonywa-
nia p; = 2dla 1l < j < n. Optymalne uszeregowanie dla tej instancji przedstawia
rysunek 5.13, Cax = 3%.
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Algorytm 5.1: Wielomianowy algorytm znajdujacy rozwiazanie opty-
malne dla instancji I

1 wszystkie zadania z wyjatkiem zadania J; (ktére jest zadaniem

dzielonym) szeregujemy na maszynie Mq;

zadanie J; szeregujemy na maszynie Ms;

liczymy dlugos¢ uszeregowania i zapamietujemy ja w zmiennej Cpax, a

uszeregowanie w zmiennej Opt;

jezeli na maszynie M; nie ma zadnych zadan przechodzimy do punktu 9;

bierzemy ostatnie zadanie z maszyny M; i szeregujemy je na ostatniej

pozycji na maszynie Ma;

6 obliczamy wspotczynnik podziatu zadania i zaleznie od jego wartosci
dzielimy zadanie Ji, albo szeregujemy je w catosci na maszynie o
mniejszym obcigzeniu;

7 liczymy dlugoséc uszeregowania jezeli jest mniejsza od zmiennej Chax to

aktualizujemy zmienne Chax 1 Opt;

przechodzimy do punktu 4;

koniec algorytmu.

w N

A0

©

|
My [ s | Js 1Y

M, [J3] cif4 |J?‘ |J7UI |

0 1 2 3

Rysunek 5.13: Uszeregowanie optymalne dla 8 zadan o rownym podstawowym
czasie wykonywania



Rozdziat 6

Algorytmy dokladne

W rozdziale tym przedstawimy dwa algorytmy doktadne dla problemu PSLE
opisane w rozdziale 5 oraz poréwnamy ich czas wykonywania dla losowych in-
stancji. Rozdzial 6 sklada si¢ z trzech podrozdzialéw. W podrozdziale 6.1 przed-
stawimy algorytm wyliczeniowy dla problemu PSLE. W podrozdziale 6.2 zapre-
zentujemy algorytm podziatu i ograniczen dla badanego problemu. Na koniec w
podrozdziale 6.3 oméwimy wyniki eksperymentéw z tymi algorytmami.

6.1 Algorytm wyliczeniowy

W tym podrozdziale przedstawimy pierwszy dokladny algorytm dla problemu
PSLE (patrz algorytm 6.1), ktéry jest algorytmem wyliczeniowym. Algorytm
ten najpierw wybiera dzielone zadanie, a nastepnie generuje wszystkie mozliwe
uszeregowania zawierajace podzielone zadanie, na koniec wybierajac najkrotsze
uszeregowanie.

W pseudokodzie algorytmu wyliczeniowego uzyliémy nastepujacych funkcji:

e Funkcja isDominantJob przyjmuje jako argument sekwencje zadan J i
uzywajac nieréwnosci (5.2), sprawdza czy w tej sekwencji istnieje zadanie
dominujace, a jezeli tak jest zwraca wartos¢ logiczng true. W przeciwnym
przypadku funkcja zwraca wartosé logiczna false. Funkcja isDominantJob
dziala w czasie O(2"), gdzie n jest liczba zadan.

e Funkcja sortSPT przyjmuje jako argument sekwencje zadan J i sortuje je
w porzadku niemalejacym wzgledem podstawowych czaséw wykonywania
zadania. Funkcja sortSPT dziala w czasie O(nlgn), gdzie n jest liczba
zadan.

e Funkcja Schedule przyjmuje trzy argumenty J*, J? i .J;, odpowiednio se-
kwencje zadan uszeregowanych w calosci na pierwszej i drugiej maszynie
oraz dzielone zadanie. Na wyjsciu funkcja zwraca strukture R (reprezen-
tujaca uszeregowanie) o nastepujacych polach:

36
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— n liczba zadan
— k numer podzielonego zadania
— x_k wspotczynnik podziatu zadania

— M[] wektor n+ l-elementowy przechowujacy numer maszyny dla kaz-
dego zadania

— S[1 wektor n+1-elementowy przechowujacy czas rozpoczecia kazdego
zadania w uszeregowaniu

— C[] wektor n + 1-elementowy przechowujacy czas zakonczenia kaz-
dego zadania w uszeregowaniu

Funkcja Schedule dziala w czasie O(n), gdzie n jest liczba zadan.

e Funkcja allSubSequences przyjmuje na wejéciu sekwencje zadan J i zwra-
ca wszystkie podsekwencje sekwencji J. Funkcja allSubSequences dziala
w czasie O(2"), gdzie n jest liczba zadan.

e Funkcja getCmax przyjmuje na wejsciu strukture R reprezentujaca uszere-
gowanie, i zwraca dlugos¢ uszeregowania. Funkcja getCmax dziala w czasie
O(n), gdzie n jest liczba zadan.

Algorytm 6.1, ktory dla podanej na wejsciu poczatkowej sekwencji zadan, J,
generuje uszeregowanie optymalne, dziala nastepujaco.

Algorytm 6.1: Algorytm wyliczeniowy dla problemu PSLE

if isDominantJob(J) then

‘ return

end

J = sortSPT(.J)

Opt = Schedule(J,(),NIL)

fori:=1tondo

J=J\{Ji}

forall S € allSubSequences(J ) do
R = Schedule(S, J\ S, J;)
if getCmax (R) <getCmax(Opt) then

‘ Opt =R

end

© B N O A W N =

R e
N = O

13 end

14 end
15 return Opt

W linii 1, funkcja isDominantJob weryfikuje, czy w danej instancji istnieje
zadanie dominujace. Jesli istnieje, w linii 2 algorytm zatrzymuje sie. W linii 4,
funkcja sortSPT sortuje wszystkie zadania w porzadku SPT. W linii 5, funk-
cja Schedule tworzy uszeregowanie bez podzielonego zadania, gdzie wszystkie
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zadania sg uszeregowane na maszynie M;. Tak skonstruowane uszeregowanie
jest aktualnie najlepszym uszeregowaniem. Znajac aktualnie najlepsze uszere-
gowanie, algorytm 6.1 wybiera w linii 7 sekwencje J bez podzielonego zadania
J;. W linii 8, petla forall iteruje przez wszystkie sekwencje S zadan ktére
zostang uszeregowane na maszynie M;. W linii 9, funkcja Schedule generuje
uszeregowanie z podzielonym zadaniem J;, gdzie zadania z sekwencji .S sa usze-
regowane na maszynie M; a pozostale zadania sg uszeregowane na maszynie
Ms. W liniach 10-11, algorytm sprawdza, czy dlugosé nowego uszeregowania,
R, jest krotsza od aktualnie najlepszego uszeregowania Opt; jesli jest mniejsza,
Opt jest aktualizowane. Optymalne uszeregowanie, Opt, jest zwracane w linii 15.

Twierdzenie 6.1. Algorytm 6.1 rozwigzuje problem PSLE w czasie O(n?2").

Dowdd. W liniach 1-5 funkcja o najdtuzszym czasie wykonywania jest funk-
cja isDominantJob dzialajaca w czasie O(2"). Pozostale funkcje sortSPT i
Schedule wykonuja sie z czasami odpowiednio O(nlgn) i O(n). Petla for w
linii 6 wykonuje sie n razy, a petla forall w linii 8 wykonuje sie 2" razy. Funk-
cje 1 operacje w liniach 7 oraz 9-11 wykonuja sie w czasie O(n). Algorytm 6.1
dziata wigc w czasie O(n?2"). O

Przedstawimy sposéb dzialania algorytmu 6.1 na nastepujacym przyktadzie.

My My
Mg Moy

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5 6 40 1 2 3 4 0 1 2 3 4
1 )
My [ Js T3 73 My My My
]
My [ T7 T J5 | My My My
T T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5
/ ] ] ] 1 | ] 1 1 1
My My Jy My ‘]1%‘72%‘]3% Js]\ My le % J’o‘l | IJS ]
My Mg My J4 | Mo Jg 7 ‘
T T T 1 T T T T
01 2 3 4 5 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 01 2 3 4 5
’ / ] 1 1 ] 1 1 1 1 ] ’
My gy My gy My Jl% IJ5 I |JAT\ My I IJ5I I k-4
Mo My Mo Jy [Ja]J3] M I P72l 5]
1= T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5

Rysunek 6.1: Wszystkie uszeregowania z podzielonym zadaniem Jy

Przyktad 6.1. Mamy n = 5 zadan z podstawowymi czasami wykonywania
pr=1,p2 =2, p3 =3, py =4, ps = 5. Algorytm 6.1 generuje 80 uszeregowan.
Na rysunku 6.1 prezentujemy wszystkie 12 uszeregowan w ktérych zadanie Jy
jest podzielone. Algorytm 6.1 generuje jedno optymalne uszeregowanie, o*, dane
na rysunku 5.5b, gdzie zadanie J4 jest podzielone, wspétczynnik podzialu zadnia
24(355) = 3L 1 Crnax(0*) = 355

Reczne obliczanie czasow wykonywania zadan bylo dla nas niezwykle zmud-
nym i nietatwym zajeciem. Algorytm wyliczeniowy powstal w celu szybkiego
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wyznaczania uszeregowan optymalnych dla instancji o niewielkiej liczbie zadan.
Postanowiliémy sprébowaé przyspieszy¢ ten proces stosujac algorytm opisany w
nastepnym podrozdziale.

6.2 Algorytm podzialu i ograniczen

W tym podrozdziale przedstawimy drugi dokladny algorytm dla problemu PSLE
(patrz algorytm 6.2), ktéry jest algorytmem podziatu i ograniczen (Woeginger
(2003)). Chociaz algorytmy tego typu sa szeroko stosowane dla rozwiazywania
probleméw z zadaniami pozycyjno-zaleznymi (praca przegladowa Azzouz i in-
ni (2018)) to zazwyczaj sa one stosowane dla probleméw jednomaszynowych.
Tylko kilku autoréw proponuje algorytm podziatu i ograniczen dla probleméw
szeregowania na maszynach réwnoleglych zadan z pozycyjno-zaleznymi czasa-
mi wykonywania (patrz, np., Shim i Kim (2008); Okolowski i Gawiejnowicz
(2010)). Co wiecej, zgodnie z moja najlepsza wiedza, nie zaproponowano zad-
nych algorytméw tego typu dla problemoéw szeregowania zadan na rownolegtych
maszynach z podzielnymi zadaniami pozycyjno-zaleznymi.

Algorytm podzialu i ograniczen, podobnie jak inne algorytmy tego typu,
rozwiazuje problem PSLE uzywajac dwoch operacji: podzialu (ang. branching)
i ograniczeri (ang. bounding).

Operacja podziatu stuzy do budowania czesciowych uszeregowan. W przy-
padku naszego problemu wybieramy zadanie, ktére ma by¢ podzielone, J;, a na-
stepnie szeregujemy pozostate zadania wedtug ponizszego schematu. Tworzymy
drzewo binarne, z pustym uszeregowaniem w korzeniu i kompletnymi uszere-
gowaniami w liSciach drzewa. Kazdy wewnetrzny wezel drzewa odpowiada cze-
Sciowemu uszeregowaniu, a przejécie o jeden poziom w gére (w dét) odpowiada
dodaniu (odjeciu) pojedynczego zadania. Dla przykladu, w wewnetrznym wezle
w (patrz rysunek 6.2a), mamy czesciowe uszeregowanie i dwa wezly potomne we-
zta sg tworzone przez dodanie pojedynczego zadania: jezeli przydzielimy zadanie
J3 do maszyny M, to utworzymy lewego syna wezla w (patrz rysunek 6.2b)
a jesli przydzielimy zadanie J; do maszyny Ms, to utworzymy prawego syna
wezta w (patrz rysunek 6.2c).

|
M| Jp M| Jy J3 ‘ M| J;
M, ! J2 M, ! J2 M, J2
0 1 2 0 1 2 0 1 2
(a) Wezel w (b) Lewy syn wezla w  (c) Prawy syn wezla w

Rysunek 6.2: Lewy i prawy syn wezta w

Operacja ograniczania eliminuje te wezty drzewa, ktére maja wartosé kry-
terium mniejszg od najlepszego aktualnego dolnego ograniczenia wartosci te-
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go kryterium. W przypadku naszego problemu, operacja ograniczania korzysta
z faktu, ze tworzac dzieci wezla w dodajemy zadanie niekrétsze (biorac pod
uwage podstawowy czas wykonywania zadania) od zadan ktére wystepuja w
uszeregowaniu reprezentowanym przez wezel w. Zadanie w zaleznosci od we-
zta potomnego zostaje dodane do pierwszej lub drugiej maszyny, a korzystajac
z uwagi 5.1 wiemy, ze obciazenie maszyny do ktérej zostaje dodane zadanie
zawsze si¢ zwickszy. W zwiazku z powyzszym, zaleznie od tego do ktorej ma-
szyny dodamy zadanie, dlugos¢ uszeregowania zwiekszy sie, albo pozostanie bez
zmian. Wyjasnimy ten proces na przykltadzie. Mamy dwie maszyny M; i M, ta-
kie ze TL' (o) < TL?(0). Jesli dodamy nowe zadanie .J,, do maszyny M; tworzac
uszeregowanie o’ to mamy dwa przypadki: przypadek 1, gdy TL' (o) < TL?(o")
albo przypadek 2, gdy TL'(¢") > TL?(c") zaleznie od dtugoéci zadania J,. i réz-
nicy miedzy obciazeniami obu maszyn. W przypadku 1 dlugo$¢ uszeregowania
nie zmieni sie. W przypadku 2 dtugos$¢ uszeregowania zwiekszy sie podobnie jak
w sytuacji gdy zadanie J,. zostanie dodane do maszyny Ms. Podsumowujac, po
dodaniu zadanie dtugosé uszeregowania z pewno$cia nie zmniejszy sie. Dlate-
go operacja ograniczanie eliminuje poddrzewo odpowiadajace uszeregowaniom
niekrotszym niz obecnie najkrotsze znane uszeregowanie.

W pseudokodzie algorytmu podziatu i ograniczen uzyliémy funkcji przedsta-
wionych w poprzednim podrozdziale oraz nastepujacych nowych funkcji:

e Funkcja Heuristic przyjmuje jako argument sekwencje zadan J i zwraca
strukture danych H przechowujaca $ciezke w drzewie binarnym od ko-
rzenia do liscia bedacego rozwiazanie przyblizonym. Heurystyka uzyta w
badaniach dziata w taki sposob, ze kolejne zadania przydziela na przemian
do pierwszej i drugiej maszyny. Funkcja Heuristic dziala w czasie O(n),
gdzie n jest liczba zadan (funkcja ta, jako algorytm H1, jest badana w
rozdziale 7).

e Funkcja getNodes przyjmuje jako argument strukture danych H, i zwraca
zbidr weztéw na Sciezce od korzenia do liscia, ktéry jest rozwiazaniem przy-
blizonym wygenerowanym przez funkcje Heuristic. Funkcja getNodes
dziata w czasie O(n), gdzie n jest liczba zadan.

e Struktura danych Stack jest struktura danych typu FILO (ang. First In
Last Out) (patrz Cormen i inni (2017)) na ktérej mozna wykonywaé na-
stepujace operacje:

— Procedura PushAll przyjmuje jako argumenty stos s oraz kolekcje
weztéow h, i umieszcza wezly z kolekcji h na stosie s. Procedura
PushAll dziala w czasie O(n), gdzie n jest liczba zadan.

— Funkcja isEmpty przyjmuje jako argument stos s i jezeli stos jest
pusty zwraca wartosé logiczng true. W przeciwnym wypadku funk-
cja zwraca wartos¢ logiczna false. Funkcja isEmpty dziala w czasie
O(1).

— Funkcja Pop przyjmuje jako argument stos s i zwraca wezel bedacy
na szczycie stosu s usuwajac go ze stosu. Funkcja Pop dziala w czasie
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o(1).

e Funkcja isLeaf przyjmuje jako argument wezel R i jezeli wezel jest liSciem
zwraca warto$¢ logiczna true. W przeciwnym przypadku funkcja zwraca
warto$¢ logiczng false. Funkcja isLeaf dziala w czasie O(1).

e Funkcja Rules przyjmuje jako argumenty wezel Opt i wezet R, sprawdza
czy dlugosé uszeregowania reprezentowanego przez wezel R jest wieksza
od aktualnie najlepszego uszeregowani Opt. Jesli tak jest zwraca wartosé
logiczng true. W przeciwnym przypadku funkcja zwraca warto$¢ logiczna
false. Funkcja Rules dziala w czasie O(1).

e Funkcja getChildren przyjmuje jako argumenty wezel R oraz numer dzie-
lonego zadania, i zwraca dwa wezly bedace potomkami wezla R. Funkcja
getChildren dziala w czasie O(1).

Algorytm 6.2: Algorytm typu branch-and-bound dla problemu PSLE

1 if isDominantJob(J) then

2 ‘ return

3 end

4 J = sortSPT(J)

5 Opt = Schedule(J,(),NIL)

6 for i =1 ton do

7 | J=J\{Ji}

8 H = Heuristic(J)

9 h = getNodes (H)

10 Stack s

11 PushAl1(s,h)

12 while not isEmpty(s) do

13 R = Pop(s)

14 if isLeaf (R) and getCmax(R) < getCmax(Opt) then
15 | Opt=R

16 end

17 if not Rules(Opt,R) then
18 ‘ PushAl1(s, getChildren(R,?))
19 end

20 end
21 end
22 return opt

Dla podanej na wejsciu poczatkowej sekwencji zadan, J, algorytm 6.2 ge-
neruje na wyjsciu uszeregowanie optymalne. W linii 1, funkcja isDominantJob
weryfikuje, uzywajac (5.2), czy w danej instancji problemu PSLE istnieje za-
danie dominujace. Jedli istnieje, w linii 2 algorytm zatrzymuje sie. W linii 4,
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funkcja sortSPT sortuje wszystkie zadania w porzadku SPT. W linii 5, funk-
cja Schedule tworzy uszeregowanie bez podzielonego zadania, gdzie wszystkie
zadania sa uszeregowane na maszynie M;. Tak skonstruowane uszeregowanie
jest aktualnie najlepszym uszeregowaniem. Znajac aktualnie najlepsze uszere-
gowanie, algorytm 6.2 wybiera w linii 7 sekwencje J bez podzielonego zadania
J;. W linii 8, funkcja Heuristic tworzy rozwiazanie przyblizone H. W linii 9,
funkcia getNodes generuje z H wszystkie wezty na Sciezce od korzenia do lidcia.
W linii 10, algorytm 6.2 inicjalizuje stos s, i dodaje do niego wszystkie wezty z
h w linii 11. Petla while w linii 12 wykonuje linie 13-19, tak dlugo jak s # ¢.
W linii 13, wezel R jest usuwany ze stosu s. Jezeli wezet R jest liSciem i dlugoséé
uszeregowania w tym wezle jest krétsza od aktualnie najlepszego uszeregowania,
to aktualnie najlepsze uszeregowanie jest aktualizowane (linia 15). W linii 17,
funkcja Rules weryfikuje czy wezel R spelnia pewne warunki. Jesli nie, w li-
nii 18 sa generowane wezly potomne wezta R i dodane do stosu s. Ostatecznie
optymalne uszeregowanie, Opt, jest zwracane w linii 15.

Twierdzenie 6.2. Algorytm 6.2 rozwigzuje problem PSLE w czasie O(n?2"~1).

Dowéd. W liniach 1-5 funkcja o najdtuzszym czasie wykonywania jest funk-
cja isDominantJob dzialajaca w czasie O(2"). Pozostale funkcje sortSPT i
Schedule wykonuja sie z czasami odpowiednio O(nlgn) i O(n). Petla for w
linii 6 wykonuje si¢ n razy, a petla while w linii 12 wykonuje si¢ 2"~! razy.
Funkcje i operacje w liniach 7-9 oraz funkcja getCmax wykonuja si¢ w czasie
O(n). Funkcje w liniach 13-18 z wyjatkiem funkcji getCmax wykonuja sie w
czasie O(1). Algorytm 6.2 dziala wiec w czasie O(n?2"71). O

Zilustrujemy algorytm 6.2 nastepujacym przykladem.

Przykltad 6.2. Mamy n = 5 zadan z podstawowymi czasami wykonywania
pr=1,p =2 p3 =3, p4s =4, ps = 5. Algorytm 6.2 generuje pie¢ drzew
T;, 1 <14 <5, po jednym dla kazdego przerwanego zadania J;. Na rysunku 6.3
przedstawiamy drzewo T5.

Optymalne uszeregowanie o* dla danej instancji prezentuje rysunek 5.5b,
gdzie podzielone jest zadanie Jy, wspélczynnik podziatu zadania m(?;%) = g—;
i Crax(0%) =35

7 twierdzenia 6.2 wynika iz algorytm podziatu i ograniczen winien znajdowaé
optymalne uszeregowanie szybciej niz algorytm wyliczeniowy. W celu weryfikacji
tej hipotezy przeprowadzono eksperymenty numeryczne, w ktérych poréwnano
czasy dziatania obu omawianych algorytméw doktadnych dla tego samego zbioru
instancji. Wyniki tych eksperymentéow przedstawiono w nastepnym rozdziale.

6.3 Wyniki eksperymentéw obliczeniowych

W niniejszym podrozdziale przedstawimy wyniki eksperymentéw obliczenio-
wych zestawione w taki sposéb, oby mozna bylo poréwnaé algorytm wylicze-
niowy z algorytmem podziatu i ograniczen. Dla tego drugiego dokonaliémy tez
analizy liczby pominietych wezléw.
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Rysunek 6.3: Drzewo Ts

ZaimplementowaliSmy nasze algorytmy w jezyku C+-+, stosujac 64-bitowy
kompilator GCC w wersji 4.9.2. Nasze implementacje zostaly przetestowane na
laptopie z procesorem Intel Core i5-6200U 2.40 GHz, pod kontrola systemu
Windows 10.

Aby zweryfikowaé¢ maksymalny rozmiar instancji, ktéry mozna rozwiazaé
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w rozsadnym czasie, przeprowadziliémy dwa eksperymenty obliczeniowe. Dla
kazdego n, wygenerowalismy 20 losowych instancji, w ktérych podstawowe czasy
wykonywania zadan sg liczbami catkowitymi wylosowanymi z przedziatu [1, 10].
Wyniki tych eksperymentéw podano w tabelach 6.1-6.2.

Tabela 6.1: Czasy wykonywania algorytmu 6.1

n tmin tavg tmax
3 0.0000 0.0000 0.0000
4 0.0000 0.0000 0.0000
5 0.0000 0.0000 0.0000
6 0.0000 0.0002 0.0010
7 0.0000 0.0006 0.0010
8 0.0000 0.0008 0.0010
9 0.0020 0.0023 0.0030
10 0.0040 0.0054 0.0070
11 0.0130 0.0143 0.0220
12 0.0310 0.0435 0.1570
13 0.0720 0.0801 0.1290
14 0.1690 0.1796 0.2130
15 0.3890 0.4012 0.4210
16 0.8940 0.9687 1.1810
17 2.0210 2.0725 2.3060
18 4.5620 4.7886 5.6870

19 10.2640 10.7635 12.4330
20 22.7060 24.9457 27.2200
21 57.0340 57.9904 99.5520
22 126.2660 141.0591 165.8200
23 288.8460 334.8256 371.3000
24 522.2080 533.9919 548.8070
25 1131.7000 1 205.5655 1 549.6800

W tabeli 6.1, podano minimalne, srednie i maksymalne czasy obliczen dla
algorytmu wyliczeniowego (patrz algorytm 6.1). W tabeli, symbole n, tmin, tavg
i tmax oznaczaja odpowiedni rozmiar instancji, minimalny, $redni i maksymalny
czas obliczen.

W tabeli 6.2, podano minimalne, srednie i maksymalne czasy obliczen dla
algorytmu podzialu i ograniczen (patrz algorytm 6.2). W tabeli, symbole n,
tmin, favg 1 tmax Oznaczaja odpowiedni rozmiar instancji, minimalny, $redni i
maksymalny czas obliczen.

W tabeli 6.3, przedstawiono minimalna, srednig i maksymalna liczbe pomi-
nietych wezléw przez algorytm podziatu i ograniczen (patrz algorytm 6.2). W
tabeli, symbole n, dmin, davg 1 dmax 0znaczaja odpowiedni rozmiar instancji,
minimalna, érednia i maksymalng liczbe pominietych wezléw.

Rysunek 6.4 przedstawia wartosci procentowe minimalnej, §redniej i maksy-
malnej liczby pominietych weztéw dla algorytmu podziatu i ograniczen (patrz
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Tabela 6.2: Czasy wykonywania algorytmu 6.2

tmin tavg tmax

0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
11 0.0050 0.0075 0.0130
12 0.0130 0.0189 0.0260
13 0.0310 0.0540 0.1820
14 0.0680 0.0890 0.1350
15 0.1260 0.1784 0.2100
16 0.2130 0.3734 0.4670
17 0.5840 0.8012 1.0190
18 1.3270 1.6917 2.0750
19 2.2860 3.8172 5.1800
20 5.2870 7.2792 8.9010
21  10.6370  15.3653  19.1120
22 234730  30.3815  38.5110
23 51.0270  65.1982  82.9030
24 81.6890 124.9764 150.6090
25 178.9860 223.0283 279.8000

S © oo o w3

algorytm 6.2).

Wyniki tych eksperymentéw pokazuja, ze proponowany algorytm podziatu
i ograniczen jest szybszy niz algorytm wyliczeniowy. Nie jest to zaskoczeniem,
poniewaz algorytm podzialu i ograniczen rozwaza mniejsza liczbe uszeregowan.
Zaskakujacym wynikiem jest jednak $redni procent pominietych weztéw, ktory
jest do$¢ duzy. Dla instancji z liczbg zadan od 3 do 15, éredni procent pominie-
tych weztéw wzrastal od 1.43% do 51.35%, podczas gdy dla instancji wigkszej niz
15 zadan, ten procent byl jeszcze wigkszy i wahal sie miedzy 51.35% a 65.54%.

Podczas eksperymentéw zaobserwowaliSmy ze algorytm podzialu i ograni-
czen pomija rézne liczby wezléw dla réznych instancji. Wynik ten byt spodzie-
wany, ale staraliSmy sie znalezé glowny czynnik wplywajacy na liczbe pomi-
nietych weztéw. Na przyklad, sposrdéd wszystkich instancji z 4 zadaniami ktore
testowalidémy, najwieksza liczbe pominietych weztow, 10, zaobserwowalismy dla
instancji (3,4,5,6), podczas gdy najmniejsza liczbe pominietych wezléw, 0, za-
obserwowalismy dla instancji (1,2,3,9) i (1,1,6,10). Na podstawie wynikéw
tych eksperymentéw sformulowaliSmy hipoteze méwiaca o réznicy miedzy pod-
stawowym czasem wykonywania najwigkszego i najmniejszego zadania wplywa
na liczbe pominietych weztéw. Aby potwierdzié te hipoteze wymagane jest wie-



ROZDZIAL 6. ALGORYTMY DOKLADNE

46

Tabela 6.3: Liczba pominigtych wezléw przez algorytm podziatu i ograniczen

liczby
" dmin davg dmax
3 0 0.3000 2
4 0 4.6000 10
5 10 24.6000 48
6 14 81.4000 124
7 143 249.8500 386
8 338 574.3000 828
9 1076 1 521.2500 1944
10 2162 3 948.9000 5 674
11 7184 9 347.1000 12 166
12 12 932 21 020.7000 25 500
13 30 962 49 744.1000 61 478
14 98 800 113 817.7000 137 560
15 204 014 252 385.5500 312 710
16 500 424 584 459.7000 753 138
17 1040 134 1 245 189.8000 1 569 808
18 2 332 020 2 680 866.3000 3 064 930
19 4784 910 5 809 914.0500 7 084 570
20 10 817 986 12 901 889.3000 14 414 046
21 24 111 5530 27 340 557.9500 31 421 114
22 48 882 442 58 820 082.7000 66 445 488
23 114 973 540 127 083 720.2500 138 992 692
24 240 583 328 263 944 898.2000 313 670 100
25 500 343 524 549 828 018.8500 587 822 986

cej eksperymentéw.
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Rozdziat 7
Algorytmy heurystyczne

W rozdziale tym przedstawimy dwa algorytmy przyblizone oraz poréwnamy ich
czasy dzialania i jako$¢ wygenerowanych przez nie rozwiazan. Rozdzial 7 sktada
si¢ z trzech podrozdzialéw. W podrozdzialach 7.1 i 7.2 opiszemy dzialanie obu
algorytméw. W podrozdziale 7.3 przedstawimy wyniki dwoch eksperymentéw
numerycznych w ktorych dokonano poréwnania dziatania obu heurystyk.

7.1 Algorytm heurystyczny H1

W tym podrozdziale przedstawimy pierwszy algorytm heurystyczny dla proble-
mu PSLE (patrz algorytm 7.1). W tym algorytmie majac dane dzielone zadanie,
zamiast rozpatrywaé wszystkie mozliwe uszeregowania pozostalych zadan, przy-
dzielamy zadania na przemian do pierwszej i drugiej maszyny.

W pseudokodzie algorytmu heurystycznego uzyliémy funkcji przedstawio-
nych w poprzednim rozdziale oraz nastepujacej notacji. Wyrazenie J* U {.J,.}
oznacza dodanie zadania .J, na koniec sekwencji J°.

Wielomianowy algorytm heurystyczny przedstawia pseudokod 7.1.

Dla podanej na wejsciu poczatkowej sekwencji zadan, J, algorytm 7.1 ge-
neruje uszeregowanie przyblizone. W linii 1, funkcja sortSPT sortuje wszystkie
zadania w porzadku SPT. W linii 2, funkcja Schedule tworzy uszeregowanie bez
podzielonego zadania, gdzie wszystkie zadania sg uszeregowane na maszynie
M;. Tak skonstruowane uszeregowanie jest aktualnie najlepszym uszeregowa-
niem. Znajac aktualnie najlepsze uszeregowanie, algorytm 7.1 wybiera w linii 4
sekwencje J bez podzielonego zadania J;. W liniach 5 i 6 algorytm tworzy dwie
puste sekwencje J! i J2. W linii 7, petla for iteruje przez wszystkie zadania
z sekwencji J. W linii 8, w instrukcji warunkowej if sprawdzane jest czy licz-
nik petli j jest liczba nieparzysta, jezeli tak jest, to w linii 9 rozpatrywane j-te
zadanie z sekwencji J jest przydzielane do sekwencji J1. W przeciwnym razie,
w linii 11, kiedy j jest parzyste j-te zadanie z sekwencji J jest przydzielane do
sekwencji J2. W linii 14, funkcja Schedule generuje uszeregowanie z podzielo-

48
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Algorytm 7.1: Algorytm heurystyczny H1 dla problemu PSLE

1 J = sortSPT(J)

2 Apr = Schedule(J,(),NIL)

3 fori=1ton do

a | J=J\{J;}

5| J=()

o | 2=

7 for j =1 to |J| do

8 if j mod 2 =1 then

9 ‘ J1=J1U{J[j](l)}
10 else

11 ‘ JQZJQU{JU](J)}
12 end

13 end

14 R =Schedule(J',J2,J;)
15 if getCmax (R) <getCmax (Apr) then
16 ‘ Apr =R

17 end
18 end

19 return Apr

nym zadaniem J;, gdzie zadania z sekwencji J' sa uszeregowane na maszynie
M, a zadania z sekwencji J? sg uszeregowane na maszynie M,. W liniach 15—
16, algorytm sprawdza, czy dlugo$¢ nowego uszeregowania, R, jest mniejsza od
aktualnie najlepszego uszeregowania Apr; jesli jest mniejsza, Apr jest aktuali-
zowane. Koncowe uszeregowanie, Apr, jest zwracane w linii 19.

Twierdzenie 7.1. Algorytm 7.1 rozwigzuje problem PSLE w czasie O(n?).

Dowdd. Funkcje sortSPT i Schedule maja czasy wykonywania, odpowiednio
O(nlgn) i O(n). Petla for w linii 3 wykonuje sie n razy, a petla for w linii 7
wykonuje si¢ n — 1 razy. Funkcje i operacje w liniach 4 oraz 14-15 wykonuja
sie w czasie O(n). Pozostale operacje wykonuja sie w czasie O(1). Algorytm 7.1
dziala wigc w czasie O(n?). O

Przedstawimy sposéb dziatania algorytmu 7.1 na nastepujacych przykta-
dach.

Przyktad 7.1. Mamy n = 5 zadan z podstawowymi czasami wykonywania
pr=1,p2 =2, p3 =3, py =4, ps =5 iindeksem uczenia si¢ a = —1. Naj-
krétsze uszeregowanie o wygenerowane przez algorytm 7.1 przedstawia rysu-
nek 7.1a, Chax(0) = 3%. Tymczasem uszeregowanie optymalne o* przedstawia
rysunek 7.1b, Cipax(0) = 3%.

Przyktad 7.2. Mamy dane n = 5 zadan z podstawowymi czasami wykony-
wania p; = 3, po = 4, p3 = 6, py = 21 p; = 6, i indeks uczenia sie¢ a = —1.
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Rysunek 7.1: Algorytm heurystyczny H1, a algorytm dokladny

Najkrotsze uszeregowanie o wygenerowane przez algorytm 7.1 przedstawia ry-
sunek 7.2a, Chax(0) = 5%. Tymczasem uszeregowanie optymalne o* przedsta-

| | x | x x
M, Ju Ja J4 M, Ju JE \
l l l | ]
Mz J%’/ |1 - I 1J5 I M; f] ! |1 e I | {3 |
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5

(a) Uszeregowanie o,

(b) Uszeregowanie o™,
Cmax(0) = 5%

Cmax (o) = 4%
Rysunek 7.2: Algorytm heurystyczny H1, a algorytm dokladny

wia rysunek 7.2b, Chax(o) = 4%. Kolejne kroki przydziatu zadan do maszyn
dla podzielonego zadania Js przedstawia rysunek 7.3. Na maszynie Ms zadania
przydzielane sa od 2-giej pozycji, co symbolizuje czarny prostokat.

7.2 Algorytm heurystyczny H2

W podrozdziale tym przedstawimy drugi algorytm heurystyczny dla problemu
PSLE (patrz algorytm 7.2). W tym algorytmie majac dane dzielone zadanie,
zamiast rozpatrywaé wszystkie mozliwe uszeregowania pozostalych zadan, przy-
dzielamy zadania do maszyny o najmniejszym obciazeniu.

W pseudokodzie algorytmu heurystycznego uzylismy funkcji przedstawio-
nych w poprzednim rozdziale.

Ten wielomianowy algorytm heurystyczny przedstawia pseudokod 7.2.

Dla podanej na wejsciu poczatkowej sekwencja zadan, J, algorytm 7.2 ge-
neruje uszeregowanie przyblizone. W linii 1, funkcja sortSPT sortuje wszystkie
zadania w porzadku SPT. W linii 2, funkcja Schedule tworzy uszeregowanie bez
podzielonego zadania, gdzie wszystkie zadania sg uszeregowane na maszynie
M. Tak skonstruowane uszeregowanie jest aktualnie najlepszym uszeregowa-
niem. Znajac aktualnie najlepsze uszeregowanie, algorytm 7.2 wybiera w linii 4
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Rysunek 7.3: Kolejne kroki algorytmu H1, dla dzielonego zadania J3

sekwencje J bez podzielonego zadania J;. W liniach 5 i 6 algorytm tworzy dwie
puste sekwencje J! i J2. W linii 7, petla for iteruje przez wszystkie zadania
z sekwencji J. W linii 8, w instrukcji warunkowej if sprawdzane jest czy se-
kwencja zadan Lj(J') jest niewicksza od sekwencji zadan Ly (J?), 1 jezeli tak
jest, to w linii 9 rozpatrywane j-te zadanie z sekwencji J jest przydzielane do
sekwencji J'. W przeciwnym razie, w linii 11, j-te zadanie z sekwencji J jest
przydzielane do sekwencji J2. W linii 14, funkcja Schedule generuje uszerego-
wanie z podzielonym zadaniem .J;, gdzie zadania z sekwencji J! sa uszeregowane
na maszynie M; a zadania z sekwencji J? sg uszeregowane na maszynie My. W
liniach 15-16, algorytm sprawdza, czy dlugo$é¢ nowego uszeregowania, R, jest
mniejsza od aktualnie najlepszego uszeregowania Apr; jesli jest mniejsza, Apr
jest aktualizowane. Konicowe uszeregowanie, Apr, jest zwracane w linii 19.

Twierdzenie 7.2. Algorytm 7.2 rozwigzuje problem PSLE w czasie O(n?).

Dowdd powyzszego twierdzenia jest analogiczny do dowodu twierdzenia 7.1.
Jedyna réznica wystepuje w linii 8 obu algorytméw. W algorytmie 7.1 spraw-
dzanie warunku podanego w tej linii wymaga czasu O(1), natomiast w algo-
rytmie 7.2 jest to czas O(n), co jednak nie ma wplywu na rzad zlozonosci obu
algorytmoéw.

Przedstawimy sposéb dziatania algorytmu 7.2 na nastepujacych przykta-
dach.

Przyktad 7.3. Mamy n = 5 zadan z podstawowymi czasami wykonywania

pr =1, p2 = 2, p3 = 3, py = 4, ps = 5 i indeksem uczenia si¢ a = —1.
Najkrotsze uszeregowanie o wygenerowane przez algorytm 7.2 przedstawia ry-
sunek 7.4a, Cpax(o) = 3%—1. Uszeregowanie optymalne o* przedstawia rysu-

nek 7.4b, Ciax(0) = 355
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Algorytm 7.2: Algorytm heurystyczny H2 dla problemu PSLE

1 J = sortSPT(J)

2 Apr = Schedule(J,(),NIL)

3 fori=1ton do

a | J=J\{J;}

5| J=()

o | 2=

7 for j =1 to |J| do

8 if L[l](Jl) < L[Q](JQ) then
9 ‘ J1=J1U{J[j](l)}

10 else

11 ‘ JQZJQU{JM(J)}

12 end
13 end
14 R =Schedule(J',J2,J;)
15 if getCmax (R) <getCmax (Apr) then
16 ‘ Apr =R
17 end
18 end

19 return Apr

Przykltad 7.4. Mamy dane n = 5 zadan z podstawowymi czasami wykony-
wania p; = 3, po = 4, p3 = 6, py = 2 i ps = 6, i indeks uczenia si¢ a = —1.
Najkrotsze uszeregowanie o wygenerowane przez algorytm 7.2 przedstawia ry-
sunek 7.5a, Cpax(o) = 5%. Uszeregowanie optymalne o* przedstawia rysu-
nek 7.5b, Cpax(0) = 4%. Kolejne kroki przydzialu zadan do maszyn dla podzie-
lonego zadania J3 przedstawia rysunek. 7.6. Na maszynie M, zadania przydzie-
lane sa od 2-giej pozycji, czego nie zaznaczono na rysunku.

7.3 Wiyniki eksperymentéw obliczeniowych

W niniejszym podrozdziale przedstawimy wyniki eksperymentéw obliczenio-
wych zestawione w taki sposéb, aby mozna byto poréwnaé oba algorytmy heu-
rystyczne, pod wzgledem czasu wykonywania jak i jakosci.

Aby poréwnaé algorytmy heurystyczne miedzy sobg oraz z algorytmem do-
ktadnym, przeprowadziliémy dwa eksperymenty obliczeniowe.

7.3.1 Pordéwnanie Srednich czaséw dzialania

Celem pierwszego z eksperymentu bylo poréwnanie czasu dzialania obu algo-
rytméw heurystycznych. W pierwszym eksperymencie przetestowaliémy nasze
algorytmy na losowych instancjach z liczba zadan od 1000 do 20000 z krokiem
1000. Dla kazdego n, wygenerowaliémy 20 losowych instancji, w ktoérych pod-
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Rysunek 7.5: Algorytm heurystyczny H2, a algorytm dokladny

stawowe czasy wykonywania zadan sg liczbami catkowitymi wylosowanymi z
przedziatu [1,10]. W sumie przetestowano 400 instancji.

W instancjach wygenerowanych w tym eksperymencie nie wystepowaly za-
dania dominujace, co mozna uzasadni¢ w nastepujacy sposéb. W instancji moga
wystepowaé zadania z podstawowym czasem wykonywania bedacymi liczbami
catkowitymi z przedziatu [1,10]. Czyli kandydatem na zadanie dominujace jest
zadanie Jy, dla ktérego pg; = 10. Wezmy najbardziej pesymistyczna instancje,
czyli taka w ktorej istnieje jedno zadanie o podstawowym czasie wykonywania
pa = 10, a pozostale zadania sa zadaniami jednostkowymi. Dla takiej instan-
cji wystarczy pokazaé¢ jedno uszeregowanie w ktorym nieréwnosé 5.2 nie jest
spelniona. Szukamy uszeregowania w ktérym wszystkie zadania poza kandy-
datem na zadanie dominujace sa uszeregowane na maszynie My, a zadanie Jy
szeregujemy na maszynie M. Wtedy zadanie J; wykonuje sie przez 5 jednostek
(uszeregowane na drugiej pozycji zgodnie z nieréwnoscia 5.2), natomiast czas
wykonania pozostalych zadan na pierwszej maszynie jest wiekszy od 5, ponie-
waz zadan tych jest 9999, a dla a = —1 i 84 zadan jednostkowych obciazenie
maszyny My jest wigksze od 5 (Z?il% > 5). Poniewaz pokazaliSmy, ze dla
najbardziej pesymistycznej instancji, istnieje uszeregowanie w ktérym nierow-
no$¢ 5.2 nie jest spelniona, to dla innych instancji n > 85 i p; € [1, 10] réwniez
nie istnieje zadanie dominujace.

Wyniki tych eksperymentéw podano w tabelach 7.1-7.2.

W tabeli 7.1, podano minimalne, Srednie i maksymalne czasy obliczen dla
pierwszej heurystyki (patrz algorytm 7.1). W tabeli, symbole n, tmin, tave 1 tmax
oznaczaja odpowiedni rozmiar instancji, minimalny, $redni i maksymalny czas
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Rysunek 7.6: Kolejne kroki algorytmu H2, dla dzielonego zadania J3

obliczen.

W tabeli 7.2, podano minimalne, $rednie i maksymalne czasy obliczen dla
drugiej heurystyki (patrz algorytm 7.2). W tabeli, symbole n, tmin, tavg i tmax
oznaczaja odpowiedni rozmiar instancji, minimalny, éredni i maksymalny czas
obliczen.

Rysunek 7.7 przedstawia wykres Sredniego czasu dzialania obu heurystyk
(patrz algorytm 7.1 i algorytm 7.2). O$ x reprezentuje liczbe zadan w instancji,
natomiast o§ y przedstawia czas wykonywania algorytméw wyrazony w sekun-
dach.

Wyniki tego eksperymentu pokazuja, ze heurystyka H1 dziala srednio szyb-
ciej niz heurystyka H2, czego nalezalo si¢ spodziewaé, poniewaz heurystyka H2
wymaga po dodaniu kazdego zadania do maszyny policzenia czasu wykonania
wszystkich zadan uszeregowanych na tej maszynie, natomiast heurystyka H1
oprécz operacji dodawania sprawdza jedynie parzysto$¢ licznika petli.
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Tabela 7.1: Czasy wykonywania algorytmu 7.1

n tmin tavg tmax
1000 0.104 0.111 0.129

2000 0.417  0.439  0.464
3000 0.952  0.992  1.066
4000 1677 1714  1.770
5000 2.628  2.662  2.839
6000 3.805  3.885  4.085
7000 5.223  5.340  5.575
8000 6.707  6.793  7.316
9000 8.488  8.611  8.705
10000 10.493 10.563 11.091
11000 12.694 12.747 12.850
12000 15.226 15.383 15.532
13000 17.765 18.100 19.488
14000 20.849 21.624 26.637
15000 23.696 23.865 24.419
16000 27.123 27.512 27.746
17000 30.480 30.879 32.143
18000 34.154 34.829 36.412
19000 38.508 39.089 43.109
20000 42.609 43.295 45.194

7.3.2 Poréwnanie $redniej jakosci rozwigzan

Celem drugiego z eksperymentow bylo zmierzenie jakosci rozwigzan wygenero-
wanych przez algorytmy heurystyczne. Aby tego dokonaé¢, uzyliémy wzoru na
blad bezwzgledny b = |bype — b |, gdzie by, jest dlugoscia uszeregowania opty-
malnego, a by jest dlugoscia uszeregowania wyznaczona przez algorytm heury-
styczny. W eksperymencie uzyliémy instancji z rozdzialu 6, poniewaz dla tych
instancji w rozdziale 6 zostaly obliczone dlugosci uszeregowania optymalnego.
Instancje te nie zawieraja zadan dominujacych, poniewaz zostalo to sprawdzone
przez algorytm dokltadny.

W tabeli 7.3, przedstawiono minimalny, sredni i maksymalny blad bez-
wzgledny popelniony przez pierwsza heurystyke (patrz algorytm 7.1). W tabeli,
symbole 7, biin, bave 1 bmax 0zZnaczaja odpowiedni rozmiar instancji, minimalny,
$redni i maksymalny btad bezwzgledny.

W tabeli 7.4, przedstawiono minimalny, sredni i maksymalny blad bez-
wzgledny popelniony przez druga heurystyke (patrz algorytm 7.2). W tabeli,
symbole 7, bumin, bave 1 bmax 0Oznaczaja odpowiedni rozmiar instancji, minimal-
ny, sredni i maksymalny blad bezwzgledny.

Na rysunku 7.8, ktory przedstawia sredni blad bezwzgledny obu heurystyk
(patrz algorytm 7.1 i algorytm 7.2), o§ x reprezentuje liczbe zadan w instancji,
natomiast o$ y przedstawia blad bezwzgledny wyrazony w jednostkach czasu.
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Tabela 7.2: Czasy wykonywania algorytmu 7.2

n tmin tavg tmax

1 000 0.155  0.173  0.209
2 000 0.640 0.691  0.821
3 000 1.439 1493  1.585
4 000 2,509  2.627  2.990
5 000 3.643  3.771  3.974
6 000 5.226  5.355  5.499
7 000 7133  7.469  8.125
8 000 9.316  9.528  9.778
9000 11.777 12.089 12.796
10 000 14.616 14.895 15.085
11 000 17.558 17.635 17.884
12000 20.917 21.047 21.417
13 000 24.572 24.602 24.713
14 000 28.493 28.612 29.789
15000 32.726 33.216 39.475
16 000 37.241 37.310 37.522
17000 42.037 42.634 44.020
18 000 47.351 48.483 49.507
19000 52.683 54.411 56.510
20 000 58.687 59.916 60.949

Wyniki tego eksperymentu pokazuja, ze heurystyka H2 generuje wyniki bliz-
sze optymalnym, niz heurystyka H1. Zauwazmy, ze dla heurystyki H1 dla in-
stancji o parzystej liczbie zadan éredni btad bezwzgledny jest gorszy o okoto %
jednostki czasu od sredniego bledu bezwzglednego dla instancji o liczbie zadan
nieparzystych. Anomalia taka nie wystepuje w przypadku heurystyki H2, co
wskazuje czym nalezy si¢ kierowaé¢ przy konstrukceji lepszych heurystyk.
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Tabela 7.3: Blad bezwzgledny algorytmu 7.1

btad bezwzgledny

bmin bavg bmax
3 0.000 0.796 2.333
4 0.542 1.576 2.958
) 0.000 0.979 2.033
6 0.800 1.530 2.283
7 0.156 1.129 2.450
8 0.838 1.509 2.140
9 0.577 1.086 1.805
10 0.986 1.703 3.005
11 0.566 1.077 2.191
12 0.982 1.434 1.991
13 0.434 0.951 1.492
14 1.049 1.410 2.191
15 0.603 0.968 1.790
16 1.031 1.437 2.734
17 0.533 1.015 1.684
18 0.928 1.349 1.874
19 0.608 1.011 1.591
20 0.961 1.347 1.883
21 0.632 0.999 1.358
22 1.001  1.393 1.927
23 0.627 0.916 1.639
24 0.866 1.275 2.054
25 0.555 0.908 1.240
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Tabela 7.4: Blad bezwzgledny algorytmu 7.2

btad bezwzgledny

bmin bavg bmax
3 0.000 0.796 2.333
4 0.000 1.094 1.764
) 0.111 1.036 2.167
6 0.376 1.024 1.933
7 0.156  0.997 1.792
8 0.212 1.110 1.927
9 0.438 1.102 1.791
10 0.344 0.951 1.679
11 0.175 1.121 1.828
12 0.138 0.895 1.438
13 0.294 0.853 1.653
14 0.330 0.926 1.543
15 0.361 0.897 1.453
16 0.196 0.703 1.729
17 0.403 0.973 1.350
18 0.108 0.717 1.509
19 0.155 0.868 1.542
20 0.174 0.689 1.335
21 0.179 0.764 1.335
22 0.364 0.690 1.305
23 0.392 0.806 1.151
24 0.265 0.718 1.259
25 0.257 0.854 1.322
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Rozdziat 8

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale podsumowujemy wyniki badan zawartych w rozprawie
oraz przedstawiamy dalsze kierunki badan.

8.1

Gléwne wyniki rozprawy

W rozprawie otrzymano nastepujace wyniki:

sformutowano pewien dwu-maszynowy problem szeregowania zadan z kry-
terium Cpax oraz ze zmiennymi czasami wykonywania zaleznymi od nu-
merow pozycji zadan w uszeregowaniu;

opracowano definicje pewnego rodzaju podzielnoéci zadan dla wyzej wy-
mienionego problemu;

zbadano podstawowe wlasnosci wyzej wymienionego problemu;

podano przyklad wielomianowo rozwiazywalnego szczegélnego przypadku
badanego problemu;

opracowano wyliczeniowy algorytm dokladny oraz algorytm doktadny po-
dziatu i ograniczen dla badanego problemu;

opracowano dwa algorytmy przyblizone dla badanego problemu;

przeprowadzono wstepne eksperymenty numeryczne z implementacjami
wyzej wymienionych algorytmow.

8.2 Sposoby prezentacji wynikéw rozprawy

Gléwne wyniki rozprawy prezentowano na nastepujacych miedzynarodowych
konferencjach:
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The 28th European Conference on Operational Research (EURO 2016,
Poznan, lipiec 2016);

The 20th International Conference on Operations Research (OR 2017,
Berlin, wrzesieni 2017).

The Second International Workshop on Dynamic Scheduling Problems
(IWDSP 2018, Poznan, czerwiec 2018);

The 23rd International Conference on Methods and Models in Automation
and Robotics (MMAR 2018, Miedzyzdroje, sierpieni 2018)

Gléwne wyniki badan zostaly opublikowane w nastepujacych pracach:

(Zurowski (2018a)) ,,Preemptive scheduling of jobs with a learning effect
on two parallel machines”. W Operations Research Proceedings 2017, stro-
ny 587-592. Springer;

(Zurowski (2018b)) ,,Some remarks on preemptive scheduling of jobs with
a learning effect”. W Extended abstracts of The Second International Work-
shop on Dynamic Scheduling Problems (IWDSP Poznati, June 26-28, 2018),
strony 95-98. Polish Mathematical Society;

(Zurowski i Gawiejnowicz (2018)) ,An enumerative algorithm for a two-
machine preemptive job scheduling with a learning effect”. W Proceedings
of the 23rd International Conference on Methods and Models in Auto-
mation and Robotics (MMAR Miedzyzdroje, August 26-29, 2018), strony
926-931.

Praca ,,Scheduling preemptable position-dependent jobs on two parallel iden-
tical machines”, zawierajaca gtéwne wyniki z rozdzialu 5, zostata wystana do
druku.

8.3 Kierunki dalszych badan

Wyniki rozprawy moga stanowi¢ wstep do dalszych badan, wéréd ktorych naj-
istotniejsze wydaja si¢ nastepujace:

zbadanie zlozonosci ogdlnego problemu;
zbadanie problemu pod katem modyfikacji definicji podzielnosci;

ulepszenie algorytmu dokladnego, poprzez znalezienie ograniczenia dolne-
go na dlugoéé uszeregowania;

ulepszenie algorytméw heurystycznych.
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