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Wstep

... jesli ludzie rodziliby si¢ slepcami, filozofia bytaby
doskonalsza, poniewaz brakloby w niej wiele falszywych

zalozen ktére zostaly przyjete przez zmyst wzroku®

w rysunkach jest bowiem cos szczegolnie ‘dotykalnego’.
Stowa majg charakter abstrakcyjny, rysunki —

konkretny, niejako cielesny?

Mowi sig, ze: patrzenie = tatwe, myslenie = trudne. Nie sq to jednak witasciwe
rownania. Prawdziwym pytaniem powinno by¢: co kazde z nich ma do
zaoferowania?®

ry. . . . ’ 4
mysli bez tresci naocznej sq puste, dane naoczne bez pojec — Slepe

Wielki matematyk francuski Jacques Hadamard (1865 - 1963) uwazat, ze
mys$l matematyczna jest w swojej istocie wizualna. Jak miat si¢ sam przekonac,

wigkszos¢ wielkich matematykow jego czasow w jakim$ stopniu si¢ z tym

! Przypisywane Galileuszowi, za: Polyshyn, Z.W., Seeing and Visualizing, MIT Presss, 2003. str. Xi.
2 Netz, R., Noel, W., Kodeks Archimedesa. Tajemnice najstynniejszego palimpsestu swiata,
Wydawnictwo Magnum, Warszawa 2007, str. 93.

® Davis, P., Visual Theorems, “Educational Studies in Mathematics”, 1993, Vol. 24, No. 4, str. 333.
* Kant, I., Krytyka czystego rozumu, Tom, PWN Warszawa, 1986, A51/B75.



zgadzato > . Pierwiastek wizualny jest silnie obecny takze we wspolczesnej
matematyce. Jest niezaprzeczalnym faktem, ze diagramy, rysunki, wykresy, czy
wizualizacje komputerowe sg szeroko uzywane w praktyce matematykow.
Pojawiaja si¢ one w czasopismach matematycznych, na tablicach i kartkach
papieru. Co wigcej, w ostatnich latach komputery otworzyty przed matematykami
mozliwosci  wizualizacji o wiele bardziej skomplikowanych obiektow
matematycznych niz dotychczas.

Rola wizualizacji w poznaniu matematycznym interpretowana jest bardzo
réznie (przez wizualizacje rozumiem zaréwno same diagramy, jak i wizualizacje
wewnetrzne - czyli subiektywne przedstawienia obiektow matematycznych w
wyobrazni przestrzennej)°. Waha sie ona od ich zupelnego odrzucenia jako zrodla
poznania matematycznego, do uczynienia ich jego nieusuwalnym elementem,
nadajacym pojeciom matematycznym tre$¢ 1 ulatwiajagcym dowodzenie twierdzen.

W rzeczywisto$ci jednak rola i funkcja tego, co postrzegalne zmystem
wzroku w poznaniu matematycznym, jest zagadnieniem bardzo stabo zbadanym.
Systematyczne badania nad diagramami, czy szerzej — wizualizacjami — sg
intensywnie prowadzone dopiero w ostatnich latach, i to wbrew utartemu
pogladowi, iz nie petnig one istotnej roli w poznaniu matematycznym.

Z wizualizacjami laczy si¢ bardzo wiele zagadnien filozoficznych. Oto
wazniejsze z nich: jaka role odgrywaja wizualizacje w poznaniu matematycznym?
Jaka jest wigc, jak pyta wspodtczesny badacz wizualizacji w matematyce, Marcus
Giaquinto, ,,natura przyczynowej $ciezki od doswiadczenia wizualnego (wzroku
albo wyobrazni) do przekonania matematycznego™’? Powstaje pytanie, jaka funkcje
pelig diagramy w szczegdlnosci w dowodzie matematycznym? Czy s3 jedynie
heurystykami, dodatkiem do dowodow? Jaka jest rola i funkcja wizualizacji w
uzasadnianiu twierdzen matematycznych, a takze na ile moga stanowi¢ wiarygodne
zrodlo poznania matematycznego? Mozna réwniez zapyta¢ o specyficzng nature

procesOw poznawczych zwigzanych z analiza diagramow, odmienng od poznania

® Por. Borwein, P., Jorgenson, L., Visible Structures in Number Theory, “The American
Mathematical Monthly”, 2001, Vol. 108, No. 10, str. 897.

® Terminologie stosowana w pracy omawiam szerzej w dalszej czesci wstepu.

" Giaquinto, M., Visual Thinking in Mathematics, Oxford University Press, Oxford New York, 2007,
str. 2.



opartego na pojeciach i zdaniach. Rodzi si¢ pytanie, czy obecny w matematyce
pierwiastek wizualny potwierdza jej zwiazki z naukami empirycznymi, czy
wyroznia ja jako naukg¢ empiryczng? Czy poznanie wizualno-matematyczne ma
charakter syntetyczny, czy tez pozapojeciowy? Wreszcie, jaka jest natura intuicji
przestrzennej jako wtadzy poznawczej aktywnej w procesie analizy diagramow?
Spraw do rozstrzygnigcia jest wigc bardzo duzo, sg tez rdznorodnej tresci i
charakteru.

Wsrdéd wspomnianych zagadnien epistemologicznych pojawiaja si¢ rowniez
problemy o charakterze metodologicznym. Tu pojawia si¢ pytanie, jakg role
diagramy odgrywaja, i jaka moga odgrywa¢é w dowodach. W jakich
okolicznosciach wnioskowanie matematyczne moze Ww uprawniony sposob
korzysta¢ z diagramow? Wreszcie, czy moga one, jako obiekty jednostkowe,
sankcjonowac twierdzenia ogolne?

W filozofii matematyki XX wieku, dominowat poglad, iz diagramy sg w
poznaniu matematycznym zbedne, a czgsto nawet szkodliwe. Zgodnie z takim
stanowiskiem, wizualizacje moga w poznaniu matematycznym petnié¢ co najwyzej
role heurystyczna, badz tez pedagogiczng, nie powinny by¢ jednak nigdy
rozwazane w kontek$cie uzasadniania. W filozofii matematyki ostatnich lat
nastgpuje wzrost zainteresowania rolg wizualizacji w poznaniu matematycznym, a
wiele elementdw opisanego powyzej stanowiska ulega rewizji. Zwraca si¢ tu uwage
na réznorodno$¢ roli, jakie wizualizacje graja w poznaniu matematycznym; sg to
migdzy innymi ,,inspiracja i odkrycie, nieformalna komunikacja oraz nieformalny

dowod (demonstration), jak réwniez nauczanie i uczenie sie (...)”°

. Najczesciej
rozwazanym aspektem diagraméw jest ich rola w dowodach, czy szerzej w
rozumowaniach matematycznych i1 sposobach uzasadniania zdan matematyki. W
ostatnich latach pojawiaja si¢ rowniez w duzym stopniu nowe zagadnienia — W
szczegblnosci zwigzane z eksperymentami komputerowymi, ale rowniez np. z
kognitywnymi aspektami wizualizacji.

Podstawowym zagadnieniem omawianym W niniejszej pracy jest miejsce

wizualizacji, jak rowniez intuicji przestrzennej w szeroko pojetej epistemologii

8 Borwein, P., Jorgenson, L., Visible Structures..., str. 898.



matematyki, ktorej przedmiotem jest przede wszystkim natura poznania
matematycznego, sposoby uzasadniania prawd matematycznych, rozumienie pojec
matematycznych, oraz ksztaltowanie si¢ naszych przekonan ich dotyczacych.
Moim zasadniczym celem jest wydobycie i przedstawienie roznorodnosci funkcji,
jakie wizualizacje grajg w poznaniu matematycznym. Zwracam tu uwage nie tylko
na tradycyjnie zwigzane z diagramami geometri¢, czy analiz¢ matematyczng, ale
réwniez na inne gal¢zie matematyki, jak teoria liczb czy teoria grafow. Poddaje
analizie r6zne cechy diagraméw jako reprezentacji, cechy aktéw poznawczych do
nich si¢ odwotujacych, oraz status ich wytwordw, czyli twierdzen matematycznych.
Rozwazam trudno$ci zwigzane z analizag diagramoéw, jak 1 charakterystyki
wizualizacji, ktore mozna rozwazaé jako ich zalety. Rozwazam wreszcie ogolnie,
co wnosi wizualny wymiar matematyki do poznania matematycznego.

W niniejszej pracy, w pierwszej kolejnosci przedstawiam proces rozwoju
problematyki wizualizacji w szerokim kontek$cie historycznym. Mozna
powiedzie¢, iz jest to cecha wyrozniajaca mojej pracy. We wspodlczesnych
badaniach nad wizualizacjami tradycja filozoficzna jest zazwyczaj ujmowana
zdawkowo, ograniczajac si¢ do krétkich odniesien do Kanta, lub do filozofii
geometrii przetomu XIX i XX wieku. Uwazam jednak, iz szersze przedstawienie
kontekstu historycznego jest uzasadnione. Kwestia roli wizualizacji w poznaniu
matematycznym jest bowiem obecna w refleksji nad matematyka od starozytnosci.
Przedstawienie kontekstu historycznego umozliwi wigc prezentacje Szerokiego
wachlarza stanowisk, ktore niesie z sobg tradycja filozoficzna, co stworzy kontekst
dla wspotczesnych rozwazan nad wizualizacjami. Warto réwniez dodac, iz niektore
z rozwazanych problemow pozostajg aktualne do dzi$, inne pozostajg istotne, cho¢
w innej formie, jeszcze inne staja juz dzi$ nieaktualne. W szczegolno$ci nalezy tu
wspomnie¢, iz do XX wieku problematyka wizualizacji dotyczyta gtownie
geometrii oraz analizy matematycznej, w ostatnich latach rozwaza si¢ natomiast
role wizualizacji rdbwniez w innych gateziach matematyki, jak teoria grafow, teoria
fraktali, czy nawet teoria liczb. Na wszystkie wymienione tutaj aspekty rozwoju
problematyki wizualizacji beda zwracat uwage w mojej pracy.

Oprdcz probleméw czysto filozoficznych, omawiam niektore zagadnienia



zwigzane z historig 1 metodologig matematyki. Analiza taka jest konieczna w celu
pelnego przedstawienia filozoficznych zagadnien zwigzanych z wizualizacjami.
Jesli chodzi o problemy metodologiczne, nalezy tu przede wszystkim wymienic¢
wady diagraméw jako reprezentacji obiektow matematycznych — s3 to
jednostkowo$¢, nadmiarowo$¢, oraz niewiarygodno$¢ diagramu. Problemy te,
istotne dla catosci pracy, omowione sg blizej w ostatniej czesci wstepu.

Jednym z gltéownych celow pracy jest przedstawienie wizualizacji na tle
»tradycyjnych” probleméw epistemologicznych zwigzanych z matematyka. Ponizej
omowige blizej, o jakie problemy tu chodzi, 1 jak powigzane sg z wizualizacjami.

Pierwszym z nich jest dychotomia intuicja/pojecia w poznaniu
matematycznym S, Dychotomi¢ t¢ mozna rozwaza¢ na kilku ptaszczyznach.
Przeciwstawia si¢ wigc algebraiczne i geometryczne metody czy tez style myslenia
w matematyce. Istotny jest rOwniez kontrast pomigdzy dwoma typami reprezentacji
w matematyce — ,,zwykta” reprezentacja symboliczng z jednej strony i diagramami
z drugiej. Mozna réwniez przeciwstawia¢ to, co przestrzenne w reprezentacjach,
oraz wizualizacjach wewnetrznych, temu, co nie jest przestrzenne. Tendencja do
rozwazania wizualizacji w kontek$cie tych dychotomii obecna byla juz w
matematyce XVII i XVIII wieku, kiedy to zywe byly debaty pomiedzy
zwolennikami geometrycznego 1 algebraicznego podejscia do matematyki.
Przeciwstawienie intuicji (naocznosci) oraz poje¢ w poznaniu matematycznym jest
jednym z fundamentow, na ktorych zbudowana jest epistemologia Kanta.
Nawigzania do tej dychotomii pojawiaja si¢ rowniez w jaki§ sposob w
rozwazaniach wiekszos$ci filozofow omawianych w pierwszych rozdziatach pracy.
Wspotczesne badania koncentrujg si¢ z kolei na roli intuicji przestrzennej w
dowodach i rozumowaniach matematycznych. Rozwazane sa takie pytania, jak: na
ile sposob postrzegania diagramu wigze si¢ rzeczywiscie z wyrdzniona wiladza
poznawczg — intuicjg — dajaca specyficznego typu poznanie? Czy doswiadczenia
wizualne sg Zrédlem innego typu poznania niz symbole, a jesli tak, to jakiego? Czy

mozna mowi¢ o rozumowaniach i dowodach wizualnych — a wiec dowodach

° Dodajmy tutaj, iz intuicja przestrzenna, czy intuicja wizualna jest jedng z odmian intuicji w
matematyce. Szerzej pisz¢ o tym w dalszej czesci wstepu.



odmiennego typu niz zwykte dowody polegajace na przeksztatcaniu symboli? Czy
rozumowania takie przeprowadzane sg bez udziatlu poj¢¢? Czy majg charakter
pozalogiczny? Te pytania bed¢ miedzy innymi rozwazat w mojej pracy.

Drugim zagadnieniem jest spor empiryzmu z aprioryzmem. Wizualizacje
zajmuja w tym sporze, szczegdlne miejsce. Mozna bowiem powiedziec, iz istnieja
trudno uchwytne rdznice pomiedzy empirystyczng a apriorystyczng interpretacja
procesu poznawczego zwigzanego z diagramami. Diagramy s3 nam dostgpne dzigki
zwyklej percepcji zmystowej, sa bowiem fizycznymi i jednostkowymi obiektami.
Wszelkie wnioskowania na nich oparte majg zatem, w pewnym sensie, empiryczny
charakter. Charakter taki wyplywa réwniez z jednostkowosci, zwodniczosci oraz
niewiarygodno$ci diagramow. Z drugiej Strony typ poznania zwigzany z
diagramami jest w subtelny sposob odmienny od zwyklych rozumowan nauk
empirycznych, wyciagajacych indukcyjne wnioski z obserwacji. Wielu filozofow,
jak m.in. Peirce, Frege, czy wspotczesnie — Giaquinto, broni wigc fundamentalnie
apriorycznej natury rozumowan opartych na wizualizacjach. Tak interpretowat
wizualny wymiar matematyki oczywisci roéwniez Kant, argumentujac, iz
pierwiastek przestrzenny w naszym poznaniu geometrycznym ma charakter
wrodzony, bedac tym samym zrodlem aprioryczno$ci sadow geometrii. Stad tez
problem interpretacji wizualizacji, oraz intuicji przestrzennej w ramach sporu
empiryzmu z aprioryzmem jest wcigz otwarty.

Trzecim ,tradycyjnym” zagadnieniem epistemologicznym, na ktore bede tu
zwracal uwageg jest podzial na zdania analityczne i syntetyczne. Jak wiadomo,
wedlug Kanta geometria jest nauka syntetyczng, poniewaz jej dowody musza
odwotywac si¢ do czystej naocznosci przestrzeni, ktéra mozna rozwazac jako
pewien typ intuicji. W istocie, podziat na zdania analityczne byt od czasow Kanta
jedna z wazniejszych ptaszczyzn, na ktorych rozwazano zagadnienie roli intuicji
przestrzennej w poznaniu matematycznym. Stad tez problem podziatu na zdania
analityczne 1 syntetyczne nieuchronnie pojawia si¢ w pierwszych rozdziatach
pracy. Problem 6w jest jednak w bardzo niewielkim stopniu obecny we
wspotczesnych rozwazaniach nad wizualizacjami. Mimo to, w zakonczeniu pracy

sprobuje dokona¢ oceny, na ile wspotczesne badania nad wizualizacjami rzucajg
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$wiatto na historyczny spor o analityczno$¢ matematyki.

Niektore zagadnienia s3 w mojej pracy ominigte. Nie bed¢ zajmowat sie
kwestig roli wizualizacji w zastosowaniach matematyki. W niewielkim stopniu
rozwazam badania z zakresu psychologii poznawczej i kognitywistyki, chociaz
pozostajg one obecne w analizowanych przez mnie blisko rozwazaniach Marcusa
Giaquinto. Nie interesujg mnie tu rowniez badania nad percepcja wzrokowa z
zakresu psychologii poznawczej, bowiem w centrum mojej pracy pozostaja
tradycyjne zagadnienia epistemologiczne, a nie badania nad funkcjonowaniem
naszego systemu wizualnego. Jesli chodzi o historyczng cz¢$¢ pracy nalezy
wspomnie¢, iz nie rozwazam tu filozofii intuicjonistoéw, ani Wittgensteina.
Podkresle wreszcie, ze, o ile praca dotyczy epistemologii matematyki, w
niewielkim stopniu obecne beda w niej rozwazania ontologiczne. Ontologia i
epistemologia matematyki sg oczywiscie $cisle powigzane, problem odniesienia
przedmiotowego diagraméw rozwazam mimo to jedynie o tyle, o ile powigzany on
jest z poznaniem matematycznym. Wyjatkiem od tej zasady jest ostatni rozdziat i
zakonczenie pracy, gdzie rozwazam interpretacj¢ wizualizacji w matematyce w
ogoble, oraz w szczegdlnosci eksperymentow komputeréw, w duchu realizmu
matematycznego.

W dalszej czeSci wstgpu omoOwig literature analizowang w  pracy.
Omawiajac role wizualizacji w filozofii matematyki przed XX wiekiem odwotuje
si¢ przede wszystkim do zrodet i opracowan polsko-, angielsko- i
niemieckojezycznych. Ponizej omawiam wazniejsze z analizowanych prac
wspolczesnych  dotyczacych wizualizacji w  matematyce dokonujac ich
tematycznego podziatu. Sg to w znacznej wigkszos$ci prace angloj qzycznelo.

Autorzy cze$ci prac koncentruja si¢ na wydzieleniu réznego typu
zastosowan diagramow. Pracami takimi s3 np.., Visible Structures in Number
Theory Petera Borweina i Loki Jorgensona, czy The Visualization of Mathematics:
Towards a Mathematical Exploratorium Richarda Palaisa. W pierwszej

analizowane sg diagramy w teorii liczb a w drugiej m.in. w teorii réwnan

10 Cheiatbym w tym miejscu podkresli¢, iz wszystkie thumaczenia fragmentéw prac anglojezycznych
sa wykonane przez mnie.

11



rozniczkowych.

Prace dotyczace wizualizacji w dowodach maja charakter cze$ciowo
filozoficzny, a czg$ciowo metodologiczny. Na role diagraméw w dowodach
zwracaja uwage m.in. Jon Barwise i John Etchemendy w pracy Visual information
and valid reasoning, oraz Philip Davis w artykule Visual Theorems. Blizszy
zagadnieniom metodologicznym jest artykut Zenona Kulpy pt. Main Problems of
Diagrammatic Reasoning. Part I: The generalization problem, w ktérym ma na
celu wykazanie, iz diagramy mogg dostarcza¢ wiedzy ogdlnej. WartoSciowa praca
przegladowa dotyczacej roli wizualizacji w dowodach jest matematycznych jest
Visualisation and proof: a brief survey of philosophical perspectives Gili Hanna i
Nathana Sidoli.

Duza czg$¢ prac poswigconych diagramom ma charakter prawie wylacznie
metodologiczny, wzglednie logiczny. W pracach tych rozwaza si¢ rézne sposoby
formalizacji rozumowan diagramach. Ten nurt bedzie nie bedzie tutaj omowiony w
wyczerpujacy sposob, gdyz zasadniczg tematyka poruszang w mojej pracy jest
epistemologia matematyki w ogdle, nie natomiast formalne aspekty rekonstrukcji
wybranych typéw rozumowan. W mojej pracy szerzej omawiam jedynie prace
Proofs, pictures, and Euclid Johna Mummy, w ktérej rekonstrukcji poddane sa
rozumowania Elementow Euklidesa; przyjrze si¢ rowniez pracy Erica Hammera pt.:
Reasoning with Sentences and Diagrams, w ktorej dokonuje on formalizacji
rozumowan opartych o diagramy Venn’a.

Jesli chodzi o prace dotyczace filozoficznych aspektow zastosowan
komputerow, mozna wymieni¢ np. Experimentation in Mathematics.
Computational Paths to Discovery, Borweina, Baileya i Girgensohn, R., czy
przegladowy artykut Experimental Mathematics, Bakera.

Jesli chodzi o interpretacje roli wizualizacji w duchu filozofii realizmu
matematycznego, nalezy wymieni¢ prace Jamesa Roberta Browna pt.: Naturalism,
Pictures and Platonic Intuitions. Dodajmy, iz J. R. Brown jest rowniez autorem
ksigzki pt. Philosophy of Mathematics. An Introduction to the World of Proofs and
Pictures, w ktorej wprowadza w problematyke filozofii matematyki, ktadac duzy

nacisk na rolg diagramow.
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Zauwazalnym nurtem tworzg wreszcie prace, w ktorych ocenie poddaje si¢
role diagramow w matematyce greckiej. Majg one charakter zaréwno filozoficzny,
jak 1 metodologiczny. Analizuj¢ tu prace takich badaczy, jak Keneth Manders (The
Euclidean Diagram), wspomniany John Mumma (Proofs, pictures, and Euclid),
Reviel Netz (The shaping of deduction in Greek mathematics: A study of cognitive
history) czy Ken Saito (Reading ancient Greek mathematics).

Polska autorka godnych uwagi prac dotyczacych niektorych aspektow
wizualizacji jest Anna Lemanska. Mozna tu wymieni¢ jej artykuly Zagadnienie
obrazowosci niektorych rozumowan w matematyce, w ktorym autorka podaje wiele
przyktadow rozumowan diagramowych i rozwaza rolg¢ diagramoéw w dowodach,
oraz Eksperyment komputerowy a istnienie obiektow matematycznych, w ktorym
rozwazany jest status ontologiczny wizualizacji komputerowych.

Korzystam réwniez z wartoSciowych artykutéw  przegladowych
dotyczacych wizualizacji: Visualization in Logic and Mathematics autorstwa Paolo
Mancosu, oraz Vizualizing in Mathematics autorstwa Marcusa Giaquinto.

Najistotniejszg, dla moich potrzeb badawczych praca dotyczaca wizualizacji
w matematyce jest ksigzka Visual Thinking in Mathematics wspomnianego
powyzej Marcusa Giaquinto. Rozwija on w niej najbardziej chyba szczegdtowe, i
jednoczesnie wyrdzniajagce si¢ na tle pozostalych, ujecie roli diagramow w
matematyce. M. Giaquinto, podkres$la, iz zgodnie z ,tradycyjnym” pogladem,
wizualizacje majg znaczenie co najwyzej psychologiczne, ale nie epistemologiczne,
przy czym sam nie zgadza sie z taka ocena roli diagraméw™. W swoich badaniach,
ktore — jak podkresla — majg charakter epistemologiczny, podejmuje M. Giaquinto
wiele z klasycznych zagadnief teorii poznania, wykorzystujac m.in. osiggnigcia
kognitywistyki czy psychologii eksperymentalnej. W centrum jego analiz nie jest
dowdd, czy dowodzenie, ale wizualne myslenie w matematyce. M. Giaquinto
podkresla roznorodnos$¢ funkcji epistemicznych, jakie moga petni¢ wizualizacje,

szczegblng uwage zwracajac na odkrycie, ,,nie twierdzac, ze ma ono jakakolwiek

' por. Giaquinto, M., Visual Thinking..., str. 1.
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role¢ w konstrukcji dowodoéw” 12

Mimo to rola wizualizacji w uzasadnianiu
twierdzen matematycznych jest bardzo waznym aspektem pracy M. Giaquinto.
Zdaniem Paolo Mancosu, autor Visual Thinking... rozwaza w swojej ksiagzce w
istocie nastgpujace pytania: jakie s3 ,,mechanizmy zdobywania przekonan
matematycznych?”; ,na jaki sposob ludzie zdobywaja swoje wyjéciowe (nie
wyprowadzone z innych) przekonania matematyczne?" (how do people know....
their initial beliefs) **. Wedlug P. Mancosu, jednym z glownych zagadnief
pojawiajacych si¢ w pracy M. Giaquinto jest wreszcie: ,jaka jest natura
przyczynowej drogi od doswiadczenia wizualnego (majacego swoje zrodto w
zmysle wzroku badz intuicji), do matematycznego przekonania?”’**.

Dodam, ze Visual Thinking in Mathematics, mimo, iz M. Giaquinto stara si¢
jej nada¢ znamion jednolitej catosci, jest zestawieniem czgSciowo od siebie
niezaleznych rozwazan nad licznymi aspektami wizualizacji w réznych gateziach
matematyki. Zgodnie z tym, nawigzania do Visual Thinknig in Mathematics
pojawiaja si¢ w roznych miejscach mojej pracy. Na koniec dodam, iz mysl
Giaquinto pod wieloma wzgledami nawigzuje do filozofii kantowskiej. Giaquinto
krytycznie odnosi si¢ wiec do empirystycznej interpretacji wizualizacji, rozwazajac

. .. . 15
w wielu miejscach rol¢ wrodzonego, ,,wizualnego” aparatu poznawczego ™.

2 Hanna, G., Sidoli, N., Visualisation and proof: a brief survey of philosophical perspectives,
“ZDM Mathematical Education” 2007, Vol. 39, str. 75.

3 Mancosu, P., Visualization in Logic and Mathematics, w: Visualization, Explanation and
Reasoning Styles in Mathematics, Springer, Dordrecht 2005, str. 23.

Y Giaquinto, M., Visual Thinking..., str. 2.

> Mozna tu réwniez wspomnie¢ o francuskim projekcie ,,Géométrie et cognition” prowadzonym

przez G. Longo, J. Petitota oraz B. Teissiera w ENS w Paryzu. Grupa ta podkresla potrzebe
sformutowania ,.kognitywnych podstaw dla matematyki”, pozostajagc pod duzym wptywem rozwoju
kongitywistyki, i psychologii poznawczej, szczegdlnie teorii percepcji (Mancosu, P., Visualization
in Logic..., str. 22). Nawigzuje ona do podejécia Kleina i Poincarégo oraz do tradycji geometrii
syntetycznej. Kladzie tu si¢ nacisk m.in. na genez¢ poj¢¢ matematycznych, czy ,.konstytutywna role
umyshu w konstruowaniu matematyki, w szczegdlnosci geometrii” (zob. tamze, str. 22). Projekt
,,Géométrie et cognition” nie bedzie w mojej pracy omawiany.
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Konstrukcja pracy jest rzeczowo-chronologiczna. Sktada si¢ z ona z jedenastu
rozdziatéw. Pierwszy rozdziat dotyczy roli diagramu w matematyce i filozofii
matematyki starozytnej Grecji. Klad¢ tu szczegdlny nacisk na analize Elementow
Euklidesa (do ktorej bede wracat w poézniejszych rozdziatach) oraz na filozofig
matematyki Platona. Drugi rozdziat dotyczy wizualizacji w XVII wieku.
Rozwazam tu dwie grupy zagadnien: metodologiczne — zwigzane z algebraizacja
geometrii w XVII wieku oraz pewnymi problemami, ktére pojawity w kontekscie
zastosowan diagraméw w geometrii oraz rachunku rézniczkowo-catkowym. W
ramach zagadnien filozoficznych omawiam uwagi o wizualizacjach formutowane
przez najwiekszych filozofow XVII 1 XVIII stulecia, m.in. Leibniza, Kartezjusza i
Berkeleya. W trzecim rozdziale przechodze¢ do filozofii matematyki Kanta, ktorego
stanowisko jest szczegdlnie dla zagadnienia roli wizualizacji i intuicji przestrzennej
w matematyce. W czwartym rozdziale przygladam si¢ rozwojowi geometrii
nieeuklidesowych. Pokaze w nim jak rozwoj tych geometrii wptyngt na
formowanie si¢ réoznych stanowisk odnos$nie intuicji przestrzennej w geometrii.
Przedstawiam tu zarowno kontrowersje zwigzane z pigtym postulatem Euklidesa,
jak rowniez poglady konkretnych filozofow, jak Helmholtz, Riemann czy Klein.
Rozdziat piaty poswigcony jest analizie pigciu stanowik odnos$nie roli diagramow w
geometrii. omawiam tu Bolzano, Klein’a, Mill’a, Fregego 1 Poincarego. Kazde z
nich prezentuje odmienng interpretacje roli diagraméw w  poznaniu
matematycznym. Rozdzial szosty dotyczy bardzo oryginalnej filozofii C.S.
Peirce’a, ktory z diagramu uczynit centralne pojecie epistemologiczne matematyki.
W rozdziale siodmym rozwazam powody, dla ktorych wizualizacje staja si¢ na
poczatku XX wieku obiektami ,,niepozadanymi”, oraz powody, dla ktorych
zainteresowanie nimi w ostatnich latach powrocito. W rozdziale 6smym omawiam
rézne typy reprezentacji przestrzennych, jakie sa rozwazane w pracach ostatnich
lat. Rozwazam tu rézne dziaty matematyki. Rozdziat dziewigty poswigcony jest
poglebionemu omowieniu dwodch uje¢ poznania zwigzanego z elementarng
geometrig. W rozdziale dziesiatym podejmuje probg ogélnej charakterystyki
reprezentacji wizualnych, jako przeciwstawionych reprezentacjom symbolicznym.

Wymieniam tu gtéwne ich wlasno$ci, zarowno takie, ktore mozna postrzega¢ jako
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ich wady, jak i takie, ktére sg ich silng strong. W rozdziale jedenastym analizuje¢
wreszcie role, jakg diagramy grajg w rozumowaniach i dowodach matematykow.
Rozwazam w szczegdlnosci, na ile mozna moéwi¢ o tzw. dowodach wizualnych,

oraz jaka role w dowodach matematycznych gra intuicja.

Analiza podstawowych terminow i problemow zwigzanych z
wizualizacjami

W dalszej czgsci wstepu cheialbym poddac blizszej analizie terminy, ktore
pojawiaja si¢ w mojej pracy. Nalezag do nich takie pojecia, jak: wizualizacja,
diagram, reprezentacja przestrzenna, rozumowanie diagramowe, intuicja
przestrzenna itd. Terminow tu uzywanych jest wiec duzo, czes$¢ z nich jest przy tym
bliskoznaczna. Stad wazne jest okreslenie ich znaczenia. W niektérych
przypadkach rozwaz¢ roézne mozliwosci rozumienia pewnych termindéw, czy
kontrowersje zwiazane z konkretnymi interpretacjami.

Po pierwsze, kluczowym dla pracy, jest pojecie diagramu. Diagramami sa,
w moim ujeciu, ogolnie rzecz biorgc konkretne, fizyczne, uktady kresek, kropek i
innych ksztattow, tworzone w celu reprezentacji, jak rowniez zaistnienia, obiektow
matematycznych. Pojecie diagramu rozumiem tu bardzo szeroko, s3a to zatem
rysunki trojkatow, kwadratow i innych obiektow geometrycznych, jak réwniez
wykresy, jak np. wykresy funkcji. Jako diagram traktuje rowniez np. grafike
komputerowa, czy komputerowo generowane obrazy, tworzone w celu
reprezentacji obiektoéw matematycznych. Nalezy tu tez od razu podkresli¢, iz
pojecia diagramu i reprezentacji przestrzennej, jak rowniez reprezentacja
wizualna obiektow matematycznych uwazam za réwnoznaczne. Diagram jest w
tym sensie przeciwstawiony symbolowi. Przez symbol rozumiem tu po prostu
narysowane liczby albo litery, czyli obiekty syntaktyczne.

Nalezy tez zauwazy¢, iz istnieja pewne rozbieznosci co do interpretacji

znaczenia terminu ,,diagram”. Po pierwsze mozna zapyta¢, czy za diagram uznamy
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tylko ,,czyste diagramy”, tzn. nie zawierajgce w ogole naniesionych symboli? Takie
ujecie jest usprawiedliwione, jesli przyjmujemy ostrg dychotomi¢ diagram-symbol,
czy intuicja-pojecie. W takim ujeciu ostro rozr6zniamy pomigdzy symbolem, czyli
literami, czy cyframi, oraz diagramem, czyli uktadem kresek, kropek, itd., nie
bedacych literg ani cyfrg. Nie byloby rozsagdnym jednak traktowaé diagraméw
opatrzonych komentarzami stownymi jako odrgbny rodzaj obiektu. Stad tego
rodzaju ,,reprezentacje mieszane” bede rowniez traktowat jako diagramy. W takich
przypadkach — uzywajac pojecia ,,diagramu” — bede jednak nawigzywat do jego
pozajezykowych aspektow poznania z nim zwigzanego.

Nalezy tutaj zaznaczy¢, iz wystgpuja rowniez inne ujecia — dla Charlesa S.
Peirce’a, ktory szczegodtowo analizuje role diagraméw w poznaniu matematycznym
— diagramem jest w rownym stopniu rysunek tréjkata, co rownanie algebraiczne™®.
W takim ujeciu, zaréwno trojkat, jak i cyfra ,,5” sg reprezentacjami przestrzennymi,
o ile umiejscowione sg w przestrzeni, a ich rozmieszczenie w przestrzeni jest w
jaki$ sposob istotne dla ich rozumienia. Diagram jest wigc tutaj pojeciem bardzo
szerokim tak, iz rowniez symbole sg typami diagramu.

W niniejszej pracy nie przyjmuj¢ jednak perspektywy C.S. Peirce’a,

pozostajac przy tradycyjnej perspektywie, zgodnie z ktorg reprezentacje mozna
podzieli¢ na dwa rodzaje — diagramy (czy reprezentacje przestrzenne) oraz
symbole. Chcialbym przy tym =zaznaczy¢, iz postgpuje tak w celu nadania
odpowiedniego ksztattu zawartej w tej pracy dyskusji nad charakterystyka tego co
,Wizualne” w matematyce — czyni¢ to wiec niejako ,,roboczo”. Dyskusje, na ile
taka dychotomia jest uzasadniona zostawiam na koniec pracy.
Przejdzmy do kolejnego kluczowego terminu, tzn. wizualizacji. Termin ten przyjat
si¢ w literaturze anglojezycznej, widnieje on w tytulach prac dotyczacych
wizualnego aspektu matematyki, stad odgrywa on w mojej pracy najwazniejsza
role.

Przez wizualizacje bede ogolnie rozumiat zaré6wno reprezentacje

przestrzenng obiektdéw matematycznych, jak i1 wewnetrznie wytwarzane ich

% por, Peirce, C.S., The Logic of Mathematics in Relation to Education, (w:) From Kant to Hilbert.
A Source Book in the Foundations of Mathematics, V. 1. red. Ewald, W.B., Clarendon Press,
Oxford 1996, str. 635.
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wyobraZenia17. Kazdy diagram jest wiec wizualizacja. Wizualizacja jest jednak
takze obiekt przedstawiany w wyobrazni przestrzennej, a wigc wizualizowany.
Trudno przy tym odrozni¢ akt wizualizowania sobie takiego obiektu od jego
wytworu, rozroznienia takiego nie bede wigc wprowadzal, uzywajac dla ich
okreslenia terminu  wizualizacji wewnetrznej. Podsumowujgc, terminu
wizualizacja uzywam wi¢c w kontekstach, w ktérych moze chodzi¢ zard6wno o sam
diagram, jak i o wewnetrzne przedstawienie owego diagramu, badz innego obrazu
zwigzanego z omawianym problemem.

Obok diagramow bed¢ réwniez pisa¢ 0 dynamicznych wizualizacjach. Sg
to
wewnetrzne wyobrazenia zmieniajacych swoj ksztalt diagramow, badz tez np.
zmieniajgca swoj ksztatt grafika komputerowa. Nie s3 zazwyczaj traktowane na
rowni z diagramami, bowiem ich status poznawczy jest tez W pewnym stopniu
odmienny. Niemniej jednak dynamiczne wizualizacje moga rowniez pehic rolg w
poznaniu matematycznym, nalezy je w zwigzku z tym roéwniez w niniejSzym
zestawieniu uwzglednic.

W mojej pracy pojawia¢ si¢ bedzie rowniez pojecie poznania
diagramowego. To bardzo ogodlne pojecie rozumiem jako oznaczajace kazdy typ
rozumienia 1 zapoznawania si¢ z obiektami matematycznymi, jak rowniez
uzasadniania zdan matematycznych (w tym dowodzenia), w ktorym w istotny
sposob korzysta si¢ z wizualnych reprezentacji. Jest to wiec jakiekolwiek poznanie,
ktore zaistnialo w jakim$ stopniu w wyniku kontaktu wzrokowego z diagramem.
Moze to by¢ subiektywne przekonanie, odkrycie, czy wykonanie w dowodzie

18

kroku odwotujacego si¢ do diagramu Typem poznania diagramowego s3

rozumowania diagramowe, czyli takie rozumowania ktore przeprowadzane sg w

" Podobne ujecie diagramu i wizualizacji jest doé¢ powszechnie uzywane w literaturze. Cytowany
tu juz znany filozof matematyki Paolo Mancosu, proponuje termin ,,wizualizacja” rOwniez rozumie¢
szeroko, tak aby w jego znaczeniu zawierala sie ,,zarOwno wizualizacja przy pomocy obrazow
mentalnych (mental image), jak rowniez wizualizacje otrzymywane przy pomocy komputerowo
generowanych obrazdéw, bgdz obrazow narysowanych na papierze , np. diagramow, itd.” (Mancosu,
P, Visualization in Logic..., str. 13). Rowniez czesto tu cytowany Marcus Giaquinto pisze, iz
wizualizacja to zaro6wno diagram, jak i ,,indywidualne doswiadczenia, ktore odbywaja si¢ w
wewngtrznej przestrzeni mentalnej”(Giaquinto, M., Visual Thinking).

8 To, na ile poznanie diagramowe rézni sie od poznania opartego na manipulacji symbolami bedzie
dalej jednym z glownych zagadnien rozwazanych w tej pracy.
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jakim$ sensie w oparciu o wizualizacje. W analizowanych przez mnie pracach
pojawia si¢ rowniez pojecie dowodu wizualnego (diagramowego), ktore rozwaze
dopiero w dalszej czesci pracy, jako, ze nie ma jasno$ci, na ile w ogolnosci
Uprawnione jest jego uzywanie. Pojeciem ogdlniejszym, niekoniecznie zwigzanym
z kontekstem uzasadnienia, jest pojecie mySlenia wizualnego. Odnosi si¢ ono do
jakiegokolwiek rozwazania obiektow matematycznych jako przedstawionych w
przestrzeni, jak np. dokonywania na nich manipulacji w wewnetrznej przestrzeni
wyobrazeniowe;.

Chcialbym tez wspomnie¢ o kilku innych pojeciach. Pierwsze z nich jest w
jezyku angielskim oddawane jako ,visual evidence”; na j. polski mozna je
przettumaczy¢ jako dane wizualne, wizualny material dowodowy. Kluczowym
aspektem kategorii ,,visual evidence” jest jej empiryczny rys — ,,visual evidence” to
dana obserwacyjna uzyskana przez empiryczng analize diagramu, jako obiektu
fizycznego, w celu analizowana pod katem wykorzystania jej w dowodzeniu.

Z wizualnymi danymi $cisle zwigzane sg kolejne pojecia, ktére cheialbym
tu wprowadzi¢. Jest to przede wszystkim wyrdznienie wlasnosci graficznych
(wizualnych) i wlasnosci matematycznych. Te pierwsze to nieinterpretowane
dane zmystowe, jak np. ,.kreska si¢ zagina”, czy ,.kropka jest wewnatrz oqugu”lg.
Przyktadem moze tu by¢ wizualna wtasnos¢ ,,bycia nieprzerwang kreska”, ktorg
taczymy z wykresami funkcji ciggtych. Matematyczna wtasno$¢ jest z kolei scisle
okreslona przez definicje. W ramach ogdlnych ustalen terminologicznych, uznaje
0g6lng rownowaznos¢ kategorii ,,wizualnos$ci” i ,,przestrzenno$ci”. Nie rozrézniam
wigc np. pomigdzy ,,myslenie wizualnym” a ,,mysleniem przestrzennym”.

Chcialbym poczyni¢ tu jeszcze jedng uwage natury jezykowej. Oté6z w
moich rozwazaniach czesto pojawia¢ si¢ bedzie przymiotnik odnoszacy si¢ do typu
poznania, rozumowania, czy reprezentacji zwigzanej z diagramami. W jezyku
angielskim w powszechnym uzyciu jest tu przymiotnik ,,diagrammatic”, uzywany
w takich zwrotach, jak ,,diagrammatic reasoning” (rozumowanie diagramowe), czy

,diagrammatic representation” (reprezentacja, przedstawienie diagramowe). W

9 Dane te sg nieinterpretowane w tym sensie, Ze nie nadaje si¢ im z gory okre§lonego znaczenia
matematycznego.
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jezyku polskim nie ma bezposredniego odpowiednika takiego przymiotnika (stowo
,fysunkowy” wydaje si¢ zbyt kolokwialne, a ,,obrazowy” nie zawsze oddaje
znaczenie terminu ,,diagrammatic”).

Bede stad uzywat przymiotnika ,,diagramowy”.

Przejdzmy wreszcie do kluczowego rowniez terminu ,,intuicja”. Nie chce w
tym miejscu przeprowadzaé szerszej jego analizy, warto jednak przyja¢ kilka
ustalen. Nalezy tutaj jednak podkresli¢, iz mozna rozwaza¢ rdzne znaczenia
terminu intuicja w matematyce, czy tez roézne odcienie 1 wiasnosci intuicji
Mmatematycznej. Oto podstawowe znaczenia termindw ,,intuicja” i ,,intuicyjne” w

matematyce®;

1) intuicyjne w naszym poznaniu jest wszystko to, co jest niesciste, niejasne badz
tez niekompletne (wymagajace doprecyzowania matematycznego, S$cislejszego

ujecia);

2) jak pisza amerykanscy matematycy w pracy Swiat matematyki, ,,przy braku
dowodu, intuicyjne oznacza prawdopodobne lub przekonujace”, czy inaczej

stanowigce ,,rozsadne przypuszczenie”21;

3) intuicyjne oznacza ,holistyczne lub scalajgce w przeciwstawieniu do

szczegdtowego lub analitycznego”zz;

4) intuicja, w jej innym, cho¢ pokrewnym rozumieniu, daje bezposredni,
natychmiastowy wglad, nie zaposredniczony przez wnioskowanie, czy pojecia.
Intuicja bywa w tym sensie przeciwstawiana dedukcji, badZz tez poznaniu

uzyskanemu przy pomocy poj 6;623;

2 por., Davis, P.J., Hersh, R., Marchisotto, E.A., Swiat matematyki, PWN, Warszawa 2001, str. 374-
375, Parsons, C., Mathematical Thought and Its Objects, Cambridge University Press, Cambridge
2008, str. 138-144.

2! Davis, P.J., Hersh, R., Marchisotto, E.A., Swiat matematyki, str. 374.

22 Tamze, str. 375.

2 por. Parsons, C., Mathematical Thought, ...str. 142 (zauwazmy, ze tak intuicje rozumiat m.in.
Kartezjusz).
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5) intuicja ujeta w duchu platonizmu matematycznego, rozumiana jest jako wladza
poznawcza dajaca bezposredni dostgp do $wiata idei. W ten sposéb pojecie intuicji

rozumial np. Kurt Godel;

6) intuicyjne oznacza wreszcic to, co W naszym poznaniu lgczymy z

wizualizacjami, czy jakiegos rodzaju tre§ciami wizualnymi.

Intuicja zwigzana z wizualizacjami jest wigc jednym ze znaczen tego
terminu. Bede ja okres§lal najczes$ciej terminem intuicja przestrzenna, choc
pojawia si¢ tu rowniez terminu ,,intuicja wizualna”, badz po prostu ,.intuicja”.
Dodajmy, iz kazde z pozostatych wymienionych znaczen tego terminu moze
rowniez w jakim$ stopniu charakteryzowaé intuicj¢ przestrzenng (intuicje
przestrzenng postrzegaja wigc niektorzy autorzy jako niescisla, czy tez dajaca
bezposredni wglad). Dodajmy, iz przez intuicj¢ rozumie si¢ na ogoét pewna wiadze
poznawczg.

Chcialbym wprowadzi¢ tutaj réwniez, za Charlesem Parsonsem,
rozroznienie na ,,intuicje, ze” (intuition that), oraz ,,intuicj¢ o” (intuition of)?*. W
plerwszym znaczeniu intuicja przestrzenna powoduje pojawienie si¢ wskutek
kontaktu wzrokowego z diagramem, pewnych konkretnych przekonan, jak: ,,trojkat
na diagramie jest prostokatny”, czy ,,proste na diagramie sa rownolegte”. M.
Giaquinto w ten sposob wiasnie rozumie intuicje, okreslajac ja jako ,,wizualne
oczekiwania (visual expectations)”?*. Podkre§lmy, iz w tym przypadku intuicja
funkcjonuje w ten sposob, ze sugeruje prawdziwos¢ konkretnych zdarn.

Drugi typ, czy drugi wymiar intuicji — ,,intuicja 0” — pozwala jedynie
osiggnac lepsze rozumienie danego poj¢cia matematycznego. Jesli mamy pewna
intuicje¢ kwadratu (czyli aczymy z jego pojeciem pewng tre§¢ wizualng), to nie
musimy tym samym jeszcze postulowaé prawdziwosci zadnych twierdzen jego

dotyczacych. Tego rodzaju intuicja jest mniej uchwytna, zwigzana raczej z

2 Por. Tamze, str. 139.
% Giaquinto, M., Visual Thinking..., str. 3.
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formowaniem si¢ poje¢ 1 niewyraznymi obrazami z nimi zwigzanymi, niz z
prawdziwoscig konkretnych twierdzen. Dodam, iz w niektérych kontekstach termin
»intuicja” nawigzywat bedzie do jednego z tych dwoéch jego wymiarow, w innych
natomiast kontekstach do obu.

Na koniec dodam, iz intuicj¢ interpretuje si¢ zaréwno jako wiadze
poznawczg majacg charakter empiryczny, aprioryczny, badz tez w jakim$ sensie
,»posredni”. Jest to zwigzane ze wspomnianymi wcze$niej kontrowersjami odno$nie
empirycznej, czy tez apriorycznej natury poznania diagramowego. Do tych kwestii
bede rowniez nawigzywat w mojej pracy.

W ostatniej czg$ci wstgpu przyjrze si¢ blizej najistotniejszym trudnosciom
zwigzanym z diagramami, a mianowicie jednostkowosci, niewiarygodnos$ci oraz
nadmiarowosci. Wtlasnosci owe, przypisywane zazwyczaj niektorym, albo
wszystkim, diagramom, sg ich podstawowymi wadami. Filozofowie zwracali na nie
uwage juz od starozytnos$ci, s3 one roéwniez omawiane w pracach wspoétczesnych,
stad tez warto si¢ im w tym miejscu blizej przyjrze¢. Zacznijmy od jednostkowosci

diagramow:

1) Kazdy diagram, rysunek, czy wykres jest konkretnym, jednostkowym obiektem,
bowiem przedstawiony jest na nim tylko pewien konkrety obiekt matematyczny,
np. trojkat ostrokatny, nie sg zatem reprezentatywne dla szerszej klasy obiektow.
Stad dowody, w ktorych wykazuje si¢ wiasnosci takiej wlasnie klasy (np.
wszystkich trojkatow), korzystanie z diagramu wydaje si¢ kontrowersyjne, czy
nawet nieuprawnione.
Stad, co czgsto sie przyjmuje, diagram nie moze sankcjonowac twierdzen ogolnych.
Dla zobrazowania tej trudnosci podam przyktad bardzo prostego
rozumowania, ktore podaje w artykule Main Problems of Diagrammatic
Reasoning. Part I: The generalization problem Zenon Kulpa®®. Rozwazmy wigc

ponizszy diagram:

% por. Kulpa, Z., Main Problems of Diagrammatic Reasoning. Part I: The generalization problem,
“Foundations of Science” 2009, vol. 14, str. 81.
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Rys.1. Wysokos$ci w trojkacie

Wysokosci  trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie, mozna rowniez
przeprowadzi¢ formalne rozumowanie to pokazujace. Stad mozna ulec wrazeniu, iz
ponizsza wlasno$¢ (przecinanie si¢ w jednym punkcie lezacym wewnatrz trojkata)
odnosi si¢ do wszystkich trojkatow. Jednak prosty przyktad trojkata
rozwartokatnego pokazuje, ze wysokosci moga si¢ rowniez przecina¢ poza
trojkatem (cho¢ rowniez w jednym punkcie). W ten sposob popehili§my btad
niewlasciwego uogolnienia na podstawie jednostkowego diagramu. Bledy takie
moga si¢ oczywiscie roéwniez pojawia¢ w bardziej skomplikowanych

rozumowaniach

2) Nadmiarowo$¢ diagramoéw jest bezposrednio powigzana z jednostkowoscia.
Zasadza si¢ ona na tym, ze na diagramie zawarta jest wigksza ilos¢ informacji niz
ta, ktora jest potrzebna dla reprezentacji danego pojecia, czy tez dla tego, co jest
istotne dla danego twierdzenia i co jest wykorzystywane w dowodzie. W istocie,
diagram jest obiektem fizycznym, postrzegalnym zmystowo, ktory cechuje sie¢
wieloma charakterystykami nieistotnymi dla poszczegdlnych rozumowan. Mogg to
by¢ wzajemne potozenie fragmentow diagramu w przestrzeni, czy dajmy na to,
grubos¢ kresek reprezentujacych odcinki czy linie, czy niedoskonatosci jesli chodzi
o ksztatt prostych, czy krzywych. Wnioskujac o obiekcie reprezentowanym przez
diagram, nie bierzemy oczywiscie pod uwage wiekszosci z tych charakterystyk —
nie bedziemy np. na podstawie diagramu twierdzi¢, ze dany trdjkat jest czarny,
badz zZe jest trojkatem prostokatnym, jesli dany kat na rysunku wydaje si¢ ,,na oko”

by¢ katem prostym. Sztandarowym przyktadem wtlasnosci charakterystycznej dla
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b)

konkretnego diagramu geometrycznego jest np. dtugos¢ bokow (pisat o tym juz
Arystoteles, o czym wspominam w kolejnym rozdziale). Niebezpieczenstwo
zasadza si¢ wigc w tym, iz — jak pisze Ayer — geometra ,,moze by¢ sklonny (is
tempted) czyni¢ zatozenia, ktére sa w sposob przypadkowy (akcydentalny)

prawdziwe o danej figurze, ktora traktuje jako ilustracje™’.

3) Przyjrzyjmy si¢ dalej niewiarygodnosci, czy zwodniczo$ci diagramow. Diagram
moze by¢ zwodniczy na kilka sposobow. Po pierwsze, wspomniane powyzej
jednostkowos$¢ 1 nadmiarowo$¢ diagramow mozna uzna¢ za wilasnosci diagramow
Swiadczace o ich zwodniczosci. Mozna jednak wymieni¢ jeszcze inne takie

wiasnosci reprezentacji przestrzennych.

Niedoktadnie wykonany rysunek moze spowodowac, iz obiektom matematycznym
przez nie reprezentowanym mozna przypisa¢ wiasnosci, ktérych nie posiadaja.
Niepoprawno$¢ ta moze by¢é spowodowana niestaranno$cia, albo tez btednie
wykonanym diagramem, badz niecadekwatnie przeprowadzong wizualizacja
wewnetrzng.

Intuicja przestrzenna moze w kontakcie z (poprawnie wykonanym) diagramem
sugerowac, na podstawie czystych danych wizualnych, falszywe twierdzenia.

Jest tak gdy nasz zmyst wzroku nie jest w stanie wychwyci¢ pewnych wiasnos$ci
diagramu, badz tez gdy sam diagram nie jest w stanie uchwyci¢ pewnych wtasnosci
przestawianego obiektu (poprzez np. zbyt duza grubo$¢ kreski reprezentujacej
wykres funkcji). Moze tak by¢ np. w przypadku poszukiwania na podstawie
diagramu stycznych do krzywe;j.

Ogolnie przyjmowana wizualna interpretacja danych poje¢ prowadzi do przekonan
niezgodnych z ustaleniami formalnymi. Jest tak np. w przypadku piagtego postulatu
Euklidesa  (wizualna  interpretacja  pojecia  rownolegtosci sugeruje
niedopuszczalno$¢ jego negacji), czy w przypadku funkcji cigglych nigdzie-

rézniczkowalnych.

T Ayer, A., Language, Truth and Logic, za: Manders, K., The Euclidean Diagram (1995), (w:) The
Philosophy of Mathematical Practice, red. P. Mancosu, Oxford University Press 2008, str. 88.
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d) Intuicja przestrzenna moze sugerowa¢ nieuprawnione kroki w rozumowaniu.
Przyktadem moze by¢ drugie twierdzenie pierwszej ksi¢gi Elementow, w ktorym
zaklada si¢ istnienie przecigcia okregdw w dwoch punktach (oczywistego na
podstawie obserwacji rysunku), ktory to krok jest uzasadniony dopiero przez

przyjecie bardzo silnych srodkoéw logicznych, w szczeg6lnosci aksjomatu cigglosci.

Ponizej przedstawi¢ znany przyklad rozumowania, ktére ukazuje, jak
postugiwanie si¢ niedoktadnie wykonanym diagramem w rozumowaniu moze
prowadzi¢ do btedow. Pochodzi ono od Kleina, a ,,dowodzi” si¢ tu, iz wszystkie
trojkaty sa rownoramienne. Rozwazmy nastepujacy diagram, ktory przestawia

trojkat (w domysle — dowolny trojkat).

B D C

Rys.2. Niedoktadnie narysowany trdjkat Klein’a.

Metoda konstrukcji tej figury jest nast@pujqcazs. Nalezy przedtuzy¢ dwusieczng
kata <BAC oraz symetralng boku BC tak, aby spotkaty si¢ w punkcie E. Punkt E
taczymy dalej z B oraz z C. Wreszcie z punktu E prowadzimy odcinki prostopadte
do boku AB oraz AC (oraz z nimi si¢ stykajgce). Stosujgc whasnosci przystawania
trojkatow mozemy stwierdzié, iz AF = AG oraz FB = GC. Stad AB = AC. Oznacza

to, iz badany trojkat jest rownoramienny, oraz jesli ma on reprezentowaé wszystkie

% por. Mumma, J., Proofs, pictures, and Euclid, “Synthese”, 2010, Vol. 175, Nr.2, str. 261.
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trojkaty, dowodzi, ze wszystkie trojkaty sg réwnoramienne. Jest to oczywista
nieprawda. Niepoprawno$¢ tego rozumowania ma swoje zrodto w niedoktadnos$ci
rysunku — dwusieczna nie dzieli kata doktadnie na pot, podobnie jest w przypadku
symetralnej. W rzeczywistosci w trojkacie, ktory nie jest rOwnoramienny, E lezy
poza trojkatem, a tylko jeden z pary punktow F, G lezy poza trojkatem.
Dwusieczna kata i symetralna boku lezacego naprzeciw tego kata nie moga
przecina¢ si¢ wewnatrz trojkata, o ile trdjkat ten nie jest roOwnoramienny. Stad
rownosci bokéw wyprowadzone pod koniec ,dowodu” nie musza wecale
zachodzi¢ *° . Rysunek jest jedynie tak przedstawiony, ze wydaje si¢ to by¢
,»rozsadne”, a umyst wydaje si¢ dos$¢ tatwo za ta intuicja podazaé. Przyktad ten
pokazuje wiegc, jak niewielki btad w wykonaniu rysunku moze wpltywaé na
wnioski. Ciekawym jest przy tym, iz intuicja przestrzenna — nawet w potaczeniu z
odpowiednimi pojeciami — w pierwszym momencie nie wykrywa tego btedu 1 kaze
nam sadzi¢, ze rysunek przedstawia trojkat rownoramienny. Inne dane zmystowe
pokazuja, ze tak jednak nie jest.

Pozostate typy bledow zwigzanych z wizualizacjami w tym miejscu oming,
jako, ze wiele przyktadow je ilustrujacych pojawia¢ si¢ bedzie w trakcie pracy.
Dodajmy na koniec, iz oczywiscie nie wszystkie diagramy muszg prowadzi¢ do
btedow. W istocie — wigkszo$¢ rozumowan opartych na diagramach jest
przeprowadzanych w sposob zupetnie poprawny. Dodatkowo, diagramy posiadaja
jako typ reprezentacji duzo zalet. O tym jednak wigcej napisz¢ dalej, w tym miejscu
mialem na celu jedynie pokazanie probleméw zwigzanych z diagramami jako
motywacji ku ich odrzuceniu jako wartoSciowych narzedzi w rozumowaniach

matematycznych.

2 Por. tamze, str. 261-262.
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Rozdzial 1. Wizualizacje w matematyce I

filozofii greckiej

W pracy dotyczacej wizualizacji w matematyce nie moze zabrakngé choc
ogodlnego ujecia ich roli w matematyce greckiej. W niniejszym rozdziale podejmuje
probe scharakteryzowania roli diagramoéw w matematyce greckiej. W pierwszej
czeséci rozwazam role diagramoéw w pierwszej fazie rozwoju greckiej matematyki.
W dalszej kolejnosci omawiam rol¢ diagramow w Elementach Euklidesa. Dzieto to
jest zdecydowanie najszerzej komentowang pracg matematyki greckiej, stad warto
poswigci¢ mu uwage. Dalej rozpatruje role diagramow w filozofii matematyki
Platona. Rozdzial konczg obszernym podsumowaniem, w ktorym sprobuje zestawic

najwazniejsze charakterystyki diagraméw greckich.

1.1. Wizualizacje w pierwszej fazie rozwoju matematyki greckiej

Na wstepie nalezy zaznaczy¢, iz badania nad historig geometrii w starozytnej
Grecji napotykaja na wiele problemow. O poczatkowym okresie rozwoju
matematyki greckiej wiemy bardzo niewiele. Nie zachowaly si¢ Zadne dzieta
matematyczne napisane przed Dialogami Platona, oraz niewiele prac
poprzedzajacych Elementy Euklidesa®. Niewiele wiecej tekstow zachowalo si¢ z
epoki hellenistycznej, ktéra byla §wiadkiem ogromnego rozkwitu matematyki,

znajdujgcego swoj wyraz chocby w pracach genialnego Archimedesa. Jak

% por. Hodgkin, L., A History of Mathematics. From Mesopotamia to Modernity, Oxford University
Press Oxford 2005, str. 40.
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podkresla Luke Hodgkin, na okres 1000 lat dziatania greckiej matematyki znamy
okoto 20 wigkszych dziel i nieco wigksza liczbe dziel mniejszej wagi 3
Rownoczesnie, interpretacja dziet, ktore sie zachowaly, napotyka wiele trudnogci®.
W zwiazku z powyzszym trudno jednoznacznie odpowiedzie¢ na wiele waznych i
interesujacych pytan dotyczacych geometrii greckiej. W szczegdlnosci tyczy si¢ to
problemu diagraméw 1 wizualizacji: w jaki sposob Grecy korzystali z diagramow,
oraz na ile byli swiadomi ich poznawczej stabos$ci? Jaka role odgrywaty one w
dowodach? Jak Grecy zapatrywali si¢ na natur¢ procesu poznawczego zwigzanego
z diagramem? Czy miat on w szczeg6lnosci dla nich w jakim sensie nature
empiryczng? Te pytania sg zresztag wcigz tematem debat historykow matematyki.
Nalezy wiec stwierdzié, iz tezy odno$nie tego, jak Grecy rozumieli swojg praktyke
matematyczna, jaka rol¢ w poznaniu matematycznym przypisywali rysunkowi itd.,
nalezy stawia¢ zawsze bardzo ostroznie. Nieco wigce] mozna powiedzie¢ o
Elementach Euklidesa, poniewaz cz¢$¢ badan historycznych jest poswigconych
temu dzielu, wraz ze specyficznymi dla niego problemami. Mimo tych trudnosci, i
bedac ich $wiadomym, sprobuje nakresli¢ ogoélny obraz zagadnienia roli
wizualizacji w matematyce greckiej.

Geometria wyrosta niewatpliwie z pewnych praktycznych potrzeb, jak
mierzenia gruntu, stad zresztg pochodzi zapewne jej nazwa — geo (ziemia) metria
(mierzenie)®. Pierwszymi trojkatami badanymi przez matematykow, byly wicc
skrawki ziemi, czy tez fragmenty budynkow. Jak wiadomo, przeksztalcita si¢ ona z
czasem w nauke abstrakcyjna, badajacg takie obiekty, jak punkt, linia, czy kwadrat,

ktore Grecy oznaczali literami alfabetu (ktora to konwencja stosowana jest do dzis).

% Por. Tamze, str. 41.

% por. Saito, K., Reading ancient Greek mathematics, (w:) The Oxford Handbook of the History of
Mathematics, red. E. Robinson, J. Stedal, Oxford University Press, Oxford 2008, str. 803.

% por. Murawski, R., Filozofia matematyki. Zarys dziejow, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 1995, str. 192. Warto doda¢, ze sami Grecy szukali niekiedy korzeni geometrii w
Egipcie. Matematyk i zarazem uczen Arystotelesa Eudemos pisal, iz ,,geometria zostata odkryta
wpierw przez Egipcjan i wyrosta z pomiardéw ich ziemi. Byly one konieczne, poniewaz Nil wylewat
i zakrywal granice pomie¢dzy ich posiadtosciami”. (...) Tales, ktéry podrézowat do Egiptu, jako
pierwszy wprowadzit t¢ nauke w Grecji. (za: Artmann, B., Euclid — The Creation of Mathematics,
Springer-Verlag New York, Inc.. 1999, str. 11). Dzieto Eudemosa dotyczace historii matematyki
zaginelo, powyzszy jego fragment zostal zachowany dzigki dzietu Proklosa Komentarz do I Ksiegi
‘Elementow’ Euklidesa. Dodajmy, iz rowniez Herodot doszukiwal si¢ korzeni geometrii greckiej w
Egipcie.
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W centrum greckiej geometrii umiejscowiony jednak byt rysunek. Wszystkie
pojecia geometryczne byly nieodlacznie powigzane z ich reprezentacjami
przestrzennymi. Rowniez z pojeciem liczby, bedacym przedmiotem badan
arytmetyki, zwigzana byla jego reprezentacja graficzna, tzn. odcinek o danej
dhugosci odpowiadajacej tej liczbie. Dalej, jak mawiat historyk matematyki greckiej
David Fowler, u Grekéw kazde twierdzenie to ,,sporzadzenie rysunku, a potem

opowiadanie o nim”%*

. Dowody i rozumowania w geometrii odnosily si¢ zawsze do
rysunku. Jak pisze znawca matematyki greckiej, Ken Saito ,,z wylaczeniem
pewnych bardzo prostych przypadkow, zrozumienie twierdzenia bez diagramu jest

. R 35
niemozliwe”

. Diagramy byly wigc niewatpliwie jednym z kluczowych aspektow
matematyki (i w szczegolnosci geometrii) greckie;j.

Zanim poddam grecki diagram blizszej analizie, warto wspomnie¢, iz czgsto
podkresla si¢ wizualnos$¢ kultury greckiej w ogdle. Wydaje si¢, Ze mozna wyrdznic
ogodlny rys umystowosci greckiej, zgodnie z ktorym poznanie przyréwnuje si¢ do
,widzenia”. Zgodnie z ta metafora, poznawac to tyle, co ,,widzie¢ prawde”. Wedtug
historyka matematyki Ladoslava Kvasza, kultura grecka — a wraz z nig cala
cywilizacja Zachodu — jest, ,,cywilizacja ‘geometrycznego ducha’, cywilizacja dla
ktérej zrozumie¢ oznacza osiggnac wgla,d”‘%. Metafory widzenia s3 w pismach
filozofow greckich (a takze matematykéw 1 innych naukowcow) powszechnie
spotykane, stuzac oddaniu roznych aspektow poznania. Zwigzek pomiedzy mysla a
doswiadczeniem wizualnym jest wiec, wedtug Ladoslava Kvasza, jadrem greckiego
episteme®’. Pisze on réwniez, iz »podstawowa metaforg lezacg u podstaw greckiego
pojecia wiedzy teoretycznej jest widok z odleglosci (view from a distance). Aby
osiggng¢ wglad w problem, musimy wykona¢ krok do tylu, musimy stworzy¢
dystans, wyzwoli¢ si¢ z wszystkiego co nas z nim ie}czy”SS. Metafora ta bywa tez
odnoszona do poznania matematycznego. Wedtug L. Kvasza, nawet w Elementach

,W trakcie dowodow nie musimy wykonywac zadnej czynnosci; aby rozpoznac

* Por. Netz, R., Noel, W., Kodeks Archimedesa..., str. 83.

* Saito, K., Reading ancient..., str. 817.

% Kvasz, L., The History of Algebra and the Development of the Form of its Language,
“Philosophia Mathematica” Vol. 111 2006, str. 289.

¥ Por. Tamze, str. 291.

% Tamze, str. 291.
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prawde, wystarczy jedynie patrzec’”39. Teza ta, w odniesieniu do tego akurat dzieta,
jest dyskusyjna, o czym bedzie mowa w dalszej czeSci rozdziatu. Wydaje sie
jednak, iz ,,wizualny” rys kultury greckiej nie jest bez znaczenia rowniez dla
epistemologii matematyki.

Jednoczesnie, tym co wyrdznialo matematyke grecka na tle matematyki
rozwijanej w innych kulturach byta z pewnoscig rola Scistych dowodow w
matematyce. Majac na uwadze powyzej zarywang role wizualizacji w matematyce
greckiej, pojawiaja si¢ od razu pewne pytania. Jakg rol¢ w rozumowaniach
matematycznych miaty pojecia, a jakg wizualne doswiadczenie rysunku, czy tez po
prostu percepcja? Czy efektem finalnym dowoddéw miato by¢ ,,widzenie” prawdy, i
jaka role graly w tym diagramy? Czy diagramy dostarczaly czego$ na ksztatt
wizualnych danych, potwierdzajacych prawdziwo$¢ dowodzonej tezy? Mozna tu
tez zwr6ci¢ uwage na dwoistosci dos$wiadczenia wizualnego — z jednej strony
poznanie wizualne odbywa si¢ dzigki ,,oku rozumu”, a z drugiej dzieki oku
fizycznemu.

Rozwazanie tych kwestii mozna rozpoczaé¢ od analizy etymologii greckiego
odpowiednika terminu ,,dow6d”, czy ,dowodzi¢”. Przytoczymy tu bardzo
interesujagce analizy wegierskiego historyka matematyki, Arpada Szabé.
Zrédtostowem dla wspomnianych terminéw jest wiec greckie stowo deirvou. Jak
podkresla Szabo, w wigkszosci stownikow wyrdznia si¢ trzy gtowne znaczenia tego
stowa: ,,1) pokazywaé¢, wskazywaé, 2) uczyni¢ znanym (szczegoOlnie za pomoca
stow), wyjasnia¢; oraz 3) pokazywac, dowodzi¢” 0 Pierwsze z tych znaczen
zwigzane jest z pewnos$cig ze wspomnianym ,,widzeniem” prawd matematycznych,
Czy to za pomocg oka fizycznego, czy tez oka rozumu; w takim znaczeniu miat tez,
wedlug Szabo, uzywac tego stowa Platon. Rownie czesto jednak mozna spotkac sie
z uzyciem tego stowa w drugim znaczeniu — ,,uczyni¢ znanym z pomoca stow™*,
W dalszym wywodzie Szab6 przytacza tezg, iz wczesne dowody w geometrii

greckiej wigzaty si¢ czesto z podaniem ,,wizualnego danych” (visual evidence),

¥ Tamze, str. 291. Jest dyskusyjne, na ile taka ocena dowodéw euklidesowych jest trafna. Wiecej o
roli wizualizacji w Elementach pisze w dalszej cze$ci pracy.

“0°Szab6, A., The Beginnings of Greek Mathematics, D. Reidel Publishing Company, Dordrecht-
Boston 1978, str. 188.

*! Szabo podkresla, ze to dwoiste znaczenie terminu Seixvou jest juz widoczne w lliadzie i Odysei.
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zwigzane byly ze wskazywaniem, czy uczynieniem faktow widocznymi 2

Wegierski historyk matematyki uznaje, iz taki ich charakter mozna laczy¢ co
najwyzej z poczatkami matematyki greckiej i stosowania w niej pojecia deikvoui.
Jako przyklad podaje tu proste rozumowanie z platonskiego Menona, ktére opisze
w kolejnych akapitach.

Na kluczowa rol¢ wizualizacji i diagramow we wczesnych etapach
rozwoju geometrii greckiej uwage zwraca wielu uczonych, m.in. historyk geometrii
Roberto Torretti, ktory pisze, iz ,na pierwsze dowody (demonstrations)
geometryczne sktadaty si¢ diagramy, ktore naocznie (plainly) przestawiaty relacje,
ktérych istnienie miaty wykazac” * Nie musi to jednak oznaczaé, iz takie
,wizualne dowody” obywaly si¢ bez komentarzy stownych. Podkresla to Szabo,
piszac, iz nawet w tym wczesnym etapie rozwoju geometrii rysunek laczyl sie z
komentarzem stownym aby utworzy¢ pelny dowod; w istocie, zdaniem Szabo, w
zadnym momencie historii matematyki nigdy nie byt tak, ,,dowody matematyczne
nie byly niczym wigcej, niz uczynieniem faktow widzialnymi”. Dowdd jest, wedtug
niego, zawsze ,otrzymywany przez namyst nad tym co zostalo
zobaczone/postrzezone, oraz wyciagnieciu z tego wlasciwych wnioskow”*.

Dyskusyjne jest jednak przypisywanie w takim stopniu ,,wizualnego”
charakteru geometrii okresu Euklidesa oraz pozniejszej. Szabd twierdzi na
przyktad, 1z grecka matematyka (w tym geometria) z czasem przeszia
transformacje, ktorej konsekwencja byto to, iz wizualne rozumowania przestaty by¢
akceptowane jako dowody. Rewolucje t¢ okresla Szabé mianem rewolucji anty-
empirycznej i anty-wizualnej *°. Na pewnym etapie jej rozwoju ,,wizualne i
empiryczne metody musiatby by¢ (...) w sposob $wiadomy i celowy usunigte

(deliberately excised) z matematyki”*. Ten anty-empiryczny zwrot widoczny jest,

“2 Por. Szabo, A., The Beginnings..., str. 189.

* Torretti, R., Philosophy of Geometry from Riemann to Poincaré, D. Reidel Publishing Company,
Dordrecht-Boston-London 1978, str. 2.

* Szabo, A., The Beginnings..., str. 190. Pamictajmy, ze uwagi Szab6 nalezy tu traktowaé jako
hipotezy (czego on sam, jak si¢ wydaje, nie podkres$la wystarczajaco silnie) — nie ma przeciez
prawie zadnych zrodet dotyczacych matematyki z okresu zycia Platona, a tym bardziej
wczesniejsze;j.

* Tamze, str. 197.

46 Tamze, str. 191.
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wedlug Szabod, cho¢by w Elementach Euklidesa (do czego wroce dalej). Rowniez
Torrretti pisat, ze geometrzy greccy rozwingli, juz krétko po Talesie, ,,metode
dowodu, ktora nie opiera si¢ na tym, co moze by¢ zobaczone przez patrzenie na
wzajemne polozenie punktow i linii na diagramie, lub szeregu diagraméw, ale
raczej na tym, co mozna wnie$¢ (can be gathered) z rozumienia znaczenia stow w
zdaniu, badz zbiorze zdan it

Jednym z pierwszych zachowanych greckich zapisow rozumowania
matematycznego jest dialog Sokratesa z niewolnikiem w platofiskim Menonie®®, To
rozumowanie bywa tez przytaczane jako typowe dla wczesnego etapu rozwoju
matematyki greckiej, stad warto mu si¢ nieco blizej przyjrze¢. Jest on wigc
interesujacy nie tylko dla filozofa, ale rowniez dla historyka matematyki.
Filozofowie zwracaja przy tym najczesciej uwage na znajdujaca tu wyraz teorie
anamnezy, a wigec wrodzonos$ci wiedzy matematycznej, historycy natomiast na
rozumowanie matematyczne*®. To natomiast ewidentnie korzysta z obserwacji
rysunku. Jak wiadomo, Sokrates chce przez rozmowe¢ z niewolnikiem udowodni¢
Menonowi, ze wiedza matematyczna ma charakter wrodzony, ze odpowiednie
twierdzenia geometryczne ,,tkwig” juz w jaki§ sposoéb w niewolniku, mimo jego
braku przygotowania matematycznego. Tekst wskazuje, Ze Sokrates rysuje
najpierw przed niewolnikiem kwadrat®®. Jest on dalej podzielony na cztery rowne

cze$ci dwoma odcinkami, réwnolegltymi do bokow kwadratu (zob. rys 1a).

Rys. la. Rys. 1b. Rys. 1c. Rys. 1d.

*" Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 2.

*® Streszczona dalej rozmowa Sokratesa z niewolnikiem pochodzi z Menona 82B-85B (Platon,
Dialogi, Tom Il, Wydawnictwo ANTYK, Kety 1999).

* Filozofii Platona po$wigcony jest osobny podrozdziat. Tu robie wyjatek dla stynnego fragmentu z
Menona, skupiajac si¢ raczej na jego metodologicznym, niz filozoficznym aspekcie.

%0 Sokrates pyta: ,,Powiedz mi chtopcze, ty wiesz, Ze tak wyglada czworobok?” (Menon, 82C).
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Bok tego kwadratu ma wigc, jak zauwazaja Sokrates wraz z niewolnikiem,
dwie stopy, a pole rowne jest czterem stopom51. Problem matematyczny, ktory
stawia on przed niewolnikiem jest dalej nast¢pujacy: jakiej dlugosci jest bok
kwadratu o polu doktadnie dwa razy wigkszym, niz pole narysowanego kwadratu.
Pole to powinno mie¢, co liczby sam chiopiec, 8 stop. Nastepnie postawiona jest
hipoteza, iz bok takiego kwadratu powinien mie¢ cztery stopy (,,dwa razy wigcej,
niz dwa”), a nastgpnie trzy stopy. Jednoczesnie rysowane sg rysunki, z ktorych
widaé, iz pola te sa za duze, tzn. wigksze niz osiem stop (mozna si¢ o tym
przekona¢, liczac ,,mate kwadraciki” o polu réwnym jednej stopie, ktore sktadaja
si¢ na wigksze kwadraty — zob. rys 1b,Ic). Na koncu Sokrates sugeruje
niewolnikowi, aby rozwazyl figure , ktora przedstawia rys. 1d, a w szczegdlnosci
przedstawiony na niej ,,przechylony” kwadrat, ktorego bok jest réwny przekatnej
wyjsciowego kwadratu. Chlopiec ,,odczytuje” dalej, bedac kierowanym przez
Sokratesa, powstate ,,mate kwadraciki” i trojkaty, dochodzac do wniosku, iz
kwadrat oparty na przekatnej wyjsciowego kwadratu ma pole rowne 8 stop. Tym
samym zadanie zostaje rozwigzane. Dodajmy, ze Sokrates na koniec formuluje
ogolny wniosek, iz pole kwadratu o boku dlugosci rownej przekatnej innego
kwadratu, ma pole dwa razy wieksze niz pole tegoz drugiego kwadratu.

Rozumowanie (by¢ moze mozna nawet powiedzie¢ — dowod) Sokratesa
wymaga wykonania pewnych prostych obliczen (chiopiec musi potrafi¢ liczy¢
pomniejsze kwadraciki, oraz umie¢ dokonaé prostego mnozenia). Dowdd nie jest
wigc ,,czysto wizualny”. Jednak tezy dowodzi ,,0glad” rysunku, ,,odczytanie” z jego
wlasnos$ci. Szabd uwaza, ze czwarty rysunek mozna okresli¢ ,,wizualnym
dowodem” uzasadnianej tezy; stwierdza réwniez, ze cate rozumowanie dostarcza
bardzo dobrej ilustracji sposobu, w jaki twierdzenia byty dowodzone we wczesnej
fazie rozwoju matematyki, ukazujac pierwotne znaczenia stowa ,dowo6d”*?. Do
uwag Szabo mozna doda¢, ze w dowodzie omawianego twierdzenia wazny jest tez

niewatpliwie sam pomyst dokonania konstrukeji .

> Pola figur sa tutaj, za tekstem Menona, podawane w ,,stopach”, a nie — jak to jest juz od dawna
robione — w ,,jednostkach kwadratowych” jakiego$ typu.
%2 por. Szab6, A., The Beginnings..., str. 190.
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Wydaje si¢, ze nie ma jasno$ci, czy takie rozumowanie byto dla Platona
wzorem S$cistosci, oraz na ile czlonkowie Akademii Platonskiej dysponowali
réwniez innymi metodami dowodu tego twierdzenia. Hodgkin stawia hipoteze, iz
Sokrates celowo prowadzi niewolnika stosujagc metod¢ czysto geometryczna,
obrazkowa, zdajac sobie sprawg¢ z trudnosci 1 ograniczen, jakie mogg wynikna¢ ze
rozumowania korzystajacego z konkretnych wartosci liczbowych (chodzi tu
chociazby o przypadek w ktorym przekatna kwadratu jest liczbg niewymierng)®.
Pisze on, iz ,,chtopiec nigdy nie otrzyma prawidtowej odpowiedzi, zgadujac rézne
liczby; Sokrates moze jednak narysowa¢ diagram, ktéry rozwigzuje problem”54.
,»Wizualno$¢” dowodu, odwotania do diagramu, mozna by wtedy traktowac jedynie
jako heurystyke, utatwiajaca zrozumienie prawdziwosci tezy. Nawigzujac do teorii
anamnezy Platona, mozna zapytaé, jaka role gral rysunek w procesie
,wydobywania” wiedzy z niewolnika? Pojawiajg si¢ tu trudno$ci zwigzane z
kontrastem pomie¢dzy pozazmystowa naturg poznania matematycznego U Platona, a
fizycznos$cia rysunku. Do tej kwestii wroce jeszcze przy analizie filozofii Platona.
Mimo powyzszych watpliwosci wydaje si¢, ze Platon uznawal, iz obserwacja
rysunku jest jedna z drog prowadzacych do poznania prawd geometrycznych, oraz

akceptowat tego rozumowania, jako dopuszczalne.

1.2. Elementy Euklidesa

Szczegbdlne znaczenie w dyskusjach nad rolg diagraméw w poznaniu
matematycznym mialty z pewnoscia Elementy Euklidesa. Nie trzeba wspominac, iz
dzielo to jest najwickszym osiaggnieciem matematyki greckiej, oraz, ze bylo dla
p6ézniejszych matematykow ideatem Scistosci i piekna mysli matematycznej jeszcze
ponad 2000 lat po jego napisaniu. Badania nad Elementami trwaja do dzis — w

istocie, wigze si¢ z nimi bardzo duzo interesujacych zagadnien historycznych i

%% por. Hodgkin, L., A History..., str. 35.
> Tamze, str. 35
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metodologicznych. Nie ma tu oczywiscie miejsca na ich szersza analize, zwro¢my
wigc tylko uwage na role wizualizacji w geometrii Euklidesa. Mozna wiec zapytac,
na ile wizualne doswiadczenie obiektéw matematycznych byto wazne w
metodologii Elementow? Na ile rozumowania odwotuja si¢ do czystych danych
zmystowych, tak jak to wydaje si¢ mie¢ miejsce w Menonie? Pytania te beda
przedmiotem analiz zawartych w kilku kolejnych akapitach.

Elementy Euklidesa przedstawiaja dedukcyjny system, w ramach ktorego
wyprowadzona jest cala znana wspotczesnym geometria. System ten oparty jest,
jak wiadomo, na definicjach, aksjomatach oraz postulatach. W pierwszej kolejnosci
Euklides definiuje podstawowe pojecia, jak punktu, prostej, czy tez dalej kata i
poszczeg6lnych figur geometrycznych (na poczatku kazdej z 13 ksiag Elementow
lista definicji jest przy tym poszerzana). I na przykiad dla Euklidesa ,,punkt jest
tym, co nie ma czg¢$ci lub nie ma zadnej wielko$ci”, a ,,prosta to linia jednakowo

polozona wzglegdem swoich punktow” >

Aksjomaty okreslalty podstawowe
wiasnosci wielkosci, jak liczba, odcinek pole. Cze$¢ z nich dotyczyla nie tylko
obiektow geometrycznych, ale wielkosci w ogole. Mozna powiedzieé, iz ich
odpowiednikiem we wspodtczesnych teoriach aksjomatycznych sa aksjomaty
logiczne. Postulaty natomiast stwierdzaly mozliwos¢ wykonania pewnych
konstrukcji geometrycznych. Pierwsze trzy postulaty rzeczywiscie posiadajg w
sposob widoczny taki konstrukcyjny charakter, mozliwos¢ wykonania konstrukcji
przez nie postulowanych wydaje si¢ tez by¢ intuicyjnie oczywista. Mniegj
konstrukcyjny charakter ma postulat czwarty 1 w szczegolnosci piaty, o ktérym
bedzie mowa szerzej w rozdziale dotyczacym geometrii nieeuklidesowychse. Dalej

przechodzi Euklides do wlasciwej czesci pracy, czyli formutowania dowodow i

twierdzen. Dowody te odwotuja si¢ prawie zawsze do rysunkow, dokonanych

% Euklides, Z Ksiegi I Elementéw, (W:) Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycznych, red. R.
Murawski, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 1994, str. 44.

*® Oto tre$é postulatow: 1. Mozna poprowadzié¢ prosta od ktéregokolwiek punktu do ktoregokolwiek
punktu. 2. Ograniczong prosta mozna przedluzy¢ nieskonczenie. 3. Mozna zakre$li¢ okrag z
ktoéregokolwiek punktu jako $rodka dowolng odlegloscia. 4. Wszystkie katy proste sg rowne. 5.
Jezeli prosta przecinajac dwie proste tworzy z nimi katy jednostronne wewngtrzne o sumie
mniejszej niz dwa katy proste, to te dwie proste przedtuzone nieskonczenie przecinajg si¢ po tej
stronie, po ktorej znajduja si¢ katy o sumie mniejszej od dwoch katow prostych. (Euklides, Z Ksiggi
1 Elementow, str. 46.)
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wytacznie wedlug metod okreslonych w postulatach. Rysunki te sg oczywiscie
jednostkowe, konkretne. Jak pisze Artmann, Euklides ,,wyraza swoje twierdzenia
na dwa sposoby: najpierw w terminach ogélnych, a nastgpnie po raz drugi, w
bardziej konkretny sposdb, oznaczajac poszczegdlne punkty, linie, katy i tak dale;j,

poprzez rozne litery” .

Rozumowanie odnoszace si¢ do jednostkowego,
konkretnego rysunku konczy si¢ wigc dalej zawsze tezag wyrazong w terminach
ogblnych. Rysunek jest zawsze pomys$lany jako reprezentujacy wicksza liczbe
przypadkow, jest on, jak pisze Asper ,,pseudo-jednostkowy” (pseudo-actual) *®. Na
ile taki ogdlny charakter mozna rzeczywiscie diagramom euklidesowym nadac, jest
kwestig dyskusyjna (o czym bede dalej pisat).

Przyjrzyjmy si¢ na ile jednak same rozumowania majg charakter ,,wizualny”.
Przytoczmy najpierw stanowisko wegierskiego historyka matematyki, Arpada
Szabo. Otz jest on, jak wspominatem, zdania, iz Euklides faktycznie oddala si¢ od
wizualno-empirycznego  komponentu w rozumowaniach — matematycznych.
Elementy maja by¢ wyrazem tendencji anty-empirycznej i anty-wizualnej w
rozwoju matematyki. Euklides unika, wedlug Szabd, argumentow wizualnych,
Czynigc to w celu zapewnienia swoim rozumowaniom wiekszej ogoélnosci 9
Twierdzi on, ze ,,dowody Euklidesa nie majg na celu (are not concerned with)

uczynienie niczego widzialnym” 60

. Dla podkreslenia faktu, iz Euklides unikat
wizualizacji, A. Szabd przytacza czysto arytmetyczne dowody zawarte w
Elementach. Twierdzenia 21-34 z IX ksi¢gi Elementow dotycza podstawowych
wlasnosci liczb parzystych i nieparzystych. W ich dowodach Euklides nie
podejmuje nawet proby nadania im interpretacji graficznej. Szabd podkresla tez, ze
Euklides nie czyni w nich nic widzialnym, a wrecz, ze jego argumentacje nie da si¢
w ogole uczyni¢ wizualnymi, czy tez przedstawic wizualnie®, Przyktad ten dotyczy

oczywiscie arytmetyki, a nie geometrii, w ktorej z rysunku zrezygnowaé o wiele

trudniej, rowniez w niej jednak, wedlug A. Szabo, autor Elementéw miat unikaé

" Artmann, B., Euclid — The Creation.., str. 21.

%8 Asper, M., The two cultures of mathematics in ancient Greece, (w:) The Oxford Handbook of the
History of Mathematics, red. E. Robinson, J. Stedal, Oxford University Press, Oxford 2008, str. 115.
%% §zabo, A., The Beginnings..., str. 194.

8 Tamze, str. 191.

61 Por., Tamze, str. 195.
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odwotan do tego, co widzialne: ,jasnym jest, ze Euklides staral si¢ unikac
wizualizowalno$ci  (visualizability) nawet w przypadku geometrii. Bylo to
oczywiscie trudniejsze zadanie, niz w przypadku arytmetyki. Mimo to, czynit co
potrafit, aby nie podkresla¢ wizualnych whasnosci figur geometrycznych”®,

Wydaje sie jednak, iz wbrew temu, co twierdzit A. Szabd, rozumowania
zawarte w Elementach nie sg wolne od odwotan do intuicji przestrzennej. Widac to
w pewnych niuansach metodologicznych. Zacznijmy od przypomnienia, iz logiczna
struktura dowodow euklidesowych nie odpowiada standardom wspoétczesnym. W
szczegblnosci, w wielu rozumowaniach wykonywane sa ,.kroki”, ktore nie sg
wsparte jedynie aksjomatami, postulatami, czy poprzednio wykazanymi
twierdzeniami. Na owe ,luki logiczne” zwracali uwagg wyraznie XX-wieczni
logicy. Nalezy tu w kazdym razie stwierdzi¢, iz kroki te najczesciej odwotywaty si¢
w jaki$ sposob do intuicji przestrzennej. Mozna wymieni¢ przynajmniej trzy typy
sytuacji, w ktorych mialy miejsce odwotania do intuicji przestrzennej. Po pierwsze
sg to dowody, ktore mozna okresli¢ (niezbyt zgrabnie) dowodami ,,przez
nalozenie”, czy ,,przez superpozycj¢”. Po drugie korzysta Euklides z intuicji
przestrzennej, gdy stwierdza przecinanie si¢ np. okregoéw w dwoch punktach (badz
styczno$¢ w jednym), o ile sugeruje to rysunek, jak ma to miejsce juz w drugim
twierdzeniu Ksiggi 1 Elementow. PO trzecie natomiast z intuicji przestrzennej
wydajag si¢ w jakim$ sensie korzysta¢ dowody, ktore odwotuja sie¢ do
jednostkowych wlasnosci diagramu ilustrujacego twierdzenie.

W pierwszym typie ,,podejrzanego” rozumowania istotna rolg gra ,,natozenie”
na siebie dwoch uprzednio skonstruowanych figur, w celu wykazania ich
identycznos$ci. Euklides dowodzi w ten sposob co prawda jedynie trzech twierdzen,
pierwsze z nich jest jednak uzywane w Elementach wielokrotnie®. Jest to czwarte

twierdzenie pierwszej ksiggi:

%2 Tamze, str. 197.

% Chodzi o twierdzenia 1.4, 1.8, oraz I11.24 (Por. Mancosu, P., Philosophy of Mathematics &
Mathematical Practice in the Seventeenth Century, Oxford University Press, New York, Oxford
1996, str. 29).
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Tw. 1.4. Jezeli dwa boki jednego trojkata sg rowne dwom bokom drugiego trojkata
1 jezeli rowne sg tez katy zawarte miedzy tymi rOwnymi bokami, to podstawa
jednego trojkata bedzie rowna podstawie drugiego, trojkaty beda sobie rowne oraz

rowne bede i pozostate katy zawarte miedzy rownymi bokami®.

Rys.2.

Dowdd zilustrowany jest przedstawionym powyzej rysunkiem. Zaktada si¢
tu rowno$¢ odpowiednio bokow AB i DE, oraz bokéw AC i DF, jak rowniez katow
pomiedzy bokami. Wykazana ma by¢ rownos$¢ bokow BC i EF, oraz pozostatych
par katow. Oto pierwsza fragment dowodu (podaj¢ jedynie jego czgs¢ dla
zobrazowanie ogélnej postaci rozumowania): ,,Jezeli przytlozymy trojkat ABC do
trojkata DEF, tak by punkt A pokryt si¢ z punktem D, prosta zas AB przystawata do
prostej DE, to punkt B pokryje si¢ z punktem E, poniewaz prosta AB jest rowna
prostej DE. Skoro dalej prosta AB przystaje do prostej DE, to rowniez prosta AC
przystawa¢ bedzie do prostej DF, poniewaz kat BAC jest roéwny katowi DEF.
Roéwniez punkt C pokryje sie z punktem F, gdyz prosta AC jest rowna prostej DF.
...Stad tez caty trojkat ABC przystawac bedzie do catego trojkata DEF 1 bedzie mu

55 65

réwny” . Euklides korzysta tu z aksjomatu 8, zgodnie z ktorym ,,wielkos$ci, ktore

przystaja do siebie sg réwne”®®; jak pisze Mancosu, aby zastosowa¢ aksjomat

% Euklides, Elementy, str. 47.
6 Tamze, str. 48.
66 Tamze, str. 46.
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,,koniecznym aby figury, badz linie byty natozone, badz zastosowane (applied or
superposed) do siebie”®’. Trudno nie odnie$¢ wrazenie, iz zaangazowana jest tu
intuicja przestrzenna, a w istocie i mechaniczna. Ten element w dowodach
Euklidesa zwrdcit juz uwage filozoféw epoki renesansu, o czym bedzie jeszcze
mowa w dalszej czg$ci pracy.

Jesli chodzi o drugi element dowodoéw euklidesowych, pojawia si¢ on juz w
dowodzie pierwszego twierdzenia. Dla jego wykazania konieczne jest, aby okregi
przecinaty si¢ w dwoch punktach. Stwierdzenie, iz tak rzeczywiscie jest nie wynika
jednak z aksjomatow ani postulatéw Euklidesa. Jest ono oparte na intuicji
przestrzennej, bylo tez krytykowane przez wielu komentatorow Elementéw, m.in.
juz od Proklosa®.

W kazdym z tych przypadkéw zawierzamy intuicji przestrzennej, ktora
podpowiada nam, albo wrecz narzuca odpowiednie fakty matematyczne.
Dodatkowo pojawia si¢ tu problem jednostkowosci diagraméw. Dowody sa
bowiem przeprowadzane w odwotaniu do konkretnych diagramoéow. Euklides
doktada wszelkich staran, by dowody wykazywaty odpowiednich tez w ogdlnosci,
nalezy tez podkresli¢, ze nie popelnia on zadnych bteddéw, nie dowodzi przez
jednostkowos$¢ stosowanych diagramow twierdzen fatszywych. Mimo to w wielu
przypadkach dowody odnoszg si¢ do takich wtasnosci przystugujacych konkretnym
narysowanym diagramom. Przytoczmy tu tylko jeden przyktad takiego, a
mianowicie twierdzenia 35 z pierwsze] ksiggi % Glosi ono, iz kazde dwa
réwnolegloboki, ktore sg ograniczone tymi samymi prostymi réwnolegltymi, oraz
posiadaja jedng podstawe wspolng, majg takie samo pole. Dowod przeprowadzony

jest w nawigzaniu do przedstawionego ponizej rysunku:

%" Mancosu, P., Philosophy of Mathematics..., str. 29.

8 por. Saito, K., Reading ancient..., str. 806.

% Twierdzenie to przywotuja L. Hodgkin, jak i J. Mumma, do ktérych analiz bede sie tu odwotywat.
Dowod twierdzenia thumacze za Proofs, Picture, and Euclid, J. Mummy (str. 265).
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Rys. 3.

Dowod:

Niech ABCD oraz EBCF be¢da roéwnolegtobokami posiadajacymi wspolng podstawe
BC, oraz ktérych boki roéwnoleglte do BC zawierajg si¢ w prostej AF (and in the
same parallels AF, BC). Jako, ze ABCD jest rownolegtobokiem, AD rowne jest BC
(tw. 34). Podobnie, EF réwne jest BC. Stad AD jest rowne EF (aksjomat 1). Dwie
wielko$ci rowne tej samej wielkosci sg rowne migdzy soba, stad AE jest rowne DF
(aksjomat 2). Stad, iz ABCD jest rownolegtobokiem wnosimy znow, iz AB jest
rowne DC (tw.34), oraz ze kat EAB jest réwny katowi FDC (tw. 29). Stad, iz
trojkaty takie, ze dwa boki jednego z nich sg rowne dwém bokom drugiego, oraz
réwne s3 katy zawarte migdzy nimi, wiemy, iz trdjkaty EAB oraz FDC sa sobie
rowne (tw. 4). Odejmujac trojkat EDG od kazdego z tych trojkatéw, mamy, iz
trapez ABGD jest rowny trapezowi EGCF (aksjomat 3). Jesli dalej dodamy do
kazdego z nich trojkat GBC, otrzymamy, iz ABCD jest rowny EBCF (aksjomat 2).

Przyjrzyjmy si¢ nieco blizej powyzszemu dowodowi. Rozumowanie
odwotuje sie¢ oczywiscie do rysunku. W szczegdlnoSci, punkt G  jest
,zdefiniowany”, czy okre$lony, jedynie za jego pomocg. Poszczegdlne kroki
dowodu odwoluja si¢ do takiego a nie innego potozenia tego punktu, tzn. do faktu,
iz CD oraz BE przecinaja si¢ w punkcie G, lezacym pomigdzy réwnolegtymi BC
oraz AF (tak, jest to pokazane na diagramie). W szczego6lnos$ci na takim potozeniu

punktu G oparta jest obserwacja, iz DE zawarte jest w AD, ktora to obserwacja
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stuzy do wykazania, iz AD jest rowne EF’. Jak zauwaza wiec Hodgkin, dowdd nie
bylby poprawny, gdyby punkt G byt w innym miejscu”.

Czy powyzsze rozwazania dowodza, iz A. Szabo nie miat racji podkreslajac
anty-wizualny charakter rozumowan euklidesowych? Zacznijmy od uwag niejako
wspierajacych oceng A. Szabd. Otéz wiele wskazuje na to, ze Euklides
rzeczywiscie dazyl do wyrugowania z Elementéw odwotan do danych
wzrokowych. Mozna tu wskaza¢ np. na nie-wizualny, a w szczegdlnoSci nie-
mechaniczny charakter niektorych definicji. Jak pisze Roman Murawski, ,,w
definicjach stara si¢ Euklides uchwyci¢ gldwnie to, co jest state, niezmienne” "%,
Rowniez Sir TH. L. Heath, redaktor najbardziej chyba znanego anglojezycznego
wydania Elementow, twierdzil, iz celem definicji linii prostej bylo wyjasnienie bez
jakiegokolwiek odwolania do zmystu wzroku, co znaczylo byé prosta’. Euklides
mogl przeciez, jak podkresla Szabd, zdefiniowaé lini¢ jako ,,$lad punktu”, a lini¢
prosta jak ,jednolity i niezaklocony przebieg (undeviating flow)”.  Autor
Elementow unika wiec intuicji mechanicznych — mozna ogdlnie powiedzie¢, iz
sklanial si¢ raczej ku statyczno-eleackiej koncepcji geometrii’. Z drugiej strony
wiele definicji odwoluje si¢ w duzym stopniu do intuicja przestrzenng (cho¢
niekoniecznie mechaniczng). Jak podkresla Ken Saito, definicja linii w ogoble
(,,Linia to dlugos¢ bez szerokoéci”75) jest oparta na ,,rodzaju intuicji cigglosci”, nie
jest rozumiana jako zbior punktow, jak ma to miejsce dzisiaj’.

Nalezy dalej podkresli¢, iz idealem matematycznym byta dla Euklidesa
niewatpliwie metoda dedukcyjna. Prawdziwos¢ twierdzen miata mie¢ Zrédlo przede
wszystkim w aksjomatach, a nie w jakims$ akcie ,,widzenia” prawdy w efekcie

ogladu rysunku. Na potwierdzenie tego faktu (i dla przeciwwagi dla powyzszych

przyktadow twierdzen wspierajacych si¢ na intuicji przestrzennej) mozna zwrécié

" Mumma, J., Proofs..., str. 265.

" por. Hodgkin, L., A History..., str. 37.

2 Murawski, R., Filozofia matematyki. Antologia tekstéw klasycznych, str. 43.

8 Por. Szabo, A., The Beginnings..., str. 313.

™ Por. Murawski, R., Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycznych, str. 43.

> Euklides, Elementy, str. 44.

"® Saito, K., Reading ancient..., str. 806. Saito podkresla, Ze mozna to wytlumaczy¢ tym, iz linia
byta dla matematykow greckich zupelnie innym obiektu niz punkt, nie bylo ona sprowadzalna do
punktow chocby dlatego, Ze ten ostatni nie mial jej zasadniczej wlasnosci - rozciaglosci.
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uwage na liczne twierdzenia Elementow, ktére wydaja si¢ by¢ wizualnie oczywiste,
sg jednak $cisle dowiedzione w oparciu o aksjomaty i postulaty. Wydaje si¢ tez, ze
Euklides byl §wiadom zagrozen plynacych ze stosowania diagraméw i staral sie
swoje dowody uczyni¢ jak najbardziej ogdlnymi. Ken Saito pisze na przyklad, ,nie
sadze, aby Euklides, rysujac dla swoich twierdzen geometrycznych jednostkowe
(over-specific) rysunki, niec mial na uwadze og6lno$ci. Przeciwnie, uwazam, iz
dazyt do zapewnienia ogo6lnosci, ale w bardzo odmienny sposdb, niz moze si¢ nam
to wydawaé”"”.

Podsumowujgc powyzsze rozwazania, wydaje si¢, ze nietatwo jest
jednoznacznie oceni¢ role diagraméw 1 intuicji przestrzennej w rozumowaniach
euklidesowych. Z jednej strony wiele wskazuje na to, iz Euklides unikat
,wizualizowania” w poszczegdlnych krokach dowodowych. Z drugiej jednak
strony wiele rozumowan korzysta z faktow wizualnych, badz tez z poszczegdlnych
cech jednostkowych diagramow. Nie wydaje si¢ tez uzasadnionym teza, iz ideatem
Euklidesa byloby wyrugowanie z dowodow diagraméw jako niosacych z sobag
ryzyko btedow w rozumowaniu i zwigzanych ze swojej natury z empirycznymi
rozumowaniami. Wydaje si¢, ze diagram byt w Elementach uzywany nie jako ,,zto
konieczne”, ale jako nieusuwalny skladnik rozumowania, a nawet pewnym sensie
nawet przedmiot, ktérego ono dotyczy (o czym bedzie jeszcze mowa w dalszej
Czegsci pracy).

W ramach podsumowania sprobujmy nawigza¢ znéw do stanowiska A.
Szabo i zada¢ pytanie: na ile mozna moéwi¢ o obecnosci wizualnych rozumowan
(visual/empirical arguments) w Elementach? Nalezatoby doktadniej przyjrzeé si¢
pytaniu, czym mogto by by¢ takie wizualne rozumowanie. Mozna tu wymieni¢

nastepujace mozliwosci:

" Saito, K., Reading ancient..., str. 820. Saito sugeruje mianowicie, iz specyficzny styl Euklidesa,
unikajgcy nadawania obiektom takim jak pola czy objgtosci, a nawet wielko$ciom arytmetycznym
rozwazanym w dowodzie, konkretnych wartosci liczbowych, jest wyrazem dazenia Euklidesa do
wigkszej ogdlnosci wywodu (por. tamze, str. 806, 820).
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1) rozumowanie, w ramach ktorego korzysta si¢ z poje¢ zdefiniowanych w sposob
nawigzujacy do intuicji (cho¢ intuicje te niekoniecznie muszg grac¢ istotna role w

samych rozumowaniach)

2) rozumowanie ktére opiera si¢ na ksztalcie 1 charakterystykach diagramu jako na
materiale dowodowym, tzn. dla ktorego stanowig one pewien rodzaj wizualnego
danych (visual evidence). W przypadku takich rozumowan (dowodow),
prawdziwos¢ wykazywanego twierdzenia w jakim$ stopniu wynika z wizualnego
do$wiadczenia; mozna rowniez powiedzie¢, nawiazujac do sformutowan A. Szabd,

iz jest ona ukazana (shown), badZ uczyniona widzialna.

3) rozumowania, ktore zmuszaja czytelnika do wyobrazenia sobie czegos, co nie
jest widoczne na samym diagramie, odwoluja si¢ na przyktad do intuicji

mechanicznych

4) rozumowanie odwotujace si¢ do pewnych konkretnych wtasnosci jednostkowego
diagramu bedacego jego ilustracja. Odwolania te powoduja, iz dowod nie jest

zrozumialy bez dostepnego diagramu.

5) rozumowanie, ktore korzysta z diagramu jako srodka heurystycznego, rodzaju

reprezentacji, ktora wspomaga zrozumienie dowodu, ale nie gra w nim istotnej roli.

Rozumowania pierwszego rodzaju pojawiajg si¢ z pewnoscig u Euklidesa —
s zresztg cechg charakterystyczng geometrii az do konca XIX wieku. Wydaje sie,
ze Euklides probuje unika¢ wizualnych rozumowan w drugim sensie. Jak
wspominatem, nie zawsze mu si¢ to jednak udawalo’®. Tym bardziej rozumowania
w trzecim sensie byty przez Euklidesa unikane, cho¢ tu rdwniez nalezy wymienic¢
wspomniane tw. [.4, ktore wydaje si¢ nawigzywa¢ do pewnych intuicji
mechanicznych. W Elementach bardzo czgsto pojawialy si¢ rozumowania

czwartego typu. Nie wydaje si¢ przy tym, aby Euklides uwazat je za w jakis$ sposob

"8 Przypomnijmy, Ze rozumowanie tego rodzaju przeprowadzone byto w Menonie.
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wadliwe. Nie wydaje si¢ rowniez, aby byt gotdéw uzna¢é, iz rozumowania takie sg w
jakikolwiek sposéb empiryczne. Ostatni punkt wyraza powszechne wspolczesnie
stanowisko odnos$nie roli diagraméw w dowodach. Nie wyraza on adekwatnie roli
diagramow w rozumowaniach euklidesowych, ktore przeciez w wigkszo$¢
przypadkow sa bez diagramu niezrozumiale.

Na koniec dodajmy kilka stow o arytmetyce Elementow. Niezaleznie od
tego, jak ocenimy role doswiadczenia wizualnego w rozumowaniach
geometrycznych, z pewno$cia mozna powiedzie¢, ze arytmetyka opisana w
Elementach (jak rowniez szerzej, arytmetyka grecka) oddalata si¢ od jakkolwiek
rozumianych wizualizacji. Mozna tu przytoczy¢ cho¢by dowody twierdzen ze IX
ksiegi Elementow; sa to np. slynny dowod istnienia nieskonczonej ilosci liczb
pierwszych, czy dowody dotyczace prostych wiasnosci liczb parzystych i
nieparzystych (np. ,,roznica liczby parzystej i nieparzystej jest nieparzysta”). Jak
podkreslajg A. Szabé oraz R. Torretti, dowody tych twierdzen w ogoéle nie
korzystaja z rysunkow w rozumowaniu. Reprezentacja poszczegoélnych liczb za
pomoca odcinkéw nie oddataby istoty tych dowodéw. Pozostajac przy temacie
arytmetyki, dodajmy, iz jedna z pierwszych oznak wyzbycia si¢ odwotan do tresci
wizualnych w dowodach byto, wedlug R. Torrettiego, wykazanie istnienia liczb
niewymiernych. Podkres$la on, ze gdyby greccy matematycy nie rozwingli
niewizualnych metod dowodow (w szczegdlnosci arytmetycznych), tej, zdaniem
Torrettiego, ,,metody poteznego (forceful), a jednoczesnie nieintucyjnego myslenia,
(...) nie mogliby nigdy wykaza¢, ze istnieja niewspotmierne wielkosci, takie jak, na
przyktad, pary odcinkdéw, ktore nie moga by¢ catkowitymi wielokrotno$ciami tego
samego jednostkowego odcinka, niezaleznie od tego, jak mala bedzie miat
dtugose’.

W tym punkcie zostawiam analiz¢ Elementow Euklidesa. Wroce do nich w

drugiej czeSci pracy, w ktorej przyjrze si¢ pewnym wspotczesnym ujeciom roli

™ Torretti, R., Philosophy of geometry..., str. 3. Wiele probleméw arytmetycznych jest rzeczywiscie
bardzo oddalonych od intuicji przestrzennej — jak np. odrozni¢ liczbe parzysta od nieparzystej,
liczbe 87 od 88 za pomoca rysunkow? Dodajmy, ze powyzsze odnosi si¢ do reprezentacji liczb jako
odcinkdw — w drugiej czgsci pracy mowa bedzie o reprezentacji liczb za pomoca dyskretnych
obiektoéw, jak kota, czy kropki. Taka reprezentacja umozliwia wizualne zobrazowanie pewnych
prostych twierdzen arytmetycznych. Grecy jednak, o ile mi wiadomo, liczb w ten sposoéb nie
reprezentowali.
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diagramow w dziele Euklidesa. Autorzy, jak R. Netz, J. Mumma czy K. Manders,
probowali pokazaé, ze nawigzania do diagraméw byly w Elementach dokonywane
uwaznie | w sposob nie prowadzacy do btedow. W tym celu dokonali oni
rekonstrukcji rozumowan euklidesowych, majac przy tym m.in. na celu ukazanie,
czemu dowody euklidesowe zawdzigczaja swoja poprawnos¢. Prace wspomnianych
autorow wpisuja si¢ we wspotczesny nurt w filozofii matematyki, ktéry bada role
wizualizacji w poznaniu matematycznym, ktérego analiza jest przedmiotem drugiej
czesci niniejszej pracy, stad dopiero w tej cze$ci pracy beda one omowione.
Przyjrze si¢ tam gléwnie jednej ze wspotczesnych rekonstrukcji rozumowan

euklidesowych, sformutowanej przez Johna Mumme.

1.3. Konstrukcja jako metoda pokazania istnienia obiektow

matematycznych

Warto tu doda¢ kilka uwag o konstrukcjach geometrycznych w matematyce
greckiej, a dokladniej o ich zwigzku z istnieniem obiektéw matematycznych.
Zwréémy tu uwage jedynie na kilka problemdéw. Otéz mozna spotkaé sie z
pogladem, iz dla matematykow greckich istnienie obiektu matematycznego
wynikato z mozliwosci jego konstrukcji. Problemy zwigzane z mozliwoscia
wykonania prostych konstrukeji za pomoca jedynie linijki i cyrkla poszczegélnych
obiektow geometrycznych byly w istocie charakterystyczne dla greckiej geometrii.
Znane sg trzy wielkie problemy konstrukcyjne podwojenie sze$cianu, trysekcja kata
i kwadratura kota. W Elementach Euklidesa figury geometryczne powstajg zgodnie
z metodami okreslonymi w postulatach. Jednak konstrukcja wydaje si¢ procesem
empirycznym, praktycznym. Jej wytwor — rysunek — jest przedmiotem fizycznym.
W ten sposdb o istnieniu pewnych obiektow matematycznych mozemy si¢
przekona¢ (przynajmniej czgsciowo) droga empiryczng, tzn. za pomocg percepcji

polaczonej z wykonaniem pewnych czynnos$ci. Czy mozna wiec powiedzie¢, ze typ
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istnienia obiektu geometrycznego, ktory wynika z konstrukcji ma wigc jaki$
empiryczny charakter?

Zaznaczmy najpierw, iz nie mozna zignorowac roli analizy intelektualnej w
procesie konstrukcji. W Elementach na przyktad mozliwos¢ konstrukcji
poszczegbdlnych obiektow wynika z postulatow, przekonujemy si¢ wiec o niej na
mocy dedukcji. Dowodzona jest mozliwo$s¢ wykonania nawet bardzo prostych
konstrukcji, jak narysowania trojkata, poprowadzenia odcinka o dhugosci réwnej
dlugosci danego odcinka, itd., ktorych przeprowadzenie wydaje si¢ wizualnie
oczywiste. Mozna wigc powiedzie¢, iz nie wystarcza tylko ,,patrze¢”, aby
dowiedzie¢ si¢, iz dana konstrukcja mozliwa jest do wykonania.

Jednak pewien empiryczny element pozostaje obecny w greckich
konstrukcjach geometrycznych. Dla dowodu istnienia, rozumianego jako
konstrukcja, nie starcza przekonanie si¢ okiem rozumu, trzeba wykona¢ rysunek.
Jest to w pewnym stopniu problem dla platonika, dla ktorego rysunek pozostaje
zawsze czgscig dostarczajacego jedynie mnieman $wiata fizycznego, ktory
oddalony jest ze wszech miar od istnienia ,,rzeczywistego”, czyli sposobu, na jaki
istniejg platonskie idee. Jak stwierdza Szabo, ,,idea, iz konstrukcja geometryczna
moze stanowi¢ dowdd istnienia byla zupelnie obca Platonowi. W ostatecznym
rozrachunku, takie konstrukcje sg przeprowadzane w dziedzinie przedmiotow
zmystowych, a Platon uwazal, iz ‘istnienie’ ma inng natur¢ (ist to be found

5980

elsewhere)”™. Dalej wegierski historyk matematyki stwierdza, iz dla filozofow,

ktorzy pozostawali pod wptywem Platona oraz Eleatow, ,,pozostawalo watpliwym,

czy figury geometryczne rzeczywiscie ‘istnialy’, czy tez ich istnienie byto zaledwie

595 81

‘ztudzeniem’, badz tez przedmiotem ‘wiary . Nalezy zaznaczy¢, ze mimo

powyzszych uwag, to wlasnie neoplatonik Proklos uwazal, ze ,konstrukcje w
pierwszych trzech twierdzeniach [Elementow] shuiza jako rodzaj dowodu
”82

istnienia™“. Takie ujecie bylo przez wiele lat czesto spotykane. Jak podkresla Ken

Saito, dopiero od ok. 25 lat ten dogmat ten jest podwazany, a wlasciwie odrzucony,

8 Szabo, A., The Beginnings..., str. 319. Szabé przytacza tu poglady A. Frajesa, z ktorymi sie
jednak, jak dalej podkresla, w pelni zgadza.

8 Szabo, A., The Beginnings..., str. 321. Szabo nawiazuje tu do greckiego pojecia doxa, pehiacego
istotna role w epistemologii Platona, do czego przejde dalej.

% gaito, K., Reading ancient..., str. 808.
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zgodnie ze stwierdzeniem, iz ,, problem istnienia nie jest zawsze powigzany z
konstrukcja, ani tez konstrukcja nie stuzy zawsze dowodom istnienia”®,

Dodajmy, ze kwestia, ktore $rodki sa dopuszczalne przy wykonywaniu
konstrukcji, byta w starozytnoSci przedmiotem sporu (przynajmniej w pewnych
okresach). Na ksztalt kanonu metod konstrukcyjnych jako ograniczony do
stosowania cyrkla i linijki miat zapewne silny wplyw Platon®. W IV p.n.e. spor o
rozumienie terminu ,,konstruowac” byl bardzo silny, dzielagc matematykow na dwa
stronnictwa (szerszy wachlarz metod konstrukcyjnych dopuszczat na przyktad
Archytas z Tarentu) ® . Jesli laczy¢ istnienie obiektdw geometrycznych z
mozliwo$cig ich konstrukcji, to spory ontologiczne w geometrii stajg si¢

bezposrednio zwigzane ze sporami metodologicznymi.

1.4. Kategoria przestrzeni w matematyce greckiej

Warto wreszcie wspomnie¢ o bardzo istotnym od XVII w. problemie
przestrzeni i jej roli dla epistemologii i ontologii geometrii. Pytanie o miejsce
kategorii przestrzeni w matematyce greckiej pojawia si¢ naturalnie, przynajmniej w
kontek$cie, znanego nam dzi§ stanu 1 dalszego rozwoju geometrii. W
rzeczywistosci jednak trudno jest dokladniej okreslié, jak w epistemologii
geometrii starozytnych Grekow umiejscowi¢ pojecie przestrzeni. PO pierwsze nic
nie wskazuje na to, aby geometria byta przez starozytnych rozumiana jako nauka
dotyczaca przestrzeni jako swojego przedmiotu. Co wigcej, jak podkresla Roberto
Torretti, w starozytnej grece, ani w filozofii greckiej nie funkcjonowato pojgcie
przestrzeni, rozumiane w sposob podobny do ktoregos ze wspotczesnych nam jego
znaczen. Podkre§la on, ze mimo, iz greckie stlowa topos (miejsce), czy kenon

(pustka) ttumaczy si¢ czasem jako ,,przestrzen”, nie oznaczaly one tego, co dzi$

8 gaito, K., Reading ancient..., str. 809.
8 por. Kordos, M., Wykiady z historii matematyki, SCRIPT, Warszawa 2006, str. 63.
& por. Tamze, str. 60.
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najczesciej rozumiemy przez ,,przestrzeﬁ”ge. Starozytna (jak 1 $redniowieczna)
filozofia, ani matematyka, nie uzywata w szczegdlnosci pojecia przestrzeni w
takim znaczeniu, ktére pojawito si¢ u Newtona, tzn. jako pustego, niezmiennego,
pojemnika w ktorym umieszczone sg ciala fizyczne® . Wedlug R. Torrettiego
»Mmiejsce” — topos — bylo na przyktad rozumiane relatywnie do ciala fizycznego,
ktore je zajmuje, tzn. bylo w starozytnej grece rozumiane, jako miejsce potozenia
ciala. Pojecie kenon (jesli uzywane w kontekscie filozoficznym, np. przez
atomistéw) byto z kolei rozumiane raczej jako préznia, ktora znajduje si¢ pomiedzy
ciatami, niz pojemnik, w ktérym te ciala sg umiej scowione®®,

Dodajmy, ze zdecydowana wigkszo$¢ filozofow starozytnych (jak i
sredniowiecznych) przyjmowata, ze $wiat fizyczny jest skoficzony i ograniczony;
stad geometria euklidesowa nie mogla by¢ uznana za prawdziwa o $wiecie
fizycznym — chocby dlatego, ze w takim $wiecie linie proste nie mogg by¢ w
dowolnym stopniu przedtuzane. Mozna wigc powiedzie¢, ze mimo cz¢$ciOWO
empiryczno-pragmatycznych korzeni geometrii, jej powigzanie z tym, co wizualne
nie $wiadczylo, wedlug Grekow, o jej empirycznym charakterze jako nauki o

przestrzeni fizycznej.

1.5. Diagramy w filozofii matematyki Platona

Filozofia Platona nie jest zazwyczaj kojarzona z rozwazaniami dotyczacymi
reprezentacji przestrzennych w poznaniu matematycznym. Stanowi, ona jak
wiadomo, paradygmatyczny przyktad skrajnego aprioryzmu w odniesieniu do
matematyki, umiejscawiajac jej przedmiot w niematerialnym S$wiecie idei, oraz
przyznajac jej odpowiadajaca osobna wiadze poznawcza. Ta wiasnie okolicznosé

sktania jednak do zadania kilku pytan. Jak pogodzi¢ owa pozazmystowa, platonska,

# Mam tu na my$li Newtonowskie pojecie przestrzeni, o ktorym wiccej napisze w dalszej czesci.
& Torretti, R., Philosophy of geometry..., str. 25-26.
8 Tamze, str. 26-27.
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natur¢ idei, oraz matematyki w ogole z wszechobecnymi w geometrii,
postrzegalnymi zmystem wzroku, diagramami? Czy doswiadczenie fizyczne
diagramu moze nam da¢ jaka$ wiedze, czy tez jest ze swej natury ztudne? Jaka role
w uzyskiwania poznania matematycznego (w szczegdlnosci — geometrycznego) ma
u Platona-idealisty zwykly fizyczny diagram? Jedng z charakterystycznych
elementéw mysli Platona jest przeciez teza, iz poznanie zmystowe dostarcza
jedynie ztudzen i nietrwalych, przemijajacych obrazéw, podczas gdy wiedza
prawdziwa byta wiedzg o tym, co niewidzialne i do czego dostgp mamy jedynie
przy pomocy rozumu. Odpowiedzi na wspomniane pytania mozna, wedtug mnie,
szuka¢ w specyficznej, naturze matematyki, jako nauki posredniczacej pomiedzy
Swiatem idei 1 §wiatem fizycznym. To na ile mozna rzeczywiscie przyznaé taki
status, oraz to jakie jest w ogole jej miejsce w dualnym platonskim $wiecie, jest
kwestia w pewnej mierze otwartag na interpretacje. Bede staral si¢ pokazaé, iz
mozna znalezé w pracach Platona znalez¢ potwierdzenie takiego ujecia
matematyki, oraz ze jest ono Scisle zwigzane ze statusem wizualizacji. Wydaje si¢
przy tym, ze mozna wyr6ézni¢ dwa znaczenia, w ktérych matematyke mozna
postrzega¢ jako nauk¢ posredniczacg. Pierwsza jest posrednio$¢ epistemologiczna,
a dowiadujemy si¢ o niej z przedstawionej w Parnstwie metaforze odcinka. Po
drugie mowa jest o posrednio$ci ontologicznej, zwigzanej ze specyficzng naturg
obiektow matematycznych (idei), ktore cechuje wielos¢.

Przyjrzyjmy si¢ wigc w pierwszej kolejnosci platonskiemu Panstwu. W
stynnej metaforze odcinka, dokonuje Platon podziatu wladz poznawczych.
Przypomnijmy, krotko, w jaki sposob 6w podzial jest przeprowadzony: gorna,
dhuzszg czgs$¢ odcinka obejmuje gnosis — wiedza o przedmiotach idealnych, a
dolna, krotsza doxa, czyli wiedza o $wiecie widzialnym zmystowo. Gnosis jest
podzielona na dwa odcinki — nus, wiedz¢ o idei dobra, pigkna, duszy czy np.
trojkata ogolnie, wiedzg ktorg daje nam gtownie blizej tu nie omawiana dialektyka,
oraz dianoie — wiedz¢ o obiektach matematycznych. Doxa jest natomiast
podzielona na pistis, wiedzg o konkretnych widzialnych przedmiotach i eikasi¢ - o

ich odbiciach takich jak cienie czy obrazy *°. Dowiadujemy si¢ zatem, ze

8 Platon, Paristwo, Wydawnictwo ANTYK, Kety 2001, 509D-511E.
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przedmioty matematyki sg przedmiotami myslowymi — jednak ich poznanie r6zni
si¢ od poznania dialektycznego. Tak pisze Platon ogoélnie 0 poznaniu
matematycznym: ,.ci, ,ktérzy si¢ geometriami i rachunkami, i takimi tam rzeczami
bawia, zakladaja to, co nieparzyste i parzyste, i ksztalty, i trzy postacie katow, i
inne rzeczy tym pokrewne, zaleznie od tego lub owego zdania, bo niby juz wiedza,
robig z tego tres¢ zatozen 1 uwazajg za wlasciwe ani sobie samym, ani drugim nie
rozwija¢ i nie uzasadnia¢ juz tych rzeczy w zaden sposob, bo one sg kazdemu
jasne”®.

Matematyka postuguje si¢ wigc, w rozumieniu Platona, kategoriami
parzystosci 1 nieparzystos$ci (arytmetyka), oraz ksztattami i postaciami katow
(geometria). Poznajac matematyke, jej adepci postuguja si¢ rysowanymi badz
zapisywanymi obiektami, ale ,,oni si¢ nimi postuguja znowu tylko tak jak obrazami,
a starajg si¢ dojrze¢ tamte rzeczy same, ktorych nikt nie potrafi dojrze¢ inaczej, jak

591

tylko mysla” ™. Dalej pisze Platon réwniez, iz ,to, ze postuguja si¢ przy tym

postaciami widzianymi i moéwig o nich, jednakze nie te widziane postacie majac na

» 92 Poznanie

mysli, tylko tamte, do ktérych widziane sg tylko podobne
matematyczne nie jest zatem dla Platona poznaniem bezposrednim — musi
postugiwaé si¢ ,,obrazami” oraz zalozeniami. Wspiera si¢ ono réwniez na
hipotezach — ale rozumianych jako ,szczyty i poczatki” (w przeciwienstwie do
hipotez dialektyki). Wspomniane ,,rzeczy same” to idee — trojkata, czy tez liczby.
Matematyk nie poznaje ich jednak bezposrednio - ,,dusza si¢ zaloZzeniami pewnymi
musi postugiwag, kiedy je bada¢ zechce, i1 nie do szczytu i poczatku wtedy zmierza,
bo nie potrafi wyj$¢ z tego, w czym tkwi, i wznie$¢ si¢ ponad zalozenia; jako
obrazoéw uzywa wtedy dusza tych przedmiotow, ktére si¢ odwzorowuja w jeszcze
nizszych, bierze je za rzeczy same 1 ceni je jako naoczne i wyraz'ne”93.
Podsumowujac, platonskie poznanie matematyczne dotyczy pozafizycznych
idei (rzeczy samych), nie daje jednak o nich wiedzy bezposredniej. Jest tak,

poniewaz postuguje si¢ obrazami (czyli np. rysunkami, diagramami), oraz

% Tamze, 510C.
! Tamze, 510E.
%2 Tamze, 510D.
% Tamze, 511A.
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postuguje si¢ hipotezami. Te pierwsze sg niejako odbiciami idei, bedac do nich w
jakims sensie podobne (cho¢ ich status ontologiczny jest zupetnie inny). W tym tez
sensie geometria jest ,,pos$rednia”, pomiedzy

U Platona mozna si¢ rowniez doszukiwaé innego, bardziej ontologicznego
aspektu posrednio$ci matematyki. Wydaje sie, ze duza role w zwrdceniu na niego
uwage badaczy, mial nastepujacy fragment Metafizyki Arystotelesa: ,,Platon
twierdzil (...), ze obok $wiata zmyslowego oraz Idei istniejg przedmioty
matematyki, ktére zajmuja posrednia pozycje, réznigc si¢ od rzeczy zmystowych
tym, ze sg wieczne i niezmienne, a od Idei tym, ze jest ich wiele podobnych,

podczas gdy kazda Idea jest zawsze jedna”94

. Byty matematyczne w platonskim
rozumieniu dziela wiec z Ideami wickszo$¢ ich wiasciwych cech®. Historyk
filozofii Giovanni Reale, syntetyzujac teori¢ idei, podaje 6 takich wlasnie
podstawowych wilasnosci idei: inteligibilno$¢, niecielesnos¢, bytowos¢ w sensie
pelnym (idee sa bytem, ktory istnieje naprawdg), niezmienno$¢, samoistnos¢ i
jedno$¢®™. Zgodnie z Arystotelesem, byty matematyczne posiadaja wszystkie cechy
idei poza tg ostatnig, co czyni je blizszym obiecktom fizycznym. Wydaje si¢, ze
ujecie takie znajduje potwierdzenie w pismach Platon; zacytujmy chocby
nastepujacy fragment Panstwa: ,kazde z osobna [tzn. kazda z idei] jest czyms$
jednym, ale dzigki temu, Ze si¢ to wigze z dziataniami 1 z ciatami, 1 ze soba
nawzajem [z innymi ideami], wszedzie si¢ kazde z nich naszej wyobrazni
przedstawia jako wiele rzeczy”97.

Sprobujmy zestawi¢ te dwa ujecia matematyki, jako posredniczacej
pomiedzy ideami a fizycznoSciag. W Panstwie istotng zasadg podzialu $wiata
inteligibilnego jest nie wielos¢ Ilub jedno$¢ wystepowania obiektéw
matematycznych, ale bezposrednio$¢ lub pewna posrednios$¢ sposobu w jaki je

poznajemy. Matematyka nie jest tam $cisle rzecz biorgc przedstawiona jako

posrednia pomigdzy zmystowoscig $wiatem idei — odpowiada jej raczej status

% Arystoteles, Metafizyka, 987 b.

% Trudnym interpretacyjnie aspektem tego fragmentu z Arystotelesa jest to, iz obiekty
matematyczne nie sg tu ideami, z czym wielu interpretatorow Platona jednak by si¢ nie zgodzito.
Nie ma tu jednak miejsca na dyskusje tego zagadnienia.

% Reale, G., Historia filozofii starozymej, Tom II, Wydawnictwo KUL, Lublin 2001, str. 91-92.

%" Platon, Paristwo, 4T5E- 4T6A.
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ontologiczny 1 typ poznania wiasciwy rzeczom niematerialnym (cho¢ ,,mniej
doskonatego” typu niz Idea Dobra i poznanie dialektyczne). Wydaje sig, ze
powiazania pomi¢dzy tymi dwoma ujeciami mozna szukaé w uwagach na temat
metodologii matematyki, tzn. sposobu w jaki jest ona faktycznie uprawiana, oraz
uwagach dotyczacych zastosowaniom matematyki.

Przyjrzyjmy si¢ najpierw, co Platon pisal o zastosowaniach matematyki. W
Ksiedze VII Panstwa Platon zaleca, aby zajmowac si¢ nie matematyka, ktora stuzy
kupcom, kramarzom, czy dla celéw wojennych, matematyka, ktora dzieli jednostki,
mnozy 1 wigze je z ciatami fizycznymi. Matematyk-filozof powinien si¢ przy tym
zajmowac jednostka, ktorg pojmuje si¢ jako ,,zawsze rowna kazdej innej, 1 nie
roéznigcg si¢ od innej w najmniejszym stopniu, i nie majacg w sobie zadnej czesci”
— o liczbach, ,,0 ktorych tylko my$le¢ mozna”®. Rowniez w Filebie rozréznia
Platon dwa rodzaje arytmetyki — stosowang dla celéw praktycznych oraz ta, ktorg
zajmuja si¢ filozofowie. Ci pierwsi ,,zliczaja jednosci nieroOwne, jak na przykiad
dwa obozy i dwa woly, i dwie rzeczy najmniejsze, i dwie najwicksze ze
wszystkich. A drudzy za nic w §wiecie z nimi by nie poszli, jezeliby kto$§ nie
przyjat jednostek nie réznigcych si¢ niczym od siebie nawzajem, choc¢by ich byta
ilo$¢ nieprzebrana™®,

Z drugiej strony w tej samej Ksiedze VII pisze Platon, jak si¢ wydaje,
bardziej o praktyce matematykow zajmujacych si¢ — jak dzi§ bySmy powiedzieli —
matematyka czysta, tzn. nie ukierunkowang na zastosowania. Platon wydaje si¢ tu
sugerowaé, ze czynno$ci 1 wyobrazenia zwigzane z uprawianiem matematyki
odcigga od matematyki uprawianej tylko dla poznania i zajmujacej si¢ tym, co
»istnieje wiecznie”, a nie ,,co si¢ kiedy$ tam czyms$ staje 1 znowu ginie” 100,
Matematycy bowiem ,stwarzaja wszystkie swoje stowa, jakby co$ robili, 1 z
praktycznego punktu widzenia mowig o kwadraturach i przedtuzeniach, 1 o

-5, 101

doktadaniu, i wszystko tak u nich brzmi” . Jezyk matematyki i sposob jej

uprawiania tworzy wiec pozor, iz wykonujemy pewne manipulacje na obiektach

% Tamze, 526A.

% platon, Fileb, (w:) Dialogi, Tom Il, Wydawnictwo ANTYK, Kety 1999, 56E.
190 platon, Paristwo, 527B

10! Tamze, 527A.
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matematycznych 102 Manipulacje dotycza diagramow, wyobrazen zwigzanych z
dodawaniem, mnozeniem oraz wszelkimi mechanicznymi intuicjami zwigzanymi z
matematyka. Stoi jednak w jawnej sprzecznosci z wlasciwg naturg obiektéw
matematycznych. Ma to oczywisci bezposredni zwigzek z tym, co wspomniane
byto powyzej o specyficznej naturze dianoi — jako postugujacej si¢ obrazami
obiektow matematycznych, ktore majg jednak (mimo pewnych podobienstw) od
nich zasadniczo odmiennych status ontologiczny'®.

Zwrdéémy uwage, ze pojawia si¢ tu pewien problem: czy ,,posredniczacy”
aspekt matematyki, (zwigzany z tym, iz jej obiekty nie s3 ,,jednosciami” 1 poprzez
to sg blizsze obiektom fizycznym) jest bardziej zwigzany z matematyka stosowana,
czy tez z praktyka matematykow w zakresie matematyki czystej? W pierwszym
przypadku obiekty matematyki stosowanej bylyby ,wielko$ciami”, a czystej
,jednosciami”; w drugiem przypadku obiekty matematyki czystej bylyby
wielo$ciami, a jedno$ciami liczby wyzszego ,,ponadmatematycznego” typu104. Nie
bede podejmowat si¢ odpowiedzi na to pytanie. Mozna jednak podjac si¢
nastgpujacej interpretacji Platon w zakresie natury matematyki czystej: wymiar
praktyki matematykow zwigzany z ,,wielo$cig” jest zwigzany wilasnie z obrazami,
ktorymi oni si¢ postuguja, czyli np. z diagramami. Diagramow takich jest wiele, sa
one podobne do przedmiotow fizycznych; wlasnos¢ bycia jednoscig mialby z kolei
pojecia ogdlne — trojkata w ogole, czy liczby w ogoéle. Te abstrakcyjne pojecia
ogoblne sa wlasnie ideami, i mozna je uchwyci¢ jedynie mysla.

Obraz roli roznego rodzaju reprezentacji obiektow matematycznych

uzupehnia List VII, ktoremu dalej krotko sie przyjrze. Kazdy przedmiot naszego

192 por. Lloyd, G.E.R., What was mathematics in the ancient world? Greek and Chinese
perspectives, (w:) The Oxford Handbook of the History of Mathematics, red. E. Robinson, J. Stedal,
Oxford University Press, Oxford 2008, str. 14.

103 Jak pisze Szabd, ,natura geometrii stoi w jawnej sprzecznosci z jezykiem uzywanym przez
geometrow” (Szabo, A., The Beginnings..., str. 312).

104 Istnieje rowniez inna interpretacje tego, czym sa ,.czyste”, jednostkowe obiekty matematyczne.
Reale pisze o nich (podkreslajac, iz jest to trudna doktryna), ze nie sg to liczby matematyczne, ale
metafizyczne, sg one nie samymi liczbami, ale istotq liczb, nie utozsamiajg si¢ wiec z liczbami pod
wzgledem ontycznym. Jako byty niematematyczne nie mozna ich takze od siebie dodawac ani
odejmowaé. Wedlug Realnego, tatwiej nauke t¢ zrozumie¢ traktujac liczby idealne jako pewne
relacje, - w tych metafizycznych relacjach majg pozostawaé do siebie wszystkie idee, i w tym sensie
liczby idealne stanowia najbardziej pierwotna czg$¢ struktury S$wiata idei, bedac oczywiscie
poznawalne tylko przez dialektyke (zob. Reale, G., Historia..., str. 124-128).
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poznania mozemy rozwaza¢ na pieciu plaszczyznach. Trzy pierwsze to
przedstawienia tego przedmiotu: ,pierwszym jest nazwa, drugim okreslenie,
trzecim obraz”'%°; czwartym przedstawieniem jest wiedza o przedmiocie, jego
umystowe ujgcie, a pigtym przedmiot sam. Owo czwarte ujawnienie jest tutaj tym,
ktore okresla sposob poznawania obiektow matematycznych. Jest to wedlug
Platona ,,wiedza, umystowe ujecie i wlasciwe mniemanie o rzeczy, (...) nie tkwi
ono w dzwigkach mowy ani w ksztattach materialnych, lecz tylko w duszy, co
wskazuje, ze jest czym$ innym zarowno od istoty samego ‘kota’, jak tez od
wymienionych poprzednio trzech jego ujawnien” 106 Jaka role w poznaniu
matematycznym przypisuje przy tym Platon trzem typom przedstawienia kota, a w
szczegblnosci ujawnienie trzecie? UScislijmy najpierw za greckim filozofem, ze
»irzecim ujawnieniem jest koto, ktore sie¢ rysuje i Sciera, lub to , ktore tokarz

sporzadza 1 ktére kto§ niszczy” 107

Narysowane koto, tak jak i1 inne jego
przedstawienia odstaniajg jedynie jakosci kota, a nie jego istote. Sa przez to
niedoskonale i niejasne przez co tatwo je obali¢. W istocie, ,.kazde (...) z owych
czterech ujawnien rozposciera przed dusza, zarowno przy pomocy stowa, jak tez i
na faktach, to, do czego nie dazy ona weale” %, Czytamy réwniez u Platon, iz
»kazde z kot, ktoére w codziennym uzyciu rysujemy, lub ktore tokarz sporzadza,
wykazuje w calej pelni to, co przeciwne jest zgota ‘pigtemu’ — we wszystkich
punktach swych bowiem styka si¢ z prosta, podczas gdy ‘koto’ jako takie,
stwierdzamy, nie zawiera s sobie w ogole, ani w mniejszej ani w wigkszej mierze,

5,109

czegos$, co mu z natury jest przeciwne” . Mimo to, co chciatbym tutaj mocno

podkresli¢, wedtug Platona ,,jezeli kto$ jakos nie uchwyci owych czterech ujawnien
tego wszystkiego [czyli zarowno bytow matematycznych jak barw, czy wartosci
moralnych] nigdy calkowicie wiedzy piatego ujawnienia nie stanie si¢

59110

uczestnikiem” . Réwniez analiza diagramu (w przypadku geometrii, w przypadku

195 paton, List VII, (w:) Listy, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1987, 34A-B.

1% Tamze, 342C.

07 Tamze, 342C. Zwréémy tu uwage, iz Platon w jednej linii wymienia diagram i konkretny
fizyczny ksztatt, fizyczng interpretacje pojecia kota. Mozna to traktowac jako argument za tym, iz
1% Tamze, 343C.

109 Tamze, 343A.

10 Tamze, 342E.
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arytmetyki by¢ moze innego fizycznego przedstawienia idei matematycznych) jest
wiec koniecznym etapem w procesie poznania matematycznego.

Wydaje si¢, ze Platon nie postuluje w powyzszych rozwazaniach, jakiej$
zasadniczej roznicy pomiedzy geometrig i arytmetyka. W Parnstwie pisze Platon w
jednej linii o ksztaltach oraz o tym co parzyste i nieparzyste jako obrazach,
odbiciach idei. Wydaje si¢, ze w cytowanych fragmentach nie mozna wi¢c odnalez¢
potwierdzenia idei, ze to nie wylacznie wizualnos¢ reprezentacji przestrzennych,
oraz sposobu myslenia o przedmiotach geometrii przybliza ja do empirii (cho¢ ona
oczywiscie rowniez). Z fizycznos$cig w rownym stopniu, jak si¢ wydaje, zwigzana
jest wielos¢, czy parzysto$¢ liczb. RoOwniez trzy ujawnienia poje¢ matematycznych
opisane w Liscie VII — nazwa, definicja (okreslenie), oraz obraz — sg przez Platona
traktowane na rowni. Na ich fagcznym $wiadectwie opiera si¢ dopiero mozliwos¢
uzyskania pelnego poznani matematycznego.

Warto wspomnie¢, iz nie wszyscy interpretatorzy Platona zgodziliby si¢ z
takim ujeciem; mozna tez doszukiwa¢ si¢ u Platona argumentéw za tym, ze
geometria jest blizsza przedmiotow fizycznych niz arytmetyka. Tak argumentuje
cytowany tu Arpad Szabo, ktory zwraca uwage na fragment w Timaiosie, w ktorym
Platon pisze, iz obok $wiata fizycznego oraz $wiata idei, ,.trzeci rodzaj istnieje. Jest
nim zawsze przestrzeﬁ”lll. Dalej czytamy, ze ,,mozna jg bez pomocy zmystow
uchwyci¢ za pomocg rozumowania gorszego gatunku, a wierzy¢ jej trudno”*2. A.
Szab6 twierdzi tez, ze inne fragmenty dialogdw platonskich — w szczego6lnosci
Panstwa — ,,potwierdzajg fakt, ze identyfikuje on ‘rozumowania gorszego gatunku’

» 113 A, Szabé wnosi stad, iz to geometria jest wlasciwa naukag

Z geometrig
posredniczacg a jest tak po czeSci dlatego, ze jej przedmiotem jest przestrzen.
Trudno powiedzie¢, czy taka interpretacja A. Szabo jest uzasadniona. Dyskusyjne
jest, na ile w platonskich rozwazaniach dotyczacych geometrii pojawia si¢
rzeczywiscie w istotny sposob kategoria przestrzeni.

Podsumowujac, przypomnijmy przede wszystkim o dwoch gtownych aspektach

poznania geometrycznego. Po pierwsze geometria musi odwotywac si¢ w swoich

11 platon, Timaios, (w:) Dialogi. Tom I, Wydawnictwo ANTYK, Kety, 1999, 52A.
12 Tamze, 52B.
113 Szabo, A., The Beginnings. .., str. 311.
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analizach do reprezentacji, czy przedstawien przestrzennych, stad osigga jedynie
posrednie poznanie idei. Po drugie reprezentacje przestrzenne sg na poziomie
ontycznym obiektami zupelnie odmiennymi od idei, w szczegdlnosci jest ich wiele
oraz moga by¢ dowolnie tworzone i niszczone. Jest to przy tym zwigzane ze
statusem matematyki jako nauki posredniej pomiedzy $swiatem idei a $wiatem
fizycznym.

Dodajmy, iz wspominany wcze$niej tekst Menona pokazuje, ze Platon
docenial role heurystyczng diagraméw. Niejasne natomiast pozostaje pytanie o
stopien (i natur¢) podobienstwa pomiedzy diagramem i ideg. O ile rysunek
powoduje, iz niewolnikowi ,przypominajg si¢” prawdy matematyczne,
podobienstwo takie wydaje si¢ zachodzi¢. Z drugiej strony obiekty matematyki sa
zasadniczo odmiennego rodzaju, niz obiekty fizyczne. Nie begdg tu dalej rozstrzygat
tej kwestiit**.

Problem relacji pomigdzy diagramem a ideami pozostaje wigc na gruncie
filozofii Platona trudnym (jest on zwigzany z ogélnym problemem relacji pomiedzy
ideami 1 przedmiotami fizycznymi). Na koniec warto zauwazy¢, iz filozofia
platoniska przyczynita si¢ do rozpowszechnienia si¢ wsrod matematykow greckich
wizji matematyki jako nauki statycznej, oddalonej od ruchu jak réwniez od
zastosowan. Stad matematycy greccy pozostajacy pod wptywem Platona (a do
takich nalezy, jak si¢ wydaje, zaliczy¢ Euklidesa) unikali intuicji mechanicznych w

rozumowaniach matematycznych.

1.6. Diagramy geometryczne w wybranych fragmentach pism

Arystotelesa

Nie bede tu blizej analizowal miejsca reprezentacji przestrzennych w

szerszym kontekscie filozofii Arystotelesa. Warto zauwazy¢ jednak kilka uwag

1 Przypomnijmy, ze w Liscie VII pisze Platon, iz reprezentacja przestrzenna odkrywa jakosci
obiektow, ale nie ich istotg.
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metodologicznych, ktore Arystoteles poczynit odno$nie geometrii, jako nauki
korzystajacej z diagramow, czy reprezentacji przestrzennych. Arystoteles zauwaza
wigc trudnosci i zagrozenia zwigzane z rozumowaniami odnoszacymi si¢ do
rysunkow. W szczegdlnosci zwraca uwage, na to, ze pewne cechy diagramoéow sg
istotne dla rozumowania, pewne natomiast ,,przypadkowe”. Takg wtasnos$cig jest w
wielu dowodach geometrycznych dlugo$¢ bokow. Pisze wigc Arystoteles, ze ,,w
rysowaniu figur geometrycznych, cho¢ nam wcale nie zalezy na doktadnych
wymiarach trdjkata, mimo to rysujemy go ze Scisle okreslonymi wymiarami”llS.
Wydaje si¢, ze koniecznos¢ korzystania z reprezentacji przestrzennych w geometrii
(a taka najpewniej przyjmowat) uwazat za jej stabos¢. W Analitykach wtorych pisze
Stagiryta o wyzszosci wiedzy bardziej abstrakcyjnej nad wiedza mniej
abstrakcyjng. Jedng z charakterystyk tej pierwszej jest natomiast mniejsza ilo$¢
zalozen: ,ta nauka jest pewniejsza i wczesniejsza, ktora si¢ opiera na nielicznych
zasadach w pordéwnaniu z nauka, wymagajaca dodatkowych elementow, jak np.
arytmetyka w poréwnaniu z geometrig. Przez ‘dodatkowe elementy’ rozumiem to,
ze np. jedno$¢ jest substancja bez polozenia, natomiast punkt jest substancja
posiadajaca potozenie; to ‘potozenie’ jest wilasnie dodatkowym elementem” 116
,Polozenie” obiektow geometrycznych mozna rozumie¢ jako ich przestrzenny
charakter, to, iz muszg znajdowac si¢ ,,w jakim§ miejscu”. Jest to warunek
konieczny uprawiania geometrii, ktory stawia geometri¢ ponizej arytmetyki.
Dodajmy jednak réwniez, ze Arystoteles nie zgodzitby si¢ z pewnoscia z
pogladem, iz przedmiotem geometrii, jej dowodow, definicji, itd., jest sam
fizyczny diagram. W Analitykach wtorych czytamy, co nastepuje: ,,nie sg tez
hipotezy geometry falszywe, jak utrzymuja niektérzy, twierdzac, ze nie wolno si¢
postugiwaé falszem, a geometra postuguje si¢ fatszem, gdy dowodzi, ze linia jest

dluga na jedng stope, gdy nie jest taka, albo ze linia jest prosta, gdy nie jest prosta.

5 Arystoteles, O pamieci i przypominaniu sobie, za: Kulpa, Z., Jednostkowosé¢ diagraméw, 2006,
zrodto: http://www.ippt.gov.pl/~zkulpa/diagrams/diagser/tytrob10pdf, str. 55. Jak podkresla Zenon
Kulpa, przektad polski nie do konca oddaje intencji Arystotelesa, ktory podkreslal, ze w wielu
dowodach geometrycznych nie korzystamy w zaden istotny sposob z faktu, ze bok narysowanego
trojkata ma takg, czy inng dlugo$¢ — jest to fakt w dowodzie w zupetno$ci pomijalny. Ten nacisk na
role rysunku w dowodzie geometrycznym ma by¢, wedtug Kulpy, uwzgledniony w tlumaczeniu
angielskim.

11 Arystoteles, Analityki wtére, 87a.
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Jednakze geometra nie wycigga wniosku z faktu istnienia konkretnej linii, o ktorej
mowi, lecz z tego, co ta linia symbolizuje”117. Stagiryta krytykuje wiec poglad,
zgodnie z ktérym wilasciwym przedmiotem geometrii sg narysowane linie, oraz o
nich wilasnie prawdziwe sa twierdzenia geometrii. Waznym jest to, co diagram
symbolizuje. Pytanie, co doktadnie symbolizuje diagram, a wigc w istocie o
przedmiot geometrii u Arystotelesa jest odrgbnym pytaniem, ktorym nie bedg tu sie

zajmowal.

W  ostatniej cze$ci rozdzialu dokonam podsumowania kilku glownych
charakterystyk greckiej matematyki, oraz filozofii matematyki, w zakresie
stosowania przez nig diagraméw. Obok podsumowania dokonanych juz analiz,
wspomng¢ o kilku kwestiach po raz pierwszy. Ponizsze podsumowanie ma wigc na
celu oddanie ogodlnego obrazu roli diagraméw w poznaniu matematycznym w

matematyce greckiej.

1) Ogromna wigkszo$¢ twierdzen 1 dowodoéw zapisanych w greckich dzietach
matematycznych (w szczeg6lnosci geometrycznych) odwotuje si¢ do diagramow.
Tekstu czesto nie mozna zrozumie¢ bez diagramu, poniewaz poszczegolne kroki

dowodowe do niego si¢ odnosza.

2) Mimo, ze nie wszystkie (znane nam) rozumowania greckie odnosza si¢ do
rysunkow,
Grecy mieli tendencje do geometryzowania problemow matematycznych. Jak pisze

Asper, ,,grecka matematyka jest prawie wylacznie geometryczna”118

3) To, czy figury geometryczne jako takie mozna rozumie¢ jako przedmiot
rozumowan geometrycznych jest w pewnym stopniu dyskusyjne. Wydaje sie, ze

dla wigkszo$ci matematykow przedmiot matematyki mozna w wigkszym stopniu

Y Tamze, 76b-77a.
18 Asper, M., The two cultures..., str.114.
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scharakteryzowa¢ jako analiz¢ diagramu niz jako przeksztatcanie formut. O ile
jednak kazdy diagram jest obiektem jednostkowym, a przedmiotem rozumowan
byly obiekty abstrakcyjne, raczej niz empiryczne, nie oznacza to empiryzmu w
starozytnej filozofii geometriillg.

4) Grecka matematyka dazyta do ideatu wiedzy ogodlnej i oderwanej od empiriilzo.
Wielu greckich matematykow wyraznie oddzielal zastosowania matematyki od

matematyki ,.czystej” '*

Dowdéd dotyczy w matematyce antycznej
wyidealizowanych, abstrakcyjnych obiektow, nie polega na przyktad na mierzeniu
konkretnych wlasnosci rzeczywistych obiektow'??. Empirycznego charakteru nie
miata wladza poznawcza, ktorg dzi§ nazwalibySmy intuicja przestrzenng, ani tez
geometria nie wykazywala cech nauki empirycznej jako nauka o przestrzeni

fizycznej.

5) Matematycy greccy nie opierali si¢ na wizualnych danych (visual evidence) jako
materiale dowodowym. W dojrzalej matematyce greckiej nie bylo miejsca na
,»odczytywanie” faktow z diagramu, wnioskowanie na bazie wizualnie
postrzegalnych wtasnosci diagramu. Potwierdza to fakt, iz dowodzone byty nawet
»wizualnie oczywiste” twierdzenia. Mozna tu poda¢ przyktad Archimedesa, ktory

za pomocg wyrafinowanego rozumowania pokazuje, ze obwod wielokata opisanego

9 Wydaje mi sie, iz dyskusyjnym jest, czy Grecy uwazali rysunki za tylko pewna forme
reprezentacji obiektéw matematycznych (jedng z mozliwych). Wydaje sig, ze trojkat byt dla nich w
pierwszym rzedzie trojkatem postrzegalnym zmystem wzroku, a nie zbiorem punktow, czy
jakkolwiek inaczej, pozawizualnie, okreslonym obiektem matematycznym.

120 Nie ulega rowniez watpliwosci, ze Grecy dazyli do ideatu nauki obiektywnej, Spisana grecka
matematyka posiadata wiele cech charakterystycznych dla matematyki wspotczesnej — bezosobowy
styl, w ktorym pisane byly teksty matematyczne, standaryzacja jezyka i technik dowodowych,
wylaczanie kontekstu odkrycia (por. Asper, M., The two cultures..., str. 118, 126). W ten sposob
tworzone byly ,,autonomiczne teksty, tzn. teksty, ktore byly w stanie wykluczy¢ same w sobie
wszystkie nieporozumienia, byly w stanie zmusi¢ czytelnikoéw do konsensusu poprzez zrozumienie
(realizing) prawdy matematycznej” (tamze, str. 126). Nie powodu aby nie sgdzié, iz rOwniez
diagram gral w tak rozumianej nauce, istotng role.

12! Istnieje stynna anegdota, zgodnie z ktora Euklides miat zaoferowaé dwa obole i odestaé osobe,
ktora chciata uczy¢ sie geometrii dla zysku. Dodajmy, iz uwaza sie czasem, iz na oddalenie
matematyki od zastosowan (przynajmniej w deklaracjach) miata wptyw filozofia Platona.

122 psper, M., The two culzures..., str. 118.
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na okregu ma zawsze dluzszy obwéd, niz 6w okrag'®®. Archimedes podaje tutaj
Scisty dowdd, mimo, ze aby si¢ o tym przekona¢ wystarczy rzuci¢ okiem na

ponizszy diagram:

Rys. 4.

Z drugiej strony mozna argumentowac, iz dane wizualne nie byly bez
znaczenia jako pewne heurystyczne wsparcie dowodd. Asper podkresla na
przyktad, ze diagram miat na celu ,,dodanie sity logicznej dowodowi za pomoca

wizualnych danych (visual evidence)**?*.

6) Diagram, mimo, iz jest w swojej istocie obiektem konkretnym, stuzyt Grekom
do dowodzenia twierdzen og6lnych. Wydaje si¢, Ze matematycy greccy byli
swiadomi probleméw i utrudnien zwigzanych z dowodzeniem twierdzen ogoélnych

na podstawie jednostkowych rysunkow.

7) Duza role diagramu w matematyce greckiej mozna czeSciowo wigzaé z
relatywnie stabo rozwinigta algebra. Jak podkreslaja W. Noel i R. Netz,
charakterystyczng cecha greckiej matematyki byl na przyktad brak rownan,
zapisywanych 1 przeksztalcanych w takiej postaci, jak roéwnania uzywane

wsp(’)%czes'nie125. Wedlug Noela i1 Netza, dla starozytnych Grekow to nie rownania

123 Tamze, str. 116.

124 Tamze, str. 119.

125 por, Netz, R., Noel, W., Kodeks Archimedesa..., 82. Grecy postugiwali si¢ oczywiscie relacja
réwnosci, oraz znali jej podstawowe wlasnosci, o czym mowa juz byla przy okazji omawiania
Elementow Euklidesa.
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stuzyly przekazywaniu wiedzy, prawd matematycznych — czynity to rysunki; w
istocie, ,,dzisiejsza nauka to nauka ‘rownaniowa’, natomiast nauka starozytna byta

7126 Brak dostepnych nam $rodkéw logicznych mozna tez wiazaé z

‘rysunkowa
rolg intuicji przestrzennej w niektorych dowodach: ,.konstruowanie niezaleznych
od intuicji przestrzennej obiektow geometrycznych, nie byto mozliwe az do czysto

» 127, Dodajmy, ze z

aksjomatycznej konstrukcji liczb rzeczywistych w XIX w.
drugiej strony mozna uzna¢, iz moglta mie¢ miejsce zalezno$¢ odwrotna — zbyt silna
tendencja do  wizualnego reprezentowania obiektow  matematycznych

spowodowata, iz rozw0j algebry zostat zahamowany.

8) Jak podkreslaja niektorzy wspotczesni historycy matematyki — w szczegolnosci
cytowany tu juz R. Netz — diagramy nie mialy na celu tylko towarzyszenie tekstowi
matematycznemu, obrazowaniu go. Byly one same zroédlem informacji, metoda
podania, czy prezentacji, zalozen poszczegolnych twierdzen. Noel i Netz twierdza,
iz rysunki byly przez matematykoéw greckich §wiadomie traktowane jako ujmujace
zatozenia poszczegodlnych rozumowan: ,,rysunki nie sg rodzajem ilustracji, shuzacej
do tatwiejszego zrozumienia wywodow, ale dostarczaja nam podstawowych
informacji. Podaja dane do twierdzenia, mowigc, ktora litera oznacza ktory

obiekt”*?8,

9) W wielu przypadkach diagram ma ukierunkowaé¢ mys$l na odpowiednie kroki
dowodu, by¢ ilustracja dla metody; niekoniecznie mial natomiast by¢ wierng kopia
przedmiotu, ktorego dotyczy twierdzenie, czy tez choCby charakteryzowaé sig
strukturalnym don podobienstwem. Potwierdzeniem tego moze by¢ cho¢by dowod
twierdzenia 111.3. w Elementach. Jest to ono wykazane przy pomocy dowodu ,,nie
wprost”, a rozumowanie wsparte jest rysunkiem nieistniejacej ﬁgurylzg! Figura ta,

jak podkresla Ken Saito, adekwatnie przedstawia zatozenia dowodu nie wprostl3°.

126 Tamze, str. 82.

127 gaito, K., Reading ancient..., str. 806.

128 Netz, R., Noel, W., Kodeks Archimedesa..., str. 86. Wigcej o tej funkcji diagraméw Reviel Netz
pisze w ksigzce The shaping of deduction in greek mathematics: A study of cognitive history

129 por, Saito, K., Reading ancient..., str. 822.

130 por, Saito, K., Reading ancient..., str. 824.
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10) Dodajmy na koniec, iz w filozofii matematyki starozytnej Grecji nie pojawia
si¢ pojecie intuicji. Oczywiscie nie dziwi to, o ile stowo to wywodzi si¢ z jezyka
tacinskiego. Mozna oczywiscie szuka¢ analogii pomiedzy pojeciem intuicji a
grecka episteme, czy dianoia. Wydaje si¢ jednak, iz nalezy stwierdzi¢, iz w filozofii
greckiej nie byl obecny spor o rolg intuicji w poznaniu matematycznym, w takiej

przynajmniej postaci, w jakiej obecny jest w filozofii wspotczesnej.
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Rozdzial 2. Wizualizacje w matematyce i
filozofii XVI1 oraz XVII1 wieku

W drugim rozdziale chciatbym zaja¢ si¢ wybranymi zagadnieniami zwigzanymi
z matematyka XVII 1 XVII wieku. Jak wiadomo, po upadku Cesarstwa
Rzymskiego matematyka europejska popadta w dilugi okres stagnacji. OkreS
renesansu oraz w dalszej kolejnosci oswiecenia byt powrotem do greckiej
matematyki, w ktéorym to odkryto ,,na nowo” najbardziej zaawansowane metody
greckiej geometrii. Jednocze$nie jednak matematyka europejska doby
sredniowiecza 1 wczesnego renesansu byla pod wplywem rozwinigtej przez
matematykow arabskich algebry. Doprowadzitlo to do ciekawego zderzenia
arabskiej mysli algebraiczno-symbolicznej z grecka mys$la wizualng. Z drugiej
strony w okresie tym prowadzony byl spor empiryzmu z racjonalizmem.

W nawigzaniu do tych dwoch interesujacych mnie zagadnien, rozdziat
sktada si¢ z dwodch zasadniczych czegsci — metodologicznej 1 filozoficznej. Czes¢
metodologiczng zaczynam od ,.case study” — wspomnianego w poprzednim
rozdziale problemu rozumowan przez ,natozenie” w Elementach Euklidesa. W
dalszej czesci pisze o kontrowersjach 1 roznicach dotyczacych stosunku poznania
osigganego za pomocg symboli, oraz za pomocg diagraméw. Czgs$¢ metodologiczng
koncze krotka analiza roli diagramu w rachunku rézniczkowo-catkowym. Czesé
filozoficzng zaczynam od analizy roli wizualizacji w racjonalizmie Kartezjusza i
Leibniza. Rozdziat koncze¢ uwagami na temat kategorii przestrzeni w XVII-

wiecznej filozofii geometrii.
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2.1. Dyskusja nad statusem dowodéw przez ,,nalozenie” w filozofii i

metodologii matematyki XVII i XVIII wieku

Pierwszy z nich z problemow, ktéry chcialbym omoéwié zwigzany jest ze
wspomnianymi  w poprzednim rozdziale euklidesowymi dowodami przez
,hatozenie”. Spor ten jest wyrazem nieufno$ci matematykow wobec
mechanicznych intuicji w matematyce, co w duzym stopniu wigze si¢ roéwniez z
wizualizacjami.

Jak wspominalem w poprzednim rozdziale, w dowodach trzech twierdzen
Elementow jeden z krokow dowodowych zawiera ,nalozenie” na siebie, czy
superpozycje, dwoch figur geometrycznych w celu przekonania si¢ o ich
identyczno$ci. Jak zauwaza Paolo Mancosu (na ktorego pracy bede w tej czgsci
rozdzialu bazowal), dowody te wydawaly si¢ nie wzbudza¢ watpliwosci
matematykow starozytnych. W XVI i XVII wieku jednak toczona byta dyskusja
nad poprawnoscia tego typu dowodow. Zacznijmy od stanowiska jednego z
pierwszych krytykow omawianego typu dowodow, Jacquesa Peletier (1517-1582).
Pisze on o ich dwoch zasadniczych stabosciach. Po pierwsze, jesli dowody przez
natozenie zostalyby w pelni przyjete w matematyce, wiele dowodow
euklidesowych okazaloby si¢ qudnymil?’l. Po drugie ,,metoda nakladania nie jest
godna geometrii, poniewaz ma w sobie co$ mechanicznego™. Jest tak natomiast,
jak podkresla P. Mancosu, poniewaz ,,pocigga ona zmian¢ polozenia badz ruch

obiektow, ktore nalezy na siebie natozy¢ (implies a displacement or a morion of the

3L ], Peletier wspomina tu na przyktad o tw 1.2 z Elementéw, ktore glosi, iz z danego punktu mozna
zawsze poprowadzi¢ odcinek o dhugosci rownej diugosci danego odcinka. Do$¢ wyrafinowane
rozumowanie Euklidesa (bazujace na postulatach i aksjomatach) mozna by wtedy zastapi¢ przez
proste ,,przeniesienie” odpowiedniego odcinka, tak aby jeden z jego koncéw pokrywat sie ze
wspomnianym w twierdzeniu punktem. Jest to operacja wizualnie oczywista, ale jako ,,dowod”
wysoce dyskusyjna.

32 Mancosu, P. Philosophy of Mathematics..., str. 29. Uwagi J. Peletier pochodza z opublikowanego
w 1557 r. dzieta In Euclidis Elementa Geometria Demonstrationum Libri XV. Dodajmy, iz
matematyk ten uwazal, iz w zwiazku z powyzej opisanymi trudnosciami, twierdzenie 1.4 nalezy
przyjac jako aksjomat.
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objects being superposed)”***. Wedlug innego komentatora Elementéw, Flussasa
Candalliego (1502-1594), rozumowanie takie sigga po obce matematyce

3 W obronie

mechaniczne instrumenty, zamiast poshugiwa¢ si¢ rozumem !
rozumowania Euklidesa wystepowali m.in. Christopher Clavius (1538-1612) oraz
Giuseppe Biancani (1566-1624). Ten pierwszy uwaza, iz rozumowanie Euklidesa
wymaga intelektualnego, a nie mechanicznego natozenia na siebie odpowiednich
trojkatow; ma tu bowiem miejsce nie ,,rzeczywista (real) superpozycja, ale taka,

135 . . ) .
” =, Wedhug Biancaniego z kolei, ,,natozenie”

ktora jest ujeta tylko w mysli
odgrywa w dowodach Euklidesa rol¢ konstrukcji, a nie kroku dowodowego. Sama
superpozycja trojkatow jako co$ fizycznego, nie mogto by¢, wedtug Biancaniego,

uprawnionym krokiem dowodowym %

Dodajmy, ze wszyscy obroncy
euklidesowej metody podkreslali rowniez, iz odrzucenie twierdzenia 1.4 i jego
konsekwencji byloby podwazeniem niewzruszonej przeciez pewnosci Elementow,
co uwazali za niedopuszczalne.

Zagadnienie to jest rowniez wyrazem wlasciwych dla epoki tendencji
unikania w matematyce tego, co zwigzane 2z ruchem oraz intuicjami
mechanicznymi. W tendencje ta wpisuje si¢ cho¢by dokonane przez Kartezjusza w
pracy Géometrié rozrdznienie na krzywe mechaniczne i geometryczne. To, co
geometryczne okresla w tym kontekscie Kartezjusz jako ,,Sciste 1 doktadne”, ktorej
to wlasnoci nie ma to, co mechaniczne®®. Warte uwagi jest to, iz Kartezjusz
akceptowal jako geometryczne krzywe, ktore skonstruowane sg przez doktadnie
okreslony co do swojego przebiegu, pojedynczy ruch punktu po ptaszczyznie. Nie
mozna jednak zaakceptowa¢ jako S$cistych 1 dokladnych (i tym samym
geometrycznych) krzywych, ktore powstaja przez jednoczesne dwa ruchy,

pomiedzy ktorymi ,,nie zachodzi relacja, ktora mozna by mierzy¢ w sposdb

133 Tamze, str. 29.

13 po, tamze,, str. 30.

135 Clavius, Euclidis Elementorum Libri XV (1589), za: tamze, str. 30.

138 por. tamze, str. 31-32.

37 por. tamze, str. 72. Kartezjusz nawiazuje tu do analogicznego starozytnego podziahu. Mancosu
podkres$la jednak, iz rozroznienie francuskiego filozofa nie do konca pokrywa si¢ z rozréznieniem
starozytnych, zauwaza takze, iz Kartezjusz zle je interpretowat (por. tamze, str. 71-72). Tymi
kwestiami nie bede si¢ tu jednak blizej zajmowat.
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doktadny” 138 Przyktadem jest tutaj konstrukcja kwadratrysy 139 Krzywa ta
powstaje w nastepujacy sposob**: niech ABCD bedzie kwadratem, a BED tukiem
okregu o srodku w A. Wyobrazmy sobie teraz, ze odcinek AB przesuwa si¢ w
kierunku odcinka AD tak, by punkt B przesuwat si¢ po wspomnianym tuku az do
punktu D. Jednocze$nie przesuwamy odcinek BC w Kierunku odcinka AD, w taki

sposob, aby pozostawat caly czas do niego

A D

Rys. 1.

réwnolegly. O ile oba ruchy rozpoczynajg si¢ i konczg w tym samym momencie,
oraz odbywaja si¢ w jednostajnym tempie, punkt przecigcia poruszajacych sie¢
odcinkdéw nakre$la oznaczong na rysunku krzywa BFG, ktord nazywamy wlasnie
kwadratrysg. Matematycy XVII wieku nie posiadali narzedzi analitycznych
potrzebnych do sformutowania $cislej matematycznej charakterystyki tej krzywe;,
stad tez wielu z nich uwazatlo ja za niedostatecznie S$cista, by nazwac ja
,,geometrycznq”m.

Nie ma tu miejsca na dalszg analize tych metodologicznych sporéw. Warto

jednak krotko rozwazy¢, jak powyzsze rozwazania majg si¢ do roli intuicji

138 Kartezjusz, Géometrié, za: tamze, str. 73.

139 Kwadratrysa zostata skonstruowana juz przez Hippiasza z Eildy polowie V wieku p. n. e. i
wykorzystywana przez niego w celu rozwigzania problemu trysekcji kata i kwadratury kota.

9 por, tamze, str. 74

1 Uznanie kwadratrysy za dobrze okreslona krzywa matematyczna krytykowat juz w starozytnosci
Pappus. Bywata ona wykorzystywana m.in. do badah nad kwadraturg kota oraz trysekcji kata.
Krytykowat to Pappus, ktory podkreslat, ze dostosowanie dwoch ruchow potrzebnych do
konstrukcji jako $ci§le jednoczesnych i jednostajnych zaklada juz mozliwos$¢ przeprowadzenia
kwadratury kota, a wiec odnalezienia kwadratu, ktorego pole jest dane polu danego kota (por. tamze,
str. 74). W XVII wieku dyskusj¢ nad kwadratrysa podjat m.in. Clavius, ktory podat taka jej
konstrukcje, ktora, wedtug niego, nie wymagata dwoch odrgbnych ruchow.
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przestrzennej w matematyce. Zaznaczmy najpierw, iz mechaniczne intuicje
wydawaty si¢ mie¢ w sobie pierwiastek empiryczny — niedoktadny, taki, ktory
przez brak precyzyjnego i jednoznacznego okreslenia wymyka si¢ S$cislemu,
rozumowemu ujeciu. Nieche¢ do mechanicznych intuicji jest z pewnoscia po czesci
zwigzana z wplywem platonskiej wizji matematyki jako statycznej, badajgcej
niezmienne pozazmystowe obiekty. Jak jednak podkresla Mancosu, rowniez w
tradycji arystotelejskiej odnalezé mozna stwierdzenia, iz geometria powinna
abstrahowaé od ruchu'*.

Intuicje mechaniczne sg z pewnos$cig w pewnym stopniu zwigzane z
wizualizacjami. Ruch punktu, ktory tworzy kwadratrysa przedstawiany jest
przeciez w intuicji przestrzennej. Jest to zawsze ruch obiektu przestrzennego z
jednego polozenia w inne, co postrzegane jest z koniecznos$ci zmystem wzroku
(badz przestawiane za pomoca ,,wizualizacji wewnetrznej”). Wydaje sie, ze w
zrozumieniu ksztattu kwadratrysy istotng role gra wigc intuicja przestrzenna. Czy
jednak niedostateczna doktadnos¢ tej konstrukcji, czy tez watpliwosci zwigzane z
dowodem twierdzenia 1.4 FElementow Euklidesa, wyptywaja z niedoskonatosci
intuicji przestrzennej? Wydaje si¢, ze nie — to niedoktadno$¢ ruchu, czy trudnosci
Zwigzane z jego precyzyjnym opisem, s3 tutaj matematycznie podejrzane, a nie
fakt, iz ruch ten jest przedstawiany za pomocg intuicji przestrzennej. Z drugiej
jednak strony ruch odbywa si¢ w przestrzeni, a brak mozliwosci jego precyzyjnego
okreslenia jest w jakim$ stopniu roéwniez zwigzany z niedoskonatoscig zmystu
wzroku, z niemozliwo$cig w pelni precyzyjnego jego opis.

Dalej przejdzmy do omowienia innego XVII-wiecznego sporu

metodologicznego powigzanego z wizualizacjami — Sporu o0 status algebry.

142 Por., Mancosu, P., Philosophy of Mathematics..., str. 30.
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2.2. Rozwdj algebry a wizualizacje

Z rola wizualnych reprezentacji w poznaniu matematycznym zwigzana jest z
pewnoscig rosngca rola algebry w matematyce europejskiej epoki renesansu oraz
niektore kontrowersje z tym zwigzane. Po okresie wzglednej stagnacji, matematyka
europejska zaczgta sie gwaltownie rozwija¢. Jednym z przejawow tego rozwoju
byla przejmowanie osiggni¢¢ arabskiej matematyki, ktora w okresie sredniowiecza
stala na wyzszym poziomie rozwoju, niz matematyka europejska.

Wkiad Arabow w matematyke polegal przede wszystkim na rozwijaniu
przez nich algebry. Interesujgco pisze o tym cytowany juz w poprzednim rozdziale
historyk matematyki Ladoslav Kvasz. Uwaza on, jak wspominatem, iz matematyka
europejska odziedziczyla po Grekach geometrycznego ducha, dla ktorego
zrozumie¢, to osiggna¢ wglad. Arabowie z pewnos$ciag zawdzigczali wiele
matematyce greckiej, ktora zreszta dokladnie studiowali. Jednak, jak podkresla
Kvasz, ,,w kulturze arabskiej znika bliski zwigzek pomigedzy mysla 1
doswiadczeniem wizualnym™'*. Zrodta réznic w tym wzgledzie pomiedzy kultura
grecka 1 arabska sg na pewno rdznorodne, nie ma tu miejsca na ich analiz¢ (cho¢
jest to zagadnienie bardzo ciekawe). Kvasz thumaczy to m.in. tym, iz w islamie
metafora wzroku nie odgrywata istotnej roli w dazeniu do transcendencji'®*. W
kazdym razie to arabscy matematycy rozwijali w S$redniowieczu algebre¢ —
wprowadzili pojgcie zmiennej, ktorg nazywali po prostu ,,rzeczg”, badali metody
rozwigzywania rownan, wprowadzili tez m.in. pozycyjny zapis liczb®. Metody
przez nich rozwijane polegaty na manipulacji ,,rzecza”; byty to algorytmy, czy
reguly werbalne, ktorych zastosowanie gwarantowalo rozwigzanie danego

problemu (dodajmy, Ze same terminy ,,algorytm” i ,algebra” pochodzg z jezyka

3 Kvasz, L., The History of Algebra and the Development of the Form of its Language,
“Philosophia Mathematica” Vol. 111 2006, str. 291.

144 Tamze, str. 291.

Y5 por, tamze, str. 292. Scisle rzecz biorac, arabscy matematycy nie znali jeszcze pojecia rownania
W naszym rozumieniu, rozwazali algorytmy, ,,przepisy” na rozwiazanie poszczegdlnych problemow
algebraicznych.
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arabskiego). Nie korzystano przy tym prawie w ogole z reprezentacji
przestrzennych.

Kiedy w epoce renesansu, algebraiczne metody byty przyswajane przez
matematykow europejskich, z poczatku napotykaty na pewien ,,opér poznawczy”.
Kvasz pisze, ze rozpoczal si¢ wtedy ,dialog pomiedzy duchem zachodniej
matematyki i zasadniczo odmiennym, cho¢ réwnie glebokim, duchem algebry.
Dialog ten byl zdominowany przez proby wizualizowania, przez dazenie do
przeniesienia wszystkich sztuczek 1 przeksztalcen algebraicznych do sfery

wizualnej] w celu osiggnigcia w nie wgladu” 146

. Pozostala jednak tendencja
(widoczna u wielu filozoféw i matematykow) do wizualizowania obiektow, dziatan
i dowodéw matematycznych; co wigcej czgsto przybierala ona formeg preferencji
tych metod i1 obiektéw matematycznych, ktére mozna wizualizowaé, czyli
wyobrazi¢ sobie przestrzennie, badz przedstawi¢ na rysunku. Wielu matematykow
przyznawalo, ze tatwiej pojmowalne sg dla nich pojgcia i rozumowania wsparte
rysunkami, inni otwarcie watpili w warto§¢ poznawcza badz poprawnos$¢ wynikow,
ktoére nie posiadaja reprezentacji wizualnej.

Warte uwagi jest przeprowadzone przez Kvasza zestawienie metody

geometrycznej i algebraicznej, oraz typdw poznania z nimi zwigzanych:

1) Uniwersum matematyczne jest dla geometry otwarte na oglad, jest rozpostarte
przed podmiotem poznajacym, ktory obserwuje je pozostajac w pewnym stopniu od
niego oddalonym. Poznajac, geometra dokonuje wgladu, pozostajac w trakcie aktu

poznawczego W pewnym sensie biernym.

2) Uniwersum algebry jest ,stworzone przez reifikacj¢ czynnos$ci podmiotu

poznajacego. Liczby 3, czy v 5 sg symbolicznie zreifikowanymi aktami liczenia

s 147

badz wyciggania pierwiastka Praktyka algebry oparta jest wiec na

148 Tamze, str. 291.
Y7 Tamze, str. 288.
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,doswiadczeniu motorycznym, na przeksztalceniach, dziataniach™**. Tu poznanie
nie sprowadza si¢ do wgladu, ale

uwidacznia si¢ w umiejetnosciach w zakresie obliczen i przeksztatcen. Poznanie
algebraicznie to zawsze proces, w ktorego trakcie aktualizowane jest zawsze tylko

jedno w danym momencie przeprowadzane obliczenie

Kvasz podkresla, ze geometra (jako podmiot epistemiczny) posiada pewien
punkt widzenia (viewpoint). Inaczej jest w przypadku algebry: jej $wiat ,,nie jest
otwarty dla naszego wzroku. Jest raczej $wiatem motorycznych schematow. Jesli
Slepiec nauczy si¢ porusza¢ po budynku, np. w szkole, uczy si¢ na pamiegé
wszystkich ruchow, ktéore moze wykona¢, a budynek jest w jego umysle
reprezentowany jako struktura konstytuowana przez te wihasnie ruchy” . Jak
podkresla Kvasz, mozna si¢ nauczy¢ poruszac po ,,budynku”, ktérym jest struktura
algebraiczna. Algebra nie moze jednak dostarczy¢ takiego samego typu wgladu, jak
geometria.

Ogromnym krokiem w kierunku integracji geometrii i algebry bylo wydane
1637 roku epokowe dzieto Kartezjusza pt. Géométrie. Francuski matematyk
okreslit w nim m.in. metody, za pomoca ktorych pojecia algebraiczne (jak
mnozenie, potggowanie, pierwiastkowanie) mozna interpretowac geometrycznie i
odwrotnie — zagadnienia geometryczne sprowadza¢ do rozwigzywania réwnan
algebraicznych™*°. Kartezjusz ustanowil tym samym pewna wymienno$é pojeé
algebraicznych i geometrycznych — uwazal na przyktad, iz wielkosci byly
rozwazane albo ze wzgledu na ilo$¢ albo na ksztalt, dla jednych celow mogty by¢
analizowane numerycznie, dla innych natomiast geometrycznie *** . Warto

wspomnie¢, ze upowszechnienie si¢ metod algebraicznych wzbudzato niepokdj

148 Tamze, str. 289.

149 Tamze, str. 311.

10 Metoda ta umozliwiata w szczegolnosci rozwigzywanie probleméw geometrycznych metodami
czysto algebraicznymi — dla pokazania jej efektywnosci Kartezjusz rozwigzat w Geometrie
nierozwigzany od starozytno$ci problem Pappusa (por. Mancosu, P., Philosophy of Mathematics...,
str. 78)

151 Shabel, L., Apriority and Application: Philosophy f Mathematics in the Modern Period, w:
Oxford Handbook of Philosophy of Mathematics and Logic, Oxford University Press, Oxford 2000,
str. 32.

70



wielu ,tradycyjnie” nastawionych matematykow. Algebra wywotywata przy tym
kontrowersje zarowno z powodow natury filozoficznej jak i metodologicznej, ktore
to problemy — jak pisze Paolo Mancosu — byly w duzym stopniu obecne w
umystach  XVII-wiecznych matematykow i filozofow. Po pierwsze stawiano
problem, czy algebre nalezy traktowac jako osobny dzial matematyki, czy jedynie
pewna metode? Rozwazano wigc, czy ,,algebra jest nauka, czy tez tylko pewna
sztuka”?™2. Jak pisze P. Mancosu, zapytywano ,.jaki typ myslenia jest zwiazany z
algebraicznym symbolizmem — jaka jest natura mysli opartej na symbolizmach gdy
przeciwstawimy ja, dajmy na to, klasycznej mysli geometrycznej, oraz czy jest to w
ogole jakis rodzaj mysli?”**%. 1 tak, niektorzy matematycy, jak John Wallis (1616-
1703), uznawali wyzszo$¢ arytmetyki i algebry nad geometrig, twierdzac, iz
obiekty tej pierwszej sa wyzszej i bardziej abstrakcyjnej natury niz obiekty
geometrii*>*. Inni, jak Thomas Hobbes (1588-1679), czy nauczyciel Newtona, Isaac
Barrow (1630-1677), ubolewali nad rosngca algebraizacja matematyki. Ten
pierwszy uwazal, iz symboliczng (tzn. zalgebraizowang) geometri¢ za chorobg
prawdziwej geometrii, ktora zarazita wspotczesnych mu geometrow'*®. Zaznaczmy,
iz przyczyng sceptycyzmu odnosnie algebry byly zaréwno kwestie
epistemologiczne jak i ontologiczne. Filozof Thomas Hobbes zastanawiat si¢ na
przyktad, jak mozliwe jest rozumowanie za pomocg symboli. Z drugiej strony
podnoszono watpliwosci odnosnie przedmiotu algebry. W szczegdlnosci, wielu
matematykow zwracato uwage na brak geometrycznego odpowiednika wielu pojec
algebraicznych. 1. Barrow pisal np., o rownaniach algebraicznych i innych
pojeciach algebry, iz ,,albo nic nie jest przez nie pojmowane (understood) ani w
rzeczywistoSci oznaczane, ale s3 nierzeczywistymi (imaginery) chimerami i
potworami, albo tez odpowiada im co$ po stronie geometrii, co oznaczaja i

59156

reprezentuja” . W szczegdlnosci wiele watpliwosci budzit status ontologiczny

liczb zespolonych, ale w pewnym okresie rowniez liczb ujemnych®’. Jak pisze

152 Mancosu, P., Philosophy of Mathematics..., str. 85.
153 Tamze, str. 85.

5% Tamze, str. 86.

55 Tamze, str. 87.

156 Barrow, Lectiones Mathematicae, za: tamze, str. 87.
57 por. tamze, str. 88.
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Paolo Mancosu, w oczach matematykdéw omawianego okresu ,liczby sa
akceptowalne jedynie wtedy, gdy s3 ugruntowane w rzeczywistosci
geometrycznej”lSS.

Jednym z najwigkszych przeciwnikow algebraizacji matematyki byt Isaac
Newton. Ow wielki fizyk byl rowniez doskonaltym matematykiem i jako taki
uznawal zdecydowany prymat geometrii nad algebrg. Filozof 1 historyk
matematyki, David Sepkoski w pracy Nominalism and constructivism in
seventeenth-century mathematical philosophy stwierdza, iz Newton mial
podejrzliwy stosunek do poje¢ algebraicznych. Wielki fizyk angielski byt
przekonany o pierwotnosci intuicji wizualnej, fizycznej; narzekat przyktadowo na
wprowadzanie przez niektoérych geometréw do geometrii analitycznej krzywych,
ktore sag dowolne (arbitrary) i nie sg zakorzenione w geometrii. Glownym
powodem przyjecia takiej perspektywy byla zapewne fizykalistyczna filozofia
matematyki Newtona, przekonanie o centralnej rola zastosowan matematyki dla
oceny warto$ci poznawczej jej poszczegdlnych dzialow. Stad zapewne wynikato
jego przeswiadczenie, ze ,matematyczne reprezentacje powinny by¢ blisko
powigzane z wlasno$ciami ciat fizycznych i z ich ruchami™*®. Geometrzy stosujacy
czgsto metody algebraicznie zajmuja si¢ wigc — wedtug angielskiego matematyka —
w zbyt duzym stopniu spekulacjami zwigzanymi z samymi roéwnaniami, zamiast
aspektem fizycznym zagadnien'®. Co ciekawe, metody czysto geometryczne byty
dla Newtona bardziej $ciste i ogdlne, niz metody algebraiczne. Jak pisze David
Sepkoski, sceptycyzm Newtona ,,wywodzi si¢ z przekonania, ze euklidesowa
syntetyczna geometria w sposob wiarygodny reprezentuje mechanicznie
skonstruowane krzywe, akceptujac krzywe, ktore nie zostaly w ten sposob
skonstruowane, analityczni geometrzy ryzykuja utrate¢ racjonalnej S$cistosci
(rational rigor) geometrii”*®*. Podejscie algebraiczne bylo, wedtug Newtona, zbyt
spekulatywne, cechujac si¢ dodatkowo mniejszym stopniem ogdlnosci:

,wiarygodna wiedza nie moze by¢ osiggnigta metodami analitycznymi, poniewaz

158 Tamze, str. 87.

159 Sepkoski, D., Nominalism and constructivism in seventeenth-century mathematical philosophy,
“Historia Mathematica” Vol. 32, 2005, str. 53.

180 Tamze, str. 53-54.

181 Tamze, str. 54.
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analiza jest wygodna w badaniu konkretnych probleméw a nie dostarczaniu
ogolnych rozwiqzaﬁ”mz. Nie mamy tu jednak do konca jasnosci, co Newton
rozumiat przez ogolne rozwiazania. Wnioskujemy zatem, ze wyzszo$¢ geometrii
nie polegata dla Newtona tylko na jej wyzszosci jako narzgdzia heurystycznego, ale
na jej wyzszosci jako narzedzia poznawczego, jako s$rodka do uzyskiwania
wartoéciowej wiedzy '* . Dodatkowo Newton byl przekonany o bardziej
praktycznym charakterze rozumowan czysto geometrycznych. O newtonowskiej
filozofii geometrii napisze¢ jeszcze nieco wigcej w kolejnym podrozdziale,
dotyczacym pojecia przestrzeni.
prawdziwosci danego twierdzenia, oznaczalo dla wielu XVII- wiecznych
europejskich matematykéw weiaz tyle, co ,,zobaczy¢”, czy ujaé wzrokowo. Wydaje
si¢, ze reprezentacje przestrzenne nie odgrywaly tutaj jedynie roli dodatkow, czy
heurystyk, ale stanowity wyjasnienie prawdziwosci twierdzen, oraz w pewnym
sensie przedmiot rozumowan matematycznych. Wydaje si¢ tez, ze w oczach
niektorych matematykoéw, zastrzezenia odno$nie algebry byly zwigzane z jej
ontologig a doktadniej jej brakiem.

W dalszej czeSci rozdzialu przyjrze sie, jakie zagadnienia pojawiaty si¢ w

zwigzku ze stosowaniem wizualizacjami w X VII-wiecznej analizie matematyczne;j.

2.3. Wizualizacje a poczatki rachunku rozniczkowo-calkowego

Rozdzwigk pomiedzy przestrzennym 1 algebraicznym stylem mys$lenia oraz
uprawiania matematyki byly rowniez widoczne w pierwszej fazie rozwoju
rachunku rézniczkowo-catkowego. Jego poczatki zwigzane sg z problemami
typowo geometrycznymi, ktorych sformutowanie wiagze si¢ (albo moze si¢ wigzac)

z wizualng analiza wlasnosci rysunku; byly to mianowicie problemy odnalezienia

162 Tamze, str. 54.
163 Tamze, str. 54-55.
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pola pod krzywa, oraz problem odnalezienia stycznej wykresu krzywej w danym
punkcie. Zagadnieniem pol pod wykresami krzywych, jak rowniez objetosci bryt
zajmowali si¢ juz starozytni matematycy, jak Eudoksos, czy w szczegdlnosci
Archimedes, a nastepnie matematycy XVII-wieczni'®. Probleméw tych jednak nie
mozna rozwigza¢ przez samo badanie wizualnie postrzegalnych wiasnosci
wykresow. Problematyczne byto tutaj nieuchronnie pojawiajace sie tutaj pojecie
nieskonczonosci; wydawato sig, ze w celu obliczenia pola pod wykresem nalezato
nada¢ jaki§ sens sumie nieskonczonej ilosci pol wielokatow, natomiast w celu
podania stycznej — pojeciu nieskonczonej blisko$ci punktow. Powyzsze problemy
zostaly rozwigzane przez epokowe osiggnigcie, jakim byto wprowadzenie przez
Newtona i Leibniza rachunku rozniczkowo-catkowego. Jak wiadomo, zaré6wno
Newton, jak i Leibniz opierali swdj rachunek na wielkosciach nieskonczenie
matych. Z infinitezymaliami wigzaly si¢ oczywiscie znane metodologiczne i
pojeciowe trudnosci; zasadnicza ich cechg byla jednak z pewnos$ciag niemozliwos¢
ich wizualizacji, brak wizualnie postrzegalnej interpretacji. Byla to jeden z
powodow krytyki infitezymaliow, cho¢ z pewnos$cia nie najistotniejszy. Mimo
zwigzanego z tym oddalenia metodologii rachunku rézniczkowo-catkowego od
wizualizacji, jego interpretacja newtonowska byta z pewnoscig bardziej zblizona do
zastosowan 1 intuicji geometrycznych, niz interpretacja Leibniza. Newton
pojmowat zagadnienia zwigzane z tym rachunkiem jako zadania geometryczno-
fizyczne 1 wyrazal je jezykiem mechaniki, Leibniz z kolei jako geometryczno-
analityczne 1 wyrazal jezykiem arytmetyki lub algebry. Zamiarem Newtona byt
przede wszystkim opis $wiata fizycznego, praca Leibniza mozna z kolei rozwazac

w kontekscie jego ideatu characteristica universalis.

184 Matematycy starozytni postugiwali si¢ metoda wyczerpywania, ktéra polegata przyblizaniu pola
pod parabola i kotem nieskofniczonymi sumami trojkatow badz wielokatow. Metodg ta stosowano
jeszcze w XVI i XVII wieku. Podam jeden przykiad takiego rozumowania, ktére pochodzi od
Keplera: aby obliczy¢ pole kota, dzielimy je na nieskonczong ilo$¢ trojkatéw réwnoramiennych,
ktorych jeden wierzchotek lezy w $rodku trojkata, a dwa pozostale na okregu. Teraz wiedzac, iz
pole trojkata jest rowne potowie pola podstawy pomnozonej przez wysokos¢, Kepler wnioskuje, iz
pole kota jest rowne polowie obwodu pomnozonej przez promien (gdyz dlugosci wysokosci
trojkatow daza do dlugosci promienia). Jak si¢ okazaje, jest to wynik dokladny, cho¢ uzyskany
niezbyt $cista metoda (podobny sposob Kepler obliczat tez m.in. objetos¢ kuli) (Por. Eves, H., An
Introduction to the history of mathematics, Howard Eves, str. 322).
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Nie ma tu miejsca na szerszg analiz¢ rozwoju rachunku rozniczkowo-
catkowego. Zaznaczmy tylko, iz w poczatkowej fazie swojego rozwoju byl on
wcigz silnie zwigzany z intuicjami geometrycznymi. Rachunek ten byt w XVII
wieku wcigz bardzo mocno zwigzany z analizag wykresu, co mozna zapewne
wytlumaczy¢ tym, iz z analizg wykresu
wyplywatly problemy odnalezienia pola pod wykresem, czy odnalezienia stycznych
do

N

A\

Y
N,

Rys. 2a. Jakie jest pole pod wykresem? Rys. 2b. Ktora prosta jest styczng w danym punkcie?

Niego (zob. rys. 2a, 2b); te problemy stanowity tez jedng z gtdwnych inspiracji do
rozwoju rachunku rézniczkowo-catkowego. Pisze o tym rowniez historyk 1 filozof
matematyki Giovanni Ferraro, podkreslajac, iz wczesne prace z analizy
matematycznej byty ,,ztozong mozaika figur i wyrazen analitycznych zwigzanych z
wykresami oraz geometrycznymi wielko$ciami z nimi zwiazanymi”'®®. Zdaniem
innego historyka matematyki, Craiga Fressera, postrzeganie przedmiotu rozwazan
rachunku rézniczkowo-catkowego ,,w terminach wlasnosci wykreséw oraz czesta
praktyka reprezentowania relacji pomig¢dzy wielkosciami graficznie za pomoca
wykresow doprowadzitlo do tendencji postrzegania wczesnego rachunku

roézniczkowo-catkowego, jako czegos przede wszystkim  (essentially)

1% Ferraro, G., Analytical Symbols and Geometrical Figures in Eighteenth-Century Calculus,
“Studies in History and Philosophy of Science”, VVol. 32, No. 3, 2001, str. 535.
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geometrycznego”lGG. W pierwszej fazie rozwoju rachunek rozniczkowo catkowy
byl wigc silnie zwigzany z intuicjami przestrzennymi oraz z geometrig, a wielu
rozumowan (np. tych formutowanych przez Newtona) nie sposob byto — podobnie,
jak u Grekéw — zrozumieé bez diagramu®®’,

Analiza matematyczna XVIII wieku dgzy do uwolnienia swoich rozwazan od
interpretacji geometrycznej — cechowata jg, zdaniem G. Ferraro, ,,$wiadoma
eliminacja figur” ze swoich rozumowan'®®. W przedmowie do Institutiones calculi
differentialis Leonhard Euler (1707-1783) stanowczo odrzuca mozliwosé
konfirmacji  twierdzeh na podstawie danych wizualnych, a odnos$nie
przedstawianego tam rachunku rozniczkowo-catkowego podkresla, ze ,,zadna
figura nie jest konieczna aby wyjasni¢ reguly rzadzace tym rachunkiem”*®°. Joseph
Langrange (1763-1813) pisze z kolei o swoim dziele dotyczacym analizy
matematycznej, iz nie odnajdzie si¢ w nim rysunkéw, a ,metody, ktore
przedstawiam nie wymagaja ani konstrukcji ani geometrycznych czy
mechanicznych rozumowan, a jedynie operacji algebraicznych”'’®. Matematycy ci
dazyli do uniezaleznienia rozumowan od diagraméw, dazac do sformulowania
rachunku rézniczkowo-catkowego jako czysto jezykowego systemu dedukcyjnego.
Matematyka XVIII wieku nie osiagneta jednak jeszcze w petni tego ideatlu
poznawczego. Jak pisze G. Ferraro — ,,przynajmniej cze$¢ dowodu geometrycznego
pozostawata zalezna od figur w tym sensie, ze niektore kroki dowodowe mogty by¢
wykonane przez analize (scrutinizing) figur, bez werbalnego ich wyrazenia™™. W
sposob w pelni niezalezny od diagraméw 1 intuicji przestrzennej analiz¢
matematyczng rozwineli dopiero na poczatku XIX wieku Augustyn Cauchy oraz
Bernard Bolzano. Jak pisze redaktor wykorzystywanej w mojej pracy antologii

1% Fraser, C.G., The Background to and Early Emergence of Euler’s Analysis, (w:) Analysis and
Synthesis in Mathematics. History and Philosophy, red. Otte, M., Panza, M., Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht/ Boston/London 1997, str. str. 61.

167 Ferraro, G., Analytical Symbols...,, str. 545. Nalezy tu powtorzy¢, iz Leibniz formulowal, z
drugiej strony, swoje ujecie rachunku rozniczkowo-catkowego w sposob algebraiczny, unikajac
mozliwie najbardziej uzycia diagramow. Jednak rowniez jego ujecie odwotywato si¢ do obiektow
geometrycznych; nie bylo tu rowniez mowy o 0goélnym pojeciu funkcji, ktére wprowadzone zostato
znacznie pozniej.

168 Tamze, str. 536.

189 Eyler, L., Institutiones calculi differentialis, za: tamze, str. 537.

70 agrange, Traité de Mécanique analytique, za: tamze, str. 538.

7 Tamze, str. 539.
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tekstow z filozofii matematyki, Ewald, ,,Bolzano byt pierwszym matematykiem,
ktory wyraznie odrzucil tradycyjne geometryczne i1 przestrzenne podejscie do
podstaw [analizy matematycznej]” poszukujac w zamian ,,’czysto analitycznego’
ugruntowania rachunku rézniczkowo-catkowego — to znaczy oparcia go na

arytmetyce” 172

. Niemiecki matematyk stanowczo postulowat eliminacj¢ intuicji
przestrzennej i diagramow z analizy matematycznej. Zarowno on, jak i A. Cauchy
dowodzili wigc metoda analityczng nawet twierdzen, ktére wydaja si¢ oczywiste,
gdy rozwazy¢ ich interpretacj¢ graficzng. Stanowisku B. Bolzana przyjrze si¢ nieco
doktadniej w rozdziale pigtym.

Na zakonczenie tego podrozdziatu przedstawi¢ krotko jedng z kontrowers;ji
dotyczacych XVII-wiecznej analizy diagramu. Nie dotyczy ona $cisle rzecz biorac,
rachunku rozniczkowo-calkowego, pojawita si¢ bowiem jeszcze przed jego
powstaniem. Obrazuje ona jednak dobrze lezace u jego zarania problemu zwiazane
z wizualng analizg diagramow. Ot6z w XVII wieku miata miejsce debata dotyczaca
wielko$ci katow pomigdzy krzywymi a stycznymi do nich. Jak pisza autorki pracy
Visualizations in Mathematics, Kajsa Bréating i Johanna Pejlare, XVII-wieczni

matematycy debatowali nad dwoma pytaniami:
,» 1. Czy istnieje kat pomigdzy okrggiem i jego styczng?

2. Jesli taki kat istnieje, to czy jest rowny 0, czy tez wielkosci nieskonczenie mate;j

(lub jakiej$ innej wartosci)?™*"

Rys. 3a Rys. 3b

172 Ewald, W.B., From Kant to Hilbert. A Source Book in the Foundations of Mathematics, Vol. 1.
red. Ewald, W.B., Clarendon Press, Oxford 1996, str. 168.
13 Brating, K., Pejlare J., Visualizations in Mathematics, str. 350.
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W 1656 r. wspomniany juz John Wallis twierdzit, ze kat kontaktu jest rowny O.
Sprzeciwial mu si¢ Thomas Hobbes, wedtug ktorego ,,co$, co mozna dostrzec na
rysunku na papierze nie moglo by¢ niczym (réwne 0)”*’*. T. Hobbes podaje jeszcze
inny argument. Zwraca uwagg, ze jesli narysowacé wigkszy i mniejszy okrag (jak na
rys. 3b), wydaje si¢, ze kat pomigdzy wickszym okregiem a prostg jest mniejszy,
niz kat pomiedzy mniejszym okregiem i prosta. Thomas Hobbes, nawiazujac do tej
obserwacji oraz, jak si¢ wydaje, do klasycznej teorii proporcji, twierdzit, ze tam,
gdzie istnieje ,,wigcej 1 mniej, tam tez istnieje jakas wielkoge™ ™,

Dzi§ zagadnienie to nie sprawia problemu, poniewaz ,,odpowiedzi na
pytania 1 oraz 2 nie zaleza od rysunku na papierze, ale od uzywanej przez nas
definicji kata™"®. Jesli przyjmiemy definicje kata, zgodnie z ktorg mozna jedynie
moéwic o katach pomiedzy przecinajacymi si¢ odcinkami, odpowiedzig na pytanie 1
byloby ,,nie”. Jesli jednak przyjmiemy, (jak czyni si¢ to w geometrii rézniczkowe;j)
ze kat pomiedzy krzywymi jest to inaczej kat pomigdzy stycznymi w punkcie
przecigcia si¢ tych krzywych, to odpowiedzig na pierwsze pytanie byloby ,.tak”, a

na drugie —,,0""’

. Podobne (cho¢ oczywiscie nieco inne) problemy zwigzane byly
z probami ,,odczytywania” z wykresu postaci stycznej do niego w danym punkcie.
Powyzszy przyklad obrazuje wigc dobrze trudnosci zwigzane z wykorzystywaniem
samego wykresu dla odpowiedzi na poszczegodlne pytania z dziedziny geometrii,
czy analizy matematycznej, oraz jaka role odgrywa tu odpowiedni aparat
pojeciowy. I tak problem odnalezienia stycznej do wykresu zostat rozwiazany przez
opracowanie odpowiedniego aparatu pojeciowego przez Newtona i1 Leibniza.
Konkludujac uwagi odnos$nie rozwoju analizy matematycznej, mozna
powiedzie¢, ze niedoskonatodci intuicji przestrzennej byly jednym ze Zrddet
arytmetyzacji, czy ogolnie symbolizacji analizy matematycznej i uniezaleznienia jej
od diagramow (jako drugie istotne Zrodto nalezy oczywiscie wymieni¢ problemy

metodologiczne 1 filozoficzne zwigzane z wielkoSciami matymi). Sama ,,naiwna”

174 Tamze, str. 350.

17 Tamze, str. 350.
176 Tamze, str. 351.
Y7 por. tamze, str. 351.
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wizualna analiza diagraméw nie mogla doprowadzi¢ do rozwigzan zagadnien
takich jak kwadratury, cho¢ analiza diagraméw byta z pewnoscig jednym ze zrodet
problematyki prowadzacej do rozwoju rachunku rézniczkowo-catkowego. To, iz w
pierwszym okresie swojego rozwoju analiza matematyczna polegala na
reprezentacjach  przestrzennych  spowodowane bylo zapewne zaréwno
niedostatecznym stopniem rozwoju metod czysto analitycznych, jak i naciskiem na
to, aby poje¢cia matematyczne mialy swoje interpretacje graficzne. Jak pisze G.
Fraser, pozwolilo to matematykom XVII wieku ,doswiadczy¢ [rachunku
rozniczkowo catkowego] jako dzialu matematyki ktory jest zinterpretowany, oraz

odwoluje si¢ do pewnej tresci (meaningful body of mathematics)™ 8.

2.4. Miejsce wizualizacji w pogladach Kartezjusza

Podstawowym zatozeniem epistemologii matematyki Kartezjusza (1596-1650)
jest, jak wiadomo, koncepcja poznania jasnego i1 wyraznego. W przypadku
matematyki — jasne ujecie prawd matematycznych to takie, ,ktore jest uwaznemu
umystowi obecne 1 odstonigte”, takie, ktore ,,jasno widzimy”; wyrazne poznanie,
czy ujecie, to natomiast te, ktore ,,bedac jasne — tak jest od wszystkich innych
oddzielone i odcigte, ze nie zawiera w sobie niczego innego, jak tylko to, co jest
jasne”m. Poznanie jasne 1 wyrazne narzuca si¢ umystowi jako prawdziwe w taki
sposob, 1z nie moze on go odrzuci¢. Jest to poznanie rozumowe, wiele z prawd w
ten sposob pojmowanych to rowniez, wedtug Kartezjusza prawdy wrodzone. Sa to
m.in. prawdy matematyczne, a w szczegdlno$ci aksjomaty.

Kartezjusz wyrdznia dalej dwie, jak sam o nich pisze, czynno$ci naszego
umystu: intuicje 1 dedukcje. Za pomocy tej pierwszej poznajemy m.in. aksjomaty.
Tak o niej pisze Kartejusz: ,,przez intuicj¢ rozumiem nie zmienne $wiadectwo

zmystow lub zwodniczy sad zle tworzacej (componentis) wyobrazni, lecz tak tatwe

178 Fraser, C.G., The Background..., str. 61.
9 Kartezjusz, Principia philosophie, za: Dadaczynski, J., Filozofia matematyki w ujeciu
historycznym, Biblos-OBI, Tarnéw, Krakow, 2000, str. 124.
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I wyrazne pojecie umyshu czystego i uwaznego, ze 0 tym, co poznajemy, zgota juz
watpi¢ nie mozemy (...) kazdy moze ujac¢ intuicyjnie, ze istnieje, ze mysli, ze
trojkat jest ograniczony trzema tylko bokami, a kula jednolita powierzchniq”lgo.
Przez dedukcj¢ z kolei rozumie Kartezjusz ,,to wszystko, co daje si¢ wysnu¢ z
koniecznoscig z jakichs innych rzeczy poznanych w sposéb pewny”lsl.

Jakg role w intuicji i dedukcji pelnig reprezentacje przestrzenne? Intuicja
gwarantuje, wedlug Kartezjusza, poznanie bezposrednie, pozazmyslowe i
catosciowe — daje wglad w obiektywny przedmiot matematyki. Jest ona wiec
wladza poznawczg z definicji prawie przeciwnej natury niz percepcja zmystowa. W
tym sensie kartezjanskie ujecie intuicji jest zupelnie odmienne od ujecia np.
kantowskiego, czy ktoregokolwiek z tych, ktore wigza ja jako§ z poznaniem
zmyslowym. Terminu ,,intuicja” uzywato w tym (lub podobnym) znaczeniu wielu
filozofow w XX wieku bylo to m.in. Kurt Godel. Wydaje si¢, ze tak rozumiana
intuicja nie potrzebuje reprezentacji przestrzennych. Tak tez uwaza polski filozof
matematyki, Jerzy Dadaczynski, podkreslajac, iz prawdy, ktore odkrywamy dzigki
intuicji sa u Kartezjusza ,,odnajdywane w umysle i tylko przy pomocy umystu®?,
Warto przytoczy¢ dtuzszy fragment pracy J. Dadaczynskiego: , dotyczacy m.in. roli
wizualizacji w poznaniu matematycznym: ,,Kartezjusz podkreslat, ze w wypadku
ujmowania, ktére odznacza si¢ najwyzszym stopniem jasnos$ci, nie musi byc¢
niczego ze zmystowe] czy wyobrazeniowe] naocznosci. Wystarcza czysto
intelektualne rozumienie, ze jest tak a tak. Podobnie, jak mozna sadzi¢, nie
wymagal on od jasnych uje¢ przedmiotéw matematyki jakiej$ naocznosci,
przedstawienia sobie, narysowania, skonstruowania w jakim$§ medium — na
przyktad tréjkqta”lgg. Wydaje si¢ wiec, ze nalezy si¢ zgodzi¢ z J. Dadaczynskim, iz
racjonalizm 1 koncepcja intuicji Kartezjusza pociagaja, iz poznanie geometryczne
nie wymagato, wobec niego, w sposob konieczny odwotan do wizualizacji w

zadnej postaci.

180 Kartezjusz, Prawidla kierowania umystem, PWN, Warszawa 1958, str. 12.
81 Tamze, str. 13.

182 Dadaczynski, J., Filozofia matematyki..., str. 138.

183 Tamze, str. 128.
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Przyjrzyjmy si¢ rowniez blize] kartezjanskiej koncepcji przestrzeni, ktéra
rzuca ciekawe $wiatlo na filozofi¢ geometrii francuskiego mysliciela. Po pierwsze,
nie istnieje wedlug Kartezjusza zadna rzeczywista réznica pomig¢dzy przestrzenia, a
cialami w niej zawartymi. Inaczej mowiac, przestrzen nie istnieje niezaleznie od
ciat, nie ma w jakimkolwiek sensie odrebnego od fizycznosci statusu
ontologicznego. Najistotniejszg (i nicodlgczng) cechg wszystkich ciat fizycznych
jest przy tym rozciagto$¢. Do ujecia tej ostatniej w doskonaly sposob nadaje si¢ z
kolei geometria. Wedlug historyka filozofii Janusza Sytnik-Czetwertynskiego,
stanowisko Kartezjusza mozna wiec ujgé nast¢pujgco: ,.ciala materialne sg
rozciaggle. Rozcigglo$¢ to przestrzenno$¢. Matematyka rozcigglosci jest wigc

184 Nalezy przy tym podkresli¢, ze w ten

matematyka przestrzeni, czyli geometria
sposob rozumiana geometria stosowana jest naukg aprioryczng. Ma bowiem za
swoj przedmiot nie fizyczne obiekty jako takie, ale ich obiektywny aspekt —
rozcigglo§é-przestrzen. Poznanie geometryczne dotyczace przestrzeni dostarcza
wigc wiedzy absolutnie pewnej, osiggajacej bezposredni wglad w przedmioty, ktore
bada, oraz wrodzonej (stad tez nie wiedza ta nie ma zrédla jedynie w

185 Jak pisze filozof matematyki Lisa Shabel,

doswiadczeniach zmystowych)
Kartezjusz w trakcie introspekcji, o ktorej czytamy w Medytacjach, rozpoznaje, ze
nintelekt jest narzedziem poznawczym, ktore pozwala mu postrzega¢ rozcigglose
wszystkich rzeczy materialnych: jego postrzeganie istotowej cechy substancji
materialnej nie ma Zrddla ani w percepcji zmystowej ani wyobrazni, ale w ‘czysto
umystowej wiadzy’ (purely mental scrutiny), ktora umozliwia jasne wyrazne
postrzeganie (perception) czystej rozciagtosci™ .

Takie ujecie geometrii 1 przestrzeni rodzi pewne problemy. Po pierwsze, sa
one zwigzane z ontologiag matematyki. Czy mozna powiedzie¢, iz w rozciaglo$c-

przestrzen stanowi przedmiot geometrii, ze obiekty geometryczne istniejg jakis

184 Sytnik-Czetwertynski, J., Metafizyczne zasady wszechswiata. Kartezjusz, Newton, Leibniz,
Wydawnictwo Uniwersytetu Jagiellonskiego, Krakow 2006, str. 31.

8 Dodajmy, ze Kartezjusz sprzeciwil si¢ arystotelesowej tradycji, ktérej hotdowali jeszcze
Galileusz i1 Kepler, uwazatl, utrzymujac, iz przestrzen jest nieograniczona (tzn. nie istnieje granica,
wraz z ktorg przestrzen sie konczy — por. Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 24) . W tym
sensie miatl wigksze przestanki niz starozytni, do stwierdzenia, ze geometria jest prawdziwa o
$wiecie fizycznym, czy o przestrzeni fizycznej.

186 Shabel, L., Apriority and Application...,, str. 37.
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sposob w rzeczach materialnych? A jesli nie, jaka relacja zachodzi pomigdzy
obiektami matematycznymi a doskonale odpowiadajagcymi im obiektami
fizycznymi'®’? Nasuwa sie rowniez pytanie o role reprezentacji przestrzennych w
matematyce. Mozna bowiem zapyta¢: skoro mozliwe jest aprioryczne poznanie
rozcigglosci, to czy przestrzenny charakter reprezentacji obiektow geometrycznych
ma rzeczywiscie charakter czysto zmyslowy i1 przez to nie gra zadnej roli w
procesie poznania matematycznego? Nie podejmuje si¢ w tym miejscu odpowiedzi

nato pytanie.

2.5. Leibniz o roli wizualizacji w poznaniu matematycznym

Jeszcze mniejsza niz Kartezjusz wage do wizualizacji przywigzywal wielki
niemiecki filozof i matematyk, Gottried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Nie ma tu
oczywiscie miejsca analize jego zlozonej 1 wieloaspektowej filozofii —
monadologii, czy nawet szerszego kontekstu Leibnizianskiej teorii poznania.
Wskaze najpierw krotko na kilka gldéwnych zalozen jego filozofii, ktore wskazujg
na to, iz diagramy, czy w ogolnosci poznanie wizualne, nie majg istotnego miejsca
w jego epistemologii matematyki. Dalej przytocze kilka fragmentéw z jednego z
jego najwazniejszych dziet, Nowych rozwazan dotyczgcych rozumu ludzkiego, ktore
przyblizaja stanowisko Leibniza w kwestii roli reprezentacji przestrzennych w
poznaniu matematycznym.

Ocena roli diagramow w epistemologii matematyki Leibniza jest po pierwsze
naznaczona — podobnie, jak bylo to w przypadku Kartezjusza — skrajnym
aprioryzmem. Matematyka jest naukg wrodzong, wiedza o przedmiotach
matematycznych nie pochodzi wiec od zmystow. Tym bardziej zawodne z natury
doswiadczenie zmyslowe nie przybliza nas do ich poznania. Leibniz dzieli

wszystkie sady dwie klasy: do pierwszej nalezaty sady analityczne, konieczne oraz

187 Zagadnienie to do$¢ szeroko rozwaza Dadaczynski, konkludujac, iz , Kartezjusz nie rozstrzygnat
kwestii, jakie jest istnienie przedmiotow czystej matematyki w substancji rozciaglej” (tamze, str.
139).

82



aprioryczne, do drugiej nalezg sady przypadkowe i a posteriori. Prawdy
matematyki nalezag do pierwszej z tych klas. Sa one prawdami rozumu, s3
prawdziwe ,,we wszystkich mozliwych §wiatach”. Dzielg si¢ przy tym na te, ktore
sa poznawane przez intuicje (prawdy pierwotne) oraz te, ktore mozna do nich
sprowadzi¢ za pomocg analizy logiki, czy tez jak rowniez pisze Leibniz — poprzez
zwiagzki idei posrednich.

Leibniz postulowal rowniez powszechng algebraizacje i symbolizacj¢ nauki.
Wyrazem tego byla m.in. koncepcja jezyka uniwersalnego — characteristica
universalis. Miat by¢ to w zamysle niemieckiego filozofa doskonatly jezyk, ktory
pozwoli rozwigza¢ kazdy problem przez proste rachowanie, czyli przez
syntaktyczne przeksztalcanie symboli. Jak juz wspominatem powyzej, takze
rachunek rozniczkowo-catkowy w postaci przez niego rozwijanej byt w duchu
raczej algebraicznym i symbolicznym, a nie graficznym. Wreszcie, Leibniz znany
jest ze swojej relacyjnej koncepcji przestrzeni. W odroznieniu od Kartezjusza
uwaza on przestrzen za ,,co$ czysto wzglednego (...) porzadek wspoétistnienia
rzeczy”lgg. Dla Leibniza przestrzen nie jest realnie istniejagcym bytem, nie mozna
wigc o niej powiedzie¢, ani ze jest bytem fizycznym ani tez pozafizycznym*®.

Konkludujac, mozna stwierdzi¢, iz przestrzen nie jest dla Leibniza w
jakimkolwiek sensie przedmiotem geometrii, a obiekty matematyki nie majg z
natury charakteru przestrzennego. Poznajemy je za pomocg intuicji, bedacej czysto
rozumowg wiladza poznawcza, niezalezng od wszelkiego $wiadectwa zmystow.
Dowody matematyczne powinny natomiast wedtug niemieckiego filozofa polegac
na przeksztalcaniu symboli, a nie na analizie diagramow. Inaczej mowiagc — algebra
ma pierwszenstwo nad geometrig, a symbol nad diagramem. W tak rozumianej
koncepcji wydaje si¢ nie by¢ miejsca dla diagraméw jako przedmiotu matematyki,
czy $srodka w rozumowaniach. Leibniz nie pisze rowniez, o ile mi wiadomo, o
intuicji przestrzennej jako witadzy poznawczej odgrywajacej jakakolwiek role w

poznaniu matematycznym, ani nawet o heurystycznej roli diagramow.

188 | eibniz, Trzeci list Leibniza, za: Sytnik-Czetwertynski, J., Metafizyczne zasady..., str. 101.
189 1 eibniz ma podobne poglady na nature czasu, tu bede sie odwotywat jedynie do kwestii natury
przestrzeni.
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Przejdzmy dalej do blizszej analizy kilku fragmentow z Nowych rozwazan...,
nawigzujacych do roli wizualizacji w poznaniu matematycznym. Dzieto to
rozpoczyna si¢ obrong doktryny prawd wrodzonych, poddanych surowej krytyce w
Rozwazaniach dotyczgcych umystu ludzkiego Johna Locke’a. Leibniz stwierdza
tutaj, iz ,,cala arytmetyka i geometria s3 wrodzone i s3 w nas w Sposob
potencjalny”, oraz mozna ,,zbudowac te nauki w czterech §cianach swojej pracowni
nawet z zamkni¢tymi oczyma, nie dowiadujgc si¢ ani wzrokiem ani nawet

dotykiem o prawdach, ktorych sie potrzebuje” %

. Jest to zgodne z definicja
apriorycznosci jako poznania, ktoére nie opiera si¢ na §wiadectwie zmystow, cho¢
Leibniz nie definiuje tu pojegcia sadu a priori. Niemiecki filozof wydaje si¢ wigc
utrzymywac, iz wizualizacje nie s3 w ogole konieczne (przynajmniej z zasady) w
poznaniu geometrycznym — nie tylko jako zrédto prawd geometrycznych, ale
rowniez jako sposOb zaznajamiania si¢ z obiektami geometrycznymi. Dalej
podkresla jednak Leibniz, jak czyni to réwniez wielu innych racjonalistow
podkresla, iz poznanie zmystowe mozna rozumie¢ jako stopien, prowadzacy do
poznania prawd absolutnych, pozazmystowych. Przyznaje, ze ,,prawda jest, ze nie
przedstawialibySmy sobie idei, o ktére chodzi, gdybySmy nigdy niczego nie
widzieli ani nie dotykali. Przez cudowna bowiem ekonomi¢ natury nie mogliby$my
mie¢ mysli abstrakcyjnych, ktére by nie wymagaty czego§ zmystowego chocby to
byly tylko znaki takie, jak ksztalty liter lub gloski, mimo Ze nie ma zadnego
koniecznego zwigzku miedzy takimi dowolnymi znakami i takimi wlasnie
myélami”lgl. Dane zmystowe sg potrzebne, ,,aby mu [umystowi] dostarczy¢ okazji i
pobudzi¢ uwage w tym kierunku 1 skierowac go raczej ku jednym niz ku drugim”
192 L eibniz uznaje wigc pomocniczg rol¢ reprezentacji postrzegalnych zmystem
wzroku (w tym, jak si¢ wydaje, rowniez diagramow) w edukacji. Czy mozna wigc
uzna¢, iz réwniez kontakt wzrokowy z diagramem jest koniecznym warunkiem

zaistnienia poznania geometrycznego? Kolejny z analizowanych fragmentow

Nowych rozwazan.. pokazuje jednoznacznie, ze jednak nie.

190 eibniz, G.W., Nowe rozwazania dotyczqce rozumu ludzkiego, PWN, Warszawa 1955, str. 53-54.
1o Tamze, str. 54.
192 Tamze, str. 54.
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Przytocze¢ tu mianowicie interesujagce uwagi niemieckiego filozofa o
procesie poznania geometrycznego osoby niewidomej i kalekiej. Nalezy tu
najpierw wprowadzi¢ wazne rozrdznienie na idee i wyobrazenia. Kategoria idei jest
bardzo szeroka — idea to ogélnie = wewngtrzny, bezposredni przedmiot mysli.
Leibniz podkresla, ze idee istniejg rowniez poza umystem ludzkim i jako
przedmioty tym odr6zniaja si¢ od obiektoéw zmystowych, ze moga bezposrednio
oddziatywa¢ na dusze'®®. Wyobrazenia to z kolei po prostu forma wrazen
zmystowych. Leibniz podkresla, ze ,bardzo trzeba odréznia¢ wyobrazenia od
scistych idei, opartych na deﬁnicjach”194. Wida¢ to na nastgpujacym problemie:
wyobrazmy sobie, ze Slepiec, ktory zawsze odrozniat figury geometryczne za
pomoca dotyku, nagle odzyskuje wzrok i proszony jest o odroznienie tylko za
pomoca zmystu wzroku kuli od szescianu. Leibniz uwaza, iz $lepiec jest zdolny
dokona¢ takiego odroznienia. Otdz nie ma on co prawda wyobrazen wzrokowych
zwigzanych figurami geometrycznymi, wie jednak, iz np. kula nie posiada zadnych
punktéw wyrdznionych, szescian posiada ich za to osiem™®. Te wiasnie, jak pisze
Leibniz, dodane do doswiadczenia zmystowego zasady rozumowe powoduja, ze
Slepy poznaje geometri¢ jedynie za pomocg zmystu dotyku, a paralityk (,,albo kto$
inny pozbawiony prawie ze zupelnie dotyku”) jedynie za pomoca zmystu
wzroku'®®. Podkresla, iz »slept od urodzenia mogg si¢ nauczy¢ geometrii, (...)
chociaz najczesciej uczymy sie geometrii tylko wzrokowo, (...) jak moglby i
powinien robi¢ paralityk albo kto$ inny, pozbawiony prawie ze zupelie dotyku. I
trzeba, by te dwie geometrie: niewidomego 1 paralityka, spotykaty si¢ i zgadzaly, a
nawet sprowadzaty do tych samych idei, chociaz nie ma w nich wspolnych
wyobraZer’l”197. W procesie poznawania obiektow geometrycznych kluczowe sg
wigc dla Leibniza ,,zasady rozumowe”, a w tym przypadku $lepy moze poznaé

h”198

geometrig, ,,0 ile zalezy ona od wyraznych idei matematycznyc . Wyobrazenia,

198 Tamze, str. 101.
% Tamyze, str. 142.
1% Tamyze, str. 142.
1% Tamze, str. 141

17 Tamze, str. 141.
1% Tamze, str. 141.
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ktore wigzg si¢ z reprezentacja przestrzenng — badz jakakolwiek inng postrzegang
zmystami — nie sg konieczne dla poznania geometrycznego.

Stanowisko Leibniza w kwestii roli diagraméw poznaniu matematycznym
uzupetnia dodatkowo podziat idei na jasne 1 wyrazne — jedno z wielu rozréznien
ktore podaje Leibniz w odniesieniu do idei. Ot6z wedtug Leibniza. ,,idea jest jasna,
gdy wystarcza do rozpoznania i odrdznienia rzeczy”lgg. Natomiast ,,nazywamy
wyraznymi nie te wszystkie, ktore sa dobrze odrozniajace czyli ktore odrdzniaja
przedmioty, ale te, ktore sa dobrze zrdéznicowane, tzn. ktoére sa wyrazne same w
sobie 1 wyrozniajg w przedmiocie cechy, pozwalajace go poznaé, co daje jego
analize lub deﬁnich”zoo. Idea moze by¢ przy tym jednocze$nie jasna i niewyrazna.
W szczeg6lnosci chodzi tu o idee jakosci zmyslowych — a takze te zwigzane z
narysowanymi figurami geometrycznymi.

Postrzegajac rysunek dziesiecioboku, ktéry to przyktad podaje Leibniz,
potrafimy, posiadajac pewng sprawno$¢ wzrokowa, faczy¢ z nim jasng ideg¢ tegoz

201 Dalej czytamy, iz ,jednakowoz owo jasne wyobrazenie albo

dziesigcioboku
poczucie, jakie mozna odnies¢ do dziesigcioboku (...) polega tylko na idei
niewyraznej, poniewaz nie pozwala ono wykryé natury 1 wlasnosci (...)
dziesigcioboku, co wymaga idei wyraznej. A ten przyktad pomaga do lepszego
zrozumienia roznicy pomiedzy ideami albo raczej miedzy idea a wyobrazeniem”?%.
Reprezentacje przestrzenne dajag nam wigc idee niewyrazne, poznanie obiektow
matematycznych za pomoca diagramu jest dopiero mozliwe, gdy zastosujemy
Sciste idee wyrazne.

Podsumowujac, rozumowanie w geometrii polega wedlug Leibniza zawsze
na analizie poj¢¢. Dobrze obrazuje to nastepujacy dhuzszy fragment jednego z

listow Leibniza, ktory stanowi jednocze$nie dobre podsumowanie jego stanowiska

w kwestii roli diagraméw w poznaniu matematycznym: ,,Nie zgadzam jednak z

199 Tamze, str. 325-326.

200 Tamze, str. 327.

211 eibniz pisze tu tez o ograniczeniach zmystu wzroku, ktéry nie pozwala na przyktad rozpoznaé
w danej figurze tysigcboku. ,tylko niewyrazng idee i ksztattu, i jego liczebno$ci, dopoki nie
wyroznie liczby, rachujac. Ale znalazlszy ja, znam bardzo dobrze nature i wiasnos$ci pokazanego
wieloboku, jako takich, ktore przystuguja tysigcbokowi” (tamze, str. 336)

292 Tamze, str. 337. Dodajmy, Ze ostatni zdanie sugeruje, jakoby idea niewyrazna byla blizsza
wyobrazeniu.
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tym, co wydajesz si¢ utrzymywac, ze ten rodzaj ogdlnej pewnosci jest zapewniany
W matematyce przez ‘jednostkowe rozumowania’ dotyczgce narysowanego
diagramu Musisz zrozumie¢, ze geometrzy nie wywodzg swoich dowodow z
rysunkdéw, mimo iz sposéb ich przedstawienia moze wywotywaé takie wrazenie.
Zasadno$¢ rozumowania jest niezalezna od rysunku, ktorego jedyna rolg jest
ulatwienie zrozumienia jego treSci oraz skoncentrowanie jego uwagi.
Rozumowanie zasadza si¢ na ogoélnych sadach, definicjach, aksjomatach oraz
twierdzeniach, ktére juz zostaly udowodnione, wystarczylyby one dla owego
rozumowania nawet, gdyby nie powstal zaden rysunek” 208w powyzszym
fragmencie widzimy jednocze$nie, jak Leibniz ustosunkowuje si¢ do problemu
natury rozumowan opartych o jednostkowy diagram. Rozumowania geometryczne
sa zawsze ogolne poniewaz oparte sg na poj¢ciach, a nigdy na samym rysunku.
Podsumowujac krétko analize stanowisk Kartezjusza i Leibniza zwrdéémy
uwage, iz w pewnym sensie nadaja oni reprezentacjom przestrzennym w
matematyce jeszcze mniejsze znaczenie, niz np. Platon; dla tego ostatniego bowiem
— jak wspominatem - diagramy s3a koniecznym sktadnikiem poznania
geometrycznego. Wedlug Kartezjusza 1 Leibniza wiedza matematyczna jest
wrodzona — wrodzonos$¢ ta dotyczy przy tym prawd matematycznych, czy tez po
prostu zdan®®. Nie ma tu wiec mowy o wrodzonos$ci przestrzennego charakteru
poznania geometrycznego, o ktorej pisal Kant, a nastepnie wielu innych myslicieli
(o czym pisze w dalszej czgéci pracy). W ramach stanowisk dwoch omawianych
filozofow, wglad w przedmiot matematyki odbywa sie¢ w zupelo$ci poza

reprezentacjami przestrzennymi.

2.6. Empiryzm brytyjski wobec reprezentacji przestrzennych w

geometrii

% 7a: Burge, T., Frege on apriority, w: New essays on the a priori, Oxford University Press,
Oxford 2001, str. 32.

2% Qcislej rzecz biorac, Leibniz przyjmuje nieco ostrozniejsze stanowisko — odnosnie prawd
wrodzonych pisze, ze ,,ich aktualne poznanie nie jest bynajmniej wrodzone ale to, co mozna nazwaé
poznaniem potencjalnym, jest wrodzone” (Leibniz, Nowe rozwazania..., str. 68). Wrodzone sa wigc
pewne dyspozycje, ale do okrycia konkretnych prawd (jak prawdy matematyki).
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Trudniej jest natomiast oceni¢ role diagramu w epistemologii matematyki
empirystow brytyjskich. Wydaje si¢, ze zaréwno John Locke jak i George
Berkeley, o ktorych bedzie tu mowa, jako empirysSci genetyczni nie widzieli
trudnos$ci w postugiwaniu si¢ reprezentacjami przestrzennymi w matematyce. Jesli
cata nasza wiedza pochodzi ze zmystow, to takze pojecia geometryczne (jak i
arytmetyczne) wywodzg si¢ z percepcji.

Epistemologia empirystow opiera si¢ w duzym stopniu na szerokiej
kategorii idei. Idee — w tym idee zwigzane z matematyka — majg u wszystkich
empirystow zrodtlo w doswiadczeniu zmystowym. Nie pojawia si¢ tu w
szczegolnosci rozrdznienie pomiedzy idea a wyobrazeniem w takiej postaci, w
jakiej wprowadzil je Leibniz. Wydaje si¢, ze w przeciwienstwie do Leibniza, dla
brytyjskich empirystow idea trdjkata nie jest czyms$ odrgbnym badz tez odmiennym
od diagramu (jako np. jedynie wyobrazenie). Idea trojkata wydaje si¢ dla kazdego z
trzech wspomnianych filozofow nierozerwalnie zwigzana z diagramem, z wizualng
reprezentacja. Nie oznacza to jednak, iz fizyczny diagram jest w filozofii
empiryzmu brytyjskiego rzeczywistym przedmiotem rozumowan geometrycznych.
W pogladach Locke’a nie znajdujemy na przyktad potwierdzenia tezy, iz zdania
matematyki sa indukcyjnymi uogélnieniami danych zmystowych ?®. Wedtug
Locke’a geometria dowodzi twierdzen absolutnie prawdziwych w tym sensie, ze
dowodza one zwigzkoéw pomiedzy ideami, ktore zachodza zawsze 1 wszgdzie. Pisze
on, np. iz postrzegajac ,trzy katy w trdjkacie maja t¢ samg sume, co dwa katy
proste, c0z innego postrzegamy jak nie to, iz bycie rownym dwom katom prostym
w sposob konieczny zgadza sig, 1 jest nieroztgcznie powigzane z byciem trzema
katami w tréjchie?”206. Na tym poprzestang, jesli chodzi o kwestie filozoficzne.
Ponizej przyjrze si¢ zagadnieniom metodologicznym, a mianowicie stanowisku

Locke’a 1 Berkeleya odno$nie kontrowersyjnej, jednostkowej natury diagramow.

% Stanistaw Janeczek podkresla, ze kategoria indukcji jest prawie nieobecna, poshuguje sie nia
jednak w pracy On the conduct of reasoning. (Por. Janeczek, S., Logika czy epistemologia?,
Wydawnictwo KUL, Lublin 2003, str. 396)

26| ocke, J., Essay concerning Human Understanding, w: From Descartes to Locke, red., T.V.
Smith, M. Grene, The University of Chicago Press, Chicago, London 1967, str. 418.
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Locke zauwaza problem jednostkowosci diagramoéw. Pisze on, iz kiedy
matematyk udowodnilby ,,twierdzenie dotyczace jednego trojkata, albo okregu,
jego wiedza nie siegalaby poza jednostkowy diagram™?”’. Jednak matematyka daje
wiedze ogdlng (w powyzej opisanym znaczeniu). Tym, co pokazuje matematykowi,
ze ,jesli trzy katy trojkata byly raz réwne dwom katom prostym, zawsze beda
réwne dwom katom prostym”, jest idea ,,niezmiennosci (immutability) tych samych
relacji pomiedzy tymi samymi niezmiennymi (immutable) rzeczami” % .
Przywolujac w mysli dowdd tego twierdzenia, prawdziwo$¢ twierdzenia ogodlnego
wyptywa z postrzegania (perception), ze badany zwigzek zachodzi zawsze. Dalej
pisze on, iz ,tylko na tej podstawie jednostkowe (particular) dowody w
matematyce daja wiedze ogdlng”?®.

Trudno oprze¢ si¢ wrazeniu, ze uwagi Locke’a nie s3 w pelne zadowalajace.
Bardziej wnikliwe sa, jak si¢ wydaje, uwagi Berkeleya pochodzace z Traktatu o
zasadach ludzkiego poznania®®. Chodzi tu o jego znang krytyke abstrakcyjnych
poje¢ ogolnych. Wedhug irlandzkiego filozofa, nie istnieje w naszych umystach, ani
nie jest mozliwe wytworzenie np. ogolnej idei trojkata, czy idei trojkata w ogole.
Kto z bowiem z nas, zapytuje Berkeley, moglby przedstawi¢ sobie ideg trojkata,
ktory nie jest ani prosty, ani rozwartokatny, ani réwnoboczny, itd.., ale jest
wszystkimi nimi na raz i jednoczeénie zadnym z nich®'? Zawsze przedstawiamy
sobie wigc jednostkowg ide¢ geometryczng, czyli jednostkowy diagram. Mozemy
przy tym powiedzie¢, iz idea jest ogdlna tylko w tym sensie, Ze rozwazamy ja jako
reprezentujaca, czy zawierajacg wieksza ilos¢ jednostkowych idei: ,,jednostkowy
trojkat, ktory rozwazam, nieistotne jakiego rodzaju, w rOwnym stopniu reprezentuje
(stand for and represent) wszystkie trojkaty i w tym sensie jest ogolny”?2. W
dowodach geometrycznych rozwazana jest tak witasnie rozumiana idea trdjkata,

poprawne dowody geometryczne nie odwoluja si¢ wiec do jednostkowych cech

207 Tamze, str. 422.

28 Tamgze, str. 422.

299 Tamgze, str. 422.

210 K orzystam tekst oryginalnego, ttumaczenia jego fragmentoéw sa rowniez wykonane przeze mnie.
211 por, Berkeley, G., A Treatise Concerning the Principles of Human Knowledge, (w:) From Kant
to Hilbert. A Source Book in the Foundations of Mathematics, V. 1. red. Ewald, W.B., Clarendon
Press, Oxford 1996, str. 25.

212 Tamye, str. 26.
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diagramu, ktory stanowi jego ilustracje: ,,prawda jest, iz diagram, ktory mam przed
oczyma (I have in view) zawiera wszystkie te cechy jednostkowe (particulars),
jednak w dowodzie nie sg one w ogodle wspomniane. Nie jest w nim powiedziane,
ze trzy katy rowne sa dwom prostym, poniewaz jeden z nich jest prosty, badz
poniewaz boki pomiedzy ktorymi lezy sg tej samej dtugosci. Wystarcza to do
pokazania, ze kat prosty mogl by¢ katem rozwartym, a boki réznej dtugosci, 1 dla
tych przypadkow dowod bylby rowniez poprawny”?*,

Ogoblnos¢ twierdzenia wyplywa wiec z odpowiedniej konstrukcji dowodu
(nie nawigzujacego w swoich krokach do jednostkowych wiasnosci trojkatéw jako
prostokatnych, itd.), a nie z nawigzania ani udzialu w nim ogo6lnej idei trojkata.
Inaczej méwigc dowod nie dotyczy pojecia ani idei trojkata w ogole, poniewaz
takowy nie istnieje. Istniejg jedynie jednostkowe trojkaty i1 ich jednostkowe
diagramy, przez odpowiednig konstrukcje dowodu mozemy jednak wykazywac
prawdy ogolne, tzn. wazne dla wigkszej ilos¢ figur.

Przypomnijmy, ze idea trojkata taczy si¢ dla Berkeleya z odpowiadajacym
mu diagramem. Ide¢ powyzszego wywodu mozna wigc rowniez ujaé nastepujaco:
rozwazajac figury geometryczne, np. w rozumowaniach czy dowodach,
przedstawiamy sobie jednostkowa figur¢ geometryczng. Korzystanie z nich w
dowodach twierdzen ogdlnych (dotyczacych wigkszej ilosci jednostkowych
trojkatéw) robimy to w taki sposob, ze jednostkowy diagram reprezentuje wicksza
ilo§¢ figur, a dowdd nie odwoluje si¢ do Zzadnych jednostkowych narysowanego
diagramu.

Dodajmy, ze w jednym z listow Berkeley wskazuje, iz nisko ocenia nawet
heurystyczng warto$¢ diagramow; pisze: ,,wydaje mi si¢, ze w rozumowaniach
geometrycznych nie dokonujemy zadnego odkrycia przez rozwazanie idei linii,

214 r ;s . r r
74 W szezegolnosci widaé to w przypadku problemow

ktérych wilasnosci badamy
analizy matematycznej, jak poszukiwania stycznych do linii. Tu co prawda ,,figura

jest narysowana na papierze i w_ten sposob zasugerowana twemu umystowi

213 Tamze, str. 27.
24 Berkeley, G., Letter to Samuel Molyneux (1709), (w:) From Kant to Hilbert. A Source Book in
the Foundations of Mathematics, Vol. 1. red. Ewald, W.B, Clarendon Press, Oxford 1996, str. 20.
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9215

(suggested to your Fancy)”*, jednak ,,réwnania, albo natura krzywej w ten sposob

. .. . . . . . 5,216
wyrazona, a nie idea z nig zwigzana, prowadzi do rozwigzania”* .

2.7. Spor empiryzmu z racjonalizmem w filozofii geometrii a Kkategoria

przestrzeni

Rozwazajac empiryzm w filozofii geometrii XVII i XVIII wieku warto
wspomnie¢ o relacji geometrii do kategorii przestrzeni. Ot6z w okresie tym
rozpowszechniony byl poglad, iz geometria jest, jak stwierdzit Michat Heller,
,haukg o rzeczywistym $wiecie, a mianowicie o stosunkach przestrzennych,
zachodzacych w §wiecie, 1 tym tylko r6zni si¢ od innych nauk doswiadczalnych, ze
skrajnie idealizuje przedmiot swoich badan™?!’, Przy takim ujgciu natury geometrii
stosunki przestrzenne, albo sama przestrzen staja sic jej przedmiotem **®. W
konsekwencji geometri¢ mozna w pewnym sensie uwaza¢ za nauk¢ empiryczng, o
tyle przynajmniej, ze dotyczy zajmuje si¢ badaniem wtasnosci $wiata fizycznego
(nie chce wchodzi¢ w to, na ile stwierdzenie to adekwatnie wyraza stanowisko
omawianych empirystow brytyjskich, ale na pewno jest z nimi zgodne w ogo6lnych
zarysach). Stanowisko to pozostawato jednakowoz w konflikcie z powszechnym
rowniez w XVII 1 XVIII wieku przekonaniem o absolutnej pewnosci twierdzen
geometrii, 0 najwyzszej §cistosci poje¢ 1 rozumowan geometrycznych, jak rowniez
przekonaniem, iz dowody matematyczne nie sg prawdami eksperymentalnymi. Lisa
Shabel uwaza, ze pogodzenie tych dwoch stanowisk bylo jednym z glownych
problemoéw, przed ktorymi stata filozofia matematyki okresu nowozytnego.
Sprowadzato si¢ ono do nastgpujacego pytania: ,,przy zatozeniu, ze w sktad

ontologii matematyki wchodza m.in. mierzalne (quantifiable) obiekty empiryczne,

215 Tamze, str. 20.

216 Tamze, str. 20.

2" Heller, M., Filozofia Przyrody, Wydawnictwo Znak, Krakéw 2007, str. 81.

28 Dodajmy, iz taki sposob rozumienia geometrii byt w XVII wieku jeszcze wzglednie nowy, byt
tez z pewnoscia zwigzany z szerokimi zastosowaniami geometrii w naukach przyrodniczych (por.
Hodgkin, L., A History..., str. 197-198).
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jak wyjasni¢ paradygmatyczne cechy czysto matematycznych rozumowan:
ogolnosci, pewnosci, koniecznogei”?. Wydaje sie¢, ze przed tym problemami stali
wszyscy powyzej wspomniani filozofowie, z wyjatkiem Leibniza, ktéry w sposob
najwyrazniejszy odcigl geometri¢ od zwigzkdéw z tym, co wizualnie postrzegalne.
Wydaje si¢ wigc, ze przekonanie o empirycznym przedmiocie geometrii
wspotistniato z apriorystyczng epistemologia.

Jak mozna odnies¢ 6w stan rzeczy do zagadnienia roli diagramow w
matematyce? Mozna ogélnie stwierdzi¢, iz wspomniane ,napigcie” pomiedzy
empiryczng 1 apriorystyczng interpretacja geometrii odnosi si¢ rowniez do
interpretacji roli diagramu. Z jednej strony mozna go bowiem postrzega¢ jako
,posredniczacy” pomiedzy przestrzenig fizyczng, ktéorg wyraza, a umystem
matematyka. Z drugiej jednak strony geometria jest nauka dedukcyjng. Nie bada
ona wiec diagramow jako obiektow empirycznych, przeksztalcito by ja to bowiem
w nauke indukcyjng, ktérego to statusu nie przyznawali jej nawet empirysci
brytyjscy. W tym miejscu poprzestang jedynie na tych ogoélnych uwagach
dotyczacych kategorii przestrzeni. Relacji pomigdzy kategorig przestrzeni i
epistemologia matematyki przyjrze si¢ szerzej] w rozdziale dotyczacym geometrii

nieeuklidesowych.

2.8. Newton o przestrzeni oraz poznaniu geometrycznym

Na koniec tej czgéci rozdzialu dodam kilka uwag o filozofii geometrii
Isaaca Newtona, ktéra dobrze obrazuje powyzej opisany rozdzwiek pomigdzy
empirystyczng a racjonalistyczng interpretacjag natury geometrii. W pierwszym
rzedzie nalezy podkresli¢, iz to Newtonowskie pojecie przestrzeni stalo si¢
najbardziej wptywowym w fizyce i filozofii az do poczatku XX wieku. Dla
Newtona, przestrzen byla nieruchomym, jednorodnym, ciaglym oraz

nieskonczonym bytem, w ktorym, jak w pojemniku, umieszczone sg fizyczne ciata.

219 Shabel, L., Apriority and Application..., str. 30.

92



W przeciwienstwie do Kartezjusza, Newton uwazal, ze przestrzen jest pozafizyczna
oraz istnieje w sposob niezalezny od cial w niej si¢ znajdujacych.

Jak taka przestrzen ma si¢ do geometrii? Wielu komentatorow uwaza, iz
przestrzen stanowi dla Newtona przedmiot geometrii. Jak podkresla Lisa Shabel, u
Newtona poznanie geometryczne dostarcza nam wiedzy o nieskonczenie rozciagte;,
nieruchomej, wiecznej, cigglej i niezniszczalne;j przestrzenizzo. L. Shabel pisze, iz,
,wedtug Newtona nasza wiedza dotyczaca rzeczy mierzalnych (quantifiable) (ktore
zajmuja czesci przestrzeni) jest osiggana poprzez wiedzg¢ o ogdlnej naturze
rozcigglosci, wiedze o tym, w jakim stosunku czg¢$ci przestrzeni pozostaja do
przestrzeni rozumianej jako nieskonczona catos¢”??!, Takg wiedza jest dla Newton
wlasnie geometria. Poznanie geometryczne wyptywa jednak z doswiadczen
zwigzanych z cialami fizycznymi oraz ich ruchem. Jak pisze sam Newton we
wstepie  do pierwszego wydania stynnych Matematycznych zasad filozofii
przyrody, ,,geometria jest oparta na praktyce mechanicznej i jest niczym innym jak
tylko czgécig ogolnej mechaniki, ktora $cisle stawia twierdzenia i przeprowadza

dowody w dziedzinie sztuki mierzenia” %% .

Geometria jest, w przekonaniu
Newtona, nauka badajaca wielkos$ci cial, podczas gdy mechanika bada ich ruchy, a
»mechanika tym rdzni si¢ od geometrii, Ze to, co jest idealnie doktadne, nazywa si¢
geometrycznym; to za$, co jest mniej doktadne, nazywa si¢ mechanicznym”223.

Kwestia mozliwosci poznawczych umystu ludzkiego w zakresie poznania

20 por tamze, str. 39.

221 Tamze, str. 39. Warto doda¢, ze Newton pisze o przestrzeni absolutnej, jak réwniez o przestrzeni
wzglednej. Przestrzen absolutna jest rzeczywista i obiektywna, podczas gdy przestrzen wzglgdna
»,powstaje na gruncie indywidualnych postrzezen” (Sytnik-Czetwertynski, J., Metafizyczne zasady...,
str. 62). Jest ona tworem praktycznego rozumu, a odnosi si¢ do pewnych postrzegalnych zmystowo
przestrzeni, zaleznych od danego ukladu odniesienia — np. przestrzeni ziemskiej nas otaczajacej,
ktora sprawiajac wrazenie absolutnej, jest pewnym ukladem poruszajacym si¢ wraz z Ziemia
dookota Stonca, ale nie posiadajacym cechy absolutnosci, jednorodnosci itd. Jest ona tworem
praktycznego rozumu, jest w zwiazku z tym relatywna i pozorna, w przeciwienstwie do i
rzeczywistej i1 obiektywnej przestrzeni absolutnej. Newton podkresla rowniez, ze przestrzen
absolutna i wzgledna nie sa tym samym pod wzgledem matematycznym, numerycznym (por.
Sytnik-Czetwertynski, J., Metafizyczne zasady..., str. 62 oraz str. 104). Wydaje si¢ przy tym, ze
geometria euklidesowa tyczy sie przede wszystkim obszaréw przestrzeni absolutnej. O ile mi
wiadomo Newton nie okreslit blizej wlasno$ci matematycznych przestrzeni wzgledne;.

22 Newton, 1., Selections from the Mathematical Principles of Natural Philosophy, (w:) From
Descartes to Locke, red., T.V. Smith, M. Grene, The University of Chicago Press, Chicago, Londe
1967, str. 331 (thumaczenie za: Heller, M., Filozofia Przyrody..., str. 82).

223 Tamze, str. 330, (tlumaczenie za: Heller, M., Filozofia Przyrody..., str. 81).
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przestrzeni fizycznej ujawniajg jednak rozdarcie Newtona pomiedzy epistemologia
empirystyczng 1 apriorystyczng. Z jednej bowiem strony Newton sadzil, iz
,»posiadamy narzg¢dzia poznawcze, potrzebne do uzyskania apriorycznej wiedzy o

224 . .
7<% Lisa Shabel zauwaza

matematycznych aspektach (features) swiata fizycznego
rowniez, ze ,,Newton podaza $ladami Kartezjusza postulujac wiadz¢ rozumienia
jako rzeczywiste zrodlo poznania matematycznego, narzedzie za pomoca ktorego
mozemy zrozumie¢ (comprehend) wieczng i niezmienng (immutable) nature
rozciaglosci, ktorg rozumie jako nieskonczona przestrzen (which he conceives as
infinite space)”?®. Z drugiej natomiast strony zauwaza Newton oddalenie obiektow
geometrii od empirii, oraz jest sceptykiem w zakresie mozliwosci poznania $wiata
fizycznego przy pomocy geometrii. Wedlug Newtona ,,obiekty geometryczne nie sa
bezposrednimi reprezentacjami ani jednostkowych bytow fizycznych, ani

wyidealizowanych, ogolnych form (idealized universal forms)”??®; wielki fizyk

uwazat je raczej ,,za twory idealne, abstrakcyjne, uroj one”?%’,

Podsumowujac, w Newtonowskim podejsciu do matematyki widad
rozdzwigk pomiedzy przekonaniem, ze ,,’czysta’ matematyka (w szczegdlnosci
geometria) jest absolutnie pewna i1 prawdziwa” oraz tym, ze byt $wiadom, Ze ,,moc

»228 7 drugiej strony natomiast Newton

ludzkiego intelektu jest ograniczona
twierdzi, iz przedmiotem geometrii jest przestrzen, jednoczesnie pozostajac ogdlnie
przy apriorystycznej epistemologii matematyki — cho¢, jak pokazatem wcze$niej,
akcentujac w niej role diagramu, jako kierujagcego umyst ku prawdzie

matematycznej.

224 Shabel, L., Apriority and Application..., str. 40.

%2> Tamze, str. 39.

226 Sepkoski, D., Nominalism and constructivism..., str. 55.
227 Syitnik-Czetwertynski, J.: Metafizyczne zasady..., str. 105.
228 sepkoski, D., Nominalism and constructivism...,, str. 51.
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Rozdzial 3. Filozofia geometrii Imnmanuela Kanta a

wizualizacje

Rozwazajac role wizualizacji w poznaniu matematycznym nie mozna
oming¢ filozofii Immanuela Kanta. Mozna powiedzie¢, iz na nowo postawita ona
problem roli wizualizacji w poznaniu matematycznym oraz stala si¢ punktem
odniesienia dla wszystkich dalszych uje¢ roli wizualizacji w poznaniu
matematycznym. Rowniez wiekszos$¢ wspoiczesnych prac dotyczacych wizualizacji
w matematyce odwotuje si¢ w jaki§ sposoéb do Kanta, nawet jesli czyni to za
pomoca krétkiego komentarza historycznego. Wymienmy wigc w pierwszej
kolejnosci glowne powody, dla ktorych filozofia Kanta ma takie znaczenie,
uzasadniajac tym samym wage tego rozdziatlu dla dalszej czgsci pracy.

Po pierwsze, Kant jako pierwszy przedstawia systematyczna
epistemologiczng charakterystyke roli przestrzennego pierwiastka w poznaniu
geometrycznym. Przestrzenny charakter reprezentacji postrzega przy tym Kant jako
zrodlo apriorycznego charakteru poznania matematycznego. Poslugujac sig
kategoriami czystej naocznosci przestrzeni oraz konstrukcji, Kant rozwigzuje tez
(W swoim mniemaniu) klasyczny problem og6lnosci rozumowan opartych o
jednostkowy diagram.

Po drugie, wraz z filozofiag kantowska nowego znaczenia nabiera termin
»intuicja”. Kant oddaje 6w termin niemieckim pojeciem Anschauung, ktore
thumaczy si¢ zwykle jako ,,naocznos$¢”, ktore mozna jednak rowniez przetozy¢ jako
»intuicja” (kwestiom terminologicznym zwigzanym z terminami ,,intuicja” oraz
,Naoczno$¢” przyjrze w dalszej czeSci rozdziatu). Do Anschauung nawigzujg XI1X
wieczni filozofowie geometrii jako do intuicji przestrzennej, przestrzeni
wyobrazeniowej — wladzy poznawczej, badz tez struktury poznawczej, ktora nadaje

ksztalt naszym reprezentacjom przestrzennym 1 ,,narzuca” umystowi prawdziwosc,
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badz falszywo$¢ poszczegdlnych twierdzen. Dodajmy, zZe ,,intuicj¢” tg zestawia
Kanta z pojeciami jako drugim zasadniczym zrodlem poznania. Dychotomia
intuicja-poje¢cia staje si¢ centralnym punktem kantowskiej filozofii. Kazde poznanie
matematyczne musi dla Kanta zawiera¢ zarowno pierwiastek intuicyjny, jak i
pojeciowy.

Po trzecie, do filozofii Kanta czesto nawigzywano, bowiem w odniesieniu
do niej przedstawiato wielu filozoféw w XIX i XX wieku swoje poglady na temat
geometrii 1 intuicji przestrzennej. Rzeczywiscie, prawie wszyscy filozofowie
rozwazajacy role intuicji przestrzennej w poznaniu geometrycznym nawigzywali w
jakis$ sposdb do Kanta — zwtaszcza jesli chodzi o epistemologi¢. Co wigcej, nawet
ci, ktérzy pod wieloma wzgledami oddalaja si¢ od mysli kantowskiej (jak np.
Frege) podkreslaja, iz ich prace sa w pewnym sensie jej kontynuacja.

Od Kanta pochodzi wreszcie nowy poznawczy kontekst, w ktorym
prowadzone s3 rozwazania na temat roli wizualizacji w poznaniu matematycznym
— mianowicie podzial na zdania analityczne i syntetyczne. Geometria jest, wedlug
Kanta, nauka syntetyczna, co oznacza, iz analiza poj¢¢ geometrycznych nie
wystarcza do przeprowadzenie dowodow geometrycznych — konieczne jest, jak
sadzi, odwotanie do rysunku.

W rozdziale tym omawiam filozofi¢ geometrii Kanta, omijajac jego filozofie
arytmetyki — pojawia si¢ ona w tym rozdziale tylko o tyle, o ile uzywam terminu
»matematyka”, piszac wtedy o tym, co jest wspolne zarowno dla arytmetyki jak i
geometrii. W pierwszej kolejnosci podam kilka ogdlnych uwag o epistemologii
Kanta. Wspomne w szczegdlnosci ogolnie o istotnych dla kantowskiego ujecia
dychotomii intelekt-zmystowos$¢, oraz pojecia-naoczno$é. W dalszej kolejnosci
przyjrze si¢ kantowskim podzialom na zdania analityczne i syntetyczne z jednej,
oraz a priori i a posteriori z drugiej strony, aby nastgpnie wyjasni¢ w jakim sensie
geometria jest dla Kanta naukg syntetyczng a priori. Nastepnie sprobuje przyblizy¢,
w jakim sensie rozumowania geometryczne odwotujg si¢ do czystej naocznosci. Tu
przedstawi¢ najpierw pojecie konstrukcji oraz role, jaka ono gra w uzasadnianiu
0goblnosci poznania matematycznego. Dalej przyjrze si¢ zestawieniu roli intuicji

(naocznosci) 1 poje¢ w rozumowaniach geometrycznych.
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Analizie poddaje tu tylko filozofi¢ krytyczng Kanta, tzn. Krytyke czystego
rozumu i Prolegomene. Chcialbym tu podkresli¢, iz w niewielkim stopniu analizuje
tu ogromng tradycje interpretacji Kanta. Mozna tu wymieni¢ XIX- i XX-wiecznych
neokantystow, po drugiej wojnie $wiatowej chociazby Jaako Hintikke, Charlesa
Parsonsa i Michaela Friedmana czy w filozofii polskiej prace Ewy Piotrowskiej.
Moim celem jest tu jednak przede wszystkim analiza tekstow zrédtowych. Do kilku
wazniejszych interpretacji filozofii geometrii Kanta w kontek§cie wspomnianej roli
czystej naoczno$ci przestrzeni w rozumowaniach geometrycznych nawigzuj¢

jedynie krotko w ostatniej czesci rozdziatu.

3.1. Ogolne uwagi o epistemologii Kanta

W mojej pracy nie ma oczywiScie miejsca na dokladng analizg
epistemologii Kanta, ani tez jej specyficznych probleméw z nig zwigzanych.
Zarysuje tu ogolnie gléwne aspekty systemu krolewieckiego filozofa, w
szczegblnosci natomiast te jej aspekty, ktore sg istotne dla przedstawienia jego
filozofii geometrii.

Filozofia Kanta zawiera zarowno elementy racjonalizmu jak i empiryzmu,
bowiem z jednej strony Kant wychodzi z charakterystycznego dla racjonalizmu
zalozenia, ze istnieja sady konieczne oraz prawdziwe a priori, tzn. takie, ktorych
poznanie dokonuje si¢ niezaleznie od poszczegodlnych, konkretnych doswiadczen
zmystowych oraz nie dotyczy obiektow fizycznych jako swoich przedmiotow. Kant
neguje rowniez mozliwos$¢ istnienia jakiejkolwiek koniecznej 1 ogoélnej wiedzy
oparte] wylgcznie na doswiadczeniu fizycznym; w stowach Kanta, ,,do§wiadczenie
poucza nas wprawdzie, ze co$ jest takie a takie, nie za$, ze nie moze by¢ inne”?%,
Z drugiej natomiast strony, jak czytamy we wstepie do Krytyki czystego rozumu

»zadne poznanie nie wyprzedza w nas doswiadczenia i wszelkie si¢ z nim

229 Kant, ., Krytyka czystego rozumu, B3.
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rozpoczyna”230. Kant odrzuca wigc mozliwos¢ istnienia wiedzy wrodzonej, w

postaci sadow, czy nawet predyspozycji do ich wydawania, ktore istnieja w duszy
(czy rozumie) przed zaistnieniem doswiadczenia zmystowego i niezaleznie od
niego. Wedlug Kanta wigc cale poznanie pochodzi od zmystow — cho¢ ,,nie cate

» 21 Poznanie nasze jest bowiem

poznanie wyplywa z tego doswiadczenia
ograniczone i zdeterminowane przez wrodzone struktury poznawcze. Aprioryczng
wiedz¢ mozemy posiag$¢ jedynie o tych wlasnie strukturach poznawczych, same;j
formie wszelkiego poznawania: ,Jezeli ogladanie przedmiotéw musialoby sie¢
stosowa¢ do ich wlasno$ci, to nie rozumiem, jak mozna by o nich cokolwiek
powiedzie¢ a priori, jezeli natomiast przedmiot jako obiekt zmystow stosuje si¢ do
wlasnosci naszej zdolnos$ci ogladania, to mogg sobie catkiem dobrze przedstawic t¢
3,232

mozliwo$¢”“**. Takie podejscie pozwala utrzymac teze¢ o istnieniu poznan a priori,

przy czym ,tylko to z rzeczy poznajemy a priori, co sami w nie Wkladamy”zgg.

Roéwniez matematyka jest u Kanta okre§lona przez owe wrodzone struktury
poznawcze — odnosi si¢ ona do nich w pewnym sensie jako do swojego przedmiotu.
Geometria kantowska dotyczy natomiast w szczegdlnos$ci czystej naocznos$ci
przestrzeni, apriorycznej formy wszelkiego postrzegania obiektow w przestrzeni.
Czysta naoczno$¢ przestrzeni uprawomocnia aprioryczno$¢ sadoéw geometrii,
jednoczesnie jednak taczy si¢ z nig szereg istotnych probleméw filozoficznych.
Najwazniejszy z nich dotyczyl natomiast syntetycznosci geometrycznego poznania.
Te wilasnie problemy beda tez w duzym stopniu przedmiotem niniejszego
rozdziahu.

Dalsze rozwazania zacznijmy od przedstawienie dwoch fundamentalnych
wladz poznawczych 1 zwigzanych z nimi typéw poznania. Wedlug Kanta istniejg
mianowicie ,,dwa pnie ludzkiego poznania, ktére, by¢ moze, wyrastaja ze

wspolnego, lecz nam nieznanego korzenia, mianowicie zmystowo$¢ i intelekt.

230 Tamze, B1.

#! Tamze, B1. Kant uwaza, iz taka filozofia jest swoistym przewrotem kopernikanskim w
filozofii,,dotychczas przyjmowano, ze wszelkie poznanie musi si¢ dostosowywaé do przedmiotow.
(...) sprobujmy wiec raz, czy sie nam lepiej nie powiedzie przy rozwigzywaniu zadan metafizyki,
jezeli przyjmiemy, ze to przedmioty muszg si¢ dostosowywac do naszego poznania” (tamze, B XVI).
2 Tamze, B XVIL

28 Tamze, B X VIII.
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Przez pierwsza z nich przedmioty sg nam dane, przez drugi zas sg pomyélane”234.

Zmystowos¢ (Sinnlichkeit) to zdolno$¢ uzyskiwania wyobrazen, czy odbiorczosci
wrazen zmystowych, intelekt (Verstand) jest natomiast ,,zdolnoscig wytwarzania
samemu przedstawien lub tez samorzutno$cig poznania”, intelekt to ,,zdolno$¢
pomyslenia przedmiotu naocznosci Zmyslowej”235. Z podziatem tym zwigzana jest
bezposrednio druga kluczowa dla kantowskiej filozofii dychotomia pojecia-
intuicje. Nie ma tu miejsca na blizsza charakterystyke natury poje¢ u Kanta, ani na
zwigzang z nimi transcendentalng dedukcj¢ kategorii. Mozna tu jedynie stwierdzic,
iz wedlug niemieckiego filozofa pojecia nie odnosza si¢ bezposrednio do
przedmiotu poznania, swoje zrédlo maja w charakteryzujacej intelekt
samorzutnos$ci poznania. Na poczatku Estetyki Transcendentalnej okresla natomiast
Kant naocznos$¢ jako ,,sposéb, w jaki odnosi si¢ ono [poznanie] do przedmiotow
bezposrednio i do ktérego jako srodek do celu zmierza wszelkie mys'lenie”236. Dalej
rozréznia on naoczno$¢ zmystowa, czy tez empiryczng (empirische Ansschauung)
oraz czysta naoczno$¢ (reine Ansschauung). Naoczno$¢ zmystowa sklada si¢ z
poszczeg6lnych danych zmystowych, czysta naoczno$¢ to sama forma poznania, a
robwniez to, co poznanie umozliwia. Kategoria czystej naoczno$ci jest, jak
wiadomo, kluczowa dla filozofii matematyki Kanta, ja tez analizuj¢ w dalszej
czesci rozdziatu. Konczac te ogdlne uwagi nalezy podkresli¢, iz kazde poznanie ma
wedlug Kanta wymiar pojeciowy oraz naoczny. Jak podkresla krolewiecki filozof,
naoczno$ci oraz pojecia ,stanowig sktadniki wszelkiego poznania, tak ze ani
pojecia bez odpowiadajacej im w pewien sposdb naocznosci, ani naocznos¢ bez

99237

poje¢ nie moze dostarczy¢ poznania”~'. Jak pisze dalej Kant, ,,bez zmystowosci

nie bytby nam dany zaden przedmiot, bez intelektu zaden nie bylby pomyslany”?%®,

W pierwszej kolejnosci zwroce jednak uwage na kantowskie podzialy na
zdania analityczne i syntetyczne, oraz a priori i a posteriori. Nalezy tu jednak
poczyni¢ pewng istotng uwage terminologiczng odnoszaca si¢ do kategorii

Hintuicji”. Otoz ttumacz Krytyki czystego rozumu, Roman Ingarden, podkresla, iz

2% Tamze, A15/B29.
2 Tamze, A51/B75
2% Tamze, A19/B33.
27 Tamze, A50/B74.
%8 Tamze, A51/B75.
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termin ten odpowiada doktadnie terminowi tacinskiemu intuitus. Rezygnuje jednak
z uzycia polskiego terminu ,,intuicja” ze wzgledu na liczne konotacje znaczeniowe,
ktére w migdzyczasie do tego terminu przyrosty (w szczegdlnosci wspomina o
znaczeniu, ktére temu terminowi nadat Henri Bergson). Warto zarazem zwrocié
uwagg, iz tlumacze angielscy decydujg sie¢ jednak tlumaczy¢ termin Anschauung
jako intuition. Do takiego tlumaczenia bed¢ tez nawigzywal w mojej pracy, m.in. ze
wzgledu na szeroko cytowang tu literatur¢ anglojezyczng. Otéz stosowany jest tam
czgsto termin ,intuition” w znaczeniu ogodlnie odpowiadajagcym polskiemu
terminowi ,,intuicja”, a jednak w jakim$ sensie nawigzujacym do filozofii Kanta.
Nawigzanie to byloby utracone, gdyby rygorystycznie trzymaé si¢ terminu
,haoczno$¢” w konteks$cie filozofii kantowskiej, oraz ,,intuicja” w pozostatych
kontekstach, wyraznie te znaczenia oddzielajac. Termin ,,naocznos$¢” bede wiec w
niektorych miejscach tlumaczyl jako ,,intuicja”, o ile pojawia si¢ w rdéznych
komentarzach do Kanta. Pozostajac jedynie w obrebie mysli Kanta bede jednak,
utartym zwyczajem, stosowat termin ,,naoczno$¢”. Zaznaczam przy tym zawsze,
kiedy termin ,,intuicja” nawigzuje do Kanta, a kiedy nadaje mu si¢ znaczenie nie
zwigzane bezposrednio z filozofia kantowska. Dodam, iz w jednym =z
podrozdziatéw w niniejszym rozdziale pisz¢ o relacji migdzy pojeciem a intuicjag w
poznaniu geometrycznym. W tym miejscu zdecydowatem si¢ na uzycie terminu
nintuicja”, gdyz zestawienie jej roli z ,pojeciem” jako takim jest jednym z
glownych watkow w mojej pracy. Kantowska dychotomia pojgcia-naocznos¢ jest
przy tym szczeg6lnym przypadkiem dychotomii pojecia-intuicja, w tym, szerszym

kontekscie chciatbym jg wiec umiejscowic.

3.2. Charakterystyka zdan apriorycznych, analitycznych oraz

koniecznych

Przejdzmy do istotnej dla dalszej czesci pracy charakterystyki podzialow na
sady a priori i a posteriori z jednej, oraz analityczne i syntetyczne z drugiej strony.

Zaznaczmy na poczatku, iz Kant pisze zarowno o sadach jak i poznaniach a
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priori®®®. Nie wchodzac w analize relacji tych dwoch terminéw (ktore wydaja sic
dla Kanta by¢ w tym kontekscie bliskoznaczne), stwierdzmy, iz poznanie a priori
to takie, ktore jest ,niezalezne od do$wiadczenia, a nawet od wszelkich podniet
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zmystow”"". Przy czym begdziemy ,,przez poznanie a priori rozumieli nie takie

poznanie, ktore dokonuje si¢ niezaleznie od tego lub owego, lecz od wszelkiego

doéwiadczenia” **

. Taka definicja sadu apriorycznego mozna chyba uznaé¢ za
klasyczne ujecie apriorycznosci. Warto tu dodaé, iz Kant wigze bardzo silnie
pojecie apriorycznoscei z pojeciem koniecznosci?”2. Zaktada on, podkreslajac to od
razu na pierwszych stronach Wstepu do Krytyki czystego rozumu, iz empiria nie
moze dostarczy¢ nam poznania pewnego. Pisze, iz ,,doSwiadczenie poucza nas
wprawdzie, ze co$ jest takie a takie, nie zas, ze nie moze by¢ inne”?®, Stad zaden
konieczny sad nie moze by¢ wyprowadzony z doswiadczenia: ,jezeli mamy
twierdzenie, ktore myslimy wraz z jego koniecznoscia, to jest to sad a priori?*, Z
tekstu Krytyki mozna przy tym wywnioskowac, ze zalezno$¢ ta zachodzi rowniez w
druga strong: ,,co bowiem wedle wszelkich pozoréw poznaje si¢ a priori, to juz tym
samym uchodzi za konieczne”**. Wydaje si¢ wicc, iz klasa sadow a priori, oraz
sadow koniecznych jest dla Kanta identyczna. Nalezy tu dalej podkresli¢ zwigzek
pomigdzy apriorycznoscia oraz ogélnoscia sadow. Doswiadczenie nigdy nie
dostarcza sagdom jego dotyczacym S$cistej ogodlnosci, a jedynie ,,0g0lno$¢ przyjeta

.. , . . 24
umownie 1 porownawczg (przez indukcje)” 6

— nie istniejg wiec Scisle ogolne sady
a posteriori. Z drugiej strony ogdlnos$¢ przystuguje, jak si¢ wydaje wszystkim

sadom a priori, co potwierdza nastgpujacy, podsumowujacy powyzsze rozwazania,

29 Nie rozwazam tutaj réznic pomiedzy pojeciem zdania i pojeciem sadu. Kant pisze tu o gléwnie o
sadach (Urteil), ja bed¢ jednak rowniez wymiennie pisat o zdaniach analitycznych, apriorycznych,
itd. Mozna jednak u Kanta odnalez¢ uwagi o rozréznieniu pomi¢dzy zdaniami i sadami, ta kwestia
jednak nie bede si¢ w mojej pracy zajmowat.

240 Tamze, B2.

2! Tamze, B3.

2 Sady konieczne Kant nazywa réwniez apodyktycznymi.

23 Tamze, B3.

2% Tamze, B3.

#5 Kant, I., Prolegomena, PWN, Warszawa 1993, str. 40.

6 Kant, 1., Krytyka czystego rozumu, B3.
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fragment: ,konieczno$¢ i Scista 0gdlno$¢ sa przeto niezawodnymi  (Sichere)
znamionami poznania a priori i naleza tez do siebie nieodlacznie™®*'.

Dalej wprowadza Kanta stynne rozréznienie na sady analityczne i
syntetyczne. Zacytuje tu dluzszy fragment, kluczowy dla dalszych rozwazan
zwigzanych z syntetyczno$cig geometrii:

»We wszystkich sgdach, w ktorych pomyslany jest stosunek podmiotu do
orzeczenia (...) stosunek ten jest mozliwy w sposob dwojaki. Albo orzeczenie B
nalezy do podmiotu A jako co$, co jest (w sposob ukryty) zawarte w pojeciu A,
albo B lezy catkiem poza pojgciem A, cho¢ pozostaje z nim w zwigzku. W
pierwszym przypadku nazywam sad analitycznym, w drugim za$ syntetycznym.
(Twierdzace) sady analityczne sg wigc sagdami, w ktorych powigzanie orzeczenia z
podmiotem jest pomyslane przez utozsamienie, sagdy natomiast, w ktérych to
powiazanie pomyslane jest bez utozsamienia, nazywac¢ si¢ winny syntetycznymi.
Pierwsze mozna nazwa¢ sadami wyjasniajagcymi, drugie za$ sadami
rozszerzajacymi [nasza wiedzg], tamte bowiem nie dorzucajg swym orzeczeniem
nic do pojecia podmiotu, lecz jedynie przez rozbidr rozbijaja je na pojecia
sktadowe, ktore juz byty w nim, cho¢ me¢tnie, pomyélane”248.

W dalszej czgsci tekstu Kant dodaje rowniez, iz wszystkie sady analityczne
, opieraja si¢ catkowicie na zasadzie sprzecznos$ci”’, sady syntetyczne natomiast
,higdy nie mogg powsta¢ na podstawie samej tylko zasady analizy, mianowicie
zasady sprzecznoéci”249.

Mozna wyrdézni¢ trzy gléwne charakterystyki kantowskiego sadu

analitycznego, ktore wytaniajg si¢ z przytoczonych tu pogladow Kanta:

1) W sadzie analitycznym orzeczenie jest juz pomys$lane (przez utozsamienie) w

pojeciu podmiotu.

247 Tamze, B4.
28 Tamze, B10-11.
9 Kant, 1., Prolegomena, str. 21-22.
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2) Sady analityczne (w przeciwienstwie do syntetycznych) nie rozszerzaja wiedzy —
W orzeczeniu nie jest zawarte nic, co nie byloby juz pomyslane w pojeciu

podmiotu.

3) Sady analityczne (w przeciwienstwie do syntetycznych) opierajg si¢ na zasadzie

sprzecznosci, tzn. mozna je ,,wyprowadzi¢” z zasady sprzecznosci.

Powyzsze charakterystyki sg bardzo wazne dla historii pojgcia analitycznosci.
Z kazdego z tych trzech znaczen wyrasta pewien typ rozumienia kategorii
analityczno$ci. W dalszej kolejnosci przyjrze sie¢ wigc krotko kazdemu z nich.
Warto od razu podkresli¢, iz powyzsze charakterystyki pojecia analitycznosci (w
szczegolnosci pierwsza z nich, w najmniejszym trzecia) odnoszg si¢ do
podmiotowo-orzecznikowej struktury zdania. Mozna je jednak rozwazaé w
oderwaniu od tak pojetej struktury zdania.

Do pierwszej ze wspominanych charakterystyk — mimo, Ze opartej na
podmiotowo-orzecznikowej strukturze zdania — nawigzuje ogolne hasto taczenia
analitycznos$ci z ,,prawdziwo$cig na mocy znaczenia termindéw wystepujacych w
zdaniu”. Zgodnie z tym rozumieniem analityczno$ci zdania analityczne s3, og6lnie
rzecz biorgc, prawdami czysto pojeciowymi, tzn. takimi, ktorych prawdziwos¢
mozna pokaza¢ przez czysta analize¢ znaczen poj¢¢. Zauwazmy, ze pojawiajg si¢ tu
od razu pewne problemy: czym jest znaczenie pojecia, 1 czym ,,zawieranie si¢ w
pojeciu”? Kolejnym istotnym pytaniem jest: na jakiej mocy ustalane jest znaczenie
pojecia, skad ptynie fakt, iz orzeczenie si¢ w nim zawiera 1 skad o tym wiemy?
Pytania te bedg miaty rowniez znaczenie w konteks$cie roli wizualizacji w poznaniu
matematycznym.

Taka analiza poj¢ciowa (jako metoda uzasadniania zdan analitycznych) jest
zgodnie z drugg charakterystyka analitycznosci laczona z analizg logiczng. Jak
pisze Kant, ,,jezeli sad jest analityczny, to (...) prawdziwos¢ jego musi si¢ zawsze
moéc daé dostatecznie poznaé przy pomocy zasady sprzecznos’ci”zso. W jego ujeciu

oznaczatlo to tyle, ze zaprzeczenie zdania analitycznego jest sprzeczne

20 Kant, I., Krytyka czystego rozumu, B190.
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wewnetrznie, nie mozna utrzymywac, iz jest ono prawdziwe. Takie rozumienie
analityczno$ci bylo zapewne inspiracjag do bezposredniego laczenia pojecia
analitycznosci z logika w XX wieku. Kant zakladal, iz logika jest nauka
analityczng, takie tez zalozenie przyjmowalo si¢ prawie zawsze w XX wiecznych
rozwazaniach nad pojeciem analitycznosci. W tym kontekScie pojawialo si¢ wiec
czgsto pytanie: czy matematyka jest w tym sensie naukg podobng do logiki? Czy
mozna wyprowadzi¢ ja z logiki (cho¢ oczywiscie juz w innym znaczeniu niz Kant),
badz tez — czy mozna wyprowadzi¢ ja z rozwazan czysto pojeciowych? W tym
kontekscie sady syntetyczne (w tym sady geometryczne) tgczono czesto z sagdami,
ktérych uzasadnienie ma w jakim$ stopniu natur¢ pozapoj¢ciowa i pozalogiczng.
Jak dalej bede pokazywal Kant nadaje taki wilasnie charakter — pozapojeciowy i
pozalogiczny intuicji, czy naocznosci w matematyce.

Charakterystyka zdania syntetycznego jako ,,rozszerzajacego wiedz¢” wydaje
si¢ by¢ ogolnie rzecz biorac najmniej jasna. U Kanta wigze si¢ ona z wykraczaniem
W poznaniu poza to, co zawarte jest w pojeciu. Kant wydaje sie tez sugerowaé, iz
wychodzac poza pojecie, wychodzimy poza to, co w sposob swiadomy w to pojecie
wlozyliSmy. Kryteria, ktére zdanie musi spelnia¢ aby rozszerza¢ wiedz¢ bywaja
jednak réznie rozumiane, stad wlasno$¢ ,,rozszerzania wiedzy” nie nadaje si¢ raczej
na definicyjng charakterystyke pojecia syntetycznosci. Dodajmy, ze Kant zaktada,
1z zdanie, ktore jest prawdziwe na mocy znaczenia zawartych w nim terminéw nie
rozszerza wiedzy. Ta implikacja nie jest oczywista, nie przyjmowat jej na przyktad

Frege.

3.3. Matematyka jako nauka syntetyczna a priori

Przypomnijmy na poczatek kilka znanych aspektow stanowiska Kanta.
Aprioryczno$¢ matematyki jest wiec dla krolewieckiego filozofa bezdyskusyjna.
Kant filozof pisze, ze ,,wlasciwe twierdzenia matematyczne sg zawsze sgdami a

priori, a nie sagdami empirycznymi, gdyz odznaczajg si¢ koniecznoscia, ktorej nie
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mozna zaczerpna¢ z doswiadczenia”. Jak wiadomo, matematyka jest wedlug Kanta
roOwniez nauka syntetyczng. O stwierdzeniu, ze sagdy matematyki sg syntetyczne
pisze Kant, iz ,zdanie to dotychczas, jak si¢ zdaje, uszto catkowicie uwagi
analitykéw rozumu ludzkiego, a nawet wydaje si¢ wprost przeciwne wszelkim ich
przypuszczeniom, cho¢ jest niezaprzeczenie pewne, a w skutkach swych nader
wazne” >, Kwestia: jak uzasadni¢ 1 wytlumaczy¢ to, ze matematyka jest nauka
syntetyczng a priori staje si¢ kluczowym dla dalszych rozwazan Kanta®?.

Dlaczego wigc zdania matematyki sg syntetyczne? W stowach Kanta, ,,Co
jest tutaj niewiadomg = X, na ktdrej opiera si¢ intelekt, gdy sadzi, znajduje poza
pojeciem przedmiotu A obce mu orzeczenie B, ktére mimo to uwaza za potaczone
z nim?”** Zanim odpowiem na pytanie, nalezy przedstawi¢ blizej kantowska teorie
czystej naocznosci przestrzeni. Dane zmystowe pojawiaja si¢ w umysle w postaci
zgodnej z pewnag og6lng forma postrzegania zmystowego. W slowach Kanta
Hhatrafiamy przeto a priori w umysle na czysta forme¢ zmystowych tresci
naocznych w ogole, w ktoérej ogladamy w pewnych stosunkach wszystko to, co
réznorodne w zjawiskach. Ta czysta forma zmystowo$ci nazywa si¢ takze sama
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czysta naoczno$cig (reine Anschauung)’<”. Dane naoczne sg wigc w okreslony

sposob ustrukturyzowane przez nasz sposob postrzegania. Wedlug Kanta istnieja

25 W przypadku matematyki ta pierwsza

dwie czyste naocznosci - przestrzen i czas
zZwigzana jest z geometrig, a druga z arytmetyka.
Czysta naocznos$¢ przestrzeni — czy inaczej przestrzen — jest dla Kanta w

ogolnosci ,,koniecznym wyobrazeniem a priori lezacym u podtoza wszelkich

51 Kant, 1., Prolegomena, str. 23.

%2 7aznaczmy tutaj, iz uzasadnienie i wyttlumaczenie tego, Ze istnieja syntetyczne sady a priori, jest
chyba najwazniejszym celem, jaki Kant stawia sobie w Krytyce. Kant stwierdza, iz ,,mozna
powiedzie¢, ze cata filozofia transcendentalna, ktora z koniecznos$ci poprzedza wszelka metafizyke,
nie jest niczym innym, jak catkowitym rozwigzaniem postawionego tutaj pytania [tzn. o mozliwo$¢
poznania syntetycznego a priori], tylko ze w systematycznym porzadku i we wszystkich
szczegotach” (Kant, 1., Prolegomena, str. 40).

5% Kant, 1., Krytyka czystego rozumu, B13

2% Tamze, B34.

2% Warto dodaé, ze sa one, wedlug Kanta, jedynymi czystymi naoczno$ciami. Jest tak, poniewaz
,,wszystkie pozostate pojecia nalezace do zmystowos$ci, nawet pojecie ruchu, ktére taczy w sobie
obydwa czynnik [tzn. przestrzen i czas], zakladaja co$ empirycznego. Ruch zaktada bowiem
spostrzezenie czego$ poruszajacego si¢. W przestrzeni za$, rozwazanej samej w sobie, nie ma nic
ruchomego; to, co ruchome, musi wigc by¢ czyms, co w przestrzeni znajdujemy tylko przez
doswiadczenie, a wigc pewnym datum empirycznym”.
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zewnetrznych danych naocznych”256

, 1 dalej, ,,formg wszelkich zjawisk zmystow
Zewne;trznych”257. Nie jest ona pojeciem empirycznym ani dyskursywnym; nie ma
w przestrzeni rowniez zroznicowania — nie sklada sie ona z odrebnych czesci®®.
Przestrzen jest dalej czysto subiektywna, tzn. nie istnieje w zaden sposob poza
umystem — w takim chocby sensie, jak rozumial to chociazby Newton, czy
Kartezjusz. Geometria odnosi si¢ wigc w pewnym sensie, w rozumieniu Kanta, do
przestrzeni jako do swojego przedmiotu, nie do samych przedmiotow
doswiadczenia zmystowego, ale do tak wlasnie rozumianej czystej naocznosci
przestrzeni, ktéra ma ,swa siedzibe tylko w podmiocie jako jego formalna
wlasciwose” . W tym tez sensie jej twierdzenia moga, wedlug Kanta, by¢
konieczne i a priori — poznanie matematyczne jest bowiem niezalezne od
jakiegokolwiek jednostkowego doswiadczenia zmystowego — ma swoje zrodto w
petni w podmiocie poznajacym.

Aby przyblizy¢ dalej syntetyczng natur¢ sagdow geometrii, nalezy wroci¢ do
definicji sadu syntetycznego (i analitycznego). Przypomnijmy wigc, ze sad jest,
wedhug Kanta, syntetyczny, jesli orzeczenie nie jest zawarte w podmiocie; dla
stwierdzenia, czy taki sad jest prawdziwy, nie wystarcza tylko analiza pojecia,
ktore odpowiada podmiotowi (jak pisze Kant, analiza tego, co w to pojecie
wlozylismy). Wedlug Kanta sama analiza poje¢ geometrycznych nie wystarcza
wiec w celu dowodzenia prawd geometrycznych. W sadach syntetycznych musimy
wyjs¢ ,,poza dane [mi] pojecie, zeby co$ catkiem innego niz to, co bylo w nim
pomyslane, rozwazy¢ w [pewnym] do niego stosunku, ktory nie jest przeto nigdy
stosunkiem tozsamos$ci ani sprzecznosci”?. Aby mozliwe bylo wyjscie poza
pojecie, potrzebny jest udziat ,,trzeciego czynnika, w ktorym jedynie moze powstac
synteza dwodch pojqc’”zm. Tym trzecim czynnikiem jest wlasnie czysta naocznos$¢.

Aby moc stwierdzi¢, czy oOrzeczenie zawarte jest w podmiocie, musimy

przedstawi¢ sobie to pojecie w odpowiadajacej mu czystej naocznosci. Na

2% Tamze, B 38.
all Tamze, B 42.
28 Tamze, B38-B40.
29 Tamze, B 41.
260 Tamze, B193-194.
%! Tamze, B194.
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poziomie praktyki matematycznej oznacza to po prostu wykonanie rysunku, a
rownie, jak si¢ wydaje, wewnetrzna wizualizacja przestrzenna. I tak wedlug
niemieckiego filozofa zdania ,,prosta jest najkrétszg linig migdzy dwoma punktami”
nie mozemy uzasadni¢ tylko przez analiz¢ pojecia ,,prosta”. Jak pisze Kant, ,,moje
pojecie tego, co proste, nie zawiera w sobie niczego z wielkosci, lecz tylko pewna
jako$¢. Pojecie tego, co najkrotsze, dotacza sie wigc w zupelnos$ci do pojecia linii
prostej i nie mozna go z niego wysnu¢ przy pomocy zadnej analizy. Trzeba tu
przeto wzia¢ do pomocy naoczno$é, dzigki ktérej jedynie mozliwa jest synteza?%%.
Podobnie dowodzac wlasnosci figur geometrycznych, matematyk ,,musi wytworzy¢
figure z tego, co sam, stosujac si¢ do pojecia, mysla w nig wlozyt a priori i
przedstawit (za pomoca konstrukcji)”?®®. Aby wykazaé, iz suma katéow w trojkacie
réwna jest dwom katom prostym, nie wystarcza analiza poje¢ trojkata, liczby trzy,
itd. Dopiero przedstawienie sobie pojecia trojkata w czystej naocznos$ci przestrzeni
pozwoli wykaza¢ wspomniane twierdzenie. Wtedy tez, dowodzac tego twierdzenia,
matematyk ,,wiedziony przez dane naoczne — dochodzi w tancuchu wnioskoéw do
calkowicie zrozumialego, a zarazem ogodlnego rozwiazania zagadnienia” 2**.
Podsumowujac, czysta matematyka (a w szczegodlnoSci geometria) musi, wedlug
Kanta, wszystkie swe pojecia przedstawi¢ w czystej naocznosci, - tylko w takiej
naoczno$ci ,,moze by¢ dany material do sadow syntetycznych a priori” 265
Rozszerza ona wiedze, o ile jej zdania muszg odwolywac si¢ w swoich dowodach
do czystej naocznos$ci, wychodzac tym samym poza tym, co myslimy w samych
pojeciach, np. trojkata czy prostej. Rozwazenie samych poje¢ geometrycznych nie
pozwala rowniez stwierdzi¢, czy negacja ktérego§ z rozwazanych powyzej
twierdzen geometrycznych jest niemozliwa, czy sprzeczna wewng¢trznie. Dopiero

przedstawienie sobie w czystej naocznosci pozwala si¢ przekonaé o prawdziwosci

danego twierdzenia.

%2 Tamze, B16.

%63 Tamze, B XII.

4 Tamze, A7167-717/B744-745. Mozna tu wymienié jeszcze jeden przyktad pochodzacy z Krytyki:
,,dwoma prostymi liniami nie mozna zamkna¢ zadnej przestrzeni, a wigc zbudowa¢ z nich zadnej
figury”; jesli sprobujemy ,,wywies¢ to twierdzenie z poje¢ linii prostej i liczby dwa” okaze sie, ze
,hasze usitowanie bedzie daremne i zobaczymy, ze bedziemy musieli uciec si¢ o pomoc do
naocznosci, jak to tez stale czyni geometria” (tamze, B65).

%5 Kant, 1., Prolegomena, str. 47.
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Dalej przejdzmy do innego waznego zagadnienia — konstrukcji pojec

geometrycznych w czystej naocznosci przestrzeni.

3.4. Kategoria konstrukcji w poznaniu geometrycznym

Kant nie moze unikng¢ oczywiscie klasycznego problemu zwigzanego z
diagramami: w jaki sposob pogodzi¢ ogdlno$¢ poznania geometrycznego z
konieczno$cig stosowania w geometrii diagramoéw, ktére s3 obiektami
jednostkowymi? Czym jest dalej przedstawianie sobie obiektow matematyki w
czystej naocznosci, skoro kazda reprezentacja fizyczna jest w istocie naoczno$cia
empiryczng? Te m.in. zagadnienia omawia Kant obszernic w Metodologii
transcendentalnej, ostatniej czesci Krytyki czystego rozumu. Najogoélniej, Kant daje
tu objasnienie rdznicy pomigdzy poznaniem matematycznym a poznaniem
filozoficznym. Zgodnie z jego gldwna teza ,,poznanie filozoficzne jest poznaniem
rozumowym [uzyskiwanym| na podstawie poje¢, matematyczne poznanie zas
poznaniem na podstawie konstrukcji pojec”?®.

Przyjrzyjmy si¢ wiec blizej roli konstrukcji w poznaniu geometrycznym, do
ktérego dalej przechodzi Kant, piszac co nastepuje: ,,skonstruowac (...) pojecie to
znaczy przedstawié¢ odpowiadajaca mu naoczno$¢ a priori”?’. Konstruujac pojecie
trojkata, przedstawiamy sobie je w czyste] naoczno$ci przestrzeni; dana naoczna
odpowiadajacg rysunkowi okreslana jest wigc nie w naocznosci empirycznej ale w
czystej naocznos$ci, ktora to jest Zrddlem apriorycznego charakteru twierdzen
matematyki. Dane naoczne sktadajace si¢ na rysunek przedstawiane sg ,,a priori
zgodnie z poj@ciami”%s. Poznanie matematyczne nie ptynie wiec u Kanta z samych
poje¢, ale z ich konstrukcji — to za pomocg konstrukcji poznajemy wilasnosci
danego pojecia (ktéremu odpowiada rysunek), tym samym dokonujac syntezy

owego pojecia i danych naocznych odpowiadajacych rysunkowi.

26 Kant, 1., Krytyka czystego rozumu, A713/B741
%7 Tamze, A713/B741.
%68 Tamze, A718/B746.
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Kant twierdzi dalej, ze poznanie geometryczne oparte na jednostkowych
figurach (dajacych empiryczne dane naoczne) ma, poprzez specyficzng nature
konstrukcji, charakter ogélny. Taki uzasadnia to niemiecki filozof: ,kazda
wyrysowana figura indywidualna jest empiryczna, a mimo to stuzy do wyrazenia
pojecia bez szkody dla jego ogolnosci, poniewaz przy tej empirycznej naocznosci
zwaza si¢ zawsze tylko na czynno$¢ konstruowania pojecia, dla ktorego zupetie
obojetnych jest wiele okreslen [danej figury], np. wielkosci, bokow i trojkatow, i
wobec tego abstrahuje si¢ od tych roznic, ktore nie zmieniaja pojecia trojkata?®.
Wydaje si¢, ze ide¢ Kanta mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob: uprawiajac
geometri¢ korzystamy zawsze z konkretnego diagramu, ale nie rozwazamy go jako
figury empirycznej, ale jako figur¢ dang w czystej naocznos$ci, w ktdrej diagram
zostat skonstruowany. W czystej naocznosci ,,to, co wynika z ogdlnych warunkow
konstrukcji, musi obowigzywa¢ ogolnie takze o przedmiocie skonstruowanego

» 210 Nie zwazamy wiec na ,przypadkowe” cechy np. trojkata, tzn.

pojecia
charakterystyczne jedynie dla konkretnej narysowanej figury — ale jedynie na to, co
og6lne. Wydaje si¢ przy tym, ze zwigzane jest to z odpowiednio przeprowadzong
konstrukcja, a nastgpnie specyficznym sposobem postrzegania rysunku —
,widzenia” w nim tego, co ogdlne, za posrednictwem czystej naocznosci.
Podsumowujac wigc, moje rozwazania, dochodzimy do wniosku, ze
twierdzenia geometryczne (1 matematyczne w ogole) moga by¢ ogodlne, poniewaz
matematyka, zdaniem Kanta, ,,swe poznanie wyprowadza nie z poj¢¢, lecz z ich
konstrukcji, tzn. z naocznos$ci, ktore moze by¢ a priori dana jako odpowiadajaca

59271

pojeciom”™ ", W ten rOwniez sposob ,,matematyka moze to, co ogdlne, rozwazac in

concreto (w poszczegdlnych danych naocznych)”m.
Zwroémy dalej uwage na inny aspekt kantowskiej filozofii, a mianowicie
nauke o transcendentalnej jednosci apercepcji. Zgodnie z nig ,,sad to nic innego, jak

tylko sposob doprowadzania danych poznan do przedmiotowej jednosci

%% Tamze, A714/B743.

2" Tamze, A715-6/B743-4.

™ Tamze, A734/B762.

22 Tamze, A735/B763. Dodajmy, ze tu matematyka rézni si¢ od filozofii, ktéra rozwaza zdania
ogolne in abstracto.
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apercepcji273. Wszelkie polaczenie przedstawien wymaga jednosci §wiadomosci w
przeprowadzeniu ich syntezy?*. Réwniez w przypadku sadu geometrycznego,
warunkiem dokonania sadu jest jednos¢ $wiadomosci. Wedhug Kanta wigc
r6éznorodno$¢ poszczegdlnych jednostkowych reprezentacji empirycznych taczymy
w jednym, $swiadomym akcie; w stowach krolewieckiego filozofa, ,,wszystko, co
roznorodne w naoczno$ci, podlega warunkom pierwotnej syntetycznej jednosci
apercepcji”?’>. W pojeciu trojkata na przyklad taczymy to, co réznorodne w
naocznosci, aby dokonaé pojedynczego, §wiadomego aktu syntezy.

Koncepcja Kanta, cho¢ uwaznie przez niego sformulowana, nie jest w pelni
jasna. Jaka rol¢ odgrywa bowiem czysta naoczno$¢ w zwyklym sporzadzaniu
rysunkéw? Czy kazde wykonanie diagramu mozna okresli¢ jako aprioryczny akt
konstrukcji? Kant stwierdza, ze nacisk na to, iz synteza jest swiadomym aktem
taczenia tego, co roéznorodne, sugerujac, ze ,,widzenie” w diagramie trojkata tego,
co prawdziwe o pojeciu trojkata w ogole, wymaga odpowiedniej aktywno$ci
umyshu. Poznanie prawdziwosci sagdu syntetycznego nie byloby wtedy, dla Kanta,
efektem biernej, receptywnej postawy. Jaka czynno$¢ musi jednak umyst wykonac,
aby konstrukcja pojecia przebiegala w odpowiedni sposob? Czy jest to zwigzane z
zastosowaniem  odpowiedniej  metodologii? Kant niewiele pisze o
metodologicznych aspektach dowodow geometrycznych. Mozna tu doda¢, iz
zgodnie z interpretacjg Michaela Friedmana, ,,Kant glosit dynamiczng koncepcje
‘figuratywnej (figurative) syntezy’”, a geometria jako nauka o przestrzeni jest
rezultatem dynamicznego procesu wyobrazni”?’®. M. Friedman, odwotuje si¢ tu do
nastepujacych stow Kanta ,,nie moge sobie przedstawi¢ zadnej linii, cho¢by byla
dowolnie mala, nie rysujac jej w mysli, tj. nie wytwarzajagc od pewnego punktu
wszystkich jej czeéci jedna po drugiej i nie uzyskujac w ten sposob dopiero tej

naocznosci”?’’.

213 Tamze, B141.

2" Tamze, B137.

"® Tamze, B136.

2% Majer, U., The Relation of Logic and Intuition in Kant’s Philosophy of Science, Particularly
Geometry, w: Intuition and the Axiomatic Method, red: E. Carson and R. Huber, Springer 20086, str.
52.

7 Kant, 1., Krytyka czystego rozumu, A162-163, B203.
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3.5. Rola czystej naocznosci w dowodach geometrycznych

Chcialbym postawi¢ tutaj nastgpujacy pytanie: jakg role w rozumowaniach i
dowodach matematycznych gra konstrukcja i czysta naoczno$¢ przestrzeni i w
jakim sensie s3 one konieczne do orzekania o prawdziwosci sadow
geometrycznych? Czy naoczno$¢ odgywa role tylko w momencie konstrukeji
diagramu, czy w konkretnych krokach dowodowych, a jesli tak, to jakich? Czy
mozna takie kroki wyr6zni¢ np. w konkretnych dowodach z Elementow Euklidesa,
czy w prostszych rozumowaniach geometrycznych? Z drugiej strony, czy jest ona
moze pewnym pozamatematycznym warunkiem koniecznym, ktory musi speinié
dowod geometryczny, nie pojawiajac si¢ przy tym w zadnym z jego krokéw?
Niestety do$¢ niewielka liczba (i jeszcze mniej zroéznicowana) przyktadow
geometrycznych w Krytyce nie pozwala w pelni odpowiedzie¢ na pytanie
dotyczace roli czystej naocznosci w poznaniu geometrycznym. Stad tez bardzo
trudno jednoznacznie i wyczerpujaco odpowiedzie¢ na te pytania. Nie bede sie
wiec w tym miejscu podejmowat sformutowania takiej odpowiedzi, ogranicze si¢
jedynie do kilku komentarzy.

Po pierwsze nalezy jeszcze raz stwierdzi¢, iz czysta naocznos¢ jest, wedhug
Kanta, z pewnos$cia konieczna w dowodach geometrycznych. Dobrze obrazuje to
nastgpujgca jego wypowiedz: ,matematyka zawiera dowody unaoczniajace,
poniewaz swe poznanie wyprowadza nie z poje¢é, lecz z ich konstrukcji, tzn.
naocznos$ci, ktéra moze by¢ a priori dana jako odpowiadajaca pojqciom”278. w
owych dowodach unaoczniajagcych matematyk ,,wcigz wiedziony przez dane
naoczne — dochodzi w tancuchu wnioskow do catkowicie zrozumiatego, z zarazem
ogdlnego rozwiazania zagadnienia®".

Tyle ogolnie o ,,dowodach unaoczniajacych”. Kant nie daje jednak zadnych

wskazowek metodologicznych co do przebiegu takiego dowodu. Podkresla, iz przy

8 Tamze, A734/B762.
2" Tamze, A716-7/B744-5.
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pomocy naocznosci ,,wychodzimy poza pojecie” — ale jak to ma doktadnie
zachodzi¢, nie wiemy. Wedhlug Kanta pojeciem trojkata to przede wszystkim jego
definicja, krélewiecki filozof nie podaje jednak metodologicznych wskazoéwek co

»20 Nie bede tu wicc

do tego, jaka moc dedukcyjng ma taka ,,sama definicja
podejmowat proby podania systematycznej odpowiedzi na pytanie o role
naocznosci w dowodach. Mozna tutaj jedynie sformulowaé kilka uwag. Po
pierwsze, wydaje si¢, ze dla Kanta, diagram jest raczej ogdlnym warunkiem
przeprowadzenia dowoddéw w geometrii, niz uzasadnieniem konkretnych,
wydzielonych krokéw dowodowych. Dopiero konstruujac go, mozemy rozumowaé
0 pojeciu, o ktorym nic nowego nie jesteSmy w stanie stwierdzi¢ rozwazajac je
samo w sobie. W trakcie tego rozumowania matematyk jest ,,wiedziony” przez
dane naoczne (jak czytamy w cytacie z poprzedniego akapitu). Wydaje si¢ wigc, ze
nie jest tu mowa o konkretnych krokach dowodowych. Zwré¢my tu tez uwage, ze
odwotania do naoczno$ci nie mogg mie¢ charakteru elementéw logicznego

rozumowania, skoro majg charakter pozalogiczny i dane sg w sposob bezposredni,

natychmiastowy®®".

%0 Na bezposredni zwiazek pomiedzy pojeciem a definicja wskazuje nastepujacy fragment
Krytyki...: ,,nie powinienem bowiem zwraca¢ uwagi na to, co rzeczywiscie mysle w mym pojeciu
trojkata (nie jest to nic innego jak sama tylko definicja)” (tamze, A718/B746). Inne aspekty filozofii
Kanta kaza jednak tez sadzi¢, ze ,,pojecie” trojkata jest czyms wiecej, niz jedynie definicja. Nie bede
w tym miejscu dalej rozstrzygat tej kwestii.

%81 Warto wspomnieé o pewnej kontrowersji zwiazanej, bezposrednio z powyzszymi rozwazaniami.
Ot6z niektore fragmenty pracy Kanta kazg zadaé pytanie, czy wszystkie zdania matematyki sg
syntetyczne i tym samym czy w kazdym z nich konieczne jest odwotanie do czystej naocznosci. Po
pierwsze, Kant nie neguje, ze ,niektore nieliczne podstawowe twierdzenia, ktore zakladaja
geometrzy, sa rzeczywiscie analityczne i opieraja si¢ na prawie sprzecznosci” (tamze, B16)?". Sa to
proste zdania, takie, jak a=a, czy atb>a. Co wiecej, w czesto komentowanym Krytyki Kant pisze, iz
Ltwierdzenie syntetyczne (...) mozna bez watpienia zrozumie¢ i uznaé (einsehen) na mocy prawa
sprzecznosci, ale tylko w ten sposob, ze przyjmie si¢ jakie$ inne twierdzenie syntetyczne, z ktorego
tamto da si¢ wywnioskowac, nigdy za$ wprost samo w sobie”(tamze, B14). Fragment ten jest dos¢
zastanawiajacy. Przez ,inne twierdzenia syntetyczne” mogt Kant rozumie¢ aksjomaty badz
postulaty euklidesowe. Taka interpretacja wydaje si¢ jednak niezgodna z wieloma przytaczanymi
powyzej wypowiedziami niemieckiego filozofa — duzo wskazuje na to, ze kazde rozumowanie
korzystajace z rysunku wymaga konstrukcji w czystej naocznosci. W innym miejscu pisze rowniez
Kant, iz prawo sprzeczno$ci nie wystarcza w pierwszym rzedzie do udowodnienia gtownych zasad
(Grundsdtze, Prinzipien) matematyki, pozostale rozumowania sg zgodne z zasadg sprzecznosci (por.
tamze, B140). Nie ma jednak do konca jasnosci, czy takimi zasadami sg jakie$ konkretne zdania
(aksjomaty?) czy ogoélne, filozoficzne, metazasady. Mozna tu odczytywaé uznanie Kanta dla
logicznych aspektow rozumowan euklidesowych. Mozna tez pdj$¢ dalej, twierdzac, iz w pelni
syntetyczne sa dla Kanta jedynie aksjomaty. Mozna tez argumentowaé, iz analityczne sg te
rozumowania, w ktorych wykorzystywane sa jedynie aksjomaty (a nie postulaty) Euklidesa. Kant
niestety jednak nie rozwaza szerzej, ile geometra jest w stanie osiagnac¢ bez kontaktu z diagramem,
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W koncu chciatbym poczynic€ jeszcze kilka krotkich uwag odno$nie pytania:
jaka jest rola poje¢, a jaka intuicji (naocznosci) w rozumowaniach
matematycznym? Jest to pytanie i zagadnienie wcigz aktualne we wspotczesnych
dyskusjach nad wizualizacjami (jak réwniez w mojej pracy). Zastanowmy si¢ wigc
krotko, jaka brzmi na nie odpowiedz w kantowskiej filozofii. Twierdzenia sg
wyprowadzane z konstrukcji poje¢, (niektére by¢ moze z samych pojec), ale nigdy
nie opieraja si¢ jedynie na intuicji (naoczno$ci). Intelekt sadzi u Kanta zawsze za
posrednictwem poje¢ — naoczno$ci dostarczaja jedynie ,,surowego materialu” dla
pojec, bez ktorych zadne twierdzenie nie moze by¢ udowodnione. Nie mozna wigc
w kontekscie filozofii Kanta mowi¢ o ,,dowodach wizualnych”. Krolewiecki filozof
nie bytby gotéw uzna¢, iz odpowiednio stworzony i oznaczony diagram wystarcza
jako rodzaj uzasadnienia dla twierdzenia. Wydaje si¢, ze taki jest tez sens stynnego
stwierdzenia Kanta: ,,mys$li bez treSci naocznej sa puste, dane naoczne bez poje¢ —

5 282

Slepe Kant podkresla tu wzajemny zwigzek pomigdzy naoczno$cig a

pojeciami.

3.6. Wybrane aspekty interpretacji filozofii Kanta

Prace filozoficzne Kanta doczekaly sig¢, jak juz wspominatem, bardzo duzej
ilosci komentarzy, i nie ma tu miejsca na przedstawienie cho¢by czesci tej bogatej
interpretacyjnej tradycji. W tym miejscu wspomn¢ jedynie krotko o dwoch
sposobach interpretacji roli czystej naocznosci w poznaniu matematycznym, ktore

nawigzujg do roli diagraméw w rozumowaniach euklidesowych. Wedtug pierwszej

a wiec za pomocg samych poje¢. Nie bede tu sie podejmowat interpretacji tego — jak podkresla
wielu komentatorow — trudnego w interpretacji fragmentu (Por. de Jong, de Jong, W.R., 1997
Kant’s Theory of Geometrical Reasoning and the Analytic-Synthetic Distinction. On Hintikka'’s
Interpretatin of Kant’s Philosophy of Mathematics, “Studies in History and Philosophy of Science”,
Vol. 28, No.1, str. 142).

%2 Kant, 1., Krytyka czystego rozumu, A51/B75
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z nich, rola ta polega na zapetianiu ,luk logicznych” w rozumowaniach
euklidesowych. Druga natomiast role czystej naoczno$ci widzi w nieredukowalnej
do logiki, a zatem przestrzennej tresci rozumowan geometrycznych.

Od konca XIX wieku istnieje tradycja — od$wiezona ostatnio przez
Michaela Friedmana — wigzania syntetycznos$ci geometrii z lukami logicznymi
cechujacymi rozumowania z Elementéw Euklidesa®®®. Uwaza si¢ mianowicie, ze
logika okresu Kanta byla na tyle stabo rozwinigta, ze nie mogta odda¢ sensu catosci
rozumowan euklidesowych — konieczne byto zalozenie dodatkowego zrédia
poznania. Poglad taki wyrazal juz Bertrand Russell, podkreslajac, iz ,,Kant
zaobserwowal, ze wspodiczesni mu geometrzy nie mogli udowodni¢ swoich
twierdzen za pomoca nie wspartego przez dodatkowe srodki rozumowania (unaided
argument), ale potrzebowali odniesienia do rysunku, stworzyl wigc teori¢
rozumowania matematycznego, zgodnie z ktdrg wnioskowanie nie jest nigdy czysto
logiczne, ale zawsze wymaga wsparcia czego$, co nazywal ‘naocznoscia’?®*, W
XX wieku poglad taki byt podzielany przez logikow i matematykow E. Betha, J.
Hintikke oraz wspomnianego Michaela Friedmana.

Jak pisze filozof geometrii Ulrich Majer, wedlug M. Friedmanna, ,,Kanta
koncepcja logiki byta tak zawezona, ze musial przyjac istnienie drugiego zrdédta
wiedzy, stynnej intuicji przestrzeni, aby przedstawi¢ geometri¢ w postaci logiczno-
dedukcyjne;j” 28 Dzig jednak, jak pisze Majer, ,,posiadamy o wiele silniejsza
logike, mianowicie logik¢ matematyczna, przy uzyciu ktorej mozemy uniknaé

jakiegokolwiek odwotania do doswiadczenia”?

. Wspoltczesnie najbardziej znanym
reprezentantem takiej interpretacji czystej intuicji Kanta jest wspomniany
Friedmann, wedlug ktorego filozofia matematyki Kanta rekompensowala brak

srodkow logicznych dostepnych niemieckiemu filozofowi®®'. Interpretuje on czysta

%83 Friedman przedstawia swoje poglady m.in. w artykule Geometry, construction and intuition in
Kant and his successors (2000), oraz ksigzce Kant and the exact sciences (1992).

84 B, Russell, Introduction to mathematical logic, za: de Jong, W.R., Kant’s Theory of Geometrical
Reasoning and the Analytic-Synthetic Distinction. On Hintikka'’s Interpretatin of Kant’s Philosophy
of Mathematics, “Studies in History and Philosophy of Science”, Vol. 28, No.1, str. 142-143.

% Majer, U., The Relation of Logic..., Str. 48.

286 Tamze, str. 48.

%87 Jagnow, R. Review of Lisa Shabels’s Mathematics in Kant’s Critical Philosophy: Reflections on
Mathematical Practice, “Philosophia Mathematica”, Vol. I1I, 2007, str. 367.
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intuicj¢ jako “logiczny wypetniacz (stopgap) w dedukcyjnej teorii geometrii
Kanta”?®. Mozna wymieni¢ kilka rodzajow wspomnianych ,,luk logicznych”. Sa
to, po pierwsze, opisywane juz szeroko dowody przez ,,nalozenie” na siebie figur
geometrycznych. Po drugie wymieni¢ mozna tzw. problem ciagloéci. Zwigzany jest
z tym m.in. problem w ustalaniu istnienia punktéw przecigcia krzywych —
,Euklides przyjmuje istnienie, istnienie punktow przeciecia, jesli pojawiajg si¢ one

na diagramie”?®

. Wspoltczesna logika wymaga w celu $cislego wykazania istnienia
uzycia aksjomatu cigglosci, ktorym Euklides oczywiscie nie dysponowal.
Wspomniane luki miaty z pewnoscig zrodlo w tym, ze sylogistyka (ktora byla w
czasach Kanta jedyng obowigzujaca wykltadnia logiki) nie wystarczala do
formalizacji wszystkich wnioskowan obecnych w Elementach.*®

Powstaje pytanie, czy Kant mogl sformutowaé teori¢ czystej naocznosci w
reakcji na niedoskonatosci Elementow Euklidesa, czy staby rozwdj wspotczesnej
mu logiki? Watpliwym jest, iz Russell miat racj¢ twierdzac, ze, Kant byt §wiadom
niedoskonato$ci logicznych Elementow 1 to wtasnie byto motywacja do uznania
geometrii za nauke syntetyczng. Wydaje sie, ze Kant zywit przekonanie, iz z czysto
metodologicznego punktu widzenia, rysunki sg nieusuwalne z rozumowan
geometrycznych, ktory to poglad byl na poczatku XVIII wieku do$¢ powszechny.
W koncu XVIII wieku istniata juz wprawdzie silna tendencja unikania rysunkow w
rozumowaniach, dotyczyta ona jednak w wigkszym stopniu analizy matematycznej,
niz geometrii. Motywacja Kanta nie wydawala si¢ jednak by¢ metodologiczna, ale,
jak sadze, szersza, umiejscowiona bowiem w kontek$cie catosci jego filozofii.
Wydaje si¢, ze wedlug Kanta odwotanie do rysunku jest konieczne w celu
przeprowadzenia wielu rozumowan geometrycznych, a myslenie przestrzenne jest
nieodzownym elementem poznania geometrycznego; by¢ moze bylo to jedng z
inspiracji do sformutowania teorii czystej naocznos$ci przestrzeni.

Druga gléwna linia interpretacyjna Kanta, ktéra mozna wyrdzni¢ wedtug

Majera, wigze si¢ przede wszystkim z Charlesem Parsonsem i Emily Carson 1 ich

288 Majer, U., The Relation of Logic..., str. 50

289 Mumma, J., Proofs, Pictures..., str. 4.

20 yak wiadomo, sylogistyka nie potrafi cho¢by wyrazaé¢ predykatow dwuargumentowych, oraz
zdan, w ktorych wystepuje wigcej niz jeden kwantyfikator. W szczegodlnosci sa to zdania typu ,.dla
kazdego X, istnieje taki y, ze XRy”; taka strukturg posiadaty m.in. niektore z aksjomatéw Hilberta.
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interpretacja kantyzmu. W ich analizach, czysta naoczno$¢ nie jest zwigzana z
»lukami logicznymi” w rozumowaniach geometrycznych, ale ze szczego6lng trescig
twierdzen geometrycznych, ktora nie jest redukowalna do logiki. Tre$¢ ta nie jest
moze by¢ oddana po prostu przez stwierdzenie, ze interpretacja predykatow
(rozumianych jako obiekty syntaktyczne) sa relacje przestrzenne (semantyka)®*:,
Wedtug C. Parsonsa i E. Carson, tak sformutowane aksjomatyczne ujgcie geometrii
nie oddaje w pelni jej treSci. Majer pisze, ze w tej interpretacji ,,geometria
zdecydowanie wykracza poza logike pierwszego rzedu i myslenie dyskursywne za
pomoca ogdlnych abstrakcyjnych poje¢”. Autorzy ci podkreslajg tez wreszcie, ze
intuicja przestrzenna jest konieczna do sformutowania aksjomatéw geometrii.
Zgodnie z ta interpretacja, “nawet jesli Kant dysponowalby wspoétczesng logika
predykatow (z dwu- 1 wigcej cztonowymi relacjami, zamiast monadycznej
sylogistyki Arystotelesa), odwotanie do logiki pozostaloby konieczne w celu
rozpoznania prawdziwosci geometrii euklidesowej, w szczegolnosci prawdziwosci

292 Jednym z nieredukowalnych do logiki wyréznikéw geometrii, czy

aksjomatow
poznania geometrycznego, jest natomiast jego bezposredniosé. Wedtug C. Parsonsa
»intuicja przestrzenna jest jedynym sposobem bezposredniego, natychmiastowego
zapoznania (immediately acquainted) si¢ z obiektami zewngtrznymi, podczas, gdy
pojecia prowadza jedynie do posredniego poznania tych obiektow” 298
Przypomnijmy, iz bezposrednio$¢ byta u Kanta kluczowa cecha tego, w jaki

sposob dane sa nam dane naoczne.

Przejdzmy zatem do wnioskéw koncowych o odniesieniu do epistemologii

Kanta.

21 por, Majer, U., The Relation of Logic..., str. 48.
22 Tamze, str. 49.
29 Tamgze, 51.
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1) Twierdzenia geometrii sa, wedtug Kanta, syntetyczne: aby wykazaé, iz pojeciu
trojkata przystuguje jakas wtasnos¢ (orzeczenie), musimy wyjs¢ poza to, co jest w
tym pojeciu pomyslane, co sami w nie wlozyliSmy m.in. za pomocg definicji. Aby

to uczyni¢, musimy odwota¢ si¢ do czystej naocznosci przestrzeni.

2) Geometria zawiera ,,dowody unaoczniajgce”, tzn. takie, w ktorych jesteSmy

prowadzeni ku konkluzji przez dane naoczne.

3) Przestrzen nie rozumiana po kantowsku jako ,,przestrzen fizyczna”, ale jako
wrodzona struktura poznawcza, ktora determinuje sposob postrzegania obiektow
geometrycznych. Bedac niezalezng od wszelkich konkretnych do$wiadczen
zmystowych, przestrzen — jako przedmiot geometrii — jest zrodtem jej apriorycznej,

a nie empirycznej natury.

4) Matematyka, w rozumieniu kantowskim, wyprowadza swe twierdzenia nie z

pojeé, ale z konstrukeji pojec.

5) Konstruujac pojgcia, przedstawiamy je sobie w czystej naocznosci przestrzeni,

ktora dana jest a priori, tzn. niezaleznie od wszelkiego doswiadczenia.

6) Pojeciom, wedtug Kanta, odpowiadaja czyste naocznosci.
7) Rozwazajac rysunek, zwazamy tylko na czynnos$¢ konstrukcji pojecia, dla
ktorego obojetne sg cechy przypadkowe diagramu. Dzigki temu twierdzenie

uzasadniane na podstawie jednostkowego diagramu moze mie¢ charakter ogélny.

8) W poznaniu geometrycznym konieczny jest zaréwno element pojeciowy, jak i

intuicyjny.
Filozofia kantowska nie jest wolna od trudno$ci, w szczeg6lnos$ci nie ma

jasnosci jaka doktadnie rolg¢ w dowodach gra czysta naoczno$¢ przestrzeni . Jak juz

wspominatem wstepie, jest jednak bardzo wazna z historycznego punktu widzenia.
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Jest poza tym pierwszym tak obszernym ujeciem roli diagramoéw i1 pierwiastka
wizualno-intuicyjnego w ogdle w poznaniu geometrycznym. To bylo zapewne

jedna z przyczyn, dla ktorej tak szeroko do Kanta nawigzywano.
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Rozdzial 4. Rozwdj geometrii
nieeuklidesowych a rola intuicji przestrzennej

w geometrii

Celem niniejszego rozdzialu jest przedstawienie ogodlnego zarysu procesu
rozwoju geometrii niceuklidesowych, oraz pogladéw filozoficznych jej tworcow, w
celu wykazania zmian w ocenie roli wizualizacji w poznaniu geometrycznym.

Powstanie geometrii nieeuklidesowych bylo niewatpliwie punktem
zwrotnym w historii geometrii, a nawet matematyki jako catosci oraz jej podstaw
filozoficznych. Mozliwo$¢ sformutowania ,,alternatywnych” wobec euklidesowe;j
geometrii spowodowata z pewnoscia, iz geometria euklidesowa stracila swoja
wyrdzniong pozycj¢. Bede tu probowal pokazac¢, jak geometrie nieeuklidesowe
wplynelty na epistemologi¢ geometrii, a w jej obrebie na status intuicji
przestrzennej. W konsekwencji rozwoju systemow nieeuklidesowych, pojecia
geometryczne oddalily si¢ od intuicji przestrzennych, a przedmiot diagramu od
Swiata fizycznego. Zmniejszyto si¢ rowniez zaufanie matematykow do intuicji
przestrzennych w poznaniu geometrycznym (oraz matematycznym w ogole).
Interesujace beda tu dla mnie w szczegodlnosci poglady tworcow geometrii
nieeuklidesowych oraz ich wlasna interpretacja znaczenia  wynikow
matematycznych dla epistemologii geometrii — m.in. w zwigzku z ujeciem
kantowskim.

Pierwsza czg$¢ rozdzialu jest poswiecona przyblizeniu tychze wlasnie
ogblnych zagadnien XIX-wiecznej filozofii geometrii. W kolejnej jego czgséci
przechodze do nakreslenia historycznego zarysu problematyki matematyczno-

filozoficznej zwigzanej z pigtym postulatu Euklidesa. W konteksScie pigtego
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postulatu — prob jego udowodnienia na bazie pozostatych postulatoéw Euklidesa
oraz przyczyn, dla ktorych uznawany byt za prawdziwy, czy odwrotnie, watpliwy —
po raz pierwszy pojawiaja si¢ istotne watpliwosci odnosnie natury intuicji
geometrycznej. W dalszej kolejnosci omawiam pierwszy etap rozwoju geometrii
nieeuklidesowych — zwigzany z pracami Mikotaja Lobaczewskiego (1792-1956),
Carla Friedricha Gaussa (1777-1855) oraz Janosa Bolyaia (1802-1860). W
nastepnej kolejnosci sprobuje ocenié, co do filozofii geometrii wniosta teoria n-
rozmaitosci Bernharda Riemanna (1826-1866). oraz rozgrywajacy si¢ w jej
konteks$cie spor o nature przestrzeni fizycznej. Przyblize tez filozofie geometrii
Hermanna Helmholtza (1821-1894) , ktory nawigzuje do tegoz sporu; rozwija on
rowniez wlasng, interesujacg wersje empiryzmu geometrycznego, oraz teori¢
percepcji, w kontekscie ktorej umiejscawia interesujgce rozwazania nad intuicja
przestrzenng. W dalszej czgéci rozdzialu omawiam krotko role intuicji
przestrzennej w dalszym rozwoju geometrii nieeuklidesowych, skupiajac si¢ na
ujeciu  Felixa Kleina i ,modelach” geometrii nieeuklidesowych Eugenio
Beltramiego (1835-1900). Omawiam roéwniez krotko znacznie aksjomatyzacji
geometrii dla problematyki roli wizualizacji w poznaniu geometrycznym. W
ostatniej czgsci rozdziatu dokonuje szerokiego podsumowania znaczenia rozwoju
geometrii  euklidesowych dla zagadnienia intuicji przestrzennej oraz dla
interpretacji filozofii geometrii Kanta.

4.1. Filozofia geometrii XI1X wieku — przeglad problemow

Warto w pierwszej kolejnosci przedstawi¢ gtdéwne punkty sporne, wokot
ktorych toczyla si¢ XIX-wieczna (jak i wczesniejsza) dyskusja nad filozofig
geometrii i reprezentacjami przestrzennymi. Sg to spor empiryzmu z aprioryzmem,
oraz spOr o miejsce kategorii przestrzeni w poznaniu matematycznym.

Jedng z gléwnych ptaszczyzn, na ktorych toczyly sie spory zwigzane z

geometrig 1 wizualizacjami byl wigec spor empiryzmu z aprioryzmem. Zauwazmy,
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ze tendencja do traktowania geometrii jako nauki blizszej empirii, niz pozostate
dziaty matematyki byla zawsze obecna w filozofii matematyki. Za empiryczng
naturg geometrii przemawiajg rézne obserwacje. Szukano jej wigc w pierwszym
rz¢dzie w ontologii geometrii. Mozna przy tym wymieni¢ co najmniej trzy gldwne
drogi okreslania empirycznego przedmiotu geometrii. Po pierwsze, mozna uzna¢, iz
wlasciwym przedmiotem geometrii sg narysowane, postrzegalne zmystem wzroku,
figury geometryczne (np. w rozumieniu J.S. Milla, o ktérym wigcej pisze w
kolejnym rozdziale). Po drugie pojawiatl si¢ poglad, ze przedmiotem geometrii sg
ciata, ruchy 1 sity lezace u ich podstaw, jak rowniez wielkosci, ktore tym ciatom
przystuguja. Tego typu poglady utrzymywal m.in. wspominany tu krotko
Lobaczewski. Po trzecie, utrzymywano, ze przedmiotem geometrii jest przestrzen
fizyczna. Ta interpretacja byla zapewne najczestsza, jej tez w tym rozdziale
poswigce najwigcej uwagi.

Empiryzmu mozna réwniez szuka¢ wychodzac od charakterystyk poznania
geometrycznego. Mozna tu wigc utrzymywac, iz jego zrodtem jest empiryczna
intuicja, badz argumentujac, iz poznanie geometryczne jest pod pewnym wzgledem
podobne do poznania nauk empirycznych. Empiryzmowi przeciwstawiony jest
oczywiscie aprioryzm, ktory w XIX wieku wystgpowal najczegsciej w postaciach
nawigzujacych do Kanta. Aprioryzm jest jednak réwniez stanowiskiem
zréznicowanym. Moze on glosi¢ tez¢ o wrodzonosci zrodla poznania
geometrycznego, 0 Kkoniecznosci, czy absolutnej prawdziwosci twierdzen
geometrii, badz tez, po trzecie, o niezaleznosci procesu poznania od do§wiadczenia.
Zaznaczmy od razu, 1z geometrie nieeuklidesowe zmusity filozofow do
uwazniejszej analizy kwestii aprioryzmu w geometrii — W Szczeg6élnosci do
réznicowania pomi¢dzy wymienionymi trzema typami aprioryzmu.

Warto od razu stwierdzi¢, iz nie jest oczywiste, jakie doktadnie
konsekwencje dla tego sporu plyng z powstania geometrii nieeuklidesowych.
Geometrie te zmusity do zrewidowania pewnych postaci empiryzmu oraz
powstania nowych, podwazyly rowniez aprioryzm w wersji kantowskiej. Jakie
doktadnie z ich istnienia nalezy wyciagna¢ wnioski jest dyskusyjne, o czym bedzie

mowa w ponizszym rozdziale.
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W sporze empiryzmu z racjonalizmem, jak rowniez i innych rozwazaniach
dotyczacych geometrii, na czolo wysuwa si¢ kategoria przestrzeni. Powstata
kwestia, czy przestrzen jest bytem fizycznym, czy konstrukcja, badz forma
poznawcza, jak chciat Kant? Jesli tak, to jak owa konstrukcja ma si¢ do $wiata
fizycznego? Jesli jest w jakim$ sensie bytem fizycznym, to czy istnieje niezaleznie
od cial, czy tez jest w jaki§ sposob rozumiang sumg cial? Przede wszystkim
natomiast, jak przestrzenh ma si¢ do poznania geometrycznego? Czy jest jego
przedmiotem — a jesli tak, czy $wiadczy to o empirycznosci geometrii? Jesli nawet
zalozymy, ze przestrzen nie jest wlasciwym przedmiotem geometrii, ale w jakis$
sposOb rozumiane kategorie przestrzenne odgrywaja istotng rolg¢ w poznaniu
matematycznym — czy wtedy mozna wcigz utrzymywac, ze geometria ma w jakims
sensie natur¢ empiryczng?

W celu systematyzacji dyskusji, mozna, za autorem ksigzki omawiajacej
matematyke Bernharda Riemanna, D. Laugwitzem, wyr6zni¢ trzy ogodlne
rozumienia terminu ,,przestrzen”, ktore pojawiaja si¢ w filozofii geometrii (oraz w

niniejszym rozdziale). Sa to:

przestrzen fizyczna
przestrzen wyobrazeniowa (Anschauungsraum)

przestrzen jako obiekt matematyczny294.

Pierwsza z wymienionych, przestrzen fizyczna, jest, jak podkresla D. Laugwitz,
wobec nas zewnetrzna. Drugg z nich mozna z kolei rozumie¢ jako subiektywna —
jako ,areng”, w ktorej postrzegamy obiekty matematyczne w trakcie ich
,wizualizowania”. To rozumienie przestrzeni jest oczywiscie najistotniejsze dla
tematyki mojej pracy. Przestrzen ta okresla D. Laugwitz kantowskim terminem
Anschauungsraum, co mozna odda¢ wyrazeniem ,,przestrzen wyobrazeniowa”.
Przestrzen ta moze by¢ rozumiana jako aprioryczna, czysta forma zmystowosci —

ale rowniez jako jakiegos rodzaju porzadek, zgodnie z ktorym postrzegamy za

24 por. Laugwitz, D., Bernhard Riemann, 1826-1866. Wendepunkte in der Auffasung der
Mathematik, Birkauser Verlag, Basel-Boston-Berlin 1996, str. 220.
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pomoca ,,wewngtrznego” wzroku obiekty fizyczne (badz tez jeszcze inaczej). Jesli
chodzi o przestrzen matematyczng, jest to oczywiscie zwykty, odpowiednio
zdefiniowany obiekt matematyczny. Zwro¢my tutaj uwage, ze geometria
euklidesowa nie postugiwata si¢ jednoznacznie zdefiniowanym pojeciem
przestrzeni, badz takim, ktore odgrywatoby role w dowodach np. Elementow
Euklidesa. Matematyczne pojecie przestrzeni w sposob w pelni $cisty, zaczyna
funkcjonowa¢ wraz z Szerzej przez mnie rozpatrywanym podej$ciem do geometrii
B. Riemanna.

Zauwazmy, ze samo postrzeganie przestrzeni jako obiektu fizycznego (czyli
W pierwszym podanym przez mnie jego rozumieniu) tego  rodzi pewne
watpliwosci. Po pierwsze mozna zapytaé, jaki status wsrod obiektow fizycznych
ma przestrzen? Czy jest ona jakim$ konkretnym cialem, czy tez sumg cial? Przede
wszystkim  jednak problematyczna jest kwestia odpowiednikow  pojec
geometrycznych po stronie rzeczywistosci fizycznej — czyli problem relacji
przestrzeni matematycznej oraz przestrzeni fizycznej. Jesli przestrzen
matematyczna sktada si¢ z punktow, odcinkow i innych obiektow matematycznych,
ktére pojawiaja si¢ w twierdzeniach, to jakie sg ich odpowiedniki po stronie
przestrzeni fizycznej? Nie wydaje si¢, by w przestrzeni fizycznej — przynajmniej tej
postrzegalnej zmystowo — mozna bylo odnalez¢ bezwymiarowe punkty, badz
jednowymiarowe, nieskonczone proste. Problem ten jest oczywisci wersja
»tradycyjnego” sporu relacji jezyka do rzeczywistosci wraz z wszystkimi
trudno$ciami z nig zwigzanymi.

Wydaje si¢, ze miedzy innymi te wlasnie trudnosci przyczynity si¢ do tego,
iz termin ,,przestrzen” rozumiano czesto jako byt posredniczgcy pomiedzy
przestrzeniag matematyczng a fizyczna. W ten sposob nadaje si¢ ,,przestrzeni” status
bytu obiektywnego (w przeciwienstwie do Anschauungsraum), ale niekoniecznie
tego samego typu co zwyczajne obiekty fizyczne. Filozof geometrii Roberto
Torretti zauwaza, iz ,,do konca wieku XIX termin ,,’przestrzen (Spatium, Raum)
oznaczal  niematerialny byt posredniczacy (medium), w ktorym punkty
geometryczne mialy by¢ albo aktualnie istniejace, albo tylko potencjalnie

pojmowalne (discernible).(...) Problem przestrzeni dotyczyt wigc ontologicznego
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statusu tego bytu posredniczacego” 2%

Tak rozumiana przestrzen miata
posredniczy¢ pomiedzy $wiatem fizycznym a przestrzenig rozumiang jako obiekt
matematyczny (mogla zawiera¢ si¢ w jednej z tych dwoch dziedzin). Moze ona by¢
rozumiana jako byt fizyczny, ale rowniez jako niefizyczny, badz w jakim$ sensie
posredni, cokolwiek miatoby to oznaczac.

Takie, ogolniejsze, spojrzenie na problem przestrzeni pozwala utrzymywac
poglad o jej obiektywnym istnieniu i jej statusie jako przedmiotu geometrii. Od
odpowiedzi na pytania o natur¢ tego bytu posredniczacego (jako przedmiotu
geometriil) w duzym stopniu zalezy kwestia empiryzmu w geometrii. Ponizszy
dluzszy fragment =z dzieta Torrettiego dobrze podsumowuje tendencje
wyprowadzania empirycznej natury geometrii z fizycznego natury przestrzeni, jako
jej przedmiotu: ,,pojecie (the conception) przestrzeni jako bytu posredniczacego,
ktéry zawiera wszystkie punkty, ktére sa przedmiotem twierdzen geometrii w
naturalny sposéb motywuje poglad, zgodnie z ktéorym geometria jest naukag
opisujacg wlasnosci przestrzeni (science of space). Jesli zalozy¢, ze przestrzen w
jaki$ sposob istnieje w rerum natura, nicuniknionym prawie jest myslenie o
geometrii jako o nauce przyrodniczej, ktora okresla swoj przedmiot w kolejnych
przyblizeniach, pod kierunkiem i przy kontroli doswiadczenia (under the direction
and control of experience)”?*

Wréémy jednak do wazniejszego dla mojej pracy pojecia przestrzeni
wyobrazeniowej. Pojawia si¢ tu pytanie: jak owa przestrzen ma si¢ do intuicji
przestrzennej? U Kanta kategorie te zostaly w zasadzie utozsamione: czysta
naoczno$¢ przestrzeni to wiasnie intuicja — Anschauung (pamigtajac podzial na
intuicj¢ — naocznos¢ — czystg 1 empiryczng). Takie podejscie, cho¢ reprezentowane
nie tylko przez Kanta, nie jest oczywiscie jedynym. Wydaje sie, ze rdznice
pomigdzy tymi dwoma kategoriami epistemologicznymi mozna przedstawic
nastgpujaco: ,intuicja przestrzenna” to w ogolnosci wiladza poznawcza, a w

zwigzku z tym réwniez zrodto poznania geometrycznego. Przestrzen

wyobrazeniowa mozna wtedy rozumie¢ jako sposob przedstawiania sobie obiektow

2% Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 25.
2% Tamgze, str. 33-34.
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geometrycznych, wewngtrzng, subiektywng forme w jakiej dokonujemy tego
przedstawienia, czy tez ,porzadek naszych wrazen zmystlowych”. Mimo tej
roéznicy, znaczenia tych poje¢ sa w wielu kontekstach zblizone. Jesli przyjmiemy
istnienie zaréwno wspomnianej wladzy poznawczej, jak i1 subiektywnej formy
poznawczej, to kazda intuicja przestrzenna wydaje si¢ by¢ dokonywana w
przestrzeni wyobrazeniowe;. Zwroty ,przedstawi¢ sobie Ww przestrzeni
wyobrazeniowej” oraz ,,przedstawi¢ sobie za pomoca intuicji przestrzennej” maja
wtedy bardzo zblizone znaczenie. Uwazam wigc, iz w wielu kontekstach nie
zachodzi potrzeba odrdézniania migdzy omawianymi pojeciami, bede ich wiec
uzywatl wymiennie.
Na koniec tego podrozdziatu chciatbym poczyni¢ jeszcze jedng uwage.
Jeden z dominujacych problemow XIX-wiecznej filozofii geometrii zwigzany byt z
kwestig, ktory system geometryczny w sposob adekwatny opisuje przestrzen
fizyczna. Aby odpowiedzie¢ na pytanie ,,czy geometria X jest prawdziwa o
przestrzeni?” nie trzeba bowiem korzysta¢ z wizualizacji, rozwigzania tego
problemu nalezy szuka¢é w rozwazaniach ogolnofilozoficznych, badz tez w
eksperymencie (jak chcieli niektorzy XIX-wieczni filozofowie). Mozna jednak
doszukiwa¢ si¢ zwiazku pomigdzy tym zagadnieniem a problematyka wizualizacji
W nastepujacy sposob: jesli przestrzen fizyczng uznac za przedmiot geometrii, same
wizualizacje — jako $rodki uzywane w celu poznania przestrzeni fizycznej — muszg
pozostawac z nig w jakims$ istotnym zwigzku. Aby przyblizy¢ nature¢ tego zwiazku,
nalezatoby rozstrzygna¢, w jakiej relacji pozostaje przestrzen wyobrazeniowa i
przestrzen fizyczna. Tak postawiony problemy wydaja si¢ jednak dosy¢ niejasny;
wychodzi si¢ tu rdéwniez z zalozenia, iz przedmiotem geometrii jest przestrzen
fizyczna (ktore w dalszej cze$ci pracy odrzucam). Mimo to, bed¢ nawigzywat do
tego zagadnienia, gdyz jest ono kluczowe dla zrozumienia XIX-wiecznej filozofii
geometrii, jak rowniez zagadnienia roli intuicji przestrzennej w poznaniu
matematycznym.
W dalszej kolejnosci przyjrze si¢, w jaki sposob dyskusje nad pigtym

postulatem Euklidesa wigzg si¢ z wizualizacjami w geometrii.
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4.2. Zrédla problematyki geometrii nieeuklidesowych — piaty
postulat Euklidesa

Zrédtem geometrii nieeuklidesowych byty przede wszystkim kontrowersje
zwigzane z pigtym postulatem Euklidesa — jego specyficzng poznawczg naturg oraz
zwigzkiem z pozostalymi postulatami Elementéw. Jak wczeSniej wspominatem,
dzialo to oparte jest zarbwno na postulatach jak i na aksjomatach, te drugie
okreslajg przy tym podstawowe wlasnosci wielkosci, jak liczba, odcinek pole.
Cze$¢ z nich dotyczyta nie tylko obiektéw geometrycznych, ale wielko$ci w ogole.
Mozna powiedzie¢, ze ich odpowiednikiem we wspolczesnych teoriach
aksjomatycznych sa aksjomaty logiczne. Postulaty natomiast stwierdzaty
mozliwo$¢ wykonania pewnych konstrukcji geometrycznych. Pierwsze postulaty
rzeczywiscie posiadaja w sposob widoczny taki konstrukcyjny charakter,
mozliwo$¢ wykonania konstrukcji przez nie postulowanych wydaje si¢ tez by¢

297

intuicyjnie oczywista”’. Na ich tle pigty postulat si¢ wyrdznia; wydaje si¢ by¢

bardziej skomplikowany 1 mniej oczywisty. Zacytujmy go na poczatek:

Jezeli prosta przecinajac dwie proste tworzy z nimi katy jednostronne wewnetrzne
o sumie mniejszej niz dwa katy proste, to te dwie proste przedtuzone nieskonczenie
przecinajg si¢ po tej stronie, po ktorej znajduja sie katy o sumie mniejszej od dwoch

katow pros‘[ych.298

27 Oto tresé pierwszych czterech postulatow: ,,1. Mozna poprowadzi¢ prosta od ktéregokolwiek
punktu do ktoregokolwiek punktu., 2. Ograniczong prosta mozna przedtuzy¢ nieskonczenie., 3.
Mozna zakres$li¢ okrag z ktéregokolwiek punktu jako $rodka dowolng odlegloscig. 4. Wszystkie
katy proste sg rowne”. (Euklides, Elementy, str. 46). Konstrukcyjny charakter pierwszych trzech
postulatéw jest oczywisty; mozna natomiast podwazaé taki charakter czwartego postulatu, tym
jednak nie bedg si¢ tu zajmowal.

%8 Euklides, Elementy, str. 46.

126



Rys. 1. Zgodnie z pigtym postulatem, jesli a + B < 180°, to proste k oraz | spotykaja si¢ po to

stronie, po ktorej znajduja si¢ katy o oraz f.

Wielu komentatorow zwraca uwagg, iz Euklides wprowadzil 6w postulat z
powodow praktycznych, tzn. raczej w celu udowodnienia odpowiednich twierdzen,
niz dlatego, ze jest on W swojej istocie oczywisty i niezaprzeczalny®®. Torretti
pisze, na przyktad, ze “jego precyzyjne sformutowanie, w zestawieniu z
przejrzystoscia (bluntness) pozostatych czterech postulatow jest zrozumiate, jesli
prawda jest, ze postulat ten zostal §wiadomie skonstruowany (designed) aby
dostarczy¢ brakujacego ogniwa w tancuchach dowodowych: Euklides wlozyt w
niego dokladnie tyle, ile potrzebowal, aby przeprowadzi¢ swoje dowody”>®.
Rzeczywiscie, na pigtym postulacie opiera si¢ teoria prostych réwnoleglych, jak i
wiele istotnych twierdzen dotyczacych trojkatow (jak np. twierdzenie gloszace, ze
suma katow wewnetrznych w trojkacie jest rowna 180°).

Jesli narysujemy odpowiedni diagram, przedtuzajac w wyobrazni linie proste
wymienione w postulacie w nieskonczonos¢, tatwo mozna doj$¢ do przekonania, iz
powinny one si¢ przecia¢. Euklides dowodzi dodatkowo (bez korzystania z piatego
postulatu), iz jesli prosta przecinajaca dwie inne proste, tworzy z nimi rowne katy
naprzemianlegle, t0 dwie proste sg rownolegte (a wigc, z definicji réwnoleglosci,
nie przecinaja siq)?’Ol. Intuicja wydaje si¢ wiec podpowiadaé, ze rowniez piaty
postulat powinien by¢ prawdziwy (jesli zmienimy nieznacznie warto$ci katéw

naprzemianleglych, a wigc wzajemne nachylenie obu prostych, wydaje si¢ proste

% Uwaza sig, iz wprowadzil go dopiero Euklides, badz tez zostat wprowadzony krotko przed nim
(por. Artmann, B., Euclid..., str. 47).

%0 Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 42-43.

%01 por. Artmann, B., Euclid..., str. 31-32. Aby udowodni¢ implikacji w druga strone, potrzebny juz
jest piaty postulat.
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powinny si¢ przecig¢ po ktorej§ ze stron). Wydaje si¢ wigc, ze sam pigty postulat
powinien rowniez da¢ si¢ udowodni¢ na bazie innych aksjomatow, a w kazdym
razie, ze przemawiajg za nim silne argumenty heurystyczne.

Poczawszy juz od starozytnosci wielu matematykéw wyrazalo przekonanie,
1Z piaty postulat jest niewystarczajaco Scisty 1 oczywisty, aby by¢ przyjetym bez
dowodu. Takie opini¢ odno$nie pigtego postulatu wyrazat m.in. Proklos (410-485),
ktory pisat, iz ,,zdanie to nalezy catkowicie wykresli¢ z ciagu postulatow” %,
Postulat 6w powoduje wiele trudno$ci - skad na przyktad, pyta Proklos, pewnos¢,
ze linie, ktore si¢ do siebie zblizajg kiedys sie¢ przetnqsos? Wielu matematykoéw
(poczawszy od starozytnosci, az do XVIII wieku) podejmowato wigc proby
wyprowadzenia piatego postulatu z pozostalych zalozen Elementéw ** .
Sformutowano wiele dowodow, wszystkie jednak wymagaty dodatkowych zatozen.
Zatozenia te moglty wydawac si¢ bardziej lub mniej przekonujace, byly one jednak
zawsze logicznie niezalezne od pozostatych aksjomatéw, stad tak naprawde

zastgpowaly piaty postulat innym stwierdzeniem. Byly one na ogél nie mniej

niepewne, niz sam piaty postulat. Oto niektore z takich ,,zastepczych” zatozen:

1) ,,w czworokacie o dwoch sagsiednich katach prostych, naprzeciw kata ostrego
lezy krotszy bok™ (Nasir ad-Din (1201 - 1274)),
2) ,,istniejg podobne sobie trojkaty o rdznej wielkosci” (John Wallis),

»395 (Joseph Legendre).

3) ,,na trojkacie mozna opisaé okrag
Zdania te mogg si¢ rzeczywiscie wydawac intuicyjnie przekonujgce. Dla
wielu matematykow byly nawet na tyle intuicyjnie przekonujace, ze ich

zaprzeczenia wydawaty si¢ absurdem. I tak wiloski jezuita, Girolamo Sacheri w

%02 proklos, Z komentarza do Elementéw Euklidesa, (W:) Filozofia matematyki. Antologia tekstéw
klasycznych, red. R. Murawski, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 1994, str. 57.

%03 Zblizanie sic do siebie prostych jest konieczne i rzeczywiscie ma miejsce; to jednak, ze przy
dalszym przedtuzaniu przetng si¢ one kiedys, jest tylko prawdopodobne, ale nie konieczne” (tamze,
str. 57).

%4 Wywiesé piaty postulat z pozostatych zatozen probowat juz Ptolemeusz, Proklos, matematycy
Arabscy, w XVII wieku John Wallis i wielu innych (por. Gray, J, Worlds Out of Nothing. A Course
in the History of Geometry in the 19th Century, Springer, London 2007, str. 80- 81).

%05 por, Kordos, M., Wykiady ..., str. 220.
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opublikowanej w 1733 roku ksigzce pt. Euklides oczyszczony ze wszystkich skaz,
podjat probe ,,dowodu” pigtego postulatu przez reductio ad absurdum. Wykazana
,»Sprzeczno$¢” nie byta jednak sprzecznoscig czysto logicznag, ale niezgodnos$cia ze
zdaniami podobnymi do trzech wspomnianych powyzej — byta to wigc raczej
sprzecznos$¢ z intuicyjnymi przekonaniami (dodajmy, ze prawdziwo$¢ piagtego
postulatu probowat tez ta metoda wykaza¢ Lambert).

Intuicyjne przekonania o prawdziwos$ci pigtego postulatu bylo wsrod
matematykow bardzo silne. Wielu z nich (jak cho¢by wspomniany tu Sacheri),
pracujac nad jego dowodem, dazyto w swojej pracy raczej do przekonania siebie i
innych, ze jest on prawdziwy, niz do jego odrzucenia. Przekonanie to z pewnos$cia
ma swoje zrodlo w duzym stopniu w wizualnym kontakcie z figurami
geometrycznymi, jak linie proste czy trojkaty. Niemiecki matematyki Georg Simon
Kliigel (1739-1812) stwierdza na przyktad, ze ,,jest mozliwym, ze nie przecinajace
si¢ linie proste sg zbiezne”; z drugiej strony, zZe jest to ,,absurdem, wiemy nie dzieki
Scistym wnioskowaniom, ani dzigki poszczegdlnym pojgciom/okresleniom
(notions) linii prostej i krzywej, ale dzigki doswiadczeniu i osagdowi naszych
oczu™%, Stad tez wiele ,,dowodow” piatego postulatu zwigzanych byto czynno$cia
narysowania, badZz wyobrazania sobie danej figury. Przytoczmy tu tylko jeden
interesujacy przyktad takiego ,,dowodu”. Podal go arabski matematyk Ibn al-
Haytham (865-901), ktory odwotywat si¢ do intuicji wizualno-mechanicznych.
Rozumowat on nastgpujaco: niech dany bedzie punkt P nie lezacy na linii Iy, oraz
odcinek PS, prostopadty do l;, przy czym punkt S lezy na prostej l;. Jesli
zaczniemy przesuwaé PS wzdtuz prostej |1, zostanie skonstruowana nowa linia I, .
Linia ta jest rownolegta do |1, poniewaz odleglos¢ pomiedzy P i |, pozostaje zawsze

niezmieniona®®’

. Tego rodzaju potwierdzenia, (czy, jak niektorzy sadzili, dowody)
mozna nazwa¢ ,,dowodami przez wizualizacje”. Jak wiadomo, okazaly si¢ one

wszystkie niekonkluzywne.

%6 7a: Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 48.

%7 De Cruz, H., An Enhanced Argument for Innate Elementary Geometric Knowledge and its
Philosophical Implications, w: New Perspectives on Mathematical Practices, red. B. van Kerkhove,
World Scientific, New Jersey, London, Singapore 2009, str. 199. Warto doda¢, iz pomyst ten nie
pozostat bez oddzwigku wsrod matematykow arabskich. Omar Khayyam (1048-1131) zarzucit
powyzszemu, ze ruch jest atrybutem materii i nie powinien by¢ wprowadzany do $wiata matematyki
(por. tamze str. 199).
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W czym tkwi intuicyjne przekonanie o prawdziwosci pigtego postulatu
Euklidesa? Jaki miata charakter i skad wyptywata intuicja podpowiadajaca
matematykom prawdziwo$¢ pigtego postulatu? Czy byla to intuicja przestrzenna,
zwigzana z dos$wiadczeniem diagramu, czy moze miata charakter bardziej
matematyczny, tzn. zwigzany z dobrym rozumieniem geometrii euklidesowej oraz
wyczuciem tego, co moze by¢ udowodnione, a co nie? Zapewne oba czynniki
odgrywaty tutaj rolg, cho¢ pierwszy zdecydowanie przewazal. Jak wspominatem,
kontakt z diagramem, badZz odpowiednia wizualizacja tatwo rodzi przekonanie, ze
proste spelniajgce zatozenia pigtego postulatu si¢ przecinajg. Prostym faktem,
potwierdzajacym w oczach niektorych matematykow byta sama mozliwosé
narysowania pewnych rysunkow. Istnienie (oraz mozliwos¢ konstrukcji) idealnego
kwadratu, czy trojkata réwnobocznego o sumie katow réwnej 180° stopni sg
konsekwencjami pigtego postulatu, a mozliwo$¢ narysowania tych figur wydaje si¢
intuicyjnie niezaprzeczalna (zaznaczmy przy tym, iz problematycznym jest, czy
nawet taki narysowany jednostkowy kwadrat moze dowodzi¢ jakiejkolwiek ogdlnej
tezy).

Zadajmy wreszcie pytanie, gdzie intuicja fizyczna rozmijata si¢ z faktyczna
logiczng niezaleznoscig od pozostatych postulatow? Dlaczego — wbrew intuicji —
proste rownoleglte moga si¢ jednak przeciac? Wydaje sie, ze jednym z powodow
moze by¢ to, iz wyobraznia przestrzenna nie wychwytuje wszystkich definicyjnych
subtelnosci zwigzanych z teorig prostych réwnoleglych. W intuicji pojgcia
,~rownolegltosci”, ,,rownej odleglosci” oraz ,,nie przecinania si¢” wydaja si¢ by¢ (w
odniesieniu do linii prostych) réwnowazne — wlasnosci te wydajg sie by¢ w
wyobrazni przestrzennej (na ptaszczyznie) postrzegane ,,na raz”. Pojecia te nie sg
jednak w ogdlnosci sobie rownowazne > Scharakteryzowane powyzej intuicje
okazaly si¢ jednak btgedne. Nalezy przy tym pamigtac, Ze nie byly one ,,falszywe” w
tym sensie, ze doprowadzaly do fatszywego przekonania o prawdziwos$ci pigtego
postulatu. Pigty postulat nie jest zdaniem falszywym — okazato si¢ po prostu, ze
jego negacja jest rowniez niezalezna od pozostatych postulatow, i tym samym

dopuszczalna logicznie. Stad intuicje prowadzity do blednego przekonania w tym

%08 Zgodnie z definicja Euklidesa, proste sa rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy sie nie przecinaja.
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sensie, ze sugerowaly niemozliwo$¢ alternatywy dla geometrii nieeuklidesowej —
niemozliwos$¢ przecinania si¢ prostych rownolegtych, czy niemozliwos¢ istnienia
trojkatow o sumie katow innej niz 180°.

Obok przekonan matematykow odnosnie prawdziwosci pigtego postulatu,
opartych na wizualnym kontakcie z diagramem, rozwazano mozliwos¢ jego
empirycznej weryfikacji, tzn. przez badania §wiata fizycznego, czy tez przestrzeni

fizycznej. O tym jednak wigcej napisze¢ w dalszej czesci rozdziatu.

4.3. Pierwsze geometrie nieeuklidesowe oraz zagadnienie struktury

matematycznej przestrzeni fizycznej

Badania nad piatym postulatem — w szczego6lnosci jego wspomniane
»dowody” nie wprost pochodzace od Sacheriego — przyczyniaty si¢ do
wyprowadzanie ciekawych poznawczo konsekwencji logicznych z negacji piatego
postulatu. Dopiero jednak na poczatku XIX wieku kilku matematykow odwazyto
si¢ uzna¢ poprawnos¢ tych konsekwencji, oraz przyja¢ mozliwos¢ istnienia innej
geometrii niz euklidesowa®. Byli to wspomniani C.F. Gauss, M. Lobaczewski i J.
Bolyai. Jak si¢ wydaje, to Gauss jako pierwszy rozwazat na powaznie mozliwosé
zbudowania geometrii opartej na negacji pigtego postulatu, z obawy przed
,krzykiem Beotow’ nie opublikowat jednak czesciowych wynikow, ktére udato mu
si¢ uzyska¢. Lobaczewski 1 Bolyai zdecydowali si¢ wyprowadzi¢ peine
konsekwencje z negacji pigtego postulatu, stworzyli kompletne systemy
nieeuklidesowe oraz zdecydowali si¢ opublikowa¢ swoje wyniki310. W systemach

tych wyprowadzonych bylo wiele twierdzen, bedacych w sprzecznosci z

¥ Dodajmy, ze geometrie przeczace intuicjom euklidesowym znane byly juz przed XIX wiekiem.
Byly to geometria rzutowa (jeszcze w do$¢ wezesnej fazie rozwoju), oraz geometria sferyczna. Nie
uwazano jednak, aby byly one ,prawdziwe o przestrzeni fizycznej”, nie uwazano roéwniez, aby
naruszaty niewzruszong prawdziwos¢ systemu euklidesowego.

%19 pracami Bolyaia nie bede sie w tej pracy zajmowal. Z matematycznego punktu widzenia jego
wyniki byty bardzo podobne do wynikow Lobaczewskiego. Nie pozostawit on natomiast, o ile mi
wiadomo, zadnych prac ani komentarzy odnosnie filozoficznych konsekwencji swoich wynikow.
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twierdzeniami Euklidesa. Mozna bylo w nich np. wykaza¢, iz suma katow w
trojkacie jest rozna od 180° stopni, jak réwniez wiele innych konsekwencji negacji
piatego postulatu, jak trzy zdania podane powyzej. Nie ma tu miejsca na
przedstawienie szczegotdow matematycznych tych systemow. Dla potrzeb dalszej
dyskusji wspomne tylko, iz konsekwencjg uj¢¢ Lobaczewskiego i Bolyaia byto
istnienie (czy tez mozliwos¢ konstrukcji) nieskonczonej ilosci geometrii
euklidesowych. W systemie tLobaczewskiego pojawia si¢ po prostu stata, ktora
moze przyja¢ nieskonczenie wiele wartosci, a ktéra w przypadku geometrii
euklidesowej przyjmowata wyr6zniong warto§¢ rowng 1 (statg ta mozna okresli¢
jako jednostke odlegloéci)3ll.

Geometrie nieeuklidesowe zmusity do postawienia pytania: czy geometria
euklidesowa rzeczywiscie w sposOb absolutnie prawdziwy opisuje wlasnosci
przestrzeni fizycznej (o ile oczywiscie ta ostatnia jest przedmiotem geometrii)?
Jesli nie ona, to ktora z nieskonczenie wielu geometrii nieeuklidesowych to czyni?
Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, nalezy okresli¢, ktora ze wspomnianych powyzej
statych wystepujacych w teorii Lobaczewskiego reprezentuje owa geometrie. Jak
obliczy¢ ta stala? Wielu matematykow, w tym tobaczewski, czy opisywany dalej
Riemann, uwazato, ze mozna tego dokona¢ wykonujac odpowiednie badania
empiryczne. Weryfikacja empiryczna pigtego postulatu nie wydaje si¢ mozliwa,
m.in. ze wzgledu na jego specyficzna, nieskonczong naturg. Aby przekonaé si¢
bowiem, czy dwie nieskonczone proste spetniajace jego zatozenia si¢ przecinaja,
nalezatoby mie¢ mozliwo$¢ przesledzenia potencjalnie nieskonczonej ich czesci.
Jak pisze Gray, ,,jasnym jest, ze w trakcie, gdy suma dwoch katow zbliza si¢ do ,
punkt w ktoérym linie si¢ przecinajg coraz bardziej si¢ oddala, w ogdlnosci (in

principle) poza granice galaktyki®'?”

— €0 wydaje sie¢ uniemozliwia¢ empiryczna
weryfikacje. Pozostaje wiec odwolanie si¢ do konsekwencji logicznych piatego
postulatu. Mozna na przyktad okresli¢ trojkat w przestrzeni fizycznej — najlepiej
mozliwie duzy — a nast¢pnie stwierdzi¢, czy suma miar jego katow rowna jest 180°

stopni. Trojkaty obserwowalne w warunkach ziemskich sg jednak za mate, aby

11 por, Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 57-59.
%12 Gray, J, Worlds Out of Nothing..., str. 80.
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wykry¢ ewentualng minimalng r6znice pomiedzy ich sumg katow a wartoscig 180°
stopni. Lobaczewski wychodzit jednak z zalozenia, iz taki eksperyment mozna
przeprowadzi¢ — tyle tylko, ze musiatby by¢ przeprowadzony na ogromng skalg.
Miat on m.in. pomyst aby rozwaza¢ pewne trojkaty, ktorych dwoma wierzchotkami
bylyby odlegte gwiazdy. Osiagnat w tej kwestii pewne wyniki, ostatecznie doszedt
jednak do wniosku, iz mozliwo$¢ bledéw obliczeniowych uniemozliwia tutaj
jakakolwiek ostateczna decyzje co do wartosci statej™.

Zwroémy uwage na jeszcze inne problemy zwigzane z podobnymi
badaniami. Po pierwsze, pojawia si¢ problem interpretacji poje¢ geometrycznych
po stronie $wiata fizycznego, ktéra musi by¢ w jaki§ sposob okreslona, aby
przeprowadzi¢ jakikolwiek eksperyment. Jakiego typu obiektem fizycznym
powinna by¢ interpretacja geometrycznego pojecia linii prostej®**? Najczesciej
wymienia si¢ tu promien $wiatla, moga to by¢ jednak rowniez inne obiekty, jak
chocby napigta lina, czy $ciana budynku. Mozna dalej zapytaé, czy geometryczne
wlasnosci przystuguja ciatom, przestrzeni fizycznej (cokolwiek by przez to nie
rozmiec), czy przestrzeni rozumianej jako ,,byt posredniczacy”, jako niefizyczny
pojemnik w ktérym umieszczone sg ciata.

Chcialbym zwroci¢ uwage na opisane w powyzszych akapitach dwie
plaszczyzny rozwazan nad prawdziwoscig pigtego postulatu. Z jednej bowiem jest

on rozwazany jako przedstawiony w przestrzeni wyobrazeniowej, czy Intuicji

313 Tamze, str. 119.

814 Zagadnienie definicji linii prostej i problem jej empirycznej interpretacji jest zagadnieniem
powigzanym z problematyka pigtego postulatu. Wsrdd definicji Elementow czytamy, ze ,,prosta to
linia jednakowo potozona wzgledem swoich punktow” (Euklides, Elementy, str. 44). Znaczenie tego
sformulowania mozna tez odda¢ nastgpujaco: linia jest prosta, jesli przy rotacji powierzchni
zawierajacej te linie wokol dwoch punktow na niej lezacych, linia ta nie zmienia potozenia
(Lobaczewski, N.: The Theory of Parallels, w: Bonola, R., Non-Euclidean Geometry. A Critical and
Historical Study of its Developments, Dover Publications, Inc, 1955, str. 11). Mozna sobie zada¢
pytanie, Czy nie mozna powiedzie¢, ze Lobaczewski, Bolyai czy Gauss nadawali w rzeczywistosci
inne znaczenie terminowi ,,linia prosta”? Bytaby to pewna odpowiedz na rozterki wszystkich tych,
dla ktorych zgodnie z intuicyjnym rozumieniem prostych rownolegtych, nie moga si¢ one spotkac.
Torretti argumentuje jednak, ze Lobaczewski nie rozumie jednak pojecia linii prostej] w sposob
zasadniczo inny niz czyni si¢ to zazwyczaj.

W tym sensie, jak podkresla Torretti, uzycie pojecia ,linia prosta” nie stanowi odejscia od
konwencjonalnego sposobu uzycia tego terminu; podkre§la on, ze juz ,Proklos i
najprawdopodobniej Euklides wiedzieli, [konwencje te] nie wymagaja, by prostymi nazwac jedynie
te linie, ktore spelniaja postulat piaty” (Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 63). Jest to
bardzo interesujace zagadnienie, wymagajace jednak osobnej analizy, na ktora nie ma tutaj miejsca.

133



przestrzennej. Z drugiej natomiast jako prawdziwy (badz falszywy) o przestrzeni
fizycznej. W pierwszym przypadku wizualizacja dotyczy diagramu (narysowanego
badz wyobrazonego), a w drugim dokonujemy interpretacji fizycznej systemu
geometrycznego — zmyst wzroku gra wtedy role nie w kontek$cie analizy
diagramu, ale obserwacji roznego rodzaju obiektow fizycznych. Mozna
powiedzie¢, ze te dwa aspekty przestrzeni — subiektywny (intuicyjny) i obiektywny
(fizyczny) — oddalaja si¢ od siebie wraz z rozwojem geometrii nieeuklidesowych.
Eksperyment, ktory mialby rozstrzygnaé, ktéra geometria w sposob prawdziwy
opisuje wlasnos$ci przestrzeni nie wymaga w sposob istotny udziatu wyobrazni.
Podobnie to, co przedstawiamy sobie w intuicji przestrzennej nie musi mie¢
jakiekolwiek zwigzku ze strukturg przestrzeni fizycznej. Teza o powigzaniu tych
dwoch kategorii byla z pewnoscig implicite przyjmowana przez wielu filozofow i
matematykow przed XIX wiekiem, musiala by¢ jednak w $wietle rozwoju
geometrii nieeuklidesowych odrzucona. Do tej kwestii bede jeszcze krotko wracat
w tym, jak i w kolejnych rozdziatach. O ile pytanie, ktéra geometria jest prawdziwa
,,0 $wiecie fizycznym” nie ma kluczowego znaczenia dla kwestii roli wizualizacji w
poznaniu matematycznym, nie bedzie ono w centrum moich dalszych rozwazan.

Problemy filozoficzne zwigzane z relacja geometrii do przestrzeni
fizycznej, oraz miejsca wizualizacji w tym sporze dobrze obrazuja poglady
obrazuja poglady Carla Friedricha Gaussa. Ow niemiecki uczony byl przede
wszystkim genialnym i wszechstronnym matematykiem, uwagi filozoficzne
wyglaszal raczej rzadko. Z jego rozrzuconych uwag mozna jednak zrekonstruowaé
zrgby  ciekawego  stanowiska odno$nie znaczenia istnienia  geometrii
nieeuklidesowych dla filozofii matematyki.

Poczatkowo Gauss byt przekonany o apriorycznym charakterze geometrii;
tak jak wielu poprzedzajacych go matematykdéw, probowal rowniez wywies¢ piaty
postulat z pozostatych zatozen Elementow. Kiedy jednak z czasem przekonat sie, ze
jest to niemozliwe, przyjal poglad na naturg¢ geometrii, ktory nosi wiele cech
empiryzmu. W jednym z listow do Olbersa z 1817 r. Gauss pisze, iz ,,koniecznos¢
naszej geometrii nie moze by¢ udowodniona — w kazdym razie nie przez ani dla

naszego ludzkiego rozumienia (...) Powinni$my klasyfikowac (class) geometrig nie
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z arytmetyka, ktora pozostaje czysta naukg a priori, ale, powiedzmy, z
mechanikq”315. Empiryczny charakter geometrii zwigzany jest wigc wedtug Gaussa
z faktem, iz jest ona naukg odnoszacg si¢ do przestrzeni. Stanowisko Gaussa jest
dalej rozjasnione przez nastgpujaca wypowiedz: ,,zgodnie z moim najglebszym
przekonaniem, teoria przestrzeni zajmuje zupetie inne miejsce w naszej wiedzy a
priori, niz ta, ktorg zajmuje czysta teoria dotyczgca wielkosci (pure theory of
quantity). W naszej wiedzy o tej pierwszej brak jest pelnego przekonania o jej
koniecznosci (jak rowniez absolutnej prawdziwosci), ktora cechuja te druga™®™®.
Geometria nie jest wiec nauka konieczng, w kazdym razie z punktu
widzenia naszych mozliwosci poznawczych. Dodajmy przy tym, ze przez
koniecznos¢, jak si¢ wydaje, rozumiat Gauss prawdziwos$¢, absolutng prawdziwosé
odnos$nie natury przestrzeni, jako przedmiotu geometrii. Sama przestrzen jest
rozumiana jako zewngtrzna wobec nas przestrzen fizyczna. Jak pisze Gauss,
»przestrzen istnieje w sposob rzeczywisty 1 odrebny od naszego umystu”, a jej praw
,nie potrafimy w zupetnosci i a priori opisa¢”®"’. Natura tej przestrzeni wymyka si¢
nam, nie jest mozliwe jej ujgcie za pomocg samego rozumu — a jest to przede
wszystkim konsekwencjg istnienia geometrii nieeuklidesowych; nie mozemy
udowodnié, Zze geometria euklidesowa opisuje w sposob prawdziwy wlasnos$ci
przestrzeni 1 w ten sposob wykazaé jej koniecznosci. Mozemy zrobi¢ to jedynie
odwolujac si¢ do doswiadczen fizycznych, chociaz watpliwe jest, iz moga one
rozstrzygnad, ktdra z nieskonczenie wielu geometrii jest prawdziwa ,,0 przestrzeni
fizycznej”. Dodajmy, ze Gauss wydaje si¢ przy tym uwazaé, iz istnieje geometria —
jedna z nieskonczenie wielu mozliwych — ktora opisuje w sposob prawdziwy
wlasno$ci przestrzeni. Bedac nauka empiryczng, geometria pozostaje wigc dla
Gaussa nauka, ,,ktorej twierdzenia podlegaja wartosciowaniu w kategoriach prawdy
i falszu”; jednak ,,jedynie do§wiadczenie moze rozstrzygnaé, ktora geometria jest

. 1
‘prawd21wa”’3 8

%15 Gauss, C.F., Werke, za: Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 256.

%1% Gauss, C.F., From the letter of Gauss to Bessel, 9 April 1830, w: From Kant to Hilbert..., str. 302.
37 Tamze, str. 302.

318 |Lubomirski, Henri Poincarégo filozofia geometrii, Ossolineum, Wroclaw-Warszawa-Krakow-
Gdansk 1974, str. 35.
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Nie jest jasne, na ile tak rozumiany empiryczny charakter geometrii jest
zwigzany z intuicjg przestrzenng. Wydaje si¢, ze niedookreslonos¢, niedoskonatos¢
geometrii (ktora wynika z niemozliwo$ci okreslenia na gruncie matematyki, ktora
geometria jest prawdziwa o $wiecie fizycznym) jest tez powigzana z
niedoskonatoscig, niedookreslonoscig intuicji przestrzennej. Z uwagi na bardzo
niewielkg ilo$¢ filozoficznych tekstow, a wlasciwie uwag Gaussa, trudno tu jednak
podjac si¢ szerszej interpretacji jego pogladow w tej kwestii. Szereg wypowiedzi
niemieckiego matematyka wskazuje jednak na to, iz rol¢ reprezentacji
przestrzennych w poznaniu matematycznym cenit on bardzo wysoko. W jednej z
recenzji pisze on co nastepuje o roli intuicji (Anschauung) w geometrii: ,,kazdy, kto
jest zaznajomiony z istotg geometrii wie, ze nie sg one [tzn. $rodki czysto logiczne,
jak definicje] same w sobie w stanie nic o0siggnac¢; pozostaja one bezowocne, jesli
zywa 1 plodna intuicja [Anschauung] samego obiektu nie wypelnia naszego
poznania (prevails everywhere)®®”.

Intuicja przestrzenna jest wiec dla Gaussa bardzo istotnym elementem
procesu poznania w matematyce *®. Jednoczesnie, przedmiotem geometrii jest
wedtug niego przestrzen fizyczna. Intuicja przestrzenna jako zrodlo wiedzy o tej
przestrzeni jest jako wtadza poznawcza zawodna i niewiarygodna (dodajmy, przy
tym, ze uzywajac terminu ,,intuicja” miat Gauss, jak si¢ wydaje, na mysli intuicje
wyobrazeniowg — Anschauung). Poglady niemieckiego matematyka ukazujg wiec
niezaleznos$¢ intuicji przestrzennej rozumianej jako zrodto empirycznego poznania

geometrycznego dotyczacego przestrzeni fizycznej, oraz intuicji przestrzennej jako

%1% Gauss, C.F., From the review of J.C. Schwab and Matthias Metternich (1816) , (w:) From Kant
to Hilbert... , str. 300.

$20W jednym z listow Gauss narzeka na przyktad na praktyczne trudnosci, jakie napotykat przy
sporzadzeniu rysunku towarzyszacego jego dowodowi fundamentalnego twierdzenia algebry:
»Wciaz pozostaje prawda, ze twierdzeniami majacymi posta¢ negacji (negative theorems) jak to
twierdzenie, przeksztalcenie osobistych przekonan w obiektywne wymaga ogromnie skrupulatnej
pracy. Aby zwizualizowaé calg réznorodno$¢ przypadkdéw, nalezatoby przedstawié graficznie
ogromng liczbe rownan w postaci krzywych; kazda krzywa musiataby by¢ narysowana w oparciu o
naniesienie na wykres jej punktow (by its points), a okre$lenie wspotrzednych kazdego punktu z
osobna wymaga ogromne;j ilo$ci obliczen. Z rys.4 z mojej pierwszej pracy z roku 1799 nie widag, ile
pracy bylo potrzebne w celu wykonania odpowiedniego rysunku krzywej” (List do
Ch.C.Schumachera, za: Borwein, P. Jorgenson, L/. str. 897). Wydaje sig, ze cytat ten potwierdza
przywiazanie Gaussa do graficznej reprezentacji pojg¢ i wynikow matematycznych.
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dostarczajacej metody reprezentacji obiektow matematycznych oraz rozumowania
o nich.

W kolejnym podrozdziale oméwie krotko wkiad, jaki do dyskusji nad
geometryczng charakterystykg przestrzeni fizycznej, oraz rolg wizualizacji w

geometrii wniost Bernhard Riemann.

4.4. Filozofia geometrii Bernharda Riemanna

W potowie XIX wieku na zupelnie nowe tory rozwoju sprowadzit geometri¢
matematyk niemiecki Bernhard Riemann. Dzigki jego pracom, geometria
wkroczyla na znacznie wigkszy poziom ogo6lnosci i abstrakcji, jednoczesnie
,»oddalajac” poznanie geometryczne od intuicji przestrzennej. Riemann, bedac
wielkim matematykiem, nie stronil rowniez od uwag filozoficznych (sformutowat
on m.in. cickawa wersje stanowiska empirystycznego w filozofii matematyki)*?!. Z
pracami Riemanna zwigzana jest tez nowa posta¢ pytania o to, ktéra geometria w
sposob prawdziwy opisuje przestrzen fizyczna.

Nowe podejscie do geometrii przedstawil Riemann w stynnym wyktadzie habilitacyjnym,
wygloszonym w 1854 roku, zatytutowanym O hipotezach, ktére lezq u podstaw geometrii (Uber die
Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde Iiegen)szz. Teoria Riemanna przenosi rozwazania o

przestrzeni na zupetnie nowy, znacznie ogoélniejszy pozi0m323. Centralng rolg odgrywa tu pojecie n-
wymiarowej rozmaitosci. We wspotczesnym sformulowaniu taka n-rozmaito§¢ mozna po prostu
nazwa¢ zbiorem N-wymiarowych punktow, a wiec punktow o n wspotrzednych. ,,Tradycyjna”

przestrzen, czy powierzchnia staje si¢ wtedy szczegdlnym przypadkiem rozmaitosci, mianowicie

%! Riemann interesowal sie jednoczesnie fizyka. Jose Ferreirds uwaza nawet, ze ,.ewolucja mysli
Riemanna dostarcza lepszego przykladu magicznego trojkata [matematyki, filozofii i fizyki] w
dzialaniu, niz ta Einsteina z okresu 1905-1916” (Ferreiros, J., Riemann’s Habilitationsvortrag At the
Crossroads of Mathematics, Physics and Philosophy, w: The Architecture of Modern Mathematics,
Oxford University Press, Oxford 2006, str. 67).

%22 Wyktad byt wygloszony w 1854 roku, wydania wersji tekstowej doczekat sie w roku 1868 (por.
Ewald, W.B, From Kant to Hilbert..., str. 649-650).

%23 Warto tu wspomnieé, iz Riemann nie interesowal si¢ problemami zwiazanymi z aksjomatyka
Euklidesa, ktére byly jeszcze w centrum prac m.in. Lobaczewskiego, nie ma w jego pracach nawet
nawigzan do prac rosyjskiego matematyka. Riemann wprowadza o wiele ogolniejszy schemat
pojeciowy niz ten, w ktorym rozwazania swoje prowadzili geometrzy do poczatku XIX wieku,
schemat, ktory nie wymaga w ogoéle nawiazan do aksjomatyki Euklidesa (por. Gray, J, Worlds Out
of Nothing..., str. 193, Laugwitz, D., Bernhard Riemann... , str. 224).
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rozmaitoscia 3-wymiarowa w pierwszym, i 2-wymiarowa w drugim przypadku. Riemann nie
dysponowal wspolczesnym pojeciem zbioru, ani n-tek uporzadkowanych. W pracy O hipotezach,
ktore lezq u podstaw geometrii pisze W zamian o ,, wielokrotnie rozciaglej wielkosci” (mehrfach
ausgedehnte Grésse). Wymiarom odpowiadaty tu pewne aspekty rozciagtosci danej wielkosci — w
ten sposob, ze ,,ustalenie pozycji w ramach n-krotnie rozciagltej rozmaitosci jest zredukowane do n
okreslen wielkosci”; w przypadku ciaglych rozmaitosci takie okre$lenia wielkosci mogg byé
wykonywane za pomocg pomiaréw324. Dla kazdej n-rozmaito$ci mozna dodatkowo obliczyé
pewien parametr, zwany jej krzywizna, kazda n-wymiarowa rozmaito$¢ dopuszcza dodatkowo rozne
metryki, tzn. mozna w niej mierzy¢ odlegto$¢ na rozne sposoby. Odleglosci migdzy punktami jak i
inne parametry obliczane sg w Nn-rozmaito$ciach za pomoca metod analizy matematycznej, jak
catkowanie, czy roéwnania rozniczkowe™?,

Konsekwencja takiego ujecia jest oczywiscie to, iz, jak zaznacza J. Gray,
»istnieje wiele geometrii, jedna dla kazdego typu powierzchni i kazdej definicji
odlegtosci”®®. Zadna z nich nie miata przy tym wyréznionej pozycji. W tym
kontek$cie na nowo mozna sformutowaé pytanie o to, ktora geometria (przestrzen
n-wymiarowa) jest prawdziwa ,,0 przestrzeni fizycznej”. Pojawia si¢ tu szereg
kwestii: czy jest to przestrzen 3-wymiarowa? Czy posiada stata krzywizne, czy
zmienng? Jesli jest to krzywizna stala, to jaka jest jej warto$¢ liczbowa? Dla

Riemanna byt to autentyczny, istotny problem; sam przez ,,przestrzen” (der Raum)

rozumial ,,pojedynczy (unique) byt, ktory jest areng dla ciat fizycznych i ktory

327

stanowi (locus) ruchow fizycznych” Uwazal tez, ze pytanie o to, ktora

geometria prawdziwie opisuje przestrzeh ma sens, oraz, ze jest problemem

empirycznym, ,,ktory nalezy rozwigza¢ przez eksperymentalne badania zjawisk

h” 328

fizycznyc . W stowach Riemanna, ,,geometryczne wilasnosci przestrzeni nie

%24 Riemann, B., On the hypotheses which lie at the foundation of geometry, w: From Kant to
Hilbert. A Source Book in the Foundations of Mathematics, V. 1. red. Ewald, W.B., Clarendon
Press, Oxford 1996, str. 654. Rozmaito$ci, ktore rozwaza Riemann s przy tym prawie wylacznie
rozmaitosciami ciggtymi.

%25 por. Gray, J, Worlds Out of Nothing..., str. 191. Wprowadzenie tychze metod do geometrii
interpretowano czasem jako sprowadzenie geometrii do analizy matematyczne;j.

%28 Tamze, str. 193. Geometria euklidesowa jest geometrig o stalej krzywiznie rownej zeru, systemy
Lobaczewskiego posiadaja z kolei stalg krzywizne, ale ujemng. Przykltadem nowych geometrii,
wprowadzonych przez Riemanna sa geometrie eliptyczne (stata krzywizna dodatnia)

%27 Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 83.

%28 Tamze, str. 84. Riemann zakladal, ze przestrzen fizyczna jest 3-rozmaitoscia, czy tez ,,potrojnie
rozciagla wielkoscia”. Najprawdopodobniej jest tez rozmaito$cia ciagla, ktora mozna traktowac jako
zbior punktow, z pewna nadang struktura (por. tamze, str. 103). Dodajmy, ze przestrzen fizyczna
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moga by¢ wyznaczane jedynie za pomocg ich wiasnos$ci topologicznych, ale musza
by¢ wyznaczane przez obserwacje¢ i eksperyment”gzg. Nie ma tu miejsca na szersza
analiz¢ ,,problemu przestrzeni” w ujeciu Riemannowskim. Dodajmy tylko, ze
niemiecki matematyk, sugeruje, ze na najglgbszym poziomie, ,,podstawa dla relacji
pomiedzy wielko$ciami (der Grund der Massverhdltnisse) musi by¢ poszukiwana
w sitach dziatajacych na przestrzeﬁ”33o.

Jak Riemann zapatrywatl si¢ na rol¢ intuicji przestrzennej, czy przestrzeni
wyobrazeniowe] W  poznaniu  geometrycznym? Jak  wspominalem, z
matematycznego punktu widzenia, teoria Riemanna oddalala sam proces
uprawiania geometrii od intuicji przestrzennej; w jej centrum byly teraz
przeksztatcenia analityczne, a biorgc pod uwage réznorodnos$¢ przestrzeni, rozne
typy krzywizn i dowolng ilo§¢ ich wymiaréw, osad intuicji staje si¢ tu wysoce
niejasny, nieinformatywny, albo w ogdle niemozliwy. Rowniez sam Riemann
wydawat si¢ nie przypisywaé wiekszej wagi roli intuicji przestrzennej w poznaniu
matematycznym. Z jego notatek wynika, ze podzielat tu poglad filozofa pierwsze;j
potowy XIX wicku, Johanna Friedricha Herbarta (1776-1841)*. Z notatek tych
mozna wnioskowaé, iz Riemann odrzucal kantowska teori¢ czystej naoczno$ci
przestrzeni, jako ,,zupelnie pozbawiong tre$ci, nic nie mowigca, nieadekwatng

hipoteze™*?

. Wymieniajac podstawowe charakterystyki przestrzeni z kantowskiej
Krytyki czystego rozumu, Laugwitz stwierdza, ze ,,Riemann nie zgodzilby si¢ z
zadng z nich”*®, Niemiecki matematyk nie rozumie wigc z pewnoscia przestrzeni
jako subiektywnej formy poznania. Dodatkowo, Riemann wydawat si¢ nie
przypisywa¢ wigkszego znaczenia roli intuicji przestrzenne] w poznaniu

matematycznym. Jak pisze Ferreiros, ,,Riemann podkreslal, ze pojecie rozmaitosci

(...) jest catkowicie niezalezne od intuicji geometrycznej (Anschauung)”***. Dla

jest dla Riemanna ,(fizyczng realnoscia (physikalische Wirklichkeit) dang w do$wiadczeniu”
(Laugwitz, D., Bernhard Riemann..., str. 283).

%29 Riemann, B., On the hypotheses..., str. 651.

%0 | augwitz, D., Bernhard Riemann..., str. 222.

31 por, tamze, str. 283.

%2 7a: tamze, str. 283.

333 Tamze..., str. 283.

%4 Ferreiros, J., Riemann’s Habilitationsvortrag..., str. 93. Ferreiros pisze, ze poglady Riemanna
ulegaty zmianom zanim niemiecki matematyki przyjal powyzej wspomniany poglad. Wyjsciowo
traktowal Riemann podejscie abstrakcyjne jako jedynie teoretyczng mozliwo$¢, ktora moze si¢
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praktyki geometrii, oraz poznania geometrycznego w ogole, istotna jest dla
Riemanna przede wszystkim umiejetno$¢ operowania pojeciami, a mniejszg role
pelni wyobraznia, czy intuicja; roOwniez reprezentacje przestrzenne majg znaczenie
tylko o tyle, ze sa stuza prezentacji pewnych idei, czy wynikéw>>>. Badajac 3-, 4-,
czy 15-wymiarowe przestrzenie, powinniSmy polega¢ przede wszystkim na
umiejetnosciach analitycznych oraz bada¢ konsekwencje przyjetej krzywizny i
metryki — a nie postugiwac si¢ wyobraznig przestrzenng. Dodajmy, iz Riemann
uznawal, iz przestrzenny charakter jest w jakim$§ stopniu narzucony naszym
percepcjom. Sa one, wedtug niego uporzadkowane ,,jako bedace obok siebie bagdz
pomiedzy sobg w ten sposob, ze nie mozemy ich ogarng¢ (zusammenfassen)
inaczej, niz na sposéb przestrzenny”>*°. Tak rozumiany pierwiastek przestrzenny —
jak i intuicja geometryczna — nie maja jednak wptywu na poznania matematyczne,
a z pewnoscig nie na warto$¢ logiczng poszczegdlnych zdan matematycznych.

Dodajmy, iz Riemann byl pod wptywem Herbarta empirysta w filozofii
matematyki. Jego stanowisko bylo przy tym mocno zainspirowane wspomnianym
powyzej Herbartem. Tym, co Riemann przejat od Herbarta byla, jak pisze
Ferreirds, w szczegolno$ci ,teoria wiedzy i powigzana z nig metodologia”337.
Zgodnie z tym ujeciem epistemologii matematyki, ma ona korzenie w poznaniu
zmyslowym, jej twierdzenia sg obalalne, nadto ktadziony jest tu nacisk na rozwoj
historyczny matematyki. Riemann uwaza przy tym wraz z Herbartem, iz oprocz
percepcji zmystowej posiadamy wiadze poznawcza, ktora — z braku lepszego
terminu — mozna odda¢ terminem refleksja (Nachdenken). Jest ona Zrodiem
scistych poje¢ 1 ,,spojnych koncepcji rzeczywistosci”, za pomocg ktorych
reorganizujemy 1 interpretujemy doswiadczenie fizyczne 338 Empirystyczne
stanowisko B. Riemann nie jest jednak bezposrednio zwigzane z wizualizacjami,
nie bede¢ go tutaj wigc szerzej omawial. Warto tu tylko zauwazy¢, iz empiryzm

Riemanna — nie bedagc w swej istocie bezposrednio zwigzany z problematyka

okaza¢ nieowocna i zaciemniajgca to, co jest jasne w intuicyjnym jezyku przestrzennym (por. tamze,
str. 93). Ten poglad niemieckiego matematyka ulegt jednak zmianie.

35 por. Ferreirés, J., Riemann’s Habilitationsvortrag..., str. 70.

%6 7a: Laugwitz, D., Bernhard Riemann..., str. 283.

¥ Ferreiros, J., Riemann’s Habilitationsvortrag ..., Str. 72.

38 Tamze, str. 74.
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przestrzeni fizycznej i intuicji przestrzennej — wychodzi poza X1X-wieczne postaci
empiryzmu, wykazujgc raczej podobienstwa ze wspoOlczesnym quasi-empiryzmem
w filozofii matematyki, zwigzanym I. Lakatosem, W.V.O. Quinem czy P.

Kitcherem®%.

4.5. Filozofia geometrii Hermanna Helmholtza a wizualizacje

Hermann Helmholtz byt jednym z najwigkszych i najbardziej wptywowych
filozofow i naukowcow XIX wieku. Zajmowatl si¢ zarowno fizyka optyka,
akustyka, jak i filozofig oraz matematyka. Byt jednym z pierwszych naukowcow,
ktorzy przeprowadzali empiryczne badania nad percepcjg, sformutowal rowniez
wlasng teori¢ ujmujacg natur¢ percepcji. Dla mnie szczeg6lnie interesujacy jest
przy tym fakt, iz Helmholtz odnosit te badania do kwestii roli intuicji przestrzenne;j
w geometrii euklidesowej, jak i nieeuklidesowej. Zagadnienie geometrii
nieeuklidesowych zywo go interesowato, zarowno w zakresie wspomnianej intuicji
przestrzennej, jak 1 pytania o struktur¢ przestrzeni fizycznej. Pracowal zreszty
rowniez nad matematyczng strong geometrii nieeuklidesowych, miat uzyskac
niezaleznie od Riemanna, czg¢sciowe wyniki zgodne z jego pracami. Dodajmy, ze
Helmholtza mozna uzna¢ jednoznacznie za reprezentanta empiryzmu w filozofii

geometrii.

%9 Tamze, str. 95. Wedlug Riemanna ,wiedza polega zawsze na uzupehianiu tego, co
zaobserwowane, na dodawaniu hipotetycznych elementéw do danych do$wiadczenia” (tamze, Str.
78). powstaje ona zawsze efekcie wzajemnych oddziatywan doswiadczenia zmystowego i
Nachdenken. Za pomoca Nachdenken, a wigc miedzy innymi poje¢, ktore a niej wyplywaja,
tworzymy ,.hipotezy, ktore wychodza poza to, co jest dane bezposrednio”; hipotezy sa — zarowno
wedlug B. Riemanna jak i Herbarta — wyrazem tworczej i aktywnej roli umystu w poznaniu
naukowym (por. tamze, str. 74).. Hipoteza to wszystko, co jest ,,dodane w mys$li do wrazen
zmystowych” (Alles zu den Erscheinungen Hinzugedachte) (tamze, str. 75). ROwniez matematyka
ma swoje zrodlo w do$wiadczeniu oraz oparta jest na hipotetycznych postulatach (por. tamze, str.
94-95). Matematyka, podobnie jak nauki przyrodnicze, powstaje tez w wyniku wzajemnych
oddziatywan do$wiadczenia i Nachdenken. W istocie, matematyka jest integralng czeScia catosci
nauk przyrodniczych, a jej twierdzenia, podobnie, jak hipotezy naukowe, nie moga nigdy osiagnaé
poziomu absolutnej pewnosci i sg otwarte na modyfikacje.
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Jedng z glownych charakterystyk teorii przestrzeni Helmholtza jest
przyrownanie postrzezen zmystowych do znakow: zgodnie z tym ujeciem, ,,surowe
dane zmystowe powinny by¢ rozumiane jako niezinterpretowane znaki”**°. Znaki
te nie maja u Helmhotza z poczatku Zadnej konkretnej tresci i nie daja nam
bezposredniej wiedzy o obiektach fizycznych. Nabieraja one ,,znaczenia, ktoére
czyni je sita napgdowa nauki, w trakcie dlugiego procesu kojarzenia i
poréwnywania, rozpoczynajacego sic we wczesnym dziecinstwie” **'. W ten
sposob, w wyniku szeregu nieSwiadomie wykonywanych wnioskowan
indukcyjnych nabywamy przekonan odnosnie $wiata zewnetrznego; wnioskowania
te sg przeprowadzane ,,na $ladach pamigciowych, a nie czyms, co jest wyrazalne w

h”342

stowach oraz zdaniac . Ich przestankami i wnioskami sg wigc nie zdania, ale

§lady pamicciowe®®,

Helmholtz formuluje do$¢ nowoczesng jak na jego czasy ideg, iz
spostrzezenia, czy ich tre$¢, nie odpowiadaja w bezposredni i1 jednoznaczny sposob
obiektom fizycznym, ktore je wywotuja. Wedlug Helmholtza nie jestesmy jedynie
biernymi odbiorcami wrazen zmystowych, ktére pojawiaja si¢ w nas w zawsze ten
sam sposOb, okreSlony jedynie fizyczna charakterystyka postrzeganych
przedmiotow. O takim stanowisku pisze jako o ,,dawniejszej koncepcji intuicji,
ktora przyjmuje, ze co$ jest nam dane za pomocg intuicji, jesli reprezentacja tego
czego$ wkracza (enters) do $swiadomosci jednoczesnie z wrazeniem zmystowym,

34 Uzywajac wspolczesnej terminologii filozofii

oraz bez refleksji 1 wysitku
percepcji, mozna powiedzie¢, ze Helmholtz podwazyt stanowisko realizmu

bezposredniego. Na stanowisko to sktadajg si¢ m.in. tezy, iz przedmioty fizyczne

0 Merrick, T., What Frege Meant When He Said: Kant is Right about Geometry, “Philosophia
Mathematica”, Vol. 14 (III), 2007, str. 49.

1 Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 163.

%2 Merrick, T., What Frege Meant..., str. 50.

3 H. Helmholtz uzasadnia takie ujecie m.in. tym, ze obraz powinien wykazywa¢ podobienstwo do
rzeczy, ktorg reprezentuje, podczas gdy symbol nie musi takiego podobienstwa wykazywacé.
Tymczasem, wedlug Helmholtza, spostrzezenia (jako wewnetrzne wytwory aktow percepcji) nie sg
jako takie wcale podobne do przedmiotow zewnetrznych, ktore je wywotuja (por. Helmholtz, H.,
The Facts in Perception (w:) From Kant to Hilbert. A Source Book in the Foundations of
Mathematics, V. 1. red. Ewald, W.B., Clarendon Press, Oxford 1996, str. 695). Jest to zwigzane z
odrzuceniem przez Helmholtza realizmu bezposredniego w filozofii percepcji (o czym mowa bedzie
dalej).

¥4 Helmholtz, H., The Facts in Perception, str. 702.
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istniejg, a my postrzegamy je w sposob bezposredni, oraz ze percepcja dostarcza
nam wiedzy wiarygodnej, tzn. poprawnie odzwierciedlajacej wiasnosci tych
przedmiotow>®. Stanowisko to jest ,klasycznym” w filozofii percepcji i w XIX
wieku przyjmowane bylo do$¢ powszechnie (rowniez w wieku XX byto szeroko
rozpowszechnione). Helmholtz nie neguje co prawda, ze przedmioty fizyczne
bedace istnicjg, podwaza jednak bezposrednio$¢ ich percepcji — to, jakie
spostrzezenia pojawiaja si¢ w naszych umystach, uzaleznione jest rowniez od
naszej wiedzy, struktury umystu, oraz znaczenia, jakie przywykliSmy im nadawac
w trakcie dotychczasowych aktow percepcj i34,

W kontekscie takiego ujecia aktow i procesu percepcji rozwaza Helmholtz
natur¢ intuicji przestrzennej. Czyni to m.in. w cytowanych tu, na podstawie
angielskiego tlumaczenia, pracach The Origin and Meaning of the Geometrical
Axioms, oraz The Facts in Perception. W pierwszej z nich podkreslan, iz samo
przedstawienie sobie w wyobrazni obiektéw geometrycznych powoduje, iz
pojawiajg si¢ w nas automatycznie pewne przekonania. Oto przyktady takich

przekonan:

- Istnieje tylko jedna linia prosta przechodzace przez dwa dane punkty.

- Kazde trzy punkty okreslaja doktadnie jedng powierzchni¢ w przestrzeni.

- Bryla jest ograniczong powierzchnig.

- Ruch punktu okreéla linig, ruch linii powierzchnie, a ruch powierzchni brylg.

- Mozemy przemieszcza¢ w przestrzeni obiekty geometryczne, bez zmiany ich

. , 347
ksztaltu oraz wielkoscic*'.

Do listy tej dolacza Helmholtz roéwniez piagty postulat Euklidesa. Sa to

przedzatozenia, ktore narzucaja si¢ nam jako konieczne. Nie s3 one jednak

%2 por. Wolenski, J., Epistemologia, Wydawnictwo Naukowe PWN SA, Warszawa 2005, str. 393.
Powyzej wymienilem tylko niektore gtowne charakterystyki realizmu bezposredniego.

¥8 Filozofia percepcji Helmholtza jest tu sita rzeczy ujeta skrotowo. Nie rozwazam tu rowniez jej
krytyki. Istotne dla mnie jest odrzucenie przez niemieckiego filozofa realizmu bezposredniego oraz
relacja jego filozofii percepcji do kwestii intuicji przestrzennej.

7 por. Helmholtz, H., The Origin and Meaning of Geometrical Axioms, (w:) From Kant to Hilbert.
A Source Book in the Foundations of Mathematics, V. 1. red. Ewald, W.B., Clarendon Press, Oxford
1996, str. 666-667.
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koniecznos$ciami logicznymi, ani nie przystuguje ima jakas absolutna prawdziwosc.
Maja zrédto w doswiadczeniu fizycznym, w kontakcie z ciatami fizycznymi w
codziennym doswiadczeniu. Wyplywaja one ze wspomnianych wczesniej
nieswiadomie dokonywanych wnioskowan indukcyjnych. 1 tak na przyktad
(nawigzujac do ostatniego z wymienionych przekonan) ,,dowod przystawania
[figur] opiera si¢ na fakcie, o ktorym dowiadujemy si¢ jedynie z do$wiadczenia™®.
Stad tez sa to przekonania empiryczne. O ile jednak spostrzezenia sg znakami (a nie
kopiami postrzeganych przedmiotow), mozemy nadawa¢ im rdézne znaczenia —
rowniez te odpowiadajace wlasnosciom obiektow geometrycznych w geometriach
nieeuklidesowych. Tym samym mozemy wizualizowa¢ rdwniez pewne fakty, czy
»sytuacje” w geometriach nieeuklidesowych. W tym celu musimy dokonaé
pewnego wysitku oderwania si¢ od przyzwyczajen, w czym pomaga opanowanie i
zastosowanie metod formalnych geometrii nieeuklidesowych: ,.zadanie
przedstawienia sobie relacji przestrzennych w przestrzeniach metamatematycznych
(metamathematical - tzn. systemach nieeuklidesowych) w istocie wymaga pewnej
praktyki w rozumieniu metod analitycznych, konstrukcji perspektywy oraz zjawisk
optycznych™*. Helmholtz podaje rowniez przyklady takich wizualizacji. Jeden z
nich pierwszy zwigzany jest z wyobrazeniem sobie wklestego lustra, w ktérym
odbija si¢ ,,zwykla” przestrzeﬁsso. Spekuluje on rowniez na temat istot zyjacych w
innego typu przestrzeniach niz nasza — np. takich, dla ktore zamieszkuja
powierzchni¢ kuli, plaszczyzng, czy innego typu przestrzen o charakterze
nieeuklidesowym, badZz o innej liczbie wymiaréw niz 3. Istoty zyjace w tych
przestrzeniach inaczej przestawia¢ sobie bedg prosta, inaczej bedg wizualizowaly i
konceptualizowaty najkrotszy odcinek miedzy dwoma punktami, inaczej tez w tych
Swiatach wyglada¢ beda poszczegdlne figury geometryczne. Wizualizujac sobie to,
jak moga wyglada¢ obiekty w takich przestrzeniach, musimy podja¢ wysilek
wyobrazenia sobie, jak mogg ,,wyglada¢” sytuacje w tych przestrzeniach. Czym
bytaby jednak taka wizualizacja sytuacji nieeuklidesowej, ktorej nigdy nie

doswiadczyliSmy w do$wiadczeniu zmystowym? Tak o tym pisze Helmholtz:

38 Tamze, str. 668.
9 Helmholtz, H., The Facts in Perception, str. 702.
%50 Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 169.
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,poprzez czesto naduzywany termin ‘przedstawi¢ sobie wizualnie (sich
vorstellen)’, lub ‘by¢ w stanie wyobrazi¢ sobie w jaki sposob co$ si¢ wydarza’,
rozumiem — nie wiedzac, jak moze by¢ przez 6w termin rozumiane cokolwiek
innego, jesli nie ma on straci¢ wszelkiego znaczenia — wladz¢ wyobrazenia sobie
calego szeregu wrazen zmystowych, ktére w takim wypadku bylyby
do$wiadczane”**. Wizualizacja jest wigc przestawieniem sobie szeregu wrazen
zmystowych, ktore moga doprowadzi¢ do takiego, lub innego przekonania.

Warto tu jeszcze doda¢ kilka uwag o empiryzmie w filozofii geometrii
Hermanna Helmholtza. Wigze si¢ on bezposrednio z ostatnim z wymienionych
powyzej ,.empirycznych przekonan” odno$nie geometrii, ktére uzyskujemy dzieki
doswiadczeniu zmyslowemu. Fakt, iz w do$wiadczeniu fizycznym mozemy
przemieszcza¢ figury bez zmian ich ksztattu 1 wielkoSci oraz, ze mozemy
,haktada¢” na siebie w przestrzeni rozne figury przystajace ma istotne znaczenie
dla rozwoju geometrii euklidesowej. Nalezy bowiem podkresli¢, ze wlasnosci tej
nie majg figury w wielu geometriach nieeuklidesowych — w szczegdlnosci tych o
ujemnej krzywiznie. Jest on tez, jak podkresla Helmholtz, warunkiem mozliwosci
dokonania pomiardw; pomiar tymczasem, ,,aksjomaty geometrii nie sg zdaniami
dotyczacymi (pertaining) jedynie czystej teorii przestrzeni. (...) dotycza one
réwniez wielkosci (quantity). O wielkoSciach mozemy méwic¢ dopiero wtedy, gdy
znamy jaka$ metody ich porownywania, dzielenie oraz mierzenia. Kazdy typ
pomiaru przestrzennego, a stad ogolnie pojgcia wielosci zastosowane do
przestrzeni, zaktadajg mozliwos$¢ poruszania si¢ obiektow (figures) bez zmiany ich

» 352 " Istnienie cial fizycznych (oraz mozliwos¢ ich

ksztattu czy rozmiarow
obserwacji), jest wiec warunkiem istnienia geometrii jako takiej. Bez cial i ich

pomiar6w nie mozna moéwi¢ o geometrii353. Dodajmy, ze, wedlug Helmhotza,

%! Helmholtz, H., The Origin..., str. 668.

%2 Tamze, str. 681.

%3 Doktadniej, Helmholtz dochodzi do wniosku, iz aby pomiary i ich poréwnywanie byto mozliwe,
potrzebne jest zatozenie o istnieniu ciat doskonale sztywnych (perfectly rigid bodies). Dopiero takie
zatozenie ma umozliwia¢ petne wyprowadzenie geometrii z empirii. Istnieje tu jednak pewien
problem — cial doskonale sztywnych nie obserwujemy przeciez w do$wiadczeniu fizycznym,
dyskusyjne jest wigc stwierdzenie. Helmholtz byl $wiadom tego problemu. Przyznal nawet, ze w
pewnym sensie pojecie ciata doskonale sztywnego mozna rozwazaé jako pojecie transcendentalne w
sensie Kanta. Dyskusyjny wigc pozostaje ich empiryczny charakter (tzn. czysto zmystowe zrodto
pojecia ciat doskonale sztywnych).
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geometria dotyczy rowniez mechaniki, tzn. zachowania ciat statych w ruchu.
Wedlug Torrettiego Helmholtzowi mozna nawet przypisa¢ poglad, iz geometria
,nie tyle dostarcza podstaw mechanice, ale musi byé rozwijana wsp6lnie z nia™>>*,
Dodajmy, iz jest to stanowisko bardzo podobne do empiryzmu tobaczewskiego,
cho¢ zapewne bardziej subtelne i przemyslane.

Warto tu jeszcze doda¢ kilka uwag odnosnie relacji filozofii Helmholtza z
filozofia kantowska. Jak zostalo pokazane, Helmholtz byl daleki od tezy, iz
percepcja ma w sposob konieczny charakter zgodny z geometrig euklidesowa. Jaka
role przypisuje jednak niemiecki filozof przestrzennej charakterystyce naszej
percepcji, ktora Kant uwazal za determinujacg form¢ wszelkich wrazen
zmystowych? Helmholtz uwazal, iz ,,poczatkowe oddziatywania (initial effects)
przedmiotow na naszych narzadach zmystowych nie s3 uporzadkowane ani
przestrzennie, ani czasowo, rdznig si¢ jedynie w zakresie jakoS$ci i nasilenia”*>°,
Mozna jednak powiedzie¢, iz kazda percepcje-znak ma w pewnym stopniu
przestrzenny charakter. Jak pisze Merrick, wedtug Helmholtza ,,pewien minimalny
poziom relacji przestrzennych, wyptywajacy z uwarunkowan psychofizycznych,
jest wymuszony na polu percepcji,” 38 Ow minimalny charakter przestrzenny nie
ma jednak znaczenia epistemicznego; z faktu jego istnienia nie wynika, ,,ze
poszczegbdlne wrazenia zmystowe muszg wystepowac jednoczesnie tzn. ze jesli
dany trojkat jest rownoboczny, jego katy musza mie¢ miare /37", W istocie, nie
maja one zadnej wymuszonej przez cokolwiek struktury matematycznej. Helmholtz
odrzuca wigec zdecydowanie kantowska teorie czystej naoczno$ci jako zrodia
poznania prawdziwos$ci twierdzen. Co wigcej, ani $lady pamigciowe, ani ich
przestrzenny charakter nie s3 tworami jezykowymi. Tu tez lezata, wedlug
Helmholtza, jedna ze stabosci filozofii Kanta — to, iz ,,badat jedynie poznania, ktore

55 358

znajdowaty wyraz w jezyku . Relacje przestrzenne, ktore narzucone sg na

postrzegane przedmioty, sg przy tym relacjami do$¢ prostymi, takimi, jak ,,x jest

%4 Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 169.
%> Merrick, T., What Frege Meant..., str. 49.

%8 Merrick, T., What Frege Meant..., str. 52.
%™Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 166.
%58 Za: Merrick, T., What Frege Meant...,, str. 51-52.
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obok y”, itd. Takie proste relacje zachodzg miedzy wszystkimi postrzeganymi
zmystem wzroku przedmiotami.

Istnienie geometrii nieeuklidesowych uwazat Helmholtz za argument
przeciwko aprioryzmowi Kanta. Helmholtz byl przekonany, ze kantowska
koncepcja geometrii jako nauki a priori oparta jest na tezie, ze ,,jesteSmy w stanie
wizualizowaé sobie (anschaulich vorstellen) jedynie takie relacje przestrzenne,

ktére koresponduja (agree) z geometria euklidesowa™*>°

, Z ktora, jak wspominatem,
si¢ nie zgadzal. Poza tym empiryczno$¢ intuicji wyobrazeniowej, empiryczny
charakter przekonan na niej bazujacych, wyklucza mozliwos¢ stwierdzenia, czy
nasza przestrzen wyobrazeniowa odpowiada przestrzeni euklidesowej. W tym celu
nie wystarcza zbadanie sposobu przedstawiania sobie w niej obiektow
geometrycznych. Wizualizacje nie sg na tyle doktadne, aby stwierdzi¢ chocby, czy
dwie proste rownolegle si¢ przetna, czy nie. Jak pisze Helmholtz, ,,niedoskonale
oszacowania wzrokowe nie moga uchodzi¢ za transcendentalng naoczno$¢, ktora
wymaga absolutnej precyzji”*®.

Dodajmy jeszcze kilka krotkich uwag odnosnie prob Helmholtza
rozwigzania problemu przestrzeni, tzn. okreslenia, ktory system geometryczny w
sposob prawdziwy oddaje jej strukture przestrzeni. Helmholtz, wzorem Riemanna,
stawia pytanie, ktora z nieskonczenie wielu n-rozmaitosci powinna by¢ okreslona

jako geometria przestrzeni? Helmhotz stawia tu, w odniesieniu kilka konkretnych

%9 Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 164.

%0 7a: Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 164-165. Dodajmy jeszcze kilka krotkich uwag
odnosnie prob Helmholtza rozwigzania problemu przestrzeni, tzn. okre$lenia, ktory system
geometryczny w sposob prawdziwy oddaje jej strukture przestrzeni. Helmholtz, wzorem Riemanna,
stawia pytanie, ktora z nieskonczenie wielu n-rozmaitosci powinna by¢ okreslona jako geometria
przestrzeni? Helmhotz stawia tu, w odniesieniu kilka konkretnych pytan, m.in. 1) czy przestrzen jest
rozmaitoécig? 2) czy ma 3 wymiary?, 3) czy jej krzywizna jest stata, 4) czy jest rbwna zeru? (por.
Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 156-157). Twierdzaca odpowiedz na drugie pytanie byta
dla Helmholtza oczywista; fakt, ze przestrzen jest rozmaitoscia, miat dla niego wynika¢ z samych
poje¢ rozciaglosci, czy przestrzennoéci (w tym sensie, 0w fakt miat by¢ analityczny oraz a priori)
(tamze, str. 156). Pozostawata kwestia krzywizny przestrzeni. Jej stata warto$¢ wynikata, wedtug,
Helmholtza ze wspomnianej juz waznej obserwacji empirycznej, mianowicie, obserwacji, ze
“ksztatt 1 wielko$¢ ciat nie zalezy od ich potozenia i ruchéw w przestrzeni” (tamze, str. 157). Stad,
mozna powiedzie¢, ze dla Helmholtza problem przestrzeni jest rtOwnowazny z pytaniem, ,ktora z
nieskonczenie wielu geometrii, ktorych matematyczna realno$¢ (viability) zostala wykazana przez
teori¢ rozmaito$§ci Riemanna jest kompatybilna z ogdélnymi warunkami mozliwo$ci pomiaru
fizycznego?” (tamze, str. 154). Dodatkowo, krzywizna przestrzeni fizycznej ta nie moze mieé
warto$ci dodatniej, poniewaz jest nieskonczona (ktorej to wilasnosci nie maja przestrzeni o
krzywiznie dodatniej).
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pytan, m.in. 1) czy przestrzen jest rozmaitoscig? 2) czy ma 3 wymiary?, 3) czy jej
krzywizna jest stata, 4) czy jest rowna zeru? (Por. Torretti, R., Philosophy of
Geometry..., str. 156-157). Twierdzaca odpowiedz na drugie pytanie byla dla
Helmholtza oczywista; fakt, ze przestrzen jest rozmaito$cig, miat dla niego wynikaé
z samych poje¢ rozciggltosci, czy przestrzennosci (w tym sensie, 0w fakt miat by¢
analityczny oraz a priori) (tamze, str. 156). Pozostawala kwestia krzywizny
przestrzeni. Jej stata warto$¢ wynikata, wedtug, Helmholtza ze wspomnianej juz
waznej obserwacji empirycznej, mianowicie, obserwacji, ze “ksztalt i wielko$¢ ciat
nie zalezy od ich potozenia i ruchow w przestrzeni” (tamze, str. 157). Stad, mozna
powiedzie¢, ze dla Helmholtza problem przestrzeni jest rtOwnowazny z pytaniem,
,.ktora z nieskonczenie wielu geometrii, ktérych matematyczna realno$¢ (viability)
zostata wykazana przez teori¢ rozmaitosci Riemanna jest kompatybilna z og6lnymi
warunkami mozliwosci pomiaru fizycznego?” (tamze, str. 154). Dodatkowo,
krzywizna przestrzeni fizycznej ta nie moze mie¢ wartosci dodatniej, poniewaz jest

nieskonczona (ktdrej to wlasnosci nie majg przestrzeni o krzywiznie dodatniej).

4.6. Niektore aspekty dalszego rozwoju geometrii nieeuklidesowych

a intuicja przestrzenna

Dalszy rozwo0j geometrii nieeuklidesowych przebiegal wielotorowo.
Kolejny istotny krok w ich rozwoju zostal wykonany przez niemieckiego
matematyka Felixa Kleina (1849-1925)°%!. Klein rozwijal geometrie rzutowa,
pokazal rowniez jak przy jej pomocy mozna wywies¢ gléwne twierdzenia

geometrii nieeuklidesowych %

. W centrum rozwini¢tej przez niego metody
unifikacji geometrii bylo jednak pojecie grupy; zaproponowat on ,traktowanie

geometrii jako teorii niezmiennikoéw pewnych grup przeksztatlcen. Tak wigc

%1 Klein wprowadzit réwniez interesujacy podzialy intuicji, ktéremu przyjrze si¢ blizej w kolejnym

rozdziale.
%2 Gray, J, Worlds Out of Nothing. .., str. 226.
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geometria to para (X, G), gdzie X to zbiér, a G to pewna ciggla grupa
przeksztatcen” 363 Podejscie Kleina, podobnie jak Riemanna, stanowi bardzo
og6lny kontekst pojeciowy, w ramach ktérego mozna méwi¢ o réznorodnych
typach geometrii w ramach jednego systemu pojgciowego. Geometri¢ euklidesowa
mozna zgodnie z nim traktowa¢ jako badajaca niezmienniki grupy metrycznej,
geometrie nieeuklidesowe natomiast jako badajace niezmienniki grupy rzutowej
(chodzi tu doktadniej o geometrie rzutowe z metryka Cayleya)>**.

Warto tu doda¢ kilka uwag o intuicji przestrzennej w konteks$cie geometrii
rzutowych. Geometrie rzutowe majg swoj poczatek w badaniach renesansowych
malarzy nad perspektywa, metod geometrii rzutowej jako pierwsi uzywali juz
Kepler, czy Pascal (1623-1662). Podstawowa idea ,,rzutu” jest do$¢ intuicyjna i
prosta — jest to pewien sposéb przedstawienia w dwoch wymiarach pewnej sytuacji
3-wymiarowej; sposob, dodajmy, zgodny z tym jak my sami widzimy trzy
wymiary. Jednak geometria rzutowa w postaci rozwijanej przez matematykow XIX
wieku, cho¢ wyrasta w pewnym sensie z tej intuicji, oddala si¢ od niej znaczaco.
Nie ma tu miejsca na dokltadng matematyczng charakterystyke tych geometrii.
Warto tylko wspomnie¢ o dwoch najbardziej nieintuicyjnych jej aspektach —
niemetryczno$ci oraz punktach ,,w nieskonczonosci”. ,,Niemetryczno$¢” geometrii
rzutowych ma takie nastepstwa, ze ignoruje w pewnym sensie odleglosci
pomiedzy obiektami geometrycznymi i1 ich wielkosci. Fakt, iz wizualizowane 1
postrzegane przedmioty maja jasno okreslone wymiary jest przeciez jednym z
najbardziej intuicyjnych faktéw (jak podkreslal cho¢by Helmholtz). W zwiazku z
powyzszym Torretti stwierdza, ze ,,geometria rzutowa jest o wiele bardziej
‘nienaturalna’ od, powiedzmy, geometrii Bolyaia-t.obaczewskiego, ktéra to neguje
jedynie postulat Euklidesa, ktorego intuicyjna oczywisto$¢ byta podwazana przez
stulecia, podczas gdy w geometrii rzutowej, podstawowe relacje liniowego
porzadku oraz styczno$ci (neighbourhood) pomiedzy punktami przestrzeni sg

naruszone”>%°,

363 Murawski, R., Filozofia matematyki..., str. 197.
%4 por. tamze, str. 197.
%5 Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 110.
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Drugim nieintuicyjnym aspektem geometrii rzutowych jest to, ze
dopuszczaja sytuacje, w ktorej dwie proste przecinajg si¢ w ,,punkcie w
nieskonczono$ci”. Jak podkresla J. Gray punkt przecigcia si¢ prostych ,w
nieskonczono$ci” nie moze mie¢ jakiejkolwiek interpretacji geometrycznej — jest
intelektualng abstrakch%G. Twierdzi on wigc, ze geometrie rzutowe sg ,,logicznie
bez zarzutu, ale pozbawione tresci empirycznej”367. Dodajmy, iz obok punktow w
nieskonczono$ci, pojawiaja si¢ roéwniez proste w nieskonczonosci, oraz
ptaszczyzny w nieskonczonosci, jeszcze bardziej oddalone od jakichkolwiek tresci
wizualnych, czy empirycznych.

Drugim istotnym krokiem w rozwoju geometrii nieeuklidesowych, o ktorych
mozna tu wspomnieé, byly konstrukcje euklidesowych modeli dla geometrii
nieeuklidesowych. Pionierem byl tu wtoski matematyk Eugenio Beltrami (1835-
1900). Beltrami zaproponowat dokona¢ tlumaczenia, czy tez interpretacji pojec
geometrii nieeuklidesowej tobaczewskiego-Bolyaia na pojecia trojwymiarowej
geometrii euklidesowej — a nastepnie pojec tej ostatniej na koto bez brzegu w 2-
wymiarowej przestrzeni euklidesowej *® . Przy tej interpretacji punktom
euklidesowym odpowiadajg punkty w przestrzeni niecuklidesowej, ptaszczyznom,
obszary okregu zlozone z punktow, a liniom prostym, cigciwy kota 309
Odpowiednim wlasnosciom obiektow ,,nieeuklidesowych” odpowiadaja tez
wlasnosci ich euklidesowych interpretacji. Odpowiednie relacje pomiedzy
elementami kota odpowiadaja tez relacjom pomigdzy obiektami nieeuklidesowymi.
Zaznaczmy, iz nie mozna tu mowi¢ o ,,modelach” we wspotczesnym rozumieniu
tego terminu, uksztaltowanym gléwnie w drugiej potowie XX wieku. Tak tego z
pewnoscig nie rozumial Beltrami, nie posiadajac odpowiednich narzedzi
logicznych.

Zwroé¢my uwage, ze euklidesowe modele geometrii nieeuklidesowych
pozwalaja skorzysta¢ ze ,,zwyczajnej”, euklidesowej intuicji dla rozwazania

obiektow nieeuklidesowych. Wraz z rozwojem geometrii konstruowano roéznego

%0 por, Gray, J, Worlds Out of Nothing..., str. 327.

367 Tamze, str. 327.

%8 por. tamze, str. 207.

%9 por, Bonola, R., Non-Euclidean Geometry. A Critical and Historical Study of its Developments,
Dover Publications, Inc, 1955, str. 164.
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rodzaju przeksztalcenia 1 wzajemne modelowanie roéznych przestrzeni
geometrycznych, tak, iz to, co ,wizualnie postrzegalne” przestalo posiadac
jakiekolwiek ,,z gory” ustalone znaczenie matematyczne. To, jakie obiekty
reprezentuje dany rysunek zalezy wtedy od odgornych ustalen. Sytuacja ta miata
jeszcze jedna, interesujacg konsekwencje. Dzieki euklidesowym ,,modelom”,
mozna ,,wyrobi¢” sobie pewne intuicje odnosnie obiektow, czy faktow z dziedziny
geometrii  nieeuklidesowych. Wymaga to oczywiscie znacznej wiedzy
matematycznej i pewnego wysitku wyobrazni. Sg to réwniez z pewnos$cig intuicje
czgsciowe (jak to jest np. w przypadku modelu Beltramiego). Fakt, iz jest to
mozliwe z pewnoscig jednak dowodzi elastycznosci intuicji przestrzennej, jest
réwniez uzupelnieniem opisanych powyzej ,.eksperymentéw intuicyjnych”
Helmholtza.

Na tym zakoncze omawianie geometrii nieeuklidesowych i przejde do
omoOwienia aksjomatyzacji geometrii, ktéra miata rowniez duze znaczenie dla

kwestii roli intuicji przestrzennej w geometrii.

4.7. Aksjomatyzacja geometrii a wizualizacje

Finalnym efektem rozwoju geometrii nieeuklidesowych byly badania nad
ujeciem nowo powstatych geometrii w ramach systemow aksjomatycznych.
Badania zwigzane z aksjomatyzacjg geometrii nabraty rozmachu w koncu XIX
wieku. Wczesniejszy rozwoj geometrii — teoria n-rozmaitosci Riemanna, a
nastepnie teoria grup przeksztalcen Sophusa Liego (1842-1899) i Kleina —
dostarczaty bardzo szerokiego i abstrakcyjnego systemu pojgciowego w ramach
ktorego mozna bylo dokona¢ wuporzadkowania 1 klasyfikacji obiektow

h 370

geometrycznyc . Szereg matematykow dazylo do syntezy XIX-wiecznych

wynikow geometrycznych za pomoca metody aksjomatyczno — dedukcyjnej.

%70 Nalezatoby tu rowniez wspomnie¢ o pracach Beltramiego, ktory w mojej pracy dotychczas sie
nie pojawit.
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Mozna wymieni¢ dwie gtdéwne postaci, ktore przyczynity si¢ do tego procesu — byli
to Moritz Pasch (1843-1930), oraz przede wszystkim David Hilbert®”*. Ten ostatni
podal pelny uklad geometrycznych poje¢ pierwotnych oraz aksjomatow ich
dotyczacych, udowodnil rowniez niesprzecznos$¢ swojego systemu — przy zatozeniu

%2 Nie ma tu miejsca na omawianie tego procesu.

niesprzecznosci arytmetyki
Sprobujmy wigc ogolnie oceni¢, co aksjomatyzacja geometrii oraz przytoczmy
kilka wazniejszych glosow w tej kwestii.

Gloéwna tendencja, ktora towarzyszyla aksjomatyzacji geometrii bylo
pozbawienie jej rozumowan odniesienia do intuicji przestrzennych. Szerzej mozna
powiedzie¢ o traktowaniu poje¢ matematyczny jako symboli pozbawionych
znaczenia, w szczeg6Olnosci treSci intuicyjnych, czy przestrzennych, ktore w
przypadku geometrii z pewnoscig stanowig jego istotny sktadnik. Dodajmy, ze
proces pozbawiania poj¢¢ matematycznych towarzyszacych im przestrzennych
intuicji byt stopniowy. W kierunku tym podazaly juz praca B. Riemanna i F.
Kleina. Nawet Moritz Pasch nie miat jeszcze na celu zupetnego wyeliminowania
intuicji przestrzennych z badan nad geometria — podstawowymi pojeciami, przy
pomocy ktoérych budowal swojej aksjomatyczne ujgcie geometrii byly pojecia
punktu, przestrzeni, czy stycznosci (incidence), a wigc pojecia odwotujace si¢ do
intuicji przestrzennej — sam Pasch zreszta umiejscawial swojg prace w tradycji
geometrii syntetycznej*”®. Mimo to, juz Pasch postulowal, aby rozumowania
geometryczne odbywaly si¢ na sposob czysto formalny. Pisze on co nastepuje:
»jezeli geometria ma by¢ rzeczywiScie nauka dedukcyjna, to proces
wyprowadzania [twierdzen] musi by¢ catkowicie niezalezny od znaczenia pojgc
czy figur geometrycznych. Jedyng rzecza, ktora ma tu znaczenie, s3 relacje
zachodzace pomiedzy poszczegdlnymi pojgciami ustalone za pomoca twierdzen i

definicji®™*.

3! Mozna tu dodaé, ze na prace Pascha wplynely prace matematykéw wioskich, jak Giuseppe

Veronese, czy Giuseppe Peano (zob. Murawski, R., Filozofia matematyki..., str. 198). O filozofii
matematyki Hilberta szeroko pisze polska filozof matematyki Ewa Piotrowska.

372 por, Lubomirski, A., Henri Poincarégo..., str. 45,

% Epple, M. Styles of argumentation in late 19" century geometry, w: Analysis and Synthesis in
Mathematics, red. M. Otte, M. Panza, Kluwer Dordrecht, Boston, London 1997, str. 181.

%74 pasch, za: Murawski, R., Filozofia matematyki..., str. 198.
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Kulminacja tendencji, ktéra dazyla do wyrugowania elementow
intuicyjnych w rozumowaniach geometrycznych byto podejécie Davida Hilberta.
Wielki niemiecki matematyk dazyt do aksjomatyzacji geometrii w taki sposob, aby
wszelkie jej rozumowania mozna bylo sprowadzi¢ do operacji na symbolach. Jak
pono¢ sam kiedy$S powiedziat - powinno si¢ zawsze moc moéwi¢ o stolach,
krzestach 1 kuflach, zamiast o punktach, liniach 1 powierzchniach375. Celu swoj
osiggngt w epokowej pracy Grundlagen der Geometrie. W pracy tej do
przeksztalcen na symbolach zostaly sprowadzone takie operacje, jak wspomniane
,hakladanie” na siebie figur geometrycznych, jak rowniez wszelkie rozumowania
odwotujace si¢ do rysunkow. Wprowadzony zostat tu rdwniez aksjomat ciggtosci,
ktéry zapewniatl np. ze dwa okregi sa do siebie stycznie w dokladnie jednym
punkcie. Grundlagen der Geometrie (Podstawy geometrii) staly si¢ wigc symbolem
usuni¢cia z rozumowan geometrycznych bezposrednich odwotan do intuicji
przestrzennej. Jak pisze Murawski, ,,przyjmuje si¢ zazwyczaj, ze wraz z dzietem
Hilberta nastgpito ostateczne i catkowite zerwanie geometrii z rzeczywistoscig
empiryczng. Geometria stata si¢ matematyka czysta. Aksjomaty przestaly by¢
prawdami oczywistymi czy koniecznymi”376.

Moritz Pasch, David Hilbert, jak i ich zwolennicy byli zgodni, iz z zasady,
odwotania do rysunkéw czy diagramoéw w rozumowaniach matematykow nie sg
nigdy konieczne. Przestrzenne reprezentacje obiektow matematycznych byty do
przyjecia jedynie w kontekscie odkrycia, jako heurystyki, czy $rodki pomocnicze,
ale mialy zosta¢ wyeliminowane z procesu rozumowania. Paolo Mancosu
podkresla tu, iz ,wizualizacje wydawaly si¢ traci¢ swoja site w kontekscie
uzasadniania, bedac jednoczesnie dopuszczane w kontekscie odkrycia, 1 jako cos,
CO upraszcza poznanie, nie mogac go ugruntowaé”377. Pasch pisze tu np., ze
rysunek ,w sposob istotny zwigksza rozumienie relacji, o ktérych mowi
twierdzenie oraz konstrukcji dowodu. Co wigcej, jest on owocnym narzedziem

odkrycia takich relacji czy konstrukcji. Jezeli jednak nie obawiamy si¢ poswigcenia

czasu 1 wysitku, mozna te rysunki opusci¢ w dowodzie kazdego twierdzenia;

3> Gray, J, Worlds Out of Nothing..., str. 254.
%76 Murawski, R., Filozofia matematyki..., str. 200.
7" Mancosu, P., Visualization in Logic..., str,. 14.
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twierdzenia jest w istocie dopiero wtedy naprawde udowodnione, gdy dowdd jest w
zupetnoscei niezalezny od rysunkow*®. W Grundlagen der Geometrie, natomiast
wspomina Hilbert, ze jego rozumowania bgdg czesto korzystaly z rysunkow, ale
,nigdy nie beda na nich polega¢ (niemals auf sie verlassen)™*"*.

Nalezy tu doda¢é, iz Hilbert — mimo, iz pokazywal zbednos$¢ intuicji
przestrzennych w rozumowaniach matematycznych — nie odrzucat idei, iz intuicja
przestrzenna stanowi zrodlo poznania geometrycznego. Zauwaza o tym m.in.
Ulrich Majer, podkreslajac, iz ,,zadanie ‘ustanowienia (establishing) aksjomatow
geometrii’ musi, zgodnie z pogladem Hilberta, odwolywa¢ si¢ (have recourse to)
naszej ‘intuicji przestrzennej’ oraz poddawaé te intuicj¢ analizie logicznej przy
pomocy metody aksjomatycznej, w celu odnalezienia logicznych zaleznosci
pomiedzy aksjomatami”.*®°

W kolejnym podrozdziale dokonam podsumowania rozwazan zwigzanych z

XIX wieczng geometrig 1 filozofia geometrig dla kwestii roli wizualizacji w

poznaniu matematycznym, jak rowniez dla kantowskiej filozofii geometrii.

4.8. Konsekwencje rozwoju geometrii nieeuklidesowych dla

zagadnienia roli wizualizacji w poznaniu geometrycznym

W niniejszym podrozdziale dokonam oceny statusu i znacznie poznawczej
intuicji przestrzennej w geometrii w §wietle dotychczasowych rozwazan. Ogoélnie

mozna uzna¢, iz gldéwna konsekwencja rozwoju geometrii nieeuklidesowych byto

378 Za: tamze, str. 14.

%79 Za: tamze, str. 15. Warto dodaé, ze $wiadome unikanie korzystania z reprezentacji przestrzennej
w istotny sposob bylo zwigzane m.in. z rozwojem geometrii nieeuklidesowych. Jak wspominatem,
w trakcie owego rozwoju roslo przekonanie o zawodno$ci intuicji przestrzennej w rozstrzyganiu
probleméw w poszczegdlnych geometriach. Postgpujacy ich rozwdj domagal si¢ wigc coraz
wigkszego oparcia na formalizmach, zamiast intuicji. Innym powodem krytycznego stosunku do
reprezentacji przestrzennych byly rozbieznosci pomiedzy intuicjami przestrzennymi a niektoérymi
twierdzeniami z dziedziny analizy matematycznej. O tym doktadniej bedzie mowa w dalszej czgsci
rozdziahu.

%0 Majer, U., The Relation..., str. 61.
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ukazanie niewiarygodnosci oraz ograniczen intuicji przestrzennej. Intuicja
przestrzenna — jako wiladza poznawcza umozliwiajgca samo przedstawienie sobie
odpowiednich obiektow geometrycznych — nie radzi sobie (albo radzi sobie z
trudnoscig) z przestrzeniami wielowymiarowymi, przestrzeniami o zmiennych
krzywiznach, czy z niemetrycznoscig geometrii rzutowych. Intuicja przestrzenna
jest tez niewiarygodna, czy zwodnicza, w tym sensie, ze sugeruje ona falszywos¢
twierdzen, ktérych nie nalezy $cisle rzecz biorgc uzna¢ za fatlszywe (jak chociazby
negacja piatego postulatu i jej konsekwencje). Jesli chodzi o geometrie
nieeuklidesowe, mozna powiedzie¢, iz czesto utrudnia ona, raczej niz wspiera
poznanie. Konsekwencja tych ograniczen bylo oddalenie praktyki geometrycznej
od wizualizacji, a zblizenie jej do formalizmdéw i reprezentacji symbolicznych,
czego kulminacjg byta wspomniana aksjomatyzacja geometrii.

Istotnym zwrotem zwigzanym z zagadnieniem roli wizualizacji w poznaniu
matematycznym bylo jego uniezaleznienie si¢ od kwestii matematycznej
charakterystyki przestrzeni fizycznej. Przed odkryciem geometrii nieeuklidesowych
powszechne byto przekonanie, iz przestrzen ma struktur¢ euklidesowa, a geometria
euklidesowa oraz odpowiadajaca jej intuicja przestrzenna idealnie nadaje si¢ do
badania jej struktury. Istnienie geometrii euklidesowych zmusilo do rewizji
przekonania o istnieniu takiego zwigzku pomiedzy dwoma typami przestrzeni.
Proponowane metody stwierdzenia, ktora z przestrzeni geometryczny opisuje
przestrzen nie odwotywaly si¢ do intuicji przestrzennej. Rozwigzania proponowane
przez Riemanna, czy Helmholtza odwotywaty si¢ do eksperymentu albo ogdlnych
spekulacji filozoficznych. Intuicja przestrzenna wydawata si¢ wladza poznawcza
zbyt niedoktadng i1 niewiarygodng aby osiggnag¢ w tej materii jakiekolwiek
jednoznaczne konkluzje. W istocie, nie musi ona mie¢ zadnego zwiazku z wlasciwa

geometrig przestrzeni, najprawdopodobniej niedostgpng naszym zmystom 8L

! Na istotne ograniczeni intuicji przestrzennej w zakresie orzekania o wiasno$ciach przestrzeni
fizycznej zwrocit uwage Felix Klein Zwrécit on uwage na prosty fakt, iz wszystko, co potrafimy
zbadaé, jak rdwniez przedstawi¢ sobie w wyobrazni przestrzennej, umiejscowione jest w
ograniczonym obszarze przestrzennym. Wiadomo tymczasem, ze ograniczony obszar
homeomorficzny ze spojnym podzbiorem trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej moze nalezeé¢
do wielu roznych przestrzeni topologicznych (por. Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 149).
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W ramach podsumowania problemu matematycznej charakterystyki
przestrzeni fizycznej dodajmy, iz pod koniec XIX wieku Henri Poincaré poddat w
watpliwos¢ mozliwos¢ rozwigzania ,problemu przestrzeni” jakimkolwiek
metodami. Francuski filozof i matematyk twierdzil, iz zalozenie, ze mozna
sprawdzi¢ prawdziwos¢ (o przestrzeni fizycznej) zdan geometrii jest z gruntu
btedne. Aby podda¢ jakiekolwiek zdanie matematyczne (w istocie, w ogole
jakiekolwiek zdanie) weryfikacji empirycznej, nalezy dysponowaé metoda
interpretacji jej termindow. Przy takiej interpretacji desygnatami terminow
matematycznych sg jednak obiekty fizyczne, a nie sama przestrzen (czy jej czgsci),
nie rozstrzyga si¢ tym samym nic odno$nie tej ostatniej. Tak stanowisko
Poincarégo ujmuje J. Gray: ,,Kazdy eksperyment wigze si¢ z pewng interpretacja.
Zawsze mozna powiedzie¢, ze promienie $wietlne (lub cokolwiek co graloby role
linii prostych w eksperymencie) sa rzeczywiscie proste, i w konsekwencji
przestrzen jest nieeuklidesowa (jesli na to wiasnie wydaja si¢ wskazywac¢ pomiary).
Alternatywnie mozna by powiedzieé, ze przestrzen jest euklidesowa, a promienie
Swietle sg zakrzywione. Nie istnieje jednak mozliwo$¢ rozstrzygnigcia pomigdzy
tymi alternatywami na gruncie logiki” %2 Dodam, iz rozumowanie to widziat
Poincaré réwniez jako argument przeciwko empiryzmowi w filozofii geometrii,
rozumianemu jako teza, i1z geometria odnosi si¢ do przestrzeni fizycznej jako
swojego przedmiotu®®.

W dalszej kolejnosci cheialbym oméwié szerzej problem ,,euklidesowosci

przestrzeni wyobrazeniowej”. Wielu filozoféw uznawato mianowicie, iz — W

%! Lokalne wlasnosci topologiczne przestrzeni nie determinuja zawsze wlasnosci globalnych, a stad

obserwacje skonczonego obszaru przestrzeni nie mogg da¢ definitywnej odpowiedzi na pytanie o
strukture caloéci.Tak pisze o tym sam Klein:nasze pomiary empiryczne majg swoje gorne
ograniczenie, okre$lone przez rozmiar przedmiotéw, ktore sg nam dostgpne, albo ktére sa
obserwowalne. Co wiemy relacjach przestrzennych w ogromnej skali (im Unmessbar-Grossen)?
Zupekie nic. Mozemy jedynie odwota¢ si¢ do postulatdow. Stad uznaj¢ wszystkie topologicznie
odmienne formy przestrzenne (space-forms) za w rownym stopniu kompatybilne z do§wiadczeniem
Klein, Gutachten, betreffend den dritten Band der Teorie der Transformationsgruppen von S. Lie
anlasslich der ersten Verteilung des Lobatschewsky-Preises 1897, za: Torretti, R., Philosophy of
Geometry..., str. 152.

%2 Gray, J, Worlds Out of Nothing..., str. 292.

%3 Jak wiadomo, problemowi charakterystyki fizycznej przestrzeni pewne konkretne znaczenie
nadata fizyka relatywistyczna: bada ona czasoprzestrzen jako 4-wymiarowa geometri¢
nieeuklidesowa, ktorej (ujemna) krzywizna uzalezniona jest od iloSci masy. Krzywizna ta jest
okreslona lokalnie, w zaleznos$ci od ilosci masy w danym obszarze przestrzeni.
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swietle braku mozliwos$ci stwierdzenia, czy przestrzen fizyczna jest euklidesowa —
mozna rozwazaé przestrzen wyobrazeniowa jako posiadajaca charakterystyke
euklidesowg. Jest to do$¢ niejasne zagadnienie. Czy nasz system percepcyjny moze
mie¢ jakg$ struktur¢ matematyczng? Je$li natomiast rozwazamy intuicj¢
przestrzenng, pojawia si¢ pytanie, czy wiladzy poznawcze] mozna przypisaé
wlasnos$¢, czy charakterystyke matematycznq384? Mozna zaproponowac nastepujaca
odpowiedz na te pytania: intuicja przestrzenna — jako wladza poznawcza — ma
charakter euklidesowy w tym sensie, ze mamy naturalng predyspozycje do
uznawania prawdziwosci zdan euklidesowych na podstawie diagramow, czy w
ogble danych wizualnych. Jesli natomiast uznamy przestrzeh wyobrazeniowa za
,porzadek naszych wrazen zmystowych”, (jest to w ogdlnych zarysach zgodne z
koncepcja Kanta), mozna uzna¢, iz ma on naturg¢ euklidesowa o tyle, o ile obiekty
postrzegamy jako euklidesowe, tzn. jako spetniajace aksjomaty Elementow.

Mimo, iz tezy te moga si¢ w ogdlnych zarysach wydawac¢ stuszne, pozostaja
wcigz niejasne. Nalezy tu od razu wspomnieé, iz nawet, jesli pojawia si¢ w nas
tendencja do kategoryzowania danych zmystowych 1 ich interpretacja zgodne z
geometrig euklidesowa, to nie jest to przeciez zadnego rodzaju koniecznos¢.
Przypomnijmy, iz H. Helmholtz, czy F. Klein pokazywali, iz mozemy przedstawic¢
sobie za pomocg intuicji przestrzennej rowniez obiekty nieeuklidesowe. Mozna, za
H. Poincarém, postawi¢ hipoteze, iz kategoryzacja wrazen zmystowych zgodna z
geometrig euklidesowa jest po prostu najwygodniejsza i najprostsza, stad ja
wlasnie, ewolucyjnie, obiera nasz mozg. Jako dalszy czynnik powodujacy, iz
postrzegamy  $wiat  jako  ,euklidesowy” mozna natomiast wskazaé
przyzwyczajenie®®*,

Zwré¢my uwage, ze mozna roéwniez podwazaé teze, iz kategoryzacja
wrazen zmystowych jest zawsze zgodna z geometriag euklidesowa, a intuicja
przestrzenna ma tym samym fundamentalnie euklidesowy charakter. Po pierwsze,
nie wszystkie zdania euklidesowe narzucaja si¢ ze swojg prawdziwoscig. Bardziej

skomplikowane twierdzenia sa wysoce nieoczywiste, gdy rozwazy¢ je jedynie za

¥ Zwroémy uwage, ze problemy te pojawialy si¢ juz z pewnoscia w kontekscie filozofii

kantowskiej.
%5 Filozofie geometrii H. Poincarégo omawiam doktadniej w kolejnym rozdziale.
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pomocag zmystu wzroku. Dodatkowo, intuicja przestrzenna moze by¢ zwodnicza
takze w przypadku geometrii euklidesowej. Drugi, z pewno$cig wart uwagi
problem, zwigzany jest z tym, ze same pojecia geometrii euklidesowej sa pod
wieloma wzgledami oddalone od tego, co postrzegamy za pomoca zmystu wzroku.
Narysowane przez nas kreski reprezentujg przeciez linie bez grubosci, a kropki
bezwymiarowe punkty. Obiekty geometrii takie, jakic sa badane przez
matematykow nie wystepuja w naturze, a nawet nie moga w niej wystepowac. Czy
mozemy wigc rzeczywiscie przedstawi¢ sobie w wyobrazni przestrzennej takie
idealne figury, czy chociazby bezwymiarowy punkt? Odpowiedz wydaje si¢ nie
by¢ jednoznaczna. Kwestie te¢ rozwazal na przyklad XIX wieczny filozof Beno
Erdmann (1851-1921); bedac (jak twierdzil) empirysta o filozofii geometrii,
uwazal, iz nie jesteSmy w stanie wytworzy¢ w sobie definitywnych, wyraznych,
przedstawien, czy reprezentacji intuicyjnych np. powierzchni, czy prostych.
Polemizujac z nim, Roberto Torretti stwierdza, iz ,,jesli mozemy mie¢ wyrazne i
jednoznaczne (definitive) reprezentacje ciala musimy mie¢ reprezentacj¢ jego
granic, a te sa wlasnie powierzchniami™**®. Jak pisalem w poprzednim rozdziale,
réowniez Klein uwazal, iz idealizowanie danych zmystowych, majace swoj efekt w
abstrakcyjnych pojeciach punktu, powierzchni, itd. jest procesem naturalnym. Nie
bede tu rozstrzygat tego sporu. Wydaje si¢ w kazdym razie, ze przedstawienie sobie
obiektow euklidesowych w wyobrazni wymaga juz konceptualizacji, pewnego
podejscia teoretycznego jak réwniez idealizacji. Wydaje si¢ réwniez, iz jest
dyskusyjnym, czy owa konceptualizacja ma jaka$ z gory narzucong forme, czy
przebieg.

Przypomnijmy tez, iz w fundamentalnie euklidesowy charakter intuicji
przestrzennej kaze watpi¢ fakt, iz jesteSmy w stanie przedstawi¢ sobie w niej
obiekty, czy ,sytuacje” nieeuklidesowe, a nawet lepiej je dzigki tej intuicji
zrozumie¢. Mozna tu wspomnie¢ chocby ,modele” Beltramiego, czy

,eksperymenty” myslowo-przestrzenne Helmholtza. Relacja ,,podobienstwa”, jesli

%8 Torretti, R., Philosophy of Geometry...,. Jak zauwaza dalej Torretti, powierzchnie postrzegane
zmystowo sg jednak nieregularne, nie moga wiec by¢ same w sobie zrodlem pojecia idealnej
matematycznej powierzchni. Erdmann w zwigzku z tym podkre$la, Zze ,nie jesteSmy w stanie
rozpozna¢ tych nieregularnosci jako takich, jezeli nie posiadamy pojgcia reguty/zasady, od ktorej sa
one odstgpstwem” (tamze, str. 270).
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mozna tak powiedzie¢, pomigdzy rysunkiem a obiektem przez niego
reprezentowanym jest tu ,,luzniejsza” niz w przypadku geometrii euklidesowych.
Luk w okregu euklidesowym moze reprezentowac proste nieeuklidesowe jedynie
pod pewnymi wzgledami, tzn. adekwatnie odzwierciedla tylko niektére jego
wiasnosci.

Podkreslmy dalej, ze w ksigzkach 1 artykulach dotyczacych geometrii
nieeuklidesowych rowniez pojawiaja si¢ rysunki. Mozna powiedzie¢, ze z
prostymi, czy figurami na nich wyst¢pujacymi taczymy po prostu inne fakty, inne
skojarzenia, itd. Dodajmy, ze takie ,,nieostre” powigzanie pomiedzy rysunkiem a
pojeciami jest tez spdjne z podzialem na intuicj¢ naiwng i wzmocniong Kleina:
samemu rysunkowi nie odpowiada jeszcze w jednoznaczny sposob zaden obiekt
matematyczny. Dopiero uzbrojeni w odpowiednie pojecia mozemy dokonad
odpowiedniej interpretacji rysunku.

Podsumowujac, nalezy stwierdzi¢, iz teza o euklidesowym charakterze intuicji
wyobrazeniowej, czy przestrzeni wyobrazeniowej jest niejasna. Wydaje si¢ wiec, iz
nalezy przyja¢ stanowisko Poincarégo, czy Helmholtze’a, ktorzy wskazywali, iz
przestrzen wyobrazeniowa nie ma jako taka charakteru matematycznego. Dopiero
dysponujac odpowiednimi pojeciami odpowiednio kategoryzujemy i interpretujemy
»kreski”, ,kropki”, taczymy z wrazeniom zmystowymi pojecia matematyczne,
nadajac tym wrazeniom w pewnym sensie matematyczny charakter. Wtedy tez
dopiero intuicja przestrzenna moze spelnia¢ role wiladzy poznawczej sugerujacej

prawdziwo$¢ odpowiednich zdan (a wiec role ,intuicji, ze” 87

Interpretacja
euklidesowa diagraméw matematycznych moze si¢ wigc wydawac najprostsza,
najbardziej naturalna, ale z pewnoscig nie jest jedyna.

W ostatnim cze$ci niniejszego podrozdzialu podsumuje konsekwencje rozwoju
geometrii nieeuklidesowych dla filozofii geometrii Kanta. Czasem podkresla si¢, ze
filozofia geometrii Kanta zostata definitywnie obalona. Falsyfikacja kantowskiej
filozofii miata plyna¢ z trzech, zewnetrznych wobec niej, Zrodel: powstania

geometrii nieeuklidesowych, aksjomatyzacja geometrii, oraz fizyka relatywistyczna

%7 Intuicja te mozna wtedy scharakteryzowaé, zgodnie z omawianym w kolejnym rozdziale
rozréznieniem F. Kleina, jako intuicj¢ wzmocniona.
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Alberta Einsteina. Dodatkowo mozna oczywiscie wymieni¢ problematyczne
kwestie, zwigzane z samym tekstem Krytyki czystego rozumu. Chciatbym si¢ tutaj
zastanowi¢, w jakim stopniu mozna rzeczywiscie twierdzi¢, iz filozofia geometria
Kanta zostala obalona, badz tez jakie jej aspekty sa nie do utrzymania, jakich tez
niemieckiego filozofa mozna z kolei broni¢. W pierwszej kolejno$ci rozwaze
kantowskie tezy, ktore w $wietle rozwoju XIX-wiecznej geometrii nalezy, jak si¢
wydaje, uznad za falszywe.

Po pierwsze, nalezy podkresli¢, iz obalona zastata teza Kanta, iz zgodnie z ktéra
dowody geometryczne muszg zawiera¢ odwotania do naocznosci. Aksjomatyzacja
geometrii jest dowodem na to, ze dowody w geometrii mozna zawsze
rekonstruowac jako ciagi symboli, a dowody geometryczne nie musza by¢ zawsze
dowodami ,,unaoczniajacymi”. Co wigcej, intuicja przestrzenna moze byé w
dowodach szkodliwa, co pokazat rozwéj geometrii nieeuklidesowych

Po drugie, nalezy réwniez odrzuci¢ poglad Kanta, iz pojecia geometryczne
zwigzane s3 nierozerwalnie z pewng tre§cig wizualng”. Pojeciom geometrycznym
nie jest ,,dana” w nierozerwalny i jednoznaczny sposob jakas konkretna naocznos¢.
Poszczegdlne pojecia mozna rdznie przedstawia¢ wizualnie, a tym samym
pojeciom moga odpowiadac¢ rézne reprezentacje wizualne.

Po trzecie, jezeli przyjmiemy, iz wedtug Kanta kazde wrazenie zmystowe
postrzegane jest w zgodzie z czysta naocznoscig, ktéra ma charakter euklidesowy,
to rowniez te tez¢ nalezy uzna¢ za falszywa. Jak bowiem pokazali Klein, czy
Beltrami, mozemy tworzy¢ wizualne reprezentacje obiektow geometrii
nieeuklidesowej.

Mocno podwazona jest dalej teza, iz intuicja za pomoca ktorej przedstawiamy
sobie obiekty geometrii nie ma charakteru empirycznego, ale aprioryczny, a czysta
naoczno$¢ przestrzeni jest zrodlem aprioryczno$ci i konieczno$ci twierdzen
geometrycznych. Przypomnijmy, iz u Kanta aprioryczno$¢ bylta $cisle zwigzana z
koniecznoscig. Trudno jednak broni¢ tezy, iz czysta naoczno$¢ jest zrodlem
koniecznos$ci twierdzen geometrycznych, skoro ich konieczno$¢ (niemozliwosé
negacji pewnych zdan geometrii) nalezy, w $wietle rozwoju geometrii

nieeuklidesowych, odrzuci€. Mozna jednak przyja¢ klasyczng definicje
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apriorycznosci (,,zdanie jest a priori, gdy jego prawdziwos¢ nie zalezy od
konkretnych do§wiadczen zmystowych”), nie faczac jej z pojeciem koniecznoSci.
Wtedy czysta naoczno$¢ przestrzeni — ktérg mozna ogoélnie rozumie¢ jako forme
naszego poznania, - mozna rozumie¢ jako a priori determinujacg sposob
postrzegania 1 konstrukcji obiektow geometrycznych. Na takim stanowisku stoi na
przyktad wspoéiczesna filozof geometrii Helen De Cruz, wedtug ktoérej “stworzenie
geometrii nieeuklidesowych nie podwazato automatycznie kantowskiego ujgcia
przestrzeni jako apriorycznej i euklidesowej”**®. Z drugiej jednak strony mozna
utrzymywac, iz intuicja przestrzenna jest wladza poznawczg dajacg poznanie
empiryczne, tzn. dajaca jedynie jednostkowe poznania empirycznych obiektow.
Tak uwazato juz wielu filozoféw XIX wieku. Niemiecki przedstawiciel empiryzmu
w filozofii geometrii, Friedrich Uberweg pisat co nastepuje: ,,nawet, jesli przestrzen
jest dana a priori, w zadnym momencie naszego zycia nie jesteSmy $wiadomi
czystej naocznosci przestrzeni, chyba, ze uda nam si¢ oddzieli¢ ja od calo$ci
doswiadczenia empirycznego™®. To jednak nie wydaje sie by¢ mozliwe — zanim
wyprowadzimy zasady geometrii z czystej naoczno$ci, czy z jakkolwiek
pojmowanej abstrakcyjnej idei przestrzeni, musimy ja wyprowadzi¢ z konkretnej,
empirycznej intuicji. W konsekwencji, wedtug Uberwega, Kant nie pokazuje, ze
taka czysta naocznos¢ — nawet jesli istnieje — moze zapewniaé aprioryczng naturg
geometrii w ogoble, oraz jej pierwszych zasad. Jak pisze Torretti, ,,nawet, jesli
filozofowi udatoby si¢ wyprowadzi¢ geometri¢ z istoty (essence) przestrzeni, nie
odkrytby poprzez to podstaw dla ogodlnego przekonania o jej prawdziwosci
(general belief in its validity)™*%.

Podsumowujac powyzsze rozwazania, mozna broni¢ tezy, iz wrodzona
struktura poznawcza okre§la nasze poznanie obiektow przestrzennych w jaki$
okreslony sposob (w jaki doktadnie jest juz kwestig interpretacji). Nie determinuje

ona jednak prawdziwosci zadnych poszczegolnych twierdzen geometrycznych.

%8 De Cruz, H. An Enhanced Argument... str. 201.

9 Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 261.

%0 Tamze, str. 262. Réwniez inny empirysta, Beno Erdmann uwazal, ze ,,nowa geometryczna teoria
przestrzeni, ktora przypisuje Riemannowi i Helmholtzowi, potwierdza empirystyczna teori¢ intuicji
przestrzennej i obala filozofi¢ przestrzeni i geometrii Kanta” (por. tamze)

161



Wiele z tez Kanta mozna jednak broni¢, cho¢ przy ostabieniu zatozen krytycznej

filozofii, oraz w oderwaniu od jej calosciowego kontekstu.
Po pierwsze, mozna uzna¢, iz intuicja przestrzenna jest konieczna przynajmnie;j

w celu sformutowania aksjomatdw geometrii jak réwniez zrozumienia pojec
geometrycznych. Na takim stanowisku stalo wielu filozofow matematyki,
wlaczajac w to Hilbera 1 Fregego (stanowisko tego ostatniego blizej analizuje w
kolejnym rozdziale).

Po drugie, mozna uznaé, jak podkreslatem wczesniej, iz przestrzen
wyobrazeniowa ma charakter euklidesowy. Teza ta, nie bedac sfalsyfikowana przez
samo istnienie geometrii nieeuklidesowych, czy przez aksjomatyzacj¢ geometrii,
pozostaje dyskusyjna. W tym miejscu warto zwroci¢ uwage na pewna interpretacje
filozofia geometrii Kanta, zgodnie z ktoérg powyzsza teza moze by¢ utrzymana.
Przypomnijmy wigc, iz wedlug Kanta, geometria — jako nauka syntetyczna — nie
jest oparta na zasadzie sprzecznosci. Nie mozna wiec, zgodnie z myS$la
krolewieckiego filozofa, dowie§¢ twierdzen geometrycznych pokazujac, iz ich
negacje sa sprzeczne wewnetrznie (rozwazajac samo pojecia geometryczne). O ile
powyzsze uwagi tycza si¢ geometrii euklidesowej, mozna uznaé, iz nie dotycza
geometrii nieeuklidesowych. Kantysta moze uzna¢, iz pozostaja one logiczng
mozliwoscig, cho¢ sg niezgodne z czysta naocznoscig przestrzeni. Zdania tych
geometrii bylyby wtedy tak zdaniami analitycznymi, opartymi na definicjach 1
formalizmach, ale nie majacymi zwigzku z intuicja przestrzenng (czy czysta
naoczno$cig przestrzeni). W tym tez sensie przestrzen wyobrazeniowa (rozumiana
jako czysta naoczno$¢ przestrzeni) pozostawataby euklidesowa.

Po trzecie mozna utrzymywac, iz matematyka wyptywa w pewnym stopniu z
pozapojeciowego zrodta poznania. Tezg taka glosil Kant, wskazujac tu na czysta
naoczno$¢ przestrzeni. Zardwno analizowane w kolejnym rozdziale stanowiska
Felixa Kleina 1 Henri Poincarego, jak 1 ramach wspolczesnej filozofii geometrii,
rozwaza si¢ iz geometria wyptywa w jakims$ stopniu z do§wiadczenia zmystowego,

badz tez z uksztaltowanych przez nie ewolucyjnie struktur poznawczych.
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Rozdzial 5. Wybrane XIX-wieczne koncepcje
Intuicji geometrycznej i jej roli w poznaniu

matematycznym

Niniejszy rozdziat nie ma, struktur¢ odmienng od poprzedniego. Przedstawiam
tu kilka X1X-wiecznych stanowisk odnos$nie roli intuicji przestrzennej w geometrii,
oraz po czesci w matematyce w ogoble. Kazde z wymienionych tu stanowisk jest
warte uwagi i wnosi, jak si¢ wydaje, nowy element do rozwazan nad rolg
wizualizacji w poznaniu matematycznym. Omowieni beda tu B. Bolzano, F.Klein,
J.S. Mill, G. Frege oraz H. Poincaré.

W pierwszej kolejnosci przyjrze si¢ pracy Contributions to a Better-
grounded Presentation of Mathematics filozofa i logika niemieckiego Bernarda
Bolzano (1781-1848)*'. Bolzano krytykuje w niej filozofie geometrii Kanta,
argumentujac, iz geometria jest naukg analityczng. Twierdzi on, iz intuicja nie peini
istotnej roli w dowodach geometrycznych, a rozumowania przeprowadzane s3
wylacznie za pomocg pojec, nie odwotujac si¢ do intuicji.

Dalej przedstawiam poglady matematyka niemieckiego Felixa Kleina
(1849-1925) na role intuicji w poznaniu matematycznym. Klein wprowadza w
szczegolnosci ciekawe rozrdznienie na naiwng intuicj¢ (naive intuition) i intuicje
wzmocniong (refined intuition), ktéremu nieco blizej si¢ przyjrz¢. Omowig niektore
ciekawsze uwagi Kleina odnos$nie roli intuicji przestrzennej w matematyce.

W dalszej kolejnosci podejme¢ bardziej poglebiong analiz¢ stanowisk Johna
Stuarta Milla, Henri Poicarégo i Gottloba Fregego. Stanowisko J.S. Milla (1806-
1873) warto wspomnie¢, poniewaz jest on reprezentantem skrajnego empiryzmu w

filozofii geometrii. W swoim empiryzmie idzie on dalej niz John Locke czy George

91 Tytut oryginatu to Beitrige zu einer begriindeten Darstellung der Mathematik.
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Berkeley i1 stawia tezg, iz narysowane diagramy s3 przedmiotem geometrii, a jej
rozumowania majg charakter empiryczny i oparty na analizie fizycznego diagramu.

Kolejnym filozofem (oraz logikiem), ktoremu poswiece tu nieco wiecej
miejsca jest Gottlob Frege (1848-1925). Niemiecki filozof znany jest z pogladu, iz
geometria jest nauka syntetyczng. Poglad ten jest zastanawiajacy w Swietle catosci
filozofii Fregego, sktaniajacej si¢ raczej w strong racjonalizmu, ktorej to kwestii si¢
réwniez przyjrzg.

Wreszcie omoéwig filozofie geometrii Henri Poincarégo (1854-1912).
Stanowisko Poincarégo jest ciekawe z kilku powodéw. Po pierwsze, formutuje on
interesujace stanowisko w filozofii geometrii, ktoremu warto si¢ krotko przyjrzec.
Po drugie, pisze o roli przestrzeni wyobrazeniowej w poznaniu geometrycznym.
Warto si¢ tez przyjrze¢ bardzo interesujagcym uwagom Poincarégo na temat dwdch
typow umystowosci: matematykow bardziej sktonnych do mys$lenia intuicyjnego
(w tym przestrzennego), oraz matematykow preferujacych metody algebraiczno-
analityczne. W koncowej czesci rozdzialu dokonam syntetycznego podsumowania i

zestawienia wszystkich analizowanych tu stanowisk,

5.1. Bernard Bolzano o pojeciach i intuicji w poznaniu

geometrycznym

Filozof i teolog niemiecko-czeski, Bernard Bolzano, znany jest przede
wszystkim ze swoich pogladow antycypujacych logicyzm w filozofii matematyki.
Stanowisko praskiego filozofa ma wiele cech wspodlnych z filozofig Leibniza. W
szczegolnosci  podkresla B. Bolzano pojeciowy charakter poznania
matematycznego, odmawiajagc w nim istotnej roli intuicji przestrzennej. W
ninejszym podrozdziale przestawiam kilka zwigztych, ale tresciwych uwag B.
Bolzano odnos$nie roli diagraméw 1 intuicji w geometrii, ktore sformutowat on we

wspomnianej pracy Contributions to a Better-grounded Presentation of
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Mathematics. B. Bolzano formutuje je w kontek$cie analizy kantowskiej podziatu
na sady analityczne i syntetyczne, od jej omOwienia tez zaczniemy.

Bernard Bolzano pisze o filozofii kantowskiej z duzym uznaniem. Uznaje
zasadno$¢ samego podzialu na zdania analityczne i syntetyczne — podkresla, ze
zwrocenie uwagi na to, ze nasza wiedza dzieli si¢ na analityczng i syntetyczng jest
zastuga Kanta. Mimo to sceptycznie podchodzi on do kantowskiej odpowiedzi na
pytanie: na czym opiera si¢ prawdziwos¢ zdan syntetycznych.

Bolzano stawia pytanie, ktore lezy w centrum rozwazan dotyczacych
podziatu na zdania analityczne 1 syntetyczne: na czym opiera si¢ prawdziwos¢ zdan
syntetycznych, a na czym analitycznych? Prawdziwo$¢ tych ostatnich opiera sie,
jak podkresla, na zasadzie sprzeczno$ci, chociaz niekoniecznie w swojej
tradycyjnej postaci; niemiecki matematyki pisze, ze zdania analityczne, o ile sg
prawdziwe, ,,opieraja si¢ wszystkie na jednym ogdélnym sadzie, ktory wyraza si¢
formuta: (A cum B) jest rodzajem A. Jesli nazwaé¢ 6w sad prawem identyczno$ci
albo niesprzeczno$ci, to mozna zawsze stwierdzi¢, iz prawo sprzecznosci jest

2 . . . . .
h%%, Pojawia si¢ wiec pytanie:

ogblnym zrédlem wszystkich sagdow analitycznyc
na czym opiera si¢ prawdziwo$¢ zdan syntetycznych, o ile jasnym jest, ze nie
opieraja si¢ na zasadzie sprzecznosci?

W pierwszym rzedzie nalezy tu odpowiedzie¢ na pytanie: jaka rolg penic¢
mogg intuicje w uprawomocnianiu twierdzen geometrycznych? Bolzano podnosi
kwesti¢: jak sady oparte na intuicji moga mie¢ charakter ogdlny? Spekuluje on, ze
odpowiedz kantysty na takie pytanie moze by¢ nastepujaca: ,,jesli potacze ogolne
pojecie, na przyktad punktu, badz kierunku albo odleglosci, z intuicjq, tj. wyobrazi¢ sobie
jednostkowy punkt, jednostkowy kierunek albo odlegtosé, wtedy dowiaduje sig, ze ten, czy
inny predykat nalezy do tych jednostkowych przedmiotow i jednoczesénie czujg, ze rzeczy
si¢ tak rowniez maja dla wszystkich pozostatych przedmiotow, ktore podpadaja pod to

3%3» Weciaz jednak nie jest jasne, wedtug Bolzana, jak przechodzimy do sadu

pojecie
ogo6lnego: ,,jak przechodzimy od intuicji owego jednostkowego przedmiotu, do odczucia,

Ze to, co w nim dostrzegamy stosuje si¢ rowniez do kazdego innego? Poprzez to, co jest

%2 Bolzano, B, Contributions to a Better-grounded Presentation of Mathematics, (w:) From Kant to
Hilbert. A Source Book in the Foundations of Mathematics, V. 1. red. Ewald, W.B, Clarendon Press,
str. 220.

39 Tamze, str. 222.
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jednostkowe i indywidualne w tym przedmiocie, czy przez to, co jest w nim ogdlne? W

oczywisty sposob tylko przez to drugie, tzn. poprzez pojecie, nie przez intuicj¢394”.

Wydaje si¢, ze Bolzano dociera tu, uzywajac prostych, nieformalnych
zwrotow do sedna problemu ogdlnosci rozumowan diagramowych. Pyta si¢ on: co
powoduje, iz obserwujac diagram jednostkowy formutujemy sad odnos$nie innych
obiektow, podobnych do obserwowanego? Skad to ,,odczucie”, iz twierdzenie jest
ogolne? Bolzano wbrew Kantowi uwaza, ze tym, co ogolne w diagramie jest
wylacznie pojecie. Intuicje nie maja nigdy charakteru ogoélnego. Obserwujac
diagram, dostrzegamy wigc w nim to, co ogolne za pomoca pojecia, przy jego
pomocy przeprowadzamy tez odpowiednie rozumowanie.

Sady ogélne nie moga wigc — wedlug Bolzano — opiera¢ si¢ na intuicji
przestrzennej.  Matematyka jest wedlug niego w ogo6lnosci — podobnie jak
filozofia — nauka o analizie czystych poje¢®®. Intuicja przestrzenna ani rysunki nie
graja w poznaniu matematycznym zadnej istotnej roli. W stowach Bolzano:
»rysunek, ktory towarzyszy naszemu czystemu pojeciu punktu nie jest z nim
potaczony w sposob istotny, ale jedynie przez skojarzenie idei (association),
poniewaz czesto mysleliémy je obie jednoczesnie™®. Rysunki moga byé roznie
postrzegane przez poszczegdlnych ludzi, a pojgcia matematyczne moga by¢ za
pomoca rysunkOw reprezentowane na roézne sposoby. Sa one uzyteczne w
budowaniu przekonan odno$nie obiektow matematycznych — ale nie konieczne. Nie
odgrywaja w szczegdlnosci zadnej waznej roli w dowodach matematycznych. Taki
pisze 0 tym sam Bolzano: ,,uwazam, ze dowody matematyczne mogg by¢, i musza,
wyprowadzane z czystych poj@é”397. Sady matematyczne sg przy tym oczywiscie
sagdami apriorycznymi: wyrazajac sady a priori ,,podstawa, na mocy ktorej
przypisuje podmiot orzecznikowi nie moze w zaden sposob leze¢ gdzie indziej, niz
w samym podmiocie”. Intuicje nie moga odgrywaé¢ w sadzie apriorycznym owej
roli uprawomocniajacej — role potaczenia podmiotu i orzeczenia odgrywaé moga

jedynie w przypadku sadow doswiadczalnych czy takich, w ktorych wchodzi w gre

9% Tamze, str. 222.

%% por. Mancosu, P., Philosophy of Mathematics..., str. 111.
%% Bolzano, B, Contributions..., str. 223.
%7 Bolzano, B., Wissenschaftslehre, za: Mancosu, P., Philosophy of Mathematics....,, str. 111.
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prawdopodobienstwo™". Dodam, ze Bolzano uzasadnia swoj krytyczny stosunek do

intuicji rowniez tym, ze ,,istniejg twierdzenia geometrii, dla ktorych nie posiadamy
zadnych intuicji”**®. Takim jest np. twierdzenie, Ze kazda linia prosta moze by¢
przedhluzona w nieskonczonos¢. W stereometrii mamy wreszcie do czynienia z
wieloma obiektami, ktorych nie potrafitaby sobie przedstawi¢ w intuicji nawet

sprawna wyobraznia.

5.2. Felix Klein o intuicji naiwnej i wzmocnionej w matematyce

Felix Klein byt przede wszystkim matematykiem, o filozofii pisat wiec
rzadko 1 niewiele. Mimo to sformutowal bardzo interesujace filozoficznie
stanowisko odno$nie roli intuicji przestrzennej w matematyce (Klein uzywat tu
terminu Anschauung). Jak pisze Roberto Torretti, Klein ,wydawat si¢ byc
przekonanym (he apparently believed), ze kazdy normalny dorosty cztowiek
posiada umiejetnos¢ tworzenia obrazow geometrycznych zgodnie z ustalonym
wzorcem (according to a fixed pattern). Te umiej¢tno$é, badz jej stosowanie,

nazywal intuicjg (Anschauung)” *%° .

Intuicja ta lezy u podstaw wiedzy
geometrycznej 1 jest dla niej niezbedna. Ta geometryczna intuicja jest ,,wrodzonym
talentem”, rozwijana jest jednak przez doswiadczenie*®!. Klein wyr6znia jednak
dwa rodzaje intuicji — intuicj¢ naiwng (naive intuition) i ,,ulepszong”, czy tez
,wzmocniong” (refined intuition). Ta pierwsza to zwykla, ,,nieuzbrojona” w pojecia
matematyczne intuicja wzrokowa, za pomoca ktorej postrzegamy narysowane
obiekty geometryczne. Jest ona jednak niewystarczajaca w celu ,,jednoznacznego
okreslania poje¢ geometrycznych, oraz w celu okreslenia pewnych wzajemnie

h”402

sprzecznych twierdzen geometrycznyc . Aby poradzi¢ sobie z niedoktadno$cia

%8 Bolzano, B, Contributions..., Str. 222

399 Tamze, str. 224.

0 Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 147.
1 Tamze, str. 147.

402 Tamze, str. 147.
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intuicji fizycznej idealizujemy dane percepcyjne, nadajagc im ,,przymusem
intelektualnym” doktadnos¢, ktorej ta pierwsza nie moze posiadaé. W ten sposob,
przez kontakt z wyidealizowanymi obiektami geometrycznymi rozwijamy w sobie
,Wzmocniong” intuicj¢. WWzmocniona intuicja nie jest wlasciwie intuicja Sensu
stricte; jest ona wladzg poznawcza opartg na pojeciach, i Scistg i jak zauwaza Klein,
»powstaje w wyniku rozwoju logicznego poczawszy od aksjomatow, ktore sa

traktowane jako absolutnie dokladne prawdy” %

. Taka ulepszona intuicja jest
potrzebna i konieczna aby okresla¢ prawdziwo$¢ wspomnianych zdan, z ktorymi
nie radzi sobie naiwna intuicja, ale rowniez aby przeprowadza¢ dowody
euklidesowe. Elementy Euklidesa sg dla Kleina w istocie przyktadem teorii
aksjomatycznej, ktora — majac korzenie w intuicji naiwnej — budowana jest przy
uzyciu intuicji ulepszonej; Euklides bowiem, jego zdaniem, “uwaznie rozwija swoj
system opierajac si¢ na dobrze sformulowanych aksjomatach, jest w pehni
swiadomy koniecznosci doktadnych dowodow itd.”*%*, Aksjomaty nie sa przy tym
ani arbitralne, ani nie sg zdaniami a priori — sg idealizacjami danych
percepcyjnych, ktore uzyskujemy dzieki naiwnej intuicji*®.

Powtorzmy, ze wedtug Kleina intuicja naiwna jest konieczna dla rozwoju
matematyki. Pisal, iz jest ,,przekonany, ze dla celow badawczych taczenie intuicji z
aksjomatami jest zawsze koniecznoscia™*®. Podaje nastepnie wyniki matematyczne
— m.in. Sophusa Lie’go, dotyczace krzywych algebraicznych, czy te wystepujace w
geometrii elementarnej, ktore wedlug niego nie moglyby by¢ osiagnigte bez
ciggltego udziatu intuicji. Przytoczmy tu wypowiedz Kleine’a dotyczaca geometrii
nieeuklidesowych: ,uwazam, iz rozwijanie geometrycznych rozwazan nie jest
mozliwe, jezeli nie mam przed samg caly czas rysunku do ktorego si¢ odnosza. (...)
Czysto obliczeniowa geometria analityczna, ktora obywa si¢ bez rysunkow, nie
moze by¢ uwazana za prawdziwg (genuine) geometri¢ (...) Aksjomat jest

zadaniem, przy pomocy ktoérego w ramach niedokladnej intuicji formutujemy

%93 7a: Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 147.
404 74 tamze, str. 147

> Brating, K., Pejlare J., Visualisations..., str. 348.

406 7a: Torretti, R., Philosophy of Geomerry..., str. 148.
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doktadne sady (die Forderung, vermoge deren ich in die ungenaue Anschauung
genaue Aussagen hineinlege) """

Zapytajmy wigc, jaka jest relacja roli intuicji i roli pojg¢ w poznaniu
matematycznym? Prawdziwa geometria nie moze oby¢ si¢ wiec bez intuicji, ktora
konstytuuje tres¢ twierdzen matematycznych. Jak pisze Brating i1 Pejlare,
,,aksjomaty i logika nadajg teorii szkielet/strukture (skeleton), ale to intuicja ozywia
teorie”.

Klein zdaje sobie oczywiscie sprawg¢ z ograniczen intuicji. Jak pisze,
zdarzajg si¢ sytuacje, w przypadku ktorych ,,wnioski wyprowadzone przy pomocy
czysto logicznego rozumowania wychodzacego z doktadnych definicji nie moga
by¢ zweryfikowane przez intuicje™*%. Potwierdzaja one koniecznoéé formutowania
Scistych definicji 1 przeprowadzania $cistych dowodow.

Wydaje si¢, ze mozna zauwazy¢ podobienstwa pomiedzy filozofig Kleina a
empiryzmem Riemanna. Nachdenken, podobnie jak wzmocniona intuicja, sg
wladzami poznawczymi ,,nadbudowanymi” nad doswiadczeniem fizycznym. Dla
Riemanna wszelkie sady maja przy tym charakter hipotetyczny, dla Kleina
natomiast pojecia matematyczne sg idealizacjami. Nadajg one jednak danym
zmystowym posta¢, dzigki ktorej mozliwe staje si¢ formutowanie twierdzen 1 ich
sciste dowodzenie. Warto podkresli¢, iz wedtug Kleina posiadamy naturalng, silng
tendencj¢ do idealizacji danych percepcyjnych; jesteSmy na przyktad skionni
postrzegaé lini¢ jako prosta, badZz powierzchni¢ jako gladka nawet jesli takie nie
sq409. Percepcja nie ma wiec dla Kleina charakteru zasadniczo odmiennego od
poznania pojeciowego. Postrzegamy obiekty fizyczne w taki sposob, ktory niejako
,hasuwa”  wyidealizowang, quasi-matematyczng konceptualizacje danych
zmystowych (mozna przy tym oczywiscie zada¢ pytanie, na ile postrzegania prostej
jako l-wymiarowej ma zrodta w tym, ze juz posiadamy okreslone pojecia
matematyczne, czy tez jest od nich niezalezne, tzn. w pewnym sensie wrodzone).

Wspomnijmy jeszcze w kilku stowach o koncepcji metodologii Felixa

Kleina oraz jej relacji do powyzszych uwag. F. Klein preferowat intuicyjny styl

“7 K lein, F., Zur Nicht-Euklidischen Geometrie, za: Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 149.
408 Tamze, str. 149.
“% Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 147.
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rozumowania, tzn. taki, w ktorym badanym pojeciom towarzysza reprezentacje
przestrzenne. Taki styl uprawiania matematyki nie byt — wedlug Kleina —
stabo$cia, czy zubozeniem matematyki; nie ,,odciggal” umystu od wlasciwego
przedmiotu matematyki, jak chcial tego Platon czy Leibniz. Przeciwnie —
,mieszana” — ,,pojeciowo-intuicyjna” metodologia czyni poznanie matematyczne
bardziej warto§ciowym, ozywia je i wzbogaca.

Warto w tym miejscu wspomnie¢, ze do ok. potowy XIX zywa byta
kontrowersja dotyczaca stosowania metod algebraicznych w geometrii. Jej
wyrazem byto pojawienie si¢ w geometrii catego metodologicznego nurtu, ktory je
odrzucat oraz postulowatl powrdt do metod czysto geometrycznych. Nurt ten
rozpoczat francuski matematyk Gaspard Monge (1746-1818) wraz z uczniami. Tak
uprawiana geometria byla z czasem nazywana geometriag syntetyczng — W
przeciwienstwie do geometrii analitycznej, ktéra korzystata z narzadzi algebry410.
Zwolennicy syntetycznego podejscia do geometrii unikali ,,algebraicznego
sformutowania relacji geometrycznych, ktoére okazaty si¢ tak owocne od czasu
ukazania si¢ Geometri¢ Kartezjusza” — cho¢ nie mieli oczywiscie na celu w
zupetnosci z nich zrezygnowa¢''!. W zamian dazono do stosowania metod czysto
geometrycznych. Tak rdéznice migdzy tymi podejsciami do geometrii
charakteryzuje Klein: ,geometria syntetyczna bada figury jako takie, bez

odwotywania si¢ do formul, podczas gdy geometria analityczna uzywa w sposob

19 Zwolennicy podejscia syntetycznego byli przekonani o wickszej wartoici poznawczej metod
korzystajacych z diagraméw. Warto przytoczy¢ gtdéwny argument, majacy wykaza¢ wyzszosé tego
podejscia do geometrii, ma on bowiem mocno epistemologiczny wydzwigk. Twierdzi si¢ tu wigc, ze
W szeregu algebraicznych przeksztatcen danej formuty, niemozliwym moze byé przesledzenie
szeregu geometrycznych krokow, ktorym formalne przeksztatcenia powinny odpowiada¢”*. | dalej
w stowach jednego ze zwolennikéw podejscia syntetycznego, Chaslesa, ,czy jest wigc w
filozoficznych i elementarnych (basic) badaniach danej nauki wystarczajacym wiedzie¢, iz co$ jest
prawdziwe, jesli si¢ nie wie dlaczego takim jest, oraz jakie ma ono miejsce w szeregu prawd, do
ktorego nalezy?” (Chasles, M., Apercu historique sur [’origine et le développement des méthodes en
Géométrie, za: Epple, M. Styles of argumentation..,, str. 180). Kryje si¢ tu idea, ze analityczne (czy
algebraiczne) uzasadnienie nie ukazuje istoty rozumowania, ktora jest zwigzana z przeksztatceniami
na wizualnie postrzegalnych figurach. O ile rysunki pokazujg dlaczego dane twierdzenie jest
prawdziwe, mozna tez powiedzie¢, iz dostarczaja wyjasnienia dla tej prawdziwosci. Metody
algebraiczne wydajg si¢ poza tym dla Chasles podejrzane, niewiarygodne. Sg prawie jak sztuczki,
ktore odciagaja umyst od istoty rzeczy (por. tamze, str. 180). Dodajmy, iz spér analitycznej i
syntetycznej tradycycji w geometrii jest echem wspominanej przez mnie XVII-wiecznej dyskusji
nad statusem poznawczym algebry.

“11 Epple, M. Styles of argumentation.., str. 178.

170



niesprzeczny tych formut, ktére mozna zapisa¢ po przyjeciu odpowiedniego uktadu

wspotrzednych” Mz

Sam F. Klein byt przeciwny zaréwno pierwszemu, jaki
drugiemu puryzmowi metodologicznemu. Niemiecki matematyk podkreslat wage,
oraz wymienno$¢, obu podejs¢ do praktyki matematycznej. Felix Klein podkreslat
rowniez, 1z rdéznica pomigdzy wspomnianemu metodologiami utracita z czasem na
znaczeniu, poniewaz ,,Sposoby rozumowania stosowane przez kazda ze stron
stopniowy wyewoluowaty do bardzo podobnych form™*.

Warto tu doda¢, za Moritzem Epplem, iz matematyka staje si¢, wedtlug
Kleina, dzigki takiej ,,mieszanej” metodologii w pewnym sensie ogdlniejsza. Epple
podkresla, ze ogdélno$¢ rozumie si¢ w kontek$cie aksjomatycznego ujecia
matematyki. Tu wigze si¢ ona z minimalizacja zatozen wyjSciowych oraz
pozbawieniem poje¢ matematycznych z gory nadanej interpretacji. Geometryczne
systemy aksjomatyczne s3 wigec ogollniejsze w tym sensie, ze poszczegOlne
geometrie sa tylko fragmentem szerszego systemu aksjomatycznego, a dana
,wizualna” interpretacja jedynie jednym ze sposobow interpretacji podstawowych,
pewna konkretyzacja. Z drugiej strony, w ramach wizji matematyki Kleina, ,,tym
co mialo pokaza¢ ogdlne znaczenie prezentowanych idei, bylo wlasnie
zageszczenie kontekstu rozumowania, bogata rdznorodnos¢ dyskutowanych
tematow 1 punktow widzenia”**,

Dodajmy, iz wedlug Kleina intuicja (tu uzywatl terminu Anschauung) jest
przydatna w wielu dziatach matematyki, nie tylko w geometrii. Klein podkreslat
m.in. rol¢ intuicji w analizie matematycznej, szczegolnie w pierwszym okresie jej
rozwoju.

Przejdzmy dalej do ujecia wizualizacji w empiryzmie J.S. Milla.

12 K lein, Elementary mathematics from a higher standpoint, za: Epple, str. 180.
3 K lein, Erlanger Programm, za: Klein, str. 181.
“14 Epple, M. Styles of argumentation.., str. 183.
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5.3. Wizualizacje w filozofii skrajnego empiryzmu J.S. Milla

John Stuart Mill jest filozofem, ktorego czesto wymienia sie jako

paradygmatyczny przyklad skrajnego empirysty w odniesieniu do filozofii
matematyki. Dla J.S. Milla matematyka nie r6zni si¢ w zaden zasadniczy sposob od
pozostatych nauk empirycznych, zarowno pod wzglgdem epistemologicznym jak i
ontologicznym. Jej przedmiotem jest wigc $wiat fizyczny, za$ zrédtem poznania
matematycznego — indukcja.
Co wiecej, rozumowania w geometrii nie posluguja si¢ prawdami ogdlnymi i nie
dowodzg prawd ogélnych — sg one indukcyjnymi, empirycznymi rozumowaniami,
w ktorych korzystamy z diagraméw jako ze $§wiadectwa zmystow. Przedmiotem
geometrii s3 natomiast fizyczne proste, okregi itd., ktoérych idealizacjami sg
narysowane figury geometryczne. Mill przyjmuje wigc skrajng posta¢ empiryzmu,
idaca dalej, niz stanowiska dotychczas analizowanych filozofow.

W najpehniejszy sposob, oraz w kontekscie ogolnej teorii nauki i
wnioskowania, przedstawia Mill swoja filozofi¢ matematyki w dziele System logiki
dedukcyjnej i indukcyjnej, na ktorym bede opieral moje dalsze analizy. Ogolnie
rzecz biorgc, jak we wstepie do polskiego wydania Systemu Logiki pisze Klemens
Szaniawski, ,,zadaniem, jakie sobie Mill postawil, jest analiza sposobow
zdobywania wiedzy”*". Mill stawia tam sobie m.in. za cel stworzenie ogdlnej teorii
wnioskowan, ktora wszystkie z nich sprowadza do réznych typoéw indukcji.
Glownym natomiast celem jest ,logice indukcji (...) nada¢ posta¢ naukowa,
analogiczng do teorii sylogizmu”416.

Wzorem m.in. Johna Locke’a, czy Davida Hume’a, zaczyna Mill swoje
dzielo od analizy jezyka (nazw, definicji, itd.), dalej przechodzi do analizy
rozumowan by przej$¢ do wyrdznienia roznych postaci rozumowan indukcyjnych.
Zacznijmy od kilku uwag odno$nie nazw i1 zdan. Warto na poczatek stwierdzi¢, iz

dla Milla znaczenie nazwy ,,polega na tym, co ona konotuje, nie zas na tym, co

“15 Zob. VIII.
18 Coplestone, F., Historia Filozofii, Tom VIII, Warszawa 1989, str. 55.
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denotuj ¢’ Nazwa konotuje natomiast jakich$ zbior cech — np. nazwa ,,cztowiek”
konotuje pewien zbidr cech, jak rozumnos$¢ czy $miertelno$¢. Cechy z kolei
odpowiadaja pewnym okreslonym zbiorom impresji zmystowych.

Dla Milla, podobnie jak dla wigkszosci logikéw jego czasow ,,zdanie (...)
jest to wypowiedz, w ktorej orzecznik zostaje stwierdzony lub zaprzeczony w
Odniesieniu do jakiego$ podmiotu”418. Mill wprowadza dalej podziat na zdania
realne i werbalne. Zdanie werbalne to zdanie, ktore zdaje relacje ze znaczenia
nazwy poprzez wymienienie cech, ktére ona konotuje. Takie zdania nie odnoszg si¢
(przynajmniej w zakresie tresci, jaka stwierdzaja) do $wiata fizycznego. Stad nie
moéwig one nic o rzeczywistosci: ,,zdanie tego rodzaju nie daje zadnej informacji
temu, kto uprzednio rozumial cate znaczenie danych terminéw”’; wreszcie: ,,s3 one
faktycznie zdaniami, stwierdzajacymi tozsamo$¢™**®. Natomiast ,,w zdaniu realnym
stwierdzamy lub zaprzeczamy o podmiocie jaki$ atrybut, ktorego nie kontroluje
nazwa podmiotu, lub stwierdzamy czy zaprzeczamy fakt, ktérego nie obejmuje

99420

znaczenie nazwy podmiotu Przedmiotem zdan realnych jest, wedtug Milla,

og6lnie empirycznie stwierdzane ,wspotistnienie dwoch zjawisk, albo ich

421 Dodatkowo Mill podkresla, ze przedmiotem zdania jest zawsze

nastepstwo
rzeczywisto$¢ empiryczna — nie s3 nim relacje pomi¢dzy naszymi pojg¢ciami, czy
np. pomiedzy samymi nazwami. Stwierdza wigc Mill wyraznie, ze ,,zdania (...) nie
sqg twierdzeniami, dotyczgcymi naszych idei rzeczy, lecz twierdzeniami,

422 Podzial na zdania realne i werbalne odpowiada z

dotyczacymi samych rzeczy
grubsza kantowskiemu podzialowi na zdania analityczne i syntetyczne, cho¢ z

uwagi na odmienne zalozenia systemu Milla, ma inny wydzwick filozoficzny*?,

“I" Tamze, str. 59.

“8 Mill, J.S. System logiki, Tom I, Warszawa 1962, str. 121.

9 Mill, str. 173.

%20 Coplestone, F., Historia Filozofii, str. 60.

21 Mill, J.S. System logiki, str. 153

%22 Tamze, str. 136. Mozna doda¢, Ze zdania (realne) stwierdzaja w ogdlnosci o $wiecie fizycznym
jedna z pieciu rzeczy: ,.istnienie, porzadek w przestrzeni, porzadek w czasie, zwigzek przyczynowy
oraz podobienstwo” (tamze, str. 169).

2% To rozréznienie odpowiada temu, jakie Kanta oraz inni metafizycy przeprowadzali miedzy
terminami sad analityczny i sad syntetyczny, z ktorych pierwszy byt tym, jaki mozna wyprowadzi¢
ze znaczenia uzytych termindéw” (tamze, str. 179).
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Przyjrzyjmy sie dalej, jak Mill przedstawial w zestawieniu z innymi
naukami proces poznania matematycznego. Zacznijmy od kilku uwag co do
przedmiotu matematyki. Na poziomie ontologicznym Mill jest oczywiscie w pelni
empirysta, takze w odniesieniu do matematyki. Odrzuca on w szczegdlnosci
stanowiska, ktore nazywa realizmem i konceptualizmem; przedmioty matematyki
nie sg oderwane od mysli (realizm), ani tez nie jest matematyka wylgcznie
konstrukcjg ludzkiego umystu (konceptualizm). Nie zgadza si¢ wiec w
szczegblnosci z Kantem, by przedmioty geometryczne, bedac wytworem czystej
naoczno$ci, budowaly nauk¢ a priori — taka koncepcja bylaby, wedtug Milla,
,hiepoprawna psychologicznie”424.

Co doktadnie jest wiec przedmiotem zdan i nazw geometrii? Zacznijmy
od tego, iz Mill, nawigzujac w tym miejscu do stanowiska kantowskiego, uwaza, ze
nie poznajemy rzeczy samych w sobie: ,,nie ma najmniejszej racji, izby uwazac, ze
to, co nazywamy cechami zmystowymi jakiego$ przedmiotu, to typ czego$, co tkwi
w tym przedmiocie czy tez ma jakie$ pokrewiefistwo z jego wlasna naturg”*?>. Mill
odrzuca wigc zdecydowanie teze, iz pojeciom geometrycznym, jak pojeciu punktu
czy prostej odpowiada co$ po stronie $wiata fizycznego, bowiem ,,ich istnienie, o
ile mozemy stworzy¢ sobie jaki$ sad o tym, okazaloby si¢ niezgodne z fizyczna
strukturg co najmniej naszej planety, jesli nie wszech$wiata™*?. Mill stoi tu wigc
znow przed problemem, na ktory zwracal chociazby Arystoteles: jak, pozostajac na
stanowisku skrajnego empiryzmu, uniknaé¢ konkluzji, iz twierdzenia geometrii
(dotyczace np. bezwymiarowych punktow czy linii bez szerokosci) sa fatszywe?
Angielski mysliciel, jakoby droga eliminacji pogladow, ktore uwaza za nie do
przyjecia, dochodzi do empirystycznej filozofii matematyki mowiac, ze: ,,skoro
wiec ani w naturze, ani w umysle ludzkim nie istniejg przedmioty, doktadnie
odpowiadajace definicjom geometrii, i skoro przeciez nie mozna przyjac, ze nauka
ta zajmuje si¢ rzeczami nie istniejgcymi, przeto nie pozostaje nic innego, jak

uwazac, ze geometria zajmuje si¢ takimi liniami, katami 1 figurami, jakie istniejg

a4 Tamze, str. 349.

*2 Tamze, str. 95.

“26 Tamze, str. 349. Idea punktu jest wedtug Milla “po prostu idea tego, co jest minimum visibile,
ideg najmniejszej czastki powierzchni, jaka mozemy ujrzeé” (tamze, str. 349).
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rzeczywiscie™®?’. W zwiazku z tym, Mill stawia przewrotna, z punktu widzenia
standardowego ujecia matematyki, tezg: to nie rzeczywiste trojkaty i1 kola sa
przyblizonymi i niedoskonalymi kopiami obiektow matematycznych, ale odwrotnie
— obiekty matematyki sa przyblizeniami, zawsze niedoskonatymi, obiektow
fizycznych; nie sg wiec — jak zwykle by si¢ powiedziato, idealizacjami, w ktorych
poprzez abstrakcje od pewnych cech jestesmy w stanie formutowac precyzyjniejsze
sady. Takze wigc zdania geometrii sg prawdziwe w przyblizeniu — 0 fizycznych
kotach, tréjkatach itd., a w szczegdlnosci o diagramach je przedstawiajacych. Scisle
rzecz biorac, twierdzenia nie sg nigdy prawdziwe o figurach geometrycznych.
Definicje geometryczne sa natomiast hipotezami - w tym sensie, ze zaktadaja w
hipotetyczny 1 kontrfaktyczny sposob, iz obiekty matematyki maja pewne
whasnosci (jak bezwymiarowosé, itd.) *22..

Przyjrzyjmy si¢ dalej wazniejszym uwagom Milla odnos$nie natury
rozumowan w geometrii, koncentrujac si¢ na roli diagramu. Angielski filozof
rozwaza nastgpujacy klasyczny zarzut przeciwko empiryzmowi: gdyby
stwierdzenie prawdziwosci np. pigtego postulatu (czy innych zdan geometrii) miato
mie¢ zrodlo tylko w doswiadczeniu zmystowym, to moglibySmy co do niego
przekona¢ si¢ jedynie za pomoca zmystow, tymczasem robimy to ,,w myéli”429.
Inaczej mowiac, prawd matematycznych dowodzimy, jak chce J.S.Mill, w oparciu
o dane zmystowe, np. eksperyment, ale mozemy to uczyni¢ przez czysto
psychiczng aktywno$¢. Na to J.S.Mill odpowiada nastgpujaco: istnieje bezposrednia
analogia pomiedzy fizycznie narysowanymi obiektami geometrycznymi, a tymi

»pomyslanymi”, czy inaczej ,,dokladne podobiefistwo naszych idei ksztattu do

**"Tamze, str. 350.

“8 Definicje nie sa, wedtug Milla, o swoich przedmiotach literalnie prawdziwe:,elementem
hipotetycznym w definicjach geometrii jest zalozenie, iz doktadnie prawdziwe jest to, co jest bardzo
bliskie prawdy. Te¢ $cistos¢, ktéra nie jest ScislosScig rzeczywista, mozna nazwaé rownie dobrze
fikcja, jak i hipotezg” (tamze, str. 353).

2% Mill rozwaza rowniez inny argument przeciw empiryzmowi, zgodnie z ktorym nie mozna obalié
twierdzen geometrycznych na podstawie doswiadczenia, poniewaz nie spotykamy w doswiadczeniu
prostych idealnych, nie moze ono wigc falsyfikowaé twierdzen geometrycznych. Tu Mill powoluje
si¢ na wspomniang tezg, iz pojecia geometryczne sg przyblizeniami. Jesli uwzglednimy wiec w
analizie prawdziwosci zdan geometrii to, Ze sg przyblizeniami, zrozumiemy ze rOwniez one moga
by¢ potwierdzane empirycznie.
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wrazen, ktore nam mysl o tych ksztaltach poddaje”43o. Angielski filozof uwaza, ,,iz
mozna je [ksztalty geometryczne] malowa¢ sobie w wyobrazni z doktadnoscig i
wyrazistoscia rowna jak w rzeczywistosci” ' . To podobiefstwo ma byé
wytlumaczeniem pewnej wymienno$ci myslenia o przedmiotach geometrycznych
jako obiektach mysli i obiektach fizycznych. Mill twierdzi jednak, ze to drugie
znaczenie jest pierwotne; formutuje w zwigzku z tym dos¢ silng epistemologiczng
tezg: ,,Twierdzg, ze nie wierzymy w te prawde po prostu na podstawie intuicji
wyobrazeniowej, lecz dlatego, ze wiemy, iz linie wyobrazone doktadnie
odpowiadajg liniom realnym, i ze mozemy wyprowadza¢ z nich konkluzje,
dotyczace linii rzeczywistych z t3 samg zupelnie pewnoscia, jak moglibySmy
wyprowadza¢ wniosek z jednej linii rzeczywistej o innej”**?. Wydaje sie, ze kryja
si¢ tu, w rozumieniu angielskiego filozofa, dwie idee. Po pierwsze Mill wydaje tu
si¢ zakladaé, ze rozumujac, orzekajac prawdziwo$¢, badz falszywos¢ twierdzen
geometrycznych, kierujemy si¢ intuicja przestrzenna, czy wewngetrznymi
wizualizacjami obiektow geometrycznych. Te natomiast — po drugie — jak rowniez
rozumowania ich dotyczace (jakkolwiek te ,rozumowania” postrzegac),
odpowiadajag w zupeos$ci postrzeganiu i rozumowaniom dotyczacym fizycznych,
narysowanych diagramow. Obserwacja ,,wewngtrzna”, oraz ,,zewngetrzna” sg wiec
dwoma réwnoprawnymi zrodtami wiedzy dotyczacej obiektow geometrii.
Przyjrzyjmy si¢ dalej kolejnemu kluczowemu elementowi epistemologii
Milla. Poznanie matematyczne — w tym oczywiscie geometryczne — jest
mianowicie, wedtug Milla, poznaniem indukcyjnym. Angielski filozof w wielu
miejscach réwnoczesnie podkresla, ze konkluzje matematyki sg wnioskami
indukcyjnymi z obserwacji. W szczegdlnosci konkluzje dotyczace figur
geometrycznych sg uprawomocnione przez powtarzalne dos§wiadczanie zmystowe z
nimi zwigzane. W konsekwencji, zdania matematyki tracg status zdan koniecznych
a, jak pisze Mill, w przypadku tych zdan ,,doswiadczenie moze stwierdzi¢ i

opisywac, co zaszlo; ale nie moze ustali¢ w zadnym przypadku ani w Zadnym

430 Tamze, str. 363.
31 Tamze, str. 363.
432 Tamze, str. 364.
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nagromadzeniu przypadkéw zadnej podstawy tego, ze to musi zachodzi¢ 4335

Prawda indukcyjng jest wigc np. dla Milla stynny piaty postulat Euklidesa.
Przedstawiajac szczegétowo swoje stynne kanony indukcji, Mill nie przybliza
jednak indukcyjnej natury poznania matematycznego, eksplikacja tego, jak
przebiega ,,indukcja matematyczna” rodzi wigc pewne trudnosci. Dodatkowo
nalezy tu podkresli¢, iz angielski mysliciel uznaje rol¢ dedukcji w nauce,
podkreslajac, iz jest ona szczegdlnie czgsto stosowana w matematyce. Mozna wigc
poglady Milla interpretowaé w sposdb nastepujacy: w sposob indukcyjny
poznajemy definicje i aksjomaty, o ktorych prawdziwosci przekonujemy sie
poprzez poszczegdlne doswiadczalne dane — dalsze twierdzenia uzyskujemy
natomiast przy pomocy dedukcji. W tym duchu pisze tez znany historyk
matematyki Frederick Copleston, twierdzac, ze Mill ,,nie sugeruje, ze nasza
znajomo$¢ wszystkich zdan matematycznych jest faktycznie wytworem
indukcyjnego uogolnienia. W rezultacie mdéwi on natomiast, ze ostateczne
przestanki dowodzenia matematycznego sa hipotezami empirycznymi” *** .
Aksjomaty te bylby przy tym poznawane przy pomocy indukcji enumeratywnej, a
wiec niesystematycznej, przednaukowej indukcji dotyczacej niepowigzanych na
pozor ze sobg obiektow, czy zdarzen fizycznych. Tak twierdzi Skorupski piszac, iz
wedlug Milla matematyka ,,pochodzi (...) z tych ‘spontanicznych’ i
‘nienaukowych’ indukcji enumeratywnych”*®®. Nalezy przy tym podkresli¢, iz o
zdaniach matematyki mozna powiedzie¢, ze sa konieczne tylko 0 tyle, o ile
wynikaja z aksjomatow: ,,konieczno$¢ ta polega w rzeczywistosci tylko na tym, ze
one poprawnie wyptywaja z zatozen, z jakich mySmy je wyprowadzili
dedukceyjnie”™*®. Nie jest to wigc w zadnym sensie konieczno$é ,,metafizyczna”.
Jednak nawet przy takiej interpretacji mysli Milla, twierdzenia matematyki
pozostaja prawdami indukcyjnymi, o ile wynikaja w ostatecznym rozrachunku z

przyjmowanych na podstawie indukcji aksjomatow.

3 Tamze, str. 368-369.

% Coplestone, F., Historia Filozofii..., str. 64-65.

%> por., Skorpuski, J., Later Empiricism and Logical Positivism, w: Oxford Handbook of Philosophy
of Mathematics and Logic, Oxford Univeristy Press, Oxford 2000, str.63. Drugim jej rodzajem jest
systematyczna indukcja, ktdrej rodzaje Mill opisuje jako stynne kanony indukcji (nazywa si¢ ja tez
indukcja eliminatywna).

6 Mill, J.S. System logiki..., str. 352.
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Na koniec poddajmy analizie zagadnienie og6lnosci twierdzen geometrii,
oraz jednostkowosci diagramow. Ot6z indukcyjna charakterystyka poznania
matematycznego prowadzi Milla réwniez do przyjecia, iz zdania matematyki nie sg
w istocie ogolne oraz nie s3 potwierdzane jako ogélne (jest to przy tym znow
charakterystyka wszystkich zdan, nie tylko matematycznych). Specyfikg
matematyki, jak si¢ zazwyczaj uwaza, jest to, ze dowodzi ona w sposob ostateczny
zdan $cisle ogdlnych. Wedlug Milla, zdanie ogolne nigdy nie wyraza jakiego$ faktu
innego, niz suma faktow szczegdtowych, jest ,agregatem  prawd
szczegblowych”®’. Matematyka nie jest tutaj znow zadnym wyjatkiem, bowiem
kazde jej stwierdzenie, np. o trojkacie, zawsze odnosi si¢ do jakiego$ konkretnego
trojkata, lub mozna je rozumie¢ jako sumg¢ dotychczas stwierdzonych zdan o
trojkatach. Nie jest w kazdym razie na pewno prawda ogdélng o wszelkich
trojkatach. Mill pozbawia w ten sposob matematyke jej specyficznej wiasnosci,
ogoblnosci, majacej ja odroznia¢ od innych nauk. Co wigcej, Mill uwaza, ze zdania
ogblne w rzeczywistosci nigdy nie stanowia przestanek wnioskowan®?. Wedlug
angielskiego filozofa, ,,wszelkie wnioskowanie przechodzi od szczegotow do
szczegotow; zdania ogolne to tylko po prostu spisy takich wnioskowan, juz
dokonanych, i krotkie formuty, stuzace do dalszych wnioskéw”*®. Whnioskowanie
oparte na zdaniach ogdlnych, bazuje w rzeczywistosci, wedtug Milla, na prawdach
szczegblowych; te prawdy szczegdlowe sg tez podstawg do uznania prawdy ogodlne;j
- stad wnioskujac z prawd ogdlnych sa wedtug angielskiego filozofa wykonujemy
niepotrzebnie ,,szeroka aprioryczng droge”.

Mill jest przekonany, ze rowniez w matematyce prawdy ogolne nie sg
konieczne do przeprowadzania wnioskowan. Podaje jako przyktad geometrie: ,,gdy
wnioskujemy, ze AB jest rowne CD, poniewaz kazde z nich jest réwne EF, to
najbardziej nieuksztalcony rozum, skoro tylko pojmie znaczenie zdan, zgodzi si¢ na

wniosek, chociaz nigdy nie styszat o ogodlnej prawdzie, iz ‘rzeczy, ktore sa rowne

37 Tamze, str. 288.

8 Mill szczegodlnie doktadnie analizuje tu stynny sylogizm: Wszyscy ludzie sa §miertelni, Sokrates
jest cztowiekiem, a wigc Sokrates jest $miertelny. Wedlug niego wniosek jest tu w istocie zawarty w
przestankach, a we wnioskowaniu nie korzystamy w istocie ze zdania ogoélnego.

39 Tamze, str. 299.
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tej samej rzeczy, sg rowne mig¢dzy sobq”’440. W tym przypadku wnioskujemy wigc
na podstawie wlasnosci poszczegolnych obiektow — nie praw ogolnych. Idac dale;,
Mill podkresla, ze aksjomaty oraz definicje — jako prawdy ogoélne, stosujace si¢ do
wszystkich obiektow danego typu — nie s3 konieczne w dowodzeniu prawd
geometrii, oraz ze ,,wszelki dowod u Euklidesa mozna by przeprowadzi¢ bez
nich™**. Jesli dowodzimy jakiej§ wtasnosci danego obiektu, np. kota, dowodzimy
jej tylko dla tego konkretnego kota; tym samym stosujac w takim dowodzie
aksjomaty i definicje, uzywamy ich jako zastosowane tylko do tego konkretnego
kota, niekoniecznie za$ jako prawdy ogodlne.

Podsumowujac, geometria zajmuje wedlug Milla takimi liniami, katami i
figurami, jakie istniejg rzeczywiscie (tzn. w $wiecie fizycznym). Geometria nie jest
naukg apriorioryczng; poznanie prawdziwosci jej zdan odbywa si¢ co prawda,
wedlug Milla, ,,w mysli”, tzn. bez odwotan do do$wiadczenia zmystowego, jednak
takiemu poznaniu odpowiada wizualny kontakt z diagramem. Mill sugeruje tutaj, iz
o prawdziwosci zdan geometrii przekonujemy si¢ na podstawie danych wizualnych
— zewngtrznych, badz wizualizowanych wewnetrznie (co jest zgodne z zalozeniem,
iz przedmiotem geometrii sg fizyczne diagramy). Zdania geometrii nie sg wreszcie
zdaniami ogolnymi. Sa zawsze zdaniami jednostkowe, dotyczace konkretnego
diagramu. Dodajmy na koniec, iz zdania geometrii sa, wedlug Milla, zdaniami
realnymi. Jako, Zze nie s3 zdaniami apriorycznymi, ich ,realno$¢” ma inny
wydzwiek, niz kantowska syntetyczno$¢ geometrii. Zdania geometrii nie wymagaja
wigc odwotania do czystej naocznosci aby uzasadni€ jej apriorycznos$¢, poniewaz
sg one po prostu zdaniami empirycznymi. Geometria nie jest nauka ograniczajaca
si¢ do rozwazan nad znaczeniem poje¢ (tzn. operujagca zdaniami werbalnymi),

poniewaz jej przedmiotem sa fizyczne diagramy.

0 Tamze, str. 295.
! Tamze, str. 296.
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5.4. Frege o0 syntetycznosci geometrii i czystej naocznosSci

przestrzeni

Gottlob Frege znany jest przede wszystkim z tego, iz potozyt podwaliny pod
logike predykatow. Arytmetyke uwazat Frege za nauke analityczng i
wyprowadzalng z logiki. Mimo bronionego konsekwentnie logicystycznego i
racjonalistycznego stanowiska, Frege utrzymuje, iz geometria jest nauka
syntetyczng, a W poznaniu geometrycznym konieczna jest czysta naoczno$¢
przestrzeni. W tym podrozdziale dokonam poglebionej analizy tego, jak Frege
rozumiat syntetyczno$¢ geometrii oraz jaki wktad w poznanie geometryczne miata
wedlug niego intuicja przestrzenna.

Wedhug Fregego samo wprowadzenie do filozofii podzialu na zdania
analityczne 1 syntetyczne bylo wielkg zastuga Kanta, do mysli kantowskiej

42 - Zacytujmy szerszy

nawigzuje tez wielokrotnie w kontek$cie tego podziatu
fragment, w ktorym Frege definiuje pojecia analitycznosci i apriorycznosci,
pochodzacy z jego dziata Grundlagen der Arithmetik: Glownym zagadnieniem staje
si¢ znalezienie dowodu danego sadu, i prze$ledzenia go az do prawd podstawowych.
Jezeli w trakcie tego procesu napotykamy jedynie ogdlne prawa logiki oraz
definicje, wtedy prawda jest analityczna (...). Jezeli jednak nie jest mozliwe
podanie dowodu bez uzycia prawd ktore nie sg ogdlnej logicznej natury, lecz
naleza do jakiej$ nauki szczegotowej, wtedy sad jest syntetyczny. Aby prawda byta
a posteriori, niemozliwym musi by skonstruowanie jej dowodu bez odwotania sig
do faktow, tzn. do prawd, ktére nie moga by¢ udowodnione 1 nie sg ogdlne, jako ze

zawierajg stwierdzenia odnoszace si¢ do konkretnych obiektow. Jesli, z drugiej

strony, dowod moze by¢ oparty wylacznie na ogodlnych prawach, ktore same w

2 Wedhug Fregego, ,,Wielka zastuga Kanta jest to, iz dokonal rozréznienia miedzy sadami

syntetycznymi a analitycznymi (...) oraz Ze nazwal prawdy geometryczne syntetycznymi a priori”
(Frege G., Podstawy arytmetyki, (wW:) Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycznych, red. R.
Murawski, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 1994, str. 199). Frege podkresla nawet, ze jego
mysl nie odbiega zasadniczo od Kanta. Niemiecki logik uwazal, ze jego filozofia wprowadza
jedynie poprawki i udoskonalenia w stosunku do filozofii kantowskie;j.
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sobie nie potrzebuja dowodu ani w ogéle nie mogg by¢ udowodnione, wtedy
prawda jest a priori**®”.

W pierwszej kolejnosci oméwmy szerzej podzial na zdania analityczne i
syntetyczne. Analityczno$¢ zdania definiuje Frege przez odniesienie do metody
jego uzasadnienia, a nie — jak u Kanta — do znaczenia zawartych w nim terminow.
Zdanie analityczne to — najzwiezlej rzecz ujmujagc — zdanie, ktére jest
wyprowadzane z logiki. Frege nawigzuje tu do kantowskiej charakterystyki zdania
analitycznego, jako wyptywajacego z zasady sprzecznos$ci, cho¢ terminy ,,logika”
oraz ,,wyprowadzalny z logiki” oznaczaty dla Fregego co$ zupelnie innego niz dla
Kanta. Fregowska logika r6zni si¢ bowiem od logiki Kanta zaréwno pod wzgledem
formalnym, jak i pod wzgledem jej statusu™**. Z formalnego punktu widzenia Frege
byl, jak wiadomo, tworca rachunku predykatow, ktory ma znacznie szersze
mozliwosci wyrazu niz sylogistyka. Dwaj mysliciele roznili si¢ dodatkowo w
kwestii filozoficznej interpretacji statusu logiki. Jak pisze Sullivan, wedtug Kanta
logika byta dodatkiem do wtasciwych nauk, czy $rodkiem pomocniczym (adjunct
or auxillaiary) ** . Sad logiczny natomiast ,jest zaledwie formalnym
ograniczeniem, z ktorym zgodnos$¢ jest tylko koniecznym, ale nigdy samo w sobie
wystarczajgcym warunkiem dla prawdy”. Dla Fregego z kolei, logika jest
samodzielng, odrgbng nauka, a ,jej zasady nie sg schematami, ale w petni
zinterpretowanymi, autentycznymi prawdami (genuine truths)***. Odnosi si¢ ona
do obiektywnej sfery mysli; w celu opisu, i formalnego uj¢cia owej obiektywnej
sfery stworzyl wtasnie w znanej pracy Begriffsschrift (,,pismo pojec¢”) Frege swoj
system logiczny. Podsumowujac, Frege nawigzuje do kantowskiej charakterystyki

zdania analitycznego jako wyptywajacego z zasady sprzecznosci, cho¢

3 Frege, Podstawy arytmetyki, za: deJong, W., Analytic/Synthetic distinction and the classical
model of science

4 Dyskusyjne jest, na ile Frege nawiazuje tu rzeczywiscie do my$li Kanta. Przypomnijmy, ze u
Kanta zdania konieczne — a wigc rowniez wszystkie analityczne — miaty by¢ ,,wyprowadzalne” z
zasady sprzecznosci. By¢ moze do tej idei nawigzywatl Frege definiujac zdania analityczne jako
wyprowadzane z logiki. Wtedy ,,wyprowadzalno$¢ z zasady sprzeczno$ci” bytaby synonimem dla
»wyprowadzalno$ci z logiki”. O roli zasady sprzecznosci jednak Frege (o ile mi wiadomo) nie pisze,
jej znaczenia jako inspiracji dla takiej a nie innej filozofii logiki mozna jedynie si¢ domys$lac.

> Sullivan, Frege’s Logic, w: Handbook of the History of Logic, str. 670.

446 Tamze, str. 680.
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Zdanie syntetyczne jest wigc zdaniem, ktére nie jest wyprowadzane z
logiki. Ma to ogdlnie mowigc swoje zrodto w tym, iz poznanie geometryczne
wyptywa z czystej intuicji (naocznosci) przestrzeni. W Podstawach arytmetyki
pisze Frege, iz Kant ,,nazywajac prawdy geometryczne syntetycznymi i a priori
odstonit ich prawdziwa istote;”447. Frege pisze tam rowniez, ze ,,wszystko (...) co
geometryczne musi by¢ w swym pochodzeniu oparte na intuicji (anschaulich)***®,
Takze aksjomaty geometryczne maja swoje zrodlo w czystej intuicji. Niemiecki
logik trzymat si¢ tego pogladu konsekwentnie przez cate zycie. Pigtnascie lat po
napisaniu powyzej zacytowanego zdania Frege, w liScie do Hilberta wcigz
podkresla, ze ,jintuicja przestrzeni” jest ,,pozalogiczng podstawg” aksjomatow

h*9. W tekscie z 1921 roku pt.; Zrédla poznania matematycznego i

geometrycznyc
zmatematyzowanych nauk przyrodniczych Frege wyr6znia trzy mozliwe zrodia

poznania:

1) Poznanie zmystowe,
2) Logiczne zrédto poznania,

3) Geometryczne zrodto poznania450.

Poznanie geometryczne wyrdznia si¢ tym, ze wyptywa z czystej intuicji — czy tez
czystej naocznosci przestrzeni. Obiektywne poznanie analityczne jest poznaniem
czysto rozumowym, poznaniem, ktére nie musi powotywac si¢ na zadne elementy
pozalogiczne, czyli w szczegdlno$ci naocznos$ciowe. Z powyzszych rozwazan
mozna wnioskowac, iz jesli w dowodzie zdania, poddanemu dokladnej analizie,
jak pisze Frege — bez ,,skokow” omijajacych niektére z krokdw rozumowania, nie
musimy si¢ powotywa¢ na intuicje, dane naoczne, czy czyste naocznosci, jest ono
analityczne. Zdania syntetyczne natomiast charakteryzuja si¢ tym, ze ich dowdd
opiera si¢ — I musi si¢ opiera¢ — na prawach pozalogicznych: ,,pochodzg one badz z

do$wiadczenia zmystowego, jak w wypadku twierdzen nauk empirycznych, badz z

“7 Frege, G., Podstawy arytmetyki, str. 199.

8 Tamze, str. 181.

“9por, Merrick, T., What Frege Meant..., str. 44.

0 Frege, F., Erkentnnisquellen der Mathematik und der mathematischen Wissenschaften, w: Frege:
Schriften zur Logik, F.Meiner, Hamburg 1971, str. 227.
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intuicji przestrzeni, jak w przypadku twierdzen geometrii”*!. Uznajac intuicje

przestrzeni za zrodlo poznawcze konieczne dla poznania geometrycznego, Frege
wyraznie nawigzuje do Kanta uzywajac tego samego terminu co oOn, tzn.
Anschauung.

W jaki sposob korzystamy jednak w poznaniu geometrycznym z czystej
intuicji? Czy nawigzuja do niej poszczegolne kroki dowodowe, a jesli tak to ktore?
Interpretacja mysli Fregego nie jest w tym miejscu tatwa. W pierwszej kolejnosci
warto wskaza¢, jakiej roli intuicja przestrzenna na pewno Nie gra na gruncie
filozofii matematyki Fregego. Zwro¢my wiec uwage, iz istotnym aspektem filozofii
logiki Fregego byla nowa koncepcja zdania. Zrywa on z podmiotowo-
orzecznikowa koncepcja, proponujagc w zamian traktowa¢ zdanie jako funkcje
zdaniowa. Frege nie wyréznia w sadzie podmiotu orzeczenia, co wigcej, wedhug
Arkadiusza Guta, ,,oczyszczenie logiki z rozrdznienia podmiotu i predykatu jest —
w opinii Fregego — bodaj najwazniejszym elementem jego nowej logiki”*?. W
sadzie orzekamy, czy dane przedmioty speiniaja funkcje n-argumentowa. W
szczegdlnosci funkcjg 1-argumentowsa jest pojecie, rozumiane jako obiektywnie
istniejqce453. Prawdziwos$¢ takiego sadu uzalezniona jest od tego, czy pod dane
pojecie ,,podpada” przedmiot (zbidr takich przedmiotdw rozumiany jest wtedy jako
ekstensja pojecia). Nie ma tu oczywiscie miejsca na dalsze szczegdly odno$nie
fregowskiej logiki. Zauwazmy tu jedynie, ze na gruncie fregowskiej koncepcji
logiki nie mozna stwierdzi¢, iz w geometrycznym sadzie syntetycznym dane
pojecie taczone jest z innym za pomocg odwolania do czystej naocznosci,
rozszerzajac w ten sposob wiedze. Dodatkowo, Frege w ogodle nie wigzal poznania
syntetycznego z poznaniem rozszerzajacym wiedze. Rowniez niektore zdania
analityczne — w szczegdlnosci zdania arytmetyki — rozszerzaja, zdaniem Fregego,

wiedzeg®.

! Tuchanska, B., Koncepcje wiedzy apriorycznej i analitycznej a status logiki i matematyki,

Wydawnictwo Uniwersytetu L.odzkiego, £.6dz 1995, str. 82.

2 Gut, A., Gottlob Frege i problemy filozofii wspolczesnej, Wydawnictwo KUL, Lublin 2005, str.
163.

3 por. tamze, str. 113.

% Wedlug Fregego, ,,Kant w sposob oczywisty nie doceniat wartoci sadow analitycznych” (Frege,
G., Podstawy arytmetyki, str. 198). Wynikato to ze zbyt waskiej definicji pojecia krolewieckiego
filozofa. Frege sprzeciwia si¢ wigc ujmowaniu poje¢, jako okreslonych przez ,,przyporzadkowane
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O pelng charakterystyke fregowskiej interpretacji czystej naocznosci
(intuicji) przestrzeni jednak bardzo trudno. Jak pisze historyk filozofii T. Burge,
,Frege nie daje doktadnego wyjasnienia, jak intuicja pomaga ‘ugruntowacé’ nasza

»45 7 pewnoscia traktuje on ja jako wladze poznawcza posiadajaca

wiedze
charakter pozapojeciowy i pozalogiczny. Jak dalej podkesla Burge, mozna uznac, iz
, »Frege, podobnie jak Kant, wigze zrédlo (capacity for) czystej naocznosci
(przynajmniej u ludzi) ze zmystowo$cia — zdolnoscia posiadania do§wiadczen
zmystowych™*®. Frege nie wyjasnia jednak blizej (jak starat si¢ to zrobi¢ Kant),
jaka role intuicja pelni w rozumowaniach w geometrii i poznaniu geometrycznym
w ogole. W szczegolnosci, jak podkresla T. Burge, ,,Frege nie daje (...) doktadnego
wyjasnienia tego, jak jego przekonanie o aprioryczno$ci geometrii jest
kompatybilne z jej ich zalezno$cia od czystej intuicji — wiladzy poznawczej
wytwarzajacej reprezentacje jednostkowe™**’.

Wiele uwag Fregego wskazuje, iz intuicja jest w pierwszym rzedzie
konieczna do sformutowania aksjomatow geometrii. To o nich pisze najczesciej,
jako prawdach geometrii, ktére wywodza si¢ z czystej intuicji. Byé moze wigc
Frege zgodzitby sig¢, iz aksjomaty wywodzg si¢ z intuicji przestrzeni, a pozostate
prawdy geometrii, wyprowadzane z tych aksjomatow, uzyskiwane sa juz za

pomoca metod dedukcyjnych. Czysta intuicja motywowataby wtedy wybor tych, a

nie innych aksjomatoéw, jednoczes$nie stanowigc pewne ich uprawomocnienie. Tak

cechy charakterystyczne (beigeordnete Merkmale)”, jest to wedlug niego jeden z najmniej
owocnych sposobow definiowania poj¢é (tamze, str. 198). Owocna definicja pojgcia nie
charakteryzuje go przez okreslenie zespotu cech, ktére majg odpowiada¢ jego desygnatom. Taka
definicja pozwolitaby tatwo stwierdzié, czy zbior cech odpowiadajacych jednemu pojgciu zawiera
si¢ w zbiorze odpowiadajagcym innemu i czynitaby przez to zdania analityczne mato warto§ciowymi
poznawczo; zdania analityczne tymczasem, jako zdania obiektywnie prawdziwe, taka warto$¢
poznawcza posiadaja. Tak pisze o tym Frege:,,Bardziej owocne definicje pojg¢ wytyczaja granice,
ktore dotad nie byty jeszcze dane. Nie wida¢ z gory, co da si¢ z nich wywnioskowa¢; nie wyciaga
si¢ przy tym ze skrzyni czegos, co juz wczesniej tam si¢ wlozyto. Wnioski takie poszerzaja nasza
wiedze 1 powinno si¢ je, za Kantem, uwazac za syntetyczne. Moge one by¢ jednakze udowodnione
W sposob czysto logiczny, s3 wiec analityczne. W rzeczywistosci sa one zawarte w definicjach, ale
tak, jak rosliny w nasionach, a nie jak belki w budynku”(tamze, str. 199).W przypadku zdan, ktore
zdefiniowane sg w sposob — a w taki sposob zdefiniowanych jest, jak wydaje si¢ sadzi¢ Frege, wiele
poje¢ arytmetyki, wniosek jest zawarty w definicji w drugim sensie (,,jak rosliny w nasionach”).
Wtedy, jak si¢ wydaje, zawarty jest w niej w sposob nieoczywisty, nie ,,dany” od razu, badz
wyprowadzany w oczywisty, automatyczny sposob.

> Burge, T., Frege on apriority, str. 32.

456 Tamze, str. 31.

a7 Tamze, str. 32.
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Frege interpretuje réwniez Burge, piszac, iz niemiecki filozof ,,wydawat sie¢
przyznawaé czystej intuicji role (at least) w uprawomocnianiu aksjomatow
geometrii”*®,

Warto tu wspomnie¢ o jeszcze jednej kontrowersji, ktora wigze si¢ z
powyzszg problematykg, a mianowicie z pytaniem o obiektywno$¢ geometrii.
Pojecie obiektywnosci odgrywato centralng w filozofii Fregego. Jak wspominatem,
logika (a wraz z nig arytmetyka) odnosi si¢ do obiektywnej sfery mysli. Frege w
wielu miejscach wyraznie oddziela subiektywne przedstawienia od obiektywnych
poje¢. Przedstawienie ,,nalezy do tresci (...) $wiadomosci” osoby je posiadajacej,

59459

jest ono rowniez ,,zindywidualizowane do jednego nosiciela”™”. Pojecia istnieja, z

drugiej strony, niezaleznie od naszego poznania, sg odkrywane i nie sg ufundowane
w naocznosci®®.

Termin ,,intuicja” nalezy przy tym wigza¢ w przypadku pogladéow Fregego
na pewno z tym, co subiektywne oraz przestrzenne. Frege czgsto podkresla
bowiem, ze wiedza obiektywna, obiektywno$¢ w ogdle jest ideg funkcjonujaca
poza przestrzenno$cig, Oraz ze nauka obiektywna nie moze opiera¢ si¢ na
przestrzennos$ci. Tak pisze o tym Frege: ,,obiektywno$¢ rozumiem jako oznaczajaca
to, co jest niezalezne od wrazen zmystowych, intuicji i wyobrazni oraz od wszelkiej
konstrukcji obrazow mentalnych z pamigci oraz wczesniejszych wrazen

zmystowych™*®!

. Podobnie relacj¢ migdzy tym, co postrzegane za pomocg intuicji a
tym, co obiektywne widzi Teri Merrick we wspominanym tu juz artykule What
Frege Meant When He Said: Kant is Right about Geometry. Przypomina tam, iz
wedtug Fregego intuicje sg subiektywne, a wlasnie subiektywne idee s3 z regutly
znaczaco odmienne u poszczegdlnych ludzi — w przeciwienstwie do idei
obiektywnych, ktore sa takie same dla wszystkich462. Pojawia si¢ tu znow problem,
ktory nie znajduje w pisamach Fregego jednoznacznego rozwigzania.

Konczac uwagi o filozofii geometrii Fregego, poddam analizie dtuzszy

fragment z Grundlagen, w ktorym Frege ttumaczy, w jaki sposob jednostkowy

8 Tamze, str. 39.

% Gut, A., Gottlob Frege..., str. 103.

0 por, tamze, str. 104-105.

“®! Frege, G., za: Merrick, T., What Frege Meant... , str. 45.
%62 por, tamze, str. 45.
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rysunek moze w geometrii stanowi¢ uzasadnienie sadu ogolnego. Pisze on co
nastepuje: ,,przedstawiane za pomocg intuicji punkty, proste, powierzchnie nie sg w
rzeczywistosci w ogble jednostkowe, stad moga by¢ traktowane jako
reprezentujace catos¢ gatunku’®®”. Nietrudno dostrzec, iz w tym fragmencie Frege
umniejsza jednostkowy charakter obiektow geometrycznych, probujac w efekcie
przekona¢ czytelnika, ze ,,przedmioty (obiekty) czystej intuicji w wyobrazni
geometrycznej nie sa w sposob autentyczny jednostkowe (genuinly particular)**®,
Autor Grundlagen der Arithmetik wydaje si¢ wigc twierdzi¢, iz przedstawienia
poszczegolnych prostych, czy kwadratow sg nicodroznialne i mogg w ten sposob
by¢ traktowane jako reprezentujace szersza klas¢ obiektow. Zwré¢my uwage, iz
jest to nieco inne rozwigzanie problemu jednostkowos$ci rysunku niz wszystkie z
analizowanych dotychczas. Frege nie twierdzi, jak Lebniz, iz wizualne wtasnosci
diagramu sa zupelnie nieistotne dla rozumowania. R6zni si¢ rowniez od Kanta,
ktéry  podkreslat  jednostkowo§¢ diagramow, podkreslajac  jednoczesnie

. ‘s .. A
aprioryczno$é aktu konstrukcji 4% .

Frege odmawia w ogdle reprezentacjom
przestrzennym natury jednostkowe;j. Takie podejscie usuwa problemy filozoficzne
zwigzane z jednostkowo$cig diagramoéw (zwigzanych m.in. z empirycznoscia
rozumowan opartych na diagramach). Z drugiej strony pozostaja problemy
metodologiczne — czy i w jaki sposOb uprawnieni jesteSmy wnioskowaé na
podstawie wizualnych wlasnosci diagramoéw oraz, skad wiadomo jaka doktadnie
klas¢ obiektow reprezentuje dany element na rysunku? Tymi kwestiami Frege si¢
juz blizej nie zajmuje.

Podsumowujac, wedtug Fregego geometria opiera si¢ na specyficznym,
geometrycznym, zrddle poznania, ktore nazywa za Kantem czysta naoczno$cig
(intuicjg) przestrzeni, Z tego zrodta wyptywa nadto nasza znajomos$¢ aksjomatow.
Zdania geometrii s3 syntetyczne, co dla Fregego oznacza, iz dla ich uzasadnienia
nie wystarcza same prawa logiki, zatem konieczne jest wigc odwotanie do majace;j

charakter pozapojeciowy 1 pozalogiczny intuicji przestrzennej. Trudno jednak

“%3 Frege, Podstawy arytmetyki, za: Burge, str. 31.

“®* Burge, str. 32.

% Wedlug cytowanego tu czesto Burgego, Frege w tym momencie zasadniczo oddala sie od
filozofii geometrii Kanta (zob. Berge,, str. 34).
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doktadnie okresli¢, jakg odgrywa ona role¢ w rozumowaniach geometrycznych.
Problem jednostkowosci diagramoéw rozwigzuje z kolei Frege postulujac ogdlny (a
nie  jednostkowy) charakter przedstawionych na rysunku obiektéw

geometrycznych.

5.5. Wizualizacje w kontekscie filozofii geometrii Henri Poincarégo

Kolejnym, ostatnim myslicielem, ktérego pogladami si¢ tu zajme jest Henri
Poincaré. Omoéwig tu przede wszystkim prace Nauka i hipoteza, w ktorej francuski
filozof formutuje cenne uwagi odno$nie roli intuicji w poznaniu matematycznym.
Warto jednak réwniez przyjrze¢ si¢ filozofii geometrii Poincarégo. Laczy on w niej
bowiem umiegj¢tnie elementy empiryzmu i aprioryzmu, nawigzujac zarowno do
mysli Kanta jak i Felixa Kleina. Poincaré rozwaza wiegc role tego, co wrodzone w
poznaniu geometrycznym oraz tego, co ma zrédto w percepcji zmystowe;j. Filozofia
geometrii Poincarégo stanowi réwniez tto dla uwag o roli intuicji w poznaniu
matematycznym, od niej zaczn¢ wigc moja analize. W ostatniej czesci rozdzial
zestawie filozofi¢ Poincarégo, a w szczegolnosci jego stanowisko odnos$nie natury
intuicji w matematyce, ze stanowiskiem Kanta.

Poincaré krytykowat zarowno empiryzm jak i aprioryzm w ,.czystej”
postaci. Teze o apriorycznosci geometrii nalezy, wedlug niego, odrzucié¢, poniewaz
,»gdyby ktorykolwiek z systemOw geometrycznych byt prawdziwy a priori, nie
mozna byloby sobie wyobrazi¢ (conceive) przeciwstawnego mu, w rOwnym stopniu

» 406, Krytykujac empiryzm w filozofii geometrii, Poincaré

racjonalnego systemu
wymienia zazwyczaj dwa argumenty. Po pierwsze, geometria nie jest nauka
empiryczng, poniewaz jej zdania nie podlegaja falsyfikacji przez do$wiadczenie
fizyczne. Wedlug Poincarégo ,,gdyby geometria byta naukg eksperymentalng, nie
bylaby naukg $cisla, ulegataby nieustannym zmianom. Co méwig? Dowiedziono by

natychmiast, Ze jest bledna, poniewaz wiemy, Ze nie istnieja ciata stale Scisle

406 7a: Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 329.
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niezmienne” ™. Po drugie geometria nie jest dla francuskiego filozofa nauka

empiryczng, poniewaz jest $cista i doktadna. Gdyby byla eksperymentalna, bytaby

» 488 Poincaré broni wigc konsekwentnie

»hauka przyblizong i1 prowizoryczng
stanowiska konwencjonalizmu w filozofii geometrii. Konwencjonalizm Poincarégo
jest, jak sadze, stanowiskiem wieloaspektowym, jego gldwng teze mozna jednak
odda¢ w nastepujacy sposob: zaden sposréd nieskonczenie wielu systemow
geometrycznych nie posiada wyr6znionej pozycji jako teoria matematyczna. Kazdy
Z systemOw geometrycznych ma prawo bytu w matematyce — o ile jest teorig
niesprzecznq469. Wybor pewnej konkretnej geometrii jest wyborem odpowiadajacej
aksjomatyki. Tu wujawnia si¢ kolejny aspekt konwencjonalizmu Poincarégo;
aksjomaty sg bowiem ,.konwencjami, ukrytymi definicjami, definicjami implicite
pojeé pierwotnych™°. Wyboru tego dokonujemy kierujac sie prostota aksjomatow
oraz do$wiadczeniem fizycznym, faktami eksperymentalnymi. Poszczegodlne
»geometrie”, czy ,sSystemy geometryczne” rozumie Poincaré zgodnie z
teoriogrupowym podejsciem do geometrii Kleina. Francuski filozof traktuje wigc,
jak zauwaza Andrzej Lubomirski, ,.kazdg geometri¢ jako teori¢ niezmiennikdéw
okreslonej grupy przeksztalcen™ . Konwencjonalistyczne stanowisko Poincarego
zawiera wiec elementy zarowno empiryzmu, jak i aprioryzmu. W szczegolnosci
nalezy tu wymieni¢ koncepcje genezy pojecia grupy, jako zrodla matematycznej
przestrzeni oraz genezy i natury subiektywnej przestrzeni.

Pojecie grupy ma zrodia po czgéci empiryczne i po czesci aprioryczne. Ma
ono zrodlo zmystowe w tym sensie, ze wrazenia zmystowe sa konieczne dla
mozliwosci zaistnienia 1 rozwoju poszczegélnych grup 1 tym samym, typow
geometrii. Dokladniej, warunkiem niezbednym dla konstrukcji grup przeksztatcen

jest mozliwo$¢ ruchu ludzkiego ciala oraz w ogole samo istnienie ciat*’?. Z drugiej

%7 poincaré, H., Nauka i hipoteza, W: Filozofia matematyki. Antologia tekstéw klasycznych, str. 247.
Piszac o ciatach statych $cisle niezmiennych, nawigzuje Poincare do filozofii geometrii Helmholtza.
Wedlug niego, opierajac si¢ na fakcie, iz nie istniejg ciala state §cisle niezmienne, mozna wykazac,
iZ geometria nie moze by¢ nauka empiryczna.

88 Tamze, str. 247.

89 por. Lubomirski, A., Henri Poincarégo..., str. 52-53.

40 Murawski, R., Filozofia matematyki..., str. 202.

471 ubomirski, A., Henri Poincarégo..., str. 58.

472 por. Lubomirski, A., Henri Poincarégo..., str. 69.
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jednak strony, Poincaré sugeruje niedwuznacznie w wielu pracach, iz pojecie grupy
ma w jakim$ stopniu charakter wrodzony. Lubomirski uwaza, ze mozna na ich
podstawie stwierdzié¢, iz wedlug Poincarégo ,,w umysle ludzkim preegzystuje
potencjalnie (..) ogdélne pojecie grupy, ogodlna kategoria przestrzeni
geometrycznych. Natomiast fakt, ze przemieszczenia tworzg pewng konkretng
grupe jest odkrywany w doswiadczeniu; przy czym odkrycie to nie jest bierng
rejestracja danych do$wiadczenia, lecz wymaga (...) aktywno$ci umyshu”*™.
Pojecie grupy nie jest wigc pojeciem empirycznym, przynajmniej nie w tym sensie,
ze jest jako$ abstrahowane z doswiadczenia. Aby ,,uaktywni¢” predyspozycje do
jego zastosowan musi — podobnie, jak u Kanta — =zaistnie¢ do$wiadczenie
zmyslowe, a doktadniej percepcja wzrokowa.

O dwoistej - czgsciowo apriorycznej i czesciowo empirycznej — genezie
pojecia grupy, jak réwniez pojecia przestrzeni, pisze Poincaré w pracy On the
Foundations of Geometry. Wyrdznienie tych dwoch zagadnien zwigzane jest z
poczynionym w tej pracy rozréznieniem pomigdzy przestrzenia geometryczng —
ktora, jak wspominatem, utozsamial Poincaré z grupa przeksztatcen — i przestrzenia

474

wyobrazeniowg (Sensible space)™"". Ogodlny zarys koncepcji przestrzeni ujawnia si¢

juz w pierwszych zdaniach tej pracy. Poincaré podkresla, Zze ,,wrazenia zmystowe
same w sobie nie maj3 charakteru przestrzennego” i ,,nie moga da¢ nam pojecia

:99 475

przestrzeni Dalej pisze, ze ,kategoria przestrzeni geometrycznej jest

aprioryczna, podmiotowg struktura, preegzystujaca potencjalnie w ludzkim

umyéle”476

. Kategoria przestrzeni nie ma wigc swojego zrodla w zmystowosci, ale
roOwniez wrazenia zmystowe nie posiadajg w sposob konieczny charakteru
przestrzennego, jak chcial Kant. Z drugiej strony pPojecie przestrzeni ma jednak

swoje zrodto, w zgodzie z filozofiag Kanta, we wrodzonym uposazeniu umystow

ludzkich.

8 Tamze, str. 78.

4 Cytowana praca zostata przez Poincarégo napisana w jezyku angielskim, termin ,,sensible space”
pochodzi wigc z oryginalnego tekstu.

*7° poincaré, H., On the Foundations of Geometry, (w:) From Kant to Hilbert. A Source Book in the
Foundations of Mathematics, V. 1. red. Ewald, W.B. . Clarendon Press, Oxford 1996, Poincaré, str.
982-983.

476 Murawski, R., Filozofia matematyki..., str. 202.
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Jak wspominatem, Poincaré pisze o dwoch typach przestrzeni — przestrzeni
geometrycznej oraz wyobrazeniowej. Wyjasnijmy wiec blizej, czym jest druga z
nich. Ksztalt wrazen zmystowych, oraz sama mozliwos¢ ich zaistnienia, nie
zaktadaja, jak wspominalem, pojecia przestrzeni. Jest ono jednak konieczne, jak
podkresla Poincare, w celu poroéwnywania, zestawiania i1 klasyfikacji wrazen
zmystowych, czy tez porzadkowania ze wzgledu na pewne ich wiasnosci. Aby tego
poréwnania dokona¢, musimy odnie$¢ nasze wrazenia zmystowe do kategorii, ktorg
jest wlasnie przestrzenia wyobrazeniowa ¥’ . W tym tez sensie przestrzen
wyobrazeniowa jest ,.formg (rubric) albo kategorig preegzystujagcag w naszych
umyslach”478. Przestrzen wyobrazeniowa jest wiec ,,dla nas konieczna jedynie dla
celu poréwnywania wrazen zmystowych, dla rozumowania o wrazeniach
zmystowych™*"®. Sa to jednak pordwnania i rozumowania bardzo proste — kategoria
przestrzeni wyobrazeniowej pozawala stwierdzi¢, czy pewna wielko$¢ obecna we
wrazeniu zmystowym jest wieksza od innej — ale nie, Ze jest 2 lub 3 razy wigksza
wartos$¢. Nie zaklada wigc uzycia pojecia liczby.

Przestrzen wyobrazeniowa to oczywiscie nie to samo, co przestrzen
geometryczna — w istocie, ta pierwsza ,,nie ma nic wspdlnego z przestrzenig

geometryczng” 480

. Przestrzeh geometryczna to obiekt matematyczny, czyli —
zgodnie z ujeciem Poincarégo — okreslona grupa przeksztatcen®®'. Matematyczne
wlasnosci poszczegdlnych przestrzeni geometrycznych sg pierwszym wskaznikiem
ich odmienno$ci od przestrzeni wyobrazeniowej. Ta ostatnia bowiem nie jest
przeciez ani nieskonczona, ani jednolita czy izotropiczna (homogenous and
isotropic). Dalej, ,,nie mozemy przedstawi¢ sobie przedmiotdow w przestrzeni
geometrycznej, ale jedynie rozumowa¢ o nich, tak jakby istnialy w tej

przestrzeni”482; »przestrzen geometryczna (...) nie jest formg naszej zmystowosci.

477 Przestrzen wyobrazeniowa gra swoja role w poréwnywaniu wrazen zmystowych jedynie przy
aktywnym udziale umystu, oraz aktywnej percepcji dokonuje si¢ to przy tym w sposob konieczny
przy udziale aktywnego udzialu umystu, przy udziale aktywnej percepcji wzrokowej (mowiac
najprosciej — aby poréwna¢ dwie wielko$ci musimy dokona¢ ruchu gatki ocznej).

48 poincaré, H., On the Foundations ..., str. 983.

479 Tamze, str. 984.

80 Tamze, str. 985.

8! podzial przestrzen wyobrazeniowa — przestrzen geometryczna obecny u Poincarego pokrywa sie
zasadniczo z podziatem Laugwitza, o ktérym pisatem na poczatku rozdziatu.

82 Tamze, str. 985.
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Moze nam stuzy¢ jedynie w naszych rozumowaniach. Jest ona formg naszego
rozumienia™*®,

Mozna zada¢ pytanie, jaki jest zwigzek pomigdzy dwoma przestrzeniami?
W szczegolnosci, czy poznanie geometryczne jest jako$ zakorzenione w przestrzeni
wyobrazeniowej jako idealizacja wrazen zmystowych? Wydaje si¢, ze Poincaré nie
zgodzitby si¢ z takim pogladem. Mozna co prawda szuka¢ zrodet pojecia grupy —
jako zrodta geometrii — w empirii, a doktadniej w prostych wrazeniach zmystowych
zwigzanych z ruchem, przemieszczaniem si¢ obiektow fizycznych. Jesli
przemieszczenia te rozumie¢ jako ,,obiekty”, a ich sktadanie jako ,,dziatania”,
mozna postawi¢ hipoteze, iz sg wrazenia zmystowe z nimi zwigzane stanowig
empiryczne zrodlo poje¢ zwiazanych z grupami®®. Jednak doswiadczenie fizyczne
— 0 czym byla juz mowa wcze$niej — nie moze da¢ nam stopnia $cistosci i precyzji,
jaka przystuguje obiektom matematycznym. Poincaré pisze tu o materii grupy jako
o zakorzenionej w $wiecie fizycznym tresci poje¢ wystepujacych w grupie oraz ich
formie — jako ich matematycznej strukturze. Francuski filozof podkresla, ze
,»istnieje uderzajacy kontrast pomiedzy topornoscig (grossness) tej materii oraz
subtelng doktadnoscia formy naszej grupy”. Zrodto tej subtelnosci nie moze lezeé
w doswiadczeniu — pojecie grupy ma wige charakter wrodzony*®,

Mozna wigc postawi¢ nastgpujace pytanie: co doktadnie nalezy, wedlug
Poincarégo, uzna¢ za wrodzone? Niektore wypowiedzi wskazuja, ze wrodzonym
jest ogolne pojecie grupy. W pracy On the Foundations..., pisze Poincaré, ze
»pojecie ciaglej grupy istnieje w naszych umystach w sposéb poprzedzajacy
wszelkie doswiadczenie (prior to all experience)”*®. Lubomirski uwaza, ze pojecie

grupy w ogole ma, wedlug francuskiego filozofa, wrodzony charakter, bo jego

zdaniem ,sama kategoria przestrzeni geometrycznych jest (...) aprioryczna

*8 Tamze, str. 985.

8 Torretti uwaza, ze ,,cata konstrukcja Poincarégo jest oparta na teorii percepciji, ktéra nie jest do
utrzymania” (por. Torretti, R., Philosophy of Geometry..., str. 340).

*® Mozna tu jeszcze dodaé, ze teza konwencjonalizmu stosuje si¢ jedynie do pojecia przestrzeni
geometrycznej — nie do pojecia przestrzeni wyobrazeniowej. wybodr okre§lonej przestrzeni
geometryczne] jako modelu dla $wiata fizycznego, jest kwestia konwencji, przestrzen
wyobrazeniowa jest jednolitg strukturg poznawcza, na ktorej ksztalt nie mamy wptywu.

486 Poincaré, H., On the Foundations..., str. 1010.
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podmiotowg strukturg preegzystujaca potencjalnie w umysle ludzkim”**". Wazna
jest tu réwniez inna uwaga Lubomirskiego — sugeruj on mianowicie, iz Z
caloksztaltu koncepcji Poincarégo wynika, ze ,,w umysle ludzkim preegzystuja nie
takie czy inne pojg¢cia matematyczne (takie jak przestrzef, grupa, continuum czy
liczba), lecz jedynie zdolnos¢ umystu do skonstruowania tych pojeé¢, pewna
potencjalna aktywnosé, dzigki ktorej mozliwa jest w ogole organizacja danych

doéwiadczenia’*®

. W tym duchu pisze tez Poincaré, ze ,,poj¢cie to [tzn. grupy] jest
rozwiniete (built up) przez umyst ze skladnikow, ktore w nim preegzystuja™*®®. W
umysle nie sg obecne wigc ,,gotowe” pojecia matematyczne, ale jedynie sktadniki i
predyspozycje potrzebne dla ich sformutowania.

Omowmy dalej najbardziej mnie tu interesujagce uwagi Poincarégo o roli
intuicji w matematyce, ktore zamiescit w pracy Nauka i hipoteza. Problematyka ta
dotyczy ona wlasciwie nie tyle samej filozofii geometrii, co poznania
matematycznego w ogole. Jest jednak zwigzana z rola geometrycznej, przestrzennej
intuicji w poznaniu matematycznym, przez co jest §cisle zwigzana z tematyka tego
rozdziatu i mojej pracy w ogdlnosci.

W pracy Nauka i hipoteza Poincaré pisze o dwoch ,,zupetnie réznych typach
umyshu” — tych, ktore opieraja si¢ na intuicji 1 kierujg nig w swoich poczynaniach,
oraz tych, ktore skupiajg si¢ na logice. Matematykéw obdarzonych umysiem
pierwszego typu nazywa Poincaré analitykami, a tych drugich geometrami, lub
intuicjonistami. Czym r6znig si¢ te dwa typy umystowosci? Po pierwsze tym, co
jest dla nich w matematyce oczywiste (evident). Logik uzna twierdzenie za
oczywiste, tzn. bedzie przekonany o jego prawdziwosci, dopiero, gdy przeprowadzi
rozumowanie ,krok po kroku”, w sposob nie budzacy zadne; watpliwosci.
,»Intuicjonista” natomiast kieruje si¢ intuicyjnym przekonaniem ptyngcym z mysli,
obrazami, jest sklonny przyja¢ przekonanie matematyczne bazujac jedynie na

takich obrazach. Matematycy tego typu, jak Klein, sg sktonni uzna¢, iz dane intuicji

“®7 |_Lubomirski, A., Henri Poincarégo..., str. 59.
88 Tamze, str. 79.
489 Poincaré, H., On the Foundations..., str. 982.
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dajg — jesli nie dowod — to przynajmniej ,,moralng pewnoéé”4go. Inng réznicy jest to,
do jakich zagadnien poszczegdlni matematycy sprowadzaja rdézne problemy
matematyczne. | tak, zdaniem Poincarégo, Weierstrass ,,sprowadza wszystko do
rozwazan nad szeregami i ich analitycznymi przeksztalceniami (analityc
transformations)”, a Riemann zawsze ,,w pierwszym rzedzie przywotuje na pomoc
geometrie; kazda z jego idei jest obrazem (image) ktoérego zapomnie¢ nie moze
nikt, kto uchwycit jego znaczenie™**. Co ciekawe, Poincaré sadzi, iz matematycy
sa najczgsciej umyslowosciami tylko jednego z tych typow — co wigcej,
charakterystyka ta ma podtoze i charakter wrodzony.

Poincaré¢ podkresla, ze wspomniane ,,oba typy umystu sg w rownym stopniu
konieczne dla postepu nauki™*®%. Francuski filozof jest jednak oczywiscie $wiadom
stabosci myslenia intuicyjnego. Zauwaza zwodniczo$¢ intuicji w analizie
matematycznej, ktéra wujawnia si¢ np. w przypadku funkcji cigglych
roézniczkowalnych (o ktérych mowa bedzie w kolejny rozdziale). Intuicja wiec ,,nie
moze da¢ nam $cistosci, ani nawet pewnosci”*®. Przedmioty matematyki, takie
jakie przedstawia je sobie intuicj sa niedookreslone i w pewnym stopniu rozmyte.
W konsekwencji nie mozna na nich oprze¢ Scistych rozumowan. Aby to uczyni¢,
konieczne sa $ciste definicje sformutowane na gruncie logiki. Dopiero na takich
$cistych pojeciach mozemy bazowaé w naszym rozumowaniu.

Wszystkie przytoczone okolicznosci powoduja, iz logika, oraz myslenie
analityczne w ogole sa konieczne dla rozwoju matematyki; co wigcej, w czasach
Poincarégo petily one dominujaca rolg. Mimo to, rowniez intuicja jest konieczna
dla rozwoju matematyki. Jest tak, poniewaz ,czysta logika moze da¢ nam
wylacznie tautologie; nie moze wytworzy¢ nic nowego; z jej samej nie moze
wyrosng¢ zadna nauka’*%*, Matematyka — aby by¢ nauka, ktora rozszerza wiedzg —
musi wyrasta¢ z czego$ innego, niz jedynie logika. Tym czyms§ jest intuicja, o czym

przekonany byt Poincare.

% poincaré, Science and Hypotheses, w: From Kant to Hilbert. A Source Book in the Foundations
of Mathematics, V. 1. red. Ewald, W.B. . Clarendon Press, Oxford 1996, str. 1013.

491 Tamze, str. 1013.

492 Tamze, str. 1013.

% Tamze, str. 1014.

% Tamze, str. 1015.
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Czym jednak doktadnie jest owa intuicja i jakg rol¢ gra w poznaniu
matematycznym? Intuicja przestrzenna nie jest jej jedyng odmiang; w istocie,
wedhug Poincarégo, mozna wydzieli¢ trzy glowne typy intuicji:

1) intuicja odwolujaca si¢ do $§wiadectwa zmystow oraz wyobrazni,
2) uogolnienie indukcyjne na wzor nauk przyrodniczych,

3) intuicja czystej liczby*®

Pod pierwszy typ intuicji jest gldownym przedmiotem moich rozwazan intuicja
przestrzenna. Z intuicji liczby wyptywa mozliwos¢ stosowania zasady indukcji w
matematyce; stad tez jak pisze Poincaré, jest ona jedynym typem intuicji, ktora
moze da¢ Scistg i pewng wiedz¢ matematyczng, nie opierajac si¢ ona przy tym na
$wiadectwie zmystow. Tego typu intuicji nie bede tu dalej analizowat*®.

Poincaré pisze o kilku istotnych funkcjach, jakie peini intuicja (kazdy z jej
typOw) w poznaniu matematycznym. Po pierwsze, jest narzedziem odkrycia oraz
inwencji tworczej w matematyce. Po drugie, podczas gdy logika daje nam szereg
metod dowodowych i technik, za pomocg ktérych mozemy osiaga¢ wiedze¢ $cistg i
wiarygodng, nie wystarcza ona do wyjasnienia, kiedy zastosowac ktoérag z owych
metod; jednakze wilasnie ta wiedze, czy ,,wyczucie”, posiadamy dzigki intuicji497.
Po trzecie, co Poincaré w omawianej tu pracy wielokrotnie podkresla, intuicja
umozliwia nam widzenie wewnetrznej jednosci, catosci w matematyce. Logika
podazajac ,.krok po kroku” moze da¢ jedynie fragmentaryczny obraz pojeé
matematycznych, jak rowniez samych rozumowan. Postugujac si¢ natomiast
jedynie logika postepujemy jak zoolog, ktory bada stonia jedynie za pomocg
mikroskopu, ale nie widziat go nigdy w calosci. Nierozsadnym byloby sadzi¢, iz
matematyk podaza w ten sposob, bez jakiejkolwiek wizji tego, co chce osiggna¢ na
konicu drogi. W stowach Poincarégo ,,potrzebujemy wiadzy poznawczej, ktora
pozwoli nam dojrze¢ cel (end) z oddali, a wladza tg jest intuicja”498. Catosciowe

myslenie w matematyce jest tez potrzebne aby rozszerza¢ naszg wiedze o

% por., tamze,, str. 1016.

% Warto doda¢, zasada indukcji matematycznejjako wyptywajaca z intuicji, a nie z logiki jest dla
Poincarégo zdaniem syntetycznym a priori.

7 por. Tamze, str. 1017.

%8 Tamze, str. 1018.

194



matematyce. Aby by¢ twoérca, matematyk musi ,,posiada¢ bezposrednie wyczucie
(direct sense) tego, co stanowi o jednos$ci rozumowania, tego, co jest, nazwijmy to,
jego dusza i wewnetrznym zyciem™*®. Poincaré podkresla wreszcie ogromna role
intuicji w nauczaniu matematyki, jak rowniez w jej zastosowaniach®®. Podkresla,
ze bez intuicji wielu miodych matematykéw nie bytoby w ogdle w stanie
zrozumie¢, dlaczego 1 w jaki sposob dany formalizm dobrze opisuje jakas$ klase
zjawisk fizycznych — inaczej mowigc, bez intuicji prawie niemozliwe bytoby
stosowanie matematyki do $wiata fizycznego.

Przyjrzyjmy si¢ wreszcie, jak filozofia Henri Poincarégo — a w
szczegolnosci jego poglady w kwestii roli intuicji w poznaniu matematycznym —
maja si¢ do stanowiska Kanta. Francuski matematyk, podobnie jak Kant,
poszukiwal drogi posredniej pomiedzy empiryzmem i aprioryzmem, jednak na
nieco inny sposob. Glowna rdznica zwigzana jest z rozumieniem pojecia
przestrzeni. Francuski matematyk odrzuca kantowski poglad, iz przestrzenno$¢ jest
forma kazdego wrazenia zmystowego oraz ze jest zrédlem wartos$ci logicznej zdan
matematyki, czy ich apriorycznosci. Mozna jednak, wedtug Poincarégo, mowi¢ o
dwoch innych typach wrodzonej przestrzeni: przestrzeni geometrycznej i
wyobrazeniowej. Przez wrodzono$¢ przestrzeni geometrycznej rozumie si¢ tu
wrodzonos$¢ predyspozycji do konstrukcji pojecia grupy przeksztalcen. Za osadem
Romana Murawskiego mozna dodaé, ze ,,Poincaré traktowal te uwarunkowania
bardziej operacjonistycznie, jako a priori dany zbior mozliwych operacji
konstruktywistycznych, a nie jako okre$lone, do dwoch ograniczone, formy
zmystowosci, czy jako zdeterminowane kategorie czystego rozumu (jak to bylo u

Kanta)” 501

. Przestrzen wyobrazeniowa jest z kolei konieczna aby zestawia i
poréwnywac ze soba wrazenia zmystowe — ale tylko pod wzgledem jakoSciowym,
a nie iloSciowym (numerycznym). Jest ona wigc pewnym warunkiem wstepnym i
ogélnym kontekstem, w ktorym zestawiane s3 dane zmystowe z pojeciami
geometrycznymi, z pewnoscig nie gra natomiast istotnej roli w procesie

uzasadniania twierdzen geometrycznych.

499 Tamze, str. 1019.
0 Tamze,, str. 1017.
%01 Murawski, R., Filozofia matematyki. .., str. 203.
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Zwroémy przy tym uwage, ze w ogolnych zarysach ujecie Poincarégo jest
podobne do kantowskiego: wedlug obu filozofow mozna wyroézni¢ dwa zrddta
geometrii — zewngtrzne, empiryczne oraz zwigzane ze strukturg ludzkiego umystu i
w tym sensie aprioryczne..

Dodajmy, ze jesli chodzi o apriorycznos¢, Poincaré oddala si¢ od Kanta,
odrzucajac apriorycznos¢ rozumiang jako konieczno$¢ zdan geometrii. Z drugiej
strony, pozostaje w duchu filozofii kantowskiej odmawiajac doswiadczeniu
mozliwo$ci  wplynigcia na prawdziwo$§¢ zdan matematyki, na proces
wnioskowania.

Zatrzymajmy si¢ wreszcie na roli intuicji w poznaniu matematycznym U
Kanta oraz Poincarégo. Wedlug Kanta czysta intuicja (naoczno$¢) jest
matematyczng forma wszelkich postrzezen zmystowych, intuicje empiryczne
natomiast sg tozsame z danymi zmystowymi. Poincaré rozumie intuicj¢ inaczej —
zaden z powyzszych aspektow poznania nie ma zasadniczego wptywu na proces
poznawczy w matematyce. Istnieja jednak pewne ogolne podobienstwa pomigdzy
ujeciami intuicji obu filozofow.

Zacznijmy od zauwazenia, ze dla kazdego z nich (jak 1 w istocie, dla wielu
innych filozofow) intuicja, jako Zrodto poznania matematycznego, jest
przeciwstawiona logice. Poincaré niejako zaktada, ze sama logika, jej metody i
pojecia nie wystarczaja dla uprawiania matematyki. Proces poznania
matematycznego nie polega réwniez jedynie na analizie definicji poj¢¢, ani na
wnioskowaniu dedukcyjnym. Poincaré jest rowniez przekonany, ze tautologie
logiczne nie rozszerzajg naszej wiedzy.

Matematyka musi wigc, wedtug Poincarégo, poza logike wykraczac. Jest to
mozliwe wlasnie dzigki intuicji, a dokladniej jej r6znym typom. Mozna wigc
méwi¢ o intuicji liczby (zwigzanej m.in. z indukcja matematyczng) i1 intuicji
odwotujacej si¢ do Swiadectwa zmystow, wyobrazni. Ta ostatnia peini funkcje
pomocnicza w przypadku wielu typow poznania matematycznego, istnieje typ
umystowosci matematyka — geometry, czy intuicjonisty — ktory przy jej wilasnie
pomocy przeprowadza najch¢tniej wszelkie rozumowania matematyczne. Istnieja w

szczegblnosci trzy aspekty poznania matematycznego, ktére nie majg swego zrodta
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w logice: odkrycie, rozumienie kiedy nalezy stosowaé ktorg z metod logicznych,
oraz caloSciowe postrzeganie badanego dzialu matematyki. Przestrzen
wyobrazeniowa, ktora mozna postrzegaé jako typ intuicji w trzecim ze
wspomnianych znaczen jest z kolei konieczna dla rozwoju geometrii.

Intuicja we wszystkich swych postaciach daje — wedlug Poincarégo —
poznanie pozapojeciowe, zroédlo jego natomiast jest rozne — inne w przypadku
geometrii i inne w przypadku arytmetyki. Ta ogolna charakterystyka stanowiska
francuskiego filozofa zbliza ja wigc do stanowiska kantowskiego, w tym tez sensie

twierdzenia matematyki sg dla Poincarégo syntetyczne.

Omawiane w tym rozdziale filozofowie reprezentuja spektrum stanowisk
odnosnie roli wizualizacji w poznaniu matematycznym. Pierwsze ze skrajnych
stanowisk reprezentuje John Stuart Mill, dla ktérego geometria zajmuje si¢
fizycznymi diagramami oraz jest nauka indukcyjng. Dane wizualne sg w tym ujeciu
zwyczajnym materiatem dowodowym, a twierdzenia geometrii s3 zdaniami
jednostkowymi. Dla Bernarda Bolzano twierdzenia geometrii sg z drugiej strony
ogolne. Charakter taki zawdzigczaja jednak wylacznie pojeciom — intuicja nie
odgrywa, wedlug B. Bolzano, jakiejkolwiek roli w rozumowaniach
matematycznych. Stanowisko posrednie wydaje si¢ reprezentowac Gottlob Frege.
Przyjmuje on za Kantem, iz dowoddéw geometrycznych nie mozna w pehi
przeprowadzi¢ bez udziatu czyste] naoczno$ci przestrzeni. W zwigzku z
tendencjami racjonalistycznymi w jego filozofii, stanowisko Fregego jest jednak
trudne w interpretacji. Podobne do siebie stanowiska reprezentuja z kolei Felix
Klein i Henri Poincaré. Obaj mysliciele podkreslaja role zmystowosci — intuicji
naiwnej, badz przestrzeni wyobrazeniowej (sensible space) — jako zroédto poznania
geometrycznego. To zmystowe Zroédlo poznania matematycznego nie ma jednak
charakteru matematycznego i nie determinuje postaci poje¢ matematyczny ani
prawdziwosci jej twierdzen (jak chciat tego Kanta). Podkreslajg rowniez tworcza

role intuicji przestrzennej w poznaniu matematycznym. Rozumowania wymagaja
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jednak, wedtug nich, $cistych poje¢, 1 nie odwolujg si¢ do czystych danych
zmystowych jako ,,materialu dowodowego”. Ostatnig godng uwagi charakterystyka
mysli H. Poincarégo i F. Kleina jest to, iz analizuja oni rolg¢ wizualizacji w calej
matematyce, nie tylko geometrii. Na koniec dodam tu, iz w mojej pracy begde czgsto

nawigzywat do rozrdznienia na intuicj¢ naiwng i wzmocniong Kleina.
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Rozdzial 6. Diagram w filozofii matematyKki

Charlesa Sandersa Peirce’a

W  niniejszym rozdziale szeroko omawiam filozofi¢ matematyki
amerykanskiego mysliciela Charlesa Sandersa Peirce’a (1839-1914), ktory
sformutowatl bardzo oryginalne ujgcie epistemologii matematyki, w ktorego
centrum lezy analiza diagramow oparta na teorii znaku. Ch.S. Peirce analizuje
poznanie zwigzane z diagramami szerzej niz jakikolwiek inny omawiany dotad
filozof matematyki, wlaczajac w to Kanta. Niestandardowa natura koncepcji
Ch.S.Peirce’a polega réwniez na tym, ze laczy wiele elementow roznych
stanowisk, uwazanych czesto za sprzeczne, badz niekompatybilne, taczac w
szczegolnosci poznanie dedukcyjne z obserwacja 1 eksperymentem. Dodajmy, iz
obok oryginalnych analiz roli diagramu w poznaniu matematycznym oraz
elementéw empiryzmu w jego koncepcji, amerykanski logik rozwazat relacje tych
zagadnien do podziatu na zdania analityczne i syntetyczne.

Na poczatku nalezy wspomnie¢, iz interpretacja filozofii Peirce’a nastrgcza
pewne trudnos$ci. Po pierwsze, pisat on bardzo duzo i na wiele tematéw, niewiele
jednak z tego publikowat. Jak pisze William Ewald, redaktor czesto tu cytowane;j
antologii From Kant to Hilbert. A Source Book in the Foundations of Mathematics,
spuscizna Peirce’a mogtaby wypehié 100 sporych toméw®% Lektura wszystkich
jego prac ujawnia sporo niescistosci oraz trudnosci interpretacyjnych, dodatkowo
jego tworczos$¢ ulegata ewolucji. Ewald pisze, iz Peirce potrafit na jednej stronie
pisa¢ wyjatkowo jasno i $ciSle, aby na kolejnej ,,przedstawia¢ kosmologiczng

metafizyke ‘ewolucyjnej mitosci’, wyrazi¢ swoje uwielbienie do Hegla i godzi¢

592 por, Ewald, W., From Kant to Hilbert..., str.575.
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nauke z religiq”‘r’og. Stad tez filozofia Peirce’a jest w pewnych punktach niespojna
oraz otwarta na rdzne interpretacje. Nie oznacza to jednak, iz nie jest ona
warto§ciowa — przeciwnie, mys$l amerykanskiego logika jest w swojej tresci i
zatozeniach gleboka 1 inspirujgca; Peirce znal si¢ rowniez bardzo dobrze na
matematyce, a jeszcze lepiej na logice, stad jego poglady na temat tych dziedzin
wydajg si¢ by¢ przemyslane (cho¢ w niektorych punktach kontrowersyjne). Mimo
wspomnianych trudnosci, tzn. w wielu punktach niejasnego charakteru filozofii
Peirce’a, bedg si¢ starat nadac jej mozliwie najbardziej jednolity charakter.

W moich analizach opieratem si¢ tu na dwoch tekstach zrédtowych — pracy
The Logic of Mathematics in Relation to Education, oraz Minute Logic. W pracach
tych C.S. Peirce przedstawit w zwigzly sposob ogolne zarysy swojej filozofii
matematyki. Analizuj¢ rowniez liczne komentarze do prac Peirce’a, z ktorych
pochodzi wiele z cytatoéw z innych prac amerykanskiego logika504.

W pierwszej kolejnosci nakresle ogélny zarys filozofii matematyki
Peirce’a, jego ogolne poglady na status matematyki w zestawieniu z innymi
naukami. Sg to niezbg¢dne informacje, ktoére postuzag mi w rozwazaniach nad rola
diagramow w poznaniu matematycznym u Peirce’a, ktéra obejmie wieksza czes¢
niniejszego rozdziatu. W ramach analizy skoncentrowanej na diagramach
epistemologii  Peirce’a omoéwi¢ dalej problem ogdélnosci rozumowan
diagramowych, oraz ich podzial na teorematyczne i kororaliarne. Przyjrzg sie
rowniez pewnym aspektom teorii znaku amerykanskiego logika — takim, ktore
pozwalaja lepiej zrozumie¢ jego epistemologi¢ matematyki. Nastgpnie omowig
stanowisko Peirce’a odnos$ni analityczno$ci matematyki, wraz z pewnymi
problemami interpretacyjnymi z nim zwigzanymi. Dodam, iz w ramach analizy roli
diagramow w matematyce, bede zestawiat ujecie Peirce’a z ujeciem kantowskim.
Subtelne podobienstwa jak i1 réznice pomiedzy nimi sg interesujagce i warte

odnotowania.

503 Tamze, str. 575.

% W najwickszym stopniu korzystam tu z pracy znawcy problematyki diagraméw Sun-Joo Shina,
pt.. The Iconic Logic of Peirce’a Graphs, pracy Michaela Ottego pt. Analysis and Synthesis in
Mathematics from the Perspective of Charles S. Peirce’s Philosophy oraz artykutu polskiego
filozofa, Rafata Gruszczynskiego, Filozofia matematyki Ch.P. Peirce’a.
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6.1. Matematyka jako nauka dotyczaca hipotetycznych stanow

rzeczy

Matematyka jest, wedlug Peirce’a, naukg abstrakcyjng, ktora stawia
hipotezy 1 wyprowadza z nich konieczne wnioski. Hipotetyczno$¢ matematyki
zwigzana jest z jej oddaleniem od $wiata fizycznego, bowiem matematyka, wedlug
Peirce’a, ,,zupelnie odcina si¢ od badania faktéw $wiat aktualnego i zwraca si¢ w

505 . . . .
” >, Przez hipoteze Peirce rozumie przy tym ,,zdanie, o

stron¢ studiowania hipotez
ktérym wyobrazamy sobie, ze jest $ci§le prawdziwie o idealnej konfiguracji rzeczy
(state of things)*®. Hipotezy nie stwierdzaja wige, wedlug niego, nic o tym, lub
tamtym stanie rzeczy, ale dotycza idealnych stanow rzeczy. W konsekwencji
matematyka nie méwi nam nic o $wiecie realnym, fizycznym — jest ona, w
rozumieniu Peirce’a, ,jedyna nauka, ktéra nigdy nie wnika w to jakie sg w

99507

rzeczywistosci fakty (actual facts)”™". Jej przedmiotem nie sg wigc konkretne

przedmioty, ale relacje pomiedzy nimi, tozsamosci i1 roznice idealnych stanow
rzeczy®®. W stowach Peirce’a ,kazda galaZ matematyki jest nauka o relacjach
pojawiajacych si¢ w (involved in) jakim$ idealnym systemie”>”. Konsekwencja
takiego ujecia jest roOwniez to, iz ,,matematyka nie tworzy nic poza zdaniami
warunkowymi”sm. Same hipotezy, sa natomiast swobodnym tworem matematyka,
cho¢ musza spelnia¢ wymoég niesprzecznosci. Tworzone sg one pod katem
wyciagania z nich koniecznych wnioskéw za pomoca metod dedukcyjnych oraz
przy pomocy diagraméw, czym zajme si¢ blizej dale;.

To dzieki tak rozumianej hipotetycznej naturze matematyke mozna postrzegac

jako nauke konieczng. Peirce wychodzi z zalozZenia, ze wiedza o §wiecie fizycznym

% Gruszczynski, R., Filozofia matematyki Ch.S. Peirce’a, W: Wokét filozofii logicznej,
Wydawnictwo Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, Torun 2004, str. 247.

%% pejrce, Ch.S. The Logic of Mathematics..., str. 634.

7 Tamze, str. 636.

% Gruszcezynski, R., Filozofia matematyki.., str. 248.

% peirce, Ch.S., New Elements of Mathematics, za: Gruszczynski, R., Filozofia matematyki.., str.
248.

*1% Gruszezynski, R., Filozofia matematyki.., str. 252.
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nigdy nie moze charakteryzowa¢ si¢ koniecznos$cig, jej wnioski przyjmujemy
zawsze z pewnym prawdopodobienstwem. Matematyka wedlug Peirce’a ,,dotyczy
wylacznie hipotetycznych standow rzeczy i nie stwierdza nic o rzeczach (matter of
fact); dalej, wylgcznie w ten sposob nalezy tlumaczy¢ konieczno$¢ jej
wnioskow™™,

Konieczno$¢ matematyki nie ma u Peirce’a swojego zrodla w platonskim
$wiecie idei, nie jest zwigzana z jakas$ ,,absolutng” charakterystyka poszczego6lnych
zdan matematyki. Matematyka jest konieczna o tyle, o ile nie dotyczy $wiata
fizycznego —  fakty bowiem nie wplywajg na prawdziwos¢ poszczegodlnych
twierdzen matematycznych.

Z powyzszymi uwagami zwigzana jest kolejny istotny element filozofii
matematyki Peirce’a — odrzucenie aprioryzmu. Wyptywa ono przede wszystkim z
pragmatystycznego stanowiska Peirce’a, a w szczegolnos$ci jednego jego aspektu —
fallibilizmu. Wedlug amerykanskiego filozofa cata nauka — wigcznie z matematyka
— podlega ciggltemu rozwojowi, tak, ze rowniez jej twierdzenia mogg by¢ poddane z
réznych powodoéw poznawczych rewizji. Przyczyna tych rewizji moga by¢
zarowno czynniki naukowe (logiczne), jak i1 subiektywne, spoleczne. Specyfike
fallibilizmu Peirce’a dobrze przy tym charakteryzuje metafora liny. Jak pisze Ewa
Piotrowska, amerykanski logik ,,wiedz¢ ludzka przyrownywat (...) do splecionej
liny z wielu widkien. Wspinajac si¢ po niej, mogl jako fallibilista zalozy¢, ze liczne
z nich, ktore wydaja si¢ nieuszkodzone moga by¢ zerwane. Nie musimy jednak
popada¢ w sceptycyzm, aby watpi¢ w wytrzymatos$¢ catej liny, bowiem widkna sa
ze soba splecione, a znaczna ich czes¢ jest nieuszkodzona (chociaz nie bardzo

wiemy ktore z nich)”**?

. Nauka jako cato$¢ — a wraz z nig matematyka — stanowi
dla Peirce’a sie¢ powigzan , a poszczegdlne jej zdania nie sg w jaki§ absolutny

sposob niepodwazalne.

*1 peirce, Ch.S. Minute Logic, w: From Kant to Hilbert. A Source Book in the Foundations of
Mathematics, V. 1. red. Ewald, W.B., Clarendon Press, Oxford 1996, str. 639.

%12 piotrowska, E., Spoleczny konstruktywizm a matematyka, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan
2008, str. 125.
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6.2. Rola diagramow w poznaniu matematycznym

Dla Peirce’a calo$¢ poznania matematycznego (nie tylko geometria) wyrasta z
analizy diagraméw. Pisze on, iz matematyka, bedac nauka dedukcyjng oraz
konieczng, postuguje si¢ “metoda, ktora polega na (consists in) badaniu konstrukcji,

» %13 " Jak rozumie on owe konstrukcje-diagramy, czy

lub inaczej diagramow
,schematy” (scheme) jak je rowniez nazywa, nawigzujac, jak si¢ wydaje, do Kanta?
Najprosciej rzecz ujmujac, diagram to ,,wizualna struktura ztozona ze znakow badz
linii”***, cho¢ funkcje diagramu moga réwniez petni¢ wizualizacje wewnetrzne.
Peirce’owskie pojecie diagramu jest jednak o wiele szersze niz wspotczesne, mozna
nawet powiedzie¢ — zaskakujaco szerokie.

Diagramem matematycznym jest, wedlug niego, nie tylko narysowany trojkat,
wykres funkcji, czy innego rodzaju rysunek. Na diagram skladajg si¢ wszystkie
wzrokowo postrzegalne znaki — symbole, litery, kreski itd*". Jak pisze Shin,
»algebra, ktora zazwyczaj uwaza si¢ za typowy system symboliczny, jest, wedlug
Peirce’a, rowniez diagramem wizualnym, jako ze symbole algebraiczne moga
reprezentowac pewne fakty oraz s3 przeksztalcane zgodnie z wlasciwymi sobie

regutami” °16 Jak podkresla Peirce, ,algebra to nic innego jak pewien typ

diagramu™"’.

Pojecia matematyczne sa, wedlug Peirce’a, tworem umystu, jednak aby
moglto zosta¢ przeprowadzone rozumowanie, pojecia te, oraz relacje pomiedzy
nimi, muszg zosta¢ przedstawione w formie diagramu. Diagramy sa glowna metoda

matematyki; w o0godlnosci zdaniem Peirce’a ,diagramy i diagramopodobne

(diagrammatoidal) figury majg w zamierzeniu ich tworcéw by¢ stosowane w celu

13 peirce, Ch.S. The Logic of Mathematics..., str. 633.

% Tamze, str. 635.

2 O Peirce’owskim ujeciu roli znaku w poznaniu matematycznym wiecej pisze w dalszej czesci
rozdziatu.

%16 ghin, S-J., B., The Iconic Logic of Peirce’a Graphs, MIT Press, 2002, str. 22.

57 pejrce, Ch.S. za: Shin, S-J., B., The Iconic..., str. 21.
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lepszego zrozumienia stanow rzeczy, zaréwno tych doswiadczanych, jak i tych o
ktorych czytamy, badz, te ktore sobie wyobraZamy”518.

Diagramy pozwalaja wigc lepiej zrozumie¢ reprezentowane przez nie
przedmioty 1 stany rzeczy, umozliwiajag one roéwniez dojrzenie relacji pomi¢dzy
wizualnie reprezentowanymi obiektami. Jak pisze Peirce, ,,nawet w algebrze,
glownym celem, ktéremu stuzy symbolizm, jest przedstawienie przed okiem
umystu schemat (skeleton) reprezentacji badanych relacji w usystematyzowanej
(schematic) postaci”®'®. Diagramy matematyczne nie penia jednak tylko funkcji
pomocniczej — sa one konieczne dla jej rozwoju, kazde rozumowanie
matematyczne musi si¢ w jaki§ sposob na nie powotywaé. Co wigcej, wedlug
amerykanskiego logika ,,wszystkie konieczne rozumowania sa diagramowe, a
pewnos$¢, ktorg daje kazdy inny rodzaj rozumowania musi opieraé si¢ na
koniecznym rozumowaniu. W tym sensie, kazde rozumowanie opiera si¢ w sposob
posredni lub bezposredni na diagramach” °*°. To ostatnie stwierdzenie jest
szczegolnie zaskakujace biorac pod uwage to, ze diagramy sg zazwyczaj uwazane
za typ reprezentacji, ktory daje wiedz¢ mniej wiarygodng, czesto nieprecyzyjng
oraz o charakterze jednostkowym. Wytlumaczenie, skad pochodzi pewnos¢ i
konieczno$¢ rozumowan diagramowych jest jednym z najtrudniejszych punktow w
interpretacji mysli Peirce’a.

W jaki sposob przebiega ogolnie rozumowanie, opierajace si¢ na
diagramie? Zacytujmy najpierw dtuzszy wywod Peirce’a, ktory pisze co nastepuje:
,przez rozumowanie diagramowe (diagrammatic), mam na mysli rozumowanie,
ktore konstruuje diagram zgodnie z zasadg (precept) wyrazong w terminach
ogoblnych, ktore przeprowadza eksperymenty na diagramie, odnotowuje ich wyniki,
upewnia si¢, ze podobne eksperymenty przeprowadzone na jakimkolwiek
diagramie skonstruowanym zgodnie z tg samg zasada datyby ten sam wynik, oraz

wyraza to w terminach ogdlnych®*”

*8 peirce, Ch.S. Collected Papers of Charles Sanders Peirce, za: Otte, M., Mathematical
Epistemology from a Peircean Semiotic Point of View, “Educational Studies in Mathematics” Vol.
61, 2006, str. 15.

>19 peirce, Ch.S. The Logic of Mathematics..., str. 633.

520 perice, Ch.S., Collected Papers, za: Shin, S-J. B. str. 19.

%21 pgjrce Ch.S., za: Shin, S-J., B., The Iconic..., str. 19.
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Powyzszy fragment zawiera kilka istotnych elementow, ktore bede
analizowat w dalszej czesci rozdziatu. Po pierwsze, odnotujmy, ze rozumowanie
diagramowe konstruuje diagram zgodnie z pewng zasada (precept). Peirce nie
objasnia blizej, czym jest owa zasada, oraz w jaki sposdéb w oparciu o nig powstaje
diagram. Amerykanski filozof podkresla jedyni, iz jest ona wyrazona w terminach
ogolnych; w innym miejscu zauwaza, ze: ,,konstrukcja taka [diagram] tworzona jest

w zgodnoéci z zasada uksztattowana (fournished) przez hipotezg” >

. Bedaca
tworem kreatywnego umystu hipoteza, wyrazona w terminach ogdlnych jest wigc,
zrodlem z ktorego wyplywa diagram — pewng dang, na podstawie ktorej jest on
wytworzony. Nie jest do konca jasne, jaka role odgrywa 6w ,,przeddiagramowy”
etap poznania. Badacz filozofii matematyki Pierce’a, Rafal Gruszczynski pisze np.,
iz ,,moment stawiania hipotezy pokrywa si¢ z momentem konstruowania
diagramu”, skad wynika, iz nie potrafimy przedstawi¢ sobie hipotezy przed
konstrukcja diagramu523. Wydaje sig, ze jest problem nietatwy do rozwigzania. W
tym miejscu chcialbym przede wszystkim podkreslic, ze wedlug Peirce’a
zastosowanie diagramu jest konieczne w celu przeprowadzenia rozumowan; zanim
poprzez konstrukcje¢ (ktéra Peirce nazywa tez terminami ,,diagramatization” oraz
»skeletonization) nie przedstawimy umyslowo 1 fizycznie przedmiotu naszych
badan, nie jest mozliwa dalsze poznanie.

Powtérzmy, 1z wedlug Peirce’a jedng z metod badania diagramu jest
eksperyment. Eksperymentujac na diagramie przeksztalcamy go, dokonujac na nim
,»fizycznych” zmian, badZ wyobrazajac sobie jego rézne modyfikacje, dokonujac na
nich eksperymentow myslowych (mental experimentation). Drugim elementem
diagramowego poznania matematycznego, wymienianym zazwyczaj przez Peirce’a
obok eksperymentu, jest obserwacja diagramu. Rowniez ona stanowi zrodto
poznania prawd matematycznych; obserwujac diagram, dostrzegamy — dzigki
podobienstwu diagramu oraz przedmiotu, ktory on przedstawia — relacje, ktoére
wczesniej, tzn. przed konstrukcjg diagramu, pozostawaty dla nas ukryte. Jest tak

m.in. dlatego, Ze poprzez zastosowanie diagramu, jak stwierdza Peirce, ,,0g0lne

522 pejrce, Ch.S. The Logic of Mathematics..., str. 635.
523 Gruszezynski, R., Filozofia matematyki..., str. 252.
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prawidtowosci moga by¢ uczynione bezposrednio obserwowalnymi” Sl

Podkreslanie roli obserwacja i eksperymentu w poznaniu matematycznym jest
szczegblnie godnym uwagi elementem jego teorii poznania.

Kolejnym istotnym elementem mysli C.S. Peirce’a jest to, iz rozumowania
positkujace si¢ obserwacja badz eksperymentem mogg mie¢ wcigz dedukcyjny
charakter oraz ustanawia¢ swoje konkluzje w konieczny sposob. Dedukcja i
obserwacja nie sg, wedlug Peirce’a, w takim stopniu roézne, jak to si¢ powszechnie
przyjmuje: ,,dedukcja jest w rzeczywisto$ci kwestig percepcji i eksperymentu,
zupetlnie jak jest to w przypadku indukcji 1 wnioskowania hipotetycznego;
percepcja i eksperyment tyczg si¢ tu jednak obiektoéw myslowych (imaginary), a
nie rzeczywistych™?. Motywacje do takiego pogladu szeroko objasnia ponizszy

dhuzszy fragment z Peirce’a:

od dawna zagadka byto, jak jest mozliwe, ze z jednej strony matematyka jest ze swojej
natury czysto dedukcyjna i wycigga swoje konkluzje w sposob apodyktyczny, podczas gdy
z drugiej strony przedstawia w takim samym stopniu jak ktérakolwiek z nauk
obserwacyjnych szereg w bogatych, oraz by¢ moze (apparently) nie posiadajacych konca
zaskakujacych odkry¢. Rozne byly proby rozwiagzania tego paradoksu, za pomocg obalenia
jednego badz drugiego z tych stwierdzen, zadna z nich nie zakonczyta si¢ jednak
sukcesem. Wydaje si¢ jednak, iz prawda jest, ze kazde rozumowanie dedukcyjne, nawet
prosty sylogizm, zawiera_(involves) element obserwacji; dedukcja, mianowicie, polega na
konstruowaniu ikony badz diagramu, pomigdzy ktorego czgsciami zachodza relacje, ktore
pozostaja w pelnej analogii do relacji pomigdzy czeSciami przedmiotu rozumowania;
dalej, zasadza si¢ ona [dedukcja] na eksperymentach na tym obrazie w wyobrazni, oraz na
obserwacji ich wynikéw, co ma na celu odkrycie niezauwazonych i ukrytych relacji

. , . . g 526
pomigdzy cze$ciami diagramu

2% gtjernfelt, F., Diagrammatology, An Investigation On The Borderlines Of Phenomenology,
Ontology, And Semiotics, Synthese Library 1, Vol. 336, 2007, str. 189.

2 peirce, Ch.S., Collected Papers, za: Otte, M., Analysis and Synthesis in Mathematics from the
Perspective of Charles S. Peirce’s Philosophy, (W:) Analysis and Synthesis in Mathematics. History
and Philosophy red. Otte, M., Panza, M., Kluwer Academic Publishers, Dordrecht/Boston/London
1997, str. 356.

526 Otte, M., Analysis and Synthesis. .., str. 36.
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Rozumowania matematyki sg wigc z jednej strony dla Peirce’a dedukcyjne,
a sama matematyka jest naukag konieczng; koniecznos¢ ta wynika przy tym z jej
hipotetycznego charakteru, $cistosci jej metod oraz tego, iz ,przedmiotem tych
obserwacji i eksperymentdéw jest diagram bedacy naszym wilasnym wytworem, o
ktorego warunkach istnienia wiemy wszystko”527. Z drugiej strony, jest ona naukg
doswiadczalng — jednak w bardzo specyficznym sensie. Matematyka jest dla
Peirce’a tworem kreatywnego umystu, ktory stawiajac hipotezy (pod katem
wyciggania z nich dedukcyjnych wnioskow), wyraza ich tres¢ za pomoca diagramu.
W ten sposob przedmiot badan matematyka staje si¢ w pewnym sensie
zobiektywizowany, zewng¢trzny wobec matematyka 1 w ten sposob podlega
obserwacji oraz eksperymentom. Diagramy s3 jednak postrzegane oraz
obserwowane jako, mozna powiedzie¢, obiekty myslowe, a nie fizyczne w tym
sensie, jak np. obserwujemy materi¢ aby formulowaé prawa dotyczace jej
wilasno$ci. Stad tez, o ile mowa jest o doswiadczalnym (experiential) charakterze
matematyki, nalezy — jak podkresla Peirce — pamictaé, ze twierdzenia
matematyczne nalezy rozumiec jako ,,odwotujgce si¢ do doswiadczenia (relating to
experience), nickoniecznie wywiedzione wyltacznie z doswiadczenia” 528
Odwotujac si¢ do doswiadczenia przeprowadzamy wigc wcigz rozumowania
dedukcyjne oraz prowadzace w konieczny sposob od przestanek do konkluz;ji.
Zwro¢my od razu uwage na powigzania takiego ujecia poznania
matematycznego z innymi ogolnymi problemami filozofii matematyki. Peirce
wydaje si¢ tu twierdzi¢, iz ani wizja matematyki jako nauki apodyktycznej
odkrywajace absolutne prawdy, ani tez filozofia empiryzmu w matematyce nie jest
zadowalajaca, a przekonuje o tym praktyka matematykow. Rozwigzaniem jest
droga pos$rednia, uznajaca zarowno dedukcyjny charakter matematyki, jak 1 quasi-
empiryczne aspekty poznania matematycznego. Mozna tez powiedzie¢, ze
kwestionujac zasadniczg odmiennos$¢ dedukcji 1 obserwacji, podwaza Peirce
rowniez dychotomiczne zasadt podzialu poznania na intuicyjne 1 dyskursywne.

Pisze o tym m.in. Michael Otte, podkreslajac, ze amerykanski logik oddala si¢ tu od

527 pejrce, Ch.S. The Logic of Mathematics..., str. 635.
528 peirce, Ch.S. Logic of Quantity, za: Stjernfelt., F., Diagrammatology,..str. 189.
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mysli kantowskiej, oraz, ze — wedlug Peirce’a — Kant zbyt wasko rozumiat
dedukcje, a miato to po czeSci zrodlo w ,ostrym oddzieleniu przez Kanta
dedukcyjnego wnioskowania i obserwacji, badz intuicyjnej i dyskursywnej
wiedzy*%,

Kolejnym podkreslanym przez Peirce’a aspektem poznania opartego na
diagramach jest to, iz dedukcja dokonywana za pomocg obserwacji oraz
eksperymentu umozliwia poszerzenie naszej wiedzy. Zdaniem M. Otte, dla Peirce’a
,charakterystyka diagramu jest fakt, iz mozna dowiedzie¢ si¢ wiecej niz to, co byto

konieczne w celu jego skonstruowania” 530

. Obserwacja, oraz zwigzane z nig
mentalne eksperymenty owocuja wedlug Peirce’a tym, ze ,,odkrywane sg nowe
relacje pomiedzy jego czgsciami, nie sformutowane w zasadzie, na podstawie
ktorej byly uksztattowane”",

Ponizszy, fragment jednaj z prac Peirce’a, rozjasnia dalej, w jaki sposob
obserwacja umozliwia formulowanie nowych twierdzen: ,,geometra rysuje diagram,
(...) 1 za pomocg obserwacji tego diagramu, jest on w stanie dokonaé syntezy i
pokazaé relacje pomiedzy elementami, ktore wcze$niej nie wydawaty sie byc
potaczone w jakikolwiek konieczny sposob. Dane zmystowe (the realities)
narzucaja nam faczenie pewnych rzeczy silnymi relacjami, innych natomiast
stabszymi, na sposdb wysoce skomplikowany 1 jednocze$nie niezrozumiaty
(unintelligible); geniusz umystu zbiera wszystkie te podpowiedzi zmystow, dodaje
do niech bardzo duzo, czyni jest doktadnymi i $cistymi, oraz ukazuje je w
poznawalnej rozumem (intelligible) formie w intuicjach czasu i przestrzeni»®%,
Konstrukcja ukazuje wiec, wedlug Peirce’a, w zmystowo postrzegalny sposob
pewne niezauwazone wczesniej relacje. To umyst jednak jest w stanie wybra¢ z
réznorodno$ci danych zmystowych te, ktore ukazuja nowe fakty matematyczne,
oraz nada¢ swoim wnioskom $cistos$¢, ktorej same dane zmystowe da¢ nie moga,

ale niezbedny jest tutaj rowniez element tworczy. Dzigki analitycznej 1 zarazem

tworczej, aktywnos$ci umystu, matematyk moze odkrywac prawdy matematyczne w

2 Otte. M., Analysis and Synthesis...., str. 356.

530 Tamze, str. 345.

%31 pejrce, Ch.S., The Logic of Mathematics..., str. 635.

%32 peirce, Ch.P., Collected Papers, za: Otte, M., Analysis and Synthesis..., str. 354.
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kontakcie z diagramem: ,,obserwacja i kreatywno$¢ (ingenuity) sa czescig (are
involved in) procesu rozumowania. Prowadzg one do dostrzezenia, ze czysto
dedukcyjne rozumowanie angazuje (involve) odkrycie w takim samym stopniu, w
jakim czyni to eksperyment chemika; r6znica polega tu jedynie na tym, ze odkrycie
dotyczy tu sekretow umystu (of the mind within), a nie umystu Natury”**. Diagram
pozwala odrywa¢ prawdy matematyczne i rozszerza¢ wiedzg¢ we wszystkich
dziatach matematyki, nie tylko w geometrii — na przyktad ,,jesli chodzi o algebre,
gldwng ideg zwigzang z jej uprawianiem jest to, ze przedstawia ona formuty, ktore
moga by¢ przeksztalcane (manipulated), oraz, ze poprzez obserwacj¢ efektow
takiego przeksztalcania odnajdujemy wtasnosci, ktorych w innym przypadku nie
zostalyby dostrzezone™.

Rozumowaniami, ktére rozszerzaja nasza wiedz¢ o obiektach
matematycznych s3 w szczegélnosci rozumowania teorematyczne, ktorym

poswigcony jest kolejny podrozdziat.

6.3. Rozumowania kororaliarne i teorematyczne

Z diagramami powigzane jest tez bezposrednio rozroéznienie pomi¢dzy dwoma
typami — dedukcyjnych oraz diagramowych — rozumowan wystepujacych w
matematyce: pomiedzy rozumowaniami kororaliarnymi i1 teorematycznymi %
Sformutowanie tego rozrdznienia uwazat Peirce za swoje pierwsze istotne odkrycie

w dziedzinie logiki i matematyki > .

Pozwala ono poglebi¢ interpretacje
Peircowskiej teorii poznania opartej na diagramach. Mozna dodatkowo, opierajac
si¢ na tym podziale, sformulowaé pewng interpretacj¢ Peirce’owskiego ujecia

podziatu na zdania analityczne 1 syntetyczne. Do tego zagadnienia wrdce jednak

% peirce, CH.S., The New Elements...,, za: Otte, M., Analysis and Synthesis.. ., str. 346.

% peirce, Ch. S., Collected Papers..., za: Otte, M., Mathematical Epistemology..., str. 36.

%% Angielskie terminy to corollaliar oraz theorematic (wydaje sie, iz ich zrodlem s3 terminy
corollary — wniosek, oraz theorem — twierdzenie). Za Gruszczynskim thumacze je jako, odpowiednio,
rozumowania kororaliarne oraz teorematyczne.

%% por. Gruszezynski, R., Filozofia matematyki..., str. 255.
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pozniej, w pierwsze] kolejnosci przedstawie, co amerykanski logik pisze o
wspomnianym rozroznieniu i1 jak mozna to interpretowa¢ w kontekscie roli
diagramow w poznaniu matematycznym.

Jak  wspominalem, obydwa typy rozumowan sg rozumowaniami
diagramowymi, w obu przypadkach wniosek wynika z przestanek w sposob
konieczny. RoOznig si¢ one natomiast sposobem dotarcia do owych wnioskow.
Rozumowania kororaliarne to ,,rozumowania skladajace si¢ jedynie z uwaznego
analizowania definicji terminow wystepujacych w tezie, ktéra ma by¢
dowiedziona™®’. Rozumowania te nie wymagajg pomystowosci matematyka, ich
przeprowadzenie to, jak pisze Rafal Gruszczufisi, jedynie kwestia ,,uwaznego i
poprawnego uprawiania matematycznego rzemiosta, odwotywania si¢ do definicji
pojeé, stosowania technik dowodowych™®®. Sa to, jak pisze Peirce, rozumowania,
ktére ,,stosuja jedynie pojecia ogdlne, a w ich konkluzjach nie ma nic, co nie
byloby elementem definicji, o ile wszystkie wystepujace w niej terminy bytyby,
kazde z osobna, zdefiniowane™°. Przykladami takich zdan sa, wedlug Peirce’a,
geometryczne stwierdzenia, ktorych Euklides nie uwazal za szczeg6lnie
warto§ciowe, a ktore jego komentatorzy oznaczali jako zaledwie wnioski z
twierdzen waZniejszych54O. Sa to wigc, ogdlnie rzecz biorac, stwierdzenia mniej
istotne, proste wnioski z twierdzen wazniejszych — takie, ktorych dowod wymaga
jedynie uwaznego stosowania definicji 1 technik dowodowych.

W przypadku rozumowan teorematycznych natomiast, w opinii
Gruszezynskigo ,,pojawia si¢ w toku rozumowania co$ nowego, nowa idea, nowy
obiekt, ktory nie jest uwzgledniony w przestankach, a ktory zostaje wykorzystany
w dowodzie i1 na koncu jest eliminowany z konkluzji”54l. W kontekscie diagramow
mozna powiedzie¢, iZ rozumowania te ,,wprowadzaja pewien zupelnie nowy
czynnik na diagramie, tak, by usprawni¢ nowe 1 nieprzewidziane wcze$niej

59542

konkluzje™". Czg$¢ zdan matematycznych mozna udowodni¢ przy pomocy prostej

537 Tamze, str. 255.

538 Tamze, str. 255.

% pejrce, Ch.S. Minute Logic str. 640-641.

540 Tamze, str. 641.

1 Gruszezynski, R., Filozofia matematyki..., str. 255.
542 Stjernfelt, F., Diagrammatology..., str. 190.
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analizy definicji (tzn. rozumowan kororaliarnych), natomiast, jak podkresla Peirce,
»W przypadku twierdzen, a w kazdym razie wszystkich waznych twierdzen,

543 o : :
” >, Wazniejsze, glebsze, twierdzenia

potrzebny jest inny typ rozumowania
wymagajag wigc w pewnym sensie, wyjScia w rozumowaniu poza definicje,
wprowadzenie do niego nowego elementu. W przypadku tego typu twierdzen,
,myslenie za pomocg poje¢ ogdlnych nie wystarcza. Koniecznym jest, aby
wykonana zostata jakas czynnosé °** (something should be DONE)”. Taka
czynno$cia moze by¢ narysowanie pomocniczych linii, w algebrze dokonanie
transformacji. Wazny jest tu nowy element na diagramie, bagdz manipulacja samym
diagramem. Peirce nie opisuje przy tym w szerszy ani systematyczny sposob
jakiego typu moga to by¢ dodatki lub przeksztatcenia diagramu, badz jaki$ typ
aktywno$ci z nim zwigzany. Dodajmy jeszcze, ze bez dodania tego elementu,
twierdzenie nie jest oczywiste, wniosek nie wynika w oczywisty sposob z
przestanek, stad rozumowanie nie moze zosta¢ w petni przeprowadzone.

Gtowng cecha rozumowan teorematycznych jest wigc konieczno$é
pojawienia si¢ w ich trakcie nowego elementu, nie zawartego w przestankach. Poza
tym jednak, Peirce przedstawia charakterystyke rozumowan teorematycznych tak,
Ze granica pomig¢dzy nimi a rozumowaniami diagramowymi w ogole zaciera sig.
Twierdzi on wigc, iz ,,dedukcja teorematyczna to dedukcja w przypadku ktorej
konieczne jest przeprowadzenie w wyobrazni eksperymentu na obrazie przestanki

59545

(upon the image of the premiss)..””™ I dalej, jak podkres$la Peirce, ,,rozumowanie

teorematyczne niezmiennie oparte jest na eksperymentowaniu z jednostkowym

schematem” >

. W innym miejscu pisze Peirce wreszcie, ze w przypadku
rozumowan teorematycznych ,.koniecznym jest sporzadzenie, badz wyobrazenie
sobie, jakiego$ jednostkowego i okreslonego schematu (schema) czy tez diagramu
— w geometrii, figury zloZonej z linii oraz dotagczonych do nich liter; w przypadku
algebry struktury (array) liter, sposrod ktorych niektore sg powtdrzone. Ten

schemat jest skonstruowany tak, aby byl zgodny z hipotezg sformulowang w

>3 peirce, Ch.S. Minute Logic, str. 641.

o4 Tamze, str. 641.

>3 Hilpinen, R., Peirce’s Logic, (w:) Handbook of the History of Logic. Vol. 3. The Rise of Modern
Logic: From Leibniz to Frege, str. 650.

% peijrce, Ch.S. Minute Logic, str. 641.
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terminach ogo6lnych w tezie twierdzenia™*'. Nie jest wiec do konca jasne, jak — w
obrgbie rozumowan diagramowych — oddzieli¢ kororaliarne od teorematycznych.
Wydaje si¢, ze, wedlug Peirce’a, te ostatnie sg ,,wlasciwymi” rozumowaniami
diagramowymi. Wniosek rozumowania kororaliarnego bylby wtedy wynikiem
dedukcji nie korzystajagcej w istotny sposdb z Kkonstrukcji, z przestrzennie
przedstawionego diagramu. Nie zachodzilaby wtedy potrzeba korzystania z
diagramow, wystarczylaby analiza definicji. Taki wniosek mozna w kazdym razie
wyciggnaé z ponizszej wypowiedzi Peirc’a: ,,Rozumowanie kororaliarne, lub
‘filozoficzne’ jest rozumowaniem za pomocg stoOw; tymczasem rozumowanie
teorematyczne, czyli wlasciwe rozumowanie matematyczne, jest rozumowaniem
przy pomocy specjalnie skonstruowanych schematow>*”.

Mozna jednak przyja¢ réwniez nieco inng interpretacj¢, a mianowicie
mozna przyjacé, ze w przypadku rozumowan kororaliarnych wystarcza obserwacja
diagramu, rozumowania teormatyczne natomiast wymagaja manipulacji
diagramem, badz naniesienia na niego nowego elementu.

Na podstawie prac Peirce’a mozna rowniez sformutowaé nieco inng
interpretacj¢ natury rozumowan teorematycznych. Obok ich powigzan z
diagramami, mozna mianowicie rdéwniez postrzega¢ je jako rozumowania
wymagajagce kreatywnosci, pomystu — w przeciwienstwie do wymagajacych uzycia
jedynie automatycznych procedur rozumowan kororaliarnych. Jako przyktad
takiego rozumowania podaje Peirce dowod twierdzenia Cantora®. Przypomnijmy,
ze glosi ono, iz moc dowolnego zbioru jest mniejsza od mocy jego zbioru
potegowego. Istotg tego dowodu jest zdefiniowanie odpowiedniego zbioru, ktérego
analiza prowadzi do wniosku, ze zalozenie o istnieniu bijekcji pomigedzy dowolnym
zbiorem oraz jego zbiorem potegowym prowadzi do sprzecznosci®. Aby dowod

ten przeprowadzi¢, ,nie mogliSmy ograniczy¢ si¢ do samego analizowania

> peirce, Ch.S. Minute Logic, str. 641.

548 Tamze, str. 641.

> por. Gruszezynski, R., Filozofia matematyki..., str. 256.

%0 Doktadniej, dowodu podanego przez Peirce’a — twierdzenie Cantora mozna bowiem udowodnié
na wiele sposobow.
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przesianek”551. Nalezato wprowadzi¢ nowa idee¢, a mianowicie dokona¢ konstrukcji
odpowiedniego zbioru, albo — moéwigc najprosciej — ,,wpas¢” na pewien pomyst.
Nie chce w tym miejscu ostatecznie rozstrzyga¢ kontrowersji zwigzanej z
doktadnym umiejscowieniem omawianego podziatu na tle rozumowan
diagramowych w ogole. Wydaje si¢, ze nie ma jasnos$ci, czym rozumowania
teorematyczne roznig si¢ od rozumowan diagramowych w ogole, oraz w jakim
sensie rozumowania kororaliarne sg diagramowe. Z pewnoscig te ostatnie nie
postuguja si¢ w tym samym stopniu, co teorematyczne metodami badania
diagramu, jak obserwacja 1 eksperyment. Interpretacja rozumowan
teorematycznych jako zwigzanych przede wszystkim z pierwiastkiem tworczym w
poznaniu tez rodzi pewne pytania. Nowa idea, ktora pozwala sformutowac jeden z
dowodow twierdzenia Cantora nie wydaje si¢ przeciez wyplywaé z dolaczenia
elementu na diagramie. Nie bed¢ tu podejmowat proby rozwigzania tych sporéw —
pozostang jedynie na ich zaznaczeniu, do podzialu na rozumowania teorematyczne
i kororaliarne wroce natomiast dalej przy okazji omawiania podzialu na zdania

analityczne i syntetyczne.

6.4. Elementy teorii znaku Peirce’a a matematyczne poznanie diagramowe

Aby przyblizy¢ nieco Peircowskie podejscie do diagramoéw warto cho¢
ogoblnie omowié pewien aspekt jego teorii znaku. Znak jest podstawowa kategorig
epistemologii amerykanskiego logika. Pojgcie znaku jest dla Peirce’a pojeciem
bardzo pojemnym — znakiem moze by¢ napisany na kartce uktad kresek i kropek,
ale rowniez pewne stany rzeczy czy np. zachowania ludzkie. Nas bedzie tu przede
wszystkim interesowat znak uzywany w matematyce. W tym kontekscie nalezy
wiec stwierdzi¢, ze diagramy matematyczne sktadajg si¢ ze znakow; moga nimi by¢

symbole, ale takze elementy rysunku, czy wszelkie inne ,,dopisane” elementy

%t Tamze, str. 256.
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diagramu. Znakiem moze by¢ tez w szerszym sensie caty diagram jako
skonstruowany z pomniejszych znakow.

Teoria znaku Peirce’a opiera si¢ przede wszystkim na wyr6znieniu trzech
ptaszczyzn badania znaku. Sa nimi: po pierwsze — sam znak, jego ksztalt, oraz
relacje pomiedzy znakami; po drugie — relacje pomiedzy znakiem i1 przedmiotem,
ktory znak reprezentuje; po trzecie — relacja pomiedzy znakiem a jego
uzytkownikami. Podziat ten jest podstawa ku wspodtczesnie wceigz przyjmowanemu
podziatowi logiki na syntaktyke, semantyke i pragmatyke.

Dla mnie bardziej interesujacy bedzie tu jednak pewien trojpodziat znakow.
Peirce dzieli je mianowicie na ikony, wskazniki (indices) oraz symbole. Kryterium
podziatu jest tu sposob w jaki znak reprezentuje swoj obiekt, czy denotacje”?.
Ostatni z wymienionych — symbol, reprezentuje na mocy konwencji. W ten sposob
reprezentuje wickszo$¢ stow jezyka naturalnego, jak ,.ksigzka” czy ,,dom”, jak
rébwniez np. ,biata flaga”, czy ,,gotab” o ile symbolizuja kapitulacje, czy poko;j.
Inaczej méwiac, w samym ksztatcie tych symboli, ich aspekcie syntaktycznym, nie
ma nic, co mogltoby wskazywacé, iz denotujg ten wilasnie przedmiot a nie inny.
Indeks reprezentuje przez proste wskazanie na swoj obiekt. Indeksem jest np. kazda
nazwa wilasna. Ikony natomiast reprezentuja na mocy podobienstwa. Podobiefistwo
to moze by¢ czysto ,,wizualnym” podobienstwem, tzn. znak moze po prostu
wyglada¢ podobnie do obiektu reprezentowanego. Podobienstwo moze mie¢ jednak
réwniez charakter strukturalny, tzn. mie¢ swoje zrodto w podobienstwie struktury
relacyjnej reprezentacji i jej denotacji.

Zanim przejde do analizy roli tego podziatu dla matematyki, nalezy — za
Peirce’m — poczyni¢ dwie istotne uwagi. Po pierwsze, nie zawsze jest jasne do
ktérej z trzech kategorii zalicza si¢ dany znak. Co wiecej, niektore znaki moga
naleze¢ do wigcej niz jednej z kategorii, a to znaczy, ze znak moze w pewnym
sensie funkcjonowac jako symbol, a w pewnym jako ikona. Omawiany podziat jest
wiec nieostry oraz nie jest roztgczny. Po drugie, kazdy typ znaku jest niezbedny w

rozumowaniach, roéwniez matematycznych — diagramy zawieraja wigc na ogot

%2 por. Shin, S-J., B., The Iconic..., str. 23-24, réwniez Otte, M., Analysis and Synthesis. .., , str. 20.
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zarOwno ikony jak 1 indeksy553. Peirce podkresla tu nawet, iz ,,w doskonatym
systemie notacji logicznej, musza by¢ uzyte (employed) wszystkie rodzaje
znakow™>>,

Tu pojawia si¢ kluczowa mysl: diagramy w matematyce reprezentuja przede
wszystkim jak ikony. Na diagramach pojawiaja si¢ co prawda, i musza si¢
pojawia¢, indeksy oraz symbole — rozumowania diagramowe zawdzig¢czajg jednak
swoja specyfike gtownie wilasnie ikonicznej naturze diagraméw matematycznych.
Diagram charakteryzuje si¢ podobienstwem do badanego obiektu — rysunki
geometryczne do obiektéw geometrycznych (co wydaje si¢ do$¢ oczywiste), ale
rowniez wizualna posta¢ rownan algebraicznych do wlasnosci samych tych
roéwnan.

Zanim powyzsza mysl zostanie poglebiona, warto przyjrzec si¢ przyktadowi
diagraméw Eulera®>. Tu — podobnie jak w przypadku ogélnym — pojawiaja sig
watpliwosci co do charakteru poszczegolnych znakéw (jako ikon, indeksow badz
symboli), czy elementow diagramoéw. Mozna wigc zapytaé, w jaki sposob
reprezentuja wystepujace na nich okreggi, w jaki zacieniowane obszary, a w jaki
symbole teoriomnogos$ciowe? Shin podkresla, Ze zacieniowane obszary, ktore sam
Euler wprowadzit jako reprezentujace puste zbiory, nalezy traktowac¢ jako symbole,
poniewaz reprezentuja puste zbiory na mocy konwencji, a nie jakiegokolwiek
podobienstwa. Bardziej dyskusyjne jest pytanie, o to, w jaki sposob reprezentuja
okregi. Czy mozna powiedzie¢, ze ich ksztatt nawigzuje w jaki$ sposob do pojecia
zbioru? Jest to kwestia sporna, ale wydaje si¢, ze nalezy uznaé, iz okregi
funkcjonuja réwniez jak symbole (tzn. reprezentujg zbiory konwencjonalnie). Jak
sytuacja wyglada z relacja nalezenia do zbioru? Jesli narysujemy w $rodku zbioru
(okregu) jaki$ obiekt reprezentujacy jego element (symbol, lub nawet rysunek),
diagram przedstawia nam relacj¢ nalezenia obiektu do zbioru na sposob ikoniczny.
»,Zawieranie si¢” tego elementu, ktory sam moze reprezentowac jako symbol jak i
ikona, w okregu odznacza si¢ strukturalnym podobienstwem do zawierania si¢

elementu w zbiorze reprezentowanych na diagramie. Jesli na diagramie naniesiemy

%3 por, Otte, M., Mathematical Epistemology..., str. 22-24.
%4 peirce, za: Shin, S-J., B., The Iconic..., str. 33.
%5 por. Shin, S-J., B., The Iconic..., str. 26.
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wiece] okregow, obszary pomiedzy przecigciami si¢ tych okregéw beda roéwniez
adekwatnie reprezentowaty odpowiednie czesci wspolne, sumy zbioréw, itd.
Przyktad relacji teoriomnogos$ciowej ,,nalezenia do” dobrze ukazuje, iz w
matematyce podobienstwo pomiedzy znakiem a jego przedmiotem wyplywa przede
wszystkim z reprezentacji relacji pomi¢dzy obiektami, a nie samych obicktow.
Wedlug Sun-Joo Shina, ikona w matematyce nie charakteryzuje si¢ wiec
podobienstwem do konkretnych obiektow, jej zewngtrzna forma jest raczej
odzwierciedleniem relacji, ktore zachodza pomiedzy tymi obiektami, bowiem w
taki tez sposob majg na ogot reprezentowaé diagramy matematycznesse. Mimo, iz
czg¢s¢ symboli wystepujacych na diagramach to symbole badz indeksy, diagramy
matematyczne traktowane jako calo$¢, reprezentuja na ogot jak ikony — w
powyzszej zakreSlonym, ,relacyjnym” sensie. Jest tak w przypadku figur
geometrycznych, ktore, jak podkresla Shin, ,,sa w wigkszym stopniu ikonami, niz

. .. .s 557
symbolami ani indeksami” .

Jest tak rowniez w przypadku réwnan
algebraicznych, poniewaz, zdaniem Peirce’a  ,,w istocie, kazde rownanie
algebraiczne jest ikong, o tyle, o ile ukazuje (exhibits), za pomocg znaku
algebraicznego (ktéry sam w sobie nie jest ikong) relacje pomigdzy badanymi

wielkoséciami” > .

Rownanie algebraiczne jako cato$¢ jest wigc ikona, tzn.
wzajemne ,,ustawienie” symboli adekwatnie reprezentuje relacje miedzy nimi, a
manipulacja na tych symbolach pozwala ,,zobaczy¢” nowe fakty poprzez ujrzenie
w innym $wietle relacji pomigdzy poszczegdlnymi obiektami (pomyslmy choéby o
prostych operacjach obustronnego dodawania, czy mnozenia, wykonywanych na
obu stronach rownania, czy o operacjach na macierzach — wydaje si¢, ze
obserwacja samego ksztaltu takich ,,diagramow”, oraz operacje na nich, pozwalaja
dojrze¢ pewne fakty ich dotyczace). Dodajmy, Ze takie ujgcie zgodne jest z
koncepcja matematyki jako nauki dotyczacej relacji w ramach hipotetycznych

stanow rzeczy. Dzigki ikoniczno$ci diagramoéw matematycznych mozemy po prostu

,obserwowac” relacje na diagramie.

%6 por, tamze, str. 27.
7 Tamze, str. 27-28.
5%8 peirce, CH.S., Collected Papers..., za: tamze, str. 25.
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W tym miejscu warto poczyni¢ kilka uwag odno$nie przedmiotu diagraméw,
a w szczegolnosci ikon. Ow ontologiczny problem jest z pewnoscia istotny, jak sie
jednak wydaje, trudno na podstawie pism Peirce’a jednoznacznie sformutowac jego
stanowisko w tej kwestii. Jak wspominatem, matematyka dotyczy hipotetycznych
stanow rzeczy. Czy mozna je jednak je traktowac jako w jakims$ sensie odrebne od
podmiotu poznajacego? Wiele z powyzej przytaczanych uwag Peirce’a wskazuje na
to, ze — o ile chodzi o ontologie — jest on bliski jakiej$ postaci konceptualizmu®®.
Mozna chyba zaryzykowac teze, iz Peirce tej kwestii nie rozstrzygal, a by¢ moze
nie mial zamiaru rozstrzyga¢, co potwierdza ponizszy cytat: ,lkona nie jest w
sposob jednoznaczny powigzana z ta, czy inng istniejacg rzecza, tak jak jest to w
przypadku indeksu. Jej przedmiot moze by¢, jesli chodzi o jego istnienie, czystg
fikcja. W jeszcze mniejszym stopniu jest jej przedmiot typem rzeczy, z ktora
mamy na co dzien styczno$¢” 200, Czymkolwiek jednak nie bylby doktadnie
przedmiot matematyki, ikona go reprezentujaca odzwierciedla jego strukture
relacyjng. Jak pisze Michael Otte, ze wedlug Peirce’a podobienstwo tak daleko
idace, ze ,,ikony zastgpuja w tak zupelnym stopniu swoje przedmioty, ze trudno jest
je od siebie odrozni¢™®,
Przejdzmy dalej do waznej charakterystyki rozumowan diagramowych, a

mianowicie ich ogdélnosci.

6.5. Ogolnosé rozumowan diagramowych i ich konkluzji

Podziat znakéw na ikony, indeksy oraz symbole prowadzi nas do kolejnego
istotnego problemu — ogdlnosci rozumowan diagramowych. Przyjrze sie¢ wiec, w

jaki sposob Peirce odpowiada na pytanie, jak rozumowanie oparte o jednostkowy,

%% Konceptualistyczna interpretacja jest na pewno kompatybilna z pragmatyzmem Peirce’a. Z
drugiej strony, jak wspominalem powyzej, nauka jak cato§¢ mozna, wedlug amerykanskiego logika,
traktowac jako dazaca w jakim$ sensie do obiektywnej prawdy. Przedmiot nauki jest w jakims$
stopniu oderwany od podmiotéw poznajacych. Nie jest jednak jasne, jak mozna ten aspekt
interpretowa¢ w odniesieniu do matematyki.

%0 peijrce, Ch.S. Collected Papers..., (za: Otte, M., Mathematical Epistemology..., str. 33).

%1 Otte, M., Mathematical Epistemology...,, str. 33.
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konkretny diagram, moze dowodzi¢ ogolnych tez, tzn. dotyczacej wickszej ilosci
(by¢ moze nieskonczonej) obiektow.

Peirce podkreslat niejednokrotnie, iz diagramy sa jednostkowe 1 mial
Swiadomos¢, ze jest to problem, z ktorym nalezy si¢ zmierzy¢, podkreslajac np., iz
zagadnienie, czy ,,rozumowanie oparte jest na badaniu jednostkowego schematu,
jest mimo to konieczne, (...) jest jednym z pytan, ktore nalezy rozwaZyé”562.
Wydaje si¢ jednak, ze amerykanski logik nie sformulowat jednoznacznej
odpowiedzi na pytanie: ,jak 1 dlaczego diagramy daja wiedzg o0g6lng?”.
Przypomnijmy, iz podkreslal on, ze rozumowanie diagramowe ,,upewnia si¢, ze
podobne  eksperymenty  przeprowadzone na  jakimkolwiek  diagramie
skonstruowanym zgodnie z tg samg zasadg dalyby ten sam wynik, oraz wyraza to w
terminach og6élnych”. Sformulowany jest tu wigc ogolny wymodg - rozumowanie
powinno zapewnia¢ swoja waznos¢ dla wszystkich podobnych przypadkow. Przez
te ostatnie mozna natomiast rozumie¢ niewielkie modyfikacje diagramu, np.
niewielka zmiana pewnych wielkosci, jak dtugo$¢ bokow, czy odlegtosci pomigdzy
punktami. Jak jednak sprosta¢ temu wymogowi — i tym samym unikng¢ ryzyka
popelnienia bledoéw w rozumowaniu — blizej Peirce nie wyjasnia.

Rowniez Sun-Joo Shin rozwaza problem og6lno$ci rozumowan
diagramowych, czynigc to w nawigzaniu do podziatu diagraméw na ikony, indeksy
1 symbole. Ot6z niektore elementy diagramu, funkcjonujacego jako ikona,
reprezentuja relacje pomigdzy poszczegolnymi obiektami. Pewne elementy ikony
nie reprezentuja jednak nic — s3 w pewnym sensie ,,przypadkowe” i nie odgrywaja
zadnej roli w rozumowaniu, a przynajmniej nie powinny (na przyktad wigkszos¢
rozumowan odwotujacych si¢ do narysowanych figur geometrycznych nie korzysta
np. w zaden sposob z dlugosci poszczegolnych bokoéw tych figur — sg one w tym
sensie ,,przypadkowe”). Jak rozrézni¢ te elementy diagramu ikonicznego °®*?
Odpowiedz Shin jest nastepujaca: ,,kiedy przyjmujemy, iz ikona reprezentuje jakis

przedmiot ogolny (jak czyni to symbol), wazne jest, aby dokona¢ klasyfikacji

%2 pejrce, Ch.S. The Logic of Mathematics..., str. 641.
%3 Dodajmy, ze symbol, reprezentujac przez konwencje, nie rodzi takich problemow.
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obserwowalnych wtasnosci konkretnej ikony na dwie kategorie: ~ wlasnosci, ktore
reprezentuja fakty oraz tych, ktore nie reprezentujg faktow ",

Sun-Joo Shin (podobnie jak Peirce) nie podaje jednak zadnej konkretnej
recepty na te stabos¢ diagramow — podkresla jedynie, ze nalezy tu po prostu bardzo
uwazac, aby nie wnioskowaé¢ na bazie ,,przypadkowych cech diagraméw”. Peirce
wydawat si¢ by¢ $§wiadom istotnosci rOwniez tego wymogu. Jednak rowniez tu nie
proponuje on konkretnych metod, ktore moglyby temu problemowi zaradzi¢ (nie
czyni tego réwniez Shin). Wydaje si¢ on zakladaé, iz nalezy tu po prostu
zastosowa¢ og6lng wiedze matematyczng, wyrazajaca si¢ w dobrym rozumieniu
danego problemu®®®.

Nalezy tu dodaé, ze kwesti¢ ogoélnosci nalezy tez rozwaza¢ w kontekScie
roli obserwacji i eksperymentu w poznaniu matematycznym. Ot6z, wedlug
Peirce’a, przy odpowiedniej konstrukcji diagramu, ogdlne prawidlowosci mogg by¢
obserwowalne — nawet na jednostkowym diagramie. Ogolnos¢ staje si¢ tym samym
dostepna naszym zmystom; jak zauwaza Stjernfeld, ,Peirce uwaza, ze
doswiadczenie, percepcja, jest zrodlem takiej ogo6lnosci, ktora jest obecna juz w
naszych sadach percepcyjnych oraz majacg swoja podstawe w postrzezeniach
(percepts) ktore nie muszg by¢ bezposrednio doste;pne%ﬁ”.

Stwierdzenie, 1z ogo6lnos¢ twierdzen matematycznych ma swoje zrodto
czgs$ciowo w percepcji jest z pewnos$cig zaskakujace. Obserwacja, przynajmniej za
pomoca zmystu wzroku, jest przeciez zazwyczaj rozumiana jako obserwacja
obiektow jednostkowych. Jednak dla Peirce’a obserwujac, czy postrzegajac
zmystami diagram, obserwujemy w pewnym sensie obiekty ,,myslowe”, bedace
obiektywizacja tego, co mentalne — co, by¢ moze, mozna interpretowac jako
wytlumaczenie mozliwo$ci ,,percepcji tego, co ogélne”. Pamigtajmy przy tym
oczywiscie, ze poznanie diagramu nie jest u Peirce’a z pewnos$cig jedynie kwestig

postrzegania — jest to percepcja ,,uzbrojona” w pojecia matematyczne. Wydaje sig,

%4 Shin, S-J., B., The Iconic..., str. 29.

%> Zasygnalizowany tutaj problem — ,przypadkowych”, nieistotnych dla rozumowania — cech
diagramow, bedzie szeroko omoéwiony w drugiej cze¢sci pracy.

566 Stjernfelt, F., Diagrammatology..., str. 189.
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ze ujawnia si¢ tu znow przekonanie amerykanskiego logika zgodnosci dedukcji i
obserwacji.

Dodajmy, ze twierdzenia matematyki zawdzigczaja generalnie swoja
0g6lnos¢ jej hipotetycznemu charakterowi; nie dotycza one przedmiotéw
jednostkowych, ale hipotetycznych stanéw rzeczy. Pytanie o 0gélno$¢ rozumowan
diagramowych jest inng kwestig — jest to problem ogo6lnosci specyficznej metody
matematycznej. Tym samym o0go6lno$¢ jest $ciSle powigzana z pojeciem
mozliwo$ci, poniewaz, jak pisze Peirce, ,,w takim stopniu, w jakim co$ jest
mozliwe, jest ono tez ogoOlne, a jako ogodlne, przestaje by¢ jednostkowe” %7
Mozliwo$¢, potencjalnos¢ twierdzenia matematycznego oznacza jego potencjalng
stosowalno$¢ do nieograniczonej liczby konkretnych stanéw rzeczy. Dalej,
zmienne wolne w zdaniach matematycznych nie reprezentuja elementéw
okreslonego zbioru, nie pociggaja one tym samym zadnego konkretnego
zobowigzania ontologicznego. Zmienna wolna odnosi si¢ do samej mozliwosci
(mere possibility)>®®. Stad ,.termin ‘og6lny’ jest stosowany przez Peirce’a w celu
desygnowania regularnosci, badz prawa, otwartego na nieokres$long liczbe realizacji
(indefinite number of instantiations), czyli na co$, co pozostaje poza wszelka

okreslong kardynalnoscia, oraz co stad reprezentuje kontinuum™®.

6.6. Peirce o podziale na zdania analityczne i syntetyczne

Warto si¢ rowniez przyjrze¢ Peirce’owskiemu ujeciu podziatu na zdania

analityczne i syntetyczne oraz jego zwigzkowi z rozumowaniami diagramowymi.

%7 peirce, Ch.S., za: Otte, M., Analysis and Synthesis. .., str. 347.

%8 pejrce, Ch.S. za: Otte, M., Analysis and Synthesis..., str. 347.

% powyzsze uwagi nalezatoby zapewne rozszerzy¢, wymagatoby to jednak znaczne wglebienie sie
w filozofig Peirce’a. Pojecia ogoélnosci i mozliwosci taczg sie bowiem u Peirce’a z pojeciem
ciagloéci, ktore ma dla niego glebokie znaczenie filozoficzne, nie odnoszace si¢ jedynie do
matematyki. Pisze on np., ze Cigglos¢ to ogdlnie “nic innego jak wyzszy typ/rodzaj tego, co znamy
jako 0gdlnos¢. Jest ona ogolnoscig relacyjng” (Peirce, CH.S., Collected Papers...,, za: Otte, M.,
Analysis and Synthesis..., str. 327). Nie ma tu jednak miejsca na blizsza analiz¢ Peircowskiego
pojecia ciaglosci.
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Interpretacja ujecia Peirce’a rodzi pewne problemy. W skrécie, pojawiajg si¢ tu
dwie interpretacje: z jednej strony z wielu uwag Peirce’a wynika, ze matematyka
jako calo$¢ jest analityczna; z drugiej strony natomiast, mozna doszukiwaé si¢
takiej interpretacji podziatu na zdania analityczne i syntetyczne, zgodnie z ktérym
syntetyczne zdania stajg si¢ tymi, ktore dowodzimy za pomocg rozumowan
teorematycznych, a analityczne — kororaliarnych.

Po pierwsze, nalezy zaznaczy¢, ze Peirce odrzuca kantowska interpretacje
omawianego podziatu. Kantowska koncepcja analitycznos$ci jest w pierwszym
rzedzie niedoskonata, poniewaz jest oparta na podmiotowo-orzecznikowej
koncepcji struktury zdania. Jak pisze Otte, wedtug Peirce’a, podzial na zdania
analityczne i syntetyczne sformutowany w jej terminach, jest ,,sztuczny, oparty
zaledwie na przypadkowych wiasnosciach jezyka (mere accidents of language)”>™.
Podmiotowo-orzecznikowe ujecie struktury zdania nie oddaje wiasciwej struktury
zdania, jego relacji do przedmiotu poznania oraz struktury rozumowah — W
szczegbdlnosci matematycznych. Rewizja tradycyjnego ujecia struktury zdania jest
konieczna ze wzgledu na rozwoj logiki, bo w rozumieniu Peirce’a, ,,nasze idee
dotyczace podzialu na sady analityczne i1 syntetyczne jest w duzym stopniu
zmodyfikowana przez logike relacji”®’!. Doktadniej, podziat na zdania analityczne i
syntetyczne w ujeciu Kanta jest “niejasny (ambiguous), co ma zréodlo w jego
nieznajomosci logiki relacji 1 w konsekwencji prawdziwe] natury dowodu

matematycznego”572

. Dopiero logika relacji odstania wigc przed nami wlasciwa
strukture dowodu matematycznego oraz uswiadamia nam, ze wigkszos$¢ twierdzen
matematycznych jest analityczna. Jest tak w szczegdlnosci w przypadku zdan
arytmetycznych — wigkszos¢ z nich, co Peirce czgsto podkresla, mozna wykazac za

573
pomoca prostych rozumowan”'~.

%0 Otte, M., Analysis and Synthesis. .., str. 346.

> peirce, Ch.S, Collected Papers..., za: Otte, M., Analysis and Synthesis. .., str. 356.

572 Tamze, str. 343.

>3 Ponizszy cytat dobrze ujmuje krytyczny stosunek Peirce’a do przyjmowanej przez Kanta
podmiotowo-orzecznikowej struktury zdania . Wyrazona jest tu ciekawa my$l, iz poznanie nie
polega na poréwnywaniu, zestawianiu ze sobg pojeé¢, czy ich znaczen: ,Kant utrzymuje btedny
poglad, iz idee przedstawiamy sobie jako odosobnione a nastgpnie myslane sa razem przez umyst.
Jest to doktryna, iz umystowa (mental) synteza poprzedza kazda analize. W rzeczywistosci
przedstawiane jest co$, co samo w sobie nie posiada czgsci, a jest mimo to analizowane przez umyst,
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Drugg istotng réznicg pomiedzy filozofig Kanta, a Peirce’owskim ujeciem
syntetycznosci jest kwestia roli przestrzeni w poznaniu matematycznym. Tu
amerykanski logik wyraznie oddala si¢ od Kanta. Nie nalezy, wedlug niego,
postrzega¢ matematyki jako nauki dotyczacej przestrzeni i czasu. Jest ona naukg o
hipotezach i nie dotyczy przestrzeni i czasu jako swojego przedmiotu w wigkszym
stopniu niz inne nauki, np. nauki eksperymentaln6574.

W tym miejscu warto doda¢, iz, wedlug Peirce’a przy kantowskiej definicji
analitycznos$ci, odnoszacej si¢ do podmiotowo-orzecznikowej struktury zdania (i
przy zalozeniu jej trafnosci), filozofia kantowska bylaby, w ogdlnych zarysach,
prawdziwa. W istocie, jak przyznaje Peirce, ,Kant uwazal, Ze twierdzenia
matematyki sg sagdami syntetycznymi a priori; mial o tyle racj¢, ze wigkszos¢ z
nich nie jest tym, co on nazywat sadami analitycznymi, tzn. ich orzeczenie nie jest
zawarte, w jego rozumieniu, w definicji podmiotu™".

Peirce’owskie ujecie analityczno$ci jest w ogdlnych zarysach na pozor
do$¢ jasne, oraz mozna je umie$ci¢ w kontek$cie jego ogodlnej typologii
rozumowan. Jak podkre§la Hilpinen w swojej obszernej pracy przegladowej
dotyczacej logiki Peirce’a, amerykanski filozof dzieli rozumowania matematyczne
na dedukcyjne, utozsamiane z analitycznymi, oraz syntetyczne; te ostatnie dzielg
sic dalej na rozumowania indukcyjne i abdukcyjne>®. Jedynie w przypadku
wnioskowan dedukcyjnych, konkluzje wynikaja z przestanek w sposob konieczny —
w przypadku indukcji 1 abdukcji jedynie w stopniu przyblizonym, z pewnym
prawdopodobienstwem.

Zgodnie z ta typologia, zdania matematyki stajag si¢ oczywiscie
analityczne. Takie jest tez ,oficjalne” stanowisko Peirce’a, ktéremu
niejednokrotnie dawatl wyraz w swoich pismach. Istnieja jednak podstawy do innej
interpretacji podziatu na zdania analityczne i syntetyczne w jego ujeciu. W wielu
uwagach Peirce’a mozna mianowicie doszukiwaé si¢ powigzan pomiedzy tym

podzialem a rozréznieniem pomigdzy rozumowaniami kororaliarnymi 1

to znaczy, jego posiadanie czedci zasadza sie w tym, ze umyst w dalszej kolejnosci rozpoznaje w
nim te cze$ci.” (tamze, str. 338).

™ por. Peirce, Ch.S. The Logic of Mathematics..., str. 634.

> peirce, Ch.S., Collected Papers...,, za: Otte, M., Analysis and Synthesis. .., str. 348.

56 por., Hilpinen, R., Peirce’s Logic, Str. 649.
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teorematycznymi. Na powigzanie takie wskazuje S.H. Levi w artykule Peirce’s
Theoretic/Corollarial Disctinction and the Interconnections Between Mathematics
and Logic. Jego interpretacja spotkala si¢ ze sporg przychylnoscia, zgadzaja si¢ z
nig w og6lnych zarysach m.in. cytowani tu Rafat Gruszczynski, czy Sun-Joo Shin.
Levy argumentuje, iz Peirce czgsto taczy komentarze dotyczace omawianego
podziatu z komentarzami o dwoch rozumowaniach. Amerykanski logik analizujgc
kantowski przyklad syntetycznego zdania arytmetycznego 7+5=12, pokazuje, ze
mozna je udowodni¢ korzystajac z kilku aksjomatow i prostych definicji®>’’. Jak
podkresla Peirce, dowodzi to, iz ,,7+5=12” nie jest zdaniem syntetycznym.
Konkluduje on dalej sw6j wywod nastgpujacym stwierdzeniem: ,,nie ma, w skrocie,
potrzeby stosowania zadnego rozumowania teorematycznego w celu udowodnienia
w oparciu o definicje, ze 7+5=12"°'8. Ze zdania tego mozna wyciagnaé¢ nastepujacy
wniosek: zdania, ktérych dowody wymagaja rozumowan teorematycznych, sa
syntetyczne. Oczywiscie dla Peirce’a wigkszo$¢ zdah matematyki (by¢ moze
wszystkie) jest analityczna. Przypomnijmy, ze nie widzial tego Kant: ,,to, ze [Kant]
nie byt w stanie wytlumaczy¢ bogactwa matematyki, oraz tajemniczego czy wrecz
mistycznego (mysterious or occult) charakteru jej zasadniczych (principal)
twierdzen, postugujac si¢ rozumowaniami kororaliarnymi, poprowadzito go do

>3 Mimo to, nie jest

przekonania, ze zdania matematyczne sg syntetyczne
wykluczone, iz cze$¢ zdan matematycznych wymaga dowodu korzystajacego z
rozumowan teorematycznych. Levy wycigga stad wniosek, iz ,,matematyka jest
podzielona na czg$¢ analityczng 1 syntetyczna, zgodnie z podzialem na
rozumowania kororaliarne i teorematyczne™®.

Powyzsze uwagi wciaz jeszcze jednak nie pokazuja, gdzie nalezy szukac
syntetycznego aspektu matematyki. Dodatkowo pojawia si¢ pewien istotny
problem, na ktéry Levi zdaje si¢ nie zwraca¢ uwagi: godnie z przytoczonym
powyzej ogdlnym podziatem rozumowan, wlasnie rozumowania teorematyczne sg

przeciez rozumowaniami koniecznymi, a klasa rozumowan koniecznych pokrywa

57 Otte, M., Analysis and Synthesis..., Str. 344,
"8 peirce, Ch.S., The New Elements..., za: Otte, M., Analysis and Synthesis..., str. 344.
> peirce, Ch.S., The New Elements...,, za: Otte, M., Analysis and Synthesis. .., str. 344,
580 Stjernfelt, F., Diagrammatology..., str. 191.
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si¢ z klasg rozumowan analitycznych. Jak wigc rozumie¢ (ewentualny) syntetyczny
aspekt matematyki? Gdzie on si¢ ujawnia? Pytania te okazuja si¢ by¢ dos¢ ztozone
1 nieostre, mozna tez na nie réznie odpowiadac.

Wydaje sig, ze syntetyczny element w matematyce mozna u Peirce’a
rozumie¢ na trzy sposoby. Po pierwsze, mozna nawigza¢ do roli obserwacji i
eksperymentu; po drugie, syntetycznos¢ mozna wigza¢ z Kreatywnym, tworczym
pierwiastkiem w poznaniu matematycznym; po trzecie wreszcie, mozna Ww
rozumowania matematycznych doszukiwac si¢ elementu abdukcyjnego.

Aby przyblizy¢ pierwszy z nich, zacytujmy najpierw dluzszy fragment z

Peirce’a:

dedukcja, albo rozumowanie analityczne jest (...) rozumowaniem, w przypadku ktorego
wniosek wyplywa (koniecznie, albo prawdopodobnie) ze stanu rzeczy wyrazonego w
przestankach, w przeciwstawieniu do naukowego, badz syntetycznego rozumowania,
ktore jest rozumowaniem, w przypadku ktoérego, wniosek wyptywa w sposob
prawdopodobny z przestanek, ze wzgledu na warunki, przy ktorych zostat on
zaobserwowany. (...) owe dwie klasy rozumowan, maja, oprocz pewnych innych
znaczacych roéznic (contrasts) (...) rowniez istotne podobienstwa. Dedukcja jest w
rzeczywistosci kwestig percepcji oraz eksperymentu, w takim samym stopniu, jak
wnioskowanie hipotetyczne; percepcja i eksperyment dotycza jednak obiektow

e - 581
wyobrazni a nie rzeczywistych

Wydaje si¢, ze mozna stwierdzi¢ co nastepuje: jesli eksperyment 1 obserwacja sg
charakterystyczne dla rozumowan syntetycznych (co wynika z wypowiedzi
Peirce’a), to matematyka zawiera element syntetyczny — obok analitycznego. O ile
granica pomiedzy dedukcja i obserwacja, obserwacja i1 analiza pojeciowa, bywa
nieostra — takze rozréznienie na rozumiana (i zdana) analityczne oraz syntetyczne
jest nieostre.

Szczegdlnym typem rozumowania, ktére jest zarazem dedukcyjne oraz
opiera si¢ na obserwacji jest takie rozumowanie, ktére wycigga ogolne wnioski z

jednostkowego diagramu. Sg to — jak wspominalem powyzej — rozumowania, w

%81 perice, Ch.S., Collected Papers..., za: Otte, M., Analysis and Synthesis. .., str. 356.
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przypadku ktérych mozemy przy pomocy percepcji dostrzegaé to, co ogdlne. O
takich rozumowaniach w konteks$cie syntetycznosci pisze sam Peirce; podkresla, ze
o ile przez ,aprioryczne” rozumiemy S$cisle ogolne, a przez ,syntetyczne” —
doswiadczalne, kantowskie pytanie o sady syntetyczne a priori staje si¢ pytaniem o
ogolne sady do$wiadczalne®®. Peirce przypomina, iz kluczowym pytaniem Kanta
byto: ,jak mozliwe sg sady syntetyczne a priori?”; zaznacza jednak, ze
,wlasciwym pytaniem powinno by¢ dla niego: ‘jak uzasadni¢ mozliwos$¢ Scisle

ogolnych zdan, odnoszacych si¢ do do$wiadczenia’?°%

. Peirce uznaje tu wagg
pytan, ktore stawia przed sobg epistemologia kantowska, ale formutuje te pytania
na inny sposob. Wydaje sie, ze pytanie o syntetyczno$¢ (oraz aprioryczno$é, 0 ile
rozumie¢ ja jako ogdlno$¢) sg istotnymi kwestiami filozoficznymi. Wedlug
Stjernfelta: ,,jest jasnym (it goes without saying), ze ogélne sady empiryczne —
mozliwo$ci przedstawione W konkretnej formie (the real possibilities) — musza
naleze¢ do dziedziny syntetycznos’ci”584.

Po drugie, syntetyczno$¢ mozna wigza¢ z pierwiastkiem kreatywnym w
matematyce, tym, ktéry ma, wedtug Rafata Gruszczynskiego, stanowi¢ o istocie
rozumowan teorematycznych. Rozumowanie teorematyczne (i jednocze$nie
syntetyczne) bytoby wigc takim, w przypadku ktorego musimy wpasé na pewien
pomyst, wprowadzi¢ do rozumowania element, ktory nie byl zawarty w
zalozeniach. Syntetyczne zdania to natomiast te, ,ktorych akceptacja wymaga
przeprowadzenia dowodow teorematycznych™®. Rowniez przy takiej interpretacji
zmuszeni jeste$my uzna¢ istnienie relatywizacji podzialu na zdania analityczne i
syntetyczne, tu jednak jest ona innego rodzaju. Wraz z rozwojem metod
logicznych, moze si¢ okaza¢, ze twierdzenia, wczesniej uznawane za
teorematyczne, moga si¢ okaza¢ prostymi wnioskami z definicji (tzn.
sformutowana bedzie metoda przedstawienia ich jako takich). Sytuacje takie sa

przeciez w matematyce czeste — twierdzenie, ktorego dowod wymaga sporego

wysitku od matematyka moze si¢ okaza¢ prostym wnioskiem z aksjomatéw. W

%82 por, Stjernfelt, F., Diagrammatology ..., str. 189.

*% peirce, Logic of Quantity, za: Stjernfelt, F., Diagrammatology..., str. 189.
% Stjernfelt, F., Diagrammatology .., str. 190.

%5 Gruszezynski, R., Filozofia matematyki..., str. 256.
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stowach Gruszczynskiego, ,,zdania syntetyczne z czasem ‘stang si¢’ zdaniami
analitycznymi, czy tez lepiej byloby powiedzie¢ zostang rozpoznane jako zdania
analityczne, je$li uzyskaja charakter utrwalonych w systemie definicji lub
wszystkie kroki ich dowodéw uzyskaja charakter zdan analitycznych” %
Analityczno$¢ zdania uzalezniona wtedy bylaby od aktualnego poziomu
zaawansowania logiki. Stataby si¢ konsekwencja ewentualnej tezy logicyzmu w
filozofii matematyki. Zwr6¢my uwage, na pewng roéznice pomiedzy tym ujeciem
podzialu na zdania analityczne i syntetyczne a tym zwigzanym z rolg obserwacji w
diagramowym poznaniu matematycznym. Poszczegdlne rozumowania nie majg tu
bowiem charakteru czg¢sciowo analitycznego i czesciowo syntetycznego. W tym
Ujeciu zdanie jest syntetyczne, dopoki nie stanowig one prostych wnioskéw z
definicji; jesli jednak bedzie mozliwe sformulowanie ich dowodu w ten wlasnie
sposob, staja si¢ one analityczne. Podzial pomiedzy zdaniami analitycznymi i
syntetycznymi jest tutaj niestabilny, nie jest jednak nieostry.

Trzecia trop ,syntetyczno$ci” w matematyce prowadzi do elementu
abdukcyjnego w rozumowaniach matematykoéw. Jest to by¢ moze najbardziej
dyskusyjny 1 najtrudniej ,uchwytny” ze wszystkich trzech. Przypomnijmy
najpierw, ze Peircowska abdukcja to w istocie nic innego jak schemat
wnioskowania, ktory ze zdan C oraz A—C, kaze wyprowadzi¢ zdanie A. Schemat
ten nie jest dedukcyjny — nie gwarantuje prawdziwosci konkluzji przy
prawdziwosci przestanek. Peirce nazywa wigc rozumowania abdukcyjne
hipotetycznymi, a ich konkluzje hipotezami®®’. Abdukcja odgrywa spora role w
logice Peirce’a. Prawidtowo przeprowadzona abdukcja dostarcza hipotezy majace
na celu jak najlepsze wyjasnienie dla badanych zjawisk. Peirce pisze nawet, ze
»abdukcja jest jedyna operacja logiczna, ktora [w przeciwienstwie do indukcji i

dedukcji] wprowadza jakiekolwiek nowe idee/poj ecia”®® do dyskursu.

586 Tamze, str. 257.

%7 7Zwroémy uwage, ze termin ,hipoteza” jest tu — jak si¢ wydaje — uzywany w inny znaczeniu, niz
wtedy, gdy Peirce stwierdza, ze matematyka jest nauka hipotetyczng, ze dotyczy hipotetycznych
standw rzeczy. W tymze ostatnim uzyciu hipoteza nie jest zdaniem, co do ktérego prawdziwosci nie
jestesmy pewni,

%88 peirce, Ch.S. The Logic of Mathematics..., str. 651.
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Jak wspominatem powyzej, matematyka jest dla Peirce’a naukg hipotetyczna,
a doktadniej zajmuje si¢ ona ,badaniem tresci (substance) hipotez, czy tez
wytworéw umystu, majacym na celu wyciaganie koniecznych wnioskow” .
Dedukcja jest wigc gtowng metoda matematyki, ale nie stanowi ona o catosci jej
istoty: ,.bledem jest uznaé, iz matematyka polega wylacznie na wycigganiu
koniecznych wnioskow(consists exclusively in tracing out of neccesary

consequences)”>%

. Mozna wigc zapytaé: jaki typ rozumowania (czy myslenia)
prowadzi nas do sformutowania hipotezy > ? Stjernfelt, powolujac sie tu na
wspomnianego Leviego, uwaza, iz mozna wigza¢ hipotetyczny aspekt matematyki
z abdukcja. Mozna tu jednak rowniez wymieni¢ kilka zastrzezen. Po pierwsze,
wydaje si¢, ze moOwigc o ,hipotetycznej” naturze matematyki, oraz o
,hipotetyczno$ci” rozumowan abdukcyjnych, ma Peirce na mysli co§ innego. W
tym pierwszym przypadku nie ma przeciez mowy o jakim$ twierdzeniu, co do
ktérego prawdziwosci zywimy jaka$ watpliwosé. Po drugie, jaki doktadnie aspekt
matematyki miatby by¢ syntetyczny przy takim rozumieniu syntetycznos$ci? Sama
hipoteza, wnioski z niej czy jeszcze co$ innego? Wydaje sie, ze szukanie
abdukcyjnego pierwiastka jest ryzykowne. Mimo to Stjernfelt przekonuje, ze
przynajmniej niektore hipotezy w matematyce sg stawiane w ramach procesu
abdukcji, oraz, ze ‘“abdukcyjny aspekt matematyki musi naleze¢ do dziedziny

syntetycznoéci”sgz. Wedlug Stjernfelta, ,,diagramy 1 abdukcyjny eksperyment z

diagramami stajg si¢ krolewska droga ku badaniom nad syntetycznym a priori”®%,

%% peirce, On Quaintity, za: Stjernfelt, F., Diagrammatology..., str. 191.

0 Tamze, str. 191.

! Mozna powiedzieé, ze jest to wersja klasycznego pytania o zrodto aksjomatow
%2 Tamze, str. 192.

%3 Tamze, str. 192.
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Podsumowujac nieniejszy rozdziat, przypomng¢ gléwne aspekty
skoncentrowanej na digramach epistemologii matematyki Peirce’a, zwracajac

uwage na podobienstwa i rdznice pomigdzy stanowskiem jego oraz Kanta.

1. Czym jest ,,diagram” u Peirce’a?

a) Na same diagramy skladajg si¢ u Peirce’a zaréwno ,tradycyjne” symbole
matematyczne, jak i réznego rodzaju rysunki — nie jest wigc diagram obiektem

wylacznie ,,pozajezykowym”.

b) Zastosowanie diagramu jest poza tym konieczne w kazdej postaci poznania
matematycznego (nie tylko w geometrii)— matematyka jest poznawana poprzez

wizualng manifestacje¢ poje¢ 1 problemdéw matematycznych.

2. Jaka jest natura procesu konstrukcji diagramu?

a) Stawiajac hipoteze, konstruujemy diagram zgodnie z zasada wyrazona w

terminach ogolnych.

b) Diagram nie jest przedstawiany w naocznosci a priori rozumianej jako
kantowska przestrzen. Przestrzen nie jest dla Peirce’a w jakimkolwiek sensie
przedmiotem matematyki. Aprioryczny charakter aktu przedstawiania sobie

obiektow matematyki nie moze by¢ tu wigc rozumiany po kantowsku.

c) Naoczno$ci nie s powigzane z pojeciami w jaki$ nierozerwalny sposob. W
procesie konstrukcji diagramu wazna jest rowniez inwencja — dla danego pojgcia
(czy problemu) mozna wiec konstruowaé diagram na wiele sposobow. Pojec
matematycznych nie przedstawiamy wigc sobie w danej im naocznosci a priori, jak

to bylo u Kanta.
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3. Jak przebiega proces poznania diagramowego?

a) Rozumowania diagramowe sa rozumowaniami dedukcyjnymi, tzn. wnioski

wynikaja w sposob konieczny z przestanek.

b) W rozumowaniach opierajagcego si¢ na diagramie istotng role gra sama
obserwacja diagramu, jak rowniez eksperyment z diagramem, ktorym moze by¢

manipulacja diagramem, badz eksperyment ,,myslowy”, wykonywany na obrazie

¢) W przypadku rozumowan teorematycznych nalezy dodatkowo wykona¢ jakas$
czynnos¢,
wprowadzi¢ do rozumowania (i na diagramie) nowg ideg, ktora nie jest zawarta w

przestankach.

d) Poznanie matematyczne (w tym obserwacja i eksperyment) dokonuje si¢ z
istotnym wkladem percepcji. Jest to jednak percepcja szczegdlnego typu — nie
odnosi si¢ do przedmiotow fizycznych w takim samym sensie, jak nauki
przyrodnicze, ale — w pewnym sensie — do zobiektywizowanych obiektow
mentalnych. Ta percepcja moze tez by¢ zrodlem ogolnosci twierdzen

matematycznych.

e) W toku rozumowania nie mniejsza niz percepcja role odgrywaka rozum i
kreatywno$¢, za pomocg ktéorych zbieramy dane zmyslowe, odpowiednio je

oceniamy 1 wyciggamy z nich wnioski.

4. Pojecia a intuicja w poznaniu matematycznym.

a) Zgodnie z powyzszg uwagg, nie wydaje si¢, by w ramach Peircowskiego ujecia
mozna bylo oddzieli¢ sktadnik pojeciowy i intuicyjny. Peirce uznaje wage tego

kantowskiego podziatu, ale uwaza tez, iz nie mozna ich oddzieli¢, w taki choc¢by

sposob jak zrobit to Kant.
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b) Trudno w pracach Peirce’a szuka¢ kategorii intuicji, jako wtadzy umystowej za
pomoca ktorej prawdy matematyczne poznajemy Ww sposob bezposredni,
pozapojeciowy i bez potrzeby formutowania przestanek. Poznanie matematyczne

oparte na diagramie nie jest bezposrednim wgladem w prawde¢ obiektywna.

c¢) Dystynkcji pojecia-intuicja mozna si¢ u Peirce’a doszukiwaé w podziale znakow
na ikony i symbole. Te pierwsze, reprezentujac przez podobienstwo, pozwalaja
odkrywa¢ prawdy matematyczne przez analize ,,wygladu” znaku (diagramu). W
takim sensie dajg one poznaniu intuicyjne. W przypadku tych drugich (symboli)
intuicja fizyczna nie gra duzej roli. Z uwagi jednak na to, ze na diagramach
wystepuja na ogoél zaréwno ikony jak i symbole, poznanie diagramowe oparte

nawet na takim rozumieniu intuicji, nie jest czysto intuicyjne.

5. Podziat na zdania analityczne i syntetyczne a diagramy.

a) zdanie jest analityczne, jesli jest dowodzone przy pomocy rozumowania
dedukcyjnego.

Zdania dowodzone wytacznie (dedukcyjnymi) metodami logiki s3 wigc
analityczne.

Peirce jednak nie postrzega przy tym analitycznosci w kontekscie podmiotowo-
orzecznikowej struktury zdania. Zdania syntetyczne to zdania prawdziwe jedynie z

pewnym prawdopodobienstwem, doswiadczalne.

b) sam fakt konieczno$ci stosowania diagraméw w matematyce nie §wiadczy o jej
syntetycznosci. Jednak o ile w matematyce istotng role gra percepcja, obserwacja
oraz eksperymenty, mozna powiedzie¢, iz zawiera ona pierwiastek syntetyczny

(doswiadczalny)

c) nalezy doda¢, iz Peirce na ogdét pisze o syntetycznych i analitycznych

rozumowaniach, rzadziej o zdaniach.
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d) W jednej z interpretacji pojgcia syntetycznosci u Peirce’a, poznanie syntetyczne
to takie, w przypadku ktorego uzyskujemy ogdlne poznania na podstawie percepcji

jednostkowego diagramu.

6. Czy poznanie diagramowe pozwala nam rozszerzy¢ wiedz¢?

a) czy mozna powiedzie¢, ze Peircowski diagram rozszerza wiedze¢ w takim samym
sensie, jak kantowski? Wydaje si¢, ze nie. Dla Kanta geometria jest syntetyczna,
poniewaz nie mozemy udowodni¢ jej twierdzen rozwazajac jedynie znaczenia
poje¢, musimy odwotaé si¢ do czystej naocznosci. Peirce nie definiuje w ogole
syntetycznosci w odniesieniu do podmiotowo orzecznikowe struktury zdania, nie

uznaje roéwniez kantowskiej doktryny czystej naocznosci przestrzeni.

b) Poznanie przy uzyciu diagramu rozszerza jednak wiedz¢ w tym sensie, ze
obcowanie z diagramem (czy ze znakiem) pozwala dostrzec relacje pomiedzy jego
elementami, ktore nie byly wczesniej znane, ktore nie byty zawarte w zatozeniach
uzywanych przy konstrukcji diagramu. Poszerzenie wiedzy w tym znaczeniu nie
jest polaczone z syntetyczno$cia — rowniez zdania analityczne (kororaliarne)
rozszerzaja w tym sensie wiedze¢. Istnieje jednak pewna analogia pomiedzy
syntetycznoscig twierdzen matematyki a twierdzeniami dowodzonymi za pomoca
rozumowan teorematycznych (ktore, przypomnijmy, mozna rozumie¢ jako zrédto
zdan syntetycznych). W tych ostatnich musimy wprowadzi¢ nowy element na
diagramie, badz tez wykona¢ pewng czynno$¢ zwigzang z eksperymentem, czy
jakimi$ jego przeksztalceniami. W tym sensie rozumowania teorematyczne na
pewno dodaja cos do tego, co bylo zawarte w zalozeniach z ktorych korzystaliSmy
przy konstrukcji diagramu, w ten sposob rozszerzajac wiedze. Rowniez u Kanta w
celu udowodnienia sgdu syntetycznego konieczny jest — oprécz podmiotu i

orzeczenia — ,trzeci element”, ktérym dla Kanta jest jednak czysta naocznos$¢.
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7. Poznanie diagramowe a aprioryzm w matematyce

a) Peirce deklaruje, iz odrzuca aprioryzm w filozofii matematyki. Jest pragmatystg i
fallibilista, odrzuca kumulatywizm w filozofii matematyki, jak rowniez mozliwo$¢

bezposredniego dostep do niezmiennych prawd matematycznych.

b) Peirce oddala si¢ réwniez od aprioryzmu, o ile podkresla rolg obserwacji i
eksperymentu w poznaniu matematycznym. Z wszystkimi chyba odmianami
aprioryzmu w filozofii matematyki kontrastuja uwagi Peirce’a o roli percepcji w

analizie diagramow matematycznych.

c) Wydaje sie, ze Peirce odrzucitby roéwniez aprioryzm wyrazany stwierdzeniem, iz
,»zdanie jest priori wtw W procesie jego uzasadniania nie musimy odwola¢ si¢ do
doswiadczenia”. Nieusuwalny sktadnik obserwacji i eksperymentu w poznaniu
matematycznym (przynajmniej w odniesieniu do niektdrych twierdzen) wydaje
Swiadczy¢ o tym, iz percepcja odgrywa istotng role w rozumowaniach
matematycznych.

Dodajmy, ze eksperyment i obserwacja sg zwyczajowo taczone raczej z metoda

nauk empirycznych.

d) Fakt, iz do$wiadczenie fizyczne odgrywa w matematycznym poznaniu istotng
role nie oznacza, iz prawdziwos¢ zdan matematyki uzalezniona jest od zdarzen
wystepujacych w §wiecie zewnetrznym, w szczegdlnosci nie moze by¢ przez nie
obalona. Matematyka, bedac nauka hipotetyczna, nie dotyczy $wiata fizycznego
jak swojego przedmiotu — w kazdym razie zadnego konkretnego wydarzenia — ale
hipotetycznych stanéw rzeczy. Hipotetyzm jest w swoich ogolnych zarysach
podobny do aprioryzmu kantowskiego: prawdziwos¢ twierdzen matematyki nie jest
zalezna od Zadnego konkretnego

W tym sensie Peirce nie jest tez empirystg w filozofii.
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e) Peirce oddziela kategorie apriorycznosci 1 konieczno$ci. Rozumowania
matematyczne sg konieczne, nie oznacza to jednak, iz sg a priori. Jest to kolejne

odejscie od filozofii kantowskiej.
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Rozdzial 7. Wprowadzenie do wspolczesne;j

dyskusji nad wizualizacjami w matematyce

Rozdzial ten ma celu nakre$lenie szerokiego tta dla rozwazan nad
wspotczesnymi pracami dotyczgcymi wizualizacji w matematyce. W konsekwencji
rozwoju geometrii nieeuklidesowych, jak roéwniez rozwoju logiki matematycznej,
wizualizacje byly w XX-wiecznej filozofii matematyki czgsto uznawane za
niewiarygodne jako zrodio poznania matematycznego i zasadniczo zbedne w
rozumowaniach matematycznych. Ta tendencja staje si¢ tez punktem odniesienia
dla wspotczesnego nawrotu zainteresowania rolg wizualizacji w matematyce. W
pierwszej kolejnosci nalezy wigc przedstawié¢ elementy utartej w XX wieku,
negatywnej oceny wizualizacji w poznaniu matematycznym. W dalszej kolejno$ci
przedstawiam wspotczesne rozwazania nad wizualizacjami na tle niektorych
trendow we wspoltczesnej epistemologii matematyki. Najpierw przestawi¢ ogolne
charakterystyki dominujagcej w XX wieku epistemologii  matematyki
skoncentrowanej na zagadnieniach logicznych. Na jej tle opisz¢ nastgpnie silne we
wspotczesnej literaturze tendencje kladace nacisk na potrzebe analizy praktyki
matematykow. Nastgpnie zarysuje ogoélnie problematyke, ktéorag podejmuja
filozofowie zajmujacy si¢ wizualizacjami, na jakie cechy poznania
matematycznego zwracaja uwage, oraz jakie problemy 1 pytania przed soba

stawiajq.

7.1. Diagramy w filozofii matematyKki pierwszej polowy XX wieku

W konsekwencji szeroko przez mnie opisywanego rozwoju geometrii

nieeuklidesowych, jak réwniez rozwoju logiki matematycznej, na poczatku XX
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wieku utrwalito si¢ wéréd wielu matematykéw przekonanie, iz diagramy oraz
intuicja przestrzenna nie graja zadnej istotnej roli w dowodach geometrycznych,
oraz matematycznych w ogole. Moga stanowi¢ co najwyzej $rodki heurystyczne,
badz jako narzedzie w nauczaniu matematyki. Wyniki te spowodowaly, ze
reprezentacje wizualne (jak figury geometryczne, czy wykresy) przestaly by¢
postrzegane jako wiarygodne zrédto przekonan co do niektorych prawd
matematycznych. Dla wielu matematykow reprezentacje przestrzenne staly si¢
podejrzanymi, albo nawet niechcianymi obiektami matematycznymi. Takze w
pedagogice istnialy tendencje ku unikaniu wszelkiego rodzaju diagramoéw jako
niescistych, angazujacych zawodna intuicj¢ wzrokowa i1 budujaca prze to zle
przyzwyczajenia. Znany jest réwniez podrecznik do analizy matematycznej
autorstwa Edmunda Landaua, w ktorym nie zamieszczono ani jednego diagramu.
Na kilku ,,frontach matematycznych” trwat jednak spor o wiarygodnos$¢ i status
diagraméw w matematyce. Paolo Mancosu pisze o opozycji, w jakiej stali w tym
sensie do siebie Felix Klein i szkota Karla Weierstrassa (1815-1897°%*. Znany jest
bardzo krytyczny stosunek do diagraméw matematykoéw ze szkoly Bourbaki. Ku
eliminacji diagramow z matematyki sktanial si¢ tez Bertrand Russell, gdy pisatl, iz
»dawniej zarOwno matematycy jak i filozofowie uwazali, ze dowody w geometrii
opieraja si¢ na figurach; dzi§ wiadomo, ze jest to stwierdzenie fatszywe. W
najlepszych ksiazkach nie ma w ogole zadnych figur™®.

Dodamy przy tym, iz intuicja przestrzenna nie zostala oczywiscie w
zupetnosci wyeliminowana z matematyki. Wizualizacje wcigz odgrywaty istotng
role w matematyce jako heurystyki, czy jako istotne §rodki w nauczaniu. Nauka,
ktora w oczywisty sposob odwotuje si¢ do intuicji wizualnych i jest bardzo mocno
zakorzeniona w intuicji przestrzennej jest topologia.

Brak zaufania do intuicji przestrzennych byl — obok omawianej juz

geometrii — rowniez zwigzany z rozwojem analizy matematycznej. Tutaj nalezy w

% por., Mancosu, P., Visualization in Logic..., str. 15.

% Russell, B., Matematyka i metafizycy, (w:) Filozofia matematyki. Antologia tekstéw

klasycznych, red. R. Murawski, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 1994, str. 218. Pojawiaty si¢
oczywiscie rowniez stanowiska odmienne od glownego nurtu. Mozna tu przede wszystkim
wymieni¢ filozofi¢ intuicjonizmu, w ramach ktorej intuicja przestrzenna i filozofia Kanta byly na
roézne sposoby rehabilitowane. Mozna réwniez wspomnie¢ o filozofii matematyki Wittgensteina,
oraz filozofach kontynuujacych intuicyjne podejscie do geometrii Kleina i Poincarégo.
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szczegblnosci zwrdci¢ uwage na odkrycie (czy skonstruowanie) funkcji, ktore sg w
calej swojej dziedzinie ciggte i jednoczesnie nie sg rozniczkowalne. Pierwszy znany
przyklad takiej funkcji podat w 1872 Karl Weierstrass®®®. Funkcja ta przeczyta
podstawowej intuicji wigzanej z funkcjami cigglymi, zgodnie z ktora ,,funkcja
ciggta musi mie¢ pochodne wszgdzie, poza punktami izolowanymi”597. Z wykresem
funkcji cigglej najczesciej taczone jest wyobrazenie nieprzerwang krzywg. W
punktach, w ktérych funkcja jest rozniczkowalna istnieje jednoznacznie okreslona
styczna, ktorej nachylenie do osi OX jest rowne wartos$ci pochodnej w tym punkcie.
Intuicja podpowiada, ze jesli funkcja ciggta nie jest rozniczkowalna w danym
punkcie to jej wykres posiada w tym punkcie ,,ostre zakonczenie” skierowane w
gore lub w dol. Jesli funkcja jest w danym punkcie rézniczkowalna mamy, jak
pisze Giaquinto, ,,silng wizualng inklinacj¢ aby mysleé, ze musza istnie¢ czesci
krzywej po ktorejs stronie ostrego zakonczenia, ktore sa wystarczajaco gtadkie, aby
istniata w tych punktach styczna”598. Stad panowato przekonanie o tym, ze funkcje
ciggte sg rozniczkowalne wszedzie poza punktami izolowanymi. Fakt ten byl nawet
,dowodzony” w wielu wspotczesnych Weierstrassowi podrgcznikach. W owych
dowodach korzystano z ,,’intuicyjnie oczywistego’ faktu, ze funkcja zmieniajgca
si¢ w sposob ciagly musi by¢ kawatkami monotoniczna™®. Intuicje te okazaty sie,
w swietle wyniku Weierstrassa, zawodne. Dodajmy przy tym, iz fakt istnienia
funkcji cigglych oraz nigdzie-r6zniczkowalnych nie dyskwalifikowal oczywisci
intuicji przestrzennej jako uzytecznego zrédla w analizie matematycznej,

spowodowt jednak, iz matematycy kwestionowali jej wiarygodnoééGoo.

5% Marcus Giaquinto pisze, ze przyktady funkcji ciggltych nigdzie rézniczkowalnych odnaleziono
réwniez w nieobublikowanym dziele Bolzana z 1834 r., oraz w dziele Celleriera z 1860 r., rowniez
niepublikowanym. (por. Giaquinto, M., Visual Thinking..., str. 3, przypis 5). Stad unikam
przypisaniu Weierstrassowi w tym wzgledzie pierwszenstwa, jak czasem si¢ to czyni.

> Giaquinto, M., Visual Thinking..., str. 3.

598 Tamze, str. 3.

%% Brating, K., Pejlare J., Visualizations.., str. 346.

80 Nje wszyscy matematycy uwazali, iz funkcje ciagle, nigdzie-rézniczkowalne, przesadzaja o
niewiarygodnosci i nieprzydatno$ci intuicji przestrzennej w analizie. Jak duza rol¢ poznawcza grata
intuicja przestrzenna wida¢ na przyktadzie mys$li szwedzkiego matematyka Helge von Kocha
(1870-1934). Uwazat on, iz przyktad Weierstrass jest,,niewystarczajgcy aby usatysfakcjonowaé nasz
umyst z geometrycznego punktu widzenia; jest tak, poniewaz rozwazana funkcja jest zdefiniowana
przez wyrazenie analityczne, ktore ukrywa geometryczng natur¢ odpowiedniej krzywej, tak ze z
tego punktu widzenia nie wida¢ dlaczego krzywa nie posiada stycznej; powinno si¢ raczej
powiedzie¢, ze pozory (appearance) jest w sprzecznosci z faktem, ktory Weierstrass ustalit droga
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1)

2)

3)

Wymienmy wiec krotko gtowne charakterystyki podejscia do diagramow,

ktore stato si¢ dominujace w filozofii matematyki XX wieku:

Reprezentacje wizualne sg jedynie dodatkami do dowodoéw, ilustracjami,
ulatwiajgcymi zrozumienie niektorych jego aspektow, lub wspomagajgcymi (z
subiektywnego punktu widzenia) rozumowanie.

Diagramy nie graja nigdy istotnej roli w dowodach, mozna z nich zawsze
zrezygnowac, zastagpi¢ przez argumentacje czysto symboliczng. Jak pisze filozof
matematyki Neil Tennant, diagram jest ,,zbedny (dispensible) jako narze¢dzie
dowodowe (...) nie ma zadnego wiasciwego (proper) miejsca w dowodzie jako
takim. Dowdd jest bowiem obiektem syntaktycznym™®®*

Dowod matematyczny wspartego w istotny sposob o diagram nie jest dowodem
wlasciwym, czy kompletnym: ,,twierdzenie jest w istocie dopiero wtedy naprawde

udowodnione, gdy dowod jest w zupetnos$ci niezalezny od 1rysunk(')w”602

Che¢¢ wyeliminowania ryzyka bledow, oraz dazenie do czysto formalno-
symbolicznej ekspozycji dowod, spowodowata wigc, iz dgzono do wyeliminowania
diagramow z kontekstu uzasadnienia. W ,tagodniejszej” postaci tego stanowiska,
akceptowano diagramy jako jedynie ilustracje, badZz pomoce heurystyczne i
edukacyjne. W skrajnej postaci pojawiat si¢ postulat zupelnej eliminacji diagramu z
matematyki, gloszony przez wspomniang szkol¢ Bourbaki, czy przez Laudana.

W dalszej czgsci rozdziatu przedstawi¢ jak i dlaczego w ostatnich latach

powraca wsrod filozoféw matematyki  zainteresowanie wizualizacjami  w

czysto analityczng” (H. von Koch, Une méthode géomeétrique élémentaire pour I’étude de certaines
questions de la teorie des Courbet planes, za: Mancosu, P. Visualization in Logic..., str. 16).
Dopiero wizualizacja pozwala wigc, wedlug szwedzkiego matematyka, zrozumie¢ omawiany
rezultat. Aby uczyni¢ Ow rezultat w tym sensie bardziej przekonujacym, czy latwym do
zrozumienia, von Koch skonstruowat swodj przyktad funkcji cigglej, z ktorej wykresu ,,widac”, ze
nie jest rézniczkowalna w zadnym punkcie. Byt przekonany, ze w przypadku jego przyktadu ,.kazdy
mogl zobaczy¢ za pomoca ‘naiwnej intuicji’ niemozliwo$¢ istnienia jednoznacznie okreslonej
stycznej” (von Koch, za: Mancosu, P. Visualization in Logic..., str. 17). Przyktad van Kocha
ilustruje ogromne przywigzanie matematykéw do intuicji przestrzennej, jak réwniez jej
elastyczno$¢. (por. rowniez Bréting, K., Pejlare J., Visualizations.., str. 349).

601 Pasch, M., Vorlesungen iiber neuere Geometrie, za: Mancosu, P. Visualization in Logic..., Str. 14.
892 7a: Mancosu, P. Visualization in Logic..., str. 13.
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matematyce. Rozpoczng od zarysowanie szerokiego kontekstu filozoficznego, w

ramach ktorego te rozwazania byly przeprowadzane.

7.2. Epistemologia matematyki jako badanie jej logicznych

podstaw

Nowy nurt — a wilasciwie nurty — w epistemologii nalezy tez rozpatrywac
jako reakcje na dominujaca w niej tendencj¢ do sprowadzania epistemologii
matematyki do badan nad jej podstawami. Dynamiczny rozwdj logiki w pierwszej
potowie XX wieku wzbudzit w wielu matematykach nadzieje, ze matematyke
mozna, w jakim$ sensie, sprowadzi¢ do logiki, badz tez — do teorii mnogosci.
Matematycy tacy, jak David Hilbert, dazyli do pelnej aksjomatyzacji matematyki, a
wiec sformulowania takiego ukladu aksjomatéw i regut dowodzenia (najlepiej
finitystycznych), z ktorych mozna by wyprowadzi¢ calg matematyke. Z chwila, gdy
nadzieje te rozwialy stynne twierdzenia Godla, badania podstaw matematyki
skupity si¢ w duzym stopniu na badaniu fenomenu niezaleznosci. Epistemologia
matematyki skupiata si¢ jednak wciaz na zagadnieniach zwigzanych z podstawami
matematyki. Byla ona wigc niezmiennie zdominowana przez pytania dotyczace
logicznej struktury sformalizowanych teorii matematycznych, czyli m.in. zagadnien
zwigzanych z ich niesprzecznos$cia, czy zupelo$ciag. Rozwazano (i wcigz sie
rozwaza) status zdan nierozstrzygalnych, status niektorych aksjomatéw
teoriomnogosciowych, jak aksjomat wyboru, czy np. status logiki drugiego rzedu.
Nie umniejszajac wagi tych z pewnoscig istotnych filozoficznie problemow, nalezy
si¢ jednak zgodzi¢ z Bartem van Kerkhove, iz ,,ujecia matematyki skupiajace si¢ na
jej logicznych podstawach (foundationalist approaches) skupiaty si¢ glownie, jesli

nie wylacznie na wytworach praktyki matematycznej”®. Przedmiotem badan nie

%93 \/an Kerkhove, B., Aspects of Informal Mathematics, w: Incompleteness and Paradox. Essays on
the Foundations of Mathematics and Logic, Polimetrica International Publisher, Monza 2005,van
Kerkhove, B., str. 269.
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byto wiec pytanie, jak matematyk doszedt do danego twierdzenia, ale jedynie to,
czy jest ono prawdziwe, badz falszywe, lub tez w jakiej relacji logicznej pozostaje
innych zdan w ramach danego systemu sformalizowanego. Nie rozwazano wigc na
og6l charakterystyk procesu poznania matematycznego, nie rdznicowano tez
pomiedzy ré6znymi typami dowodow. Dowdd w takim ujeciu jest w pewnym sensie
tworem idealnym: dowodem zdania A w danej teorii aksjomatycznej jest cigg
formul Ay, ... , A, taki, ze Ay = A, oraz kazde A; jest jednym z aksjomatow, badz
wynika na mocy przyjetych regut wnioskowania z wczesniej wyprowadzonych
formul. Zgodnie z takim ujgciem, kazdy poprawny dowod twierdzenia
matematycznego mozna rekonstruowa¢ w danej teorii sformalizowanej (jak np.
teorii mnogo$ci Zermelo-Fraenkla). Inaczej moéwigc, kazdy dowod mozna
,sformalizowa¢ w postaci ciggu wyrazen stosowanego jezyka formalnego. Z tego
punktu widzenia dowod znany z praktyki stanowi jedynie swoisty skrot dowodu

004 Tdealnosé takiego dowodu zwigzana jest zar6wno z oddaleniem od

idealnego
kontekstu jego odkrycia, ale réwniez od szerszego kontekstu kulturowo-
spotecznego. Jak pisze B. van Kerkhove, filozofow zainteresowanych podstawami
matematyki charakteryzowaty ,.filozoficzne dyspozycje, jak a-temporalizm, a-

» 805 Metoda matematyki sprowadzona do

kulturalizm, i a-psychologizm
formulowania formalnych wyprowadzen z aksjomatow stala si¢ wiec wyrdznikiem
matematyki jako nauki kumulatywnej, oderwanej od kontekstu historycznego oraz
nastawionej na dedukowanie twierdzen z aksjomatow. Nieformalna matematyka
nie ma miejsca w, nazwijmy to, formalno-logicznej wizji matematyki®®. Jak pisze
Imre Lakatos, nawigzujac do filozofii pozytywizmu logicznego ,,zgodnie z
zasadami pozytywizmu logicznego zdanie ma znaczenie jedynie wtedy, gdy jest

albo ‘tautologiczne’, albo empiryczne. A ze nieformalna matematyka nie jest ani

804 Wojtowicz, K., Empiryczne aspekty dowodéw matematycznych, w: Swiaty matematyki: tworzenie
czy odkrywanie?, red. I. Bondecka-Krzykowska, J. Pogonowski, Wydawnictwo Naukowe UAM,
Poznan 2010, str. 343.

%05 v/an Kerkhove, B., Aspecs..., str. 272.

%% Nje oznacza to, iz zagadnienia, ktore pojawiaja sic w zwiazku z praktyka matematykéw nie byty
istotne da filozoféw matematyki pierwszej potowy XX wieku. Jak podkresla Paolo Mancosu, celem
prac Fregego bylo ,,formalne ujecie wszystkich poprawnych postaci rozumowan wystepujacych w
matematyce”; Hilbert z kolei zwracat uwage na realne (finitystyczne) i idealne (infinitystyczne)
elementy w poznaniu matematycznym (Mancosu, P., Introduction, (w:) The Philosophy of
Mathematical Practice, red. P. Mancosu, Oxford University Press 2008, str. 7).
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‘tautologiczna’, ani empiryczna, musi by¢ pozbawiona znaczenia, zwyczajnie
bezsensowna” ®" . W szczegblnosci oczywiscie rola wizualizacji w poznaniu
matematycznym jest w takim uj¢ciu zredukowana niemal do zera, gdyz kazdy
diagram, czy wykres mozna rozpatrywaé po prostu jako obiekt mnogosciowy i

tylko jako taki odgrywa jakakolwiek role w poznaniu matematycznym.

7.3. Filozofia quasi-empiryzmu w matematyce

Zarysowane powyze] rozumienie natury dowodu matematycznego — a W
konsekwencji 1 calej epistemologii matematyki, w ktorej centrum jest przeciez
dowod — stato si¢ przedmiotem krytyki wielu filozofow matematyki. W pierwszej
kolejnosci nalezy tu wymieni¢ quasi-empiryzm w filozofii matematyki. Jej
glownymi przedstawicielami sa Imre Lakatosowi, W.V.O. Quine’owi, Hilaremu
Putnamowi oraz Philipsowi Kitcherowi. Ponizej zarysuj¢ ich koncepcje
epistemologii matematyki.

Praca l.Lakatosa Dowody i refutacje uwazana jest za pionierska analizg
procesu poznania w matematyce. Lakatos przyglada si¢ w niej procesowi poznanie
matematycznego na przykladzie pochodzacego od Eulera twierdzenia, zgodnie z
ktorym dla wszystkich wielo$cianow foremnych zachodzi wzér V —E + F = 2008,
Lakatos prowadzi tu niezwykle interesujgce rozwazania wokot prob dowodu tego
twierdzenia — 1 jednocze$nie wokot prob Scistego 1 satysfakcjonujacego
zdefiniowania pojecia wielo$cianu. Przedstawia on Ow proces jako mozaike
nawzajem ze soba powigzanych hipotez, definicji, dowoddéw, czgsciowych
dowodoéw 1 kontrprzyktadow dla stawianych hipotez. Lakatos wnikliwie analizuje
proces ksztattowania si¢ dowodoéw; w szczegolnosci, jak pisze Ewa Piotrowska —
wegierski matematyk pokazuje, jak ,,nowe dowody majg w tym zakresie okre§long

poznawcza funkcje 1 role, poniewaz wyjasniajg stare kontrprzyktady, a najczesciej

807 | akatos, 1., Dowody i refutacje. Logika odkrycia matematycznego, TIKKUN, Warszawa 2005,
str. 19.
808 \/ oznacza iloé¢ wierzchotkéw w danym wielo$cianie, E ilos¢ krawedzi, a F — ilo§¢ $cian.
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nowe Kkontrprzyktady podwazajg stare dowody” 609

Obok analizy procesu
uzasadniania, Lakatos zwraca uwage na proces formowanie si¢ poje¢ i definicji w
matematyce. Ujmuje on go jako proces dynamiczny oraz powigzany z praktyka
stawiania hipotez: ,,definicje zwykle si¢ formuluje i zaczyna o nie spory wtedy, gdy
wylaniajg si¢ kontrprzyldady”mo. Oprocz analizy praktyki matematykow, Lakatos
podkreslal rowniez w uprawianiu filozofii matematyki konieczno$¢ brania pod
uwage historii tej nauki, odrzucajac przy tym rowniez kumulatywizm w filozofii
matematyki®.

W.V.0. Quine poswiecal mniej, niz Imre Lakatos, uwagi procesowi
poznania matematycznego, ktadl za to nacisk na powigzania matematyki z naukami
przyrodniczymi. Znany jest on z filozofii holizmu, zgodnie z ktéra matematyka
powinna by¢ na epistemologicznym oraz ontologicznym poziomie traktowana na
réwni z naukami empirycznymi jako ich integralna cz¢s¢. Na matematyke czy
teori¢ mnogos$ci mozna, wedlug niego, patrze¢ jak na ,,dzialy teoretyczne nauk
przyrodniczych — jako zawierajace prawdy czy hipotezy, ktore uzasadnia si¢ nie
tyle za pomocg czystego $wiatta rozumu, co raczej przez posredni systematyczny
wptyw, jaki wywieraja na organizacj¢ danych empirycznych w naukach
przyrodniCZych”Glz. Quine, ktory znany jest ze swojej krytyki pojecia koniecznosci,
odrzuca w zwigzku z tym teze, iz zdania matematyki sa dowodzone jako
prawdziwe w sposob nieodwolalny 1 wieczny. Co wiecej, przynamniej czes¢
twierdzen matematyki — jako bedacej czg¢scig nauk przyrodniczych — jest, wedtug
niego, otwarta na empiryczng dyskonfirmacj¢. Takie ujecie matematyki — z
pewnoscig bliskie stanowisku empiryzmu w filozofii matematyki — jest tez
bezposrednio zwigzane z praktyka matematykow. Tak o tym pisze Paolo Mancosu:

»poniewaz rozwazanie matematyki 1 nauk przyrodniczych na jednej plaszczyznie

(setting on a par) umozliwilo po pierwsze teoretyczng analize matematyki na takim

%9 piotrowska, E., Spoleczny konstruktywizm... str. 2509.

810 | akatos, I., Dowody i refutacje..., str, 41-42.

%1 por, Piotrowska, E., Teoria i eksperyment w matematyce w pogladach Imre Lakatosa, (W)
Wydawnictwo Naukowe Instytutu Filozofii UAM, Tom XXIV, red., D. Sobczynska, E. Zielonacka-
Lis, J. Szymanski, Poznan 1995, str. 125-6.

®12 Quine, W.V.Q., The philosophical bearing of modern logic, za: Lakatos, I., Renesans empiryzmu
we wspolczesnej filozofii matematyki?, (W:) Wspélczesna filozofia matematyki: Wybor tekstow,
PWN, Warszawa 2002, str. 219.
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samym poziomie jak nauk przyrodniczych, a to umozliwito dalej poprowadzito
matematykow do stosowania do matematyki narzedzi analizy, ktore wczesniej staty
sic modne na polu historii i filozofii nauk przyrodniczych”®®,

Phillip Kitcher formutuje w swojej waznej ksigzce The Nature of
Mathematical Knowledge szerszg i bardziej szczegdlowa quasi-empirystyczng
interpretacje matematyki niz powyzej wspomniani filozofowie. Ma przede
wszystkim na celu poszerzenie i uzupetnienie ich uje¢®™. W pracy tej analizuje
proces wzrostu matematyki, szczegélny nacisk ktadzie na trzy cechy niezgodne ze
»standardowym” ujeciem matematyki. Po pierwsze, Kitcher stara si¢ wykazac, iz
matematyka nie jest nauka aprioryczng, po drugie eksponuje jej spoteczny
charakter, a po trzecie ktadzie nacisk na historyczny wymiar matematyki, czyli na
jej szerzej pojety wzrost™.

Warto zwréci¢ uwage, iz rozwazania wspomnianych filozofow w duzym
stopniu odnoszg si¢ do podzialow na zdania analityczne syntetyczne, a priori i a
posteriori, oraz konieczne i przypadkowe. Kazdy z nich podwazal przekonanie, iz
matematyka jest naukg aprioryczng, analityczng i konieczng, ktora to teza byla
gloszona przez pozytywizm logiczny. Wydaje sie, ze bedace konsekwencjg filozofii
Quine’a, czy Putnama odrzucenie zasadnosci ostrych podziatow (czy odmawianie
im znaczenia filozoficznego) ma réwniez swoje konsekwencje dla filozofii
praktyki matematycznej. Po pierwsze, podwazona zostata teza, iz matematyk
postuguje si¢ w swoich badaniach jedynie pozbawionymi znaczenia symbolami,
wraz z regutami ich przeksztatcen. Konsekwencja takiego stanowiska byto, jak
pisze Hilary Putnam, ,,obnazenie naiwnos$ci pogladu, w mysl ktorego matematyka
polega na stosowaniu, w pewnym sensie, ‘regut je;zykowych”’ele. Réwniez Lakatos
odrzucat tez ideg, iz matematyka jest naukg dotyczaca przeksztatcania symboli; jak
pisze Ewa Piotrowska, dostrzegat on, iz ,,nie mozna stosowa¢ sztywnych granic

tresciowych oraz metodologicznych miedzy matematyka jako nauka wytacznie

®13 Mancosu, P., Introduction..., str. 5

14 por. Kitcher, P. The Nature of Mathematical Knowledge, 1985, zrodto:
www.oxfordscholarship.com, str. 4.

815 por. tamze, str. 4-5.

816 pytnam, H., Analityczne i syntetyczne, w: Wiele twarzy realizmu i inne eseje, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 1998 (pierwsze wydanie 1962), str. 16.
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aprioryczng i sformalizowang a naukami empirycznymi”617. Znaczenia pojec

matematycznych zmieniajg si¢, wypelnione sg trescig empiryczng, a rowniez — CO
jest kluczowe dla mojej pracy — trescig wizualng.

Takie ujecie matematyki, znaczenia poj¢¢ matematycznych 1 w
konsekwencji natury dowodu matematycznego toruje droge koncepcjom, ktore
odrzucaja wizje matematyki jako posiadajgcg diametralnie odmienny status
epistemologiczny i ontologiczny niz nauki empiryczne. Jak pisze Paolo Mancosu,
,»Quine’owska krytyke podziatu na zdania analityczne 1 syntetyczne mozna
postrzega¢ jako decydujgcy (deceisive) krok w Kkierunku rozwazania matematyki
metodologicznie na takim samym poziomie, co nauki przyrodnicze®*®,

Warto tu, za Putnamem i Lakatosem, wymieni¢ kilka charakterystyk
poznania matematycznego, na uwage zwracali wspomniani powyzej filozofowie,
jako na zblizajace je do poznania empirycznego. Nazywali je oni quasi-
empirycznymi rozumowaniami w matematyce, a wigc takimi, ktore pod wieloma

wzgledami przypominaja rozumowania wystepujace w naukach empirycznych®™.

a) Putnam wskazuje na dowody (czy rozumowania), ktére nie sa w petni
sformalizowane, bedac opartymi na przyklad na analogiach z innymi dowodami
(cytuje tu takie quasi-empiryczne rozumowanie zastosowane do tezy, iz suma
szeregu 1/n? jest rowna 1/6)°%°. Takie rozumowania poprzedzaja czesto formalne

dowody, sformutowane w dalszej kolejnosci.

b) Wprowadzenie aksjomatu wyboru do teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla ocenia

robwniez Puntam jako zastosowanie ,argumentu quasi-empirycznego do

®7 piotrowska, E., Teoria i eksperyment..., str. 133.

%18 Mancosu, P., Introduction..., str. 6. W liscie do Woodgera, pisat Quine, iz odrzucenie podzialu
na zdania analityczne i syntetyczne jako pustego pocigga to, iz ,,pojecia matematyki i logiki
domagajg si¢ empirystycznej i pozytywistycznej krytyki w takim samym stopniu, jak pojecia fizyki”
(za: tamze, str. 6).

®1% Nie mam tu przy tym na celu podanie wyczerpujacej ich listy.

620 por, Putnam, H., Czym jest prawda matematyczna?, (W:) Wspélczesna filozofia matematyki:
Wybor tekstow, PWN, Warszawa 2002, str. 254-255.
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usprawiedliwienia rozszerzania aksjomatycznych podstaw matematyki”™". Owa

guasi-empiryczng motywacjg jest owocno$¢ aksjomatu wyboru w matematyce.

c) Putnam wskazuje na metody przedteoryczne jako quasi-empiryczne. Wspomina

tu na przyktad o korzystaniu z wielkosci nieskonczenie matych.

d) Lakatos twierdzi, iz mozna moéwi¢ — jesli o nie falsyfikatorach — to o

,potencjalnych falsyfikatorach w matematyce”ﬁzz_

Powyzsze zestawienie nie jest oczywiSci wyczerpujace — mozna wymienic¢
bardzo wiele typéw quasi-empirycznych rozumowan w matematyce. Dodam, iz
niektore z nich zwigzane sg z wizualizacjami, o czym mowa bedzie w dalszej

czgSci pracy.

7.4. Epistemologia matematyki ostatnich kilkudziesi¢ciu lat — zwrot

ku praktyce matematykow

Quasi-empiryzm w matematyce znalazt kontynuacj¢ we wspotczesnej
epistemologii matematyki. Rézne trendy 1 aspekty praktyki matematykéw, w tym
nieformalne metody przez nich stosowane staty si¢ gtéwnym tematem badan wielu
filozoféw matematyki, nie ograniczajac si¢ jednak do wyrdzniania podobienstw
matematyki i nauk empirycznych. Zasadniczym przedmiotem analiz jest tu
rzeczywista praktyka badawcza matematykow. Trudno tu wymieni¢ gtownych
reprezentantéw tak rozumianego nurtu, poniewaz prowadzone s3 tu niezalezne od
siebie badania nad réznymi aspektami praktyki matematycznej. Jako jeden z
pierwszych waznych zbioroOw prac mozna tu wymieni¢ antologi¢ tekstow pod

redakcjag Thomasa Tymoczko, pt. New Directions in the Philosophy of Mathematics

621 Tamze, str. 252.
622 | akatos, I., Renesans empiryzmu..., str. 233.
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z wydana w 1991 roku, czy ksiazke Swiat matematyki Philipa J. Davisa i Reubena
Hersha. Dzi$ dziedzina ta jest obecnie na tyle szeroka, iz trudno wymieniaé
glownych przedstawicieli.

Wré¢my jednak do genezy ,,nowej epistemologii matematyki” w jej relacji z
»tradycyjnie” pojmowang epistemologia. Zwolennicy logiczno-formalnego ujecia
dowodu zauwazaja oczywiscie, iz dowody, jakie publikowane sg w czasopismach
matematycznych, czy takie, ktore formutuja w swojej praktyce badawczej
matematycy, nie maja postaci kompletnych zapiséw wnioskowan z aksjomatoéw
teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla. Dowody takie bylyby przede wszystkim bardzo
dlugie, oraz nieczytelne. W praktyce pojawiaja si¢ glownie dowody, jesli mozna
tak powiedzie¢, pot-formalne. Zgodnie z tradycyjnym stanowiskiem, kazdy
opublikowany i uznany za poprawny dowod mozna zawsze przedstawi¢ w postaci
wnioskowania z aksjomatéw. Ze wzgledow czysto pragmatycznych, dowody
przedstawiane sg jednak w postaci skrotowe;.

Zwolennicy takiego podejscia do matematyki nawigzujg — podobnie, jak
quasi-empirysci — krytycznie do ,,klasycznej” koncepcji dowodu w matematyce.
Zwraca si¢ tu na przyklad uwage na to, iz logika formalna nie pelni w
rzeczywistosci wigkszej roli w rozumowaniach matematycznych. Jak podkresla
Hao Wang, wigkszos¢ matematykow nie nauczyla si¢ nawet porzadnie logiki
predykatow. Nawet Wang, doskonaty matematyki 1 logik, podkresla iz ,,tradycyjna
logika jest w wigkszym stopniu przeszkoda niz pomoca we wlasciwym
rozumowaniu, ktorym w do$¢ adekwatny sposdb zajmuje si¢ nasza naturalna

zdolno$é poznawcza (natural power)®?

. Niektorzy filozofowie podkreslaja nawet
brak jakiejkolwiek potrzeby logicznych podstaw dla matematyki. Rav twierdzi, iz
,waznym jest aby pamietaé, iz matematyka nie jest budowla (edifice), ktora
zagrozona jest zawaleniem (collapse), jezeli nie jest oparta na trwatych i wiecznych
podstawach, wspieranych przez logiczne, filozoficzne badz poza-matematyczne

konstrukcj 0%

%23 Wang, H., Theory and Practice in Mathematics, (w:) New Directions in the Philosophy of
Mathematics, red. T. Tymoczko, Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 1998, str. 134.
624 Rav, K., Philosophical Problems of Mathematics in the Light of Evolutionary Epistemology, za:
Van Kerkhove, B., Aspects..., str. 271.

245



Filozofowie, ktorzy podkreslaja potrzebe badania praktyki matematykow,
podkreslaja czesto, iz formalne wyprowadzenia nie grajg prawie nigdy roli w
rzeczywistym procesie dowodzenia, jak roéwniez nie sa konieczne w celu
przekonania innych matematykow co do prawdziwosci dowodzonego twierdzenia.
Sprébujmy wigc w tym miejscu odpowiedzie¢ na pytania: co rozumiemy przez
sformutowanie ,,praktyka matematykow”? Ogdlnie mozna ja uja¢ jako zwigzang z
tym, jak matematycy w rzeczywistosci ,,uprawiaja matematyke” — jak ksztaltujg i w
jaki sposob rozumiejg poszczegdlne pojecia matematyczne; istotne jest dalej to, jak
rozumuja, jak dochodzg do przekonan odnosnie wartosci logicznej zdan
matematycznych, wreszcie — jak dowodza twierdzen matematycznych. Wymienmy
wigc kilka podstawowych elementow praktyki matematycznej jako przedmiotu

badan ,,nowej epistemologii matematyki”:

1) Dowody nieformalne rozumiane jako pojawiajace si¢ w druku, albo na kartce
papieru, tablicy, czy nawet w rozmowie, ktore nie s3 w pelni sformalizowane w
ktérej$ z teorii aksjomatycznej, ale ktore spotecznos¢ matematykoéw (badz jakas jej
cz¢$¢) uznaje za poprawne i w sposoOb ostateczny dowodzace danej tezy. Jest to,
inaczej mowiac, takie rozumowanie, ktére zazwyczaj okresla si¢ jako ,,dowod”.

Moze ono w szczegdlnosci korzysta¢ z diagramow.

2) Innym wymiarem matematyki jest to, jak matematycy ksztattuja pojecia
matematyczne oraz ich formalne definicje. To bardzo ciekawie zagadnienie
rozwazat juz na przyktadzie pojecia wieloscianu Imre Lakatos we wspomnianej tu

pracy Dowody i refutacje.

3) Istotne sa rowniez metody, ktére stosuja matematycy w badaniu obiektow
matematycznych oraz poszukiwaniu dowodow twierdzen. Sg to bardzo czgsto
nieformalne metody, jak zastosowania analogii, konfirmacji. Wiele z nich nie ma
przy tym na celu jedynie odnalezienie dowodu, ale np. odkrycie czy wyjasnienie.
Metoda badania obiektow matematycznych, o ktorej chcialbym tu wspomnie¢ sg

eksperymenty w matematyce. Eksperymentem moze by¢ badanie wlasnosci danego
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obiektu matematycznego metodg prob i blgdow czy manipulacje na diagramie (jak
chciat Ch.S. Peirce). Dla filozofii matematyki ostatnich lat szczegolnosci
interesujace staly si¢ eksperymenty komputerowe. Komputery pozwalaja, jak
wiadomo, na wykonywanie ogromnej ilo$ci obliczen w krotkim czasie, wyrgczajac
w ten sposob matematykéw. Za pomoca komputerow matematycy moga wiec
matematycy bada¢ zaleznos$ci teorioliczbowe dla bardzo wielu podstawien.
Istotnym typem eksperymentu jest ten, ktory wiagze si¢ z komputerowymi

wizualizacjami skomplikowanych obiektow matematycznych.

4) Dla badaczy praktyki matematycznej istotne sg tez powody, dla ktoérych
matematycy buduja w sobie przekonania co do prawdziwos$ci twierdzen. Jesli
dowod mozna uznaé za obiektywne potwierdzenie prawdziwosci danego
twierdzenia, to takie przekonania nalezy nazwaé subiektywnymi. Pytaniem ktore
mozna tu rozwaza¢ jest wigc na przyktad: co na subiektywnym, indywidualnym,
nazwijmy to, przedteoretycznym poziomie stanowi dla nich uzasadnienie

prawdziwosci twierdzenia?

5) Dalej mozna wymieni¢ rozumowania, co do ktorych istniejg watpliwosci, czy
mozne je uzna¢ za dowod. Mozna wymieni¢ duzo typdéw takich rozumowan.
Mozna tu wymieni¢ ,dowody probabilistyczne”, czy jeszcze bardziej
kontrowersyjne, analizowane w dalszej czg$ci pracy ,,dowody wizualne”, czy
,dowody obrazkowe”.

Chcialbym zwréci¢ tu uwage na kontrowersje zwigzane z zastosowaniami
komputeréw, w tym przypadku nie w celu eksperymentowania z obiektami
matematycznymi, ale wlasnie w celu dowodzenia twierdzen. Izabela Bondecka-
Krzykowska, proponuje wyroznié trzy typy zastosowan komputerow w tym celu.
W pierwszym przypadku komputery jedynie sprawdzaja wykonane juz przez
matematykow ,tradycyjng” metoda dowody, poprzez odpowiednie ich

zakodowanie®®. Jak pisze wspomniana filozof matematyki ,takie zastosowania

625 Bondecka-Krzykowska, 1., The four-color theorem and its consequences for the philosophy of
mathematcs, ,,Annales UMCS Informatica AI” Vol. 2, 2004, str. 7.
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komputerow nie ustanawia nowych prawd, ale jedynie umozliwia nham sprawdzenie
tych istniejacych”®?®. W drugiej kolejno$ci mozna wymieni¢ automatyczne dowody
twierdzen matematycznych. Jak pisze Bondecka-Krzykowska, dowody te mozemy
podzieli¢ na dwie grupy: 1) dowody twierdzen, ktére posiadaja tradycyjne dowody,
2) twierdzenia, ktore sg nowymi prawdami matematycznymi, ktoére nie byly
wczesniej udowodnione 21w drugim natomiast przypadku komputery ,,same”
tworza dowod. Wreszcie pojawiaja si¢ dowody wspomagane przez komputery
(computer —assisted proofs); w takich rozumowaniach komputery uzywane sg do
,»skrocenia dlugich/trudnych obliczen, ale rozumowanie przeprowadzone jest przez

cztowieka matematyka” 628

. Przykltadem takiego zastosowania komputeréw jest
stynne Twierdzenie o czterech barwach, ktore udowodnili za pomocg komputeréw
Kenneth Appel i Wolfgang Haken. Z dowodami komputerowymi wiaze si¢ wiele
problemoéw. Jednym z nich jest to, iz wiele z ,,dowodow komputerowych” jest na
tyle dlugich, ze niemozliwe jest przejrzenie i ,,ogarni¢cie mysla” przez jednego
matematyka. Ten sposéb wykorzystania komputerow nie bedzie przedmiotem
moich rozwazan, gdyz nie wigze si¢ on bezposrednio z wizualizacjami w
matematyce. Zostal on jedynie zarysowany, aby na jego tle umies$ci¢ rozwazania

nad eksperymentami wizualnymi w matematyce, ktore bgda przedmiotem rozwazan

kolejnego rozdziatu.

6) Nalezy tez wspomnie¢ spoteczny aspekt dowodu matematycznego. Ten wymiar
poznania matematycznego byt rowniez w duzym stopniu ignorowany w
dotychczasowej filozofii matematyki (m.in. tej poprzedzajacej formalizm i
logicyzm). Wskazuje si¢ tutaj na kulturowe, jak 1 spoteczne determinanty rozwoju

629

matematyki®~. Te ostatnie rozwazane sg w ramach szerokiego nurtu spotecznego

konstruktywizmu. Jego wspottworca byt Paul Ernest, ktéory obok filozofii

626 Tamze, str. 7.

627 Tamze, str. 7.

628 Tamze, str. 8.

629 Systematyczng refleksje nad kulturowym wymiarem matematyki podjat jako pierwszy Ray
Wilder, a kontynuowat m.in. Leslie White. (por. Piotrowska, E., Spoleczny konstruktywizm..., str.
20).
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matematyki zajmowat si¢ rowniez roznymi aspektami edukacji matematycznej, jak
roOwniez wspomnianego kulturowego aspektu matematyki630.

Mozna ogolnie powiedzieé, iz spoteczny konstruktywizm akcentuje — podobnie, jak
bylo to w przypadku quasi-empiryzmu — dynamiczny i historyczny aspekt
matematyki, jak rowniez jej wymiar spoteczny. Tu spoteczny konstruktywizm
odwotuje si¢ do roli matematyki we wspdiczesnym technologicznym
spoteczenstwie, oraz, jak pisze badaczka spotecznego konstruktywizmu, Ewa
Piotrowska, do ,,szerszych kwestii spotecznych taczonych z filozofiag matematyki, a
mianowicie zwigzkéw jej z kultura, a nawet polityka 1 §wiatopogladem, zwtaszcza
z kontekstem spotecznym (np. kwestiami plci, rasy, klas), a takze jezykiem

55631

matematycznym” . Filozofia spolecznego konstruktywizmu charakteryzuje si¢

bardzo duzym zrdéznicowaniem, i ,nie obowigzuje w nim zadna ujednolicona

59 632

epistemologia Jesli chodzi o poznanie matematyczne, mozna wyrdzni¢

nastgpujace charakterystyki tego nurtu:

1) w procesie poznania matematycznego najwazniejsza jest ,,pomyslowosé
matematyka”, oraz ,,dokonywanie rozwaznych wyborow (deliberate choices)”,
»podejmowanie odpowiednich tworczych staran oraz ,badawczych prob

(ende:‘:wours)”633

2) wiedza matematyczna jest ,,czynnie budowana przez poznajacy podmiot”, a

»zasadniczym jej celem jest konstruowanie obiektow matematycznych” 634

Matematyka jest konstruowana, a nie odkrywana.

3) poznanie matematyczne — obok poziomu formalnego — ksztaltuje si¢ na

poziomie spotecznym, jego rozw0j wyznaczony jest rowniez przez potrzeby

zastosowan matematyki®®.

%30 por, Piotrowska, E., Spofeczny konstruktywizm..., str. 34.
631 Tamze, str. 41.

632 Tamze, str. 42.

633 Tamze, str. 201.

634 Tamze, str. 202.

835 por. tamze, str. 203.
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7.5.

Spoteczni konstruktywisci nie neguja, iz czysto formalno-logiczne aspekty
dowodéw pelnia w matematyce bardzo duza rolg. Jednak dowody ,,staja si¢
rzeczywistoscig, jesli o ich wiarygodnosci oraz prawomocnosci decyduje
przekonanie 1 akceptacja okre$lonej nie tylko jednostki, ile wspoOlnoty

matematykow” 636

. Akceptacja dowodu jest przy tym uzalezniona od szeregu
czynnikow — uzdolnien i mozliwosci zawodowych, od tego, czy matematyk
akceptuje  ,kryteria  perswazji odpowiadajace  okre§lonemu dowodowi
matematycznemu”, ktore to kryteria majg w duzym stopniu wymiar spoieczny‘m.
Warto tu doda¢, iz problemy epistemologiczne podejmowane przez spolecznych
konstruktywistow nie sg bez znaczenia dla kwestii roli wizualizacji w poznaniu
matematycznym.

W ramach podsumowania warto rozwazy¢ pytanie: na ile charakterystyka
rzeczywistej praktyki matematykow ma znaczenie filozoficzne? Co blizsza analiza
praktyk matematykow moze powiedzie¢ co§ o samej matematyce? Wedtug
Thomasa Tymoczko ma ona znaczenie kluczowe: ,to praktyka matematyki jest
zrodtem réznych filozoficznych watpliwosci (perplexities), ktore mozemy wigzac z
matematyka, oraz to praktyka dzierzy klucz do rozwigzan, ktoére mozemy

otrzymac” 638

. Zaznaczmy jednak, iz konsekwencje badan nad praktyka dla
ontologii matematyki, czy tez jej relacji z naukami empirycznymi nie sg

jednoznaczne.

Problem wizualizacji w literaturze wspolczesnej

Jak wspominatem powyzej, problematyke wizualizacji w matematyce
mozna rozwaza¢ w kontek$cie szerszego wspoOtczesnego nurtu w epistemologii
matematyki, kladacego nacisk na rzeczywistg praktyke matematykow. Najogolniej

rzecz biorgc, przedmiotem rozwazan staje si¢ tu wigc rola narysowanych

636 Tamze, str. 268.
837 Tamze, str. 268.
638 Tymoczko, T., New Directions..., Str. 125.
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diagramow, wizualizacji wewnetrznych czy tez wizualizacji komputerowych w
poznaniu matematycznym — w dowodach jak rowniez inne funkcje epistemiczne,
jak odkrycie, czy wyjasnianie.

Prowadzone w ostatnich latach badania nad wizualizacjami wpisujg sig
jednak rowniez W inne nurty obecne we wspotczesnej epistemologii. Po pierwsze,
sg to prowadzone przez psychologdw i kognitywistow badania nad percepcja
wzrokowa, czy ogdlniej procesami poznawczymi zwigzanymi ze zmystem wzroku.
Po drugie, istotne znaczenie dla wzrostu zainteresowania wizualnymi
reprezentacjami  obiektow  matematycznych majg ogromne mozliwosci
obliczeniowe komputerow, zezwalajacyh m.in. na wizualng reprezentacj¢ bardzo
skomplikowanych obiektow matematycznych. Wymienione kierunki badan nie
wyczerpujg przy tym listy; jak pisze Paolo Mancosu, ,renesans zainteresowania
wizualizacjami w logice 1 matematyce pojawit si¢ w konsekwencji rozwoju badan
w kilku réznych obszarach, w tym w informatyce, matematyce, edukacji
matematycznej, psychologii kognitywnej, oraz filozofii”®*.

Przyjrzyjmy si¢ wiec blizej, jaka problematyka jest przedmiotem prac
dotyczacych wizualizacji w matematyce. Punktem wyjScia dla nawrotu
zainteresowan wizualizacjami jest to, iz stosowanie diagramow, wykresow, jak
rowniez mySlenie wizualne, jest bardzo istotnym elementem praktyki
matematykow. Wizualizacja nie musi by¢ postrzegana jedynie jako narzedzie
zbedne i szkodliwe — przeciwnie — wbrew wspomnianym wcze$niej argumentom
przeciwnikéw diagramdéw, sa one Ww rzeczywistosci stosowane nagminnie.
Wizualizacje pozwalaja zapozna¢ si¢ z obiektami matematycznymi, jak to si¢
zwykle ujmuje, ,,wyrobi¢ sobie intuicje” zwigzane z niektorymi z nich. Moga
stuzy¢ jako ilustracje przy przedstawianiu nowych poje¢ matematycznych, czy w
celu lepszego zrozumienia niektérych dowodow, sa roéwniez ogromnie wazne w
nauczaniu matematyki. To, jak bardzo wizualizacje cenig sobie sami matematycy
dobrze obrazuje nastgpujaca wypowiedz znanego matematyka Michaela Atiyaha,

wygloszona na jednej z konferencji:

639 Mancosu, P., Visualization in Logic..., str. 13.
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Najwazniejszym aspektem wzrostu zainteresowania wizualizacjami jest ich
rola w uzasadnianiu twierdzen matematyki — w matematycznych rozumowaniach
oraz przede wszystkim w dowodach. Temu zagadnieniu poswigca si¢ tez najwiece]
miejsca w pracach dotyczacych filozoficznych aspektow wizualizacji. Rzadko
podwazana jest przy tym teza, iz kazdy dowdd mozna w ostatecznosci (1 w teorii)
podda¢ rekonstrukcji w teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla, czy innym systemie
sformalizowanym, nie neguje si¢ tez, iz intuicja przestrzenna jest w wielu
przypadkach zawodna. Mimo to zauwaza si¢, iz rola diagraméw w uzasadnianiu
zdan matematyki jest o wiele wieksza, niz dotychczas utrzymywano. Zwraca si¢ tu

uwage na to, iz:

1) Wizualizacje moga by¢ istotng czescig rozumowan

2) Moga one zasugerowac, jak moze przebiega¢ dowod twierdzenia

3) Wizualizacje moga by¢ inspiracjg do sformutowania nowego twierdzenia

4) Pewne fakty matematyczne bytyby bardzo trudne do odkrycia bez wizualizacji
takich, jak animacje, czy grafika komputerowa

Analizowana jest przy tym rola wizualizacji nie tylko w geometrii i analizie
matematycznej, ale i1 w wielu innych galeziach matematyki, jak teoria fraktali,
topologia, teoria krat, teoria grafow, a nawet arytmetyka czy logika. Nalezy tu tez
podkresli¢, iz oddziatywanie wizualizacji jest w ostatnich latach spotegowane
ogromnymi mozliwosciami komputeréow, dzigki ktorym mozliwa jest wizualna
prezentacja bardzo skomplikowanych obiektow matematycznych albo takich,
ktorych wykonanie odreczne byloby zbyt czasochlonne. Dodajmy tez, ze z
wizualizacjami komputerowymi wigzg si¢ szczegolne problemy filozoficzne, o
ktorym blizej przyjrze si¢ w dalszej czgsci pracy.

Czesto stawiang tezg jest, 1iZ mozna mowi¢ o specyficznych rozumowaniach -
rozumowaniach diagramowych (czy wizualnych) — ktore moga stanowié
pelnoprawne uzasadnienie dla zdan matematycznych. Znawca problematyki
diagramow, Kenneth Manders pisze, iz ,sam fakt istnienia obiektow

geometrycznych (geometricals), ktorych nie mozna przedstawi¢ za pomoca
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1)

2)

3)

diagramu, jak na przyktad krzywe wypetniajace przestrzen, badz ogdlne geometrie
Riemanna, nie stanowi argumentu przeciw zasadno$ci (justificational adequacy)
tradycyjnych rozumowan opartych na diagramach™®®. Podkresla si¢ tutaj wiec, iz
pewne wady, czy stabo$ci diagramoéw nie powinny by¢ powodem do zupelnego ich
odrzucenia jako wartosciowego zrodla poznania matematycznego.

W zwiazku z powyzszym, jednym z gtownych zagadnien poruszanych
we wspotczesnej literaturze jest to, w jakim stopniu diagram moze by¢ elementem
dowodu matematycznego w sposdb wiarygodny i nie prowadzacy do btedow? Czy
rozumowanie matematyczne oparte w jaki§ sposob na diagramie dostarcza
warto§ciowego 1 wiarygodnego poznania matematycznego? W omawianych przez
mnie tekstach pojawiajg si¢ bardzo rézne odpowiedzi na te pytania. Mieszczg si¢
one, ogolnie rzecz biorgc, pomigdzy dwoma skrajnymi pogladami. Pierwszy to
poglad tradycyjny, odmawiajacy wizualizacjom jakiejkolwiek istotnej poznawczo
roli w dowodach matematycznych. Druga skrajnoscia jest czasem utrzymywana
teza o istnieniu ,,dowodow wizualnych” dla niektorych twierdzeh matematycznych.
Zgodnie z tg teza, niektore reprezentacje graficzne moga same w sobie stanowic
dowody twierdzen, badz wystarczajace uzasadnienie dla niektorych twierdzen,
powodujac, iz ,tradycyjny” ich dowdd staje si¢ niepotrzebny. Dodatkowo mozna
oczywiscie wymieni¢ duzo stanowisk ,,posrednich™®. Stanowiska te przyjmuja na

ogot ktdéras z nastepujacych tez:

Mozna mowi¢ o rozumowaniach diagramowych — sg one rozumowaniami
rownoprawnymi w stosunku do rozumowan ,tradycyjnych” — opartych na
zdaniach.

Rozumowaniom diagramowym mozna nadaé posta¢ rownie Scista, co
rozumowaniom bedacym ciggami formut.
Mozna méwi¢ o dowodach diagramowych - diagramy same w sobie mogg stanowi¢

wystarczajgce uzasadnienie dla niektorych twierdzen.

%0 Manders, K., Diagram-Based..., str. 66.
81 por., Hanna, G., Sidoli, N., Visualisation and proof..., str. 74-77.
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1)

2)

3)

4)

5)
6)

Dodajmy tu jeszcze, iz polski badacz problematyki diagramow Zenon Kulpa
proponuje nawet przyjac, iz badanie roli diagraméw w poznaniu mozna uznaé za
oddzielng nauke, ktorg proponuje nazwac diagramatyka (diagrammatics). Mozna ja
okresli¢ jako dziedzine, ktora zajmuje si¢ ,,badaniem diagraméw jako Srodkow
stuzacych do reprezentacji i przetwarzania Wiedzy”642. Jej gléwne cele oraz pytania

mozna sformutowac nastepujaco:

Jaka rolg wizualizacje petnig w rozumowaniach — z punktu widzenia formalnego
jak i psychologicznego?

Na ile mozna méwic o specyficznie diagramowych rozumowaniach?

Jak uczyni¢ rozumowania diagramowe bezpiecznymi logicznie, $cistymi, oraz jak
systematycznie analizowac ich strukture (m.in. okreslenie kryteriow, ktore powinny
spetiac takie rozumowania)

Jak oceni¢, w jakim stopniu reprezentacje wizualne sg istotne dla formowania si¢
przekonan matematykow?

Czy mozliwe jest w ogole mowienie o dowodach wizualnych/diagramowych?

Jak mozna sformulowa¢ nowa, ogolna definicja rozumowania, wnioskowania,
dowodu, a moze nawet twierdzenia — takie, ktore pozwoli na méwienie o powyzej

wspomnianych dowodach

Dodajmy, iz analiza rozumowan diagramowych moze poglebi¢ rozumienie tego,
czym jest w ogolnosci rozumowanie i dowdd w matematyce. Jak pisze John
Mumma, ,,odrzucenie tradycyjnego pogladu na diagramy i1 dowod otwiera przed
filozofia matematyki bogaty wachlarz zjawisk (rich range of phenomena).
Prowadzenie badan zapowiada nie tylko glebsze zrozumienie sposobu na jaki
rysunki moga dowodzi¢ ale, o czym jest przekonany, glebsze zrozumienie ogolnej

natury dowodu matematycznego”643.

642 Kulpa, Z., Main Problems..., str. 75.
%3 Mumma, J., Pictures, Proofs..., str. 27.
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Rozdzial 8. Wizualizacje w roznych dzialach
matematyki - przyklady, dyskusja i préba
klasyfikacji

W niniejszym rozdziale dokonuj¢ przegladu wazniejszych typow
wizualizacji w matematyce. Jak pisatem w poprzednim rozdziale, do poczatku XX
wieku zagadnienie wizualizacji oraz intuicji przestrzennej rozwazane byto gtownie
w odniesieniu do geometrii, a czeSciowo rowniez do analizy matematycznej. W
rozwazaniach ostatnich lat analizowana jest rola diagramow w ro6znych gateziach
matematyki. Wskazane jest zatem zaprezentowanie jakie diagramy, i szerzej — jakie
typy wizualizacji zwigzane sa z roéznymi galeziami matematyki, oraz jakie
problemy filozoficzne sa z nimi zwigzane. Wymienione tu przyktady beda
dodatkowo stuzyly jako pewna ,,baza empiryczna” dla dalszych rozwazah mojej
pracy, w ramach ktorych, analizuj¢ rol¢ tych diagraméw (czy szerzej —
wizualizacji) w poznaniu matematycznym.

W poszczegdlnych podrozdziatach omawiam wazniejsze typy wizualizacji.
W  pierwszym rzedzie rozrdézniam tu pomigdzy diagramami metrycznymi
(cigglymi) a diagramami dyskretnymi644. Do tej pierwszej grupy nalezg przede
wszystkim analizowane juz przeze mnie diagramy w geometrii 1 analizie
matematycznej. Tymi nie zajmuj¢ si¢ szerzej w tym rozdziale — niektore
wspotczesne ujecia roli diagramu w geometrii poswigcony jest rozdziat kolejny. Na
diagram dyskretny, skladaja si¢ z kolei wyraznie odroznialne elementy
reprezentujgce majacych na celu reprezentowanie poszczegdlnych obiektow

matematycznych (takiej samej, dyskretnej natury). Tutaj rozwazam wiec diagramy,

844 Rozroznienie te wprowadzone jest w tym miejscu pracy w sposob ogélny i nazwijmy to,
“roboczy” — blizej typologi¢ diagramow rozwazam w rozdziale dziesiatym.
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z ktorych korzystajg matematycy w teorii liczb, teorii grafow, logice oraz algebrze.
Do grupy diagraméw metrycznych, czy ciagtych, mozna z kolei zaliczy¢ rysunki
geometryczne, oraz diagramy w analizie matematycznej.

W dalszej kolejnos$ci zajme si¢ szerzej wspomnianymi w poprzednim
rozdziale eksperymentami komputerowymi. Podaje¢ wiec kilka przyktadow
wizualizacji komputerowych 1 rozwazam, jakie specyficzne problemy filozoficzne
mozna z nimi wigzac.

W  kolejnym podrozdziale omawiam nieco inng perspektywe na
wizualizacje w poznaniu matematycznym, ktorg przedstawia Marcus Giaquinto.
Czgs$¢ jego pracy Visual Thinking in Mathematics poswigcona jest mianowicie
elementom wizualnego myslenia na polu zazwyczaj nie zwigzanym z
wizualizacjami, tzn. w odniesieniu do praktyki obliczen, czy wyobrazen
wizualnych zwigzanych z osig liczbowa.

W ostatniej cze$ci rozdziatu przyjrze sie krotko rachunkom diagramowym
oraz ich zwigzkom z tematyka mojej pracy. ,,Rachunki diagramowe” to inaczej
formalne systemy, w ktorych rola diagramow jest $cisle okreslona i rozwazana na
takim samym poziomie, co reprezentacje symboliczne. Nie jest tutaj moim celem
blizsza analiza tych rachunkéw, nalezy o nich jednak wspomnie¢, gdyz ich istnienia
rzuca nowe S$wiatlo na to, czym jest, 1 moze by¢ diagram w poznaniu
matematycznym.

Nie omawiam tutaj diagramow w geometrii, im bowiem poswigcony bedzie

w calosci rozdziat kolejny.

8.1. Wykresy funkcji rzeczywistych jako diagramy metryczne

Jak wspominalem powyzej, diagramami metrycznymi s3 przede wszystkim
diagramy geometryczne i wykresy badane analizy matematycznej. Tym typem
diagramow zajmowatem si¢ gtownie w dotychczasowej czesci pracy, nie bede wiec
tu ich dokladniej opisywat. Chciatbym jedynie podkresli¢, Ze diagramy metryczne

wyroznia to, ze ich fizyczne elementy reprezentuja zbiory o mocy continuum, czy
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264 " Jest tak zaréwno w przypadku

tez, jak pisze Kulpa, ,ciaggle dziedziny
geometrii, jak i analizy matematycznej. W przypadku tej drugiej mowa tu jest
przede wszystkim o funkcjach, ktérych dziedzing i zbiorem wartosci sg podzbiory
zbioru liczb rzeczywistych. Nalezy tu zaznaczy¢, ze to diagramy metryczne rodzg
najwiece] problemow. Jest tak, poniewaz, zmyst wzroku nie jest w oczywisty
sposob w stanie wychwyci¢ wielu wilasnosci funkcji ciggtych. Bylo tak w
przypadku wspominanych w poprzednim rozdziale funkcji ciaglych-nigdzie
rézniczkowalnych, ale takze w prostszych przypadkach poszukiwan stycznej do
krzywej.

Mimo to, wykresy funkcji sa w analizie matematycznej bardzo wygodnym
narzgdziem. Jest tak migdzy innymi, poniewaz wiele wlasno$ci matematycznych
funkcji posiada naturalne odpowiedniki w wizualnych wtasno$ciach ich wykresow.
Podajmy kilka przyktadow: miejsce zerowe funkcji to punkt na osi, w ktoérym
funkcje przecina 0§ OX; funkcja jest rosnaca, gdy ,,podnosi si¢”, gdy $ledzimy ja
wzrokiem od lewej do prawej strony (uzywam tu celowo prostego, czysto
wizualnego jezyka); argument, dla ktorego pochodna jest rowna 0, to argument, dla
ktérego krzywa, ,,przechodzi” z rosnacej w malejaca, badz tez mowiac najproscie;,
szczyt ,,pagorka”, ktorym jest wykres funkcji. Funkcje ciagle taczymy zazwyczaj z
wykresami nieprzerwanymi, tzn. mowigc najprosciej — takimi, ktéore mozemy
narysowac¢ bez odrywania r¢ki od kartki papieru. Pewne wiasnosci funkcji wydaja
si¢ wiec mie jasne interpretacje ,,wizualne” — z nimi tez bywaja wigzane
przekonania zwigzane z prawdziwoscig poszczegoélnych twierdzen opartych o
diagram. Jak pokazywatem w poprzednim rozdziale, intuicje i oczekiwania moga

by¢ zwodnicze.

8.2. Diagramy dyskretne

Diagramy dyskretne sg, zgodnie z ich ,,roboczg” klasyfikacja wprowadzong we

wstepie, drugim podstawowym typem diagramow. Za diagramy dyskretne mozna

85 Kulpa, Z., Main Problems..., str. 79.
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uzna¢ bardzo wiele typow reprezentacji przestrzennych nalezacych do wielu
dziatbw matematyki. Mozna ogo6lnie uznaé, iz w przeciwienstwie do np.
diagramow w geometrii, z diagramami dyskretnymi nie byly na ogét wigzane takie
problemy filozoficzne, jak z metrycznymi. Do niedawna rzadko tez byla na
powaznie rozwazana epistemiczna rola diagraméw w galeziach matematyki
dyskretnej. Sprobuje tu pokaza¢, iz rowniez fakty z m.in. teorii liczb mozna z
sukcesem reprezentowac graficznie. Od polowy XX wieku spore znaczenie w
matematyce zyskaty réwniez teoria grafow czy teoria krat, ktore w sposob istotny
wykorzystujg diagramy — mimo, Ze majg rowniez swoje czysto symboliczne,
algebraiczne ujecie. Im tez si¢ tu blizej przyjrze.

Zacznijmy od teorii liczb. Pojecie liczby, jak si¢ wydaje, bardzo szybko
wyemancypowalo si¢ od reprezentacji wizualnych, znajdujac juz we wczesnej
starozytnos$ci interpretacje czysto symboliczng. Istnieje jednak bardzo naturalny
sposob wizualizacji pojecia liczby, za pomoca pewnego typu nieodréznialnych od
siebie wzajemnie obiektow — np. kwadracikow, kropek, czy innych prostych
obiektow. Wydaje si¢, ze stosowanie takiej reprezentacji liczb moglo by¢
powszechne we wczesnej fazie rozwoju arytmetyki. Wizualizacja takich kropek,
jak réwniez manipulacja na nich, moze by¢ czeScia elementarnej praktyki
matematyczne] a nawet spelnia istotne funkcje epistemiczne. Michael Resnick
twierdzi, 1z czgSciowo w ten sposob uprawiali arytmetyke Grecy, osiggajac w ten
sposob wiele interesujacych wynikow®®. Przyktady tego typu diagraméw rozpatrze
w rozdziale ostatnim, w ktorym omawiam role wizualizacji w dowodach i
rozumowaniach w matematyce.

Inng, bardzo wazng wspotczesnie gatezia matematyki dyskretnej, o ktorej
warto wspomnie¢ w konteks$cie diagramoéw jest teoria grafow. W teorii grafow
diagramy sa o wiele istotniejsze, niz w teorii liczb, poprzez bardzo silny zwigzek
pojecia grafu z jego interpretacjg wizualng. Graf definiuje si¢ oczywiscie w sposob
czysto symboliczny jako par¢ (V, E), gdzie V jest (niepustym) zbiorem

wierzchotkow, a E zbiorem krawedzi, czyli nieuporzadkowanych par wierzchotkow

%6 por. Bondecka-Krzykowska, |, Matematyka w ujeciu strukturalnym, Wydawnictwo Naukowe
UAM, Poznan 2007, str. 76.
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(w przypadku graféw skierowanych — par uporzadkowanych). Mozna wigc
powiedzie¢, iz graf to nic innego jak zbior z zadang na jego elementach relacja
dwuargumentowa.

Bardzo istotng cecha grafow (skonczonych) jest to, iz sg tatwo

wizualizowalne. Oto dwa proste przyktadow grafow:

Rys.1.

Wiele wlasnos$ci grafow jest bardzo silnie zwigzana z wlasno$ciami wizualnymi ich
reprezentacji. Graf spojny to taki, ktory sktada si¢ z ,,jednego kawatka”; Sciezka to
,,clag krawedzi Vo,...v, taki, ze mozemy ,,przej$¢” od Vo do v, ,,po krawedziach”
grafu w ten sposéb, ze zaden wierzchotek ani zadna krawedz si¢ nie powtarza, itd.
Niekiedy pojecia grafowe mozna definiowa¢ przez odwotanie do takich intuicji,
tak, ze w definiensie obecne sa wlasnosci wizualne, definicje takie sg tez zupeknie
jasne dla matematykow (mozna tu wspomnie¢ cho¢by o wspomnianym pojeciu
»sciezki”). Z pewnosciag wspomniane wilasnosci mozna tatwo wyrazi¢ w jezyku
czysto symbolicznym, w terminach teorii relacji; jednak fakt, iz nawet
podrecznikowe definicje tego nie czynig wskazuje jak wazng role w teorii grafow
spetniaja diagramy647.

Warto tu tez doda¢, iz w teorii grafow istniejg problemy, w ktérych aspekt
przestrzenny gra role wazniejsza, niz jedynie formy reprezentacji. Nalezy tu przede
wszystkim wskaza¢ na pojeciu grafu planarnego, a wigc grafu, ktéry mozna

narysowa¢ w taki sposob, aby zadne dwie krawedzie si¢ nie przecinaly, tzn. aby

47 . . , . .. , . Sy . ..
®7 Wizualne i mnogo$ciowe rozumienie graféw rozwaza np. James Robert Brown, podkreslajac, iz

wiele wlasnosci graféw (jak np. spdjno$¢ czy planarno$¢) mozna w naturalny sposob okresli¢ za
pomocg wizualizacji, podczas gdy definicje mnogo$ciowe sg nienaturalne i o wiele mnigj
przejrzyste (por. Brown, J.R., Philosophy of Mathematics. An Introduction to the World of Proofs
and Pictures, Routledge, London and New York, 1999. str. 104-107).
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stykaly sic co najwyzej w wierzchotkach®®. Ta definicja ma charakter czysto
wizualny, wrecz odwotuje si¢ do wiasnosci majacych typowo wizualng
charakterystyke. W odrdznieniu od pozostatych definicji ma ona réwniez Zrodlo
wizualne — nie jest to problem z dziedziny teorii relacji, ale zostal podsunicty w
wyniku obserwacji zewngtrznych, fizycznych wlasnosci grafow (czy tez ich
reprezentacji przestrzennych, co jest w tym przypadku akurat czesto utozsamiane).
Teoria krat jest kolejng dziedzing matematyki dyskretnej, w ktorej diagramy
maja bardzo duze znaczenie. Krat¢ mozna zdefiniowac algebraicznie jako niepusty
zbior elementéw (zwany uniwersum algebry) z dwoma zadanymi operacjami 2-
argumentowymi, spetniajagcymi  odpowiednie warunki; alternatywnie, krate
definiowa¢ mozna jako zbidr cze$ciowo uporzadkowany, w ktérym istnieje kres
dolny i kres gorny®. Relacje cze$ciowo uporzadkowane maja bardzo naturalna
interpretacje graficzng, ktéra jest bardzo czesto uzywana do reprezentacji
przestrzennej krat. Bardzo duze znaczenie reprezentacji przestrzennych w teorii
krat potwierdza, jak miato to réwniez miejsce w przypadku teorii grafow, bardzo
duza ilos¢ diagraméw wystepujaca w kazdym podreczniku i pracy dotyczacej tej
dziedziny. Warto tu wspomnie¢ chociazby o wydanej w ostatnich latach ksigzce
dotyczacej kongruencji w kratach, autorstwa wielkiego eksperta w tej dziedzinie,
Georga Gritzera. Nosi ona tytul The Congruences of a Finite Lattice. A Proof-by-
Picture Approach. W ksigzce tej, wypelnionej diagramami, autor stawia sobie za
cel przyblizania idei przedstawianych dowodéw przy pomocy diagraméWGSO.
Diagramy krat podlegaja w bardzo ,,poreczny” sposob analizie wizualne;.
Operacje algebraiczne okreslone na elementach kraty mozna nada¢ prosto
interpretacje wizualne. Diagramy teorii krat wygladaja podobnie, jak diagramy
teorii grafow (kazdy z typow diagramoéw reprezentuje bowiem relacje 2-
argumentowe). Wizualnym odpowiednikiem ,,X jest w relacji z y”, nie jest tu

wlasnos$¢ graficzna ,,istnieje krawedz taczaca x i y” (jak byto to w przypadku

%8 Dodajmy, iz polski matematyk Kazimierz Kuratowski udowodnil, ze graf jest planarny wtedy i
tylko wtedy, gdy nie zawiera on grafu Ks (petnego na 5 wierzchotkach), grafu K3z, ani grafu
homeomorficznego do ktorego$ z nich.

89 7bior czesciowo uporzadkowany to zbidr z zadana relacja ktora jest zwrotna, przechodnia i
antysymetryczna (zwang rowniez relacja czesciowego porzadku).

850 por. Gritzer, G., The Congruences of a Finite Lattice. A Proof-by-Picture Approach, Birkhiuser,
Boston-Basel-Berlin 2006.
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grafow), ale ,,istnieje Sciezka, prowadzgca od x do y, ktore biegnie z dotu do gory”.
Rozwazmy tu pewien znany przyktad kraty. Uniwersum elementéw jest zbior
potegowy zbioru trzyelementowego {a,b,c}, a relacja czesciowego porzadku jest

relacja ,,nalezenia do zbioru”.

{a,b,c}
{a,b} {a,ct ib,c}
/ \/
S AN
{a} {b} {c}
&

Aby przekonac sig, czy X jest w relacji z y (w tym przypadku: X C y), nalezy
jedynie sprawdzi¢, czy X jest ,pod” y w diagramie, oraz polaczony z nim
odpowiednig $ciezka. Co wigcej, bardzo prosta (i uzywang w rozumowaniach)
reprezentacjg wizualng funkcji maksimum na elementach kraty, ktorg tu jest suma
zbiorow. Dla elementéw X oraz Yy, ich sumg jest najnizszy element, ktéry jest
zarowno nad X, jak i nad y.

W teorii krat, podobnie jak w teorii grafow, diagramy sa wigc doskonalym
srodkiem w nauczaniu oraz narzgdziem heurystycznym. Mozna uzna¢, ze sg one tu
jednak czym$ wigcej. Pojecie matematyczne sg tu bardzo silnie zwigzane z
reprezentacjami przestrzennymi. Wiele operacji 1 rozumowan moze by¢ tu
przeprowadzonych ,,na rysunku”, tzn. przez analiz¢ jego czysto wizualnych cech.

Jest tak, poniewaz diagramy bardzo wyraznie 1 jednoznacznie reprezentuja
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odpowiednie obiekty matematyczne. Zwro¢my uwage, iz takiej wtasnosci nie miaty
diagramy metryczne.

Piszac o wizualnym aspekcie struktur algebraicznych nie mozna nie
wspomnie¢ o teorii grup. Teoria grup, ktora jest bardzo waznym poddziatem
algebry abstrakcyjnej, w duzym stopniu wyrosta z badan nad symetrig w
matematyce. Symetrie w grupach, czy innych obiektach matematycznych majg
formalnie okre§lone znaczenie. Zrédtem rozwazan nad symetryczno$cia wydaje sie
by¢ jednak przede wszystkim percepcja wzrokowa, za pomocg ktorej dostrzegamy
symetryczno$¢ obiektow fizycznych (przede wszystkim chodzi tu o zwykls
symetri¢ osiowa). Grupa jest wiec zbior symetrii kwadratu, czy tez zbiory
przeksztalcen réznego typu cial. Pojecie grupy wiazali tez z intuicja przestrzenng
Felix Klein oraz Henri Poincare. Dla tych matematykéw pojecie grupy byto bardzo
mocno zwigzane intuicjag wizualng, o czym wspominalem w poprzednich
rozdziatach. Nalezy tu oczywiscie zaznaczy¢, iz grupy nie posiadaja na ogot tak
wygodnych reprezentacji przestrzennych, jak grafy, stad tez w praktyce
specjalistow z tej dziedziny diagramy stosowane sa o wiele rzadziej niz np. w teorii
krat, czy teorii grafow.

Na koniec mozna tu réwniez wspomnie¢ o diagramach w teorii mnogosci 1
logice. Rowniez w tych gateziach matematyki diagramy sa spotykane rzadko.
Mimo to, proby przestrzennej reprezentacji zalezno$ci logicznych pomiedzy
zdaniami (czy pojeciami) przeprowadzane byly od poczatkow logiki. W pracy
Mechanization of Reasoning in a Historical Perspective Roman Murawski i Witold
Marciszewski wspominajg tu na przyktad, iz diagramy stosowne byty w logice juz
przez Arystotelesa, jak rowniez Porfiusza 1 sredniowiecznego filozofa Raymonda
Lulla®*,

Najbardziej znanymi i praktycznymi diagramami logicznymi sg jednak
diagramy Venn’a, ktore stworzone zostaly w celu reprezentacji rozumowan

sylogistycznych. Na digramie Venn’a kazdy z trzech terminow sylogizmu

%1 Marciszewski, W., Murawski R., Mechanization of Reasoning in a Historical Perspective,
Rodopi, Amsterdam-Atlanta 1995, str. 153.. Jak podkre$laja autorzy, ,.diagram logiczny mozna
zdefiniowaé jako taka dwuwymiarowa figure geometryczna, ze relacje przestrzene sa izomorficzne
ze strukturg zdania logiki” (tamze, str. 153).
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reprezentowany jest przez jeden z okregow. Punkty znajdujace si¢ w danym okregu
sg rozwazane jako elementy klasy reprezentowanej przez dany okrag (czy tez
obiekty posiadajace wlasno§¢)®*. Za pomoca takich diagramoéw mozna sprawdzaé
zalezno$ci logiczne.

Warto tu doda¢, iz zastosowania diagramow w logice nie ograniczajg si¢ do
diagramow Venn’a. Mozna tu wymienie¢ chociazby historyczng juz notacje
Fregego, czy wykorzystywane dzi§ z powodzeniem w logice zdan i logice

predykatow drzewa semantyczne.

8.3. Wizualne eksperymenty

Jak wspominalem w poprzednim rozdziale, jednym z istotnym czynnikéw, ktore
doprowadzily do wzrostu zainteresowania wizualizacjami w filozofii matematyki
sa zastosowania komputerow w praktyce matematycznej. Zastosowani te prowadza
one do szeregu problemow, o ktorych wspominatem juz w poprzednim rozdziale®>,
Badania nad ,,eksperymentami matematycznymi” (ktore terminy si¢ czgsto — nie
bez kontrowersji — uzywa) rozwijaja si¢ w ostatnich latach w bardzo szybkim
tempie. Istnieje czasopismo poswiecone jedynie eksperymentom w matematyce,

instytuty, ksiazki oraz spora ilo§¢ stron internetowych ®*. W szczegolnosci

interesowac bedzie mnie typ eksperymentow zwigzany z mozliwoscia graficznej

2 . . . . ey . . . .
852 por. tamze, str. 154. Diagramy Venne’a posiadaja oczywiscie swoje ograniczenia. Podstawowe z

nich to ilo§¢ okregow (odpowiadajacych zbiorom, czy terminom sylogizmu), ktére mozna zamiesci¢
na jednym diagramie. Z drugiej strony, sg one reprezentacjami do$¢ elastycznymi — mogg by¢ uzyte
do rozwigzywania prostych probleméw klasycznego rachunku zdan, a podobne do nich diagramy
Eulera bardzo dobrze nadajg sie do reprezentacji zbiordw.

Tematem moich rozwazan nie bedzie wiele z probleméw rozwazanych w poprzednim rozdziale.
w szczego6lnosci chodzi tu o kwestie dowodow komputerowych, ich wiarygodnosci, czy mozliwos$ci
przejrzenia i ogarnigcia przez jednego matematyka. Przeciwnie, wizualizacje komputerowe na ogot
ulatwiajg poznanie skomplikowanych obiektéw matematycznych, przedstawiajac duzo informacji
,,haraz”, zamiast je ukrywac¢ w niedostepnych przez swdj ogrom obliczeniach.
8% Czasopismem tym jest The Journal of Experimental Matematics, zatozone w 1992 roku. J.
Borwein i D. Bailey podajg kilkadziesiat stron internetowych poswieconym w catosci, badz w czgsci
eksperymentom w matematyce (Borwein, J., Bailey, D., Mathematics by Experiment. Plausible
Reasoning in the 21% Century, A K Peters, Ltd., Natick, Massachusetts 2004, str. 27-31).
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prezentacji (tzn. w postaci jakiego$ typu diagramu) na ekranie monitora bardzo
skomplikowanych obiektow matematycznych. Grafika komputerowa pozwolita
matematykom przedstawia¢ efekty ogromnej ilo$ci obliczen w postaci jednej
reprezentacji przestrzennej (a nie np. listy skladajacej si¢ z miliona linijek).
Diagramy sporzadzone przez komputer zawierajag wigc ogromng liczbe informacji
sg przy tym rowniez bardzo doktadne.

Czym sa zatem ogolnie eksperymenty w matematyce oraz dlaczego pojawia si¢
tu termin ,.eksperyment”, laczony przeciez zazwyczaj wylacznie z naukami
empirycznymi? Wspoélczesne rozwazania nad eksperymentami skupiajg si¢ na
analizie zastosowan komputer6w w matematyce. Pojecie eksperymentu w
matematyce jest szersze. Jak pisze wydawca pisma Journal of Experimental
Mathematics, ,,wiele eksperymentoéw matematycznych jest w dzisiejszych czasach
wykonywanych na komputerach, ale inne sag wcigz wynikiem pracy z otowkiem i
kartkg papieru, istnieje rowniez wiele innych technik eksperymentalnych, jak
budowanie fizycznych modeli”®°. Zgodnie z ta uwaga chciatbym podkresli¢, iz
pojecie eksperymentu, czy tez sama praktyka matematykow zawierajaca elementy,
ktére nazywamy ,.eksperymentowaniem” nie s3 czym$ zupelnie nowym w
matematyce. Z ,geometrycznych” eksperymentow, a wiec wykonywania
rysunkéw, ktorych ksztatt nie byt uprzednio znany w celu sprawdzania hipotez,
albo po prostu badania wtasnos$ci obiektow matematycznych znani byli juz Isaac
Newton, czy C.F. Gauss. Nalezy tu tez przypomnie¢ filozofi¢ matematyki Ch.S.
Peirce’a. Peirce podkreslat, Ze eksperyment z diagramem jest jednym z
podstawowych zrodel wiedzy o obiektach matematycznych. Eksperyment grat tez
role epistemologie¢ matematyki quasi-empirystow, w szczegdlnosci Lakatosa.
Wreszcie mozna wspomnie¢ o roli ,,eksperymentéw myslowych” w matematyce, o
ktorych dopuszczalno$¢ w matematyce spory prowadzili nawet Zermelo z
Gentzenem®®,

Czym wigc jest eksperyment w matematyce? Filozof matematyki Bart van

Kerkhove pisze, iz mozna go rozumie¢ jako ,,szereg kontrolowanych przeksztatcen

% Httpp://www.expmath.org/expmath/philosophy.html, za: Baker, A., Experimental Mathematics,
,Erkenntnis”, Vol. 68, 2008, str. 335.
%6 Ppor. Piotrowska, E., Teoria i eksperyment..., str. 126.
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badanych obiektow, majacy na celu wytworzenie (invoking) szczegolnego rodzaju

wartosciowego/pozadanego doswiadczenia” o7

Przytoczmy rowniez, jak
eksperyment matematatyczny charakteryzuje polska filozof matematyki Anna
Lemanska, przyrownujac je do eksperymentow w nauka przyrodniczych: ,,mamy tu
do czynienia z ,przygotowaniem danego obiektu, z wywolaniem w nim — w
okreslonych przez eksperymentatora warunkach — zmian, z obserwacja
zachodzacych procesow, pomiarem interesujgcych wielkosci. Na podstawie
uzyskanych danych zaré6wno przyrodnicy, jak i matematycy, formutujg hipotezy
dotyczace badanego stanu rzeczy. Nastepnie czesto wysunigta hipoteze testuja,

» 898 \Wspomnianymi w tych definicjach

przeprowadzajac nowe eksperymenty
przeksztalceniami obiektow matematycznych moze by¢ obracanie w przestrzeni
diagramow geometrycznych, przeksztalcanie rownan (jak powiedziatby Peirce) — a
takze reprezentacja przestrzenna faktow i poje¢ wczes$niej nie poddanych takiej
interpretacji. Powyzsze definicje nawigzuja jednak przede wszystkim do
zastosowan komputeréw w przypadku ktorych rowniez dokonujemy manipulacji na
obiektach matematycznych. Roznica wydaje si¢ by¢ przede wszystkim ilosciowa —
komputer, wykonujac ogromng liczbe obliczen, moze wytworzy¢ obraz, ktorego
konstrukcja metodg tradycyjna zajeta by ludziom wiele dni, albo miesiecy.
Zaznaczmy na poczatku, iz duza cze$¢ ,,eksperymentéw” w matematyce nie
jest, albo nie musi by¢ zwigzana z wizualizacjami. Sg to réznego rodzaju
obliczenia, wykonywane przy okazji badan np. z teorii liczb. Mozna wymieni¢
sprawdzanie dla ogromnej ilosci przypadkéw pewnych hipotez, jak znanej hipotezy
Goldbacha (gtosi ona, iz kazda liczbe naturalng wigkszg niz 3 mozna przedstawic¢
jako sume dwoch liczb pierwszych). Prowadzi si¢ réwniez czgsto badania nad
szeregami nieskonczonymi, czy rozwini¢ciami dziesi¢tnymi liczb. Badania takie
mozna w pewnym sensie nazwaé ,,indukcyjnymi”, o ile polegaja one na
sprawdzaniu bardzo duzej liczby przypadkoéw w celu badania zachowania pewnych

liczb, badz stawiania hipotez co do ich wlasnosci.

%7 \/an Kerkhove, B., Aspecis..., str. 288.

%8 | emanska, A., Eksperyment komputerowy a istnienie obiektow matematycznych, (W) Miedzy
matematykq a przyrodoznawstwem, red. E., Piotrowska, D. Sobczynska, Wydawnictwo Naukowe
Instytutu Filozofii UAM, Poznan 1999, str. 194.
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Rozwazmy tu jeden taki przyktad. Otéz o liczbie rzeczywista powiemy, iz
jest normalna o bazie n, jesli kazdy ciagg cyfr (jakiejkolwiek dtugosci) wystepuje w
jej rozwinieciu o bazie n, takg samg ilo$¢ razy. Liczba jest absolutnie normalna,

jesli jest normalna w kazdej bazie. Rozwazmy teraz nastepujaca hipoteze®®:
Hipoteza: Kazda liczba algebraiczna jest absolutnie normalna.

J. Borwein i D. Bailey uzywaja tu komputerow w celu obliczenia 10000 tysiecy
miejsc po przecinku pierwszego 1000 liczb, nastepnie zebrane dane poddaja
pewnym testom statystycznym.

Powyzszy problem nie ma, jak si¢ wydaje, charakteru wizualnego. Jednak
bardzo duzo ,ecksperymentalnych” zagadnien, rowniez poddawanych jest
wizualizacji, tzn. tworzy si¢ dla nich reprezentacje przestrzenne.

W istocie, ,,eksperymenty” w dziedzinie teorii liczb, zwigzane sg z ogromna
liczba obliczen, ktére moga stanowi¢ trudng do ogarnigcia mase cyfr, trudng do
ogarni¢cia i nadania jej jakiego$ konkretnego znaczenia matematycznego. Nadanie
tej] masie liczb jakiego$ znaczenia, szukanie regularno$ci i struktury udaje si¢
czegsto wlasnie dzigki wizualizacjom. Ciekawe i1 wzglednie proste przyktady
zastosowan wizualizacji w teorii liczb podaja P. Borwein. | L. Jorgenson.
Rozwazaja oni binarne rozszerzenia (a wigc rozszerzenia w dwdjkowym systemie
pozycyjnym) niektorych liczb, w celu poszukiwania w nich regularno$ci. Ponizsze
dwa diagramy ukazuja 1600 cyfr rozszerzenia dziesigtnego liczb n oraz 22/7 (jak
zauwazajg wspomniani autorzy, czesto uzywanego przyblizenia liczby ),
zredukowanych mod 2°%°. Inaczej mowiac, nieparzystym cyfrom w rozszerzeniu

odpowiada ,,zamalowany kwadracik”, a parzystym ,,niezamalowany”.

%9 por. Borwein, J., Bailey, D., Mathematics... Rozdziat 4, Baker, A., Experimental Mathematics,
str. 333.
%0 por. Borwein, P., Jorgenson, L., Visible Structures..., str. 901.
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[ ] =]
Colour Coding of 0,1... Colour Coding of 0,1...

Rys. 2.

Pierwsze dwa diagramy nie s3, mozna powiedzie¢, specjalnie zaskakujace. Liczba
22/7 jest wymierna, wi¢c nalezalo spodziewac¢ si¢ pojawienia regularnosci. Co do
liczby =, hipoteza, iz pojawia si¢ w jej binarnym rozwinig¢ciu jaka$ regularnos¢ nie
jest potwierdzona przez diagram, ktory wydaje si¢ by¢ zupelnie chaotyczny. W
kazdym razie rysunki naocznie ukazuja te wiasnie, oczekiwane, wlasnogci®®.
Ciekawsze wydaja si¢ kolejne przypadki. Ot6z liczba e, druga, obok m,
fundamentalna stala matematyczna bgdaca liczbg niewymierng posiada wzglednie

regularng reprezentacje graficzng mod2.

Rys. 3.

=] [mm
Colonr Coding of 0,1 Colour Coding of 0,1

%1 por. tamze, str. 906.
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Taka posta¢ diagramu mozna wzglednie prosto wytlumaczy¢ odwotujac si¢ do
pewnych wilasnosci liczby e. Jeszcze ciekawszy wydaje si¢ graficzna reprezentacja
ciggu rzeczywistych czesci liczb zespolonych iz, wzigtych modulo 3. Tu ujawnia
si¢ pewna regularno$¢ zwigzana z liczba m, ktora moze wydawac si¢ zaskakujaca.
Mozna powiedzie¢, ze wizualizacje pomagajag w obu przypadkach dojrze¢ ukryte
regularno$ci. Zalezno$ci te moga by¢ przy tym nieznane przed stworzeniem
diagramu, stajac sic w ten sposéb istotnym zrodlem odkrycia®®.

Jest to typowy problem, ktéory mozna rozwaza¢ metodami matematyki
eksperymentalnej. Sam pomyst badania rozszerzen binarnych moégt si¢ poczatkowo
pojawi¢ bez zwigzku z innymi problemami matematycznymi, jako po prostu
cieckawe pytanie, jako pretekst do ,,zabawy” czy manipulacji liczbami. Badanie
takie mogg jednak ukaza¢ istnienie nieoczekiwanych regularnosci, ktére moga dalej
sta¢ si¢ przyczynkiem ku konkretnym hipotezom, czy twierdzeniom. Dodajmy przy
tym, iz mozliwosci do dalszych badan jest tu sporo — mozna np. rozwazaé
rozszerzenia mod4, mod3, itd., czy wybra¢ inny sposob reprezentacji graficznej.

Wizualne eksperymenty graja tez istotng role w wielu innych dziedzinach
matematyki. Warto tu w szczego6lnosci wymieni¢ teori¢ fraktali. Jak pisze Anna
Lemanska, ,,badanie wlasnosci zbioréw fraktalnych jest utrudnione ze wzgledu na
ich skomlikowang budow¢. Powstaja one bowiem przez stosowanie rozmaitych
procedur iteracyjnych czy probabilistycznych algorytméw, pojawiaja si¢ przy
badaniu uktadow dynamicznych jako ich zbiory niezmiennicze (dziwne atraktory
lub repilery)”663. Stad wizualizacje komputerowe sa bardzo cennym narzedziem w
ich badaniu. Sztandarowym przyktadem jest tu zbior Mandelbrota, o ktdrym mozna
powiedzie¢, 1z stanowit jedng z gtownych inspiracji do rozwoju graficznych metod
reprezentacji skomplikowanych obiektow matematycznych. Zbidr ten definiuje si¢
bardzo prosto, a mianowicie jako zbior liczb zespolonych c, dla ktérych ciag z,4+1 =

664

Zn*C, gdzie zp = 0, jest ograniczony™". Wizualizacje tego zbioru wcigz fascynuje i

inspiruje matematykéw 1 niematematykOw, w mojej pracy nie moglo wiec

%62 poyr, tamze, str. 907.

%3 1 emanska, A., Zagadnienie obrazowosci niektérych rozumowar w matematyce, (W:) Logiczne
podstawy rozumowan III, red. J. Mrozek, Wydawnictwo Uniwersytetu Gdanskiego, Gdansk 2003,
str. 113.

%4 por. tamze, str. 113.
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zabrakng¢ chocby krotkiego o niej wspomnienia. Ponizej zamieszczona jest

wizualizacja calosci zbioru Mandelbrota oraz jednego z jego podzbioréw, tzw.

zbioru Julii.

Rys.4. Zbiér Mandelbrota i zbior Julii

Zbior Mandelbrota prowadzi nas do dwoch dziedzin, w ktorych
wizualizacje graja szczegolnie istotng role — teorii fraktali. Fraktale sg obiektami,
ktére taczy si¢ bardzo czesto z wizualizacjami. Tu rdwniez stosuje si¢
eksperymenty komputerowe, a wizualizacje stanowig czgsto istotne zrodlo
informacji. Jak pisze Davis, w przypadku teori fraktali ,,aspekty figur mogg by¢
odczytane (twierdzenia wizualne), o ktdrych nie moglibySmy nic stwierdzi¢ za
pomoca nie-obliczeniowych technik matematycznych”665

Dziedzing, w ktérej wizualizacje komputerowe stanowity istotne narzgdzie
poznawcze byty i sa rownania rézniczkowe. Obrazy generowane komputerowo
bywaja tu czgscig ,,procesu uprawiania matematyki”. W przypadku niektérych z
nich, zdaniem matematyka Palaisa, ,,wizualizacje pomogly wskaza¢ droge do

» 086 7Zacytuje tu refleksje jednego z

Scistego dowodu matematycznego
matematykow odnosnie roli, jaka graly wizualizacje w procesie dowodzeni
pewnego twierdzenia dotyczacego pewnej powierzchni. Badana powierzchnia byta

,W duzym stopniu symetryczna. To okazato si¢ kluczem do dowodu zanurzalno$ci

% Davis, P, Visual Theorems, str. 339.
8%palais, R.S., The Visualization of Mathematics: Towards a Mathematical Exploratorium, “Notices
of the AMS”, June/July 1999, str. 654.
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(embededness). W przeciggu tygodnia dowod via symetri¢ byt opracowany. W tym
okresie czasu uzywalismy grafiki komputerowej jako drogi ku ,,weryfikacji”
pewnych hipotez dotyczacych geometrii przestrzeni. PotrafiliSmy wymiennie
porusza¢ si¢ pomiedzy rdwnaniami i obrazami. Obrazy te byty bardzo uzyteczne

jako wskazowki ku analizie (guide to analysis).”®®’

Podsumowujac, istnieje wiec wiele twierdzen, ktérych tres¢ zostala
zasugerowana przez wizualizacje. Wiele z nich by¢ moze bardzo trudno byloby
sformutowac bez korzystania z grafiki komputerowej. B. van Kerkhove wspomina
o odkryciu drzewiastej struktury pewnych zbiorow Julii. Jak pisza Epstein i Levy,
,bylo to zaobserwowane przez patrzenie na rysunki wykonane przez komputery, a
nastepnie udowodnione za pomoca formalnego rozumowania”®®. Rezultaty takie
mozna rowniez odnalez¢ w topologii, gdzie zdaniem J. Weeksa ,,istnieje bardzo
duzo takich [eksperymentalnie odkrytych topologicznych] wynikdw, ale wigkszos¢
z nich wymagalaby niematej ilosci (?) wyjasnien, aby uczyni¢ laik méoglt nada¢ mu
jakies$ znaczenie”®®.

Podsumujmy powyzsze rozwazania. Mozna wymieni¢ nast¢pujace funkcje

epistemiczne wizualizacji komputerowych:

1) Testowanie hipotez.

2) Badanie skomplikowanych struktur (m.in. w celu osiggnigcia ich ogdlnego

obrazu, czy wizualnego uchwycenia ich jako cato$ci)

3) Wyjasnienie: odpowiednia wizualizacja ukazuje regularnosci, ktére moga
stanowi¢ dla nas wyjasnienie pewnych faktow, czy tez przyczynek do glebszego

zrozumienia jakiego$ twierdzenia.

87Hoffman, D., The computer-aided Discovery of New embedded minima surfaces, za: Mancosu, P,
Visualization in Logic..., Str. 25

%8 Epple, L., Experimentation and Proof in Mathematics, za: Van Kerkhove, B., Aspects..., str. 301.
89 Weeks, J., za: Borwein, J., Bailey, D., Mathematics... , str. 92.
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4) Wizualizacja komputerowa pozwala nam z pewnoscig uzyska¢ jakiego$ typu
doswiadczenie badanych obiektow. Takie do$wiadczenie daje z pewnosScia

wizualizacja zbioru Mandelbrota.

5) Odkrycie, ktore moze nastapi¢ na przyktad, gdy dzigki wizualizacjom

zauwazamy regularnosci, ktoérych nie bylisSmy wczesniej swiadomi.

6) Inspiracja dla dowodu, badZz w niektorych przypadkach by¢ moze nawet sam

dowod

Dos$wiadczenie wizualne skomplikowanych obiektéw matematycznych
moze wigc mie¢ bardzo duzo funkcji epistemicznych. Daja one wglad w pewne
aspekty badanych obiektoéw umozliwiajac ich giebsze poznanie. Czy wnoszg jednak
co§ nowego do epistemologii matematyki w stosunku do wspominanych juz
wczesniej juz przeprowadzanych eksperymentow matematycznych? Wizualizacje,
ktére otrzymywane sg dzieki pracy komputerdw spehniaja z pewnosciag podobna
role do tej, ktorag graja analizowane wcze$niej narysowane rysunki, czy diagramy.
Czy rdznica jest tu wigc tylko ilosciowa? Wydaje si¢ jednak, iz w tym przypadku,
kolokwialnie 1 nieco zartobliwie rzecz ujmujac, iz w tym przypadku ilosé
przechodzi rowniez w jakos¢. Aby wyjasni¢, co mam na mysli zacytuje najpierw
nastepujacy fragment pracy Palaisa. Zwraca on tu uwag¢ na wazng role
komputeréw: ,,matematycy zawsze uzywali ‘oka umystu’ w celu wizualizacji
obiektow abstrakcyjnych oraz procesow, ktore wystepuja we wszystkich galeziach
badan matematycznych. Jednak dopiero w ostatnich latach niesamowity rozwoj
technologii informatycznej uczynit prosta eksternalizacje¢ tych metnych i
subiektywnych obrazow, ktore ‘widzimy’ w naszych glowach, zastgpujac je
doktadnymi 1 obiektywnymi wizualizacjami, ktore mogag by¢ przedstawione innym
(shared with others)™°".

Komputery  wiec, bedac przedluzeniem naszych  umiejetnosci

obliczeniowych, sa rowniez przedluzeniem naszych umiejetnosci wizualizacyjnych.

50palais, R.S., The Visualization..., str. 647.
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Dzieki komputerom sktonno$¢ do wizualizacji, oraz czerpania z ich mocnych stron
poznawczych, moze by¢ rozwijana w niespotykanym dotad stopniu. Wizualizacje
pozwalaja tez osiagnac ,,wizualne ujecie” obiektow, ktorych z pewnoscia nie
potrafilibySmy sobie wyobrazi¢ bez udzialu komputeréw. Jak pisze Anna
Lemanska eksperyment komputerowy ,,moze prowadzi¢ do poglgbienia czy wrecz
wytwarzania intuicji, ktére wiagzg si¢ z badanymi obiektami”; w ten sposéb moze

. , e e ... 671
on wigc ,,pomdc przy rozwijaniu intuicji geometrycznych”

. Przyktad takiego
rozwijania, czy nawet wytwarzania intuicji podaja Davis Hersh i Marchisotto,
opisujgc, jak obserwacja 3-wymiarowych ,,przekrojow” obiektow 4-wymiarowych
pozwalala wrobi¢ sobie czg¢sciowe intuicje przestrzenne zwigzane z — jak mogloby
si¢ wydawac¢ niemozliwym do przedstawienia sobie wizualniec — obiektami 4-
wymiarowymi 2. Zacytujmy wreszcie Bara Van Kerkhove, ktory podkresla
psychologiczne znaczenie wizualizacji — ,,psychologiczny efekt ‘concreteness i
natychmiastowos$ci’, odczynie blizszego zwigzku z teorig, w pordéwnaniu do

browsing through ciagi symboli i1 liczb” jest znacznie zwigkszone dzigki

komuterowm®”,

8.4. Marcus Giaquinto o mysleniu wizualnym

W tym podrozdziale chciatbym przyjrze¢ si¢ nieco innemu wymiarowi roli
wizualizacji w poznaniu matematycznym. Omawiam tu mianowicie niektore
fragmenty pracy Visual Thinking in Mathematics, Marcusa Giaquinto, w ktorych
filozofow 6w omawia wizualne tresci, ktore wigzemy z niektorymi, nie wigzanymi
zazwyczaj z wizualizacjami, pojeciami matematycznymi. Przedmiotem analiz

Giaquinto nie jest tutaj wiec dowdd, uzasadnianie, ani nawet odkrycie w

1 | emanska, A., Eksperyment komputerowy..., str. 201.

872 por. Davis, P.J., Hersh, R., Marchisotto, E.A., Swiat matematyki, str. 382-386.
873 \Van Kerkhove, str. 301.
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matematyce — ale ogélnie myslenie wizualne ®*. Jest to kategoria szeroka,
odwotujac si¢ do wszelkiego rodzaju przestrzennego przedstawiania sobie
obiektow matematyki oraz relacji pomigdzy nimi. Jednym ze szczegélnych
aspektow idei Giaquinto jest to, iz myslenie wizualne obecne jest w prawie
wszystkich dziatach matematyki — wigcznie z tymi, ktore ‘tradycyjnie’ uwazane sg
za czysto symboliczne.

Przedstawi¢ tu krotko trzy aspekty poznania matematycznego, w ktorych
zastosowanie ma mys$lenie wizualne. Sa to intuicje wizualne zwigzane z 0sig
liczbowa, z obliczeniami oraz ze strukturami algebraicznymi. Kazde z tych
zastosowan wizualizacji jest w bardzo niewielkim stopniu zwigzane z kontekstem
uzasadnienia, jak podkresla sam Giaquinto, nie jest tu rowniez istotny kontekst
odkrycia w matematyce. Wskazuje si¢ tu raczej na wizualng tres¢ pewnych pojec
matematycznych, oraz podstawowych operacji z nimi zwigzanych.

Wizualne aspekty obliczen, na ktore wskazuje Giaquinto, sa w pewnym
sensie do$¢ oczywiste, cho¢ by¢ moze zwraca si¢ na nie mniej uwagi, niz na to
zashuguja. Najbardziej podstawowe i1 niewatpliwe umiejetnosci potrzebne dla
uprawiania arytmetyki zwigzane sg wigc po prostu z rozpoznawaniem ksztattow —
odrdznianiem np. liczby 6 od liczby 9. Bardziej istotna wizualng umiejetnoscia jest
umiejetnos¢ rozumienia 1 korzystania z systemu pozycyjnego w arytmetyce. Dzieki
niej potrafimy odrézni¢ liczbe 18 od 81, czyli rozpozna¢ porzadek, w jakim sa
ustawione (czy napisane na kartce). Potrzebna jest tu wiedza, iz cyfra ,,po lewej
stronie” oznacza liczbe ,,dziesiagtek”, a po prawej — ,,jednostek”. Ogdlna zasada to,
jak pisze Giaquinto ,,jesli na danym miejscu figurujg X-y, to na kolejnym miejscu
na lewo figuruja dziesiatki X-6w°" . Krétko mowigc, aby odczyta¢ informacje,
ktora zawarta jest w liczbie wielocyfrowej potrzebny jest zmyst wzroku

Rowniez w celu wykonania pewnych dzialan, jak tzw. dziatania ,,w stupku”
w istotny sposoéb odwotuje si¢ do przestrzennych charakterystyk (cho¢ jak sam

zwraca uwage, by¢ moze mozliwe byloby nauczenie tej metody réwniez dzieci

74 . . . . e e . . . . .
874 Nawigzujac do przytoczonego przeze mnie we wstepie rozroznienia, omawiana jest tutaj roli

wizualnej ,,intuicji 0” raczej, niz ,.intuicji, ze”. Dodatkowo, myslenie przestrzenne w wigkszym
stopniu odnosi si¢ do wizualizacji wewngtrznych, niz do diagramow.
875 Giaquinto, M., Visual Thinking..., str. 127.
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niewidomych)®’®. Poszczegdlne kroki algorytmow (jak napisz pierwszy czynnik
mnozenia nad drugim, tak by cyfry jednosci byly bezposrednio nad sobg”, czy
,»przepisz cyfr¢ dwie linijki nizej”’) wymagaja pewnych wizualno-przestrzennych
umiejetnosci ®7 . Giaquinto uwaza, iz owe umiejetnoéci sa konieczne dla
przeprowadzenia tych obliczen — przynajmniej w takiej postaci jak to zwykle
wykonywane: ,,nie jest mozliwe, aby umiejetnosci obliczeniowe opierajgce si¢ na
zwyklych operacjach na liczbach wielocyfrowych, pozostaty sprawne (intact) w
przypadku utraty odpowiednich umiej¢tnosci wizualnych. Ten, kto utracitby ktoras
z tych umiejetnosci, musiatby nauczy¢ si¢ innych procedu postgpowania, aby

. 5,678
zrekomempewnsowac braki”

. Dla potwierdzenia powyzszej tezy, oraz ogélnie
wagi wizualnego (czy przestrzennego), aspektu reprezentacji przestrzennych,
Giaquinto przywotuje niektore badania empiryczne. Podkresla on, iz zwigzek
pomiedzy systemem wizualnym 1 umiejetnosciami obliczeniowymi jest
potwierdzony empirycznie: bo ,,wyniki neurologicznych badan nad wyobraznig
przestrzenng (neuroimaging resuluts) sugeruja, iz obszary mézgu odpowiedzialne
za widzenie sa zaangazowane w mnozenie liczb wielocyfrowych®™®. Nie bede tu
wchodzit w szczeg6ély tego typu badan (co Giaquinto czyni rowniez jedynie w
niewielkim stopniu). Mozna tu wskaza¢ na jeden przykltad takiej zaleznoSci:
dyskalkulia (zaburzenie, ktéorego objawem s3g trudnosci w liczeniu) wystepuja
czesto razem z syndromem Gertsmanna. Niektorymi objawami tego syndromu sg
dysgrafia, nieumiej¢tnos$¢ pisania w liniach prostych oraz czg¢sto nieumiejgtnose

%80 Te braki, jak podkresla Giaquinto, mogg znacznie

odrdzniania prawa od lewa
utrudnia¢ operacje na liczbach zapisanych w systemie pozycyjnym.

Kolejnym obszarem, na ktorym Giaquinto szuka wizualnych aspektow
myslenia matematycznego sa wyobrazenia zwigzane z osig liczbowa. Mowi si¢ tu o
mentalnej osi liczbowej jako wizualnej reprezentacji zbiorow liczb rzeczywistych,

jak rowniez naturalnych.

676 Tamze, str. 129.

7 por. tamze, str. 129.
678 Tamze, str. 129.

679 Tamze, str. 131.

680 Tamze, str. 128.
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Przedmiotem badan jest tu mentalne powigzanie liczb z wizualizowang osig
liczbowg. Wedlug Giaqtuinto posiadamy wiec wrodzone ,,wyczucie” liczb (sense of
number). Jest ono dane w sposob wrodzony, ale nie zdeterminowane (is not
innately fixed). Potwierdzeniem tej wrodznosci sa niektore badania nad
zwierzetami oraz malymi dzie¢mi. Giaquinto twierdzi wiec, iz ,,eksperymenty na
ptakach, matpach oraz ludziach pokazuja, ze rowniez one potrafig rozpoznawaé
(detect) mate liczby kardynalne oraz je od siebie nawzajem odréznia¢”®®'. Owo
wrodzone wyczucie liczby jest wigksze dla mniejszych liczb, stopniowo maleje dla
liczb coraz wigkszych. Mamy na przyktad lepsze wyczucie wyniku mnozenia liczb
jedno i dwucyfrowych, niz pieciocyfrowych. Wyczucie to moze byé¢ jednak
udoskonalone przez ¢wiczenia. Nalezy przy tym tez podkresli¢, iz ,,wyczucie
liczby” — bedac wrodzone — jest jednak rowniez w pewnym stopniu uksztaltowane
kulturowo®®,

Tutaj chcialbym zwroci¢ uwage na to, ze — jak podkresla Giaquinto —
istnieja jednak ,,dowody (evidence) na powiazanie liczby z przestrzenia” °®® .
Badania wykazuja, Ze automatycznie kojarzymy niewielkie liczby z lewym
kierunkiem, a duze liczby z prawym innym wnioskiem z badan empirycznych jest
to, ze stojac przed zadaniem odnalezienia liczby znajdujacej si¢ pomiedzy dwoma
danymi liczbami, czegsto aktywujemy mentalng o$ liczbowa. W takim przypadku
,obraz odcinka bedacego czgscig osi liczbowej pomiedzy liczbg 2 oraz liczbg 9 jest

» 684 Przedstawiajac sobie

aktywowany w sposob automatyczny i nieSwiadomy
liczby 1 relacje pomigdzy nimi aktywujemy automatycznie wrodzong i wizualng
reprezentacje osi liczbowej. Wedlug Giaquinto: ,,fakt, ze tak tatwo przyjmujemy i
internalizujemy (acquire and internalize) mentalng o$ liczbowa, jak rowniez fakt,
ze niektorzy z nas tworza formuja (form) mentalng o$ liczbowa niezaleznie od

nauki szkolnej, sugeruje, ze posiadamy wrodzong sktonno$¢ do tworzenia

reprezentacji mentalnych osi liczbowych, kiedy tylko przyswoilismy spisany

681
682

Tamze, str. 91.

Jak pisze Giaquinto, ,jasnym jest, ze standardowa pozioma o$ liczbowa jest wytworem kultury,
poniewaz pozostaje ona w zalezno$ci z konwencjami 1 spisanymi systemami liczbowymi
specyficznymi dla danej kultury” (tamze, str. 115).

%2 Tamze, str. 97.

684 Tamze, str. 102.

275



system 1iczbowy”685. Taka sktonnos¢, jak wspomina réwniez Giaquinto, moze by¢
uznana za szczeg6lny przypadek tendencji do liniowego porzadkowania pewnego
zbioru elementow — innym przyktadem mogg tu by¢ na przyktad litery alfabetu.

Giaquinto stawia réwniez teze, iz wizualizacje moga znaczaco wspomagac
poznanie niektoérych struktur algebraicznych. W stowach samego Giaquinto,
,mozemy uzyska¢ poznawcze ujecie (cognitive grasp) niektorych struktur przy
pomocy reprezentacji wizualnych”®®. Umystowe, czy wizualne ujecie struktur gra
istotng rol¢ w poznaniu Przyjrzyjmy si¢ wiec, w jaki sposéb mozemy taczy¢
struktury z wizualnymi wyobrazeniami.

Przez struktur¢ rozumie tu Giaquinto standardowo zbidr obiektéw
(uniwersum struktury) z zadanymi na niej relacjami. Struktury badane sg zazwyczaj
przy pomocy metod symbolicznych — czysto algebraicznych, badz logicznych — na
przyktad przy pomocy teorii modeli. Giaquinto twierdzi jednak, iz ,,w pewnych
przypadkach mozemy pozna¢ struktury w bardziej wyrafinowany (intimate)
sposéb, za pomoca naszych zdolnoéci (capacities) wizualnych™®®.

W jaki sposéb mozna wigc przy pomocy wizualizacji osiggnaé poznanie
struktur matematycznych, oraz jakiego rodzaju? Rozwazmy wigec pewng
konfiguracje dwoch typow obiektow na rysunku, moga to by¢ np. kropki i strzatki.
Mozemy interpretowaé ten rysunek jako zbidr z nadang struktura, ktorej
elementami sg narysowane kropki, a zadana relacja to ,,istnieje strzatka od x do y”.

Struktura taka jest konkretnym, postrzegalnym wizualnie obiektem.

Rys.5.

I:I/D\I:l
I:l/ \I:l I:I/ \I:l

685 Tamze, str. 116.
686 Tamze, str. 236.
687 Tamze, str. 216.
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Powyzszy wizualny wzorzec, czy szablon (perceptible/visual template),
moze — wedlug Giaquinto — reprezentowac szerszg klas¢ struktur. Mozemy wigc
,widzie¢ wizualny wzorzec jako (see it as) zbior z zadana struktura”®®. | Widzenie”
to nie jest przy tym bierng receptywnosciag zmyslowa, wymaga pozawizualnej
wiedzy. Jesli rozwazymy teraz konkretng strukture, wowczas przez ,,przez nadanie
nazw jej elementom, oraz oznaczaniem wierzchotkéw wizualnego wzorca za
pomoca tych nazw, mozemy ustali¢, iz dany zbiér z nadang strukturg jest
izomorficzny z wizualnym wzorcem”®®. Poprzez ustalenie, iz istnieje izomorfizm
(poprzez zbadanie relacji pomigdzy elementami struktury i odpowiadajacymi jej
wierzchotkami). W taki, oto, wizualny, sposoéb ,,mamy epistemiczny dostep do

struktury”®®

, a wlasciwie do klasy struktur izomorficznych.

Narysowany powyzej rysunek jest konkretnym rysunkiem, mozna go
jednak, wedlug Giaquinto, uzna¢ jako reprezentujacego pewien typ. Majac dane
rysunki wyraznie odmienne pod wzgledem konkretnych fizycznych charakterystyk,
ale reprezentujace te sam typ, potrafimy je bez trudnosci rozpoznaé jako nalezace
do tego typu®®*.

Rozwazania tu podjete dotycza gléwnie prostych struktur, ktére mozna
rzeczywisci objac ,,jednym rzutem oka”. Oczywistym jest, ze wiele struktur ma o
wiele bardziej skomplikowang strukture oraz przedstawianych jest za pomocg mato
czytelnych diagramow. Warto wroci¢ tu cho¢by to przyklady kraty podzbioréw
zbioru trzyelementowego. Dla zbioru czteroelementowego krata staje si¢ juz mniej
czytelna, a dla wigkszych zbioréw staje si¢ chaotycznym (dla zmyshu wzroku)
zbiorowiskiem kresek, o tej jedynie wizualnej charakterystyce, iz zwgza si¢ w
swojej gornej 1 dolnej czgsci. Giaquinto pisze, iz o ile niektore typy struktur maja

réznigce si¢ diagramy poszczegolnych przypadkéw szczeg6élnych, istnieja

688 Tamze, str. 218

689 Tamze, str. 218.

690 Tamze, str. 218.

%91 Skad ptynie taka zdolno$¢? Czy wyptywa ona z dokonywane w wyobrazni transformacji jednego
diagramu w drugi? Giaqutino proponuje uznaé, iz posiadamy pewng specyfikacje rodzajows
(category specification), rozumang jako ,,zbior (collection) powigzanych specyfikacji rodzajowych
(feature specifications), ktore nie mogag by¢ po prostu ,odczytane” z diagramu, tzn. z jego
konkretnych fizycznych charakterystyk (tamze, str. 220). Taka specyfikacja rodzajowa nie jest sama
obrazem wizualnym, ale wzorcem uaktywnianym przez percepcj¢ wzrokowa.
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struktury, ktére niezaleznie od rozmiaru, majag wzglednie jednolitg strukture
zewnetrzng. Giaquinto podaje tu przyktad struktury uporzadkowang przez relacje
liniowa, badz przez drzewa, a wigc grafy nie posiadajace cykli®®. Struktury te tacza
si¢ z wzglednie jednolita reprezentacja wizualng Dodajmy, iz jest to po czeSci
mozliwe dzigki temu, iz operacja budowania bardziej ztozonych drzew z drzew
mniej ztozonych jest sama w sobie wzglednie prosto wizualizowalna.

Mozna oczywiscie zapytac, jaki typ struktur moze by¢ wizualizowany w
podany sposob. Kazda strukture, w ktérej wystepuja jedynie relacja dwucztonowe
mozna reprezentowac¢ za pomocg grafu, a wigc na sposob wizualny. Struktury z
kilkoma relacjami sg juz bardzo trudno wizulizowalne. Trudnym zadaniem jest tez
wizualizacja struktur z relacjami n-cztonowymi, gdzie n>2%%. Nalezy tez doda, iz
duza ilo$¢ struktur jest po prostu zbyt duza, aby uja¢ i poznawaé je za pomocag
wizualnych reprezentacji. Jak podkre$la Giaquinto, ,,wigkszo$¢ struktur, nawet
wiekszos$¢ struktur skonczonych, jest zbyt duza(?) oraz zbyt skomplikowana dla

894 Grafy na kilku lub kilkunastu wierzchotkach sa prosto

poznania wizualnego
wizualizowane — inna sytuacja ma miejsce w przypadku grafu na milionie
wierzchotkow. Jest to zwigzane z ograniczeniami intuicji przestrzennej, o ktorej
mowa bylta rowniez w poprzednim rozdziale.

W analizowanych tu podrozdziatach przypadkach tych Giaquinto nie
ktadzie nacisku na kontekst uzasadnienia, ani nawet na kontekst odkrycia.
Kluczowsa ideg nie jest tu wiec, jaka role w dowodzie, rozumowaniu, czy nawet
odkryciu petnig wizualizacje. Zwraca raczej uwage na to, ze w przypadku wielu
poje¢ matematycznych, znaczenie, ktore z nimi laczymy ma wizualny komponent.
Myslac o osi liczbowej, wyobrazamy sobie ja zazwyczaj w przestrzeni. Dokonujac
obliczen, czy wyobrazajac sobie niektore struktury réwniez korzystamy czgsto z
naszych umiejetnosci wizualnych. Dysponujemy wigc wizualnym ujeciem, czy

uchwyceniem bardzo wielu poje¢ matematycznych.

%92 por. tamze, str. 224-225.

8% Relacje 3-cztonowa mozna wizualizowaé jako ,.trojkat” na trzech wierzchotkach. Wydaje sie
jednak, ze taki typ reprezentacji bytoby przy wigkszych strukturach mato komunikatywny.

694 Tamze, str. 236.
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Wydaje si¢ przy tym, ze wiele z wizualnych skojarzen, sposobow
zdobywania wiedzy i rozumienia poj¢¢ i1 procedur, o ktorych pisze Giaquinto, nie
jest w sposob konieczny zwigzany z poszczegdlnymi pojgciami (np. konkretny
ksztalt liczby w systemie pozycyjnym, czy konkretny ksztatt struktury). Wydaje si¢
jednak, iz Giaquinto stusznie zwraca uwage na pomocniczg funkcje przestrzennego
myslenia w arytmetyce. Mozna powiedzie¢, iz 6w wizualny wymiar znaczenia
poje¢ kaze powrdci¢ do filozofii kantowskiej. Czy pojeciom dana jest
,»odpowiadajgca im naoczno$¢”? Stwierdzenie, iz i wizualny charakter pewnych

poje¢ matematycznych ma wrodzony charakter ma wyraznie kantowski charakter.

8.5. Systemy diagramowe

Rozwazajac role diagraméw w dowodach matematycznych nie sposdb nie
wspomnie¢ rdwniez o licznych w ostatnich latach probach formalizacji rozumowan
diagramowych. Najogdlniej rzecz bioragc mowa tu o systemach, w ktorych obok
zwyczajnej symboliki matematycznej w sposob systematyczny okresla si¢ jezyk
diagramow, oraz $cisle okresla reguty postugiwania si¢ tym jezykiem. Formalizacje
takie dotycza najczeSciej wybranych, waskich obszaréw — najczesciej sg to proste
rozumowania geometryczne, badz rozumowania odwotujace si¢ do diagramow
Venn’a czy Eulera. Mozna tu wymieni¢ formalizacje rozumowan euklidesowych
Nathaniela Millera, oraz Johna Mummy, ktora szerzej omawiam w kolejnym
rozdziale. Klasyczne juz systemy ujmujace rozumowania zwigzane z diagramami
Venn’a tworzyli na poczatku lat 90-tych Sun-Joo Shin oraz Eric Hammer. Nie mam
w mojej pracy na celu przedstawianie tego dzi$ juz szerokiego nurtu. Sam fakt
istnienia takich systemow jest jednak wart uwagi, poniewaz rzuca $§wiatlo na to,
jaka rolg diagram moze gra¢ w rozumowaniach. W tym miejscu przyjrz¢ si¢ wigc
krotko gtownym zagadnieniom zwigzanym z rachunkami diagramowymi (jak bgde
je réwniez nazywat), oraz ogdlnym konsekwencjom ich istnienia dla kwestii roli

diagramow w poznaniu matematycznym.

279



Punktem wyjscia rachunkéw diagramowych jest dgzenie do uscislenia i
rekonstrukcji rozumowan opierajacych si¢ w jakis sposob na diagramach. Jak pisze
Hammer, ,,wydaje si¢ nie by¢ przyczyny, dla ktérej nie powinni§my rozwazaé
rodzaju reprezentacji uzywanego w rzeczywistych dowodach jako uprawnionej
motywacji do konstrukcji logik”®®. W ramach takiej formalizacji wprowadza sie,
jak wspominatem, nowy typ obiektow syntaktycznych — sg to roznego rodzaju
diagramy. Dodatkowo formutowane sg reguly tworzenia nowych (poprawnie
zbudowanych) diagramow, oraz reguly wnioskowania. Jesli w danym systemie
pojawiajg si¢ zaroOwno ,,tradycyjne” symbole, jak i symbole diagramowe, mozna
rozwazaé rdznego typu ,interakcje” pomiedzy symboliczng oraz diagramowa
warstwg tych systeméw. W réznych typach systemow potaczenia elementow
diagramowych i lingwistycznych okreslane sa na rdzne sposoby. W swojej
formalizacji zastosowan diagraméw Venn’a, Hammer rozwaza na przyktad cztery
typy wnioskowan: tradycyjne wnioskowania, ktérych przestankami i wnioskami sg
zdania (czy formuly zdaniowe), dalej wnioskowania prowadzace od zdan do
diagraméw, od diagraméw do zdan i wreszcie od diagraméw do diagraméw®®. Dla
kazdego typu wnioskowan formutuje Hammer odpowiednie reguly wnioskowania.
Dowody systemu Hammera — jak i innych systemow diagramowych — moga wigc
by¢ zarowno zwyklymi ciggami zdan, jak roéwniez ciggami diagramow, badz
innego typu kombinacjg tych dwoch typoéw reprezentacji.

W konsekwencji konstrukcja systemow diagramowych stanowi niemate
wyzwanie, rodzi rowniez sporo problemoéw natury formalnej. Dodajmy, iz pojawia
si¢ tu rowniez zagadnienie semantyki diagramow — funkcjonujac jako symbole,
diagramy mogg by¢ bowiem rdznie interpretowane. Mozna tu wigc rozwazac
modele dla jezyka diagramowego, jak rowniez stawia¢ tradycyjne pytania logiczne,
jak np. pytanie o petnos¢ poszczegdlnych rachunkéow wzgledem konkretnych
interpretacji.

Nalezy jednak podkresli¢, iz sita wyrazu systemow diagramowych jest

ograniczona. Formalizacja przeprowadzona zostala dotychczas dla niewielu

%% Hammer, E., Reasoning with Sentences and Diagrams, “Notre Dame Journal of Formal Logic”,
Vol. 35, No 1, Winter 1994, str. 74.
8% por. tamze, str. 74.
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obszarow zastosowan diagramow, jak wspomniana geometria, czy diagramy
Venn’a. Jak pisze Kulpa, ,,wnioskowanie diagramowe ciagle z trudem poddaje si¢
formalizacji, a istniejace formalizacje czesto niwecza gltowna zalete diagramow,
jaka jest bezposredni wglad w sens przestawionej informacji” . Rezultaty
formalizacji nie sa wiec, wedtug Kulpy ,,w pelni satysfakcjonujace, szczegolnie z
pragmatycznego punktu widzenia”®%®. Badania nad ,,rachunkami diagramowymi”
pozostaja na uboczu praktyki matematykow, rowniez praktyki w ramach ktorej
stosowane sg diagramy. Ma ona rowniez ograniczone znaczenie dla tematyki mojej
pracy, w ktorej rozwazam role ,zwyklych” diagraméw w poznaniu
matematycznym. Warto tu podkresli¢ za Kulpa, iz ,,formalizacja rozumowania
diagramowego nie jest ostatecznym celem badan nad diagramami, jako, ze rzadko
uzywamy $cisle formalnych metod w praktyce, niezaleznie czy robimy to uzywajac

diagramow, czy formut™®®

. Formalizacje (niektérych) rozumowan diagramowych
nie rozjasnig wielu problemow zwigzanych z zastosowaniami diagraméw w
matematyce. W wielu przypadkach nie wydaje si¢ istnie¢ potrzeba takiej
formalizacji (jak w przypadku wynikéw ,,eksperymentow komputerowych”, czy
rowniez np. teorii graféw). Jednak sam fakt ich istnienia (oraz mozliwo$¢ ich
skonstruowania) z pewnoscia ma pewne znaczenie dla tematyki mojej, ktore
rozwaza¢ bede w dalszej czgsci pracy. Dodam, ze w kolejnym rozdziale

przedstawiam w ogolnych zarysach jeden z powstaltych w ostatnich latach

systemow diagramowych, stworzony przez Johna Mumme.

Rozwazania zawarte w tym rozdziale ukazuja, jak rdéznorodne moga by¢
diagramy w matematyce, typy myslenia wizualnego, oraz role, jakie wizualizacje
moga odgrywa¢ w poznaniu matematycznym. Moga one rowniez rodzi¢ rozne

problemy filozoficzne. Analizowane w poprzednich rozdziatach tradycyjne

697 Kulpa, Z., Diagramy kontra predykaty, 2006, zrodto:

http://www.ippt.gov.pl/~zkulpa/diagrams/diagser/tytrob11pdf
69% Kulpa, Z., Main problems... str. 77.
8 Tamze, str. 77.
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problemy zwigzane z niewiarygodnoscig diagramoéw stosujg si¢ w niewielkim
stopniu do diagramow dyskretnych. Nowe problemy pojawiajg si¢ w kontekscie
zastosowan komputeréw — mozna tu np. wymienic¢ ,,eksperymentalng” nature¢ badan
nad wizualizacjami komputerowymi. Nowe spojrzenie na to, jaka rolg diagram

moze petni¢ w rozumowaniach wiaze si¢ wreszcie z rachunkami diagramowymi.
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Rozdzial 9. Dwa ujecia roli wizualizacji w geometrii

euklidesowej

Niniejszy rozdzial jest pos§wigcony wizualizacji w geometrii euklidesowe;j.
Wracam tu wigc do wielu z zagadnien juz poruszanych w pierwszej czesci pracy,
rozwazajac je w swietle niektorych prac wspoétczesnych. Rozdziat podzielony jest
na dwie czgsci, w ktoérym przedstawiam szczegoétowo dwa szersze ujecia roli
diagramow w poznaniu geometrycznym — kazda z nich stanowi wiec obszerny
,,case study”.

W pierwszej z nich powracam do kwestii roli diagraméw w Elementach
Euklidesa. Ostatnie lata obfituja w rekonstrukcje rozumowan euklidesowych.
Glowng idea im przySwiecajaca jest rewizja, badz dyskusja z pogladem, iz
rozumowania euklidesowe zawierajg istotne luki logiczne, Zze uzywaja czgsto w
nieuprawniony logicznie sposob diagramow. O tradycji tej, podkreslajace; m.in.
jednostkowos$¢ 1 niewiarygodnos¢ diagramow, pisalem duzo w poprzedniej czesci
pracy. Punktem wyjscia analiz wspotczesnych jest wigc obserwacja, iz Euklides —
mimo braku znajomosci logiki matematycznej — nie popetnia bledow w tym sensie,
ze nie dowodzi fatszywych twierdzen. Jak pisze Keneth Manders, ,,starozytne
rozumowania diagramatyczne dziataly! Problemy pojawiajg si¢ jedynie dlatego, ze

55 700

nie rozumiemy dlaczego dzialaty . Pisze on, iz, ,,Euklides, Apoloniusz i

Archimedes w zasadzie si¢ nie mylili: kazdy z ich rezultatow posiada odpowiednik

. . 701
we wspotczesnej matematyce” 0

. Stad wielu matematykow 1 filozofow uznawato
za sluszne wyjasnienie takiego stanu rzeczy. Jak pisze Majer ,,musimy szukac

czego$, co uczyni prawdziwos¢ geometrii  euklidesowej  zrozumialy

7% Manders, K., Diagram-Based..., str. 71.
% Tamze, str. 67.

283



(intelligible)” 2. Inaczej moéwiac, jak wytlumaczyé ich sukces epistemiczny?
Jednym z gtownych celow jest wiec wyjasnienie, czy tez wytlumaczenie sukcesu w
zakresie funkcji uzasadniania (justificatory success). Aksjomatyczne ujecia
geometrii — te Tarskiego czy Hilberta — w niczym tu nie pomagaja. Nie tlumacza
bowiem, jak mozliwe byto uzyskanie, mozna powiedzie¢, tych samych wynikow (o
ile idzie o ,euklidesowy” fragment teorii Hilberta czy Tarskiego) co Grecy,
podczas gdy ci ostatni mieli do dyspozycji znacznie mniejszy arsenat srodkow’®.
Ken Saito podkresla, ze specyficzny styl w jakim napisane sa Elementy powoduje,
iz wielu z jego badaczy probowalo zrekonstruowac to, czego Euklides nie napisat,;
»przez dhugi czas, jezykiem w ktorym moéwiono o tym, czego Euklides nie

powiedziat, byta filozofia”"®

. Wspotczesne nam rozwazania ktadg wigkszy nacisk
na metodologiczne aspekty dzieta Euklidesa. Mozna tu wymieni¢ choéby The
shaping of deduction in Greek mathematics: A study of cognitive history R. piora
Netza (1999 r.), czy After Euclid: Visual reasoning and the epistemology of
diagrams autorstwa J. Normana (2005 r.). Przedstawienie tych rozwazan
wymagatoby osobnej pracy, stad wybralem jedna z najnowszych takich koncepcji
autorstwa Johna Mummy. Mumma, opierajac si¢ na wprowadzonym przez
Kennetha Mandersa podziale na doktadne i quasi-doktadne wiasnosci diagraméw,
tworzy oryginalng interpretacje rozumowan euklidesowych. Formutuje
rekonstrukcje rozumowan euklidesowych, majac na celu przede wszystkim
rozjasnienie problemu ogoélnosci rozumowan euklidesowych. Manders twierdzi, ze
,»t0, czy pewien jednostkowy (particular) narysowany diagram wystarczy aby
uzasadni¢ ogdlne geometryczne stwierdzenie (...) zalezy od tego jak rozumowania
korzystajg z diagramow. Jednostkowos¢ (particularity) nie jest nieuleczalnym i

»70% 7a pomoca analizy euklidesowych rozumowan Mumma

zarazliwym agentem
probuje wiec pokazaé, ze rozumowaniom diagramowym mozna nada¢ postaé
Scista 1 poprawna, nie odbiegajac od ducha geometrii Elementow, tzn. sprowadzajac

geometri¢ w pelni do logiki matematycznej. Mumma tworzy w tym celu system

792 Majer, U., The Relation of Logic..., str. 49.
%% por, Manders, K., Diagram-Based..., str. 67.
% Saito, K., Reading..., str. 804.

%5 Manders, K., Diagram-Based..., str. 72.
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dowodowy, w ramach ktorego obok ,,zwyktych” symboli, pojawiaja si¢ symbole
diagramowe. System Mummy mozna wi¢c traktowaé jeden ze wspomnianych w
poprzednim rozdziale ,,rachunkow diagramowych”.

W drugiej cze$¢ rozdziatu przedstawiam sformutowana przez Marcusa
Giaquinto w ksigzce Visual Thinking in Mathematics rekonstrukcje bardzo
elementarnych wnioskowan zwigzanych z prostymi figurami geometrycznymi, jak
kwadraty. Rekonstrukcja ta odwoluje sie do wspodtczesnych badan
kognitywistycznych, a opiera si¢ m.in. na empirycznych badaniach dotyczacych
percepcji figur symetrycznych. Ujecie to jest najdoktadniejsze ze znanych mi ujgé
poznania geometrycznego, czy ogolniej opartego na wizualizacjach. Jest jednak
tym samym ujeciem najbardziej zawezonym, odnoszacym si¢ do specyficznego
typu poznania zawezonego zbioru obiektow (kwadratow) w konkretnej gatezi
matematyki (geometrii). Jest to wigc analiza bardzo ,lokalna”, sformulowana
zgodnie z zasada przedktadania ,jako$ci” nad ,,ilo$¢”. Mimo to bardzo wiele
aspektow tego szczegdtowego ujecia rozcigga si¢ rowniez na inne dziaty
matematyki 1 inne typy wizualizacji. W szczegoélnosci godna uwagi jest tu
argumentacja przeciwko empirycznemu charakterowi wizualizacji, ktéra bedzie
miata znaczenia dla moich dalszych rozwazan. Dodam, iz ujecie Giaquinto ma tu

pod wieloma wzgledami silnie kantowski wydzwigk.

9.1. Ujecie rozumowan euklidesowych Kenetha Mandersa i

Johna Mummy

Kenneth Manders 1 John Mumma podejmujg si¢ obrony rozumowan
euklidesowych, tzn. takich, jakie zawarte s3 w dowodach twierdzen z Elementow.
Dla tego podejscia fundamentalny jest podzial na doktadne i quasi-doktadne
wiasnosci diagraméw euklidesowych. Podziat ten wprowadzil Manders, Mumma

natomiast przejal go i1 wykorzystal do sformutowania swojej rekonstrukcji
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rozumowan euklidesowych. Podzial ten jest wart uwagi nie tylko jako narzedzie
metodologiczne pozwalajgce na analiz¢ rozumowan zawartych w Elementach
Euklidesa. Pozwala on réwniez sformutowaé szersze ujgcie roli diagramow w
geometrii, w ramach ktérego mozna formulowaé odpowiedzi na wiele z
centralnych dla wizualizacji problemow. W szczego6lnosci, opierajac si¢ na nim
mozna sformutowaé¢ ujecie zagadnienia ogdlnosci twierdzen opartych na
diagramach, jak rowniez m.in. kwestii relacji intuicji i poje¢ w poznaniu
diagramowym. Zacznijmy wigc od szerszego omowienia.

Podziat na doktadne (exact) i quasi-doktadne (co-exact) wiasno$ci
diagramow stanowi bardzo uzyteczne narzedzie do okreSlania, jaka role w
dowodach pelnig poszczegdlne wiasnosci diagramu. Definicje powyzszych pojeé
nie s3 w pelni $ciste, maja czgSciowo charakter nieformalny. Wiasnosci quasi-
doktadne definiuje wigc Manders jako te, ktore “pozostaja niewrazliwe na pewien
zakres kazdej ciaglej modyfikacji (some range of every continous variation)
konkretnego diagramu™’®. Typowymi przyktadami takich wlasnosci sa zawieranie
si¢ w sobie obszaréw badz odcinkow, fakt istnienia punktéw przecigcia dla danych
odcinkow badz krzywych; dalej mozna wymieni¢ wilasnosci takie, jak ,,punkt lezy
w obszarze”, ,,bok lezy naprzeciw wierzcholka”, ,,trojkat jest potozony w innym
trojkacie”, ,,punkt jest potozony pomiedzy dwoma innymi punktami”, itd. Mozna
je, w stowach Mandersa, okresli¢ ogolnie jako ,inkluzje oraz stycznos$ci

707 , .
” 7O wilasnoSciach

55708

(contiguities) obszaroéw, odcinkoéw i punktéw na diagramie
quasi-doktadnych ,,mozna powiedzie¢, ze wyrazaja one topologi¢ diagramu
Zbiér wszystkich takich wtasnosci proponuje Manders ogoélnie nazwac terminem
appearance, ktory mozna tlumaczy¢, jak zewnetrzna posta¢ diagramu, badz po
prostu to, jakim nam si¢ jawi.

Druga grupa witasnosci diagramow sa wlasnosci doktadne. Oto ogolne,
nieco nieprzejrzyste ich okreslenie: ,,doktadne wlasnosci to te, ktore w przypadku

przynajmniej niektorych cigglych modyfikacji diagramu, pozostaja niezmienione

7% Manders, K., The Euclidean Diagram..., str. 92.

7 Tamze, str. 89.

8 Tamze, str. 92. Potter pisze, ze o tych wiasno$ciach mozna tez mysleé¢ jako o takich, ktore sa
niezmiennicze wzgledem przeksztatlcen homeomorficznych (por. Potter, D., Diagrammatic
Representation in Geometry, “Dialectica”, 2006, Vol. 60, No 4, str. 374).
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jedynie w odosobnionych przypadkach”’®.

W stowach Manders, s3 one, inaczej
mowiac, ,niestabilne wzgledem modyfikacji diagramu”710. Najwazniejsza cechg
doktadnych wiasnosci jest to, ze moga one by¢ wyrazane za pomocg réwnan
algebraicznych, badz tez proporcji’*'. Przykladami takich whasnosci sa: rownosé
dhlugosci linii (odcinkéw), miar katow, przystawianie trojkatow; inne takie
wlasnosci to: geometryczna charakterystyka danych krzywych (np. ze stanowig
okrag, badz elipse), rownolegltos$¢ prostych, styczno$é¢ prostej do krzywej (w
przeciwienstwie do przecinania jej w dwoch blisko potozonych wzajemnie
punktach) 2. W szczegdlnosci wiec niektore dokladne wlasnosci diagramu
zwigzane sg z orzekaniem réwnos$ci, badZz mniejszosci 1 wigkszosci odpowiednich
wielkosci. Wlasnos$ci doktadne charakteryzuja si¢ ogdlnie tym, iz niewielka
modyfikacja diagramu powoduje, iz diagram Ow je traci. Wlasnosci te maja
oczywiscie fundamentalne znaczenie dla geometrii. Jak podkresla Manders, ,,bez
takich wnioskowan [tzn. wnioskowan o zalozeniach i1 konkluzjach bedacych
wiasno$ciami doktadnymi](...) rozumowania przestrzenne sa bez pordéwnania
stabsze (handicapped beyond recognition)”’**. Wiasnoéci dokfadne nie sa dalej
,nigdy orzekane w oparciu o to, jak diagram wyglada (claimed based on what the
diagram looks like)”"*.

Kluczowa kwestig jest to, ze jedynie wtasnosci quasi-doktadne mogg by¢
odczytane z diagramu, tzn. orzekane o obiekcie geometrycznym reprezentowanym
przez diagram jedynie przez zewngtrzny ,,0glad” diagramu. Z drugiej strony,
»przypisywanie wiasnosci doktadnych (exact attribution) jest uprawomocnione
jedynie przez wczesniejsze fragmenty tekstu dyskursywnego, wlasnosci te nie

moga by¢ nigdy ‘odczytane’ z diagramu”715

. Tak wiec, jak pisze Mumma, ,,
diagramy Euklidesa biorg udziat w dowodach tylko poprzez ich wtasnosci quasi-

doktadne. Euklides nie wnioskuje nigdy o dokladnej witasnosci na podstawie

% Manders, K., The Euclidean Diagram...,, str. 92.

"0 Tamze, str. 93.

! Nie wszystkie takie rownosci mogly przy tym by¢ juz formutowane w jezyku Euklidesa;
przedstawienie niektorych z nich w postaci rownan byto mozliwe dopiero od Kartezjusza.

2 por, Manders, K., Diagram-Based..., str. 92.

"8 Tamze, str. 93.

% Manders, K., The Euclidean Diagram..., str. 69.

™5 Manders, K., Diagram-Based..., str. 93.
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diagramu, chyba ze wynika ona bezposrednio z jakiej$§ wlasnosci quasi-
doktadnej >0 Ty cytowani autorzy widzg rozwigzanie — przynajmniej czesciowe —
problemu  wiarygodnosci  wnioskowan diagramowych. Tym, co czyni
wnioskowanie o wiasnosciach quasi-doktadnych — a tylko takie odnajdziemy u
Euklidesa — wiarygodnym (a przynajmniej nie z gruntu zawodnym), jest ich
kluczowa cecha, tzn., ze sg one stabilne wzgl¢gdem niewielkich modyfikacji
diagramu. Dodatkowo, odnajdujemy tu pewne wytlumaczenie natury
,hiedoskonalosci” rozumowan euklidesowych: ,typowe ‘luki u Euklidesa’
zwigzane s3 z odczytywaniem z diagramu pewnych jawnie quasi-dokladnych
charakterystyk™*’. Podzial na wlasnosci doktadne i quasi-doktadne ma wigc w tym
sensie stanowi¢ wyjasnienie poprawnosci rozumowan euklidesowych.

Dodajmy, iz Keneth Manders zwraca tu uwage na pewna nieostro$¢ pojecia
wiasnosci quasi-doktadnej. Pisze on, iz ,,dozwolona skala modyfikacji, ktéra nie
zostata okreslona w naszej definicji wlasnosci quasi-doktadnych, jest rézna w

» 18 Zakres ,,dozwolonych” tzn. nie prowadzacych do

zalezno$ci od diagramu
btedow modyfikacji diagramu jest wiec nieostry i zréznicowany. Pojawia si¢ wigc
tu znow pewne ryzyko biedu. Jak twierdzi Mumma, nieostro$¢ ta jest
wyeliminowana w ramach formalizacji wtasnosci dokladnych i quasi-doktadnych,
ktérag omawiam ponize;j.

John Mumma tworzy na kanwie podzialu Kenetha Mandersa oryginalng
rekonstrukcje dowodoéw euklidesowych. Pisze o niej jako o systemie dowodowym
(proof system), ktory nazywa skrotem Eu. W ramach tego systemu formalizowane
sa pewne czysto diagramowe aspekty rozumowan euklidesowych, w ten sposob
uscislajac przebieg catosci dowodow. Nalezy od razu podkreslié, iz autor Proofs,
Pictures and Euclid zaprojektowat 6w system przede wszystkim z mysla o
wyjasnieniu I ugruntowaniu ogoélnosci twierdzen euklidesowych. Wedlug Mummy,

Euklides ,,posiadal matematyczng inteligencje, ktéra pozwalata mu oddzieli¢ na

diagramie to, co jest ogolnie prawdziwe od tego, co nie jest”’*®. Omawiana tu

"8 Mumma, J., Proofs..., str. 264.

"7 Manders, K., Diagram-Based..., str. 91.
8 Tamze, str. 94.

™ Mumma, J., Proofs..., str. 270.
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rekonstrukcja ujmuje, wedtug jej tworcy, t¢ euklidesowa inteligencje, tak, ze
dostarcza nam metode ,,0sadzenia, co jest ogdlne w skonstruowanym diagramie, a

co nieaa720

. Ponizej przyjrz¢ si¢ gtbwnym aspektom systemu Mummy, ktadac nacisk
na ogolno-filozoficzne aspekty zwigzane z diagramami, raczej niz na kwestie
formalne.

System Mummy mozna uzna¢ za przykitad rachunku diagramowego.
Doktadniej jest on systemem ,,hybrydowym”, zawiera wigc zarowno komponent
jezykowy, jak i komponent diagramowy — wprowadza si¢ tu mianowicie, jak pisze
Mumma, symbole diagramowe (diagrammatic symbol type) oraz okresla ich
doktadny ksztalt oraz reguty ich przeksztatcania’®. Nie mozna systemu Mummy
nazwa¢ w petni sformalizowanym. Jego ogolna posta¢ jest jednak w ogdlnych
zarysach analogiczna do struktury zwyklych teorii aksjomatycznych budowanych
na gruncie logiki. Zacznijmy wiec od omoéwienia wspomnianych skladowych:
diagramowej 1 zdaniowej, ktorg Mumma nazywa metryczng.

Na jezyk tej drugiej sktada si¢ szes¢ symboli relacyjnych. Sa to relacja
rownosci oraz mniejszosci, ktore zachodza miedzy trzema typami wielko$ci:
dlugosci odcinkow, miar katéw oraz wielkosci pol. Pod zmienne wystgpujace w
predykatach podstawiamy przy tym punkty — np. arnos¢ predykatu orzekajacego
rownos¢ katow jest rowna szes¢, poniewaz dla okres$lania kazdego z dwoch katow
potrzebne sg trzy punkty. Stwierdzenia metryczne mozna dalej za pomocg jednego
spojnika — koniunkcji. Mumma wprowadza tez w ramach swojego Systemu dwa
stwierdzenia metryczne traktowane jako stafe: ,,L” reprezentujace sprzecznos¢, oraz

,©” reprezentujace ,,puste stwierdzenie metryczne” (empty metric assertion)’?

Jezyk ,diagramowej” cze$ci zdan Eu sktada si¢ w pierwszym rzgdzie
,»siatka” punktow; doktadniej jest to siatka ,,pustych miejsc” (dots), ktore moga by¢
wypetione poszczegolnymi, nalezacymi do diagramu, punktami. Siatka ta moze

by¢ ,,gestsza” lub ,,rzadsza”, w zalezno$ci od postaci danego rozumowania czy

20 Tamze, str. 274.

2L por, tamze, str. 256.

22 por, tamze, str. 282. Jak podkresla Mumma, ,,syntaktyka diagraméw jest zdefiniowana tak, aby
mozliwe bylo wyrazenie calego zakresu quasi-doktadnych relacji wyrazanych (conveyed) przez
diagram, oraz tak, by reguty rzadzace tymi symbolami rozpoznawaty (recognize) jedynie te relacje”.
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obiektu, ktory ma by¢ reprezentowany przez diagram (siatke¢ mozemy wigc np.
zagescic, jezeli przecieciu dwoch odcinkéw odpowiada puste miejsce na siatce). Na
diagram sktadajg si¢ dalej punkty, elementy liniowe (proste, potproste, odcinki)
oraz okregi, ktore sg rowniez okreSlone przez punkty. Te ostatnie proponuje
Mumma reprezentowaé przez wieloboki, wraz z punktem reprezentujgcym srodek
okregu. Dodatkowo kazdy diagram (a doktadniej jego punkty) musi by¢ oczywiscie
oznaczony symbolami — tak, by metryczna i diagramowa skltadowa mogly by¢
powiazane. Przyklady diagraméw zbudowanych w taki wlasnie sposob

zaprezentowane sg ponizej.

Rys. 1.

Diagramy takie proponuje Mumma traktowaé jako symbole dowodowe, tzn.
obiekty odgrywajace pelnoprawng role w rozumowaniach. Stuza one do wyrazania
wlasno$ci quasi-doktadnych, przy czym ,dla kazdego oznaczonego literami
diagramu istnieje nieskonczona ilos¢ innych diagramow, ktore wyrazajg (convey) te
same relacje quasi-doktadne i tym samym sa podstawa dla tych samych

» 728 Punkty moga by¢ na przyktad

wnioskowan w dowodzie euklidesowym
rozmieszczone na siatce w roznej odlegtosci, r6zna moze by¢ tez gestos¢ siatki —
przy zachowaniu odpowiednich topologicznych relacji pomiedzy elementami
diagramu. Aby sprecyzowac, ktére diagramy sa w tym sensie ,,tego samego typu”,
Mumma okres$la relacje roéwnowaznosci. Relacja ta laczy w klasy abstrakceji
wszystkie diagramy wyrazajace te same wtasnosci quasi-doktadne. Jest to wazny

aspekt systemu Eu — pozwala bowiem wyjasni¢ 0golnos¢ rozumowan Elementow

723 Tamze, str. 284.
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(kazdy diagram nie jest tu traktowany jako jednostkowy ale jako reprezentujacy
zbior diagramow o tych samych wiasnosciach quasi-doktadnych).
Poprawnie zbudowane stwierdzenia tego systemu sa dalej formalizowane
jako implikacje ksztattu:
A1, AL — Ay A

gdzie A reprezentuje sktadnik diagramowy, A natomiast skladnik zdaniowy
(metryczny). Poprzednik implikacji — A; oraz A; — wyraza warunki poczatkowe,
czyli wlasnosci diagramu oraz zalezno$ci przedstawiane jako zatozenia danego
dowodu. W zwigzku z powyzszym, réwniez dowody euklidesowe maja dwa
sktadniki - zdaniowy, stwierdzajacy rownosci odpowiedniej wielkos$ci, jak i
diagramowy, w ramach ktorego orzeka si¢ 0 relacjach quasi-doktadnych, tzn.
relacjach pomig¢dzy obszarami, wzajemnym potozeniem punktow, itd.

Dla ilustracji wré¢my do jednego z przykladow analizowanych w pierwszym
rozdziale. Chodzi tu o twierdzenie, gloszace, ze kazde dwa rownolegloboki, ktore
s ograniczone tymi samymi prostymi réwnoleglymi, oraz posiadaja jedng
podstawe wspdlng, maja takie samo pole. Warunkami wyjsciowymi dla tego
dowodu sg diagram, oraz stwierdzenie M, zgodnie z ktorym, rowne sg cztery pary

katow: JABC i <ADC, <BAD i <BCD, <EBC i <EFC, oraz <BEF i <BCF. W tym

przypadku A; = A, Stwierdzenie systemu Eu ma wigc, ogolnie rzecz biorac,

nastgpujaca postac.
A D E F A D E F
G G
\ . M — \ / ABCD =, EBCF
Rys. 2

24 por. tamze, str. 266.
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[lustracja dla dowodu moze by¢ przy tym cala klasa diagraméw, m.in. trzy

ponizsze:
A D E F F
oD E
W W
G
B C B C
Rys. 3

Jak wida¢ na trzecim z rysunkow, odcinki AF oraz BC nie musza by¢ na diagramie
rownolegte. Rownoleglo$¢ oraz rownos¢ katéw nie sag bowiem wiasnosciami quasi-
doktadnymi i nie sg odczytywane z diagramu (réwniez przez Euklidesa). Rownos¢
katéw jest ujeta w metrycznej sktadowej twierdzenia, tak, iz diagram, na ktorym
wspomniane odcinki nie sg rownolegle moze rdwniez shluzy¢ dowodowi
twierdzenia bez ryzyka popetlienia biedu (cho¢ stosowanie takiego diagramu
byloby oczywisci nierozsadne a by¢ moze roéwniez mylace). Zauwazmy tu jeszcze,
1z odwotujac si¢ do potozenia punktu G, Euklides powotuje si¢ na wtasno$¢ quasi-
doktadng diagramu. Mogto to by¢ postrzegane jako wada rozumowania Euklidesa,
w ramach systemu Eu nie stanowi to oczywiscie dla poprawnosci dowodu zadnego
zagrozenia.

Mumma podkresla, iz aby podda¢ dowody euklidesowe rekonstrukcji w
adekwatny sposob, nalezy uwzgledni¢ jeszcze jeden ich element — proces
konstrukcji diagramu. Duza cze$¢ dowodow euklidesowych zawiera etap
konstrukcyjny, w ramach ktérego okresla si¢ sposob, w jaki nanoszone powinny
by¢ kolejne elementu diagramu. Informacja ta pojawia si¢ czesto stopniowo,
podczas gdy na diagramie stuzacym jako ilustracja dowodu naniesione s3 na niego
,od razu” wszystkie jego Kkolejne kroki. Uzywajac powyzej wprowadzonej
terminologii, w takich przypadkach A; # A,. Sama metoda konstrukcji, czy

algorytm, zgodnie z ktoérym jest ona wykonywana, nie determinuje wtasnos$ci
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quasi-doktadnych. Wykonywana na rdzne sposoby, moze prowadzi¢ do diagramow
o roznych wlasnosciach quasi-doktadnych. Przyktadem dobrze ilustrujagcym ten
problem jest twierdzenie 2 z Ksiegi I Elementéw. Proces konstrukcji moze tu, w
zaleznosci od warunkow poczatkowych, przebiegaé na dwa rozne sposoby’.

Nie ma tu miejsca na szersza analize¢ metody, za pomocg ktéorej Mumma
formalizuje proces konstrukcji — jest to jeden z bardziej ztozonych aspektéw
systemu Eu. Ponizej przedstawig¢ tylko jego niektore aspekty.

W dalszej kolejnosci przyjrzyjmy si¢ krotko temu, jak wygladaja dowody w
systemie Eu. Sktadaja si¢ one na etap konstrukcyjny i etap dowodowy
(demonstration stage). Reguty konstrukcyjne pozwalaja wzbogacaé wyjsciowy
diagram A; poprzez dodawane punktow, laczenie odcinkdéw, rozszerzenie
odcinkow, czy konstruowanie okrggéw. Proces konstrukcji mozna kodyfikowac,
jako sekwencje diagramoéw. Diagramy te mozna uporzadkowaé za pomocg relacji
czesciowego porzadku, ktorg Mumma okres$la nastepujaco: ,,element X w diagramie

72 (jesli np. punkty A

bezposrednio poprzedza y, jesli konstrukcja y korzystata z x
oraz B sa w trakcie konstrukcji faczone, punkty A i B bezposrednio poprzedzaja
odcinek AB). Dopiero tak okreslony proces konstrukcji diagramu jest podstawa do
przeprowadzania wnioskowan. Doktadniej, podstawg taka jest trojka <X, M, B>,
gdzie P jest czgsciowo uporzadkowanym zbiorem diagramdéw odpowiadajacych
etapom konstrukcji, £ natomiast jej koncowym efektem; symbol M to stwierdzenie
metryczne, ktoére obejmuje dokladne relacje, zaktadane, albo wprowadzane w

727

trakcie dowodu *“*. Taka trojke nazywa Mumma kontekstem dowodu.

Reguty, ktérymi mozna si¢ postugiwac na etapie dowodzenia (demonstration
stage) dzielg si¢ na dwa rodzaje: pozycyjne (positional) i metryczne. W cytowanej

tu pracy Mumma nie podaje listy tych regul, poprzesta¢ na ich ogdélnym opisie728.

™ Nie ma tu miejsca na szersza analize tego przyktadu. Zauwazmy, ze dowdd wspomnianego
twierdzenia jest poprawny. Jest tak, poniewaz korzysta on tylko z tych wlasnos$ci quasi-doktadnych,
ktore sg wspdlne dwom diagramom odpowiadajacym dwdém mozliwym efektom koncowym
konstrukcji. Nie jest jednak z gory (czy jak pisze Mumma — ,,prima facie”) oczywiste, ze dowdd jest
poprawny dla obu diagraméw; nie wskazuje na to rowniez tekst Elementow.

% Tamze, str. 271-272.

21 Tamgze, str. 272.

28 Pelna konstrukcja systemu Eu przedstawiona jest w pracy doktorskiej Mummy. O ile mi
wiadomo, nie zostala ona wydana drukiem, a dalsze szczegodty systemu Eu nie zostaly opisane w
czasopismach specjalistycznych.
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Reguty metryczne maja ogoélnie odpowiada¢ aksjomatom Euklidesa (m.in. tym
dotyczacym relacji rownosci pomig¢dzy roznymi wielosciami). O regutach
pozycyjnych pisze Mumma co nastepuje: ,,efektem zastosowania reguty pozycyjne;j
jest poddiagram X. Wyprowadzenie (deriving) poddiagramu sprowadza si¢ do
potwierdzenia ogdlnosci quasi-doktadnych zwigzkow na nim przedstawionych”729.
Mozna wigc ogdlnie powiedzie¢, ze reguly te prowadza od poddiagramow do
poddiagraméw diagramu ilustrujacego dany dowod’™.

Warto tu wspomnie¢ o jeszcze jednym aspekcie rozumowan opartych na
diagramach, na ktore, wedlug Mummy, rzuca $wiatlo system EU. Nalezy
mianowicie w ostrozny sposob powolywac si¢ na relacje quasi-doktadne, ktore nie
sa z soba powiazane przez nastepujace bezposrednio po sobie kroki konstrukeji. Na
diagramach przedstawiane sa na og6t ,jakies zwigzki pomigdzy niepowigzanymi
elementami” !, nalezy jednak na ogo6l by¢ ostroznym w orzekaniu ogdlnie
zachodzacego zwiazku pomiedzy takimi, niepowigzanymi, elementami. Bardzo
dobrym przyktadem jest tu diagram analizowany we wstepie do niniejszej pracy —
diagram Klein’a, za pomoca ktérego ,,dowodzi” si¢, ze wszystkie trojkaty sa
rownoramienne. Zrédlo bledu w rozumowaniu zwigzanym z tym diagramem
mozna uja¢ w nastepujacy sposob: fakty, iz F lezy na odcinku AB oraz G lezy na
odcinku AC nie sg powigzane (na sposob, o ktorym wspominam powyzej). Sposob
konstrukcji diagramu nie wskazuje na powigzanie F oraz AB, nie mozna wigc na
podstawie rysunku przyjmowac jako og6lny fakt, iz F lezy na AB™%,

Na koniec przyjrzyjmy si¢ jeszcze raz sposobowi, na jaki system Eu radzi
sobie z ,.tradycyjnym” problemem ogdlnosci wnioskéw z rozumowan opartych na
diagramach. Powtorzmy, iz wedtug Mummy, Euklides, o ile odczytuje whasnosci
figur z charakterystyk diagramu, powotuje si¢ jedynie na jego charakterystyki
quasi-doktadne. Wedtug autora Proofs, Pictures and Euclid, dowody Euklidesa

zachowatyby wiec swoja poprawnos$¢, jesli uzyte bylyby ,diagramy, ktére sa

2 Tamgze, str. 273.

%0 7a przestanke wnioskowania mozna przyja¢ dowolny poddiagram diagramu wyjsciowego, tzn.
A1 Kolejne diagramy mogg by¢ z niego ,,wyprowadzone” przy pomocy regul pozycyjnych, oraz, jak
pisze Mumma, ,,wzdtuz gatezi” uporzadkowanego zbioru diagraméw P (por. tamze, str. 19).

3 Tamze, str. 274.

™2 por. tamze, str. 275.
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rownowazne w zakresie wlasnos$ci quasi-doktadnych (...), ale rdznig si¢ w zakresie

swoich wiasnosci doktadnych” [oss

Inaczej moéwige, dowod euklidesowy jest
prawdziwy w odniesieniu do wszystkich figur, ktore maja wspdlna zewnetrzna
charakterystyke (appearance), a wigc takie same wilasnosci quasi-doktadne. Stad
ptynie wyjasnieniec ogdlnosci dowoddéw euklidesowych — w rozumowaniach nie
odnosimy si¢ do konkretnego diagramu, tylko do pewnej klasy diagraméw

rownowaznych pod wzgledem wiasnosci quasi-doktadnych™?

. Nalezy tu wreszcie
stwierdzi¢, iz klasa diagram, dla ktérych dowdd bedzie okre$lona jest réwniez
przez sposob konstrukcji Stad Mumma formutuje nast¢pujaca zasade: ,,to, co w
diagramie jest ogoélne =zalezy od tego, jak zostal on skonstruowany” e
Podsumowujac, ,,w momencie, w ktorym rozumiemy, w jaki sposob diagram
funkcjonuje jako symbol dowodowy, kazdy jednostkowy diagram moze stanowié

(comprise) ogdlne matematyczne stwierdzenie™ .

9.2. Marcusa Giaquinto ujecie elementarnych rozumowan

euklidesowych.

Druga czg$¢ tego rozdzialu poswigcona jest oryginalnemu ujgciu poznania
geometrycznego, ktorego tworcg jest Marcus Giaquinto. Na poczatek chciatbym
przypomnie¢ o wspomnianych ogélnych réznicach pomigedzy koncepcja, oraz
celami badawczymi, Giaquinto, ujgciem rozumowan geometrycznych Mummy. W
centrum jego badan nie lezy rola wizualizacji w dowodach matematycznych. Jak

wspominatem poprzednich rozdziatach, Giaquinto ktadzie nacisk na r6zne funkcje

3 Tamze, str. 265.

" Mozna by powiedzie¢, ze odnosza si¢ do klasy abstrakcji wzgledem tak okreslonej relacji
rownowaznosci. Powotanie si¢ na to pojecie nie wydaje si¢ by¢ do konca uzasadnione, poniewaz
granica pomigdzy figurami o wlasno$ciach - ich wrazliwo$¢ na modyfikacje diagramu jest — co
podkres§la rowniez Manders — zrdznicowana, stad trudno$¢ w dokladnym okresleniu czym jest
doktadnie odpowiednia relacja rownowaznosci i stad klasa abstrakcji.

™ Tamze, str. 270.

3 Tamze, str. 267.
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epistemiczne. W szczegolnosci istotne dla Giaquinto jest odkrycie w matematyce:
jest ono czym inny niz dowod — jest to indywidualna droga dojscia do przekonania
o prawdziwosci pewnego zdania matematycznego. W centrum ponizej
opisywanego ujecie lezy wiec przede wszystkim funkcja odkrywanie w
matematyce.

Celem Giaquinto jest bardzo szczegdétowe ujecie pewnych procesow
poznawczych zwigzanych z elementarnymi obiektami geometrii — procesow, w
przypadku ktorych, dzigki zastosowaniu diagraméw dochodzimy do pewnych
przekonan odno$nie figur geometrycznych. Pytaniem, ktére stawia sobie oxfordzki
filozof jest wigc: ,,jak zdobywamy podstawowg (basic) wiedze geometrycznq?”737.
Ujecie Giaquinto charakteryzuje si¢ bardzo duza doktadnoscia, z jaka
przedstawiane sg kolejne etapy poznania, oraz bardzo zawezonym zakresem badan.
Autor Visual Thinking in Mathematics ogranicza si¢ tu mianowicie do badania
poznania podstawowych wtlasno$ci kwadratow: jego analiza wychodzi od
postrzegania pewnych wiasnosci czworobokéw — przy pomocy wzrokowo
postrzeganych osi symetrii i konczy si¢ na ukazaniu, jak za pomoca tych danych
percepcyjnych formujemy pojecia matematyczne oraz nabywamy pewne
przekonania odnos$nie obiektow matematycznych. Dodajmy, Ze znajdujace si¢ na
pograniczu epistemologii 1 kognitywistyki analizy Giaquinto sg bardzo odwazne i z
pewnoscig nie sg pozbawione niedoskonatosci. Nalezy przy tym zaznaczy¢ (co
podkresla sam Giaquinto) iz jest ona tylko pewna propozycja rekonstrukcji,
obrazuje pewna mozliwos¢, jesli chodzi o ksztalt procesu poznania
matematycznego, mozliwy model tego poznania. Poprzez ograniczenie swojego
zasiggu jedynie do elementarnych prawd dotyczacych kwadratu, mozna
powiedzie¢, wydaje si¢ rowniez nie by¢ reprezentatywna dla catej geometrii. Mimo
to pewne aspekty analiz Giaquinto rzucaja $wiatto na poznanie diagramowe W
ogble. Mozna tu wymieni¢ chocby wrodzone aspekty postrzegania symetrii w

wizualizacjach, czy argumentacja za tym, iz poznanie zwigzane z elementarnymi

37 Giaquinto, M., Visual Thinking..., str. 12.
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figurami geometrycznymi mozna postrzega¢ jako konstytuujgce ,,poznanie
syntetyczne a priori”’.

Prezentacja badan Giaquinto zostanie podzielona na kilka glownych
etapow, zgodnych z porzadkiem wywodu przedstawionego w Visual Thinking in
Mathematics. Rozpoczniemy przy tym (za Giaquinto) od ogodlnych uwag z
pogranicza epistemologii i kognitywistyki.

Do pewnego czasu dominowat poglad, iz w efekcie przetwarzania przez nasz
uktad wzrokowy danych zmyslowych, pojawiajace si¢ w naszych umystach
reprezentacje wizualne sg wiernymi kopiami obrazu na siatkowce oka. Inaczej
mowigc, percepcja miala by¢ wiernym odwzorowywaniem obiektywnie
istniejacych cech postrzeganych przedmiotow (stanowisko te, jak wspominatem,
okresla si¢ czesto mianem realizmu bezposredniego w filozofii percepcji). Jak
wykazaty jednak liczne badania, obiekty, ktore subiektywnie postrzegamy w
efekcie sposobu dziatania naszego ukladu wzrokowego, posiadajg czgsto
,dodatkowe” cechy, ktorych nie sg obecne na rysunkach (ani na siatkowce oka).
Jednym ze znanych przykladdéw jest ponizszy rysunek, na ktérym postrzegamy

trojkat, mimo, ze zaden z jego bokoéw nie jest elementem rysunku.

Rys. 4.

Jedna z sytuacji, w przypadku ktorych postrzegamy co$ wiecej niz jest

zawarte w samych fizycznych cechach przedmiotow, jest percepcja symetrycznych

8 Tamze, str. 12.
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przedmiotow, ktorej analiza stanowi centrum uj¢cia Giaquinto. Za omawianym tu
filozofem, zacznijmy od spostrzezenia, ze na percepcj¢ — a doktadniej na to, co
postrzegamy — znaczacy wplyw ma orientacja, czy potozenie (orientation)
obiektow. Orientacja jest zdeterminowana przez obrany przez nasz system
wzrokowy uktad odniesienia. Uktad odniesienia mozna rozumie¢ jako parg
prostopadtych osi, z ktorych jedna jest osig ,,gora-dot”. Oto prosty przyktad - litera
Y przy ,,przesuni¢ciu uktadu odniesienia 0 90° moze by¢ postrzegana jako litera M
badz W. Innym przyktadem jest ,,zwyczajny” kwadrat, oraz kwadrat obrécony o
45°, ktéry nasladujac angielskg terminologi¢ (i z braku polskiego terminu) mozemy
nazwaé ,,diamentem”. Ten drugi jesteSmy mianowicie sklonni postrzega¢ jako

kwadrat, ten drugi natomiast jako romb.

Rys. 5.

Orientacja przedmiotu wplywa wigc na tres¢ naszych percepcji, na to jaki
obiekt postrzegamy. Giaquinto proponuje dalej mysle¢ o tresci wizualnej
reprezentacji jako o zbiorze zewngtrznych cech charakterystycznych (set of feature
descriptions), ktére postrzegamy w trakcie procesu percepcji’®®. Zbior ten jest
odmienny w przypadku réznych orientacji przedmiotu. To, ,,w jakiej orientacji”
postrzega nasz uktad wzrokowy dany przedmiot uzaleznione jest od tego, jaka
glowna o$ (strong intrinsic axis) ,,obierze”.

Nas umyst przewaznie ,,wybiera” jedng taka o$, wybdr ten nastepnie determinuje

zbior cech charakterystycznych, ktory w niejako automatyczny bedzie

™ Tamze, str. 16.
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przypisywany figurze, w zalezno$ci od obranej osi. Patrzac na kwadratowy diament
,harzuca si¢” o§ pionowa, ktora determinuje wtasnosci, jakie w nim, dostrzegamy:
,jesli kwadrat jest postrzegany jako diament, zbiér cech charakterystycznych
bedzie zawieral informacjg, Ze jest symetryczny wzgledem pionowej (goéra-dot) osi,
z jednym wierzchotkiem na gorze, jednym na dole oraz jednym z kazde;j strony”740.
Wilasnosci te to wlasnie zbior zewnetrznych cech charakterystycznych.

To, jaka o$ uktad wzrokowy obiera jaka gtéwna zalezy od kilku,
niezaleznych od woli, czynnikow. Przede wszystkim jako taka o§ wybieramy
oczywiscie te, ktora dzieli figurg na dwie czesci bedace swoim odbiciem
lustrzanym (reflection symmetry) — zgodnie z definicjg symetrii osiowe;j. Jesli
mozliwych jest jednak wigcej takich osi (jak w przypadku kwadratu), w pierwszej
kolejnosci jest to ,,08 grawitacyjna”. Jest ona najbardziej naturalng osig symetrii,
stanowi ona, jak pisze Giaquinto pewien ,,sSrodowiskowy uktad odniesienia”. I tak
postrzegajac kwadrat z powyzszego diagramu, wigkszo$¢ z nas jest sktonna w
pierwszym rzedzie widzie¢ go jako symetrycznego wzgledem pionowej osi
przechodzacej przez srodki bokow — a w przypadku ,,diamentu”, wzgledem
pionowej osi przechodzacej przez wierzchotki. W dalszej kolejnosci uktad
wzrokowy wybiera 0§ biorgc pod uwagg cechy otoczenia przedmiotu. W
szczegolnosci, jesli dany przedmiot ma kilka mozliwych osi symetrii, obierana jest
ta, ktorg dzieli on z innymi przedmiotami (mozna si¢ o tym przekona¢ rozwazajac

ponizszy diagram).

Rys.6.

™0 Tamze, str. 16.
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Postrzegajac pewne symetrie, mozg postrzega powigzane z nimi cechy

rysunkoéw, badz cechy, ktore sa konsekwencja faktu symetrycznosci wzgledem
jakiej$ konkretnej osi. Jak pisze Giaquinto, ,,postrzeganie figury geometrycznej
jako kwadratu, pociaga fakt, iz wszystkie jego katy sa rowne”, podczas gdy
,postrzeganie symetrii [w ‘diamencie’] pocigga postrzeganie katow lezacych
naprzeciw siebie jako r()wnych”741.
Jak wspominatem, przez tre$¢ reprezentacji wizualnej mozna og6lnie rozumieé
zbiér zewnetrznych cech postrzeganego przedmiotu’®. T tak, aby uktad wzrokowy
postrzegal dang figure jako kwadrat muszg by¢ spelnione odpowiednie cechy, tzn.
symetryczno$¢ wzgledem odpowiednich osi. W ten sposéb mozna podaé ,,wizualng
specyfikacje rodzajowa (visual category specification)” dla kwadratow’*. Sa to
cechy, ktore wystarczaja do tego, aby postrzegac figure, czy ksztalt jako kwadrat.

Czym innym jednak jest postrzeganie danego obiektu jako kwadrat i czym
innym rozumowanie o kwadracie. Podobnie pojecie kwadratu jest czym niz
specyfikacja wizualna (mimo, iz s3 one powiazane). Jak podkresla Giaquitno,
rozumujemy bowiem za pomoca pojeé, a nie specyfikacji rodzajowych’.

Giaquinto wyrdznia pojecie percepcyjne (perceptual concept) oraz pojecie
geometryczne (geometrical concept), przy czym to drugie jest szczegdlnym
przypadkiem pierwszego. Zanim jednak podam przyktady takich pojec¢ 1 sposéb w
jaki si¢ nimi postugujemy (o czym Giaquinto pisze dos$¢ szeroko), przytocze, co
pisze on o pojeciach jako takich. Tu Giaquinto jest niestety do$¢ oszczedny:
proponuje rozumie¢ pojecia jako ,,sktadowe (constituents) mys',li”745, przy czym
mys$l to ,,tres¢ mozliwego stanu mentalnego, ktora moze by¢ prawdziwa badz

falszywa (correct or incorrect) oraz ktora pozostaje w zaleznosci inferencyjnej z

™ Tamgze, str. 22.

™2 Tamze, str. 16.

™ W przypadku kwadratow taka specyfikacja rodzajowa sklada si¢ z nastepujacych percepcji (V to
pionowa, a H pozioma o$ symetrii) : 1) plaski obszar powierzchni, ograniczony prostymi
krawedziami: dwoma rownoleglymi do H, jedna wyzej, druga nizej, oraz dwoma rownolegltymi do
V, jedna po kazdej stronie. 2) symetryczna wzgledem V, 3) symetryczna wzgledem H, 4)
symetryczna wzgledem kazdej osi dzielagcej katy pomiedzy V i H na rowne czesci (por. tamze, Str.
23).

4 Tamze, str. 24.

™ Tamze, str. 24.
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innymi takimi tre§ciami” ™. Powyzsze sformutlowania rodza pewne problemy;

narzuca si¢ pytanie o natur¢ obiektow, ktore Giaquinto nazywa myslami, oraz
pytanie w jakim sensie mogg by¢ one prawdziwe badz fatszywe. Pytanie te nie sa
podejmowane przez Giaquinto. Problemy te mozemy jednak ominaé, o ile
powyzsze okreslenia pojawiajg si¢ tylko w jednym miejscu tekstu i1 nie grajg prawie
zadnej roli w dalszej rekonstrukcji poznania geometrycznego. Wydaje sie
mianowicie, ze Giaquinto definiuje ,,pojecia” i ,,mysli” jedynie w celu nadania
bardziej cato$ciowego charakteru swojej koncepcji epistemologicznej. Mozna
zaryzykowac stwierdzenie, iz istotniejsza jest tu negatywna charakterystyka pojec.
Ani pojecia, ani zdania, nie muszg by¢ rozumiane jako byty jezykowe (te drugie nie
powinny by¢ na przyklad rozumiane jako znaczenia zdan). W stowach
Giaquinto,,mysli nie s3 rozumiane jako znaczenia zdan, a pojg¢cia nie sg rozumiane
jako znaczenia leksykalne”.

Najistotniejsze dla koncepcji Giaquinto okazujg si¢ inferencyjne zwiazki
migdzy pojeciami. Kluczowe dla dalszej dyskusji jest dalej ,,inferencyjne ujecie
poje¢”. Zgodnie z nim, pojecia to ,,sktadowe mysli, od ktérych zaleza niektére z

57147

cechujacych je zaleznosci inferencyjnych”™™'. Pojecia, w ujeciu Giaquinto, mozna

,okresli¢ (specify) w terminach tych wiasnie podstawowych wnioskowan” 8
Posiadanie pewnego pojecia jest w tym ujgciu uwarunkowane gotowoscig do
przeprowadzania pewnych prostych wnioskowan zwigzanych z tym pojeciem (w
tych wnioskowaniach moga przy tym gra¢ istotng role tresci pozajezykowe). Aby
posiada¢ taka dyspozycje, musimy by¢ w posiadaniu odpowiedniej specyfikacji
rodzajowej — tu ujawnia si¢ wiec zwigzek miedzy pojeciem a specyfikacja.
Przyjrzyjmy si¢ jak to wyglada w przypadku kwadratu. Zgodnie z
powyzszymi uwagami, ,,istota percepcyjnego pojecia kwadratu jest dyspozycja do

5 749

orzekania o czym$, ze jest kwadratem Zacytyymy wigc za Giaquinto

specyfikacje rodzajowa kwadratu, ktorej posiadanie umozliwia zaistnienie tej

8 Tamze, str. 24.

"7 Tamze, str. 25.

™8 Np. Pojecie “wujek” moze byé okreslone przez pewien zbiér wnioskowan, ktore skfonni
jestesmy przeprowadzaé, o ile posiadamy to pojecie. Jednym z takich wnioskowan moze by¢ np.:
,Jesli x jest wujkiem, to istnieje pewna osoba y, taka, ze x jest bratem, bagdZ szwagrem ktoérego$ z
rodzicoOw osoby Yy (por. tamze, Str. 25).

™ Tamze, str. 26.
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dyspozycji. Specyfikacja nawigzuje do percepcji, ktore s3 ze swojej natury
niedoktadne — stad przy niektérych z ponizszych sformutowan Giaquinto dodaje
zwrot ,,n/c” — w przyblizeniu, badz doktadnie (nearly or completely). Symbole V i

H oznaczaja odpowiednio pionowg i poziomg oS.

,Pojecie {kwadrat} jest pojeciem C, ktore posiada si¢ wtedy i tylko wtedy, gdy

zachodza nastgpujace dwa warunki:

a) jesli obiekt x jest reprezentowany w do$wiadczeniu percepcyjnym jako n/c
ptaska figura n/c ograniczona n/c liniami prostymi, o jednej krawedzi powyzej H
oraz n/c rdwnoleglej do niej, jednej ponizej H 1 n/c rownoleglej do niej, jednej z
kazdej strony V oraz n/c rownoleglej do V, jak rowniez n/c symetryczna wzgledem
H oraz V, jak r rowniez n/c symetryczna wzgledem kazdej osi dzielacej katy
pomiedzy V 1 H na réwne czesci — jesli X jest reprezentowana w taki sposob w
doswiadczeniu percepcyjnym 1 jesli ufamy naszemu doswiadczeniu, jesteSmy
przekonani bez jakiejkolwiek argumentacji (one believes without reasons) ze obiekt
ten posiada C. Odwrotnie, jesli ufamy naszemu do$wiadczeniu percepcyjnemu
obiektu x, jesteSmy przekonani, Ze x posiada x wtedy i tylko wtedy, gdy (only if),
X jest reprezentowany w doswiadczeniu jako n/c ptaska figura n/c ograniczona

przez n/c proste krawedzi. . .itd.

b) niech ,X” okreSla ksztalt, ktéry obiekty wydaja si¢ posiada¢ w
doswiadczeniach opisanych w a). Jesli obiekt x nie jest postrzegany, posiadamy
dyspozycje to uwazania nast¢pujacych wnioskowan za przekonywujace, bez

potrzeby odwotywania si¢ do dodatkowych argumentow:

X posiada X. Zatem x posiada C

x posiada C. Zatem x posiada = "°

0 Tamze, str. 27.
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Pojecie percepcyjne jest pojeciem nieostrym, w tym sensie, ze co do pewnych
obiektow bedziemy mieli watpliwosci, czy okresli¢ je jako kwadrat, czy nie.
Dlatego tez okresla je jako percepcyjne pojecie kwadratu. Czym w takim razie sg
pojecia geometryczne? Otdz czg$cig naszego doswiadczenia moze by¢ to, ze pewne
kwadraty uwazamy za doskonalsze, dokladniej narysowane, od innych. Jesli
wszystkie cechy wymienione powyzej zachodzg w stopniu doskonalym — tzn. jesli
postrzegamy je jako doskonale — to dany obiekt postrzegamy jako kwadrat
doskonaty. Jesli jesteSmy sklonni uznawaé pewne kwadraty za kwadratowe w
sposob doskonaty, to stosujemy do nich geometryczne pojecie kwadratu:
»posiadanie poje¢cia doskonatego kwadratu skupione jest na dyspozycji do
okreslania danego obiektu jako kwadrat doktadnie wtedy, kiedy wydaje si¢ by¢
doskonatym kwadratem”"™".

Giaquinto podkresla, ze specyfikacje rodzajowe nie musza by¢ okreslone w
sposob jednoznaczny, nie muszg by¢ takie same dla kazdego cztowieka. Moga wiec
istnie¢ inne pojecia percepcyjne oraz geometryczne ,,kwadratu”, niz te ktore zostaly
powyzej zacytowane. Mimo to jest pojecie, ktore okreslit, ,,badz co§ do niego
zblizonego jest prawdopodobnie wlasciwe w odniesieniu do elementarnej wiedzy
geometrycznej”752.

Posiadanie poje¢, czy dysponowanie pojeciami moze pociggaé, zdaniem
Giaquinto, posiadanie pewnych ,,ogdélnych dyspozycji do posiadania przekonan,
ktore moga byé uaktywnione przez doswiadczenie wizualne”®. Owo pojecie
dyspozycji do posiadania przekonan jest jednym z kluczowych elementow
koncepcji Giaquinto. Sg one (a przynajmniej mogg by¢) zrodlem tego, co Giaquinto
nazywa elementarng wiedzg geometryczng (basic geometrical knowledge), czyli
wiedza, ktorej nie uzyskujemy ani w wyniku wnioskowania, ani w sposob
zaposredniczony przez wczesniejsza wiedzg. MoOwigc w uproszczeniu sama
percepcja kwadratu (zaposredniczona przez percepcyjne pojecie doskonatego
kwadratu) powoduje, poprzez uaktywniong w ten sposob dyspozycj¢, pojawienie

si¢ w naszych umystach pewnych przekonan odno$nie tego kwadratu. Giaquinto

> Tamze, str. 29.

2 Tamze, str. 29.
53 Tamze, str. 35.
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wydaje si¢ twierdzi¢, ze przekonania te pojawiajg si¢ w nas niejako automatycznie,
czy — uzywajgc zwrotu Giaquinto — bez jakiejkolwiek argumentacji (without
reasons).

Autor Visual Thinking in Mathematics opisuje taki wiasnie proces na
przyktadzie dochodzenia do przekonania, o tym, ze dwie cze¢sci, na ktére dany
kwadrat jest podzielony przez o$ symetrii pokrywajgca si¢ z jego przekatng, sg
figurami przystajagcymi. Glowna idea jest nastepujaca: biorac pod uwage
zacytowang specyfikacje rodzajowa dla kwadratow, postrzeganie danego obiektu
jako kwadrat pocigga postrzeganie go jako symetrycznego wzgledem swojej
przekatnej (wynika to z powyzej przytoczonej tresci pojecia doskonatego
kwadratu). Giaquinto uwaza, ze ,,jesli figura a wydaje si¢ komus$ by¢ symetryczna
wzgledem linii |, i osoba ta ufa swojemu do$wiadczeniu percepcyjnemu, osoba ta
bedzie przekonana ze czgéci a z kazdej strony | sg doskonale przystajqce”754. Jesli
wiec postrzegamy figure jako doskonaty kwadrat, posiadamy réwniez przekonanie
o tym, ze dwie czg¢sci tej figury z kazdej strony przekatnej sa w doskonaly sposéb
przystajace”>>. Posiadamy wiec, wedlug Giaquinto, nastepujaca dyspozycje, ktora
bede dalej okreslat jako dyspozycje C: ,,jesli ptaska figura a postrzegana jest jako
doskonale kwadratowa, jesteSmy sktonni by¢ przekonani bez dalszej argumentacji
(one would believe without reasons), ze dla kazdego doskonatego kwadratu X oraz
dla kazdej przekatnej k kwadratu x, czesci X po kazdej stronie k sg doskonale
przystaja}ce”m6

Zatrzymajmy si¢ w tym miejscu na pytaniu: jaki charakter ma wiedza
uzyskiwana w opisany powyzej sposob? Wymienmy, za Giaquinto, kilka
charakterystyk tego typu poznania:

Po pierwsze, Giaquinto uwaza, ze opisywane przejscie od posiadania
przekonania, iz dana figura jest kwadratem, do przekonania, iz posiada on pewne

cechy, odbywa si¢ w sposob nieswiadomy, niejako automatyczny, nie

™4 Tamze, str. 36.

™ Giaquinto pisze tu znéw o przekonaniu, do ktérego dochodzimy bez jakiejkolwick argumentacji
(without further reasons).

™8 Tamze, str. 38. Moja prezentacja sposobu uzyskiwania tego przekonania jest nieco skrocona —
Giaquinto dodaje, iz konieczna jest tu jeszcze posiadanie pojecia przekatnej oraz dyspozycja do
orzekania o pewnym ksztalcie S, iz odpowiada on poj¢ciu doskonatego kwadratu.
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zaposredniczony przez zadne zdania. Przekonania takie osiggamy ,bez udziatu
wnioskowania lub zewnetrznego zapisanego lub ustnego swiadectwa” "™’

Po drugie, przekonania uzyskane ta droga nie sa prawdami empirycznymi, a

przynajmniej nie trzeba je za takie uznawac. Przekonania te nie pojawiaja si¢ w
efekcie pozyskania pewnych danych doswiadczalnych, czy systematycznej
obserwacji’®,
To nie na podstawie wizualnego doswiadczenia empirycznego pojawia si¢ w nas
odpowiednie przekonanie. W stowach Giaquinto, ,przekonanie nie jest
ugruntowane w doswiadczeniu, poniewaz nie ma potrzeby(/koniecznos$ci) rozwazac
doswiadczenia w kategoriach prawdy i fatszu (experience is not the ground for the
belief, for one does not need to take the experience to be veridical). Rola
doswiadczenie jest jedynie uruchomienie dyspozycji” ™.

Doswiadczenie to nie odgrywa wigc w szczeg6dlnosci roli, ktore zazwyczaj
si¢. mu przypisuje, jako zrodlu wiedzy empirycznej: nie jest ono $wiadoma
aktywnos$cig nastawiong na analiz¢ danych do$wiadczenia w celu wyciagniecia z
nich wnioskéw indukcyjnych. Przekonanie uzyskane w omawiany sposob nie
podlega, wedlug Giaquinto, falsyfikacji przez doswiadczenie (argumentacja
przeciw empirycznej interpretacji poznania opartego na wizualizacjach opisywana
jest szerzej w dalszej czesci ksigzki Giaquinto, wroce wigc do niej w kolejnym
podrozdziale)’®.

Po trzecie, omawiane przekonanie ma charakter ogdlny. W stowach
Giaquinto: ,je$li umyst jest wyposazony w odpowiednie pojecia, wizualne
doswiadczenie konkretnej figury moze powodowaé powstanie o0golnego
geometrycznego przekonania (general geometrical belief). W skrocie, posiadanie
odpowiednich poje¢ umozliwia ‘widzenie tego, co ogélne w tym, co

szczeg(')lowe’”761

™" Tamze, str. 39.

8 Zauwazmy, Ze jest to zwiazane z powyzej wspomniang okoliczno$cia, iz omawiane przekonanie
uzyskiwane jest w sposob nie§wiadomy, niejako automatyczny.

59 Tamze, str. 37.

80 Tamze, str. 44.

81 Tamze, str. 39.
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1)
2)
3)

Giaquinto nie wyjasnia blizej, jak nalezy rozumie¢ ogo6lny charakter takich
przekonan. Wydaje si¢, iz wyptywa ona stad, ze postrzeganie okreslonego ksztattu
wigze si¢ zawsze z przypisaniem figurze posiadajacej ten ksztalt wlasnos¢ bycia
doskonatym kwadratem, co z kolei zawsze wigze si¢ z przekonaniem zwigzanym z
jego przekatnymi (na mocy dziatania odpowiednich dyspozycji, oraz przy
zalozeniu posiadania odpowiednich pojec).

Przyjrzyjmy si¢ na koniec nastgpujgcemu pytaniu, ktore rozwaza Giaquinto:
czy przekonanie uzyskane w powyzej opisany sposdb mozna uznaé za stanowigce
wiedze? ,,Przekonanie” jest ostatecznie kategorig epistemologiczng tgczong raczej z
typem poznania subiektywnego 1 niepewnego, niz z pelnoprawna wiedzg
matematyczng. Wedlug Giaquinto, aby dane przekonanie mozna bylo tak

zaklasyfikowa¢, musi ono spetniaé trzy warunki. Powinno ono:

by¢ prawdziwe,
by¢ uzyskane w wiarygodny sposéb,
nie powinno, jesli chodzi o proces jego uzyskiwania, narusza¢ epistemicznej

- 762
racjonalnosci’~*.

Pierwszy warunek jest, wedtug Giaquinto, spetniony w sposdb oczywisty —
jako, ze przekonanie, iz przekatna dzieli kwadrat na figury przystajace jest prawda
geometryczna, ale wykazang juz na inny sposéb763.

Drugie pytanie jest oczywiscie kluczowe dla problematyki poznania
diagramowego. W ramach odpowiedzi, Giaquinto przypomina najpierw, iz ,stan
przekonania o czyms (belief state) jest efektem aktywacji dyspozycji do posiadania

przekonania  (belief-forming  disposition)” "%

Pytanie o wiarygodno$¢
odpowiedniego przekonania sprowadza si¢ wigc do pytania o wiarygodnosé

wspomnianej dyspozycji.

82 Tamze, str. 40.

83 Giaquinto zaznacza przy ty — nawiazujac do problemu przestrzeni jako przedmiotu geometrii - iz
zdania i przekonania geometryczne prawdziwe sg o kwadratach przedstawianych w przestrzeni
wyobrazeniowej, a nie fizycznej (pot. tamze, str. 40).

8% Tamze, str. 40.
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Czy dyspozycja do stanéw przekonania jest wiarygodna? Skad pochodzi
wiarygodno$c¢?
Giaquinto przyznaje, ze pytanie wydaje si¢ trudne, 1 wiele dyspozycji do pewnych
przekonan jest zawodne. Proponuje ptu przyja¢ nastepujace kryterium: ,jesli
wyjéciowe przekonanie (output belief) jest prawdziwe dla kazdego danej
wejsciowej (input), ktore spetnia dany warunek, dyspozycja jest wiarygodna”765.
Inaczej mowiac, dyspozycja jest wiarygodna, jesli dla ustalonych danych, czyli np.
danego rysunku, zawsze daje prawdziwe zdania. Wedhug Giaquinto dyspozycja C
spetnia ten warunek, o czym przekonujemy sie przez wglad (by inspection).

Spetnienie trzeciego warunku autor Visual Thinking in Mathematics omawia
jeszcze bardziej oglednie. Problem ten sprowadza on do pytania o mozliwosé
pojawienia si¢ sprzecznych przekonan. W odniesieniu do omawianego typu
przekonan Giaquinto stwierdza jedynie, iz nie ma powodu, aby sadzi¢, iZ moga
prowadzi¢ do sp

Powyzsza argumentacja wydaje si¢ by¢é dos¢ powierzchowna i
niewystarczajaca — przynajmniej w celu wykazania prawdziwosci, wiarygodnosci i
niesprzeczno$ci wiedzy uzyskanej w omawiany tu sposob. Kwestia statusu
epistemicznego ,,przekonan” wydaje si¢ wigc pozostawaé dyskusyjna. Mozna
jednak przyjaé, iz przedstawiony powyzej proces poznawczy jest mozliwg droga
pozyskania wiedzy geometrycznej. Taka droga do prawd geometrycznych ma
réwniez bardzo kantowski charakter. Tak pisze o tym sam Giaquinto: ,,Ten sposdb
zdobywania przekonania jest nieempiryczny, poniewaz rola doswiadczenia nie
polega tu na dostarczaniu uzasadnienia (evidence). Jednocze$nie do$wiadczenie
wizualne jakiegos rodzaju jest kluczowe dla aktywacji odpowiedniej dyspozycji do
formutowania przekonan; jasnym jest rowniez, ze ten sposob osiagania przekonania
nie wymaga wydobywania informacji z definicji (unpacking definitions), analizy
pojeciowej ani dedukcji logicznej. Stad musi by¢ zaliczana do wiedzy
nieanalitycznej. Przy zatoZeniu, Ze ‘nieanalityczne oraz nieempiryczne’ oznacza to

samo, co ‘syntetyczne a priori’, sformulowaliSmy stanowisko, ktore jest

8% Tamze, str. 40.
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przynajmniej bliskie czgsto lekcewazonemu pogladowi Kanta, ze mozliwa jest
wiedza syntetyczna a priori .

W ostatnim podrozdziale omowi¢ krotko, jak wedlug Giaquinto, proste
rozumowania geometryczne korzystajace z wizualizacji prowadzi¢ moga do
odkrycia w matematyce. Rozwazania z tej czeSci ksigzki Visual Thinking in
Mathematics zawierajg rowniez bardzo cickawe uwagi na temat empirycznego
charakteru wizualizacji. W pewnej mierze s3 one powtdrzeniem tego, o czym
mowa byta powyzej, pojawia si¢ tu jednak rowniez wiele nowych ciekawych idei.
Ujawnia si¢ w nich zndéw kantowski charakter omawianego uje¢cia poznania
geometrycznego.

Wyjasnijmy najpierw, co Giaquinto rozumie przez ,odkrycie” w
matematyce. Odkry¢ prawde matematyczng znaczy og6lnie doj$¢ do przekonania o
niej (coming to believe it) na niezalezny, wiarygodny i racjonalny sposob. O tym,
czym w swej istocie jest poznanie wiarygodne i racjonalne byla juz mowa w
poprzednim podrozdziale. Nalezy wigc dodac, iz pozna¢ prawde niezaleznie, to po
prostu uczynié to ,,samemu’, bez podpowiedzi innych, ani nie dowiadujac si¢ o niej
z zadnych zewngtrznych Zrédel. Giaqutino oddziela dalej odkrycie od uzasadnienia
(justification). Odkrycie prawdy nie pociaga tego, iz osoba ktora ja odkryta potrafi
ja uzasadni¢, badz, ze dysponuje w danym momencie jej dowodem’®”. Dodajmy tu
roOwniez, 1z omawiany ponizej proces odkrycia ukazuje, wedlug Giaquinto, jak
wizualizacje mogg stuzy¢ zdobywaniu nowej wiedzy matematycznej w oparciu 0
jakas wiedze wczesniejsza (inaczej byto w przypadku omawianym powyzej — tam
wystarczaly ogdlne dyspozycje i dysponowanie odpowiednimi pojeciami).

Jako przyklad podaje Giaquinto rozumowanie bardzo podobne do tego, jakie
przeprowadzat Sokrates wraz z niewolnikiem w Menonie. Prowadzi ono do tezy, iz
jesli majac dany kwadrat, zbudujemy na jego przekatnej nowy kwadrat, to 6w
nowy kwadrat bedzie mial pole dwa razy wigksze od pierwszego. Nazwijmy ja

twierdzeniem B "®®. Giaquinto podkreéla, iz mozna dojé¢ do przekonania o

766 Tamze, str. 47.
87 Tamze, str. 50.
768 Zwroémy uwage, ze Giaquinto nie pisze juz tu tylko o przekonaniach, ale réwniez o zdaniach.
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prawdziwosci tego twierdzenia drogg odkrycia, prowadzacego przez wizualizacje.

Rozwazamy wigc ponizszg figure:

Rys. 10.7.

LZewnetrzny kwadrat” jest z pewnos$cia wiekszy od ,,wewnetrznego”. O ile
wiekszy? Giaquinto podkresla, Zze za pomocg wizualizacji oraz prostego
rozumowania mozna doj$¢ do przekonania o prawdziwosci twierdzenia B.
Wystarczy zauwazy¢, iz na pole wigkszego kwadratu sktadaja si¢ cztery trojkaty w
naroznikach. Jesli teraz wyobrazi¢ sobie ,,zagigcie ich do $rodka”, wigkszos¢ ludzi
sklonna bylaby sadzi¢, iz zagigte trdjkaty w zupelosci wypetniaja wewngtrzny
kwadrat. Stad pole czterech trojkatow réwne jest polu mniejszego kwadratu, 1 dalej
pole wigkszego kwadratu jest dwa razy wigksze od pola mniejszego.

Taka — jedna z mozliwych — droga do dowiedzionego rowniez przez Menona
twierdzenia posiada, wedlug Giaquinto, dwojaka nature. Ma po czeSci charakter
wizualny — jest to po prostu zauwazenie, iz odpowiednia manipulacja np. kartka
papieru, skutkuje w natozeniu na siebie naroznikowych trojkatéw 1 wewnetrznego

kwadratu "®°

. Ma jednak rowniez po cze¢sci charakter jezykowy (verbal nature).
Jedng z przestanek dla rozumowania werbalnej jest jednak akt wizualizacji
zaginania trojkatow naroznikowych, oraz plynace z niego przekonanie, iz trojkaty

te ,,wypelnia” maty kwadrat. Stanowi on wigc istotny element rozumowania.

89 Tamze, str. 52.
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Tyle o samym rozumowaniu. O wiele wigcej miejsca poswigca Giaquinto tezie,
1Z omawiana powyzej argumentacja za teza B nie ma, a przynajmniej nie musi
mie¢, charakteru empirycznego. Wizualizacji zginania si¢ ,,naroznikowych
trojkatow”, nie trzeba rozumie¢ jako indukcyjnego uogoélniania na podstawie
wcezesniejszego doswiadczenia. Z wizualizacjg tg ,,nie wydaje si¢ wigza¢ zadne
wnioskowanie z do§wiadczenia fizycznego™ '"°.Giaquinto podaje trzy argumenty za
taka tezg.

Po pierwsze twierdzi on, iz osoba osiggajaca przekonania o powyzej
omawianym twierdzeniu ,,nie ma odczucia, ze moze pojawic si¢ kontrprzykiad”Wl.
Jesli pewna aktywno$¢ zginania kwadratu nie zakonczylaby si¢ natozeniem na
siebie odpowiednich czesci, bylibysmy raczej sktonni, wedhug Giaquinto, sadzié, iz
zgiecie nie nastgpito dokladnie wzdtuz wyznaczonych linii. Po drugie, ,,jesli akt
wizualizacji miatby polega¢ na odwotywaniu si¢ do do$wiadczenia fizycznego,
doswiadczenie to musiatloby zawiera¢ szerokg (extensive) konfirmacje dla
twierdzenia B”""%. Tymczasem fizyczne zginanie kartki rzadko skutkuje doktadnym
nalozeniem si¢ na siebie odpowiednich czes$ci. W istocie, czgsciej zdarzaja si¢ tu
porazki niz sukcesy. W zwigzku z tym, twierdzi Giaquinto, przekonanie o tezie B
nie plynie z powtarzanego dos$wiadczenia, jak ja potwierdzajacego. Trzeci
argument wyptywa z drugiego: nasze ogdlne przekonanie o tym, iz teza wyptywa
indukcyjnie z doswiadczania zginania kartki (czy jego wizualizowania), nie
zmniejsza naszego przekonania o B, jako wykazanego po cze$ci na mocy
dos$wiadczenia wizualizowania.

Dodam wreszcie, iz Giaquinto odrzuca ideg, jakoby podstawa dla orzekania
o B byt ,,wewnetrzny eksperyment”, rozumiany jako typ do$wiadczenia, ale
zwigzany z praktyka wizualizowania. Teza B nie jest wigc rowniez oparta w sposob
indukcyjny na ,,dos$wiadczenia wewng¢trznym”, rozumianym jako ,,obserwacja

s 773

doswiadczenia wizualizowania Giaquinto uwaza, iz bylaby to bledna

interpretacja doswiadczenia wizualizacji. Po pierwsza nie jest tu obecna

0 Tamze, str. 53.
m Tamze, str. 54.
2 Tamze, str. 54.
" Tamze, str. 57.
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,fenomenologia patrzenia i zauwazania”''*: nie jest tak, iz najpierw doswiadczamy

aktu wizualizacji a nastgpnie go obserwujemy. Po drugie natomiast z wizualnym
doswiadczeniem potaczone jest odczucie pewnosci tezy B. Polega ono m.in. na
tym, iz jesteSmy sktonni twierdzi¢, iz ,kontrprzyktad nie jest autentyczna
mozliwoscia epistemologiczna (genuine epistemological possibillity)”’”. Odczucie
takie nie mogloby natomiast ptyna¢ z samego ,wizualnego eksperymentu”,
wewngtrznego doswiadczenia. Odczucie pewnosci — nawet jeSli zludne — nie
pochodzi z empirycznego aktu do$wiadczenia, jego zrodet nalezy szukaé w
jakiego$ rodzaju dyspozycjach.

Jesli przekonanie o prawdziwosci B nie ma (a przynajmniej nie musi miec)
charakteru empirycznego, jak okresli¢ jego zrodta? Zmierzajac w kierunku
odpowiedzi na to pytanie, Giaquinto podkresla, ze jest ono osiggane jest w sposob
»prawie natychmiastowy”, tzn. ,,bez jakiegokolwiek subiektywnie zauwazalnego
okresu czasu nastepujagcego pomiedzy wizualizowaniem a osiggnigciem

przekonania (getting the belief)” "

. Natychmiastowos$¢ ta sugeruje potrzebe
odwotania si¢ do jakiego$ ,,wczesniejszego stanu umystowego” (prior cognitive
state). Inaczej mowiagc, zrodlo przekonania o B musi mie¢, w $wietle powyzszych
rozwazan, inne zrodto, niz bezposrednie do§wiadczenie fizyczne, co pociaga, iz jest
ona — w jakims$ sensie — a priori.

Jaki ,,wcze$niejszy stan umystowy” moze by¢ odpowiedzialny za formowanie
si¢ przekonan geometrycznych? Jedna z interpretacji moze odwolywac si¢ do
platonizmu matematycznego. Giaquinto jest jednak blizszy interpretacji
kantowskiej. Rozwazajac, czym mogtby by¢ ow ,,wczesniejszy stan umystowy”,
nawigzuje do wczesniejsze] czeSci swojej pracy. Wymienia wigc nastepujace

mozliwo$ci:

- wizualne specyfikacje rodzajowe, oraz powigzania pomi¢dzy nimi,
- geometryczne pojecia kwadratow, trojkatow oraz innych  obiektow

geometrycznych,

" Tamze, str. 58.

™ Tamze, str. 63-64.
® Tamze, str. 60.
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- dyspozycje do posiadania przekonan,
- elementarne przekonania, do ktérych dochodzimy za posrednictwem tych

przekonan’"".

Sa to zasoby, ktére pozwalaja odkry¢, oraz sformutowaé tez¢ B za pomocg
wizualizacji. Mozna je traktowac jako w pewnym sensie ,,wrodzone”, a w kazdym
razie obecne w umysle przed orzekaniem prawdziwosci tego zdania. Giaquinto nie
wyklucza przy tym roli doswiadczenia fizycznego w procesie poznawczym. Po
pierwsze, ,,mozemy potrzebowa¢ doswiadczenia zmystowego w polaczeniu z
pewnymi wrodzonymi sktonno$ciami mentalnymi (mental propensities) w celu
uksztaltowania podstawowych poje¢ geometrycznych”; po drugie, ,,wspomnienia
doswiadczen wizualnych moga dostarczy¢ sktadnikow, ktorymi postuguje sig
umyst wytwarzajac do§wiadczenia wyobrazni wizualnej”778.

Wro¢my jeszcze na krotko do odkrycia. Opisany tu proces poznawczy
zwigzany z diagramami nie stanowi dowodu twierdzenia B — moze by¢, wedtug
Giaquinto, jedynie jednym ze sposoboéw jego odkrycia. Odkrywajac twierdzenie B,
odkrywamy jednak zdanie ogolne i prawdziwe, w sposdb wiarygodny i czg$ciowo

nieempiryczny.

Zarowno ujecie Giaquinto, jak i Mummy jest zawezonym ujeciem pewnych

szczegb6lnych aspektow poznania geometrycznego. Kazde z nich moze jednak,

" Por. tamze, str. 61.
8 Tamze, str. 56.
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wedlug mnie, rzuca¢ $wiatlo na zagadnienie roli wizualizacji w poznaniu
matematycznym w ogole.

Nawigzujac do oméwionych prac Mummy i Mandersa chciatbym zwroci¢ w
pierwszym rzedzie uwagg na podzial na wilasnosci doktadne i quasi-doktadne.
Mozna go traktowa¢ jako pewne uscislenie podziatu na intuicje¢ naiwng i
wzmocniong. Wydaje si¢ rowniez dobrze modelowaé roéznice pomiedzy tym, co
Poincaré nazywatl przestrzenig wyobrazeniowa (sensible space), oraz $cista, opartg
na pojeciach, matematyka. Wtasnosci quasi-doktadne odpowiadaja czysto
fizycznym wiasnosciom diagramu, zwigzanym jedynie z wzajemnym potozeniem
jego czes$ci w przestrzeni a nie wzmocniong zadng aparaturg matematyczng (nawet
np. relacjg rownosci). Dla Klein’a i Poincarégo geometri¢ badamy przy pomocy
jakiego$ rodzaju syntetazy Scistych poje¢ i danych zmystowych. Ujecie Mummy
mozna postrzega¢ jako propozycje systematycznego odrdznienia tego, co niesciste
w diagramie oraz tego, co mozna uja¢ za pomoca poje¢ matematycznych. Co
wiecej, rowniez aspekt niescisty mozna poddac systematycznej analizie. Czy styl
owej systematycznej analizy diagramOéw uznamy za intuicyjno-zmystowy, czy
pojeciowy jest juz dyskusyjne.

Ujecie Mummy jest dalej przyktadem systemu diagramowego, odmiennego
od ,zwyklych” systeméw aksjomatycznych rozwazanych w matematyce.
Dowodem tego systemu nie jest jedynie cigg zdan — poprawnymi elementami
dowodu s3 diagramy, czy czeSciowo uporzadkowane zbiory diagramow. Sa one
,»ZWyktymi” obiektami syntaktycznym systemu, okreslony jest $ci§le ich ksztalt,
dozwolone modyfikacje, oraz reguly wnioskowania, w ktorych jedne diagramy
mozna wyprowadzi¢ z innych.

Ujecie Mummy jest wreszcie odpowiedziag na wspomniane we wstepie
stanowisko odno$nie roli diagraméw w dowodach euklidesowych. Mumma nie
twierdzi co prawda, iz jego rekonstrukcja dowodow euklidesowych odpowiada
temu, jak byly one faktycznie przeprowadzane (nalezy si¢ tu z nim zreszta
zgodzi¢). Mummie udaje si¢ jednak podwazy¢ teze, iz diagramy nieuchronnie

prowadza do btedow i nie mogg gwarantowa¢ poznania ogdlnego.
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Roéwniez ujecie Giaquinto, bedac jeszcze bardziej zawezonym, moze, wedtug
mnie, rzuca¢ $wiatlo na zagadnienie roli wizualizacji w poznaniu matematycznym
w ogole. Przede wszystkim chcialbym tu wspomnie¢ o argumentacji skierowanej
przeciwko empirycznemu charakterowi pewnych prostych rozumowan wizualnych
(jesli tak je mozna nazwac). Giaquinto wymienia charakterystyki takiej wizualnej
,drogi” od doswiadczenia wizualnego do przekonania matematycznego,
przekonujac, iz nie ma ona charakteru zwyczajowo przypisywanego poznaniu
empirycznemu (zwr6émy przy tym uwage, ze Giaquinto analizuje prawie
paradygmatyczny przyktad ,,naiwnego” odczytywania wynikow z diagramu,
zwigzanego dodatkowo z wizualizacja dynamiczng o ,zaginaniu” trojkatnych
elementow kartki). Doswiadczenie to nie stuzy w szczegdlnosci jako empiryczny
material, na ktérym opieramy si¢ uzasadniajgc twierdzenie — uaktywnia ono jedynie
odpowiednie dyspozycje do posiadania przekonan. Tak rozumiane doswiadczenie
nazywa Giaquinto wizualizowaniem (visualizing) w odroznieniu od zwyklej
percepcji wzrokowej (visual perceiving). Takie ujecie mozna rowniez odnosié
wszystkich typow wizualizacji, o ktorych pisatem w poprzednim rozdziale.

Zwroémy wreszcie uwage na podobienstwa ujecia Giaquinto do kantowskiej
filozofii geometrii. Podobnie, jak Kant, Giaquinto (jak sam to podkres$la) ,,bierze
pod uwage (respect) role doswiadczenia zmystowego, nie sprowadzajagc geometrii
do nauki empiryczne;j 119, Wskazuje on na uwarunkowania naszych umystow jako
zrédlo aprioryczno$ci matematyki. Uwarunkowaniami tymi sg m.in. sklonnosci do
okreslonego postrzegania symetrycznosci postrzeganych obiektow, czy dyspozycje
do posiadania przekonan, uaktywniane przez doswiadczenie wizualne. Giaquinto
uwaza rowniez, 1z specyficzna natura wizualizowania pozwala utrzymywac, iz
uzyskane przy jego pomocy tezy maja charakter ogo6lny. Mozna przy tym
powiedzie¢, iz autor Visual Thinking in Mathematics szerzej, niz Kant uzasadnia
apriorycznos¢ geometrii. Krolewiecki filozof zakladat aprioryczng nature
matematyki, aby ja wyjasni¢ istnieniem wrodzonej czystej naocznos$ci przestrzeni.
Giaquinto postepuje inaczej: uzasadnia, iz wizualne poznanie elementarnych

obiektéw geometrycznych nie ma, a kazdym razie nie musi mie¢, charakteru

 Tamze, str. 40.
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empirycznego poprzez analize¢ natury samego doswiadczenia wizualizacji,
dochodzac dalej do tego, iz muszg istnie¢ jakie$ ,,wczesniejsze stany umystu”, z
ktoére sa podstawa dla tych poznan.

Na koniec trzeba podkresli¢, ze rozwazania Giaquinto dotycza jedynie
mozliwej drogi uzyskiwania przekonan geometrycznych; nie sg tu formutowane
definitywne tezy na temat natury poznania geometrycznego. Nie ma tam mowy o
dowodzie matematycznym, ale raczej o odkryciu w matematyce. Zwro¢my tez
uwage, iz wiele tez Giaquinto jest dyskusyjnych. Wydaje si¢ w szczegodlnosci, iz
Giaquinto nie jest przekonujacy, jesli chodzi o wiarygodno$¢ poznania opartego na
wizualizacjach. Argumentacja za tym, iz wizualizacja nie moze sugerowa¢ nam
zdan fatszywych, ani wzajemnie sprzecznych nie jest, jak sadzg, wystarczajaca.
Przypomnijmy tu w szczegdlnoSci problemy zwigzane 2z geometriami
nieeuklidesowymi. Wydaje si¢ jednak, iz tezy o wiarygodnosci ,,naiwnego”
poznania wizualizacyjnego, tzn. opartego prawie wylacznie na analizie fizycznych
cech diagramu, mozna broni¢ tylko, jesli ograniczymy si¢ do prostych rozumowan

geometrii euklidesowych.
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Rozdzial 10. Podstawowe wlasnosci diagramow

W niniejszym rozdziale podejmuje probe wyrdznienia podstawowych
wlasnosci diagramu jako typu reprezentacji przeciwstawionego reprezentacji czysto
symbolicznej. W poprzednich rozdzialach analizowalem gtowne typy wizualizacji,
zarysowana byla tez rola jaka mogg peli¢ w poszczegdlnych gatgziach
matematyki. W tym rozdziale korzystam m.in. z tych wlasnie rozwazan, w celu
okreslenia nakreslenia ogolnej charakterystyki diagramoéw w matematyce. Sprobuje
odpowiedzie¢ wigc na pytanie: co odrdznia diagramy od symboli i zbudowanych z
nich zdan? Jakie sg stabo$ci, a jakie silne strony diagraméw? W jaki sposdb
diagram oddziatluje na korzystajace z niego matematyka? Wreszcie: na jaki sposob
reprezentuja swoje przedmioty? W literatura dotyczacej wizualizacji w matematyce
czesto podejmowana jest kwestia charakterystyk diagraméw. Gltowne wilasnosci
diagramow jako typu reprezentacji przedstawiaja w cytowanych tu pracach D.
Pottera, Shimojimy, J.Barwise’a i1 J.Etchemendy’ego czy M. Giaquinto (cho¢ na
odmienny sposob niz inni, o czym wigcej pisz¢ dalej). Odwolywacé si¢ rowniez
bede do innych rozwazan zawartych w pracy, stad ogdlnych ksztalt zestawienia
pochodzi od autora niniejszej pracy.

Nalezy tu doda¢, iz cz¢s¢ z tych wlasnosci analizowana byta juz wczesnie;.
W szczegélnosci sg to oczywiscie jednostkowos¢ diagramow, czy ich
nadmiarowos¢. Nalezy tez od razu stwierdzi¢, iz nie wszystkie z omawianych
wlasnosci tycza si¢ wszystkich typow diagramow, co postaram si¢ réwniez
wydoby¢ w tekscie.

Zamyst autora jest taki, aby w niniejszym rozdziale przedstawi¢ wlasnosci
diagraméw jako takich, aby w rozdziale nastgpnym podda¢ analizie ich role w

dowodach, czy szerzej, w rdznych postaciach uzasadniania zdan matematycznych.
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Tych dwoch aspektow nie mozna jednak w pelni oddzieli¢ - charakterystyczne
cechy diagraméw s3 oczywiscie zwigzane rowniez z charakterystycznymi
wlasno$ciami procesOw poznawczych z nimi zwigzanych. Stwierdzajac na
przyktad, iz diagramy charakteryzuje pewna ,,nadmiarowo$¢” (o czym wigcej pisze
dalej), sugeruje si¢ z pewnoscig jaka$s wilasno$¢ procesoOw poznawczych
zwigzanych z analiza takiego diagramu. Analizowane tu wlasnos$ci bedg wigc
réwniez po czegsci wilasnosciami rozumowan wizualnych, czy sposobu, na jaki
budujemy sobie przekonania odno$nie obiektow matematycznych. Ten ich wymiar
chciatbym poddac¢ blizszej analizie w kolejnym rozdziale. Odrebna analiza wydaje
si¢ tu by¢ jednak uzasadniona, jako ze charakterystyka reprezentacji to jeszcze nie
to samo, co jej rola w dowodzie. Ulatwi ona i usystematyzuje rowniez dalsza
dyskusje, w szczegolnosci dotyczaca intuicji 1 jej roli w poznaniu. Charakterystyki
chce potraktowa¢ m.in. jako bardzo dobre narzedzie analizy roli diagramow w
poznaniu matematycznym; narzedzie, dodajmy, ktérym nie postugiwali si¢ Kant,
Frege czy Leibniz.

W pierwszej czgsci rozdziatu wychodzg z przyjmowanego dotychczas na
og6l zalozenia o zasadniczej odrebnoSci reprezentacji diagramowych oraz
reprezentacji  symbolicznych, probujac wyszczeg6lni¢ ogdlne pomiedzy nimi
roznice. W ostatniej jego czesci przedstawiam jednak nieco inne spojrzenie na
dychotomie¢ reprezentacja symboliczna/reprezentacja diagramowi, proponowane
przez Marcusa Giaquinto. Zamiast wychodzi¢ z podzialu na dwa typy reprezentacji
1 wymieni¢ ich wlasnos$ci, Giaquinto okresla dwa typy wiasno$ci: diagramowe i
jezykowe (symboliczne). Zaklada przy tym, i1z poszczegdlne konkretne
reprezentacje (wykresy, grafy, figury geometryczne) mogg posiadaé zardwno
wlasnosci pierwszego, jak 1 drugiego typu. Zachowany jest tu wigc dualny podziat
na wlasnosci reprezentacji matematycznych, ale przyjmuje si¢ plynne przejscie

pomiedzy reprezentacjami ,,bardziej diagramowymi” 1 ,,bardziej symbolicznymi”.
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10.1. Dziewie¢ zasadniczych cech reprezentacji diagramowych

1) Pierwsza wlasnos$cig diagramow jest ich jednostkowos¢. Kazdy diagram
reprezentuje tylko jeden obiekt, badz pewnag klase obiektow, o podobnych
wiasnosciach (np. wszystkie trojkaty przystajace). Nie bede tu szerzej rozwazat
jednostkowosci diagramow, jako, ze zwracat juz kilkakrotnie na nig w pracy
uwagg. Chcialbym tu tylko zwrdci¢ uwage, iz rézne diagramy moga byé¢, jesli
mozna tak powiedzie¢, jednostkowe na rézne sposoby. Diagram przedstawiajacy
trojkat reprezentuje konkretny obiekt. Diagram, w ktorym liczby reprezentowane sg
przez kropki nie reprezentuje konkretnego obiektu, np. liczby. Jest on raczej
zobrazowaniem jakiej$ relacji pomigdzy liczbami. Jest on jednak jednostkowy w
tym sensie, ze nie przedstawia przypadku ogdlnego, tzn. nie jest ilustracjg jakiej$
wilasnos$ci (jak n(n+1)/2 = 1+2+..+n) dla dowolnego n. Dodajmy, iz jednostkowos¢
jest problemem jedynie wtedy, gdy diagram ma reprezentowaé szersza klase
obiektow. Rozwazajac na przyktad wizualizacje zbioru Mandelbrota w celu
przyblizenia sobie wlasnosci tego konkretnego zbioru, nie wiklamy si¢ w zadne

trudnosci.

2) Nadmiarowo$¢ diagramow byla rowniez omowiona we wstepie do
niniejszej pracy. Zasadza si¢ ona w tym, iz na kazdym diagramie zawartych jest
wigce] informacji, niz jest zamierzone, badZz niz jest potrzebne w celu np.
zastosownia diagramu w rozumowaniu. Jak pisze Giaquinto, ,,dla wielu wlasnosci,
czy typow [obiektow ] F, reprezentacje wizualne nie moga reprezentowaé czegos$
jako F, nie reprezentujac jednoczes$nie tego czegos$ jako F na pewien szczegolny
sposéb (in a particular way)”’®
W konsekwencji, wnioskowania przeprowadzane sa w oparciu o (albo przy

odwotaniu do) tylko niektorych cech diagraméw — przy czym pozostale sa

"8 Giaquinto, M., Visualizing in Mathematics, (w:) The Philosophy of Mathematical Practice, red.
P. Mancosu, Oxford University Press 2008, str. 28.
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nieistotne. Nadmiarowo$¢ jest ona powigzana z jednostkowoscig, o ile
nadmiarowos$¢ moze wyptywac z konkretnych wtasnosci obiektu wyrazonego przez
diagram. Moga to by¢ dlugosci bokow trojkata (na co wskazywali filozofowie
poczawszy od Arystotelesa), to, czy trojkat jest ostrokatny, czy rozwartokatny. Tyle
jesli chodzi o powtorzenie kwestii juz oméwionych, dalej chcialbym przyjrze¢ sig
jeszcze kilku innym aspektom nadmiarowosci.

Kenneth Manders mowi o omawianej tu wiasno$ci diagramow jako o
wyzsza przypisywaniu obiektom matematycznym cech w oparciu o diagram
(diagram-based attribution). W stowach Mandersa, przypisania te, to ,,wnioski
oparte czgsciowo na tym (licenced by) co jest widoczne na diagramie, a nie na tym,

781 y e .
8L To one wlasnie stanowig

co jest juz zawarte (in force) w tekscie dyskursywnym
o problemach, o ktérych pisalem powyzej. Denis Potter nazywa te charakterystyke
inferencyjng (inferential datum). Mozna ja wedlug niego uja¢ nastgpujaco:
»mozemy wnioskowa¢ na podstawie pewnych aspektow wygladu zewngtrznego

782 . . . .
h” 82, Pojawia si¢ wigc

(appearance) diagramow, ale nie na podstawie innyc
kluczowe pytanie, na podstawie ktorych cech diagramu jesteSmy uprawnieni
wnioskowa¢ o geometrycznych wlasno$ciach, obiektu, ktéry jest reprezentowany
przez diagram?

Shimojima charakterystyke te oddaje angielskim terminem over-specificity,
czyli ,,nadmierng konkretyzacja”. W jego sformutowaniu istota problemu polega na
tym, ze “pewne zbiory informacji nie moga by¢ wyrazone bez wyrazenia
dodatkowej, nieuprawnionej informacji” e Shimojima podaje nastgpujacy
przyktad obrazujacy, kiedy sytuacja taka moze mie¢ miejsce. Chcemy tu
przedstawi¢ na diagramie dwa fakty:

A CB,orazCNB#0Q.

81 Manders, K., Diagram-Based..., str. 87.

782 Potter, D, Diagrammatic Representation..., Str. 371,

"8 Shimojima, A, Tutorial: Inferential and Expressive Capacities of Graphical Representations,
zrodto: www.jaist.ac.jp/~ashimoji/Diagrams_2004_tutorial.ppt, slajd 45.
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Rys. la. Rys. 1b.

Na rys la. przedstawiony jest pierwszy fakt; na rys 1b. wida¢, iz naniesienie drugiej
informacji na diagram moze by¢ przeprowadzone na rézne sposoby. Majac z gory
dane tylko powyzsze dwa fakty, nie wiadomo z géry np., czy C C B, badz czy AN
C # 0. Kazde naniesieni nowego faktu na diagram powoduje jednak nieuprawnione
zasugerowanie ktorej$ z tych informacji. Aby unikngé tego rodzaju problemow,
Shimojima - proponuje rozwazy¢ kilka przypadkow. W powyzszym przypadku
nalezatoby rozwazy¢ kilka mozliwych polozen narysowanego zbioru C wzgledem
zbiorow A i B.

Na koniec zwr6¢émy uwage, ze symboliczna reprezentacja w zasadzie nie
posiada wlasnosci nadmiarowosci. Symbole oznaczajace liczby, catki, itd. nie
oznaczajg nic wigcej ponad to, CO jest zamierzone. Jak pisze loerger, ,,wiedza
wyrazana w postaci zdaniowej moze okresla¢ (determine) czes¢ stanu §wiata (part
of the state of the world), jednoczesnie w wygodny sposob pozostawiajgc inne

»"8 Mumma pisze o tej wlasnosci reprezentacji symbolicznej jako o

nieokreslone
,Wymuszone przez reprezentacje niereagowanie na pewne szczegélne cechy
poszczegolnych przypadkow” (representation enforced unresponsiveness to
distinctive features of instances)”. Jest to pod wieloma wzglgdami zasadnicza
wyzszo$¢ reprezentacji symbolicznych. Dodajmy, ze wedlug Shimojimy “wtasnos¢

nadmiarowosci systemu reprezentacji jest wyzwaniem dla niektorych (wszystkich?)

784 Potter, D. Diagrammatic Representation..., Str. 372.
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prob zbudowania w oparciu o niego formalnego systemu dedukcyjnego”785.

3) Trzecia analizowana tu wiasno$¢ reprezentacji symbolicznych mozna
postrzegac jako jej zalete. Zasadza si¢ ona w tym, iz na diagramie mozliwe jest
jednoczesne przedstawienia duzej ilo$ci informacji. Rozwazmy tu chociazby
wizualizacje komputerowe, jak wizualne reprezentacje fraktali. Wizualna
reprezentacja moze w ten sposob powodowac wrazenie wgladu w strukture catosci
obiektu, jak np. grafu, czy kraty. Pozwala to réwniez na wytworzenie, jak pisat
Giaquinto, wizualnego uchwycenia (visual grasp) catos¢ struktury. Przypomne, iz
funkcje diagraméw jako dajaca oglad ,,z odleglo$ci” catosci problemu Kvasz
uznawat za charakterystyczng dla matematyki greckiej. Dodajmy, iz ujawnia si¢ tu
rowniez pordéwnanie sposobu poznania diagramu do intuicyjnego poznana
rozumowego, dajacego wglad przy pomocy ,,oka umyshu”.

Zostawmy jednak metafory. Nieco konkretniej omawiang wilasno$¢
diagramow przedstawiajg Barwise i Etchemendy. Zestawiajac t¢ ceche diagramow
z reprezentacja symboliczng, Barwise i Etchemendy pisza o dwodch typach
informacji — koniunkcyjnej oraz dysjunkcyjnej. Podkreslaja, ze,diagram moze
reprezentowa¢ w zwartej formie to, co wymagataby niezliczonej ilo$ci zdan”"®, 7
drugiej strony zdania moga reprezentowa¢ duzg ilo$¢  wzajemnie
niekompatybilnych mozliwosci. Moga przedstawia¢ zrdznicowane informacje,
ktorych nie da si¢ przedstawi¢ na jednym diagramie.

Na koniec dodajmy, iz to, jaka ilo$¢ informacji jest reprezentowana, oraz w
jaki sposob zalezy o kontrakeji diagramu oraz pomystowosci jego tworcy. Mozna
tu wspomnie¢ chocby diagram, ktory pozwolit Menonowi i niewolnikowi
,»odczyta¢” twierdzenie dotyczace kwadratow, czy diagramy ukazujace proste fakty

teorioliczbowe.Ta elastyczno$¢ diagramow jest z pewnoscig ich kolejna zaleta.

4) Kolejng cechg diagramoéw jest powigzanie ich zewnetrznego ksztattu ze

strukturg obiektow, ktore reprezentujg. Jest ona kluczowa wilasnosci diagraméw.

785 Shimojima, A, Tutorial..., slajd 58.
"8 Barwise, J., Etchemendy, J., Visual information and valid reasoning, (w:) Logical reasoning with
diagrams, red. G. Allwein, J. Barwise, Oxford 1996, str. 18.
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Zauwazmy na poczatek, iz jaka$ charakterystyka przestrzenna diagramu odpowiada
zazwyczaj matematycznym wilasnosciom reprezentowanego przedmiotu. W istocie,
diagram, ktéry w zaden sposéb nie nawigzuje do wiasnosci obiektow
matematycznych, ktore reprezentuje, jest bezuzyteczny. Barwise i Etchemendy
piszg tu, iz idealng okolicznoscig jest, gdy struktura diagramu jest izomorficzna ze
strukturg reprezentowanego przedmiotu: ,,dobry diagram jest izomorficzny, lub
przynajmniej homomorficzny ze sytuacja ktérg reprezentuje, przynajmniej na
pewnych kluczowych poziomach (along certain crucial dimensions)” " |
Homomorfizm ten mozna okresli¢ ogdlnie (i do$¢ nieprecyzyjnie) jako
przyporzadkowanie obiektow matematycznym graficznym wtasno$ciom diagramu.
Za przykltad postuzy¢ tu moga diagramy Venn’a, ktéorych elementy sa
homomorficzne z obiektami matematycznymi przez nie reprezentowanymi.

Warto w tym miejscu przypomnie¢ mysl Peirce’a. Przypomnijmy, iz
amerykanski logik traktowat wszystkie reprezentacje postrzegalne zmystem wzroku
(takze narysowane symbole) jako diagramy, dzielil je przy tym na trzy rodzaje:
ikony, symbole i indeksy. Ikony reprezentowaly poprzez podobienstwo z
reprezentowanym obiektem.

Peirceowskie watki pojawiaja si¢ w pracy Denis Potter, w ktorej wskazuje
on jednocze$nie na ograniczenia diagramow ptynace z ich ,ikonicznego”
charakteru. Podobnie, jak Peirce (cho¢ do niego nie nawigzujac), Potter podkresla,
ze diagramy, reprezentujagc na mocy przestrzennych relacji pomigdzy swoimi
cze$ciami, reprezentujg tym samym na mocy czego$ wiecej niz jedynie konwencji;
ogranicza to zakres obiektéw, ktore mogg reprezentowac. Tak pisze o tym sam
Potter: ,,diagramy 1 [napisane] stowa reprezentuja w odmienny sposob. Stowa
reprezentuja jedynie na mocy konwencji. Inaczej mowigc, to, co reprezentuje
jakikolwiek ciag symboli jest umowne. Na przyklad, nie ma nic w ksztalcie ciggu
‘drzewo’, co czyni go bardziej prawdopodobnym kandydatem do reprezentowania
drzew, niz ciag ‘pies’ (...)”788. Reprezentacja diagramowa jest rowniez w pewnej

mierze umowna — pewne jej elementy, jak oznaczenia informujace, ze dane proste

8 Tamze, str. 21.
"8 potter, D., Diagrammatic..., str. 375.
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sa rownolegte, czy ze dany kat jest prosty, maja arbitralny ksztalt. Jednak
,dlagramy nie reprezentujg jedynie na mocy konwencji” — ich ksztatt nawigzuje w
jakis sposob do struktury reprezentowanych obiektow’®.

Konsekwencja tej wlasnosci diagramow jest jednak, wedtug Pottera, ich
ograniczenie, a doktadniej ograniczenie zakresu obiektow, ktore diagram moze

reprezentowac: ,,kazda fizyczna cecha posiada pewne ograniczenia co do tego, co
s 790

b

moze nam reprezentowaé poprzez diagram Symbol ,,a”, poprzez
konwencjonalny charakter jego zastosowan, moze reprezentowac bardzo wiele
obicktow. Trudno bytoby z drugiej strony konwencje, na mocy ktorej narysowany
kwadrat reprezentuje kolo — byloby to zupelnie niepraktyczne i pociagalo z
pewnoscig roznorakie btedy. Diagramy nie sg wigc tak uniwersalnymi typami
reprezentacji, jak chociazby jezyk predykatow, nie moga tez reprezentowaé tak
szerokiej klasy obiektow, jak ow jezyk. Dodajmy przy tym, iz powyzsze
ograniczenia zostato przez Pottera sformutowane w odniesieniu do geometrii.
W innych dziatach matematyki powigzanie diagramu z konkretnym obiektem
matematycznym nie musi by¢ juz takie silne (mozna tu cho¢by przywota¢ graf jako
reprezentujacy potencjalnie bardzo wiele typow obiektow 1 relacji). Wigcej pisz¢ o
tym omawiajac wlasnos$¢ diagramow, ktora nazywam ich niedookreslonoscia.
Podobienstwo strukturalne diagramu i jego przedmiotu posiada oczywiscie
tez wiele zalet. To dzieki temu podobienstwu doswiadczenie wizualne zwigzane z
diagramem pozwala catosciowo uja¢ przedstawiany obiekt matematyczny,
odkrywa¢ jego wlasnosci, itd. Jakiego$ typu homomorfizm pomig¢dzy diagramem a
reprezentowanym przez niego obiektem umozliwia wreszcie konstrukcje

rachunkow diagramowych.

5) Inng bardzo istotng cechg reprezentacji diagramowe;j jest ich zdolnos¢ do
odkrywania przed obserwatorem — w konsekwencji samego dokonania aktu
konstrukcji — nowych faktow, tzn. takich, ktore nie byly znane przed konstrukcja

diagramu. Przypomnijmy od razu, iz na podobng wlasno$¢ diagramow zwracat

789 Tamze, str. 376.
0 Tamze, str. 377.
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uwage Peirce. Pisal on, ze po sporzadzeniu diagramu mozemy odkry¢ nowe prawdy
poprzez bezposrednig obserwacj¢. Nowa informacja moze by¢ dalej ujawniona
przez manipulacj¢ na diagramie.

To, na jaki sposéb diagram moze odkrywa¢ przed nami nowe fakty jest
analizowane m.in. Shimojim¢. Mozliwo$¢ odczytania danego faktu z diagramu
nazywa przy Shimojima ,free ride”. Termin ten przyjal si¢ w literaturzez
anglojezycznej, nawigzuje do niego wielu filozofow. Trudno 6w termin zgrabnie
przetozy¢ na jezyk polski — bede tu wigc podazat za Zenonem Kulpa, ktoéry
proponuje odda¢ free ride jako ,,darmowy przejazd”, albo tez pisa¢ bede o
wiasnosci FR diagram(')wml.

Tak 0 omawianej witasnosci diagramow pisze wigc Shimojima: “wyrazanie
pewnych zbiorow informacji skutkuje wyrazeniem dodatkowej informacji, ktéra
stanowi konsekwencje informacji poprzednich (consequential information)” "%,
Podajmy, za Shimojima, dwa przyktady. Pierwszy, prosty przyktad dotyczy znoéw

prostych zbiorow. Zaldézmy, ze tym razem reprezentujemy na diagramie

nastepujace dwa fakty: A € B,orazC N B =0.

Rys.2.

Q)

ol Por. Kulpa, Z, Emergencja W diagramach, 2006, zrodto:

http://www.ippt.gov.pl/~zkulpa/diagrams/diagser/tytrob15pdf, str. 103.
%2 Shimojima, A, Tutorial..., slajd 17.
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7 diagramu mozna natychmiast wywnioskowac, iz rowniez A N C # @. Shimojima
podaje réwniez analizowanymi juz tu wczesniej diagramamy Venn’a; otdz
oznaczajac na diagramie za pomoca cieniowania, itd. dwie przestanki sylogizmu,
mozemy ,,odczyta¢” wniosek z diagramu. Dodajmy, iz przypadki takie nie sg z
pewnoscia rzadkoscig. Rowniez w teorii grafow, czy w szczegodlnosci w przypadku
wizualizacji komputerowych, sama wizualna reprezentacja pewnych zalozen
pozwala (z wigkszymi, lub mniejszymi trudno$ciami) ,,odczyta¢” nowe fakty z
diagramu. Mumma zauwaza réwniez obecno$¢ FR w geometrii: ,,diagram jest
konstruowany w celu wyrazenia pewnego zbioru wzajemnych zaleznosci
potozenia” (positional conditions). Kiedy diagram, ten jest juz skonstruowany,
widaé na nim, Ze inne zaleznosci potozenia réwniez zachodza™ .

Podsumowujac, wydaje si¢, ze samo naniesienie informacji (czy jakich$
zatozen) na diagram, pozwala w niektérych przypadkach odkry¢ nowe, nieznane
wczesniej fakty.

Jak pisza Barwise i Etchemendy, ,,diagram moze generowaé duzg ilo$¢ informacji,
ktérej uzytkownik nie musi w ogole wyprowadza¢. W zamian, uzytkownik moze

po prostu odczyta¢ fakty z diagramu, wedtug potrzeby”794

. Wydaje sie wigc, ze nie
ma potrzeby wykonywaé¢ wnioskowania, ktéore w notacji symbolicznej nalezatoby
wykona¢ standardowo (uzywajac w pierwszym przyktadzie po drodze Kilka
elementarnych wiasno$ci zbiorow i praw logiki) — badz tez, ze wnioskowanie te
bylyby banalne proste. Larkin i Simon pisza tu na przykiad, iz mozna tu mowic o
wnioskowaniach, ktore sg jednak przeprowadzone, zasadniczo zerowym kosztem

(at essentially zero cost) " .

Dalsza epistemologiczng interpretacja procesu
poznawczego dokonywanego w trakcie ,,darmowego przejazdu”, oraz natury
twierdzenia, ktore jest w jej konsekwencji ,,odczytywane”, zajme¢ si¢ w dalszej

czegsci pracy.

6) Shimojima wyrdznia rowniez wlasnos$¢ reprezentacji wizualnych, ktorag

nazywa ,derived meaning”, co mozna przettumaczy¢ jako ,wyprowadzone

% Mumma, J., Proofs, Pictures..., Str. 279.
%% Shimojima, A, Tutorial..., slajd 22.
"% Por. tamze, slajd 23.
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znaczenie”. Wlasno$¢ ta, jest bardzo blisko zwigzana z wlasnoscig FR. Otéz,
twierdzi Shimojima, czgsto po naniesieniu na diagram danych informacji badz
zatozen, ich ulozeniu przestrzennemu na diagramie mozna nada¢ nowe znaczenie,
rozszerzajac (podobnie, jak bylo to w przypadku FR) nasza wiedze. Inaczej
mowiac, z pewnych przestrzennych wlasno$ci diagramu mozemy odczytaé relacje
pomiedzy obiektami, ktore zostalty w jaki§ sposoéb na diagram naniesione.
Shimojima podkresla, iz rola diagramu, ktoéra pozwala odkry¢, czy w jakims$ sensie
wywnioskowa¢ (derivative role) nowe informacje, zasadza si¢ w tym, ze odczytane
relacje ,nie zostaly ujete w podstawowych regulach semantycznych”, ktore
okreslaja znaczenie, jakie posiadaja poszczegélne elementy naniesione na
diagram’®®.

Oto prosty ale sugestywny przyklad: nanosimy na uktad wspotrzednych
punkty, bedace np. relacja z wyniku pewnego eksperymentu. Wizualne wtasno$ci
powstatego w ten sposob zbioru punktéw mogg nam teraz sugerowac zachodzenie

pewnych relacji pomiedzy badanymi wielko$ciami.

Rys.3.

Rozmieszczenie niesie z sobg pewna tres$¢, czy znaczenie — ogolna charkaterystyka

zwigzku pomigdzy badanymi wielko$ciami (Kosslyn podkresla tu na przyktad, iz

7% Tamze, slajd 64.
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1y Informacjami tymi

informacja jest przekazana przez ksztalt i ggsto$¢ chmury
moga by¢: istnienie korelacji oraz jej sila, czy istnienie szczegélnych
przypadkow ™.

Shimojima podkres$la, ze (diagramowy) system reprezentacji posiadajacy
omawiang tu wlasno$¢ (meaning derivation property), pozwala na ,,jednoczesng
(simultaneous) prezentacj¢ informacji lokalnej 1 informacji globalnej, ktéra wynika
z informacji lokalnej”"®°. Wida¢ tu, iz wlasno$é ta wiaze sie z wlasnosciami nr. 3.
oraz 5. Rozmieszczenie przestrzenne elementéw diagramu daje szerszy oglad
sytuacji, pozwala zobaczy¢ ,na raz” (wtasnos¢ 3), w taki sposéb (mianowicie
przestrzenny), iz mozliwe jest rozszerzeni naszej wiedzy (wlasnos¢ 5). Wydaje si¢
przy tym, iz réznica pomi¢dzy wlasnosciag FR a obecnie omawiang, w niektorych
przypadkach mocno si¢ zaciera stad mozna je traktowac jako dwa oblicza tej same;j

wiasnosci diagramow.

7) Kolejna wilasno$é, ktora chciatbym tu omoéwi¢, to niedookreslonosé
diagramow: ksztalt diagramu nie determinuje obiektu ktéory ma by¢
reprezentowany. Inaczej mowigc — jeden diagram moze reprezentowac¢ duzo
roznych obiektow matematycznych. Potter nazywa te wlasnos¢ flexibilty datum, a
wiec elastycznoscig diagramoéw. Podkresla on, iz ta sama cecha fizyczna moze
reprezentowaé¢ rdézne obiekty geometryczne, stad to co dany diagram ma
reprezentowac jest niedookreslone przez jego fizyczng strukture (tzn. diagramu
pozbawionego jakichkolwiek komentarzy stowno-symbolicznych). Mozna
powiedzie¢, ze konsekwencjg tego niedookreslenia jest potrzeba zatgczenia do
diagramu stownego komentarza. Komentarz taki ,,dookresla” diagram, wraz ze
wszystkimi jego sktadowymi (moze by¢ przy tym ukryty w pewnym ogdélnym
kontekscie, w jakim rozwazamy diagram, np. w warunkach konstrukcji). Diagram
,,sam w sobie” wydaje si¢ nie mie¢ konkretnego matematycznego znaczenia. Nawet
diagram przedstawiajacy geometryczny trojkat moze by¢ rozumiany jako np. obiekt

teorii grafow — graf pelny na trzech wierzchotkach. Jedno pojgcie mozna

7 Por. tamze, slajd 67.

% Tamze, slajd 66.
™ Tamze, slajd 74.

327



wizualizowa¢ na wiele sposobdéw, a jedna wizualizacja moze by¢ powigzana z
wieloma pojeciami. Zwigzek pomiedzy nimi jest przy tym oczywiscie silniejszy w
przypadku geometrii, niz innych gal¢zi matematyki. Z drugiej strony wiele
wizualizacji komputerowych jest niedookreslonych. Obiekty, jak wspomniane
rozwini¢cia dziesietne moga by¢ reprezentowane na bardzo rézne sposoby. Poprzez
owg ,,droga prowadzace poprzez informacj¢ nie jest zazwyczaj z gory okreslona,
pozostawiaja dla ogladajacego ustalenie, co jest wazne (a co nie) oraz w jakim
porzadku powinny by¢ stwierdzane zaleznosci” ®® . Na koniec oddajmy, iz
niedookreslonos¢ diagraméw ukazuje, iz (ujmujac to w kategoriach peirceowskich)
diagramy reprezentuja nie tylko na mocy podobienstwa, ale rowneiz konwencji, sg
wiec nie tylko ikonami, albo réwniez symbolamigm.

Przypomnijmy, iz niedookreslono$¢ diagraméw odgrywata réwniez istotng
role w procesie rozwoju geometrii nieeuklidesowych. Przy odpowiedniej
interpretacji poje¢, rysunki przedstawiajace ,,zwykle” obiekty euklidesowe moga
reprezentowac obiekty nieeuklidesowe (jak byto to w przypadku wspomnianego tu
modelu Beltramiego geometrii nieeuklidesowych). Przypominajmy réwniez, iz
geometria XIX ukazata niestluszno$¢ idei Kanta, iz pojecia geometryczne sg

nierozerwalnie (i a priori) zwigzane z naocznosciami, a wigc, mozna powiedzie¢,

pewnymi wizualizacjami.

8) Inng wazng wlasnoscig przystugujaca niektorym reprezentacjom
przestrzennym, symetryczno$¢. Mozna ja traktowa¢ jako jedynie aspekt
wymienionych powyzej wlasno$ci; warto jednak poswigci¢ jej nieco uwagi, gdyz
jest to szczegdlnie istotny aspekt diagramoéw, na ktéry chetnie zwracajg uwage
szczegblnie praktykujacy matematycy.

Symetryczno$¢ przystuguje oczywiscie tylko niektorym diagramom. Jest to
jednak ich wlasnos$¢ szczegolnie sugestywna, narzucajgca si¢ w sposob bedacy w

duzym stopniu poza kontrolg obserwatora. Przypomnijmy tu badania Giaquinto,

80 Borwein, P., Jorgenson, L., Visible Structures..., str. 899.

81 przypomnijmy, iz Peirce nie wykluczat, iz diagram (rozumiany przez niego jako cato$¢ ztozona z
rysunku oraz dodanych symboli) funkcjonuje po czgsci jako ikona, po czgsci jako symboli i po
cze¢$cei jako indeks.
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ktory wykazywal niejako wrodzony charakter postrzegania tej wlasnosci
diagramow.

Symetria ma oczywiscie rowniez istotny wymiar matematyczny.
Symetryczno$¢ (réznych odmian) jest wyrazem istnienia jakiej$ regularnosci, a ich
badanie jest przeciez jednym z waznych wymiaréw badan matematykéw. Jesli
reprezentacje graficzne obiektow matematycznych maja t¢ wilasno$¢, mozna jej

nada¢ w wigkszosci przypadkow istotne matematyczne znaczenie.

9) Na koniec oméwie omawiam, S$cisle rzecz biorgc, nie wilasnos¢, ale
pewna kontrowersje zwigzang z diagramami. Chcialbym tu mianowicie wskaza¢ na
dwa oblicza wizualizacji — jako statycznych obiektow, oraz dynamicznych
wizualizacji. Doktadniej, mowa tu o przeprowadzonymi przy pomocy jakichs$
przedmiotow fizycznych, badz obserwowanymi na monitorze komputera
animacjami. Nie sg one, SciSle rzecz biorgc diagramami. Sa jednak oczywisci
wizualizacjami jako, ze mozemy przedstawi¢ je sobie w wyobrazni przestrzennej.

Wigkszo$¢ diagramow to statyczne obiekty, gotowe rysunki, czy grafiki
komputerowe. W takich wypadkach diagram jest nam ,,dany”, posiada okreslony
ksztalt 1 poprzez niego oddzialuje na nasz umysl. Przypomnijmy, iz taka wlasnosé¢
diagramow — w przeciwienstwie do symboli algebraicznych — podkreslat historyk
matematyki Ladoslav Kvasz. Dodajmy, iz wedtug Kvasz to pojecia algebry sa
blizsze kategorii ruchu, czy zmiany. Jak opisywatem w rozdziale drugim operacje
algebraiczne sa reifikacja aktywno$ci liczenia czy wyciagania pierwiastka, a
praktyka algebry oparta jest na ,do$wiadczeniu motorycznym, na
przeksztatceniach, dziataniach”®%?. W algebrze ,,wglad jest mozliwy dopiero po
wykonaniu pewnej czynnosci, dopiero gdy jaka$ szczesliwie odnaleziona sztuczka
data (brought) nam rozwigzanie, ktoérego szukaliémy”803. W geometrii natomiast
wglad jest niejako natychmiastowy, wyptywa z jednolitego aktu ogladu catosci.

Niejednokrotnie — w historii matematyki, jak rowniez we wspotczesnych

zastosowaniach wizualizacji — ujawnia si¢ jednak réwniez dynamiczny aspekt

802 Kvasz, L., The History of Algebra..., .str. 289.
%03 Tamze, str. 289.
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wizualizacji. Przypomnijmy tu kontrowersje zwigzane z czwartym twierdzeniem
pierwszej ksiegi Elementow (naktadanie si¢ na siebie trojkatow), rozwazane przez
wspotczesnych Kartezjusza krzywe mechaniczne, czy ,,dynamiczny” dowdd
piatego postulatu arabskiego matematyka Ibn al-Haythama (oraz jego krytyke jako
niezgodnego z duchem matematyki w wykonaniu Omara Khayyam). Wspotczesénie,
komputery zezwalaja na roznorodne dynamiczne wizualizacje, ktére mogg petnicé
role w poznaniu niektérych obiektéw matematycznych.

Dodajmy na koniec, iz dynamiczne wizualizacje wydaja si¢ wskazywaé na
empiryczny charakter poznania zwigzanego z wizualizacjami, podczas gdy

statyczne

10.2. Marcus Giaquinto o graficznych i symbolicznych aspektach

reprezentacji obiektow matematycznych

Chcialbym przedstawi¢ rowniez nieco inne podej$cie do charakterystyk
reprezentacji obiektow matematycznych niz to, ktére przedstawione byto powyzej.
Zostato ono sformutowane przez Giaquinto w cz¢sto przeze mnie cytowanej pracy
Visual Thinking in Mathematics. Jak juz sygnalizowalem juz we wstepie do
rozdzialu, nie przyjmuje on, iz mamy dwa rodzaje reprezentacji obiektow
matematycznych (diagramy 1 symbole) oraz, ze posiadaja one odmienne
charakterystyki. Zaktada raczej, ze to poszczegélne charakterystyki reprezentacji
obiektow matematycznych maja charakter wizualny badz symboliczny. Inaczej
mowigc, mozna wyr6ézni¢ wizualne 1 symboliczne charakterystyki diagramow, a
poszczegolne diagramy moga mie¢ cechy zaro6wno pierwszego jak i drugiego
rodzaju. Giaquinto wprowadza tym samym  dychotomiczny podzial nie
reprezentacji, ale charakterystyk reprezentacji — podziat pomigdzy reprezentacjami
r6éznego rodzaju (jak i ogolniej mysleniem wizualnymi i algebraicznym) staje si¢
natomiast nieostry.

Giaquinto wymienia sze$¢ charakterystyk reprezentacji obiektow
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b)

matematycznych: trzy, ktore sg typowe dla reprezentacji symbolicznych (oraz nie
sg typowe dla diagramow), oraz trzy, ktore sg typowe dla diagramow (oraz nie sg
typwe dla reprezentacji symbolicznych). Nie jest przy tym wykluczone, iz obiekty
charakteryzowane zazwyczaj jako diagramy posiadaja pewne wtasnosci pierwszego
rodzaju, ani ze pewne symbole, czy uktady symboli nie majg pewnych cech rodzaju
drugiego. Jesli przyjmiemy taka wlasnie metoda okreslania pierwiastkow ,,nasza
nieumieje¢tnos¢ klasyfikacji posrednich przypadkéw ma swoje zrodto nie w

niewiedzy ale nieokreslonosci”.

G1. Dyskretne elementy sktadowe informacji sa reprezentowane (carried) przez
dyskretne czesci reprezentacii.

G2. Reprezentacja posiada syntakse.

G3. Reprezentacja przekazuje (carries) tylko $cistg informacje; nie przekazuje
vague informacji ani sugestii.

G4. Przestrzenne relacje pomigdzy cze$ciami reprezentacji, reprezentuja relacje
pomiegdzy tym, co reprezentujg poszczegolne czgsci.

G5. Informacja jest przedstawiano jednoczes$nie (simltaneously), a nie w sposob
uszeregowany (serialy).

G6. Czes¢ informacji jest reprezentowana lokalnie, a cze$¢ globalnie804.
Przytoczmy dalej kilka przykladow reprezentacji matematycznych (oraz

zwigzanych z nimi typow rozumowan), ktore dobrze obrazuja takg taksonomiqsos.

paradygmatyczny przyktad reprezentacji symbolicznych wystepuja w algebrze
abstrakcyjnej. Obiekty, ktore rozwazamy uprawiajac np. teori¢ grup maja wigc

wlasnosci 1-3, nie posiada za to wlasnosci 4-6.

przyktadem reprezentacji obiektu algebraicznego, ktéra posiada pewne

84 por, Giaquinto, M., Visual Thinking..., str. 249.
805 przyklady na podstawie: Giaquinto, M., Visual Thinking..., str. 242-246.
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d)

charakterystyki diagramowe s3 macierze. Rozwazmy ponizsze rOwnanie

macierzowe:
x
a b ¢ ax + by + ¢z
VY =
e f dx +tev+ fz

O jego prawdziwo$ci mozemy si¢ przekonaé ,,wizualizujac obrdt pionowego
wektora do pozycji poziomej, nastgpnie relacje ,,sa przedstawione w sposob
symultaniczny (simultaneously), a nie w sposob uszeregowany (sequantially)”®®,
Ukazuje to, iz reprezentacja powyzsza ma (oprocz wlasnosci 1-3) rowniez wiasnos¢

57121

Przyktadem reprezentacji bardziej ,,oddalonych od jezykowego stylu (mould) niz
mnozenie macierzy” diagramy strzatkowe (arrow diagrams). Nie bede tu
analizowat przykladu Giaquinto. Dos$¢ powiedzie¢, iz diagramy te mozna tu
klasyfikowa¢ wspolnie z obiektami teorii grafow, teorii kategorii, czy teorii krat.
Giaquinto uwaza, ze diagramy te majg wlasnosci G4 oraz GS5. Rzeczywiscie, duza
cz¢$¢ informacji jest zawarta na diagramie ,,na raz”, struktura diagramu odpowiada
tez wilasno$ciom reprezentowanych obiektow. Z drugiej strony, jak przekonuje
Giaquinto, powyzszy diagram posaida termy — strzatki, opisy

Wydaje si¢, ze do tej samej grupy (tzn. posiadajace wszystkie 6 wymienionych
cech) mozna réwniez zaliczy¢ reprezentacje 1 proste rozumowania z dziedziny

teorii grafow.

Przykladem reprezentacji (i rozumowan) typowo diagramowych, sa wreszcie
diagramy w analizie matematycznej jak roéwniez w geometrii. Cechuja je

charakterystyki 4-6, nie posiadaja za to charakterystyk 1-3. Mozna je wigc nazwaé

806 Tamze, str. 242.
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typowo ,,diagramowymi” typami reprezentacji.

Jak maja si¢ do siebie ujecie Giaquinto i przedstawione wczesniej przeze mnie 9
charakterystyk diagramow? Wtlasnos¢ G4 odpowiada czwartej charakterystyce
diagramow (strukturalne podobienstwo diagramu 1 obiektu przez niego
reprezentowanego). Wiasnosci G5 oraz G6 sa dwiema odstonami wlasnosci trzeciej
(na diagramie mozna zawrze¢ duzo informacji ,,na raz”).

Giaquitno wycigga ze swoich rozwazan nastepujace wnioski: rozréznieni
pomiedzy diagramami i symbolami jest nieostre. Istniejg przypadki diagramow
typowo symbolicznych i typowo geometrycznych. Co wigcej, istnieje cata gama
przypadkéw posrednich. Zauwazmy bowiem, ze bioragc pod uwage, iz istnieje 6
réznych charakterystyk diagramoéw, mozna mowi¢ o 64 rdéznych typach
reprezentacji. Typodw tych nie mozna rowniez uporzadkowaé sensownie liniowo.
Zbiér omawianych charakterystyk ma wigc, jak podkresla Giaquinto strukturg
kraty®"’.

Dodajmy tez, ze w ramach takiego uje¢cia Giaquinto fatwo jest
przeprowadzi¢ rozroznienie na diagramy dyskretne i metryczne. Te ostatnie nie
posiadaja zadnej z wiasnosci 1-3. Diagramy dyskretne posiadajg natomiast
wlasnosci 1 oraz 3 (ktére, jak si¢ wydaje, idg zazwyczaj w parze), otwartym

natomiast moze pozostawa¢ kwestia wtasnosci nr. 2.

87 por. tamze, str. 248.
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Rozdzial 11. Rola wizualizacji w dowodach i

rozumowaniach matematycznych

Niniejszy rozdzial poswigcony jest analizie roli diagraméw w uzasadnianiu
twierdzen matematycznych, w szczegdlnosci oczywiscie w dowodzie
matematycznym. W poprzednich rozdzialach podawatem omawialem rozne typy
diagramow, a nastgpnie ich ogdlne wilasnosci. W tym miejscu rozwazam pytanie:
jak diagramy funkcjonuja w dowodach? Jaka role odgrywaja w rozumowaniach
matematycznych, czy ogdlniej w kontekscie uzasadnienia? Czy i w jakim sensie
mozna méwi¢ o rozumowaniach diagramowych? Interesowa¢ mnie tutaj wigc
bedzie diagram w dazeniu do wykazywania i rozumienia prawdziwosci (jakkolwiek
rozumianej) twierdzen matematyki.

Nie bedg tu starat si¢ argumentowac, iz istniejg twierdzenia, ktérych nie
mozna udowodni¢ bez diagramow. Kant utrzymywat taka teze w odniesieniu do
geometrii, jednak w $wietle wspotczesnego rozwoju matematyki jest trudna do
obronienia. Analiza réznego rodzaju rozumowan, w ktorych istotng rolg peinia
diagramy, kaze jednak sadzi¢, iz mozna mowi¢ o rozumowaniach wizualnych jako
odmiennych drogach do osiggania przekonan matematycznych (czy prawdy
matematycznej) niz ta, ktora postuguje si¢ jedynie reprezentacjami symbolicznymi.

Istnieje cale spektrum stanowisk odnos$nie roli, jaka wizualizacje graja w
dowodach matematycznych. G. Hanna i N. Sidoli pisza, iz na jednym koncu sg tu
filozofowie, dla ktérych diagram nie gra zadnej roli w dowodzie, a na drugim ci,
dla ktorych ,,niektdre reprezentacje wizualne moga same w sobie stanowi¢ dowody,

5,808

powodujac, iz dalszy tradycyjny dowdd staje si¢ niepotrzebny”” . Pomiedzy nimi

88 Hanna, G., Sidoli, N., Visualisation and proof..., str. 74.
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znalez¢ mozna réznorodne stanowiska, rdznigce si¢ migedzy sobg w wickszy lub
mniejszy — czasem subtelny — sposob. Wedlug niektorych stanowisk reprezentacja
wizualna nie stanowi calego dowodu, ale jego integralny element. W rozdziale tym
przedstawiam kilka stanowisk odnosnie roli diagraméw w dowodach
matematycznych- réwniez takie, zgodnie z ktérymi mozna mowié o ,,twierdzeniach
wizualnych”. Zanim do nich przejde, sformutuje kilka ogdlnych uwag o pojeciach
dowodu matematycznego, oraz rozumowania w matematyce, w celu przygotowania
rozwazan na temat dowodu wizualnego. Podam réwniez liczne przyklady
diagramow, ktore stanowig, wedtug niektorych, twierdzenia, czy dowody wizualne,
a w kazdym razie wystarczaja dla wielu matematykéw, aby orzec prawdziwos$¢
odpowiedniego twierdzenia. Po sformutowaniu czterech omawianych stanowisk,
podejme probe klasyfikacji rozumowan diagramowych. W ostatniej czesci
rozdziatu powracam do tematu og6élnosci i wiarygodno$ci rozumowan opartych na

diagramach.

11.1. Ogélne uwagi o pojeciu dowodu i rozumowania

Jak juz wspominatem  we wczesniejszej cze$ci pracy, przez dowod
(sformutowany w ramach jakiego$ systemu sformalizowanego) rozumie si¢
zazwycza] cigg formut zdaniowych (badz zdan), takich, ze kazda z nich jest
aksjomatem, badz wyprowadzona jest z poprzednich na mocy przyjetych regut
wnioskowania. W istocie, wydaje sig¢, iz dla kazdego twierdzenie mozna poda¢ taki
wiasnie dowodd. Czy jednak dowody formalne, sformutowane w jezyku teorii
aksjomatycznych jak teoria mnogosci Zermelo-Fraenkla, to jedyne obiekty, ktore
mozna nazwa¢ dowodami? Lektura czasopism matematycznych ukazuje, iz takie
dowody sa ogromng rzadkoscig. Twierdzenia tam dowodzone nie s3 obiektami
spetniajacymi powyzsza definicje dowodu.

Sa one jednak nazywane dowodami 1 jako takie sg przez matematykow

postrzegane.
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Kiedy wigc zaakceptowac rozumowanie jako dowdd, tzn. jako prowadzace
do nowej wiedzy matematycznej? Jak pisze Krzysztof Wojtowicz, nie wystarczy
stwierdzenie, iz dowod mozna zaakceptowac, poniewaz mozna go (hipotetycznie)
sformalizowa¢ w danej teorii — ,,decyzja o akceptacji danego dowodu przez
matematykow odbywa si¢ przeciez bez wskazania owej formalizacji”sog. O tym,
czy dowod nalezy przyjac jak poprawny decyduja eksperci danej dziedziny, a nie
logicy. Jak pisze Wojtowicz, mozna wigc zadaé pytanie: ,,jakie realnie stosowane
argumenty matematyczne mozne (i nalezy) uznaé za przekonujatce?”810 Pytanie to
odnosi si¢ rowniez do dowodow korzystajacych w istotny sposob diagramow.

Rozwazmy dalej nastepujaca kwesti¢: kiedy mozna uznaé, iz dwa pod
pewnymi wzgledami réznigce si¢ miedzy soba dowody stanowig w istocie ten sam
dowod? Moga to by¢ dowody sformutowane w réznych teoriach aksjomatycznych,
réznych jezykach (np. arytmetyki i teorii mnogosci); w szczegdlnosci moze by¢ to
dowod odwolujacy sie w jaki$ sposob do diagramu, czy mys$lenia wizualnego oraz
dowod do nich si¢ nie odwotujacy. Pytanie to mozna w pewnym sensie traktowaé
jako pytanie o status ontologiczny dowodu; rozwazal je np. Wang, gdy pytat czy
.dowody istnieja niezaleznie od catosci wiedzy”®'? W pracy Visualizing in
Mathematics Giaquinto pisze w tym kontekscie, iz powinnismy odr6zni¢ pomiedzy
dowodem 1 prezentacja dowodu — ,,dowdd moze by¢ przedstawiony na rdzne

55812

sposoby””"“. Pytanie, kiedy uzna¢ tego rodzaju r6zne dowody za ten sam dowdd

jest trudne. Wedlug Giaquinto, matematycy sa na ogot sktonni uzna¢ identycznosé
dowodéw, gdy ,.centralna idea jest w przypadkach taka sama”®,

Tego typu rozwazania sg istotne dla problematyki wizualizacji. Pojawia si¢
tu bowiem pytanie: czy dowod odwotujacy si¢ do diagramow (chodzi tu o obiekt
uznany przez matematykow powszechnie za dowod) jest tylko innym
sformutowaniem tego samego dowodu ujetego w jakiej§ standardowej teorii

sformalizowanej? Czy przekazuje swoistg tre$¢, swoiste rozumowanie, ktorego nie

89 Wwojtowicz, K., Empiryczne aspekty dowodéw  matematycznych, (W:)  Swiaty

matematyki:tworzenie czy odkrywanie?, red. |. Bondecka-Krzykowska, J. Pogonowski,
Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 2010, str. 346-347.

810 Tamze, str. 347.

81 \Wang, H., Theory and Practice..., str. 136.

812 Giaquinto, M., Visualizing in Mathematics, str. 24.

813 Tamze, str. 24.
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mozna w pelni uja¢ za pomoca poje¢? Stwierdzenie, ze kazde twierdzenie mozna
udowodni¢ metodami logicznymi nie oznacza jeszcze, ze kazdy typ rozumowania
jest adekwatnie rekonstruowany w jezyku logiki.

To jest, jak si¢ wydaje, teza wickszosci filozofow zajmujacych sie
epistemologicznymi aspektami wizualizacji: rozumowania, ktore wykonujemy
korzystajac z diagramoéw sg innego rodzaju. Przytoczmy tu cho¢by Mumme, ktory
podkresla, iz logiczno-formalna koncepcja dowodu ,,byta i jest ogromnie owocna i
pouczajaca (illuminating). Jednak ogromny sukces, z jakim dostarcza on Scistego
ujecia rozumowania atematycznego nie implikuje, ze wszystkie dowody
matematyczne sg w rzeczywistosci (in essence) ciggami zdan” 814 w dalszej czesci
tekstu rozwaze przyktady tego typu rozumowan.

Rozwazmy dalej inng, istotng dla problemu wizualizacji, kategori¢
epistemologiczng — rozumowania, jak réwniez nieformalne dowody. Mozna uznac,
Ze pojecie rozumowania jest szersze niz pojecie dowodu — kazdy dowod to bowiem
pewne rozumowanie. Jest to proces myslowy, ktory moze by¢ spisany, lub nie,
moze rowniez by¢ bardziej lub mniej S$cisty. Zenon Kulpa okresla pojecie
,fozumowania” bardzo ogoélnie, jako przetwarzanie wiedzy (knowledge

processing) & .

Nie bede tu jednak omawia¢ mozliwych definicji kategorii
rozumowania. Zadam tylko nastepujace pytanie, istotne dla dalszej czgsci tekstu:
czy rozumowanie z natury sklada si¢ z osobnych krokow? Inacze; mowiac, czy
zawsze ma charakter ,liniowy”? Czy rozumowanie zawsze przeprowadzone jest
,»ha pojeciach”, czy tez moze mie¢ charakter czysto intuicyjny? Jaka role petnia
wreszcie w rozumowaniach diagramy? Kiedy uznajemy rozumowania oparte o
diagram za poprawne i dlaczego?

Problem ten pojawia si¢ w ramach samej logiki. Wiele wskazuje na to, iz
nie wszystkie rozumowania sg wyrazalne np. w jezyku logiki pierwszego rzedu.
Hammer przywoluje tu rozumowania wyrazane w jezyku logiki drugiego rzedu,

816

czy za pomocag dedukcji naturalnej " . Rozne techniki sg wedlug niego ,,s3

814 Mumma, J, Proofs, Pictures..., str. 255-256..

81> Kulpa, Z., Main Problems..., str. 75-76.
816 Hammer podkresla, iz niektorzy matematycy (w szczegolnosci Boolos) uwazaja, iz niektore typy

rozumowania modelowane sa lepiej przez logike drugiego rzedu, niz logike pierwszego rzedu.
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motywowane dazeniem do adekwatnego modelowania sposobu, w jaki dowody sa
w rzeczywistosci skonstruowane, jak na przyktad uzycie tymczasowych zatozen w
dowodzie, metoda rozbijania na przypadki, stosowanie dowodéw nie wprost”®"’,
Mozna uznaé, ze poszczegodlne techniki dowodowe sa rekonstrukcja praktyki
dowodzenia.

W przypadku problematyki wizualizacji czgsto mamy do czynienia z
rozumowaniami, co do ktérych nie ma pewnosci czy stanowig dowod. Co wigcej,
niektére rozumowania zwigzane z diagramami sg bardzo trudno uchwytne, wydaja
si¢ stanowi¢ raczej pewnego rodzaju ,,do§wiadczenie wizualne”, ktérego efektem
jest przekonanie o prawdziwosci danego twierdzenia. Powtorzmy, ze przez

adekwatng rekonstrukcje mozna tu rozumie¢ taka rekonstrukcje, ktora oddaje idee

rozumowania, przy czym ta ostatnia jest trudno uchwytna.

11.2. Przyklady rozumowan diagramowych

Rozwazmy wiec diagramy, ktére wydaja si¢ w bardzo sugestywny sposob
obrazowaé konkretne twierdzenia matematyczne. Wedlug niektorych filozofow
mozna twierdzi¢, 1z stanowig nawet same w sobie ,.twierdzenia wizualne”, czy
,dowody wizualne” danego twierdzenia, w przypadku ktérych nie ma potrzeby
przeprowadzania dodatkowego, ,,tradycyjnego” dowodu.

Wezmy na poczatek twierdzenie, do ktorego bardzo chetnie odwotywali sie
filozofowie klasyczni nalizowani mojej pracy, a mianowicie twierdzenie

orzekajace, 1z suma katow w trojkacie rowna jest 180°.

Dodajmy, iz jest to tez dyskusyjna, na ktorej analiz¢ nie ma tu oczywiscie miejsca (Hammer, E.,
Reasoning..., str. 74).
817 Tamze, str. 74.
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Rys. 1.

Kontakt z diagramem pozwala szybko przekonaé sig, iz wspomniane
twierdzenie jest prawdziwe. Jest to rzeczywiscie pouczajacy przyktad, poniewaz
twierdzenie to nie jest oczywiste na pierwszy rzut oka. ROwniez sama obserwacja
diagramu przestawiajacego trojkat (bez oznaczen symbolicznych) nie wystarcza,
aby je udowodni¢. Trzeba mianowicie zna¢ odpowiednie twierdzenia dotyczace
réwnosci odpowiednich katoéw naprzemianlegtych. Zwr6émy uwage, ze otwarty
pozostaje oczywiscie problem ogdlnosci twierdzenia uzasadnionego za pomoca
takiego diagramu.

Podajmy dalej najbardziej chyba znany dowod obrazkowy — dowod
twierdzenia Pitagorasa. W odroznieniu od poprzedniego przykladu, tu rysunek nie

jest oznaczony zadnymi symbolami.

Rys. 2. ,,Obrazkowy” dowod twierdzenia Pitagorasa.
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Poréwnujac dwa powyzsze diagramy widzimy, ze wewnetrzny kwadrat na
pierwszym rysunku (zbudowany na przeciwprostokatnej trojkata) ma takie samo
pole, co dwa kwadraty znajdujace si¢ na sasiednim rysunku (zbudowane na
przyprostokatnych). W odroznieniu od poprzedniego diagramu, nie jest tu
potrzebna znajomos$¢ zadnych twierdzen geometrycznych.

W geometrii istnieje bardzo wiele przyktadéow tego rodzaju diagraméw, badz
rozumowan (niektére z nich moga by¢ przez sprawnych matematykow
przeprowadzone w umysle, tzn. bez kontaktu z fizycznym diagramem).
Przypomnijmy tu rozwazane juz twierdzenie dowodzone w platonskim Menonie
oraz przyklady analizowane w rozdziale dziewigtym. Podkreslmy, ze w wszystkich
tych przyktadach ,,odnalezienie odpowiedniego diagramu jest o wiele wazniejszym
krokiem, niz pozostata cze$¢ rozumowania (than the rest)”®*®. Kluczowym punktem
jest tu wiec wiec odpowiedni pomyst, a wigc element tworczy — cho¢ nie mozna
wykluczy¢ przyktadu, ze odpowiedni diagram powstanie ,,przypadkowo”, czy tez
w trakcie ,,probnych” manipulacji diagramem.

Przyjrzyjmy si¢ dalej dwom prostym przyktadom diagraméw obrazujacych
elementarne zalezno$ci teorioliczbowe, . Przypomnijmy najpierw, iz liczba
trojkatng jest liczba bedaca sumg pierwszych n licz naturalnych. Jest nig np. liczba
10=1+2+3+4, czy 45=1+2+...+9. Jak znalez¢ n-tg liczbe trojkatng — czyli
rownowaznie, jak znalez¢ sumg pierwszych n liczb naturalnych? Z pomoca moze

przyjs$¢ nastepujacy diagram:

Rys. 3.

Diagram jest skonstruowany w taki sposob, iz ,,nalozone” sg tu na siebie dwie

liczby

818 Wang, H. Theory..., str. 132.
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trojkatne reprezentowane przez odpowiednio ustawione kropki — w tym przypadku
odpowiadajgce sumie pierwszy 5 licz naturalnych. Z diagramu widaé, iz kropki
przedstawione na rysunku mozna policzy¢ na dwa sposoby — przez wykonanie
mnozenia 5%*6, badz przez osobne zsumowanie kropek ciemniejszych i

jasniejszych. Otrzymujemy wigc:
(1+2+3+4+5) + (1+2+3+4+5) = 5*6
A stad:

(1+2+3+4+5) = (5*%6)/2 = 15

Diagram pozwala wigc w tym przypadku wpas¢ na pomyst, czy uzmystowic sobie,
1 w jaki§ sposdb zrozumie¢ ogdlne wiasnosci liczb tréjkqtnychslg. Pojawia si¢ tu
zndéw pytanie, na ile taki diagram moze stuzy¢ dowodowi twierdzenia ogdlnego,
podajacego sumg pierwszych n liczb naturalnych dla dowolnego n. Do tej kwestii
wroce w dalszej czesci rozdziatu.

W podobny sposdéb mozna przekonac sig, iz suma kolejnych liczb nieparzystych

(od 1) jest zawsze liczbg kwadratowsg (czyli kwadratem pewnej liczby naturalnej).

00000
00000
00000
00000
00000

Rys. 4.

W tym przypadku diagram moze, przy odrobinie spostrzegawczos$ci, postuzy¢ w
celu uzmystowienia sobie, iz 1+3+5+7+9=25. Moze one roéwniez stanowié

przyczynek do ogoélnego dowodu twierdzenia faczacego liczby kwadratowe z

819 Zwroémy tu uwage, iz sam termin , liczby trojkatne” sugeruje wizualizacje tego typu liczb.
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sumami liczb nieparzystych — badZz samemu by¢ takim dowodem. Mozna tez,
inaczej rzecz ujmujac, stwierdzi¢, iz moga one stuzy¢ odkryciu pewnych zalezno$ci

Rozwazmy dalej teori¢ grafow. Jak wspominatem w rozdziale 6smym, wiele
wlasnosci matematycznych grafow odpowiada w naturalny sposéb wlasnosciom
wizualnym. Dzieki tej odpowiedniosci, duzo faktow dotyczacych graféw mozna
,»odczyta¢” z diagraméw, czy tez — stajg si¢ one oczywiste dzigki samej jego
obserwacji. Nalezy przy tym podkresli¢, ze wiele zalezy tu od tego, w jaki sposob
sporzadzimy diagram dla danego grafu. Rozwazmy na przyklad trzy mozliwe

przedstawienia tego samego diagramu:

Vi Va Ve Ve
Vs
Vi V3 Va
V3 Va
Vi
Va Vi
V2
Vs
Vs Ve V3

Rys. 5. Trzy przedstawienia tego samego grafu.

Z pierwszego z nich mozna ,,0d razu” odczytaé, iz graf jest dwudzielny; drugi
diagram powoduje, ze oczywistym jest, iz jest on grafem hamiltonowskim. Z
trzeciego grafu trudno natomiast wiasnosci te odczyta¢ w podobny sposob. Tutaj
wigc rOwniez istotna jest przemyslana konstrukcja diagramu. Dodajmy, iz
uzyteczno$¢ diagraméw ogranicza si¢ do niewielkich grafow — w  przypadku
grafow bardzo duzych (nie wspominajac o grafach nieksonczonych) reprezentacja
przestrzenna staje si¢ na ogot bardzo mato czytelna.

Jako wizualne uzasadnienia twierdzen matematycznych mozna rowniez
uzna¢ diagramy, ktore dostarczaja ,,darmowych przejazdow” (free ride). Wystarczy
tu przypomnie¢ diagramy Eulera, ktérych sama konstrukcja pozwalata odczytac z
nich nowe fakty. W podobny sposoéb uzyskiwaniu nowych informacji mogg takze

shuzy¢ diagramy Venn’a. Po naniesieniu na diagram dwoch zalozen wnioskowania
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sylogistycznego, wniosek mozna z tego diagramu po prostu ,,odczytac”. R.
Murawski 1 W. Marciszewski piszg tu, iz ,,diagramy stuzyly Venn’owi nie tylko w
celu ilustracji rozwigzan otrzymanych innym sposobem, ale stanowily w istocie
metode rozwiagzywania probleméw logicznych™®%.

Mozna dalej przywota¢ wizualizacje komputerowe. Rowniez tu diagramy
obrazuja czesto sugestywnie konkretne twierdzenia matematyczne. O ile jednak
powyzsze diagramy zostaly $wiadomie skonstruowane, aby obrazowac
odpowiednie tezy, wizualizacje komputerowe nie posiadaja z goéry znanego
ksztaltu. W ten sposoéb wiele wlasnosci obiektow matematycznych staje sie
widoczna po wygenerowaniu odpowiedniej grafiki, czy — po wykonaniu
eksperymentu komputerowego. Jak pisze Palais, ,,zdarza si¢ do$¢ nagminnie, iz
dowod jakiego$ faktu matematycznego moze by¢ wpierw ‘zobaczony’, i dopiero w
dalszej kolejnosci (podazajac za wizualng ideg)mozemy przedstawi¢ logicznie
niesprzeczny sformutowanie, co czasem jest bardzo trudnym zadaniem,
wymagajacym duzego (serious) intelektualnego wysitku”%

Warto réwniez rozwazy¢, na ile diagram moze stanowi¢ dobre uzasadnienie
dla twierdzen analizy matematycznej. Przytocze tu sztandarowe przyktadowe
twierdzenia, ktore wydaja si¢ by¢ oczywiste, gdy nada¢ im interpretacj¢ graficzna.

Pochodzi ono od Bolzano (twierdzenie podaje za J.R. Brownem)®?:

Twierdzenie Bolzano: Jesli f jest funkcjg ciagla w przedziale [a, b] oraz f zmienia

znak z ujemnego na dodatni (lub z dodatniego na ujemny), wtedy istnieje liczba c,

taka, ze a < c <D, oraz f(c) = 0.

820 Marciszewski, W., Murawski R.,, Mechanization ...,, str. 158.

%1 palais, R.S., The Visualization..., 655.

82 por. Brown, J.R., Philosophy of Mathematics. An Introduction to the World of Proofs and
Pictures, Routledge, London and New York, 1999 str. 26.
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Rys. 6. Graficzna ilustracja (dowod?) twierdzenia Bolzano.

Innym przyktadem, analizowanym przez Giaquinto, jest nie mniej elementarne
twierdzenie Rolle’a. Jest on nieco bardziej skomplikowany od poprzedniego, ale
przy odrobinie znajomo$ci matematyki wydaje si¢ by¢ podobnie oczywiste co

poprzednie.

Twierdzenie Rolle’a: Jesli f jest ciaglta w przedziale [a, b], oraz rozniczkowalna w

przedziale (a, b) oraz f(a) = f(b), to dla pewnego wartosci X, takiej, ze a < X < b,

S =0.

e
0 H—
[N
fla) = f1B) -

Rys. 7. Graficzna ilustracja (dowo6d?) twierdzenia Rolle’a.

Obserwujac powyzsze diagramy, prawdziwos$¢ wymienionych twierdzen
wydaje si¢ by¢ oczywista. Mowiagc najprosciej, funkcja z pierwszego twierdzenia
,musi” w ktérym§ momencie przyja¢ warto$¢ ¢, a wykres drugiej z funkcji ,,musi”

w ktoryms$ momencie by¢ ,,ptaski”. Dodam tu, iz J.R. Brown oraz M. Giaquinto, od
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ktorych pochodzg te przyktady, zupetnie inaczej interpretujg funkcje uzasadniajaca
powyzszych diagraméw. Wedlug pierwszego z filozofow, diagramy te mozna
uznaé za ,,okna” do platonskiego nieba. Wedtug drugiego z kolei, sa one zupetie
niewiarygodne jako zrédlo poznania w dziedzinie analizy matematycznej. Do
stanowisk tych wroce w dalszej czesci rozdziahu.

Rozwazmy tu jeszcze jedno interesujagce rozumowanie z analizy
matematycznej, tym razem nie korzystajace z wykresu funkcji, ale odwotujace sie
do intuicji o obiektow geometrycznych. Odwotujac si¢ wigc do ponizszego
diagramu, mozna tatwo przekonac¢ si¢ o podanej nizej zalezno$ci analitycznej, ktore

nie jest sama w sobie oczywista.

12

1/2

Rys.8. Geometryczne uzasadnienie zapisanej ponizej zaleznosci.

T (12" = 1/3

n=1
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Mozna dodaé, iz wedlug P. Davisa, w analizie matematycznej mozna
wymieni¢ bardzo duzo diagramoéw, ktore same w sobie uzasadniajg poszczegolne

twierdzenia matematyczne. Podaje on nastepujace przyktady:

1) jesli podrézujemy z pdinocnej potkuli na pétkule potudniows, musimy w ktoryms

2)

3)

miejscu przecigé rownik
Lokalne ekstremum gtadkiej (smooth) funkcji wystepuje tam, gdzie pochodna jest
réwna zeru.
Funkcja gamma Eulera jest naprzemiennie wypukta i wklesta pomiedzy
catkowitymi ujemnymi liczbami®®,

Na tym zakonczg¢ prezentacje przyktadow ,,dowodow rysunkowych”. Przyktady
diagramow, ktore ukazuja w prawie natychmiastowy sposob prawdziwos¢
twierdzen matematycznych mozna by dalej mnozy¢é — nie sa to przypadki

odosobnione. W tym miejsce przejde jednak do omowienia kilku godnych uwagi

uje¢ rozumowan diagramowych.

11.3. Przeglad stanowisk odnosnie rozumowan i twierdzen

wizualnych

Przytoczone przez mnie przyklady moga nasuwaé pytania: czy diagram
moze stanowi¢  wystarczajace uzasadnieni dla  niektorych  twierdzen
matematycznych? 1 dalej: czy mozna moéwi¢ o specyficznym typie rozumowania,
ktore nalezato przeprowadzi¢ aby przekonaé¢ si¢ o prawdziwosci odpowiednich
twierdzen? W pierwsze] kolejnosci omowig kilka stanowisk, dostarczajacych
odpowiedzi na powyzsze pytania. Kazdy z przytoczonych autorow uwaza, iz
diagram wystarcza w jakim$ sensie za uzasadnienie niektorych twierdzen. W
ramach kazdego ze stanowisk nakreslone jest rowniez w mniejszym lub wigkszym

stopniu pewne ujecie poznania diagramowego w ogble. Omawiam tu ujgcie P.

823 Davis, P., Visual Theorems, str. 338.
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Davisa, wspolne stanowiska P. Borweina, 1 L. Jorgensona, oraz Barwise’a i
Etchemendy’ego. W dalszej kolejnosci omawiam platonska koncepcje J.R.

Browne’a, uj¢cie poznania diagramowego A. Lemanskiej, oraz Z. Kulpy.

1) W artykule Visual Theorems, Philips Davis proponuje nada¢ terminowi
“twierdzenie wizualne” pewne konkretne, cho¢ zupetnie niestandardowe znaczenie.
Rozwazania Davisa koncentruja si¢ jednak wokoét wizualizacji komputerowych.
Rozwaza on twierdzenia wizualne w szerszym oraz wezszym znaczeniu. W
szerszym znaczeniu, twierdzeniami wizualnymi mogg by¢ ,,wszystkie wyniki
elementarnej geometrii na plaszczyznie oraz geometrii bryt, ktére wydaja sie
intuicyjnie oczywiste”, jak np. omawiane powyzej dowody wizualne, dalej
twierdzenia analizy matematycznej posiadajace ,.intuicyjnie geometryczng badz
wizualna podstawe” czy wszelkie inne obrazy, z ktorych wyciagniete mogg byc,
prawie przez wglad (almoust by inspection) jakie§ wnioski matematyki czystej lub
stosowane;j®*,

W wezszym znaczeniu ,twierdzeniami wizualnymi” sg natomiast wyniki
wspominanych wizualnych eksperymentow komputerowych. W takim znaczeniu
uzywa tez przede wszystkim P. Davis tego wyrazenia. ,,Twierdzenie wizualne” w
tym witasnie, wezszym, znaczeniu to wedlug Davis’a ,,wizualne albo graficzne dane
wyjsciowe (output) programu komputerowego — zazwyczaj element rodziny takich
danych wyj$ciowych — ktore oko organizuje w spdjna rozpoznawalng catos¢, oraz
ktore sa w stanie inspirowa¢ tradycyjne pytania matematyczne, badz tez ktore
przyczyniaja si¢ w jaki§ sposob do naszego rozumienia badz tez do wzbogacenia
jakiego$ matematycznego, badz rzeczywistego stanu rzeczy (situation)”825.

Philip Davis zauwaza ogromng ztozono$¢ i pigkno, jakie moga nies¢ z soba
wizualizacje komputerowe, w szczegolnosci dzigki ukazywanym przez nie r6znego
rodzaju regularnosciom. Cechujg si¢ one dodatkowo pewng staloscig — przez to, ze
mozna je zawsze wygenerowa¢ w ten sam sposob 1 z tym samy wynikiem. P. Davis

proponuje wigc rozumie¢ twierdzenie wizualne jako: ,,przejscie (passage) od

824 Tamze, str. 336.
825 Tamze, str. 333.
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matematycznej iteracji do postrzeganej figury uchwycone i przedstawione w
intuicji (intuited) we wszystkich swoich wyrazalnych i niewyrazalnych wizualnych
zlozonosciach™®%,

Strukture ,,twierdzenia wizualnego” mozna, przez analogi¢ do zwyktych

twierdzen, przedstawi¢ nastepujaco:

Definicja (iteracja wykonana wedlug odpowiedniego wzoru, generujgcego obraz
komputerowy).
Dowod (uruchomienie programu na konkretnym komputerze).

Twierdzenie (para [iteracja wykonana na komputerze, wizualny obraz])®’.

Jak zostalo wspominane powyzej, twierdzenie takie moze inspirowaé nowe
problemy matematyczne, kazdy taki obraz-twierdzenie jest tez elementem szerszej
klasy obrazow, ktére moga powstac przez np. modyfikacje pewnej statej we wzorze
shuzacym do generowania obrazu. Istotne jest to, iz “twierdzenie wizualne” ma
charakter czg$ciowo intuicyjny — nie jest stwierdzane za pomocg zdania. Davis
zadaje nawet pytanie, czy wszystko, co pojawia si¢ na grafice komputerowe;j
(bedac, jezeli mozna tak powiedzie¢, czgscig twierdzenia) jest wyrazalne stowami?
Jak wida¢, takie rozumienie pojecia ,twierdzenia” (a jednoczesnie oczywiscie
dowodu) zupetnie odbiega od tego co si¢ zazwyczaj przez nie rozumie. Zupeinie
niestandardowo rozumiany jest tu tez dowod — nie jest on $wiadomg aktywnoscia
podmiotu poznajacego, ale obliczeniem wykonanym przez komputer. Davis jest
tego oczywiscie §wiadom 1 wydaje si¢, ze jego propozycja ma charakter nieco
prowokacyjny. Davis pisze wreszcie, ze jesli przyja¢ takie rozumienie terminu
,twierdzenie”, to dodaje ono do tego terminu oryginalnego posmak — jego grecki

rodowod.

2) Do wizualizacji komputerowych nawigzuja rowniez P. Borwein i L.

Jorgenson w przytaczanym juz artykule Visible Structures in Number Theory.

86 Tamze, str. 339.
87 Tamze, str. 340.
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1)

Roéwniez oni argumentujg za tym, iz obraz komputerowy moze stanowi¢ dowdd,
podchodza jednak do problemu w zupeknie inny sposob niz Davis. Twierdzeniami
dowodzonymi wizualnie sg, wedlug nich, ,,tradycyjne” twierdzenia, a gtownych
przedmiotem ich rozwazan jest pytanie, kiedy diagram mozna uznaé za poprawny
dowod takiego twierdzenia. Borwein 1 Jorgenson proponujg rozwazyC trzy
konieczne, ale nie wystarczajgce warunki, jakic muszg spelnia¢ wizualizacje, aby

rozumowanie (czy jaki$ obiekt) uzna¢ za dowdd:

- Wiarygodnosé (reliability) — $rodki, za pomocg dowod zostal przeprowadzony sg
wiarygodne a rezultat pozostaje taki sam przy kazdym sprawdzeniu

- Niesprzecznos¢ — srodki, za pomoca dowod zostatl przeprowadzony, oraz jego
finalny rezultat nie sa sprzeczne z innymi znanymi faktami, przekonaniami badz
dowodami

- Powtarzalnos¢ — dowod moze by¢ przedstawiony innym matematykom i przez

nich potwierdzony

Autorzy Visible Structures... podkre$laja, 1z diagramom bardzo trudno spetnié
wszystkie te warunki. Zwykte dowody formalne sg zbudowane z uporzagdkowanych
liniowo zdan, S$ciste, oraz skonstruowane z uwaznie dobranych termindéw o
jednoznacznie okreslonych znaczeniach. Aby moc rowna¢ si¢ z dowodem
formalnym, ,,wizualizacja musi zawiera¢ dodatkowe mechanizmy oraz konwencje

828 .. .
»” %% Roéwniez ona musi

wykraczajace poza podstawowy obraz (base image)
przedstawia¢ prezentowang informacj¢ w ukierunkowany sposob, definiowa¢ oraz
przedstawia¢ relacje pomiedzy badanymi obiektami. Nie chodzi tu przy tym
jedynie o kopiowanie standardow dowodu formalnego. Stad efektywna

wizualizacja komputerowa powinna posiada¢ nastgpujace charakterystyki:

Dynamicznos¢: reprezentacja powinna sktadaé si¢ z wigkszej liczby obrazow,
zmieniajacych si¢ w zalezno$ci od jakiego$ parametru w celu wykazania szerszej

klasy zachowan.

828 Borwein, P., Jorgenson, L., Visible Structures ..., str. 900.
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2)

3)

4)

Ukierunkowanie: powinna ona poprowadzi¢ obserwatora ,,przez odpowiednie kroki
w odpowiednim porzadku” oraz przedstawiac ,,’Sciezke’ przez informacje, ktora
stanowi materiat dowodowy (case for the proof)”.

Elastycznos¢: powinna wspiera¢ wilasne badania osoby postrzegajacej diagram,
wlaczajac w to np. poszukiwanie kontrprzyktadéw.

Otwartos¢:  odpowiednie algorytmy, biblioteki oraz szczegdly jezykow

programowania i sprzetowe powinny byé dostepne do wgladu®°.

Taka posta¢ wizualnego rozumowania powinna, wedlug Borweina i Jorgensona,
umozliwi¢ ,,przesledzenie argumentu przeprowadzonego na wizualny sposob,
zbadanie wszystkich ograniczen, kontrprzyktadow, szczegodlnych przypadkow i

niezupelnosci (incompleteness)” 8%

. W ten sposob mozna taki rozbudowany i
precyzyjnie skonstruowane rozumowanie uzna¢ za roéwnie Sciste co dowdd
formalny. Borwein i Jorgenson podkre$laja przy tym, iz niewiele reprezentacji
wizualnych spetnia takie wymogi 1 stad niewiele z nich mozna uznaé za

konstytuujace dowdd wizualny.

3) Kolejny ujecie tego, czym moze by¢ ,,dowod wizualny” pochodzi od J.
Barwise’a i J. Etchemendy’ego a zostato sformutowane w pracy Visual information
and valid reasoning ®'. Barwise i Etchemendy nie rozwazaja wizualizacji
komputerowych, koncentrujac si¢ raczej na ,zwyklych” diagramach
matematycznych, postulujac przy tym ich formalizacj¢ w duchu rachunkow
diagarmowych.

Wedlug autoréw Visual information..., tradycyjna koncepcja dowodu, zgodnie z
ktora wigkszo$¢, badz wszystkie rozumowania majg miejsce w jezyku jest bedna.
Pozajezykowa informacja uzywana jest w dowodach i rozumowaniach bardzo

czegsto. ,,s3 dobre powody, aby stwierdzi¢, ze duzo, jesli nie wigkszo$¢ korzysta z

829 Tamze, str. 900.
830 Tamze, str. 900.
81 Barwise, J.,Etchemendy, J., Visual information and valid reasoning, w: Logical reasoning with

diagrams, red. G. Allwein, J. Barwise, Oxford 1996.
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jakiej§ postaci wizualnych reprezentacji” 82 Co wiecej, ,,wizualne formy

reprezentacji moga by¢ wazne nie tylko jako heurystyki czy narzedzia uzywane w
nauczaniu, ale jako petnoprawne elementy dowodéw matematycznych”®®, Barwise
I Etchemendy nie probuja oczywiscie umniejszaé warto$ci rozumowan
uzywajacych jedynie reprezentacji jezykowych. Sprzeciwiajg si¢ jedynie doktrynie,
zgodnie z ktdrg reprezentacje wizualne nie mogg by¢

pelnoprawnymi elementami rozumowan matematycznych. Celem ich rozwazan jest
wigc ,,sformalizowa¢ rozumowania diagramowe tak, aby staty si¢ nie mniej $ciste

» 834 Dodajmy, iz autorzy omawianego tekstu

niz rozumowanie dedukcyjne
stworzyli diagramy system, ktory nazwali ,,Hyperproof”. Nie bede go tu omawial,
dalej skupie si¢ jedynie na filozoficznych aspektach pracy jego tworcoOw.

W celu stworzenia ram, w ktéorych mozna méwié o rozumowaniu
diagramowym, a dokladniej rozumowaniu, ktoére zawiera w sobie elementy
diagramowe jako istotne i pelnoprawne czg¢$ci dowodow postulowali stworzenie
teorii informacji. Barwise 1 Etchemendy planowali wigc stworzy¢ ,,teori¢ dedukcji
oparta na pojeciu informacji, ktéra jest wystarczajaco bogata, aby ocenié
poprawnos¢ (validity) dowodow mieszanych, dowodow, w ktorych korzysta si¢ z
wielu form reprezentacji. W tym zadaniu nie zamierzamy ogranicza¢ naszej uwagi
do zadnego konkretnego rachunku diagramowego; naszym celem jest rozwinigcie
semantyczne analizy poprawnego wnioskowania, ktore nie jest w sposob
nierozerwalny powigzane z jezykowymi formami reprezentacji”SSS.

Zapowiadaja, iz potrzebuja w tym celu pojecia ,,informacji oraz zawierania si¢
jednej informacji w drugiej (information containment), ktore jest niezalezne od
postaci jej reprezentacji”836.

Przedstawmy mim to zrgby takiej teorii, ktore zostaly oméwiony w

cytowanym tu artykule. Barwise i Etchemendy wymieniaja trzy sposoby na ktore

,reprezentacje wizualne mogg by¢ czgsciami poprawnych dowodow”

832
833
834
835
836

Tamze, str. 14.
Tamze, str. 14.
Tamze, str. 16.
Tamze, str. 7.

Tamze, str. 19.
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1) Wizualna informacji jest cz¢$cig ogolnej informacji, na podstawie ktorej
rozumujemy. Zadanie polega wtedy na wydobyciu tej informacji ze sceny
wizualnej 1 wyrazenie jej w jezyku.

2) Wizualna informacja moze by¢ integralng czgscia rozumowania. W takim
rozumowaniu diagram i jego analiza jest integralng cz¢$cig rozumowania. Moze to
by¢ przy tym réwniez wizualizacja wewnetrzna

3) Wizualna reprezentacja moze petni¢ role w konkluzji rozumowania

Podkreslaja, ze wizualizacja drugiego rodzaju z wymienionych powyzej ,,odgrywa
o wiele wigkszg role w dowodach matematycznych niz jest to powszechnie
uznawane”. Mozna wigc moOwi¢ o rozumowaniach, czy wnioskowaniach
wizualnych. Przez wnioskowanie Barwise 1 Etchemndy rozumiejg przy tym zadanie
wydobycia pewnej informacji, badZ uczynienie jej bezposrednio dostepna, wyrazng
(extraction or making explicit), ktora to informacja jest dana w sposob ukryty

(implicit) w informacji juz nam dostepnej®®’.

4) Warto przyjrze¢ si¢ dalej pracy polskiego badacza rozumowan
diagramowych, Zenona Kulpy. Praca Kulpy skupia si¢ na metodologicznych
aspektach stosowania diagramow. Bardzo szeroko analizuje on problem ogodlnosci
rozumowan diagramowych. Doktadniej przyjrze si¢ ujeciu Kulpy w dalszej czegsci
rozdziatu, tu cheialbym zaznaczy¢ jedynie ogdlne ramy filozoficzne jego podejscia
do omawianej tematyki, przedstawiajac ja na tle stanowisk przedstawionych
powyzej.

Przedmiotem badan Kulpy nie sag wizualne twierdzenia, jako twierdzenia, dla
ktorych dowodu wystarczy sporzadzi¢ odpowiedni rysunek. Centralnym punktem
jego rozwazan sg rozumowania diagramowe, czyli rozumowania odwotujace si¢ w
istotny sposob do diagraméw. Kulpa podkresla, ze diagramy sa (i zawsze byly)
waznym nieformalnym narz¢dziem w rozumowaniach, sa one jednak jako takie
stabo zbadane. Dazy on wiec do pokazania, iz ,,rozumowania diagramowe moga

by¢ uczynione w rownym stopniu wiarygodnymi i niezawodnymi (dependable) jak

87 Tamze, str. 20.
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formuly, przy zalozeniu, iz poswigcimy nieco staran systematyzacji zrodet btedow
diagramowych oraz odnalezieniu na nie srodkow zaradczych”sss.

W centrum badan Kulpy nie lezg przy tym rachunki diagramowe.
Formalizacja rozumowania diagramowego jest zagadnienim godnym uwagi, jednak
,hie jest ostatecznym celem badan nad diagramami, jako, ze w praktyce rzadko
uzywamy metod formalnych, niezaleznie od tego, czy uzywamy diagramow, czy
formut”®%,

Jak zatem mozna ogo6lnie uja¢ proces rozumowania w ujeciu Kulpy? Nie ujmuje
on rozumowan diagramowych jako jakiego§ rodzaju natychmiastowych i
nieanalizowalnych do$wiadczen. Odwrotnie, uznaje, iz mozna je przedstawi¢ jako
w pelni systematyczne i Sciste, positkujace si¢ konkretnymi technikami
dowodowymi. Techniki te mozna og6lnie podzieli¢ na dwa rodzaje. Pierwszym sa
metody przeniesione z logiki predykatéw oraz zaadaptowane do warunkow
diagramowych; drugi rodzaj stanowig techniki typowe dla diagramow, ktore nie sg
spotykane w tradycyjnej logice. W kazdym z przypadkéw, rozumowanie
diagramowe posluguje si¢ pewnym jezykiem wizualnym w celu kodowania i
przetwarzania pewnych informacji, ktorej tres¢ jest w ostateczno$ci wyrazalna w
jezyku predykatow (nie ma wigc jakiej$ pozajezykowej postaci). Diagramy sg wiec
elementem standardowego rozumowania logicznego, nie majacego w jakiego$
specyficznie wizualnego, obrazkowego charakteru. Wizualny jezyk pozwala jednak
na reprezentacj¢ danych (zatozen, twierdzen, itd.), ktora ma wiele zalet: usprawnia
rozumowanie, jest bardziej komunikatywna, itd.

W pracy Wnioskowanie diagramowe polski autor wyrdznia trzy

podstawowe etapy wnioskowania diagramowego:

Kodowanie: informacje poczatkowe (juz znane lub udowodnione fakty, zalozenia)
tworzace sformulowanie problemu wnioskowania, zostaja zapisane w postaci
diagramowej zgodnie z jezykiem wizualnym odpowiednim dla danej klasy

problemow

838 Kulpa, Z., Main Problems..., str. 78.
89 Tamze, str. 77.
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Przetwarzanie: tak skonstruowany diagram podlega serii transformacji, wybranych
z repertuaru transformacji dopuszczalnych dla danej klasy zagadnien (tak jak przy
przeksztatcaniu formut przy uzyciu reprezentacji opisowych)

Dekodowanie: pozadany rezultat przetwarzania (wniosek, tez twierdzenia) zostaje
odczytany z przeksztatconego diagramu zgodnie z uzytym jezykiem wizualnym i
ewentualnie zapisany w jakiej$ innej potrzebnej formie (np. w postaci formuty lub

teksty w jezyku naturalnym)840

5) W dalszej kolejnosci chcialbym omowic, jak rolg diagraméw w poznaniu
matematycznym interpretuje Anna Lemanska. W swojej pracy Zagadnienie
obrazowosci niektorych rozumowan w matematyce, podaje ona wiele przyktadow
,dowodow obrazkowych”, czyli diagramow, ktére mozna rozwaza¢ jako w
wystarczajacy sposob uzasadniajace dane twierdzenia. Autorka podaje kilka typow
takich ,,dowodow obrazkowych”. Niektore z nich nie sg wystarczajace jako dowod,
cho¢ daja niejasng sugestie¢ dla jego przeprowadzenia. W innych przypadkach,
dzieki diagramowi twierdzenie staje si¢ oczywiste — podczas, gdy dowodd
dedukcyjny jest bardzo skomplikowany. Jest tak w przypadku twierdzenia Jordana,
ktore glosi, ze ,kazda krzywa zwykla zamknigta na plaszczyznie dzieli te
plaszczyzng na dwa obszary 1 jest ich wspdlnym ograniczeniem. Teza tego
twierdzenia nie wzbudza Zadnych watpliwosci w nikim, kto rozumie, co to jest

841
krzywa”

. Niektore diagramy s3a natomiast — gdy traktowac je jako ,,dowod
obrazkowy” — formalnie bez zarzutu. Jest tak, wedtug A. Lemanskiej, w przypadku
przytoczonego przez mnie wczesniej ,,0brazkowego” dowodu twierdzenia
Pitagorasa®*. Anna Lemanska zaznacza rowniez, iz niektére rozumowania
obrazkowe, nie podlegaja, wedlug A. Lemanskiej, formalizacji. Mozna tu
wspomnie¢ o podchodzacym od Lakatosa geometrycznym rozumowaniu, stuzacym

wykazaniu, iz V + F — E = 2, czy tez o twierdzeniu Gomory’ego®®.

89 Kulpa, Z., Wnioskowanie diagramowe, str. 45.

81 1 emanska, A., Zagadnienie obrazowosci. .., str. 116.

84z Tamze, str. 114

83 Twierdzenie to glosi, iz ,jezeli z szachownicy usuniemy dowolne biale pole i dowolne czarne, to
szachownice¢ mozna pokry¢ 31 kostkami domina” (tamze, str. 116). Twierdzenie staje si¢ oczywiste
dzigki krotkiej analizie odpowiedniego rysunku.
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Diagramowa metod dowodzenia twierdzen wykracza, wedlug Lemanskiej,
poza schemat dedukcyjnej metody matematycznej. Tym, co wyrdznia rozumowania
(1 dowody) diagramowe jest w szczego6lnosci odwotanie diagraméw do tresci. W
rozumowaniach dedukcyjnych tres¢ nie odgrywa zadnej roli, podczas gdy
,obrazowos$¢ rozumowan zaktada, ze rozumiemy tres¢ kryjaca si¢ za formutami
matematycznymi”844. Zawartos¢ tresciowa pozwala nam z kolei odnies¢ si¢ do
prawdziwosci zdan matematycznych, ktéra mozna ,,0odczyta¢” z odpowiednich
diagramow. W slowach A. Lemanskiej.: ,,uwazne przyjrzenie si¢ rysunkowi czy
diagramowi wystarczy, aby przekona¢ si¢ o prawdziwosci danego stwierdzenia.
Prawdziwo$¢ twierdzenia jest widoczna. Nie trzeba jej uzasadniaé przez poprzez
rozumowanie czy — z formalnego punktu widzenia — poprzez dokonywanie

przeksztatcen odpowiednich formul” 3%

. Ostatecznie wydzwigk ujecia poznania
diagramowego A. Lemanskiej jest wiec platonski.

Dodajmy, ze w pracy Eksperyment komputerowy..... A. Lemanska
interpretuje w duchu realizmu w matematyce rowniez status wizualizacji
komputerowych.  Argumentuje ona, ze ,.eksperymenty” komputerowe mozna
traktowac¢ jako badanie obiektywnej wobec nas rzeczywistosci matematycznej. Jesli
przyjrze¢ si¢ sposobowi, w jaki korzystamy z komputera uprawiajac matematyke,
mozna wedlug A. Lemanskiej odnies¢ wrazenie, ze prowadzimy jaki§ dialog z
czym$§ wobec nas zewnetrznym. Lemanska podkresla rowniez, iz przystepujac do
sporzadzenia wizualizacji komputerowej, matematyk czgsto nie przeczuwa, jaki
ksztalt bedzie miatl sporzadzony diagram — wynik eksperymentu moze by¢
zaskakujacy. Mimo, ze mamy wplyw na okreslenie konstrukcji diagramu, to np.
zbior Mandelbrota ,,wydaje si¢ by¢ w swoim istnieniu niezalezny od

sy 846

matematyka Jak pisze polska filozof matematyki, ,komputer pozwala

matematykowi, podobnie jak teleskop astronomowi czy mikroskop biologowi, na

9 847

glebszy wglad w badang rzeczywistos¢ matematyczng . Wszystko to moze

»Swiadczy¢ o obiektywnym istnieniu $wiata przedmiotdéw matematycznych,

84 Tamze,, str. 124.

845 Tamze, str. 122.
845 1 emanska, A., Eksperyment komputerowy..., str. 200.
847 Tamze, str. 200.
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ktorych wtasnosci odkrywamy, a ktore sg niezalezne od nas, przekraczajg nasze
intuicje 1 do$wiadczenia”®®.

Dodajmy przy tym, ze diagram nie jest, zdaniem A. Lemanskiej, doktadnym
odbiciem przedmiotow matematycznych — jest tak chociazby dlatego, ze na ekranie
monitora mozna przedstawi¢ jedynie skonczong ilo$¢ obiektow, czy ,,pikseli”.

Rzeczywisto$¢ matematyczna jest na ekranie monitora komputera modelowana.

6) Podobnie, jak Anna Lemanska, wizualizcje analizuje w duchu realizmu
matematycznego James Robert Brown. Wydaje si¢ przy tym, iz interpretacja
angielskiego filozofa matematyki jest tu jeszcze bardziej radykalna. Wedlug
J.R.Browne'a, ,,niektore obrazki dostarczajg autentycznych (genuine) dowodow i sg
réwnie uprawnione (legitimate) jak tradycyjne dowody werbalno-symboliczne”*.
Brown wychodzi tu ze stanowiska platonskiego, wtasciwie go nie uzasadniajac; jak
sam podkresla, jego celem jest wigc pokazanie, ze "diagramy graja kluczowa role w
dowodach oraz, ze istnieje platonskie tego wyjasnienie"®>"

Stojac na stanowisku realizmu matematycznego Brown utrzymuje, ze
twierdzenia matematyczne sa prawdziwe, badz falszywe niezaleznie od aktywnosci
poznawczej ludzi, a przedmiot matematyki jest obiektywny i1 pozazmystowy.
Twierdzenia matematyczne nie s3 wiec w szczegdlnosci prawdziwe z tego powodu,
1z podany zostal dla nich dowod. Dostep do obiektywnego swiata prawd
matematycznych mozemy osigga¢ na rozne sposoby — jedna z nich jest diagram.
Diagram jest typem j¢zyka, czy notacji, ktora posiada swoje wady oraz zalety —
,rozne notacje — rézne formy reprezentacji — Wydobywaja rézne aspekty wspdlnego

przedmiotu (subject matter)”®*

. Nie ma przy tym powodu by sadzi¢, iz diagramy
zapewniaja dostep do §wiata platonskiego w mniejszym stopniu niz symbole.
Rozwdj kazdego typu notacji jest przy tym poprzedzony znajomoscia obiektow,
ktorych ta notacja dotyczy. Znajomos$¢ tg nig uzyskujemy nie przez analizy

jezykowe, ale przez intuicje.

848 Tamze, str. 201.
89 Brown, J.R., Naturalism, Pictures..., str. 66.

850 Brown, J.R., Philosophy of Mathematics. An Introduction..., str. 39.
81 Tamze, str. 81.
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Jako przyktad analizuje J.R. Brown wspomniane juz wczesniej twierdzenie
Rolle'a. Autor Naturalism, pictures and platonic intuitions podkrsla, ze
niestusznym, a nawet absurdalnym bytoby twierdzi¢, iz matematycy nie wiedzieli,
iz twierdzenie Rolle’a zanim udowodnit je Bolzano: "rysunek geometryczny daje
nam bardzo mocne przestanki aby by¢ przekonanym o prawdziwosci tego wyniku
(for believing the result) w sposdb zupetnie niezalezny od analitycznego dowodu.
Korzystajac jedynie z rysunku, mozemy by¢ co tego wyniku pewni — jesli mozemy
by¢ pewni czegokolwiek"®*%. Mozna wiec méwi¢ o dwoch niezaleznych sposobach
przekonania si¢ o (obiektywnej) prawdziwosci twierdzenia Rolle’a — dowod
analityczny 1 diagram. Co wigcej, Brown uwaza, iz diagram jest metoda bardziej
wiarygodng — dowod analityczny przyjmujemy miedzy innymi dlatego, iz to, co on
wykazuje, jest zgodne z wezeéniejsza wiedza otrzymana za pomoca diagramu®>,

W przypadku niektorych diagraméw, sama ich obserwacja wystarcza w celu
uzasadnienia odpowiednich twierdzen matematycznych. Brown pisze tu w dos¢
chwytliwy sposob, iz "niektdre 'obrazki' (pictures) nie sg w rzeczywistosci

obrazkami, ale oknami do platonskiego nieba"®*

. Jak jednak mozliwe jest
osiggnigcie wiedzy o obiektach platonskiech w ten sposob? Jak pogodzi¢ fizyczna
charakterystyke diagramu, z platonska interpretacja epistemologii i ontologii
matematyk? Przypomnijmy, iz z podobnym problemem borykat si¢ Platon.

W swoim platonskim ujeciu epistemologii diagramu, Brown odwotuje si¢ do
analogii pomigdzy percepcja a intuicja platonska. Taka analogia byta, jak uwaza
kanadyjski filozof matematyki, obecna w wielu Rzeczywiscie, niektorzy platonicy
porownywali poznanie platonskiej rzeczywistosci do poznania $§wiata fizycznego.
Znany matematyk o pogladach platonskich, Charels Hermite (1822-1901),
twierdzil, iz obiekty matematyki istniejg w sposob obiektywny, ,,my za$
odnajdujemy je lub odkrywamy oraz budujemy je, tak jak to robig fizycy, chemicy i

zoologowie”855. Analogi¢ pomigdzy percepcja a postrzeganiem pozafizycznych

obiektow matematyki przeprowadzal tez czasem Kurt Godel.

852
853
854
855

Tamze, str. 28.
Tamze, str. 29.
Tamze, str. 39.
Barrow, J., [T razy drzwi, Warszawa 1996, str. 315.
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Brown nie twierdzi jednak, iz diagramy daja nam bezposredni dostep do
$wiata platonskiego. Role diagramow w postrzeganiu obiektéw matematycznych
poréwnuje do roli percepcji wzrokowej w badaniach rzeczywistosci fizycznej.
Fizyk nie widzi bezposrednio (tzn. za pomoca zmystu wzroku) wielu obiektow,
ktore bada — atomow, pol elektromagnetycznych, czy z drugiej strony obiektow
takich, jak wnetrze stonca. O niektorych z nich moze wnioskowa¢ na podstawie
stworzonej teorii, a niektore moze oglada¢ np. pod mikroskopem. Mozna
powiedzie¢, iz diagram jest rowniez, wedtug J.R. Browne'a narzedziem, ktorym
postugujemy si¢ w celu poznania , przez ktore nie widzimy obiektow
matematycznych samych w sobie, ale jedynie jakie$ ich odbicie. Diagram nie
reprezentuje wigc obiektow matematycznych na mocy podobienstwa strukturlanego
pomigdzy nimi (diagramy teorioliczbowe reprezentujace analizowane powyzej nie
maja w zadnym razie struktury izomorficznej do zbioru liczb naturalnych — cho¢by
z tego powodu, iz sg skonczonymi obiektami). Istota funkcji epistemicznej
diagramow nie polega na tym, ze reprezentujg obiekty matematyczne w taki, czy
inny sposob. Tak, jak teleskop pomaga nieuzbrojonemu oku, tak "diagramy sg
instrumentami (rather than representations), ktore wspomagaja nieuzbrojone
oko"®®,

Wedhlug Browne’a mozemy mowié z jednej strony o percepcji zmystowej, z
drugiej natomiast o intuicji matematyczej. Sg one do siebie podobne — ,,widzimy
diagram (percepcja zmystowa), ktory przywotuje (induces) intuicje (percepcja
matematyczna) czegos$ zupeknie innego”857.

Podsumowujac, diagramy sg wedlug Browne'a narzedziami stuzagcymi w
poznaniu obiektywnie istniejacych obiektow matematycznych. Dajg one poznanie
posrednie 1 niedoskonatg, uruchamiaja jednak za posrednictwem percepcji

zmystowej intuicj¢ platonska.

856 Brown, J.R., Philosophy of Mathematics. An Introduction..., str. 39
87 Tamze, str. 40.
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b)

11.4. Wizualny wymiar rozumowan i dowodow matematycznych —

dyskusja

W niniejszym podrozdziale wréce do postawionych wczes$niej pytan: czy
diagram moze stanowi¢ wystarczajace uzasadnienie dla niektorych twierdzen
matematycznych? I dalej: czy mozna mowi¢ o specyficznym typie rozumowania,
odmiennym od zwyklych rozumowan wspartych wylacznie przeksztatcaniem
symboli?

Sprébujmy odpowiedzie¢ najpierw na drugie z postawionych pytan. Czym
r6éznig si¢ od zwyklych rozumowan? W jaki sposob przebiegaja 1 czemu
zawdzieczaja swojg skuteczno$c? Sproébujmy wigc zastanowi¢ si¢, jak mozna

rozumie¢ kategori¢ rozumowania diagramowego:

1) Rozumowanie diagramowe to takie rozumowanie, w ktérym ktory$ z krokéw
odwotuje si¢ do wizualnych, fizycznych wtasnosci diagramu. Inaczej mowiac,
korzystamy tu w jaki$ sposob z danych wizualnych (visual evidence) jako materiatu
dowodowego. Niektore kroki takiego rozumowania — albo sama teza — sa wigc w
pewnym sensie ,,odczytane” z diagramu w jaki$ usystematyzowany sposob
Zadajmy wigc pytanie: w jaki sposdb mozemy ,,0odczyta¢” wynik z diagramu?
Odwolujac si¢ do powyzszych rozwazan, mozna wymieni¢ tu nastgpujace

mozliwo$ci

Rozwazajac diagram mozemy odwota¢ si¢ do strukturalnego podobienstwa
pomiedzy nim  a reprezentowanym przezeh przedmiotem. Na wlasnos¢
strukturalnego podobienstwa nacisk ktadli Barwise i Etchemendy. Jest to mozliwe
w szczegllnosci w przypadku diagramoéw dyskretnych, w przypadku ktorych
wlasno$ci wizualne odpowiadajg bezposrednio wtasnosciom matematycznym. Jest
tak np. w przypadku teorii grafow, czy teorii krat.

Tezy matematyczne mozna ,,odczyta¢” bezposrednio z diagramu, jesli diagram

pozwala na tzw. ,,darmowy przejazd”, tzn. kiedy sama jego konstrukcja umozliwia
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pojawienie si¢ na diagramie informacji, ktére (na mocy odpowiednio$ci pomig¢dzy
wlasno$ciami wizualnymi 1 matematycznymi diagramu), ktéore umozliwiajg
formulowanie nowych twierdzen. Wyniki te otrzymujemy, jak pisza Larkin i
Simon, przy bardzo niewielkim wysitku; wedtug nich, w tym przypadku ,,diagram i

oko ludzkie dostarczaja, zerowym kosztem” 88

2) Rozumowania diagramowe mozna rozwaza¢ w kontekS$cie faktu, iz na
diagramie mozna zawrze¢ duzo informacji ,,na raz”’. Rozumowania diagramowe
moga by¢ w takim sensie syntetyczne, cato$ciowe i nieliniowe. Z drugiej strony
fakt, ze na diagramie zawartych jest duzo informacji, powoduje tez, iz jego
postrzegania, typ poznania z nim zwigzany moze by¢ réznorodny. Dobrze ujmuja
to Borwein i Jorgenson piszac, iz w przypadku diagraméw,Sciezka, ktorg
podazamy w analizie informacji (the path through the information) jest zazwyczaj
niedookres$lona, pozostawiajac ogladajacemu ustalenie, co jest wazne (oraz co nie
jest) oraz w jakim porzadku zalezno$ci powinny by¢ oceniane . Dodajmy, iz

takie rozumowanie ma nieliniowy charakter.

3) Rozumowania diagramowe to rozumowania dajace natychmiastowe poznanie
dzigki kontaktowi z diagramem. Ten aspekt rozumowan diagramowych zwigzany
jest z poprzednim. Zwraca na niego uwage wielu filozofow. Rozne sg natomiast
interpretacje zrodta tej natychmiastowosci. Wedlug Browne’a wynika ona z
osiggnigcia dostgpu do ,,platonskiego nieba”. Van Kerkhove podkresla réwniez
psychologiczne znaczenie natychmiastowosci ,,psychologiczny efekt ‘concreteness
1 natychmiastowos$ci’, odczynie blizszego zwigzku z teorig, w porownaniu do
browsing through ciggi symboli 1 liczb” jest znacznie zwickszone dzigki

komuterowm?®°

. Ladoslav Kvasz przeciwstawial z kolei doswiadczenie wizualne
doswiadczeniu $lepca, ktory wykonuje kolejno wyuczone kroki, catosowemu i

bezposredniemu poznaniu wizualnemu.

88 7a: Shimojima, A., Tutorial..., slajd 79.
89 Borwein, P., Jorgenson, L., Visible Structures ..., str. 899.
80 v/an Kerkhove, B., Aspects..., str. 301.
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4) rozumowanie, w ktoérych diagram pojawia si¢ jako istotny element, do ktorego
odnoszg si¢ niektore kroki dowodowe. Takie rozumowanie rozwazal na przyktad
Kulpa. Rozumowania diagramowe w jego ujeciu traktujg diagram jako forme
reprezentacji zwyklych obiektow matematycznych — nie posiadaja one wigc
jakiego$ pozajezykowego charakteru, pozwalajac jedynie w systematyczny sposob

usprawnia¢ zwykte rozumowania diagramowe.

5) rozumowanie zwigzane z ktorym$ z rachunkow diagramowych. Rozumowanie
takie nie posiada wielu charakterystyk tych wymienionych powyzej. Formalizacja
rozumowan, czy wnioskowan, diagramowych ma na celu ich automatyzacje.
Dowdd staje sie wiec ciggiem diagramow (oraz by¢ moze rowniez zdan), w ktorym
kazdy kolejny element w jasno okreslony sposdb wynika z wczesniejszego. Ma on
wiec charakter w pelni liniowy (moze ewentualnie mie¢ struktur¢ drzewa) Nie ma
tu wigc miejsca na natychmiastowosc¢, catosciowo$¢ poznania, czy szerzej — nie jest

tu obecny element rozumienia i interpretowania tresci wizualne;.

6) Przez rozumowanie diagramowe mozna wreszcie rozumie¢ takie, w trakcie
ktérego pojawia si¢ jakikolwiek typ mys$lenia wizualnego. Jest to bardzo szerokie
ujecie, nie konkretyzujace roli diagramu w rozumowaniu. Mozna tu rowniez
powiedzie¢, 1z rozumowanie diagramowi w tym sensie korzysta w jakis sposob z
tresci, ktore taczymy z pojeciami. Rozumowania takie moga korzysta¢ z wielu
operacji, ktore mozemy wykonywa¢ w intuicji przestrzennej. Operacja taka moze
by¢ na przyktad zmiana sposobu w jaki widziany jest (statyczny) diagram, czy tez
zmiana obiektu, na ktérym koncentrujemy uwage (aspect shifting)%l. Za pomocg
takiej operacji, mozemy powigza¢ pewne fakty i tym samym przekonac si¢ co do
danego twierdzenia matematycznego. Dwa z analizowanych w tej pracy
przyktadow mozna uznaé za przyktady takiej operacji. Mozna tu wymieni¢ ostatni
z diagramoOw analizowanych przez Menona (rys 1d w rozdziale 1). Kazdy z
czterech ,,wewnetrznych” trdjkatow na tym diagramie mozna postrzega¢ jako

polowa mniejszego kwadratu, badz ¢wiartke wigkszego (co pozwala przekonaé sig

81 Giaquinto, M., Visual Thinking..., 261.
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o prawdziwosci analizowanego twierdzenia). Réwniez analizowany w tym
rozdziale przyktad z teorii liczb mozna rozwaza¢ jako zastosowanie ,,zmiany

aspektu”.

Powyzsze zestawienie jest tylko probg wyroznienia specyficznych cech
rozumowan diagramowych. Nie twierdze, iz jest wyczerpujaca, oraz nie twierdzg,
iz kazdy typ analizy diagramu podpada pod ktéry$ z powyzszych punktow.
Rozwazmy na przyktad analizowane powyzej diagramy teorioliczbowe. Czy w ich
przypadku odwolujemy si¢ do wizualnych danych zmystowych jako materiatu
dowodowego? Czy mozna mowic tu o poznaniu natychmiastowym? OdpowiedZ na
te pytania nie jest jednoznaczna. Wydaje si¢ jednak, ze wigkszo$¢ rozumowan
opartych o diagramy posiada w jakim$ stopniu ktora§ z powyzej wymienionych
wiasnosci.

Rozwazmy dalej, jak nalezy oceni¢ mozliwo$¢ istnienia twierdzen
wizualnych? Jak wspominatem, jest to najbardziej kontrowersyjny aspekt rozwazan
nad poznaniem diagramwym. W moim przekonaniu kwestia ma charakter raczej
konwencjonalny: to, czy uznamy mozliwos¢ istnienia dowodoéw wizualnych zalezy
od tego, jak okreslimy warunki akceptowalnosci dla dowodow, czy inaczej méwiac
— co rozumiemy przez ,,dowod”. Mozna na przyktad przyja¢ koncepcje¢ Davis’a, co
wydaje si¢ jednak rozwigzaniem zupelnie arbitralnym i nie wnoszacym wiele
nowego. Nieco siliniejsze warunki stawiajg twierdzeniom i dowodom wizualnym
Borwein i Jorgenson.

To, jaki diagram uznamy za wystarczajacy dla wykazania danej tezy zalezy
od naszej uprzedniej wiedzy. Interpretacja wlasnosci wizualnych diagramu, ocena i
wydzielenie tych wtasnosci, ktoére mogg istotne dla rozumowania z pewnoscia sg od
takiej wiedzy uzaleznione.

Zauwazmy, 1z w wigkszosci omawianych przeze mnie przyktadow, diagram
rzeczywiscie wystarcza do pojawienia si¢ przekonania o prawdziwosci twierdzenia.
Podanie dowodu staje si¢ wtedy juz tylko formalnoscig. W tym sensie — tzn. o ile
diagram sam w sobie wystarcza do przekonania si¢ o prawdziwos$ci twierdzenia —

sg diagramy dowodem.
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To, czy uznamy diagram za dowod zalezy tez od dodatkowych zatozen
filozoficznych. W uj¢ciu Browne'a diagram jest oknem na $wiat platonski, nie ma
wigc powodu by nie uznaé, iz diagram moze by¢ metodologicznie poprawnym
narzgdziem poznania (dodajmy, ze platonizm jest og6lnie ,liberalny”
metodologicznie stanowiskiem, co podkresla sam Brown).

Kazde rozumienie ,,dowodu wizualnego”, czy ,twierdzenia wizualnego”
wymaga rozszerzenia rozumienia dowodu. Jak podkreslatem powyzej, nie mozna
wykluczy¢ takiej mozliwos$ci. Przeciez to, jaki obiekt (tekst, czy tekst wraz z
towarzyszacym diagramem) uznamy za dowod jest w duzym stopniu
uwarunkowane spoleczne. Warto tu na koniec doda¢, iz niezaleznie, jak rozumiemy
ntwierdzenie wizualne”, przyktadow takich twierdzen jest relatywnie niewiele.
Wiele z nich nie wytrzymuje analizy krytycznej, oraz ograniczone co do swojego
zasiggu 1 stopniu, w jakim podlegaja uogdlnieniu. Tre$¢ twierdzenia nie jest w
takich przypadkach na ogot intersubiektywnie komunikowalna, pozostajac zalezng

od jednostki, jej wiedzy 1 umiejgtnosci.

11.5. Rozumowania diagramowi a dychotomia pojecia/intuicja

Warto rozwazy¢ dalej nastepujace pytanie: czy mozne moOwWi¢ o
rozmowaniach diagramowych jako obywajacych si¢ bez posrednictwa pojec? W
kolejnych akapitach sprobuje wykaza¢, ze odpowiedZ na to pytanie brzmi ,,nie”.
Kazde rozumowanie — nawet oparte na diagram nie opisany zadnymi symbolami,
jak drugi z rozwazanych w rozdziale,

Po pierwsze, wielu badaczy podkresla, iz diagram nie moze generowac
warto$ciowego poznania matematycznego bez odpowiedniego przygotowania
pojeciowego. Zwracaja na uwage na przyklad Brating i1 Pejlare w pracy
Visualizations in mathematics. Uwazaja oni, iz ,,aby dostrzec (see) matematyke w
wizualizacji, musimy w oczywisty sposob mie¢ pewna wiedz¢ matematyczng, aby
5,862

wiedzie¢ czego szukac

To, co jak pisza autorzy omawianego tekstu, lezy ,,migdzy wierszami” w

82 Brating, K., Pejlare, J., Visualizations..., str. 350.
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rysunku, moze by¢ zrozumiane jedynie przez kogo$, kto ma odpowiednie
przygotowanie 1 doswiadczenie. ,,znaczenie wizualizacji nie jest ujawnione przez
sama tg wizualizacje (...) nie zyje one ‘wlasnym zyciem’”®®. Nie wystarcza sam
rysunek, nie zyje on ,,wlasnym zyciem” - potrzebny jest odpowiednia wiedza i
idgce za nig zasob poje¢, aby diagram w odpowiedni sposob zinterpretowac.
Podsumowujac, Bratang i Pejlare pisza, iz ,,jesli posiadamy wystarczajagco duzo
doswiadczenia i1 znajomosci teorii matematycznej, mozemy nadaé znaczenie temu,
co niewypowiedziane” .

Roéwniez Kulpa podkresla, ze prawie wszystkie wnioskowania diagramowe
sg zasadniczo hybrydowe. Stow 1 oznaczen literowych uzywa si¢ ,,cho¢by po to, by
zapisa¢ wniosek w innej postaci, a czgsto po to, by pomoc w zrozumieniu wywodu
lub w uniknieciu niektorych btedow™®®®. Kulpa zaznacza, iz w przypadkach takich,
jak ,,obrazkowy” dowdd twierdzenia Pitagorasa, ,tekstowe etykiety na diagramie

. . . . . ,,866
nie sg niezb¢dne do przeprowadzenia wnioskowania”

. Mozemy wigc postuzy¢
si¢  ,,czystym” diagramem, w samym rozumowaniu uzywajac jednak
odpowiedniego aparatu pojeciowego. Koniec koncéw jednak, ,,lansowana czasem
idea tzw. ‘dowoddéw bez slow’ w swej czystej postaci nie wydaje si¢ zbyt
praktyczna®’.

Mozna przywola¢ tu rowniez innych autorow. Davis, ktory broni idei
ntwierdzen wizualnych”, podkresla, ze wigkszosci rozumowan diagramowych nie
bytaby mozliwa do wykonania bez odpowiednich poje¢¢. Dodajmy wreszcie, iz
powyzsze rozwazania zgodne sa z filozofia matematyki Kanta. Wystarczy
przywola¢ znany slogan z Krytyki czystego rozumu: ,,mysli bez tresci naocznej sa
puste, dane naoczne bez poje¢ — Slepe”. Zardwno naoczno$¢, jak 1 pojecia sg
nieodacznymi elementami kazdego poznania matematycznego. Kant nie uwazal,
aby w matematyce zachodzity rozumowania pozapoj¢ciowe. Doktadniej, twierdzit
on, iz poznanie matematyczne jest poznaniem poprzez konstrukcje poje¢; pojecia

muszg wigc by¢ wiec przedstawione w czystej naocznosci — sama naocznos¢ nie

863
864

Tamze, str. 350.

Tamze, str. 351.

865 Kulpa, Z., Main Problems..., str. 79.
866 Tamze, str. 80.

87 Tamze, str. 82.
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moze jednak by¢ podstawg do uzyskania jakiekolwiek poznania, w szczegolnosci
do sformutowania jakiekolwiek sadu.

Teze o pozapojeciowym charakterze bronig Barwise oraz Etchemendy. Jak
wspominatem, wykresy 1 rysunki sg dla nich pozajezykowymi formami
reprezentacji, z ktorymi zwigzane sa rozumowania o charakterze pozajezykowym
oraz pozalogicznym. Mysl ta nie jest jednak blizej objasniona. Teoria informacji,
ktorag formutujg jest obiecujaca, nie zostata jednak w omawianej przeze mnie pracy
rozwini¢ta poza ogdlne postulaty. Rowniez Mancosu podkresla, ze jesli teza
Barwise’a 1 Etchemenygo jest, ze ,istnieja postaci porpawnego (valid)
rozumowania (wizualnego badz diagramowego), ktoére nie moga by¢ wyrazone w
postaci jezykowej, to twierdze, iz (positive developements) wspomniane powyzej
nie robia zupetnie nic co wykazywaloby ta teze”®

Dodajmy, iz rozwazania te zgodne sa z niedookreslono$¢ diagramow.
Rysunek nie opatrzony zadnymi komentarzami matematycznymi wydaje si¢ nie
mie¢ matematycznego znaczenia, tzn. nie desygnuje zadnego obiektu. Skoro
rysunki ,,same w sobie” nie oznaczaja (zazwyczaj) jednoznacznie okreslony
obiekty, to kazde rozumowanie musi zawiera¢ przynajmniej pewien minimalny
element jezykowy: interpretacje¢ ,,matematyczng” fizycznych charakterystyk
diagramu. Warto to rowniez przywota¢ (co czynig rowniez Brating i Pejlare)
rozroznieania Klein’a pomiedzy intuicjg naiwng oraz wzmocniong. Przypomnijmy,
ze ta pierwsza byla niedoktadng i nie zawsze wiarygodng wtadza poznawcza
opierajaca si¢ na samych danych zmystowych, podczas gdy ta druga, bazujac na
naiwnej intuicji, korzysta z matematycznych definicji 1 aksjomatow. Dopiero
wzmocniona intuicja, zdaniem m.in. Kleina, czy Poincarego moze da¢ nam
poznanie matematyczne. Kazde rozumowanie opierajace si¢ na intuicjach nabiera
wiec sensu matematycznego dopiero, gdy jest przeprowadzone przy uzyciu pojec.

Zwr6émy dalej uwage, iz rdwniez rozumowania oparte na ,,darmowych
przejazdzkach”. Jesli osoba obserwujaca diagram ma zinterpretowaé pewng
informacje 1 wyrazi¢ ja w jezyku, musi mie¢ jaka$ wyjsciowa wiedze¢. Diagramy o

wiasnosci FR nie daja wiec jakiej$ pozapojeciowej wiedzy, czy wgladu (co jest

88 Mancosu, P., Visualisation in Logic..., str. 24-25.
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zgodne z moimi wczesniejszymi ustaleniami).

Bez watpienia pewien wymiar pracy z diagramem ma charaktery
pozajezykowy. Mozna tu wymieni¢ chocby estetyczny wymiar do$wiadczenia
wizualnego. Jednak kazde rozumowanie diagramowe musi opiera¢ si¢, wedlug
mnie, przede wszystkim ma analizie pojeciowej — cho¢ by¢ moze wspartej przez
diagram.

Dalej cheialbym przyjrzec si¢ kolejnemu istotnemu pytaniu: czy symboliczny
1 diagramowy wymiar rozumowan matematycznych mozna wyraznie oddzielic,
jako na przyktad pochodzacy z réznych zrédet poznawczych? W moich dalszych
rozwazan sprobuje pokazal, ze jest to trudne, a w kazdym razie na pewno, jesli
podziat taki miatby mie¢ ostry, dychotomiczny, charakter.

Przypomnijmy najpierw po raz kolejny, iz trudno moéwi¢ o rozumowanich
,»Cczysto intuicyjnych”, tzn. nie odwotujacych si¢ do poje¢. Zwracali na to uwage
réwniez wcze$niej omawiani filozofowie. Intuicja wzmocniona Kleine’a nie jest
pozapojeciowa wiladza poznawczg. Jest ona w istocie efektem potaczenia
,surowych” danych zmystowych i $cistych poje¢ matematycznych. Intuicja naiwna
nie daje sama w sobie poznania matematycznego. W tym kontek$cie trudno wigc
mowi¢ o roli samej intuicji w poznaniu matematycznym — rola pierwiastka
wizualnego 1 poje¢ jest tu wiec niemozliwa do rozdzielenia. Rowniez u Peirce’a
trudno wyznaczy¢ granice pomiedzy pojeciowym 1 intuicyjnym wymiarem
poznania matematycznego (jak zreszta wspominatem, pojgcie intuicji nie gra w
jego filozofii wigkszej roli). Kazdy diagram matematyczny powinien zawierac
symbole, tzn. reprezentuje, albo powinien reprezentaowaé zaréwno jako ikona,
indeks jak i symbol.

Wzajemne przenikanie si¢ typow myslenia (i rozumowania) opartych na
diagramach 1 pojeciach dobrze ukazuja rozwazania Marcusa Giaquinto, ktorym sie
dalej blizej przyjrze. Giaquinto stawia ogdlny problem: w jaki sposdob mozna
dokona¢ podziatu typéw myslenia w matematyce, ktory uwzgledniatby wyrdzniong
pozycje wizualizacji? Stwierdza on, iz zazwyczaj mowi si¢ o dwodch typow
mys$lenia — algebraicznym 1 geometrycznym. Pojawia si¢ pytanie, jak

charakteryzowac t¢ roznice migdzy nimi? Wedlug Giaquinta nie powinno si¢ tu
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mowic o dychotomii, ale raczej o spektrum r6znych form myslenia — pomiedzy tym
bardziej przestrzennym, a tym symbolicznym.

Podzialem, ktéry ma w wigkszym stopniu natur¢ dychotomiczng bylby wedlug
niego podzial na myslenie przestrzenne | myslenie nie-przestrzenne. Jednak tu
roOwniez pojawiajg si¢ trudnosci. Jak pisze Giaquinto, ,,nie posiadamy zadnego
operacyjnego kryterium, ktore pozwalatoby decydowac ktérego rodzaju jest ten czy
tamten przyklad matematycznego myslenia; w zastgpstwie kierujemy si¢
subiektywnymi odczuciami®®®.

Zazwyczaj podkresla sie, iz mysSlenie algebraiczne jest symboliczne, a
myslenie geometryczne jest przestrzenne. Jednak liczne, omawiane tu, rozwazania
zawarte w Visual Thinking in Mathematics, wskazuja, ze pierwiastek przestrzenny
jest obecny rowniez w arytmetyce, czy algebrze. Giaquinto stwierdz wigc, ze

I . . . S 870
,myslenie symboliczne jest rodzajem myslenia przestrzennego”

. By¢ moze
najbardziej adekwatnym rozréznieniem bytoby rozrdznienie na myS$lenie przy
pomocy diagramow i myslenie przy pomocy symboli (thinking with diagrams and
thinking with symbols). Rzeczywiscie, ,,wydaje si¢ istnie¢ kontrast (contrast)
pomiedzy mys$leniem przy uzyciu diagramoéw oraz mysleniem przy uzyciu symboli,
tzn. formul, terméw oraz ich sktadowych” 871 Czy mozna tu jednak mowi¢ o
dychotomii?

Przypomnijmy w tym miejscu analizowane wczesniej charakterystyki
reprezentacji w matematyce w ujeciu Giaquinto. Giaquinto argumentuje, Ze mozna
mowic nie tylko o dwdch typach reprezentacji, ale catym spektrum réznego rodzaju
reprezentacji, majacych w wigkszym lub mniejszym stopniu charakter diagarmowy.
Jesli z typem reprezentacji zwigzany jest okreslony typ myslenia, to zgodnie z tym
ujeciem nie mozna moéwi¢ nawet o liniowym przejsciu pomi¢dzy diagramowym a
pojeciowym typie myslenia. Formy mys$lenia (od najbardziej symbolicznej do
najbardziej diagramowej) uktadajg si¢ raczej w typ kraty, z dwoma przypadkami
skrajnymi 1 r6zrodnymi ,,po$rednimi” przypadkami.

Dla zobrazowania tezy, iz kazdy (zwigzany z wizualizacjami) dychotomiczny

89 Giaquinto, M., Visual Thinking..., str. 240.
870 Tamze, str. 241.
871 Tamze, str. 241.
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b)

podzial poznania matematycznego rodzi trudnosci, Giaquinto rozwaza tu cztery

dowody znanej zaleznosci teorioliczbowe;:
14+2+3+... +n = (n* + n)/2.

Oto one:

Pierwszy dowdd mozna przeprowadzi¢ poprzez zastosowanie —indukcji
matematycznej®’2.

drugi dowdd opiera si¢ na stynnym ,,rozumowaniu Gaussa”, ktore 6w genialny
matematyk miat jako 10-latek zastosowa¢ w celu obliczania na lekcji matematyki
sumy pierwszych 100 liczb naturalnych. Jego przeprowadzenia wymaga

nastepujacego przedstawienia dwoch ciggdw liczb:

1 2 3 ... n-2 nl1 n
n nlmn2 ... 3 2 1

Kazdy z dwoch ciagow daje poszukiwang sumg¢ pierwszych n liczb. Jesli jednak
bedziemy po kolei dodwa¢ do siebie pary liczb w kolumnach, przekonamy si¢
fatwo, 1z

dodamy do siebie n razy warto$¢ n+1. Stad 2(1+2+3+...+n) = n(n+1), skad tatwo

Jjuz wyprowadzi¢ powyzszy wzor.

c) trzecim rozumowaniem jest rozumowanie podane we wczesniejsze] czesci
rozdziatu. Przypomne, iz zasadzalo si¢ ono na =zestawieniu odpowiednio

ustawionych dwoch zbiorow kropek.

d) czwarte rozumowanie odwotuje si¢ do innego typu diagramu. Na diagramie tym

liczby reprezentowane sg przez kwadraty.

872 Dowodzi si¢ tu, najpierw, iz teza jest spelniona dla n=1, a nastepie, iz prawdziwos¢ wzoru n=k

pociaga jego prawdziwos¢ dla n=k+1.
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Rys. 9.

Z diagramu mozna z tatwoscig ,,odczyta¢” nastepujaca zaleznos¢:

142434445 =52/2 + 5/2

Mozna ja nastepnie uog6lni¢ do tezy:

1+2+3+...+n=n?2 + n/2

W istocie, suma pol wszystkich kwadratow na diagramie, jest rOwna sumie pola
trojkata rownoramiennego o dwoch bokach dlugosci 5 (lub w ogolnym przypadku —
n), oraz pieciu trojkatoéw zamalowanych na czarno (5/2, czy tez n/2).

Wedtlug Giaquinto, podzial tych czterech rozumowan zgodny z dychotomig
myslenie diagramowe/myslenie przy pomocy symboli napotyka niemale trudnosci.
Wydawaloby sie, iz rozumowanie a) oraz b) mozna uzna¢ za symboliczne, a ¢) i d)
za diagramowe. Jednak rowniez argument Gaussowski i przyklad c) majg wiele
cech wspolnych. W obu przypadkach rozwazamy dwie struktury (arrays) obiektéw
(liczb, badz koét), podzielonych na gorng i dolng czes¢. W kazdym przypadku, ilosé
elementow w kazdej z czgéci maleje (badz ros$nie) z kazdym kolejnym krokiem
wykonywanym ,,w prawo”. Podobienstwo konstrukcji pocigga dalej podobienstwo
rozumowan — w obu przypadkach musimy zauwazy¢, ze mamy n kolumn
sumujacych si¢ do n+1, i wywnioskowac stad, iz razem daje to n*(n+1)%"3,

Podobienstwo tych dwoch rozumowan wskazuje, iz dychotomiczny podziat

873 Ppor. Tamze str. 257.
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powinien taczy¢ je w jednym typie poznania. Jesli jednak rozwazymy je jako
tworzace osobny typ rozumowania, dwa pozostate przyktady — indukcja i ostatnie
rozumowanie musialyby naleze¢ do jednego rodzaju. To wydaje si¢ jednak
nieintuicyjne 1 nieuzasadnione. Pozostaje wigc potraktowanie rozumowania
indukcyjnego jako nalezacego do jednego cztonu dychotomicznego podzialu i
pozostatych trzech rozumowan do drugiego. Byloby to uzasadnione ksztattem
rozumowania, jak i sposobem pokazania ogélnosci wyniku. Jednak takie ujecie nie
ujmowatoby istotnych réznic pomigdzy rozumowaniami b), c¢) oraz d).
Rozumowanie b) nie odwotuje si¢ do diagramu; roéwniez rozumowania c¢) i d)
istotnie si¢ roznig: sposob ,liczenia” obiektow reprezentujacych liczby jest inny,
rozumowanie d) dodatkowo wymaga konkretnej wiedzy geometrycznej (dotyczace;j
pol kwadratow, itd.), podczas gdy zadna wiedza geometryczna nie jest potrzebna w
celu przeprowadzenia rozumowania c).

Wedlug Giaquinto przyktad ten ukazuje, iz ,kazdy podzial myslenia
matematycznego na dwa rodzaje — algebraiczny-geometryczny, symboliczny-
diagramowy, czy jakikolwiek inny — jest narazony na bycie (is liable to be
misleading)”874. Stad potrzebna jest o wiele bardziej wyczerpujaca 1 szczegdlowa
taksonomia. Potrzebny jest nie jeden dychotomiczny podzial, ale cata ich
réznorodnos$¢, tak, iz klasy typow myslenia, odpowiadajace tym podzialom bedg si¢

‘e 7 s . . , 87
w rozny sposob przecinac, skutkujac w wielu typach rozumowan®’>.

11.6. Ogolnos¢ i niewiarygodnos¢ rozumowan diagramowych

Problem ogo6lnosci rozumowan opartych na diagramach stanowi jedno z
klasycznych zagadnien zwigzanych z diagramami. Pojawia si¢ wtedy, gdy
wnioskujemy na podstawie diagramu. Problem pojawia si¢ wtedy, gdy w ktéryms z

krokow dowodu powotujemy si¢ na jednostkowe cechy diagramu. Przypomnijmy,

874 Tamze, str. 253.
875 Por. Tamze str. 260.
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ze zagadnienia te rozwazane byly juz od starozytnosci — nawigzywali do nich
Arystoteles, Berkeley, Leibniz jak i Frege.

Analizowane tu wspotczesne ujecia rozumowan diagramowych przedstawiaja
wiele rozwigzan "problemu og6lnosci". W tym miejscu szczegbdlng uwage
poswiece rozwigzaniu Kulpy, ktére wydaje si¢ by¢ najszersze i najglebsze ze
wszystkich.

Kulpa, jak wspominalem powyzej, dazy do sformulowania zasad
korzystania z diagramow i1 wnioskowania na podstawie ich wtasno$ci. Przyczyny
wiele problemow zwigzanych 2z diagramami ,mogg by¢ przypisane
nieadekwatnemu wizualnemu (diagramatycznemu) jezykowi uzywanemu do
reprezentacji badanej dziedziny. Rozszerzenie jezyka powoduje, iz wiele z tych

probleméw znika”®"®. Dziela si¢ one, wedtug Kulpy, na dwa rodzaje:

1) Problem kwantyfikacji ogdlnej, zwany takze problemem generalizacji,

problemem reprezentacji zmiennych, czy reprezentacji kwantyfikatorow.

2) Problem kwantyfikacji szczegdtowej, zwany takze problemem niedoktadnosci
diagramow, problemem percepcji diagramow, niemozliwych przypadkow czy

problemem ograniczonej sity wyrazu.

Pierwszy z probleméw odpowiada problemowi ogdlnosci, drugi natomiast
wiarygodnos$ci diagraméw. Zacznijmy wiec od pierszego z nich.

Problem kwantyfikacji ogdlnej rozwaza Kulpa po prostu jako problem
dowodu twierdzenia typu ,,dla kazdego x, P(x)”. Kulpa zauwaza w pierwszym
rzedzie, iz aby orzec jakie§ zdanie ogdlne musimy wiedzie¢ przez jaki zbior
przebiega zmienna x, tzn. jakiego rodzaju obiekty podstawiamy pod te zmienne,
oraz przez jaki zbior X one przebiegaja. Wokot tego ogdlnego modelu prowadzone
s jego dalsze rozwazania. Kulpa wymienia dalej kilka probleméw, jaki moga sie

pojawié, oraz proponuje rozwigzania.

876 Kulpa, Z, Main Problems..., str. 81.
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- uogolnianie diagramowe

Czestym problemem w przypadku uzasadniania twierdzen za pomocg diagramow
jest to, ze dany rysunek reprezentuje tylko pewien szczeg6élny przypadek, lub
pewien podzbior mozliwych przypadkow. W takim przypadku rozsagdng metoda
jest rozbicie zbioru X na podzbiory takie, ze kazdy moze by¢ zilustrowany jednym
diagramem. W przypadku trojkatow wystarczyloby wigc rozwazy¢ trdjkaty
ostrokatne, prostokatne, rozwartokatne.

Rozbicie takie moze by¢ oczywiscie w niektorych przypadkach trudne,
czasochtonne, badz nawet niemozliwe — jesli nie jest mozliwe rozbicie zbioru X na

skonczone klase podzbiordow, z ktorych kazdy obrazowalby jeden diagram.

- jednostkowo$¢ diagramow

Jest to inne sformutowanie problemu jednostkowosci. Tu pojawia si¢ pytanie: jak
na podstawie jednostkowego diagramu wnioskowaé o calej klasie obiektow?
Problem ten pojawia si¢ na przyktad w przypadku obrazkowego dowodu
twierdzenia Pitagorasa: skad wiadomo, iz dowodzac go o jednym trdjkacie,
dowodzimy jednoczesnie o wszystkich pozostalych? Kulpa proponuje tu

przeprowadzi¢ analogi¢ z rozumowaniami algebraicznymi. Rozwazajac rOwnanie

(atb)>=a?+ 2ab + b?

Zmienne a oraz b traktujemy jako reprezentujace dowolne liczby. Wedtug Kulpy
nic nie stoi na przeszkodzie, aby w podobny sposob traktowaé diagramy. W takim

ujeciu traktujemy ,,odcinek jako symbol dla odcinkow o jakiejkolwiek dtugosci®”

Nie bede tu dalej opisywat rozwazan Kulpy. Wspomng jedynie, iz formutuje on
nastepujace techniki dowodowe dla diagraméw: ,,diagramowa” wersje twierdzenia

o stalych; metoda reprezentacji zmiennych na diagramie; metoda reprezentacji

87 Tamyze, str. 84.
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kwantyfikator6w na diagramie; metodg reprezentacji zbiorow na diagramie, czy
diagram dynamiczny.

Zwroémy uwage na niektore inne rozwigzania problemu ogdlnosci. W
pierwszym rzg¢dzie nalezy tu oczywisci przypomnie¢ prace Mummy i Giaquinto.
Ten ostatni wykazywal ogdlny charakter twierdzen dotyczacych prostych figur
geometrycznych, Mumma natomiast za pomocg podzialu wiasnosci figur
geometrycznych na dokladne 1 quasi-dokladne, pokazuje, iz odpowiednio
zrekonstruowane rozumowania geometrii euklidesowej moga dowodzi¢ prawd
ogolnych. Browne podkresla z kolei, iz w wielu przypadkach twierdzenia
szczegblowe sg rownowazne twierdzeniom ogolnym. Dla Madnersa ,to, czy
pewien szczegotowy (/konkretny)(particular) narysowany diagram wystarczy aby
uzasadni¢ ogdlne geometryczne stwierdzenie (...) zalezy od tego jak rozumowania
korzystaja z diagramow. Jednostkowo$¢ (particularity) nie jest nieuleczalnym i
zarazliwym agentem”.

W ostatniej czgéci rozdzialu nie mam na celu przedstawienia zadnego
Szerszego rozwigzania problemu niewiarygodnosci diagraméw. W pewnym stopniu
problemy te sg nierozwigzalne — trudnosci zwigzane z wizualizacjami w analizie
matematycznej, czy geometriach nieeuklidesowych wydaja si¢ w sposob
nieodwotalny ogranicza¢ wiarygodno$§¢ diagramoéw w tych dziedzinach
matematyki.

Mimo to wielu filozoféw matematyki bronigcych warto$ci diagramow w
poznaniu matematycznym broni tezy, iz brak wiarygodnos$ci jest zbyt
wyeksponowang wada diagramow. Davis twierdzil, iz w wielu przypadkach
problem znika, gdy po prostu doktadnie wykonany rysunek. Wielu filozofow (jak
Kulpa, Barwis i Etchemendy, czy Kulpa) zwracaja tez uwagg, iz w tradycyjnych
dowodach, sformutowanych w jezyku rachunku predykatow réwniez zdarzaja sig¢
btedy (jest wiele podchwytliwych momentow, np. przy podstawianiu pod zmienng).
Sama obecno$¢ wadliwych dowodow bazujacych na reprezentacjach wizualnych
nie jest zadnym stopniu potwierdzeniem ich bezuzytecznosci. Jesli odnajdowalismy
btedy w klasycznych dowodach, zlozonych ze zdan, robiliSmy to przez uwazna

analize tych form rozumowania, analize struktury zdan, sformutowanie
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odpowiednich regul, itd. Tak samo moze tez si¢ sta¢ w przypadku rozumowan
diagramatycznych.

Warto tu tez przytoczy¢ poglad Browne'a. Przyznaje on, iz intuicja w wielu
przypadkach zawodzi - jest tak w przypadku pigtego postulatu Eukldesa, a takze w
przypadku pewnych intuicji teoriomnogosciowych, ktorych zwodniczo$¢ pokazat
paradoks Russella. Jednak, jak pisze Brown, "mozemy mimo to korzysta¢ z tych
intuicji, tak jak mozemy uzywaé naszego zmystu wzroku uprawiajac fizyke, nawet,
je§li czasem do$wiadczamy duzych zludzen (we suffer massive ilussions)®.
Zawodnos$¢ intuicji przestrzennej nie dyskwalifikuje wiec jej, wedtug Browne’a,
jako zrédta poznania.

Przywolajmy wreszcie znéw rachunki diagramowe. Mozna zgodzi¢ si¢ z
Mancosue, iz systemy Barwise’a i Etchemendiego, Shina i innych ukazuja, iz
»Systemy wizualne nie sg z natury zwodnicze, a w kazdym razie nie bardziej, niz
moga by¢ systemy j qzykowe”879.

Nalezy tu tez przypomnieé¢, iz problem braku wiarygodnosci stosuje si¢ w
pierwszym rzgdzie do diagraméw metrycznych. Diagramy dyskretne, ktoére

przekazuja informacje w sposéb jednoznaczny (jak diagramy w teorii grafow) nie

sg niewiarygodne w tym samym sensie, co diagramy np. geometryczne.

Podsumowujac, nalezy zaznaczy¢, iz diagramy w wielu przypadkach pozwalaja
matematykom przekona¢ si¢ o prawdziwosci twierdzen matematycznych bez
potrzeby dalszych operacji symbolicznych. To, czy uzna¢ takie diagramy za dowod
jest jednak dyskusyjne. Mozna dalej wymieni¢ charakterystyki rozumowan
diagarmowych wyr6zniajace je na tle ,,zwyklych” rozumowan symbolicznych. Z
drugiej strony bardzo trudno przeprowadzi¢ granice pomiedzy wizualnym a

jezykowym wymiarem tych rozumowan.

878 Brown, J.R., Philosophy of Mathematics. An Introduction..., str. 32.
89 Mancosu, P., Visualisation in Logic..., str. 25.
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Z.akonczenie

Wizualizacje towarzyszyly matematyce europejskiej od samych jej
poczatkdw. W starozytnosci wigkszos¢ badan matematycznych skoncentrowana
byla wokot geometrii, a diagram byl nieodtagcznym narzedziem badan
matematycznych. Matematyka XVII i XVIII wieku stanowita niezwykle ptodna
synteze rozwazan geometrycznych i analiz intuicji wizualnych z jednej strony, oraz
rozwijanych metod algebraicznych i analitycznych z drugiej. Rozwdj geometrii
nieeuklidesowych oraz metod formalnych w matematyce XIX-wiecznej
uksztaltowal przekonanie, iz intuicje wizualne oraz diagramy sg zbednymi i
niewiarygodnymi elementami praktyki matematycznej. Mimo to matematycy caty
czas korzystali z diagramow w niemniejszym stopniu niz wczesniej — co wiecej,
powstawaty nowe dziedziny w istotny sposob opierajace si¢ na diagramach badz
wizualizacjach (jak topologia, teoria grafow czy teoria kategorii). Badania ostatnich
lat pozwolity przyblizy¢, w jaki sposéb stosujemy diagramy w matematyce, oraz
jakie sg ich zalety i wady. W mojej pracy probowatem przyblizy¢ niektdre aspekty
tych badan, odnoszac je réwniez do réznych innych watkow w epistemologii
matematyki. Podsumujmy wigc, co badania ostatnich wniosly w nasze rozumienie
diagramow 1 ich roli w poznaniu matematycznym, oraz jak ustalenia te maja si¢ do
tradycyjnych zagadnien epistemologicznych zwigzanych z matematyka.

Wspotczesne badania ukazaty wigc w pierwszym rzg¢dzie rdznorodno$é
typow wizualizacji oraz rdl, jakie mogg odgrywaé w poznaniu matematycznym.
Wizualne tre$ci towarzyszg w naszym poznaniu wielu pojeciom matematycznym,
roOwniez pojeciom algebraicznym czy arytmetycznym. Za pomocg diagramow
mozemy reprezentowac obiekty bardzo wielu dziedzin matematyki, przy czym
niektore jej dziaty — jak geometria, teoria graféw, topologia, czy teoria fraktali — sa

szczegoblnie silnie zwigzane z ich interpretacjg wizualng. Wizualizacje petnig dalej,
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jak wielokrotnie podkreslatem, réznorodne funkcje w poznaniu matematycznym:
moga petnic role heurystyk, sa nieodzowne w nauczaniu, czy w sposobie na jaki
budujemy w sobie podstawowe ,intuicje” zwigzane z wieloma pojeciami
matematycznymi. Wizualizacje moga roéwniez odgrywac gra¢ istotng rolg w
procesic uzasadniania zdan matematyki — od stanowienia inspiracji do
sformutowania twierdzenia, czy konstrukcji dowodu, do stanowienia, jak
podkreslaja niektorzy filozofowie matematyki, wystarczajacego uzasadnienia dla
niektorych twierdzen matematycznych. Wizualizacje moga wreszcie przyczynic¢ si¢
do odkrycia prawd matematycznych, czy wyjasniania tych juz dowiedzionych.

Wspotczesne prace ukazuja, iz wbrew watpliwosciom wielu filozofow,
0g6Inos¢ 1 wiarygodno$¢ moga przyshugiwa¢ poznaniom opartym na diagramach.
To, jakie z danym jakie jest ryzyko popelnienia bledu zwigzane z rozumowaniem
opartym o dany diagram, uzaleznione jest od typu diagramu, sposobu jego
zastosowania, oraz charakteru, czy tresci twierdzenia, ktore na jego podstawie ma
by¢ wykazane. Najwicksze problemy facza si¢ przy tym z diagramami
metrycznymi, podczas gdy diagramy dyskretne — w szczegdlnosci takie, w
przypadku ktérych zachodzi homomorfizm pomiedzy ich wlasnosciami wizualnymi
a wlasno$ciami matematycznymi — moga stanowi¢ podstawe dla wnioskowan.
Nawet jednak diagramy metryczne mozna stosowa¢ w sposob nie prowadzacy do
btedow. Warunkiem jest jedynie ich uwazne i systematyczne stosowanie.

Dodajmy tu, iz odrzucenie diagramow przez niektorych filozofow
matematyki i matematykéw konca XIX- i pierwszej potowy XX wieku mozna
wigza¢ ze zbyt optymistycznymi oczekiwaniami wobec diagraméw. Intuicja
przestrzenna nie moze przyczyni¢ si¢ do poznania struktury fizycznej. Wiasnosci
wizualne diagraméw nie zawsze wigzg si¢ bezposrednio z wlasno$ciami
matematycznymi, skad wnioskowanie na podstawie diagramu jest uprawnione
jedynie w niektorych przypadkach. Wizualna analiza diagramu nie powinna
rowniez wigza¢ si¢ z pomiarem; tu diagramy 1 intuicje przestrzenne skazane sg na
niedoktadnos¢.

Swiadome i uwazne stosowanie narzedzia, jakim jest diagram, pozwala rowniez

unikng¢ niebezpieczenstw zwigzanych z jego jednostkowg naturg. przypomnijmy,
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iz problem ogolnosci rozumowan diagramowych byl komentowany szeroko w
tradycji filozoficznej. Znalazt tez w niej rézne rozwigzania: wedlug Leibniza oraz
Bolzano diagramy sluza jedynie ilustracji twierdzen, a ich ogoélno$¢ ptynie
wylacznie z poje¢. Rowniez filozofowie blizsi empirystycznej interpretacji
matematyki, Berkeley 1 Arystoteles, podkreslali, iz rozumowania i dowody
geometryczne nie odwotujg si¢ do tych cech diagraméw, ktore sa charakterystyczne
jedynie dla konkretnych, jednostkowych wtasnosci. Dla Kanta z kolei rysunek jest
naoczno$cig empiryczng i posiada wiele cech nieistotnych np. dla danego dowodu;
jednak w akcie konstrukcji, a wigc przedstawienia go sobie w czystej naocznosci a
priori, zwazamy jedynie na to, co odpowiada pojeciu trojkata w ogole. Wedtug
Kanta wigc, matematyka moze rozwazac to, co ogolne, in concreto.

Warto tu doda¢, iz sami matematycy stosowali diagramy w sposdb w ogromne;j
wiekszosci przypadkdéw poprawny, tzn. nie popeilniajac bledow zwigzanych z
jednostkowos$cia diagraméw. Podparte bylo, jak sie¢ wydaje, przede wszystkim
odpowiednim przygotowaniem matematycznym — np. wiedza, ktory element
diagramu odpowiada wtasnosciom konkretnego obiektu matematycznego i nie
powienien by¢ rozwazany w rozumowaniu. Niektore wspolczesne prace
konkretyzuja idee powyzej wspomnianych filozofow, jak réwniez metod
matematykow. Rozwazania m.in. omawianych tu Zenona Kulpy, czy Johna
Mummy pokazuja, ze analiza diagraméw moze, opierajagc si¢ o jednostkowy
diagram, dostarcza¢ w pelni uzasadnionego poznania o charakterze ogélnym, tzn.
dowodzi¢ twierdzen dotyczacych nie tylko dla konkretnego diagramu, ale szerszej
klasy obiektow. Zgodnie z ich pracami, mozliwa jest systematyczna i $cista analiza
diagramu, pod katem zakresu obiektow, ktorych on dotyczy ma twierdzenie, oraz
sposobu w jaki wlasnosci wizualne diagramu reprezentuja wlasno$ci
matematyczne. Jednostkowo$¢ diagramoéw nie jest wiec ich nieusuwalng cecha, nie
musi réwniez prowadzi¢ do ich dyskwalifikacji jako $rodka stuzacego
wykazywaniu twierdzefn ogolnych.

Wspotczesne prace — obok rewizji tradycyjnych przekonan odnosnie
diagramow — wskazuja na liczne zalety diagraméw jako typu reprezentacji

obiektow matematycznych. Po pierwsze, mozna tu si¢ odwota¢ do wymienionych
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przez mnie wiasno$ci reprezentacji przestrzennych. Diagramy umozliwiaja wigc
prezentacje  wickszej ilosci obiektow ,na raz”, tak, iz obserwacja diagramu
pozwala osiggnaé bardziej "catosciowe" ujecie danego obiektu matematycznego
(badz obiektow). Dodatkowo przedstawienie takie moze charakteryzowac sie¢
strukturalnym podobienstwem do reprezentowanego obiektu, moze w szczegdlnos¢
zachodzi¢ homomorfizm pomiedzy fizycznymi elementami diagramu a
elementami, czy aspektami, obiektu matematycznego. Diagram moze ukazywac
symetrie, badz wskazywaé na nowe, nieznane wczesniej fakty. Nie bede tu dalej
wymieniat tych, analizowanych juz wielokrotnie w mojej pracy zalet diagramow.
Do tej listy mozna doda¢ niedookreslonos¢ diagramow, tradycyjnie rozumiang jako
ich wada. niedookreslono$¢ stanowi bowiem o elastyczosci diagraméw. Te same
pojecia matematyczne mozna reprezentowac przestrzennie na rdézne sposoby, a ten
sam diagram moze reprezentowac rézne obiekty matematyczne. Nawet twierdzenia
matematyczne przeczace intuicjom przestrzennym mozna probowaé zrozumieé
przy pomocy wizualizacji, o czym $wiadczy diagram van Koch stuzacy
wizualizacji przeczacego przeciez intuicji przestrzennej wyniku Weierstrassa.

Diagramy mozna wigc — z punktu widzenia samej praktyki matematycznej —
traktowaé jako po prostu jeden z mozliwych typow reprezentacji obiektéw
matematycznych — typ, ktory ma swoje wady oraz zalety. Wizualizacje mogg si¢
nadawac bardziej do pewnych celéw, a mniej do innych. W pewnych sytuacjach
zaciemniaja one obraz badanego problemu, w innych natomiast ukazuja jego
szersze ujecie.

Dodajmy tu, iz jedna cecha diagramow ma szczego6lnie filozoficzny wydzwigk.
Chodzi tu o to, ze diagramy moga w niektoych przypadkich rozszerza¢ wiedzg
Dzigki diagramowi mozna dowiedzie¢ si¢ (find out) wigecej niz to, co byto
konieczne w celu jego skonstruowania. Nawigzujac tu do mysli Kanta mozna
powiedzie¢, ze przedstawiajac dane pojecia w formie przestrzennej, mozemy
Sama konstrukcja diagramu, a nastepnie jego obserwacja, pozwala wigc poszerzy¢
naszg wiedze w stosunku do tej, ktora posiadaliSmy przed owa konstrukcja.

W tym sensie analiza diagramu pozwala "wyj$¢ poza pojecie", tzn. tzn. zauwazy¢

wlasnosci pojecia, ktéorych nie udato nam si¢ dojrze¢ przez analize czysto
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jezykowa. Zaznaczmy, iz jest rOwniez zupelnie zgodne z myslg Peirce'a. Dodam
rowniez, iz taka, rozszerzajaca nasza wiedze funkcje, speiniajg w szczegolnosci
wizualizacje komputerowe.

Inng kwestig jest pytanie o to, jaka rol¢ diagramy moga gra¢ w dowodach
matematycznych, a doktadniej na ile sam diagram moze w uprawniony sposob
zastepowacé wyprowadzenia symboliczne. Jest to kwestia kontrowersyjna 1 nie bede
jej tu zndw analizowat. Niezaleznie jednak od tego, jak rozwigzemy 6w problem,
analizy Kulpy i Mummy, czy sam fakt, iz mozna konstruowa¢ rachunki
diagramowe, w ktorych diagramy s3 peloprawnymi elementami dowodow,
wskazuje na to, iz mozna rozwaza¢ wiec diagramy jako uprawnione elementy
dowodow, oraz mozna takg ich rolg systematyczne analizowaé. Dowdd
matematyczny pozostaje 1 zapewne pozostanie oczywiscie rozumiany przede
wszystkim jako oparty na symbolach. Mimo to warto na te badania zwroci¢ uwagg.
Jak pisze Giaquinto, ,,wyniki tych badan sa wazne dla odrzucenia waskiego,
jezykowego ujecia dowodu”

Jak powyzsze uwagi — dotyczace glownie samej praktyki matematycznej —
odnies¢ do filozoficznych zagadnien zwigzanych z wizualizacjami?

Sprobujmy w pierwszej kolejno$ci oceni¢ wizualizacje z perspektywy
zagadnienia roli intuicji 1 poje¢ W poznaniu matematycznym. Zwré¢my najpierw
uwage, ze watek dwubiegunowosci, czy dychotomicznego podziatu poznania
matematycznego zwigzany z intuicja i pojeciami przewijat si¢ w prawie w catej
pracy. Ujawnial si¢ w roznych odstonach: w XVII- oraz XVIlI-wiecznych
rozwazaniach na temat relacji pomiedzy typem poznania, ktory daje algebra, oraz
typem poznania, ktory daje geometria. U Kanta dychotomia ta stata si¢ centralnym
punktem epistemologii matematyki, opartej na zalozeniu istnienia dwoch pni
poznania: zmystowosci (dostarczajagcym naoczno$ci, czy intuicje) oraz rozumie
(dostarczajacym poje¢). Dychotomia ta ujawniata si¢ réwniez w rozwazaniach
Bolzana, Fregego, czy Leibniza. Z drugiej strony jej znaczenie byto mniejsze w
filozofii matematyka Milla, Peirce’a, czy empirystow brytyjskich.

Wydaje sie, ze wspodtczesne rozwazania wskazuja przede wszystkim na to, iz

- o ile dane rozumowanie ma jaki$§ wymiar przestrzenny - bardzo trudno wskazac
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element intuicyjny, "czysto" wizualny w poznaniu matematycznym, jako ze rola
poje¢ 1 wizualizacji si¢ w nim przenika. W poprzednim rozdziale pokazywatem, iz
role te rudno oddzieli¢ w rozumowaniach matematycznych. ~ Dodatkowo nie ma
jasnosci, jak rozumie¢ kategori¢ intuicji przestrzennej. Zauwazmy, ze nie pojecieu
intuicji lezy w centrum wspodtczesnych rozwazan na temat wizualizacji. Omawiani
autorzy rzadko postuguja si¢ nig jako istotnym filozoficznym terminem
technicznym 1 rzadko ja definiujg. O intuicji nie piszg ani Kulpa ani Mumma —
intuicja jako kategoria poznawcza nie gra istotnej roli w ich ujeciach wizualizacji.
Roéwniez Davis 1 Borwein 1 Jorgenson o intuicji co najwyzej okazjonalnie
wspominajg, nie charakteryzujac jej jako wladz¢ poznawcza. Rzeczywiscie,
okreslenie miejsca intuicji jako wladzy poznawczej w poznaniu diagramowym nie
jest proste. Przypomnijmy, ze juz Klein proponowal mowi¢ o roli intuicji
wzmocnionej w matematyce - a wigc intuicji ktora jest juz niejako "zmieszaniem"
pierwiastka wizualnego i pojeciowego w poznaniu matematycznym. W moim
przekonaniu wystarczajagcym jest uznanie po prostu, iz intuicja to wiadza
poznawcza, ktora uaktywnia si¢ w kontakcie z diagramem.

Dodajmy tu, iz dychotomi¢ intuicje/pojecia mozna formutowaé na rozne
sposoby. mozna méwi¢ o tym co geometryczne i algebraiczne w poznaniu
matematycznym, czy o przestrzennym i nie-przestrzennym mysleniu. Niezaleznie
jednak od tego, ktorg z nich uznamy za bardziej zasadna, czy praktyczng, nalezy si¢
zgodzi¢ z Giaquinto, ze satysfakcjonujacy dychotomiczny podzial poznania
matematycznego, ujmujacy role wizualizacji w poznaniu matematycznym jest
bardzo trudny do przeprowadzenia.

W moim przekonaniu konsekwencjag badan nad wizualizacja potwierdza
jednak, w moim przekonaniu, jaka$ posta¢ kantyzmu w odniesieniu do matematyki.
Przypomnijmy, iz wedtug Kanta mysli bez tresci naocznej sa puste, dane naoczne
bez poje¢ — slepe. Rzeczywiscie, same dane naoczne sg Slepe — diagramy sa, jak
pisalem, obiektami z punktu widzenia matematyki niedookreslonymi, 1 same w
sobie bez udzialu pojg¢ nie mogg daé nam warto§ciowego poznania
matematycznego. przypomnijmy, Jak pisal Leibniz, same idee niewyrazne (czy tez

wyobrazenia) nie wystarczajag do poznania matematycznego — diagram moze staé
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si¢ podstawg poznania matematycznego dopiero, gdy posiadamy idee wyrazne,
Nawet Peirce podkreslat, ze na kazdym diagramie muszg by¢ zawarte - W jego
rozumieniu - ikony, indeksy i symbole

Z drugiej strony tresci wizualne graja, w moim przekonaniu, ogromng role
formowaniu si¢ naszych poje¢, inspirowaniu nowych problemoéw, czy nawet
wykazywaniu twierdzen. Mozna powiedzie¢, ze wizualizacje stanowig ,,Surowy
material”, czy tre§¢, z ktorej wyrasta matematyki, jako wyrastajacej z jakim$
stopniu z treSci zmystowych, i budujaca swoje pojecia z ,,surowca”, ktory owe
tresSci stanowig. W tym sensie wizualizacje napeiniajag pojecia matematyczne
trescig. Waga tego faktu jest zauwazana takze przez historykow matematyki, co jest
zgodne z mysla wielu analizowanych tu myslicieli, jak Klein czy Poincare Rowniez
praktyka matematyczna jest w istocie, jak pisze Brown w duzym stopniu
,Wzajemnym przenikaniem si¢ tresci i formy” (interplay of form and content)”.
Epple twierdzi, ze podejscie Pascha 1 Hilberta, tzn. podej$cie puryzmu
metodologicznego, faworyzujace metode aksjomatyczng, ,,szybko stracito swoja
owocnos$¢, podczas gdy gatezie geometrii rozniczkowej i algebraicznej prowadza
do bardzo ciekawych wynikéw 1 otwartych pytan az do dnia dzisiej szego”sso.

Przyjrzymy si¢ dalej kwestii sporu empiryzmu z aprioryzmem w filozofii
matematyki. Czy duza role diagramow w matematyce mozna jednak interpretowac
w duchu empirystycznym? Wydaje si¢, ze interpretacja roli diagramoéw w
kontekscie sporu empiryzmu z realizmem jest niejednoznaczna. Z jednej strony
diagram jest fizycznym obiektem i mozna wymieni¢ wiele quasi-empirycznych
charakterystyk poznania diagramowego. Z drugiej strony, istnieja analogie
pomiedzy naturg kontaktu z diagramem a poznaniem obiektywnej rzeczywistosci
matematycznej. Dwoisto$§¢ ta ujawnia to si¢ m.in. w waznym aspekcie tego
rozdzialu — ocenie roli percepcji w poznaniu diagramowym. Z jednej strony
»odczytujac”, czy odkrywajac fakty matematyczne przez obserwacje diagramow,
postugujemy si¢ miedzy innymi zwykla percepcja, ktora shuzy nam chocby do
rozpoznawania odpowiednich ksztattow i relacji przestrzennych. Z drugiej strony,

percepcja ma wiele wlasno$ci przyznawanych zazwyczaj intuicji. Ta ostatnig

80 Epple,
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mozna rozumie¢ w duchu realistycznym, jako bezposrednie, natychmiastowe i
calosciowe postrzeganie obiektow matematycznych. Intuicja w ujeciu kantowskim
réwniez laczy si¢ z percepcja. U Kanta mozna przeciez wyrdzni¢ naocznosé
(intuicj¢) empiryczng, ktora mozna przyrowna¢ do zwyklej percepcji, oraz czysta
naocznos$¢ przestrzeni.

W moim przekonaniu kluczowa jest tutaj interpretacja roli percepcji
wzrokowej, ktora niewatpliwie ma one istotne znaczenie w poznaniu
diagramowym. Czy nalezy rozumie¢ ja w duchu empiryzmu, kantyzmu, czy moze
realizmu? Filozofowie analizowani w pierwszych rozdzial tej pracy czesto
formutowali ujecia procesow poznawcze zwigzane z diagramem jako odmienne od
percepcji zmyslowej. Wedlug Kanta rysunek figury geometrycznej byt z jednej
strony sam w sobie obiektem fizycznym 1 dostarczal pewnej naocznosci
empirycznej. Z drugiej jednak strony byl przedstawiana w czystej naoczno$ci a
priori. W ujeciu Kanta miato to tlumaczy¢, jak za pomoca fizycznego diagramu
przekonujemy si¢ o tezach ogdlnych. Rowniez Frege uwazal, iz postrzegajac
fizyczne elementy diagramu postrzegamy w istocie obiekty ogoélne. Wiedzac, iz
Frege stal w ogolnosci na stanowisku racjonalizmu, mozna przyjaé, iz wedlug
niemieckiego filozofa, widzac narysowane punkty mamy w jaki§ sposob dostep do
ogolnych poje¢ (ktorymi przeciez, zgodnie z jego stanowiskiem, zajmuje si¢
geometria, jako nauka a priori). Wedlug Peirce’a matematyka nie dotyczy, swiata
fizycznego jako swojego przedmiotu, ale hipotetycznych stanow rzeczy. Percepcje
obiektow matematycznych nie nalezy wigc uwazal za percepcje¢ zwykltych
przedmiotow zewnetrznych, ale niejako, zobiektywizowanych procesow
mentalnych, dotyczacych hipotetycznych stanow rzeczy.

Przypomnijmy, iz celng argumentacj¢ przeciwko empirycznej charakterystyce
odwotan do diagramu podaje Giaquinto. Zaznaczmy przy tym, iZ jego rozwazania
dotycza najbardziej empirycznego typu wykorzystania diagramu - odczytywania z
wlasnosci fizycznych rysunku wlasnosci matematycznych reprezentowanego
przezen obiektu. Argumentacja wymierzona jest przede wszystkim w poglad o
indukcyjnym charakterze drogi poznawczej, w efekcie ktorej osiggamy przekonania

o niektorych obiektach matematycznych. Analizujac diagram nie traktujemy go
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jako zwykty obiekt fizyczny, a danych zmystowych nie postrzegamy jako materiatu
dowodowego, na bazie ktéorego formulujemy dalsze tezy. Odréznia on tu
postrzeganie wizualne (visual perceiving) od wizualizowania (visualizing).

Podsumowujac, uwazam, ze nalezy si¢ zgodzi¢ z powyzej wymienionymi
myslicielami, 1 uzna¢, ze postrzegajac diagram matematyczny nie postrzegamy go
jak zwykly obiekt fizyczny. Poznanie oparte o diagram wsparte jest aparatem
pojeciowym, dzieki ktoremu wrazenia zmyslowe sa odpowiednio interpretowane i
moga stuzy¢ wykazaniu twierdzen ogélnych. Stad rozumowania diagramowe nie
majg (przynajmniej w tym sensie) z natury charakteru empirycznego.
Przypomnijmy wreszcie, iz mozliwa jest jeszcze inna interpretacja — zgodnie z
ktéra zmyst wzroku daje nam bezposredni wglad w $wiat platonski, uaktywniajac
intuicj¢ w rozumieniu platonskim. Na takim stanowisku stat w szczegdlnosci James
Robert Brown.

Podsumowujac, chciatbym podkresli¢, ze interpretacja filozoficzna roli
wizualizacji w poznaniu matematycznym nie jest jednoznaczna. Wizualizacje
posiadaja czeSciowo empiryczny charakter, mozna je jednak réwniez interpretowac
w duchu realizmu matematycznego. Najbardziej przekonujaca wydaje si¢ jednak

kantowska interpretacja wizualizacji.
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