UNIWERSYTET IM. ADAMA MICKIEWICZA W POZNANIU
WYDZIAL, MATEMATYKI I INFORMATYKI

DANIEL PILARSKI

Moce skalarne zbioréw rozmytych i
nieprecyzyjne kwantyfikatory

lingwistyczne

Praca doktorska przygotowana pod kierunkiem
prof. UAM dra hab. Macieja Wygralaka
w Zaktadzie Metod Przetwarzania

Informacji Nieprecyzyjnej

Poznan 2010



Kazda wielko$¢, ktora da sie pomysleé jako jednosé,
tzn. kazdy ogot okreslonych elementow, ktory mozna
za pomocq jakiego$ prawa powigzal w catosé jest

zbiorem.

CANTOR.



Spis tresci

Wstep

CZESC I: Zagadnienia teoretyczne

1

Operacje triangularne i negacje

1.1 Normy i konormy triangularne . . . . . . . . . ... ... ...
1.2 Archimedesowe normy triangularne . . . . . . . ... ... ..
1.3 Negacje . . . . . . . .

1.4 Zbiory rozmyte z t-normami . . . . . .. ..o L.

Moce skalarne i moce wzgledne zbioréw rozmytych

2.1  Wtasnosci mocy skalarnych . . . . .. ..o

2.2 Moc wzgledna zbioru rozmytego . . . . . . .. ...

Moce skalarne generowane przez moce wektorowe

3.1 Uogblnione liczby kardynalne . . . . . ... ... . ... ...
3.2 Moce skalarne indukowane przez FGCount . . . . . . . . . ..
3.2.1 Wilasnodci opgt - - - v o oo
3.2.2  Wtasnosci OFGt,f i OFG,f - « « + + + = o o o v v oo

CZESC II: Zastosowania

4

Kwantyfikacja lingwistyczna

4.1 Nieprecyzyjne kwantyfikatory lingwistyczne . . . . . . .. ..

4.2 Interpretacja numeryczna kwantyfikatorow

lingwistycznych . . . . . . . ... ... .. .. ...

Automatyczna kategoryzacja tekstow

5.1 Problem kategoryzacji tekstu i strategia progowa . . . . . ..

5.2 Strategie z kwantyfikatorami lingwistycznymi . . . . . . . . .

System Quantirius sumaryzacji lingwistycznej baz danych

6.1 Agregacja danych sterowana kwantyfikatorem lingwistycznym

6.2 Sumaryzacja lingwistyczna w systemie Quantirius . . . . . . .

6.2.1 Reprezentacja zbioru danych . . . . ... .. ... ..

18
19
22

31
31
33
34
38

43

44
44

46

57
o7
59



6.2.2 Tworzenie stownika terminéw lingwistycznych . . . . . . . ... . .. 69

6.2.3 Generowanie podsumowan . . . . . . . . . ... 71
6.3 Redukcja zbioru podsumowan . . . . . . .. ... L 73
6.3.1 Redukcja z uwzglednieniem inkluzji terminéw lingwistycznych . . . . 73

6.3.2 Redukcja z uwzglednieniem naktadajgcych sie unimodalnych terminéw

lingwistycznych . . . . . . . ... oo 79

6.3.3 Wyznaczanie progu akceptowalnosci dla stopni prawdziwosci pod-
SUINOWAN . . . . o v vttt e e e e 81
6.3.4 Kompletny algorytm redukcji podsumowan lingwistycznych . . . . . 82
6.4 Struktura infromacji generowanej w Quantiriusie . . . . . . . . .. .. ... 83
6.5 Przyktady zastosowania systemu Quantirius . . . . . . ... ... 85

Bibliografia 94



Wstep

Dziedzina zbioréw rozmytych zajmuje si¢ formalizacja zjawiska nieprecyzyjnosci in-
formacji oraz wypracowaniem metod rozwiazan probleméw, w ktorych wystepuje informa-
cja nieprecyzyjna. Podobnie jak w przypadku zbioréw klasycznych, jedna z podstawowych
charakterystyk zbioru rozmytego - tzn. mgltawicowego zespotu elementéw o nieostrym brzegu
- jest jego licznosé lub - méwiac ogbélniej - moc. Zagadnienie zliczania elementéw w zbiorze
rozmytym, nawet skonczonym, jest jednak znacznie bardziej ztozone, gdyz kazdy element
uniwersum nalezy do danego zbioru rozmytego tylko “czesciowo”, “w pewnym stopniu”. Pow-
staje wiec jako$ciowo nowy problem: co liczy¢ i jak liczy¢? Czy tez tylko “czeSciowo”” W
przeciwienistwie do przypadku zbioréw, istnieja rézne, dobrze umotywowane, podejscia do

problematyki mocy zbioréw rozmytych. Dwa najistotniejsze z nich to:
e podejscie skalarne, gdzie moc wyrazona jest w postaci nieujemnej liczby rzeczywiste;j.

e podejicie wektorowe lub rozmyte, w ktérym moc zbioru rozmytego wyrazona jest w

postaci wypuktego zbioru rozmytego liczb kardynalnych w zwyklym sensie.

Pojecie licznosci zbioru rozmytego ma wielorakie zastosowania w informatyce i zagad-
nieniach wspomagania decyzji, np. w problematyce kwantyfikacji lingwistycznej i sumaryza-
cji lingwistycznej (tj. agregacji danych sterowanej kwantyfikatorem lingwistycznym, ang.
linguistic quantifier driven aggregation of data), w zagadnieniu miar podobienstwa danych,
sterowaniu i podejmowaniu decyzji, grupowym podejmowaniu decyzji, w problematyce ko-
munikacji z baza danych w jezyku naturalnym itd.

Niniejsza rozprawa dotyczy teorii i informatycznych zastosowari pojecia mocy zbioru
rozmytego w kwantyfikacji lingwistycznej, kategoryzacji tekstow, a przede wszystkim - w
sumaryzacji lingwistycznej baz danych. Praca sktada sie dlatego z dwoch czesci: teoretyczne;j
(rozdzialy 1-3) i praktycznej - zastosowaniowej (rozdzialy 4-6).

Nieprecyzyjne kwantyfikatory lingwistyczne sa wyrazeniami jezyka naturalnego typu
kilka, okoto 8/4, znacznie wiecej niz 20 000, wiele, prawie wszystkie itd. Wyréznia sie trzy

zasadnicze grupy zagadnien zwiazanych z kwantyfikacja lingwistyczna:

e Interpretacja - jest klasa probleméw dotyczacych opisu znaczenia kwantyfikatorow
nieprecyzyjnych. Innymi stowy, sa to problemy modelowania znaczen kwantyfikatoréow

jezyka naturalnego.

e Wnioskowanie - jest to zesp6t probleméw majacych na celu rozwdj metod umozliwia-

jacych odkrycie pewnej wiedzy na bazie faktow i regul z nieprecyzyjnymi kwantyfika-



torami lingwistycznymi,

e Sumaryzacja - jest grupa probleméw, ktorych celem jest konstrukcja zwieztego opisu
rzeczywistosci za pomoca wyrazen z kwantyfikatorami lingwistycznymi, np. podsumo-

wania lingwistyczne w bazach danych.

W wielu sposrod tych zagadnien pojawia sie konieczno$é wyznaczenia stopni prawdziwosci
zdan z nieprecyzyjnymi kwantyfikatorami lingwistycznymi. W literaturze rozwaza sie rdzne
sposoby wyznaczania stopni prawdziwosci takich wyrazeri. Bardzo wazne miejsce w tym
zakresie zajmuja algorytmy zwiazane z pojeciem mocy zbioréw rozmytych, zaréwno w
ujeciu skalarnym jak i wektorowym. Koncepcja Zadeha ([60]), w mysl ktorej kwantyfika-
tory lingwistyczne mozna interpretowac jako rozmyta reprezentacje mocy zbioréw, jest tu-
taj szczegolnie istotna. Sposrod innych metod, nie bazujacych na pojeciu mocy zbioréw,
wymieni¢ nalezy algorytmy zaproponowane przez Yagera, oparte na koncepcji operatoréw
OWA ([55]), oraz tzw. podejscie substytucyjne ([54]).

Jesli chodzi o Czes¢ 1, jej pierwszy rozdzial ma charakter wprowadzajacy i dotyczy
wybranych pojeé¢ i wlasnodci z zakresu norm triangularnych, przydatnych w dalszych rozwa-
zaniach.

W rozdziale 2. wprowadzono i zbadano wtasnosci tzw. wzglednych mocy zbioréw rozmy-
tych, skonstruowanych z uzyciem t-norm i funkcji wzorcowych (§2.2). W kilku przypad-
kach okazalo sie, ze badane wtasnosci sa charakteryzowalne za pomoca pewnych réwnan
funkcyjnych, wiazacych funkcje wzorcows, funkcje negacji oraz norme i konorme triangu-
larna. Przedmiotem rozwazan bylo woéwczas znalezienie ich rozwiazan. W rozdziale 3 moce
wektorowe typu FGCount; wykorzystano do zdefiniowania trzech typéw mocy skalarnych
i przeprowadzono analize ich wlasnosci (§3.2).

Czes¢ zastosowaniowa rozpoczyna sie analizg poréwnawczg i eksperymentami numerycz-
nymi, dotyczacymi praktycznej przydatnosci poje¢ mocy, badanych w rozdziatach 2 i 3, do
adekwatnej interpretacji numerycznej zdan skwantyfikowanych lingwistycznie (rozdziat 4).

W rozdziale 5 przedstawiono zastosowania metodologii kwantyfikatorow lingwistycznych
do automatycznej kategoryzacji tekstéw. Zbadano wlasnosci lingwistycznej strategii pro-
gowej zaproponowanej w [20], w przypadku stosowania mocy skalarnych z funkcjami wzor-
cowymi i normami triangularnymi. Wskazano réwniez pewng niedoskonalosé strategii ory-
ginalnej, polegajaca na mozliwosci uzyskania niejednoznacznego wyniku kategoryzacji i za-
proponowano uzupetnienie algorytmu zrédtowego.

Glownym elementem czesci aplikacyjnej jest jednak rozdzial 6. Przedstawiono w nim
szczegotowo koncepcje, strukture i dziatanie oryginalnego systemu komputerowego Quan-
tirius, przeznaczonego do agregacji danych sterowanej kwantyfikatorami lingwistycznymi,
tworzonego i rozwijanego od roku 2003. Generowanie i ocena podsumowan lingwistycznych
w zbiorach danych jest w systemie realizowana z wykorzystaniem, wprowadzonego przez
Zadeha, pojecia protoformy. Quantirius jest przygotowany do wspolpracy z dowolng baza
danych i stanowi narzedzie alternatywne wobec np. systemu FQUERY for Access ([21],
[22], [63]). W rozdziale tym omoéwiono takze koncepcje dalszego przetwarzania zbioru wyge-

nerowanych podsumowaii. Przedstawiono algorytm wyboru z wynikowej listy podsumowan



lingwistycznych wygenerowanych przez system, takich podsumowarn, ktére sa najbardziej
adekwatng reprezentacjg informacji zawartych w zbiorze danych. Pierwszym etapem tego
procesu jest redukcja podsumowan w oparciu o ich stopnie prawdziwosci oraz wzajemna
relacje, tzn. inkluzje lub nakladanie sie terminéw lingwistycznych bedacych komponen-
tami podsumowan. Kolejnym krokiem jest automatyczne wyznaczanie progu akceptowal-
nodci dla stopni prawdziwosci podsumowan. Ostatnig czynnoscig jest generowanie informa-
cji zbudowanej strukturalnie. Pokazemy, ze podsumowania tworzone na podstawie réznych
protoform moga by¢ potaczone ze soba w sposdb, ktory mozemy traktowaé jako relacje
master-detail, stanowiac interesujaca strukture wiedzy zawartej w zbiorze danych.

W §6.5 pokazano zastosowanie systemu Quantirius do eksploracji przyktadowych zbiorow
danych pobranych z Internetu. Przeanalizowano takze efektywno$é kompletnego algorytmu
redukcji podsumowan wprowadzonego w §6.3. Na zakoniczenie naszkicowano, rozwijane
obecnie, zastosowanie Quantiriusa w analizie jezykow w ramach gramatyki fonetycznej ([6],
[7]). Prace konczy spis wykorzystanej literatury przedmiotu. Do rozprawy dotaczona jest

plyta CD zawierajaca pelna funkcjonalnie, biezacg wersje systemu Quantirius.



CZESC 1

Zagadnienia teoretyczne



Rozdziatl 1
Operacje triangularne 1 negacje

Normy triangularne zostaly wprowadzone przez Karla Mengera w 1942 roku ([33])
w problemie uogélnienia nieréwnosci tréjkata z klasycznych przestrzeni metrycznych na
probabilistyczne przestrzenie metryczne, w ktérych odlegto§é miedzy obiektami dana jest
w postaci rozktadu prawdopodobienstwa, a nie liczbowo. Dzi§ zastosowania norm trian-
gularnych sg bardzo rozlegte. Z obszaréw, w ktérych normy triangularne odgrywaja klu-
czowg role, mozna wymienié¢ teorie zbioréw rozmytych oraz logike wielowarto$ciowa. Teorie
norm triangularnych rozwijali nastepnie Schweizer i Sklar, podajac zbiér obowiazujacych
do dzisiaj aksjomatow, a w monografii [44] z 1983 roku podali szereg istotnych wynikow
dotyczacych tej teorii. Obecny stan badari nad teoria norm triangularnych mozna znalezé w
pracach Gotwalda ([13], [14]), Klementa, Mesiara i Papa (|24], [25], [26], [27]), Lowena ([32]),
Nguyena ([34]) oraz Webera (|45]). W niniejszym rozdziale przedstawione zostana podsta-
wowe pojecia i fakty dotyczace teorii norm triangularnych szczegélnie istotne z punktu

widzenia dalszych rozwazan.

1.1 Normy i konormy triangularne

Definicja 1.1. Binarng operacje t: [0,1] x [0,1] — [0,1] nazywamy normq triangularng

(w skrécie t-normg), gdy dla kazdego a,b,c,d € [0,1] spetnia ona nastepujgce warunki:

(Tl) atb=0bta, (przemiennosé)
(T2) (atb)tc=at(btc), (tagcznosé)
(T3) (a<b&c<d)=atc<btd, (monotonicznosc)
(T4) atl=a. (1- element neutralny)

Definicja 1.2. Binarng operacje s: [0, 1] x [0,1] — [0, 1] nazywamy konormaq triangularng
(w skrécie t-konorma), gdy s spetnia warunki (T1)-(T3) oraz 0 jest jej elementem neu-
tralnym, tzn. dla kazdego a € [0,1]

(S4) as0=a.

Dla wygody odwotan, normy i konormy triangularne nazwiemy wspolnie operacjami trian-

gularnymi (t-operacjami). Przyktadami podstawowych t-operacji sa:



. t-norma minimum i t-konorma maximum

aANb=min(a,b), aVb=max(a,b).

. t-operacje drastyczne

atyb— aNb, gdyaVvb=1,
, W przeciwnym przyp.

aVb, gdyanb=0,
a 84 b= .
1, W przeciwnym przyp.

. t-operacje algebraiczne

at,b=ab, as,b=a+b—ab.

. t-operacje Lukasiewicza

atrb=0V(a+b—1), aspb=1A(a+Db).

Z definicji 1.1 i 1.2 wynikaja nastepujace wlasnosci:

1.

2.

8.

9.

at0=0,as81=1,

tg< t <AV s <8y, gdzie relacja czesciowego porzadku < zdefiniowana jest
punktowo,

.ata<a<asa,

atb=1 < a=b=1,

.asb=0 < a=b=0,

(Va €[0,1]: ata=a) & t=A,
(Va€[0,1]: asa=a) & s=V,
(Va,b,c€[0,1]: at(bsc)=(atb)s(atc)) < s=V,

(Va,b,c€[0,1]: as(btc)=(asb)t(asc)) & t=A.

Jezeli t jest t-norma, to operacje t* taka, ze

Va,be [0,1]: at*b=1—-(1—a)t(1-0) (1.1)

nazywaé bedziemy t-konorma sprzezona. Jezeli s jest t-konorma, to t-norma sprzezona

okreglona jest wzorem

Va,be [0,1]: as*b=1—-(1—a)s (1—0). (1.2)

Podstawowymi przyktadami operacji sprzezonych sa pary wymienione po definicji 1.2. Inne

wazne pary operacji sprzezonych przedstawiamy ponize;j.

10



Przyklad 1.1.

1. T-operacje Einsteina:

ab a+b
2—(a+b—ab)’

atg b=

2. Rodzina t-operacji Schweizera z parametrem X > 0:

at57,\b:(0\/(a>\+b>‘

~1))5,
assab=1—(0V((1—a)+(1-0b>—1))3.

o

. Rodzina t-operacji Yagera z parametrem X > 0:

aty b=0V(1—((1—a)+(1—bM),
a Sy, ) b=1A (a’\ —i—b)‘)%.

4. Rodzina t-operacji Hamachera z parametrem A > 0:

ab
A+ (1=X)(a+b—ab)’
a+b—ab—(1—Xab
1—(1—=X)ab

atH,A b=

a SHX b=

5. Rodzina t-operacji Franka z parametrem A > 0, X\ # 1:
(=D - 1)
A—1 ’
()\l—a _ 1)()\1—b _ 1))

atpyb=Ilog, (1 +

asF,)\bzl—log/\<1+ P

6. Rodzina t-operacji Webera z parametrem \ > —1:

a+b—1+ Xab
atW,Ab—O\/( T ),
B (1+)\)(a+b)—)\ab)
CLSW,)\b—l/\< 1T .

Wiele innych przykladow t-operacji mozna znalezé¢ w [32] i [50]. Z teoretycznego i prak-
tycznego punktu widzenia, interesujace jest zachowanie sie wyzej wymienionych sparame-
tryzowanych rodzin t-operacji w zaleznosci od zmieniajacego sie parametru \. Szczegdlnie

interesujace sa wlasnosci graniczne t-operacji Franka:

1.atF7)\bma/\b, asF}\bma\/b,
2. CLtF)\b m ata b, CLSF,)\b ):i a8, b,
3.atF7)\b matbb, aSF’)\b )\_)—>OoasLb.

Szeroki zestaw wlasnosci granicznych dla innych t-operacji mozna znalezé w [32].
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1.2 Archimedesowe normy triangularne
Definicja 1.3. Ciggta t-norma t jest archimedesowa, gdy
Vae (0,1):ata<a. (1.3)
Analogicznie, ciggta t-konorma s jest archimedesowa, gdy
Va € (0,1): asa> a. (1.4)
Zatem dla dowolnej archimedesowej t-normy ¢ mamy
Vee (0,1) Ja,b>c: atb<c (1.5)

oraz

Va € (0,1) 3b<a: atb<b. (1.6)
Definicja 1.4. Ciggla t-operacja u jest Scista, gdy jest Scisle rosngca na (0,1) x (0,1).

Latwo zauwazyé¢, ze kazda $cista t-operacja jest archimedesowa. Przyktadem t-operacji
Scistych sa t-operacje algebraiczne, t-operacje Einsteina, t-operacje Hamachera i Franka.
Przyktadem t-operacji archimedesowych, niescistych sg t-operacje Yukasiewicza, Schweiz-
era, Yagera oraz Webera. T-normy archimedesowe, niedciste posiadajag dzielniki zera. Cecha
ta jest pozadana w pewnych zagadnieniach agregacji. Dodatni argument t-normy jest wte-
dy traktowany jak zero, jezeli drugi argument nie jest wystarczajaco duzy. T-operacje

archimedesowe posiadaja interesujaca charakteryzacje sformutowana w [29].
Twierdzenie 1.1 (Tw. Linga). Niech t,s: [0,1] x [0,1] — [0, 1].

(a) t jest t-normg archimedesowq wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje jej generator, tzn. Scisle

malejgca i ciggta funkcja g: [0,1] — [0, 00] taka, ze g(1) = 0 oraz
Va,b € [0,1]: atb=g""(g(0) A (g(a) + g(b))). (1.7)
Ponadto, t jest Scista wtedy i tylko wtedy, gdy g(0) = oco.

(b) s jest t-konormq archimedesowq wtedy i tylko wtedy gdy istnieje jej generator, tzn.
scisle rosnagca i ciggta funkcja h: [0,1] — [0, 00| taka, ze h(0) =0 oraz

Ya,b € [0,1]: asb=h"t(h(1) A (h(a) + h(b))). (1.8)
Ponadto, s jest scista wtedy i tylko wtedy, gdy h(1) = co.

Szczegbdlne miejsce zajmuja generatory unormowane (g(0) = 1, h(1) = 1). Istnieje interesu-

jacy zwiazek miedzy generatorami archimedesowych t-operacji sprzezonych:

Va € [0,1]: h(a) = g(1 — a). (1.9)
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Twierdzenie 1.2 ([13]).
(a) Cliggta t-normat jest Scista wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje automorfizm ¢ przedziatu
[0,1] taki, ze
Va,b € [0,1]: atb= ¢ (4(a) ty 4(b)). (1.10)

(b) Archimedesowa t-norma t jest niescista wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje automorfizm
¢ przedziatu [0, 1] taki, ze

Va,b € [0,1]: atb= ¢ (¢(a) tz ¢(b)). (1.11)

Jak juz wspomniano, A iV, t-operacje algebraiczne i Lukasiewicza sa przypadkami graniczny-
mi t-operacji Franka. Inng wazna wtasnosé t-norm i t-konorm Franka przedstawia nastepu-

jace twierdzenie (]9]).

Twierdzenie 1.3 (Tw. Franka). Ciggta t-normat i ciggta t-konorma s spetniajg réwnanie
funkcyjne
Va,be [0,1]:atb+asb=a+b (1.12)

wtedy i tylko wtedy, gdyt i s sq operacjami Franka (z wtgczeniem ich przypadkdw granicznych)
lubt jest sumq porzqdkowq rodziny ((¢rxz), (@i, bi]))ies t-norm Franka, a 8 jest wyznaczone

Z POWYZSZEJO TOWNANIA.
Przypomnijmy, ze sume porzadkowa rodziny t-norm (¢;);c; definiuje sie jako

atbh— CLijL(bi*ai) (li:?lii t; IZ:(Z')’ gdy (a,b) € [ai,bi],
alNb w przeciwnym przypadku,

dla niepustego i co najwyzej przeliczalnego zbioru indekséw J oraz rodziny niezachodza-
cych na siebie wlasciwych podprzedziatow [a;, b;] przedziatu [0,1]. W dalszym ciagu przez
AT N’ oznaczaé bedziemy klase wszystkich t-norm archimedesowych oraz A, a przez TBDZ

oznaczaé bedziemy klase wszystkich t-norm bez dzielnikow zera.

1.3 Negacje

Definicja 1.5. Funkcje v: [0,1] — [0,1] nazywamy negacjq, gdy v jest nierosngca oraz

spetnia warunki v(0) =1 i v(1) = 0.

Negacje v1 g oraz v 1, zdefiniowane w nastepujacy sposob:

1, a=0, 1, a€]0,1),
1% a) = 1% a) =
10(a) { 0. ac(0.1] 2,1(a) {

sa, odpowiednio, najmniejsza i najwieksza mozliwa negacja. Oznacza to, ze dla dowolnej
negacji ¥ mamy vi9 < vV < Vo 1. Scigle malejaca i ciagla negacje nazywamy negacja $cistq.
Negacje nazywamy silng, gdy jest Scista oraz inwolutywna. Waznym przyktadem silnej ne-
gacji jest negacja Lukasiewicza vy, zdefiniowana jako vg(a) = 1 — a dla kazdego a € [0, 1].
Ponizsze twierdzenie wskazuje, ze mozna te negacje uwazaé za prototyp silnych, a takze

$cistych negacji ([13]).
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Twierdzenie 1.4. Funkcja v : [0,1] — [0, 1] jest:

(a) Scistq negacjq wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg automorfizmy ¢ oraz v na [0,1] takie,
ze
Va € [0, 1): v(a) = ¥(1 — $(a)); (1.13)

(b) silng negacjg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje automorfizm ¢ na [0, 1] taki, ze

Va € [0,1]: v(a) = ¢ 1(1 — ¢(a)). (1.14)

Szczegdlne miejsce t-normy algebraicznej wsréd t-norm archimedesowych akcentujg twierdze
nia 1.2 oraz 1.3. Z kolei twierdzenie 1.4 podkresla wazne miejsce negacji Lukasiewicza wérod
silnych i $cistych negacji. Sformulujmy wlasno$é wiazaca obie operacje; jej dowoéd mozna

znalez¢ np. w [32].
Twierdzenie 1.5. T-norma t spetnia wtasnosé
Va,b e [0,1]: atb+vg(a)tb="> (1.15)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy t =t,.
Zauwazmy, ze negacja v spelnia wtasnosé
Va,b e [0,1]:at, b+v(a)t,b=10 (1.16)

tylko wtedy, gdy jest negacja Lukasiewicza. Oba te fakty prowdza do wzmocnienia twierdze-

nia 1.5.

Twierdzenie 1.6. Niech t oznacza t-norme @ niech v oznacza negacje. Warunek
Va,be [0,1]:atb+v(a)tb=1> (1.17)
jest spetniony tylko wtedy, gdy t jest t-normg algebraiczng i v jest negacjg Eukastewicza.

Dowdd. (<) Oczywiscie, t-norma algebraiczna i negacja Lukasiewicza spelniaja (1.17).
(=) Przypusémy, ze v # vy, tzn. istnieje a € (0,1) takie, ze v(a) # 1 —a i wezmy b = 1.
Wtedy at b+v(a)t b= a+v(a) # b, co przeczy warunkowi (1.17). Zatem (1.17) implikuje

v = vg. Z twierdzenia 1.5 wynika natomiast, ze (1.15) pociaga t =t,. O
Kazda t-norma t indukuje negacje 14, zdefiniowang jako
v (a) :\/{ce [0,1]: atc=0}. (1.18)
Podobnie, kazda t-konorma s indukuje negacje vg, zdefiniowana w nastepujacy sposob:
vs(a) = N\{ce[0,1]: asc=1}. (1.19)

Jezeli t jest Scistg t-norma lub t = A, to 14 = v1 0. Jedli s jest natomiast Scistg t-konorma lub
s =V, wowczas Vs = 15 1. Nietrywialne sg negacje indukowane przez t-operacje archimede-

sowe, niesciste.
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Twierdzenie 1.7 ([45]).

(a) Jezeli t jest miescistq t-norma archimedesowq z generatorem g, wowczas negacja vy
jest silna oraz
Va € [0,1]: ula) = g (9(0) — g(a)). (1.20)

(b) Jezeli s jest niescistq t-konorma archimedesowq z generatorem h, wéwczas negacja vs

jest silna oraz
Va € [0,1]: vg(a) = h=H(h(1) — h(a)). (1.21)

Negacja tukasiewicza jest zatem negacja indukowang przez t-norme Fukasiewicza. Inne

wazne przyklady negacji indukowanych to:
1. m(a) = (1—a*)> dla tg,,
2. y(a)=1—(1—(1—a)> dla ty,,
3. (a) =(1—a)/(1+ Xa) dla tw.
Z (1.18) wynika, ze jezeli t jest t-norma lewostronnie ciagta, to
Va € [0,1]: atwn(a)=0,

a ponadto

*

ata=0 < a<a® oraz yla)tula)=0 & a>a",

gdzie a* jest punktem stalym negacji vy.

Do generowania t-konorm uzy¢ mozna takze wyrazenia De Morgana z (1.1), w ktorym
vy, zastapiono przez dowolna silng negacje. Dla niedcistej archimedesowej t-normy ¢ z gene-
ratorem g i niescistej archimedesowej t-konormy s z generatorem h, niech dwuargumentowe

operacje t° oraz s° w |0,1] beda zdefiniowane w nastepujacy sposob ([45]):
at’ b= (n(a)t 1y(b)) oraz as°b=uvs(vs(a)s vs(h)). (1.22)

Latwo sprawdzié¢, ze

1. t° jest niescista archimedesowa t-konorma z generatorem h°(a) = g(14(a)),

2. 8° jest niescista archimedesowa t-norma z generatorem ¢°(a) = h(vs(a)),
a ponadto

3. 4 = o Oraz Vg = Ugo,

4. (t°)° =t, (s°)° =s.

Operacje t i t° nazywa sie t-operacjami komplementarnymi. Przyktadem par t-operacji kom-
plementarnych sa pary (ty.a,8sx) 1 (tsx,Syn). Zwroémy uwage, ze tr 1 S sa zaréwno

sprzezone, jak i komplementarne.
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Z wlasnosci (3) oraz z twierdzenia 1.7 wynika, ze dana silna negacja moze by¢ gene-
rowana zaréwno za pomoca generatora unormowanego niescistej archimedesowej t-konormy
s, jak i za pomoca generatora unormowanego t-normy komplementarnej s°. Z (1) oraz z

twierdzenia 1.1(b) i 1.7(a), dla niescistej t-normy ¢ dostajemy

Va € 10,1]: at® mn(a)=1. (1.23)

1.4 Zbiory rozmyte z t-normami

T-normy, t-konormy oraz negacje stosuje sie do definiowania podstawowych operacji na
zbiorach rozmytych A, B: M — [0,1] (|14]). Niech t oznacza dowolna t-norme, niech s
oznacza dowolng t-konorme oraz niech v oznacza dowolng negacje. Sume AUg B indukowana
przez s, przekréj A My B indukowany przez t oraz dopelnienine A” indukowane przez v
okreslimy nastepujaco:

Ve € M: (AUs B)(xz) = A(x) s B(x),

Ve € M: (AN B)(z) = A(x) t B(x),

Ve e M: A”(z) = v(A(z)).
Ponadto, jesli A: My — [0,1] oraz B: My — [0,1], to produkt kartezjanski A x; B

indukowany przez t zdefiniujemy jako:

V(z,y) € M1 x Ma: (A x¢ B)(z,y) = A(x) t B(y).

Zastosujemy uproszczong notacje U = Uy, N = Nx, X = X oraz ' = v dla standardowych

operacji wprowadzonych przez Zadeha w [57].
7 definicji 1.1 i1 1.2 wynika, ze Ug i M sa operacjami przemiennymi, tacznymi i mono-

tonicznymi. Ponadto
ANy, BCAnyBCANBCABCAUBCAUsBC AU, B,

ANtACACAU A,
ANy (BUC) = (AﬂtB)U(AﬂtC),
AUs (BNC)=(AUs B)N(AUs C),
(A B) = AUy B, (AUg B) = A'ng B’
dla dowolnych operacji triangularnych ¢ i s, oraz
(Any B)"* = A" Upo B, (A Ug B)"* = A”* Ngo B™®
dla archimedesowych i niedcistych t i s. Jezeli v jest silng negacja, to

(AV) = A.
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Dla lewostronnie ciagltej t-normy £ mamy ogdlnie
AC (A%, (A7) = A™,

a takze
ANy A =1y, (1.24)

gdzie 1p oznacza funkcje charakterystyczna zbioru D. Z (1.23) wynika z kolei, ze jezeli ¢

jest archimedesowa i niescista, to
AUg A% =1y & s = t°.
Whioskiem z (1.18) jest rownowaznosé
Ay B=1y; & AC B™, (1.25)

przy t bedacej t-normg archimedesowa i niedcista.
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Rozdziat 2

Moce skalarne 1 moce wzgledne

zblorow rozmytych

Moc jest jedng z najbardziej fundamentalnych charakterystyk zbioru rozmytego. Rozwa-
zanie pojecia mocy zbioréw rozmytych ma silne podstawy zaréwno teoretyczne, jak i prakty-
czne. Do najistotniejszych obszaréw zastosowan, wykraczajacych poza zastosowania czysto
matematyczne, nalezg problemy wspolczesnej informatyki i sterowania. Wymienié tu nalezy
przede wszystkim modelowanie znaczen nieprecyzyjnych kwantyfikatorow jezyka natural-
nego, komunikacje z bazami danych i systemami inteligentnymi w jezyku naturalnym, mia-
ry podobienistwa danych, systemy eksperckie, podejmowanie decyzji w srodowisku rozmy-
tym oraz ogodlnie obliczenia inteligentne (ang. intelligent computing). W zagadnieniach tych
bardzo czesto pojawiaja sie pytania o moce zbioréw rozmytych lub o wyniki ich poréwnan.
Przyktadami moga by¢ nastepujace zapytania: “Ilu mtodych, dobrze wyksztalconych pra-
cownikow w firmie ma wysokie wynagrodzenie?”, “Czy wartos$¢ sprzedazy oprogramowania
wsrod matych klientéw pod koniec roku jest duza?”’, “Czy wiekszo$¢ ekspertoéw preferuje
dana opcje?”.

Nalezy podkresli¢, ze podstawowa trudnoscia przy okreslaniu mocy zbioru rozmytego jest
gradacja przynaleznosci do niego elementéw z uniwersum rozwazan. W literaturze mozna
znalez¢ wiele podejéé do zagadnienia mocy zbioréw rozmytych, jednakze dominujace w
rozwazaniach teoretycznych i w zastosowaniach sa dwa podejscia. Pierwsze jest podej$ciem
skalarnym, w ktérym moc zbioru rozmytego rozumie sie jako nieujemna liczbe rzeczywista.
Podejsciem tym zajmowano sie m. in. w [2], [4], [48], [50], [51] i [58] - [61]. Drugie podejscie,
wektorowe, definiuje moc jako wypukty zbior rozmyty liczb kardynalnych w zwyklym sensie,
nazywany uogolniona liczba kardynalna. Podejsciem tym zajmowano sie m. in. w [4], [47],
[49], [50], [52] i [60]. W dalszej czesci niniejszego rozdziatu przedstawimy pierwsze podejscie.

Skupimy sie na przypadku skoniczonych zbioréw rozmytych, najwazniejszych z punktu
widzenia zastosowari. F'F'S oznaczaé¢ bedzie rodzine wszystkich skoniczonych zbioréw rozmy-
tych w uniwersum M, natomiast F'C'S - rodzine wszystkich skonczonych zbioréw w tym

uniwersum.
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2.1 Wilasnosci mocy skalarnych

W 1998 r. zdefiniowano aksjomatycznie ogblna klase skalarnych liczb kardynalnych.

Definicja 2.1 ([46]). Funkcje o: FFS — [0,00) nazywamy mocq skalarnag, gdy o spetnia
nastepujgce warunki dla kazdego a,b € [0,1], A, B € FFS oraz z,y € M:
(P1) o(1/2) =1,
(P2) a<b = o(a/x) <o(b/y),
(P3) AnB=1y = 0(AUB) =0(A4) +0(B).
S
Niech |J A; oznacza sume indukowang przez t-konorme s rodziny (A;);c; zbioréw rozmy-
ieJ
tych.
Twierdzenie 2.1 ([50]). Niech s oznacza t-konorme, A,B € FFS oraz A; € FFS dla
kazdego indeksu i € J (J - skoriczony). Nastepujgce wtasnosci sq spetnione dla kazdej mocy
skalarnej o:
S
(a) o(U Ai) =X ics0(Ai), gdy AN Aj =1y dla wszystkich i # j,
ieJ
(b) 0(A) = o(B), gdy istnieje bijekcja b: supp(A) — supp(B) taka, ze A(x) = B(b(z))
dla kazdego x € supp(A),

(c) o(A) = |supp(A)|, jesli A € FCS,
(d) o(A) < o(B), jesli A C B,
(e) [core(A)] < o(A) < [supp(A)].

Moce skalarne zdefiniowane w definicji 2.1 posiadaja nastepujaca charakteryzacje w postaci

sum.

Twierdzenie 2.2 (|48]). o: FFF'S — [0,00] jest mocq skalarng wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje niemalejgca funkcja f: [0,1] — [0,1], dla ktorej f(0) =0 i f(1) =1, taka ze

o(d)= >  f(A) (2.1)

zE€supp(A)
dla kazdego A € FF'S.

Wystepujaca w powyzszym twierdzeniu funkcja f nazywana jest funkcjo wzorcowq, gdyz
wyraza ona nasze rozumienie mocy skalarnej singletonu. Celem podkreslenia, jaka funkcja
wzorcowa zostala uzyta do okreslenia mocy zbioru rozmytego, stosowaé¢ bedziemy notacje
of. Liczbe 0¢(A) nazywa sie uogdlniong liczbg sigma count zbioru rozmytego A; przy f = id
sprowadza sie ona do klasycznego pojecia tzw. sigma count (|60]). Stosowanie funkeji wzor-
cowych daje nieograniczone mozliwo$ci w zakresie wyznaczania mocy skalarnych. Dobor
odpowiedniej funkcji wzorcowej jest kluczowy w kontekscie zastosowan i generalnie zalezny
od konkretnego problemu. Podkreslmy, ze uzywajac réznych funkcji wzorcowych mozemy
otrzymaé bardzo rézne wartosci mocy skalarnych, zwtaszcza gdy nosnik zbioru rozmytego
jest duzy w porownaniu z jego jadrem. Z twierdzenia 2.1(c) wynika, ze moc skalarna zbioru

jest niewrazliwa na wybor f.
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Przyktad 2.1. Przyktady funkcji wzorcowych.

0, ac|0,p),
fl’p(a)_{ 1, acpl].

1. Niech p € (0,1] oraz

Wowczas 05(A) = |Ap|, gdzie A, oznacza p-przekrdj A.

2. Jeslip € [0,1) oraz
0, a€]l0,p],
a) =
Feal®) { L, a1

wtedy o¢(A) = |AP|, gdzie AP to ostry p-przekrdj A; AP = {x € M: A(x) > p}.
3. Dla funkcji f3,(a) = aP, gdzie p > 0, otrzymujemy tzw. p-moc, czyli

oA = >, (A@)".
xE€supp(A)
Latwo zauwazyé, ze jezeli p — oo, to of(A) — |core(A)|, natomiast jesli p — 0,

wiwczas o§(A) — |supp(A)|.

4. Niech ¢ € (0,1) oraz

0, a=0,
faela) =14 ¢, a€(0,1),
1, a=1.

Dostajemy wowczas o f(A) = c|supp(A)|+ (1 —c)|core(A)|. W szczegolnym przypadku,
gdy ¢ = 5, mamy 07(A) = 3(|supp(A)| + |core(A)]).

5. Niech a,b € [0,1]

0, z € [0,a],
2 (T) ) T e (aa aTbL

fo.ap(T) = ) )
1-2- (%) ) xe(aTvb)>
1, x € [b, 1],

6. Role funkcji wzorcowej moze petnié dowolny automorfizm przedziatu [0,1], a wiec w

szezegolnodci kazdy generator unormowany archimedesowej, niescistej t-konormy.

Wiele innych interesujacych przykitadow funkcji wzorcowych oraz generowanych przez nie
mocy skalarnych mozna znalezé w [50]. PrzejdZzmy do prezentacji pewnych wlasnosci ope-

racyjnych mocy skalarnych.
Twierdzenie 2.3 ([50]).
(a) Prawo waluacji
VA,Be€ FFS: 04(AUs B)+0¢(ANy B) = 04(A) +0s(B) (2.2)

jest zachowane wtedy 1 tylko wtedy, gdy t-konorma s, t-norma t i funkcja f sq takie,
ze
Va,be [0,1]: f(asb)+ f(atb) = f(a)+ f(b). (2.3)

20



(b) Wtasnosé subaddytywnosci
VA,BEFFS: O'f(AUsB)<Uf(A)+O'f(B) (2.4)
jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy s i [ spetniajo wtasnosé

Va,be [0,1]: flasb) < fa)+ f(b). (2.5)

(¢) Prawo produktu kartezjariskiego
VA, B € FFS: of(AxyB)=0s(A)-0¢(B) (2.6)
jest spetnione przez f it wtedy i tylko wtedy, gdy
Va,b e [0,1]: f(atb) = f(a)- f(b). (2.7)
(d) Prawo dopetnienia
VA€ FFS: op(A)+0y(A”) = M|, M - skoriczone, (2.8)
zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Ya e 0,1]: fla)+ f(v(a)) = 1. (2.9)

Przyklad 2.2. Przyktady trojek (f,t,s) spetniajgcych réwnanie funkcyjne (2.3):
1. (f,A\,V) z dowolng funkcjqg wzorcowq f,
2. (id,t,s), gdzie t-operacje t i s opisane sq w twierdzeniu Franka,

3. (h,s°,8), gdzie s jest niescistq archimedesowq t-konorma, a h jest jej generatorem

unormowanym,

4. (fi1,t,8) z dowolng t-normq t oraz t-konormq s takq, ze a s b = 1 tylko wtedy, gdy
a=11lubb=1,

5. (f20,t,8) z t-normg t € TBDZ i dowolng t-konormg s.
Przyktady par (f,t) spetniajacych rownanie funkcyjne (2.7):
1. f=fip lub f = fop, zt-normg t = A,
2. f = fi,1 1 dowolna t-norma,
3. f = fa,0 i@ dowolna t-normat € TBDZ,
4. [ =e79iScista t-norma, dla ktdrej g jest generatorem, np. (id,t,),

5. f = f3p i t-norma algebraiczna.
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Przyktady par (f,v) spetniajgcych réwnanie (2.9):

1. (fip,vap)s (fopsvip),
2. (f,vg), gdzie f jest taka, ze (0.5,0.5) jest punktem symetrii jej wykresu,

3. (h,vs), gdzie s jest niescistq archimedesowq t-konorma, a h jest jej generatorem u-

normowanym.

Jeslit jest t-norma archimedesowa i niescista, to wlasnosé (2.7) jest speliona tylko wowczas,
gdy f = fi,1. Uzasadnienie tej rownowaznosci wynika z (1.5). Zauwazmy, ze jezeli v = vy 1,
to of(AY) = M| —|core(A)| dla dowolnej funkcji wzorcowej. Z twierdzenia 2.1(e) dostajemy

wowczas

VA € FFS: op(A) + o(A") > [M]. (2.10)

Rownosé wystepuje, gdy f = f1,1. Podobnie, gdy v = v ¢, to dla dowolnej funkcji wzorcowej
of(AY) = M| — |supp(A)|. Z twierdzenia 2.1(e) mamy wtedy

VA € FFS: 04(A) + o(A") < [M]. (2.11)

Analogicznie, rowno$¢ otrzymamy dla f = f2 9. Przyjrzyjmy si¢ na zakonczenie wlasnosciom

mocy skalarnej nosnika, jadra i p-przekrojow zbioru rozmytego A x; B.
Uwaga 2.1. Dia dowolnych A, B € FFS i t-normy t mamy
(a) |core(A x¢ B)| = |core(A)| - |core(B)|,

(b) |supp(A x¢ B)| < |supp(A)| - |supp(B)|, |supp(A x¢ B)| = |supp(A)| - |supp(B)|, o ile
tc TBDZ,

(©) [(A Xt B)p| < [Ap| - |Bp| <[(A %t B)ptpl,

przy czym dla t-normy Scistej, p jest dowolng liczbg z przedziatu (0,1), natomiast dla t-

normy archimedesowej i niescistej, p jest takie, ze pt p > 0.

Dowdd. (a) i (b) wynikaja z definicji operacji x¢. (c) jest konsekwencja inkluzji (A x; B), C
ApXBpC(A XtB)ptp- L]

2.2 Moc wzgledna zbioru rozmytego

Moc wzgledna zbioru rozmytego reprezentuje proporcje elementéw zbioru rozmytego, ktére
jednoczesnie naleza do innego zbioru rozmytego, totez méwi sie zazwyczaj o mocy wzgled-
nej zbioru rozmytego A wzgledem zbioru rozmytego B. Ten typ mocy odgrywa wazng
role w zagadnieniach numerycznej interpretacji nieprecyzyjnych kwantyfikatorow lingwisty-
cznych. Wyrazenia typu wiele, okoto potowa, itp. nazywane sg wzglednymi kwantyfikatorami
lingwistycznymi. Przyktadem zdania zawierajacego taki kwantyfikator jest “Okoto potowa

wartosci sprzedazy oprogramowania wsréd matych klientéw ma miejsce pod koniec roku.”.
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Zdania takie maja ogélng postaé “Q B x jest A”, gdzie @) jest nieprecyzyjnym kwantyfika-
torem lingwistycznym, a A i B sa w ogdlnosci nieostrymi wlasnosciami pewnych obiektow,
reprezentowanymi przez zbiory rozmyte. Procedura wyznaczania stopnia prawdziwosci ta-
kich zdan zasadza sie na zalozeniu, ze zdanie o rozwazanej strukturze jest semantycznie
réownowazne wyrazeniu “Moc wzgledna zbioru rozmytego A wzgledem B wynosi Q" (patrz
[60]). Problemowi numerycznej interpretacji kwanytfikatorow lingwisytcznych zostal poswie-

cony rozdzial czwarty niniejszej rozprawy.

Definicja 2.2. Uogdlniong wzgledng moc skalarng zbioru rozmytego A wzgledem zbioru
rozmytego B nazywamy liczbe

O'f(A |an B)

Uf,t(A|B) = O'f(B)

przy  op(B) #0, (2.12)

gdzie t jest dowolng t-norma, a f jest funkcjg wzorcowg.

Wtasnosci tak zdefiniowanej mocy wzglednej w istotny sposéb zalezg od doboru t-normy i
funkeji wzorcowej. Dyskusje niektorych, przy f = id it = A, znalez¢ mozna np. w [15], [30] i
[60]. Pojecia tego nie badano jednak dotychczas w pelnej ogolnosci, przy dowolnej t-normie

i funkcji wzorcowej. Przeprowadzimy ponizej taka analize, rozwijajac wyniki z [38].

Twierdzenie 2.4. Dla dowolnej funkcji wzorcowej f, t-normy t, t-konormy s oraz dowol-

nych zbiorow rozmytych A, B € FFS spetnione sq nastepujgce wtasnosci:
(a) 0<ops(AlB) <1
(b) ofe(1mlA) =1,

(c) Dla dowolnej skoriczonej rodziny zbiordw rozmytych A; € FFS takich, ze A;NA; = 1y
dlai#7j,1,7=1...n,n>1, mamy

ors((A1Us ... Ug A Zaft (A B). (2.13)

Dowdd. (a) Poniewaz A Ny B C B, wiec of(A Ny B) < o¢(B). (b) wynika z réwnosci
A In = A. (¢) Z definicji 2.2 dostajemy, ze whasnosé (2.13) jest rownowazna nastepujacej
wlasnosci:

0((A1Us ... Us Ap) Mg B) =Y o(4;i Mg B), (2.14)
i=1

oile o¢(B) > 0. Z roztacznsci zbioréw rozmytych A; mamy

Uf((Al Ug ... Ug An) M B) = Jf((AlU )ﬂt B)
= Uf((Al M B) U(An M B))
= zn:o‘f A; ﬂtB

i=1

.
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Konstrukcja o4 przypomina prawdopodobiefistwo warunkowe, a twierdzenie 2.4 moéwi, ze
ot spelnia warunki podobne do trzech aksjomatow prawdopodobienistawa warunkowego,
przy ograniczeniu do skonczonej addytywnosci. Jednak dalsze wlasnosci of; bedg réznic
sie od znanych wtasnosci prawdopodobienistwa warunkowego, ktére wynikaja zazwyczaj z
boolowskiej natury algebry zbioréw (patrz np. twierdzenie 2.6, (2.30), (2.31)).

Wtasnosé (2.13) zachodzi réwniez, gdy operacje N w warunku rozlacznosci zastapimy
przez Mg ze Scisty t-norma. Z drugiej strony, gdy t-norma ¢ jest archimedesowa i niescista,

wlasno$é ta w ogélnosci nie jest zachowana.

Przyklad 2.3. Niecht =tg2 i 8 = sg2. Weimy Ay = 0.3/x1 + 0.1/x9 + 0.6/23, Ay =
0.2/2140.5/2240.5/23 oraz B = 0.6/x1+0.5/x2+0.8/x3 w pewnym uniwersum M. Mamy
AN Ay = 1p, a takze op(A1 Mg B) =0 i oy(A2 Mg B) = 0, natomiast oy((Ay Us A2) Ny B) =
£(0.8). Stgd (2.13) nie jest spetniona.

Jesli t jest dowolng niescista archimedesows t-normg i A; € FFS dlai = 1...n, s3
takimi zbiorami rozmytymi, ze A; Mg A; = 1y dla i # j, wowczas, analogicznie do dowodu
twierdzenia 2.3 mozna pokazaé, ze (2.13) jest spelniona tylko wtedy, gdy f, ¢t i s sa takie,
ze dla dowolnych liczb ay, ..., a,,b € [0,1] spelniajacych a; t a; = 0 (i # j) mamy

f((a1 8 ...8an)th)=f(a1tb)+ ...+ f(anth). (2.15)

Ta wtasnosé z kolei jest spetniona, przy dowolnej niescistej archimedesowej t-normie ¢, tylko

wtedy, gdy f = fi,1 oraz t-konorma s jest taka, ze a s b = 1 wylgcznie dla a = 1 lub b = 1.

Rozwazmy rodzine zbioréw rozmytych A; € FFS, i = 1...n, n > 1, takich, ze
AiNg A;j =1y dlai # j, oraz

A1 Ug Ao Ug ... Us Ay, = 1, (216)

gdzie t - dowolna t-norma, s - dowolna t-konorma. Ponadto, niech B € F'F'S oraz o¢(A;) > 0

dla kazdego i = 1,...,n. Zbadajmy problem spelnienia réwnosci
n
O'f(B) = ZUf,t(B‘Ai) -O'f(Ai), (2.17)
i=1

bedacej w rozwazanej teorii odpowiednikiem wzoru na prawdopodobienstwo catkowite,

ktorej rownowazna postacia jest

n

of(B) = o(Bng Ay). (2.18)
i=1
Jesli ¢ nie ma dzielnikow zera, to (2.16) implikuje, ze zbiory rozmyte A;, i = 1,...,n,

sprowadzaja sie do zbioréw w zwyklym sensie. Wowcezas rownosé (2.17) jest spelniona przy
dowolnym B € FFS, a dowod tego faktu jest analogiczny do dowodu klasycznego wzoru
na prawdopodobieristwo catkowite i dlatego pomijamy go. Co wiecej, gdy A; sprowadzaja
sie do zbioréw, to (2.17) zachodzi przy dowolnej t-normie ¢. Jesli natomiast zbiory rozmyte

A; € FFS sa dowolne, a t jest t-norma archimedesowa i niescista, to wlasnosé (2.18) nie
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zachodzi. Wezmy na przyktad M = {z1, 22,23}, t =tz i 8 = sg. Niech A; = 1/21+0.5/x2,
As = 0.5/x9 + 1/x3 oraz B = 0.5/x9. Wowcezas Ay My Ag = 1p 1 A1 Us A2 = 1, lecz
of(B) = f(0.5) oraz of(B Ny A1) = os(BNg A2) = 0, a wiec (2.18) nie zachodzi przy zadnej
funkcji f, dla ktorej f(0.5) > 0.

Przedstawimy teraz podstawowe wtasnosci operacyjne uogélnionych skalarnych mocy
wzglednych. Jedna z podstawowych wtasnosci uogélnionych mocy skalarnych jest ich mono-

tonicznosé. Wilasnoéé ta posiadaja rowniez uogodlnione skalarne moce wzgledne.

Twierdzenie 2.5. Niecht i s bedg dowolnymi t-operacjami oraz f bedzie dowolng funkcjq
wzorcowq. Dla dowolnych zbioréw rozmytych A1, As, ..., Ay € FES, n > 2, mamy

(a) Al C Ay = O‘ft(A1|A3) O‘ft(A2|A3)

(b) O'f(A1 Ng Ao Ng ... N An) = O‘f(Al) . O’th(A2|A1) . O’f7t(A3|A1 Mt AQ) et 0'f7t(An‘A1 M
e An—1)7

(c) ops(Ar1]AT) = ope(ATHA1) = 0, gdy t jest lewostronnie ciggta oraz of(Ar) # 0 @
op(AT") #0,

(d) or(A1|As) V ope(A2]As) < opp(Ar Us A2|As3),

(e) O'ft(Al Mt A2|A3) O'ft(A1|A3) A O'ft(AQ‘Ag)

Dowdd. (a) wynika z monotonicznosci Ng. (b) wynika wprost z (2.12), a (c) jest konsekwencja
(2.12) i (1.24). (d) i (e) wynikaja z (a). O

Z (2.12) oraz wlasnosci a t a < a wynika, ze dla A € FF'S, t-normy ¢ i funkcji wzorcowej
f mamy w ogolnosci ors(AJA) < 1, o ile 0¢(A) > 0. Zauwazmy, ze mozliwe jest nawet

oft(AlA) =0, np. o, (0.5/2|0.5/) = 0 dla kazdego f takiego, ze f(0.5) > 0.
Twierdzenie 2.6. Rownosc
ort(AlA) =1 (2.19)

zachodzi dla kazdego A € FFS o mocy of(A) > 0 tylko wtedy, gdy f it sq takie, Ze
Va € [0,1]: f(ata)= f(a). (2.20)

Dowdd. (<) Zatozmy, ze (2.20) jest spelnione przez f it. Na mocy twierdzenia 2.2 dosta-

F(Ang A Zf Zf ) =o0(A),

zeM zeM
tzn. (2.19) zachodzi dla kazdego A € FF'S o dodatniej mocy. (=) Przypusémy, ze (2.20)
nie jest spelnione, tzn. f(at a) # f(a) dla pewnego a € (0,1), co implikuje f(a) > 0, gdyz
ata < a. Biorac A = a/x z dowolnym x € M, dostajemy o¢(ANy A) = f(ata) # f(a) =
of(A), a zatem org(AJA) < 1. O

jemy wiec

Jezeli t = A, to kryterium (2.20) trywializuje si¢ i jest spelnione dla dowolnej funkeji

wzorcowej f. O spelnieniu (2.20), gdy ¢ jest t-norma archimedesowa méwi ponizszy wniosek.
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Wnhiosek 2.1. Jezelit jest t-normq archimedesowaq, to jedynymi parami (f,t) spetniajgcymi

(2.20) sq pary takie, Ze:
() f = fac it jest Scista,
(b) f = foo it jest Scista,

(c) f=fi1

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze powyzsze pary spelnieniaja (2.20). Jezeli f # fae, f # fi1
oraz [ # fa (tzn. funkcja f nie jest stala na przedziale (0, 1)), to istnieje 2’ € (0,1) taki,
7€

Ve <a': f(z) < f(z') i Vz>a': f(@') < f(o)

lub
Ve <a': f(x) < f(2) i Vx> f(@) < f(x).

Przy dowolnej archimedesowej t-normie ¢ istnieje wiec a € (0,1) takie, ze f(at a) < f(a),
a wiec (2.20) nie zachodzi. Pozostaje do rozwazenia przypadek, gdy f # fi,1 oraz t jest
archimedesowa 1 niedcista. Zatem ¢ ma dzielniki zera, tzn. a t a = 0 dla pewnych a € (0, 1).
Poniewaz f # f1,1, istnieje punkt 2’ € (0, 1) taki, ze f(z’) > 0. Gdyby f(a) > 0 dla kazdego
a € (0,1), to dla pewnego a € (0,1) otrzymalibysmy f(a t a) = 01 f(a) > 0, a zatem
warunek (2.20) nie bytby zachowany. Zalozmy wiec, ze f(a) = 0 dla pewnych a € (0,1).
Istnieje wiec 2’ € (0,1) taki, ze

Ve<a2': f(x)=0 1 Vax>a': f(z)>0

lub
Ve <a2': flx)=0 i Va>a2': f(z)>0.

W pierwszym przypadku, wezmy a € (0,1) takie, ze at a = 2’ < a. Wtedy f(ata) =01
f(a) > 0, tzn. (2.20) nie zachodzi. W drugim przypadku, wezmy a = 2. Wowczas a t a < 2/,
czyli f(a) > 0 oraz f(ata) =0, a wigc (2.20) takze nie zachodzi, co koriczy dowod. O

W poprzednim podrozdziale przedstawiliémy warunek konieczny i dostateczny spetnienia
prawa waluacji przez moce skalarne. Zbadamy teraz, kiedy analogiczne prawo jest zachowane

przez uogdlnione moce wzgledne.

Twierdzenie 2.7. Niech t bedzie t-normg i 8 niech bedzie t-konormg. Ponadto, niech f

bedzie funkcjq wzorcowq. Wiasnosé
VA,B,C € FFS: Uﬁt((A Us B)|C) + nyt((A Mg B)|C) = Ufyt(A’C) + O'f,t(B’C) (2.21)
przy o5(C) > 0 jest prawdziwa tylko wowczas, gdy f, t i s spetniajq warunek

Va,b,c € [0,1]: f((asb)tc)+ f((atb)tc)= flatc)+ f(btc). (2.22)
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Dowdd. (<) Implikacja wynika z definicji 2.2 i twierdzenia 2.2. (=) Zal6zmy, ze (2.22) nie
jest spelnione, tzn. istnieja liczby a,b € (0,1) i ¢ € (0, 1] takie, ze

fllasb)te)+ fllatd)te) # flate)+ f(bt o),

co implikuje f(c¢) > 0. Ktadac A = a/z, B = b/z i C = ¢/ dla pewnego x € M,

otrzymujemy wiec
of(AUs B)rw C)+0((AMg B) M C) # 05(ANg C) + o4 (B g C).
przy o(C) > 0, tzn. (2.21) nie jest spetniona. Dowodzi to rownowaznosci (2.21) 1 (2.22). O

Jak tatwo zauwazy¢, gdy t = A 18 =V, wowcezas (2.22) jest spelnione dla dowolnej funkcji
wzorcowe] f, poniewaz {a V b,a A b} = {a,b}. Innym przyktadem obiektéw spelniajacych
(2.22) sa trojki (f,t,s) speliajace jednoczesnie (2.3) i (2.7), a wiec np.:

1. (fi1,t,8), gdzie t jest dowolng t-norma, a t-konorma s jest taka, ze a s b = 1 tylko
wtedy, gdy a =1 1lub b =1,

2. (f20,t,8), gdzie t-norma t € TBDZ, a s jest dowolna t-konorma,
3. (e79,t,t*), gdzie t jest Scista t-norma z generatorem g, takim, ze
Va €[0,1]: e 9@ 4 ¢m90-a) — 1,
W szczegolnosei np. (id,t,,8,) jest taka trojka.

Wszystkie trojki (f,t,s) zawarte w powyzszym przykladzie spelniaja jednoczesnie prawo
subaddytywnosci dla uogoélnionych skalarnych mocy wzglednych zbioréw rozmytych. Sfor-

mulujmy twierdzenie opisujace wszystkie obiekty spelniajace ta wlasnosé.
Twierdzenie 2.8. Niecht bedzie t-norma, s - t-konorma, a f - funkcjg wzorcowg. Wowczas
VA,B,C € FFS: 04(AUg B|C) < 044(A|C) + 044(B|C) (2.23)
przy o5(C) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
Va,b,c € [0,1]: f((asb)tec) < flatc)+ f(btc). (2.24)
Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia 2.7. O

Twierdzenie 2.4(c) pokazuje, ze wynik dodawania uogolnionych skalarnych mocy wzgled-
nych zbioréw rozmytych ma zawsze klasyczng interpretacje. Kolejne twierdzenie rozstrzyga,
kiedy iloczyn dwoch takich liczb ma klasyczna interpretacje w postaci uogélnionej skalarnej

mocy wzglednej produktéow kartezjanskich odpowiednich zbioréw rozmytych.
Twierdzenie 2.9. Dla dowolnej t-normy t i funkcji wzorcowej f mamy:

VA,B,C,D € FFS: 04(A x4 B|C x¢ D) = 044(A|C) - 044(B|D) (2.25)
przy 0f(C x¢ D) > 0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Va,b € [0,1]: f(atbd) = f(a)- f(b). (2.26)
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Dowdd. (<) Zalozmy, ze warunek (2.26) jest spelmiony. Wezmy dowolne zbiory rozmyte
A,B,C,D € FFS, takie ze 0 (C x¢ D) > 0. Nieréwnos¢ ta implikuje o¢(C') > 0, o¢(D) > 0,
gdyz wobec twierdzenia 2.2 1 (2.26) mamy

of(C x¢ D) = Y. f(CxeD)(zy)= > f(C(z)tD(y))
(z,y)EMxM (z,y)EMxM
= Yo f(C@) - f(Dw) =) f(Cx) Y F(Dy))
(z,y)eEMxM reM yeM

= 07(C)-o5(D).
Podobnie,
Uf((A Mg C) X¢ (B Mg D)) = Uf(A Mg C) . Uf(B |an D)
Poniewaz (A x¢ B) Mg (C x¢ D) = (AN C) x¢ (B My D), otrzymujemy wiec

AﬂtC) ~O'f(Bﬁt D)
07 (C) - o7 (D)

o
op4(A x¢ B|C x4 D) = i = 074(A|C) - 074(B|D),
tzn. (2.26) implikuje (2.25). (=) Przyjmijmy, ze (2.26) nie zachodzi, tzn. f(a t b) # f(a) -
f(b) dla pewnych a,b € (0,1), co pociaga, ze f(a), f(b) > 0. Wezmy A = a/x, B = b/y,
C =1/z 1D = 1/y przy dowolnych x,y € M. Wtedy

_o(atb/(z,y) _
O'f7t(A Xt B|C Xt D) = W = f(at b),

ort(AlC) = f(a/x) = f(a) oraz os4(B|D) = f(b),

a wiec 0p4(A x¢ B|C x¢ D) # 074(A|C) - 074(B|D), tzn. (2.25) nie zachodzi. Zatem (2.25)
implikuje (2.26). O

Twierdzenie 2.9 sformutowaliSmy dla przypadku, gdy A, B, C, D sa zbiorami rozmytymi w
jednym uniwersum M. batwo jednak zauwazyé, ze prosta modyfikacja dowodu pozwala
rozszerzy¢ teze na przypadek zbioréw rozmytych A 1 C w M oraz Bi D w N # M.
7 powyzszego twierdzenia wynika, ze wszystkie pary (f,t) spelniajace prawo produktu
kartezjariskiego dla skalarnych mocy zbioréw rozmytych spetniaja tez to prawo dla mocy
wzglednych zdefiniowanych w (2.12) (patrz przyklad 2.2).

W [60] udowodniona zostata nieréwnosé o;ga(A|B) + i n(A'|B) > 1, ktora ma zas-
tosowania w systemach eksperckich. Jednakze w sytuacji ogélniejszej, tzn. przy dowolne;j
t-normie indukujacej przekrédj zbioréw rozmytych, dowolnej funkcji wzorcowej oraz dowol-
nej negacji wyznaczajacej dopelnienie zbioru rozmytego, powyzsza wlasnosé¢ w ogoélnosci
nie zostanie zachowana. Nadto, z (1.25) wynika, ze dla dowolnej niescistej archimedesowej
t-normy ¢ oraz zbioru rozmytego A € FF'S mamy oy4(A|B)+0t(A*|B) = 0, dla dowolnej
funkcji wzorcowej f, oile B C AN A™.

Przykltad 2.4. Niecht =tgs, v =14 i |M|=10. Wezmy zbidr rozmyty

A=1/x1+1/22+0,9/23+0,8/x4 + 0.7/x5 + 0,6/x6 + 0,5/x7 + 0,4/ z5.
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Wowczas

A% = \J0,19/x5 + /0,36/24 + /0,51 /25 + /0, 64 /6
—+V 075/.’E7 + \/0,84/1‘8 + 1/$9 + 1/1710.

Niech
B =+/0,19/z3 4+ /0,36/x4+0,7/x5 + 0.6/x6 + 0,5/x7 + 0,4/ xs.

Wowczas 04(A|B) 4+ 054(A%|B) = 0 dla dowolnej funkcji f.

Kolejne twierdzenie mozemy nazwaé¢ prawem dopelnienia dla uogélnionych skalarnych mocy

wzglednych.

Twierdzenie 2.10. Niech f bedzie funkcjq wzorcowq, t - t-normg i v - negacjq. Jesli M

jest zbiorem skoriczonym, to

VA,B€ FFS: 044(A|B)+054(A”|B) =1 (2.27)
przy of(B) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f,t i v sq takie, Ze

Va,b € [0,1]: f(atb) + f(v(a)tb) = f(b). (2.28)

Dowdd. (<) Jesli kryterium (2.28) jest spelnione, to na mocy twierdzenia 2.2 otrzymujemy
of(ANgB)+0¢(A” My B) = 04(B), a wiec prawdziwe jest (2.27). (=) Przypus$émy, ze (2.28)
nie zachodzi, tzn. istnieja liczby a € (0,1) 1 b € (0, 1] takie, ze f(at b) + f(v(a) t b) # f(b),
co implikuje f(b) > 0. Kladac A = a/x i B = b/x dla pewnego = € M, otrzymujemy

o4(A B) + og(A” 04 B) = f(at )+ f(u(a) £ b) £ [(b) = o7(B),
a wiec 0p4(A|B) + op4(AY|B) # 1, tzn. (2.27) nie zachodzi. O
Wnhniosek 2.2.

1. Wtasnosé
VA,B € FFS: 0iq1(A|B) + 0iq4(A”|B) = 1 (2.29)

przy 0;q4(B) > 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdyt =t, i v = vg, co jest konsekwencjq
twierdzen 2.10 1 1.6.

2. Jesli zatemt <t, i v < vy, to
VA, B e FFS: O'id’t(A’B) + O'id’t(AV‘B) <1 (230)

przy 0iq(B) > 0. W szczegdlnosci (2.30) zachodzi wiee dlaty, tg, tsy dla X > 1, ty y
dla \ > 1, tx)\ dla A < 1, tVV,/\ dla X < 0.

3. Jeslit>t, iv > g, to
VA,B € FFS: O'id7t(A’B) + O’id’t(AV‘B) >1 (231)

przy oiq(B) > 0. W szczegolnosci (2.31) jest spetnione zatem przezt = A, tyy 2z
)\<1,tF7,\ z A <1.
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4. (2.28) jest spetnione przez wszystkie trdjki (f,t,v), ktore spetniajq jednoczesnie wlas-
nosci (2.7) oraz (2.9). Sq to np. trojki

(a) (fi,1,t,v2.1), gdzie t jest dowolng t-normg,
(b) (f20.t,v1,0) gdzie t-normat € TBDZ,
(c) (e79,t,v) gdzie t jest Scistqg t-normq, a jej generator g i negacja v sq takie, ze

dla kazdego a € [0,1]: e=9(@) 4 o—9(w(a) = 1.

Przyktadem trojki (f,t, v) speiniajacej nier6wnosé (2.30), gdy f # id, jest trojka (f3p,ta, VE),
gdzie p > 1. Z kolei (f3p,tq,v2), gdzie p € (0,1), jest przykladem trojki spelniajacej
nier6wnos¢ (2.31). Ponadto, dla dowolnej t-normy ¢ i funkcji wzorcowej f mamy s,, , < 1,
Supy = 1, 84, < 8y < 84y, gdzie s, = 07 4(A|B) + 054 (AY|B).

30



Rozdzial 3

Moce skalarne generowane przez

moce wektorowe

Podejscie wektorowe oferuje bardziej adekwatna i kompletng informacje o mocy zbioru
rozmytego niz podejscie skalarne. Jest jednak bardziej ztozone obliczeniowo. W niniejszym
rozdziale przedstawimy trzy podstawowe sposoby definiowania uogélnionych liczb kardynal-
nych iich rozszerzenia indukowane przez t-normy. Zbadamy réwniez trzy warianty okreslania

mocy skalarnych w oparciu o liczby FGCount z normami triangularnymi.

3.1 Uogoélnione liczby kardynalne

Wprowadzmy dodatkowa symbolike i konwencje notacyjna. Uogélnione liczby kardynalne
bedziemy oznacza¢ poczatkowymi literami alfabetu greckiego «, 3,7, .... Rownos¢ a =
rozumiemy jako zwykla rownosé punktowa a(i) = (i) dla kazdego i. Niech A € F'F'S oraz

[Al; =\/{t € (0,1]: [A]>i} dlaieN={0,1,2,...}. (3.1)

Widagé, ze [A]p = 1, [4]; = 1 dla i < |core(4)|, [A]l; = 0 dla i > |supp(A)|, natomiast
[A]; € (0,1), gdy |core(A)] < i < |supp(A)|. Ponadto, tatwo zauwazy¢, ze [A]; jest i-tym ele-
mentem w nierosnaco uporzadkowanym ciggu wszystkich dodatnich stopni przynaleznosci
A(z), uwzgledniajacym ich ewentualne powtorzenia. Uogoélnione liczby kardynalne reprezen-

towaé¢ bedziemy za pomoca notacji wektorowej w nastepujacy sposob:
a = (ag,a1,...,a, (a)) dla keN.

Zapis ten oznacza, ze a(i) = a; dla kazdego i < k oraz a(i) = a dla kazdego i > k.

Niech a: FFS — [0,1]N. Pierwszym z trzech wariantéw definiowania uogolnionych liczb
kardynalnych, ktore przedstawimy, jest liczba typu FGCount. Liczbe tg definiuje sie w
nastepujacy sposoéb

a(k) = FGCount(A)(k) = [A]x dla k€N, (3.2)
co w notacji wektorowej mozna zapisa¢ w postaci

FGCount(A) = (1,[A]1, [A]e, ..., [A]n) gdzie n = |supp(A)].
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Konstrukcje ta mozna takze uogdlni¢ na nieskoriczone zbiory rozmyte. FGCount(A)(k)
wyraza stopien, w jakim zbiér rozmyty A ma co najmniej k elementéw. Wariantem dualnym
jest liczba typu F LCount, wyrazajaca stopienn w jakim zbiér rozmyty A ma co najwyzej k

elementow. Definiuje sie ja jako
a(k) = FLCount(A)(k) =1— [A]g+1 dla ke N. (3.3)
W zapisie wektorowym liczba ta ma postaé
FLCount(A) = (1 — [A]1,1 — [A]2, ..., 1 = [A],, (1)).
Trzecim z wariantow jest liczba typu F ECount zdefiniowana nastepujaco:
a(k) = FECount(A)(k) = [A]Jx N1 — [A]gy1 dla k€ N. (3.4)

a(k) wyraza stopienn w jakim zbiér rozmyty ma doktadnie k elementow. W notacji wek-

torowej mamy wiec
FECount(A) = (1 —[A]1, ..., 1= [Alica), [Alicay, [Alicay+15 - - - [Aln),

gdzie [(A) = N{k € N: [A] + [A]p+1 < 1}

Uogolnione liczby kardynalne (3.2), (3.3) oraz (3.4) stosuje sie do zbior6w rozmytych ze
standardowymi operacjami U i N. Rozwazania dotyczace zbioréw rozmytych z t-normami
wymagaja uogodlnienia tych definicji ([49], [50]). Uogolnienie (3.2) na przypadek zbioréow

rozmytych z dowolnymi t-normami jest nastepujace:
FGCounty(A)(k) = [Al1 t [A]2t ... t[A]y dla ke N. (3.5)

Liczbe tej postaci nazywa sie wogdlniong liczbg kardynalng typu FGCount indukowang przez
t-norme. Gdy t = A, wtedy (3.5) sprowadza sie do (3.2). W notacji wektorowej mamy

FGCounty(A) = (1, [A]1,[Al1 t [A]a, ..., [Al1 t [A]at ... t [A],).
Uogolnienie liczby F'LCount ma postaé
FLCounts,(A)(k) = v([Alg+1) t v([Alg42) t ... tv([A],) dla ke N, (3.6)

gdzie t jest t-norma, a v jest negacja. Powyzsze uogélnienie sprowadza sie do postaci klasy-

cznej, gdy t = A i v = vg. W zapisie wektorowym,

FLCounts,(A) = (w([Ah)tv([A]2)t ... tv([A],),
v([Al2) tv([A]s) t ... tv([A]n),

v([Aln—1 t v([Aln), v([A]n), (1)).

Uogolniona liczba kardynalna typu F'ECount indukowana przez t-norme t i negacje v jest

zdefiniowana jako

FECounty, (A)(k) = [Alit[Aat ... t[A]t (3.7)
v([Alerr) t v([Aljs2) t ... tv([A]p) dla k€N



Przy t = A oraz v = vg uogblnienie powyzsze sprowadza sie do postaci klasycznej. W notacji

wektorowej mamy

FECount,(A) = (v([Ah)tv([Al2)t ... tv([A]n),

ot ... t[A]l—1 tv([A]n),

ot ... t[A]).

Analiza zagadnien rownolicznosci, operacji arytmetycznych i wtasnosci uogoélnionych liczb
kardynalnych typu FGCount, FLCount i F ECount znajduje sie w [47], [49], [50] i [52].

3.2 Moce skalarne indukowane przez FGCount

Istnieje zwiazek miedzy moca skalarng o;4(A) zbioru rozmytego A € F'F'S a moca wyrazong,

przez FGCount(A), mianowicie

n
oiqa(A) = ZFGCount(A)(z‘), (3.8)
i=1
gdzie n = |supp(A)|. Zaleznosé ta inspiruje do okreslenia mocy skalarnej w ogolniejszy

sposob z uzyciem FGCounty(A). Wprowadzimy i zbadamy trzy warianty takiego uogol-
nienia. Niech t oznacza dowolng t-norme, a f - funkcje wzorcowa. Niech

n

oras(A) =Y [Alit[Alat ... t[A]. (3.9)
k=1
orcar(A) =3 FIAL t F(AL)E ... t £(AL). (3.10)
k=1
orcre = FAL ¢ [Alat ... ¢ [A],), (3.11)
k=1

Kazda z tych konstrukcji moze postuzyé do okreslenia odpowiednich mocy wzglednych jak w
rozdziale 2. Zauwazmy, ze jezelit = A, to opgg(A) = 0,4(A) oraz opg,f(A) = org,pi(A) =
of(A). Z kolei, gdy f =1id, to opgt,f(A) = ora,ft(A) = orgt(A). Jedli jednoczesnie t = A
oraz f =id, wtedy opgt f(A) = org, r4(A) = orgi(A) = 0i4(A). Zauwazmy tez, ze jezeli

funkcja wzorcowa f i t-norma t sa takie, ze
Va,b e [0,1]: f(atb) = f(a)t f(b), (3.12)

to opat,f(A) = opa,rt(A). Przykladami funkcji wzorcowych i t-norm spetniajacych (3.12)
59

1. f3p i t-norma algebraiczna,
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2. f1,1 i dowolna t-norma ¢.

Ponadto, dla dowolnej t-normy ¢ i dowolnej funkeji wzorcowej f mamy opg(A) < 0ia(A),
a takze UFG,t,f(A) < Uf(A) 1 UFG,f,t<A) < Uf(A).

Zauwazmy, ze liczbe (3.9) mozemy interpretowaé jako sume wazona liczb [A]g, gdzie
kE =1,...,n. Dla kazdego [A]g, jego waga jest liczba [A]1 t ... t [A]x—1. Oczywiscie dla
[A]1 waga jest 1. Podobna interpretacja jest uprawniona dla liczb (3.10) i (3.11). W dalszym
ciagu przez u oznaczaé bedziemy t-norme indukujaca przekroj i iloczyn kartezjariski zbioréw
rozmytych, natomiast przez t oznaczaé¢ bedziemy t-norme indukujaca uogédlniong liczbe
kardynalng F'GCount; zbioru rozmytego.

3.2.1 Wilasnosci opgy

Analize wlasnosci liczb (3.9) rozpoczniemy od sprawdzenia, czy tak okreslona moc skalarna
spetnia postulaty (P1)-(P3) definicji 2.1.

Twierdzenie 3.1. Niech t oznacza t-norme, a,b € [0,1] oraz A, B € FFS. Moc skalarna

orgt: FFS — [0,00) spetnia nastepujgce wtasnosci:
() orae(l/a) = 1,
(b) a<b = orgila/x) < oras(b/y),
(c) ANB =1y = orpgt(AUB) =0pgt(A)+ orct(B) tylko wtedy, gdy t = A.

Dowdd. Spelnienie wlasnosci (a) i (b) jest oczywiste. (c) (<) Jezeli t = A, to opgt(A) =
0i4(A), a zatem wlasnos¢ addytywnosci zachodzi. (=) Zalozmy, ze t # A, tzn. istnieja takie
liczby a,b € (0,1), ze at b < a Ab. Wezmy roztaczne zbiory rozmyte A = a/x oraz B = b/y
dla z,y € M. Dostajemy wtedy

orgt(AUB) =aVb+atb<a+b=oprgi(A) +orcs(B).
Stad warunkiem koniecznym i dostatecznym addytywnosci opgg jest t = A. O
Gdy wu jest $cista t-norma, to (¢) mozna zapisaé jako
ANy B=1yp = opgi(AUs B) = 0pgi(A) + orgs(B) tylko wtedy, gdy t = A.

Wtasnosé ta nie jest spelniona w ogélnosci, jesli u zastapimy dowolna niescista archimede-

sowg t-norma.

Twierdzenie 3.2. Niech t oznacza t-norme oraz A, B € FFS. Prawdziwa jest nastepujgca
implikacja:
ANB =1y = orpet(AUB) <opgt(A)+ orgt(B). (3.13)

Dowdd. Zatozmy, ze AN B = 1y. Niech n = [supp(A4)| i m = |supp(B)|. Wtedy

|supp(AU B)| =n+m
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oraz ciag ([A U BJ; )"+m powstaje przez posortowanie w sposob nierosnacy potaczonych
ciagow ([A];)7 oraz ([B];)™,. Z takiej konstrukcji ciagu ([A U BJ;)"/™ wynika, ze dla

kazdego k = 1,...,n +m mamy [AU B]; = [A], lub [AU B|; = [B], gdzie p € {1,...,n}
igedl,.. m} oraz k > p lub (odpowiednio) k > ¢q. Zatem, z monotonicznosci t-normy ¢
mamy, ze

[AUB) t ...t [AUBl <[Aht ... t[A],, gdy [AUBJ=[A],

oraz

[AUB] t ...t [AUB], <[Blit ... t[Bl,, gdy [AUB], =Bl

Ostatecznie dostajemy, ze

orai(AUB) = nin[AUB]lt . t[AUB
=1
< i[A]lt t[A]k—l—i[B]lt .t [B]l
k=1 =1

= oras(A) +oras(B).
]

Intuicja podpowiada, ze subaddytywnos¢ powinna takze zachodzié¢ dla nieroztacznych zbioréw

rozmytych, a potwierdza to

Twierdzenie 3.3. Niech t oznacza t-norme. Wtedy
VA,B € FFS: opgt(AUB) <opgt(A)+ ora(B). (3.14)

Dowdd. Niech A, B € FFS iniech n = |supp(A)| oraz m = |supp(B)|. Na mocy twierdzenia
3.2, jezeli AN B = 1y, to

orct(AUB) < opgt(A) + orai(B).

Jezeli AN B # 1y to konstruujemy zbiory rozmyte C' i D takie, ze C N D = 1y, [A]lx = [Cx
oraz [Bl; = [D], dla kazdego k € N. Oczywiscie opgt(A) = orat(C) 1 opge(B) =
orat(D). Zauwazmy, ze [AU B, < [C U D]y, dla kazdego k € N, gdyz (analogicznie do
dowodu twierdzenia 3.2) dla kazdego k € N mamy [C'U D], = [A], lub [C U D], = [B],,

natomiast ciag ([A U B];)I_,, gdzie r = |supp(A U B)|, powstaje z ciagu ([C U D];)!H"
przez usuniecie z niego pewnych elementéw. Innymi stowy, ciag ([A U BJ;)I_; jest posor-

n+m

towanym ciagiem odpowiednich maksiméw, natomiast ([C' U D];)™™ jest posortowanym

ciagiem wszystkich [A]; i [B]; (i=1,...,n,j=1,...,m). Ostateczme mamy
UFGt(AUB) O’FGt(CUD) UFGt(C)—i-UFG,t(D) :UFG,t(A)+0'FG,t(B)-
O

Twierdzenie 3.4. Niech s oznacza t-konorme, t - t-norme, A,B € FFS oraz A; € FFS
dla kazdego indeksu i € J (J - skoriczony).
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(a) Jesli A; N A; = 1y dla wszystkich i # j, to opat(Uses Ai) = Dicsorat(4A:) tylko
wtedy, gdyt = A,

(b) orat(A) = orgi(B), gdy istnieje bijekcja b: supp(A) — supp(B) taka, ze A(x) =
B(b(z)) dla kazdego x € supp(A),
() orae(A) = |supp(A)], jesli A € FCS,
(d) orct(A) < opci(B), jesli A C B,
(e) |core(A)| < opgi(A) < |supp(A)|.
Dowdd. (a) wynika z twierdzenia 3.1(c). (b) - (e) wynikaja z definicji [A];, monotonicznosci
t oraz monotonicznosci [A]; wzgledem A. O

Zauwazmy, ze opgt(A Ny A) = opgt(A) tylko wtedy, gdy u = A oraz opgt(A Us A) =
orat(A) tylko wtedy, gdy s = V. Istotnie, gdy np. u # A, to istnieje a € (0,1), takie ze
aua < a. Biorac A = a/x dla pewnego z € M, dostajemy opgt(A My A) =aua <a=

orat(A). Zwroémy tez uwage, ze jezeli u jest dowolng archimedesows t-norma, to

u
UFG,t( ﬂ A) = |coreA|,
2

i=1,...,

natomiast jesli s jest dowolna archimedesows t-konorma, to

i=1,....k

S
UFG,t( U A) i |suppAl.
1=

Zajmiemy sie teraz analizg wtasnosci operacyjnych. Podamy warunki spetnienia prawa
waluacji, prawa dopelnienia i prawa produktu kartezjanskiego dla zbioréw rozmytych i ich

mocy skalarnych postaci (3.9).

Twierdzenie 3.5. Prawo waluacji
VA,B e FFS: UFG,t(A Usg B) + UFG,t(A My B) = O'FG,t(A) + UFG’t(B) (3.15)

jest spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy t-konorma s i t-norma w spetniajg rownanie funkcyjne
(1.12) orazt = A.

Dowdd. (<) Zatozmy, ze t = A oraz s i u spelniaja wlasnosé (1.12). Wowcezas opgt = 044,
a wiec (3.15) wynika z twierdzenia 2.3(a). (=) Przypu$émy, ze s i u nie spelniaja (1.12),
tzn. istnieja liczby a,b € (0,1) takie, ze a 8§ b+ a u b # a + b. Wezmy zbiory rozmyte
A =a/z oraz B = b/x dla pewnego x € M. Wtedy

O'FG,t(A Us B) + O'FG,t(A MuB) = asb+aub
a+b
orct(A) + orai(B).

RIS
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Zatozmy z kolei, ze t # A, tzn. istnieja liczby a,b € (0,1), dla ktorych at b < a Ab. Wezmy
zbiory rozmyte A = 1/x1 + a/x9 oraz B = b/x1 + 1/x9 dla pewnych z1,x2 € M. Wtedy

orct(AUs B) + opg (A Ny B) 24+aVbtath

< 2+aVb+aANbd
= 24+a+bd
orat(A) +orci(B).

Prawo waluacji nie jest wiec spelnione. Ostatecznie t = A oraz s i u spalniajace wlasnosé

(1.12) sa warunkami koniecznymi i dostatecznymi dla (3.15). O

Jesli t = u, jedynymi t-operacjami spelniajacymi (3.15) sa wiec V i A. Nim sformulujemy
kryteria spelnienia prawa produktu kartezjanskiego zauwazmy, ze dla dowolnych archimede-

sowych t-norm ¢ i ¥4 mamy
|core(A)| - |core(B)| < opa (A x4 B) < |supp(A)| - |supp(B)|.
Twierdzenie 3.6. Prawo produktu kartezjariskiego
VA,B € FFS: opgt(A xy B) = o0rgt(A) - orct(B) (3.16)
jest spetnione tylko wowczas, gdy u jest t-normg algebraiczng it = A.

Dowdd. (<) Jeslit = Niu=t,, to opgt = 0iq 1 spelnienie (3.16) wynika z twierdzenia
2.3(¢c). (=) Zalozmy, ze u # t,, tzn. istnieja liczby a,b € (0,1) takie, ze a u b # a-b. Wezmy
zbiory rozmyte A = a/x oraz B = b/y dla pewnych x,y € M. Wtedy

UFG,t(A Xu B) =aqub 7é a-b= UFG,t(A) . UFG,t(B);

tzn. (3.16) nie zachodzi. Przyjmijmy wiec, ze t # A, tzn. istnieje a € (0, 1) takie,ze a t a < a.
Wezmy zbiory rozmyte A = 1/x1+a/x21 B = 1/x3+1/x4 dla pewnych 1, x9, x3, 24 € M.
Wtedy

orgt(Axy B)=1+14+a+ata < 2-(1+a)=o0pgt(A) - orcs(B),
a zatem (3.16) nie jest spelnione. O
Twierdzenie 3.7. Prawo dopetnienia
VAe FFS: opgt(A) +orat(A”) =|M|, M - skoriczone (3.17)
jest spetnione tylko dlat = N oraz v = vg.

Dowdd. (<) Jeslit = A oraz v = vg, to opgt = 0i4, & wiec spelnienie (3.17) wynika z
twierdzenia 2.3(d). (=) Zalozmy, ze v # v, tzn. istnieje a € (0,1) takie, ze v(a) # 1 — a.
Wezmy zbior rozmyty A = a/x dla pewnego x € M. Wtedy A" = v(a)/x + 32,4, 1/y.
Mamy zatem

orct(A) +orct(A”) =a+ (M| —1) +v(a) # |M|.
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Zalozmy teraz, ze t # A, tzn. istnieje a € (0,1) takie, ze a t a < a. Wezmy zbior rozmyty
A=a/r+a/z dla pewnych z,z € M. Wtedy A” = (1 —a)/x+ (1 —a)/2+ 3, 14 y2. 1/Y-

Mamy zatem

orct(A)+orct(A”) = a+ata+(M|-2)+(1—a)+(1—-a)t(l1—a)
= (IM-1)+ata+(1—a)t(1—a)
< (M|-=1)4+a+(1—a)t(l—a)

< (M-1)4a+(1-a) = M|

To konczy dowod. O

Analogiczne rozwazania jak w przypadku prawa dopelnienia (2.8) prowadza do konkluzji,
ze gdy v = g1, wtedy takze dla mocy opg s spelniona jest nieréwnosé (2.10), natomiast

jesli v = vy o, to nier6wnosé (2.11) jest spetniona rowniez dla opq .

3.2.2 Wilasnosci opgyr i opa, ft

Wystepujaca w definicji (3.10) funkcja f w istotny sposéb wplywa na wiasnosci mocy
skalarnej tej postaci. Szczeg6lna role odgrywaja tutaj funkcje przyjmujace tylko wartosci 0
lub 1. W dalszym ciagu oznaczaé je bedziemy przez f {01} 4 dyskusje niektérych wlasnosci
mocy dla tych funkeji pominiemy, gdyz sa znane. Do zbioru f{%1} naleza dokladnie wszyst-
kie funkcje klasy f1, oraz fa,. Zwro¢my uwage, ze jezeli f = fi,, to opgy r(A) = |4,], a
wiec w szegolnosci, gdy f = fi,1, mamy opgt r(A) = |core(A)|. Natomiast jesli f = fap,
wtedy orgg r(A) = |AP|, w szegolnosci przy f = fo dostajemy opgy r(A) = |supp(A)|.
Przedyskutujemy najpierw spelnienie postulatow (P1)-(P3) definicji 2.1 przez opg . f-
Zauwazmy, ze pierwsze dwa z nich sa zachowane przy dowolnej t-normie ¢ i funkcji wzorcowe;j
f. Speienie prawa addytywnosci (postulat (P3)) dla funkcji f € fi%% i dowolnego ¢

wynika z wtasnosci p-przekrojow.

Twierdzenie 3.8. Niecht € ATN" i f ¢ O Moce skalarna orGt,f spetnia wtasnosé
addytywnosci

VA, Be FFS: AnNB=1) = O'FG’t,f(AUB) = O'FG’tJ(A) +0'FG,t,f(B)
tylko przy t = A.

Dowdd. (<) Jezelit = A, to opgy f(A) = 0¢(A), a zatem wlasnos¢ addytywnosci zachodzi
z definicji. (=) Zalozmy, ze t # A, tzn. dla kazdego a € (0,1): a t a < a. Oznacza to, ze
istnieje liczba b € (0,1) taka, ze f(b) € (0,1) oraz f(b) t f(b) < f(b). Wezmy roztaczne
zbiory rozmyte A = b/x oraz B = b/y dla pewnych x,y € M. Dostajemy wtedy

oratf(AUB) = f(b) + f(b)t f(b) < f(b) + f(b) = orGs.f(A) + orGr(B).
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Jest jasne, ze twierdzenie 3.8 pozostaje w mocy, gdy N zastapimy przez N, ze Scista t-
norma u, a U zastapimy przez Us z dowolng t-konorma. W analogiczny sposéb jak zostalo
udowodnione twierdzenie 3.2 dowodzi sie, ze dla dowolnej t-normy ¢ i funkcji wzorcowej f

oraz zbioréw rozmytych A, B € FF'S prawdziwa jest implikacja
ANB=1y) = O'FG,t7f(A UB) < O'FG,t,f(A) + O'FG,t,f(B)- (3.18)
Jak tatwo zauwazy¢, wlasnosci (b)-(e) z twierdzenia 3.4 pozostaja w mocy dla opg 4 -

Twierdzenie 3.9. Niecht oznacza t-norme ¢ f oznacza funkcje wzorcowq. Wtedy

VA, B € FFS: opgtf(AUB) < opatf(A)+oratr(B). (3.19)
Dowadd. Jest podobny do dowodu twierdzenia 3.3. O
Twierdzenie 3.10.

(a) Wtasnosé
VA e FFS: O'FG,t,f(A Ny A) = O'FG,t,f(A) (3.20)

jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f i t-norma u sq takie, Ze

Va € [0,1]: f(au a) = f(a). (3.21)

(b) Wtasnosé
VA e FFS: O'FG,t,f<A Us A) = UFG,t,f(A) (3.22)

jest spetniona przez funkcje f i t-konorme s tylko wtedy, gdy

Va € 10,1]: f(asa) = f(a). (3.23)

Dowdd. (a) (<) Zalozmy, ze (3.21) jest spelnione przez f i w. Zauwazmy, dla kazdego
E=1,...,|supp(A)| mamy [A Ny Alr = [A]r u [A]x. Zatem

orGtf(ANy A) = |5“%p(A)| J([ANy Al1)t ...t f([ANy Al)
|8u;:p(1A)|
= 2. f(Ahu[A)t ...t f([Al; u[A]:)
|8u;:p(1A)|
1

fAL) ¢ ..t f([Al:)

i=

= oragr(A).

(=) Zalézmy, ze (3.21) nie jest spelnione, tzn. f(a u a) # f(a) dla pewnego a € (0,1).
Biorgc A = a/x dla pewnego x € M, dostajemy opgt (A Ny A) = fla u a) # f(a) =
orag,r(A). Stad (3.21) jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym dla (3.20). Dowod (b)
przebiega w podobny sposob. O
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Warunek (3.21) jest identyczny z warunkiem (2.20) spelnienia wlasnosci (2.19) dla uogol-
nionych skalarnych mocy wzglednych, stad tez obie wlasnosci sa spelnione przez te same
obiekty f iwu (patrz wniosek 2.1). Jezeli s = V, to (3.23) jest spetniony dla dowolnej funkcji

wzorcowej f.

Whniosek 3.1. Jezeli s jest dowolng t-konorma archimedesowa, to jedynymi parami (f,s)
spetniajgcymi (3.23) sa pary takie, ze

(a) f = fac 18 jest Scista,
(b) f = f11 18 jest Scista,

(c) f=fa0
Dowdd. Dowdd jest podobny do dowodu wniosku 2.1. ]

Zwroémy ponadto uwage, ze funkcja f = fa ¢ spelia (3.23) rowniez z dowolng t-konorma

niearchimedesows.

Twierdzenie 3.11. Niecht € ATN", f # fi1 1 [ # fa0. Prawo waluacji
VA,B € FFS: UFG,t,f(A Us B) + UFG,t,f(A Ny B) = UFG,t,f(A) + O'FG,t7f(B) (3.24)

jest spetnione przez t-konorme s, t-norme u i funkcje wzorcowq f tylko wtedy, gdy spetniona

jest wtasnosé (2.3) orazt = A.

Dowaod. Dowod jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.5. ]

Jak wida¢, wlasnosé (3.24) spelniona jest przez te same trojki (f,u,s), ktore spehiaja
prawo waluacji dla oy (patrz twierdzenie 2.3(a)). Niektore z tych trojek zawiera przyklad
2.2. Oczywiscie, gdy f = fi,1 1 t-konorma s jest taka, ze a 8 b < 1 dla kazdego a < 11
b < 1, wtedy (3.24) jest spelnione dla dowolnej t-normy ¢t. Podobnie, (3.24) zachodzi przy
dowolnej t-normie ¢, gdy f = fopiu € TBDZ.

Twierdzenie 3.12. Niecht € ATN" i f ¢ O Prawo produktu kartezjaniskiego
VA, B e FFS: UFG,t,f(A Xu B) = UFG,t,f<A) : UFG,t,f<B) (3.25)

jest zachowane tylko pod warunkiem, zZe funkcja f i t-norma u spetniajq réwnanie (2.7) oraz
t=A.

Dowadd. Dowod jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.6. Jednak w analizie dla przy-
padku t # A wykorzystuje sie, ze bt b < b dla kazdego b € (0,1). Poniewaz f ¢ f{01},
istnieje a € (0,1) takie, ze f(a) € (0,1), a ponadto mamy f(a) t f(a) < f(a). Stad dla
A = 1/x1 4+ a/xg oraz B = 1/x3 + 1/x4 otrzymujemy opgy (A Xu B) = 2+ f(a) +
fla)t f(a) < 2-(1+ f(a)) = orgt,r(A) - oratr(B). 0

Latwo sprawdzi¢, ze jezeli f = fi1, to (3.25) jest spelnione przy dowolnych t-normach u
it. Rowniez gdy f = fao i t-norma u € TBDZ, wtedy (3.25) jest spelnione dla dowolnej

t-normy . (3.25) jest rowniez spetnione przy dowolnej t-normie t dla par (fi,,A) oraz
(f2,p7 /\)7 gdy pcE (07 1)
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Twierdzenie 3.13. Niecht € ATN", a funkcja wzorcowa f i negacja v sq takie, ze (f,v) #
(fl,pv VQ,]J) oraz (fa V) 7& (flpv Vl,p)' Mamy

VA€ FFS: opatf(A)+oras(A”) =|M|, M - skoriczone (3.26)
wtedy i tylko wtedy, gdy f i v spetniajg wtasnosé (2.9) orazt = A.
Dowaod. Dowod jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.7. O

Pary (fi1p,v2p) 1 (f2,p, 1) spelniaja wlasnosé (2.9), jednak w ich przypadku (3.26) jest

spetnione dla dowolnej t-normy t.

Przejdzmy teraz do sformutowania wtasnosci liczb opg s¢ 2z (3.11). Szczegélny wplyw

na wlasnosci mocy skalarnej tej postaci maja funkcje wzorcowe stale na przedziale (0,1),

czyli fi1, fao oraz fi.. W dalszej dyskusji oznaczymy je przez f(0:1).

Dla dowolnej funkcji wzorcowej f i dowolnej t-normy ¢ liczba postaci (3.11) spelnia
postulaty (P1) i (P2) definicji 2.1. Prawo addytywnosci - postulat (P3) - jest spetnione
dla funkcji f1,1 przy dowolnej t-normie ¢. Z kolei dla fo i f4,. postulat ten jest speiniony
dla dowolnej t-normy t € TBDZ.

Twierdzenie 3.14. Niecht € ATN" oraz f ¢ f(O1). Moc skalarna opa, s spetnia wtasnosé
addytywnosci tylko wtedy, gdy t = A.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.8. 0

Powyzsze twierdzenie jest tez prawdziwe, gdy A N, B = 1y ze Scista t-norma u, a A Us B
jest generowana przy uzyciu dowolnej t-konormy. Latwo réwniez pokazaé, ze moc skalarna

(3.11) posiada wlasnsci (b)-(e) z twierdzenia 3.4.

Twierdzenie 3.15. Niech t bedzie t-norma i f bedzie funkcjq wzorcowq. Wtedy
VA, B € FFS: UFGJC’t(A U B) < O'FGJC’t(A) + UFG,f,t(B)- (327)
Dowdd. Jest podobny do dowodu twierdzenia 3.3. O

(3.27) zachodzi wiec rowniez, gdy AN B = 1y, a < nie mozna wowczas zastapi¢ przez =.

Dowdd tego faktu przebiega analogicznie do dowodu twierdzenia 3.2.

Twierdzenie 3.16. Niecht € ATN” oraz f ¢ f(OU. Prawo waluacji jest spetnione przez
t-konorme 8, t-norme u 1t funkcje f tylko pod warunkiem, zZe spetniona jest wtasnosé (2.3)

orazt = A.
Dowdd. Jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.5. O

Jesli f = f11 1 t-konorma s jest taka, ze a s b < 1 dla kazdego a,b < 1, wtedy prawo
waluacji dla mocy skalarnej opg, st jest spetnione dla dowolnej t-normy t. Dla f = fa¢ i
u € TBDZ, prawo waluacji jest zachowane przy dowolnej t-normie t € TBDZ. Prawo to
jest rowniez zachowane przy dowolnej t-normie ¢ € TBDZ, gdy f = fa., t-konorma s jest
taka, ze a 8 b < 1 dla kazdego a,b < 1 orazu € TBDZ.
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Twierdzenie 3.17. Niecht € ATN" oraz funkcja wzorcowa niech bedzie taka, ze f # f11
i f # f2,0. Prawo produktu kartezjariskiego jest spetnione tylko wtedy, gdy f i uw spetniajq
wtasnosé (2.7) orazt = A.

Dowadd. Jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.6. ]

Jezeli f = f1,1, prawo produktu kartezjaiiskiego jest zachowane dla dowolnych t-norm u i ¢.
Gdy f = fep0iu € TBDZ, wtedy prawo produktu kartezjanskiego dla o gt jest spetnione
przy dowolnej t-normiet € TBDZ.

Twierdzenie 3.18. Niecht € ATN" oraz niech (f,v) # (fi1,v21) i@ (f,v) # (f20,71,0)-
Prawo dopetnienia jest spetnione przez negacje v i funkcje f tylko wowczas, gdy spetniajg

one wtasnosé (2.9) orazt = A.
Dowadd. Jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.7. O

Latwo pokazac, ze dla f11 oraz 157 prawo dopetnienia jest zachowane przy dowolnej t-
normie t. Z kolei dla fao i v spelnienie prawa dopelnienia jest zagwarantowane przy
dowolnej t-normie t € TBDZ.
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CZESC 11

Zastosowania
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Rozdzial 4
Kwantyfikacja lingwistyczna

W teoriach bazujacych na logice dwuwarto$ciowej uzywa sie zasadniczo dwoch typow
kwantyfikacji: uniwersalnej i egzystencjalnej. Jezyk naturalny jest o wiele bogatszy w réznego
rodzaju kwantyfikacje. Wyrazenia typu wiele, mato, okoto potowa, znacznie wiecej niz 7
nazywa sie (nieprecyzyjnymi) kwantyfikatorami lingwistycznymi. Pojecie to wprowa-
dzit L. A. Zadeh w 1983 roku w pracy [60]|. Wypracowane pdzniej metody oparte na kwan-
tyfikatorach lingwistycznych znalazty liczne i owocne zastosowania w wielu dzialach infor-
matyki, sterowaniu, podejmowaniu decyzji, itd. (patrz np. [12], [15] - [23], [30], [31], [37],
[36], [60] - [62]).

W mysl koncepcji Zadeha, kwantyfikatory lingwistyczne traktowaé mozna jako nieostra
charakteryzacje mocy zbioréw rozmytych. Ograniczymy sie w dalszych rozwazaniach do
reprezentacji kwantyfikatorow w postaci zbioréw rozmytych pierwszego typu, choé¢ rozwaza
sie r6wniez reprezentacje w postaci zbioré6w rozmytych drugiego i wyzszych typow.

Oprocz reprezentacji, jednym z podstawowych probleméw dotyczacych kwantyfikatorow
lingwistycznych jest kwestia wyznaczania stopni prawdziwosci zdan zawierajacych takie
kwantyfikatory, czyli numerycznej interpretacji kwantyfikatoréw lingwistycznych. Zagad-
nieniu temu jest poswiecony niniejszy rozdziat.

Problemami modelowania znaczenn kwantyfikatoréw lingwistycznych, ich numerycznej
interpretacji, a takze zastosowarn zajmowano sie w literaturze m. in. w [3], [4], [8], [11], [12],
[15], [20], [21], [23], [30], [31], [56] i [60].

4.1 Nieprecyzyjne kwantyfikatory lingwistyczne

Rozroznia sie zasadniczo dwa typy kwantyfikatoréw lingwistycznych:

e absolutne - reprezentowane sa przez podzbiory rozmyte nieujemnych liczb rzeczywistych.
Sa to wyrazenia typu: znacznie mniej niz 200, okoto 40, o wiele wiecej niz 15.

e wzgledne - reprezentowane sa przez podzbiory rozmyte okreslone na przedziale [0,1].
Przyktadami takich kwantyfikatorow sa wyrazenia: niewiele, duzo, okoto potowa, znacznie
mniej niz 1/3, wiekszosc.

Mowimy, ze kwantyfikator lingwistyczny @) jest mormalny, gdy istnieje przynajmniej
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jeden element a z dziedziny @, taki ze Q(a) = 1. @ nazywamy regularnym, gdy istnieje
przynajmniej jeden element b z jego dziedziny, dla ktérego Q(b) = 0. Ze wzgledu na mono-
tonicznosé funkeji @ wyrdzniamy trzy klasy kwantyfikatorow: niemalejace, nierosnace i uni-
modalne. Pierwsze dwie grupy definiuje sie w sposéb klasyczny, natomiast unimodalno$é

jest zdefiniowana jako:
1. Q(r)=1dlar € [a,b],
2. jesli ro <71 < a, to Q(r2) < Q(r1),
3. jesli mo > 11 > b, to Q(r2) < Q(r1).

Kwantyfikatory tej klasy stuza do reprezentacji wyrazen typu okoto lub od okoto ... do okoto.
W duchu powyzszej klasyfikacji, kwantyfikator uniwersalny dla kazdego uwazaé¢ mozna za
normalny i regularny kwantyfikator wzgledny o funkcji przynaleznosci okreslonej w nastepu-
jacy sposob
0, a€l0,1),
a) =
Ovla) {1,a—L
Analogicznie, kwantyfikator egzystencjalny istnieje mozna traktowaé jako normalny i regu-

larny kwantyfikator wzgledny o funkcji przynaleznosci

0, a=0,
1, a€(0,1].
Zauwazmy, ze kwantyfikatory te sg ekstremalnymi przypadkami dla catej klasy niemaleja-

cych, normalnych i regularnych lingwistycznych kwantyfikatoréw wzglednych. Innymi stowy,

dla kazdego kwantyfikatora lingwistycznego @) z tej rodziny prawdziwa jest relacja

QV<Q<Q3>

gdzie relacja < rozumiana jest punktowo.

Jesli jeden z kwantyfikatorow Q1 i QQ2 jest niemalejacy, a drugi nierosnacy oraz

Ql(a) = QQ(l — CL), (4.1)

to méwimy, ze Q1 1 Q2 sa dulane lub ze Q4 jest antonimem Q1. Jesli Q1 jest normalnym,
regularnym kwantyfikatorem niemalejacym, to Q2 jest normalnym, regularnym kwantyfika-
torem nierosnacym. Przyktadami par kwantyfikatoréw dualnych sa pary mato - wiele, o
wiele mniej niz 1/4 - o wiele wiecej niz 3/4, itp..

Podobng relacje mozna ustali¢ dla niemalejacych i nierosnacych kwantyfikatorow abso-
lutnych. Jezeli Q1 jest niemalejacym kwantyfikatorem absolutnym, a @2 jest nierosnacym
kwantyfikatorem absolutnym i oba kwantyfikatory sa okreslone na przedziale [0, r] C [0, c0),

to ich dualnosé¢ zdefiniujemy jako

Q1(a) = Q2(r — a). (4.2)
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Oczywiscie, jesli Q1 jest normalny i regularny, to rowniez Qo jest normalny i regularny.
Przyktadami takich kantyfikatorow sa kwantyfikatory o wiele mniej niz 100 - o wiele wiecej

niz 900 zdefiniowane na przedziale [0, 1000].

Generalnie, rozwaza sie dwa typy zdan z kwantyfikatorem lingwistycznym @ (patrz
[60]), tzn.
Q z'6w jest A (4.3)

oraz

Q B x’6w jest A, (4.4)

gdzie x jest elementem pewnego uniwersum obiektéw M, natomiast A i B sa wlasnosciami

obiektow z tego uniwersum, reprezentowanymi za pomoca zbioréw rozmytych. Zdanie
Wielu pracownikow firmy ma wysokie kwalifikacje.
jest przyktadem zdania (4.3). Przykladem zdania (4.4) moze by¢ zdanie
Wielu dobrze zarabiajgcych pracownikow firmy ma wysokie kwalifikacje.

Wyrazenie Wielu pelni tutaj role kwantyfikatora lingwistycznego ). Uniwersum rozwazan
w kazdym z przykladow jest zbiorem pracownikéw pewnej firmy, natomiast wlasnosciami

A i B tych oiektow sg, odpowiednio, wysokie kwalifikacje oraz dobre zarobki.

4.2 Interpretacja numeryczna kwantyfikatoréow

lingwistycznych

Istota problemu numerycznej interpretacji kwantyfikatoréw lingwistycznych jest znalezienie
odpowiedzi na pytanie, w jakim stopniu prawdziwe jest zdanie o stukturze przedstawio-
nej w poprzednim podrozdziale, zawierajace nieprecyzyjny kwantyfikator lingwistyczny Q.
Dominujaca role w tym zakresie odgrywaja trzy podejscia.

Pierwsze, podejscie Zadeha, jest $ciSle zwigzane z pojeciem mocy zbioru rozmytego i

opiera sie na nastepujacej rownowaznosci semantyczne;j:
Q@ obiektow jest A < moc zbioru rozmytego A wynosi @
oraz
@ B obiektow jest A < moc wzgledna zbioru rozmytego A wzgledem B wynosi @,

gdzie moce zbioréw rozmytych moga by¢ wyrazone zaréwno za pomoca liczb skalarnych, jak
i uogdlnionych liczb kardynalnych. Drugie podejscie jest tzw. podejsciem substytucyjnym
([54]), natomiast trzecie opiera sie na koncepcji operatorow OWA ([55]). Oba te podejscia
zostaly zaproponowane przez Yagera. W dalszym ciggu skupimy sie na podejéciu pierwszym
i reprezentacji skalarnej mocy zbioréw rozmytych.

Jesli @ jest kwantyfikatorem absolutnym, to stopien prawdziwosci 7

1. dla zdan (4.3) definiuje sie jako 7 = Q(c(A4)),
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2. dla zdan (4.4) wynosi 7 = Q(c(A N B)).

Gdy @ jest kwantyfikatorem wglednym, wtedy stopieri prawdziwosci T
1. dla zdan (4.3) wynosi 7 = Q(c(A|1m)),
2. dla zdan (4.4) okreslany jest jako 7 = Q(c(A|B)),

gdzie o oznacza moc skalarng. Naszym zadaniem bedzie przeanalizowanie powyzszych metod,
gdy o(A) jest moca skalarng o(A) z twierdzenia 2.2 lub postaci (3.9) - (3.11), a 0(A|B) =
or+(A|B) (patrz (2.12)).

Uzycie funkcji wzorcowych i norm triangularnych réznych od A pozwoli m. in. uniknaé¢
efektu kumulacji matych stopni przynaleznosci, co jest wada czesto stosowanych w litera-

turze mocy skalarnych typu sigma count.

Przyklad 4.1. Przyjmigmy dla prostoty, ze uniwersum rozwazan jest dziesiecioosobowy

dziat pewnej firmy. Rozwazmy zdanie
Okoto potowa pracownikéw w dziale ma zarobki miesieczne okoto 3500 zi.

Kuwantyfikator Q - okoto potowa - zdefiniujmy w nastepujgocy sposdb

0, a €[0,0.3],
(a—0.3)/0.15, a € (0.3,0.45),

Qa) =4 1, a € [0.45,0.55],
(0.7 = a)/0.15, a € (0.55,0.7),
0 a€[0.7,1],

natomiast zbior rozmyty pracownikow o zarobkach miesiecznych okoto 3500 2t niech bedzie

okreslony jako

A = O.5/x1+O.25/a:2+0.4/a;3+1/a:4+0.25/x5+O.2/:c6
+0.9/x7 + 0.3/x3 + 0.25 /22 4+ 0.3 /1.

Jezeli moc A wyrazimy jako zwykty sigma count, dostaniemy T = QQ(0.435) = 0.9, co wydaje
sie oceng zawyzong, gdyz oSmiu na dziesigciu pracowntkow ma zarobki znacznie odbiegajace
od 3500 zt. Stosujgc moc skalarng oy mozemy otrzymac bardziej adekwatny obraz rzeczy-

wistosci. Wezmy dla przyktadu funkcje f50.1,009, dostajemy ™ = Q(0.327) = 0.18.

Kolejny przyktad ilustruje jeszcze jedna niepozadana ceche mocy sigma count, miano-
wicie, sumowanie stopni przynaleznosci moze dac taki sam wynik dla bardzo réznych zbioréw
rozmytych. Ten mankament okresla¢ bedziemy jako brak wrazliwosci na jakosciowy charak-

ter zbiorow rozmytych.

Przyktad 4.2. Niech dla obiektow z uniwersum M = {x1,z2,...,x10} okreslone bedq wlas-

no$ci Ay, Ao oraz As. Przyjmigmy, Ze spetnienie tych wtasnosci przez obiekty z M opisujg
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zbtory rozmyte

A = 0.1/z1 +0.15/x9 + 0.5/x3 + 0.45/x4 + 0.45/x5 + 0.15/ x6,

Ay = 0.8/xy+1/z3,

As = 0.2/x1+0.15/x9 4+ 0.2/x3 + 0.15/24 + 0.2/x5 + 0.2 /4
+0.2/27 + 0.2/25 + 0.15/z9 + 0.15/210.

Rozwazmy zdanie typu (4.3) i moc zbioru rozmytego wyrazong przez sigma count. Dla dowol-
nego kwantyfikatora absolutnego stopien prawdziwosci takiego zdania wynosi T = @Q(1.8),
natomiast dla dowolnego kwantyfikatora wzglednego wynosi 7 = Q(0.18). Kiedy moc skalarng
wyrazimy za pomocq of(A) lub jednej z liczb postaci (3.9) - (8.11), to wyniki mogq sie
roznié do$é znacznie. W tabeli 4.1 prezentujemy rezultaty przyktadowych eksperymentéw z
funkcjami wzorcowymi i t-normami; hga(a) =1— (1 — a)2 jest unormowanym generatorem

t-konormy Schweizera z parametrem A = 2.

ar(A;) ora,t(Ai)
fa2 | f5,02,08 | hso2 ty ty,s tw,o tq
Ay 0.710 1.194 2.890 | 0.500 | 0.832 | 0.633 | 0.844
As 1.640 2.000 1.960 | 1.800 | 1.800 | 1.800 | 1.800
As | 0.330 0.000 3.270 | 0.200 | 0.200 | 0.200 | 0.250

Tablica 4.1: Wyniki obliczenn mocy skalarnych zbiorow rozmytych A, Ao i As.

Dla zdan (4.3) oraz (4.4) z kwantyfikatorem absolutnym i mocy skalarnych oy, a takze

OFGt, OFGt,f OTazZ OFG, ft, Prawdziwe sg nastepujace implikacje:
jesli @ jest niemalejacy, to 7 jest niemalejace wzgledem ¢ 1 f,
gdy @ jest nierosngcy, wtedy 7 jest nierosnace wzgledem t i f.

Rozwazmy teraz zdania typu (4.4) z kwantyfikatorem lingwistycznym @, postaci:
z1: Q B z’ow jest A oraz zy: Q B x’éw jest C,
a takze
z3: Q B x’ow jest A lub C  oraz z4: Q B x’6w jest A i C

Twierdzenie 4.1. Niech T,,, sy, Tz @ T, 0znaczajg stopnie prawdziwosct zdan, odpowied-

nio, 21, 29, 23 % z4. Wowczas
(a) Tay V Tay < Toy 0raz 75y < Tz ATz dla niemalejgcego @,
(b) T2y A Tay = Toy 0102 Ty > Toy V Tay dla nierosnacego Q.
Gdy A C C, wtedy
(¢) Toy < Tz dla niemalejgcego Q,

(d) 72y > T2, dla nierosngcego Q.
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Dowdd. Dla uogoélnionej mocy wzglednej postaci (2.12) nieréwnosci (a) i (b) sa konsek-
wencja wlasnosci (d) i (e) z twierdzenia 2.5. Z kolei, z twierdzenia 2.5(a) mamy o74(A|B) <
or+(C|B), wiec nieréwnosci (c) i (d) dla (2.12) sa prawdziwe. W przypadku liczb postaci
(3.9) - (3.11), gdy uzyjemy ich do wyznaczenia mocy wzglednej, to wtasnosci z twierdzenia
2.5 pozostana zachowane; dowody sa analogiczne jak w przypadku (2.12). Nieréwnosci (a)

- (d) sa zatem rowniez prawdziwe dla mocy skalarnych opgt, orpat r oraz opa, ft. O

Latwo zauwazy¢, ze identyczne nieréwnosci sa spelnione rowniez dla zdan postaci (4.3).

Przeanalizujemy teraz problem stopnia prawdziwosci zdan z wzglednymi kwantyfika-
torami dualnymi (4.1). Niech @7 bedzie nierosnacym kwantyfikatorem wzglednym, a Q2

jego antonimem. Rozwazmy dwa zdania postaci (4.4):
21: Q1 B x'6w jest A oraz  29: Q2 B z’6w jest A'.
W pracy [60] pokazano, ze o ile B € FCS, to
Q2(0ian(A'|B)) = Qa2(1 — 0ia,n(A|B)) = Q1 (0ian(A|B)),

czyli stopnie prawdziwosci obu tych zdan sg takie same. Natomiast, jesli B € F'F'S, to na

podstawie nieréwnosci ojg(A|B) + 0ign(A'|B) > 1 dostajemy

Q2(0ian(A'|B)) = Q1(0ian(A|B)). (4.5)

Jesli moc wzgledna zbioréw rozmytych A i B bedziemy wyznaczaé na podstawie definicji
2.2, to przy dowolnej funkcji wzorcowej f, t-normie ¢ i negacji v indukujacej dopelnienie

zbioru rozmytego A, nieréwnosé (4.5) w ogoélnosci nie zachodzi.

Twierdzenie 4.2. Niech Q1 i Q2 bedq Scisle monotonicznymi wzglednymi kwantyfikatorami
dualnymi. Mamy

Q2(07:(A”|B)) = Qu(074(A|B)), (4.6)

tylko wtedy, gdy f, t oraz v spetniajq réwnanie funkcyjne (2.28).
Dowaod. Wynika z twierdzenia 2.10. O

Przeanalizujmy teraz sytuacje gdy, podobnie jak poprzednio, ()1 jest nierosnacym kwan-
tyfikatorem wzglednym i () jest jego antonimem, natomiast B = M, M - skoniczone. Zdania

z1 1 29 sa teraz zdaniami typu (4.3), to znaczy przyjmuja postaé
21: Q1 2'0w jest A oraz  zbh: Q2 x'6w jest A'.
Dla mocy wyrazone]j przez oy i negacji v prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.3. Niech Q1 © Q2 bedq Scisle monotonicznymi wzglednymi kwantyfikatorams

dualnymi. Stopnie prawdziwosci zdan 2y i zb sq réwne, to znaczy

Q2(07(A"[Im)) = Qu(o(Allm)), (4.7)

tylko wowczas, gdy f i v spetniajg réwnanie funkcyjne (2.9).
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Dowdd. Teza jest konsekwencja twierdzenia 2.3(d). O

Dla mocy skalarnych orpgt, orge,f 1 0ra, s 10WNOSE stopni prawdziwosci zdan z] i 2y
dla scisle monotonicznych, wzglednych kwantyfikatorow dualnych @1 i Q2 jest rownowazna
ze spelnieniem prawa dopelnienia dla tych mocy opisanego, odpowiednio, twierdzeniami
3.7, 3.13 1 3.18.

Przeprowadzmy analize poréwnawczg stopni prawdziwosci na przyktadzie zdari postaci
(4.3) z konkretnymi wzglednymi kwantyfikatorami lingwistycznymi dla réznych wariantow
definiowania mocy skalarnych omoéwionych w rozdziale 2 i 3. Rozwaza¢ bedziemy nastepu-

Qrs3 - Okoto 1/3, Qpy - Okoto
potowa, Qprs - Okoto 2/3, Qre - Duzo, Qg7 - Bardzo duzo, zdefiniowane nastepujaco:

jace kwantyfikatory: Qpry - Bardzo mato, Qro - Malto,

11
1, a € [0,0.1],
Qri(a) =< (0.15—a)/0.05, a € (0.1,0.15),
0, a€[0.15,1]
0 F——
0.1 0.15 0.2
]
1, a €[0,0.2],
Qra(a) =< (0.3—a)/0.1, a€ (0.2,0.3),
0, a € [0.3,1],
0 ——
02 03 04
0, a € 10,0.25], T
(a —0.25)/0.05, a € (0.25,0.3),
Qrs(a) =4 1, a € [0.3,0.4],
(0.45 — a)/0.05, a € (0.4,0.45),
0, a € [0.45, 1], ]
0.25 0.3 0.4 045
0, a € 10,0.4], T
(a—0.4)/0.05, a € (0.4,0.45),
Qra(a) = ¢ 1, a €[0.45,0.55],
(0.6 — a)/0.05, a € (0.55,0.6),
0, a € [0.6,1], 0 ‘ o
0.4 045 0.55 0.6
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o

, a € [0,0.55], L
a —0.55)/0.05, a € (0.55,0.6),
ac

—

Qrs(a) = ¢ 1, [0.6,0.7],
(0.75 — a)/0.05, a € (0.7,0.75),
0, a € [0.6,1], 0 ‘ e :
0.55 0.6 0.7 0.75
1/
0, a € [0,0.7),
Qre(a) = ¢ (a—0.7)/0.1, a € (0.7,0.8),
1, a € 10.8,1],
0 1 1 1 1
0.6 0.7 0.8 1.0
1
0, a € [0,0.85],
Qrr(a) = (a—0.85)/0.05, a < (0.85,0.9),
1, ae0.9,1].
0 — 1
0.8 0.85 0.9 1.0

Jako funkcji wzorcowej do wyznaczania mocy odpowiednich zbioréw rozmytych uzywaé
bedziemy, wyostrzajacej kontrast stopni przynaleznosci, funkcji fs 0.3,0.9. Rozwazmy uniwer-
sum M = {x1,x9,...,210}. Niech spelnienie pewnej wlasnosci okreslonej dla elementow z

tego uniwersum definiuje zbiér rozmyty
Wy = l/xl + 1/3}2 + 1/.%'3 + 1/.%4 -+ 1/$5 + 1/1’6 + 1/.%'7 + 1/338 + 1/3?9 + 0.9/3?10.

Widzimy, ze tylko jeden element nie posiada wtasnosci Wi w stopniu 1. Z drugiej jednak
strony, stopien spelnienia tej wtasnosci przez x1g jest wysoki. Nalezy wiec sadzié, ze stopieri
prawdziwosci zdania, méwiacego o posiadaniu wlasnosci W1 przez elementy M, bedzie bliski
Q(1) dla odpowiednich kwantyfikatorow. Istotnie tak jest. Dla powyzszej funkcji f i zdan
z kwantyfikatorami Qrg 1 Qr7 mamy 7 = 1, natomiast w przypadku zdan z pozostalymi
kwantyfikatorami dostajemy 7 = 0.

Rozwazmy teraz wlasnosé, ktorej spelnienie przez elementy z M ilustruje zbiér rozmyty

Wy = 1/x1+1/x9+0.95/235 4+ 0.95/x4 + 0.95/25 + 0.9/26 + 0.9/27
—1—0.85/1‘8 + 0.85/1’9 + 0.8/$10.

Zauwazmy, ze wszystkie stopnie przynaleznosci do Wy sa wysokie, a nawet bliskie 1. Co

wiecej, stopnie spelnienia tej wlasnosci przez elementy x3, . . . , £1¢ sa tylko nieznacznie nizsze
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w poréwnaniu z Wi. Intuicyjnie mozemy wiec przypuszczaé, ze stopnie prawdziwosci zdan
z odpowiednimi kwantyfikatorami lingwistycznymi beda podobne jak w przypadku wtas-
nosci Wy. Zestawienie wynikow uzyskanych przy réznych algorytmach wyznaczania mocy

skalarnej Wy prezentuje tablica 4.2. Stopnie prawdziwosci zdan uzyskane przy uzyciu sigma

’ algorytm ‘t—norma H moc Wa ‘ QR1 ‘ Qr2 ‘ QRs3 ‘ QRra ‘ QRs ‘ QRre ‘ QRr7 ‘

sigma count - 9.150 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 1.000
of - 9.917 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 1.000
OFG,t ta 7.669 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.669 | 0.000
ty 3 7.123 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.755 | 0.123 | 0.000

ty, 7.100 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.800 | 0.100 | 0.000

tso 6.204 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000

tw,2 7.498 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.003 | 0.498 | 0.000

tyo 8.666 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.333

OFG.t,f ty 9.877 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 1.000
ty3 9.873 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 1.000

ty, 9.875 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 1.000

tso 9.873 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 1.000

tw,2 9.876 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 1.000

tyo 9.908 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 1.000

OFG,fit ty 7.415 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.170 | 0.415 | 0.000
ty.3 6.632 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000

ty 6.750 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000

tso 6.211 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000

tw,2 7.141 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.719 | 0.141 | 0.000

ty o 9.418 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 1.000

Tablica 4.2: Stopnie prawdziwosci zdan dla wlasnosci Wo

count, jak réwniez przy zastosowaniu oy oraz opg.t,r sa zgodne z intuicja. Wynika to z faktu
iz odpowiednie moce skalarne sa bliskie [M|, co oznacza, ze w jezyku uzytych kwantyfika-
torow lingwistycznych sa takie same. W przypadku dwoch pozostatych liczb indukowanych
przez FGCounty niektére wyniki wyraznie odbiegaja od pierwotnej intuicji. Przyktadowo,
dla opgs z t-norma tgo oraz opg s 7z t-normami ty 3, tg i ts2 jedynie zdanie z kwan-
tyfikatorem Qg5 (tzn. Okoto 2/3) ma stopien prawdiwosci 7 = 1, natomiast dla zdan
z pozostalymi kwantyfikatorami mamy 7 = 0. Roznica wynika stad, ze nosnik Wy jest
znacznie wiekszy niz jego jadro. Jednak w tym przypadku wydaje sie, ze taka ocena liczby
elementéw posiadajacych wlasnoéé Wy jest zbyt surowa. Z drugiej strony, nie podejmiemy
sie oceny, ktore z tych wynikéw sa bardziej adekwatne, poniewaz taka ocena jest w duzej
mierze subiektywna. Nie mamy wystarczajacych przestanek zeby stwierdzi¢, ktéra metoda
wyliczania mocy skalarnej zbioru rozmytego jest w ogdlnosci lepsza od pozostalych. Z tym
samym problemem mamy do czynienia w odniesieniu do wyboru t-normy. Uzycie konkret-
nego algorytmu wyznaczania mocy zbioréw rozmytych, a takze doboér t-normy i funkcji
wzorcowej bedzie zatem zalezal od konkretnego zastosowania. W przypadku implementacji
komputerowej, taki wyboér moze byé rowniez uzalezniony od biezgcych potrzeb uzytkownika

danego systemu.
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Przeanalizujmy sytuacje, w ktérej mamy do czynienia z duza rozpietoscia stopni spetnie-
nia pewnej wlasnosci przez elementy z rozwazanego uniwersum. Przyjmijmy, Ze spetnienie

takiej wtasnosci reprezentuje zbiér rozmyty postaci:

Wy = 1/1’1 + 0.9/1‘2 + 0.8/1‘3 + 0.7/3}4 + 0.6/335 + 0.5/%6 + 0.4/.%7
+0.3/x8 + 0.2/29 + 0.1/210.

Zwroémy uwage, ze potowa elementéw z IM ma stopienn przynaleznosci do W3 przekraczajacy
0.5. Z drugiej strony, stopien spetnienia tej wlasnosci dla wiekszosci x; znacznie odbiega od
1, a jadro zbioru rozmytego jest jednoelementowe. Stad intuicyjny dobér najbardziej adek-
watnego kwantyfikatora lingwistycznego opisujacego liczbe obiektow posiadajacych wtas-
no$é¢ Wi jest trudniejszy niz w przypadku Ws. Mozna jedynie przypuszczaé, ze uzyskane

wyniki powinny wahaé sie miedzy Okoto 1/3, a Okoto potowa. Tablica 4.3 zawiera informa-

’ algorytm ‘ t-norma H moc W3 ‘ QR1 ‘ Qr2 ‘ QRs ‘ QR4 ‘ QRs ‘ QR ‘ QR7 ‘
sigma count - 5.500 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
of - 4.500 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
OFGt ta 3.660 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tp3 3.223 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty, 3.000 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ts2 2.571 0.000 | 0.429 | 0.142 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tw,2 3.296 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty o 4.059 0.000 | 0.000 | 0.882 | 0.118 | 0.000 | 0.000 | 0.000
OFGt,f ta 4.132 0.000 | 0.000 | 0.735 | 0.256 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty3 3.970 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty, 3.889 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ts2 3.649 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tw,2 3.995 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tyo 4.213 0.000 | 0.000 | 0.574 | 0.426 | 0.000 | 0.000 | 0.000
OFG,fit ta 3.051 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty 3 2.826 0.000 | 0.174 | 0.653 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty, 2.833 0.000 | 0.167 | 0.667 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tso 2.708 0.000 | 0.292 | 0.416 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tw,2 2.968 0.000 | 0.032 | 0.936 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tyo 3.626 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

Tablica 4.3: Stopnie prawdziwosci zdan dla wlasnosci Wy

cje o stopniach prawdziwosci zdan z odpowiednimi kwantyfikatorami lingwistycznymi przy
roznym sposobie definiowania mocy skalarnej. Widzimy, ze uzyskane wyniki sa zgodne z
przypuszczeniem. Jednak dla zdania z kwantyfikatorem QQpq mamy 7 = 1 wylacznie przy
sigma count i oy. Dla pozostatych algorytmoéw najwyzszy stopieri prawdziwosci ma zdanie
z kwantyfikatorem Qgr3. Co wiecej, w wiekszosci przypadkéw uzyskalismy 7 = 1 dla tego
kwantyfikatora, natomiast dla pozostatych kwantyfikatoréw mamy 7 = 0. Wyjatek od tej
reguty stanowi wynik dla opg ¢ z t-norma t5 2, gdzie najwyzszy stopierl prawdziwosci zostat
wyznaczony dla zdania z kwantyfikatorem (Qro. Wynik ten bierze sie z relatywnie malej

mocy Ws3 i wydaje sie ocena zbyt niska.
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Rozwazmy przypadek, kiedy stopnie spelnienia wtasnosci dla kilku elementéw skupiaja

sie wokot pewnej liczby. Niech

Wy = 09/x1+09/x3+0.6/23 4+ 0.6/x4 + 0.5/x5 + 0.5/26 + 0.4/ 27
+04/CL‘8+01/$9+01/$10

Stopnie prawdziwosci zdan dla wtasnosci Wy z odpowiednimi kwantyfikatorami zawiera

tablica 4.4. Rozpietosé stopni spelienia tej wlasnosci w dalszym ciggu jest duza, jednak ich

’ algorytm ‘ t-norma H moc Wy ‘ QR1 ‘ QR ‘ QRs ‘ QR4 ‘ Qrs ‘ QRs ‘ Qr7 ‘
sigma count - 5.000 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
of - 3.556 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
OFG,t ty 2.748 0.000 | 0.252 | 0.497 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty3 2.329 0.000 | 0.671 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty 2.100 0.000 | 0.900 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tso 1.687 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tw,2 2.368 0.000 | 0.632 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tyo 3.067 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
OFGit,f ty 2.819 0.000 | 0.181 | 0.637 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tg3 2.684 0.000 | 0.316 | 0.368 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty 2.500 0.000 | 0.500 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tso 2.500 0.000 | 0.500 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tw,2 2.667 0.000 | 0.333 | 0.333 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty o 2.793 0.000 | 0.207 | 0.586 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
OFG,f,t ta 2.147 0.000 | 0.853 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty 3 2.004 0.000 | 0.996 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty, 2.000 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ts2 1.930 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tw,2 2.091 0.000 | 0.909 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty,o 2.489 0.000 | 0.511 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

Tablica 4.4: Stopnie prawdziwosci zdan dla wlasnosci Wy

zréznicowanie jest mniejsze niz w przypadku Wj3. Widzimy, ze dla x3, . . ., zg skupiaja sie one
w poblizu 0.5. Ponadto, zdecydowana wiekszo$é elementéw z M ma stopien przynaleznosci
do Wy znacznie nizszy niz 1. Co wiecej, nie ma zadnego elementu, ktory posiadatby wtasnosé
Wy w stopniu 1. Stad, wynik uzyskany przy uzyciu sigma count mozna uznaé za zbyt wysoki,
mimo iz w poréwnaniu z W3 odpowiednie moce skalarne sa zblizone. Wyniki uzyskane
dla pozostalych algorytméw istotnie réznig sie od tych dla Ws. Roéznica wynika stad, ze
w kontekscie uzytych t-norm i funkcji wzorcowej, w zbiorze rozmytym Wy jest niewiele
elementéw majacych wysoki stopien przynaleznosci. Pytanie o adekwatno$é tych wynikow,
podobnie jak w poprzednich przypadkach, pozostaje otwarte. Wydaje sie, ze zaréwno Qro
jak 1 QRrs, w okreslonych zastosowaniach moga by¢ uznane za odpowiednia reprezentacje
liczby obiektow spelniajacych wtasnosé Wi.

Zatozmy teraz, ze elementy z M spelniaja pewng wlasno$é w taki sposob, ze stopnie jej
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spelnienia oscyluja wokot 0.5 np.

Ws = 0.7/$1 + 0.65/$2 + 0.65/$3 + 0.6/$4 + 0.6/SE5 + 0.55/$6 + O.5/x7
+0.45/a:g + 0.45/339 + 0.4/33‘10.

W tym przypadku trudno stwierdzi¢ ktory z rozwazanych kwantyfikatoréw lingwistycznych
jest najlepsza reprezentacja liczby obiektéw spelniajacych dana wtasnosé. Z jednej strony
wszystkie stopnie przynaleznosci do W5 sa znacznie mniejsze niz 1, z drugiej strony, nie ma
elementéw, ktorych stopnie przynaleznosci bytyby bliskie 0. To intuicyjne wahanie znajduje

swoje odzwierciedlenie w wynikach obliczen, ktére prezentujemy w tablicy 4.5. Rozpieto$é

’ algorytm ‘t—norma H moc Ws ‘ Qr1 ‘ Qr2 ‘ QRs ‘ QR4 ‘ QRrs ‘ QRs ‘ QR7 ‘

sigma count - 5.550 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.900 | 0.100 | 0.000 | 0.000
of - 3.958 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
OFG.t ta 1.844 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tg3 1.337 0.327 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

ty, 1.050 0.900 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

ts2 0.700 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

tw,2 1.343 0.315 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

tyo 2.221 0.000 | 0.779 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

OFG.t,f ta 1.902 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty 3 1.499 0.001 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

ty, 1.292 0.417 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

tso 0.954 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

tw,2 1.518 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

tyo 2.202 0.000 | 0.798 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

OFG,f,t ta 0.911 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty3 0.810 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

ty, 0.792 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

tso 0.778 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

tw,2 0.858 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

tyo 1.177 0.646 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

Tablica 4.5: Stopnie prawdziwosci zdan dla wlasnosci Wi

uzyskanych ocen jest zdecydowanie wieksza niz w przypadku W3 i Wy. Gdy moc skalarna
jest liczona przy uzyciu sigma count, najwyzszy stopienn prawdziwosci ma zdanie z kwan-
tyfikatorem QRry4, tzn. Okoto potowa, natomiast gdy uzywamy algorytmu opg rg, juz dla
zdan z kwanytfikatorem Qgri, czyli Bardzo mato, mamy 7 = 1 dla wszystkich t-norm z
wyjatkiem tyo. Zréznicowanie to wynika z faktu, iz w uniwersum M nie ma elementéow
posiadajacych odpowiednio wysoki stopienn przynaleznosci do Ws. Zwrdéémy réwniez uwage,
ze 7z tego samego powodu liczba elementéw posiadajacych wlasno$é Wy zostata oceniona
znacznie nizej przy uzyciu liczb postaci (3.9) - (3.11), w poréwnaniu z W3 i Wy, mimo iz
moc skalarna sigma count dla Wy jest wsrod tych trzech zbioréw rozmytych najwicksza.
Powstaje pytanie, czy kwantyfikator Q) r1 jest odpowiedni w przypadku Ws. Wydaje sie, ze
jest to szacowanie zbyt surowe. Za bardziej adekwatne wyniki mozna uznacé te, gdzie zdanie

z kwantyfikatorem Qg2 ma wysoki stopienn prawdziwosci i1 jednoczesnie zdanie z Qry jest
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ocenione z niskim lub zerowym stopniem prawdziwosci. Z taka sytuacja mamy do czynienia
dla opggt z t-normami t,, tg 3, tw2 i ty,2 oraz opgy, r z wszystkimi t-normami oprécz tgo.

Sprawdzmy, dla poréwnania, jak zmienia sie stopnie prawdziwosci zdan z rozwazanymi
kwantyfikatorami, gdy kazdy element z naszego uniwersum spelnia pewng wlasnosé¢ w stop-

niu 0.5. Odpowiedni zbiér rozmyty ma postac:
We = 0.5/:131 + 0.5/%2 +...+ 0.5/$10,

natomiast wyniki obliczeni stopni prawdziwosci zostaly zebrane w tablicy 4.6. Ocena tych

algorytm ‘ t-norma H moc Ws ‘ QR1 ‘ QR ‘ QRs ‘ QR4 ‘ QRs ‘ QRs ‘ Qr7 ‘
sigma count - 5.000 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
of - 2.222 0.000 | 0.778 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
OFGt ta 0.999 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty s 0.728 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty, 0.500 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ts2 0.500 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tw,2 0.667 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty,o 0.927 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
OFGit,f ta 0.286 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tys 0.247 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty, 0.222 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ts2 0.222 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tw,2 0.222 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tyo 0.222 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
OFG.fi te 0.222 | 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty 3 0.222 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ty, 0.222 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
ts2 0.222 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tw,2 0.222 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
tyo 0.222 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

Tablica 4.6: Stopnie prawdziwosci zdan dla wlasnosci Wy

wynikow, podobnie jak dla wczesniej rozwazanych wlasnosci, jest kwestig subiektywna.
Wydaje sie jednak, ze w przypadku Wg jest to zadanie trudniejsze. Istotnie, kluczowe
znaczenie ma tutaj to czy potowiczne spetnienie interesujacej nas wtasnosci, przez wszystkie
elementy z M, uwazamy za malto satysfakcjonujace. Zastosowana funkcja wzorcowa i normy
triangularne odzwierciedlaja taka preferencje. Stad, zdanie z kwantyfikatorem @) r4 ze stop-
niem prawdziwos$ci 7 = 1 dla mocy skalarnej sigma count, mozemy uznaé za szacowanie

Zawyzone.
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Rozdziatl 5
Automatyczna kategoryzacja tekstow

Kategoryzacja tekstu jest jednym z probleméw rozwazanych w ramach szerokiej klasy
probleméw wyszukiwania informacji (IR). Jest to typowy przyklad problemu klasyfika-
cyjnego. Szczegdlnie interesujacy jest przypadek, kiedy mamy wiecej niz dwie kategorie i
dokument moze by¢ przypisany do wiecej niz jednej kategorii. W takim przypadku odpowied-
ni klasyfikator tworzy uporzadkowana nierosnaco liste rankingowa kategorii majacych wiek-
szy lub mniejszy zwiazek z dokumentem. Ranking jest oparty na doktadnych wartosciach
wyliczanych dla kazdego rozwazanego dokumentu i kazdej kategorii. Zazwyczaj nie jest
mozliwe jednoznaczne wskazanie, ktory wynik jest wystarczajaco wysoki, zeby skojarzyé
odpowiednia kategorie z dokumentem. Decyzje ostateczna dotyczaca liczby kategorii, do
ktorych dokument nalezy w dostatecznie duzym stopniu mozna podjaé¢ z wykorzystaniem
tzw. strategii progowych.

Problem kategoryzacji tekstow jest generalnie ztozony i sktada sie z kilku segmentow.

Wyr6zni¢ mozemy nastepujace sktadowe:

problem reprezentacji dokumentow;

problem reprezentacji jezyka zapytan w systemach IR - np. w przypadku wyszukiwarek

internetowych;
- problem specyfikacji i reprezentacji kategorii dokumentow;

- problem konstrukcji lub wyboru odpowiedniego klasyfikatora;

wybor strategii progowe;j;

Szczegdtowe rozwaznia dotyczace kazdego z ww. problemoéw znajduja sie w [23]. My skupimy
sie na analizie jednego z aspektéw z ostaniej grupy, $cidle zwigzanego z wykorzystaniem
metody Zadeha interpretacji kwantyfikatorow lingwistycznych.

5.1 Problem kategoryzacji tekstu i strategia progowa
Przyjmijmy nastepujaca notacje:

e D ={dj}j=1,. n - zbiér dokumentow tekstowych,
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o C ={c¢i}i=1,.m - zbior kategorii dokumentow,
e ©: D xC —|[0,1] - klasyfikator,
e Y: D x C — {0,1} - ostateczne przyporzadkowanie dokumentu do kategorii.

Klasyfikator reprezentowany przez funkcje ¢ przyporzadkowuje danemu dokumentowi d; € D
i kazdej kategorii ¢; ze zbioru C liczbe ¢(dj, ¢;) € [0, 1]. Liczba ta jest stopniem skojarzenia
dokumentu d; z kategorig c¢;. Przy uzyciu strategii progowej, na podstawie wynikéw klasy-
fikacji, dostajemy ostateczne przyporzadkowanie dokumentu do kategorii. Stad rezultat
kategoryzacji bedzie zbiorem kategorii okreslonych przez funkcje . Oczywiscie kazdemu
elementowi tego zbioru moze towarzyszy¢ odpowiadajaca mu wartosé funkcji . W takim
przypadku wynikiem kategoryzacji dla danego dokumentu jest zbior par (c¢;, p(d;, ¢;)).
Rozwazmy problem kategoryzacyjny, w ktorym |C| > 2 i ¢ moze przyporzadkowywaé
niezerowe wartosci do wielu par (dj, ¢;) przy ustalonym d;. Mozna rozwaza¢ dwie podklasy

problemu kategoryzacji:
- kategoryzacja on-line - jesli jeden dokument moze by¢ kategoryzowany na raz,
- kategoryzacja grupowa - jesli zbiér dokumentéw jest kategoryzowany jednoczesnie.

Oczywiscie, im wyzszy wynik ¢(d;, ¢;) przyporzadkowany jest kategorii ¢; dla dokumentu d;,
tym bardziej sensowne jest skojarzenie tego dokumentu z kategoria. Jednakze ten wynik nie
moze byé traktowany jako miara absolutna “przynaleznosci” tego dokumentu do kategorii,
tzn. nie istnieje absolutny, optymalny prog dla wynikéw, ktéry moze decydowaé o tym, jak
konstruowaé funkcje ¥, majac dany wynik klasyfikacji ¢. W literaturze rozwaza sie m.in.

nastepujace strategie majace na celu rozwiazanie tego problemu:

e RCut - polega na wybraniu r kategorii dla kazdego dokumentu, do ktérych nalezy
on w najwyzszym stopniu. Parametr r moze byé ustalony przez uzytkownika lub

wyznaczony automatycznie na podstawie testowego zbioru dokumentow.

e PCut - dziata dla kategoryzacji grupowej i przyporzadkowuje do kazdej kategorii taka
liczbe dokumentow, aby zachowaé proporcje mocy poszczegdlnych kategorii w zbiorze

testowym.

e SCut - taczy dokumenty z kategoriami tylko wtedy, gdy odpowiedni wynik dla tej
kategorii i dokumentu jest wickszy od pewnego progu. Progi sa ustawiane przy uzyciu

testowego zbioru dokumentéw, oddzielnie dla kazdej kategorii.

Zauwazmy, ze gdyby w SCut przyja¢ uproszczenie polegajace na zastosowaniu jednego progu
do wszystkich kategorii, wtedy strategia ta sprowadza sie do wyznaczenia mocy p-przekroju
lub ostrego p-przekroju zbioru rozmytego reprezentujacego przynalezno$¢ dokumentu d; do
wszystkich kategorii. Istotnie, w wyniku klasyfikacji, dla kazdego dokumentu d; dostajemy

zbibr rozmyty
Adj = (P(d]ﬁ Ci1)/ci1 + @(djﬂ Ci2)/ci2 + ‘p(djv Cig)/Cig + ..+ Qp(djv Cim)/cinw
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gdzie ¢(dj, ¢;,,) jest k-tym najwiekszym wynikiem klasyfikacji dokumentu d;. Dla funkeji
wzorcowej klasy fi1, 1 f2,, dostajemy wige odpowiednio oy(Ag;) = |(Ag;)p| oraz oy(Ag;) =
|(Adg;)P|- Moce te reprezentuja liczbe kategorii, do ktorych dokument nalezy w dostatecznie

wysokim stopniu.

5.2 Strategie z kwantyfikatorami lingwistycznymi

Z uwagi na to, iz kwantyfikatory lingwistyczne umozliwiaja bardziej elastyczng reprezentacje
oraz przetwarzanie informacji nieprecyzyjnej, stosuje sie je do konstrukcji nowych strategii
progowych.

W pracy [23] zaproponowano strategie, ktorej idee mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

Nalezy wybrac taki zakres r kategorii, ze wiele waznych kategorii ma w testowym

zbiorze danych liczbe kategoriv pokrewnych podobng do r.

Przez kategorie pokrewna do kategorii ¢; rozumie sie tutaj kategorie skojarzona z tym samym
dokumentem, co ¢;. Dla kazdego r € {1,..., R}, gdzie R jest parametrem, oblicza sie stopien
prawdziwosci powyzszego wyrazenia i wybiera sie takie r, dla ktérego wynik jest najwiekszy.
Uzywajac kwantyfikatorow lingwistycznych, powyzsze wyrazenie mozna sformalizowaé jako
zdanie typu (4.4) postaci:

Q B jest P, (5.1)

gdzie @ jest kwantyfikatorem lingwistycznym typu wiele. Uniwersum rozwazan jest zbiorem
kategorii C, ktore sposrod wszystkich R kategorii maja najwyzsze stopnie przyporzadkowa-
nia do dokumentéw. B jest zbiorem rozmytym waznych kategorii dla danego dokumentu d;,
tzn. B(c;) = ¢(dj,c;). P jest zbiorem rozmytym kategorii, dla ktorych oblicza si¢ stopien
prawdziwosci (5.1), a ktore srednio mialty w zbiorze testowym liczbe kategorii pokrewnych
podobna do r. Podobieristwo to modelowane jest przez pewna relacje podobienistwa, ktora

jest oddzielnym parametrem metody.

W pracy [20] autorzy zaproponowali podejscie, ktére mozna ogodlnie scharakteryzowac

nastepujaco:

Nalezy wybraé taki zakres r kategorii, zZe wiele waznych kategorii jest wybranych

1 wiele z wybranych kategorii jest waznych.

Strategia ta sugeruje, podobnie jak RCut, ustalenie pewnego doktadnego zakresu kategorii
dla danego dokumentu. Jednakze, co stanowi istotna réznice w poréwnaniu z RCut, zakres
ten jest ustalany dla kazdego dokumentu z osobna na podstawie catego wektora wartosci
@(dj,c;) dla wszystkich kategorii. Proponowana strategia moze by¢ sformalizowana jako
koniunkcja zdan

@ B jest P oraz QP jest B. (5.2)

Jak poprzednio, B jest zbiorem rozmytym waznych kategorii dla danego dokumentu d;,
natomiast P jest nierozmytym zbiorem r kategorii z najwiekszym stopniem przyporzad-

kowania do dj, gdzie r = 1,..., R. Dla kazdego r wylicza si¢ stopien prawdziwosci zdan
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(5.2) i wyznacza ich minimum. Szukanym zakresem jest liczba r/, dla ktorej to minimum
jest najwicksze. Przyjmijmy dla wygody, ze w dalszym ciagu niniejszego rozdziatu do pierw-
szego z tych zdan bedziemy sie odwoltywaé przez identyfikator z;, natomiast drugie zdanie
bedziemy oznaczaé jako z9. Stopnie prawdziwosci tych zdan oznaczaé bedziemy odpowiednio

przez Ty, 1 Tay.

Wnhniosek 5.1. Dla kazdego r > |supp(B)| mamy 7., = Q(1), natomiast dla kazdego
r < |core(B)| dostajemy 7., = Q(1).

Rzeczywiscie, zauwazmy, ze P N B jest dla kazdego r zbiorem rozmytym r kategorii z
najwyzszym stopniem przyporzadkowania do d;. Stad, dla kazdego r < |core(B)|, mamy
P N B = P, natomiast dla kazdego r > |supp(B)| mamy PN B = B.

Przeanalizujemy teraz wlasnosci przedstawionego wyzej algorytmu, w przypadku gdy
moc wzgledna zbioru P i zbioru rozmytego B jest wyrazona za pomoca uogdlnionej skalarnej
mocy wzglednej (2.12). Poniewaz P € FCS, stad jedynie funkcja wzorcowa f jest do-

datkowym parametrem algorytmu.

Whiosek 5.2. Niech r' oznacza szukany prég. Dla dowolnego $cisle monotonicznego kwan-

tyfikatora normalnego Q i dowolnej funkcji wzorcowej f mamy |core(B)| < 1’ < |supp(B)|.

Wilasnosé ta oznacza, ze zadna z kategorii, z ktora ¢ skojarzylo dokument d; w stopniu
1 nie zostanie pomini¢ta w ostatecznym wyniku kategoryzacji, jak réwniez d; nie zostanie
przyporzadkowany do kategorii, z ktorymi klasyfikator skojarzyl go w zerowym stopniu.
Wtasnosé ta stwierdza wiec “rozsadne” zachowanie sie algorytmu przy wprowadzeniu do-
datkowego parametru. Sprawdzmy, jaki wynik kategoryzacji uzyskamy, jesli uzyjemy pro-

gowych funkcji wzorcowych klasy fi, 1 fa,.

Whniosek 5.3. Niech @ bedzie $cisle monotonicznym kwantyfikatorem normalnym i niech

r" oznacza szukany prag.
(a) Dia f = f1, mamy v’ = |B,|.
(b) Gdy f = fa, dostajemy r' = |BP|.

Dowdd. (a) Niech f = fi1,, wtedy o¢(B) = |Bp|. Dla kazdego r < |Bp| mamy 7,, < 1,
podczas gdy dla r > |B,| mamy o¢(P N B) = |By|, a stad 7., = 1. Z drugiej strony, dla
kazdego r < |Bp| mamy 7., = 1, natomiast dla r > |Bp| dostajemy 7, < 1. Widac stad, ze
w ciggu odpowiednich miniméw, najwieksza liczba znajduje sie na pozycji | Bp|. Dodatkowo

pokazalismy, ze liczba ta jest 1. Dowdd (b) jest analogiczny. O

Uwaga 5.1. Niech Q bedzie Scisle rosngeym kwantyfikatorem normalnym i niech funkcja
wzorcowa f bedzie taka, ze f(a) = 1 & a = 1. Najwieksze sposrdd uzyskanych minimdw

wynost 1 wtedy 1 tylko wtedy, gdy B jest zbiorem.

Dowdd. (<) Niech B € FCS. Dla kazdego r < |B| mamy 7., < 1, z kolei dla wszystkich

r > |B| dostajemy 7,, = 1. Z drugiej strony, dla zdania zo mamy: 7,, = 1 dla kazdego
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r < |B|, w przeciwnym przypdaku 7., < 1. Stad, w ciagu odpowiednich miniméw najwieksza
wartoscia jest 1 i wystepuje ona dla r = |B|. (=) Zalozmy, ze B ¢ FCS, tzn. istnieje
b < 1, takie ze ¢(d,¢;) = b dla pewnej kategorii ¢; € C. Wynik klasyfikacji dokumentu d

reprezentuje wtedy zbiér rozmyty
B = 1/Ci1 +]~/Ci2 +...+ 1/Cik,1 +b/clk +O/Cik+1 +... +0/CiR'

Dla kazdego r < i) dostajemy 7., = Q(r/o¢(B)) < 1, natomiast dla wszystkich r > iy
mamy 7., = Q(o7(B)/os(B)) = 1. W przypadku zdania 2z, dla kazdego r < ij stopien
prawdziwosci 7, = Q(r/r) = 1, podczas gdy dla wszystkich r > i dostajemy 7,, =
Q(of(B)/r) < 1. Szukanym progiem 7’ jest i;_; lub iy, w zaleznosci od tego, ktora z wartosci
Q(ir—1/0f(B)) lub Q(of(B)/ik) jest wieksza, jednak zadna z nich nie jest rowna 1. O

Powyzszy warunek jest rownowazny jednoznacznej binarnej klasyfikacji dokumentu d przez

klasyfikator ¢ w ramach wszystkich kategorii ze zbioru C.

Przyklad 5.1. Zadaniem jest najbardziej adekwatna kategoryzacja pewnego dokumentu d.

Zatozmy, ze dla tego dokumentu oraz kategorii:
c1 - programy miedzynarodowe,

¢y - procedury wyjazdowe,

c3 - umowy miedzynarodowe,

cq4 - Srodki finansowe na dziatalnosé statutowq,

cs - kryteria i tryb finansowania badan naukowych,
cg - zamowienia publiczne,

c7 - Srodki finansowe na rozwdj infrastruktury,

cg - rekrutacja,

klasyfikator ¢ dokonat nastepujgcej klasyfikacyi:

(TeTeleTelelololo]

d || 1.00 [ 0.90 [ 0.70 [ 0.70 [ 0.50 | 0.20 [ 0.00 | 0.00 |

Niech kwantyfikator “Wiele” bedzie zdefiniowany nastepujgco:

0 a€0,0.3],
Q@) ={ (a—0.3)/04 ac (0.3,0.7),
1 a€[0.7,1].

61



W tablicy 5.1 przedstawiamy stopnie prawdziwosci zdan (5.2) przy réznym wyborze funkcji
wzorcowej dla kazdegor € {1,...,8}; hwa(a) = 1-In(14+2(1—a))/In(3) jest unormowanym

generatorem t-konormy Webera z parametrem A = 2.

f=1id f= 505,09 f=f506.1 f=hw,z

21 ‘ 22 ‘ min Z1 ‘ 22 ‘ min 21 ‘ 22 ‘ min 21 ‘ 22 ‘ min

<

0.000 | 1.000 | 0.000 | 0.083 | 1.000 | 0.083 | 0.428 | 1.000 | 0.428 | 0.000 | 1.000 | 0.000
0.438 | 1.000 | 0.438 | 0.918 | 1.000 | 0.918 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.568 | 1.000 | 0.568
0.875 | 1.000 | 0.875 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.918 | 0.918 | 0.980 | 1.000 | 0.980
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.578 | 0.578 | 1.000 | 1.000 | 1.000
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.750 | 0.750 | 1.000 | 0.312 | 0.312 | 1.000 | 0.923 | 0.923
1.000 | 0.918 | 0.918 | 1.000 | 0.500 | 0.500 | 1.000 | 0.135 | 0.135 | 1.000 | 0.700 | 0.700
1.000 | 0.678 | 0.678 | 1.000 | 0.322 | 0.322 | 1.000 | 0.010 | 0.010 | 1.000 | 0.493 | 0.493
1.000 | 0.500 | 0.500 | 1.000 | 0.188 | 0.188 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.338 | 0.338

O[T ||| W ||

Tablica 5.1: Wyniki obliczeni dla funkcji wzorcowych id, f50.50.9, f50.6,1 1 hw2

W powyzszym przykladzie dla funkcji wzorcowej f = i¢d najwicksze minimum uzyskujemy
dlar =4ir =>5. W takim przypadku sensowne jest przyjecie wiekszej z liczb jako szukanego
zakresu kategorii, gdyz strategia opiera sie na kwantyfikacji lingwistycznej typu wiele. Z
podobna sytuacja mamy do czynienia dla funkcji f50.5,0.9. Tym razem najwigksze minimum
dostajemy dla r = 3 i r = 4. Z tych samych powodéw jak dla id, wybieramy tutaj szerszy
zakres, czyli dokument zostanie przyporzadkowany do kategorii ¢ - ¢4. Algorytm z funkcja
f5.06,1 wybierze dla d kategorie c; i co, natomiast z funkcja hy 2, przydzieli ten dokument
do kategorii ¢; - ¢4.

Na zakonczenie przedyskutujemy pewna niedoskonatos¢ oryginalnej strategii progowej
wprowadzonej w [20]. W tym celu, w tablicy 5.2, przedstawiamy wyniki kilku przyktado-
wych eksperymentéw numerycznych dla danych z poprzedniego przyktadu. Dla kazdej z

f=1fs2 f=f5051 f=hsos f=hws

21 ‘ z2 ‘min 21 ‘ 22

min

<

0.063 | 1.000 | 0.063 | 0.228 | 1.000 | 0.228 | 0.088 | 1.000 | 0.088 | 0.043 | 1.000 | 0.043
0.720 | 1.000 | 0.720 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.660 | 1.000 | 0.660 | 0.655 | 1.000 | 0.655
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
1.000 | 0.995 | 0.995 | 1.000 | 0.850 | 0.850 | 1.000 | 0.868 | 0.868 | 1.000 | 0.970 | 0.970
1.000 | 0.770 | 0.770 | 1.000 | 0.530 | 0.530 | 1.000 | 0.690 | 0.690 | 1.000 | 0.778 | 0.778
1.000 | 0.533 | 0.533 | 1.000 | 0.318 | 0.318 | 1.000 | 0.495 | 0.495 | 1.000 | 0.565 | 0.565
1.000 | 0.350 | 0.350 | 1.000 | 0.165 | 0.165 | 1.000 | 0.318 | 0.318 | 1.000 | 0.378 | 0.378
1.000 | 0.213 | 0.213 | 1.000 | 0.050 | 0.050 | 1.000 | 0.183 | 0.183 | 1.000 | 0.235 | 0.235

(N[O |W|N |-

Tablica 5.2: Wyniki obliczen dla funkcji wzorcowych f32, f50.5,1, hso05 1 hws

uzytych funkcji wzorcowych otrzymalismy szukany zakres ' = 3. Wynik ten mozna uznaé
za niejednoznaczny, poniewaz kategoria cyq zostala skojarzona z dokumentem d réwniez w
stopniu 0.7. W tej sytuacji, bazujac wylacznie na wyniku klasyfikacji, mozemy nie mieé

odpowiednich przestanek, aby odrzucié¢ jedna z kategorii c3 badz c4. Dlatego tez algorytm
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zrodlowy wymaga uzupelnienia polegajacego na tym, ze gdy jednoznaczny wybér zakresu
jest niemozliwy, wtedy dokonujemy korekty. Mozliwe sg trzy warianty takiego udoskonale-

nia.

1. Wybor wezszego zakresu - wynikiem ostatecznej kategoryzacji sa wszystkie kategorie,
dla ktorych ¢(d, ¢;) > ¢(d, ¢r). W rozwazanym przyktadzie nowym zakresem byltby
r’ = 2.

2. Wybér szerszego zakresu - wynikiem kategoryzacji v jest zbiér kategorii, dla ktorych

o(d, ;) = p(d, ¢r). Dla danych z powyzszego przykladu jest to r” = 4.

3. Wybor zakresu o wiekszym uzyskanym minimum - wybierany jest wezszy lub szerszy
zakres kategorii, w zaleznosci od tego, ktore z wyznaczonych minimoéw jest wieksze.

W rozwazanym przyktadzie:

- dla f32, hso5 1 hws otrzymujemy 7 = 4,

- dla f50.51 nowym zakresem jest v’ = 2.
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Rozdzial 6

System Quantirius sumaryzacji

lingwistycznej baz danych

Rozwdj technologii informacyjnych umozliwia dostep do ogromnej, ciagle rosnacej ilosci
danych. Efektywne zarzadzanie tymi zbiorami danych, ich przetwarzanie, a zwlaszcza in-
terpretacja, staje sie zatem istotnym problemem. Analiza takich danych jest zazwyczaj
czasochtonna i zmudna. Ponadto wiele interesujacych i istotnych zaleznosci miedzy danymi
moze zostaé¢ niezauwazonych. Podsumowania lingwistyczne pozwalaja wyrazi¢ relacje miedzy
danymi w bardziej elastycznej i zrozumialej formie. Znalezienie takich podsumowan jest za-
tem rownowazne odkryciu pewnej wiedzy o obiektach w bazie danych. Wiedza ta moze
zostaé¢ pézniej wykorzystana w procesie podejmowania decyzji lub testowania poprawnosci
logicznej danych.

Problem sumaryzacji lingwistycznej baz danych (zbioréw danych) jest szeroko badany w
literaturze i rozwaza sie rozne podejscia do tego zagadnienia. Wérdd nich wazna role odgry-
wajg nastepujace metodologie pozyskiwania podsumowar lingwistycznych: algorytmy gene-
tyczne (patrz [10]), rozmyte reguly asocjacyjne (patrz [18], [19]), rozszerzenia SQL /zapytania
rozmyte (patrz [21], [41], [42]). Mozna réwniez rozwazaé nastepujaca, ogolna klasyfikacje ist-
niejacych podejsé.

e Podejscia polegajace na zapisaniu danych przy uzyciu terminéw lingwistycznych ([1],

[40], [43]).

e Podejscia oparte na odkrywaniu/obliczaniu wyrazen zawierajacych kwantyfikatory
lingwistyczne ([21], [41], [42]).

Przyktadem podejscia z pierwszej rodziny jest SaintEti(), system, w ktérym podsumowanie
rozumiane jest jako koniunkcja atomowych predykatéw rozmytych definiowanych przez
zbiory rozmyte wartosci lingwistycznych (tj. zbiory rozmyte wyzszych rzedow). W systemie
tym pozyskuje si¢ hierarchie podsumowan, a proces ten opiera sie na hierarchicznym, po-
jeciowym algorytmie klastrujacym. Przyktady podejs¢ z drugiej rodziny stanowia systemy
SummarySQL oraz FQUERY for Access. Pierwszy implementuje rozszerzenie jezyka SQL

przeznaczone do weryfikacji podsumowan lingwistycznych, rozmytych regut gradualnych
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([5]) 1 rozmytych regut funkcjonalnych. W drugim systemie, do pozyskiwania podsumowan
wykorzystuje sie interfejs odpytywania rozmytego. W dalszej czesci niniejszego rozdzialu
zaprezentujemy koncepcje sumaryzacji lingwistycznej z uzyciem zdan zawierajacych niepre-

cyzyjne kwantyfikatory lingwistyczne (patrz [17], |21], [22| oraz [53]).

6.1 Agregacja danych sterowana kwantyfikatorem lingwisty-

cznym

Podsumowanie lingwistyczne jest rozumiana jako zdanie w jezyku naturalnym z niepre-
cyzyjnym kwantyfikatorem lingwistycznym, zwiezle podsumowujace istote informacji za-

wartej w zbiorze danych. Przez zbiér danych rozumiemy

o Y ={y1,...,yn} - zbior obiektéw w bazie danych (np. pracownicy, notowania gietdowe
itd.),

o A={A,..., Ay} - zbior atrybutéw charakteryzujacych obiekty z Y.

Aj(y;) oznacza warto$¢ j-tego atrybutu dla i-tego obiektu. Podsumowanie ligwistyczne

zbioru danych sktada sie z nastepujacych komponentow:
e kwantyfikatora ligwistycznego @ (np. wiele, okoto potowa),

e sumaryzatora S, bedacego terminem lingwistycznym okreslonym dla konkretnego atry-

butu lub kombinacji atrybutéw (np. srednia cena dla atrybutu CENA),
e stopnia prawdziwosci podsumowania 7, bedacego liczba z przedziatu [0,1],

e opcjonalnie, klasyfikatora R bedacego réwniez, podobnie jak S, terminem lingwisty-

cznym okreslonym dla atrybutu lub grupy atrybutéw.

Przyktadem podsumowania sktadajacego sie z kwantyfikatora, sumaryzatora i stopnia prawdzi-

woéci moze by¢ wyrazenie
Wielu pracownikéw ma wysokie kwalifikacje, T = 0.6.
Przyktadem podsumowania zawierajacego rowniez klasyfikator jest
Wielu dobrze zarabiajgcych pracownikow ma wysokie kwalifikacje, T = 0.9.

Ogolna struktura tych zdan jest zgodna z postacia zdan skawantyfikowanych lingwistycznie

wprowadzonych w [60]. Pierwsze podsumowanie odpowiada zdaniom typu (4.3), czyli
Q y'ow jest S. (6.1)
natomiast drugie ma strukture zdan typu (4.4), tzn.
Q R y'ow jest S. (6.2)

Stad, stopienn prawdziwosci zdan (6.1) i (6.2) pokrywa sie ze stopniem prawdziwosci T

odpowiednich podsumowan i moze byé wyznaczony dowolng metoda. Uniwersum rozwazan
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jest zbiorem obiektéw w bazie danych, w tym przypadku jest to zbiér pracownikéw pewnej
firmy. Klasyfikator R - dobre zarobki jest terminem lingwistycznym okreslonym dla atrybutu
ZAROBKI, natomiast sumaryzator S - wysokie kwalifikacje jest terminem lingwistycznym
okreslonym dla atrybutu KWALIFIKACJE. Przyktadem podsumowania, w ktorym klasy-

fikator posiada strukture ztozona moze byé¢ wyrazenie
Wielu doswriadczonych © efektywnych pracownikow jest dobrze optacanych.

Doswiadczenie, na przyktad dla informatyka lub menadzera, moze byé funkcja stazu pracy,
ilosci i stopnia trudnosci zrealizowanych projektéw oraz ewentualnie pewnych dodatkowych
wskaznikow.

Istotng role w procesie pozyskiwania podsumowan lingwistycznych odgrywa, wprowa-
dzone przez Zadeha, pojecie protoformy, ktére mozna rozumieé¢ jako pewna ogolna maske lub
szablon zdania z kwantyfikatorem lingwistycznym. Wyr6zni¢ mozemy kilka pozioméw ogdl-
nosci protoform. Najbardziej ogolnymi protoformami sa zdania postaci (6.1) i (6.2), podczas
gdy podane przyklady podsumowan lingwistycznych beda protoformami o najmniejszym
stopniu og6lnosci. Jawne wskazanie jednego z komponentéw @, R, S lub okreslenie struk-
tury dla R lub S, tzn. atrybutéw i terminéw lingwistycznych dla nich zdefiniowanych oraz
sposobu ich agregacji za pomocg spojnikéw logicznych, oznacza zdefiniowanie protoformy
posredniego poziomu ogélnosci. Mozna wiec moéwi¢ o hierarchi protoform. W pracy [22]

wprowadzona zostata hierarchia, ktéra prezentujemy w tablicy 6.1.

’ Poziom H Protoforma ‘ Dane ‘ Szukane ‘
0 QR yowijest S | Q, R, S T
1 Q y’ow jest S S Q
2 Q R y'owjest S | S, R Q
3 Q y’ow jest S Q, struktura S termin lingwistyczny S
4 Q R y'ow jest S | Q, R, struktura S | termin lingwistyczny S
5 Q R y'ow jest S Q, R, S

Tablica 6.1: Hierarchia protoform

Idea protoformy stata sie wygodna podstawa teoretycznag dla konstrukeji modutéw wspie-
rajacych sumaryzacje lingwistyczna zbioré6w danych. Pojecie to odgrywa istotna role zwtasz-
cza w podejéciach interaktywnych. W takich systemach wybér protoformy oraz okresle-
nie struktury sumaryzatora i/lub klasyfikatora jest zadaniem uzytkownika. System kon-
struuje wszystkie mozliwe podsumowania zgodne ze struktura protoformy, dla kazdego z
nich wyznacza jego stopien prawdziwo$ci i zwraca zazwyczaj te, dla ktérych 7 przekracza
pewien ustalony prég. Dla protoformy najnizszego poziomu system wyznacza jedynie stopien
prawdziwosci podsumowania okreslonego przez uzytkownika. Zwykle pojedyncze terminy
lingwistyczne (tzw. atomowe predykaty rozmyte) zdefiniowane dla atrybutéw obiektow z
bazy danych, a takze kwantyfikatory lingwistyczne tworza stowniki systemowe. Przyktadem
systemu pozyskiwania podsumowan lingwistycznych, w ktérym interakcja zajmuje kluczowe
miejsce jest pakiet FQUERY for Access (|21], [22], [63]).
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6.2 Sumaryzacja lingwistyczna w systemie Quantirius

W dalszych rozwazaniach skupimy si¢ na podejsciu interaktywnym do zagadnienia sumaryza-
cji lingwistycznej. Zaprezentujemy wtasna koncepcje i implementacje takiego podejscia -
system Quantirius (|39]), w ktorym konstrukcja podsumowari lingwistycznych odbywa si¢
w oparciu o pojecie protoformy. Podobnie jak ma to miejsce w innych systemach interak-
tywnych, w procesie generowania podsumowan uzywany jest stownik terminéw lingwisty-
cznych. Stopien prawdziwosci podsumowan 7 jest wyznaczany zasadniczo przy uzyciu podej-
$cia Zadeha rozszerzonego o zastosowanie funkcji wzorcowych i norm triangularnych, jed-
nakze w systemie zostata rowniez zaimplementowana mozliwos¢ oceny stopnia prawdziwosci
przy uzyciu operatoréw OWA.

Przedstawimy rowniez wtasna koncepcje dalszego przetwarzania zbioru wygenerowanych
podsumowaii. Latwo sobie wyobrazié¢, ze protoformy o wyzszym poziomie ogdlnosci moga
“produkowaé¢” ogromng liczbe podsumowaii, nawet z wysokim stopniem prawdziwosci. Ich
liczba zalezy od wielkodci stownika. Uzykownik systemu spodziewa si¢ natomiast uzyskania
najbardziej adekwatnej reprezentacji informacji zawartej w zbiorze danych. Proponujemy al-
gorytm redukcji dla wygenerowanego zbioru podsumowan lingwistycznych. Podstawa tej re-
dukcji jest stopiert prawdziwosci podsumowan w polaczeniu z wzajemna relacja, tj. inkluzja
lub naktadaniem sie ich komponentéw, o ile ona wystepuje. W tym celu wprowadzamy
pojecie grafu inkluzji terminow lingwistycznych, ktéry umozliwia reprezentacje dodatkowe;j
wiedzy o pozycjach ze stownika. Z drugiej strony, podsumowania o niskim stopniu prawdzi-
wosci moga byé uznane za malto wartosciowe. Czestg praktyks w takiej sytuacji jest ustale-
nie odpowiedniego progu dla stopnia prawdziwosci podsumowan. Taki sposéb postepowania
wydaje sie by¢ zbyt sztywny. Sensowniejszym rozwiazaniem jest wyznaczanie tego progu w
bardziej elastyczny sposob. Pokazemy, ze strategia progowa z kwantyfikatorami lingwisty-
cznymi, zaproponowana w [20], moze by¢ zaadaptowana do generowania progu akceptowal-
nosci dla 7.

Z technologicznego punktu widzenia, Quantirius jest zorganizowany nastepujaco. Jest to
system stand-alone wykonany w architekturze klient-serwer. Aplikacja klienta jest wykonana
w Srodowisku programistycznym Delphi, natomiast serwerem bazy danych jest Firebird SQL
(dawniej Interbase). Komunikacja aplikacji z baza danych odbywa sie za posrednictwem
natywnych komponentéw IBObjects. Wickszos¢ obliczert wykonywana jest po stronie klienta.
Baza danych przechowuje stownik terminéw lingwistycznych, definicje atrybutéow, zbiory
danych podlegajace sumaryzacji oraz wygenerowane podsumowania wraz z niezbednymi

informacjami dotyczacymi ich pochodzenia.

6.2.1 Reprezentacja zbioru danych

Aby zbiér danych moégl podlega¢ sumaryzacji, najpierw musi zosta¢ zaimportowany do
bazy danych systemu. Wszystkie zbiory danych sa zapamietywane w jednej tabeli (relacji
- w terminologii relacyjnego modelu danych), ktorej struktura jest przedstawiona w tabeli
6.2. Zbioér danych bedacy przedmiotem sumaryzacji jest wiec grupa rekordéw jednoznacznie

identyfikowanych w systemie (kolumna idDataSet). Jak widzimy, atrybuty obiektow, czyli
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idDataSet | objName A1 Ao As Ay L. Ao
1 Y11 A1(y11) | A2(y11) | As(yir) | Aa(yir) | .. | Aro(y1r)
1 Y12 A1(y12) | A2(y12) | Az(y12) | Aa(yi2) | ... | Awo(y12)
2 Y21 A1(y21) | A2(y21) | Asz(ye1) | Aa(y21) | ... | A1o(ye1)
2 Y22 A1(y22) | A2(y22) | As(y22) | Aa(y22) | ... | Aio(y22)

Tablica 6.2: Zbiory danych w Quantiriusie

kolumny A; - Ajp, maja “abstrakcyjne” nazwy. Wlasciwg semantyke danego atrybutu A;
w konkretnym zbiorze danych definiuje uzytkownik systemu. Innymi stowy, to uzytkownik
definiuje okreslong interpretacje wartosci A;(y;x) w i-tym zbiorze danych. Dla przyktadu,
wartosci atrybutu Ay, tj. Ai(y1x), moga by¢ interpretowane jako WIEK w zbiorze danych
opisujacych pracownikéw, podczas gdy wartosci Aj(yor) moga byé interpretowane jako
OCZEKIWANA STOPA ZWROTU w zbiorze danych notowan gietdowych. W biezacej wer-
sji systemu liczba atrybutéw, ktére moga byé przetwarzane jednoczesnie podczas generowa-
nia podsumowarn jest ograniczona do 10, jednak te atrybuty (tzn. konkretne semantyki)
wybiera sie sposrod wielu pozycji przechowywanych w bazie danych systemu.

Zaleta takiego rozwigzania jest ujednolicenie sposobu przetwarzania réznorodnych da-
nych, co w istotny spos6b wplywa na przejrzystosé i funkcjonalnosé interfejsu uzytkownika.

Ponadto, z technologicznego punktu widzenia, rézne zbiory danych mozemy przetwarzaé

([ Quantirius - data set attributes — o=l
rData set
| Mame "Shares on WSE LI
Delete
ATTRIBUTES
1 |Expected return j “
2 |Risk | _ clear | " chowall |
3 |\rariahi|ity index j Clear |
4 |Tota| profit/loss in period LI Clear |
5 |Rate of goutations with positive dailiy price change j Clear |
6 |Rate of goutations with negative daily price change j Clear |
7 |The highest share in total equity turnover j Clear |
8 |Rate of Top10 positive daily price change j Clear |
9 |Rate of Topl0 negative daily price change LI Clear |
10 |Rate of Topl0 share in total equity turnover j Clear |
Slo=e [ESC]

Rysunek 6.1: Ustalanie atrybutéw zbioru danych

uzywajac prostych, sparametryzowanych zapytan SQL. Z drugiej strony, w réznych zbio-

rach danych moze byé¢ wykorzystana ta sama semantyka atrybutu, natomiast odpowiednie
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terminy lingwistyczne moga by¢ zdefiniowane w rézny sposéb w kazdym z tych zbioréw.
Dla przyktadu, istnieje wyrazna réznica pomiedzy interpretacja wyrazenia wysokie obroty
firmy w odniesieniu do malych sklepikéw i w odniesieniu do duzych koncernéw, takich
jak Microsoft. Na rysunku 6.1 przedstawiony zostat modut stuzacy do ustalania atrybutow

obiektéw wybranego zbioru danych.

6.2.2 Tworzenie slownika terminéw lingwistycznych

Konstrukcja podsumowan w naszym systemie odbywa sie w oparciu o stownik terminéw
lingwistycznych zapamietany w bazie danych. Jest on w pelni dostepna dla uzytkownika
lista otwarta, ktéra moze by¢ uzupeliana i modyfikowana w trakcie eksploatacji systemu.
W Quantiriusie zaimplementowane sg wygodne funkcje interfejsu uzytkownika umozliwia-
jace aktualizacje stownika. Definicja kwantyfikatora lingwistycznego w systemie polega na
okresleniu jego typu (absolutny lub wzgledny) oraz wyborze jego funkcji przynaleznosci.
Wszystkie typy funkcji przynaleznosci zbioréw rozmytych, ktore udostepnia Quantirius sa

przedstawione na rysunkach 6.2 - 6.5.

Rysunek 6.2: Funkcje przynaleznosci 'y 1 L

©
o
(e}
[V
o
o
a -

Rysunek 6.3: Funkcje przynaleznosci Agpc iy pc.a

I I I
a (at+b)/2 b a (a+b)/2 b

Rysunek 6.4: Funkcje przynaleznosci sqp i 24
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Rysunek 6.5: Funkcja przynaleznodci mq p ¢

Modut przeznaczony do definiowania kwantyfikatoréw lingwistycznych jest przedstawiony

na rysunku 6.6. Definiowanie terminéw lingwistycznych zwiazanych z atrybutami zbioréw

@E-Quanﬁrius - quantifiers dictionary configuration - |EI|1|
Quantifier type IReIative j
Quantifier name IA [ Bl
|[P[None or almost none | Name I|N0ne or almost none || 0,050
L About 1/10
|_[very few r Membership function class
LA little less than 1/4
|| About 1/4 o L
|| Few
LY little more than 1/4 Cz
|_|Much more than 1/4 I
A little more than 1/3
L Much less than 1/2
|_|A little less than 1/2 cr
About 1/2
e / s
LY little more than 1/2
L Much more than 1/2 CA
LY little less than 2/3
L Much less than 3/4
A little | tl 3/4
|_[A little less than 3/ a=| 0,025|b = | 0,050/ c = | 0,000]d =| 0,000]
|_|Many
|| About 3/4
A little more than 3/4
W Add | Edit | Delete | Save | Cancel |
L Very many
| |About 5/10
All or almost all -
_‘ _’IJ Grammatical variants Show hierarchy Close [ESC]

Rysunek 6.6: Konfiguracja stownika kwantyfikatoréow lingwistycznych

danych jest realizowane w podobny sposob. Nalezy podkresli¢, ze uzytkownik nie definiu-
je dziedziny atrybutéw. Przyjmujemy, ze dziedzing atrybutu, a tym samym uniwersum
zbioréw rozmytych zwiazanych z atrybutami, jest dziedzina numerycznego typu danych
w bazie danych. To niewielkie odstepstwo od klasycznego rozumienia zmiennej lingwisty-
cznej bedacej podstawg teoretyczna pojecia sumaryzatora w wielu aplikacjach, m. in. w
FQUERY (patrz [21], [22], |63]), sprawia, ze interfejs uzytkownika jest bardziej przyjazny i
przejrzysty. Ponadto, wszystkie terminy lingwistyczne zwigzane z atrybutami sa traktowane
w zunifikowany sposéb, tzn. nie rozrézniamy typéw termindéw lingwistycznych. Przyktadowo,
wartosci rozmyte (wysokie, srednie, itd.) tak samo jak relacje rozmyte (znacznie wieksze niz
4000, okoto 5000, itd.) definiuje sie doktadnie w taki sam sposob, jako odpowiednie zbiory
rozmyte np. dla atrybutu ZAROBKI.

Po zapamietaniu definicji terminu lingwistycznego zwiazanego z atrybutem system gene-
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ruje i zapamietuje wszystkie stopnie przynaleznosci do zbioru rozmytego reprezentujacego
ten termin lingwistyczny. Podobnie, kazda modyfikacja zbioru danych implikuje przelicze-
nie odpowiednich stopni przynaleznosci do zbioréw rozmytych. Rozwigzanie to jest istotne
z punktu widzenia efektywnosci wyznaczania stopni prawdziwos$ci podsumowan lingwisty-
cznych. System nie jest zmuszony do wyliczania stopni przynaleznosci w trakcie kazdego
generowania podsumowan, gdyz “wtasciwe” zbiory rozmyte stanowia dane wejéciowe na
tym etapie. W zwiazku z tym, system jest tutaj odpowiedzialny jedynie za wyliczenie mocy
odpowiednich zbioréw rozmytych. Taka organizacja obliczen ma duze znaczenie, zwlaszcza
gdy podsumowania generowane sg znacznie czesciej niz dokonuje sie aktualizacji stownika

i/lub zbioru danych.

6.2.3 Generowanie podsumowan

W biezacej wersji, system umozliwia generowanie podsumowari lingwistycznych, w ktérych
klasyfikator i sumaryzator maja strukture prosta (atomowa), tzn. sktadaja sie z pojedyncze-
go terminu lingwistycznego zdefiniowanego dla danego atrybutu, np. DZIENNY OBROT
= okoto 10000 pin.

Konstruowanie podsumowan lingwistycznych w Quantiriusie zostalo zrealizowane w
oparciu o pojecie protoformy. System umozliwia definiowanie protoform o réznych poziomach
og6lnosci, jednak istnieje pewna réznica miedzy hierarchig zaimplementowana w Quantir-
iuste, a ta przedstawiong w tablicy 6.1. Klasa dostepnych protoform zalezy od tego, czy
generowane podsumowania maja by¢ zdaniami postaci (6.1) czy (6.2). W dalszym ciagu
przez PLT bedziemy oznacza¢ konkretny termin lingwistyczny wybrany dla danego atry-
butu, a przez ARLT - wszystkie terminy lingwistyczne dla danego atrybutu. Hierarchia

protoform dla podsumowarn typu (6.1) jest przedstawiona w tablicy 6.3. < @ > oznacza, ze

Poziom | Protoforma Dane
0 Q y’ow jest < atrybut >=< PLT > Q, S
1 Q y'ow jest < atrybut >=< ARLT > Q, atrybut
2 Q y’6 jest < S > Q
3 < Q > y’ow jest < atrybut >=< PLT > S
4 < Q > y’ow jest < atrybut >=< ARLT > | atrybut
5 < Q> yow jest < S >

Tablica 6.3: Hierarchia protoform dla podsumowan typu (6.1)

system musi utorzy¢ i wyznaczy¢ stopien prawdziwosci podsumowan zawierajacych wszyst-

kie dostepne kwantyfikatory. Sumaryzator ma jedna z trzech mozliwych postaci:

- < § > - system generuje podsumowania, w ktérych sumaryzatorami sa kolejno wszyst-

kie dostepne terminy lingwistyczne zwigzane z atrybutami.

- < atrybut >=< ARLT > - system generuje podsumowania, w ktérych sumaryzatorami

sa terminy lingwistyczne zdefiniowane dla danego atrybutu.
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- < atrybut >=< PLT > - system generuje podsumowanie (poziom 0) lub podsumowa-
nia (poziom 3), w ktoérych sumaryzator jest wybranym terminem lingwistycznym

zdefiniowanym dla danego atrybutu.

Hierarchia protoform dla podsumowan (6.2) jest wzbogacona przez wystapienie klasyfika-
tora i jest zrealizowana podobnie. Na rysunku 6.7 prezentujemy modul przeznaczony do

generowania podsumowan lingwistycznych. W przypadku podsumowan (6.2) uzytkownik

tl'.'_ Quantirius - linguistic summaries generating = IEllil
r Yy type
i~ Q x's are S @ Q R x's are S Data set ”Shares on WSE ;I

r Summary structure - Protoform

| [ All quantifiers | Qantifier — l:l
| [~ All attributes for R | Classifier attribute |Ilisk j
| [ All properties for R | Classifier property _
| [~ All attributes for S | Summarizer attribute |Expe|:ted return j
| |

[« All properties for S

Summary:

| <Q> =Risk> = =all terms> are <Expected return> = <all terms=.

Computation parameters
¥ Do not make summary for the same property of classifier and summarizer { summ. II type )

¥ Do not make summary for the same attribute of classifier and summarizer { summ. II type )

. Recompute existing protoforms - Generate l Sieve I Print - Close [ESC] I

Rysunek 6.7: Generowanie podsumowan lingwistycznych w systemie Quantirius

moze zazadaé, aby system nie tworzyl takich, w ktorych klasyfikator i sumaryzator sa
tym samym terminem lingwistycznym. Podobnie, uzytkownik decyduje, czy maja by¢ gene-
rowane podsumowania, w ktorych klasyfikatory i sumaryzatory sg terminami lingwisty-
cznymi okreslonymi dla tego samego atrybutu. Przestanki ku tej opcjonalnosci sa nastepu-

jace. Z jednej strony, nawet bardzo wysoki stopieni prawdziwosci zdania
Nie ma pracownikdw majgcych duzy staz pracy, ktorzy majg niewielki staz pracy
lub

Wielu pracownikow majgcych zarobki znacznie nizsze niz 10 000 pln ma zarobki znacznie

nizsze niz 10 000 pin

jest informacja bezuzyteczna. Z drugiej jednak strony, mozna podac przyktad zdania, ktoérego
wartos¢ informacyjna jest duza, mimo iz klasyfikator i sumaryzator sg terminami lingwisty-

cznymi zdefiniowanymi dla jednego atrybutu. Z wysokiego stopnia prawdziwosci zdania

Wielu pracownikow majgcych zarobki znacznie wyzsze niz 4000 pln zarabia miesiecznie

okoto 6000 pln

wynika, iz sposroéd pracownikéw z przedzialu ptacowego okreslonego lingwistycznie jako

zarobki znacznie wyzsze niz 4000 pln, zarobki wielu oscyluja wokot 6000 pln.
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Przed przystapieniem do generowania podsumowan, system poprosi uzytkownika o wska-
zanie sposobu wyznaczania mocy odpowiednich zbioréw rozmytych wraz z parametrami,
tzn. wraz z funkcja wzorcowa i t-normg dla mocy oy, opgt, Oragt,f oraz orq,rt. Po-
nadto, dla podsumowari (6.2) konieczne jest rowniez wybranie t-normy indukujacej przekrdj
odpowiednich zbioréow rozmytych. Dla uogélnionych mocy skalarnych postaci (3.9) - (3.11)
przyjeliSmy, ze za pomoca tej samej t-normy wyznacza si¢ moce zbioréw rozmytych oraz ich

przekroj. Funkcje przeznaczong do ustalania parametréow obliczen prezentuje rysunek 6.8.

Linguistic summaries - computation parameters

r Cardinality pattern —————————— T-norm
Summary type Q R x's are S .
i f 1p D= Def. = minimum
— calculation method —————— | © f2p  p=[0,00] Def. " algebraic
- Cf3p p= Def. " Dombi p=
1. Sigma count
5  f_4c C= Def. " Einstein
+ 2. Generalized sigma count
* f 5ab a= b =|0,80 Def. " Hamacher p=
{~ 3. FGCount based sig. count
 f_ 6ab a= b= Def. " tukasiewicz
" 4. FGCount_f based sig. count
=  f 7ep c©= P= Def. + Schweizer p=
5. f_FGC t b d sig. t
- L L S i~ f Bcp cC= p= Def. = Weber p=
6. OWA
 f_9p D= Def. " Yager p=
 f_10p D= Def. " Frank p=

Execute l Cancel [ESC] I

Rysunek 6.8: Wybér parametréw obliczen w Quantiriusie

6.3 Redukcja zbioru podsumowan

Dla kazdej protoformy, za wyjatkiem protoformy o najnizszym poziomie ogblnosci, system
wygeneruje liste podsumowan. Jej rozmiar zalezy od liczby terminéw lingwistycznych w
stowniku, zatem w szczegdlnym przypadku moze ona zawieraé¢ wiele pozycji. Oczywiscie,
im wyzszy poziom ogo6lnosci protoformy, tym wieksza jest liczba uzyskanych podsumowan
lingwistycznych. Wiele z nich moze by¢ ocenionych nawet z wysokim stopniem prawdziwosci.
Podstawowym problemem jest zatem wybo6r najbardziej odpowiednich podsumowan. Pro-
ponujemy metodologie przetwarzania zbioru wygenerowanych podsumowan, majaca na celu
usuniecie podsumowan redundantnych. Podsumowanie bedziemy uwazaé za redundantne
jesli istnieje jego reduktor. Pojecie reduktora zdefiniujemy w dalszej czesci niniejszego roz-

dzialu.

6.3.1 Redukcja z uwzglednieniem inkluzji terminéw lingwistycznych

Zatézmy, ze system wygenerowal podsumowania

p1: Q1 Ry'ow jest S 1 po: Q2 R y'ow jest S,
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gdzie @1 C Q2. Poniewaz kwantyfikatory sa zwiagzane relacjg inkluzji, to 7,, < 7p,, gdzie
Tp, 1 Tp, Oznaczaja stopnie prawdziwosci zdan p; i p2, odpowiednio. Zatem, jesli 7,, = 1, to
réwniez 7, = 1 1 méwimy, ze podsumowanie p moze by¢ logicznie wywnioskowane z p;. W
tym przypadku pe mozna uznaé za redundantne, a p1 jest jego reduktorem. Przyktadami p;

i p2 moga by¢ podsumowania:
pl: Prawie wszystkie male firmy majq niski dzienny zysk.
ph: Znacznie wiecej niz 1/2 matych firm ma niski dzienny zysk.

Mamy tu do czynienia z inkluzja kwantyfikatoréw Prawie wszystkie 1 Znacznie wiecej niz
1/2. Jesli oba podsumowania maja taki sam stopieni prawdziwosci, wtedy p} jest reduk-
torem ph. Mniej formalnie mozemy powiedzieé, ze p} dostarcza bardziej adekwatnego (pre-
cyzyjnego) opisu liczby maltych firm z dziennym zyskiem okreslonym jako nisks.
Odpowiednia selekcja jest takze mozliwa, gdy mamy do czynienia z inkluzja zbioréw

rozmytych reprezentujacych sumaryzatory. Rozwazmy nastepujace podsumowania:
p3: Q Ry ow jest S1 1 pga: Q Ry'ow jest So,

gdzie sumaryzatory S; sg zdefiniowane dla tego samego atrybutu oraz S7 C S». Z mono-
tonicznosci mocy skalarnej wynika nastepujaca konsekwencja. Jesli Q) jest niemalejacy, to
Tps < Tpy, W przeciwnym razie, tzn. dla nierosnacego Q mamy 7,, > 7p,. Analogiczna
dyskusja jak w przypadku inkluzji kwantyfikatoréw prowadzi do konkluzji, ze jesli 7, = 7,,,

wtedy:
- dla niemalejacego Q, p3 jest reduktorem py,

- dla nierosnacego Q), p4 jest reduktorem ps.
Nastepujace podsumowania moga by¢ przyktadami ps i py.

P Wiekszosé miodych pracownikéw ma zarobki okoto 2500 pln.
py: Wiekszosé miodych pracownikéw ma zarobki zdecydowanie nizsze niz 5000 pln.

Jesli stopnie prawdziwosci podsumowan ph i ply sa rowne i zbiory rozmyte zarobki okoto
2500 pln oraz zarobki zdecydowanie nizsze niz 5000 pln sa zwiazane relacja inkluzji, to ph
jest reduktorem p);. Ponownie, mniej formalnie mozemy powiedzie¢, ze ps dostarcza bardziej
precyzyjnej wiedzy o zarobkach wiekszosci mtodych pracownikéw.

Jesli kwantyfikator @ jest unimodalny, to monotonicznosé mocy skalarnej nie implikuje,
w ogolnosci, zadnej z relacji < lub > pomiedzy 7, i 7,,. W konsekwencji ani p3 nie moze by¢
wywnioskowane z py4, ani p4 nie moze by¢ wywnioskowane z p3. Pomimo to, jesli 7, > 7,,,
wtedy ps jest reduktorem p4 poniweaz zawiera bardziej precyzyjny sumaryzator. Uzasadnie-
nie opiera sie w tym przypadku na koncepcji nieprecyzyjnosci sumaryzatora, nalezy wiec
przypomnie¢ dwa wazne pojecia. Stopieni rozmytosci sumaryzatora S zwigzanego z atry-
butem A o dziedzinie X definiuje sie jako (por. |21])
~ H{z e X: S(x) >0}
B | X

in(S) (6.3)
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gdzie | - | jest zwykla moca (w liczniku i mianowniku mamy zbiory nierozmyte) jesli X jest
skoriczony, lub catka jesli S ma nieprzeliczalny no$nik w X. Interpretacja stopnia niepre-
cyzyjnosci jest nastepujaca (por. [35]): im szerszy nosnik S, tym bardziej nieprecyzyjny
jest sumaryzator. Formalnie, stopien nieprecyzyjnoéci zostal zdefiniowany dla sumaryzatora
ztozonego, ktory sklada sie ze zbiorow rozmytych Si, S, ..., Sk (polaczonych spéjnikami
logicznymi AND/OR) w dziedzinach, odpowiednio, X7, Xo, ..., Xj. Definicja jest nastepu-

jaca (por. [21]).
i 1/k

Tsy=1— [ J]in(S;) : (6.4)

j=1
Bazujac na intuicji przywolanej powyzej mozemy zauwazyé, ze do poréwnania precyzji
sumaryzatorow nie jest konieczne wyliczanie konkretnej wartosci Ts; lub nawet in. Fakty-
cznie, poniewaz S7 w p3 i So w pg sa zdefiniowane dla tego samego atrybutu, to wystar-
czy poroéwnaé liczniki w (6.3), czyli moce nosnikéw terminow lingwistycznych. Co wiecej,
poniewaz S C Sa, zatem |supp(St)| < |supp(S2)| i ostatecznie S jest bardziej precyzyjny
niz Sy. Jako przyktad mozemy rozwazy¢ zastapienie kwantyfikatora Wiekszosé przez Okoto
3/4 w podsumowaniach p4 oraz p). Gdy Ty, = Tp,, whedy ph mozna uznaé za bardziej
adekwatne (precyzyjne) podsumowanie niz p).

Zauwazmy, ze wymaganie, aby sumaryzatory w podsumowaniach ps i pgy byty okreslone
dla tego samego atrybutu, jest tutaj kluczowe. W przypadku terminéw lingwistycznych
zdefiniowanych dla réznych atrybutéw nie bedziemy mieé takiej jednoznacznej interpretacji,
jak przedstawiona powyzej. Przyktadowo dla podsumowan lingwistycznych o tym samym

stopniu prawdziwosci:
ps: Wiekszosé mtodych pracownikow ma zarobki znacznie wyzsze niz 4000 pln
pg: Wiekszos¢é miodych pracownikéw ma wysokie kwalifikacje

trudno stwierdzi¢, ktore z nich lepiej oddaje relacje pomiedzy obiektami w zbiorze danych,
nawet jesli wiemy, ze stopienn rozmytosci sumaryzatora wysokie kwalifikacje jest mniejszy

niz stopien rozmytosci sumaryzatora zarobki znacznie wyzsze niz 4000 pln.

Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym @ i S sa ustalone, a relacja inkluzji dotyczy

klasyfikatoréw, tzn. przeanalizujmy podsumowania postaci
p7: Q Ry y’'ow jest S 1 pg: @ Ro y'ow jest S,

gdzie klasyfikatory sa zdefiniowane dla tego samego atrybutu i R; C Rs. Przyktadami

podsumowan o podanych wtasnosciach moga byé nastepujace zdania:

ph: Wiekszo$é pracownikéw z zarobkami okoto 5000 pln ma wysokie kwalifikacje,

pk: Wiekszos¢ pracownikéw z zarobkami znacznie wyzszymi niz 3000 pln ma wysokie

kwalifikacje.
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Przedyskutujemy mozliwosé stosowania podobnych regut selekcji podsumowan jak w przy-
padku inkluzji sumaryzatoréw. Poniewaz moc wzgledna zbioréw rozmytych nie jest mono-
toniczna ze wzgledu na inkluzje klasyfikatorow, to p§ nie moze byé wywnioskowane z p%. Co
wiecej, gdy zastapimy kwantyfikator Wiekszos¢ przez Wszyscy, ktory takze jest niemale-
jacy, otrzymamy implikacje odwrotna, mianowicie p% bedzie wtedy logiczna konsekwencja
Py (0 ile zbior rozmyty pracownicy z zarobkami okoto 5000 jest niepusty). Z drugiej strony,
klasyfikator w p’, jest bardziej precyzyjny niz klasyfikator w p§, gdzie precyzja klasyfika-
tora rozumiana jest w taki sam sposoéb jak precyzja sumaryzatora. Jednakze, wydaje sie,
iz odrzucenie pg moze skutkowaé utrata wartosciowej informacji. Faktycznie, trudno jest
stwierdzi¢ z cala pewnoscia, ktére z podsumowan jest bardziej adekwatne. Podobnie, jesli
przeanalizujemy kwantyfikatory nierosngce lub unimodalne, bedziemy mieli do czynienia
z analogicznymi problemami. Redukcja podsumowan z uwzglednieniem inkluzji klasyfika-
torow jest wiec w ogdélnosci dyskusyjna. Jedynie w kilku sytuacjach mamy do czynienia
z mozliwoscia logicznego wnioskowania. Jedli Ry C Rs, to prawdziwe sa nastepujace im-

plikacje (— oznacza negacje):
V Ry y'ow jest S = V Ry y’6w jest S.
J Ry y'ow jest S = I Rs y’6w jest S.
-3 Ry y’6w jest S = -3 R; y’éw jest S.
=V Ry y’6w jest S = -V Ro y'éw jest S.

W wymienionych wyzej przypadkach odpowiednie redukcje sa mozliwe. Wyrazenia po lewej
stronie znaku implikacji beda reduktoram: dla nastepnikéow, o ile ich stopnie prawdziwosci
beda odpowiednie.

Powyzsza metodologie selekcji wygenerowanych podsumowan bedziemy nazywaé re-
dukcjg podsumowan lingwistycznych. Kluczowym kryterium redukcji jest stopiern prawdzi-
wosci podsumowan w potaczeniu z inkluzja ich komponentéw, o ile ona wystepuje. Quan-
tirius rozpoznaje potencjalne inkluzje wystepujace miedzy terminami lingwistycznymi w
stowniku na podstawie ich definicji w czasie konfiguracji stownika. Wszystkie znalezione
inkluzje sa zapamietywane i stanowia czes¢ stownika. Z uwagi na przechodniosé relacji
inkluzji przyjeliSmy najbardziej ekonomiczna reprezentacje, w ktorej kazdy termin lingwisty-
czny “zna”’ jedynie te, ktore sg zawarte w nim bezposrednio. Stosownie do tej reprezentacji,
dostajemy graf inkluzji termindw lingwistycznych. Bardziej precyzyjnie, wszystkie terminy
lingwistyczne tego samego typu, tzn. kwantyfikatory wzgledne, kwantyfikatory absolutne
oraz terminy lingwistyczne zdefiniowane dla danego atrybutu tworza oddzielne grafy. Dla
kazdego takiego grafu G = (V| E), V jest zbiorem wszystkich terminéw lingwistycznych
danego typu. Krawedz (u,v) € FE istnieje tylko wtedy, gdy v C w i nie istnieje termin

lingwistyczny w, taki, ze v C w i w C u. Stad, G posiada nastepujace wtasnosci:
- G jest dagiem,

- jesli (u,v) € E, to nie istnieje krawedz (u;,v) w E, gdzie u; jest przodkiem u w G.
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Przedstawimy teraz istote algorytmu redukcji i oméwimy jego najwazniejsze elementy.
Dalsza dyskusja bedzie dotyczy¢ podsumowan, ktére zostaly wygenerowane przy uzyciu
pewnej ustalonej protoformy PF. Zadaniem algorytmu jest stwierdzenie, czy dane pod-
sumowanie lingwistyczne powinno trafi¢ na koncowsa liste zwracanych podsumowan czy
przeciwnie, moze ono by¢ odrzucone. Dla kazdego podsumowania p, dla ktérego 7 > 0,
system szuka jego reduktora. Podsumowanie p’ jest reduktorem p, gdy jego stopien prawdzi-
wosci 77 > 7 1 zawiera bardziej adekwatny @’ lub S’ jako jeden ze swoich komponentow.
Taki termin lingwistyczny jest w istocie bardziej adekwatny w danym kontekscie. Oznaczaé
go bedziemy przez MAC (ang. more adequate in the context). Przez kontekst rozumiemy

tutaj pozostate ustalone sktadniki podsumowania, tj.
- dla @ kontekstem jest: S w podsumowaniach (6.1); R, S w podsumowaniach (6.2),
- dla S kontekstem jest: Q w podsumowaniach (6.1); @, R w podsumowaniach (6.2).

Istnieja wiec dwa warianty redukcji z uwzglednieniem inkluzji terminéw lingwistycznych: re-
dukcja przez inkluzje kwantyfikatora oraz redukcja z powodu inkluzji sumaryzatora. Kazdy
z przedstawionych wariantéw redukcji jest czedcig calego algorytmu. Poniewaz zadaniem
jest znalezienie reduktora, jesli istnieje, a nie znalezienie wszystkich reduktoréw lub “naj-
lepszego” reduktora (to zadanie moze nie by¢ wykonalne), zatem kolejnos¢ wykonywania
redukcji jest nieistotna. Jesli nawet istnieje kilka reduktoréw dla danego podsumowania
p, algorytm zatrzymuje sie w momencie znalezienia pierwszego z nich i przetwarzane jest
nastepne podsumowanie.

Zasady redukcji przedstawione powyzej wiaza sie z koniecznoscig przeszukiwania grafow,
co w ogoblnosci nie jest zadaniem trywialnym. Biorac pod uwage wlasnosci skalarnych mocy
zbioréw rozmytych oraz relacji inkluzji, proponujemy efektywna metodologie przeszukiwania
rozwazanych grafow. Niech G i G's oznaczajg, odpowiednio, grafy inkluzji kwantyfikatorow
i sumaryzatorow. W Quantiriusie zaimplementowano nastepujace reguty poszukiwania ter-

minéw lingwistycznych MAC.

Gq: Terminem lingwistycznym MAC moze by¢ kazdy kwantyfikator zawarty w @, tzn.
kazdy potomek () w Gg. Jednakze, szukajac reduktora podsumowania p z kwantyfika-
torem @, wystarczy sprawdzi¢ podsumowania zawierajace “dzieci” Q w Gg. Rzeczy-
wiscie, jesli jedno z podsumowan zawierajacych “dzieci” ) ma stopien prawdziwosci
rowny 7, staje sie ono reduktorem, w przeciwnym razie réwniez dalsi potomkowie nie
tworza, reduktoréw. Wynika to bezposrednio z definicji inkluzji kwantywikatorow ling-
wistycznych. Reguta redukcji dla inkluzji kwantyfikatorow zaimplementowana jest w

systemie w nastepujacy sposob.

IF (
Q1 jest “dzieckiem” Q w G
AND
T(Q1 Ry’'ow jest S) = 7(Q R y’'ow jest S)
)
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THEN
Odrzué¢ @ R y’'6w jest S.

Gg: Jesli kwantyfikator @ wystepujacy w podsumowaniu p jest nierosnacy, to kandy-
datami na termin ligwistyczny MAC sg wszyscy przodkowie S w Gg. W przeciwnym
przypadku, dla niemalejgcego lub unimodalnego @, terminem lingwistycznym MAC
moze by¢ kazdy potomek S w Gg. Szukajac reduktora podsumowania p z sumaryza-
torem S musimy jedynie sprawdzi¢ podsumowania zawierajgce odpowiednio “rodzi-
cow” lub “dzieci” S w Gg, zaleznie od klasy funkcji przynaleznosci ). Dla kwan-
tyfikatorow monotonicznych (nierosnacych i niemalejacych) uzasadnienie wynika z
monotonicznosci mocy skalarnych i jest analogiczne do rozumowania prezentowanego
dla Q. W przypadku kwantyfikatora unimodalnego uzasadnienie jest inne. Rozwazmy
trzy podsumowania lingwistyczne z sumaryzatorami Si, Sz, S3, klasyfikatorem R i
unimodalnym kwantyfikatorem (). Ustalmy, ze moc wzgledna zbioréw rozmytych wyz-

naczamy za pomoca liczby (2.12). Z monotonicznosci oy mamy
S3C S, CS = Jf’t(S;;’R) < Uﬁt(SQ‘R) < Uf7t(Sl‘R).
Zatem

Qore(S2|R)) < Qloye(S1R)) = Qofs(S31R)) < Qloye(51[R)),

a stad wynika, iz nie istnieje reduktor dla podsumowania z sumaryzatorem Si. Jed-
nakze, gdy Q(or4(S2|R)) = Q(o74(S1|R)), wtedy podsumowanie zawierajace Sy staje
sie reduktorem podsumowania zawierajacego Si, a relacja miedzy Q(o4(S3|R)) oraz
Q(o4(S1|R)) jest nieistotna. Dla mocy wzglednej zbioréw rozmytych wyznaczonej
przy uzyciu mocy skalarnych (3.9) - (3.11) rozumowanie jest analogiczne. Reguta
redukcji dla inkluzji sumaryzatoréw przy unimodalnym lub niemalejacym @ zaimple-

mentowana jest w systemie nastepujaco.

IF (
S1 jest “dzieckiem” S w Gg
AND
7(Q R y’ow jest S1) > 7(Q R y’ow jest S)
)
THEN
Odrzué¢ Q R y’'6w jest S.

Dla nierosngcego @ reguta jest podobna, z tym ze “dziecko” zastepujemy przez ‘rodzic”.

Wszystkie reguty selekcji podsumowan dotyczace sumaryzatoréw zostaly omoéwione dla
przypadku, w ktérym S sktada sie z pojedynczego terminu lingwistycznego. Analogiczna re-
dukcja moze by¢ jednak przeprowadzona takze w odniesieniu do bardziej ztozonych sumaryza-
torow. Jesli sumaryzator S sklada sie z terminoéw lingwistycznych Si,Ss,. .., Sk zdefinio-

wanych dla atrybutow Aj, Ao, ..., Ag i potaczonych spdjnikami logicznymi, wtedy mozemy
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przeprowadzi¢ odpowiednig redukeje dla kazdego komponentu S; wedlug regul wprowadzo-
nych dla sumaryzatoréw atomowych. W tej sytuacji kontekst dla konkretnego .S; stanowia
@, R i pozostate S (j # 1). Oczywiscie rowniez w tym przypadku algorytm zatrzyma sie w
momencie znalezienia pierwszego reduktora i przetwarzane bedzie kolejne podsumowanie.
Jesli w stowniku nie ma terminéw lingwistycznych zwiazanych relacja inkluzji, to przed-
stawiony algorytm nie odrzuci zadnego z podsumowarni. Przyktadem zagadnienia, w ktérym
stosuje sie prawie nie nakladajace sie na siebie zbiory rozmyte jest modelowanie rozmyte.
Jednakze w wielu zastosowaniach uzycie takich terminéw moze byé niewystarczajace lub
nawet bezuzyteczne. Rzeczywiscie, ograniczenie sie do uzywania pojeé typu mato, srednio
oraz duzo znaczaco obniza mozliwosci odkrycia interesujacych i waznych zaleznosci ukrytych
w danych. W wielu przypadkach uzycie terminéw lingwistycznych zwiazanych inkluzja moze
przynie$é spore korzysci. Rozwazmy prosty przyktad. Zalézmy, ze ponizsze podsumowania

maja stopnie prawdziwosci 7 = 1:

Prawie wszyscy mtodzi pracownicy majg zarobki znacznie mniejsze niz 5000 pln,
Wiekszosé mtodych pracownikow ma zarobki znacznie mniejsze niz 4000 pln,
Okoto 1/2 mitodych pracownikéw ma zarobki w przyblizeniu réwne 2500 pln lub mniejsze.

Widzimy, ze w ten sposob uzyskaliSmy do$é interesujaca informacje o strukturze zarobkéw

wsroéd mtodych pracownikéw.

6.3.2 Redukcja z uwzglednieniem nakladajacych sie unimodalnych ter-
minéw lingwistycznych

Analizujemy teraz mozliwosé wyboru podsumowan dostarczajacych bardziej wartosciowej
informacji, gdy nie wystepuje inkluzja odpowiednich terminéw lingwistycznych. Rozwazmy

nastepujace podsumowania lingwistyczne.
po: Wiekszo$¢é nowych firm ma Sredni miesieczny zysk.
p1o: Okoto 3/4 nowych firm ma $redni miesieczny zysk.

Zatézmy, ze stopnie prawdziwosci tych podsumowan sg réwne. Jesli kwantyfikatory Wiek-
5205¢ 1 Okoto 3/4 beda zdefiniowane odpowiednio jako I'g6.0.75 1 I1o.65,0.7,0.8,0.85 (patrz rys.
6.2 i 6.3), to nie wystepuje miedzy nimi relacja inkluzji. Stad warunki redukcji dla inkluzji
kwantyfikatoréw nie sg spetnione i podsumowanie p1g nie zostato wziete pod uwage w trakcie
wykonywania redukcji pg przez inkluzje Q. Jednakze, mimo iz kwantyfikator Okoto 3/4 nie
zawiera sie w kwantyfikatorze Wiekszosé, stanowi on bardziej precyzyjny opis liczby nowych
firm z $rednim miesigcznym zyskiem. Tym samym, poniewaz 7,, = 7p,,, kwantyfikatory w
tych podsumowaniach naktadaja sie na siebie (zgodnie z ich definicjami) oraz @ w pig jest

bardziej precyzyjny, to pig jest bardziej adekwatnym podsumowaniem. W tej sytuacji pg
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jest redundantne i p1g jest jego reduktorem. Stopien mieprecyzyjnosci kwantyfikatora jest

formalnie zdefiniowany jako (por. [35])

|supp(Q)|

T]:I—in(Q)zl—
N [ Dg|

(6.5)
Dy jest dziedzing Q, czyli Dg = [0, 1], gdy Q jest wzgledny, natomiast Do = R, jesli jest
absolutny. Miara | - | jest tutaj rozumiana podobnie jak w przypadku stopnia rozmytosci
sumaryzatora (6.3). Jak tatwo zauwazy¢, problem poréwnania precyzji kwantyfikatorow
sprowadza sie do poréwnania mocy ich nosnikéw. Zadanie to realizowane jest w Quantiriusie
poprzez poréwnanie dlugosci odcinkéw wyznaczajacych nosniki kwantyfikatorow.

Powyzsza regule selekcji podsumowan bedziemy nazywaé redukcjg z uwzglednieniem
naktadajocych sie kwantyfikatoréw unimodalnych. Podobne podejscie mozna zastosowaé
réwniez stosunku do sumaryzatoréw. Mamy wiec do czynienia z problemem wyboru pod-
sumowarn zawierajacych bardziej precyzyjne, naktadajace sie, unimodalne terminy ling-
wistyczne. Dla potrzeb niniejszego rozdziatu, terminy lingwistyczne typu okoto, tzn. Agp .,
Tabe 1 Haped (rys. 6.3 1 6.5), zwigzane z atrybutami rowniez bedziemy okresla¢ jako uni-
modalne. Przedstawiona metodologie bedziemy nazywac redukcjqg unimodalng. Moze ona by¢
stosowana jako uzupelnienie redukcji przez inkluzje terminéw lingwistycznych, jak rowniez
jako oddzielna metoda selekcji podsumowan. Kompletny algorytm selekcji przedstawiony
jest w podrozdziale 6.3.4.

Cel i przebieg algorytmu jest analogiczny do redukcji podsumowan w sensie inkluzji.
Réznica dotyczy regul poszukiwania terminéw lingwistycznych MAC. W tym przypadku
MAC mogg by¢ bardziej precyzyjne, naktadajace sie, unimodalne terminy lingwistyczne.
Dla danego @ lub S wystepujacego w podsumowaniu p, ktore jest przedmiotem redukcji,
system tworzy liste terminéw unimodalnych danego typu, ktoére nie zawieraja @ lub S,
i ktore nie zawierajg sie w nich. Terminy te moga byé¢ brane pod uwage jako kompo-
nenty reduktora i w dalszej dyskusji beda oznaczane przez C'LT. Quantirius znajduje je
przeszukujac odpowiedni graf inkluzji. Przeszukiwanie grafu jest tutaj realizowane za po-
moca zmodyfikowanego do tego celu algorytmu przeszukiwania wszerz. Dla wygody oraz
przejrzystosci dyskusji, przez BLT bedziemy oznaczaé¢ rozwazany termin lingwistyczny, @
lub S, wystepujacy w podsumowaniu podlegajacym redukcji.

W Quantiriusie zaimplementowane sa dwa warianty redukcji unimodalnej. Uzycie kon-
kretnego wariantu jest uzaleznione od tego, czy BLT jest monotoniczny czy unimodalny.
Oba te warianty prezentujemy ponizej. Przyjmujemy w tym miejscu, ze podstawowy warunek
redukcji, czyli 7o > TBLT, jest spelniony, gdzie Topr i T Oznaczaja stopnie prawdzi-

wosci odpowiednich podsumowarn.

V1. BLT jest monotoniczny. Mozliwe sa dwa scenariusze zachowania sie systemu, a uzytkownik

decyduje, ktéry z nich ma by¢ zastosowany.

- Redukcja przy uzyciu podsumowania zawierajacego C' LT jest wykonywana zawsze, o
ile BLT i CLT nakladaja sie. Ten wariant odpowiada podej$ciu, w ktérym terminy

unimodalne zawsze uwaza si¢ za bardziej precyzyjne niz monotoniczne.
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- Redukcja nastepuje tylko wowczas, gdy analizowany temin C'LT ma mniejszy stopien
rozmytosci (patrz (6.3) i (6.5)), czyli “krotszy” nosnik, oraz BLT i CLT nakladaja

sie.

V2. BLT jest unimodalny. Podstawowym kryterium redukcji jest tutaj relacja miedzy stop-
niami rozmytosci obu terminéw lingwistycznych, czyli relacja miedzy dtugosciami odcinkéw

wyznaczajacych ich nosniki.

- |supp(CLT)| < |supp(BLT)|. W tym przypadku, jesli BLT i CLT nakladaja sie,

wtedy podsumowanie zawierajace C'LT jest reduktorem podsumowania z BLT.

- |supp(CLT)| = |supp(BLT)|. Jesli T < TorT, wtedy redukcja jest wykonywana. W
przeciwnym przypadku, tj. gdy 7 = TorLT, to porownywana jest odlegto$¢ miedzy
odpowiednia moca skalarng a srodkami BLT i CLT. Jesli moc skalarna jest blizsza
srodka CLT, wtedy redukcja jest wykonywana. Srodek terminu lingwistycznego o
funkeji przynaleznosci klasy Ilgp ¢4 jest wyliczany jako (b + ¢)/2, podczas gdy érod-
kiem 7,5 lub Agyp o jest b. Oczywiscie to kryterium ma sens wytacznie w przypadku

redukcji unimodalnej dla Q.

W przypdaku redukcji unimodalnej dla S, system sprawadza dodatkowo czy BLT i CLT
naktadaja sie, tj. czy dotycza tej samej grupy obiektéw. Dla przyktadu, podsumowanie

p11: Okoto 1/4 firm ma miesieczny zysk rowny w przyblizeniu 5000 pln
nie moze byé¢ reduktorem podsumowania
pi2: Okoto 1/4 firm ma miesieczny zysk zdecydowanie wiekszy niz 10000 pln,

mimo iz posiada bardziej precyzyjny sumaryzator, gdyz oba podsumowania opisuja inne
grupy firm i kazde z nich moze stanowié¢ wartosciows informacje. Podobny test nie jest
konieczny w przypadku kwantyfikatoréw. Rzeczywiscie, poniewaz 7o > 77, to BLT i
CLT nakladaja sie.

Podobnie jak dla redukcji przez inkluzje terminéw lingwistycznych, tak réwniez w przy-
padku redukcji unimodalnej powyzsze reguty moga by¢ stosowane w odniesieniu do sumary-

zatoréw ztozonych. Rozumowanie tutaj jest analogiczne.

6.3.3 Wyznaczanie progu akceptowalnosci dla stopni prawdziwosci pod-

sumowan

Zbiér wygenerowanych podsumowan moze zawieraé¢ pozycje, ktore nie beda interesujace
z racji niskiego stopnia prawdziwosci. Z drugiej strony, nie tylko podsumowania ze stop-
niem prawdziwosci 7 = 1 moga dostarczaé uzytecznej informacji, lecz takze te, dla ktorych
7 jest bliski 1. Ogolnie, najbardziej interesujace sg zazwyczaj podsumowania ocenione z
wysokim stopniem prawdziwosci. Zatem, mamy do czynienia z typowym problemem klasy-
fikacyjnym. W istocie, musimy zdecydowaé, jaka ma byé¢ wielko$é stopnia prawdziwosci

podsumowania, aby wlaczy¢ je do koricowej listy najbardziej odpowiednich podsumowan.
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Czesto stosowanym rozwigzaniem jest ustalenie pewnego arbitralnego progu akceptowal-
nosci dla 7. Proponujemy metode wyliczania tego progu w bardziej elastyczny sposéb. Za-
uwazmy, ze rozwazany problem mozna sformutowaé nastepujaco: ile podsumowan z najwiek-
szymi stopniami prawdziwosci stanowi najbardziej adekwatny opis zbioru danych bedacego
przedmiotem analizy? Do rozwiazania tego zadania zaadaptujemy lingwistycznie skwanty-
fikowana strategie progowa zaproponowana dla problemu kategoryzacji tekstu ([20]). Stopien
prawdziwosci podsumowania p mozna traktowaé jako stopiern przynalezno$ci, z jakim p
nalezy do zbioru rozmytego Podsumowania z wysokim stopniem prawdziwosci wygenerowa-
nego za pomoca pewnej protoformy. Modyfikujac wspomniang strategie do naszego celu,

mozemy ja wyrazi¢ w nastepujacy sposob.

Nalezy wybracé taki zakres r podsumowan, aby wiele podsumowan z wysokim stop-
niem prawdziwosci zostato wybranych oraz wiele z wybranych podsumowarn miato

wysoki stopieri prawdziwosci.

Podobnie jak w przypadku strategii oryginalnej, przyjmujemy tutaj formalizacje w postaci
koniunkcji dwoch zdan z kwantyfikatorem ligwistycznym postaci (5.2). W naszym przy-
padku B jest zbiorem rozmytym Podsumowania z wysokim stopniem prawdziwos$ci uporzad-
kowanym nierosngco wzgledem 7. P jest nierozmytym zbiorem r podsumowan z najwyz-
szym stopniem prawdziwosci, gdzie r = 1,...,|supp(B)|. Przebieg algorytmu jest analo-
giczny jak w przypadku kategoryzacji tekstu. Stopnie prawdziwosci odpowiednich zdan sa
wyliczane w systemie przy uzyciu mocy wzglednej (2.12). Ingerencja uzytkownika na tym
etapie dzialania systemu polega na wyborze funkcji wzorcowej f oraz funkcji przynaleznosci
kwantyfikatora Wiele, tzn. jednej z funkcji klasy I'yp lub s, 5. Po drugie, uzytkownik de-
cydyje, jakiego rodzaju korekty system ma dokonaé, jesli wystapi brak jednoznacznosci w
wyborze zakresu, ktéry rozwazaliSmy dla problemu kategoryzacji tekstu.

Gdy mamy wyznaczony zakres r’, jednoczesnie okredlilismy prog akceptowalnosci 7y
dla stopni prawdziwosci podsumowan. Jesli uzytkownik uzna, ze wszystkie podsumowania z
T 2 Ty, sa jednakowo warto$ciowe, moze ponownie przeprowadzi¢ redukcje w sensie inkluzji
terminéw lingwistycznych i redukcje unimodalng. Tym razem przetwarzane sa wylacznie
podsumowania, dla ktérych 7 > 7y i odpowiednia redukcja jest wykonywana bez wzgledu

na konkretna warto$¢ 7 tych podsumowan. Dla przyktadu, gdy 7, = 0.8, to podsumowanie
Bardzo wielu pracownikow z krotkim stazem ma zarobki znacznie mniejsze niz 5000 pln

ze stopniem prawdziwosci 7 = 0.93, przez inkluzje kwantyfikatorow, staje sie reduktorem

podsumowania
Wielu pracownikow z krotkim stazem ma zarobki znacznie mniejsze niz 5000 pin,

dla ktorego 7 = 1. Oczywiscie ta redukcja nie zostataby wykonana, gdyby prog akceptowal-

nosci nie zostal wyznaczony.

6.3.4 Kompletny algorytm redukcji podsumowan lingwistycznych

Caly algorytm redukcji podsumowan wygenerowanych na podstawie ustalonej protoformy

PF | zaimplementowany w systemie Quantirius, jest nastepujacy.
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S1. Wykonaé¢ redukcje przez inkluzje terminéw lingwistycznych dla wszystkich podsumo-
warn, dla ktérych 7 > 0.

S2. Wykonaé redukcje unimodalng dla wszystkich podsumowan, dla ktérych 7 > 0 i ktore

nie zostaly zredukowane w sensie inkluzji.
S3. Wyliczy¢ prog akceptowalnosci dla stopni prawdziwosci podsumowan.

S4. Przeprowadzi¢ redukcje pod wzgledem inkluzji terminéw lingwistycznych oraz re-

dukcje unimodalng z uwzglednieniem wyliczonego progu akceptowalnosci dla 7.
S5. Zwrbécié ostateczna liste podsumowan.

Kroki S1 - S4 nie sg obligatoryjne, uzytkownik decyduje, ktére z nich maja by¢ zreali-
zowane. Jednakze, pominiecie jednego z nich wiaze sie z okre$lonymi konsekwencjami. Za-
lety redukcji w sensie inkluzji oraz redukcji unimodalnej prezentowaliSmy w podrozdziatach
6.3.116.3.2. Co wiecej, istnienie redundantnych podsumowan z wysokim stopniem prawdzi-
wosci sztucznie podnosi wyliczony prog akceptowalnosci 7. Stad, aby otrzymaé najbardziej
przejrzysta i adekwatna informacje o rozwazanych obiektach w zbiorze danych, zaleca sie

wykonanie przynajmniej pierwszych dwoch krokéw algorytmu.

6.4 Struktura infromacji generowanej w Quantiriusie

W systemie Quantirius zostaly zaimplementowane reguty, dzieki ktérym informacja, jaka
mozemy wydoby¢ ze zbioru wszystkich wygenerowanych podsumowan lingwistycznych, moze
zostaé zorganizowana w postaci okreslonej struktury. Ta stuktura przypomina dobrze znang
relacje master-detail, powszechnie wystepujaca w zagadnieniach zwiazanych z bazami danych

w modelu relacyjnym. Przeanalizujmy nastepujacy przyktad.
Okoto 1/2 firm jest matych.

- Okoto 1/2 matych firm ma Srednie dzienne obroty.
- Wiekszosé matych firm ma niski miesieczny zysk.

- Bardzo niewiele matych firm ponosi koszty zwigzane z reklamg w wysoko$ci

znacznie przekraczajgcej 20% ich zysku.

Latwo zauwazy¢, ze pierwsze podsumowanie - master - jest zdaniem postaci (6.1), pozostate
podsumowania - detail - odpowiadaja zdaniom postaci (6.2). Powyzsza relacje mozna byto
zbudowaé dzieki wystapieniu tego samego terminu lingwistycznego maty (zdefiniowanego
dla atrybutu WIELKOSC FIRMY) jako sumaryzatora w podsumowaniu master oraz jako
klasyfikatora w podsumowaniach detail. Jest to podstawowa zasada, wedtug ktorej Quantir-
ius taczy podsumowania w postaci raportow master-detail. Konkretna relacja tworzona jest
w nastepujacy sposob. Uzytkownik wybiera protoforme master, system wyszukuje wszys-
tkie kompatybilne protoformy detail, a nastepnie uzytkownik wskazuje jedng z nich. Proto-

forme detail uwaza sie za kompatybilng z dang protoforma master, gdy jej klasyfikator ma
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odpowiedniag strukture. Warunki kompatybilnosci protoform jakie sg zaimplementowane

w Quantiriusie zostaly przedstawione w tabeli 6.4. Warunek 1 moéwi, ze jesli struktura

Lp. | Summaryzator w protoformie master | Kompatybilna struktura klasyfikatora
1. <S> <R>

< atrybut >=< ARLT >

< atrybut >=< PLT >

2. < atrybut >=< ARLT > < atrybut >=< ARLT >

< atrybut >=< PLT >

3. < atrybut >=< PLT > < atrybut >=< PLT >

Tablica 6.4: Kompatybilnos¢ protoform w Quantiriusie

sumaryzatora w protoformie master jest najbardziej ogélna, wtedy, jako protoforma de-
tail, moze zosta¢ wybrana dowolna protoforma o strukturze typu (6.2). Pozostale warunki
wydaja sie by¢ dos¢ oczywiste. Nalezy jedynie wspomnie¢, ze w warunku 2 atrybut w proto-
formie master i detail musi by¢ taki sam, natomiast w warunku 3, zaréwno atrybut jak i
termin lingwistyczny musza by¢ takie same.

Jak wspomnieliémy na poczatku niniejszego rozdziatu, wyznaczanie stopni prawdziwosci
podsumowarn odbywa sie w naszym systemie przy uzyciu mocy skalarnych. Wyniki obliczen
dla kazdego typu mocy skalarnej, czyli (2.1), (3.9), (3.10) i (3.11), oraz funkcji wzorcowej
f i normy triangularnej ¢ (jesli zostaly uzyte) sa zapamietywane w bazie danych. W kon-
sekwencji, dla kazdej protoformy mozemy mieé¢ kilka zbioréw podsumowai ocenionych przy
uzyciu réznych parametrow. Tworzenie relacji master-detail sktadajacych sie z podsumowari
ocenionych za pomocg réznych parametréw moze prowadzi¢ do niewlasciwej interpretacji
wynikéw. Aby uniknaé tego problemu, przed utworzeniem odpowiedniego zestawienia, sys-
tem wymusza zgodno$¢ parametréow. Odbywa sie to w nastepujacy sposob. Jesli uzytkownik
wybral protoforme master i konkretny typ mocy skalarnej z dana funkcja wzorcows i/lub
t-norma, to moze on wybraé¢ jedng z dostepnych protoform detail, zgodnie z omdéwionymi
wczedniej zasadami, oraz jeden z dostepnych zestawdéw parametréw, w ktéorych wystepuje

ten sam typ mocy skalarnej, f i/lub t.

Widzimy ze, podsumowania polaczone w relacji master-detail daja nam bardziej in-
teresujacy obraz zaleznosci wystepujacych w zbiorze danych niz prosta lista podsumowan.
Na zakonczenie przedyskutujemy jeszcze jeden ciekawy aspekt taczenia podsumowan w
takiej relacji. Wazna miara jakosci podsumowan postaci (6.2) jest liczba obiektow w zbiorze
danych, ktore sg “pokryte” przez klasyfikator. Mamy wiec do czynienia z pytaniem o moc
zbioru rozmytego reprezentujacego R. Te moc mozna wyrazi¢ lingwistycznie za pomoca zda-
nia @ y’ow jest R. Mozemy zauwazy¢, ze wyrazenie to pelni role podsumowania master w
strukturze master-detail, ktéra wprowadziliSmy powyzej. Tym samym, relacja master-detail
opisuje liczbe obiektéw w zbiorze danych “pokrytych” przez klasyfikatory podsumowan
detail.
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6.5 Przyklady zastosowania systemu Quantirius

W ostatniej czesci niniejszej rozprawy prezentujemy dziatanie systemu w praktyce. Przed-
miotem sumaryzacji sa przyktadowe zbiory danych pobrane z Internetu. Wygenerowane
zbiory podsumowan zostaly przetworzone przy uzyciu kompletnego algorytmu redukcji
przedstawionego w podrozdziale 6.3.4 i zorganizowane w postaci relacji master-detail.

Pierwszym przykladem jest zastosowanie systemu do eksploracji danych gietdowych.
Sumaryzujemy baze danych notowan akcji z Warszawskiej Gieldy Papierow Wartosciowych
w okresie 01.03.2007 - 28.02.2010 (zrodto: www.gpw.pl). Zadanie to realizujemy w zbiorze
danych Akcje na GPW, ktorego definicja jest przedstawiona w tablicy 6.5.

Nr | Atrybut

Oczekiwana stropa zwrotu
Ryzyko
Wspoélezynnik zmiennosci

Calkowity zysk/strata w okresie

AR

Liczba notowan z dodatnia dzienna zmiang kursu

Tablica 6.5: Atrybuty zbioru danych Akcje na GPW

Przed prezentacja wlasciwych wynikéw przeanalizujemy najpierw wplyw wyboru réznych
funkeji wzorcowych i t-norm na wynik sumaryzacji. Podobne rozwazania przeprowadziliSmy
w rozdziale czwartym dodtyczacym kwantyfikatoréw, jednak tam analizowalismy przyktady
abstrakcyjne, tutaj operujemy na danych rzeczywistych. Z punktu widzenia zagadnienia ek-
sploracji danych, bardziej interesujace wyniki dostajemy uzywajac bardziej abstrakcyjnych
protoform, jednak dla naszego aktualnego celu wygodniejsze jest uzycie protoformy o niskim

stopniu ogdlnosci. Postuzymy sie nastepujaca protoforma:

< Q> < ZYSK >=< znacznie wickszy niz 25% > majg < LICZBA NOTOWAN Z
DODATNIA DZIENNA ZMIANA KURSU >=< o wiele mniejsza niz 50% >.

Dla uproszczenia przyjmiemy oznaczenia R - zysk znacznie wickszy niz 25% oraz S - liczba
notowan z dodatnig dzienng zmiang kursu o wiele mniejsza niz 50%. Eksperymenty nu-
meryczne przeprowadzimy dla sposobu wyliczania mocy wzglednej postaci (2.12) oraz kilku
wybranych t-norm: t,, t, ty,2 i zestawimy je z wynikami dlat = A. Gdy uzyjemy mocy sigma
count i A jako generatora przekroju R i .S, dostajemy o;4(R) = 34,7111 0;q(RNS) = 7.278,

a system, jako najbardziej adekwatne, wybierze podsumowanie

Nieco mniej niz 1/4 akcji z zyskiem znacznie wiekszym niz 25% ma liczbe no-

towan z dodatniq dzienng zmiang kursu o wiele mniejszq niz 50%

ze stopniem prawdziwosci 7 = 1. Gdy przeanalizujemy stopnie przynaleznosci do R i S
bedziemy mogli odpowiedzieé¢ na pytanie, czy ten wynik odpowiada rzeczywistosci, lub czy
ulegnie wyraznej zmianie, gdy zastosujemy inna t-norme i/lub funkcje wzorcowa. Poniewaz
te zbiory sa zbyt duze, aby wypisa¢ ich elementy wraz ze stopniami przynaleznosci, opiszemy

je w jezyku mocy ich p-przekrojow. Odpowiednie wartosci dla rozwazanych t-norm zostaly
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t=n[t=td [t=ty [ t=ty,

[ » [ IRl [ 1Sl (R e )l

0.001 44 286 24 24 17 20
0.1 42 274 18 16 13 16
0.2 40 249 15 14 12 14

0.3 39 233 12
0.4 36 220 7
0.5 34 192 4
0.6 32 167 2
1
0

0.7 30 143
0.8 30 128

Tablica 6.6: Moce p-przekrojow dla A, t,, Tz ity

przedstawione w tablicy 6.6. 0.001-przekroje odpowiadajg nosnikom zbioréw rozmytych.

Natychmiast, dla progowych funkcji wzorcowych fi, i f2, dostajemy podsumowania z

’ f ‘ t-norma ‘ kwantyfikator ‘
f2,0 ty,2 Nieco mniej niz 1/2
ty, Nieco wiecej niz 1/3
A, tq Nieco wiecej niz 1/2
f1,01 A Nieco mniej niz 1/2
177 Nieco wiecej niz 1/4
ta, ty2 Nieco wiecej niz 1/3
f1,02 ty, Nieco wiecej niz 1/4
A, ta, ty2 Nieco wigcej niz 1/3
f1,0.3 A Nieco wiecej niz 1/4
ty, Nieco mniej niz 1/4
ta, ty,2 Okoto 1/4
f1,0.4 A, ty,2 Nieco mniej niz 1/4
ta, ty, Niewiele
fi,05 A, ta, tg, ty,e | Okoto 1/10
fi,0.6, f1,0.7 A, ta, tp, tys | Bardzo niewiele
fip (p=20.738) | A ta,typ, ty2 | Nie ma lub prawie nie ma

Tablica 6.7: Wyniki dla progowych funkcji wzorcowych fi,1 fo,

kwantyfikatorami przedstawionymi w tablicy 6.7. Wszystkie podsumowania zostaly ocenione
ze stopniem prawdziwosci 7 = 1, a definicje kwantyfikatorow wystepujacych w tym zesta-
wieniu zawiera tablica 6.8. Przesledzimy teraz wyniki sumaryzacji dla innych funkcji wzor-
cowych. Stosujemy notacj¢ przyjeta w Quantiriusie. Funkcje f3, i f5, zostaly wprowa-

dzone w rozdziale drugim. Uzyjemy takze funkcji

_f 2P, ze|0,0), 0, ze]0,0),
Jren() = 1, zé€lel], Jenl) = P, x € e, 1],
fop(x) = hgp(z), frop(z) = hwp(z).
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Tablica 6.8: Definicje kwantyfikatoréw wystepujacych w tablicy 6.7

Najbardziej adekwatne kwantyfikatory, ktore zostaly wybrane przez system dla kazdej z
rozwazanych par (f,t) wraz z mocami skalarnymi odpowiednich zbioréw rozmytych zawarte
sa w tablicach 6.9 - 6.12.

kwantyfikator

funkcja przynaleznosci

Nie ma lub prawie nie ma

Bardzo niewiele
Niewiele

Okoto 1/10

Nieco mniej niz 1/4
Okoto 1/4

Nieco wiecej niz 1/4
Nieco wiegcej niz 1/8
Nieco mniej niz 1/2

Nieco wigcej niz 1/2

L0.025,0.05

Lo.1,0.15

Lo.2,0.3
I1o.05,0.08,0.12,0.15
Ilo.15,0.175,0.225,0.25
Mo.175,0.225,0.275,0.325
Mo.25,0.275,0.325,0.35
IM0.3333,0.341,0.4,0.425
I1o.4,0.425,0.475,0.5

IIo.5,0.525,0.575,0.6

’ f ‘ of(R) ‘ a(9) ‘ gr(RNg S) ‘ kwantyfikator ‘ T ‘

id 34.711 | 190.411 7.278 Nieco mniej niz 1/4 1.000
f3,0.5 37.794 | 224.439 12.371 Nieco wiecej niz 1/4 0.920
/3,2 31.850 | 154.999 3.192 Okoto 1/10 1.000
f5,0.2,08 | 33.964 | 191.343 5.119 Niewiele 1.000
f5,0.4,1 30.793 | 146.451 1.456 Bardzo niewiele 1.000
fr05,2 | 34.814 | 201.053 5.517 Niewiele 1.000
f8,0.5,2 31.036 | 145.946 1.675 Bardzo niewiele 1.000
fo,2 37.572 | 225.823 11.364 Nieco wiecej niz 1/4 | 1.000
f10,4 32.641 | 163.069 4.532 Niewiele 1.000

Tablica 6.9: Najbardziej adekwatne kwantyfikatory dlat = A

of(R) \ o5 (5)

| op(RMeS) |

[ |

f kwantyfikator
id 34.711 | 190.411 6.275 Nieco mniej niz 1/4 1.000
f3,05 37.794 | 224.439 11.117 Nieco wiecej niz 1/4 1.000
f3,2 31.850 | 154.999 2.868 Okoto 1/10 1.000
f5,0.2,0.8 | 33.964 | 191.343 4.135 Okoto 1/10 0.933
f5,0.4,1 30.793 146.451 1.292 Bardzo niewiele 1.000
fr,05,2 34.814 | 201.053 4.338 Okoto 1/10 0.833
f8,0.5,2 31.036 145.946 1.348 Bardzo niewiele 1.000
fo,2 37.572 | 225.823 9.866 Okoto 1/4 1.000
fi0,4 32.641 | 163.069 3.892 Okoto 1/10 1.000

Tablica 6.10: Najbardziej adekwatne kwantyfikatory dla t =,

Analogiczne obliczenia wykonano takze dla kilku innych t-norm: £g2, tF2 oraz ty,;. Wyniki
sg podobne do wynikow uzyskanych dla ¢, i tz. Méwiagc doktadniej, dla tro i t, uzyskano

wyniki prawie identyczne, dla ty; i £z - bardzo podobne, wreszcie dla tgo oraz tz - dos¢

podobne.
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f ‘ of(R) ‘ ar(9) ‘ op(RNg S) ‘ kwantyfikator ‘ T ‘
id 34.711 | 190.411 5.359 Niewiele 1.000
f3,0.5 37.794 | 224.439 8.821 Okoto 1/4 1.000
f3,2 31.850 | 154.999 2.463 Okoto 1/10 0.900
f5,0.2,0.8 | 33.964 | 191.343 3.943 Okoto 1/10 1.000
f5,0.4,1 30.793 | 146.451 1.292 Bardzo niewiele 1.000
fr05,2 | 34.814 | 201.053 4.115 Okoto 1/10 1.000
f8,0.5,2 31.036 | 145.946 1.348 Bardzo niewiele 1.000
fo,2 37.572 | 225.823 8.255 Nieco mniej niz 1/4 1.000
f10,4 32.641 | 163.069 3.383 Okoto 1/10 1.000

Tablica 6.11: Najbardziej adekwatne kwantyfikatory dla t = tg

’ f ‘ of(R) ‘ ¢ (9) ‘ op(RNg S) ‘ kwantyfikator ‘ T ‘

id 34.711 | 190.411 6.253 Nieco mniej niz 1/4 | 1.000
f3,0.5 37.794 | 224.439 10.454 Nieco wigcej niz 1/4 | 1.000
f3,2 31.850 | 154.999 2.774 Okoto 1/10 1.000
f5,0.2,08 | 33.964 | 191.343 4.359 Niewiele 1.000
f5,0.4,1 30.793 | 146.451 1.317 Bardzo niewiele 1.000
fr,05,2 | 34.814 | 201.053 4.426 Niewiele 1.000
f8,0.5,2 31.036 145.946 1.348 Bardzo niewiele 1.000
fo,2 37.572 | 225.823 9.734 Okoto 1/4 1.000
f10,4 32.641 | 163.069 3.907 Okoto 1/10 1.000

Tablica 6.12: Najbardziej adekwatne kwantyfikatory dla t =ty

Jak wida¢, wiele z tych wynikéw wyraznie odbiega od tych dla f =id it = A. Zrézni-
cowanie bierze sie stad, ze nosniki R i S sg znaczaco wieksze niz ich jadra. Co wiecej, jadro
R M S jest puste, a liczba elementéw ze stopniem przynaleznosci do RMg .S przekraczajacym
0.5 jest niewielka. Jednakze wskazanie, ktore z uzyskanych wynikéw sa bardziej reprezen-
tatywne niz pozostale w dalszym ciagu pozostaje kwestia w duzym stopniu subiektywna.

Pokazemy teraz wyniki sumaryzacji dla ogélniejszych protoform. Uzyskane podsumowa-
nia moga utatwi¢ analize zyskow i strat w szerszym kontekscie. Wygenerowane informacje
zestawimy z innymi waznymi czynnikami, takimi jak ryzyko inwestowania i oczekiwana
stopa zwrotu. Nie bedziemy prezentowaé¢ wszystkich relacji pomiedzy atrybutami, gdyz jest
ich zbyt wiele, wybierzemy jedynie kilka najbardziej interesujacych z punktu widzenia celu,
jaki zatozyliSmy. Po pierwsze, analizujemy wielko$¢ oczekiwanej stopy zwrotu i badamy, jak
duze ryzyko inwestowania cechowato akcje w réznych grupach. Do tego celu, jako protoformy

master, uzyjemy
< Q> < Akcje na GPW > majg < OCZEKIWANA STOPA ZWROTU >=< ARLT >
oraz protoformy detail

< Q> < OCZEKIWANA STOPA ZWROTU >=< ARLT > maja < WSPOECZYNNIK
ZMIENNOSCI >=< ARLT >.
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Ponizej prezentujemy podsumowania, ktére zostaly wygenerowane i ostatecznie zaakcep-

towane przez algorytm redukcji jako najbardziej adekwatne.

1.

Nie ma lub prawie nie ma akgji, ktére miaty oczekiwang stope zwrotu w przyblizeniu réwna

-1% lub mniejsza. (r=1)

. Nieco mniej niz 1/4 akcji miato oczekiwana stope zwrotu w przyblizeniu réwna -0.5%.

(r=1)

. Okoto 1/10 akcji miato oczekiwang stope zwrotu znacznie mniejsza niz 0. (7 = 0.833)

Okoto 1/2 akcji miato oczekiwana stope zwrotu troche mniejsza niz 0. (r=1)

. Nieco wiecej niz 1/2 akcji miato oczekiwana stope zwrotu bliska 0. (r=1)

- Nieco wiecej niz 1/4 z nich miato ryzyko przekraczajace oczekiwang stope zwrotu
okoto 10x lub wiece;j. (r=1)

. Okoto 1/10 akcji miato oczekiwang stope zwrotu troche wieksza niz 0. (r=1)

- Wszystkie lub prawie wszystkie z nich miaty ryzyko znacznie ponad 2x przekraczajace

oczekiwang stope zwrotu. (r=1)

- Bardzo wiele z nich miato ryzyko znacznie ponad 5x przekraczajace oczekiwang stope

zwrotu. (r=1)
- Okoto 1/10 z nich miato ryzyko okoto 6-9x przekraczajace oczekiwana stope zwrotu.
(r=1)

- Wiele z nich miato ryzyko przekraczajace oczekiwang stope zwrotu okoto 10x lub

wiecej. (r=1)

. Bardzo niewiele akgji miato oczekiwana stope zwrotu znacznie wieksza niz 0. (r=1)

. Nie ma lub prawie nie ma akgji, ktére miaty oczekiwana stope zwrotu w przyblizeniu

réwna 0.5%. (r=1)

. Nie ma lub prawie nie ma akgcji, ktére miaty oczekiwang stope zwrotu w przyblizeniu réwna

1% lub wieksza. (r=1)

Na podstawie rozwazanych danych mozna powiedzie¢, ze poniesienie strat jest dos¢ re-

alne.

Nie spodziewamy sie jednak, ze beda one znaczace. Naturalnie, wszystko zalezy od

zawartosci konkretnego portfela akcji. Podsumowania 6 i 7 stanowia, ze osiggniecie nawet

niewielkich zyskow jest mato prawdopodobne. Co wiecej, podsumowania detail dla 6 ostrze-

gaja, ze potencjalne korzysci sg obarczone ryzykiem wielokrotnie przekraczajacym spodzie-

wang stope zwrotu. Stad, jesli inwestor nie jest entuzjasta gry ryzykownej, powinien wstrzy-

mag¢ sie z decyzja o zakupie akcji.

Nastepnym krokiem jest rozstrzygniecie, jakie byly mozliwosci osiagniecia zysku lub

poniesienia strat z uwzglednieniem ryzyka inwestycyjnego. Zadanie to realizujemy uzywajac

protoformy master
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< Q > < Akcje na GPW > majg < RYZYKO >=< ARLT >
oraz protoformy detail
< @Q>< RYZYKO >=< ARLT > majg < CALKOWITY ZYSK/STRATA >=< ARLT >.

Wygenerowane podsumowania prezentujemy ponizej.

1. Nie ma lub prawie nie ma akgji, ktére miaty mate ryzyko. (r=1)
2. Nieco wiecej niz 1/2 akcji miato ryzyko okoto 2-3%. (r=1)
- Okoto 1/10 z nich miato strate bliska lub réwna 100%. (r=1)
- Nieco wiecej niz 1/3 z nich miato strate zdecydowanie wieksza niz 50%. (7 =1)
- Nieco mniej niz 1/4 z nich miato strate okoto 25-50%. (r=1)
- Nieco mniej niz 3/4 z nich miafo strate znacznie wigksza niz 25%. (r=1)
- Nieco wiecej niz 3/4 z nich miato strate znacznie wieksza niz 10%. (r=1)
- Okoto 1/10 z nich miato zysk znacznie wigkszy niz 10%. (r=1)
3. Nieco wiecej niz 1/3 akcji miato ryzyko okoto 4-5%. (T =0.87)
- Okoto 1/4 z nich miato strate bliska lub réwna 100%. (r=1)
- Nieco mniej niz 2/3 z nich miato strate zdecydowanie wieksza niz 50%. (r=1)
- Niewiele z nich miato strate okoto 25-50%. (r=1)
- Okoto 9/10 nich miato strate znacznie wigksza niz 25%. (1=0.9)
- Bardzo wiele z nich miato strate znacznie wieksza niz 10%. (r=1)
4. Bardzo niewiele akcji miato ryzyko okoto 6-7%. (r=1)
5. Nie ma lub prawie nie ma akgji, ktére miaty ryzyko okoto 8-9%. (r=1)

6. Nie ma lub prawie nie ma akgji, ktére miaty ryzyko w przyblizeniu réwne 10% lub wieksze.
(r=1)

Jak widzimy, wiekszos¢ akcji byta obarczona ryzykiem inwestycyjnym okolo 2-3% lub 4-
5%. Podejmowanie wyzszego ryzyka nie bylo optacalne. Osiggniecie jakichkolwiek zyskow
w grupie akcji z ryzykiem okoto 4-5% bylo praktycznie niemozliwe. Rowniez poniesienie
niewielkich strat byto tutaj rzadkoscia. Wiekszos¢ akcji z tej grupy przyniosta dosé pokazne
straty. Osiagniecie zyskéw dla akcji o mniejszym ryzyku, chociaz mozliwe, byto jednak mato
prawdopodobne. Zarobki, nawet jesli wystapily, same w sobie byly niewielkie. Poniesienie
duzych strat w tej grupie akcji byto mniej prawdopodobne niz w przypadku akcji z ryzykiem
4-5%, jednak w dalszym ciagu dosé realne.

Wykorzystujac druga czes¢ powyzszego przyktadu zbadamy efektywno$é metodologii
przedstawionej w podrozdziale 6.3.4 w konkretnym przypadku. W tym celu przeanalizu-
jemy podsumowania wygenerowane przy pomocy protoformy master. W stowniku kwan-
tyfikatorow lingwistycznych znajduja sie 23 pozycje, natomiast liczba terminéw lingwisty-

cznych zwiazanych z atrybutem RYZYKO wynosi 6. Wyniki obliczen przedstawione sg w
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Lp. | Kategoria Liczba pozycji

Wszystkie wygenerowane podsumowania 138
Podsumowania z 7 > 0 30
Podsumowania po redukcji przez inkluzje 13

Podsumowania po redukcji przez inkluzje i redukcji unimodalnej

Podsumowania z 7 > 7y, (7¢p, = 0.8)

I A

Podsumowania po redukcji z uwzglednieniem 74,

Tablica 6.13: Efektywno$¢ algorytmu redukeji wygenerowanych podsumowan

tablicy 6.13. Kategorie 3 - 6 odpowiadaja krokom S1 - S4 kompletnego algorytmu redukc;ji.
Poszczegodlne redukeje, ktore mialty miejsce podczas wykonania algorytmu przedstawiamy
ponizej.

1. Podsumowanie Nie ma lub prawie nie ma akcji, ktére miaty mate ryzyko, przez inkluzje @,

jest reduktorem podsumowania
ay: Bardzo niewiele akcji miato mate ryzyko (7 =1).
To podsumowanie z kolei, przez inkluzje @, jest reduktorem
az: Niewiele akcji miato mate ryzyko (7 =1).
Ponownie przez inkluzje Q, as jest reduktorem podsumowania
as: Znacznie mniej niz 1/2 akcji miato mate ryzyko (7 =1).
Wreszcie ag, z powodu inkluzji Q, jest reduktorem
ay4: Znacznie mniej niz 3/4 akcji miato mate ryzyko (7 =1).

2. Podsumowanie Nieco wiecej niz 1/2 akgji miato ryzyko okoto 2-3%, ze wzgledu na inkluzje

Q, jest reduktorem podsumowania
b1: Znacznie wiecej niz 1/4 akcji miato ryzyko okoto 2-3% (7 =1).

Podsumowanie 2, jako ze zawiera bardziej precyzyjny, unimodalny @), jest takze reduktorem

nastepujacych podsumowan.
by: Okoto 1/2 akcji miato ryzyko okoto 2-3% (7 = 0.02).
bs: Znacznie wiecej niz 1/2 akgcji miato ryzyko okoto 2-3% (7 = 0.24).
by: Znacznie mniej niz 3/4 akcji miato ryzyko okoto 2-3% (7 = 0.84).

3. Podsumowanie Nieco wiecej niz 1/3 akcji miato ryzyko okoto 4-5%, przez spelnienie warunkow

redukcji unimodalnej dla @, jest reduktorem nastepujacych podsumowan.
c¢1: Znacznie wiecej niz 1/4 akcji miato ryzyko okoto 4-5% (7 = 0.533).

ca: Nieco wiecej niz 1/4 akcji miato ryzyko okoto 4-5% (7 = 0.4).
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W wyniku redukcji unimodalnej dla @ (z uwzglednieniem wartosci progowej 74, = 0.8 -

krok S4 algorytmu), 3 jest reduktorem

c3: Znacznie mniej niz 1/2 akcji miato ryzyko okoto 4-5% (7 =1).
Z powodu inkluzji @, c3 jest z kolei reduktorem podsumowania

c4: Znacznie mniej niz 3/4 akcji miato ryzyko okoto 4-5% (7 =1).

4. Podsumowanie Bardzo niewiele akcji miato ryzyko okoto 6-7%, przez inkluzje Q, jest re-

duktorem podsumowania
dy: Niewiele akcji miato ryzyko okoto 6-7% (7 =1).
To podsumowanie z kolei, przez inkluzje @, jest reduktorem
da: Znacznie mniej niz 1/2 akcji miato ryzyko okoto 6-7% (7 =1).
Ostatecznie, z powodu inkluzji @, ds jest reduktorem podsumowania
ds: Znacznie mniej niz 3/4 akcji miato ryzyko okoto 6-7% (7 =1).

Sekwencje redukcji dla podsumowan 5 i 6 sg analogiczne jak dla podsumowania 1. Definicje

kwantyfikator funkcja przynaleznosci

Znacznie wiecej niz 1/4 | T'0.3,0.375
Znacznie mniej niz 1/2 | Lo.35,0.45
Okoto 1/2 1Tp.425,0.475,0.525,0.575

Znacznie wiecej niz 1/2 | T'o.55,0.65

Znacznie mniej niz 3/ Lo.55,0.7

Tablica 6.14: Definicje wymaganych kwantyfikatoré6w - uzupekienie tablicy 6.8

odpowiednich kwantyfikatoréw wystepujacych w powyzszych podsumowaniach, w wiek-
szosci, znajduja sie w tablicy 6.8. Uzupelnienie tej listy zawiera tablica 6.14.

Kolejnym przyktadem zastosowania systemu jest sumaryzacja bazy danych uzytkow-
nikéw portalu aukcyjnego Allegro.pl (zrodto: www.allegro.pl). Odpowiedni zbiér danych -
Spotecznosé Allegro - zostal zdefiniowany w systemie w sposob przedstawiony w tabli-

cy 6.15. Chcemy znalezé¢ relacje pomiedzy dlugoscia okresu przynaleznosci do spolecznosci

Nr ‘ Atrybut

1. | Dlugosé czlonkostwa
Czestosé sprzedazy /zakupow

Opinie pozytywne/negatywne

Tablica 6.15: Atrybuty zbioru danych Spotecznosé Allegro

Allegro, czestotliwosdcia zawierania transakeji kupna-sprzedazy oraz liczba opinii pozytyw-

nych i negatywnych o uzytkownikach. W tym celu uzywamy nastepujacej protoformy master
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< Q> < Spotecznosé Allegro > majg < DEUGOSC CZEONKOSTWA >=< ARLT >
oraz dwoch protoform detail

< Q>< DLUGOSC CZEONKOSTWA >=< ARLT > majg < CZESTOSC SPRZEDAZY/
ZAKUPOW >=< ARLT >.

< Q> < DLUGOSC CZEONKOSTWA >=< ARLT > majq < OPINIE POZYTYWNE/
NEGATYWNE >=< ARLT >.

Uzyskane podsumowania prezentujemy ponizej.

1. Nieco wiecej niz 2/3 cztonkéw Allegro jest uzytkownikami znacznie dtuzej niz 1 rok.

(r=1)

- Okoto 1/4 z nich jest bardzo aktywnymi sprzedawcami. (r=1)
- Nieco wiecej niz 1/2 z nich sprzedaje/kupuje niezbyt czesto. (r=1)
- Bardzo niewielu z nich ma okoto 50% lub wiecej negatywnych opinii. (r=1)
- Nieco mniej niz 3/4 z nich ma okoto 90% lub wiecej pozytywnych opinii. (7 =1)

Nieco wiecej niz 1/4 z nich zgromadzito zdecydowanie ponad 3000 pozytywnych
opinii. (r=1)

2. Nieco wiecej niz 1/4 cztonkéw Allegro dotaczyto w ostatnich kilku miesigcach. (7 =1)

- Nieco wiecej niz 1/2 z nich jest bardzo aktywnymi sprzedawcami. (r=1)

- Okoto 3/4 z nich robito zakupy znacznie czesciej niz dwa razy w tygodniu.
(1 = 0.98)

- Nieco mniej niz 2/3 z nich ma okoto 90% lub wiecej pozytywnych opinii. (7 =1)

Podsumowania te moga by¢ interesujace zaréwno ze statystycznego jak i technologicznego
punktu widzenia. Z jednej strony moga stanowi¢ przestanki do stworzenia okreslonej oferty
biznesowej skierowanej do danych grup uzytkownikéw. Z drugiej strony, moga one byé
uzyteczne dla administratoréw baz danych jako wsparcie np. w procesie optymalizacji

dostepu do danych.

Na zakoriczenie wymienimy jeszcze jedno zastosowanie Quantiriusa, ktore jest rozwijane
i dotyczy analizy jezykow w ramach gramatyki fonetycznej ([6], [7]). Odleglosci artykula-
cyjne, ktorych uzywa sie do opisu fonéw mogg by¢ interpretowane numerycznie. Ze wzgledu
na nieprecyzyjng nature opisu fonéw, mozliwe jest wykorzystanie zbioréw rozmytych do
opisu repertuaru fonéw. Interesujacym narzedziem analizy fonetycznej wydaje sie by¢ meto-
dologia sumaryzacji lingwistycznej. Podsumowania ligwistyczne moga umozliwi¢ odkrycie
nowych wspotzaleznosci miedzy fonami oraz pewnych relacji miedzy jezykami, ktore jak

dotad pozostawaly niezauwazone.
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