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Streszczenie

W rozprawie zostaly przedstawione rezultaty dotyczace ciagéow typu Fibonaccie-
go, czyli ciggdéw zdefiniowanych jednorodnym liniowym rownaniem rekurencyjnym, ze
szczegbdlnym uwzglednieniem ich zastosowan w grafach. Wyniki zawarte w rozprawie
dotycza wyznaczania (A, 2B)-indeksu w grafach jednocyklowych i sa kontynuacja istnie-
jacych w literaturze badan tego indeksu w drzewach. W rozprawie, przy wykorzystaniu
wtasnosci liczb Fibonacciego, Lucasa oraz liczb telefonicznych, zostalty przedstawione
oszacowania dolne i gérne (A, 2B)-indeksu w grafach jednocyklowych, wraz z podaniem
petnej charakteryzacji grafow ekstremalnych. Ponadto uzyskane zostaty kolejne naj-
mniejsze i najwieksze wartoséci tego indeksu w grafach jednocyklowych i opisane kolejne
grafy ekstremalne. Dla szczegblnych klas graféw jednocyklowych (A, 2B)-indeks zostal
wyznaczony doktadnie, co z kolei spowodowato uzyskanie nowych tozsamosci dla liczb
Fibonacciego i Lucasa.

W rozprawie doktorskiej zdefiniowany zostal ciag (k, p)-Fibonacciego, ktory jednocze-
Snie uogdblnia cigg Fibonacciego, ciag Pella, ciag Narayana i inne ciggi typu Fibonacciego.
Dla tego ciggu zostaly wyznaczone rézne wlasnodci, takze zwigzane z generatorami
macierzowymi. Podane zostaly interpretacje kombinatoryczne oraz zastosowanie tych
interpretacji do dowodow tozsamosci. Wyniki zawarte w tym rozdziale uogélniaja znane
rezultaty miedzy innymi z prac S. Falcéna i in. z 2007 roku, T. Koshy’ego z 2001
roku i 2014 roku, M. Kwasnik i in. z 2000 roku, J. L. Ramireza z 2015 roku oraz
A. P. Stakhova z 1977 roku.

Zmnaczng czes¢ rozprawy stanowig artykuty:

[A] N. Bednarz, A. Wtoch, I. Wtoch, The Fibonacci numbers in edge coloured unicyclic
graphs, Utilitas Mathematica 106 (2018), 39-49,
[B] N. Bednarz, I. Wtoch, Some interpretations of the (k,p)-Fibonacci numbers,

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, (w druku).



Abstract

The main aim of this thesis is to study numbers of the Fibonacci type, in particular
their applications in graphs. The first part of the thesis presents results concerning the
number of all (A, 2B)-edge colourings in unicyclic graphs. The presented results are
a continuation of the research on the (A, 2B)-index in trees. Using the properties of
Fibonacci numbers, Lucas numbers and telephone numbers, the lower bound and the
upper bound of the (A, 2B)-index in unicyclic graphs are determined. We provided
full characteristic of graphs achieving these extreme values. Moreover, we determined
the successive extreme unicyclic graphs with respect to the number of all (A, 2B)-edge
colourings. For special classes of unicyclic graphs the exact value of the (A, 2B)-index is
determined, which resulted in obtaining new identities for Fibonacci and Lucas numbers.

In the second part of the thesis we introduced and studied a new two-parameter
generalization of the numbers of the Fibonacci type, named (k, p)-Fibonacci numbers,
which generalizes Fibonacci numbers, Pell numbers and Narayana numbers, simulta-
neously. We presented the properties of the (k, p)-Fibonacci numbers, including their
matrix representation. We gave some combinatorial interpretations of these numbers.
Moreover, using these interpretations, we proved identities for the (k,p)-Fibonacci
numbers. The results included in this chapter generalize, among others, the results
presented in Falcon S. et al. (2007), Koshy T. (2001) and (2014), Kwasnik M. et al.
(2000), Ramirez J. L. et al. (2015) and Stakhov A. P. (1977).

A significant part of the thesis has been published or is in print in the following
papers:

[A] Bednarz N., Wioch A., Wtoch 1., The Fibonacci numbers in edge coloured unicyclic
graphs, Utilitas Mathematica 106 (2018), 39-49,
[B] Bednarz N., Wloch 1., Some interpretations of the (k,p)-Fibonacci numbers,

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, (in print).
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Wstep

Jednym ze znanych matematykéw zyjacych na przetomie XIT i XIIT wieku byt Le-
onardo z Pizy (ok. 1175 r. — 1250 r.), zwany réwniez Fibonaccim. Jego ojciec, Guglielmo
Bonacci, zajmowal stanowisko dyplomatyczne w poinocnej Afryce i to tam wtasnie
Fibonacci sie ksztatcit. Od mtodzienczych lat Fibonacci duzo podroézowat po Europie
i po krajach Wschodu, poznajac osiagniecia matematykoéw arabskich i hinduskich.
Przez pewien czas mieszkat rowniez na dworze cesarza rzymskiego Fryderyka II, gdzie
prowadzit debaty naukowe z cesarzem i dworskimi filozofami.

Fibonacci napisal szereg rozpraw matematycznych. Wsréd prac, ktoérych kopie
zachowaly si¢ do czaséw wspoélezesnych, znajduje sie traktat Liber Abaci (Ksigga
Rachunkéw) z 1202 roku, w ktérym, miedzy innymi, opisal system pozycyjny liczb
oparty na cyfrach 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Pokazal w nim uzytecznos$¢ nowych metod na
wielu przyktadach rachunkowych, zwiazanych z przeliczaniem miar i wag, obliczaniem
zyskéw 1 odsetek a takze wymiang pieniedzy. Wspomniany traktat byt kompendium
owcezesnej wiedzy obejmujgcym arytmetyke i algebre tamtych czaséw. Odegral wazng
role w rozwoju matematyki w Europie, wprowadzajac miedzy innymi dziesi¢tny system
liczbowy [52].

Fibonacci, w swoich rozprawach, przedstawit wiele niebanalnych problemoéw mate-
matycznych, ale najwieksza stawe przyniost mu niezwykty ciag 1,1,2,3,5,8,13,21,...
bedacy rozwiazaniem przedstawionego w ksiedze Liber Abaci nastepujacego problemu,
znanego jako problem krolikow:

Mezczyzna wiozyt do klatki dwa nowo narodzone kroliki roznych pici. Kazda para, co
miesigc, wydaje na Swiat nowg, mieszang pare. Ponadto kazda para jest zdolna do
reprodukcyi na koniec drugiego miesigca jej zycia. Pytanie brzmi: Ile par krolikow bedzie
w klatce na koniec roku, jezeli zatozymy, ze zZaden krolik nie umiera?

Fibonacci rozwigzal powyzszy problem przy pomocy rekurencji. Niech F}, oznacza liczbe
par krolikow w n-tym miesiacu. Wowcezas jest ona réwna sumie liczb par krélikow
z poprzedniego, (n — 1)-go miesiaca oraz nowo narodzonych par, to jest liczbie par
z (n — 2)-go miesiaca. Rozwiazanie to mozemy opisa¢ rownaniem F, = F,,_; + F,,_o,

n > 2, z warunkami poczatkowymi Fy = F} = 1.



Wstep 5

Zapisane przez Fibonacciego réwnanie rekurencyjne jest uwazane za wazny wkiad
Fibonacciego w rozwéj kombinatoryki. Ciag {F,} jest nazywany ciggiem Fibonacciego
a jego wyrazy liczbami Fibonacciego.

Ciag Fibonacciego pojawit si¢ jednak duzo wezesniej u matematykéw hinduskich.
Najbardziej jasne przedstawienie tego ciagu podat Virahanka (ok. 600-800) [70].

Do matematyki nazwa ciag Fibonacciego zostala wprowadzona w 1879 roku przez
znanego, francuskiego matematyka Francgisa Edourda Anatola Lucasa. Zdefiniowal
on réwniez nowy ciag {L,} oparty na takim samym réwnaniu rekurencyjnym jak ciag
Fibonacciego L, = L, 1 + L2, n > 2, ale z innymi warunkami poczatkowymi Ly = 2,
Ly = 1. W uznaniu jego zashug, ciag ten nazwano pozniej ciggiem Lucasa a wyrazy
tego ciagu liczbami Lucasa. Ciag Lucasa nazywany jest rowniez poprawionym ciggiem
Fibonacciego [16], a ze wzgledu na jego zastosowania méwi sie o nim réwniez jako
o cyklicznej wersji ciggu Fibonacciego.

W literaturze czesto spotykamy ciag {F,} z warunkami poczatkowymi Fy = 0,
F; =1 (na przyktad [18, 19, 31, 36, 58, 76]), rzadziej z Fy = 1, F} = 2 (na przyktad
[17, 33]). Przesuniecie warunkéw poczatkowych nie ma wplywu na whasnosei tego ciagu.
W niniejszej rozprawie przyjmujemy warunki poczatkowe Fy = F; = 1 zgodne z tymi,
ktére wystepuja w pionierskiej pracy [67] dwoch matematykéw Helmuta Prodingera i Ro-
berta Franza Tichego z 1982 roku dotyczacej interpretacji grafowych liczb Fibonacciego.
Praca ta data duzy impuls do poszukiwan liczb Fibonacciego w grafach.

Ciagi typu Fibonacciego, czyli ciagi zdefiniowane rownaniem rekurencyjnym linio-
wym, wzbudzaja zainteresowanie wérod matematykow nie tylko z teoretycznego punktu
widzenia, ale takze za sprawg odkrywania obecnosci ciggu Fibonacciego w naszym
otoczeniu, miedzy innymi w sztuce — zloty podziat oraz w botanice. Wiedza o ztotym
podziale znana byta juz w starozytnosci. Zaobserwowaé to mozemy na przyktadzie
meksykanskich piramid, atenskiego Partenonu oraz piramidy w Gizie. Ztoty podziat
znany byl réwniez artystom, architektom oraz naukowcom. Wiele Zrédet (na przy-
ktad [1]) zauwaza zastosowanie ztotej liczby w twérczosci Leonardo da Vinci, Michata
Aniota lub XX-wiecznego malarza Salvadore Dali. Ztoty podzial pojawia sie rowniez
we wspolczesnej nauce. W fizyce naukowcy zauwazaja jego zwiazek, miedzy innymi,
z wiazaniami wodorowymi [81]. W astrofizyce zloty podzial pojawia sie w zwiazku
z badaniami nad czarnymi dziurami [25, 56], a we wspdlczesnej chemii w budowie
i wlasnosciach kwasikrysztatéw [38, 64, 65]. Niektore wlasnosci i zastosowania liczb
Fibonacciego i liczb Lucasa zostaly oméwione w [52]. Liczby Fibonacciego wystepuja
takze w kombinatoryce chemicznej. Waznym zastosowaniem jest projektowanie cza-
steczek o specjalnych wlasciwosciach i ich zwiazki z pewnymi indeksami grafowymi.

W tym kontekscie istotng role odgrywaja indeks Merrifielda-Simmonsa i indeks Hosoya.



Wstep 6

Indeksy te czesto wyrazone sa liczbami typu Fibonacciego [41, 46, 47, 59].

Niezwyktos¢ ciggu Fibonacciego powoduje niestabnace zainteresowanie tematyka
z nim zwigzana. Literatura dotyczaca ciggdéw typu Fibonacciego jest obszerna, obejmuje
wiele dziedzin nauki. Od 1963 roku wydawane jest réwniez renomowane czasopismo
matematyczne Fibonacci Quarterly, w ktorym publikowane sg artykuty dotyczace
tematyki ciggu Fibonacciego.

Niniejsza rozprawa wpisuje sic w poszukiwanie nowych interpretacji i wtasnosci
ciggu Fibonacciego i jego uogolnien.

Praca sktada sie z czterech rozdziatow. W rozdziale pierwszym podane zostaty pod-
stawowe definicje i oznaczenia zaczerpniete gtéwnie z [16, 27]. Pozostale sa zamieszczone
wewnatrz rozdzialéw, bezposrednio przed ich wykorzystaniem. Niektore uzyte w tej
pracy oznaczenia roéznig sie od oryginalnych oznaczen pochodzacych z artykutow, z kto-
rych zostaly zaczerpniete wyniki. Jest to spowodowane tym, ze standardowe oznaczenia
stosowane w teorii graféw sa identyczne z oznaczeniami uzywanymi w teorii ciagdéw
typu Fibonacciego. Na przyktad oznaczenie P, jest klasycznym oznaczeniem n-tej liczby
Pella, jak réwniez Sciezki n-wierzchotkowej. Stad, w celu unikniecia nieporozumien, na
poczatku rozprawy zostal umieszczony wykaz oznaczen obejmujacy wszystkie uzywane
W pracy oznaczenia.

Rozdziat drugi jest wprowadzeniem do zasadniczej czesci pracy. Zostato podane
pojecie ciggu typu Fibonacciego oraz dokonany przeglad znanych i czesto uzywanych
ciagow. W pierwszej kolejnosci przypomniane zostaly najczesciej rozwazane ciagi ty-
pu Fibonacciego zdefiniowane rownaniem rekurencyjnym drugiego i trzeciego rzedu,
w tym miedzy innymi ciag Fibonacciego, Lucasa, Pella, Jacobsthala oraz Narayana.
Zamieszczony zostatl rowniez obszerny wykaz uogélnien, zaczerpniety czesciowo z pracy
[11]. Ponadto przypomniane zostaly wybrane tozsamosci dla liczb typu Fibonacciego,
przydatne w dalszej czesci pracy, wzory Bineta i funkcje tworzace dla tych ciggow. Jako
wprowadzenie do dalszej czesci rozprawy zostaly zaprezentowane znane grafowe interpre-
tacje liczb typu Fibonacciego. Problematyka interpretacji grafowych liczb Fibonacciego
nawigzuje do zagadnien zliczania zbioréw niezaleznych. Zliczanie wszystkich zbiorow
niezaleznych w grafach zapoczatkowali japonski fizyk Haruo Hosoya [46], amerykanscy
chemicy Richard Merrifield i Howarda Simmons [59] oraz matematycy Helmut Prodin-
ger i Robert Franz Tichy [67]. W 1971 roku H. Hosoya wprowadzit do kombinatoryki
chemicznej parametr Z (G), nazwany p6zniej indeksem Hosoya, jako liczbe wszystkich
skojarzen grafu molekularnego G, czyli grafu w ktérym wierzchotki odpowiadaja ato-
mom a krawedzie wigzaniom pomiedzy tymi atomami. Analogiczny parametr ¢ (G),
bedacy liczba wszystkich zbioréw niezaleznych grafu molekularnego G, w 1980 roku,

zdefiniowali R. Merrifield i H. Simmons. Niezaleznie od tych wynikéw H. Prodinger
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i R. F. Tichy, w 1982 roku, zauwazyli ze liczba wszystkich zbiorow niezaleznych $ciezek
i cykli jest rowna odpowiednio liczbie Fibonacciego i Lucasa. Liczbe wszystkich zbioréw
niezaleznych grafu nazwali oni liczba Fibonacciego grafu. Aktualnie, ze wzgledu na istot-
ne zastosowania w kombinatoryce chemicznej zwigzane z okreslaniem fizykochemicznych
wladciwosci alkanéw, parametr i (G) nazywany jest indeksem Merrifielda-Simmonsa.
Przegladowy artykut [41] Ivana Gutmana i Stephana Wagnera zbiera najwazniejsze
wyniki dotyczace indeksu Hosoya oraz indeksu Merrifielda-Simmonsa. Bibliografia tego
artykutu jest obszerna, liczy 128 pozycji, z czego wiekszos¢ pochodzi z poczatku XXI
wieku.

Zwiazki pomiedzy liczbami Fibonacciego a indeksem Merrifielda-Simmonsa daty
duzy impuls do zliczania zbioréw niezaleznych w grafach i poszukiwania interpreta-
cji grafowych innych ciagéw typu Fibonacciego. Na przyktad Zoltan Fiiredi, w [35],
udowodnit ze liczba wszystkich maksymalnych zbioréw niezaleznych Sciezek i cykli
jest odpowiednio réwna liczbie Padovana i liczbie Perrina. W pracy [78] pokazano, ze
w drzewach najmniejsza liczba maksymalnych zbioréw niezaleznych zawierajacych zbiér
lisci wyraza sie liczbami Padovana. Inne interesujace interpretacje grafowe liczb typu
Fibonacciego i wielomianéw typu Fibonacciego mozna znalezé w pracach [46, 55, 75].

Tematyka niniejszej rozprawy nawigzuje do probleméw zliczania w grafach oraz
badania wtasnosci ciagéw typu Fibonacciego a gtéowne rezultaty sg zawarte w kolejnych
rozdziatach.

W istniejacych interpretacjach grafowych dla kazdego ciaggu typu Fibonacciego
poszukiwany byt graf w ktérym liczba zbioréw niezaleznych wyrazata sie wyrazami
odpowiedniego ciagu. W pracy [11] Urszula Bednarz, Iwona Wtoch oraz Malgorzata
Wotowiec-Musial zdefiniowaly specjalne krawedziowe kolorowanie grafu oraz zwiazany
z nim parametr, taki ze dla wiekszosci znanych ciggéw typu Fibonacciego podana
zostata ogdlna interpretacja grafowa dla Sciezek i cykli, czyli dla graféw o najprostszej
strukturze. Ze wzgledu na zlozonosé pojecia wprowadzonego indeksu [11] rozpoczete
zostaly badania zwiazane ze szczegdlnym przypadkiem, mianowicie z (A, 2B)-indeksem
w drzewach. Interesujace wyniki zostaly nastepnie uzyskane w pracach [7, 8, 11, 12],
w tym z wykorzystaniem liczb telefonicznych, ktére nie sg liczbami typu Fibonacciego.
Wyniki zawarte w rozdziale trzecim sa kontynuacja tych badan i dotycza wyznaczenia
albo oszacowania (A, 2B)-indeksu w grafach jednocyklowych, wraz z charakteryzacja

grafow ekstremalnych. Gtowne wyniki z tego rozdzialu obejmuja;
e wykazanie, ze n-ta liczba Lucasa jest najmniejsza wartoscia (A, 2B)-indeksu

w n-krawedziowym grafie jednocyklowym,

e wykazanie, ze najwigksza wartosé¢ (A, 2B)-indeksu wyraza sie przy pomocy liczb

telefonicznych,
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e podanie charakteryzacji graféw ekstremalnych ze wzgledu na najmniejszy i naj-
wiekszy (A, 2B)-indeks,

e podanie kolejnych najmniejszych i najwiekszych wartosci (A, 2B)-indeksu w gra-

fach jednocyklowych oraz opisanie grafow ekstremalnych,

e wyznaczenie doktadnych wartosci (A, 2B)-indeksu w wybranych grafach jednocy-

klowych,
e wykazanie nowych tozsamodci dla liczb Fibonacciego i Lucasa.

W rozdziale czwartym, w nawigzaniu do istniejacych uogoélnien ciagu Fibonacciego,
przy pomocy jednorodnego réwnania rekurencyjnego liniowego rzedu k o wspotezynni-
kach wymiernych zdefiniowany zostat cigg, ktory jednoczeénie uogolnia ciag Fibonaccie-
go, ciag Pella, ciag Narayana, ciag k-Fibonacciego [31], p-ciag Fibonacciego [71] oraz
uogélniony ciag Fibonacciego [55]. Ciag ten zostal nazwany ciagiem (k, p)-Fibonacciego.

Gléwne wyniki z tego rozdziatu obejmuja:
e opisanie wtasnosci ciagu (k, p)-Fibonacciego, podanie funkcji tworzacej,

e podanie interpretacji kombinatorycznych zwigzanych z krawedziowym kolorowa-
niem, wprowadzonym w [11], oraz z wykorzystaniem domina, a nastepnie zasto-
sowanie tych interpretacji do dowodéw tozsamosci dla liczb (k, p)-Fibonacciego,

w tym tozsamosci typu Honsbergera,
e podanie tozsamosci dla sum liczb (k, p)-Fibonacciego,
e wyznaczenie generatoréw macierzowych liczb (k, p)-Fibonacciego.

Wyniki zawarte w tym rozdziale uogélniaja jednoczesnie wiele znanych rezultatow,
ktére otrzymali miedzy innymi C. Bolat, H. Kése [19], J. Ercolano [28], S. Falcén,
A. Plaza [31], V. E. Hoggat [42], R. Honsberger [43], A. F. Horodam [44], E. Lucas [57],
J. L. Ramirez, V. F. Sirvent [68], A. P. Stakhov [72], A. Wloch [77].

Dla lepszego zilustrowania omawianych ciagdéw, na koncu rozprawy, zostal zamiesz-
czony dodatek, w ktorym znajduja sie tabele z kilkunastoma poczatkowymi wyrazami
wszystkich ciggdéw rozwazanych w pracy. Dla rozréznienia, kazdy z klasycznych ciagow
jest wyrdzniony innym kolorem.

Wigkszo$¢ zamieszczonych rezultatéow zostata opublikowana, zas pozostata czes¢ jest
przygotowana do publikacji. Tre$¢ niniejszej rozprawy stanowig artykuty:

[A] N. Bednarz, A. Wtoch, I. Wtoch, The Fibonacci numbers in edge coloured unicyclic
graphs, Utilitas Mathematica 106 (2018), 39-49,
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[B] N. Bednarz, I. Wtoch, Some interpretations of the (k,p)-Fibonacci numbers,
Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, (w druku).

Kolejne dwa artykuty sg wystane do czasopism:

[C] N. Bednarz, On (k,p)-Fibonacci numbers,

[D] N. Bednarz, Application of the numbers of the Fibonacci type to the counting

problems in graphs.

Zmaczna czeS¢ rezultatéw zawartych w tej pracy byta prezentowana w formie refera-
tow na miedzynarodowych konferencjach naukowych.

1. The 25" Workshop ’3inl’, Dostonce, 2016,

2. III Konferencja Matematyczno - Informatyczna ,Congressio-Mathematica”,

Rzeszow, 2017,

3. The 6™ Gdarisk Workshop on Graph Theory, Gdansk, 2018,

4. 27" Workshop Cycles and Colourings, Novy Smokovec, 2018,

5. The 27" Workshop ’3inl1’, Stryszawa, 2018.

Wyniki przedstawione w niniejszej rozprawie nie wyczerpuja rozwazanej tematyki

i moga stanowi¢ przyczynek do dalszych badan.



Wykaz oznaczen

graf prosty (graf)

zbior wierzchotkow grafu G

zbiér krawedzi grafu G

krawedz incydentna z wierzchotkami x, y
G izomorficzny z H

stopien wierzchotka x w grafie G
odlegtosé¢ pomiedzy wierzchotkami x i y
droga taczaca wierzchotki xq i z,
bezkrawedziowy graf n-wierzchotkowy
Sciezka m-wierzchotkowa

graf pelny n-wierzchotkowy

graf pelny r-dzielny " n;-wierzchotkowy
i=1

graf pelny dwudzielny, (n 4+ m)-wierzchotkowy

Sciezka m-krawedziowa; m-S$ciezka
drzewo m-krawedziowe

gwiazda m-krawedziowa; m-gwiazda
cykl m-krawedziowy

lizak m-krawedziowy

palma m-krawedziowa

tréjnog m-krawedziowy

2-palma m-krawedziowa

iloczyn kartezjanski grafow G i H
kompozycja grafow G 1 H

korona grafow G'i H

n-ta liczba telefoniczna

n-ta liczba Fibonacciego

n-ta liczba Lucasa

n-ta liczba Pella

n-ta liczba Pella-Lucasa
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4n

n-ta zmodyfikowana liczba Pella

n-ta liczba Jacobsthala

n-ta liczba Jacobsthala-Lucasa

n-ta liczba Padovana

n-ta liczba Perrina

n-ta liczba Narayana

n-ta liczba Tribonacciego pierwszego rodzaju
n-ta liczba Tribonacciego drugiego rodzaju
n-ta liczba k-Fibonacciego

n-ta liczba k-Lucasa

n-ta liczba k-Pella

n-ta liczba k-Pella-Lucasa

n-ta liczba k-Jacobsthala

n-ta k-uogodlniona liczba Fibonacciego
n-ta p-liczba Fibonacciego

n-ta uogodlniona liczba Fibonacciego
n-ta uogdlniona liczba Lucasa

n-ta uogodlniona liczba Pella

n-ta odlegltosciowa liczba Fibonacciego
n-ta odlegtodciowa liczba Pella

n-ta uogdlniona (p, i)-liczba Pella

n-ta liczba (s, p)-Jacobsthala

n-ta liczba (k, p)-Fibonacciego

indeks Hosoya grafu G

indeks Merrifelda-Simmonsa grafu G (liczba Fibonacciego grafu G)

liczba wszystkich r-niezaleznych zbiorow grafu G
funkcja tworzaca

funkcja tworzaca ciagu {Fy, (n)}



Rozdziat 1
Podstawowe definicje i oznaczenia

W rozdziale tym podamy podstawowe definicje i oznaczenia uzywane w pracy,
ktore w wigkszosci sa zaczerpnigte z [16, 27]. Pozostalte zamieszczone beda wewnatrz
rozdzialéw, bezposrednio przed ich wykorzystaniem. Ze wzgledu na to, ze niektére
uzywane oznaczenia z teorii graféw sa identyczne z oznaczeniami pewnych liczb typu
Fibonacciego, w niniejszej pracy, aby uniknaé¢ kolizji oznaczen, wprowadzone zostaly
nowe oznaczenia.

Grafem nieskierowanym, skonczonym G nazywamy pare (V, E), gdzie V = V(G) jest
zbiorem skonczonym oraz E = E(G) jest rodzina mogacych sie powtarza¢ dwuelemento-
wych podzbioréw, niekoniecznie réznych elementéw ze zbioru V. Zbiér V(G) nazywamy
zbiorem wierzcholkéw a jego elementy wierzcholkami, za$ zbior E(G) nazywamy zbiorem
krawedzi a jego elementy krawedziama.

Jezeli w grafie G istnieja co najmniej dwie krawedzie pomiedzy wierzchotkami
x 1y, to krawedz te nazywamy krawedzig wielokrotng. Krawedz zo € E(G) nazywamy
petlg.

Graf bez petli i krawedzi wielokrotnych nazywamy grafem prostym. W niniejszej
pracy rozwazane beda wylacznie grafy proste, nazywane krotko grafami.

Graf G = (0,0) nazywamy grafem pustym i oznaczamy symbolem (. Jezeli
V(G) # 0 i E(G) = 0 to G nazywamy grafem bezkrawedziowym. Graf bezkrawe-
dziowy n-wierzchotkowy, n > 1, oznaczamy symbolem N,,. Graf jednowierzchotkowy
nazywamy grafem trywialnym. Jezeli |V (G)| > 2 to méwimy, ze graf G jest nietrywialny.

Dwa wierzchotki x i y sa sasiednie w grafie G, jezeli zy € E(G). Méwimy wtedy, ze
wierzchotki x, y sg incydentne z krawedzig zy.

Stopniem wierzchotka x grafu G nazywamy liczbe krawedzi incydentnych z wierz-
chotkiem x i oznaczamy symbolem dg(z). Jezeli dg(z) = 0 to wierzchotek x nazywamy
wierzcholkiem izolowanym grafu G. Jezeli dg(x) = 1 to wierzchotek = nazywamy

wierzchotkiem koncowym lub lisciem grafu G.
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Podgrafem grafu G nazywamy kazdy graf H taki, ze V(H) C V(G)i E(H) C E(G).

Mowimy, ze grafy G i H sa izomorficzne, co oznaczamy G = H, jezeli istnieje bijekcja
f:V(G) — V(H), taka ze xy € E(G) wtedy i tylko wtedy, gdy f(z)f(y) € E(H).

Dla n > 1 drogg w grafie G taczaca wierzchotki xy i z,, nazywamy ciag wierzchot-
kéw i krawedzi xg, xox1, T1,. .., Ty 1Ty, T,. Droge z wierzchotka xy do x, oznaczamy
symbolem zy —x1 — ... —x,. Jezeli zg = x,, dla n > 3, to otrzymujemy cykl w grafie G.

Odlegloscig pomiedzy wierzchotkami x i y nazywamy dlugo$é najkrotszej drogi
taczacej wierzchotki z i y w grafie G' i oznaczamy symbolem dg(x,y). Przyjmujemy, ze
dg(z,x) = 0.

Graf nazywamy spdjnym, jezeli dla kazdych dwoch réznych wierzchotkéw istnieje
taczaca je droga. Graf, ktory nie posiada takiej wtasnosci nazywamy grafem niespojnym.
Przyjmujemy, ze graf jednowierzchotkowy jest spojny.

Sciezkq n-wierzcholkowq nazywamy graf P,, n > 2, taki ze V(P,) ={x1,22,...,2,}
i E(P,) = {x129, x2x3, ..., Tn_12,}. Jezeli n =1 to P; jest grafem trywialnym. Liczbe
krawedzi $ciezki nazywamy jej dlugoscig. Sciezke dtugosci m, m > 1, czyli ciezke P41,
oznaczamy symbolem P (m) i nazywamy krotko m-sciezkq.

Dla m > 3 cyklem m-krawedziowym nazywamy graf C(m), taki ze
V(C(m)) = {z1,29,...,2n} 1 E(C(m)) = {z122, X223, ..., Tip_1Tpm, Tpyx1 }. Liczbe
krawedzi cyklu nazywamy jego dtugoscia.

Drzewem nazywamy spojny graf bez cykli. Drzewo m-krawedziowe oznaczamy
symbolem 7' (m). Drzewo, ktére posiada doktadnie trzy liscie, nazywamy trgjnogiem.
Niespojny graf bez cykli nazywamy lasem.

Jezeli graf G zawiera dokltadnie jeden cykl, to méwimy, ze G jest grafem jednocyklo-
wym.

Grafem pelnym nazywamy taki graf GG, w ktorym kazde dwa wierzchotki sg sasiednie.
Graf pelny n-wierzchotkowy oznaczamy symbolem K,, n > 1. Przyjmujemy, ze graf
jednowierzchotkowy jest grafem pelym.

Graf G, ktorego zbior wierzchotkéw mozna podzieli¢ na r roztacznych, niepustych
podzbioréw Vi, Vo, ... V. r > 2, takich ze jezeli xy € E(G), tox € Vi iy €V,
1< s, t <, s # t,nazywamy grafem r-dzielnym i oznaczamy symbolem G(Vi, Vo, ..., V,).
Jezeli kazde dwa wierzchotki x € Vi iy € V;, dla s,t € {1,2,...,r}, s # t, sa sasied-
nie to graf G(Vi, Vs, ..., V,) jest grafem pelnym r-dzielnym i oznaczamy go symbolem
Ky val,... v - Jezeli r = 2 to graf G(Vi, V) nazywamy grafem dwudzielnym. W szcze-
gélnosci, jezeli |Vi| =n i [Va] =m, n > 1, m > 1, to graf pelny dwudzielny oznaczamy

symbolem £, ,.
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Graf pelny dwudzielny w ktérym |Vi| =11 |[Vo| =n — 1, n > 2, nazywamy gwiazdg
i oznaczamy symbolem S (n — 1). Gwiazde m-krawedziowa bedziemy nazywali krotko
m-gwiazdg. Wierzchotek z € V(S (n — 1)), taki ze degg(,_1)(¥) = n — 1 nazywamy
centrum gwiazdy S (n —1).

Niech r > 2 bedzie liczba naturalna. Podzbiéor S C V(G) nazywamy zbiorem
r-niezaleznym grafu G, jezeli dla dowolnych wierzchotkéw x,y € S, x # y, zachodzi
de¢(z,y) = r. Ponadto przyjmujemy, ze kazdy jednoelementowy podzbior zbioru V(G)
oraz zbiér pusty sa zbiorami r-niezaleznymi grafu G. Symbolem i, (G) oznaczamy
liczbe wszystkich r-niezaleznych zbiorow grafu G. Jezeli r = 2 to otrzymujemy definicje
zbioru niezaleznego w klasycznym sensie. Wowcezas parametr is (G) nazywamy indeksem
Merrifielda-Simmonsa lub liczbg Fibonacciego grafu G i oznaczamy krétko przez i (G).

Podzbiér M C E(G) nazywamy skojarzeniem lub zbiorem niezaleinym krawedzio-
wo grafu G, jezeli dowolne dwie krawedzie nalezgce do tego zbioru nie sa sasiednie.
Przyjmujemy, ze kazdy jednoelementowy podzbiér zbioru E(G) oraz zbiér pusty sa
skojarzeniami grafu G. Liczbe wszystkich skojarzeri grafu G oznaczamy symbolem Z (G)
i nazywamy indeksem Hosoya grafu G.

lloczynem kartezjanskim grafow G 1 H nazywamy graf GUH, taki ze
V(GOH) = V/(G) x V(H) oraz B(GOH) = {(s,4,) (w5, 1); (2 = 25 i g € E(H))
lub (y, =y 1 ziz; € E(G))}

Kompozycja grafow G i H nazywamy graf G[H|, taki ze V(G[H]) = V(G) x V(H)
oraz E(G[H]) = {(2i, yp) (%, yg); wix; € E(G) lub (ypy, € E(H) 1 z; = x;)}.

Korong grafow G i H nazywamy graf G o H otrzymany z grafu G oraz |V (G)| kopii
grafu H przez potaczenie i-tego wierzchotka grafu G z kazdym wierzchotkiem i-tej kopii
grafu H, i € {1,2,...,|V(G)|}.

Ciag postaci F,, = F,,_1 + F, 2, n > 2, z warunkami poczatkowymi Fy = F; = 1
nazywamy ciggiem Fibonacciego a wyrazy tego ciagu liczbami Fibonacciego.

Ciag postaci L, = L, 1 + L,_2, n > 2, z warunkami poczatkowymi Lo =2, L1 =1
nazywamy ciggiem Lucasa a wyrazy tego ciagu liczbami Lucasa.

Niech n > 0 bedzie liczbg calkowita. Liczbami telefonicznymi nazywamy liczby

speliajace réwnanie rekurencyjne

th =ty 1+ (n—1t, o, dlan>2ity=1t; =1. (1.1)
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W tabeli 1.1 podano jedenascie poczatkowych wyrazéw ciggu liczb telefonicznych.

n\o 1 9 3 4 5 6 7 8 9 10

tn ‘ 1 1 2 4 10 26 76 232 764 2620 9496

Tabela 1.1: Ciag {t,} dlan € {0,1,...,10}.

Niech {a,} bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Funkcjg tworzacq f(x) ciagu {a,}

nazywamy szereg potegowy f(x) = 3 a,x™.
n=0



Rozdziat 2

Przedstawienie problemu i celu

rozprawy

W rozdziale tym przedstawimy pojecie ciagow i liczb typu Fibonacciego. Jako
wprowadzenie do zasadniczej czeSci rozprawy zostang przypomniane pierwsze zna-
ne interpretacje liczb typu Fibonacciego w grafach, zwiazane ze zliczaniem zbioréw

niezaleznych.

2.1 Ciagi typu Fibonacciego

Niech k£ > 2 bedzie liczba naturalna. Ciagi zdefiniowane liniowym réwnaniem

rekurencyjnym k-tego rzedu postaci
ap = blan_l + bgan_g + ...+ bkan_k, dla n } k’, (21)

gdzie b; € NU{0}, i € {1,2,...,k}, by # 0, z danymi warunkami poczatkowymi
a; € NU{0},5 € {0,1,...,k—1}, zktorych przynajmniej jeden jest niezerowy, nazywamy
ciggami typu Fibonacciego a ich wyrazy liczbami typu Fibonacciego. Okredlenie ciagg
typu Fibonacciego zostato uzyte miedzy innymi w pracach [9, 11, 12, 74, 80].

Dla szczegélnych wartosci k,b;,i € {1,2,...,k} oraz a;, j € {0,1,...,k — 1}
otrzymujemy réwnania rekurencyjne znanych ciggéow liczbowych. Ponizej przedstawimy
najczedciej rozwazane ciagi typu Fibonacciego zdefiniowane réwnaniem rekurencyjnym

drugiego rzedu.

e ciag Fibonacciego {F,}

Fn:Fn—1+Fn—27 dlan>21F0:F1 :1, (22)
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ciag Lucasa {L,}

Ln:Ln—1+Ln—2> dlan>2iL0:2,L1:1,

ciag Pella {p,}

Pn =2Pp_1+Pno, dlan>2ip,=0,p =1,

cigg Pella-Lucasa {Q,}

Qn = 2Qn—1 +Qn—27 dlan =21 QO = Ql = 27

zmodyfikowany ciag Pella {q,}

Gn = 2qn-1 + qn—2, dlan=>21igy=q =1,
ciag Jacobsthala {.J,}

Jn = Jn,1 +2Jn,2, dla n 2 21 JO :O, Jl = 1,

ciag Jacobsthala-Lucasa {j,}

Jn = Jn-1+2Jn—2, dlan>21jy=2,5; =1.

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Wyrazy powyzszych ciagéw nazywamy odpowiednio liczbami Fibonacciego, Lucasa,

Pella, Pella-Lucasa, zmodyfikowanymai liczbami Pella, liczbami Jacobsthala i liczbami

Jacobsthala-Lucasa. W tabeli 2.1 podanych zostato jedenascie poczatkowych wyrazow

tych ciggdw.

n 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

F, |1 1 2 8 13 21 34 55 89

Ly, |2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123
Pn | O 1 2 12 29 70 169 408 985 2378
Qn | 2 2 6 14 34 82 198 478 1154 2786 6726
qn |1 1 3 7 17 41 99 239 577 1393 3363
Jn | 0 1 1 3 ) 11 21 43 85 171 341
In | 2 1 5 17 31 65 127 257 511 1025
Tabela 2.1: Ciagi {F,}, {Ln}, {pn}, {@n}, {an}, {0}, {jn}, dlan € {0,1,...,10}.
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W XIX wieku francuski matematyk Jacques Philippe Binet wyznaczyt wzor jawny

dla n-tej liczby Fibonacciego postaci

1
F,= =
Vb

<1+¢5>”“ B (1 . ﬁ) 29)

2 2

Wzor ten nazywany jest wzorem Bineta dla liczb Fibonacciego. Analogicznie, jak w przy-
padku ciagu Fibonacciego, mozemy podaé¢ wzory jawne dla ciagéw (2.3)-(2.8), ktore
nazywane sg odpowiednio wzorami Bineta dla ciggu Lucasa, Pella, Pella-Lucasa, zmo-

dyfikowanego ciggu Pella, ciggu Jacobsthala oraz ciggu Jacobsthala-Lucasa. Wtedy

L, = <1 +2\/5>n + (1 _2\/3>n (2.10)

_ (V) - (1-ve)

(2.11)

Qu=(1+v2)"+ (1-v2)" (2.12)

(1+v2)" +(1-v2)"

Jn = L 2" 1" 2.14
=22 ()] (2.14)
Jn=2"+(=1)" (2.15)

Wzor Bineta jest najbardziej znanym wzorem jawnym dla liczb Fibonacciego. Do
jego wyznaczenia mozna zastosowaé¢ metode rownania charakterystycznego zaleznosci
rekurencyjnej. Abraham de Moivre otrzymat ten sam wzor jawny dla liczb Fibonacciego
wykorzystujac metode funkcji tworzacych.

W tabeli 2.2 przedstawiono funkcje tworzace dla ciaggu Fibonacciego, Lucasa, Pella,
Pella-Lucasa, zmodyfikowanego ciggu Pella, ciggu Jacobsthala oraz ciggu Jacobsthala-

Lucasa.
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Ciag | Funkcja tworzaca

Ciag Fibonacciego {F,,} | f(z) = —2

1—2z—22

Ciag Lucasa {L,} | f(z) = 22

Ciag Pella {p,} | f(7) = 15—

Ciag Pella-Lucasa {Q,} | f(z) = 52>

Zmodyfikowany ciag Pella {q,} | f(z) =

Ciag Jacobsthala {J,,} | f(z) = —%5=

Ciag Jacobsthala-Lucasa {j,} | f(z) = 173;:1:23:2

Tabela 2.2: Funkcje tworzace dla ciagéw {F,.}, {L.}, {pn}, {@n}, {@}, {0}, {Jn}

W literaturze pojawia sie wiele tozsamosci dla liczb typu Fibonacciego i ich sum.
Wsréd najstarszych i najbardziej znanych mozemy wymieni¢ wzor Cassiniego dla liczb

Fibonacciego
F.F, o —F? = (-1)" (2.16)

Tozsamos¢ ta zostata nazwana na cze$¢ siedemnastowiecznego matematyka i astrono-
ma Jeana-Dominique’a Cassiniego, ktéry w [22] opublikowat jej dowdd. Dla ciagdéw
(2.3)-(2.7) wyznaczono podobne tozsamosci, ktére nazwano odpowiednio wzorem Cas-
siniego dla liczb Lucasa, Pella, Pella-Lucasa, zmodyfikowanych liczb Pella oraz liczb
Jacobsthala. Niech n > 1 bedzie liczbg catkowita. Wtedy

Lyl — L2 =5 (=1)"" (2.17)
Prt1Pn1 — P = (=1)", (2.18)
Qni1Qn-1 — Q% =8 (—1)*", (2.19)
Gni1@n-1 — g = 2"" (=)™, (2.20)
Jpp1dn1 — J2 =927 1. (—1)" (2.21)
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Kolejne znane tozsamosci dla liczb Fibonacciego, w 1985 roku, w pracy [43], udo-

wodnil Ross Honsberger.

F,=F 1 Fy 1+ FF,y, (2.22)
Fm+n = Fn+1Fm—1 —l— FnFm—Q- (223)

Zmanych jest rowniez wiele tozsamogdci, ktore pokazuja zaleznoéci miedzy liczbami typu

Fibonacciego. Przytoczymy niektére z nich

Ly =F,+ F, o, (2.24)

Gn = Pn+1 — DPn, (225)

Qn =12, (2.26)
DPn

jn = dJdpy1 + 2Jn71- (227)

Ponizej przedstawimy tozsamosci dla sum liczb Fibonacciego i Pella, ktore zostana

wykorzystane w dalszej czesci pracy.

Y F,=Fu—1, (2.28)
=0
> [pnﬂ +p, — 1], (2.29)

=0

= Fony1, (2.30)

Fyji1 = Fyy — 1, (2.32)

zi: {p2n+1 1] (2.31)
5

ZPQH-I (2.33)

Inne znane tozsamosci dla liczb typu Fibonacciego mozna znalezé miedzy innymi
w [52, 53, 54].
Przedstawimy z kolei znane ciagi typu Fibonacciego zdefiniowane réwnaniem reku-

rencyjnym trzeciego rzedu.

e ciag Padovana {pv,}

PUp = PUp_a + pUp_3, dlan = 31 pvy = pvy = pvg = 1. (2.34)
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e ciag Perrina {pr,}
Prn = Prp_s + pra_sz, dlan > 31 pro=3,pri =0,pry = 2. (2.35)
e ciag Narayana {91,}
N, =M1 +MN3, dlan >319%=0,9 =y, = 1. (2.36)
e ciag Tribonacciego pierwszego rodzaju {7}
Ty=Ty s +Tho+Tps dan>3iTy=T =T, = L. (2.37)
e ciag Tribonacciego drugiego rodzaju {7}
T =T + T+ T, dlan>3iT; =0T =T} = 1. (2.38)
Wyrazy powyzszych ciggdéw nazywamy odpowiednio liczbami Padovana, Perrina,

Narayana, liczbami Tribonacciego pierwszego rodzaju oraz liczbami Tribonacciego dru-

giego rodzaju. W tabeli 2.3 podanych zostato jedenascie poczatkowych wyrazéw tych

ciggow.
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pu, | 1 1 1 2 2 3 4 5) 7 9 12
pra | 3 0 2 3 2 5 7 10 12 17
N, |0 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19
T, |1 1 1 3 5 9 17 31 57 105 193
T 10 1 1 2 4 7 13 24 44 81 149

Tabela 2.3: Ciagi {pv.}, {pro}, {9}, {1}, {7} dlan € {0,,...,10}.

Liczby typu Fibonacciego majg wiele uogélnien jedno lub wieloparametrowych.
Ponizej przedstawimy wybrane uogolnienia. Obszerny wykaz uogolnien liczb typu
Fibonacciego zostal przedstawiony miedzy innymi w pracy [11].

Niech k,n,p beda liczbami naturalnymi.

e liczby k-Fibonacciego Fy,,, (S. Falcon, A. Plaza [31))

ka = ka:,n—l + F]@,n_g, dla k 2 1, n 2 21 Fk,O = O7 Fk71 =1. (239)
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e liczby k-Lucasa Ly, (S. Falcon [29])

Lkm, = kLk,n—l + Lk,n—?a dla k 2 1, n 2 21 Lk,g = 2, Lk,l = k. (240)

e liczby k-Pella py,, (P. Catarino [23])

Pk = 2Dkn—1 + kDin—2, dlak>1, n>2ipo=0, pp1 = 1. (2.41)

e liczby k-Pella-Lucasa Qg (n) (P. Catarino, P. Vasco [24])

Qr(n) =2Qr(n — 1)+ kQr(n—2), dlak > 1, n > 2 (2.42)
1Qr(0) = Qx(1) = 2.

e liczby k-Jacobsthala Ji, (D. Jhala, K. Sisodiya, G. P. S. Rathore [48])

Jk:,n = k’ka_l + 2Jk7n_2, dla k 2 1, n 2 21 Jk70 = 0, Jk:,l =1. (243)

e k-uogolnione liczby Fibonacciego f,, (E. P. Miles [60])

fo=focat foot oot foop, dlak>2, n>k (2.44)
iszo, dlaOégék—Q, fk_lzl.

e p-liczby Fibonacciego F,(n) (A. P. Stakhov [71])

F,(n)=F,(n—1)+F,(n—p—1),dlap>1, n>p+2 (2.45)
1 F,(0)=0, Fp(j)=1,dlal<j<p+1.

e uogodlnione liczby Fibonacciego F'(k,n) (M. Kwasnik, I. Wloch [55])

F(kn)=F((kn—-1)+F(kyn—Fk), dlak>2 n>k (2.46)
iF(k,n)=n+1 dla0<n<k—1.

e uogolnione liczby Lucasa L(k,n) (M. Kwasnik, I. Wtoch [55], A. Wtoch [77])

L(k,n) = L(k,n—1)+ L(k,n—k), dlak >2, n > 2k (2.47)
iL(k,n)=n+1,dla0<n<2k—1.
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e uogolnione liczby Pella P(k,n) (I. Wtoch [79])

P(k,n)=P(k,n—1)+Pk,n—k+1)+Plk,n—Fk), dlak>2 n>k+1 (248)
i P(2,0) =0, P(k,0) =1, dla k>3, P(k,1) =1, P(k,n) =2n—2, dla2 <n < k.

e odlegtosciowe liczby Fibonacciego F'd(k,n) (U. Bednarz, A. Wioch, M. Wotowiec-
Musial [9])

Fd(k,n) = Fd(k,n —k+ 1)+ Fd(k,n— k), dlak>2, n>k  (2.49)
i Fd(k,n)=1,dla0<n<k—1

e odlegtosciowe liczby Pella Qd(k,n) (A. Szynal-Liana, A. Wloch, I. Wioch [75])

Qd(k,n) = Qd(k,n — 1) + Qd(k,n — 2) + Qd(k,n — k), dlak>1, n>k  (2.50)
i Qd(k,0) =k, Qd(1,1) =1, Qd(k,n) = L, dla1<n<k— 1.

e uogdlnione (p,i)-liczby Pella P{(n) (E. Kilig [51])

PZSZ)(n) = 2Pp(’)(n— 1) +PI§Z)(n —p—1),dlap>1, 0<i<p, n=p+2
i PY(j) =0, dlal<j<i, PO(k)=1, dlai+1<k<p+1. (2.51)

e liczby (s, p)-Jacobsthala J,(s,p) (D. Bréd [21])

Ju(s,p) = 257, 1(s,p) + (225+p - 25+2p) Juo(s,p), dlan >2 (2.52)
i Jo(s,p) =1, Ji(s,p) = 2° + 2P + 277,

Poczatkowe wyrazy wszystkich przedstawionych w tym podrozdziale ciagow zostaty
zamieszczone w tabelach w dodatku zamieszczonym na koncu pracy. Inne uogoélnienia
liczb typu Fibonacciego mozna znalezé, miedzy innymi, w [10, 26, 30, 44, 73]. Nie
wyczerpuja one jednak wszystkich rozwazanych w literaturze uogoélnien ciggéw typu

Fibonacciego.
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2.2 Liczby typu Fibonacciego w grafach

Liczby Fibonacciego oraz liczby typu Fibonacciego majg wiele réznych interpretacii,
takze w grafach. Pierwsze znane interpretacje liczb Fibonacciego w grafach sg zwigzane
ze zliczaniem zbioréw niezaleznych.

Problem zliczania zbioréw niezaleznych w grafach zostal po raz pierwszy postawiony
w latach szesédziesigtych XX wieku przez Paula Erdosa i Leo Mosera. Dotyczyt on
wyznaczenia najwiekszej liczby maksymalnych zbiorow niezaleznych dowolnego n-wierz-
chotkowego grafu i zostal rozwiazany, miedzy innymi, przez Johna Moona i L. Mosera
w [61].

W 1971 roku japonski fizyk Haruo Hosoya, w [46], wprowadzit parametr Z (G) grafu
molekularnego G (w ktérym wierzchotki odpowiadaja atomom a krawedzie wigzaniom
pomiedzy atomami), jako liczbe skojarzen tego grafu. Pokazal on, ze pewne fizyczno-
chemiczne whasnosci alkanéw (w szczegdlnosei ich punkty wrzenia) sa zwiazane z parame-
trem Z (G), ktory pézniej nazwany zostal indeksem Hosoya. W 1989 roku, amerykanscy
chemicy Richard Merrifield i Howard Simmons, w [59], zdefiniowali podobny parametr
i (G), bedacy liczba wszystkich zbioréw niezaleznych grafu molekularnego GG. Obec-
nie, dla podkreglenia ich wkladu, parametr i (G)) nazywany jest indeksem Merrifielda-
Sitmmonsa.

Niezaleznie od badan chemikéw, w 1982 roku, w pracy [67], Helmut Prodinger
i Robert Franz Tichy podali zwigzki pomiedzy liczbg wszystkich zbioréw niezaleznych

odpowiednio Sciezek i cykli a liczbami Fibonacciego i Lucasa.

Twierdzenie 2.1. (H. Prodinger, R. F. Tichy [67]) Niech m > 1 bedzie liczbg naturalng.
Wtedy

Liczbe i (G) wszystkich zbioréw niezaleznych grafu, w [67], nazwano liczbg Fibonac-
ciego grafu.

Analogiczny wynik dla indeksu Hosoya, w 1977 roku, przedstawit Ivan Gutman.

Twierdzenie 2.2. (I. Gutman [39]) Niech m > 1 bedzie liczbg naturalng. Wtedy

Interpretacje liczb Fibonacciego i Lucasa zwiazane ze zliczaniem zbioréw niezaleznych

w grafach daly duzy impuls do dalszych badan. W kolejnych dziesiecioleciach indeksy
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i (@) oraz Z (G) byty badane nie tylko z teoretycznego punktu widzenia, ale réwniez
ze wzgledu na ich zastosowania w kombinatoryce chemicznej. Literatura dotyczaca
tej tematyki jest obszerna. Przegladowy artykul [41] Stephana Wagnera oraz Ivana
Gutmana z 2010 roku liczy 128 pozycji literatury, z ktérych wigkszo$¢ stanowia publikacje
z poczatku XXI wieku.

Rozwazajac szerokie klasy grafow liczba zbioréw niezaleznych nie moze by¢ wyzna-
czona doktadnie a jedynie oszacowana. W wielu klasach graféw ekstremalne wartosci
wyrazane sg liczbami typu Fibonacciego. Przedstawimy wybrane przyktady takich

oszacowan oraz przypomnimy interpretacje grafowe liczb typu Fibonacciego.

Twierdzenie 2.3. (I. Gutman [39], I. Gutman, O. E. Polansky [40], H. Prodinger,
R. F. Tichy [67]) Niech m > 1 bedzie liczbg naturalng. Wtedy

2m 41,

< <
m+1 < Z(T(m)) < Fu-

Ponadto i (T (m)) = Fyya, Z (T (m)) = Fyq wtedy i tylko wtedy, gdy T (m) = P (m)
oraz i (T (m))=2"+1, Z (T (m)) = m + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy T (m) = S (m).

Kolejng klasa graféw w ktorej wyznaczane byly wartosci omawianych indekséw
sg grafy jednocyklowe, czyli grafy otrzymane z drzewa przez dodanie doktadnie jed-
nej krawedzi. Grafy te sa rowniez nazywane (n,n)-grafami, czyli grafami majacymi
n wierzchotkéw oraz n krawedzi. Liczba zbioréw niezaleznych w grafach jednocyklowych
zostata oszacowana przez Andersa Pedersena i Prebena Vestergaarda w [66]. Podali
oni takze pelna charakteryzacje graféw ekstremalnych ze wzgledu na wartos¢ indeksu
Merrifielda-Simmonsa w klasie graféw jednocyklowych. Analogiczne wyniki dla indeksu
Hosoya przestawit w [62, 63] Jianping Ou. W celu charakteryzacji graféw ekstremalnych
wykorzystano szczegdlne podklasy graféw jednocyklowych.

Niech m > 4, 3 <t < m — 1 beda liczbami naturalnymi. Symbolem R, ; oznaczamy
m-krawedziowy graf jednocyklowy otrzymany z cyklu C (t) i §ciezki P (m — t) poprzez
identyfikacje dowolnego wierzchotka z cyklu z lisciem Sciezki. Graf R,,; nazywamy

lizakiem. Rysunek 2.1 przedstawia konstrukcje lizaka R, ;.

Rys. 2.1: Lizak Ry, m > 4,3 <t <m — 1.
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Niech m > 4, 3 <1 < m — 1 beda liczbami naturalnymi. Symbolem C},; oznaczamy
m-krawedziowy graf jednocyklowy otrzymany z cyklu C' (1) i gwiazdy S (m — [) poprzez
identyfikacje dowolnego wierzchotka z cyklu z centrum gwiazdy. Gdy [ = m — 1 to
Crim—1 = Ry m—1. Rysunek 2.2 przedstawia konstrukcje grafu C, ;.

Rys. 2.2: Graf Cp,;, m > 4,3 <1l <m— 1.

Twierdzenie 2.4. (J. Ou [63], A. S. Pedersen, P. D. Vestergaard [66]) Niech m > 3
bedzie liczbg naturalng i niech G bedzie m-krawedziowym grafem jednocyklowym. Wtedy

i(G) = L,
Z(G) < Fsr + Fa.

Ponadto i(G) = Ly, wtedy i tylko wtedy, gdy G = C(m) lub G = R,,3 oraz
Z(GQ) = Fpy1 + Fro1 wtedy i tylko wtedy, gdy G = C' (m).

Twierdzenie 2.5. (J. Ou [62], A. S. Pedersen, P. D. Vestergaard [66]) Niech m > 3
bedzie liczbg naturalng oraz niech G bedzie m-krawedziowym grafem jednocyklowym.
Witedy

Ponadto i (G) = 3-2™73 + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy G = C(4) lub G = C,, 3 oraz
Z (G) =2m — 2 wtedy i tylko wtedy, gdy G = C,, 3.

Interpretacje grafowe dla liczb Fibonacciego i Lucasa, zwigzane z liczba zbiorow
niezaleznych, byly motywacja do poszukiwania analogicznych interpretacji dla innych
liczb typu Fibonacciego. Podamy przeglad wybranych wynikéw.

Niech n bedzie liczba naturalng. Wtedy

1. ppy1 = Z (P, 0 K;), dlan > 1. (H. Hosoya [46])
2. Q,=2Z(C(n)o Ky), dlan > 3. (H. Hosoya [47])

3. ¢, =1 (P,0P,), dlan > 1. (H. Prodinger, R. F. Tichy [67])
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4. Jpio =1(P, [Ks]), dlan > 1. (H. Prodinger, R. F. Tichy [67])
5. jn=1(C(n)o K1), dlan > 3. (A. Szynal-Liana, A. Wtoch, I. Wtoch [75])
Twierdzenie 2.6. (N. Bednarz [3]) Niech n, k bedg liczbami naturalnymi. Wtedy
(i) Fymir = Z(PyoNg1), dlan>1, k=2
(11) Ly, = Z (C(n)o Ni—1), dlan >3, k> 2.
Dowéd (indukeyjny ze wzgledu na n). Niech n bedzie liczba naturalna.

(i) Niech S bedzie dowolnym skojarzeniem w grafie P, o Ny_; oraz niech e € FE(F,)

oznacza krawedz incydentng z liSciem grafu P,.

Jezelin =1to (Pyo Ng_1) = Ky -1, stad Z (P, o Ng_1) = k.

Niech n > 2. Zalézmy, ze dla wszystkich ¢ € N, ¢ < n, zachodzi réwnosé¢
Fit+1 = Z (P; o Ng_1). Pokazemy, ze Fy, ;.11 = Z (P, © Ni_1). Rozwazmy dwa przy-
padki. Jezeli e ¢ S to liczba skojarzen jest réwna Z (P o Ny_1) - Z (P10 Ni_1).
Korzystajac z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy kFj, , wszystkich mozliwosci.
Jezelie € S to Z (P20 Ni—1) = Fyp_1.

Zatem z obu przypadkéw oraz ze wzoru rekurencyjnego (2.39) dla liczb k-Fibo-
nacciego, otrzymujemy ze Z (P, o Ny_1) = kFy, + Fyn—1 = Fg i1, co nalezato

udowodnié.

(ii) Korzystajac z zaleznosci (i) oraz ze znanej tozsamosci dla liczb k-Lucasa (udo-
wodnionej w [29]) Ly, = Frn-1 + Frn_2 otrzymujemy wymagana réwnosé, co

konczy dowdd.

Podobne interpretacje mozemy réwniez znalezé dla zbioréw r-niezaleznych.

Twierdzenie 2.7. (M. Kwasnik, I. Wtoch [55], I. Wtoch [79]) Niech m > 1, r > 2
bedq liczbami naturalnymi. Wiedy

iy (P(m_ 1)) = F(r,m),
ir (C(m)) = L(r,m),
ir (P(m—1)0o Ky) = P(r,m).

Przedstawione przyktady interpretacji grafowych liczb typu Fibonacciego zwigzane

z parametrami Z (G) oraz i (G) pokazuja, ze dla kazdego ciagu typu Fibonacciego mozna
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poszukiwaé grafow, w ktérych parametry Z (G) oraz i (G) sa wyrazone przez wyrazy
tych ciggow. Obserwacja ta byta motywacja do odwrdcenia problemu i postawienia
pytania:
Jakie obiekty nalezy zlicza¢ w grafach o najprostszych strukturach (Sciezkach, cyklach),
tak aby liczba tych obiektow byla wyrazona przez liczby typu Fibonacciego?
Poszukiwanie odpowiedzi na to pytanie doprowadzito do znalezienia szerokiej interpre-
tacji grafowej dla ciggdédw typu Fibonacciego, ktéra zostanie przedstawiona i rozwinieta
w nastepnym rozdziale.

Celem niniejszej rozprawy jest przedstawienie wynikéw badan, ktére sa kontynuacja

rozwazan dotyczacych ciagéw typu Fibonacciego, ich wlasnoéci i interpretacji grafowych.



Rozdziat 3

Interpretacje grafowe liczb typu

Fibonacciego

3.1 Grafy krawedziowo pokolorowane z podziatem

W [11] podano interpretacje liczb typu Fibonacciego zwiagzana ze specjalnym krawe-
dziowym kolorowaniem graféw. Przedstawimy te interpretacje.

Niech Z C N bedzie skonczonym, niepustym zbiorem. Dla kazdego ¢ € Z niech
T, = {1,2,...,b;}, b; > 1. Zbior C; = {iA;;j € 1;}, dla i € 7, bedziemy nazywac
zbiorem odcieni koloru 7 a element iA; j-tym odcieniem koloru i. W rezultacie, dla
wszystkich i, p € Z, takich ze i # p zachodzi warunek ¢A4; # pA,. Niech C = {C;;i € Z}.
W konsekwencji rodzina C ma doktadnie Y [C;| = X b; koloréw.

Niech G bedzie grafem w ktérym na zb;gfze E (Gz)gzostala okreslona funkcja koloruja-
ca z uzyciem kolorow z rodziny C. Moéwimy, ze graf G jest
(tAj;i € 7,7 € I;)-krawedziowo pokolorowany z podziatem, jezeli kazdy maksymalny
podgraf H grafu G, indukowany przez krawedzie koloru iA4;, gdzie 1A; € C;, i € Z,
Jj € Z;, mozna podzieli¢ na krawedziowo roztaczne drogi dtugosci ¢. Zauwazymy, ze
(tA;;1 € I, j € I;)-krawedziowe kolorowanie z podziatlem nie zawsze istnieje.

Rozwazajac odcienie ze zbioru C; = {iA;;j € I;} mozemy uzy¢ okreflenia, ze
czynnik ¢ oznacza ,dtugosé pedzla”, jaka nalezy wykorzysta¢ kolorujac graf G przy
uzyciu odcienia koloru 7A4;. Dlatego bedziemy méwic¢ o kolorze i jego odcieniu w $cistym
powiazaniu z dtugoscia ¢ drogi w podziale. Na przyktad bedziemy uzywaé okreslenia
kolor 2A; (a nie kolor A;), oznaczajacy jednoczes$nie podzial na drogi dtugosci 2.

Powyzszg definicje zilustrujemy nastepujacymi przyktadami.
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Przyktad 3.1. Rozwazmy (2A4;,4A;)-krawedziowe kolorowanie z podziatem sciezki

P (7). Rysunek 3.1 ilustruje, ze takie kolorowanie $ciezki P (7) nie istnieje, poniewaz

zawsze zostaje jedna krawedz, ktérej nie mozemy pokolorowaé¢ zadnym z koloréw.

Sciezke P (7) mozemy natomiast (24, 31, )-krawedziowo pokolorowaé z podziatem.
Rysunek 3.2 przedstawia dwa rézne (24, )-krawedziowe kolorowania z podziatem
Sciezki P (7).

° D 9 (@E—eo——o o o

Rys. 3.2: Przyktady (24, )-krawedziowego kolorowania z podziatem $ciezki P (7).

Przykltad 3.2. Rysunek 3.3 przedstawia pewne 7-krawedziowe drzewo oraz szesc¢

réznych (244, , )-krawedziowych pokolorowan z podziatem tego drzewa.

Rys. 3.3: Przyktady (24, , )-krawedziowego kolorowania z podziatem 7-krawe-
dziowego drzewa.

Zatézmy, ze graf G mozemy (iA;;i € I, 7 € I;)-krawedziowo pokolorowaé z podzia-
tem. Niech C(G) = {G(l) > 1} bedzie rodzing wszystkich, réznych graféw otrzyma-
nych z grafu G przez jego (iA;;i € Z,j € 1;)-krawedziowe pokolorowanie z podzialem.
Przez (G®)), 1 < p < I, oznaczaé¢ bedziemy liczbe wszystkich mozliwych podzialéw
maksymalnych iA;-monochromatycznych, i € Z, j € Z;, podgraféw grafu G® na
krawedziowo roztaczne drogi dtugosci .

Jezeli graf G®) jest 1A,-monochromatyczny, s € 71, to wéwczas istnieje doktadnie

jeden podzial na drogi dtugosci 1, czyli 0(G®) = 1.
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Symbolem
IC(G)]

Oiaziet ez (G) = > 6(GP) (3.1)
p=1

oznaczamy liczbe wszystkich (iA;;i € Z, j € Z;)-krawedziowych pokolorowan z podzia-
tem grafu G i nazywamy (iA;;i € Z,j € Z;)-indeksem grafu G.

Przyktad 3.3. Rozwazmy (A;,2A;)-krawedziowe kolorowanie z podziatem gwiaz-
dy S (4). Rysunek 3.4 przedstawia wszystkie mozliwe (A;,2A;)-krawedziowe kolo-
rowania z podziatem gwiazdy S (4), biorac pod uwage wszystkie mozliwe podzialy

2 A;-monochromatycznych podgrafow, na krawedziowo roztaczne drogi dtugosci 2. Za-

tem o4, 24,) (S (4)) = 10.
° o) S— (=—f ) T

EE.—G p——) O6—F0—0

Rys. 3.4: (A1, 2A,)-krawedziowe kolorowanie z podziatem gwiazdy S (4).

W [11] zostato pokazane, ze w pewnych przypadkach (iA;;i € Z, j € T)-indeks grafu
P (m) lub C' (m) wyraza si¢ znanymi ciagami typu Fibonacciego.
Twierdzenie 3.4. (U. Bednarz, I. Wloch, M. Wotowiec-Musiat [11]) Niech k, m bedg

liczbami naturalnymi. Wtedy

oA 24y) (P (m)) = Fn, dlam > 1, (3.2)
O(A1,42,241) (P (M) = Ppogr, dlam > 1, (3.3)
04y 241 245) (P (M) = Ty, dlam > 1, (3.4)
O(241,341) (P (M) = pom—o, dlam >2, (3.5)

Oy 241,340 (P(m)) =Ty 1, dlam > 2, (3.6)
Oy, n) (P (M) = Fymyr, dlak>1,m>1, (3.7)

O(Ay, 49,241,245 (P (M) = pems1, dlak>1,m > 1, (3.8)
O(ar 24, kA (P (M) = frgr—1, dlak>2,m >k+1, (3.9)
Cnnny (P(m)=F(kym—k+1), dlak>2m>k—1,  (3.10)
Oy, (k-1 A kay) (P (m)) = P(k,m —k+3), dlak>1,m>k—3. (3.11)
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Twierdzenie 3.5. (U. Bednarz, I. Wloch, M. Wotowiec-Musiat [11]) Niech k, m bedg

liczbami naturalnymi. Wtedy

0(as241) (C(m)) = Ly, dlam > 3, (3.12)
0(41,241,245) (C (M) = jm, dlam = 3, (3.13)
O(241,341) (C (M) = pri, dlam > 5, (3.14)
O(ay,... Ap241) (C (M) = Lim, dlak>1,m >3, (3.15)
O(A1,42,24,,..24;) (C (M) = Qr(m), dlak >1,m > 3, (3.16)
O(arpay (C (m)) = L(k,m), dlak >2,m >2k—1, (3.17)

O(ar 241 kar) (C (M) = Qd(k,m), dlak >3,m >k (3.18)

Mimo, ze podana interpretacja obejmuje wiele znanych ciggéw typu Fibonac-
ciego, to nie wszystkie ciagi zdefiniowane réwnaniem (2.1) spelniaja interpretacje
zwiazang z (1A;;1 € I, j € 1;)-krawedziowym kolorowaniem z podziatem. Wérdd ta-
kich ciagéw mozemy wymienié¢ ciag Tribonacciego pierwszego rodzaju (2.37). Rysu-
nek 3.5 pokazuje wszystkie mozliwe (A, 2A;, )-krawedziowe kolorowania z podzia-
tem $Sciezki P (m) dla m € {1,2,3,4}. Poczatkowe wyrazy ciagu {T,} sa postaci
1,1,1,3,5,9,... natomiast wartosci o4, 24,,34,) (P (m)) tworza ciag 1,2,4,7,13,24, .. ..

Zatem O(A1,241,341) (P (m)) = T’::L"rl'

O(a1241,341) (P (1)) =1,

*—0
e —e (—e—9 O(A1 24,341 (P (2)) =2,

O(ay 24, 34;) (P (3)) = 4,

u

—(o ° ° ) (® ° ® o——o O(A1,2A1,341) (P (4)) =T,

o —@—o—9 o+—@—o—0 o (—o—9o oo

Rys. 3.5: (Ay,244,31)-krawedziowe kolorowanie z podziatem $ciezki P (m),
me {1, 2,3, 4.

W dalszej czesci rozprawy zajmiemy sie (Aj, 24;)-krawedziowym kolorowaniem z po-
dziatem grafu, ktére dla uproszczenia zapisu bedziemy nazywaé (A, 2B)-krawedziowym
kolorowaniem z podziatem a parametr o(425)(G) odpowiednio (A, 253)-indeksem.

Wprowadzmy niezbedne oznaczenia. Niech G bedzie grafem (A, 2B)-krawedzio-
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wo pokolorowanym z podzialem oraz niech e € FE(G) bedzie dowolng krawedzia.
Zapis c(e) = A (odpowiednio c¢(e) = 2B) oznacza, ze krawedZ e ma kolor A (od-
powiednio kolor 2B). Wtedy 04()(G) (odpowiednio oap()(G)) jest liczba wszystkich
(A, 2B)-krawedziowych kolorowan z podzialem grafu G, w ktorych krawedz e jest koloru

A (odpowiednio koloru 2B). Réwnanie

0(428)(G) = 04(¢)(G) + 025(¢) (G) (3.19)

jest podstawowq zasadg wyznaczania (A, 2B)-indeksu grafu G.

Ponadto, jezeli ¢(e) = 2B to istnieje krawedz e’ € E(G), sasiednia z krawedzia e, taka
ze c(e') = 2B. Wowczas 09p(e—ey(G) oznacza liczbe wszystkich (A, 2B)-krawedziowych
kolorowan z podzialem grafu G, w ktérych e — €’ jest 2B-monochromatyczng droga
dhugosci 2 nalezaca do podziatu pewnego maksymalnego 2B-monochromatycznego
podgrafu grafu G.

W pierwszej kolejnosci przedstawimy wazniejsze wyniki dotyczace (A, 2B)-krawe-
dziowego kolorowania z podzialem w drzewach. Oszacowanie parametru o(425)(1 (m)),

wraz z charakteryzacja grafow ekstremalnych, zostato podane w [11].

Twierdzenie 3.6. (U. Bednarz, I. Wtoch, M. Wotowiec-Musiat [11]) Niech m > 1
bedzie liczbg naturalng. Wtedy

P <ouan (@) <145 (P TR ot 0l 20

Jjz1 p=0

Ponadto oa2p) (T (m)) = F, wtedy i tylko wtedy, gdy T (m) = P (m) oraz
j—1

o2 (T (m)) =1+ gl (;7;) Ho (27 — (2p + 1)] wtedy i tylko wtedy, gdy T (m) =S (m).
J=z p=

Konsekwencjg tej interpretacji byto podanie nowego wzoru jawnego dla liczb telefo-

nicznych.

Twierdzenie 3.7. (U. Bednarz, I. Wloch [8]) Dla dowolnej liczby naturalnej m > 1

zachodzi

j—1
m .
=15 () T 25— 20+ 1) = o (5 ). (3.21)
j>1 \J/ p=0

Nastepny rezultat podaje oszacowanie parametru o4 25)(G) z wykorzystaniem drzew
ekstremalnych. Twierdzenie to bedzie pomocne w szacowaniu (A, 2B)-indeksu w innych

klasach grafow.
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Twierdzenie 3.8. (U. Bednarz, I. Wtoch, M. Wotowiec-Musiat [11]) Niech [ > 1 bedzie
liczbg naturalng. Niech G = H UT (1) U {e} bedzie dowolnym, spojnym grafem, gdzie
H jest spojnym grafem, T (1) jest l-krawedziowym drzewem oraz grafy H ¢ T (1) sq
wierzchotkowo rozlgezne. Niech e = uv, gdzie u € V(H), v € V(T (1)) bedzie mostem
w G. Wtedy

o(a2m)(H U P (1) U{e}) < 0(a25)(G) < oa2m) (HUS (1) U{e}).

W pracach [8, 12] rozwazany byl ciag graféw ekstremalnych dla ktérych wartosci
parametru o4 2p)(G) tworzg odpowiednio cigg rosnacy, malejacy. W celu charakteryzacji
kolejnych grafow ekstremalnych wykorzystano szczegolne podklasy drzew.

Niech m > 3, p > 1, t > 1 beda liczbami naturalnymi. Symbolem T'(m, p,t) ozna-
czamy m-krawedziowe drzewo powstate poprzez identyfikacje dowolnego wewnetrznego
wierzchotka drogi P(m — p) z lisciem drogi P(p). Graf T'(m, p,t) nazywamy tréjnogiem.
Rysunek 3.6 przedstawia konstrukeje tréjnogu T'(m, p, t).

|

P(p)
P(t) P(m—p—t)

Rys. 3.6: Tréjnog T'(m,p,t), m>3,p=>1,t > 1.

W pracy [12] podano drugie z kolei oszacowanie dolne parametru o4 2p) (7 (m)).

Twierdzenie 3.9. (U. Bednarz, D. Bréd, A. Szynal-Liana, I. Wloch, M. Wolowiec-
Musiat [12]) Niech m > 3 bedzie liczbg naturalng oraz niech T' (m) 2 P (m). Wtedy

o2 (T (m)) = Fnoq + 2F 3.

Ponadto o(a2p)(T (m)) = Fnoq 4 2F_3 jezeli T (m) = T(m, 2,2).

Kolejne wartosci parametru o(42p)(1 (m)) tworzace ciag kolejnych dolnych oszaco-
wan (A, 2B)-indeksu w klasie drzew podano w pracy [8]. Ponizej przedstawimy wybrane

rezultaty.
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Twierdzenie 3.10. (U. Bednarz, I. Wtoch [8]) Niech m > 7 bedzie liczbg naturalng
oraz T (m) 2 P(m) i T (m) 2 T(m,2,2). Wtedy

O(A2B) (T (m)) 2 2Fm73 + 7Fm,5.

Ponadto réwnos$é zachodzi, gdy T (m) = T (m, 4, 2).

Twierdzenie 3.11. (U. Bednarz, 1. Wtoch [8]) Niech T (m) 2 P(m),
T (m)2ZT(m,2,2) i T (m)2&T(m,4,2) dlam € {12,13}. Wtedy

O'(A’QB) (T (m)) 2 12Fm76 + 3Fm73-

Ponadto réwno$é zachodzi, gdy T (m) = T (m, 5, 2).

Twierdzenie 3.12. (U. Bednarz, 1. Wtoch [8]) Niech T (m) 2 P (m),
T (m)2T(m,2,2), T(m) 2T (m,4,2) i T (m) 2T (m,5,2) dla m € {12,13}. Wtedy

O(A2B) (T (m)) P 5}777174 + me2-

Ponadto réwnos$é zachodzi, gdy T (m) = T (m, 3, 2).

Niech m > 5, 1 < k < m — 2 beda liczbami naturalnymi. Symbolem S(k,m —k — 1)
oznaczamy m-krawedziowe drzewo powstale poprzez identyfikacje dowolnego liscia
gwiazdy S(m — k) z centrum gwiazdy S(k). Graf S(k, m — k — 1) nazywamy 2-palmg.
Rysunek 3.7 przedstawia konstrukcje 2-palmy S(k,m — k — 1).

k-lisci (m —k — 1)-lisci

Rys. 3.7: 2-palma S(k,m —k—1), m>5,1<k<m—2.

Twierdzenie 3.13. (U. Bednarz, I. Wtoch [8]) Niech m > 5, k > 2 bedg liczbami

naturalnymi oraz niech k > m — k — 1. Wtedy
O‘(AQB)(S(k, m—Fk—1)) =tgitmir1+ (m—Fk—Dtpty_k_o. (3.22)

Wykonujac proste przeksztatcenia mozemy otrzymaé drugg postaé dla parametru
O-(A’QB)(S(k, m—k — 1))
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Lemat 3.14. (N. Bednarz [3]) Niech m > 5, k > 2 bedq liczbami naturalnymi oraz
niech k > m — k — 1. Wtedy

o(a2p)(S(k,m —k —1)) = tytmk + kti1lm_p—1.
Dowdd. Korzystajac ze wzoru (3.22) oraz z definicji liczb telefonicznych mamy

U(A,QB)(S(/{, m—k — 1)) = tpr1tm—k—1 + (m —k— 1)tktm,k,2

= (tn+ koo ) tmoto1 + (m — b — Dt

=ty (tmfkfl +(m—k— 1)tm7k72) + ktp_1tm—r—1

= titm—r + kti—1tm—k—1,
co konczy dowdd. O]

Nastepne twierdzenie podaje drugie z kolei gérne oszacowanie parametru o4 2) (1" (m)).

Twierdzenie 3.15. (U. Bednarz, I. Wtoch [8]) Niech m > 5 bedzie liczbg naturalng
oraz niech T (m) 2 S (m). Wtedy

U(AQB)(T (m)) < tm—1 + tm—2,

z warunkami poczgtkowymi t3 = 4, t4 = 10. Ponadto o(a2p)(T (Mm)) = tm—1 + tm—o jezeli
T (m)=S(m—21).

Kolejne oszacowania wartodci parametru o42p) (1 (m)) oraz zwigzane z nimi eks-

tremalne drzewa zostaly podane w pracach [7, 8, 12].

3.2 Najmniejszy (A,2B)-indeks w grafach jednocy-
klowych

W podrozdziale tym, nawiazujac do oszacowan dla drzew, przedstawimy rezultaty
dotyczace dolnego oszacowania (A, 2B)-indeksu w grafach jednocyklowych. W tym celu
wykorzystamy nastepujacy lemat.

Lemat 3.16. (N. Bednarz, A. Wtoch, I. Wloch [6]) Niech m > 2, 1 <t < m — 1 bedg

liczbami naturalnymi. Wtedy

Ly =FiLpy+ Fi 1Ly (323)
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Dowéd (indukeyjny ze wzgledu na t).

Jezelit = 1 to F1Ly 1+ FoLpm—o = Lyy1 + Lyy—2 = Ly, zatem réwnosé (3.23) jest
prawdziwa.

Niech 1 <t < m — 1. Zatézmy, ze L,,, = Fy_1L;,_t11 + Fy_oL,,,—;. Pokazemy, ze réwnosé
(3.23) jest prawdziwa. Korzystajac z zaleznosci rekurencyjnej dla liczb Fibonacciego

i liczb Lucasa oraz z zatozenia indukcyjnego mamy, ze

Filyp i+ F 1Ly 1=FLp+F1(Ln—t+1 — Lin—t)
=F Ly i+ F 1Ly i1 — Fy 1Ly
= Fi 1 Ly—t41 + Lyt (Fy — Fy—4)
=F 1 Lpty1+F oLyt = Ly,

Zatem na mocy zasady indukcji matematycznej réwnosé (3.23) jest prawdziwa. O]

Twierdzenie 3.17. (N. Bednarz, A. Wloch, I. Wtoch [6]) Niech G bedzie m-krawe-
dziowym grafem jednocyklowym, m > 3. Wtedy

O'(AQB)(G) 2 Lm (324)

Ponadto o(a25)(G) = Ly, dla G = C(m).

Dowéd (indukeyjny ze wzgledu na m).
Jezeli m = 3 to graf G jest izomorficzny z cyklem C(3), czyli na mocy twierdzenia 3.5
mamy o(a25)(G) = 0(4,25)(C(3)) = Ls.
Jezeli m = 4 to albo graf G = C(4) albo G = Ry 3. Jezeli graf G = C'(4) to z twierdze-
nia 3.5 mamy o(4,28)(G) = 0(a,28)(C(4)) = La, czyli nieréwnos¢ (3.24) jest prawdziwa.
Jezeli G = Ry 3 to stosujac podstawows zasade wyznaczania (A, 2B)-indeksu (3.19)

w grafie G, wzgledem krawedzi incydentnej z liSciem, otrzymujemy ze

0(4,28)(G) = 0(a28)(Ra3) = 0a28)(C(3)) + 20a28)(P(2)) = L3 + 2F, = 10 > L.

Niech m > 5. Zat6zmy, ze dla dowolnego jednocyklowego p-krawedziowego grafu G, gdzie
p < m, zachodzi o(4,2p)(G) > L,. Pokazemy, ze nieréwnos¢ (3.24) jest prawdziwa. Je-
zeli G = C(m) to z twierdzenia 3.5 mamy, ze 0(a25)(G) = 0a28)(C(Mm)) = Ly,
wiec nier6wnosé (3.24) jest prawdziwa. Zatézmy, ze G 2 C(m). Niech v oznacza je-
dyny cykl grafu G. Wéwczas istnieje co najmniej jedna krawedz e ¢ ~, ktora jest
incydentna z wierzchotkiem z cyklu v. Wtedy G = H(m — 1 — 1) U {e} U T(1),
0 <l <m—4,gdzie Hm—1—1) jest (m—1—1)-krawedziowym grafem jednocyklowym,
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T(l) jest l-krawedziowym drzewem oraz e jest mostem. Z twierdzenia 3.8 mamy, ze
0(428)(G) = 0(am) (H(m =1 = 1) U{e} UT(1)) = o(azm(H(m — 1 — 1)U P(l +1)).
Rozwazmy nastepujace przypadki:

1. c(e) = A.

Wtedy, korzystajac z zatozenia indukcyjnego oraz twierdzenia 3.4, mamy

oA (G) = oep) (H(m —1=1))ouzp) (T (1) Z omep (H(m —1 = 1))ozp/(P))
2 L1 .
2. c(e) =2B.
Wtedy istnieje krawedz €' € E(G), sasiednia z krawedzia e, taka ze c(e’) = 2B.
Oczywiste jest, ze e — €’ jest 2B-monochromatyczng droga dlugosci 2 w mak-
symalnym 2B-monochromatycznym podgrafie grafu GG, oraz ze e — ¢’ nalezy do

pewnego podziatu tego 2B-monochromatycznego podgrafu na drogi dtugosci 2.
Wtedy albo €’ € v albo €' ¢ ~.

2.1. [=0.

Jezeli €/ € v to €’ moze by¢ wybrana z cyklu v na dwa sposoby, zatem
09B(e—e) (G) = 0(a2p)(T1(m — 2)) + 0 (a28)(T2(m — 2)),

gdzie T;(m — 2), i = 1,2, jest drzewem otrzymanym z grafu H(m — 1) poprzez
usuniecie krawedzi €/, tzn. T;(m —2) = H(m — 1) \ {¢'}, i =1, 2.
Jezeli €' & v to gap(e—eny(G) = 0.

W rezultacie, korzystajac z twierdzenia 3.6, otrzymujemy
023(6) (G) 2 O-(AQB) (Tl (m - 2)) + U(A,QB) (T2(m - 2)) + UQB(e—e’)<G) 2 2Fm72-

22. 1> 1.

Jezeli € € v to € moze by¢ wybrana z cyklu 7 na dwa sposoby. Stosujac twier-
dzenie 3.8 mamy, ze

U2B(e—e')(G) > U(A,2B)(T1(m—l—2))0(,4,23)(P(l))+U(A,2B)(Tz(m—l—2))U(A,QB)(P(l))a
gdzie T;(m — | — 2), i = 1,2, oznacza drzewo otrzymane z grafu H(m — [ — 1)
przez usuniecie krawedzi ¢/, tzn. T;(m — 1 —2)=H(m —1— 1)\ {e'}, i =1, 2.
Jezeli € ¢ 7 to rozwazajac tylko przypadek, gdy ¢ € P (l+ 1) mamy, ze
09B(e-en(G) = 0(aopy(H(m — 1 —1))oa28)(P(l - 1)).

W rezultacie, korzystajac z zatozenia indukcyjnego oraz z twierdzenia 3.6, otrzy-
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mujemy

023(6)(0) } O_(A72B)(T]_<m — l — 2))U(A723)(P(l)) + O_(A,QB)(TQ(m — | — 2))0_(A,QB)(P<Z)>
+ O'(AQB)(H(TTL — l — 1))0(A7QB)(P(Z — 1))
2 FooF+ Fo o oF)+ Ly 1 Fi1 = Ly 1 Fioq + 28, o F.

Dla wyznaczenia (A, 2B)-indeksu zastosujemy podstawowa zasade dang wzorem (3.19).
Jezeli | = 010 0(428)(G) = 0a(e)(G) + 028()(G) = Lin_1Fo+2F,_5 = L1 + 2F,».
Zatem, aby udowodni¢, ze twierdzenie jest prawdziwe, wystarczy pokazaé, ze
L1+ 2F, 2 — L, > 0. Korzystajac z tozsamosci (2.24) dla liczb Fibonacciego

i Lucasa mamy

L1 +2F 92— Ly =2F 90— Ly o=2F, 2~ F, 90— Fyn y=F, 2—F, 4

= L'm-3-

Poniewaz F,,_3 > 0 dla m > 5, wigc nieréwnosé (3.24) jest prawdziwa.
Jezelil > 1to 0(a28)(G) = 0ae)(G) +02p(e)(G) = L1 Fi4 L1 Fi—1 +2F 1o F}.
Aby udowodnié, ze twierdzenie jest prawdziwe, wystarczy pokazaé, ze

Ly 1Fy+ Ly 1F 1+ 2F,,_; oF, — L,, > 0. Korzystajac z lematu 3.16 mamy

Ly Fy+ Ly Fiy + 28,2 F) — Ly,
= Ly b1+ Lypg 1 By + 2F 5 oF) — FiLpy g — Fi_ 1L
= Fi(Lym—i—1 +2F -2 — L)
= F(Fn1+ Fn3+2F0 0 — Fop = Frgoo)
=F(Fnaa+tFnastEno—Fuga—Fuao)=EFn s

Poniewaz FjF,,_;_3 > 0 dla 0 < [ < m — 4, zatem dla m > 5 nieréwnos$¢ (3.24) jest

prawdziwa, co konczy dowdd. [

W dalszej czesci podrozdziatu podamy kolejne dolne oszacowania (A, 2B)-indeksu
oraz pokazemy, ze cykl C'(m) jest jedynym grafem ekstremalnym ze wzgledu na naj-
mniejsza wartosé (A, 2B)-indeksu w grafach jednocyklowych. W tym celu udowodnimy

niezbedne lematy.
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Lemat 3.18. (N. Bednarz, A. Wtoch, I. Wtoch [6]) Niech k > 1, m > 3 bedq liczbami
naturalnymi. Niech G =T (k) U H(m) U {e} bedzie dowolnym, spdjnym grafem jednocy-
klowym, gdzie H(m) jest dowolnym spdjnym m-krawedziowym grafem jednocyklowym
oraz grafy T (k) 1 H(m) sq wierzchotkowo rozlgczne. Niech e = uv, gdzie u € V(T (k)),
v e V(H(m)) bedzie mostem w grafie G. Wtedy

0(a28)(G) = o2 (T (k) U{e} UC (m)).
Ponadto réwno$é zachodzi, gdy H(m) = C (m).

Dowdd. Niech G =T (k) U {e} U H(m) spelnia zalozenia twierdzenia oraz rozwazmy
dowolne (A, 2B)-krawedziowe kolorowanie z podziatem grafu G. Niech e = uv, gdzie
u e V(T'(k)), v € V(H(m)), bedzie mostem w grafie G. Rozwazmy nast¢pujace
przypadki

1. c(e) = A.
Wtedy 04(e)(G) = 0(a2p)(T (K))o(azp) (H(m)).
2. c(e) =2B.

Wtedy istnieje krawedz €' € E(G), sasiednia z krawedzia e, taka ze c(e’) = 2B.
Ponadto istnieje taki podziatl 2 B-monochromatycznego podgrafu grafu G na drogi
dlugosci 2 do ktérego nalezy droga e — €’. Oczywiscie albo ¢ € E(T(k)) albo
e’ € H(m). Zatem

025(0)(G) = 02p0) (T(k) U{e} ) oa2m) (H (M) + 0(a.25) (T(k))oa(e) (H(m) U{e}).

7 powyzszych przypadkéw otrzymujemy, ze

0(428)(G) = 04(e)(G) + 02(e)(G) = 0(a28) (T (k))o(a2m) (H(m))
+ 025(e) (T (k) U{e})o(a2m) (H(m)) + 04,25 (T(k))o2p(e) (H(m) U {e}).

Z twierdzenia 3.17 wiemy, ze o(a25)(H(m)) = o428 (C(m)), zatem

0(428)(G) Z 0(a2m)(T(k))o(a28)(C(m)) + 0250 (T(k) U{e})ozp)/(C(m))
+ 0(428)(T(k))o2(0) (C(m) U {e}) = o) (T (k) U C(m) U {e}),

co konczy dowdd. O

Z lematéw 3.8 oraz 3.18 otrzymujemy nastepujacy wniosek.
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Whniosek 3.19. (N. Bednarz, A. Wtoch, I. Wtoch [6]) Niech k > 1, n > 3 bedg
liczbami naturalnymi. Niech G =T (k) U H(n) U{e} bedzie dowolnym spdjnym grafem
jednocyklowym, gdzie H(n) to dowolny, spéjny, n-krawedziowy graf jednocyklowy oraz
grafy T(k) © H(n) sq wierzcholtkowo roztgczne. Niech e = wv, gdzie u € V(T (k)),
v e V(H(n)) bedzie mostem w grafie G. Wtedy

o(a28)(G) 2 0(a2p) (P (F)UC(n)u {€}> = 0(428)(Rntkt1n)-
Dowdd. Rozwazmy (A, 2B)-krawedziowe kolorowanie z podziatem grafu G. Niech e = uwv,
gdzie u € V(T'(k)), v € V(H(n)). Rozwazmy przypadki
1. c(e) = A.
Wtedy 0a(e)(G) = 0(a28)(T(k))o(a2m (H(n)).
2. ¢(e) = 2B.

Wtedy istnieje krawedz ¢’ € E(G), taka ze c(e’) = 2B oraz droga e — ¢’ nalezy do
pewnego podziatu 2B-monochromatycznego podgrafu na krawedziowo roztaczne
drogi dtugosci 2. Oczywiscie ¢’ € E(T'(k)) albo ' € E(H(n)). Wobec tego

025 (G) = 025 (T(k) U {e} ) o(a2m) (H(n) + 0(a,28)(T(k))o2p0 (H(n) U {e}).

Wobec powyzszego, stosujac podstawows zasade wyznaczania (A, 2B)-indeksu (3.19)
otrzymujemy
0(428)(G) = 0a(¢)(G) + 025(¢)(G) = 0(a25)(T(k))o(a28) (H(n))
+ 0ap(e) (T(R) U {e} )02 (H (1)) + 042 (T (k) o2 (H (n) U {e}).

Z twierdzenia 3.6 wiemy, ze 04 2p)(T(k)) = 0(a,28)(P(k)). Ponadto z twierdzenia 3.17
mamy o(a28)(H(n)) = 0a28)(C(n)). Zatem

0(428)(G) > 0(a28)(P(k))0(4.25)(C (1)) + 025e) (P(k) U {e} ) o (a2 (C(n))
+ 0(a28)(P(k)) 020y (C(n) U {e}) = (a8 (P(k) UC(n) U {e})
=02 (P (k+1)UC (n)) = o2 (Rnskiin)

O

Niech R = {R,,: : m > 4,t > 3} bedzie rodzing lizakéw. W dalszych rozwazaniach

uzyjemy nastepujacego twierdzenia.
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Twierdzenie 3.20. (N. Bednarz, A. Wloch, I. Wloch [6]) Niechm > 4,3 <t <m—1
bedq liczbami naturalnymi. Niech G bedzie m-krawedziowym grafem jednocyklowym oraz
niech G 2 C(m). Wtedy

o(a2p)(G) > min 1{0-(AVQB)(Rm7t); Ryt € R}.

=
3<t<m—

Dowdd. Niech 7 bedzie jedynym cyklem grafu G. Poniewaz G 2 C(m), wiec ist-
nieje krawedz e € E(G), taka ze e ¢ . Oznacza to, ze graf G mozna przedsta-
wi¢ jako T'(k) U H(t) U {e}, gdzie k > 0,3 <t < m—1, m = k+1t+ 1. Ko-
rzystajac z wniosku 3.19 wiemy, ze o(a25)(T (k) U H(t) U {e}) = Rpiki1,m- Zatem
0a28)(G) = min {o(a28)(Rms); Rm: € R}, co konczy dowdd. O

7 3<t<m—1
Z twierdzenia 3.20 wnioskujemy, ze kolejne najmniejsze wartosci (A, 2B)-indeksu
w klasie grafow jednocyklowych sg realizowane w grafach nalezgcych do rodziny R. Aby
otrzymaé druga najmniejsza warto$é¢ (A, 2B)-indeksu dla graféw jednocyklowych na-
lezy znalez¢ najmniejszg wartos¢ parametru o(42p)(Ry,¢) W rodzinie R. Na poczatku

wyznaczymy dokladna wartosé¢ (A, 2B)-indeksu dla dowolnego lizaka R,,; € R.

Twierdzenie 3.21. (N. Bednarz, A. Wtoch, I. Wloch [6]) Niechm > 4,3 <t<m—1
bedq liczbami naturalnymsi. Wtedy

o(a28)(Bmt) = LiFiny + 25 1 Fpp 1. (3.25)

Dowdd. Niech E(R,,;) = E(C(m))UE(P (m—1t)) = {e1,...,e:} U{err1,...,em}
z numeracja krawedzi w naturalnej kolejnosci. Niech ;41 € E (R,,,+) bedzie krawedzia
nalezaca do (m — t)-$ciezki, incydentna z jedynym wierzchotkiem stopnia 3 w grafie
R, . Niech e, e, € E(R,,+) beda krawedziami sasiednimi do krawedzi e;1,, nalezacymi
do cyklu dtugosci t. Rozwazmy nastepujace przypadki

1. C<€t+1> = A.

Korzystajac z twierdzen 3.5 oraz 3.17, otrzymujemy ze
OA(ersr) (Bmit) = 0(a28)(C(t)o(azn) (P(m —t —1)) = LiF, 1.

2. c(epy1) = 2B.

Wowezas istnieje krawedz €/, sasiednia do krawedzi e, 1, taka ze c(e’) = 2B oraz
e — ¢’ nalezy do pewnego podziatu 2 B-monochromatycznego podgrafu grafu G na
krawedziowo roztgczne drogi diugosci 2. Oczywiscie albo €/ = e; albo €' = ¢

albo € = €19, gdzie e; o jest krawedzia (m — t)-Sciezki sasiednia z krawedzia



Najmniejszy (A, 2B)-indeks w grafach jednocyklowych 43

err1. Jezeli € = eq lub €' = e; to otrzymujemy symetryczne przypadki. Korzystajac

z twierdzen 3.4 oraz 3.17 mamy

02B(err1) (Rmit) = 20(a28)(P(t — 1))o(a2m) (P(m —t — 1))
+0428)(C(t)0(a2m) (P(m —t —2)) = 2F, 1 Fypy1 + LiFrpy .

7 powyzszych przypadkéw, otrzymujemy ze

0a28) (Rmt) = LiFoyy 1 +2F, 1 Fp oy + LiFy o
=Ly (Fpoto1 + Fmt—2) +2F 1 Fpyy = LiFyy + 2F, 1 Fp g,
co konczy dowdd. O]
Whiosek 3.22. (N. Bednarz, A. Wtoch, I. Wloch [6]) Niech m > 4,3 <t <m —2

bedq liczbami naturalnymi. Wiedy

U(A,QB)(Rm,t) = U(A,QB)(Rm,m—tH)-

Dowad. 7 definicji liczb Fibonacciego i liczb Lucasa oraz z twierdzenia 3.21 otrzymujemy,

ze

028 (Rmy) — O-(A,QB)(Rm’m_t_Fl) =LiFp+ +2F 1 F v 1 — Ly b — 28,1 Fy o
=Fo(Ly —2F, 5) + F; 1(2F 41 — Lyp—411)
=Fn (B +F o —2F, o)+ F(Fet—1 — Frmy1 — Frni1)
= Fnot(Ft — Fia) + Froa (Frmi1 — Freeg1)
=F, 1 —F_1F,_;=0,

co nalezalo udowodnié. O

W szczegdlnych przypadkach (A, 2B)-indeks grafu R,,; wyraza si¢ liczbami Fibo-

nacciego.

Whniosek 3.23. (N. Bednarz, A. Wloch, I. Wiloch [6]) Niech m bedzie liczbg naturalng.
Wtedy

1. O'(A,2B)(Rm,mfl) - Fm+1, dla m 2 47
2. U(AQB)(Rmm—l) - U(A,2B)(Rm,3) =F,_5, dlam>25,

3. O-(A,QB)(Rm,?)) — O'(AQB)(C(TI’L)) = Fm—4; dlCL m Z 4
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Dowdd. Korzystajac z twierdzenia 3.21, definicji liczb Fibonacciego oraz liczb Lucasa

otrzymujemy, ze

O-(A,QB)(Rm,mfl) = melFl + 2FTH*2FO = mel + 2Fm72 == mel + me,?) + 2Fm72
=2F, 1+ Fy,o=Fn+Fn :Fm-‘rl-

Ponadto

0428 (Rmm—1) — 0a28)(Rm3) = Fny1 — LsFp_3 — 2F5F, 4
=Fnp —4F, s —4F, 4 =F,+ F, 1 —4F,_s—4F,,_4
—OF, + Fyy g —AF, 4 —AF, 4 =3F, o+ 2F, s —AF, 5 —AF, ,
=3F, 3+ 3F,,_4—2F,,_3—4F,,_,=F,_3— F,_4 = F,,_s.

7 kolei

U(A,2B)(Rm,3) - 0(A,2B)(C(m)) = I3k, 3+ 2FF, 4 — L,
=4F, 3 +4F, 4 —Fp —Fp o =4F, 3 +4F, 4 — Fpn 1 —2F,
- 4Fm—3 + 4Fm—4 - 3Fm—2 - Fm—3 - 3Fm—3 + 4-Fm—4 - 3Fm—3 - 3Fm—4 - Fm—4-

]

Kolejne twierdzenie pokazuje zaleznosé pomiedzy (A, 2B)-indeksem cyklu i dowolne-

go lizaka z rodziny R.

Twierdzenie 3.24. (N. Bednarz, A. Wloch, I. Wtoch [6]) Niechm > 4,3 <t <m—1
bedq liczbami naturalnymi. Wtedy

0(a28)(C(m)) < 0(a28)(Bm)-

Dowoéd. Wystarczy udowodnié, ze LiF,_ + 2F, 1F,,_;_1 — L, > 0. Korzystajac z le-

matu 3.16, definicji liczb Fibonacciego oraz liczb Lucasa otrzymujemy

LiFy s +2F 1 Fp oy oy — Ly = (Fy+ Fro) Pt + 26, 1 Fp 1 — Fily g — Fy o1 Ly
=FF,  +F oF,  +2F 1 F 1 — Fly oy — F (L1 — Lin—yt)
=FF, +F oF, ++2F 1 F, 1 —FiLpyy — Fy 1Ly g1+ Fr 1Lt
= F\Fyp s+ FyoFypy + 251 Fortoy + Ly t(Froy — Fy) — Fyry L1
— FFy 4 FyoFy 1+ 2F 1 Fo 1 — FrsLo s — Fy 1 Loy t11
=FF, +F oF, +2F 1 Fp 1 —F oLy — F 1(Fgi1+ Fre 1)
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=FF,  +F oF, +2F Fp v 1 —F oLy v — Fr 1 Fp 1 — B 1 Fi
=FlFpn i+ ol s+ Pl 1 — Fy oLyt — Fi 1 Fyi

=FFn 4+ FoFn i+ Fi1(Ft1— Foii1) — Fy oLy

=FF, ++F oF, —F_1F,_y— F,_oL,_,

— Fpy i(Fy — Fy )+ FyoFyy — Fy oLyt = 2F Fy 9 — Fy oLy

= Fy o(2Fp s — Ft — Fony9) = Fyo(Font — Fint2) = FyoFpi_1.

Poniewaz Fy_oF,, 11 > 0,dlam > 4,3 <t <m—1,wiec oa2p)(Rmt) > 0a2p) (C(m)),

co nalezato udowodnic. O
Z twierdzen 3.20 i 3.24 wynika, ze cykl jest jedynym grafem ekstremalnym ze wzgledu
na najmniejsza wartos¢ (A, 2B)-indeksu w klasie graféw jednocyklowych.

Whiosek 3.25. (N. Bednarz, A. Wtoch, I. Wtoch [6]) Niech G bedzie m-krawedziowym
grafem jednocyklowym, m > 3. Wtedy o(a28)(G) = Ly, wtedy i tylko wtedy, gdy
G = C(m).

Wyznaczymy druga z kolei najmniejsza wartosé (A, 2B)-indeksu w klasie graféw
jednocyklowych. W tym celu wyznaczymy najmniejsza wartosé¢ (A, 2B)-indeksu w klasie

lizakdéw.

Twierdzenie 3.26. (N. Bednarz, A. Wloch, I. Wloch [6]) Niech m > 5,3 <t <m—1
bedq liczbami naturalnymi. Wiedy

0(a28)(RBm3) < 028 (Rmt) < 0a28)(Rmm-1)- (3.26)

Ponadto o428y (Rmzt) = 0(a28)(Rm,3) wtedy i tylko wtedy, gdyt =3 lubt =m —2 oraz
0428 (Rimt) = 028 (Rpm—1) wtedy i tylko wtedy, gdy t =m — 1.
Dowdd. Najpierw udowodnimy, ze o428y (Rimt) < 0(a,28) (R m—1). Wystarczy pokazac,
ze

Fm+1 - Ltmet - 2Ft71Fm7t71 2 0.

W tym celu skorzystamy z tozsamosci Honsbergera (2.22) postaci
Fog1=FioF 113+ Fr3Fy 40,

Stad
Fopn=FoF 113+ Fr 3Fy vpo— Ll ¢ — 2F 1 Fp i
— Fy oFptvs+ FrsFo 1o — (Fy+ Fy o) Fon s — 2Fy 1 Fyy 1
— Fyo(Fotro+ Fonts1) + FrsFotso — FiFy — FyoFo i — 2Fy 1 Fo g1
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=Fo(Fntro + Fnetr1 — Fonet) + FesFontpo — FiFoy — 2F0 1 (Fio + Fi3)

=28 oF 1+ Fy3Fp 0 — Fily — 2F 4 1 Fy o — 2F 0 4 1y 3

— 2F, o(Fotir — Fontr) + Fos(Fovss — 2Fm 1) — FyFons

=2F, oF ++ Fi 3(2F ¢+ Frvo1 — 2F—4-1) — FiF oy

— Fyp ((2F, 5 — F)) + Fy 5(2F 1 — For 1)

=Fpnt(QF 9o —F 1 —F o)+ F s(F + F1 + Fmpmo — Frimi 1)

— Py t(Frs — Fot) + Frg(Font + Fot2) = —Fy_gF s+ FygFo s+ FygFo s
— Fy5Fp 0= Fys(Fpt — Font1) > 0.

Ponadto F,_3(F—¢ — Frni—1) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy F,,—y = F_4_1, czyli
t = m — 1. Oznacza to, ze 0(a28)(Rmt) = 0(a,28)(Rmm-1) wtedy 1 tylko wtedy, gdy
t=m—1.

Teraz pokazemy, ze 0(a2p)(Rms) = 0(a28)(Rm3). Wystarczy udowodni¢ nastepujaca

nierOwnosé
LF,,_+2F,_F,_1_1—4F,,_5 > 0. (3.27)

Ponownie stosujac tozsamos¢ Honsbergera (2.22) postaci F,—o = Fy_oF 1+ Fi_3F 11

otrzymujemy

LiFp 4+ 2F, 1 Fpyy —AF,,_5
= (Fy+ Fy_9)Fpt + 2F, 1 Fp_y 1 — 4F, 3F,,_ — AF,_3F, 4
Foi(Fi+Fo—4F o)+ Froy1(2F,-1 — 4F_3)
= Fot(Fy — 3F,_2) + F—y—1(2F;_5 — 2F;_3)
= Fpy(Fyy — 2F, 5) + Fpy_1(2F,_5 — 2F,_3)
(
(
(

Foy —2F o)+ Fpy1(2F,—2 — 2F,_; + 2F, )
t(Feoy —2F,9) 4+ Frimv 1 (AF o — 2F; )
=Fo (B —2F, o) —2F,, 4 1(F—1 — 2F, )

Foog —2F, o) (Fry —2F 1) = (Fi3 — Fy9)(Fr—t—o0 — Frny 1)

—t

7 57

Ponadto (Fy_o — Fy 3)(Fi_t-1 — Fjnt—2) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy F; o = F, 3
lub F,,_;—1 = F,_¢—2. Stad otrzymujemy, ze nieréwnos¢ (3.27) zachodzi dla t = 3 lub
t =m — 2, czyli 0a28)(Rmt) = 02 (Rms) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = 3 lub
t=m—2. O
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7 powyzszego twierdzenia otrzymujemy druga z najmniejszych wartosci
(A, 2B)-indeksu w klasie graféw jednocyklowych oraz lizaki realizujace te ekstremalna

wartosé.

Whiosek 3.27. (N. Bednarz, A. Wtoch, I. Wtoch [6]) Niechm > 5,3 <t < m—1 bedg
liczbami naturalnymi. Niech G 2 C(m) bedzie m-krawedziowym grafem jednocyklowym.

Wtedy
U(A,2B)(G) 2 4Fm—2- (328)

Ponadto 0(42p)(G) = 4F—2, gdy G = Ry 3 lub G = Ry, o

3.3 Najwiekszy (A,2B)-indeks w grafach jednocy-
klowych

Najwiekszy (A, 2B)-indeks w drzewach byt rozwazany w [7, 8, 11]. W tym podroz-
dziale podamy gorne oszacowanie (A, 2B)-indeksu w grafach jednocyklowych. W tym
celu zdefiniujemy nastepujacy graf.

Niech m > 3, 2 <1 < m — 1 beda liczbami naturalnymi. Symbolem 5,,; oznacza-
my m-krawedziowe drzewo, otrzymane ze Sciezki P (1) 1 gwiazdy S (m —[), poprzez
identyfikacje liscia Sciezki z centrum gwiazdy. Graf S,,; bedziemy nazywac¢ palmg. Gdy
l=m—1t0 Sy m1 =P (m). Rysunek 3.8 przedstawia konstrukcje palmy S, ;.

(m — l)-gwiazda o

[—Sclezka

Rys. 3.8: Palma S,,,;, m > 3,2 <1 <m — 1.

Twierdzenie 3.28. (N. Bednarz [3]) Niech m > 3, 2 < | < m — 1 bedg liczbami
naturalnymi. Wtedy

0(a28)(Smi1) = Fioitm_iy1 + Fioatm. (3.29)

Dowdéd. Niech e, € E(S,,,;) bedzie krawedzig [-Sciezki, incydentna z jedynym wierzchol-
kiem stopnia (m — {4+ 1) w grafie S,,,;. Niech €;_y € E(S,,;) bedzie krawedzig sasiednia
do krawedzi e;, nalezacg do [-Sciezki. Niech e; € E(Sy,;), i € {l+ 1,0+ 2,...,m} beda
krawedziami (m — [)-gwiazdy. Rozwazmy nastepujace przypadki.
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1. ¢(e) = A.
Wtedy, korzystajac z twierdzen 3.6 i 3.7, otrzymujemy

OA(e)(Smi) = 0(a28)(S (M —1))oa28) (P (1 = 1)) = Fi_1tm 1.

2. ¢(e) =2B.
Wtedy istnieje krawedz €’ € E(S,,,), sasiednia do krawedzi e, taka ze c(¢/) = 2B.
Oczywiste jest, ze e, — €' jest 2B-monochromatyczng droga dtugosci 2 w pewnym
maksymalnym 2B-monochromatycznym podgrafie grafu G oraz ze e; — €’ nalezy
do podziatu tego 2B-monochromatycznego podgrafu na drogi dtugosci 2. Wtedy
alboe’ =¢_qalboe =e;, i€ {l+1,1+2,...,m}. Jezeli ¢ = ¢;_; to analogicznie
jak w przypadku 1. mamy oop(e,—e, ) (Smi) = 0(a,28)(S (M —1))o(a28)(P (I —2)).
Jezeli € =e;, i € {l+1,...,m}, to z istnienia (m — [)-mozliwosci wyboru krawe-
dzi e; mamy, ze ap(e,—e;)(Smi) = (M — Doa28)(S (m —1—1))owm2p)(P (I —1).

Ponownie korzystajac z twierdzen 3.6 i 3.7, otrzymujemy
02B(e)) (Smit) = 02B(e;—er_1)(Smit) + 02B(e1—e) (Smyi) = Fi—atm—i + (m — ) Fj_1tm_1—1.

Korzystajac z podstawowej zasady wyznaczania (A, 2B)-indeksu (3.19) oraz z definicji

rekurencyjnej liczb telefonicznych, otrzymujemy

U(A,QB)(Sm,l) = O-A(el)(sm,l) + O-ZB(el)(Sm,l) - -Fl—ltm—l + -Fl—th—l + (m - l)-Fl—ltm—l—l
=F_ (tm—l + (m — l>tm—l—1) + Fiotm = Fi_itm—i1 + Fi_otp,y,

co konczy dowdd. O]

W  dalszych rozwazaniach bedziemy wykorzystywa¢ takze inna postaé
(A, 2B)-indeksu grafu S, ;.

Lemat 3.29. (N. Bednarz [3]) Niech m > 3, 2 <t < m — 1 bedg liczbami naturalnymi.
Witedy

0(A2B)(Smi1) = Fitym—i + (m — ) Fi_1ty 1. (3.30)

Dowdd. Korzystajac ze wzoru (3.29), z definicji rekurencyjnej liczb telefonicznych oraz

z definicji liczb Fibonacciego otrzymujemy

0(4,2B)(Smi1) = Fiitm—iy1 + Fiootm— = Fi_1 (tp—y + (m = Dtpi—1) + Fi—otp
=(Foy+ Flo)tmy+ (m—=DF_1tm1 = Fityy + (m — ) Fj_qtym—i-1,

co konczy dowdd. O]
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Twierdzenie 3.30. (N. Bednarz [3]) Niech m > 4, 3 < 1 < m — 1 bedg liczbami
naturalnymi. Wtedy

0(42B)(Cmi) = Fioatmeiy1 + (m — 1+ 2)Fiotpy + (m — ) F_gtp11. (3.31)

Dowdd. Niech ey, e; € E(Cy,) beda krawedziami [-cyklu, incydentnymi z jedynym
wierzchotkiem stopnia (m — [ + 2) w grafie C,, ;. Niech e; € E(C,,;) bedzie krawedzia
l-cyklu, sasiednig do krawedzi e; oraz niech e¢; € E(Cy), 1 € {{+ 1,1+ 2,...,m} beda
krawedziami (m — [)-gwiazdy. Rozwazmy przypadki

1. c(er) = A.

Korzystajac z twierdzenia 3.28, otrzymujemy
UA(61)<Cm,l) = 0(A,2B)(Sm—1,1—1) = [l otmi11 + Fi 3t

2. ¢(e;) = 2B.
Wtedy istnieje krawedz € € E(C,,,), sasiednia do krawedzi ey, taka ze c(e’) = 2B.
Oczywiscie e; — €’ jest 2B-monochromatyczng droga dlugosci 2 w 2B-monochro-
matycznym podgrafie grafu G oraz e; — € nalezy do pewnego podziatu tego
2B-monochromatycznego podgrafu na 2B-monochromatyczne sciezki dtugosci 2.

Wtedy albo ¢’ = e albo ¢’ = ¢ albo e’ =¢;, 1€ {{+1,1+2,...,m}.

Jezeli ¢/ = ey to korzystajac ze wzoru (3.30) otrzymujemy
02B(e1—e2)(Cmy) = 0(a2B)(Sm—2i1-2) = Fi_otm—y + (m — 1) Fi_stmm—11.
Jezeli ¢/ = e; to z twierdzen 3.6 oraz 3.7, otrzymujemy
02B(e1—e)(Cmy) = 0(a28) (P (I = 2))o(a28) (S (m —1)) = Fi_otpm.

Niech ¢/ = ¢;, i € {{+1,...,m}. Wtedy istnieje doktadnie (m — ) mozliwosci

wyboru krawedzi e;. Ponownie korzystajac z twierdzenia 3.28 mamy
02B(e1—e;)(Cmyi) = (M = 1) o(a2B)(Sm—21-1) = (M — 1) (Fi—otm— + Fi_stm_1—1).
7 powyzszych przypadkéw otrzymujemy, ze

U2B(61)(Cm,l) = 023(61762)(Cm,l> + O-ZB(elfel)(Cm,l) + U2B(elfei)(cm,l)7
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wiec

028(e1)(Cmyi) = Fi—atm—y + (m — D) Fi_sty—1—1 + Fi_otpm— + (m — 1) Fi_otpm
+(m—=0F_gtyi-1=(m =14+ 2)F oty +2(m — 1) Fj_stpm__1.

Korzystajac z podstawowej zasady wyznaczania (A, 2B)-indeksu (3.19), z definicji liczb

Fibonacciego oraz z réwnania rekurencyjnego (1.1) dla liczb telefonicznych, otrzymujemy

0(42B)(Cmi) = Fiatm_iy1 + Fi_stm— + (m — 1+ 2) Fi_otyy + 2(m — 1) Fy_gty 1
= Fiotm—r1 + Fros (tmes + (m = Dty + (m — L+ 2) Fi gty
+ (m —1)F_stm 1
= Flotm1y1 + Fistmopr + (m =1+ 2)Fl oty + (m — D) F 3ty 11
= (szz + E73>tm71+1 ++(m =1+ 2)F oty + (m — D) F sty
= Fityip1+ (m—1+2)F oty + (m —1)F_stp_i1,

co konczy dowdd. O]

W szczegélnych przypadkach (A, 2B)-indeks grafu C,; wyraza sie liczbami Fibo-

nacciego oraz liczbami telefonicznymi.

Whniosek 3.31. (N. Bednarz [3]) Niech m > 4 bedzie liczbg naturalng. Wtedy
1. 0(42B)(Crm—1) = Fing1,
2. 0(428)(Crnn—2) = 6F,_,
3. 0428 (Cm3) = tm-1 + 2tp_o.

Dowéd. Niech m > 4 bedzie liczbg naturalng. Jezeli | = m — 1 to Cy o1 = Ry -1
Zatem z wniosku 3.23 otrzymujemy, ze 0(4,28)(Cmm-1) = 0a28) (Rmm-1) = Fnt1.
Korzystajac ze wzoru (3.31) dla odpowiednio | = m — 2, [ = 3 oraz z definicji liczb

telefonicznych i liczb Fibonacciego, otrzymujemy

0(4,2B)(Crmm—2) = Frsts + 4F,_yty + 2F,, 5ty = 4F,_5 + 8F,,_4 + 2F,_5
— 6F, 5+ 6F,, 4= 6F, .
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7 kolei

O'(AQB)(Cm,g) = thm_z + (m - 1)F1tm_3 + (m — 3)F0tm_4
= th_g + (m - Q)tm_g + tm_g + (m - 3)tm—4 = 3tm—2 + (m - Q)tm_3
=tpm + 2tm727

co konczy dowdd. O]

Kolejne twierdzenie podaje zaleznos¢ pomiedzy (A,2B)-indeksem grafow C,

1 Cm,lJrl .

Twierdzenie 3.32. (N. Bednarz [3]) Niech m > 4, 3 < | < m — 2 bedg liczbami
naturalnymi. Wtedy

04,28 (Cm1) > 0(a28)(Cinis1)-

Dowdd. Niech m > 4, 3 < I < m — 2 beda liczbami naturalnymi. Pokazemy, ze
0(4,28)(Cimy) — 0(4,28)(Cryt1) > 0. Korzystajac z twierdzenia 3.30 oraz z definicji liczb

Fibonacciego i liczb telefonicznych, otrzymujemy

0(428)(Cimy) = 0428)(Crig1) = Fioatm—izn + (m — L+ 2)Fi_otp + (m — 1) Fi_gty_11
— Fitppy— (m =1+ 1D)F gty 1 —(m—1—1)F oty 2
=F (tm—l—i-l — (m — l)tm—l—1) + ko <tm—l —(m—1- 1)tm—l—2)
+(m—1l4+1D)F oty + (m—10)F_stym_—1 — Fitp — Fi_1tm_i—1
=Fiatma+ Fiotmaga+(m—1+1)F oty 1+ (m—10)F gty 11— Fitpy — Fioatm_1
= (o — Pt + (Fo = Fio)tpg o+ (m =1+ 1) Fioty, g+ (m — D F sty
= —F ot — Fistpm o+ (m—1+10)F oty + (m—1)F sty
— (m = D) Fpgtm + (m — 1 — 1) Figtmi1.

Poniewaz | < m — 2, wigc m — [ > 0 oraz m — [ — 1 > 0. Zatem
0(428)(Cimy) — 0(4,28)(Cyg1) > 0, co konczy dowdd. O

Jako wniosek z twierdzen 3.26 oraz 3.32 mozemy podaé¢ zalezno$¢ pomiedzy
(A, 2B)-indeksem lizaka R, i grafu C,, ;.
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Whniosek 3.33. (N. Bednarz [3]) Niech m > 4, 3 < [,t < m — 1 bedg liczbami
naturalnymi. Wtedy

0428 (Rmt) < 0a28)(Cimy).

Ponadto réwnosé zachodzi, gdyt =1=m — 1.
W dalszych rozwazaniach wykorzystamy nastepujacy lemat.

Lemat 3.34. (N. Bednarz [3]) Niech m >4, 3 <1< m — 1 bedg liczbami naturalnymi.
Witedy
Ferl < 0(A2B) (Cm,l> Sty + 2,2, (332)

Dowod. 7 twierdzenia 3.32 otrzymujemy, ze dla dowolnego 3 < [ < m — 1 zachodzi
0428 (Cmy1) = 0a28)(Crm—1). Z wniosku 3.31 wiemy, ze 0(425)(Crmm—1) = Fmi1-
Zatem 0(425)(Cm;) = Finq1. Ponownie korzystajac z twierdzenia 3.32 otrzymujemy, ze
dla dowolnego 3 < I < m — 1 zachodzi 04 25)(Cny) < 0(a,28)(Cmy3). Z wniosku 3.31
wiemy, ze 0(4,28)(Cm3) = tm—1 + 2tm—2. Stad 0(4,28)(Crmi) < tp—1 + 25,2, co koficzy
dowdd. O

Twierdzenie 3.35. (N. Bednarz [3]) Niech m > 3 bedzie liczbg naturalng oraz niech
G bedzie m-krawedziowym grafem jednocyklowym. Wtedy

O-(A,QB)(G) g tm,1 -+ Ztm,Q. (333)

Ponadto réowno$é zachodzi, jezeli G = C, 3.

Dowéd (indukeyjny ze wzgledu na m).

Niech m > 3 bedzie liczba naturalna. Jezeli m = 3 to G = C' (3). Zatem z lematu 3.34,
z twierdzenia 3.24 i z wniosku 3.33 nieréwnosé (3.33) jest prawdziwa.

Jezelim =4 to G = C(4) lub G = Ry 3. Jezeli G = C'(4) to ponownie korzystajac
z lematu 3.34, z twierdzenia 3.17 oraz z wniosku 3.25 otrzymujemy, ze nieréwnosé (3.33)
jest prawdziwa. Jezeli G = Ry3 to z twierdzenia 3.21 mamy o(425)(G) = 8, wiec w tym
przypadku nieréwnosé (3.33) réwniez jest prawdziwa.

Niech m > 5. Zatézmy, ze dla n-krawedziowego grafu jednocyklowego G, gdzie n € N,

n < m, prawdziwa jest nieréwnosc¢
0(428)(G) <yt + 2ty o

Jezeli G = C'(m) to z lematu 3.34, z twierdzenia 3.17 oraz wniosku 3.25 nieréwnosé

(3.33) jest prawdziwa. Jezeli G = C,,; to z lematu 3.34 nieréwnos¢ (3.33) jest prawdziwa.
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Niech G 2 C (m) oraz G 2 Cy, ;. Przez v oznaczmy jedyny cykl w grafie G. Poniewaz

G2 C(m)iG 2 C,y,, wiec zachodzi co najmniej jedna z ponizszych mozliwosci

(1) w grafie GG istnieje taki wierzchotek, ktérego odlegtosé od ~-cyklu wynosi co

najmniej dwa,
(2) v-cykl zawiera co najmniej dwa wierzcholki stopnia wiekszego niz dwa.

Niech e oznacza krawedz grafu G, taka ze e ¢ v oraz e jest incydentna z wierzchot-
kiem z cyklu v. Wtedy G = H(m — k — 1) U {e} U T (k), gdzie H(m — k — 1) jest
(m — k — 1)-krawedziowym grafem jednocyklowym, 7" (k) jest k-krawedziowym drzewem
oraz e =zy, x € V(H(m —k—1)),y € V(T (k)) jest mostem w grafie G.

Rozwazmy nastepujace przypadki.

1. ¢(e) = A.

Korzystajac z zatozenia indukcyjnego oraz z twierdzen 3.6 i 3.7, otrzymujemy
0a@0)(G) = o(a2m)(H(m = k = 1)0(a28) (T (k) < (bm-k-2 + 2bm k3t

2. c(e) =2B.
Wowczas istnieje krawedz ¢’ € E(G), taka ze c(e’) = 2B. Oczywiscie e — € jest
2B-monochromatyczna droga dtugoséci 2 w pewnym maksymalnym 2B-monochro-
matycznym podgrafie grafu G, oraz e — €’ nalezy do podziatu tego podgrafu na

drogi dtugosci 2. Ponadto albo €' € v albo €’ ¢ . Rozwazmy mozliwosci

2.1. k=0.

Wtedy G = H(m — 1) U{e} oraz z (2) wiemy, ze H(m — 1) 2 C (m — 1). Jezeli
e’ € v t0 09p(e—e)(G) = o(a2)(Th (M — 2)) + 0(a2m)(T2(m — 2)), gdzie T;(m — 2),
i € {1,2}, jest drzewem otrzymanym z grafu H(m — 1) przez usuniecie krawedzi
¢’. Ponadto T;(m — 2) 2 S (m — 2), i € {1,2}. Korzystajac z twierdzenia 3.15
otrzymujemy oop(e—e(G) < 2tp—3 + 2ty 4.

Jezeli €' ¢ v to mamy dg(m—1)(2) — 2 mozliwosci wyboru krawedzi ¢’. Poniewaz
dim-1)(x) < m — 3, wiec korzystajac z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy
028(-e)(G) = (drm-1) () = 2) 04,25 (G(m — 2)) < (M = 5)(tm—s + 2tm_a), gdzie
G(m — 2) oznacza (m — 2)-krawedziowy graf jednocyklowy otrzymany z grafu
G poprzez usuniecie krawedzi e 1 €.

7 powyzszych przypadkéw otrzymujemy

023(6)(G) g Ztm_g + th_4 -+ (m — 5)tm_3 -+ (2m — 10)tm_4
= (m - 3)tm—3 + (2m - 8)tm_4.
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22. k> 1.

Wtedy albo ¢ € E(H(m —k — 1)) albo € € E(T (k)).

Niech ¢’ € E(H(m — k —1)). Wtedy albo ¢’ € 7 albo ¢ ¢ . Jezeli ¢/ € v to
UQB(e—e')(G) = [U(A,2B) (Ty(m — k —2)) + U(A,QB)(TQ(m — k- 2))} O(A2B) (T (k)),
gdzie T;(m — k — 2), i € {1, 2}, jest drzewem otrzymanym z grafu H(m —k — 1)
przez usunigcie krawedzi ¢/, T;(m — k —2) 2 S (m —k —2), i € {1,2}. Korzy-
stajac z twierdzenia 3.15 mamy, ze 0ope—e)(G) < 2 (tp—k—3 + tm—p—a) ti- Je-
zeli € ¢ v to mamy dg(m—i—1)(2) — 2 mozliwosci wyboru krawedzi €, zatem
025(e-en(G) = (dirgm—k-1) (%) = 2)0(a25) (H (m — k = 2))0(425)(T (k). Poniewaz
dim—r—1)(x) < m—k — 2, wiec korzystajac z zalozenia indukcyjnego oraz z twier-
dzenia 3.7 otrzymujemy oape—e)(G) < (M —k —4) (tp—r—3 + 2tp——a) ti-

Niech ¢’ € E(T (k)). Wtedy mamy dp()(y) mozliwosci wyboru krawedzi e’. Ponie-
waz dr) (y) < k, wige korzystajac z zatozenia indukeyjnego i twierdzenia 3.7 otrzy-
mujemy zp(e—e)(G(m)) = degr (Y)o(aze) (H(m —k —1))oazs) (T (k- 1)) <
k(tm—k—2+ 2tm_k—3) tr1.

7, wszystkich powyzszych mozliwosci mamy, ze

028(e)(G) < 2tptp—p—3 + 2tptym—p—a + (M — k — 4)lpt 3
+2(m —k — Dtgtyp—a + kty_1tm g2 + 2kt 1t k3
= (m — k- 2)tktm,k,3 + 2(m — k- 3)tktm,k74 + ktkfltm,kfg + Zk‘tk,ltm,k,g.

Z podstawowej zasady wyznaczania (A,2B)-indeksu  (3.19) mamy, ze
0(4.2B)(G) = 04(e)(G) + 02p(c)(G). Rozwazmy przypadki:

1. k=0.
Wtedy U(A,2B)<G) < tm_g + th_g + (m - 3)tm—3 + (2m - 8)tm_4
=tymo+ (m—1D)ty_3+ (2m — 8)t,,_4. Wystarczy zatem pokazaé, ze

tm—l + th_g — tm_g — (m — 1)tm_3 — (2m — S)tm_4 2 0.
Korzystajac z réwnania rekurencyjnego (1.1) dla liczb telefonicznych, otrzymujemy

tm—1 4+ 2ty—o —tmo — (m— Dtz — (2m — 8)t,—4

=2tyo+ (M —2)ty—3— (m— Dtpm_3— (2m — 8)tm_y

= s — tys — (2m — &)ty

= s+ (2m — 6t — by — (2m — 8)tims = tims + 2ms = 0.

Zatem nieréwnos¢ (3.33) jest prawdziwa.
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2. k> 1.

Wtedy, korzystajac z rownania rekurencyjnego (1.1) dla liczb telefonicznych, mamy

0128 (G) < titmtoos + 2tz + (M — k — 2txtmis + 20m — k — 3)ttmis
+ kty_1tm—k—o + 2ktp 1t _k_3
— 1, (tm_k_2 +(m—k-— 2)tm_k_3> + 2t (tm_k_3 +(m—k-— 3)tm_k_4>
+ kty_1tm—k—o + 2ktp 1t _k_3
= Uplm—k—1 + 2plm—p—2 + Klp_1lm 2 + 2Kty 1t 13
= bttt + Ktp1tmt—s + 2 (brtmerz + Kts_1tm—r_3) -

Z lematu 3.14 mamy, ze titm—k—1 + klp_itmir—2 = o2p)(S(k,m — k — 2))

oraz titm—k—2 + klp—1tm—r—3 = 0(a28)(S(k,m — k — 3)). Zatem, korzystajac

z twierdzenia 3.15, otrzymujemy
0428 (G) < tm—a 4 ty—g + 2(tm—3 + ty—a) = tm—2 + 3tz + 2t1_4.

Wystarczy pokazaé, ze t,,_1 + 2t,,—o — tio — 3tym_3 — 2t,,4 = 0. Korzystajac

z rOwnania rekurencyjnego (1.1) dla liczb telefonicznych, otrzymujemy

b1+ tm2 — 3tm—3 — 2ly—g4 = 2ty o + (m - 5)tm73 — 2ty
=(m —3)tm-s+ (2m —8)t;—4 = 0,

co konczy dowdd.



Rozdziat 4
Liczby (k, p)-Fibonacciego

W rozdziale tym wprowadzimy nowe, dwuparametrowe uogolnienie ciagu Fibonac-
ciego, zdefiniowane przy pomocy réwnania rekurencyjnego k-tego rzedu o wymiernych
wspotezynnikach. Réwnanie to uogélnia znane rodzaje ciagdéw typu Fibonacciego.

Rezultaty zawarte w tym rozdziale uogoélniaja znane wtasnosci ciagéw typu Fibo-
nacciego, miedzy innymi z [31, 32, 34, 45, 50, 53, 57, 68, 72, 77].

4.1 Definicja i podstawowe wlasnosci

Niech k£ > 2, n > 0 beda liczbami naturalnymi oraz niech p > 1 bedzie liczba
wymierna. Ciggiem (k,p)-Fibonacciego nazywamy ciag { Fy, (n)} zdefiniowany liniowym

rOwnaniem rekurencyjnym k-tego rzedu postaci
Fipn)=pF,(n—=1)+p—-1)F,n—k+1)+F,,(n—k), dlan>Fk (4.1

z warunkami poczatkowymi Fj.,, (0) =0, Fy, (n) =p" ', dlal <n<k-—1.
Wyrazy ciagu (k, p)-Fibonacciego nazywamy liczbami (k, p)—Fibonacciego.
W tabeli 4.1 podanych zostalo jedenascie poczatkowych wyrazow ciggu

(k, p)-Fibonacciego dla szczegdlnych wartosci parametrow k& i p.

"lo1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p
L 11 2 3 5 8 13 21 34 55
s 12 5 12 29 70 169 408 985 2378
2 13 10 33 109 360 1189 3927 12970 42837
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01 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

- 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19
i 2 [0 1 2 5 13 33 84 214 545 1388 3535
3 /o1 3 11 40 145 526 1908 6921 25105 91065

1 0 1 1 1 1 2 3 4 5 7 10
I 2 0 1 2 4 9 21 48 109 248 565 1287
1 3 9 29 94 303 976 3145 10135 32660

Tabela 4.1: Ciag (k, p)-Fibonacciego dla k € {2,3,4}, n € {0,1,...10} i p € {1, 2, %, 3}.

Dla pewnych wartosci parametréw k i p zaleznosé (4.1) definiuje dobrze znane ciagi
typu Fibonacciego. Niech k, n, t beda liczbami catkowitymi oraz niech p bedzie liczba
wymierna. Wtedy

Fyi1(n)=F,_, dlan>1. (4.2)
Fy s (n) = p,, dlan > 0. (4.3)
Fs1(n)=9,, dlan>0 (4.4)
Ey (n) =F,_1,, dlan>0,p= ;,t > 2 (4.5)
Fei(n)=Fe1(n), dlak>2n2>0 (4.6)
Fei(n)=F(k,n—k), dlak>2n>k (4.7)

Twierdzenie 4.1. (N. Bednarz [4]) Niech k > 2 bedzie liczbg naturalng oraz niech
p = 1 bedzie liczbg wymierng. Funkcja tworzqca fi, (z) ciggu {Fy, (n)} ma postaé

T
1—pxr—(p— 1)kt — 2k

frp (2) =

(4.8)
Dowdéd. Niech f, () = § Fip (n) 2™ Wtedy
n=0

Jrp (@) = Fipp (0) 20 + FeopDax+...+ Fy,(k—1) AR Z Fip(n)x

:m+px2+...+pk_2xk_1+ZpF;W(n—l)x”
n=k

—1—2 (p—1)Fyp(n—k+1)z" +Zka (n—Fk)a"
n==k
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) k—2
=z +pri4 ..+ pF 2 e (Z Frp(n)a™ —=> Fip(n) :c")
n=0

n=0

n=0

+ (p— 1)2*! (i Fyp(n)a™ — Fy,, (0) 350) + 2F i Fyp(n)z"

=z +pr®+... +p" R fpa g, (2) — po (Fk,p 0)2" + ...+ Frp (k—2) xk_2>
+(p— D) fip (1) = (p = D" 1y (0) 2° + 2% fip ()

=z +pr®+... +p" R fpa g, (2) — po (x +prt .+ pk_3xk_2>
+(p = D" iy () + 2" fip (@)

=x+pr?+ .. PR —pa? — =P A (2) (px +(p— D"t + xk)

=z + fip(2) (pa: +(p— 1)z + xk) .
Poniewaz f, (z) =z + fip (x) (px +(p—1DaF 1t + :L‘k>, wiec

fip @) (1= p — (p— a1 = o¥) = .

X

= , co konczy dowdd. O
1= pr— (p— D)zl —aF

Zatem f, ()

Dla szczegblnych przypadkéw k i p otrzymujemy funkcje tworzgce znanych ciagdéw

typu Fibonacciego

Whiosek 4.2. (N. Bednarz [4]) Niech k > 2, n > 0, t > 2 bedg liczbami naturalnymi
oraz niech p > 1 bedzie liczbg wymierng. Wiedy
fau (@) = 7= jest funkcjq tworzqcq ciggu {F,} (V. E. Hoggat [42]).

foz (z) = 12—z jest funkcjq tworzqcq ciggu {p,} (A.F. Horodam [45]).

f31(z) = == jest funkcjg tworzqcq ciggu {N,} (A. G. Shannon et al. [69]).
fox (x) = T Jest funkcjg tworzqeg ciggu {Fi-1»} (C. Bolat, H. Kése [19]).
fea (x) = 7= jest funkcjq tworzqcq ciggu {Fj—1 (n)} (E. Kilig [50]).

fra(x) = % jest funkcjg tworzqceq ciggu {F (k,n)} (N. Bednarz [4]).
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4.2 Interpretacje kombinatoryczne

W podrozdziale tym przedstawimy interpretacje liczb (k,p)-Fibonacciego, przy
zatozeniu, ze p jest liczba naturalna. W pierwszej kolejnosci pokazemy, ze liczby
(k,p)-Fibonacciego posiadaja interpretacje zwiazana z (iA;;i € Z,j € Z;)-indeksem
Sciezki P (m).

Niech k > 2, m > 1, p > 1 beda liczbami naturalnymi. Rozwazmy (Ay,. .., A,, kB,
(k—1)C4, ..., (k—1)C)_;)-krawedziowe kolorowanie z podzialem $ciezki P (m), ktore
dla uproszczenia zapisu bedziemy nazywaé a-krawedziowym kolorowaniem z podziatem
Sciezki P (m). W konsekwencji, zamiast o4, ... 4,kB,(k=1)C1.....(k=1)C,_1) (P (m)) bedziemy
pisaé o, (P (m)).

Niech e € E(P (m)) bedzie dowolna krawedzia Sciezki P (m). Symbol c(e) = A;,
ie{l,2,...,p} (odpowiednio cle) =kB, cle)=(k—1)C;, j €{1,2,...,p— 1}) ozna-
cza, ze krawedz e ma kolor A;, 1 € {1,2,...,p} (odpowiednio kolor kB, kolor (k—1)C},
jge{L,2,... ,p—l}). Wtedy o4,y (P (m)),i € {1,2,...,p} <0dpowiednio 0kB(e) (P (m)),
Ok-1)0;e) (P (m)), 7 €{1,2,...,p — 1}) jest liczba wszystkich a-kolorowan z podzia-
tem $ciezki P (m), w ktérych krawedz e jest koloru A;, i € {1,2,...,p} (odpowiednio
koloru kB, koloru (k —1)C;, j € {1,2,...,p— 1}). Wtedy

0a(P (m)) = i%(@ (P (m)) + p; T(k-1)0;(e) (P (M) + o) (P (m)) (4.9)

jest podstawowq zasadq wyznaczania o,(P (m)).

Twierdzenie 4.3. (N. Bednarz, I. Whoch [5]) Niech k > 2, m > 1, p > 1 bedg liczbami
naturalnymi. Wtedy

Go(P (m)) = Fip (m+1). (4.10)

Dowéd (indukeyjny ze wzgledu na m).

Niech k& > 2, m > 1, p > 1 beda liczbami naturalnymi. Niech P (m) bedzie m-krawe-
dziowa Sciezka oraz E(P (m)) = {e1,ea,...,en} z numeracja krawedzi w naturalnej
kolejnosci. Zgodnie z definicja, do a-krawedziowego kolorowania z podziatem Sciezki
P (m) mozemy uzy¢ kolorow Ay,... A, kB, (k—1)Cy,...,(k—1)Cp_y.

Jezelim =1 to E(P (1)) = {e1}. Rozwazmy przypadki

1. k=2.

Wtedy jedyng krawedz e; mozemy a-krawedziowo pokolorowaé z podziatem przy
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uzyciu jednego z koloréw Ay, ..., A,, C1,...,C,_. Zatem

oo(P(1) =2p—1=F,,(2).

2. k= 3.

Wtedy do a-krawedziowego kolorowania z podziatem $ciezki P (1) mozemy uzy¢

jednego z koloréw Ay, ..., A,. Zatem
oa(P(m)) =p=Fp,(2).

Niech m > 2. Zalézmy, ze dla t < m, t € N, prawdziwa jest réwnosé
0a(P (t)) = Fip (t + 1). Pokazemy, ze prawdziwa jest réwnosé¢ (4.10). Rozwazmy do-
wolne a-krawedziowe kolorowanie z podziatem $ciezki P (m). Wowcezas mozliwe sa

nastepujace przypadki

1. clen) = As, i €41,2,...,p}.

Poniewaz mamy doktadnie p mozliwosci pokolorowania krawedzi e,,, wiec korzy-

stajac z zatozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze

p

> O asten) (P (M) = poo P (m — 1)) = pFi,, (m) .

i=1

2. ¢(en) = kB.

Wtedy istnieja krawedzie €, _gi1,...,em—1 € E(P(m)), takie ze c(epm_ki1) =
... =clem_1) = kB oraz e, i1 — ... — €m_1 — €y, jest kB-monochromatyczna

droga dtugosci k w Sciezce P (m). Zatem z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy

OkB(en) (P (M) = 0o(P(m —k)) = Frp(m—k+1).

3. cley) =(k—1)Cy, 5 €{1,2,...,p—1}.

Wtedy dla dowolnego koloru (k — 1)Cj, j € {1,2,...,p — 1} istnieja krawedzie
€m—k+2s - - m—1 € E(P(m)), takie ze c¢(em—pi2) = ... = c(em-1) = (k — 1)C}
OIaZ €_ft2 — - .. — €m—1 — €y, jest (k — 1)Cj-monochromatyczng droga dtugosci
(k—1) w éciezce P (m). Poniewaz mamy dokltadnie (p—1) mozliwosci pokolorowania
drogi €,, k12 — ... — eny, Wiec korzystajac z zatozenia inducyjnego mamy

p—1

> Tk (enm) (P (M) = (p = Daa(P(m—k+1)) = (p— 1) Fy, (m =k +2).

J=1
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Zatem z podstawowej zasady wyznaczania o,(P (m)) (4.9) oraz z definicji liczb

(k, p)-Fibonacciego otrzymujemy, ze
o(P(m)) =pFr,(m)+ (p—1)F,(m—k+2)+ Fpp,(m—k+1) = Fg,(m),

co konczy dowdd.
O

Interpretacje grafowe liczb typu Fibonacciego sg dobrym narzedziem stuzagcym do
dowodu tozsamosci. Korzystajac z powyzszej interpretacji udowodnimy tozsamosé typu

Honsbergera dla liczb (k, p)-Fibonacciego.

Twierdzenie 4.4. (N. Bednarz, I. Wloch [5]) Niechk>2, n>2k—-2, m>2k, p>1
bedq liczbami naturalnymi. Wtedy

k—1
Fip(m+n) =pFy,(m—1)Fp(n+1) +(p—1) Y Fip(m —k+1) Frp (n —i+2)
=1
k—1
+ > Frp(m—k+j) Fip(n—j+1). (4.11)
7=0

Dowdd. Niech P (m — 1+ n) bedzie (m—n+1)-krawedziowa Sciezka ze zbiorem krawedzi
E(P(m—1+n))={e1,...,€m-1,€m,---,€m_1+n} 1 numeracja krawedzi w naturalne;
kolejnosci. Z twierdzenia 4.3 mamy, ze 0,(P (m — 1+ n)) = Fi, (m + n). Pokazemy, ze

0o(P(m —14n)) =pFi,(m —1)Fy,(n+ 1)+ (p—1) z:l Fip(m —k+14)Fy,(n — 1+ 2)

k—1
-+ Z Fk,p(m — k +])Fk7p<n — ] + 1)
=0
Bez straty ogdlnosci mozemy rozwazy¢ a-kolorowanie z podziatem sciezki P (m — 1 4 n)
wzgledem krawedzi e, 1. W dalszych rozwazaniach przez P (m — 1) oznaczaé¢ bedziemy
(m — 1)-krawedziowa Sciezke, taka ze E(P (m — 1)) = {ej,ea,...,em_1} a przez P (n)
oznaczaé¢ bedziemy n-krawedziowa Sciezke, taka ze E(P (n)) = {€m,€ma1,---»€m_14n}-

Mozliwe sg nastepujace przypadki
1. clemo1) = Aiy i € {1,2,...,p}. Wtedy ze wzoru 4.10 otrzymujemy
p

> O(aem-ry (P (m =14 n)) = poa(P (m = 2))oa(P (n)) = pFip (m —1) Fip (n +1).

i=1

2. C<€m,1) = (k — 1)Cj, j € {1,2, ey P — 1}
Wtedy dla dowolnego koloru (k — 1)Cj, j € {1,2,...,p — 1}, istnieja krawe-
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dzie e;,€;41,...,€i1k—2 € E(P(m —1+mn)), takie ze c(e;) = c(ejr1) = ... =
c(eiyh—2) = (K —1)C;. Niech P = e; — €;11 ... — €;1_2 bedzie (k — 1)C;-mono-
chromatyczna droga dlugosci & — 1. Droge P mozemy pokolorowaé¢ na (p — 1)
sposobow.

Jezeli e, 1 = €j1p_o to P C P(m —1). Wtedy

p—1

Y O(h-1)Cs(emr)) (P (M =14 1)) = (p = 1)aa(P (m — k))oa(P (n)).

=1
Jezeli €1 = €45-3 to P\ {€jyr—2} € P(m —1) oraz €;1xi2,em € E(P(n)).
Woéwcezas

p—1

Z U((k—l)Cj(emfl)) (P (m -1+ TL)) = (p — 1)0’a<P (m —k+ 1>>0a<P (n - 1))

=1

Jezeli e,,—1 = ¢; to P\ {em_1} C P(n) oraz e,,_1 € E(P(m —1)). Wtedy

p—1

Y O(h-1)C(em ) (P (=1 41n)) = (p = 1)oa(P (m —2))aa(P (n — k +3)).

j=1
Ze wszystkich powyzszych przypadkoéw otrzymujemy, ze

p—1

2 OE-1)Cs(enn)(P(m = 1+ 1)) = (p = 1)|0a(P (m = k))oa(P (n))

J=1

4 0u(P(m—k+1))0a(P(n—1)) 4+ ...+ 0a(P (m — 2))ou(P (n — k +3))|.

Korzystajac z twierdzenia 4.3 otrzymujemy

p—1
ZO((kfl)Cj(e)) (Pm—=1+n))=(p—-1) Frp (m—k+1) Frp (n+1)
j=1

+ Frp(m—k+2)Fpp(n)+-- + Fpp(m—1)Fp(n—k+3)

:(p—1)§Fk,p(m—k—i—i)Fk,p(n—i—l—Q).

i=1
3. clem—1) =kB.
Wtedy istnieja krawedzie e;, €41, ..., €j15-1 € E(P (m — 14 n)), takie ze c(e;) =
clejr1) = ... =c(ejip—1) = kB oraz e; — €41 ... — €j_1 jest kB-monochroma-

tyczng droga dtugosci k. Korzystajac z tej samej metody, jak w przypadku 2. oraz
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z twierdzenia 4.3 otrzymujemy

OkBem-r)) (P (m—14n)) = Fep(m—k) Fop (n+1) + Fp (m — k+1) Fyp (n)
k—1
§=0

Ze wszystkich powyzszych przypadkow oraz z podstawowej zasady wyznaczania o, (P (m))

(4.9) otrzymujemy, ze

k—1
oa(P(m—14n))=pFr,(m—1)Frpn+1)+@—1)Y Fpp(m—k+i) Fpp(n—i+2)
=1
k—1
+ D Frp(m—k+j)Frpn—j+1),
7=0
co konczy dowdod. O

Whiosek 4.5. (N. Bednarz, I. Whoch [5]) Niech k> 2, m >k, n>k—2,p>1 bedg

liczbami naturalnyma. Jezels
1. k=2, p=1to Fyyp=Fu1Fn_1+ F,F,_o. (R. Honsberger [43])
2. k=3, p=1t Nprm = M1V + N1 M1 + N MN—2. (J. Ramirez et al. [68])
3. k=2,p=1to Fi_1min=Fi1pni1Fim1m+ Fio1nFi1m—1. (S. Falcon et al. [32])

Interpretacje kombinatoryczne dla liczb typu Fibonacciego czesto zwiazane sa z po-
kryciami przez domina. Takie interpretacje rozwazane byty miedzy innymi w [18, 20, 37,
49, 53, 54]. Dla liczb (k, p)-Fibonacciego réwniez mozemy podaé interpretacje zwiazana
z pokryciami przez domina.

Niech £ > 1, n > 2, p > 1 beda liczbami naturalnymi. Rozwazmy pokrycie dominami
planszy rozmiaru 1 x (n — 1), sktadajacej sie z (n — 1) komoérek ponumerowanych
1,2,...,n — 1. Plansze te bedziemy nazywaé krotko (n — 1)-plansza. Do pokrycia
(n — 1)-planszy bedziemy uzywaé nastepujacych kostek

- czerwonych kwadratow rozmiaru 1 x 1, ktore nazywac bedziemy kwadratams,

- niebieskich prostokatéw rozmiaru 1 x (k — 1), ktére nazywaé bedziemy

(k — 1)-prostokgtami oraz
- bialtych prostokatéw rozmiaru 1 x k, ktore nazywacé bedziemy k-prostokgtami.

Dhugoscia kostki bedziemy nazywac liczbe jej komorek.
Zalézmy, ze w kwadratach oraz w (k — 1)-prostokatach rozrézniamy ich odcienie.

Niech R = {r1,rs,...,r,} bedzie zbiorem p odcieni czerwonych kwadratéw oraz niech
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B = {b1,bs,...,b,_1} bedzie zbiorem (p — 1) odcieni niebieskich (k — 1)-prostokatow.

Niech f, (n) oznacza liczbe pokryé¢ dominami (n—1)-planszy przy uzyciu wymienionych

wyzej kostek.

Twierdzenie 4.6. (N. Bednarz, I. Whoch [5]) Niech k > 2, n > 2, p > 1 bedg liczbami
naturalnymi. Wtedy fi, (n) = Fy, (n).

Dowdd (indukeyjny ze wzgledu na n).

Niech k, n, p beda jak w zatozeniach twierdzenia. Rozwazmy nastepujace przypadki

1.

2<n<k.

Wtedy (n — 1)-plansze mozemy pokry¢ jedynie przy pomocy kwadratéw. Poniewaz
mamy doktadnie p odcieni czerwonych kwadratéw, wiec w tym przypadku, istnieje

p"~! = Fi, (n) mozliwosci pokrycia dominami (n — 1)-planszy.

.n=k.

Wtedy do pokrycia dominami (k — 1)-planszy mozemy uzy¢ albo kwadratéow albo
(k—1)-prostokata. Poniewaz mamy doktadnie p odcieni czerwonych kwadratéw oraz

(p—1) odcieni niebieskiego (p—1)-prostokata, wiec fi (k) = p"1+p—1= Fy, (k).

.n=k+1.

Wtedy k-plansze mozemy pokryé¢ przy pomocy jednego k-prostokata albo na
P +2p(p — 1) sposobéw z uzyciem kwadratéw i (k — 1)-prostokata. Zatem, w tym
przypadku, liczba wszystkich mozliwych pokryé¢ dominami k-planszy wynosi
PP+ 2p(p—1)+1=Fy,(k+1).

.n=k+ 2

Zatézmy, ze dla 2 < m < n, m € N, mamy fi, (m) = Fj, (m). Pokazemy, ze

frp (n) = Fip (n). Rozwazmy nastepujace przypadki

(i) Ostatnia, (n — 1) komorke planszy pokrywamy kwadratem, w jednym z p od-
cieni czerwonego koloru. Wtedy, z zatozenia indukcyjnego, wiemy ze pozostata

czes¢ planszy mozemy pokry¢ dominami na fy, (n — 1)-sposobéw.

(ii) Ostatnia komorke (n — 1)-planszy pokrywamy (k — 1)-prostokatem w jednym
z (p—1) odcieni koloru niebieskiego. Wtedy komoérki o numerach od n—k+1
do n — 1 sg komorkami tego prostokata. Zatem, z zatozenia indukcyjnego,

pozostala (n — k)-plansze¢ mozemy pokry¢ na f, (n — k + 1)-sposobow.

(iii) Ostatnia komorke (n—1)-planszy pokrywamy k-prostokatem. Wtedy komérki

o numerach od n—k do n—1 sg komoérkami tego prostokata. Zatem, z zatozenia
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indukcyjnego, pozostala cze$é planszy, rozmiaru 1 X (n — k — 1), mozemy

pokry¢ na fi, (n — k)-sposobéw.

Z przypadkow (i)-(iii) otrzymujemy, ze

fk,p (TZ) = pfk,p (7’L - 1) + (p - 1)fk,p (TL —k+ 1) + fk,p (n - k) :
Zatem korzystajac z definicji (4.1) liczb (k, p)-Fibonacciego mamy

fep(n) =pFrp(n=1) 4+ (p = D) Frp (n =k +1) + Frp (n =k +1) = Fyp (n),

co konczy dowdd.

O

Interpretacje liczb typu Fibonacciego zwigzane z pokryciami dominami réwniez sg
wykorzystywane jako narzedzie dowodowe dla wykazywania znanych tozsamosci lub

uzyskiwania nowych (na przyklad [2, 13, 14, 15]).

Twierdzenie 4.7. (N. Bednarz, I. Wtoch [5]) Niech k > 2, n > 2, p > 1 bedq liczbami

naturalnyms.

Jezeli k jest liczbg parzystg to

22 2]

k
Fip(2n)=p > Fip(@n—1—ki)+(p—1) >  Fip(2n—k+1—ki).
i=0 =0

Jezeli k jest liczbg nieparzystq to

b=y [5=]
Fip(20)=p 3 (p— 1) Frp(2n =1 (k= 1)i) + (p - 1) > Fiop(2n =k — (k = 1)i).

Dowdd. Zatézmy, ze k jest liczbg parzysta. Pokazemy, ze

+(p—1) [fk,p(zn —k+1)+ fep,2n—2k+ 1)+ frp,(2n —3k+ 1)+ ---

+fk,,,<2n—k+1— [2”_;“1/@)]

Poniewaz (2n — 1)-plansza jest nieparzystej dtugosci, wiec kazde jej pokrycie dominami
musi zawiera¢ co najmniej jedng kostke nieparzystej dtugosci. Rozwazmy potozenie

ostatniej kostki nieparzystej dhugosci. Mamy nastepujace mozliwosci
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1. Ostatnig kostka nieparzystej dtugosci jest czerwony kwadrat. Oczywiscie mamy
doktadnie p mozliwosci wybrania odcienia czerwonego kwadratu. Ponadto ostatni

kwadrat moze wystepowa¢ w komodrce o numerze albo (2n — 1) albo (2n — k — 1)

.albo (2n — 1 — {Q”k_l} k). Wtedy pozostala czes¢ planszy mozemy pokry¢ na

odpowiednio fi, (2n — 1) albo fi, (2n —k —1) ... albo fy, (Qn -1- {Q”k—_l] k:)

sposobdw. Zatem liczba wszystkich mozliwych pokry¢ dominami jest rowna

PfepCn—1)+pfip,2n—k—1)+ ...+ pfi, (271 —1- [an_ 1] k) :

2. Ostatnia kostka nieparzystej dtugosci jest niebieski (k — 1)-prostokat. Wow-
czas mamy doktadnie (p — 1) mozliwosci wyboru odcienia tego niebieskiego
(k — 1)-prostokata. Jezeli (k — 1)-prostokat jest ostatnia kostka (2n — 1)-planszy
to pozostala jej czed¢ mozemy pokry¢ na fi, (2n — k + 1) sposobéw.

Jezeli (k—1)-prostokat zajmuje komorki o numerach od (2n—2k+1) do (2n—k—1)
to pozostaly czesé (2n — 2k)-planszy mozemy pokry¢ na fi, (2n — 2k + 1) sposo-

bow.

Jezeli (k—1)-prostokat zajmuje komérki o numerach od (2n —k+1- [%] k;)
do (2n —-1- [%} k:) to pozostala cze$¢ planszy mozemy pokry¢ na
frp (2n —k+1-— [Q”_Tkﬂ} k‘) sposobow.

7 powyzszych mozliwosci otrzymujemy, ze liczba wszystkich mozliwych pokry¢
dominami, w ktorych ostatnia kostka nieparzystej dtugosci (2n — 1)-planszy jest
(k — 1)-prostokat jest réwna

(P=DfipCn—k+1)+@—)fip2n—2k+1)+(p—1)frp(2n—3k+1)+ -

+ @ =1 fap <2n—k+1— [%_k’m] k)

Ostatecznie otrzymujemy, ze dla parzystego k zachodzi

I:an—l
Frp(2n)=p Z
=0

] 2]

k
Frp(@n—1—ki)+(p—1) > Fp@n—k+1-ki).
=0

Przypadek dla nieparzystego k£ dowodzi si¢ analogicznie. O]
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4.3 Tozsamosci dla sum liczb (k, p)-Fibonacciego

W podrozdziale tym podamy kilka tozsamosci dla sum liczb (k, p)-Fibonacciego,

ktore jednoczesnie uogdlniajag znane tozsamosci dla liczb typu Fibonacciego.

Twierdzenie 4.8. (N. Bednarz [4]) Niech k > 2, n > k — 2 bedqg liczbami naturalnymi,
niech p > 1 bedzie liczbg wymierng oraz niech S = f: Fip (7). Wtedy
i=0

1 k—3

S = [+ D)+ Pyl =k +2) = 14+pY Fyn=i)|. (@12
- 1=0

Dowdd. Niech k > 2, n > k — 2 beda liczbami naturalnymi oraz niech p > 1 bedzie
liczba wymierng. Niech S = i Fip (7). Wtedy
i=0

pS :ka,p (0) —f—thp (1) 4+ ... —f—kaJ) (k) — 1) ‘l‘ka,p (k) —f-thp (k‘—f— 1) + ...
+pFip (n—1) + pFiy (n)

P=1S={@-DFp0)+@-1Fp 1)+ + (= 1DFp(k=1)+ (p— 1) Fip (k)
+ (p - 1)Fk,p (k? + 1) + ...+ (p — 1>Fk,p (n — 1) + (p - 1>Fk,p (n) .

Dla dowodu réwnosci (4.12) rozwazmy nastepujace przypadki

1. n = k — 2. Pokazemy, ze

k—2 ' 1 k—3 .
ZFk,p@):ﬁ Frp(k—1)=14p> Fpp(k—2—1)|.
i=0 p =0

Z warunkéw poczatkowych dla liczb (k, p)-Fibonacciego otrzymujemy

pS+(p—1)S =pFi, (0) + pFr, (1) + pFr,p (2) + ...+ pFiyp (kK — 3) + pFyp (B — 2)
+(p—1D)Fip (0)+(p—1)Frp (1) +(p—1)Frp(2)+ ...
+(p—1)Fip(k—=3)+(p—1)F, (k—2)

2p—1)S=p+p*+.. . +p" 2 +p—14+p  —p+.. . +pF 3 —pF g ph2 —ph3
:pk72—1+p+p2+...+pk73+pk72
:pk_z—1—|—p(1—|—p—|—...—|—pk_4—|—pk_3).

St@d (2p—1)5 = F]ﬁp (k — 1)—1—|—p (th (1) + Fk,p (2) + ...+ Fkyp (/C — 3) + Fk,p (k — 2))
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Zatem, dla n = k — 2, otrzymujemy réwnos¢

1 = .
ZF]”) ka(k—l)—1+pZFk7p(k?—2—Z) .
2p 1 i=0
2. n =k — 1. Pokazemy, ze
1 k—3
Zka ka )+pZFk,p(k3_1_Z) .
2p 1 i=0

Z warunkéw poczatkowych dla liczb (k, p)-Fibonacciego otrzymujemy

pS+(p_1)S:ka7p(0)+kap(1)‘|’ka19( >+---+ka,p(k_2)+ka7p(k_1)
+ (P = 1)Fip(0) + (p— 1) Fip (1) + (p— 1) Fip (2) +
+(p—1D)Fip(k—2)+(p—1)Fr,(k—1).

Wtedy
2p—1D)S=p+p*+...+p" ' +p—1+p"—p+...+p
T BT I T

k—2 k—1 k—2

" —p

= p—T4p(p+. 4P
Korzystajac z definicji liczb (k, p)-Fibonacciego mamy, ze
Fyp (k) = pFrp (k= 1) + (p = 1)y (1) + Fyp (0) = " +p — 1,
wiec

(2p—1)S = Fyp (k) +p<Fk,p (2) 4ot Foy(k—2) + Fop (k — 1))

k—3
=Frp(k)+pY_ Frp(k—1—1).

=0
k—1 k=3
W konsekwencji S = Y Fy, (1) = ﬁ [Fk,p (k) +p > Frp(k—1— 2)1
i=0 i=0
3.n>k.

Wowcezas mamy

pS+(p—1)S+ S8 =pF,(0)+pFr, (1) +...+pFy, (k—2) +pFy, (k— 1)+ pFi, (k)
ot pFp (0= 1)+ pFip (n) + (0 = 1) Fip (0) + (p = 1) Fip (1) + (p — D Fip (2)
+ .o+ (p—1)EFep(n—1)+ (p—1)Fyp (n) + Frp (0) + Frp (1) + Frp (2) +
+ Frp(n—1)+ Fgp, (n).
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Wtedy

S+0@p—-1)S=pFep(k=1)+ (p— D)Fep (1) + Fip (0) + pFrp (k) + (p = 1) Fip (2)
+Fp (1) + ...+ pFpy(n—1)+(p—1)Fep(n—k+1)+ Fy, (n— k) + pFr,p (n)
+(p—1)Frp(n—k+2)+ Fp(n—k+1)+pFi, (0) +pFe, (1) + ...+ pFry (b — 2)
+(p—1DFp (0)+(p—1D)Fep(n—k+3)+...+(p—1)Frp(n—1)+ (p— 1)Fg, (n)
+Fep(n—k+2)+.. .+ Fpp(n—1)+ Fgp,(n).

Korzystajac z rekurencji (4.1) oraz z warunkéw poczatkowych dla liczb

(k, p)-Fibonacciego otrzymujemy

S+(©2p—-1)S=Fepy(k)+ Fop(k+1)+...+ Fp(n)+ Frpy(n+1)+p+p*+...
—I—pk_Q—l—(p—1)Fk7p(n—k+3)—|—...+(p—l)Fkvp(n—l)
+(p—1DFe,(n)+Frp(n—k+2)+...+ Frp(n—1)+ Fy,(n),

wiec

S+(2p—-1)S = Zka )4+ Frp(2) + Frp(3) + ...+ Frp(k— 1)+ Fypp (1)

i=k
k—3

+ Fp(0) =1+ Fp,yn+ 1)+ Fpn—k+2)+p>. Frp(n—i).
1=0

k—3
Wtedy S+ (2p—1)S=S+p Y. Frp(n—1i)+ Fep(n+ 1)+ Frp(n — k+2) — 1. Stad
=0

k-3
Cp—1)S=F,(n+ 1)+ Frp(n—k+2)—14+p > F,(n—i). Zatem
i=0

00 1 k—3
S:Zijp(i) = 1 Fep(n+ 1)+ Fp,(n—k+2) —1+pZFk,p(n—i) ,
- i=0
co konczy dowdd. O

Dla szczegdlnych wartosci parametréow k i p otrzymujemy dobrze znane tozsamosci
dla liczb typu Fibonacciego. Przyjmujac oznaczenia podane w (4.2) - (4.7) otrzymujemy

nastepujace zaleznosci.
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Whiosek 4.9. (N. Bednarz [4]) Niech k > 2, n >k —2, t > bedg liczbami naturalnymi

oraz niech p > 1 bedzie liczbg wymierng. Jezeli

1. k=2, p=1to Xn: F, = F, 5 — 1. (E. Lucas [57])
i=1

2. k=2,p=3to Z:lpi = 1 [pns1 +pn — 1]. (T. Koshy [53])

co

k=3, p=1to Zn: M, =Ny3 — 1. (J. L. Ramirez, V. F. Sirvent [68])
i=1
4. k=2,p= % to i Fr oy, = i [Fi—1nt+1+ Fi—1,, — 1] (S. Falcon, A. Plaza [32])
i=1

5. k=22,n>1,p=1to En: Fy1(i) = Fy_1(n+k —1) — 1. (A. P. Stakhov [72]).
i=0

6. k=2 n>k p=1to> Fki) =F(kn+k) —k (A Whch [77])
=0

Twierdzenie 4.10. (N. Bednarz [4]) Niech k > 2, m > 1, n > 0 bedg liczbami
naturalnymi, niech p > 1 bedzie liczbg wymierng oraz niech So, = i Fpp (20).
i=0

Jezeli k = 2m to dlan > m — 1 zachodzi

1

Sop = ———
o1

Fip(2n+1) —1+Z( —1ka(Qn—Zz—i-Q)+ka(2n—22+1)>.

Jezeli k =2m +1 to dlan > m — 1 zachodzi

1 k-1
Son = =—— |pFrp Cn+ k) +pFi, 2n+k—1) —p— 1+ZFk,p(2n+i)
3(2p—1) iz

m—1

+(p?=p) 3 Frp(2n+2i+1) + (1—2p—p?) i Fyp (20 + 2i)

i=1 i=1

Dowéd (indukeyjny ze wzgledu na n).
Niech £ > 2, m > 1, n > 0 beda liczbami naturalnymi, niech p > 1 bedzie liczba
=m

wymierng oraz niech Sy, = i Fi, (27). Pokazemy, ze dla k =2m in — 1 zachodzi
i=0
réownosé
1
Sop = 51 Frp(@n+1)—1+ Z ( -1 ka(Zn—Zz—i-Q)+ka(2n—2@+1)> :
p —_—

Jezeli n = m — 1, to korzystajac z warunkéow poczatkowych dla liczb (k, p)-Fibonac-
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ciego otrzymujemy

1 m—1
=1 Fopp(m—1)—1+ > ((p — 1) Py (2m — 2i) + Fopp (2m — 20 — 1) >]
o i=1
1
= 2p 1 FQm,p (2m - 1) —1 + (p - 1)F2m,p (2m — 2) + FQm,p (2m — 3)

+(p—1)Fomp (2m —4) + Foppy 2m —5) + ...+ (p — 1) Fomyp (2) + Fomyp (1)

L
T 21 me_Q_H(p_1)F2mﬂp(2m—2)+P2m_4+~-+(p—1)F2m,p(2)+1}

17 .
=gy PP 0 Doy (2m—2) 4 p- 5+~.+p-p+(p—1)Fzm,p(2)}

S
= 5 [P (2 = 2) 4 (0= )Py (21 = 2) 4 PPy (2) 4 (0= DFay @]
1
2 —1 (2p — 1)5, 2

Zatem twierdzenie 4.10 jest prawdziwe dla k =2m in=m — 1.

Zatozmy, ze twierdzenie 4.10 jest prawdziwe dla k = 2m i n > m — 1. Pokazemy, ze

m—1

n+1
. 1 . .
; Fip (20) = 5 [F,ﬁp (2n+38) =1+ > ((0— 1)Fip (20— 20+ 4) + Frp (20 — 20+ 3) )] .

i=1

n+1

Poniewaz > Fopp (2i) = Son + Fomyp (2n + 2), wiee korzystajac z zalozenia indukeyj-
i=0

nego otrzymujemy

n+1 1
> Fomyp (20) = 51 (2p — 1) Fomyp (20 +2) + Fopp (20 +1) — 1
1=0 -

m—1

+ 3 (0= 1) Famy (20— 20+ 2) + Fapy (20— 20+ 1))
=1
1
= 2p 1 [(2]? - 1)F2m,p (27’L + 2) + FQm,p (271 + 1) —1 + (p — 1)F2m7p (2’/1)

+ Fopp(2n—1)+ ...+ (p— 1) Fopyp (2n —2m +4) + Foppy (20 — 2n + 3)

b [szm,p 2n+2)+ (p— 1) Fomyp (20 +2) + Fopp Cn+1) — 1+ . ..
+ (p— 1) Famyp (20— 2m +4) + Fyypp (20 — 2m + 3) |

Poniewaz

Fomp (2n+3) = pFom, 2n+2) + (p — 1) Fopmyp 20— 2m +4) + Fyyy (20— 2m + 3)
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wiec
n+l 1 m—1
> Fopp (2i) = =1 Fomp(@n+3) =14 > ((p — 1) Fopp (2n — 20+ 4)
i=0 o i=1

+ Fomp (20 — 20 + 3) )

Zatem twierdzenie 4.10 jest prawdziwa dla k = 2m oraz n > m—1. Analogicznie mozemy

pokazaé, ze twierdzenie 4.10 jest prawdziwe dla k£ bedacego liczba nieparzysta. [

Whniosek 4.11. (N. Bednarz [4]) Niech k > 2, n > k — 2, t > 2 bedg liczbami

naturalnymi oraz niech p > 1 bedzie liczbg wymierng. Jezeli

n—1

1. k=2,p=1to Y Fyy = Fy, — 1. (E. Lucas [57])
i=0

2. k=2,p=23to E)pgi = %[p2n+1 - 1}. (T. Koshy [53])

8. k=2,p=1%10 Y Fioig = i3 Froranss — 1]. (S. Faleon, A. Plaza [31])
=0

Korzystajac z twierdzen 4.8 oraz 4.10 otrzymujemy kolejng tozsamos$é dla sum liczb

(k, p)-Fibonacciego

Twierdzenie 4.12. (N. Bednarz [4]) Niech k > 2, m > 1, n > 0 bedg liczbami
n—1
naturalnymi, niech p > 1 bedzie liczba wymierng oraz niech Sop_1 = Y. Fjp (20 +1).
i=0
Jezeli k = 2m to dlan > m — 1 zachodzi
1

Sop-1 = ——
n—1 % —1

F]ﬁp (Qn) + mz_l ((p — 1)sz,p (2n — 21+ 1) + F’ﬁp (2TL — 2@))] .

i=1
Jezeli k =2m + 1 to dla n > m zachodzi

1

= 5y 1)

Frp(2n+k)+ Fopy(2n+k—1) + (1 —p)Frp (204 1)

m—1

+(1=p)Fip(2n)+p—2+@*—p+1) > Fpp(2n+ 20)
=1
m—1

—(P*+2p-2)> Fp(2n+2i+1)|.
=0

Dowdd. 7 twierdzenia 4.8, dla k = 2m, mamy
1 2m—3

2n
ZF2m,p(i): 2% —1 F2m,p<2n+1)+F2m,p(2n_2m+2)_1+p Z FZm,p(zn_i)
i=0

=0
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Poniewaz Z Fopmp (1) = Z Fomp (2) + Z Fomp (20 4+ 1), wige

i=0
n—1 1 2m—3
> oy (2) = 5 1[F2mp(2n+1)+F2mp(2n—2m+2) 11p Y Fomy (20— 1)
i=0 - i=0

— Z Fomp (20).
=0

Ze twierdzenia 4.10 wiemy, ze dla k = 2m zachodzi

n 1
S Fomyp (20) = - [Fmp(znju )—1+ Z (-1 FQmp(Qn—Qz—}—Q)—|—F2mp(2n—21+1))].

Zatem
1 2m—3

Son_1 = =1 Fomp@n+1)+ Fopnp (2n—2m+2) —14+p > Foppy (20— 1)
- i=0

m—1

N ((p 1) Fomy (20— 20 4 2) + Fop (20— 2i + 1))

=1

1

— 1 Fomyp (2n —2m +2) 4+ pFo,p, (2n) + pFopp (20 — 1) + pFop,p, (2n — 2)

+ oo pFom, (2n —2m 4+ 4) + pFop, (2n — 2m 4+ 3) — (p — 1) Famyp (20)

—Fynp(Cn—1)— ... = (p— 1)Fop,y (2n —2m +4) — Foypp (20 — 2m + 3)
— [F2mp (20) + (p — 1) Famy (20— 1) + oy (20— 2) + ...
+ FQmp (20— 2m +4) + (p — 1) Fomp (20 — 2m + 3) + Fomp (20 — 2m + 2)]

1
2p—1

i=1

Fomp (2n) + mz_:l ((p — 1) Fomyp (2n — 2i + 1) + Foypp (20 — 21) )] ,

co nalezalo pokaza¢. Analogicznie mozemy pokazaé, ze twierdzenie 4.12 jest prawdziwe
dla k = 2m + 1. O

Whniosek 4.13. (N. Bednarz [4]) Niech k > 2, n > k — 2, t > 2 bedg liczbami

naturalnymsi oraz niech p > 1 bedzie liczbg wymierng. Jezeli

1. k=2, p=1to Zn: Fy; = Fopqq. (E. Lucas [57))
i=0
n—1

2. k=2,p=3to Z:Opgiﬂ = 1pan. (T. Koshy [53])

n—1 .
3. k= 2, P = % to Z Ft71,2i+1 = ﬁptflﬂn- (S Falcén, A. Plaza [31])
i=0
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4.4 Macierzowa reprezentacja

W podrozdziale tym podamy macierzowe generatory dla liczb (k, p)-Fibonacciego
wykorzystujac idee macierzowych generatoréw dla odlegtosciowych liczb Fibonacciego
wprowadzonych w [9]. Podane generatory dla liczb (k, p)-Fibonacciego uogélniaja znane
generatory dla liczb Fibonacciego i liczb Pella.

Generatorem macierzowym ciggu Fibonacciego jest zlota macierz postaci

11
Q= [ Lo ] , majaca taka wlasnosé, ze dla n > 2

Fn Fn—l

Q" =
Fn—l Fn—2

(4.13)

Generator ten zostal podany przez Vernera Emila Hogatta w 1969 roku, w [42].
Wykorzystujac zaleznosé (4.13) oraz korzystajac z wlasnosci wyznacznikéw macie-
rzy, natychmiast otrzymujemy wzor Cassiniego (2.16) dla liczb Fibonacciego postaci
(-1)"=F,F, »—F? |.

Generator macierzowy dla ciggu Pella, postaci M =

1
0 ] , zostat podany przez Jo-

Pn+1 DPn

Pn Pn-1
rzy  otrzymujemy  wzor  Cassiniego dla  liczb  Pella  (2.18)  postaci

sepha Ercolano w [28]. Ponadto M™ = [ . Obliczajac wyznacznik tej macie-

(—=1)" = ppy1pn_1 — p2. Wzdr ten zostal udowodniony miedzy innymi w [45].
W literaturze mozemy rowniez spotka¢ si¢ z generatorami dla liczb zdefiniowa-

nych rownaniem rekurencyjnym rzedu wyzszego niz dwa. Generatorem macierzowym
1 01

dla liczb Narayana jest macierz .4 = | 1 0 0 | posiadajaca taka wlasnos¢, ze
010
Noyr My N,
A =1 N, N, N, | (naprzyktad [68]).
M1 Mg Mo

W pracy [72] A. P. Stakhov przedstawil generator macierzowy dla p-liczb Fibonacciego

jako macierz postaci
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1 0 O
1
2, = ’
0 ... 0
I 0

oraz pokazal, ze n-ta potega macierzy &£, wynosi

F,(n+1)
F, (n)

F,(n—p+1)
F,(n—p)

F,(n—p+2) F,(n—2p+2)
F,(n—p+1) F,(n—2p+1)

p(n—1) F,(n)
F,(n—2) F,(n—1)
Fy(n—p) F,(n—p+1)

Fy(n—=p—1) F,(n—p) |

(p+1)x(p+1)

Dla k > 2 niech My, = [myj]pxk. Dla 1 < i < k element m;; macierzy M}, jest réwny

wspotezynnikowi Fy ,, (n —¢) w réwnosci (4.1). Ponadto, dla j > 2, mamy

{ 1, jezeli j=i+1
mij:

0, w przeciwnym przypadku .

Macierz M nazywamy generatorem dla liczb (k,p)-Fibonacciego lub macierzg

(k, p)-Fibonacciego.

Dlat € {2,3,4,...,k} otrzymujemy macierze postaci

-1 1 b

MZZ 7M3: p_1 0
1 0

1

p
0 0

M, =

p—1 0
1 0

10

o O

1 00
010
M4: PRI
p—1 0 0 1
1 0 00
JdEkxk




Macierzowa reprezentacja 76

Jezeli k = 2, p = 1 to macierz M, jest generatorem macierzowym dla liczb Fibonacciego.

Jezeli k =2, p= % to macierz My jest generatorem macierzowym dla liczb Pella.

Jezeli k = 3, p=1 to dla n > 3 macierz M3 jest nowym generatorem macierzowym dla
N1 M Ny

liczb Narayana. Wowczas, dlan > 3, M3 = | N,_1 N,_o N3

s)/tn s)/tn—l sTtn—2
Jezeli k > 2, p = 1 to przyjmujac oznaczenie (4.6) otrzymujemy, ze macierz My, jest

nowym generatorem macierzowym dla (k — 1)-liczb Fibonacciego. Wéwczas

Fr_4 (7’L—|—1) F._4 (TL) oo Frg (n—k‘—i—2)
M]?: Fk_l(n—k—l—?)) Fk_l(n—k:—i-Q) Fk_l(n—2k+4)
i Fk,1 (n) Fk,1 (n—l) Fk,1 (n—k—i—l) ]

Jezeli k > 3 oraz p # 1 to macierze M} sa niewystarczajace do wygenerowania wyra-
zow ciagu (k, p)-Fibonacciego. Aby wygenerowaé te ciagi potrzebujemy uzy¢ macierzy

warunkow poczatkowych Ay postaci

Fip(2k —2) Fup(2k—3) ... Fu(k—1)
) Fip(2k—3) Fi,(2k—4) ... Fu(k—2)
| Fiph—1) Fip(k=2) ... F,0) |

Twierdzenie 4.14. (N. Bednarz [4]) Niech k > 2, n > 1 bedg liczbami naturalnymsi
oraz niech p > 1 bedzie liczbg wymierng. Wtedy

[ F,(n+2k—2) Fy(n+2k—3) ... F(ntk—1)
Frp(n+2k—3) Fp(n+2k—4) ... Fey(n+k—2
AgMy? = k! . ) Feal , ) , bl _ ) . (4.14)
| Fepn+k—1) Fyh+k-2) ... Fep(n) |

Dowéd (indukeyjny ze wzgledu na n).
Niech k£ > 2, n > 1 beda liczbami naturalnymi oraz niech p > 1 bedzie liczba wymierna.
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Jezeli n =1 to Ap M), wynosi

Fiop(2k —2)  Fyp(2k —3) Frp(k)  Frp(k—1) p 10
Fip(2k —3)  Fyp(2k —4) Fip(k—1) Fyp(k—2) 0 01
ka(k) Fk’p(k‘ - 1) Fk,p(2) Fk’p(l) P — 1 00 1
| Frp(b—1)  Fip(k—2) Fi (1) Fep(0) | | 1 00 0
ka,p(2k - 2) + (p - 1)Fk,p(k3> + Fk,p<k - 1) Fk‘,p(zk - 2) Fk‘,p(k)
PFep(2k —3)+ (p— 1) Frp(k — 1) + Fip(k —2)  Fy,(2k — 3) Frp(k—1
PFep(k) + (p = 1) Fip(2) + Fip(1) Fyp(K) Fip(2)
PEep(k = 1)+ (p — 1) Fip(1) + Fip(0) Fip(k—1) Fip(1)
Fip(2k—1) Fy,(2k —2) Fip(k+1)  Fp,(k)
Fip(2k —2) Fy,(2k —3) Fip(k)  Frp(k—1)
Frp(k+1)  Fip(k) Fiep(3) Fiop(2)
Frp(k)  Fep(k—1) Fiop(2) Fip(1)
Zatozmy, ze wzor (4.14) jest prawdziwy dla wszystkich n € N. Pokazemy, ze
[ Frp(n+2k—1) Frp(n+2k—2) Frpn+k+1)  Foy(n+k)
Fipn+2k—2 Fpp(n+2k—3) Fipn+k) Frpn+k—1)
ApM ™ = : : : :
Frp(n+k+1) Frp(n+k) Frp(n+3) Fp(n+2)
Fp(n+ k) Fepn+k—1) Frp(n+2) Frp(n+1)

Poniewaz Ay, - M{™ = (A, - M) - My, wiec korzystajac z zalozenia indukcyjnego oraz

z definicji (4.1) dla liczb (k, p)-Fibonacciego, otrzymujemy

[ Fupn+2k—2) Fip(n+2k—3)
Fk7p(n + 2k — 3) Fk7p(n + 2k — 4)
AgMPH = : :
ka(n + k — 1)
Fk,p(n + k — 2)

Fkvp(n—i- k‘)
L Fk,p(n + k- 1)

Fk,p(n + k — 1)
ka(n + k- 2)

Fk,p(n + 1)
Fip(n)

P 1
0 0
p—1 0
1 0
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ka,p(n—l—2k—2)+(p— 1)Fk7p(n+k:) +Fk7p(n+k— 1) F;mp(n—i-k:)
ka,p(n + 2k — 3) + (p - 1)Fk,p(n + k- 1) + Fk7p(n + k- 2) - Fk,p(n + k- 1)
kap(n—i-k +(p kan—i-Q)—i-ka(n—i—l) Fk7p(n+2)

i ka,p(n—sz 1)+ (p —l)ka(n—i— )+Fk,p( n) Fk,p(n+1) |
Frp(n+2k—1) Fyp(n+2k—2) ... Fppn+k+1) Foyn+k) |
ka(n—|—2k:—2 ka(n—|—2k 3) ... Fip(n+k) Fypn+k—1)
Fipn+k+1) Fip(n+ k) oo Frp(n+3) Fp(n+2)

Fk7p(n+k‘) Fk,p(n+k* 1) Fkyp(n+2) Fk7p(n+ 1) ]
Zatem na mocy zasady indukcji matematycznej réwnosé (4.14) jest prawdziwa. O]

Twierdzenie 4.15. (N. Bednarz [4]) Niech k > 2, n > 1 bedg liczbami naturalnymsi
oraz niech p > 1 bedzie liczba wymierng. Wtedy

det Mj, = (—1)F1, (4.15)

(k+1)(k—2)—2

det Ay = (—1) 5, (4.16)

Dowéd. Pokazemy najpierw, ze det M) = (—1)**1. Stosujac rozwiniecie Laplace’a

wzgledem ostatniego wiersza macierzy My, otrzymujemy

p
0O 01 ...0 01 0
detMy=| = i p o | =Lo(=D)F T = ()R
~-100 ... 1 ]
P 0 0 . 1
1 00 ... 0
. . (k+1)(k—=2)—2 . , .
Pokazemy teraz, ze det Ay, = (—1) 2 . Wykorzystujac wzér rekurencyjny (4.1)

oraz warunki poczatkowe dla liczb (k, p)-Fibonacciego otrzymujemy

Fop(2k—2) Fop(2k—3) ... Fiylk—1)

Fi.,(2k—-3) Fp,2k—4) ... Fp,(k—2
det A, = k‘,p(. ) k,p(. ) . k,p(' )

Fupk—1) Foy(k—2) ... Fl0)
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pF;@p(Qk — 3) + (p — 1)Fk,p (]{Z — 1) + Fk,p (k — 2) Fk’p(2k — 3) - Fk7p(k‘ — 1)

B PFep 2k —4)+(p—1)Fip (k—2)+ Fip (k—3) Frp(2k—4) ... Fpp(k—2)
pF—2 ph—3 oo Fip(0)

Fip(k—2) pFrp,(2k—4)+ (p—1)F;, (k—2)+ Fip (k—3) Fip(k—1)

ka(k 3) PFk,p (2k—5) (p— 1)Fk,p (k_S)"‘Fk,p (k_4) Fk,p(k_2)
Fiop (0) P Fip (1)

0 pF=3 Fy., (0)
P73 Fep(k=3) ... Fipk—1) ph=3 p=t .. 1 0 ph?
PPt By, (k—4) ... Frpk—2) pk=t pF=5 .. 0 0 pF3

L F,(0) Frp (2) p
0 0 Frp (1) 0 0 1
0 0 F, »(0) 0

Stosujac rozwiniecie Laplace’a kolejno wzgledem ostatniego i przedostatniego wiersza

otrzymujemy
PR3kt ph2
PP ks g phed
det Ay = 1+ (—1)kTh-1. :
P .0 p?
1 .0 p
0 .0 1
[ I BN | pE3 pht
k—4 k=5 0 k—4 k=5 0
— (_1)2]671 . (_1)’6714»]671 . — (_1)4]673 .
p 0 P
1 0 1 0
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Stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem ostatniej kolumny otrzymujemy

p 1

det Ay = (1) (<DFE (2D P

(=)™ (—)F L (=12 (1)t (=)
— (—1)"2(—) — (-1)

(k+1)(k—2)—10 (k+D)(k=2)=2 _, (k+1)(k—2)—2
2 2 2

= (1,

co nalezalo pokazac. O

Twierdzenie 4.16. (N. Bednarz [4]) Niech k > 2, n > 1 bedg liczbami naturalnymi
oraz niech p > 1 bedzie liczbg wymierng. Wtedy

(k+1)(k+2n—2)—2
2

det (A, MI") = (—1) (4.17)

Dowdd. Poniewaz det (A M) = det A(det My)™, wiec korzystajac z twierdzenia 4.15

otrzymujemy

(k+1)(k—2)—2 (k+1) (k+2n—2)—2
2 2

det (A M)}) = (—1) I e

co konczy dowdd. O



Podsumowanie 1 dalsze kierunki
badan

W niniejszej rozprawie zostaly podane rezultaty dotyczace liczb typu Fibonac-
ciego. W pierwszej czesci przedstawione zostaly oszacowania (A, 2B)-indeksu w gra-
fach jednocyklowych bedace kontynuacja badan zapoczatkowanych w pracy [6] a na-
stepnie rozwinietych w [3]. Przedstawione wyniki nie wyczerpuja tej tematyki i po-
winny by¢ nadal kontynuowane. W kontekscie tym nasuwaja sie pytania dotyczace
(tA;;1 € 7, j € I;)-indekséw w tych klasach, zwigzanych na przyktad z liczbami Pella
i Jacobsthala. Ponadto pojawiaja si¢ problemy istnienia (iA;;i € Z,j € Z;)-krawedzio-
wego kolorowania z podziatem na przyktad dla (24, 3A;)-krawedziowego kolorowania
z podziatem. Zagadnienia te daja szerokie mozliwosci do dalszych badan.

W nawiazaniu do wielu istniejacych uogolnien liczb Fibonacciego, w rozprawie
wprowadzone jest dwuparametrowe uogolnienie ciggu Fibonacciego przy pomocy jed-
norodnego rownania rekurencyjnego rzedu k o wymiernych wspotczynnikach. Inte-
resujace jest, ze wspomniane rownanie uogolnia jednoczesnie kilka znanych ciagow
typu Fibonacciego. Nalezy nadal poszukiwaé¢ nowych wtasnosci wprowadzonego ciagu
(k, p)-Fibonacciego, przede wszystkim jego wzoru jawnego, a takze nowych generator6w
macierzowych. Istotne jest znalezienie interpretacji tego ciagu dla wymiernych wspot-
czynnikéw. Ponadto naturalnym jest zdefiniowanie ciagu (k, p)-Lucasa oraz zbadanie
wlasnosci tego ciagu i okreslenie jego zwiazkéw z ciagiem (k, p)-Fibonacciego.

Wspomniane problemy sa jedynie przyktadowymi, ktére nasuwaja sie, ale z pew-
noscig, w trakcie dalszych badan nad ciggami typu Fibonacciego, beda pojawiaé si¢
inne pytania. Nowe problemy badawcze beda przede wszystkim wynikaé z biezacych

osiggnie¢ naukowych i moga wyznaczac¢ kierunek przysztych badan.
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Dodatek - Tabele dla wybranych ciggéw typu

Fibonacciego

N012345678910 11 12 13 14 15
Ciag

th=th1+nn—1t, 5|1 1 2 4 10 26 76 232 764 2620 9496 35696 140152 568504 2390480 10349536

w

F,=F_1+F, |1 1 2 8§ 13 21 34 95 89 144 233 377 610 987

=J| Ut
—_
—

Ly=L,1+L, 2|2 1 3 4 18 29 47 76 123 199 322 021 843 1364

Qn=2Q, 1+Q, 2|2 2 6 14 34 82 198 478 1154 2786 6726 16238 39202 94642 228486 551614

Ip=Jp-1+2J,010 1 1 3 11 21 43 85 171 341 683 1365 2731 2461 10923

ot

PV, = PUp_o +pu,—3 |1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21 28 37 49

N, =N 1 +9,310 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 88 129
T, =T, 1 +T, o+T, 3|1 3 5 9 17 31 57 105 193 355 653 1201 2209 4063
=1 +1; s+T1,; 5|10 1 2 4 7 13 24 44 81 149 274 504 927 1705 3136

n 7 n—3




(2.39)

(2.40) liczby k-Lucasa Ly, = kLgn1+ Lgno, dlak >1,n>21 Lyo=0, Ly, = k.

n

76 322 1364 141422324 599074578

QUi = | W [N+~

D[ DN DN DD DN
Uik | W[ | =

27 140 727 3775 19602 101785 528527 2744420 14250627 73997555 384238402 1995189565 10360186227
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(2.41) liczby k-Pella py,, = 2pgn—1 + kprpn—2, dla k> 1,0 >21pgo =0, pp1 = L.

L 01 2 3 4 d 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1
2 0 1 2 6 16 44 120 328 896 2448 6688 18272 49920 136384 372608 1017984
3 0 1 2 7 20 61 182 547 1640 4921 14762 44287 132860 398581 1195742 3587227
4 0 1 2 8 24 80 256 832 2688 8704 28160 91136 294912 954368 3088384 9994240
) 0 1 2 9 28 101 342 1189 4088 14121 48682 167969 579348 1998541 6893822 23780349

(2.42) liczby k-Pella-Lucasa Qx(n) = 2Qx(n — 1) + kQx(n — 2),dlak > 1, n > 21 Qr(0) = Qx(1) = 2.

) " 01 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 2 2 14 34 82 198 478 1154 2786 6726 16238 39202 94642 228486 551614
2 2 2 8 20 56 152 416 1136 3104 8480 23168 63296 172928 472448 1290752 3526400
3 2 2 10 26 82 242 730 218 6562 19682 59050 177146 531442 1594322 4782970 14348906
4 2 2 12 32 112 352 1152 3712 12032 38912 125952 407552 1318912 4268032 13811712 44695552

o3amoeuoqrg ndA} moder yoAueiqim e[p a[qe], - Jorepo(
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(2.43) liczby k-Jacobsthala Jy,, = kJg -1 +2Jkpo, dla k> 1,n>21 J0=0, Jp; =L

. "lo12 3 4 5 6 7 12 13 14 15
1 o 11 3 5 11 21 43 683 1365 2731 5461 10923
2 [0 1 2 6 16 44 120 328 18272 49920 136384 372608 1017984
3 10 1 3 11 39 139 495 1763 6279 22363 79647 283667 1010295 3508210 12815247 45642179
4 |0 1 4 18 80 356 1584 7048 31360 139536 620864 2762528 12291840 54692416 243353344 1082798208

(2.44) k-uogdlnione liczby Fibonacciego f, = f,-1 + foo+ ...+ fop, dla k22, n>2 ki f;=0dla0<j <k -2, fr1 =1

. "o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 |0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 37T 610
3 10 0 1 1 ) ! 7 13 2 14 81 149 274 504 927 1705
4 10 0 0 1 1 2 4 15 29 56 108 208 401 773 1490
5 10 0 0 0 1 1 2 8 16 31 61 120 236 464 912
(2.45)
"o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
p
1 (0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 37T 610
2 10 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 88 129

o3amoeuoqrg ndA} moder yoAueiqim e[p a[qe], - Jorepo(
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(2.46) uogdlnione liczby Fibonacciego F' (k,n) =F (k,n— 1)+ F(k,n—k),dlak>22,n> ki F(kn)=n+1dla0<n<k—1.

"o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

1 2 3 ) 8 13 21 34 95 89 144

233 377 610 987 1597

(2.47) uogdlnione liczby Lucasa L(k,n) = L(k,n — 1)+ L(k,n—k),dlak >2,n > 2k i L(k,n) =n+1dla0<n <2k — 1.

" " 0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 1 2 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199 322 521 843 1364
3 1 2 3 4 D 6 10 15 21 31 46 67 98 144 211 309
4 1 2 3 4 > 6 7 8 13 19 26 34 47 66 92 126
5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 16 23 31 40 20 66

(2.48) uogodlnione liczby Pella P(k,n) = P(k,n—1)+ P(k,2n—k+ 1)+ P(k,n—k),dlak >2n>k+11 P(2,0) =0, P(k,0) =1, dla

k>3, P(k,1)=1, P(k,n) =2n—2,dla2 <n < k.

" " 0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2
3 1 1 2 4 7 13 24 44 81 149 274 504 927 1705 3136 5768
4 1 1 2 4 6 9 15 25 40 64 104 169 273 441 714 1156
5 1 1 2 4 6 8 11 17 27 41 60 88 132 200 301 449

o3orooeuoqiq ndA) mo3eid yoAueaqim ep a[aqe], - yarepo(
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(2.49) odleglosciowe liczby Fibonacciego Fd(k,n) = Fd(k,n—k+1)+ Fd(k,n—k),dlak >2,n > ki Fd(k,n)=1dla0<n<k—1.

L " 0 1 2 3 4 D 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2 1 1 2 3 D 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181 6765 10946
3 1 1 1 2 2 3 4 Y 9 12 16 21 28 37 49 65 8 114 151 200
4 1 1 1 1 2 2 2 3 9 12 15 17 21 27 32 38
5 1 1 1 1 1 2 2 2 4 7 8 8 9 12 15 16

(2.50) odleglosciowe liczby Pella Qd(k,n) = Qd(k,n — 1) + Qd(k,n —2) + Qd(k,n — k), dlak > 1,n > ki Qd(k,0) =k, Qd(1,1) = 1,

Qd(k,n) = L,,dlal<n<k-—L

n

12 13

14 15

21

39

71

131

241 443

815

1499

2757

5071 9327
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(2.51) uogdlnione (p,i)-liczby Pella Pp(i)(n) = 2P]§i)(n - 1)+ Plgi)(n —p—1),dlap>1,0<i<pn=p+2i Pzgi)(j) =0,dlal<j <1,
PO(k)=1,dli+1<k<p+1

N 230 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15
1

T 0

S

0 111 15 33 73 161 355 783 1727 3809 8401 18529

[ 11 24 53 117 258 569 1255 2768 6105 13465
2 |0 0 1 9 20 44 97 214 472 1041 2296 5064 11169

(2.52) liczby (s, p)-Jacobsthala J,(s,p) = 2°tP.J, (s, p) + (225+p + 25+2p) Jno(s,p), dlan > 21 Jy(s,p) =1, Ji(s,p) = 25 + 2P + 25P,

"lo1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
p
T ofor 1 3 5 1 =2 43 85 171 341 683 1365
» | 1 |1 5 16 62 220 812 2944 10760 30184 142928 520060 1899488 6924736
~ o 5 10 50 160 620 2200 8120 29440 107600 391840 1429280 5209600
w | 8 32 256 1536 10240 65536 425984 9752512 17825792 115343360 746586112 4331838208
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(4.1) liczby (k,p)-Fibonacciego Fy, (n) =pFy,(n— 1)+ (p—1)F,(n—k+ 1)+ F,,(n—k),dlak>2,n>k,p>11iF;,(0) =0,
Fr,(n)=p"'tdlal<n<k-1

"lo12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
P
1 o112 3 5 8 13 2 34 55 89 144 933 377 610
N 3
|2
< | 9
b
2
1 lo1 11 2 3 4 ¢ 9 13 19 28 A1 60 88 129
= | 2 1 2 5 13 33 84 214 545 1388 3535 9003 22929 58306 148724 3787T3
< | 3 1 3 11 40 145 526 1908 6921 25105 901065 330326 1198213 4346356 15765820 57188385
4 1 4 19 89 417 1954 9156 42903 201034 042001 4414000 20683073 96916320 454128508 2127946065
1
2 1 2 0 921 48 109 248 565 1287 2931 6675 15202 34622 78850
< | 3 1 20 94 303 976 3145 10135 32660 105246 339153 1092014 3521804 11349234
4 1 4 16 67 281 1176 4921 20594 86185 360679 1500410 6316825 26435522 110631024 462983990
1
° |2 1 2 8 17 37 8 172 369 792 1701 3654 7849 16859 36211
< | 3 1 97 83 256 789 2430 7483 23044  T0966 218547 673037 2072682 6383022
4 1 16 64 259 1049 4248 17200 69641 281970 1141673 4622540 18716283 75780683 306820721
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