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Rodzicom



Summary

The dissertation is devoted to an increase of probability and fidelity of a multi-
ple quantum teleportation. The first part presents a multiple linear-optical quantum
teleportation performed with use of the Knill, Laflamme, and Milburn (KLM) pro-
tocol. It is shown that errors introduced in previous teleportations can be corrected
by errors introduced in subsequent teleportations. Moreover, it is demonstrated that
due to this effect nonmaximally entangled states give higher probability of a faithful
multiple teleportation when the number of teleportations is high enough. A modi-
fied version of the modified KLM protocol, called adaptive quantum teleportation
protocol, is introduced and it is shown that this protocol allows a further increase of
the probability of a faithful teleportation. It is proved that even in the case of a do-
uble teleportation performed with use of the modified KLM protocol, nonmaximally
entangled states are more likely to give a faithful teleportation, than maximally
entangled states.

In the second part of the dissertation it is shown how, by means of an entangle-
ment swapping protocol, fidelity of a double teleportation performed by exploiting
of some mixed states can be increased. Furthermore, it is proved that, using an
entanglement swapping protocol with two states neither of which violates Clauser—
Horne-Shimony-Holt inequality, a state which violates this inequality can be obta-

ined.
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Streszczenie

Tematyka pracy obejmuje zagadnienia zwigzane ze zwickszaniem prawdopodo-
biefistwa i wiernosci wielokrotnej teleportacji kwantowej. W pierwszej czeéci pra-
cy przedstawiono wielokrotna liniowo-optyczna teleportacje kwantows wykonang,
za pomocg protokotu Knilla, Laflamme’a i Milburna (KLM). Pokazano, ze bledy
wprowadzone w poprzednich teleportacjach moga zosta¢ poprawione przez bledy
wprowadzone w nastepnych teleportacjach. Co wiecej, udowodniono, ze ze wzgledu
na ten efekt stany niemaksymalnie épladtane daja wieksze prawdopodobienstwo wier-
nej wielokrotnej teleportacji dla dostatecznie duzej liczby teleportacji. Wprowadzono
ponadto zmodyfikowang wersje protokotu KLM, ktorg nazwano teleportacjg dostoso-
wang i pokazano, ze pozwala ona dodatkowo zwiekszy¢ prawdopodobienstwo wiernej
teleportacji. Udowodniono, ze juz w przypadku podwojnej teleportacji wykonywanej
za pomocy zmodyfikowanego protokolu KLM stany niemaksymalnie splatane daja
wigksze prawdopodobieristwo wiernej teleportacji niz stany maksymalnie splgtane.

W drugiej czesci pracy pokazano jak wykorzystujac protok6t wymiany splatania
mozna zwiekszy¢ wierno$¢ podwojnej teleportacji wykonywanej za pomocg pewnych
stanéw mieszanych. Dodatkowo udowodniono, ze za pomoca protokolu wymiany
splatania z dwoch stanéw, z ktorych zaden nie lamie nierébwnosci Clausera—Horne’a—

Shimony’ego—-Holta, mozna otrzymac stan, ktéry juz te nier6wnosé¢ tamie.

vil
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Rozdziat

Wstep

Jeden z kluczowych probleméw informatyki kwantowej dotyczy efektywnego prze-
sytania informacji kwantowej. W 1993 roku Bennett i inni zaproponowali protokét
teleportacji kwantowej, ktory pozwala na przeniesienie nieznanego stanu kwantowe-
go z jednej czastki na drugg z wykorzystaniem splatania kwantowego i klasycznej
komunikacji [Bennett et al., 1993|. Protokét ten nie naktada ograniczenia na dystans
Jaki dzieli czastki, miedzy ktorymi stan jest teleportowany.

Teleportacja kwantowa zostala po raz pierwszy przeprowadzona eksperymental-
nie w 1997 roku przez grupe Zeilingera [Bouwmeester et al., 1997], a rok poézniej
przez grupe de Martiniego [Boschi et al., 1998]. Obie grupy dokonaly teleportacji
stanow fotonéw metodami optyki liniowej. W kolejnych latach pojawito sie wiele
prac, w ktorych donoszono o teleportacji stanéw fotonéw na coraz to wieksze od-
leglosci dochodzace nawet do kilku kilometréw [Marcikic et al., 1998; Ursin et al.,
2004; Ursin et al., 2007]. Poza teleportacja stanéw fotonéw dokonano réwniez tele-
portacji stanéw atoméw [Barrett et al., 2004; Riebe et al., 2004].

Rozwazania zawarte w niniejszej pracy dotycza wielokrotnej teleportacji kwanto-



1. WSTEP

wej, rozumianej jako tanicuch kilku nastepujacych po sobie teleportacji. W pierwszej
czescl pracy, obejmujacej rozdzialty 2-4, rozwazymy teleportacje kwantows wyko-
nywang za pomocg optyki liniowej. Metody optyki liniowej sa dobrze opanowane
eksperymentalnie, o czym $wiadezy chociazby fakt, ze dwie pierwsze teleportacje
kwantowe zostaly wykonane z wykorzystaniem wtasnie tych metod. Za ich wade
mozna jednak uzna¢ fakt, iz nie pozwalaja one na wykonanie deterministycznej te-

leportacji kwantowe;j.

Zawarto$¢ rozdziatow skladajacych sie na czeéé pierwsza pracy przedstawia sie
nastepujaco. W rozdziale 2 oméwimy podstawowy protokét teleportacji kwantowej
Bennetta i innych oraz najbardziej efektywny z dotychczas opisanych w literaturze
protokotéw liniowo-optycznej teleportacji, tj. protokst Knilla, Laflamme’a i Milbur-
na (KLM) [Franson et al, 2002; Grudka i Modlawska, 2008; Knill et al., 2001].
W kolejnym rozdziale rozwazymy wielokrotna, liniowo-optyczna teleportacje kwan-
towa wykonang za pomocg protokolu KLM i pokazemy, ze dla dostatecznie duzej
liczby teleportacji stany niemaksymalnie splatane daja wieksze prawdopodobierni-
stwo wiernej teleportacji niz stany maksymalnie splatane [Grudka i Modlawska,
2010; Modtawska i Grudka, 2008b]. Z kolei rozdzial 4 zawiera opis protokotu do-
stosowane] teleportacji kwantowej, ktory jest modyfikacjg protokotu KLM. Poka-
zemy tutaj, ze juz w podwojnej teleportacji stany niemaksymalnie splatane daja,
wigksze prawdopodobiefistwo wiernej teleportacji niz stany maksymalnie splatane

[Modlawska i Grudka, 2009).

W drugiej czesci pracy, obejmujacej rozdzialy 5 i 6, rozwazymy podwdjng tele-
portacje qubitéw wykonywang za pomoca ogélnych lokalnych operacji kwantowych

(tzn. nie bedziemy ograniczaé sie do lokalnych operacji kwantowych wykonywanych
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za pomocg optyki liniowej). Pokazemy w niej jak dzieki prostej modyfikacji protokotu
wymiany splatania mozemy zwiekszy¢ wiernos¢ podwojnej teleportacii wykonywanej
za pomocg pewnych stanéw mieszanych [Modtawska i Grudka, 2008a]. Zaproponowa-
ng metod¢ poréwnamy ze znang metoda niezaleznego zwigkszania wiernosci kazdej z
pojedynczych teleportacji i przedstawimy przyklady stanéw, dla ktorych pierwsza z
metod daje wigksza wiernoé¢ podwojnej teleportacji. Dodatkowo pokazemy, ze w po-
dobny sposéb ze stanéw nietamigcych nieréwnosci Clausera, Horne’a, Shimony’ego
i Holta mozemy otrzymaé stan, ktéry juz te nieréwnosé lamie [Wojcik et al., 2010].

Wyniki zawarte w pracy mogg mie¢ znaczenie m.in. przy przesylaniu informacji

w sieciach kwantowych miedzy rozproszong grupg uzytkownikow.



Rozdziat 2

Liniowo-optyczna teleportacja

2.1 Oryginalny protokoét teleportacji

Przesylanie stanu kwantowego z uzyciem klasycznego kanatu komunikacyjnego

oraz pary splatanych qubitéw nazywane jest teleportacja kwantows [Bennett et al.,

1993]. W protokole teleportacji kwantowe]j uczestnicza nadawca oraz odbiorca, przy

czym zgodnie z powszechnie stosowana konwencja, nadawcy przypisuje sie imie Ali-

cja, a odbiorcy Bob. Protokét teleportacji sktada sie z dwoch etapow, a mianowicie z

etapu pomiaru, ktéry przeprowadza Alicja i etapu odtwarzania, ktory przeprowadza

Bob. Aby wykona¢ teleportacje Alicja i Bob musza posiada¢ po jednym qubicie z

pary qubitéw w dowolnym z ponizszych stanow Bella:

|®F) 4B _7(’0>AIO>B+|1>AI1> B);
1©) a5 = —}(lomom — 1) all)s),
+) 45 —7<lo>A|1>B+|1>A|o> 2),
1) an = (100411} 5 = [1)410)5).

%l
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z ktorych kazdy jest stanem maksymalnie splatanym. Czastka oznaczona liters A
nalezy do Alicji, a czgstka oznaczona litera B do Boba. Protokét teleportacji przed-
stawiony zostanie na przykladzie stanu |®*) 45; dla trzech pozostatych stanéw Bella
obliczenia przebiegaja analogicznie.

Oprocz czastki z pary splatanej, Alicja posiada dodatkowo czastke C w stanie

[¥)c = al0)c + B[1)c, (2.5)

gdzie o i 3 to liczby zespolone spetniajace warunek |a|? + |3]? = 1. Celem zaréwno
Alicji jak i Boba jest teleportacja stanu z czastki C' na czastke B, tzn. daza oni do

tego, aby po teleportacji czastka B znalazla sie w stanie

l¥)s = |0)5 + B|1) 5. (2.6)

Poczatkowy stan czastek A, B i C' mozna zapisa¢ w postaci

[)c|®) ap = %(Cﬂo)c + Bl1)¢)(10)4]0) 5 + 1) 4|1)B). (2.7)

Aby teleportowaé czastke, Alicja musi wykona¢ pomiar w bazie Bella stanu swoich
qubitéw, tzn. qubitu A z pary splatanej oraz qubitu C. W zwigzku z tym korzystnie
Jest wyrazi¢ stany qubitéw A i C' w tej wlasnie bazie. Korzystajac z (2.1)—(2.4)
mozemy zapisa¢ stan czastek Alicji i Boba w nastepujacej postaci

[9)el*) a5 = 518 )calelo)s + 611)5) + 1197)oa(el0)5 — Bl1))

31U ca(BI0)5 +al1)s) + 2 )ea(-B0)s +all)s). (28

Z (2.8) wynika, ze w wyniku pomiaru Alicji uktad przejdzie z réwnym prawdopodo-

bienstwem wynoszacym i do jednego ze stanow:
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[2%)ca(e]0)s + BI1)5), (2.9)
|27 )ca(e]0)s — B1)5), (2.10)
[¥*)ca(Bl0)s + 1) 5), (2.11)
[U7)ca(=010)5 + |1)5). (2.12)

Obie czgstki Alicji ulegajg splataniu w jeden ze stanéw Bella, ktéry, dzieki pomiaro-
wi, Alicja moze jednoznacznie okresli¢. Jednak ze wzgledu na fakt, ze wynik pomiaru
jest calkowicie losowy, Bob nie jest w stanie przewidzie¢, w ktérym z czterech moz-
liwych stanéw znajduje sie jego qubit. Aby Bob otrzymal qubit w takim samym
stanie jak oryginalny stan czastki C', Alicja musi przesta¢ mu informacje o wyniku
pomiaru. Potrzebuje ona do tego dwoch bitéw klasycznej informacji. Po otrzymaniu
informacji od Alicji, Bob rozpoczyna etap odtwarzania i, w zaleznoéci od wyniku

pomiaru Alicji, stosuje jedna z czterech operacji unitarnych tj. I, o, o, lub oy

o jezeli Alicja otrzyma jako wynik pomiaru |®*)c4, wowczas Bob nie musi do-
konywa¢ zadnych operacji. Sytuacja ta odpowiada zastosowaniu operacji uni-

tarnej

I = (é 2) (2.13)

o jezeli Alicja otrzyma wynik |®7)c4, wowczas Bob musi zastosowaé do swojej

czastki bramke Pauliego

. (3 _01) | (214)
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o jezeli Alicja otrzyma wynik |¥*+)c4, wowcezas Bob musi zastosowaé do swojej

czastki bramke Pauliego

e (t)) _ -

o jezeli Alicja otrzyma wynik |V~ )c4, wowczas Bob musi zastosowaé do swojej

czgstki bramke Pauliego o, = io,0,, tj.

0 i
o, = (_Z. o)’ (2.16)

Po zastosowaniu przez Boba odpowiedniej operacji unitarnej otrzyma on taki
sam stan qubitu B w jakim poczatkowo znajdowal sie qubit C' Alicji. W ten sposéb
teleportacja stanu kwantowego (2.6) od Alicji do Boba zostanie zakoriczona, a pier-
wotny stan qubitu Alicji ulegnie zniszczeniu. Zniszczenie qubitu dowodzi, ze podczas
procesu teleportacji nie dochodzi do klonowania qubitu, a zatem zakaz klonowa-
nia udowodniony przez Woottersa i Zurka [Wootters i Zurek, 1982 oraz niezaleznie

przez Dieksa [Dieks, 1982] nie zostaje naruszony.

2.2  Wiernos¢ teleportacji kwantowe;j

Jak wynika z powyzszych rozwazan teoria przewiduje, iz stan qubitu moze by¢ te-
leportowany wiernie. Jednak rzeczywiste warunki laboratoryjne odbiegaja od tych,
ktore opisuje prosta teoria. W konsekwencji oznacza to, ze zamiast stanu maksy-
malnie splatanego Alicja i Bob beda wspoldzielili co najwyzej stan bliski takiemu
stanowi, a zamiast pomiaru Bella, Alicja wykona pomiar co najwyzej bliski takie-

mu pomiarowi. W zwigzku z tym, nawet jezeli Alicja bedzie teleportowala qubit w
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stanie czystym
|¥) = cos(6/2)|0) + €*sin(6/2)0), (2.17)
to Bob w ogélnosci otrzyma qubit w stanie mieszanym p. Zdefiniujmy wielkos¢
= (¥lp|D), (2.18)

ktorg nazwiemy wiernoscig teleportowanego qubitu. Jezeli F' = 1, to qubit teleporto-

wany jest wiernie. Nalezy zaznaczy¢, ze z fizycznego punktu widzenia ,minimalng”

wiernodcig F' nie jest 0 tylko %, poniewaz w takim wypadku teleportowany qubit
znajduje si¢ w stanie maksymalnie mieszanym i nie zawiera zadnej informacji.
Usrednijmy teraz F' po wszystkich poczatkowych stanach czystych teleportowa-

nych qubitéw, tj. obliczmy wielkogé
1 T 27
- 4—// U|p| L) sin 0d8de, (2.19)
00

- gdzie czynnik %I;—e Jest gestoscig stanow na sferze Blocha. Wielko$¢ f nazwiemy wier-
noscia teleportacji. Wiernoé¢ f ma podobne wlasnosci jak wiernosé teleportowanego
qubitu (tzn. jezeli f = 1, to teleportacja jest wierna i ,minimalng” wiernoécia jest
[ = %), ale w przeciwienstwie do F', wierno$¢ f jest niezalezna od wyboru sta-
nu teleportowanego qubitu. Dodajmy, ze jesli f < %, to teleportacja nie moze byé
uwazana za kwantowa, poniewaz wiernosé teleportacji f = % moze by¢ osiggnieta

bez uzycia splatania jedynie za pomoca lokalnych operacji kwantowych i klasycznej

komunikacji. Aby osiagna¢ wiernos¢ teleportacji f = % nadawca musi zmierzy¢ qubit
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w dowolnej bazie, np. {|0), |1)}, i przesta¢ informacje o wyniku pomiaru do odbiorcy.
Nastepnie odbiorca przygotowuje qubit w takim stanie, w jakim znalaz} go nadawca,

tzn. w stanie |0) lub |1).

2.3 Protokoél liniowo-optycznej teleportacji KLM

Przez liniowo-optyczng teleportacje bedziemy rozumieli teleportacje kwantows,
ktorg mozna wykonaé¢ za pomoca elementéw liniowo-optycznych, takich jak plyt-
ka $wiatlodzielaca, polaryzacyjna plytka $wiattodzielaca czy plytka fazowa oraz
detektory rozrézniajace liczbe fotonéw. Zaznaczmy, ze w ukladzie zlozonym wy-
tacznie z takich elementéw nie mozna wykona¢ deterministycznej teleportacji |Liit-
kenhaus et al., 1999], mozna natomiast wykonaé teleportacje probabilistyczna. Naj-
prostsza liniowo-optyczna teleportacja koriczy sie sukcesem z prawdopodobienistwem

, a jej prosta modyfikacja pozwala na zwiekszenie tego prawdopodobieristwa do

[T N

[Bouwmeester et al., 1997]. Knill, Laflamme i Milburn zaproponowali protoké}
liniowo-optycznej teleportacji, ktéry pozwala na osiggniecie prawdopodobienstwa te-
leportacji dowolnie bliskiego jednosci [Knill et al., 2001]. Prawdopodobienistwo suk-
cesu teleportacji uzaleznione jest od wyboru stanu splatanego. W oryginalnym pro-
tokole KLM qubit zakodowany jest w superpozycje stanu prézni i stanu jednofoto-
nowego. Ponizej oméwimy uogélniony protokét KLM, w ktérym qubit zakodowany
Jest w superpozycje stanu jednofotonowego o polaryzacji horyzontalnej |H) i stanu
jednofotonowego o polaryzacji wertykalnej |V') [Franson et al., 2002; Spedalieri et

al., 2006].
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Zalézmy, ze chcemy teleportowaé stan fotonu
V) = a|H) + 8|V). (2.20)
Do teleportacji uzyjemy stanu splatanego postaci

ltn) =D | VY IH) Y H) V)N, (2.21)

=0
gdzie [V')? (|[H)?) oznaczajy j wertykalnie (horyzontalnie) spolaryzowanych fotonéw,
po jednym w kazdym z j kolejnych modéw. Foton, ktérego stan chcemy teleportowaé
znajduje si¢ w modzie 0 posiadanym przez Alicje, a fotony ze stanu splatanego
uzytego do teleportacji znajdujg si¢ w modach od 1 do 2N, przy czym pierwsze N
modéw posiada Alicja, a pozostale N modéw posiada Bob, jak przedstawiono na
rysunku 2.1.
Przez az i b}; oznaczmy, odpowiednio, operator kreacji fotonu o polaryzacji werty-
kalnej w modzie k oraz operator kreacji fotonu o polaryzacji horyzontalnej w modzie

k. Stany jednofotonowe |V'), i |H ), zapiszmy w nastepujacych postaciach:
aflvac) = |V)y, (2.22)
bllvac) = |H)y, (2.23)

gdzie [vac) oznacza stan prozni. Korzystajac z relacji (2.22) i (2.23) mozemy przed-

stawi¢ stany (2.20) oraz (2.21) w postaciach

W) = ab|vac) + Baf|vac) (2.24)
oraz
N . .
ltx = chaJ{ o a;»b;ﬂ .. bl Jvac) | HY VYN (2.25)
=0

10



2.3. PROTOKOL LINIOWO-OPTYCZNEJ TELEPORTACJI KLM
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o ltx) < : "
2 . '
O . i )
2‘. e : : |
S :
S N _ |
= | 0)

Rysunek 2.1. Schemat liniowo-optycznej teleportacji Knilla, Laflamme’a i Milburna
(KLM).

W konsekwencji, stan catego ukladu mozna wyrazié¢ jako
s N
)ltn) = Z [ac]bo I}, 1%)(HA iy b;[—f—k)

+Bc;ad (T, o) (b )| [vac) | H)Y V)N, (2.26)

Aby teleportowa¢ qubit do Boba, Alicja musi wykona¢ (N + 1)-punktows transfor-
mate Fouriera na modzie 0 oraz na pierwszych N modach stanu splatanego (2.21),

ktora opisana jest wyrazeniami:

FN(QL \/N—H ZZO Uk lka (227)
k

Fn(@}) = Wbl 2.28

=73 lZ (228)

11



2.3. PROTOKOL LINIOWO-OPTYCZNEJ TELEPORTACJI KLM

2n/(N+1)Transformata ta moze zosta¢ wykonana za pomoca elementow

gdzie w =€
liniowo-optycznych [Weihs et al., 1996]. Po jej zastosowaniu stan (2.26) sprowadzi

sie do postaci

N
N+1 N .
1 STkl
< VN + 1) z[ Z wr=e ((chb;foa;l S agj b;rgﬂ T b;[m

3=0 0<loyr kN <N

+Bcialal, .ol bl b ad)[HY V)N (2.29)
Alicja dokonuje pomiaru liczby fotonéw spolaryzowanych wertykalnie i horyzontalnie
w kazdym z pierwszych N + 1 modow. (Warto tutaj zauwazyé, ze suma wszystkich
fotonéw zarejestrowanych przez Alicje wynosi N+ 1. Wynika to z faktu, ze poczatko-
wo w kazdym z pierwszych N + 1 modéw znajdowal sie jeden foton, a transformata
Fouriera (2.27)-(2.28) zachowuje liczbe foton6éw.) Przyjmijmy, ze w modzie j Alicja
zarejestrowata r; fotonéw o polaryzacji wertykalnej oraz h; fotonéw o polaryzacji
horyzontalnej. W zaleznosci od r; i h; mozliwe sg nastepujace trzy scenariusze.

I. Suma wertykalnie spolaryzowanych fotonéw zarejestrowanych przez Alicje we

wszystkich modach wynosi NV + 1, tj.

N
Sr=N+1 (2.30)
j=0

W takim przypadku stan teleportowanego qubitu zostanie efektywnie zmierzony w
bazie {|V),|H)} z wynikiem pomiaru |V) i, co za tym idzie, teleportacja nie uda sie.
Prawdopodobieristwo tego zdarzenia wynosi |3|%|cn|*.

II. Suma wertykalnie spolaryzowanych fotonéw zarejestrowanych przez Alicje we

wszystkich modach wynosi 0, tj.

N
> rp=10, (2.31)
§=0

12
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W takim przypadku stan teleportowanego qubitu zostanie efektywnie zmierzony w
bazie {|V),|H)} z wynikiem pomiaru |H), w konsekwencji czego teleportacja nie
uda sie. Prawdopodobienstwo takiego zdarzenia wynosi |a|?|co|?.

III. Suma wertykalnie spolaryzowanych fotonéw zarejestrowanych przez Alicje

we wszystkich modach jest rézna od 0iod N + 1 i wynosi m, tj.

N
j=0

Zauwazmy, ze poniewaz liczba wszystkich fotonéw zarejestrowanych przez Alicje
wynosi N + 1, to suma horyzontalnie spolaryzowanych fotonéw zarejestrowanych

przez Alicje we wszystkich modach jest r6zna od 0iod N +11iwynosi N —m + 1,

N
> hj=N-m+1 (2.33)
=0

W konsekwencji, nieunormowany stan (2.29) po pomiarze mozemy zapisa¢ w postaci

N
1 N+1 Z plp . -
(—) > S we=0 (ozcmbj0 alTl 55 'a;mb;m+1 o b;vaac)|H> V)N

s

VN +1

N
2 Pl
+ > wr=0 ﬁcm_lagoaz . aanle’m . bIN)|vac)|H)m71|V>N‘m+l], (2.34)
S/

gdzie S i S’ sg nastepujacymi zbiorami:
S ={(o, -, In)/{l, ..., Ik} zawiera r; razy wartosé¢ j
(tzn. w modzie j Alicja zarejestrowala r; wertykalnie spolaryzowanych fotonow)

i{lo,lk41, ..., [N} zawiera h; razy warto$cé j

(tzn. w modzie j Alicja zarejestrowala h; horyzontalnie spolaryzowanych fotonow),

gdzie j € {0,..., N}},

13



2.3. PROTOKOL LINIOWO-OPTYCZNEJ TELEPORTACJI KLM

S ={(lo, ..., In)/{lo, ..., lx—1} zawiera r; razy wartos¢ j

i{lg, ..., In} zawiera h; razy wartos¢ j, gdzie j € {0, ..., N}}.

Jak mozna zauwazy¢, kazda z sum po elementach zbioru S lub S’ w (2.34) posiada

te same stany dla pierwszych N + 1 modéw. Réznica wystepuje tylko w czynnikach:

N

Z plp
Z wr=0 5 (2.35)
S

N

22 Pl
Z wp=0 . (236)
S/

Sumy (2.35) i (2.36) spelniaja relacje

> So -3

Pl; plp — lp

D west ="y gy = (2.37)
s G

Wobec
N N
b= _jr;+hy), (2.38)
p=0 7=0

unormowany stan (2.34) po pomiarze mozemy zapisa¢ w postaci

N
. =2 Jlri+hy) "
=0
CKCm’ > oI IBCm—lw ’ > lv)N*m-H.’ (239)

p(m)

®)o..N|H)™ !

gdzie |®)o. n jest unormowanym stanem dla pierwszych N + 1 modéw po pomiarze,

a

p(m) = |acn|® + |Bem-1 [ (2.40)

14
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jest prawdopodobienstwem tego, ze suma wszystkich wertykalnie spolaryzowanych
fotonéw zarejestrowanych przez Alicje wynosi m'. Zauwazmy z (2.39), ze qubit zostat

przeteleportowany do modu N + m z dodatkowsg fazg. Wartos¢ fazy

N
= > i(rj+hj)
w =0 (2.41)

zalezy od liczby wertykalnie i horyzontalnie spolaryzowanych fotonéw zarejestro-
wanych przez Alicje w kazdym z modéw. Alicja zna te wartosé i moze jg przestaé
do Boba, ktéry po otrzymaniu informacji moze skorygowaé faze za pomocs plytki

fazowej, otrzymujac stan

@0, w1yt el E BomalV)) s, (242)
p(m)
2.4 Korekcja bledu
Stan qubitu po teleportaci
T,) ! (ol H) + Bem_1]V)) (2.43)

 laenl? + [Bom-af?
rozni sie¢ od stanu qubitu przed teleportacja, co oznacza ze nie zostal on przetele-
portowany wiernie. W celu przywrécenia stanu qubitu danego wyrazeniem (2.43)
do jego stanu poczatkowego, Bob musi dokonaé na qubicie uogélnionego pomiaru

kwantowego opisanego przez nastepujace operatory Krausa:

Bs = " H)(H| + [V)(V], (2.44)

m

Mozna to wywnioskowaé z faktu, ze transformata Fouriera nie zmienia zaréwno liczby werty-
kalnie jak i horyzontalnie spolaryzowanych fotonow. Wobec tego, prawdopodobiefstwo p(m) musi
by¢ réwne prawdopodobienstwu znalezienia m wertykalnie spolaryzowanych fotonéw w pierwszych
N + 1 modach stanu poczatkowego.

15
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2
Ep=4/1- C:_l |V><V|7 (2'45)
gdy |Cm~1‘2 < |Cm|2, oraz
Cm

Cm—1

2
Br= 41— = [2)(1], (2.47)
m—1

gdy |cm-1]* > |em|®. Wybér operatoréw Krausa zalezy od wspotczynnikow ¢, i

Cm, a wiec od stanu splatanego uzytego do teleportacji oraz od liczby wertykalnie
spolaryzowanych fotonéw zarejestrowanych przez Alicje. Dzialajgc na stan qubitu
operatorem Krausa Fg, otrzymamy oryginalny stan qubitu o|H) + B|V). Praw-
dopodobienstwo udanej korekcji bledu pod warunkiem, ze Alicja zarejestrowala m
fotonéw dane jest wzorem

p(S|m) = (oa] Bl Es i) = 2indlemal, leml}

= TooP+ [P (2.48)

Laczne prawdopodobienistwo zarejestrowania m wertykalnie spolaryzowanych foto-

néw i udanej korekeji btedu wynosi
p(S,m) = p(S|m)p(m) = min{|cm_1], |cxm|}. (2.49)

Catkowite prawdopodobieristwo wiernej teleportacji p(S) obliczymy sumujac po m

prawdopodobienistwa p(S,m), czyli

p(S) = X_:OP(S, m) = Z_:O min{|cm 1], [cm|}. (2.50)

16



2.4. KOREKCJA BLEDU

Prawdopodobienstwo p(S) mozna zapisa¢ w postaci
p(S)=1- Z lcm'2 + Z |Cm’2v (2.51)
max min,m£0,m#N
gdzie pierwsza suma jest po wszystkich maksimach ciggu wspolczynnikow |c,|?, a
druga suma jest po wszystkich minimach ciagu wspotczynnikow |c,,|* z wytaczeniem
ewentualnych miniméw dla m = 0 i/lub m = N. Calkowite prawdopodobieristwo
wiernej teleportacji przyjmuje wartos¢ maksymalng

1

S)=1—-—— 2.52
P =1-——, (2.52)
gdy wszystkie wspotczynniki spetniaja relacje
1
2
|t = ———, 2.5
eml? = (253

a wigc dla stanu maksymalnie splatanego. Szczegélowe obliczenia zawarto w pra-
cy [Grudka i Modlawska, 2008] oraz w pracy magisterskiej [Modtawska, 2009).

Na rysunku 2.2 przedstawiono schemat eksperymentalnej korekeji btedu. Uktad
doswiadczalny sktada si¢ z dwoch polaryzacyjnych plytek swiattodzielacych oznaczo-
nych PBS1 oraz PBS2. W modzie wejsciowym k znajduje si¢ foton w stanie (2.43).
Pierwsza z polaryzacyjnych ptytek $wiatlodzielacych (PBS1) przepuszcza fotony o
polaryzacji |V) i odbija fotony o polaryzacji [H). Jesli |c,|? < |cm—1]?, to druga z

polaryzacyjnych ptytek $wiattodzielacych (PBS2) obrocona jest o kat 6, taki, ze

BORG = |l , (2.54)
Cm—1
a wiec odbija fotony o polaryzacji
|H") = —sin|V) + cos 0| H) (2.55)

17



2.4. KOREKCJA BLEDU

Rysunek 2.2. Schemat eksperymentalnej korekcji bledu z kodowaniem polaryzacyjnym,
Zrodto [Grudka i Modtawska, 2008].

1 przepuszcza fotony o polaryzacji

V') = cosB|V) +sin | H). (2.56)
Po przejsciu lub odbiciu fotonu przez obie plytki znajdzie sie on w stanie

|m) = —1—(acm|H)1 + Bem-1080|V') g — Bep1sin 0| H')3). (2.57)

vp(m)

Jezeli detektor znajdujacy sie na koncu modu 3 zarejestruje foton, to qubit zostaje
zniszczony. W wypadku, gdy detektor nie zarejestruje fotonu, qubit przejdzie do

stanu
|¥) = alH)1 + 6]V, (2.58)
ktory moze zostaé przeksztalcony do postaci

|¥) = o H)1 + 8|V (2.59)

18



Rozdziat

Wielokrotna liniowo-optyczna teleportacja
kwantowa

3.1 Wprowadzenie

W tym rozdziale omoéwimy wielokrotna liniowo-optyczng teleportacje kwantows,
w schemacie Knilla, Laflamme’a i Milburna. W procesie teleportacji istotne jest,
aby prawdopodobiefistwo wystapienia bledu bylo jak najmniejsze. Dlatego skupi-
my si¢ na zbadaniu wplywu korekeji bledu na prawdopodobienistwo sukcesu wiernej
wielokrotnej teleportacji w schemacie KLM. W tym celu rozwazymy wielokrotng
teleportacje kwantowag z uzyciem stanéw niemaksymalnie splatanych i obliczymy
prawdopodobiefistwo wiernej teleportacji w dwoch sytuacjach, a mianowicie gdy
korekcja bledu wykonywana jest bezposrednio po kazdej teleportacji oraz gdy ko-
rekcja btedu wykonywana jest tylko po ostatniej teleportacji. Otrzymane prawdo-
podobienstwa poréwnamy z prawdopodobienistwem wiernej wielokrotnej teleportacji
z uzyciem stanéw maksymalnie splatanych.

Przyktadowa wielokrotna teleportacje, czyli lancuch kilku nastepujacych po so-
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Alicia Charlie David Bob
Hf\" §f;\;}
[ & -8 & o o)

Rysunek 3.1. Schemat wielokrotnej teleportacji, zrodto [Modtawska i Grudka, 2008b].

bie teleportacji przedstawiono na rysunku 3.1. Na pokazanym schemacie kazda para
sasiadujacych uczestnikéw (Alicja i Charlie, Charlie i David, itd.) uzywa do telepor-

tacji stanu splatanego
N
ltn) = E%CilV>iIH>N_i!H>iIV>N“i7 (3.1)
=
ktory zostal szczegblowo oméwiony w podrozdziale 2.3.

W standardowym procesie teleportacji najpierw Alicja teleportuje qubit do Char-
liego, a nastepnie Charlie dokonuje korekeji btedu i stan po korekeji btedu teleportuje
do Davida, ktéry réwniez przed kolejng teleportacja dokonuje korekcji bledu, itd.
Ostatecznie qubit trafia do Boba, ktory takze dokonuje korekcji bledu. A zatem
korekcja btedu wykonywana jest po kazdej teleportacji, co pokazano na rysunku 3.2.

Dla prostoty rozpatrzmy najpierw laicuch skladajacy sie z dwoch teleporta-
¢ji, w ktoérym najpierw Alicja teleportuje qubit do Charliego, a nastepnie Charlie
teleportuje qubit do Boba. Aby poprawi¢ blad Charlie musi dokona¢ na otrzyma-
nym qubicie uogélnionego pomiaru kwantowego opisanego przez operatory Krausa
(2.44)—(2.47). Wyboru operatoréw Krausa dokonuje sie w zaleznosci od liczby foto-
noéw zarejestrowanych przez Alicje. Podobnie, Bob musi dokona¢ na swoim qubicie
uogolnionego pomiaru kwantowego opisanego przez operatory Krausa (2.44)—(2.47),

ktorych wybor zalezy od liczby fotonéw zarejestrowanych przez Charliego. Prawdo-

20



3.1. WPROWADZENIE

Alicja Charlie David Bob
@ L ) . e . ] I O =0 .
KB KB KB

Rysunek 3.2. Schemat teleportacji wielokrotnej z korekcjg bledu (ozn. KB) wykonang po
kazdej teleportacii.

podobieristwo zarejestrowania m wertykalnie spolaryzowanych fotonéw przez Alicje
i udanej korekcji btedu wynosi
p(S,m) = min{|cy|?, |em_1]*} (3.2)

Z kolei prawdopodobienistwo zarejestrowania n wertykalnie spolaryzowanych fotonow

przez Charliego i udanej korekcji btedu wynosi
p(S,n) = min{|c,|?, |cn_1]?}. (3.3)

Poniewaz prawdopodobieristwa (3.2) i (3.3) sa niezalezne, to prawdopodobieristwo
zarejestrowania m wertykalnie spolaryzowanych fotonéow podczas pierwszej telepor-
tacji i n wertykalnie spolaryzowanych fotonéw podczas drugiej teleportacji przy uda-

nej korekcji btedu po kazdej teleportacji dane jest wyrazeniem
P'(S,m,n) = min{|cy|?, |em-1]?}min{|c, |%, |cn1[?}. (3.4)

Calkowite prawdopodobiefistwo wiernej podwojnej teleportacji otrzymamy sumujac

prawdopodobieristwa (3.4) po m in

P(5) = 35 p(S, m,m) = Zmin{lcmr%lcm_lf}] {me{lcnmcn_m} 5)
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Alicja Charlie David Bob

L] @ @ L 2 ] (e - .
soe

KB

Rysunek 3.8. Schemat teleportacji wielokrotnej z korekcjq bledu wykonang po ostatniej
teleportacyi.

Poréwnujac wyrazenia (2.50) i (3.5) mozna zauwazy¢, ze
P'(S) =p(S)?, (3.6)

gdzie p'(S) jest catkowitym prawdopodobienstwem wiernej podwojnej teleportacji, a
p(S) jest prawdopodobieristwem wiernej pojedynczej teleportacji. Analogicznie, dla

tancucha sktadajacego sie z N teleportacji otrzymamy
p'(S) =p(S)", (3.7)

czyli prawdopodobienistwo wiernej N-krotnej teleportacji rowne jest iloczynowi praw-

dopodobieristw tego, ze kazda z pojedynczych teleportacji jest bezbledna.

3.2 Strategia teleportacji minimalizujaca prawdo-
podobientstwo wystagpienia bledu

W pracy [Modtawska i Grudka, 2008b] zaproponowano strategie, ktorej celem jest
minimalizacja prawdopodobienistwa wystapienia bledu podczas procesu wielokrot-
nej teleportacji. Strategie te oparto o zalozenie, ze lepiej jest wykonywaé korekcje
bledu tylko po ostatniej teleportacji niz wykonywaé ja niezaleznie po kazdej tele-

portacji. Podobnie jak powyzej, oméwienie strategii rozpoczniemy od rozpatrzenia
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taficucha sktadajgcego sie z dwoch teleportacji. Zobaczymy przy tym co stanie sie
ze stanem teleportowanego qubitu, jesli nie poprawimy bledu powstalego w pierw-
szej teleportacji, lecz teleportujemy qubit ponownie z uzyciem identycznego stanu
splatanego.

Jezeli Alicja zarejestruje m wertykalnie spolaryzowanych fotonéw, to stan fotonu

po pierwszej teleportacji bedzie dany wyrazeniem

1
wm = (a H)‘*‘ﬁcmwlv 3 3.8
|¥m) o Cm| V) (3.8)
gdzie
p(m) = [acu]? + [Bem_1]? (3.9)

jest prawdopodobiefstwem zajscia tego zdarzenia. Jezeli nastepnie Charlie zareje-
struje n wertykalnie spolaryzowanych fotonéw, to stan fotonu po drugiej teleportacji

bedzie postaci

1 AC,
Ymn) = c|H) + ——=c,1|V) |, 3.10
i) Vp(nlm) [\/p(m) & J/o(m) 4 (310
gdzie
p(njm) = 12neel” + 1Benorena] (3.11)

p(m)

jest prawdopodobienstwem warunkowym zajscia tego zdarzenia. Wobec tego, tgczne
prawdopodobienistwo zdarzenia polegajacego na zarejestrowaniu m wertykalnie spo-
laryzowanych fotonéw przez Alicje i zarejestrowaniu n wertykalnie spolaryzowanych

fotonoéw przez Charliego dane jest wyrazeniem
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p(m,n) = p(njm)p(m) = |acmen|* + |Bem_16n_1]% (3.12)
Zauwazmy, ze stan qubitu po drugiej teleportacji mozemy wyrazié¢ jako
1
[Ymn) = ——=—=(acmen|H) + Bem_1¢n_1|V)). (3.13)
p(m,n
W przypadku, gdy cn-1cho1 = c¢ne, stan qubitu po drugiej teleportacji jest

postaci
[Ymn) = o|H) + B|V). (3.14)

A zatem, mimo ze nie wykonaliémy korekeji btedu po zadnej teleportacji, stan kon-
cowy jest taki sam jak stan poczatkowy. Wynika to z faktu, ze druga teleportacja
poprawila btad wprowadzony przez pierwsza teleportacje. Warto podkregli¢, ze po-
dobny efekt zachodzi podczas procesu wymiany splatania, co wykazano w pracach
[Acin et al., 2007; Bose et al., 1998; Bose et al., 1999; Hardy i Song, 2000; Perseguers
et al., 2008].

W przypadku, gdy cm—1¢n—1 # ¢mCn, Bob moze przywréci¢ qubit do stanu po-
czgtkowego za pomocg uogélnionego pomiaru kwantowego opisanego przez nastepu-

jace operatory Krausa:

Bs = 2L ) (| + [V)(V], (3.15)
- \/1 = % "y H), (3.16)

gdy cm_1Cn_1 < CmC, Oraz

CmCn

Es = |H)(H| + Vv, (3.17)

Cm—1Cn-1
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G| VMV, (3.18)

Cm—1Cn—1

.

gdy cm-1Cn—1 > cmcpn. Prawdopodobieristwo, ze korekcja bledu zakoriczy sie sukce-

sem pod warunkiem, ze Alicja zarejestrowata m a Charlie zarejestrowal n wertykalnie

spolaryzowanych fotonéw dane jest wyrazeniem

min{lcmcn|2; 1Cm-10n71‘2}
IOéCan|2 + lﬁcm~lcn—ll2 .

p(S|m,n) = (3.19)
Wobec tego, taczne prawdopodobieristwo zarejestrowania m wertykalnie spolary-
zowanych fotonéw podczas pierwszej teleportacji i n wertykalnie spolaryzowanych
fotonéw podczas drugiej teleportacji wraz z udana korekcja bledu po drugiej tele-

portacji wynosi
p(S,m,n) = min{|cmenl?, |em_1cn_1]?}. (3.20)

Zauwazmy, ze jesli jednoczesnie ¢, 1 > ¢y 1 €1 < ¢, lub jednoczeénie ¢,,_1 < ¢y,
i cho1 > ¢, to prawdopodobieristwo zarejestrowania m wertykalnie spolaryzowa-
nych fotonéw podczas pierwszej teleportacji i n wertykalnie spolaryzowanych fo-
tonéw podczas drugiej teleportacji i udanej korekcji bltedu po kazdej teleportacji
P'(S,m, n) postaci (3.4) jest ostro mniejsze niz prawdopodobienistwo zarejestrowania
m wertykalnie spolaryzowanych fotonéw podczas pierwszej teleportacji i n wertykal-
nie spolaryzowanych fotonéw podczas drugiej teleportacji i udanej korekeji bledu
tylko po drugiej teleportacji p(S, m,n) postaci (3.20). Prowadzi to do wniosku,
ze w wypadku podwojnej teleportacji, lepiej jest wykonaé¢ korekcje bledu wylgcz-

nie po ostatniej teleportacji niz przeprowadzaé jg po kazdej teleportacji. Calkowite
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prawdopodobienstwo wiernej podwojnej teleportacji obliczymy sumujac prawdopo-
dobieristwa p(S, m,n) po m i n, tj.

p(S) = >_ > min{|cucal’, lem-1ca1/*}. (3.21)

m=1n=1

Rozwazmy teraz taficuch skladajacy sie z M teleportacji (gdzie M > 2) z uzy-
ciem identycznie splatanych stanéw postaci (3.1), podczas ktorych rejestrujemy my,
ma, ..., my wertykalnie spolaryzowanych fotonéw. Wéwcezas stan qubitu po M-tej

teleportacji jest postaci

1
Iwml,mg,‘..,mM> = (OZCmIan - Cmpyg ‘H>
\/p(ml)m% N YY)

F iy T, s 93 Brpgapr i Vs (3.22)

gdzie
DL, Wy« 2 0, W) 7= |00y G 5 0 Bonis [ |BCrs—1Cmg—1 - - ~Giryg—a |2 (3.23)
Jjest prawdopodobienstwem zarejestrowania my, ma, ..., mys wertykalnie spolaryzo-
wanych fotonéw kolejno podczas pierwszej, drugiej, ..., M-tej teleportacji. Qubit

mozemy przywroéci¢ do stanu poczatkowego wykonujac uogélniony pomiar kwantowy

opisany przez operatory Krausa:

B Bivagy # 5 5 By

Eg= [H)(H|+ [V ){V], (3.24)

Cm1—1Cma—1+--Cmpr—1

EAY By —iCrmg—1 « % s Cmpg—i > Cisr, Chiig - - - Cipigy OLOZ

2
CmaCma - Cmm |y (H, (3.25)

leflch—l s CmM—l
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Bs = |H)(H| + ==y, (3.26)

T R—
Er= J 1-—

BAY et B, s 53 Bl " By By » 1w B

2

Cm1—1Cmo—1- - - Cmp—1
VYV, 3.27
oo | VI (3.27)

Prawdopodobieristwo zarejestrowania my, mo, ..., my, wertykalnie spolaryzo-
wanych fotonéw podczas pierwszej, drugiej, ..., M-tej teleportacji wraz z udang
korekcja btedu tylko po ostatniej teleportacji jest rowne

p(S,my,ma,...,my) = p(S|mima...mu)p(mims ... my)
= DI |G By o o Cons | [ B~ B 55 B[ . (B2

Wobec tego, catkowite prawdopodobieristwo wiernej wielokrotnej teleportacji wyra-

zone jest wzorem

N
p(S) = Z p(S,my,my, ... M)
mi,ma,...my=1
N
= Z min{|Cmy, 1+ - Cmy—16my 117 [Crmns - - - ConnCony |2} (3.29)

3.3 Por6wnanie dwbch strategii

Rozwazmy teraz stan (3.1), ktoérego wspolezynniki |¢;|? tworza rosnacy ciag aryt-
metyczny dla 0 < 7 < N/2 i malejacy ciag arytmetyczny dla N/2 < i < N. Rozpa-
trzmy przy tym dwie sytuacje, a mianowicie, gdy NV jest liczbg parzystg oraz gdy N

jest liczbg nieparzysty (Rysunek 3.4). W sytuacji gdy N jest liczbg parzysta mamy
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2
lei
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Rysunek 3.4. Przyktadowy cigg wspdtczynnikéw |c;|? stanu splgtanego dla N = 6 i
z = 0,0366, Zradto [Modtawska i Grudka, 2008b].

|cif? = |cof® + i, (3.30)

gdy 0 <7< N/2 oraz

. N
e = lewal = (= 5 ) = (3.31)

gdy N/2 <i < N, gdzie z > 0. Wspolezynniki |¢;]? spetniaja warunek normalizacji
N

Mlal=1. (3.32)

=0

Poniewaz ciag wspolczynnikow |c;|? jest symetryczny wzgledem i = £ dostajemy

N/2-1 N
Yo lalP= >0 lalt (3.33)
i=0 i=N/2+1

W konsekwencji, warunek normalizacji (3.32) mozemy wyrazié w postaci
N/2-1
2 Z ICi'Q + ICN/2|2 = T; (334)

=0
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Stosujac wzér na sume wyrazow ciggu arytmetycznego dostajemy

Ngl leif? = {2\0012 + (-]QX - 1)} % (3.35)

Podstawienie wyrazenia (3.35) oraz |cnya|* = |co|*+ 24 do wzoru (3.34) i wykonanie
prostych przeksztalceri prowadzi do relacji

1— 2
N+f . (3.36)

lcol* =

Podstawiajac (3.36) do rownan (3.30) i (3.31) dostajemy odpowiednio

1— g2
=Ty (3.37)

gdy 0 <4 < N/2 oraz

1—z¥ [N N
2 = —4 ek ) — —

1—-2¥ /N N
2 _ 4 _ -
] N+1 ( 2 "7 2 D & (3:39)

W sytuacji, gdy N jest liczbg nieparzysta, zwiazki (3.30) i (3.31) przyjmuja

postacie
leil* = |eol® + i, (3.40)
gdy 0 < i< (N —1)/2 oraz
. N+1
leil* = levrnyal? — {Z B } T, (3.41)
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gdy (N+1)/2<i< N, gdzie z > 01 |[cvi1)/2|* = |ev-1)/2|>. Postepujac podobnie

jak w wypadku parzystego N, warunek normalizacji (3.32) mozemy zapisa¢ w postaci
(N-1)/2

2 Y |af=1 (3.42)

20

Korzystajac ze wzoru na sume wyrazéw ciggu arytmetycznego dostajemy

(N-1)/2 N—1\N+1
Y laf= <2|coy2 +z ) T (3.43)
i=0 2 4

Podstawiajac powyzsze wyrazenie do (3.42) i rozwigzujac uzyskane réwnanie ze

wzgledu na |cy|? otrzymujemy

1 N -1
2 e -
leol” = il (3.44)
Podstawienie (3.44) do (3.40) i (3.41) prowadzi do
1 N-1
2 2 — _— g
|es| N+l %1 + iz, (3.45)
gdy 0 <7< (N —1)/2 oraz
1 N-—-1 N-—-1 N+1
|ci il % +ta—y z (z 5 ) , (3.46)
gdy (N +1)/2 <1< N. Relacje (3.45) i (3.46) mozemy lacznie zapisaé jako
1 N -1 N N
. 2 — p— I V j— % .
e i +x<2 ‘ 2’) (3.47)

Ogolnie wynik dla N parzystego (3.39) oraz wynik dla N nieparzystego (3.47) mo-
zemy zapisa¢ w postaci

N
&2 = |cof? + 2 (— _

o= o= ED : (3.48)

2
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Rysunek 3.5. Zaleznosé prawdopodobieristwa wiernej podwdjnej teleportacyi od parametru x
dla N=2, 3, 4, 5, 6, gdy korekcja bledu wykonywana jest po kazdej teleportacyi (czerwona
linda) i gdy korekcja bledu wykonywana jest tylko po ostatniej teleportacji (czarna linia).

31



3.3. POROWNANIE DWOCH STRATEGII

p(S) r(S)
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Rysunek 3.6. Zaleznosé prawdopodobieristwa wiernej szesciokrotnej teleportacji od
parametruy x dla N=2, 8, 4, 5, 6, gdy korekcja bledu wykonywana jest po kazdej
teleportacyi (czerwona linia) 1 gdy korekcja btedu wykonywana jest tylko po ostatniej
teleportacyi (czarna linia).
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gdzie |co|? dane jest relacja (3.36) dla N parzystego i relacja (3.44) dla N nieparzy-

stego.

Aby zademonstrowa¢ korzysci wynikajace z zastosowania omawianej strategii,
sprawdzmy jakie jest prawdopodobienistwo wiernej podwojnej (Rysunek 3.5) i wier-
nej szeSciokrotnej (Rysunek 3.6) teleportacji przy uzyciu stanéw 2N-fotonowych, w
wypadku, gdy korekcja bledu wykonywana jest po kazdej teleportacji i w wypadku
gdy korekcja btedu wykonywana jest tylko po ostatniej teleportacji.

Jak mozna zauwazy¢ na rysunku 3.5, dla wiernej podwojnej teleportacji zaré6wno
w wypadku, gdy korekcja bledu wykonywana jest po kazdej teleportacji (czerwo-
na linia) jak i w wypadku, gdy korekcja bledu wykonywana jest tylko po ostatniej
teleportacji (czarna linia) prawdopodobieristwo przyjmuje taks sama warto$é mak-
symalng (NLH)2 dla = 0, a wiec gdy uzywamy stanéw maksymalnie splatanych.
Przypomnijmy, ze jezeli do teleportacji uzywamy stanéw maksymalnie splgtanych,
to korekcja bledu jest niepotrzebna. Odnotujmy rowniez, ze wraz ze wzrostem pa-
rametru = oba prawdopodobienistwa maleja, przy czym dla danego x prawdopodo-
biefstwo w pierwszym przypadku jest mniejsze od prawdopodobienstwa w drugim
przypadku. Widzimy, Ze zgodnie z oczekiwaniem, gdy uzywamy stanéw niemaksy-
malnie splatanych, lepiej jest wykona¢ korekcje btedu tylko po ostatniej teleportacji
niz po kazdej teleportacji.

Z kolei w wypadku wiernej szesciokrotnej teleportacji (Rysunek 3.6), gdy ko-

rekcja bledu jest wykonywana po kazdej teleportacji (czerwona linia), prawdo-

N

757)° dla z = 0 i maleje wraz ze

podobienstwo przyjmuje maksymalng wartosé¢ (
wzrostem parametru z. W wypadku, gdy korekcja bledu wykonywana jest tylko

po ostatniej teleportacji (czarna linia) prawdopodobieristwo przyjmuje wartosé
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N
N+1

)8 dla = 01irosnie wraz ze wzrostem 2 do wartoéci maksymalnej, po czym ma-
leje. Warto$ci maksymalnych prawdopodobieristw wiernej sze$ciokrotnej teleportacji

przedstawiono w tabeli 3.1.

Tabela 3.1. Liczba moddw stanu splgtanego posiadanych przez kazdego z uczestnikéw
(pierwsza kolumna), prawdopodobieristwo wiernej szeiciokrotne; teleportacji z uzyciem 2N-
fotonowych standw maksymalnie splgtanych (druga kolumna), optymalny parametr x (trze-
cia kolumna), maksymalne prawdopodobieristwo wiernej szesciokrotnej teleportacyi (czwarta
kolumna), wzrost prawdopodobieristwa (pigta kolumna), stosunek wzrostu prawdopodobieri-
stwa do prawdopodobieristwa wiernej teleportacyi z uzyciem standw maksymalnie splgtanych
(szdsta kolumna).

LN ‘ b= (NL_H)(S ‘ Zopt ’ Dopt ‘ Popt — D ]ﬂ;;p T

2 0,08779 0,02851 0,08803 0,00024 0,00267
0,17798 0,07747 0,18395 0,00597 0,03356
0,26214 0,04864 0,27078 0,00863 0,03293
0,33490 0,05212 0,35331 0,01841 0,05498
0,39657 0,03660 0,41527 0,01870 0,04714

O O x| W

Mozemy wnioskowaé, ze prawdopodobieristwo wiernej szesciokrotnej teleportacji jest
wigksze, gdy uzyjemy stanoéw niemaksymalnie splatanych i wykonamy korekcje bile-
du tylko po ostatniej teleportacji niz gdy uzyjemy stan6w maksymalnie splagtanych.
Wynik ten jest zaskakujacy poniewaz zazwyczaj to stany maksymalnie splatane sg
optymalne do teleportacji kwantowej [Horodecki et al., 2009]. Powodem takiego za-
chowania prawdopodobienistwa jest fakt, ze schemat KLM nie pozwala na wykonanie
deterministycznej teleportacji. Méwiac bardziej precyzyjnie, w wypadku, gdy jeden
z uczestnikow zarejestruje 0 lub N + 1 wertykalnie spolaryzowanych fotonow, tele-
portacja nie zakonczy sie sukcesem. Usrednione po stanach teleportowanych qubitow

prawdopodobienstwa zarejestrowania 0 lub N + 1 wertykalnie spolaryzowanych fo-
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tonow wynosza odpowiednio 3|col? lub 1|cy|? . Zmniejszajac wspotczynniki |co| i
|en| mozemy zmniejszyé te prawdopodobiefistwa. Jednak w takim wypadku wspol-
czynniki |c;| beda wzajemnie rézne i stan qubitu nie zostanie teleportowany wiernie.
Aby przywrécié qubit do oryginalnego stanu, musimy wykonaé¢ korekcje btedu, ktéra
koriczy si¢ sukcesem z pewnym prawdopodobieiistwem. Okazuje sie, ze prawdopodo-
biefistwo udanej korekcji bledu jest zbyt mate, aby zwiekszy¢ catkowite prawdopodo-
bienistwo wiernej pojedynczej teleportacji. Z drugiej jednak strony, jesli wykonamy
kilka teleportacji, to blad wprowadzony w jednej teleportacji moze by¢ poprawiony
lub cze¢$ciowo poprawiony przez blad wprowadzony w innej teleportacji. W takim
przypadku nie musimy wykonywaé korekcji bledu lub korekcja bledu koniczy sie suk-
cesem z wigkszym prawdopodobieristwem. Wzrost tego prawdopodobienstwa jest na
tyle duzy, ze calkowite prawdopodobieristwo wiernej wielokrotnej teleportacji jest
wigksze, jesli do teleportacji uzyjemy stanéw niemaksymalnie splatanych ze zmniej-

szonymi wspoélczynnikami |co| i |cy| niz stan6w maksymalnie splatanych.

3.4 Niemultiplikatywnos$é prawdopodobienistwa wier-
nej wielokrotnej teleportacji

Rozpatrzmy M-krotng teleportacje, w ktorej kazda para sgsiadujacych uczest-
nikéw dzieli czterofotonowy stan splatany (N = 2). W tym przypadku calkowite

prawdopodobieristwo wiernej wielokrotnej teleportacji wyrazone jest wzorem

2
p(5) = > T | Gt 55 5 Gt —i G 1 [Cigg - Congling |3 (8.49)

™M1,ma,....mar=1

'Prawdopodobienstwo usredniamy po stanach teleportowanych fotonow.
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Jesli k sposréd liczb m; przyjmuje wartos¢ 1, a M — k z nich przyjmuje wartoéé¢ 2
(tzn. k uczestnikow zarejestruje po jednym fotonie i M — k uczestnikéw zarejestruje

po dwa fotony), to

min{|cmn,, 1--- cm2_10m1_1[2, [ . S [2}

= min{|eo*esPM7Y, o1 [F]eo MM Y. (3.50)

Zalozmy teraz, ze qlco|* = qlco|? = |c1|?, gdzie ¢ > 1 2. Z warunku normalizacji

dolal*=1 (3.51)

=0

dostajemy |co|? = 217(1 Wobec tego, relacje (3.50) mozemy przeksztalcié do postaci

min{|cp,, -1 - - cm2—10m171|2) |Cmay - - - cmzcmllz}

_ (ﬁ) " min{g”*,¢*}.  (3.52)

Poniewaz k sposrod liczb m; przyjmuje wartosé 1, a M — k z nich przyjmuje wartoéé

2 na (1;4 ) roznych sposobow, to wzor (3.49) mozemy zapisa¢ w postaci

PS) = (" 2 (it (352)

Skorzystamy teraz z faktu, ze min{¢" ", ¢*} = ¢ * dla k > ¥ i min{¢"~*, ¢*} =

¢F dla k < % Wobec tego, prawdopodobieristwo wiernej wielokrotnej teleportacji

Wynosi
1 \MM2 M! 1\
H91=2(37) > i - wt e (r) e

27 rozwazan w poprzednim rozdziale wiemy, ze prawdopodobienistwo wiernej wielokrotnej tele-
portacji jest mniejsze dla ¢ < 1 niz dla ¢ = 1.
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dla parzystej liczby teleportacji i

M (M-1)/2
p(S) =2 (ﬁ) ; Z,Ué—@l),q (3.55)
dla nieparzystej liczby teleportacji.

Obliczmy prawdopodobieristwo wiernej wielokrotnej teleportacji w dwéch sytu-
acjach, a mianowicie, gdy do kazdej z M teleportacji uzyjemy stanéw optymalnych
do M-krotnej teleportacji, tj. zoptymalizujemy prawdopodobienstwa dane wyraze-
niami (3.54) i (3.55) po ¢ (prawdopodobiefistwo to oznaczmy przez poy(S)) oraz,
gdy do kazdej z M teleportacji uzyjemy stanéw optymalnych do pojedynczej te-
leportacji, czyli stanéw maksymalnie splatanych. Prawdopodobienstwo to wynosi
p(S) = (3)™. Poniewaz wykonujemy M teleportacji, obliczmy pierwiastek stopnia

M-tego z ilorazu tych prawdopodobienstw, tj.

N(OM) = 2 YfpeS). (3.56)

Tak obliczong wielko$¢ nazwiemy miara niemultiplikatywnos$ci prawdopodobieristwa
wiernej wielokrotnej teleportacji. Jedli N(M) = 1, to stany maksymalnie splatane
sg optymalne, a prawdopodobieristwo wiernej wielokrotnej teleportacji jest multi-
plikatywne. Jesli N(M) > 1, to stany niemaksymalnie splatane sg optymalne i
prawdopodobienistwo jest niemultiplikatywne w tym sensie, ze maksymalne praw-
dopodobieristwo wiernej wielokrotnej teleportacji nie jest iloczynem maksymalnych
prawdopodobienistw pojedynczych teleportacji [Grudka i Modlawska, 2010].

W tabelach 3.2 i 3.3 podano: prawdopodobieristwo wiernej wielokrotnej telepor-
tacji przy uzyciu stanéw maksymalnie splatanych, optymalny parametr g, optymalne

prawdopodobieristwo wiernej wielokrotnej teleportacji i miare niemultiplikatywnogci
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Tabela 3.2. Nieparzysta liczba teleportacji (pierwsza kolumna), prawdopodobieristwo wiernej
M -krotnej teleportacji z uzyciem standw maksymalnie splgtanych (druga kolumna), opty-
malny parametr q (trzecia kolumna), maksymalne prawdopodobieristwo wiernej M -krotnej
teleportacyi z uzyciem standw optymalnych do M -krotnej teleportacji (czwarta kolumna) 4
niemultiplikatywnosé (pigta kolumna).

LM [p8)=@DM] dopt | pop(S) | NM) |
3 0,29630 1,00000 0,29630 1,00000
) 0,13169 1,00000 0,13169 1,00000
7 0,05853 1,07301 0,05868 1,00037
9 0,02601 1,21472 0,02672 1,00300
11 0,01156 1,31669 0,01238 1,00626
13 0,00514 1,39399 0,00580 1,00942
15 0,00228 1,45480 0,00274 1,01230
17 0,00101 1,560402 0,00130 1,01489
19 0,00045 1,54475 0,00062 1,01720

Tabela 8.8. Parzysta liczba teleportacyi (pierwsza kolumna), prawdopodobieristwo wiernej
M-krotnej teleportacji z uzyciem standw maksymalnie splatanych (druga kolumna), opty-
malny parametr q (trzecia kolumna), maksymalne prawdopodobieristwo wiernej M -krotnej
teleportacji z uzyciem standw optymalnych do M-krotnej teleportacji (czwarta kolumna) 4
niemultiplikatywnosé (pigta kolumna).

| M | p(S) = (é)M I Gopt l Popt(S) | N(M) I
2 0,44444 1,00000 0,44444 1,00000
4 0,19753 1,00000 0,19753 1,00000
6 0,08779 1,08803 0,08803 1,00045
8 0,03902 1,24789 0,04010 1,00343
10 0,01734 1,35602 0,01859 1,00696
12 0,00771 1,43496 0,00871 1,01028
14 0,00343 1,49553 0,00412 1,01325
16 0,00152 1,54368 0,00196 1,01589
18 0,00068 1,568299 0,00094 1,01823
20 0,00030 1,61575 0,00045 1,02030
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dla nieparzystej (Tabela 3.2) i parzystej (Tabela 3.3) liczby teleportacji. Wyniki te
pokazuja, ze:
e dla pieciu i mniej teleportacji, stany maksymalnie splagtane sg optymalne i co
za tym idzie niemultiplikatywnodé jest réwna 1,
e stan optymalny zalezy od liczby teleportacji (r6zne stany odpowiadaja réznym
wartosciom parametru g) oraz
e niemultiplikatywno$¢ wzrasta wraz z liczbg teleportacji niezaleznie dla parzy-

stej 1 nieparzystej liczby teleportacji.
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Rozdziat

Dostosowana teleportacja kwantowa

4.1 Wprowadzenie

W wielokrotnej teleportacji, w ktorej kazdy z uczestnikow wykonuje teleporta-
cje za pomocg protokotu KLM i wszyscy uzywaja identycznych stanéw splatanych,
dla dostatecznie duzej liczby teleportacji, uzycie stanéw niemaksymalnie splatanych
gwarantuje wieksze prawdopodobienistwo wiernej teleportacji niz uzycie stanéw mak-
symalnie splatanych; wlasnoéé¢ te wykazano w rozdziale 3. W niniejszym rozdziale
oméwimy inny sposéb, w jaki mozna zwiekszy¢ prawdopodobienistwo wiernej wie-
lokrotnej liniowo-optycznej teleportacji. W tym celu wprowadzimy protokét dosto-
sowane] teleportacji kwantowej. W protokole tym wyboér stanu splatanego, ktory
bedzie uzyty do nastepnej teleportacji zalezy od wynikow pomiaréw uzyskanych
podczas wezeéniejszych teleportacji (Rysunek 4.1). Pokazemy, ze prosta wersja te-
go protokolu umozliwia wzrost prawdopodobiefistwa wiernej wielokrotnej teleporta-
cji oraz poréwnamy dostosowana teleportacje z teleportacja wielokrotng z uzyciem

identycznych stanéw splatanych [Modtawska i Grudka, 2009].
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& ° L o
& o
Alicja Bob Charlie

Rysunek 4.1. Dostosowana teleportacja kwantowa. Bob i Charlie wspdtdzielg dwa rézne
stany splgtane. W zaleznosci od wyniku pomiaru Alicji, Bob teleportuje qubit do Charliego
uzywajgc jednego z tych standw, Zrédto [Modtawska i Grudka, 2009].

4.2 Protoké6l dostosowanej teleportacji

Protoké! dostosowanej teleportacji oméwimy na przyktadzie trzech uczestnikéow
jak przedstawiono na rysunku 4.1. W pierwszym kroku Alicja teleportuje qubit do

Boba za pomocg protokotu KLM z wykorzystaniem stanu splatanego
N
) =D a@V) [ H)Y | H) V) (4.1)
1=0

Jesli Alicja zarejestruje m (0 < m < N+1) wertykalnie spolaryzowanych fotonéw, to

Bob otrzyma zmodyfikowany stan qubitu. Po korekeji fazy stan ten opisuje wyrazenie

) = —— [acs ()| H) + Bes(m — DV}, (42)

Vp(m)

gdzie prawdopodobieiistwo p(m) tego, ze suma wertykalnie spolaryzowanych fotonow

zarejestrowanych podczas pierwszej teleportacji jest rowna m wynosi

p(m) = |ac,(m) > + |Ber(m — 1)[2 (4.3)

W kolejnym kroku Bob teleportuje do Charliego qubit, ktory otrzymal od Alicji,

uzywajac przy tym stanu

|t2m) Zsz WVYH)YN I H)Y V)N (4.4)
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W omawianym protokole Bob i Charlie wspotdziela kilka roznych stanéw splata-
nych, tzn. stanéw o réznych ciggach wspoétczynnikéw co.p,(2). Wybdr konkretnego
stanu splatanego uzytego do teleportacji przez Boba i Charliego uzalezniony jest od
wyniku pomiaru Alicji (stad zaleznos¢ od m). Zal6zmy, ze Bob i Charlie wybrali do
teleportacji stan o wspélczynnikach com (7). Jesli Bob zarejestruje n (0 < n < N+1)
wertykalnie spolaryzowanych fotonéw, to Charlie po dodatkowej korekeji fazy otrzy-

ma qubit w stanie

1

w o —
) h——p(m’n)[

gdzie

acy(m)cgm(n)|H) + Ber(m — 1)egm(n — V)], (4.5)

plrm, m) = p(nfm)p(m) = |acy (m)cam ()P + [Ber(m — Degmn = P (4.6)

jest prawdopodobienstwem tego, ze suma wertykalnie spolaryzowanych fotonéw za-

rejestrowanych podczas pierwszej teleportacji wynosi m i suma wertykalnie spolary-

zowanych fotonéw zarejestrowanych podczas drugiej teleportacji wynosi n.
Naszym celem jest wierne przeteleportowanie qubitu, a zatem chcemy, aby jego

stan po drugiej teleportacji byt postaci
|¥) = alH) + B|V). (4.7)
Stan taki otrzymany woéwczas, gdy amplitudy c¢;(m) i ca.n(n) bedg spelnia¢ warunek
c1(m)com(n) = c1(m — 1)com(n — 1). (4.8)

Jedli c1(m) < ci(m — 1) [er(m) > ¢1(m — 1)], to amplitudy ce.m(n) powinny mieé

posta¢ geometrycznego ciggu rosngcego [malejacegol, jesli natomiast ¢;(m) = ¢;(m—
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1), to amplitudy cp.m(n) powinny tworzyé ciag o wyrazach stalych. Ponadto z (4.6)

i (4.8) dostajemy
p(m,n) = |e1(m)*legm(n)[*. (4.9)

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do sytuacji, w ktorej do pierwszej
teleportacji uzywamy stanéw o ciggu wspoélczynnikéw ci(4), ktore sg symetryczne
wzgledem 7 = N/2. Niezaleznie rozpatrzymy przy tym dwa wypadki, a mianowicie,

gdy N jest liczba parzystg oraz gdy N jest liczbg nieparzysta.

4.2.1 Parzyste N

Schemat dostosowanej teleportacji dla N parzystego zostal przedstawiony na
rysunku 4.1. Zat6zmy, ze Alicja chcac przeteleportowaé¢ qubit do Boba uzyje stanu

splatanego, ktoérego amplitudy dane sg wyrazeniem

ex(m) = v/ai(y/an)"2 (4.10)

gdzie q; > 1, tj. dla m < N/2 amplitudy ¢;(m) maja postaé¢ rosngcego ciggu geome-
trycznego, a dla m > N/2 przyjmuja one posta¢ malejacego ciggu geometrycznego

(Rysunek 4.2). Z warunku normalizacji

N
> la(m)P =1 (4.11)
m=0
otrzymamy
1—
a; = i (4.12)

2— in/z(l +q1)
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Z kolei, z warunku (4.8) wynika, ze stan splatany uzyty do drugiej teleportacji ma

amplitudy

com(n) = v/az(1/2)", (4.13)

gdzie o = 1/q:, gdy liczba wertykalnie spolaryzowanych fotonéw m zarejestrowa-
nych podczas pierwszej teleportacji jest mniejsza lub réwna N/2 (Rysunek 4.3) oraz
q2 = q1, gdy liczba wertykalnie spolaryzowanych fotonéw m zarejestrowanych pod-
czas pierwszej teleportacji jest wieksza niz N/2 (Rysunek 4.4). Oznacza to, ze Bob
wybiera stan, ktérego amplitudy tworzg malejacy lub rosnacy ciag geometryczny. Z

warunku normalizacji

N
> leam(m)P =1 (4.14)
n=0
otrzymamy
=g
a2 = T4 qul (4.15)
2

Aby wyznaczy¢ catkowite prawdopodobienistwo wiernej podwojnej teleportacji p(S )
musimy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze zar6wno Alicja jak i Bob zarejestruja
od 1 do N wertykalnie spolaryzowanych fotonow. Jesli jedno z nich zarejestruje 0 lub
N +1 wertykalnie spolaryzowanych foton6w, to teleportacja nie uda sie, a oryginalny
stan teleportowanego qubitu zostanie zniszczony. Z (4.9)—(4.13) oraz ze wzoru na

sume wyrazow ciggu geometrycznego otrzymamy

N/2 N
ZZPTTLTI—QZZICleL|ICQm (n))?
m=1n=1 m=1n=1
N/2 N/2+1 N
q —q g —1
— = . 4.16
Z aiqy” Z a2gy = — VP21 +q) N1 =1 ( )
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Rysunek 4.2. Amplitudy ci(m) stanu splgtanego uzytego do pierwszej teleportacyi.
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Rysunek 4.3. Amplitudy co.m(n)
stanu splgtanego uzytego do drugiej
teleportacyi w przypadku, gdy Alicja

zarejestruje m < N/2 wertykalnie
spolaryzowanych fotondw podczas
pierwszej teleportacyi.
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Rysunek 4.4. Amplitudy co.m(n)
stanu splgtanego uzytego do drugiej
teleportacji w przypadku, gdy Alicja
zarejestruje m > N/2 wertykalnie
spolaryzowanych fotondw podczas
pierwszej teleportacyi.
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Prawdopodobienstwo p(S) nalezy zoptymalizowa¢ po ¢, czyli nalezy znalezé jego

najwieksza wartos¢ ze wzgledu na q.

4.2.2 Nieparzyste N

Schemat dostosowanej teleportacji dla N nieparzystego zostal przedstawiony na
rysunku 4.5. Aby teleportowa¢ qubit do Boba, Alicja uzyje stanu splatanego, ktérego
amplitudy dane sg wyrazeniem

au(m) = Vai(v/a) V3N (4.17)

gdzie ¢; > 1, tj. dla m < (IV — 1)/2 amplitudy c;(m) maja postac¢ rosnacego ciggu

geometrycznego, a dla m > (N + 1)/2 przyjmuja posta¢ malejacego ciggu geome-

trycznego.
[ d
B - :
Alicja Bob Charlie

Rysunek 4.5. Dostosowana teleportacja kwantowa. Bob 1 Charlie wspétdzielg trzy rézne
stany splgtane. W zaleznosci od wyniku pomiaru Alicji, Bob teleportuje qubit do Charliego
uzywajgce jednego z tych standw.

Ponadto wspotczynniki (N —1)/2 1 ¢;(N + 1)/2 sa sobie rowne (Rysunek 4.6). Z

warunku normalizacji (4.11) otrzymamy

l—ig
4] = ————. 4.18
1 2(1 _ q§N+1)/2) ( )

Analogicznie jak w przypadku N parzystego, z (4.8) wynika, ze stan splatany
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uzyty w drugiej teleportacji ma amplitudy

cam(n) = Vaz(v/a2)", (4.19)
gdzie go = 1/q1, gdy liczba wertykalnie spolaryzowanych fotonéw zarejestrowanych
podczas pierwszej teleportacji jest mniejsza lub réwna (N — 1)/2 (Rysunek 4.7)
oraz qo = qi, gdy liczba wertykalnie spolaryzowanych fotonéw zarejestrowanych
podczas pierwszej teleportacji jest wieksza niz (N + 1)/2 (Rysunek 4.9). Innymi
stowy, Bob wybiera stan, ktérego amplitudy tworza malejacy ciag geometryczny lub
stan, ktérego amplitudy tworzg rosngcy ciag geometryczny. Z warunku normalizacji
(4.14) otrzymamy

1-q
N+1-

(4.20
1-¢q )

ao =

Jesli liczba wertykalnie spolaryzowanych fotonéw m zarejestrowanych podczas pierw-
szej teleportacji jest rowna (N + 1)/2, to w drugiej teleportacji Bob wybiera stan,
ktorego amplitudy tworzg cigg o stalych wyrazach, tzn. stan maksymalnie splata-
ny (Rysunek 4.8). Prawdopodobieristwo wiernej podwojnej teleportacji obliczymy
analogicznie jak dla N parzystego. Z (4.9) i wyrazen (4.17)—(4.20) oraz ze wzoru na

sume wyrazow ciaggu geometrycznego uzyskujemy

p(S)=>_ > p(m,n)

m=1n=1
(N-1)/2 N N—]. , N ,
=2 > > lam)Plegm(n)? + |l 7| > lezm(n)]
=1 n=1 n—1
(N-1)/2 N N
=2 > g e +agd TV
m=1 n=1 N Ea 1
— gWN+D/2 N _q 1— N
=i ; + - g (4.21)
1—gWN+D/2gN+1 1 7 2(1 — g(N+D)/2) N +1
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Rysunek 4.6. Amplitudy c,(m) stanu splgtanego uzytego do pierwszej teleportacyi.
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Rysunek 4.7. Amplitudy co.m(n) Rysunek 4.9. Amplitudy co.m(n)
stanu splgtanego uzytego do drugiej stanu splgtanego uzytego do drugiej
teleportacyi w przypadku, gdy Alicja teleportacji w przypadku, gdy Alicja
zarejestruje m < (N —1)/2 zarejestruje m > (N +1)/2
wertykalnie spolaryzowanych wertykalnie spolaryzowanych
fotondw podczas pierwszej fotondow podczas pierwszej
teleportacyi. teleportacyi.
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Rysunek 4.8. Amplitudy co,m(n) stanu splgtanego uzytego do drugiej teleportacyi w
przypadku, gdy Alicja zarejestruje m = (N + 1)/2 wertykalnie spolaryzowanych fotondw
podczas pierwszej teleportacyi.
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Analogicznie jak w przypadku N parzystego, prawdopodobienstwo p(S) nalezy
zoptymalizowaé po ¢. Zoptymalizowane prawdopodobienstwo wiernej podwojnej te-
leportacji, gdy wykonana zostaje dostosowana teleportacja oraz teleportacja z uzy-
ciem stan6w maksymalnie splatanych przedstawiono w tabeli 4.1 (dla parzystego
N) oraz w tabeli 4.2 (dla nieparzystego N). Z danych ujetych w tabelach wyraznie
widaé, ze za pomoca dostosowanej teleportacji mozemy zwiekszy¢ prawdopodobien-
stwo wiernej podwdjnej teleportacji. Poniewaz w dostosowanej teleportacji uzywamy
stan6w niemaksymalnie splatanych, prowadzi to do wniosku, ze nawet w przypadku
podwojnej teleportacji pozwalajg one na lepsze wykonanie zadania. Podobnie jak
poprzednio, ten nieintuicyjny wynik jest konsekwencjg braku mozliwosci wykona-
nia deterministycznej teleportacji za pomocg schematu KLM. Zauwazmy, ze wzrost
prawdopodobienistwa oraz stosunek wzrostu prawdopodobieristwa do prawdopodo-
biefistwa wiernej teleportacji maleje wraz ze wzrostem N. Nie jest to zaskakujace,
gdyz wraz ze wzrostem N rdéznica miedzy jednoscig a prawdopodobieristwem wier-
nej podwdjnej teleportacji z uzyciem stanéw maksymalnie splgtanych maleje i co
za tym idzie stosunek wzrostu prawdopodobieristwa do prawdopodobiefistwa wier-
nej teleportacji staje sie coraz bardziej ograniczony. Zauwazmy réwniez, ze stosunek
wzrostu prawdopodobieristwa wiernej teleportacji do prawdopodobiefistwa nieuda-

nej teleportacji rognie wraz ze wzrostem N.
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Tabela 4.1. Liczba modéw stanu splgtanego posiadanych przez kazdego z uczestnikéw (pierw-
sza kolumna), prawdopodobieristwo wiernej podwdjnej teleportacyi ze stanami maksymalnie
splgtanymi (druga kolumna), optymalny parametr q (irzecia kolumna) i maksymalne praw-
dopodobieristwo dostosowanej podwdjnej teleportacyi ze stanami splgtanymi, ktérych ampli-
tudy dane sq wyrazeniami (4.10) i (4.13) (czwarta kolumna), wzrost prawdopodobieristwa
(pigta kolumna), wzgledny wzrost prawdopodobieristwa (szdsta kolumna) oraz stosunek wzro-
stu prawdopodobieristwa do prawdopodobieristwa nieudanej teleportacyi (siddma kolumna,).

T [28) = (#5" | o | pow(S) | pone(5) — p(S) [ Porlpg?® [ P CRH |
0 44444 1,29663 | 0,45417 0,00972 0,02188 0,01750
4 0,64000 1,20892 | 0,65220 0,01220 0,01906 0,03388
6 0,73469 1,15822 | 0,74625 0,01156 0,01574 0,04356
8 0,79012 1,12682 | 0,80057 0,01044 0,01322 0,04975
10 0,82645 1,10569 | 0,83582 0,00937 0,01134 0,05401

Tabela 4.2. Liczba moddw stanu splatanego posiadanych przez kazdego z uczestnikéw (pierw-
sza kolumna), prawdopodobieristwo wiernej podwdjnej teleportacyi ze stanami maksymalnie
splgtanymi (druga kolumna), optymalny parametr q (irzecia kolumna) i maksymalne praw-
dopodobieristwo dostosowanej podwdjnej teleportacyi ze stanami splgtanymi, kidrych ampli-
tudy dane sq wyrazeniami (4.17) i (4.19) (czwarta kolumna), wzrost prawdopodobieristwa
(pigta kolumna), wzgledny wzrost prawdopodobieristiwa (szdsta kolumna) oraz stosunek wzro-
stu prawdopodobienistwa do prawdopodobieristwa nieudanej teleportacji (siddma kolumna,).

[NV [p9) =02 | o | () | pomt(S) — p(S) | Ll [ 2enrEh-pSD |

3 0,56250 1,36923 | 0,57683 0,01433 0,02547 0,03275
5 0,69444 1,23193 | 0,70857 0,01413 0,02035 0,04624
7 0,76563 1,16916 | 0,77814 0,01252 0,01635 0,05342
9 0,81000 1,13315 | 0,82099 0,01099 0,01357 0,05785
11 0,84028 1,10980 | 0,85000 0,00972 0,01157 0,06087

4.3 Poréwnanie dostosowanej teleportacji z wielo-
krotng teleportacja

W tym podrozdziale poréwnamy dostosowang teleportacje z wielokrotng telepor-

tacjg z uzyciem identycznych stanoéw splatanych w kazdej teleportacji. Rozwazymy
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przy tym sytuacje, w ktorej uzyjemy czterofotonowego stanu splatanego (N = 2).
W przypadku, gdy do wielokrotnej teleportacji uzywamy identycznych stanéw spla-
tanych to zalozymy, Ze ich wspolczynniki spetniajg warunek c¢(0) = ¢(2), tzn. sg one
symetryczne wzgledem ¢ = 1.

W rozdziale 3 pokazano, ze dla mniej niz szeSciu teleportacji najwicksze praw-
dopodobienstwo wiernej wielokrotnej teleportacji z uzyciem identycznych stanéw
splatanych w kazdej teleportacji osiagniemy, gdy uzyjemy stanéw maksymalnie spla-
tanych. W zwiazku z tym, jesli zastapimy dwie teleportacje w taficuchu dwéch lub
wigcej teleportacji przez podwoéjng dostosowang teleportacje, to otrzymamy wieksze
prawdopodobienstwo wiernej wielokrotnej teleportacji. Wynika to z faktu, iz prawdo-
podobiefistwo wiernej podwojnej dostosowanej teleportacji jest wieksze od prawdo-
podobienstwa podwojnej teleportacji z uzyciem stanéw maksymalnie splatanych. Z
drugiej strony, dla szesciu lub wiekszej liczby teleportacji wieksze prawdopodobieri-
stwo wiernej wielokrotnej teleportacji z uzyciem identycznych stanéw splagtanych w
kazdej teleportacji uzyskamy, gdy uzyjemy stanéw niemaksymalnie splatanych. Po-
kazemy obecnie, ze jedli zastapimy oryginalny stan niemaksymalnie splatany uzyty
w ostatnie] teleportacji przez dostosowany stan splatany, to zwiekszymy prawdopo-
dobienstwo wiernej teleportacji.

Zalozmy, ze pierwszy uczestnik rejestruje n; wertykalnie spolaryzowanych fo-
tonbéw, drugi uczestnik rejestruje ny, wertykalnie spolaryzowanych fotonéw, ..., a
(M —1)-szy uczestnik rejestruje ny,_; wertykalnie spolaryzowanych fotonow. Wow-

czas stan qubitu po M — 1 teleportacjach jest postaci
1

:\/p - - ){aa(1)1H>+ﬁa(0)|v>], (4.22)

¥)
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gdzie
pr-1(na, ..., np—1) = |aa(1)? + |Ba(0)? (4.23)

Jest prawdopodobiefistwem tego, ze kazdy z M — 1 uczestnikow zarejestruje wy-
mieniong liczbe wertykalnie spolaryzowanych fotonéw. Wspoélezynniki a(1) i a(0)

okreslone sg przez formuty:
a(l) = c(mi)e(ng) . .. c(nar-1), (4.24)

a(0) = ¢(n1 — 1)e(ng — 1) ... c(npr—1 — 1). (4.25)

Bez straty ogélnosci zatézmy, ze a(1) jest wigksze lub réwne a(0) i zapiszmy
|a(1)* = gla(0)P, (4.26)

gdzie ¢ > 1. Poniewaz do teleportacji uzywamy stanéw niemaksymalnie splatanych,
to dla czesci wynikéw pomiaréw uzyskanych podczas M — 1 teleportacji a(1) bedzie

ostro wieksze od a(0). Fakt ten wykorzystamy w dalszych rozwazaniach. Niech
[Ehtinsmng 2 ) = DOV H) Y HYH V)N (4.27)
i=0
bedzie stanem splagtanym uzytym w M-tej teleportacji. Jesli M-ty uczestnik zareje-
struje ny; wertykalnie spolaryzowanych fotonéw, to stan qubitu po M-tej teleportacji

bedzie postaci

1

\/pM(nl,...,nM) ) ( (0)] ( )

%)

gdzie

pau(ny, ..., nar) = |[b(nar)aa(1)? + |b(na — 1)Ba(0)[? (4.29)
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jest prawdopodobiefistwem tego, ze pierwszy uczestnik zarejestruje n;, drugi uczest-
nik zarejestruje ny, ..., a M-ty uczestnik zarejestruje n,, wertykalnie spolaryzowa-

nych fotonéw. Jesli
b(nar)a(l) = b(na — 1)a(0), (4.30)
to teleportowany qubit znajdzie sie w oryginalnym stanie. Jesli natomiast
b(nar)a(1) # b(nar — 1)a(0), (4.31)

to optymalna strategia przywrécenia qubitu do stanu oryginalnego polega na wyko-

naniu uogdélnionego pomiaru kwantowego danego przez operatory Krausa:

b(TLM — 1)@(0)

Es = WIH><HI + V)V, (4.32)
[ Jptas = 0a()
By = ¢1 ‘ e | O (4.33)
gdy |b(nar)a(l)] > |b(np — 1)a(0)| oraz
Bs = |H){H]+ g2 v v, (.30
Er = Jl - e v, (139

gdy |b(na)a(l)] < |b(na — 1)a(0)]. Jesli jako wynik pomiaru uzyskamy FEs, to
otrzymamy qubit w stanie oryginalnym. W przeciwnym wypadku, oryginalny stan
qubitu zostanie zniszczony. Prawdopodobienistwo, ze pierwszy uczestnik zarejestruje
n1 wertykalnie spolaryzowanych fotonéw, drugi uczestnik zarejestruje n, wertykal-

nie spolaryzowanych fotonéw, ..., a M-ty uczestnik zarejestruje n,s wertykalnie
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spolaryzowanych fotonéw i udanej korekeji btedu wynosi
par(n, ..., na, S) = min{|b(na)a(1) %, |b(nar — 1)a(0)]*}. (4.36)

Zsumujmy powyzsze prawdopodobienistwa po liczbie wertykalnie spolaryzowanych

foton6w zarejestrowanych w ostatniej teleportacji, tj.
2
v (N, .. nyo1, S) = nzlmin{]b(nM)a(1)|2, |b(nar — 1)a(0)*} (4.37)
-
(nyy = 01 ny = 3 wylaczamy poniewaz wowczas teleportacja nie udaje sie) i
obliczmy tak zsumowane prawdopodobiefistwa w dwoch przypadkach, a mianowicie,
gdy:
e wykonujemy dostosowang teleportacje oraz
e wykonujemy teleportacje z uzyciem identycznych stanéw splatanych w kazdej
teleportacji.
W pierwszym przypadku zalozymy, ze w ostatniej teleportacji uzyliémy stanu,

ktorego wspolczynniki spetniajg zaleznosci
[6(0)[* = qlb(1)* = ¢*[b(2) . (4.38)

7 warunku normalizacji

2

> Ib(nan)? =1, (4.39)
np=0
dostajemy
1

Wobec tego, wyrazenie (4.37) sprowadza si¢ do postaci
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p(ji\/([)s(nla vse g T T S) — mll’l{ QIa(l)P q2|a’(0)|2 }

14+g+¢2 14+ q+¢?

[ la()* _qla(0)?
+mm{1—|—q+q2’1+q+q2}‘ (4.41)

Skorzystamy teraz z faktu, ze stan uzyty do M-te] teleportacji zalezy od wynikow
pomiaréw uzyskanych podczas poprzednich teleportacji, tzn. zalezy od wspotczyn-

nikéw a(1) i a(2) i wybierzemy ¢ tak, aby spetniona byla relacja
qla(0)]* = |a(1)]*. (4.42)

Wyrazenie (4.41) przyjmie wowczas postaé

dos qla(OP | @la0)* _ (1+g)a(0)P
reeerPag1, §) = 3 = . 4.43
Ao ) = e Y T P T TagTag )

W drugim przypadku zatozymy, ze w ostatniej teleportacji uzyliémy stanu, kto-

rego wspotczynniki sg symetryczne wzgledem ny, = 1, czyli spelniajg zaleznosci
pIb(0)f* = [6(1)]* = plb(2) . (4.44)

Z warunku normalizacji (4.39) dostajemy

BO) = ﬁ. (4.45)

Wobec tego, wyrazenie (4.37) sprowadza sie do
sym

par (M- .51, 8) = (min{pg, 1} + min{p, ¢})|a(0)[*|b(0)* (4.46)

Minima w wyrazeniu (4.46) zalezg od parametréw p i g. Dla:
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p < % wyrazenie (4.46) przyjmuje postaé
. (1+q)p
B Ly 2 o5 5 BM—L3eB ) = ]a(0)|2w~, (4.47)

dla % < p < ¢ postaé

1+p
S _1,8) = |a(0)]P—= 4.4
Prr (n17 y M -1, ) ICL( )I 2_|_p7 ( 8)
a dla p > ¢ postac
1+¢
g, ..., np—1,8) = |a(0)]2—2. 4.49
Par (M m-1,5) |()|2+p (4.49)
Zauwazmy, ze pyy (1, ..., ny—1,5) rosnie dla p < ¢ i maleje dla p > ¢ (Rysunek

4.10). Wobec tego, prawdopodobienstwo piy"(ny, ..., ny_1,S) osiaga maksymalng

wartosé, gdy p = ¢ i wynosi ona

Sym

1+
Pir (’I’Ll, wsw s UNE—1s S)ma.x = ICL(O)IQ—E

‘ 4.50
2+¢ (4.50)

Jest jasne, ze jeSli do ostatniej teleportacji uzyjemy dowolnego stanu splatanego,

ktorego wspoétczynniki sg symetryczne wzgledem ny = 1, to pii"(ny,...,ny_1,S)
nie moze by¢ wigksze od wartosci danej wyrazeniem (4.50).
Poréwnajmy warto$é¢ p3™(ni, ..., ny—1,S) z wartoscia pi%(ny, ..., ny—_1,S). Z
(4.43) i (4.50) dostajemy
- 1+
p?\};m(nl) ceey -1, S) < p?\% (nlv ey -1, S)max - |a(0)|2ﬁg
1 0)|?
< L DIeOF _ 45(ny, ... mar-1, S), (4.51)

1 + q,l + q =Pm
gdzie dla ¢ > 1 drugg nieréwno$¢ mozemy zastapié¢ przez nieréwnosé ostra. Z ko-

mentarza po wyrazeniu (4.26) wiemy, ze dla czesci wynikéw uzyskanych podczas
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P:[:;m(nl' e g1, S)

015+

0.10F

0.05

L . . ~ p
2 4 6 8

Rysunek 4.10. Zaleznosé 3™ (na,...,nar-1,9) od p dla ¢=2.

pierwszych M — 1 teleportacji ¢ jest wigksze od 1. Zsumowanie p3%(ny, ..., np—1, S)
i py(na,...,np-1,S) po mi,...,na_ 1 prowadzi do wniosku, ze catkowite praw-

dopodobienstwo wiernej dostosowanej teleportacji jest wieksze od prawdopodobieri-
stwa wiernej wielokrotnej teleportacji z uzyciem identycznych, symetrycznych sta-

néw splatanych w kazdej teleportacji.
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Rozdziat

Zwiekszanie wiernosci teleportacji za
pomoca protokotu wymiany splatania

5.1 Wprowadzenie

W tym rozdziale rozpatrzymy podwdjng teleportacje za pomocg dwuqubitowych
stanéw mieszanych. Zanim jednak do tego przejdziemy omoéwimy pojedyncza tele-
portacje. Zalézmy, ze chcemy teleportowac qubit za pomoca dowolnego dwuqubi-
towego stanu mieszanego pap i przy uzyciu dowolnego protokotu wykorzystujgcego
tylko lokalne operacje i klasyczng komunikacje. Naszym celem jest uzyskanie jak
najwickszej Sredniej wiernosci teleportowanego qubitu, zwanej dalej wiernoscig, tele-
portacji (wiernoé¢ teleportacji zdefiniowana zostala w podrozdziale 2.2). Horodeccy
[Horodecki et al., 1999 pokazali, ze wiernos¢ teleportacji f zwigzana jest z utam-

kiem stanu maksymalnie splatanego F' stanu p4p wyrazeniem

_2F+1

. (5.1)

J
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gdzie utamek stanu maksymalnie splatanego F' jest zdefiniowany poprzez
F = max(¥"¥| 45045 9M%) 45, (5.2)

przy czym maksimum wziete jest po wszystkich stanach maksymalnie splgtanych
|TMS) 4 5. Wobec tego, aby uzyska¢ maksymalng wiernogé¢ teleportacji musimy naj-
pierw za pomocg lokalnych operacji i klasycznej komunikacji deterministycznie zwick-
szy¢ ulamek stanu maksymalnie splatanego do warto$ci maksymalnej, a nastepnie
wykona¢ standardowy protokot teleportacji. Z pracy [Verstraete i Verschelde, 2003]
wiadomo, ze maksymalng warto§¢ ulamka stanu maksymalnie splatanego mozna
otrzymac¢ w sposéb opisany ponizej. Nadawca (lub odbiorca) stosuje uogélniony po-
miar kwantowy dany przez dwa operatory Krausa Aq 1 /I4 — ALAA (jednym z
operatoréw Krausa jest tzw. lokalny filtr A4), a nastepnie przesyla wynik pomiaru
do odbiorcy (lub nadawcy). W dalszej czedci zalozymy, ze to nadawca wykonuje

uogdlniony pomiar kwantowy. Jezeli uczestnicy otrzymajg w wyniku pomiaru stan

Ay ®IppapAa®Ip

) 5.3
Tr(As ® IppapAa ® Ip) (5:3)

to utamek stanu maksymalnie splatanego zostaje zwiekszony i uczestnicy pozosta-

wiaja stan bez zmian. Jesli jednak uczestnicy otrzymajg w wyniku pomiaru stan

(VIs— ALAL ® In)pap(\/Is — Al As ® Ip) 5.4)
TI‘[(\/]A — ALAA & IB)pAB(VIA = ALAA & IB)]

to ulamek stanu maksymalnie splatanego zostaje zmniejszony ponizej % i uczestni-

cy zastepujg otrzymany stan stanem produktowym. Stan produktowy zostaje wy-

brany w taki sposéb, ze jego przekrycie ze stanem maksymalnie splgtanym, ktéry
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maksymalizuje F' dla stanu (5.3) wynosi % Oznaczmy ten stan przez |af)ap. W

konsekwencji czego, stan koiicowy mozemy wyrazié¢ jako

Pas = Aa®IgpapAa® Ip

+Tr(y 14 — AAs ® Ip)pas(V1a — AllAs ® I)|aB) (b ap. (5.5)

Optymalny filtr AR** i maksymalng warto$¢ utamka stanu maksymalnie splatanego
F™# mozna znalez¢ rozwiazujac nastepujacy polokreslony program: Znajdz maksy-
malng wartosé wyrazenia

F =3~ Te(Xan035), (5.6)
pod warunkiem, Ze

0 < Xap < Ias, (5.7)
oraz

——2 g XE g =, (5.8)

Symbol I'p oznacza tutaj operacje czeSciowej transpozycji, ktéra dziala na dwu-

czastkowy operator

Xap = .ZklXij,kl|i>A|j>B<k|A<l|B (5.9)
i.j.k,
W nastepujacy sposob
XUB = Xijuli)all) 5kl alil 5. (5.10)
[Fmax > % jesli pap jest stanem splatanym i optymalne XT2* jest rzedu 1. Z kolei

optymalny filtr A™* mozemy wyznaczy¢ rozwigzujac rownanie

X05 = A ® ]B’®+><®+1ABAIXMT ® Ip. (5.11)
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5.2 Wymiana splatania dla stanéw mieszanych

Powr6¢my teraz do uktadu z trzema uczestnikami: Alicjg, Bobem i Charliem.
Zalozmy, ze zaréwno Alicja i Bob, jak i Bob i Charlie wspoéldzielg pare qubitéw w
stanie mieszanym. Celem wszystkich uczestnikow jest jak najwierniejsza teleportacja
dodatkowego qubitu od Alicji do Charliego. Moznaby przypuszczaé, ze uczestnicy
powinni postapi¢ w nastepujacy sposéb: najpierw kazda para niezaleznie zwicksza
ulamek stanu maksymalnie splatanego dla wspoldzielonego stanu dwuqubitowego
do maksymalnej wartoéci, nastepnie Alicja teleportuje qubit do Boba, po czym Bob
teleportuje go do Charliego. Okazuje sie jednak, ze w niektorych przypadkach ist-
nieje lepsza strategia oparta na protokole wymiany splatania [Zukowski et al.; 1993,
Zukowski et al.; 1995, Pan et al., 1998], ktorg teraz oméwimy w oparciu o prace
[Modtawska i Grudka, 2008a]. Strategia ta sktada sie z dwoch krokéw. W pierwszym
kroku Bob mierzy swoje qubity w bazie Bella i informuje pozostalych uczestnikow o
wyniku pomiaru. Jezeli stan Alicji i Charliego po pomiarze Boba ma utamek stanu
maksymalnie splatanego F' wiekszy od %, to Alicja i Charlie przeksztalcajg go za po-
mocg lokalnych operacji unitarnych, tak aby jego wiernos¢ wzgledem stanu |¥%) 4¢
byta réwna F'. W przeciwnym przypadku, Alicja i Charlie przygotowuja stan [01) ¢,
ktorego wiernosé¢ wzgledem stanu [U+) 4o wynosi 3. W konsekwencji, koncowy stan
Alicji i Charliego bedzie mial zawsze utamek stanu maksymalnie splatanego F’ wiek-
szy lub réwny % W drugim kroku Alicja teleportuje qubit do Charliego za pomocy
stanu, ktéry z nim dzieli.

PrzejdZzmy do konkretnego przykladu. Najpierw omowimy pierwszg strategie,

nastepnie druga i wreszcie poréwnamy je. Zaloézmy, ze Alicja i Bob wspoldzielg pare
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qubitéw w stanie

o(p. @)ap = (1 — p)|¥(a))(¥(a)|ap + p[00)(00] a5, (5.12)
gdzie

|V () xy = sin a|01) xy + cos a|10) xv, (5.13)
a Bob i Charlie wspoldzielg pare qubitow w stanie

o(p. a)pc = (1 = p)|¥ () (¥(a)|pc + pl11) (11| pc- (5.14)

Oba stany sg splatane dla p # 11 0 < a < 1 oraz majg taki sam ulamek stanu
maksymalnie splatanego

2

P { (1= p)(SinQa + cos @) g} _ (5.15)

Najpierw kazda z par Alicja i Bob oraz Bob i Charlie zwicksza utamek stanu mak-
symalnie splatanego do jego maksymalnej wartosci. Aby wyznaczy¢ te wartosé i lo-
kalny filtr musimy rozwiaza¢ omoéwiony powyzej pétokreslony program. W tym celu
zauwazmy, ze stan pﬂ% (oraz stan ,01};%) jest niezmienniczy ze wzgledu na: trans-
pozycje, lokalng operacje 0.4 ® o.p oraz lokalng operacje diag[l,:]4 ® diag[i, 1)p
[Verstraete 1 Verschelde, 2003]. Operator X 4p musi mie¢ taka sama symetrie i wo-
bec tego ma on postaé

z; 0 0 x4
0 z3 0 O

0 0 =z, 0}’
zs 0 0 zg

Xap = (5.16)
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gdzie z; € R, i =1,2,...,6. Ponadto, z faktu, iz Xp jest rzedu 1 wynika, ze x3 i
74 sg réowne 0. Dla maksymalnej wartosci utamka stanu maksymalnie splatanego i

lokalnych filtrow uzyskamy nastepujace wyrazenia:

1 (1-p)?sin®acos’a

e — — 0.17
2 T 2p ( )
(1—p) sina cos & 0
Amax — P , 5.18
S (5.18)
1 0
rlrg],ax = (0 (l»p)sinacosa) 3 (519)
P
gdy L) sl0 wrgowre Si;acoso‘ < 1 oraz
max 1 - p :
PR o = + (1 —p)sinacosa, (5.20)
ax 10
"414a = (O 1) ) (521)
max __ 1 0
e (19), -
gdy Ww > 1. Ostatecznie, stan koricowy, za pomocg ktorego Alicja telepor-
tuje qubit do Boba dany jest wyrazeniem
PEE = AR @ I5pap ALY~ ® Ip
+ |1 = Tr(A3™ & IppapAG™ ® I5)] |01)(01|45, (5.23)

a stan kornicowy, za pomocg ktorego Bob teleportuje qubit do Charliego dany jest

wyrazeniem
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PBE = AB* © loppcAp™ ® Ic

+[1 - TH(AB> ® Ieppe AR ® 1c)] 110)(10] ¢ (5.24)

02r

! L L . L L L " L 1 L

0.0 0.5 1.0 1.5

Rysunek 5.1. Zaleznosé utamka stanu maksymalnie splgtanego od parametru o dla p=0,25
dla stanow poczgtkowych (czarna linia) i dla standw koricowych (czerwona linia)
otrzymanych w wyniku filtrowania.

Na rysunku 5.1 pokazano jak ulamek stanu maksymalnie splatanego stanoéw po-
czatkowych (5.15) i ulamek stanu maksymalnie splatanego stanéw koricowych (5.17)
i (5.20) zaleza od parametru « dla p = 0,25. Zauwazmy, ze utamek ten dla stanéw
koricowych jest nie mniejszy niz . Ponadto, dla a € [0;0,36) U (1,21;7/2] stany
konicowe maja ulamek stanu maksymalnie splatanego wiekszy niz stany poczatkowe.
Z kolei dla « € [0, 36; 1, 21] utamek ten jest taki sam dla obu stanéw.

PrzejdZzmy do oméwienia drugiej strategii. Niech Bob mierzac swoje qubity w
bazie Bella otrzyma |®*) 5p/ jako wynik pomiaru. W takim przypadku qubity Alicji

i Charliego po korekcji bitu przez Charliego (i po ewentualnej korekeji fazy, gdy Bob
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uzyska |97 )pp/) znajda sie w stanie

1
05, = ]Tq))[(l-p)zsin2 acos® a| @Y (DT 4o+ p(1—p) sin® a]00)(00] 4],  (5.25)

gdzie

p(®) =p(@F) =p(®7) = (1 — p)*sin* acos’ a + p(1 — p) sin’ (5.26)

jest prawdopodobienistwem uzyskania stanu |®*)pp jako wyniku pomiaru Boba.

Utamek stanu maksymalnie splatanego dla tego stanu wynosi

® _ o (1 -p)?sin®acos®?a p(1 —p)sin?a
= { p® O (@) } (5-27)

Jesli F® > L to Alicja i Charlie pozostawiaja stan o%.. W przeciwnym wypadku
2 AC

przygotowuja stan |01) 4¢. Tak skonstruowany stan ma utamek stanu maksymalnie

splatanego dany wyrazeniem

1 1,71
e _ p® < o ) 9( <I>> 2

gdzie 6(.) jest funkcjg skokowy Heaviside’a.
Zatozmy, ze Bob otrzymal |U*)pp jako wynik pomiaru. W takim przypadku
qubity Alicji i Charliego (po ewentualne]j korekcji fazy przez Charliego, gdy Bob

uzyska |V~ )pp/) znajda sie w stanie

1
QE{C = W(l = 117)2(51112 al01)4c + cos® a[lO)Ac)(sin2 (01| 4¢ + cos? (10| ac)

+9°01){01]ac + p(1 = p) cos a(|00) (00| ac + [11){11|ac), (5.29)
gdzie
p(¥) = % — (1 —p)?sin® acos? o — p(1 — p) sin® & (5.30)
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jest prawdopodobieristwem uzyskania |V*)pp lub |¥~)pp jako wyniku pomiaru

Boba. Utamek stanu maksymalnie splatanego stanu 0%, wynosi

(5.31)

P :max{l —2(1=p)+2(1 —p)? cos?a(l —p)p}.

4p(¥) C 2p(Y)
Jesli F¥ > £, to Alicja i Charlie pozostawiajg stan o%.. W przeciwnym przypadku
przygotowuja stan |01) 4. Tak skonstruowany stan ma ulamek stanu maksymalnie

splatanego dany wyrazeniem

1 1 /1
" T vt ol _ Y
F*=F 9<F 2>+29<2 F > (5.32)

Ostatecznie, usredniony po wynikach pomiaru Boba stan, za pomocg ktorego Alicja

teleportuje qubit do Charliego, przyjmie postaé

Tac = 2(®) [B0F® = )a8 +6(1/2 ~ F)|01) (01 xc]

+2p(¥) [0(F® — 1/2)efc +6(1/2 = F*)|01)(01]ac] . (5.33)

ktorego utamek stanu maksymalnie splgtanego jest dany wyrazeniem

F =2p(0)[F20 (FY — 1) + 10(3 — F¥)]

+2p(®)[F20(F® — 3) + 36(3 — F®)]. (5.34)

2

Utlamek ten jest nie mniejszy niz % i, co za tym idzie, stan daje wiernoé¢ teleportacji
przynajmniej rowng, %

Przyjmijmy p = 0, 25 i obliczmy wartosci utamka stanu maksymalnie splagtanego
dla réznych stanéw rozwazanych w oméwionym protokole. Na rysunku 5.2 pokaza-

no, jak utamek stanu maksymalnie splatanego stanéw poczatkowych (5.15) i utamek
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02
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Rysunek 5.2. Zalezno$é utamka stanu maksymalnie splgtanego od parametru o dla p=0,25
dla standw poczgtkowych (czarna linda) i dla stanu koricowego (czerwona linia) jesli Bob
uzyska |®F) jako wynik pomiaru, zrédto [Modtawska i Grudka, 2008a).

stanu maksymalnie splatanego stanu koncowego (5.27) zaleza od parametru «, gdy
Bob uzyska |®7)gp lub |7 )pp jako wynik pomiaru. Zaznaczono réwniez ulamek
stanu maksymalnie splatanego stanu |01) ac, tj. F' = 3. Dla a < 0,17 stany poczat-
kowe maja utamek stanu maksymalnie splgtanego mniejszy niz %, adla o < 0,9
stan koricowy ma utamek stanu maksymalnie splatanego wigkszy niz 1. Ponadto dla
a € [0;0,51) U (1,44; 7/2] stan koricowy ma ulamek stanu maksymalnie splagtanego

wiekszy niz stany poczatkowe.

Na rysunku 5.3 pokazano, jak ulamek stanu maksymalnie splatanego stanéw
poczatkowych (5.15) i utamek stanu maksymalnie splatanego stanu koricowego (5.31)
zalezg od parametru a dla p = 0, 25, gdy Bob uzyska |[¥*)gg lub |V~ ) gp jako wynik
pomiaru. Zaznaczono réwniez utamek stanu maksymalnie splatanego stanu |01) a¢,
). F = % Dla a < 0,62 stan koicowy ma utamek stanu maksymalnie splatanego

mniejszy niz % Ponadto dla o > 1, 37 stan koricowy ma utamek stanu maksymalnie
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Rysunek 5.3. Zalezno$é utamka stanu maksymalnie splgtanego od parametru o dla p=0,25
dla stanéw poczqtkowych (czarna linia) i dla stanu koricowego (czerwona linia), jesli Bob
uzyska |UF) jako wynik pomiaru, Zrédto [Modlawska i Grudka, 2008a/.

splatanego wiekszy niz stany poczatkowe.

Na rysunku 5.4 pokazano, jak utamek stanu maksymalnie splagtanego stanéw
poczatkowych (5.15) i ulamek stanu maksymalnie splatanego uérednionego po wy-
nikach pomiaréw Boba stanu koficowego (5.34) zalezg od parametru o dla p = 0, 25.
Zauwazmy, ze stan koicowy ma wiekszy ulamek stanu maksymalnego niz stany
poczatkowe dla a € [0;0,19) U (1, 38; 7/2].

PrzejdZzmy do poréwnania wiernosci teleportacji uzyskanej za pomoca strate-
gii opartej na niezaleznym lokalnym filtrowaniu dwéch par splatanych i strategii
opartej na zwiekszaniu wiernosci teleportacji za pomoca wymiany splatania. Na ry-
sunku 5.5 pokazano, jak wiernoé¢ teleportacji obu strategii zalezy od parametru o
dla p = 0,25. Jesli uczestnicy zastosuja pierwsza z wymienionych strategii, to dla
a < 0,481 o > 1,09 wiernosé teleportacji nie przekracza granicy klasycznej. Jesli

uczestnicy zastosuja drugg strategie, to Alicja moze teleportowaé qubit do Charlie-
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Rysunek 5.4. Zaleznosé utamka stanu maksymalnie splgtanego od parametru o dla p=0,25
dla standw poczgtkowych (czarna linia) i utamka stanu maksymalnie splgtanego dla
udrednionego po wynikach pomiaréw Boba stanu koricowego (czerwona linia).

09
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Rysunek 5.5. Zaleznosé wiernosci teleportacji od parametru o dla p=0,25 dla dwéch
nastepujgcych po sobie teleportacyi za pomocg standw uzyskanych w wyniku niezaleznego
filtrowania (czarna linia) i dla teleportacji za pomocq stanu otrzymanego po wymianie
splgtania (czerwona linia), Zrédto [Modlawska i Grudka, 2008a].

go z wierno$cig teleportacji wieksza niz % dla0 < a < 7/2. Dla 0,62 < a < 0,96
obie strategie daja taka sama wierno$é teleportacji. Wiaze sie to z faktem, ze dla

0,62 < a < 0,96 stan koricowy otrzymany po wymianie splagtania ma utamek stanu
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5.2. WYMIANA SPLATANIA DLA STANOW MIESZANYCH

maksymalnie splatanego wiekszy niz % dla kazdego wyniku pomiaru Boba i ponadto
w przypadku strategii opartej na lokalnym filtrowaniu optymalny filtr jest operato-

rem jednostkowym, a wiec nie trzeba stosowaé filtru.
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Rozdziat

F.amanie nieréwnosci
Clausera—Horne’a—Shimony’ego—Holta

6.1 Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale oméwimy nieréwnosé¢ Bella, ktora muszg spelniaé korela-
cje przewidziane przez teorie lokalnego realizmu, a ktorej w ogélnosci nie spetniajg
korelacje przewidziane przez mechanike kwantows [Bell, 1964; Nielsen i Chuang,
2000].

Zalozmy, ze mamy dwie czastki w stanie pap, z ktorych jedng przekazujemy Ali-
cji, a drugg Bobowi. Alicja po otrzymaniu czastki dokonuje na niej pomiaru jednej
z dwoch obserwabli A; lub Aj,, uzyskujac jeden z dwoch wynikow a; € {—1,1},
+ = 1,2. Réwniez Bob po otrzymaniu czastki dokonuje na niej pomiaru jednej z
dwoch obserwabli B; lub Bs, uzyskujac wynik b; € {—1,1},7 = 1,2. Zaréwno Alicja
jak i Bob decyzje o tym, ktora obserwable beda mierzy¢ podejmuja w sposéb losowy
i niezaleznie od siebie (Rysunek 6.1). Zal6zmy ponadto, ze pomiary Alicji i Boba

sg przestrzennie rozdzielone i nie moga zosta¢ polaczone zadnym sygnalem. W ta-
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kim wypadku wybor obserwabli przez jednego uczestnika nie ma wplywu na wynik

pomiaru drugiego uczestnika. Jest to tzw. zalozenie lokalnosci.

Alicja Bob
a,==1 b,=%1

Rysunek 6.1. Schemat ukladu eksperymentalnego do testowania nieréwnosci Bella.

Rozpatrzmy nastepujgce wyrazenie

a1by + agby + agby — arbe = (a1 + a2)b1 + (ag — ap)bs. (6.1)
Poniewaz a;,b; € {—1,1}, z (6.1) wynika, ze

(a1 + az)by =0 (6.2)
lub

(ag —a1)bs =0, (6.3)
skad, w konsekwencji,

a1b1 + agby 4 asby — arby = —2 lub  aib; + ash; + agby — a1by = 2. (6.4)

Oznaczmy przez p(ai, as, by, by) prawdopodobienstwa tego, ze przed pomiarem uktad

znajduje si¢ w stanie, w ktorym obserwable przyjmuja okreslone wartosci, czyli:

Al = day, Ag = A3, Bl = bl, B2 = bg. (65)
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Prawdopodobieristwa p(aq, as, b1, bs) mogg zaleze¢ od sposobu przygotowania stanu
oraz od warunkow w jakich Alicja i Bob dokonujg pomiaréw. Jest to tzw. zalozenie
realizmu. Aby wyprowadzi¢ nieréwnos¢ Bella, na dwa sposoby obliczymy modut
wartosci oczekiwanej sumy iloczynéw obserwabli. Z jednej strony, modul wartosci

oczekiwanej mozemy wyrazié jako
|E(A1By + A3By + As By — A1 Bs)|

= | Z p(ai, ag, by, ba)(arby + azby + asbs — a1bs)]

a1,a2.b1,b2

< Z p(alaa’valvbQ) x2= 27 (66)

a1.a2,b1,b2

gdzie przy przejsciu z drugiej do trzeciej linii skorzystaliémy z (6.4). Z drugiej strony,

modul wartosci oczekiwanej mozemy zapisa¢ w postaci
|[E(A1By + AaB; + AsBy — A1B))|

Poréwnujac (6.6) 1 (6.7) dostajemy nierownos¢ Bella w wersji Clausera, Horne’a,
Shimony’ego i Holta (tzw. nierownos¢ CHSH) [Clauser et al., 1969]

Jezeli Alicja i Bob wykonajg opisany powyzej eksperyment na wielu kopiach stanu
pAB, to bedag mogli obliczy¢ poszczegdlne wartosci oczekiwane E(A;B;) na podstawie
danych eksperymentalnych. Dokladnoéé¢ tych obliczen bedzie tym wieksza im wieksza

bedzie liczba kopii stanu pap.
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Przyjmijmy teraz, ze stan psp jest postaci

pag = |¥) (U4, (6.9)
gdzie
=
| ) ap = \/§(|O>A|1>B + (1) 410)5), (6.10)

i wybierzmy obserwable mierzone przez Alicje i Boba w nastepujgcej postaci:

~0Oyp — Ogp Oz5 = Oz
Al:UZA7 AQZUZAa Blz ) BQZ

% v 5 (6.11)

gdzie operatory hermitowskie ., 0, oraz o, zostaly zdefiniowane w (2.14)—(2.16).

Wartosci oczekiwane E(A;B;) obserwabli w stanie (6.9) wynosza:

1 1 1 1
E(AB,) = 7 E(AyB,) = 7 E(A3B,) = 7 E(A1By) = —E.(mz)

Z (6.12) dostajemy
|E(A1B;) + E(A3By) + E(AyBy) — E(A;1By)| = 2v/2. (6.13)

Wynik ten stoi w sprzecznodci z nieréwnoscia Bella (6.8), co oznacza, ze przynajmniej
jedno z dwoch zalozerl nieréwnosci Bella nie jest spelnione, tzn. albo obserwable
A1, As, By, By nie majg okreslonych wartosci przed poiniarem (nie jest spelnione
zalozenie realizmu) albo wybor obserwabli u jednego uczestnika ma wptyw na wynik
pomiaru u drugiego uczestnika (nie jest spetnione zalozenie lokalnosci). W zwigzku z
tym albo mechanika kwantowa jest bledna, albo Natura nie spelnia zalozen lokalnego
realizmu. Dylemat ten mozna rozstrzygnaé¢ eksperymentalnie testujgc nier6wnosé

CHSH. Nieréwnos¢ ta zostata przetestowana m. in. w pracach [Aspect et al., 1981;
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Aspect et al., 1982; _Aspect, 1999; Freedman i Clauser, 1972; Fry i Thompson, 1976;
Ou i Mandel, 1988; Rowe et al., 2001; Tapster et al., 1994; Tittel et al., 1998; Weihs
et al., 1998]. Wszystkie dotychczasowe eksperymenty pokazaty, ze Natura nie spelnia
nieré6wnosci CHSH.

Warto doda¢, ze jezeli dany stan lamie nierownosé¢ Bella, to jest on splatany.
Jednak nie kazdy stan splatany tamie nier6wno$é Bella [Werner, 1989]. Co ciekawe,
Popescu [Popescu, 1995] i Gisin [Gisin, 1996] pokazali, ze nawet jesli czastki znajduja
si¢ w stanie splatanym, ktory nie tamie nieréwnosci Bella, to po poddaniu czastek

lokalnym pomiarom, ich stan po pomiarze moze tamaé¢ nieré6wnoéé Bella.

6.2 Wymiana splatania, a tamanie nieré6wnosci CHSH

Sen i inni [Sen(De) et al., 2005] postawili nastepujace pytanie: czy za pomoca pro-
cesu wymiany splatania mozna ze stanéw nietamigcych nier6wnosci Bella otrzymad
stan famigcy te nier6wno$¢? Autorzy ci znalezli czeSciowe rozwigzanie tego proble-
mu. Pokazali oni mianowicie, ze za pomoca uogoélnionego protokotu wymiany spla-
tania z N stanéw dwuczastkowych, gdzie N > 3, z ktérych zaden nie tamie nier6w-
nosci Bella, mozna otrzymaé stan N-czastkowy, ktéry lamie nieréwnosé Mermina-
Klyshki [Ardehali, 1992; Belinskii i Klyshko, 1993; Gisin i Bechmann-Pasquinucci,
1998; Mermin, 1990; Roy i Singh, 1991]. Ponadto wykazali oni, Ze za pomoca stan-
dardowego protokolu wymiany splatania z dwoch stanéw, z ktérych kazdy tamie
nier6wnos¢ CHSH o taki sam czynnik, mozna otrzymaé stan, ktoéry tamie te nieréw-
nos¢ o wigkszy czynnik. Ponizej pokazemy, ze za pomocy tego samego protokotu z

dwoch stanéw, z ktérych zaden nie tamie nieréwnosci CHSH, mozna otrzymaé stan,
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ktory juz te nierownosé tamie [Wojcik et al., 2010]. W tym celu uzyjemy stanéw, na
ktorych zademonstrowali$my w poprzednim rozdziale, ze za pomocg protokotu wy-
miany splagtania mozna zwiekszy¢ utamek stanu maksymalnie splatanego. Zbieznos¢
ta nie jest przypadkowa poniewaz stan, ktéry ma dostatecznie duzy ulamek stanu
maksymalnie splatanego tamie nieréwnos¢ CHSH.

Zalézmy, ze Alicja i Bob wspoétdzielg stan (por. (5.12))
o(p, @) ap = (1 = p)|¥(a))(¥(a)|a5 + p|00){00| 4z, (6.14)
gdzie
|V (a)) xy = sina|01) xy + cos a|10) xy, (6.15)
a Bob i Charlie wspoldzielg stan (por. (5.14))
o(p, &) g = (1 = p)|¥())(¥(a)|prc + p|11) (11| prc. (6.16)

Bob wykonuje na swoich qubitach pomiar Bella, czyli wykonuje standardowy pro-
tokoét wymiany splatania. Jesli jako wynik uzyska on

1

V2

|8%) s = —= (/0055 % [11)p5/), (6.17)

to Alicja i Charlie bedg wspoétdzieli¢ stan (po mozliwej korekcji fazy przez jedno z
nich)

1
TS

[(1 - p)?cos® asin® a|@T) (D] 4 + p(1 — p) sin? @|01)(01[4c],  (6.18)
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gdzie
p(®%) = (1 — p)? cos® asin® a + p(1 — p) sin® (6.19)

jest prawdopodobieristwem tego, ze Bob uzyska |®*)gp jako wynik pomiaru. Pro-
blem sprowadza sie teraz do znalezienia takiego zakresu parametréow p i o, dla kto-
rych stany (6.14) i (6.16) nie tamia nier6wnosci CHSH, a stan (6.18) juz ja tamie.
Aby rozstrzygnaé, czy dany stan lamie nieréwnos¢ CHSH uzyjemy kryterium Horo-

deckich [Horodecki et al., 1995]. W tym celu wprowadzimy parametr lamania

r(0) = /A1 + Ag, (6.20)

gdzie A; i Ay sg dwiema najwiekszymi warto$ciami wlasnymi macierzy R(o)T R(o),

a macierz R(p) okreslona jest przez elementy
R(0)i; = Tr(00; ® o), (6.21)

gdzie o; sg macierzami Pauliego (2.13)-(2.16). Stan dwuqubitowy lamie nieréwnoéé
CHSH wtedy i tylko wtedy, gdy parametr famania r(p) jest wiekszy od 1.

Dla stanéw poczatkowych (6.14) oraz (6.16) macierz R(p) jest postaci

(1 — p)sin2c 0 0
R(p) = 0 (1—p)sin2a0 0 . (6.22)
0 0 2p—1

Wartosci wlasne macierzy R(o)” R(p) wynosza zatem:
A= (2p — 1), (6.23)

Ao = [(1 — p)sin(2a)]?, (6.24)
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A3 = [(1 — p)sin(2a))>. (6.25)

Parametr lamania nieréwnosci CHSH mozemy wyrazi¢ jako

r(0) = (1 — p)sin(2a)y/1 + 2(p, a), (6.26)
gdzie
2p—1 :
= 1. {— . 2
z(p, @) max{ ; ((p— 1)sin(2a)> } (6.27)
Dla stanu koricowego (6.18) macierz R(p) jest macierzg diagonalng, o niezerowych
elementach:
R(0)11 = ——1~——(1 — p)? cos® asin? a, (6.28)
p(12%)55') '
1
R = — —(1 — p)? cos? asin® a, 6.29
(0)22 p(lq)'“>BB’)[ ( p) ] ( )
1
R =——————(p—1[p+ (p—1)cos® o] sin® a. 6.30
(0)as o(55759) p-Dp+((-1) ] (6.30)

Po krotkich przeksztalceniach wyrazen (6.28)-(6.30) okazuje sie, ze wartosci wiasne

macierzy R(0)T R(o) mozemy zapisa¢ w postaci:

A= <%>2, (6.31)

Xs = (%) , (6.33)
gl

g(p,a) = an;C@. (6.34)
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W konsekwencji, parametr tamania nieréwnosci CHSH mozemy przedstawié jako

r(o) 1+ Z(p, @), (6.35)

T 1+4(p, @)

gdzie
Z(p, a) = max{1, [1 — §(p, )*}. (6.36)

Na rysunkach 6.2 i 6.3 przedstawiono zaleznos$¢ parametréw lamania nierow-
nosci CHSH r(p) dla stanéw poczatkowych i dla stanéw koncowych od a i p, a na
rysunku 6.4 przedstawiono granice obszaréw parametréow « i p, w ktérych oméwione
stany tamig nieréwnos¢ CHSH. Zauwazmy, ze istnieje taki obszar parametréw, dla
ktorych stany poczatkowe nie tamig nieréwnosci CHSH, a stan koricowy tamie te nie-
réwnos¢. Oznacza to, ze odpowiedZ na pytanie postawione przez Sena i innych jest
twierdzaca [Sen(De) et al., 2005]. Warto jednak podkresli¢, ze otrzymywanie stanu
tamigcego nieré6wno$é¢ CHSH ze stanéw nie tamigcych tej nieréwnosci za pomocs,
procesu wymiany splatania ma charakter probabilistyczny, tzn. koniczy sie sukcesem
w przypadku, gdy uczestnik wykonujacy pomiar Bella otrzyma dwa sposrod czterech

wynikow pomiardw.
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Rysunek 6.2. Zaleznosé parametru
tamania r(9) od a oraz p dla
standw poczgtkowych, zrddto

[Wajcik et al., 2010].
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Rysunek 6.3. Zaleznosé parametru
tamania r(9) od & oraz p dla
standw kotricowych, Zrédto
[Wdjcik et al., 2010].

157

1.0

05r

0.4

0.6 0.8 1.0
p

Rysunek 6.4. Granica obszaru parametréw o« i p, w ktérym omdwione stany poczgtkowe
tamig nieréwno$é CHSH (czarna linia) oraz granica obszaru parametréw o i p, w ktérym
omdéwione stany koricowe tamiqg nierdwnosé CHSH (czerwona linia). W obszarze
zaznaczonym kolorem niebieskim stany poczgtkowe nie tamiqg nieréwnosci CHSH, a stany
koricowe tamig te nieréunosé.
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Podsumowanie

Niniejsza praca zostata po$wiecona zwiekszaniu prawdopodobieristwa i wiernoéci
wielokrotnej teleportacji kwantowej. Zbadano w niej wlasnosci wielokrotnej liniowo-
optycznej teleportacji kwantowej wykonywanej za pomocg protokotu KLM. Za jeden
z glownych wynikéw nalezy uznaé¢ wykazanie, ze btedy wprowadzone w poprzednich
teleportacjach mogg zosta¢ poprawione przez bledy wprowadzone w nastepnych te-
leportacjach. W konsekwencji mozna stwierdzié, ze dla dostatecznie duzej liczby
teleportacji stany niemaksymalnie splatane daja wieksze prawdopodobieristwo wier-
nej teleportacji. Warto podkredli¢, ze w przypadku pojedynczej teleportacji stany
maksymalnie splatane sa optymalne. Obserwacja ta prowadzi do wniosku, ze prawdo-
podobieristwo wiernej teleportacji jest niemultiplikatywne i ze niemultiplikatywnogé
ta ros$nie wraz z liczba wykonywanych po sobie teleportacji.

W pracy wprowadzono réwniez protokol dostosowanej teleportacji kwantowe;j.
Protokot ten dotyczy wielu teleportacji wykonywanych po sobie, w ktérym wybor
stanu splatanego uzytego do kolejnej teleportacji zalezy od wynikéw pomiaréw uzy-

skanych podczas wczedniejszych teleportacji. W przypadku podwdéjnej teleportacji
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wykonywanej za pomoca protokotu KLM mozna osiggnaé¢ wigksze prawdopodobieri-
stwo wiernej teleportacji niz w przypadku wykonania teleportacji za pomocg orygi-
nalnego protokotu KLM z uzyciem standéw maksymalnie splgtanych. Udowodniono,
ze istniejg stany, dla ktérych protokét dostosowanej teleportacji KLM daje wigksze
prawdopodobienstwo wiernej teleportacji niz oryginalny protokoét teleportacji KLM
z uzyciem identycznych stanéw (zar6wno maksymalnie jak i niemaksymalnie) spla-
tanych.

Kolejne zagadnienie rozwazane w pracy odnosi sie do podwdjnej teleportacji qu-
bitéw wykonywanej za pomoca lokalnych operacji kwantowych z uzyciem pewnych
dwuqubitowych stanéw mieszanych. Pokazano tutaj jak za pomoca zmodyfikowa-
nego protokotu wymiany splatania mozna zwiekszy¢ utamek stanu maksymalnie
splatanego i w konsekwencji wiernos¢ podwojnej teleportacji. Otrzymane rezultaty
poréwnano z wynikami niezaleznego zwiekszania wiernosci kazdej z pojedynczych
teleportacji i pokazano, ze w niektérych przypadkach metoda oparta o protokélt wy-
miany splatania daje wieksza wierno$¢ podwojnej teleportacji. Pokazano wreszcie,
ze za pomocy protokotu wymiany splatania z dwoch stanéw nietamigcych nieréw-
nosci Clausera, Horne’a, Shimony’ego i Holta, mozna otrzymacé stan, ktory lamie te

nieré6wno$cé.
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