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Przedmowa

Skrypt ten powstal na podstawie wyktadéw z teorii spektralnej i analizy
funkcjonalnej, jakie autor prowadzit dla studentéw matematyki Uniwersy-
tetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu w ciggu minionych dwudziestu
lat. Zawiera on wykltad z podstaw teorii spektralnej operatoréw na prze-
strzeniach Banacha i Hilberta, poprzedzony trzema rozdziatlami wstepny-
mi, w ktorych sa wprowadzone podstawowe definicje i twierdzenia z analizy
funkcjonalnej.

Mata liczba godzin przeznaczonych na wyktady z teorii spektralnej zmu-
sita autora do do$¢ zwieztej formy wyktadéw i w konsekwencji rowniez za-
wazyta na tresci tego podrecznika.

Glownym celem, jaki sobie postawil autor, prowadzac wyktady z teo-
rii spektralnej, byto przedstawienie dowodu twierdzenia spektralnego dla
ograniczonych operatoréw samosprzezonych na przestrzeni Hilberta. Dowdd
przedstawiony w skrypcie pochodzi od Frigyesa Riesza i jest, zdaniem au-
tora, najprostszym dowodem tego twierdzenia wystepujacym w literaturze,
niewymagajacym budowy zaawansowanego aparatu analitycznego do jego
przeprowadzenia.

Autor zaktada, ze Czytelnik zna material wyktadany na zajeciach z ana-
lizy matematycznej i algebry liniowej. Powotujac sie w tekscie na fakty z tych
przedmiotéw, autor odwoluje sie do napisanych przez siebie skryptéw z ana-
lizy matematycznej i algebry liniowe;j.

Wiegkszos¢ twierdzen w tym skrypcie jest zamieszczona z pelnymi dowo-
dami. Koniec dowodu tradycyjnie jest oznaczany symbolem M. Na koricu
kazdego rozdzialu znajduje sie zestaw ¢éwiczen, ktore majg ulatwié Czytel-
nikowi lepsze zrozumienie i opanowanie zawartych w skrypcie poje¢. Nalezy
jednak zaznaczy¢, ze ich liczba i zakres nie sa wystarczajace do nabrania
niezbednej bieglosci w postugiwaniu sie¢ podstawowymi pojeciami analizy
funkcjonalnej. W tym celu nalezaloby, zdaniem autora, siegnaé¢ po jakis
zbior zadan (np. z tych zamieszczonych w spisie literatury) i rozwiazaé¢ od-
powiednig liczbe ¢wiczen.
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Literatura dotyczaca zagadnien przedstawionych w skrypcie jest niezwy-
kle bogata. Jej wyboér zamieszczony na jego koricu jest subiektywny. Zawiera
zaréwno pozycje, z ktérych autor korzystal przy pisaniu tego skryptu, jak
rowniez takie, ktore, zdaniem autora, pomoga Czytelnikowi rozszerzy¢ swoja
wiedze.

Autor ma nadzieje, ze ksigzka ta okaze sie uzyteczna dla studentow
matematyki, i bedzie wdzieczny za wszelkie uwagi, ktére pozwola mu usunaé
bledy i niedoskonalodci jej tekstu.

Autor dziekuje Panu doktorowi Maciejowi Luczakowi za pomoc w przy-
gotowaniu tekstu do druku z pomoca programu IXTEX. Serdeczne podzie-
kowania naleza sie réwniez Panu doktorowi habilitowanemu Krzysztofowi
Rudolowi za wnikliwg recenzje i wiele cennych uwag, ktore pozwolity ulep-
szy¢ tekst tej ksigzki.

Skrypt ten powstal dzieki zyczliwosci wtadz Wydziatu Matematyki i In-
formatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza, za co autor wyraza im
serdeczne podzigkowanie.

Poznan, paZdziernik 2015



Rozdzial 1

Przestrzenie Banacha i operatory liniowe
ograniczone

W tym rozdziale przedstawimy podstawowe pojecia analizy funkcjonal-
nej, takie jak norma, przestrzeri unormowana, przestrzeri Banacha i operator
liniowy ograniczony.

Symbole: R, C, N i Ry bedg w dalszym ciggu oznaczaly odpowiednio
zbiory: liczb rzeczywistych, zespolonych, naturalnych i liczb rzeczywistych
nieujemnych.

1.1. Definicja i przyklady przestrzeni Banacha

Definicja 1.1. Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych. Normg na przestrzeni X nazywamy funkcje
| -|l: X — R4, ktora ma nastepujace wlasnosci:

(1) ||z]| =0 wtedy i tylko wtedy, gdy « = 0;
(2) [[Azll = [Alll=] (A e K,z € X);
@) llz+yl <zl + vl (z,y € X).

Przestrzen liniowa X z norma || - || nazywamy przestrzeniq liniowg unormo-
wang lub krotko przestrzenig unormowang.

Przyklady 1.1. (a) Przestrzen euklidesowa skonczenie wymiarowa R¥ (lub
C*) z norma | - | okreslong wzorem |z| = +/(21)2 + (22)2 + ... + («F)2

gdzie x = (2!,22,...,2%), (w przypadku C* wzoér ten ma postaé¢ |z| =

= /|22 + 222 + ... + |2F|?) jest przestrzenia unormowana. Innym przy-

ktadem normy w przestrzeni R¥ (lub CF) jest funkcja ||z|| = max |27
SYE

(b) Jezeli K jest zwarta przestrzenia metryczna, to przestrzen C(K)
(funkcji ciagtych na przestrzeni K) z norma zbieznosci jednostajnej || f|loo =
= sup | f(z)| jest przestrzenia unormowana.

zeK
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Kazda przestrzenn unormowana X z norma || - || jest przestrzenia me-
tryczna. Mianowicie, wzor

d(z,y) =z —yll  (z,y € X)

okresla metryke w przestrzeni X. Wszystkie pojecia z teorii przestrzeni me-
trycznych odnosza sie réwniez do przestrzeni unormowanych. W szczegol-
nosci zbieznos¢ ciagu punktow (x,) przestrzeni unormowanej X do punktu
x € X oznacza, ze lim ||z, — x| = 0. Tak okreslona zbieznosé¢ nazywamy
n—oo

zbieznoséciq wedtug normy.

Twierdzenie 1.1 (wlasnosci normy i zbieznos$ci wedlug normy).
Niech X bedzie przestrzeniq unormowang z normg || - ||. Wowczas:

() ||x1+x2+ .. x| < 21| + |22l +- -+ |zl (21,22, .., 2, € X).
®) [zl =1yll] < llz =yl (z,y € X).

(c) Norma jest funkcjq ciggta, tzn. jezeli x, — x, to |zn| — [|z||.

(

d) Dziatania algebraiczne w przestrzeni unormowanej sq¢ ciggle, tzn.
—jezeli z, > x 1 yp =y, to zp+yp >+ y;
— jezeli ap > i xp > x, to apr, = ax.

Dowoéd. Whasnosé (a) wynika natychmiast poprzez indukcje z wlasnosci
(3) normy.
Aby otrzymacé (b), zauwazmy, ze

[zl = [[(z —y) +yll < llz =yl + [ly]]-
Zatem
]| = llyll < llz —y]|.

Zamieniajac miejscami elementy x i y, otrzymujemy nier6wnosé

Iyl = llzll < lly — =l = [l —y]l.

7 obu powyzszych nieréwnosci wynika teza.
Wilasnosé (c) jest natychmiastows konsekwencja (b).
W koricu, aby udowodni¢ (d), zauwazmy, ze

[(@n +yn) — (@ + Yl = [[(zn —2) + (Yo — Y| < |20 — 2| + lyn — yll,
lanmn — az|| = |lan(zn — ) + (0 — @)z <
< flan(zn — )| + [[(an — @)z =

= lem|llzn — 2|l + |an —af[jzf]. =
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Definicja 1.2. Przestrzen unormowana zupelna (w metryce wyznaczonej
przez norme) nazywamy przestrzeniq Banacha.

Przestrzeniami Banacha sa przestrzenie R¥ (C*) i C(K) z naturalnymi
normami (por. [27], tw. 3.12 z czesci I i tw. 7.7 z czesci 1I). Poznamy teraz
inne przyklady przestrzeni Banacha.

Przyktady 1.2. (a) Przestrzen loo

Jest to przestrzen utworzona ze wszystkich nieskoriczonych ciagow licz-
bowych (&), ktore sa ograniczone. Dziatania liniowe sa okreslone w niej
w naturalny sposoéb, tzn.

(1.1) (&) + () = Sk +18), (k) = ().

Jest oczywiste, ze suma dwoch ciagdéw ograniczonych jest ciagiem ograni-
czonym i ze iloczyn ciggu ograniczonego przez skalar jest réwniez ciggiem
ograniczonym. Ponadto jest rowniez jasne, ze z tak okreslonymi dziatania-
mi f jest przestrzenia liniows. Zauwazmy, ze elementem zerowym w tej
przestrzeni jest ciag (&), w ktorym § =0dla k=1,2,...

Norme ciggu x = (&) € loo Okreslamy wzorem

(1.2) [z]lo0 = Sup |kl
Sprawdzimy, ze istotnie jest to norma.
Aksjomat (1) jest oczywiscie spetniony. Aby sprawdzié¢ (2), zauwazmy,
ze dla ciagu x = (&) € ¢ 1 skalara o mamy
|adi| = [al[g] < |04|S1;P|€k| = lof|lzlloo
dla k =1,2,... i w konsekwencji

(1.3) loz]loo = Sl;p\afk\ < lef[[#]loo-

Stad zakladajac, ze a # 0, otrzymujemy

1 1
ol = || =02 < llaslle,
a e = |af
czyli nier6wnosé
(1.4) lallz]leo < lla]co-

Nier6wnos¢ ta jest rowniez prawdziwa, gdy o = 0. Z nieréwnosci (1.3) i (1.4)
wynika rownosé¢ (2) z definicji normy.
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W koricu, aby sprawdzié¢, ze speliony jest aksjomat (3), wezmy dowolne
ciagi z = (&) 1y = (M) € loo. WOWCzas mamy

&k + mr| < |&k| + |mi] < s%plfkl ‘|'Sllip|77k’ < 1zlloe + [[¥lloo
dla k=1,2,... Stad
12 4+ Ylloo < [|2]loo + |Ylloo-

Sprawdzimy teraz, ze przestrzen (o, jest zupelna. Niech (z,,) = ((§,(€") ))
bedzie ciagiem z przestrzeni ¢, spetniajacym warunek Cauchy’ego. Zatem
dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taki wskaznik ng, ze dla n, m = ng
zachodzi nier6wnosé:

(1.5) |z — Tmllco = sgp‘{,&") — §,gm)‘ < e.

Udowodnimy, ze ciag (x,) jest zbiezny do pewnego punktu x € {o. Z nie-
réwnosci (1.5) otrzymujemy

(1.6) € — g™ <o dla mym=ngk=1,2,...

Wynika stad, ze kazdy z ciagow liczbowych ( ,(gn)) (k=1,2,...) jest zbiez-

ny. Niech h_)m fl(gn) = &i. Przechodzac teraz z m do granicy, m — oo,
n—oo

w nieréwnosci (1.6) otrzymujemy

(1.7) 6 — g <e dla nngk=1,2,...

Zatem ciag (ﬁlino) — &) jest ograniczony. Poniewaz

& =& — (¢ —g),

wiec ciag (&) jest rowniez ograniczony, tzn. jest on elementem przestrzeni
ls. Oznaczmy wiec x = (&). Z nieré6wnosci (1.7) otrzymujemy

[ St;p\ﬁ,(c") —&| <e, gdy n=no.
Wobec dowolnosci liczby e oznacza to, ze ||z, — z|lcc — 0, gdy n — oo.

Pokazalismy wiec, ze przestrzen ciagéw ograniczonych fo, jest przestrzenia
Banacha.
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(b) Przestrzen cg

Jest to przestrzenn utworzona ze wszystkich ciagéw zbieznych do zera
z dzialaniami okreslonymi wzorami (1.1). Jest oczywiste, ze jest to pod-
przestrzen przestrzeni fo,. Norma w tej przestrzeni jest réwniez okreslona
wzorem (1.2).

Pokazemy, ze cg jest przestrzenia Banacha. Poniewaz domkniety pod-
zbiér przestrzeni zupelnej jest przestrzenia zupeilna (por. [27], wn. 3.13
z czesci 1), wystarczy wiec pokazaé, ze ¢g jest domknieta podprzestrzenia
przestrzeni .

Niech (z,) = ((5,@)) bedzie ciggiem elementéw przestrzeni ¢y zbiez-
nym wedlug normy (1.2) do ciagu = = (& ). Pokazemy, ze ciag x jest zbiezny
do zera. Mamy

(1.8) k] < |&x — &) + [€7] < Nl — zalloo + €07

Wybieramy dowolna liczbe € > 0 i ustalamy wskaznik n tak duzy, aby
|z — zp)loo < %8. Poniewaz ciag x, = (f,(cn)) jest zbiezny do zera, wiec
istnieje wskaznik kg taki, ze ‘E,(Cn)‘ < %5 dla wszystkich k > ko. Zatem z (1.8)
wynika, ze dla k > kg mamy |£x| < €. Oznacza to, ze © = (&) jest ciagiem
zbieznym do zera. Pokazaliémy wiec, ze ¢ jest domknieta podprzestrzenia
przestrzeni £, czyli jest ona przestrzenia Banacha.

(¢) Przestrzer CV[a, b]

Jest to przestrzen funkcji klasy C™) na przedziale [a,b] (o wartosciach
rzeczywistych lub zespolonych), tzn. przestrzen funkeji majacych ciagta po-
chodng na tym przedziale, przy czym na konicach przedziatu pochodne sg
rozumiane jako odpowiednie pochodne jednostronne. Dzialania liniowe okre-
Slone sa w zwyktly sposob, tzn.

(f+9)(@) = f(z)+9(z),  (af)(z)=af(@)

Z wtlasnosci operacji rozniczkowania (por. [27], tw. 5.3 z czesci I) 1 funkeji
ciaglych (por. [27], tw. 4.7 z czesci ) wynika, ze C[a, b] z tak okreslonymi
dziataniami jest przestrzenia liniowa. Norme w tej przestrzeni okredlimy
wzorem

(1.9) I£l =1f(a)l + sup |f'(z)].

a<lz<b

Jest oczywiste, ze tak okreslony funkcjonat jest skoniczony dla kazdej funkcji
f Klasy (V). Ponadto jezeli || f|| = 0, to funkeja f ma pochodna stale rowna,
zeru w przedziale [a,b] i f(a) = 0. Poniewaz f jest wowczas funkcja stala
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(por. [27], wn. 5.9 z czesci 1), wigc f = 0. Pozostate warunki z definicji
normy sprawdza sie podobnie jak w przypadku normy w przestrzeni funkcji
ciagltych. Zauwazmy, ze jezeli (f,) jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni
CMla, b], to oznacza, ze ciag pochodnych (f/) spetnia warunek Cauchy’ego
ze wzgledu na zbieznos¢ jednostajna oraz ciag liczbowy (f,,(a)) jest ciagiem
Cauchy’ego. Zatem ciag (f)) jest zbiezny jednostajnie na przedziale [a, b]
do pewnej funkcji g (por. [27], tw. 7.1 z czesci II) i funkcja ta jest funkcja
ciagta (por. [27], tw. 7.5 z czesci II). Ponadto ciag (fn(a)) jest zbiezny do
f(a). Z twierdzenia o rézniczkowaniu ciagow funkcyjnych wynika, ze ciag
(fn) jest zbiezny jednostajnie na przedziale [a, b] do funkcji rozniczkowalnej
fif =g (por.|27], tw. 7.10 z czesci IT). Oznacza to, ze funkcja f nalezy do
przestrzeni CV[a,b] i || fn — f|l = 0, gdy n — oo, czyli przestrzen C(V|a, b]
jest przestrzenia Banacha.

Waznymi przykladami przestrzeni Banacha sa przestrzenie zwigzane
z teoria, Lebesgue’a. Bedzie im poswiecony nastepny podrozdzial.

1.2. Przestrzenie L,

Niech (X,9, 1) bedzie przestrzenia z miara. Zatem 9 jest o-algebra
podzbioréw zbioru X, a p jest miara na tej o-algebrze (por. [27], czesé 11,
rozdz. 11 lub [22], rozdz. 11). Symbolem L,(X, 0, 1) (p > 1) lub krotko
L, oznaczamy zbior funkcji okreslonych na X o wartosciach rzeczywistych
lub zespolonych, mierzalnych wzgledem o-algebry 9t i takich, ze funkcja
x — |f(x)|P jest catkowalna na X.

Lemat 1.2. Zbior L, jest przestrzeniq lintowq z dziataniami okreslonymi
w naturalny sposadbd.

Dowod. Wystarczy wykazac, ze £, jest podprzestrzenia liniowa przestrze-
ni F(X,K) wszystkich funkeji okreslonych na zbiorze X o wartosciach ska-
larnych, tzn. wystarczy pokazac, ze jezeli f, g € L,, to f + g € L, oraz
af € L, dla kazdego o € K.

Jest oczywiste, ze jezeli f € L, to af € £, dla kazdej liczby o, bo

/Iaflpdu - |a|p/ PP dy < .
X X
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Niech teraz f, g € £,. Aby pokaza¢, ze f + g € L,, zauwazmy najpierw,
ze dla dowolnych liczb a, b > 0 mamy

(a+b)? < (2max{a,b})” = 2° (max{a, b})” =
= 2P max{a?, 0P} < 2P(a? + bP).

Wynika stad, ze

f(2) + g(@)IP < (If (@) +1g(@))" < 28 (If (@)IP + lg(2)I7)

i w konsekwencji

/|f+g|”du<2”</|f|pdu+/!gpdu> < o0,
X X X

co oznacza, ze f +g € L, B

Niech NV bedzie podzbiorem przestrzeni £, okreslonym nastepujaco:
N ={feLl,: p{z: f(z) #0} =0}, czyli f € N, jezeli f(x) = 0 prawie
wszedzie na X. Zauwazmy, ze tak okreslony zbior N jest podprzestrzenia
liniows przestrzeni £,. Wynika to z nast¢pujacych oczywistych inkluzji:

{z: (f +9)(x) #0} C {a: fz) # 0} Ufa: g(z) # 0},
{z: (af)(x) # 0} C {z: f(z) # 0}

Zatem mozemy utworzyé przestrzen ilorazowa £, /N . Jak wiemy, sktada sig
ona z klas abstrakcji wzgledem relacji rownowaznosci (|26], s. 71-72):

f~g wtedyitylko wtedy, gdy f—ge€N.

Niech [f] bedzie klasa abstrakcji funkcji f wzgledem tej relacji. Przestrzen
L,/N oznaczamy symbolem L, lub doktadniej L,(X, M, u), jezeli chcemy
zaznaczyC na jakiej przestrzeni z miarg si¢ znajdujemy. Przestrzeii L, jest
przestrzenig liniows z dziataniami okreslonymi w naturalny sposob:

[f1+1g] = [f + 4],
alf] = [af].

Zauwazmy, ze [f] = [g] wtedy i tylko wtedy, gdy f = g prawie wsze-
dzie na X. W dalszym ciagu dla uproszczenia zapisu elementy przestrzeni
L, bedziemy oznacza¢ tak jak funkcje z przestrzeni £,. Nalezy przy tym
pamigtac, ze rownos¢ dwoch ,funkeji” z przestrzeni L, oznacza ich réwnosc
prawie wszedzie.
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Twierdzenie 1.3 (nieré6wnos¢ Hdéldera). Zatdzmy, ze liczby p, ¢ > 1
sq takie, ze — + — = 1. Wowczas dla funkcji mierzalnych f i g zachodzi
p

nierownosc

1/p 1/q
(1.10) ! Ifgldu<<! e (}[ ol au)

Dowod. Wiemy, ze (por. [27], przyklad 5.2 z czesci I) dlaa, b > 01ip, ¢ >

> 1, — + — = 1 prawdziwa jest nierownosé Younga, tzn.
p q

at/Ppl/e < @ + 9
p q
Jezeli jedna z calek po prawej stronie nieréwnosci (1.10) jest rowna zeru,
to wowczas iloczyn fg jest funkcja rowna zeru prawie wszedzie (bo jedna
z funkcji f, g jest rowna zeru prawie wszedzie (por. [27], lem. 11.36 z czesci
IT)) i nier6wnos¢ Holdera jest prawdziwa. Gdy jedna z calek po prawej stro-
nie jest nieskoriczona, to jest oczywiste, ze ta nierdwnosé zachodzi. Zatem
mozemy zalozyé, ze obydwie calki po prawej stronie sa skoniczone i wieksze
od zera. Ponadto mozemy zalozy¢, ze funkcje f i g przyjmuja wszedzie
wartosci skoniczone (por. [27], tw. 11.34 z czesci II).
Przyjmijmy )
)P

_ o o)l
/ nn [ 191w
X
Dla tak okreslonych a i b stosujemy nier6wnosé Younga. Mamy

|/ () @

(/\f\pdu>l/p(/ \g\qdu) 7 /\flpdu /|g|qd,u

Z monotonicznosci calki (por. [27], tw. 11.31 (b) z czesci II) otrzymujemy

/Ifg\du /Ifl”du /Iglqdu
X
(/ \flpdu>1/p< / \g\wﬂ)”" ) / o / olds
X X
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Uwagi. 1. W przypadku, gdy p = ¢ = 2, nieréwnos¢ Holdera nosi réwniez
nazwe nierdwnos$ci Schwarza.

2. Niech 2 C R¥ bedzie zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a i niech
M bedzie o-algebrg podzbioréw zbioru {2 mierzalnych w sensie Lebesgue’a,
a m miarg Lebesgue’a na 2. Wowczas nieréwnos$é Holdera przyjmuje postaé

1/p 1/q
! gl < Z sapran) Z )

Zwyczajowo catke wzgledem miary Lebesgue’a [ f dm bedziemy w dalszym
2
ciggu oznaczaé¢ symbolem [ fdz lub [ f(x)dz.
19 19

3. Jezeli wezmiemy przestrzenn mierzalna (N, P(N), ), gdzie P(N) jest
o-algebra wszystkich podzbioréw zbioru N, a p jest miarg liczgca, to funk-
cjami mierzalnymi sg ciggi, a calkami sumy szeregdéw. Zatem catkowal-

o0

nos¢ funkeji f = (&,) oznacza, ze szereg Y. &, jest bezwzglednie zbiezny
n=1

o
1 wowezas zachodzi rownosé [ fdp = Y &,. Nieréwnosé Holdera przyjmuje
N n=1
w tym przypadku postaé

') [ee) 1/p o0
S el < (Z |§n|P> (Z rnnw)
n=1 n=1 n=1

W szczegolnosci wynika stad nier6wnoéé dla sum skoriczonych

n n 1/p n
> 1&wmk] < (Z !fk\p> (Z \Uk!q)
k=1 k=1 k=1

1/q

1/q

Whiosek 1.4 (nier6wnosé Minkowskiego). Dia liczby p > 1 oraz funkcji
mierzalnych f i1 g zachodzi nierownosé

1/p 1/p 1/p
</|f+g”du> < </\f|”du) n (/ Iglpdu> .
X X X

Dowo6d. Jezeli catka po lewej stronie tej nieréwnodci jest réwna zeru lub
jezeli jedna z catek po prawej stronie jest nieskonczona, to nieréwnosé jest
spelniona w sposéb oczywisty. Jest réwniez jasne, ze nieréwnoéé ta zachodzi
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w przypadku, gdy p = 1. W dalszym ciagu mozemy wiec zatozyé, ze catka
z funkeji | f + g|P jest dodatnia, f, g € £, 1 p > 1. Ponadto mozemy przyjac,
ze funkcje f i g przyjmuja wartosci skoriczone.

Mamy

Jis+aran= [1r+glir+grtdus [(1f1+10]) 1f + " du=
X X X

= 19015+l d [1o11+ 9P du <

X X
1/p 1/q
< ( If!pdu> ( !f+g\(”_1)qdu> +
Jire) A
1/p 1/q
+ (/ \g\pdﬂ> (/!erg\(p”qdu) =
X X
1/q 1/p 1/p
= ([irearas) S (firran) "+ ([ 1oran)
X X X
Stad
1-1/q 1/p 1/p
</|f+gpdu> < (/!fl”du> + (/Igl”dﬂ> ,
X X X
czyli
1/p 1/p 1/p
</‘f+9’pdﬂ> <</!f\pdu> +</\g|pd,u> . n
X X X

Uwagi. 1. W przypadku, gdy 2 C R jest zbiorem mierzalnym w sensie
Lebesgue’a, nieréwnosé Minkowskiego przyjmuje postaé

1/p 1/p 1/p
<([ )+ gla)de <(Q/ )l de ) +<Z sras)

2. Jezeli przestrzeniag mierzalng jest przestrzen (N, P(N), i), to nierow-
nos¢ Minkowskiego wyglada nastepujaco:

00 1/p 00
(Z\fn+nn|p> < <Z|§n|p>
n=1 n=1

1/p

0 1/p
()
n=1
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Zauwazmy, ze w szczegblnosci wynika stad nieréwnosé dla sum skoniczonych

n 1/p n 1/p n 1/p
(Siaur) " < (Xlar) "+ (Smr)
k=1 k=1 k=1

Twierdzenie 1.5. Niech (X,9M, ) bedzie przestrzeniq mierzalng. Prze-
strzeri L, = Lp(X, M, ) (p = 1), w ktdrej norma jest okreslona wzorem

(111) 1= ([ 1 du)l/p,

X
jest przestrzeniq Banacha.

Dowo6d. Warunki (1) i (2) z definicji normy sa oczywiste. Natomiast wa-
runek (3) wynika z nieréwnosci Minkowskiego. Pozostaje do wykazania zu-
pelnosé tej przestrzeni.

Niech ciag (fy,) speinia warunek Cauchy’ego w L,. Dla dowolnej liczby
e > 0 istnieje wskaznik ng taki, ze dla wszystkich n, m > ng zachodzi
nieré6wnosé

/‘fn - fm|pdu < 5p'

X
1
Biorac kolejno € = Tr dla k =1,2,..., wybieramy rosnacy ciag wskazni-
kow (ng) taki, ze
1
/|fn—fnk|pdu<3k dla n>ng, k=1,2,...
X

W szczegolnosci

1
/fnk+1_fnk’pdﬂ<?)k dla: k:1’2,
X

Niech

1
Ek:{x: |fnk+1(az)—fnk(z)|>2k/p} (k=1,2,...).
1
Wowcezas | fn, ., (2) = fu, ()P > o" dla x € Fj. Stad otrzymujemy

1 1
3? > /‘fnkJrl - fnk’pdu = /‘fnkJrl - fnk’pdu Z ?M(Ek)y
X Ey
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oo o0

czyli p(Ey) < (3)F. Oznaczmy E = () |J Ej. Jest to zbiér mierzalny.
J=1k=j

Pokazemy, ze u(E) = 0. Mamy

w(E) = M(ﬁ DEk> <u<fj Ek) <

j=1k=j k=j
e’} 0 k o 7
2 3 2
S <5 () = 3L ()
k=j k=j 1—-
3
dla kazdego 7 = 1,2,... Przechodzac w tej nieréwnosci z j do granicy,

Jj — 00, otrzymujemy p(E) = 0.
[ee]
Teraz wykazemy, ze dla x & E szereg ) |fn, (%) — fn, (x)| jest zbiezny.
k=1

Zauwazmy, ze na mocy praw de Morgana (_por. [27], tw. 1.1 z czesci I) mamy

e-((05) -0 s

j=1k=j j=1k=j

Zatem x ¢ F oznacza, ze istnieje taki wskaznik j, ze dla wszystkich k& > j
mamy x & Ey. Tak wiec x € F wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie j, ze
dla kazdego k > j zachodzi nieréwnosé

|fnk+1(x) _fnk( )| =X 2k/p

o0

Poniewaz szereg liczbowy Z jest zbiezny, wiec na podstawie kryterium

1
| 2k/p
poréwnawczego szereg Z (frpir (@) = fn,,(z)) jest zbiezny dla kazdego x €

k=1
€ E° (co wiecej, na podstawie kryterium Weierstrassa szereg ten jest zbiezny

jednostajnie i bezwzglednie na tym zbiorze). Wynika stad, ze szereg ten jest
zbiezny prawie wszedzie na zbiorze X. Oznaczmy

f( fnl +Z fnk+1 fnk( ))
k=1

Funkcja f jest okreslona prawie wszedzie na X. Ponadto fp, (z) — f(x)
prawie wszedzie.
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Wykazemy, ze f € Ly, oraz || fn, — fllp, — 0, gdy k& — oo. Rozwazmy, przy
ustalonym k i zmiennym m (m > k), ciag (| fn,. (2) — fn, (2)|P). Wowczas

M | f,, () = fo, (@)[" = |f(2) = fo (2)]P-

m—00

Do tego ciagu stosujemy lemat Fatou. Mamy wiec

1
/!f — [ (@ )\pdu<hmmf/yfnm — f @) dp < .
Stad
1/13 1
</|f fnk )|pdﬂ> <m dla k‘Zl,Q,...

Oznacza to, ze funkcja f — fp, € L,. Poniewaz f,, € L,, wicc stad otrzy-
mujemy f = (f — fn,) — fn, € Lp. Ponadto

1/p 1
17 =t = ([ 110 = pm@Pan) " < >0, sty ko
X

Zauwazmy, ze stad wynika, ze ||f — fu|l, = 0, bo mamy

1f = Fallp < IIf = Faillp + 1fn = fullp <

Zatem L, z norma okreslong wzorem (1.11) jest przestrzenia zupelna. B

2
r dla n > ng.

Uwagi. 1. Wymienimy ponizej szczegolne przypadki przestrzeni Ly, ktore

wystepuja najczesciej w réznych zagadnieniach:

(a) Jezeli £2 jest podzbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a przestrze-
ni R*, to przestrzen L,(£2,99t, m) jest przestrzeniag Banacha wzgledem

normy )
1/p
T ( / If(x)\”dfﬁ) |

(94

Przestrzen te bedziemy w dalszym ciagu oznacza¢ symbolem L, (f2).

(b) Biorac jako przestrzen mierzalna X zbior liczb naturalnych N z miara
liczaca, otrzymujemy przestrzen £, ciagow liczbowych x = (), dla kto-

o0
rych szereg > [&,|P jest zbiezny. Jest ona przestrzenia Banacha z norma

n=1
0 1/p
lell, = (Z |sn|p)
n=1
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2. W przypadku p = 2 przestrzen L, ma dodatkowg strukture¢. Miano-
wicie mozna w niej zdefiniowaé iloczyn skalarny wzorem®*

(f.9) = /fgdu~
X

Przestrzeri Lo z tak zdefiniowanym iloczynem skalarnym jest przestrzeniq
Hilberta. Przestrzenie te odgrywaja istotna role w wielu dziatach matematy-
ki i fizyki teoretycznej. Przestrzeniom Hilberta bedzie po$wiecony nastepny
rozdzial.

1.3. Szeregi elementéw przestrzeni unormowanej

Definicja szeregu zbieznego, ktorego wyrazy sa wektorami w przestrzeni
unormowanej X, jest identyczna z ta dla szeregdéw o wyrazach liczbowych.
Mianowicie szereg

o0
(1.12) dn  (wn€X dlan=1.2,...)
n=1

jest zbiezny, jezeli zbiezny jest jego ciag sum czesSciowych
Sp=x1+To+...+x, (n=1,2,...).

Granica ciagu sum czesciowych (s,,) (jezeli istnieje) jest suma szeregu (1.12).

Jezeli szereg (1.12) jest zbiezny, to jego sumy czesciowe spetniaja warunek

Cauchy’ego, tzn. dla dowolnego € > 0 istnieje ng takie, zZe dla dowolnych
n = m = ng zachodzi nierdwnosé

|Tm + Tma1 + - -« + x| < e.

Zauwazmy, ze biorac n = m w tym warunku, otrzymujemy, ze jezeli szereg
(1.12) jest zbiezny, to lim z,, = 0.
n— oo
Jezeli X jest przestrzenia Banacha, to warunek Cauchy’ego jest rowniez
warunkiem dostatecznym zbieznodci szeregu (1.12) w przestrzeni X. Szereg
(1.12) nazywamy bezwzglednie zbieznym, jezeli zbiezny jest szereg

)
D Nl
n=1

* Kreska nad g oznacza operacje brania liczby sprzezonej. Jezeli rozwazamy prze-
strzenie nad cialem liczb rzeczywistych, to jest ona zbyteczna.
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Twierdzenie 1.6. Jezeli X jest przestrzeniq Banacha, to kazdy szereg ele-
oo

mentow tej przestrzeni Y xy, ktory jest bezwzglednie zbiezny, jest zbiezny
n=1
oraz zachodzi nierdwnosé

o0

D

n=1

(1.13)

9]
<Y llzall
n=1

o0
Dowodd. Szereg Y x, jest zbiezny, bo mamy
n=1

|Zm + Tt + -+ 2ol < 2wl + lTmsall + - -+ (2]l

a wiec ciag sum cze$ciowych s, = x1 + x2 + ... + x,, spelnia warunek Cau-
chy’ego i z zupelnosci przestrzeni X wynika, ze jest on zbiezny. Przechodzac
W nierdwnosci

[snll < llzall 4. ..+ [lzn]]

do granicy, n — oo, otrzymujemy druga cze$é¢ tezy. B

Uwagi. 1. Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne, tzn. prawda jest,
ze jezeli w przestrzeni unormowanej X dowolny szereg bezwzglednie zbiezny
jest zbiezny, to przestrzen ta jest przestrzenig Banacha.

2. Wiekszosé wlasnosci szeregéw liczbowych przenosi sie bez zmian na
przypadek szeregéw o wyrazach w przestrzeni Banacha, dlatego pominiemy
tu ich sformutowania.

1.4. Przestrzenie oSrodkowe

Definicja 1.3. Przestrzen metryczna X jest osrodkowa, jezeli istnieje zbior
Z C X co najwyzej przeliczalny i gesty w X.

Mozna udowodni¢ nastepujace (patrz np. [14], 15.7):

Twierdzenie 1.7. Podzbior przestrzeni metrycznej osrodkowej jest prze-
strzenig oSrodkowq.

Przestrzenie skoriczenie wymiarowe R* i CF sg osrodkowe. Z twierdze-
nia aproksymacyjnego Weierstrassa (|27], wn. 7.29 z czesci II) wynika, ze
przestrzenn Cla,b] jest rowniez osrodkowa. Jest latwo sprawdzi¢, ze zbior
wszystkich wielomianéw o wspotczynnikach wymiernych jest przeliczalny
i gesty w tej przestrzeni (jezeli przestrzen Cla,b] rozwazamy nad ciatem
liczb zespolonych, to bierzemy wielomiany, ktérych wspoétczynniki maja
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czescel rzeczywiste i urojone, bedace liczbami wymiernymi). Proponujemy
Czytelnikowi sprawdzenie, ze przestrzen cg ciggoéw zbieznych do zera jest
przestrzenia osrodkows,.

Przykltad 1.3. Przestrzen ¢, nie jest osrodkowa.

Przypusémy, ze tak nie jest, tzn. istnieje przeliczalny podzbiér Z gesty
W loo. Wowezas zbior wszystkich kul By s(z), 2 € Z, pokrywa cala prze-
strzeni {oo. Niech Zy bedzie zbiorem wszystkich ciagow x = (&), dla ktorych
&, = 0 lub & = 1 dla kazdego k. Zbior Zj jest nieprzeliczalny, a zbior kul
By /a(2) jest przeliczalny, wige istnieja przynajmniej dwa rézne punkty
i z9 ze zbioru Z, ktére leza w jednej kuli By 5(2). Wowezas

1 1
o1 = #3llo0 < 21 = 2lloo + 12— 22lloe < 5+ 5 = 1.
Natomiast z definicji normy w przestrzeni £, otrzymujemy ||x1 — 22|00 = 1.
Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi nieosrodkowosci przestrzeni €.

Przyklad 1.4. Przestrzen £, (p > 1) jest osrodkowa.

Rozwazmy zbior Z ztozony z ciagow postaci z = (¢1, 2, - -+, (n,0,0,...),
gdzie n =1,2,..., a (j sa liczbami wymiernymi (dla przestrzeni zespolonej
czescl rzeczywista 1 urojona tej liczby sa wymierne). Wykazemy, ze Z jest
przeliczalnym i gestym podzbiorem przestrzeni £,,.

Przeliczalnosé zbioru Z jest oczywista. Wykazemy, ze jest on gestym
podzbiorem tej przestrzeni. Niech x = (§) € £, i € > 0 beda dowolne.
Wybieramy liczbe naturalng n, dla ktorej

> 1
>l < 5"

k=n+1

Nastepnie wybieramy takie liczby wymierne (1, (o, ..., (y, aby
- p_ Lo
> 1 — &P < 53¢
k=1

Biorac z = (¢1,(2y.-+,(n,0,0,...), otrzymujemy

n oo
lz— 2|2 =>"1G— &P+ > &P <<,
k=1 k=n+1

skad ||z — z||, < €, a to oznacza, ze zbior Z jest gesty w przestrzeni £,,.
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Zbadamy teraz osrodkowo$é przestrzeni funkcji catkowalnych z p-ta po-
tega (p > 1) wzgledem miary Lebesgue’a na przedziale [a, b]. Przestrzen te
w skrocie bedziemy oznacza¢ symbolem Ly[a, b]. Najpierw wykazemy naste-
pujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.8. Zbidr funkcji cigglych na przedziale [a,b] jest gestym
podzbiorem przestrzeni Lyla, b).

Dowo6d. Teza twierdzenia oznacza, ze dla dowolnej funkcji f catkowalnej
z p-ta potega (wzgledem miary Lebesgue’a) na przedziale [a, b] i dowolnego
€ > 0 istnieje funkcja ciggta g na tym przedziale, dla ktorej

1/p
(1.14) 1 = gllp = ( / fa \pdx) <e.

Inaczej moéwiac, funkcje catkowalne z p-ta potega mozna przyblizaé¢ funk-
cjami ciggtymi w normie przestrzeni Ly[a, b].

Zauwazmy, ze w dowodzie mozemy ograniczy¢ sie do funkcji przyjmuja-
cych wartodci rzeczywiste. W przypadku funkcji zespolonej f rozpatrujemy
jej czedci rzeczywista u i urojong v. Sa one funkcjami catkowalnymi z p-ta
potega, bo |u| < |f], |[v] < |f| 1 jezeli one moga by¢ przyblizane poprzez
funkcje ciggle gy 1 gy, to g = gy +igy jest roOwniez funkcjg ciagta i przybliza
ona funkcje f, bo mamy

(@) = g(@)” = ((u(x) = gu(@))? + (v(x) — gu(2))*)""* <
< (Ju(@) = gu(@)] + |o(x) — go(@)])" .

Stad na mocy nieréwnosci Minkowskiego otrzymujemy

1/p
1 =gl = ( / e rpdx) <

( / (Ju(z) = gul@)] + [0(2) — gulz)])? da:) "

(/ u(z) - gu(e rpdx)l/p (/ oo >|de)”p:

Hu = Gully + lv = gollp-

N

N
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Niech F' bedzie domknietym podzbiorem przedziatu [a,b] i niech yp
oznacza funkcje charakterystyczng tego zbioru. Rozwazny funkcje pomoc-
nicza t(x) = dist(z; F') = inf{|z — y|: y € F'}. Z nieréwnosci

[t(z1) — t(z2)] < |21 — 22|

wynika, Ze t jest funkcja ciagta na przedziale [a, b]. Ponadto t(x) = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy « € F. Niech

1

Woweczas funkcje g, sa ciagte na przedziale [a,b], g,(z) < 1 dla dowolnego
x € [a,b], gn(x) = 1 dlax € F oraz gy,(z) — 0dlax € E = [a,b] \ F.
Z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej ([27], tw. 11.44 z czesci

II) otrzymujemy, ze
1/p
e =ally = ([ attarac) "o
E

Biorac odpowiednio duze n, otrzymujemy nier6wnos¢ (1.14) dla funkcji cha-
rakterystycznej dowolnego zbioru domknietego zawartego w przedziale [a, b].

Jezeli A C a,b] jest zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a, to dla
dowolnego ¢ > 0 istnieje zbiér domkniety F' C A taki, ze m(A\ F) < &P
(patrz |27], tw. 11.20 z czesci 1I). Wowcezas

1/p
Iea = xrll, = ( / dx) = m(A\ F)1? <.

A\F

Stad wynika, ze funkcje charakterystyczne zbioréw mierzalnych w sensie Le-
besgue’a mozna przybliza¢ funkcjami ciggltymi w normie przestrzeni Ly[a, b].
Poniewaz dowolna mierzalna funkcja prosta jest kombinacjg liniows funkcji
charakterystycznych zbioréw mierzalnych, wiec réwniez mierzalne funkcje
proste moga by¢ przyblizane funkcjami cigglymi w tej przestrzeni.

Jezeli f € Lyla, b] jest dowolng funkcja nieujemna, to istnieje niemaleja-
cy ciag funkcji prostych mierzalnych s, taki, ze s,(z) — f(z) dla z € [a, b]
(patrz [27], tw. 11.30 z czesci II). Poniewaz (f(z) — sn(x))P < fP(x) dla
dowolnego z € [a, b], wiec z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczo-
nej wynika, ze wowczas || f — spll, = 0, gdy n — oo. Stad wnioskujemy,
ze dowolng nieujemnag funkcje catkowalna z p-ta potega mozna przyblizaé
funkcjami ciagltymi.
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Aby zakoriczy¢ dowdd, wystarczy zauwazyé, ze dowolng rzeczywista
funkcje catkowalng z p-ta potega mozna przedstawi¢ w postaci réznicy
dwodch funkceji nieujemnych réwniez catkowalnych z p-ta potega. B

Whniosek 1.9. Ly[a,b] (p > 1) jest przestrzeniq oSrodkowq.

Dowo6d. Wiemy, ze zbiér wielomianéw o wspotezynnikach wymiernych jest
zbiorem przeliczalnym i gestym w przestrzeni Cla, b]. Jezeli f jest dowolna
funkeja catkowalna z p-ta potega na przedziale [a, b], to na mocy twierdzenia
1.8 istnieje funkcja ciagla g na tym przedziale, dla ktorej || f — g, < %E. Na
mocy twierdzenia aproksymacyjnego Weierstrassa ([27], wn. 7.29 z czesci
II) istnieje wielomian w taki, ze

€
lg — wlloe = sup{lg(z) —w(z)|: = € [a,b]} < 3(b—a)/p
7 kolei istnieje wielomian v o wspoétczynnikach wymiernych, dla ktoérego
€
W— Voo < ————F.
|| ”00 3(b—a)1/7’

Ostatecznie wiec mamy

1f =vlly < 1F = 9gllp + llg = wlip + lw = vllp <

’ 1/p
S S /dﬂc =c. n
T3 T3(b—a)l/r '

a

Wniosek 1.10. Przestrzenie Ly,(R) i L,(Ry) (p > 1) sq przestrzeniami
osrodkowymi.

Dowd6d. Poniewaz R = [J [-n,n], wiec dowolna funkcja f catkowalna
n=1

z p-ta potega na prostej R jest granica ciggu funkcji f, = fxn, gdzie xn
jest funkcja charakterystyczna przedziatu [—n, n]. Z twierdzenia Lebesgue’a
o zbieznosci ograniczonej mamy

1/p
If — fn’p—</|f )]pd:L') — 0.

Zatem dla dowolnego € > 0 istnieje n takie, ze || f — fi|lp < %6. Nastepnie na
mocy wniosku 1.9 wybieramy wielomian w o wspélczynnikach wymiernych,

dla ktoérego
1/p 1
( / ole) = w(@Pde) =1 = wxall < g
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Otrzymujemy wiec

(1.15) 1f = wxnllp < 1f = Fallp + 1fn — wxall, <e.

Poniewaz zbiér funkcji postaci wy,, gdzie w jest wielomianem o wspoél-
czynnikach wymiernych, a n jest dowolng liczbg naturalna, jest przeliczal-
ny, nieréwnosé¢ (1.15) oznacza, ze zbior ten jest gesty w przestrzeni Ly,(R).
Analogicznie udowadnia si¢ osrodkowos¢ przestrzeni L,(Ry). B

Uwaga. Mozna réwniez udowodni¢, ze przestrzen L,(f2) (p > 1), gdzie
2 C RF jest zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a, jest przestrzenia
osrodkowa (patrz [14], 23.4).

1.5. Operatory liniowe ograniczone

Najwazniejsze odwzorowania rozwazane w analizie, tj. branie granicy
ciggu czy tez funkcji, rozniczkowanie czy catkowanie, sg przeksztalceniami
liniowymi, a wiec funkcjami A, dla ktérych

A(z1 + z2) = Axy + Az
A(Az) = Az,

gdzie x1, T2, x sa wektorami z dziedziny przeksztalcenia A, a A jest skalarem.
Gdy bedziemy rozwazali odwzorowania liniowe, bedziemy na ogdét pisa¢ Az
zamiast A(x).

Z punktu widzenia analizy najistotniejsze sa te przeksztalcenia liniowe,
ktore sa ciaglte. W tym podrozdziale beda rozwazane podstawowe wlasnosci
takich przeksztaltcen.

Definicja 1.4. Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi (nad tym
samym cialem skalaréw K, przy czym K bedzie zawsze oznaczaé albo ciato
liczb rzeczywistych R, albo cialo liczb zespolonych C). Normy w tych prze-
strzeniach bedziemy oznaczali odpowiednio symbolami || - ||x i || - [y lub
krotko symbolem || - ||, jezeli to nie bedzie prowadzilo do nieporozumien.
Operator liniowy A: X — Y jest ograniczony, jezeli istnieje stata M > 0
taka, ze

(1.16) |Az|| < M||z|| dla dowolnego =z € X.

Jest oczywiste, ze warunek ten jest rOwnowazny ograniczonosci operatora
A na kuli jednostkowej {z € X: ||z|| < 1} (lub na dowolnej kuli).
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Jezeli Y = K, to operator liniowy f: X — K nazywamy zazwyczaj
funkcjonatem liniowym. Jezeli spelnia on warunek (1.16), to nazywamy go
funkcjonatem lintowym ograniczonym.

Twierdzenie 1.11. Nastepujgce warunki s¢ rownowazne:
(a) operator A jest ograniczony;

(b) operator A jest ciagly;

(c) operator A jest ciggly w jednym punkcie przestrzeni X,
(d) operator A jest ciagly w zerze.

Dowod. Jezeli warunek (a) jest spelniony, to
[Az — Axol| = [|A(z — zo)|| < M|z — 20|,

a to oznacza cigglosé operatora A w dowolnym punkcie przestrzeni X.

Warunek (b) w sposob oczywisty implikuje (¢). Zatoézmy teraz, ze spel-
niony jest warunek (c). Wybierzmy dowolne € > 0. Wowczas istnieje 6 > 0
takie, ze ||Az — Axg|| < e dla wszystkich || — x| < 0. Jezeli ||y|| < J, to
|(y + x0) — x| < § 1 w konsekwencji [|Ay|| = ||A(y + xo) — Axgl| < €, co
oznacza cigglo$é operatora A w zerze.

W koricu pokazemy, ze (a) jest konsekwencja (d). Warunek (d) w szcze-
golnosci implikuje, ze istnieje liczba n > 0 taka, ze ||Az| < 1 dla [|z| < 7.
Wezmy dowolne x # 0 i niech y = ﬁ x. Wowezas [ly|| = 31 < n, a zatem
|Ay|| < 1. Stad ||Az|| < =||z|| (zauwazmy, Ze nier6wnosé ta jest w oczywisty

sposob prawdziwa dla x = 0). B

Przyklady 1.5. (a) Pokazemy, ze dowolne odwzorowanie liniowe A: K" —
— K™ jest ograniczone (por. [27], lem. 8.2 z czesci I1). Zakladamy, ze prze-
strzenie K" i K™ wyposazone sa w normy euklidesowe. Niech ey, €2, ..., e,
if1, fo, ..., fmm beda standardowymi bazami w tych przestrzeniach i niech
(a? ) bedzie macierza operatora A wzgledem tych baz. Zatem mamy

T = (617627"%6”) = 25]637
j=1

m
Aej:Zoz;‘}fk (j=12,...,n).
k=1
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Wowcezas
2 n m 2 m n 2
| Ax|* = =D I off| = Z(ijfﬁ)ﬁc
j=1 k=1 k=1 “j=1
Z ok Z(Z\w Z\a’w) S ok S
k=1"'j=1 k=1 “j=1 = Jj=1k=1 J=1
Ostatecznie

n.m 1/2
|Az| < M|z|, gdzie M:< Z\aé%) .
j=1k=1

(b) Niech X =Y = /5 i niech przeksztalcenie S: o — f9 bedzie zdefi-
niowane wzorem

S(€1,62,...) =(0,61,82,...)  (z=(&) € L2).

Jest to operator jednostronnego przesuniecia. Jest oczywiste, ze
(L.17) [Szlla = [lzfl2 (2 € £2).

Zatem operator jednostronnego przesuniecia jest operatorem liniowym ogra-
niczonym, co wiecej — jest on izometria.

(¢) Nie kazdy operator linjowy musi by¢ ograniczony. Niech X = (1[0, 1],
Y = C[0,1] i operator A: X — Y bedzie okreslony wzorem Az(t) = 2/(t).
Woéwcezas A jest operatorem liniowym i ograniczonym. Mamy bowiem

lzllx = [(0)[ + sup [2'(t)],
0<t<1

[Az|ly = sup |2'(t)] < |=(0)| + sup |2'(8)] = ll=]lx.

Jezeli jednak rozwazymy ten sam operator jako odwzorowanie z pod-
przestrzeni X; C Y = C|0, 1], sktadajacej si¢ z wszystkich funkcji majacych
ciagla pochodna na przedziale [0, 1], to jest on operatorem liniowym nie-
ograniczonym. Norma w przestrzeni X jest oczywiscie normag z przestrzeni
C[0,1]. Jezeli wezmiemy ciag funkcji x,(t) =t" (n =1,2,...), to mamy

lznllx, = llen]ly = sup |t} =1,

\\

|Az,|ly = sup [nt" Y =n (n=1,2,...).
0<t<1

Zatem ||Axzy|ly — 400, gdy n — oo.
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Definicja 1.5. Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi. Sym-
bolem B(X,Y) oznaczymy zbior wszystkich operatorow liniowych ograni-
czonych odwzorowujacych przestrzen X w przestrzenn Y. Jest oczywiste, ze
jest to przestrzen liniowa (z naturalnymi dziataniami). W przypadku, gdy
X =Y, bedziemy krotko pisa¢ B(X) zamiast B(X, X). Natomiast B(X, K)
bedziemy oznacza¢ symbolem X' i nazywaé przestrzeniq sprzezong z prze-
strzenia X lub przestrzeniq dualng do przestrzeni X. Przestrzen sprzezona
jest rowniez czesto oznaczana symbolem X*. W dalszym ciagu przekona-
my sie, ze w przestrzeni B(X,Y) mozna w naturalny sposob zdefiniowaé
strukture przestrzeni unormowanej.

Definicja 1.6. Niech X i Y bedg przestrzeniami unormowanymii A: X —
— Y operatorem liniowym ograniczonym. Normg operatora A nazywamy
liczbe

(1.18) |A]| = inf{M > 0: ||Az|| < M||z|| dla kazdego z € X}.

Uwaga. Zauwazmy, ze norma operatora S w przyktadzie 1.5 (b) jest rowna
jeden. Istotnie z réwnosci (1.17) mamy ||S]| < 1. Ponadto, jezeli wezmiemy
en = (0F), gdzie 6F jest deltq Kroneckera (68 = 1 dlan = ki6F =0
w pozostalych przypadkach), to [lenlla = 11 ||Senll2 = |lentill2 = 1, czyli
nierownosé || Sz||2 < M ||x||2 nie jest spelniona dla wszystkich ciagow x € lo
przy zadnym M < 1. Zatem || S| = 1.

Analogicznie mozna sprawdzi¢, ze norma operatora A: C(1[0,1] — C[0,1]
w przyktadzie 1.5 (c) jest rowna 1 (pozostawiamy to jako tatwe ¢wiczenie
dla Czytelnika). Natomiast dla operatora z przyktadu 1.5 (a) mozemy podaé
tylko oszacowanie normy z gory (||Al| < M). Obliczenie normy jest w tym
przypadku mozliwe, gdy znamy macierz (a?) przeksztatcenia A.

Obliczanie normy operatora utatwia nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.12 (o normie operatora). Niech X i Y bedq przestrze-
niami unormowanymi, a A: X — Y — operatorem lintiowym ograniczonym.
Wowczas

(1.19) [All = sup [[Az|| = sup [[Az],
llzl=1 llzll<1
(1.20) |Az|| < [|A|||z]] dla kazdego = € X.

Ponadto zbior B(X,Y) z normg operatorowq okreslong wzorem (1.18) jest
przestrzeniq unormowang.
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Uwaga. Aby rownosé ||A|| = sup ||Az|| byla prawdziwa, przestrzen X
llell=1
musi zawiera¢ przynajmniej jeden niezerowy wektor. Natomiast réwnosé
|A|| = sup ||Az|| zachodzi bez tego dodatkowego zalozenia.
llzll<1
Dowdéd. Wezmy dowolne M > ||All. Wowcezas || Az|| < M||z|| dla kazdego
x € X. Stad
sup [[Az|| < sup [[Az[| <M
[lfl=1 lzll<1

i wobec dowolnosci M > ||A|| otrzymujemy

sup [[Az|| < sup [[Az[| <Al

[[=]|=1 llzl<1

Jezeli || Al| = 0, to stad otrzymujemy rownosci (1.19). Niech || A|| > 0 i niech
0 < M < ||A]| bedzie dowolne. Istnieje wowczas wektor zg € X taki, ze
|Azol| > M||xo||. Stad w szczegolnosci wynika, ze xo # 0. Jezeli weZmiemy

x1 = ——xo, to ||z1|| = 1 oraz

[
_ [[Axo]]

ol

1
[|[Azq]| = HA:L’O > M.
H950||

Zatem

sup [|Az|| > [[Az]| > M
l[zll=1

i wobec dowolnosci M < || A|| mamy

sup [[Az|| > [[Az] > [|A]l.

flzfl=1

Dowdd (1.19) jest wiec zakonczony.
Zauwazmy, ze (1.20) jest prawdziwe, gdy x jest wektorem zerowym. Za-

tozmy wiec, ze x £ 0 i niech y = W:U Woéwezas ||y|| = 1 i mamy
x

[Ayll < sup [|Az]| = [|A]],

ll=l=1

|+ ()

[Az < [[Alll]-

czyli

‘ < 4|

i w konsekwencji
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Teraz udowodnimy, ze norma operatorowa jest normsg na przestrzeni
B(X,Y). Jest oczywiste, ze || A|| jest zawsze liczba nieujemna oraz ze A = 0
implikuje ||A|| = 0. Na odwroét, jezeli ||A|| = 0, to z (1.20) wynika, ze
|Az| = 0 dla dowolnego =z € X. Zatem Ax = 0 dla dowolnego z, co
oznacza, ze A = 0. Pozostaje do wykazania subaddytywnosé¢ i jednorodnosé
normy operatorowej. Poniewaz dla A1 B € B(X,Y) mamy

(A + B)z|| < [[Az] + [[Bz|| < (|A] + [[B]) [l]],

wiec
1A+ Bl < [JAll +[|B]-
W konicu dla A € B(X,Y) i A € K mamy

[AA)z|| = (| Az]| = [A[[[Az|| < [A[[[All[«]]-

Zatem

IAAL < IATA]-
Jezeli A #£ 0, to

41 = || 524] < iall

czyli

IAAL < IAA]l
1 ostatecznie mamy

[IAA[] = [AJ[A]].

Jest oczywiste, ze ta réwnosé jest prawdziwa réowniez dla A = 0. B

Przyklady 1.6. (a) Wyznaczymy norme operatora catkowego zdefiniowa-
nego w nastepujacy sposob. Niech (2 bedzie niepustym zbiorem i niech
(t,w) — D(t,w) bedzie funkcja okreslona na produkcie [a,b] X £2 o warto-
$ciach rzeczywistych taka, ze funkcja t — D(t,w) jest ciagla na przedziale
[a, b] przy kazdym ustalonym w € §2. Ponadto zalézmy, ze liczba

—Sup/|thdt
wes?

jest skonczona. Dla dowolnej funkcji ciagtej x na przedziale [a, b] definiujemy
funkcje y zmiennej w wzorem:

(1.21) y(w) = / D(t,w)a(t) dt.
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Mamy

(1.22) ly(w)| = ‘/bD(t,w)x(t) dt' <

< sup ()] / ID(t,w)|dt < Dljzoe.

a<t<h

Zatem operator A okreslony wzorem Ax = y, gdzie y jest funkcja zdefi-
niowang za pomoca (1.21), przeksztalca przestrzen funkcji ciagtych Cla, b]
w przestrzen funkcji ograniczonych B((2). Przestrzeri B({2) z naturalnymi
dzialaniami algebraicznymi i norma ||y||eo = sup{|y(w)|: w € 2} jest prze-
strzeniag Banacha. 7 liniowosci catki wynika liniowos¢ operatora A, a jego
ograniczonos¢ jest konsekwencja nieréwnosci (1.22). Z tej nieréwnosci wy-
nika rowniez ||A|| < D. Pokazemy, ze w istocie zachodzi tu réwnosé, a wiec
pokazemy, ze

(1.23) |All = Sup/|D (t,w)|dt.
Rozwazmy funkcje u, (n=1,2,...) okreslone wzorem
1
_1, gdy s < T
n
1 1
up(s) =qns gdy —— < s< —,
n n
1
]-7 gdy S 2 -
n’

Funkcje z, o, (t) = up (D(t,w)) (n=1,2,...) sa funkcjami ciggltymi zmien-

nej ¢ dla dowolnego w € 2, a ponadto iloczyn D(t,w)zp ., (t) jest funkcja
1

nieujemna rowna |D(t,w)|, gdy |D(t,w)] > — i mniejsza badz réowna 1
n

w pozostatych punktach. Niech

n

A = {t € la,b]: |D(t,w)] > 1}, Bpo = {t € la,b]: |D(tw)] < i}
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Wowczas [a,b] = Ay U By, oraz

b
/|D(t,w)|dt: /|D(t,w)\dt—|— / ID(t,w)| dt <
a An,w Bn,w
1
< /|D(t,w)\dt+(b—a).
n
An,w

Mamy wiec

b
Ao (w) = / D(t, ) (t) dt > / Dt w)| dt >
a An,w

b
> /!D(t,w)|dt— %(b—a).

Poniewaz || u|loc = sup |u,(D(t,w)| < 1 dla dowolnego w € 2, wiec
a<t<b

b
JAl = sup [|Az]loo > sup | Az (w)]] = sup / D(t,w)] dt.

el o<1 nw

Stad lacznie z nier6wnoscia (1.22) otrzymujemy (1.23).
(b) Niech D bedzie funkcja ciagla na przedziale [a, b]. Wowczas wzor

b
(1.24) f(z) = / D(t)x(t) dt

definiuje funkcjonat liniowy ograniczony na przestrzeni Cla,b], ktory mo-
ze byé rozwazany jako szczegblny przypadek poprzedniego przyktadu, gdy
zbiér parametrow jest jednoelementowy. Stosujac otrzymany wynik, stwier-
dzamy, ze norma funkcjonatu f dana jest wzorem

b
(1.25) 1l = / D(1)| dt,

Twierdzenie 1.13. Jezeli X jest przestrzeniq unormowang, a 'Y przestrze-
niq Banacha, to przestrzen B(X,Y) z norma operatorowq jest réwniez prze-
strzenig Banacha.
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Dowo6d. Musimy udowodnié¢, ze przestrzen B(X,Y) jest zupela. Niech
(A;) bedzie ciagiem Cauchy’ego elementow przestrzeni B(X,Y"). Obierzmy
dowolne € > 0. Istnieje wskaznik ng taki, ze

|A, — Apll <e dla n,m > ng.
Stad otrzymujemy
(1.26) |Anz — Apz|| < ||An — Anl|z]] < elz]].

To oznacza, ze ciag (Anx) jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni Y. Po-
niewaz ta przestrzen jest zupelna, wiec ciag ten jest zbiezny. Oznaczmy
Ax = ILm Apx. Poniewaz operatory A, sa liniowe, wiec réwniez odwzoro-
wanie T‘LA:OOX — Y jest liniowe. Wykazemy, Ze jest ono ograniczone. Prze-

chodzac w (1.26) do granicy, m — oo, otrzymujemy
(1.27) I(Ap, — A)z|| = ||Apz — Az|| < eljz|| dla z € X, n > ng.

Stad w szczegdlnosci wynika, ze operator A, — A (dla odpowiednio duzego
n) jest ograniczony. Poniewaz A = A,, — (A, — A), wiec i operator A jest
ograniczony, czyli A € B(X,Y). Z (1.27) otrzymujemy ||A, — 4] < ¢ dla
n = ng, co oznacza, ze A, — A, gdy n — 0o, w przestrzeni B(X,Y). R

Poniewaz cialo skalarow K jest przestrzenia zupelna (por. [27], tw. 3.12
z czesei 1), wiec z twierdzenia 1.13 otrzymujemy nastepujacy fakt:

Whiosek 1.14. Przestrzen sprzezona X' z przestrzeniq unormowang X jest
przestrzeniq Banacha z normg

I/l = sup |f(z)].

llzll=1

Z twierdzenia 1.13 wynika réwniez, ze jezeli X jest przestrzenia Ba-
nacha, to zbior wszystkich operatoréow liniowych i ograniczonych B(X) na
przestrzeni X jest przestrzenia Banacha (z norma operatorowa). Zauwaz-
my, ze przestrzen ta ma bogatsza strukture algebraiczna. Mianowicie, jezeli
zdefiniujemy iloczyn operatoréw jako ich ztozenie, tzn.

(AB)x = (Ao B)x = A(Bx) (x € X),
to otrzymamy operator liniowy AB na przestrzeni X . Ponadto z nieréwnosci

[(AB)z|| < [[ABX)]| < [AllllBz|| < [|A B}l
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wynika, ze

[AB]| < [[AlllBI],

a wiec operator AB jest ograniczony. Zatem iloczyn operatoréw jest dzia-
laniem w przestrzeni B(X). Latwo sie sprawdza, ze ma on nastepujace wla-
snosci:

(1.28) A(BC) = (AB)C;
(1.29) AB+C) = AB+ AC, (B+C)A=BA+CA;
(1.30) AMAB) = (\A)B = A(\B),

gdzie A, BiC € B(X) oraz A € K. Przestrzen liniowa, w ktorej okreslone
jest mnozenie spelniajace powyzsze warunki, nosi nazwe algebry. Podkresl-
my, ze jezeli dim X > 1, to algebra B(X) jest nieprzemienna. Elementem
neutralnym wzgledem mnozenia, czyli jedynkg, jest operator identyczno-
sciowy Iy okreslony wzorem Ix(x) = z. Oczywiscie ||Ix|| = 1. Jezeli nie
bedzie to prowadzito do nieporozumienia, to operator Ix bedziemy krétko
oznaczali symbolem I.

Twierdzenie 1.15. Mnozenie w algebrze B(X) jest ciggle, tzn. jezeli A, —
—AiB,— B, gdyn — o, to A, B, — AB.

Dowo6d. Mamy

(1.31) |AnBn — AB|| = [|(An — A)B — An(B — By)|| <
< A = A[llIBI[ + [|An[l} B = Bl

Poniewaz A, — A implikuje ||A,| — ||A4||, wiec z (1.31) otrzymujemy teze.
]

Jezeli X jest przestrzenia Banacha, to algebra B(X) jest przyktadem
algebry Banacha, tj. przestrzeni Banacha, w ktorej okreslone jest ciagte
mnozenie spelniajace warunki (1.28)—(1.30).

1.6. Przestrzenie skorniczenie wymiarowe

Definicja 1.7. Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi (nad tym
samym ciatem K). Liniowa bijekcja T: X — Y taka, ze T i T~! sa ciagte,
nazywa sie izomorfizmem przestrzeni unormowanych.

Twierdzenie 1.16. Dowolne dwie n-wymiarowe przestrzenie unormowane
sq ze sobq izomorficzne.
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Dowo6d. Jest oczywiste, ze relacja izomorfizmu przestrzeni unormowanych
jest relacja réwnowaznosci. Wystarczy wiec udowodnié, ze dowolna prze-
strzenn unormowana n-wymiarowa (nad cialem K) jest izomorficzna z prze-
strzenia K™ z norma euklidesowa, tzn.

n A 1/2
2] = (Z w)
j=1

dla z = (z',22,...,2") € K" (w przypadku przestrzeni R” moduty pod
znakiem sumy sa zbedne). Niech X bedzie n-wymiarowa przestrzenia unor-
mowang z norma ||-|| i niech ey, eg, ..., e, bedzie jej baza. Wowczas dowolny

element x € X mozna w jednoznaczny sposob przedstawi¢ w postaci
_ ¢l 2 n 1 ¢2 n
x_§€1+662+---+£ €n (5757"'75 €K>

Odwzorowanie T: K" — X okreslamy wzorem
n .
TE=T("&,....&") =x=) e
j=1

Jest oczywiste, ze przeksztalcenie T jest liniowa bijekcja przestrzeni K" na
przestrzen X (por. [26], tw. 5.5). Nalezy udowodni¢, ze T'i T~! sa odwzo-
rowaniami ciggltymi lub — co na jedno wychodzi — ograniczonymi. Dla
dowolnego ¢ € K" mamy

> e
j=1
1/ 1/2

n 1/2 n ‘ 2 n ‘
< (ZuejH?) (ZW) =M(Z\fﬂ\2) _ Mg,
j=1 j=1 j=1

17N = llll =

n
< 1 llell <
j=1

n 1/2
gdzie M = <Z Hej\|2> jest stalg. Stad wynika, ze odwzorowanie T jest
j=1

ograniczone. Teraz wykazemy ograniczono$é operatora T—1. Niech S = {¢ €
€ K™: [£] = 1} bedzie sfera jednostkowa w K". Z twierdzenia Heinego-Borela
(127], tw. 2.15 z czesci I) wynika, ze S jest zbiorem zwartym. Zdefiniujemy

funkcje f: S — R wzorem

F&) = f(eh€% ..., = |T¢| =

n
> e
=1
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Poniewaz przeksztalcenia y — ||y|| 1 T sa ciagte, wiec f jest ciagte jako
ztozenie funkcji ciagltych. Niech m = inf{f(§): £ € S}. Wowcezas m > 0.
Z twierdzenia Weierstrassa ([27], tw. 4.11 z czesci I) wynika, ze istnieje
& € S takie, ze f(&) = m. Gdyby m = 0, to || T¢] = f(&) = 0. Stad
T¢ = 0. Z wzajemnej jednoznacznodci odwzorowania 1 wynikatoby, ze
& = 0. To jest niemozliwe, bo |§| = 1. Zatem m > 0. Poniewaz |[|T¢|| > m
dla £ € S, wiec [|T¢]| = m|¢| dla dowolnego & € K™. Stad, jezeli z = T¢, to

¢ =T 'z imamy |T'z| < —|z|, co oznacza, ze odwzorowanie T~! jest
m

ograniczone.
|

Definicja 1.8. Dwie normy ||-||1 i ||-||2 na przestrzeni liniowej X sa rowno-
wazne, jezeli dla dowolnego ciagu (x,,) elementow tej przestrzeni ||z,|; — 0
wtedy i tylko wtedy, gdy ||z,||2 — 0.

Whiosek 1.17. Dowolne dwie normy na przestrzeni liniowej skonczenie
wymiarowe] sq rownowazne.

Whiosek 1.18. Kazda skoriczenie wymiarowa przestrzen unormowana jest
zupetna.

Dowéd. Niech X i T: K® — X beda takie same jak w twierdzeniu 1.16.
Wowczas dla dowolnych =z iy € X mamy o = > &ej, y = > nlej.

Jj=1 j=1
Niech ¢ = (¢1,€2,...,6™), n = (n*,n?%,...,n"). Z wlasnoéci odwzorowania

T otrzymujemy

(1.32) ml§ —n| < |TE—=Tn| = |lz -yl =
= D& =nh)ey|| < ME—n.
j=1

Z tych nier6éwnosci wynika, ze jezeli (x,,) jest ciagiem Cauchy’ego w prze-
strzeni X, to ciag (&) = (T 'xy,) jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni
K”™. Poniewaz przestrzen K™ jest zupelna ([27], tw. 3.12 z czesci 1), wiec
ciag (&n) jest zbiezny do & = (&, €2,...,&8). Z nieréwnosci (1.32) wnio-
n .
skujemy, ze ciag (z.,) jest zbiezny do zg = Y &)ej. To dowodzi zupelnosci
j=1
przestrzeni X. H

Whiosek 1.19. Skoriczenie wymiarowa podprzestrzen przestrzeni unormo-
wanej jest domknieta.



40 Przestrzenie Banacha i operatory lintowe ograniczone

Dow6d. Teza wynika z tego, ze zupelny podzbidr przestrzeni metrycznej
jest domkniety. B

Whniosek 1.20. Ograniczony i domkniety podzbior przestrzeni unormowa-
nej skonczenie wymiarowej jest zwarty.

Dowé6d. Niech X i T: K* — X beda takie same jak w twierdzeniu
1.16. Niech E bedzie ograniczonym i domknietym podzbiorem przestrze-
ni X. Z nieréwnosci (1.32) wynika, ze T-1(E) jest ograniczonym i do-
mknietym podzbiorem przestrzeni K. Z twierdzenia Heinego-Borela ([27],
tw. 2.15 z czesci 1) otrzymujemy zwarto$é zbioru T~ 1(E). Poniewaz cig-
gly obraz zbioru zwartego jest zwarty ([27], tw. 4.9 z czesci 1), wiec zbior
E =T(TY(E)) jest zwarty. B

Cwiczenia

1. Udowodnié, ze jezeli podprzestrzen liniowa X przestrzeni unormowanej X za-
wiera pewng kule, to Xg = X.

2. Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi z normami odpowiednio || - || x
i|l-|ly. W zbiorze X x Y wprowadzamy dziatania dodawania wektoréw i mnoze-
nia wektora przez skalar w naturalny sposéb. Wykazaé, ze funkcjonal zdefiniowany
wzorem ||(z,y)| = ||z|lx + ||y|ly jest norma w przestrzeni X x Y. Ponadto prze-
strzen ta jest zupelna, jezeli zupelne sa przestrzenie X i Y.

3. Wykazaé bezposrednio (nie korzystajac z tw. 1.5), ze przestrzen £, (1 < p < 00)
z naturalng norma jest przestrzenia Banacha.

4. Wykazaé, ze przestrzen cgg wszystkich ciagow liczbowych = = (§,), dla ktorych
o0

tylko skoriczenie wiele wyrazow jest roznych od zera, z norma ||z||; = . |¢,]| nie
n=1

jest przestrzenia zupelna.

5. Wykaza¢, ze przestrzen funkcji ograniczonych B(f2) na niepustym zbiorze {2
z normy ||z||co = sup{|z(w)|: w € 2} jest przestrzenia Banacha.

6. Niech 2 C R* bedzie zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a i niech L, (£2)
oznacza zbiér wszystkich funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a na (2, ktore sa
prawie wszedzie ograniczone, tzn.

(*) [f(@)] < M

dla pewnego M > 0 zaleznego od funkcji f i dla wszystkich x € (2 poza zbio-
rem miary zero. Zbior L. (2) jest przestrzenia liniowa z dzialaniami okreslonymi
w naturalny sposéb. Niech ~ oznacza relacje réwnosci prawie wszedzie. Zbior klas
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abstrakcji Lo (£2)/ ~ oznaczymy przez Loo(§2). Podobnie jak w przypadku prze-
strzeni L, bedziemy utozsamiali funkcje z jej klasg abstrakeji. Norma || f|o jest
kresem dolnym liczb wystepujacych w nieréwnosci (x). Sprawdzi¢, ze istotnie jest
to norma i ze przestrzen Lo, ({2) z ta norma jest przestrzenia Banacha.

7. Wykazaé, ze przestrzeii Co, funkcji ciagltych i 2m-okresowych okreslonych na
prostej z norma || f|leo = sup{|f(x)|: = € R} jest przestrzenia Banacha.

8. Wykazaé, ze na to, aby dwie normy || - ||1 1 - ||z na przestrzeni liniowej X byty
réwnowazne, potrzeba i wystarcza, aby istnialy takie state dodatnie m i M, ze

mllzlly < [zl < Mlz(
dla dowolnego = € X.

9. Udowodnié, ze jezeli kazdy bezwzglednie zbiezny szereg elementéw przestrzeni
unormowanej X jest zbiezny, to X jest przestrzenia Banacha.

10. Moéwimy, ze szereg elementéw przestrzeni unormowanej jest bezwarunkowo
zbzezny Jezell dla kazdeJ permutacji o zbioru liczb naturalnych zbiezny jest szereg

Z To(n) 1 Z To(n) = 21 Zp. Dowiesé, ze

(a) kazdy bezwzglednie zbiezny szereg elementéw przestrzeni Banacha jest bez-
warunkowo zbiezny;

) n n 1
(b) szereg elementow > x,, przestrzeni {o,, gdzie z, = (f,(c )) oraz 5,(6 ) = — gdy

n=1
n==~ki 5,2") =0, gdy n # k, jest bezwarunkowo zbiezny, ale nie jest zbiezny
bezwzglednie.
11. Wykazaé, ze przestrzen C(D[a, b] jest przestrzenia osrodkowa.
12. Obliczy¢ norme funkcjonatu f na przestrzeni C[0, 1] danego wzorem
f(z) = ax(0)+ B =(1),
gdzie a1 8 sa ustalonymi liczbami.

13. Obliczy¢ norme funkcjonatu F na przestrzeni L]0, 1] danego wzorem

gdzie t — a(t) jest funkcja nalezaca do przestrzeni Lo [0, 1].

14. Niech (),,) bedzie ciagiem liczbowym ograniczonym. Sprawdzié, ze wzor

o)
n=1

okresla funkcjonal liniowy ograniczony na przestrzeni ¢, ktérego norma wyraza
sie wzorem || f|| = sup{|\,|: n € N}.



Rozdzial 2

Przestrzenie Hilberta

W tym rozdziale bedziemy zajmowali sie przestrzeniami liniowymi wy-
posazonymi w dodatkows, strukture zwang iloczynem skalarnym. Przestrzen
otrzymana w ten sposob jest przestrzenia unormowana, a w przypadku, gdy
jest ona zupelna, nosi nazwe przestrzeni Hilberta. Przestrzenie te stanowia
niezwykle wazng klase przestrzeni Banacha.

2.1. Definicja i przyklady przestrzeni Hilberta

Definicja 2.1. Niech X bedzie przestrzenia liniowg nad cialem liczb ze-
spolonych C. Iloczynem skalarnym na przestrzeni X nazywamy funkcjonal
9 X x X — C, ktory speklia nastepujace warunki:*

(-

(a) (x,y) = (y,2) dlaz, yeX;

(b) (@ +y.2) =(x,2) +(y,2) dlaz, y z€X;
(c) (ax

(d) <:r,a:) >0 dla kazdego wektora z € X, x # 0.

az,y) =o(z,y) dlaz, ye X, aeC

Przestrzen liniowa X wyposazona w iloczyn skalarny (-, -) bedziemy nazy-
wacé przestrzenig unitarng.

Uwagi. 1. Z wlasnosci (c¢) wynika, ze (0,y) = 0 dla kazdego y € X.
W szczegolnosci (0,0) = 0.

2. Wiasnosci (b) i (¢) mowia, ze funkcjonal x +— (z,y), dla dowolnego
ustalonego y € X, jest funkcjonalem liniowym na X.

3.Z (a) i (c) wynika, ze (z,ay) = a(z,y).

4.7 (a) i (b) wynika nastepujacy warunek: (z,z +y) = (z,x) + (z,9).

5. Mozna réwniez rozwazaé przestrzenie liniowe nad ciatem liczb rzeczy-
wistych z iloczynem skalarnym. Poniewaz nie odgrywaja one istotnej roli
w teorii spektralnej, nie bedziemy sie nimi zajmowac.

* Symbol @ oznacza liczbe (zespolona) sprzezona do liczby .
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W dalszym ciagu przez X bedziemy oznacza¢ ustalong przestrzen uni-
tarna, a przez (-,-) — iloczyn skalarny okreslony w tej przestrzeni.

Twierdzenie 2.1 (nieréwnosé¢ Schwarza). Jezeli x, y sq wektorami w prze-
strzent unitarnej X, to

(2.1) (2, y)|* < (2, z)(y, y).

Dowo6d. Dla y = 0 nierownosé (2.1) jest oczywista. Niech wiec y # 0. Dla
dowolnej liczby A € C mamy

(x+ Ay, z+ \y) >0,

czyli
(22) (z,2) + XMa,y) + Mz, y) + M (y, y) > 0.
Podstawiajac do (2.2)
)\ — <$7 y) ,
(v, y)
otrzymujemy
2

skad wynika (2.1). B

Definicja 2.2. Poniewaz (x,z) > 0 dla kazdego wektora = € X, wiec
wyrazenie +/(x,z) ma sens. Liczbe te oznaczamy przez ||z| i nazywamy
normg lub dtugosciq wektora x.

Twierdzenie 2.2 (wlasnosci normy wektora). W przestrzeni unitarnej
X norma wektora || - || ma nastepujace wtasnosci:

(@) ||zl >0 dlaze X, z#0, |0]=0;

(b) [[Az|| = |All|z|| dlaz e X, X €C;

©) llz+yll <zl +lyll dlaz,yeX;

() llz+yl? + llo —ylI> = 2 (l=l* + lyl*)  dlaz, y€X.

Dowo6d. Wlasnosci (a) i (b) sa oczywiste. Aby udowodnié (c), skorzystamy
z nieréwnosci Schwarza. Mamy bowiem

lz+yl? = (@ +y,2+y) = (z,2) + (x,9) + (&,9) + (Y, y) =
= ||z||* + 2Re (z,y) + ||y
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Poniewaz
Re(z,y) < [{z,y)l,

wiec na mocy nieréwnosci Schwarza
2
lz+yl1? < llal®+2(z, y) |+ lwll® < > +2llzl [yl +y1? = (2l + lyl)? -
Natomiast (d) wynika z nastepujacych przeksztatcen:

lz+ylP+llz—yl* = @+yz+y) +{@—yz—y) =
=2((z,2) + () =2 (=P + [lyl*). m

Uwagi. 1. Z wlasnosci (a)-(c) wynika, ze istotnie przestrzen unitarna X
z norma okreslona wzorem ||z|| = \/(z, x) jest przestrzenia unormowana.

2. Wlasnosé (c) nosi nazwe nierdwnosci trajkgta, a wtasnosé (d) — toz-
samosci réwnolegtoboku. Rozwazmy plaszczyzne R? jako przestrzeri liniows
wektoréw swobodnych z iloczynem skalarnym wektoréow. Wowczas otrzy-
mamy przestrzen euklidesowa (unitarna nad cialem liczb rzeczywistych).
Niech z i y beda niezerowymi wektorami w tej przestrzeni. Zbudujmy z nich
trojkat. Wowezas trzeci bok tego trojkata mozemy interpretowaé jako wek-
tor x + y, a dlugosci bokéow tego trojkata odpowiadaja liczbom ||z, ||yl
i|lx + y||. Wowczas nierownosé trojkata dla normy wyraza znana wlasnosé
geometryczng, ktora mowi, ze dlugosé boku w trojkgcie jest mniejsza niz
dlugosé sumy dwdch pozostatych bokow tego trdjkgta. Proponujemy Czytel-
nikowi jako éwiczenie podanie geometrycznej interpretacji tozsamosci réw-
nolegtoboku na ptaszczyznie.

Przyklady 2.1. (a) W przestrzeni C" przyktadem iloczynu skalarnego jest
standardowy iloczyn skalarny okreslony wzorem

(w,y) =>_&ni,
j=1

gdzie x = (€4,€2,...,6") iy = (nt,n?, ..., n"). Zatem przestrzen C" z na-
turalnym iloczynem skalarnym jest przestrzenia unitarna. Zauwazmy po-
nadto, ze baza standardowa tej przestrzeni ey, ez, ..., e, gdzie e¢; =
=(0,...,0,1,0,...,0), (,1” znajduje sie na j-tym miejscu) ma nastepujaca
wlasnosé:

(ej,ex) = dj,  (delta Kroneckera).
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Nier6wnos$¢ Schwarza ma w tym przypadku postac

noo_ n ) 1/2 , n . 1/2
S < (Xier) (Swe)
j=1

j=1 J=1
(b) Przykladem nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni unitarnej jest prze-
strzen funkcji ciagltych C[—1, 1], w ktorej iloczyn skalarny jest okreslony za
pomoca wzoru

1
(2.3) (x,y) = /x(t)y(t)dt.
21

(c) Niech (X, 9, 1) bedzie przestrzenia mierzalna. Zbior Lo = Lo(X, 9, 1)
funkcji” catkowalnych z kwadratem, czyli takich, ze

/ (@) du(z) < oo,
X

staje sie przestrzenia unitarng, jezeli iloczyn skalarny w tej przestrzeni okre-
slimy wzorem

(f.g) = / f(2)9(x) du(z).
X

Nieréwno$é Schwarza ma woéwczas postaé

<(/ \f(x)Qdu(rv)>1/2 (/ rg<x>|2du<x>)1/2.

X X

\ [ e inte)
X

(d) Niech ¢y oznacza zbior wszystkich ciagow x = (§,,), dla ktorych

(o)
> 1€al* < oo
n=1

Jest to szczegolny przypadek przykladu 2.1 (c), w ktérym p oznacza miare
liczaca na zbiorze liczb naturalnych N. Iloczyn skalarny okreslony jest w ¢
wzorem

<LII, y> = Z Enm
n=1

7Z tak okreslonym iloczynem skalarnym przestrzen fo jest przestrzenig uni-
tarna. Nierowno$é Schwarza ma w tej przestrzeni postac

0 00 1/2 , o© 1/2
S| < (Llak) (Xink)
n=1 n=1 n=1
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Twierdzenie 2.3. lloczyn skalarny w przestrzeni unitarnej X jest funk-
cjonatem ciggltym na produkcie X X X, tzn. jezeli x,, — x i y, — y, to

<$n, yn> - <CC, y>

Dowo6d. Teza wynika z nastepujacych nieréwnosci:

(T, Yn) — (9] < (@, Yn) — (@ns )| + 20, y) — (2,9)] =
= [(@n,Yn — )| + [{zn — 2, y)| <
< znl lyn = yll + oo — = lyll. ™

Definicja 2.3. Przestrzen unitarna X, ktora jest przestrzeniag Banacha
w normie ||z|| = /(z, z), nazywa si¢ przestrzeniq Hilberta.

Zauwazmy, ze przestrzenie z przyktadow 2.1 (a), (c), (d) sa przestrze-
niami Hilberta, natomiast przestrzen z przyktadu 2.1 (b) nie jest taka prze-
strzenig.

2.2. Twierdzenie o rzucie ortogonalnym

Definicja 2.4. Moéwimy, ze dwa wektory x 1 y z przestrzeni unitarnej X
sa ortogonalne lub prostopadte i piszemy x L vy, jezeli (z,y) = 0. Jezeli
natomiast F jest podzbiorem przestrzeni X i wektor = jest ortogonalny do
kazdego y € F, to méwimy, ze x jest ortogonalny do zbioru E i piszemy
z 1l E.

Twierdzenie 2.4 (twierdzenie Pitagorasa). Jezeli wektory xi, xa, ...,
Ty € X sqg wzajemnie ortogonalne, to

Nz ) + lzall> 4 - o 4 lznl® = |l + 22 + ..+ 2|2

Dowo6d. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem liczby wektorow.
Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste. Zaldézmy wiec, ze teza zachodzi dla
n — 1 i niech wektory =i, o2, ..., z, € V beda wzajemnie ortogonalne.
Oznaczmy przez y wektor x1 + x2 + ... + xp—1. WOWczas mamy

Hy + anQ = (Y + 2,y +2n) = (y,y) +2Re (y, 20) + (2p, 2n) =
= [lza |l + 22l + - . + Nlza-a|® + llzall®,

poniewaz z zalozenia indukcyjnego
lyll? = llzal® + llz2l® + ... + zn-1]?
i ponadto

(Y, xn) = (X1, 20) + (X2, xn) + ... + (Xp-1,2n) = 0. [ ]
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Twierdzenie 2.5 (o rzucie ortogonalnym). Niech M bedzie domknietq
podprzestrzeniq przestrzeni Hilberta H. Kazdy wektor x € H ma przedsta-
wienie w postact

(2.4) r=x9+ 2, gdzie xo€M iz 1l M,

przy czym rozktad ten jest jednoznaczny.

Wektor xq nazywamy rzutem ortogonalnym wektora x na podprzestrzer
M.

Dowod. Jezeli x € M, to wystarczy przyja¢ xo = z i z = 0. Niech wiec
x € H\ M. Oznaczmy

p=inf{llz —y|: y € M}.

Woéwcezas p > 0, bo podprzestrzen M jest domknieta. Wybierzmy taki ciag
(yn) wektorow z podprzestrzeni M, aby ||z — y,| — p, gdy n — oo. Niech
pn = |l — ynll. Wtedy p, = pdlan=1,2,... ip, — p, gdy n — 0. Dla
dowolnego wektora y € M i dowolnej liczby A mamy y, + Ay € M, wiec

(2.5) [z =+t M) Zp (n=1,2,...).
Ustalmy wskaznik n i przyjmijmy

lly[I?

Zaktadamy przy tym, ze y # 0. Wéwcezas dla dowolnego n mamy

12 = (Y + 2|12 = ((z = yn) = Ay, (2 — yn) — Ay) =
= |z = yall® = Mz = Yo, y) — Mo — v, y) + M|yl =

(& = yn )|?
= llz =yl = =
" TyI?
Wobec (2.5)
(& — yn, y)
||x_yn||2—W >p° (n=1,2,...),
a poniewaz ||z — yn|| = pn, wiec mamy

(2.6) (@ =y, )| < VP2 =Pyl (n=1,2,...)
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dla dowolnego y € M. Zauwazmy, ze wzor ten jest réowniez prawdziwy dla
y = 0. Stad

|(yn — 2, )| + (T — ym, )| <

(Vo= + /ot =) Iyl

dlan, m =1,2,... i dowolnego y € M. Podstawiajac y = yn — ym, otrzy-
mujemy

|(Yn — Ym: ¥)|

<
<

Y — ymll S VP2 — P2+ 02 — 2 (n,m=1,2,...).

Poniewaz p,, — p, wiec ciag (yn) jest ciagiem Cauchy’ego. Wobec zupetosci
przestrzeni H jest on zbiezny. Niech zg = lim y,,. Poniewaz podprzestrzen
n—oo

M jest domknieta, wiec xg € M. Przechodzac do granicy, n — co, w nieréw-
nosci (2.6) otrzymujemy (x — zg,y) = 0 dla dowolnego y € M. Przyjmujac
z =a — X9, mamy r = g+ 2, przy czym zg € M, a z L M, czyli zadane
przedstawienie wektora x. Pozostaje udowodnié¢ jednoznacznosé tego roz-
ktadu. Niech z = x(,+ 2" = «{+ 2", gdzie zf, z; € M, 2/, 2" L M. Wowczas
xy—axg=2"—2iay—afe M, —7 L M. Stad

/ "2 __ / "no_n A
|zg — zpl|” = (zo — 20, 2" — ') =0,
co oznacza, ze x( = x(y, a w konsekwencji takze 2/ = z”. B

Definicja 2.5. Jezeli E jest podzbiorem przestrzeni unitarnej X, to zbior
Et ={ze X: z Ly dla wszystkich y € E}

nazywamy dopetnieniem ortogonalnym zbioru E. W przypadku, gdy F =
= {x}, bedziemy pisa¢ z zamiast {z}+.

Lemat 2.6. EL jest domknietq podprzestrzeniq liniowq przestrzeni X.

Dowoéd. Zbiér E+ jest niepusty, poniewaz 0 € E+ (wektor 0 jest orto-
gonalny do kazdego wektora). Natomiast fakt, ze Az + pxs € EL, jezeli
tylko z1 i 2 € Et, wynika z whasnogci (b) i (c) iloczynu skalarnego. Za-
tem E* jest podprzestrzenia przestrzeni X. Zbior xt jest podprzestrzenia
domknieta dla dowolnego x € X, bo jest on przeciwobrazem zbioru do-

mknigtego {0} poprzez funkcje ciagta y — (y, ). Poniewaz E+ = ) 2+,
el
wiec podprzestrzeri E+ jest domknieta. W
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Twierdzenie o rzucie ortogonalnym moéwi nam, ze przestrzeri Hilberta H
jest suma prosta podprzestrzeni M i M=+, tzn.

X=MaoM=.

Poniewaz podprzestrzenie M i M~ sa ortogonalne, wiec ten przypadek sumy
prostej nazywamy ortogonalng sumg prostq. W dalszym ciagu zapis M1 Ms
bedzie zawsze oznaczal sume prosta tego rodzaju.

Podamy teraz wnioski z twierdzenia o rzucie ortogonalnym.

Whniosek 2.7. Jezeli xg jest rzutem ortogonalnym elementu x przestrzeni
Hilberta H na podprzestrzen M, to

[ = ol <[l —yll

dla kazdego y € M, przy czym rownosé zachodzi wtedy @ tylko wtedy, gdy
Yy =2xg-.

Dowo6d. Niech y bedzie dowolnym wektorem z podprzestrzeni M. Ponie-
waz x —xg L M oraz xog —y € M, wiec x — xg L ©g —y. Poniewaz x —y =
= (z—x0)+ (zo—y), wiec na mocy twierdzenia Pitagorasa zachodzi rownosé

lz = ylI* = llz = zo||* + llzo — %,
z ktorej wynika teza. B

Whiosek 2.8. Podprzestrzen M przestrzeni Hilberta H jest gesta w H wte-
dy i tylko wtedy, gdy M+ = {0}.

Dowod. Jezeli M = H, to dla dowolnego x € H istnieje ciag (y,) wek-
torow z M taki, ze z = li_>m Yn. Niech x L M. Poniewaz (z,y,) = 0
n oo

dla wszystkich n, wiec z ciaglodci iloczynu skalarnego wynika, ze ||z]|? =
= (z,z) = 0. Zatem x = 0.

Na odwrét, jezeli M # H, to istnieje # € H \ M. Na mocy twierdzenia
o rzucie ortogonalnym wektor & ma przedstawienie w postaci x = zg + z,
gdzie g € M iz L M. Zatem z € M+ iz #0, czyli M+ # {0}. &

Zauwazmy, ze wektor xg € M taki, ze z = ©x — xg L M, jest wyzna-
czony jednoznacznie, zatem okreslona jest funkcja P: H — M, P(z) = xg.
Funkcje te nazywamy rzutowaniem (ortogonalnym) na podprzestrzer M.

Whniosek 2.9 (wlasnosci rzutowania na podprzestrzen). Dla rzuto-
wania P na (domknietq) podprzestrzenn M przestrzeni Hilberta H iz, y € H
oraz o, B € C spetnione sq nastepujgce warunks:
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(a) (Pz,y) = (Pz, Py) = (z, Py);
(b) (P(Pz),y) = (Pz,y);

(c) (Pz,z) = |Pz|?*

(d) [Pzl < [l=[;

(e) |z = [z = Pz|* + || Px|*;
(

(

(

(i

@)

)
fy M={x e H: Pr=x}={x € H: ||Pz| =|=z[};
g) Pxr =0 wtedy i tylko wtedy, gdy = L M;
h) (a$+ﬁy) = aPz + fPy;

Latwe dowody powyzszych wtasnosci pozostawiamy jako é¢wiczenie dla
Czytelnika.

Z liniowoéci iloczynu skalarnego ze wzgledu na pierwszy argument wyni-
ka, ze dla ustalonego wektora a przestrzeni unitarnej X funkcjonat f: X —
— C, okreslony wzorem f(x) = (z,a), jest funkcjonatem liniowym na prze-
strzeni X. Ponadto z nieréwno$ci Schwarza wynika, ze funkcjonal ten jest
ograniczony. Mamy bowiem

(2.7) [f (@) = [{z, a)| < lall [l

Zauwazmy ponadto, ze wowczas || f|| = ||a||. Dla a = 0 jest to oczywiste.

Jezeli a # 0, to z nieréwnosci (2.7) wynika, ze ||f]| < |la|, a ponadto
1

f <||’ a) = ||a]|. Okazuje sie¢, ze kazdy funkcjonal liniowy ograniczony
a

na przestrzeni Hilberta jest takiej postaci.

Twierdzenie 2.10 (Riesza**). Jezeli f jest funkcjonatem liniowym ogra-
niczonym na przestrzeni Hilberta H, to istnieje doktadnie jeden wektor
a € H taki, ze

(2.8) f(x) ={(x,a) dla kazdego x € H.
Ponadto
1FIF= Tlall

Dowo6d. Aby otrzymaé jednoznaczno$¢é wektora a w reprezentacji (2.8),
przypusémy, ze f(z) = (x,a) dla kazdego wektora = € H. Wowcezas 0 =
= (r,a — a) i biorac x = a — @, otrzymujemy ||a — al|| = 0, czyli a = a.

** Autor chcialby podkresli¢, ze wszystkie twierdzenia zamieszczone w skrypcie i opa-
trzone nazwiskiem Riesz sg autorstwa Frigyesa Riesza.
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Jezeli f(x) = 0 dla kazdego wektora = € H, to wystarczy przyjac¢ a = 0.
Przypusémy zatem, ze f(y) # 0 dla pewnego wektora y € H. Poniewaz f
jest funkcjonatem liniowym ograniczonym, wiec M = ker f = f~1({0}) jest
domknieta podprzestrzenia przestrzeni H. 7 twierdzenia o rzucie ortogonal-
nym otrzymujemy rozktad wektora y w postaci

y=yo+y1, gdzie yo€ M, y1 L M.

1
Mamy przy tym f(y1) # 0. Oznaczajac z = m Y1, otrzymujemy f(z) =
Y1

= 1. Woweczas dla dowolnego wektora « € H mamy f(x — f(x)z) = 0, czyli
x — f(x)z € M. Stad wynika, ze wektory = — f(z)z i z sa ortogonalne.
Zatem
(€, 2) = (& = f(z) z,2) + f(2) (z,2) = f(2) | 2]*.
1

Przyjmujac a = W z, otrzymujemy f(z) = (z,a). B
z

2.3. Uklady ortonormalne

Definicja 2.6. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta. Podzbior £ C H
nazywamy zbiorem ortonormalnym, jezeli

— |le|| = 1 dla kazdego e € F;
— (e, f) = 0 dla dowolnych e, f € E, e # f.

Tak wiec zbidr jest ortonormalny, jezeli sktada sie z wektoréw jednostkowych
(tzn. wektoréw o dtugosci jeden) parami ortogonalnych. Zamiast terminu
zbior ortonormalny bedziemy réwniez uzywaé okreslenia uktad ortonormal-
ny. Jezeli zbior E jest skoniczony, tzn. E = {eq,...,e,}, to bedziemy krotko
mowié, ze wektory eq,. .., e, sq ortonormalne.

Przyktady 2.2. (a) W przestrzeni C" wektory e; = (0,...,0,1,0,...,0),
7 =1,2,...,n, tworza uklad ortonormalny.

(b) W przestrzeni fo ciag elementow e, = (dni)32,, n =1,2,..., jest
uktadem ortonormalnym.

(c) W przestrzeni Lo[—m, 7] ciag funkeji

1 1
—— cosnx,

Ver' VT

jest uktadem ortonormalnym.

sin nx (n=1,2,...)

b
N
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(d) Innym przyktadem zbioru ortonormalnego w przestrzeni Lo[—m, 7]
jest uktad funkcji
L gine (n = 40,41,42,...).
V2T
Jest oczywiste, ze kazdy zbiér ortonormalny sktada sie z wektorow li-
niowo niezaleznych. Istotnie, jezeli e1, ..., e, € E, aje; + ...+ aye, =0,
to
aj = (el +...+apep,e;) =0 dla j=1,2,...,n.

Twierdzenie 2.11 (ortogonalizacja Grama-Schmidta). Jezeli H jest
przestrzeniq Hilberta i {z,: n=1,2,...} jest podzbiorem liniowo niezalez-
nym, to istnieje uktad ortonormalny {e,: n = 1,2,...} w przestrzeni H
taki, ze dla kazdego n

span{ey, es, ..., e} = span{zy, za,..., Ty}
Dowod. Definiujemy

Tl Y2

e =——, €eg= ——
(e lly2ll’

gdzie yo = x9 — (w2, e1)e].

Z liniowej niezaleznosci wektoréow x1 i xo wynika, ze x1 # 01 yo # 0. Mamy

leall = lle2ll = 11 (1, e2) = 0.
Jezeli juz zostaly zdefiniowane wektory ey, eo, ..., e,, to przyjmujemy
y n
1 :
ntl = Lv gdzie ypi1 = Tnt1 — Z<$n+17€k>ek'

o] 2
Zauwazmy, ze yYp+1 # 0, bo w przeciwnym razie wektory xq, T, ..., Tpt1
bylyby liniowo zalezne. Ponadto mamy |le,41|| =11 (ex,ent1) =0dla k =
=1,2,...,n. Poniewaz e,, € span{x1,xo,...,x,} 1z, € span{ey,ea,... ey}

dla dowolnego n, wiec stad wynika teza. H

Definicja 2.7. Tloczyn skalarny (x, e) nazywamy wspétczynnikiem Fouriera
wektora x wzgledem elementu e.

Twierdzenie 2.12 (nier6wno$é¢ Bessela). Jezeli wektory ey, ..., e, sq
ortonormalne, to

[, ) <l
1

n

J
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n

Dowdéd. Oznaczmy y = x — ) (x,e;)ej. Wowcezas (y,ex) = 0 dla k =

Jj=1

n
=1,2,...,n. Zatem wektory > (z,e;j)e; iy sa ortogonalne. Na mocy twier-
j=1
dzenia Pitagorasa mamy

n

Z(‘T’ €j>6j

j=1

n
= llyl® + D e, e
j=1

1 = llylI* +

2 n
2
= [lyll® + ) l{z, e5)e;]* =
=1

Stad

n

2
2] =) [(wep?. ™

j=1
7 nieréwnosci Bessela otrzymujemy:

Whiosek 2.13. Kazdy wektor x ma co najwyzej przeliczalnie wiele niezero-
wych wspotczynnikow Fouriera wzgledem ustalonego uktadu ortonormalnego.

Dow6d. Niech E bedzie uktadem ortonormalnym oraz niech
1
E, = {e €E: [(z,e)] > —}.
n

Z nierownosci Bessela wynika, ze E,, jest zbiorem skonczonym. Ale

(0.9}
UE ={ec E: (z,e) #0}. [ ]
n=1
Twierdzenie 2.14. Jezeli (ey,) jest przeliczalnym uktadem ortonormalnym
w przestrzent Hilberta H, to szereg
e.9]
Z(x, en)eén
n=1

o0

jest zbiezny w H i réznica x — Y (x, e, )e, jest wektorem ortogonalnym do
n=1

wszystkich wektorow e;, j =1,2,...

o0
Dowo6d. Z nieréwnosci Bessela wynika, ze szereg > |(z, e,)|? jest zbiezny.

n=1
Poniewaz
m 2 m
D aerer| =) Ha e,
k=n k=n
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o0
wiec stad wynika, ze i szereg Y (z, en)e, jest zbiezny, bo spetnia warunek
n=1

Cauchy’ego. Ponadto

<x - Z(x, ek>ek,ej> =0 dla n>j.

k=1

7Z ciaglosci iloczynu skalarnego otrzymujemy

o0
<1‘ — Z(m,ek>ek,ej> =0 dla j=1,2,... [ |

k=1

Aby rozwazaé ortogonalne rodziny wektorow dowolnej mocy, w teorii
przestrzeni Hilberta wprowadza sie pojecie sumy dowolnej niekoniecznie
skoriczonej czy tez przeliczalnej rodziny wektorow.

Definicja 2.8. Niech {z,: a € A} bedzie rodzina wektoréw z przestrzeni
Hilberta H indeksowana przez dowolny niepusty zbiér A. Mowimy, ze ro-
dzina {x,: o € A} jest sumowalna, jezeli w H istnieje wektor x taki, ze
dla dowolnego € > 0 istnieje zbior skoriczony Jy C A o tej wlasnosci, ze

w—Exa

a€eJ

<e€

dla dowolnego skoriczonego podzbioru J zbioru A, dla ktérego Jo C J. Wow-
czas wektor  nazywamy sumg rodziny {x,: o € A} ipiszemy > z, = x.
acA

Uwagi. 1. Jezeli rodzina A jest skoniczona, A = {aq,...,a,}, to jest ona
zawsze sumowalna i jej suma jest ,zwykla” suma wektorow xqo, + ...+ zq,,-

2. Definicja sumowalnosci ma sens rowniez wtedy, gdy rozwazamy zbiory
ztozone z liczb zespolonych. W szczegolnosci, gdy zbiér A jest przeliczalny,
np. A = N, to zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.15. Rodzina {&,: &, € C, n € N} jest sumowalna i jej
o
suma jest rowna & wtedy i tylko wtedy, gdy szereg Y &, jest bezwzglednie

n=1
zbiezny 1 jego suma jest rowna &.
Proponujemy, aby Czytelnik przeprowadzit dowdd tego twierdzenia jako
éwiczenie.
3. W przypadku dowolnej przestrzeni Hilberta H i zbioru A = N zbiez-
[e.@]
nos¢ szeregu » . ||zy|| zapewnia sumowalnosé¢ rodziny {z,: n € N}, ale nie

n=1
na odwrot.
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W dalszym ciagu dla skrocenia oznaczenn bedziemy pisa¢ {xqo} 1 Y o
6
zamiast {zx, € A} oraz > x,.

a€cA
Uogoblnione sumowanie zwigzane jest z operacjami liniowymi i iloczynem

skalarnym w nastepujacy sposob:

Twierdzenie 2.16. Niech {x} i {ya} beda dwiema rodzinami wektoréw
z przestrzeni Hilberta H (indeksowanymi przez ten sam zbior) i niech A
bedzie dowolng liczbg zespolong. Wowczas:

(a) jezeli Y xo =z, to Y Axo = A;

(b) jezeli Y xa =x i Y Yo =y, to 3 (Ta +Ya) = T+ ¥;

«

(c) jezeli Y xoq = x, to D (za,y) = (x,y) oraz %:(y,xa> = (y,x) dla do-

(03 (03
wolnego wektora y € H.

Dowo6d. Teza wynika z nastepujacych nieréwnosci prawdziwych dla do-
wolnego skonczonego zbioru indekséw J:

A:L‘—Z)\xa = |l m—Zxa,
acJ acJ
(«I+y)_2($a+ya)‘< :E_Zl'a +Hy_zyav
aeJ aeJ aed
<x,y>Z<xa,y>uz‘<x2xa,y>'< TN I
acJ aeJ acJ

Badanie sumowalnosci utatwia nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.17 (kryterium sumowalnosci). Rodzina {z,} wektorow
z przestrzeni Hilberta jest sumowalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowol-

< e dla

nego € > 0 istnieje zbior skoriczony indeksow Jy taki, ze || > :L'a‘
acJ
dowolnego skoriczonego zbioru indeksow J roztgcznego z Jy.

Dowdéd. Zatozmy, ze rodzina {z,} jest sumowalna i Y z, = z. Wowczas
(0%

1
<§5

dla dowolnego € > 0 istnieje zbior skoniczony Jy taki, ze Haz — > x4
acJ
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dla dowolnego skonczonego zbioru indeksow J O Jy. Zatem, jezeli JNJy = (),
to

E Tall = E Ta — E Lo <
aed aceJUJy acJy
< |z — E Toll + || — g Tol < €.
acJUJy acJy

Na odwrét, jezeli warunek z twierdzenia jest spelniony, to dla dowol-

> ZTa
acJ
dowolnego zbioru skonczonego J takiego, ze J N J, = (. Biorgc K, =

=J1UJoU...UJ,, otrzymujemy wstepujaca rodzine zbioréw skoriczonych
{K,} o tej samej wlasnosci, jaka miata rodzina {J, }. Zauwazmy teraz, ze
jezelin < m, to

bo (K, \ Kp) N K, = 0. Zatem ciag ( > a:a) jest ciggiem Cauchy’ego.
aceKy,

1
nego naturalnego n istnieje zbiér skoriczony J,, taki, ze < — dla
n

S e Y

OLEKm OéEKn

S

OleKm\Kn

7 zupelodci przestrzeni Hilberta istnieje wektor x taki, ze H > o —CL‘H —
acKy
— 0, gdy n — o0. Jezeli J jest dowolnym skoriczonym zbiorem indeksow

zawierajacym zbior K,,, to

.%—giﬁa

aed

<

x—gma

a€EK

+

> e

OleJ\Km

i stad wynika, ze {zs} jest sumowalne oraz z =) x,. R
«

Wnhniosek 2.18. Jezeli rodzina {z,} jest sumowalna, to zbior {a: x # 0}
jest co najwyzej przeliczalny.

Dowo6d. Wybieramy wstepujaca rodzine zbiorow {K,} taka jak w dowo-
o0

dzie poprzedniego twierdzenia. Wowczas zbior K = | K, jest co najwyzej
n=1
1
przeliczalny. Jezeli a € K, to ||z4|| < — dla dowolnego naturalnego n, a wiec
n
z, =0. 1
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Twierdzenie 2.19. Ortogonalna rodzina wektorow {xo} z przestrzeni Hil-
berta jest sumowalna wtedy 1 tylko wtedy, gdy sumowalna jest rodzina liczb
{lzall?}. Jezeliz =" 4, to

(6

(2.9) lz)® = llzall.

Dowod. Jezeli rodzina {z,} jest sumowalna, to na mocy kryterium su-
mowalnoéci dla dowolnego € > 0 istnieje skoniczony zbiér indeksow Jy taki,
> Ta
acJ

J N Jy = 0. Stad na mocy twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

>,

aed

ze < ¢ dla kazdego skoiiczonego zbioru indekséw J takiego, ze

2

<e?

(2.10) > fleal? =

aed

i ponownie z kryterium sumowalnosci wynika, ze rodzina {||z,|[?} jest su-
mowalna.
Na odwrét, z sumowalnoéci rodziny {||zq|*} dla dowolnego € > 0 otrzy-

mujemy skoriczony zbiér indeksow Jy taki, ze > ||za? < €2, jezeli tylko
acJ

> Ta
acJ
dzenia 2.17 oznacza sumowalnos¢ rodziny {z,}.

Ostatnia cze¢$¢ tezy wynika z twierdzenia 2.16 (c) oraz roéwnosci

fe? = (,2) = <Z> ~ Y et = (v s =

[ [ B

=3 S aag) = (e za) = Jaal® m
a B a Py

JNJy = 0. Wowczas z (2.10) wynika, ze < g, co na mocy twier-

Uwaga. Rownosé (2.9) mozemy traktowaé¢ jako uogolnienie twierdzenia
Pitagorasa na nieskoiiczone rodziny zbioréw ortogonalnych.

Definicja 2.9. Uktad ortonormalny jest zupetny, jezeli nie istnieje nieze-
rowy wektor, ktéry jest ortogonalny do wszystkich wektoréow tego ukladu.
Innymi stowy, uktad jest zupelny, jezeli nie moze by¢ rozszerzony do wiek-
szego uktadu ortonormalnego.

Twierdzenie 2.20. Uktad ortonormalny jest zupetny wtedy i tylko wtedy,
gdy podprzestrzen przez niego generowana jest gesta.
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Dowodd. Jezeli span{e,: o € A} = H, to (x,e,) = 0 dla kazdego a € A
implikuje x = 0, a wiec uktad jest zupelny.

Na odwrot, jezeli Hy = span{e,: o € A} jest wlasciwa podprzestrzenia
przestrzeni H, to istnieje wektor = # 0 taki, ze x | Hp, a wiec uktad
{eq: a € A} nie jest zupeiny. B

Uwaga. Uktad ortonormalny zupelny nazywa sie rowniez bazq (ortonor-
malng) przestrzeni Hilberta. W przypadku, gdy dim H < oo (wymiar prze-
strzeni liniowej), to baza ortonormalna jest rowniez baza Hamela. Gdy
dim H = oo, to baza ortonormalna nie musi by¢ baza Hamela.

Twierdzenie 2.21. Kazda niezerowa przestrzen Hilberta ma baze.

Dowo6d. Rozwazymy rodzine £ wszystkich uktadéw ortonormalnych w prze-
strzeni Hilberta H # {0}. Oczywiscie rodzina ta jest niepusta. Jest ona
czesciowo uporzadkowana przez inkluzje. Jezeli (E,) jest tanicuchem w &,

to E' = |J E jest ukladem ortonormalnym gérujacym nad tym lancuchem.
v
Zatem na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna rodzina & ma elementy mak-

symalne. Taki element maksymalny jest oczywiscie uktadem ortonormalnym
zupelnym. H

W przypadku przestrzeni osrodkowej mozemy sie obejs$é bez pewnika
wyboru. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.22. W osrodkowej przestrzeni Hilberta istnieje co najwyzej
przeliczalny uktad ortonormalny zupetny.

Dowod. Niech (z,) bedzie gestym ciagiem w przestrzeni H. Z tego ciagu
wyrzucamy kazdy wektor x,,, ktory jest kombinacja liniowa poprzedzajacych
go wektorow z1, xa, ..., Tp—1. Otrzymujemy w ten sposéb nowy skoiiczony
lub nieskonczony ciag, ktory oznaczymy przez (y,), o tej whasnosei, ze do-
wolny wektor ¥, nie jest kombinacjg liniowa wektoré6w go poprzedzajacych
i span{y,: n € N} D {z,: n € N}. Zatem span{y,,: n € N} = H.

Niech M, = span{yi,¥2,...,yn}. Oznaczmy przez y,_ , rzut ortogonal-
ny wektora y,41 na M, i ponadto niech

1 1
€1 T Y, Endtl

R (Wni1 — Vor1)y n=1,2,...

a1 = vl
Wowczas wektory {e,} tworza skoniczony lub nieskoriczony uktad ortonor-
malny, ktérego powtoka liniowa pokrywa sie z powloks liniowa wektoréw
{yn}, a zatem jest gesta w H. Na mocy twierdzenia 2.20 uktad {e,} jest
zupelny. B
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Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne, tzn. jezeli istnieje skori-
czony lub przeliczalny uktad ortonormalny zupetny {e,} w przestrzeni Hil-
berta H, to H jest przestrzeniq oSrodkowg.

Istotnie, kombinacje liniowe wektoréw e, o wspoélczynnikach wymier-
nych tworza uktad przeliczalny, ktory jest gesty w H.

Twierdzenie 2.23. Niech {en: a € A} bedzie uktadem ortonormalnym
w przestrzeni Hilberta H. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(a) uktad {eq: o € A} jest zupelny w H;
(b) kazdy wektor x € H ma przedstawienie w postaci

T = Z<l‘,6a>6a;

[0}

(¢) dla dowolnych wektorow x, y € H zachodzi réwnosé

(x’ y> = Z<x7 €Oé><eouy>;

«

(d) dla kazdego x € H mamy

|z||? = Z l(z,eq)|*> (toisamosé Parsevala).
«

Dowod. Pokazemy, ze (b) jest konsekwencja (a). Niech {eq: a € A} be-

dzie uktadem zupelnym. Wowczas wektor z — > (z, e,)eq jest ortogonalny
(6
do kazdego eq, a zatem jest réwny zeru.

Nastepnie udowodnimy, ze z warunku (b) wynika (c). Zalézmy, ze za-
chodzi (b). Wowczas dla z, y € H na mocy ciagtosci iloczynu skalarnego
mamy

(z,y) = <Z<x,ea>ea,z<y7 @ﬁ>65> _

@ B
= Z@v ea)(y; €a)-

Teraz pokazemy, ze warunek (c) implikuje (d). Jezeli zachodzi (c), to
podstawiajac x = y do rownosci

<337 y> = Z<$> €a><€a, y>>

«

otrzymujemy tozsamosé Parsevala.
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W konicu udowodnimy, ze warunek (a) wynika z warunku (d). Przypusé-
my, ze (d) zachodzi. Niech = bedzie wektorem ortogonalnym do wszystkich
o Wowcezas (1,e,) = 0dlaa € Aizréwnosci ||z||2 = . [{z, eq)|? wynika,

6

ze x = 0, czyli uklad {e,: a € A} jest zupelny. B

Uwaga. Jezeli uktad ortonormalny {e,} jest przeliczalny, to uogoélnione
sumy w warunkach (b), (c¢) i (d) staja sie sumami szeregéw zbieznych (por.
tw. 2.14).

Mozna udowodnié¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.24. Wiszystkie uktady ortonormalne zupetne w przestrzeni
Hilberta majg te samg moc.

Definicja 2.10. Moc uktadu ortonormalnego zupetlnego nazywamy wymia-
rem przestrzeni Hilberta.

Definicja 2.11. Niech H i K beda przestrzeniami Hilberta. Izomorfizmem
przestrzeni Hilberta nazywamy przeksztatcenie U: H — K, ktére ma na-
stepujace wlasnosci:

— U jest suriekcja,
— (Uz,Uy) = (x,y) dla dowolnych z, y € H.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.25. Dwie przestrzenie Hilberta sq izomorficzne wtedy i tylko
wtedy, gdy majg ten sam wymiar.

Z twierdzen 2.22 i 2.23 wynika jako bezposredni wniosek nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 2.26 (Riesza-Fischera). Nieskoriczenie wymiarowa osrod-
kowa przestrzen Hilberta jest izomorficzna z przestrzeniq £s.

Dowo6d. Niech H bedzie nieskoriczenie wymiarowa i osrodkowa przestrze-
nia Hilberta i niech {e,,: n =1,2,...} bedzie jej baza ortonormalna. Funk-
cje U: H — {5 okreslamy za pomoca wzoru Uz = ((z,e,))52 . Z twierdze-
nia 2.23 (¢) mamy

o0

(Uz,Uy) = Z(a: en)(

n=1

(e o]
Z (x,en)(en,y) = (x,9).
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Pozostaje wykazaé, ze odwzorowanie U jest suriekcja. Niech (¢;,) € £ i niech
Tp=cre1+ ...+ cpe, dlan=1,2,... Jezeli n > m, to mamy

|zn — l’mllz = [lem+1€m+1 + ... + CnenH2 =
= (Cmt1€mt1 + .-+ Cnén, Cmt1€me1 + ...+ Cpepn) =
= |ema1? + ..+ |enl’.

[e.@]
Ze zbieznosci szeregu > |c,|? wynika, ze ciag (z,,) jest ciagiem Cauchy’ego
n=1
w przestrzeni H. Zatem istnieje wektor z € H taki, ze lim ||z — x| = 0.
n—oo

Ustalmy dowolne k € N i niech n > k. Woéwczas mamy

(z,ex) = (x — Tn, ) + (Tn, k) =
= (x — xn,er) + (cre1 + ... + cpen, ex) = (x — Ty, €x) + Ck.

Stad
[(z; er) — crl < [l — @0

i po przejsciu do granicy, n — oo, otrzymujemy rownosé (z, eg) = cg, ktora
oznacza suriektywnoéé odwzorowania U. B

Jest oczywiste, ze uktady ortonormalne z przyktadow 2.2 (a) i (b) sa ba-
zami ortonormalnymi. Teraz pokazemy, ze uktad ortonormalny z przyktadu
2.2 (c), czyli ciag funkcji

1 1 ) . 19
Nors ﬁCObnx, ﬁsmnx (n=1,2,...),
jest uktadem ortonormalnym zupelnym w przestrzeni Lo[—m, 7].

Z twierdzenia 1.8 wynika, ze funkcje ciagle na przedziale [—7, 7] tworza
gesty podzbior przestrzeni Lo[—7, w]. Zauwazmy, ze dowolna funkcje ciagla
f na tym przedziale mozna przybliza¢ (w normie przestrzeni funkcji cal-
kowalnych z kwadratem) funkcjami ciagtymi g, dla ktorych g(—m) = g(m).
Z kolei na mocy twierdzenia Fejéra (patrz [27], tw. 7.25 z czesci II) funkcja
g jest granica jednostajnie zbieznego ciggu wielomianéw trygonometrycz-
nych (a wiec kombinacji liniowych funkeji tworzacych uktad (2.11)). Zatem
podprzestrzen liniowa generowana przez uktad (2.11) jest zbiorem gestym
w przestrzeni Lo[—m, 7], a wiec na mocy twierdzenia 2.20 stanowi jej baze
ortonormalna.

Ze wzoréw Eulera (patrz wzory (7.14), [27], czesé II) wynika, ze uklad
funkcji

(2.11)

1
V2T

jest rowniez baza ortonormalna przestrzeni Lo[—m, 7]

et (n=+0,+1,42,...)
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Przyklady 2.3. (a) Kombinacje liniowe funkcji
(2.12) 1,z 2%, ..., 2", ...

tworzg zbior wszystkich wielomiandéw. Ponadto sa one liniowo niezalezne
w dowolnej przestrzeni Lo[a, b], gdzie [a, b] jest dowolnym skoriczonym prze-
dzialem. Ortonormalizujac ten uklad na przedziale [—1,1], otrzymujemy
uktad ortonormalny

Qo(x), Q1(x), Q2(x), ..., Qun(x),...

Zauwazmy, ze kazda z funkcji @), jest wielomianem stopnia n. Uktad ten jest
zupelny, bo zbiér wszystkich wielomianow jest gesty w przestrzeni Lo[—1, 1],
a kazdy wielomian jest liniowa kombinacja funkcji (2.12), a te z kolei sa
kombinacjami liniowymi wielomianéw @Q,,. Mozna udowodnié¢ (patrz np. 13|
lub [11]), ze wielomiany @, sa z doktadnoscia do znaku rowne wielomianom

n+3P(z), n=0,1,2,...,
gdzie P, jest wielomianem Legendre’a, okreslonym wzorem

1o

_ 2
= Sapiggn & "

P, (x)

(b) Rozwazmy teraz przestrzeni Lo(R) funkcji catkowalnych z kwadra-
tem na calej prostej. Nie mozna w niej zbudowaé¢ uktadu ortogonalnego
ani z wielomianéw, ani z wielomianéw trygonometrycznych, bo ani jedne,
ani drugie nie nalezg do tej przestrzeni. ,Materialu” do zbudowania bazy
w przestrzeni Lo(R) nalezy szuka¢ wsrod funkceji dostatecznie szybko ma-
lejacych w nieskonczonosci. W szczegdlnosci taka baze mozna otrzymad,
ortonormalizujac ciag

(2.13) efx2/2, xeiﬂﬁ/z, .%'267332/2, A x"efo/z, ..

Jest oczywiste, ze kazda z funkcji postaci P(:C)e_“”g/Q, gdzie P jest wielo-
mianem, nalezy do przestrzeni La(R). Po zastosowaniu do funkeji (2.13)
procesu ortonormalizacji otrzymamy uktad funkcji postaci

1
Hy(z)e ™2, n=01,2,...,

on(T) = W n(T)e

gdzie H, jest wielomianem Hermite’a, okreslonym wzorem

2dn 2
Hy(z) = (—1)"e” —e™ "
() = (-1)e”’ e
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Mozna pokazaé (patrz np. [13] lub [11]), ze uktad funkcji ¢, (n =0,1,2,...)
jest baza ortonormalna przestrzeni Lo(R).

(c) Jezeli rozwazymy przestrzen Lo(R; ) funkeji catkowalnych z kwadra-
tem na polprostej [0, +00), to w niej baze ortonormalna mozna otrzymac,
ortonormalizujac ciag funkcji

e 2 g2 g2em /2 ghem®/2
Otrzymujemy wowczas uktad funkeji postaci

1
U (x) = —'6_$/2Ln(x), n=0,1,2,...,
n!

gdzie L,, jest wielomianem Laguerre’a, okreslonym wzorem

dn
L,(x)= efcw(w”e—x).

Podobnie jak poprzednio, mozna udowodnié¢ (patrz np. [13|, [11] lub [19]),

ze uklad ten jest baza ortonormalna w przestrzeni La(Ry).

Na zakorniczenie rozwazymy jeszcze jeden, bardziej ogdlny, przyktad bazy
ortonormalnej w przestrzeni funkcji caltkowalnych z kwadratem.

Niech £2 C R¥ bedzie zbiorem mierzalnym (w sensie Lebesgue’a) o mie-
rze dodatniej. Przestrzenn Lo(2) = La(§2,9%,m) (m oznacza miare Lebes-
gue’a w zbiorze 2 C R¥) jest osrodkowa przestrzenia Hilberta (wielomiany
o wspoétczynnikach wymiernych tworza zbior przeliczalny gesty), a wiec ma
przeliczalng baze. W dalszym ciggu bedziemy potrzebowali nastepujacego

twierdzenia:
oo

Twierdzenie 2.27. Jezeli uktady (cp%l)yoil, (@(3)) L 5@ dwiema bazams

= n—
ortonormalnymi przestrzeni Lo(§2), to cigg funkcji

onp(t,y) =0 (@) y)  mp=12..52,y€0
jest bazq ortonormalng przestrzeni Lo(2 X (2).

Dow6d. Z twierdzenia Fubiniego otrzymujemy

/ / Pnp(®,)pij(T, y) dedy = / o ()M (2) da / o2 () () dy.
%

2% 9}

Stad wynika, ze kazda sposrod funkcji ¢y, , nalezy do przestrzeni Lo(£2 x {2)
i ze stanowig one uktad ortonormalny.
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Udowodnimy, ze jest on baza ortonormalna przestrzeni Lo ({2 X £2). Niech
f € La(£2 x £2) bedzie funkcja ortogonalng do wszystkich funkeji ¢y, 5, tzn.

/ flz,y)p )( )dzdy =0 (n,p=1,2,...).

2%

Zgodnie z twierdzeniem Fubiniego (patrz [27], tw. 11.50 z czesci 1) oznacza
to, ze

(2.14) /(/fa:ygpg) )go,(@l)(x)dx:() (n,p=1,2,...).

Kazda z funkcji v, (x ff x,y)p )(y) dy (p = 1,2,...) nalezy do prze-

v < / ( / ) dy / \soé2><y>12dy) dr <
2 9 (9]
< / ()2 dy / ( / rf<m,y>|2dx) dy < oo.
(9] (9] 2

Jezeli ustalimy wskaznik p, to wobec zupelnosci uktadu (<p$})) z (2.14) wy-
nika, ze ¢,(x) = 0 prawie wszedzie na (2. Zatem kazdy ze zbiorow (2, =

e.9]
= {x € 2: ¢Yp(z) # 0} ma miare zero. W konsekwencji zbior 2o = |J 2,
p=1

strzeni Ly(£2), bo mamy

Fly)es) (y) dy

ma miar¢ zero. Niech z € 2\ £2y. Wowczas

/f@wW?@ﬂ@—O (p=1,2,...)

n

(2)

i z zupelnosci ukladu (gop ) otrzymujemy, ze f(z,y) = 0 dla prawie wszyst-
kich y € £2. Jezeli wiec 2(z) = {y € 2: f(x,y) # 0}, to miara zbioru £2(x)
jest rowna zeru dla x € 2\ 2. Niech Z = {(x,y) € 2 x £2: f(z,y) # 0}.

Mamy
Z) = /m(ﬁ(x)) dx = / m(2(x)) de =0,
7] 2\$2

czyli f(x,y) = 0 prawie wszedzie na 2 x 2. &
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Cwiczenia
1. Udowodnié, ze nieréwnos¢ Schwarza przechodzi w rownosé wtedy i tylko wtedy,
gdy wektory x i y sg liniowo zalezne.

2. Udowodnié¢, ze jezeli Re(z,y) = ||z| ||y|l, to wektory = i y maja jednakowy
kierunek, tzn. x = ay dla a > 0 lub y = Bz dla 5 > 0.

3. Poda¢ interpretacje geometryczna tozsamosci rownolegtoboku (tw. 2.2 (d)).

4. Wykazaé, ze zachodza nastepujace réwnosci zwane tozsamosciams polaryzacyj-
nyms:

(a) w rzeczywistej przestrzeni unitarnej

1
(y) = (e +9l* = llz = yI*);

(b) w zespolonej przestrzeni unitarnej
1 . . . .
(w.y) =7 (lz+ yll> = llz = ylI? +ille +ayl|* — illa —iyl?) -

5. Wykaza¢, ze jezeli w rzeczywistej przestrzeni unormowanej norma || - | spelnia
tozsamos¢ rownolegtoboku, to mozna w niej wprowadzié taki iloczyn skalarny (-, -),

ze ||z|| = /{x,x).

6. Wykazaé, ze dla wektoréw x, y, z przestrzeni unitarnej X réwnosé
lz = 2] = llz = yll + lly — =]
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy y = ax + (1 — «)z dla pewnego « € [0, 1].

7. Wykazaé, ze jezeli wektory x # 01y # 0 przestrzeni unitarnej spetniaja rownosé
llz +yll = llz|| + |ly]l, to = ay dla pewnego a > 0.

8. Wykazaé, ze w przestrzeni unitarnej z warunkow
[znll = llynll =1, lim [z, +yall =2
n—oo
wynika, ze lim ||z, — y,| = 0.
n—oo

9. Wykazaé, ze w przestrzeni unitarnej, jezeli ||a,| — ||zo|l i (xn, 7o) — ||z0]|?, to
Ty — Q.

10. Wykazaé, ze przestrzen C[—1, 1] z iloczynem skalarnym (2.3) nie jest przestrze-
nia Hilberta.

11. Niech I bedzie niepustym zbiorem i niech ¢o(I) oznacza zbior wszystkich funk-
cji z: I — C takich, ze Y |z(i)|*> < oco. Dla z,y € lo(I) definiujemy (z,y) =
i€l
= > x(i)y(i). Udowodnié, ze €5(I) jest przestrzenig Hilberta.
el
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12. Wykazad, ze jezeli card I = card J, to przestrzenie ¢5(I) i £2(J) sa izomorficzne.

13. Udowodnié¢, ze jezeli M jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta
H,to M = (M), Czy réownosé ta pozostaje prawdziwa dla podprzestrzeni, ktore
nie sg domkniete?

14. Niech X bedzie przestrzenia unitarna (niezupelna) utworzona przez wszystkie
ciagi postaci x = (&), gdzie £ = 0 dla wszystkich k& > n(z), z dziataniami
i iloczynem skalarnym zdefiniowanym tak jak w przestrzeni ¢5. Niech

M{x(fn)GX: Zigno}.
n=1

Wykazaé, ze M jest domknieta podprzestrzenia liniowa przestrzeni H, M # H
oraz ze nie istnieje w H element r6zny od zera i ortogonalny do M.

15. Udowodni¢ wlasnodci rzutowania na podprzestrzen (wn. 2.9 (a)—(i)).

16. W przestrzeni {5 przy ustalonym ng zbior
M ={z= (&) €la: €ngrr =0 dla k >0}

jest domknieta podprzestrzenia. Wykazaé, ze rzutowanie P na podprzestrzen M
jest funkcja Px = (&1,...,&n0-1,0,0,...).

17. Wykazaé, ze jezeli dla rzutowania P i wektora x # 0 zachodzi rowno$é¢ Px =
= ax, to albo a =0, albo a = 1.

18. Udowodni¢, ze jezeli M = {x € H: f(x) = 0}, gdzie f jest funkcjonalem linio-
wym ograniczonym na przestrzeni Hilberta H i M # H, to M~ jest przestrzenia
jednowymiarows.

19. Wykazaé, ze ciagi funkcji

2
\/7sinnx (n=1,2,...),

T
1 2
ﬁ7 \/;cosnx (n=12,...)

sa ukladami ortonormalnymi zupelnymi w przestrzeni Lo [0, 7].

20. Niech (e,) bedzie uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta H, a (\,)

— ciggiem liczbowym ograniczonym. Sprawdzié, ze

(a) wzor Az = § An{zx, en)e, okresla operator A odwzorowujacy przestrzen H
w siebie, tznrf:slzereg ten jest zbiezny dla kazdego = € H,

(b) A jest operatorem liniowym ograniczonym;

(c) [[All = sup,, |An].



Rozdzial 3

Trzy zasady analizy funkcjonalne;]

W tym rozdziale przedstawimy trzy twierdzenia, ktére maja fundamen-
talne znaczenie w teorii operatoréw liniowych na przestrzeniach Banacha.
Sa to twierdzenia: Banacha-Steinhausa, Banacha o odwzorowaniu otwartym
i Hahna-Banacha.

3.1. Twierdzenie Baire’a

Definicja 3.1. Podzbiér Z przestrzeni metrycznej X (z metryka d) jest ge-
sty w kuli By(x) = {y € X: d(z,y) < r}, jezeli B.(z) C Z. (Przypomnijmy,
ze symbol Z oznacza domkniecie zbioru Z). Zbior Z, ktory nie jest gesty
w zadnej kuli, nazywa sie nigdziegestym. Jezeli zbioér Z da sie przedstawic

o0
Z=J Zn,
n=1

gdzie kazdy ze zbioréw Z, jest nigdziegesty, to moéwimy, ze Z jest zbio-
rem pierwszej kategorii. Zbior, ktéry nie jest pierwszej kategorii, nazywa sie
zbiorem drugiej kategorii.

w postaci

Twierdzenie 3.1 (Baire’a). Przestrzer metryczna zupelna niepusta jest
zbiorem drugiej kategorii.

Dowo6d. Przypu$émy, ze niepusta przestrzeni zupetna X jest zbiorem pierw-
szej kategorii. Zatem

(3.1) X =]z,

gdzie kazdy ze zbiorow Z, jest nigdziegesty.

Poniewaz zbior Z1 jest nigdziegesty, wiec istnieje kula domknieta B, (x1)
niezawierajaca punktéw zbioru Z;. Z kolei z tego, ze zbiér Zs jest nigdzie-
gesty, wynika, ze w kuli B, (z1) zawiera si¢ kula domknieta B,,(z2), nie-
zawierajaca punktow zbioru Zo, przy czym mozemy zatozyé, ze ro < %7’1.
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Kontynuujac to postepowanie, otrzymamy ciag kul domknietych (Ern (:En))
takich, ze

1
(32) T'n+1 < 277“1,
(33) E7"n_‘_1 (xn+1) C E?"n (JIn),
(3.4) By, (xp) N Zy = 0.

Z warunkow (3.2) i (3.3) na mocy twierdzenia Cantora ([27], tw. 12.11 z cze-
éci III) wynika, ze przekroj wszystkich kul B, (x,) jest niepusty, a wiec
zawiera punkt z. Na mocy (3.4) punkt = nie nalezy do zadnego ze zbiorow
Zy, 1 w konsekwencji otrzymujemy sprzeczno$é z rownoscia (3.1). H

3.2. Zasada jednostajnej ograniczonosci

Twierdzenie 3.2 (Banacha-Steinhausa). Niech (A,,) bedzie ciggiem ope-
ratorow liniowych ograniczonych przeksztalcajgcych przestrzen Banacha X
w przestrzen unormowang Y . Jezeli dla dowolnego punktu x € X cigg (Apx)
jest ograniczony, to cigg norm (||Ay||) jest réwniez ograniczony.

Powyzsze twierdzenie bywa réowniez nazywane zasadg jednostajnej ogra-
niczonosct.

Dowéd. Niech Z,, = {z: ||Apz|| < k} dla n=1,2,..., k = 1,2...

Zauwazmy, ze kazdy ze zbioréw Z,; jest domkniety. Wynika to z ciagtosci
o0

operatoréw A, i ciaglosci normy. Oznaczmy Zy = (| Znk. Zbior Zy jest

n=1
domkniety, poniewaz przekrdj zbioréw domknietych jest zbiorem domknie-
o0

tym ([27] tw. 2.6 z czesci I). Z zalozenia X = |J Zj. Poniewaz przestrzen
k=1
X jest zupelna, wiec na mocy twierdzenia Baire’a istnieje wskaznik kg taki,

ze zbior Zy, jest gesty w pewnej kuli B, (xg). Poniewaz zbiér Z, jest do-
mkniety, wiec By(xg) C Zy,. Zatem jezeli ||z — zo|| < 7, to || Apz|| < ko dla
n=1,2,... W szczegbdlnosci

(3.5) |Anzo|| < ko dla n=1,2,...

Niech z # 0 bedzie dowolnym punktem przestrzeni X. Z réwnosci

,
(g 0) ==
=1

=r
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otrzymujemy
(3.6) W%<M%x+m>’<% dla n=1,2,...
Poniewaz
nal = 4, (g a0) — v 121 <
(o)) 2

wiec z nier6wnosci (3.5) 1 (3.6) wynika, ze dla kazdego wskaznika n i dowol-
nego = € X (réwniez dla x = 0) zachodzi nier6wnosé

2%
[Anz] < —= |l

Stad otrzymujemy

| A, < dla n=1,2,... [ ]

2ko
r

Twierdzenie 3.3. Jezeli (A,) jest ciggiem operatorow liniowych ograniczo-

nych przeksztatcajgcych przestrzen Banacha X w przestrzen unormowang Y

takim, ze ciqg (Apx) jest zbiezny dla kazdego x € X, to operator A zdefi-

NIOWaANY WZorem

Az = lim A,z

n—o0

jest operatorem lintowym ograniczonym.

Dowo6d. Liniowo$é operatora A wynika z liniowo$ci operatoréw A, i cia-
glosci dziatan algebraicznych w przestrzeni Y. Pozostaje do udowodnienia,
ze jest on ograniczony. Mamy

|Anz|| < || An|lllz]| dla z€ X, n=1,2,...

Ciag (A,x) jest zbiezny, a wiec ograniczony dla dowolnego x € X. Na mocy
twierdzenia Banacha-Steinhausa istnieje stala M > 0 taka, ze ||A,|| < M
dlan=1,2,... Wobec tego

|Apz|| < M||z|| dla z€ X, n=1,2,...

Ustalajac x € X i przechodzac w tej nieréwnosci do granicy, n — o0,
otrzymujemy

[Az| < Mz,

a to oznacza, ze operator A jest ograniczony. B
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Definicja 3.2. Podzbiér Z przestrzeni unormowanej X jest liniowo gesty
w X, jezeli powloka liniowa zbioru Z, span Z, jest gesta w X. Oznacza to, ze
dla dowolnego wektora x € X i dowolnego € > 0 istniejg wektory x1, za, .. .,
xn € Ziskalary aq, ag, ..., ay takie, ze ||x— (a1 @1 +aoxa+. . .+axy,)|| < €.

Twierdzenie 3.4. Niech (A,,) bedzie ciggiem operatoréw liniowych ograni-
czonych przeksztatcajgcych przestrzen unormowang X w przestrzen Bana-
cha Y. Niech cigg norm (||Ay||) bedzie ograniczony. Jezeli ciqg (Anx) jest
zbiezny dla kazdego x nalezgcego do zbioru Z lintowo gestego w X, to jest
on zbieiny dla kazdego x € X.

Dowo6d. Poniewaz operatory A, sa liniowe i dziatania algebraiczne w prze-
strzeni Y sa ciagle, wiec dla dowolnego = € span Z ciag (A,x) jest zbiez-
ny. Z zalozenia wynika, ze istnieje liczba M > 0 taka, ze ||A,| < M dla
n = 1,2,... Niech bedzie dane ¢ > 0 i wektor x € X. Wybierzmy taki
wektor z € span Z, aby

g
(3.7) o — 2l < 7=

Ciag (A,z) jest zbiezny, wiec spelnia warunek Cauchy’ego. Zatem istnieje
wskaznik ng taki, ze
1
(3.8) |Anz — Az < 3¢ dla n, m > ng.
Poniewaz

|Apz — Apz|| = ||An(z — 2) + (Anz — Apz) + Ap(z — 2)|| <
< JAnllllz = 2l + | Anz — Azl + [[Am|llz — 2| <
< 2M||x — z|| + || Anz — Azl

wiee z (3.7) 1 (3.8) wynika, ze
|Apz — Azl <e dla n, m > no.

Zatem ciag (A,x) spelnia warunek Cauchy’ego i wobec zupelnosci prze-
strzeni Y jest zbiezny. B

Pokazemy teraz przyktad ilustrujacy zastosowanie twierdzenia Banacha-
-Steinhausa do rozstrzygania problemoéw klasycznej analizy.

Przyktad 3.1. Udowodnimy, ze szereg Fouriera funkcji ciagtej i 2mw-okreso-
wej nie musi by¢ do niej (punktowo) zbiezny. Przestrzen Co, funkcji ciaglych
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i 2m-okresowych okre§lonych na prostej jest przestrzenig Banacha z norma
| fllec = sup|f(z)| (¢wiczenie 7 w rozdz. 1).
T€R

Wiemy, ze n-ta suma czesciowa szeregu Fouriera funkcji f ma przedsta-
wienie catkowe postaci:

:i/f(g:+t)2)n(t)dt (n=0,1,2,...),

gdzie D, (t) jest jadrem Dirichleta, tzn.
sin(n + )t

D,(t) =
n(t) 2sin%t

(patrz [27], wzor (7.21) s. 38 w czesci II). Zatem badanie zbieznosci szeregu
Fouriera funkcji f w punkcie & oznacza sprawdzenie, czy zachodzi réwnosé

i s, (f;2) = /().

Przy ustalonym x funkcja f — s,(f;x) jest funkcjonatem liniowym
ograniczonym na przestrzeni Cor. Liniowo$¢ jest oczywista, a ograniczonosé
wynika z nieréwnosci

1 ™
sl i) < 1l [ 1Da0)] .

Aby uprosci¢ oznaczenia, przyjmijmy = = 01 ¢, (f) = sp(f;0). Wowczas
pn jest ciagltym i ograniczonym funkcjonatem liniowym na przestrzeni Cor,
ktorego norma jest na mocy przyktadu 1.6 (b) (wzor (1.25)) rowna

1T|'
== [ D, (1) dt.
lieul =5 [ Puto)

Pokazemy, ze
(3.9) sup/ |Dy ()] dt = 4o0.

Jezeli zastosujemy nier6wnosé sin %t < %t dla 0 < t < 7, to otrzymamy

_|_
/]D ]dt /‘sm 1t /’sm n dt
sin
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Po wykonaniu zamiany zmiennej (n + %)t = u otrzymamy

T (n+1/2)m
, .
/ Do) dt > 2 / sinul g,
T u
—T 0

Ostatnia catka dazy do nieskonczonosci, gdy n — oo, bo catka niewla-

.. T®ginz

sciwa [
0

z czedel I). To dowodzi prawdziwosci relacji (3.9). Na mocy twierdzenia

Banacha-Steinhausa istnieje funkcja ciagta 2m-okresowa fy, dla ktorej

dx nie jest bezwzglednie zbiezna (por. [27], przyktad 6.11

sup [¢n(fo)| = sup |s,(fo;0)| = +oo.

Zatem szereg Fouriera funkcji fy nie jest zbiezny w punkcie z = 0. Oczywi-
Scie te konstrukcje mozna wykonaé¢ w dowolnym punkcie. Co wiecej, mozna
pokazaé, ze zbior funkcji ciaglych 27-okresowych, ktérych szereg Fouriera
jest rozbiezny w danym punkcie z, jest nieprzeliczalny (patrz [23]).
Udowodnili$my wiec klasyczne twierdzenie o szeregach Fouriera.

Twierdzenie 3.5 (du Bois-Reymonda). Dia dowolnego punktu x z prze-
dziatu [—m, ] istnieje funkcja ciggla i 2m-okresowa, ktorej szereg Fouriera
ma w tym punkcie nieograniczone sumy cze$ciowe.

Inne zastosowania twierdzenia Banacha-Steinhausa do dowodéw twier-
dzen z klasycznej analizy moze Czytelnik znalez¢ w [2], [20], [5].

3.3. Twierdzenie Banacha o odwzorowaniu otwartym

Twierdzenie 3.6 (Banacha o odwzorowaniu otwartym). Jezeli A jest
operatorem lintowym ograniczonym przeksztatcajgcym przestrzen Banacha
X na przestrzen Banacha Y, to obraz A(G) dowolnego zbioru otwartego G
w przestrzeni X jest zbiorem otwartym w 'Y, a wiec A jest odwzorowaniem
otwartym.

Dowo6d. Niech U i V beda kulami jednostkowymi odpowiednio w prze-
strzeniach X 1 Y. Wowczas dla dowolnego r > 0, rU = {x € X: |[z| < r}
i odpowiednio rV ={y € Y: |y| <r}.

7 suriektywnosci operatora A mamy

k:U) - G A(KU).
1 k=1

Y:A(X):A(Oo
he
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Stad

k=1
Poniewaz Y jest przestrzenia zupelng, wiec z twierdzenia Baire’a wynika, ze
istnieja wskaznik ko i > 0 takie, ze B,(yo) C A(koU), tzn. jezeli ||y —yol| <
< 1, to istnieje ciag () taki, ze ||z, < ko dlan=1,2,...iy = lim Az,.
n—oo

Wezmy dowolne y € Y, ||y|| < r. Istnieja takie ciagi (x},), (x])) € koU, ze
yo = lim Azl iy+yo = lim Az”. Przyjmujac z, = x], —x},, otrzymujemy
llznll < 20|+ |2, || < 2ko oraz lim Az, =y. Zatem wykazaliSmy, ze jezeli

n—oo
|yl <, toy € A(2koU), czyli prawdziwa jest inkluzja
"V C ARkoD).

Stad natychmiast wynika, ze dla dowolnego p > 0 zachodzi

(3.10) PV C A(zlj?p U)

W szczegolnosci

— A
2k:0V c A(U).

W nastepnym kroku wykazemy, ze obraz kuli jednostkowej A(U) zawiera
kule o srodku w zerze, doktadniej udowodnimy, ze zachodzi inkluzja

3.11 " veAw
(3.11) TV CAW).
Wezmy dowolne y € TV Poniewaz na mocy (3.10) prawdziwa jest
0
inkluzja
y A( v),
tky ©

wiec istnieje punkt y; € A (fU ) lezacy dowolnie blisko punktu y. Niech y;

bedzie takim punktem, ze ||y — y1|| < 82

7 kolei, poniewaz

%VcA< U)

wiec istnieje yo € A (%U) takie, ze ||y — y1 — y2|| < 1 . Kontynuujac to

6k‘
postepowanie, otrzymamy ciag punktow (y,), y, € A (27"U), dla ktorego

”
|\y—y1—92—---—yn||<2n+72k0-
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o0
Zatem y = > ypn. Ponadto y, = Az, gdzie z, € 27"U, czyli ||z, | <

n=1
1
< on dlan =1,2,... Poniewaz X jest przestrzenia Banacha, wiec na mocy
o0 o
twierdzenia 1.6 szereg > x, jest zbiezny. Ponadto jezeli x = > xz,, to
n=1 n=1
wowczas
oo o0 1
el < D llzall <Y 5 =1
n=1 n=1

oraz na mocy ciaglosci operatora A

Ax:A<Z:cn) :ZAxn:Zyn =y.
n=1 n=1

n=1

Zatem wykazaliSmy, ze zachodzi (3.11).
Natychmiastowa konsekwencja (3.11) jest nastepujaca inkluzja

rd
12 — A
(3.12) LoV CAQU).

prawdziwa dla dowolnego § > 0.

Niech G bedzie dowolnym zbiorem otwartym w X i niech yo € A(G).
Wowczas yg = Axg dla pewnego xg € G. Poniewaz zq jest punktem we-
wnetrznym zbioru G, wiec istnieje takie § > 0, ze Bs(zg) C G. Niech

70
€= T
Zauwazmy, ze B:(yo) = {y € Y: |ly — woll < €} = yo + €V (symbol
yo + €V oznacza zbior {y € Y: y = yo + y1, y1 € €V}). Mamy réwniez
Bs(zo) ={x € X: |[z — o] < 6} = xo + 0U. Z (3.12) otrzymujemy

B.(y0) = yo + €V Cyo + A(6U) = Az + A(SU) =
= A(zo + 6U) = A(Bs(z0)) C A(G).

Otrzymana inkluzja oznacza, ze yo jest punktem wewnetrznym zbioru A(G).
|

Uwaga. Inkluzja (3.11) oznacza, ze dla liniowej ograniczonej suriekcji A
istnieje v > 0 takie, ze

(3.13) VWV C A(U).
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3.4. Operatory odwracalne

Niech X i1 Y beda przestrzeniami unormowanymi i niech A: X — Y
bedzie przeksztalceniem liniowym. Przypomnijmy, ze jadro i obraz prze-
ksztalcenia A sg zbiorami zdefiniowanymi w nastepujacy sposob:

ker A = A7H0} = {z € X: Az =0},
imA = A(X)={yeY: y= Az dla pewnego z € X}.

Sa one podprzestrzeniami odpowiednio przestrzeni X i Y (por. [26], lem.
5.1). Ponadto wiemy, ze A jest wzajemnie jednoznaczne wtedy i tylko wtedy,
gdy ker A = {0}.

Zauwazmy, ze jezeli przeksztalcenie A jest ograniczone, to ker A jest
podprzestrzenia domknieta jako przeciwobraz poprzez funkcje ciagta zbioru
domknietego {0}, natomiast obraz im A nie musi by¢ domkniety.

Wiadomo, ze przeksztalcenie odwrotne A~! istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy A jest bijekcja i jest ono zdefiniowane wzorem:

(3.14) A7ly =2 wtedy i tylko wtedy, gdy Az =y
lub, co na jedno wychodzi,
AA™ = Iy, A7TA = Iy,

Mozna tatwo wykazaé, ze przeksztalcenie odwrotne A=': Y — X do
przeksztalcenia liniowego (jezeli ono istnieje) jest réwniez liniowe ([26], tw.
5.4).

Jezeli przeksztalcenie A: X — Y jest wzajemnie jednoznaczne, ale nie
jest na, to mozemy je rozpatrywaé jako funkcje A: X — im A. Wowczas
jest ona bijekcja i istnieje do niej przeksztalcenie odwrotne A=': im A —
— X. W dalszym ciagu symbol A~! bedzie oznaczal tak okreslona funkcje.
Bedziemy wowczas mowili, ze operator A jest odwracalny.

Jezeli przeksztatcenie A jest ograniczone i odwracalne, to operator od-
wrotny A~! nie musi by¢ ograniczony. Wynika to z nastepujacego przykladu:

Przyktad 3.2. Niech X =Y = CJ[0,1] i niech operator A: X — Y bedzie
okreslony wzorem:

(3.15) Az(l) = / w(s)ds,  (te[0,1]).
0

Operator A jest oczywiscie liniowy i ograniczony, bo ||Az||c < ||Z]|eo (cO
wiecej, ||A|| = 1). Ponadto jest to odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne.
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Jezeli bowiem Az(t) = 0, to po zrézniczkowaniu obu stron (3.15), na mocy
twierdzenia 6.16 z [27], czes¢ I, mamy z(t) = 0 dla dowolnego ¢t € [0, 1],
a wiec z = 0. Operator odwrotny do operatora A dany jest wzorem

ATlyt) =y'(t)  (te[0,1]).

Jest on okre§lony na podprzestrzeni Xy, sktadajacej sie z wszystkich funkcji
majacych ciagla pochodna na przedziale [0,1] i przyjmujacych warto$é zero
w zerze. Operator ten nie jest ograniczony (por. przyktad 1.5 (¢)).

Pokazemy teraz, ze taka sytuacja nie moze mie¢ miejsca, gdy operator
A przeksztatca przestrzen Banacha na przestrzen Banacha.

Twierdzenie 3.7 (Banacha o operatorze odwrotnym). Jezeli A jest
wzajemnie jednoznacznym przeksztatceniem liniowym ograniczonym prze-
strzeni Banacha X na przestrzen Banacha Y, to istnieje liczba v > 0 taka,
ze

(3.16) [Az] = ~lzll  (z e X).

Warunek (3.16) oznacza, Ze przeksztatcenie odwrotne A=Y — X jest
ograniczone.

Dowod. Z (3.13) (uwaga po twierdzeniu Banacha o odwzorowaniu otwar-
tym) wiemy, ze istnieje takie v > 0, ze jezeli ||ly|| < 7, toy = Az dla pewnego
x takiego, ze ||z|| < 1. Poniewaz operator A jest wzajemnie jednoznaczny,
wiee to oznacza, ze warunek ||Az| < v implikuje [[z|| < 1. Zatem, jezeli
|lz|| = 1, to ||Az| > v i w konsekwencji otrzymujemy nier6wnosé (3.16).

1
Stad i z (3.14) wynika, ze [|[A7!| < =. B
v
Wnhiosek 3.8. Niech na przestrzeni liniowej X dane bedq dwie normy || -1

il - |l2. Jezeli X jest przestrzeniq Banacha przy kazdej z tych norm i dla
dowolnego ciggu () elementéw przestrzeni X spetniony jest warunek:

|znllt = 0 implikuje ||zn|l2 — 0,
to i na odwrot

lznlle = 0 implikuje ||zy]1 — 0.
Zatem normy || - ||1 i || - |2 s¢ rdwnowazne.

Dowéd. Identycznosé Ix: (X, ||-]l1) — (X, ]|-]|2) jest operatorem liniowym
ograniczonym, wiec odwzorowanie odwrotne Ix: (X, - [|2) = (X,| - |1)
jest réwniez ograniczone. B
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W przypadku, gdy operator A nie jest suriekcja, ograniczono$é operatora
odwrotnego zwiazana jest z domknietoscig obrazu im A.

Twierdzenie 3.9. Jezeli A jest wzajemnie jednoznacznym przeksztatceniem
lintowym ograniczonym przestrzeni Banacha X w przestrzen Banacha 'Y, to
nastepujgce warunki sg rownowazne:

(a) operator odwrotny A1 jest ograniczony;
(b) istnieje liczba v > 0 taka, ze ||Az|| = v||z| dla dowolnego x € X;
(c) obraz operatora A jest domkniety.

Dowdéd. Najpierw pokazemy, ze warunek (b) jest konsekwencja (a). Mamy
]| = [|A™ Azl < [[A7H] || Az]].

1
A=

Z kolei wykazujemy, ze z (b) wynika (c). Niech y,, = Az, dlan =1,2,...
oraz Yy, — yo. Musimy znalezé xg takie, ze yg = Axg. Mamy

Zatem y =

1Y = ymll = [A(zn — 2m) || Z Allwn — 2wl (2, m =1,2,...).

Poniewaz ciag (yy) jest zbiezny, wiec stad wynika, ze ciag (x,) spekia
warunek Cauchy’ego. Wobec zupelnosci przestrzeni X istnieje punkt xzg
taki, ze x,, — xg. Poniewaz operator A jest ciagly, wiec takze y, = Az, —
— Axg. Stad yo = Axg.

W konicu udowodnimy, ze (c¢) implikuje (a). Obraz operatora A jest do-
mknieta podprzestrzenia przestrzeni Banacha Y. Jest wiec on przestrzenia
Banacha. Z twierdzenia Banacha wynika, ze operator odwrotny A~! jest
ograniczony. B

Uwaga. Z dowodu wynika, ze warunki (a) i (b) sa rownowazne bez zalo-
zenia, ze przestrzenie X i Y sg zupelne.

Na zakoiiczenie tego podrozdziatu poznamy jeszcze jedno twierdzenie be-
dace konsekwencjg twierdzenia Banacha o odwzorowaniu odwrotnym. Niech
f+ X — Y bedzie funkcja odwzorowujaca zbior X w zbiér Y. Wowczas
zbior

graph f = {(z, f(z)): € X} CX XY
nazywamy wykresem odwzorowania f. W dalszym ciggu ograniczymy sie
do rozpatrywania wykreséw odwzorowan liniowych A: X — Y pomiedzy
przestrzeniami Banacha. Latwo sprawdzié, ze wowczas graph A jest pod-
przestrzenia liniowa przestrzeni X X Y wyznaczona jednoznacznie przez
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operator A. Jezeli ponadto operator A jest ograniczony, to podprzestrzen
graph A jest domknieta, a wiec jest przestrzenia Banacha wzgledem nor-
my ||(z,Az)|| = ||z||x + ||Az||y. Istotnie, niech (zo,yo) bedzie punktem
skupienia zbioru graph A i niech (z,, Az,) bedzie ciggiem zbieznym do
(z0,y0). To oznacza, ze x, — xo i Az, — Yo, gdy n — oo. Z ciaglosci
operatora A wynika, ze Az, — Axg. Zatem yg = Axzg i w konsekwencji
(z0,40) = (w0, Azo) € graph A.

Zauwazmy, ze w tym dowodzie wykorzystywalismy jedynie cigglosé ope-
ratora A, a wiec udowodniliémy, ze wykres funkcji ciaglej (pomiedzy prze-
strzeniami metrycznymi X i Y) jest zbiorem domknietym w produkcie
X xY. W przypadku dowolnych przeksztatcenn twierdzenie odwrotne nie
jest prawdziwe, ale okazuje sie, ze jest ono prawdziwe w przypadku, gdy
A jest operatorem liniowym pomiedzy przestrzeniami Banacha.

Twierdzenie 3.10 (Banacha o domknietym wykresie). Jezeli operator
lintowy A przeksztatcajgcy przestrzen Banacha X w przestrzen Banacha Y
ma domkniety wykres, to jest on operatorem ograniczonym.

Dowo6d. Na podprzestrzeni graph A C X X Y, rozpatrywanej jako prze-
strzeri Banacha, zdefiniujemy operator rzutowania P;: graph A — X okre-
Slony wzorem Pj(z, Az) = x. Jest on liniowy, ograniczony i odwzorowuje
w sposob wzajemnie jednoznaczny przestrzeri graph A na przestrzen X.
7 twierdzenia Banacha o operatorze odwrotnym istnieje przeksztalcenie
odwrotne P L. X — graph A, ktore jest liniowe i ograniczone. Ponadto
operator P(z, Az) = Ax dzialajacy z przestrzeni graph A w przestrzen
Y jest takze liniowy i ograniczony. Poniewaz A = Py o P 1 wiec A jest
operatorem ograniczonym. Wl

3.5. Twierdzenie Hahna-Banacha

Niech X bedzie przestrzenia unormowana i M jej podprzestrzenia (nie-
koniecznie domknieta). Jezeli F' jest funkcjonatem liniowym ograniczonym
na X, to jego obciecie do podprzestrzeni f = F ’ oy Jest rowniez funkcjona-
tem liniowym ograniczonym na M, bo mamy

|f(x)| =|F(z)] dla dowolnego z € M.
Stad

[fllar = sup{[f(2)]: © € M, [lz]| <1} <
<sup{|F(z)]: € X, [[=]] <1} = [|F]x.



Twierdzenie Hahna-Banacha 79

Powstaje pytanie, czy kazdy funkcjonal liniowy ograniczony na podprze-
strzeni M jest obcieciem do M pewnego funkcjonatu liniowego ograniczo-
nego na catej przestrzeni X. OdpowiedZ pozytywna na to pytanie daje na-
stepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.11 (Hahna-Banacha). Jezeli f jest ograniczonym funk-
cjonatem lintowym na podprzestrzeni M przestrzeni unormowanej X, to
istnieje na X taki funkcjonat liniowy ograniczony F', zZe

f(x) = F(x) dla ze€ M,
1fllar = 1Fllx-

Uwaga. Twierdzenie to jest prawdziwe zaréwno dla rzeczywistego, jak i ze-
spolonego ciata skalaréw. Jednakze jest ono przede wszystkim twierdzeniem
JLzeczywistym”. Udowodnimy je najpierw dla rzeczywistego ciata skalaréw,
a potem dzieki odpowiedniemu ,trickowi” uzyskamy jego zespolona wersje.
W dalszym ciagu przestrzeni liniowa nad cialem liczb zespolonych bedzie-
my krotko nazywaé zespolong przestrzeniq liniowa, a przestrzen nad ciatem
liczb rzeczywistych — rzeczywistq przestrzenig lintowg.

Zauwazmy, ze kazda zespolona przestrzen liniowa mozemy traktowaé ja-
ko rzeczywista przestrzen liniowa, jezeli zawezimy dzialanie mnozenia przez
skalar do ciata liczb rzeczywistych. Przyjmijmy wiec nastepujaca terminolo-
gie (por. [27], s. 170-171 w czesei IIT): Niech V bedzie zespolona przestrzenia
liniowa. Funkcja f: V — C jest funkcjonatem C-liniowym, jezeli jest ona
liniowa ze wzgledu na skalary zespolone, natomiast funkcja f: V — R
jest funkcjonatem R-liniowym, jezeli jest ona liniowa ze wzgledu na ska-
lary rzeczywiste. Zauwazmy ponadto, ze czes$¢ rzeczywista u funkcjonatu
C-liniowego f jest funkcjonatem R-liniowym, gdyz

au(xz) = aRef(z) = Re(af(x)) = Ref(azx) = u(ax)

dla dowolnej liczby rzeczywistej . Zwiazki, jakie zachodzg pomiedzy f i u,
opisuje nastepujacy lemat:
Lemat 3.12. Niech V bedzie zespolong przestrzeniq liniowg.
(a) Jezeli u jest czeSciq rzeczywistq funkcjonatu C-liniowego na przestrzeni
V, to
(3.17) f(z) = u(z) —iu(iz) (xeV).

(b) Jezeli u jest funkcjonatem R-liniowym na V', to funkcja f okreslona
wzorem (3.17) jest funkcjonatem C-liniowym na tej przestrzeni.
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(c) Jezeli V' jest przestrzeniq unormowang i miedzy funkcjonatami f oraz
u zachodzi rownosé (3.17), to || f]| = ||l

Dowéd. Aby udowodnié czesé (a), zauwazmy, ze
Re(if(z)) = Re(f(iz)) = u(iz).
Jezeli oznaczymy z = f(x), to u(z) = Rez i (3.17) wynika z rownosci
z = Rez —iRe(iz)

prawdziwej dla dowolnej liczby zespolonej z.
Jezeli u jest funkcjonalem R-liniowym i f jest dane wzorem (3.17), to
oczywiscie f jest R-liniowe. Ponadto mamy

fliz) = u(iz) —iu(—2z) = u(iz) +iu(zx) = if(z),

co oznacza, ze f jest C-liniowe i koriczy dowod czesei (b).

Poniewaz |u(x)| < |f(z)| dla dowolnego = € V, wice ||ul| < || f]|. Aby
zakonczyé dowdd, wystarczy pokazaé, ze zachodzi nieréwno$é przeciwna.
Niech x € V bedzie dowolnym wektorem. Istnieje liczba zespolona « taka,
ze o =11 af(z) =|f(z)]. Wowczas

[f(@)] = af (z) = flax) = uw(az) < [Jull[laz| = [u]]|z]
i w konsekwencji || f|| < [[u|/. B

Dowé6d twierdzenia Hahna-Banacha. Niech X bedzie rzeczy-
wistg przestrzenia liniows, f funkcjonalem liniowym i ograniczonym na
podprzestrzeni M. Jezeli ||f|| = 0, to teze otrzymujemy, biorac funkcjonatl
zerowy F' = 0 na przestrzeni X.

W przypadku, gdy ||f]| > 0, mozemy zatozy¢, ze || f|| = 1. (Gdyby tak
nie bylo, rozwazyliby$my funkcjonal af, gdzie a jest odpowiednia liczbg
rzeczywista). Wybierzmy wektor g € X \ M. Niech M; = span (M U {zo}).
Woéwczas kazdy wektor z przestrzeni M; ma postaé x + Axg, gdzie x € M
i A € R, i to przedstawienie jest jednoznaczne. Jezeli zdefiniujemy funkcje
fi: My — R wzorem fi(x + Axg) = f(x) + Aa, gdzie « jest ustalona liczba
rzeczywista, to otrzymamy funkcjonal liniowy, ktory jest rozszerzeniem na
M, funkcjonatu f, tzn. f1(z) = f(z) dla x € M. Teraz wykazemy, ze liczbe
« mozna tak wybraé, aby norma funkcjonatu f; byla réwna 1. Aby tak
byto, wystarcza, aby dla x € M i A € R zachodzila nieréwnosé

[f(@) + Ao < [z + Azo|-
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Wstawiajac wektor —Axz zamiast  do tej nieréwnosci, a nastepnie dzielac
obie strony przez |A|, otrzymamy

|f(z) —a| < ||z — 20l (x €M)
lub, co jest rownowazne,
f(@) = |lz — zol| € @ < f(z) + ||z — mo]|-

Oznaczajac lewa strone tej nierownosci przez a,, a prawa — przez b, stwier-
dzamy, ze szukana przez nas liczba « istnieje, gdy wszystkie przedzialy
[az,by], x € M, maja przynajmniej jeden punkt wspoélny, a to ma miejsce
wtedy i tylko wtedy, gdy

az < by

dla dowolnych x, y € M. Mamy

az = f(x) = ||z —zo|l = flx —y) + fy) — [z —y) + (y — 20)|| <
<z =yl + fy) = |z =yl + |y — 2ol = by.

Udowodnilismy wiec, ze przekroj rodziny przedziatow [a,, by], € M, jest
niepusty, a to oznacza, ze istnieje rozszerzenie f; funkcjonalu f o normie
jeden.

Oznaczmy przez P zbior wszystkich par uporzadkowanych (M’, f'), gdzie
M’ jest podprzestrzenia przestrzeni X zawierajaca M oraz f’ jest rozsze-
rzeniem liniowym funkcjonatu f takim, ze || f’|| = 1. W zbiorze P wprowa-
dzamy relacje czesciowego porzadku wzorem

(M, ')y < (M", ") wtedy i tylko wtedy, gdy
M c M i fl(z)=f"(z) dla x € M.

Jest oczywiste, ze < jest relacja czesciowego porzadku w zbiorze P. Ponadto
rodzina P jest niepusta, bo zawiera pare (M, f). Niech {(My, fa)}a bedzie

tanicuchem. Wowczas My = |J M, jest podprzestrzenia przestrzeni X za-
[e%
wierajaca M. Funkcjonal fo: My — R zdefiniowany wzorem fy(x) = fo(z),

gdy x € M, jest poprawnie okreslony. Zatem para (M, fo) jest elementem
gorujacym nad taicuchem {(My, fo)}a. Z lematu Kuratowskiego-Zorna wy-
nika, ze istnieje element maksymalny (M , f) w zbiorze P. Zauwazmy, ze
M=X , gdyz w przeciwnym przypadku istnialoby zg € X \ M i na mo-
cy poprzedniej czegsci dowodu istniatoby dalsze rozszerzenie funkcjonatu f,
a to przeczyloby maksymalnosci elementu (M, f). Zatem M = X i dowod
w przypadku rzeczywistego ciata skalaréw jest zakonczony.
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Niech f bedzie funkcjonatem C-liniowym na podprzestrzeni M zespo-
lonej przestrzeni unormowanej X i niech w bedzie jego czescia rzeczywi-
sta. Wowczas na mocy lematu 3.12 wiemy, ze ||u|| = || f||. Z poprzedniej
czesci dowodu wynika, ze istnieje R-liniowe rozszerzenie U funkcjonatu u
na cala przestrzen X takie, ze ||U|| = ||ul|. Jezeli zdefiniujemy funkcjonat
F: X — C wzorem F(z) = U(x) —iU(ix), to na mocy lematu 3.12, F jest
funkcjonatem C-liniowym, F(z) = u(x) — tu(iz) = f(z) dla x € M oraz
IE| = Ul = |lull = I f|l, czyli F' jest zadanym rozszerzeniem funkcjonatu

f.m

Uwaga. Z dowodu twierdzenia Hahna-Banacha wynika, ze rozszerzenie F
funkcjonatu f nie jest na ogdt jednoznaczne.

Twierdzenie 3.13. Niech M bedzie podprzestrzeniq przestrzeni unormo-
wanej X i niech xg € X. Wektor xq nalezy do domkniecia M podprzestrzeni
M wtedy @ tylko wtedy, gdy nie istnieje funkcjonat liniowy ograniczony f na
X taki, ze f(xo) #0 i f(x) =0 dla dowolnego x € M.

Dowé6d. Jezeli zg € M i f jest funkcjonatem liniowym ograniczonym na
X takim, ze f(z) = 0 dla dowolnego z € M, to z ciaglosci funkcjonatu f
otrzymujemy f(zo) = 0.

Na odwrét, jezeli xg € M, to istnieje § > 0 takie, ze Bs(wg) N M = ),
tzn. jezeli x € M, to ||z — xo|| = d. Niech M; = span (M U {xo}). Wowczas
dowolny wektor z podprzestrzeni M; ma jednoznaczne przedstawienie w po-
staci x + A\xg, gdzie x € M i A € K. Definiujemy funkcjonat f: M; — K
wzorem f(x + A\xg) = \. Poniewaz

1
2o + || = [lz + Azol|,

81+ Azo)] = SN < A |l + 5

wiec f jest funkcjonatem liniowym ograniczonym na M; o normie mniejszej
1
badz rownej 5 Ponadto f(zp) =11 f(z) = 0 dla dowolnego x € M. Na

mocy twierdzenia Hahna-Banacha istnieje rozszerzenie funkcjonatu f na
caly przestrzeri. B

Twierdzenie 3.14 (o wydobywaniu normy za pomoca funkcjona-
tow). Jezeli xy jest niezerowym wektorem przestrzeni unormowanej X, to
istnieje funkcjonat liniowy ograniczony f na X taki, ze ||f|| =1 i f(xo) =
= [[zoll-

Dowdéd. Niech M = span{zo} i f(Azxo) = Al|zo||. Wowczas f jest funk-
cjonalem liniowym ograniczonym na M o normie réwnej jeden. Na mocy
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twierdzenia Hahna-Banacha funkcjonat ten ma rozszerzenie na cata prze-
strzerl. W

Whniosek 3.15. Jezeli x # 0, to istnieje funkcjonat liniowy ograniczony
f, dla ktorego f(x) # 0. Innymi stowy, funkcjonaty liniowe ograniczone
rozdzielajq punkty przestrzeni unormowanej.

Uwagi. 1. Wiemy, Ze przestrzen sprzezona X' z przestrzenia unormowang
X jest przestrzenia Banacha z norma ||f|| = sup{|f(z)|: ||| < 1}. Jezeli
przestrzen X jest niezerowa, to z wniosku 3.15 wynika, ze réwniez przestrzen
X' jest nietrywialna.

Zauwazmy réwniez, ze z twierdzenia 3.14 wynika, ze dla dowolnego x €
€ X prawdziwa jest rownosc ||z|| = sup{|f(z)|: f € X', ||f|| = 1}. Zatem
jezeli ustalimy wektor z € X, to odwzorowanie f — f(x) jest funkcjonatem
liniowym ograniczonym na przestrzeni X', ktorego norma jest réwna ||z||.
Ten zwigzek pomiedzy przestrzenia X a przestrzenia z nia sprzezona X'
jest podstawa tzw. teorii dualnosci, ktoérej omawianie wykracza poza ramy
tego podrecznika. Zainteresowany Czytelnik moze zajrze¢ do jakiejs ksiazki
z analizy funkcjonalnej, np. do [2], [20], [24] lub [5].

2. W przypadku, gdy przestrzenn X jest osrodkowa, mozna udowodnié¢
twierdzenie Hahna-Banacha, nie stosujac pewnika wyboru. Przestrzen X
zawiera wowczas zbior przeliczalny gesty Z = {x1,x9,...}. Niech M; =
= span (M U {z1}), My = span (M; U {z2}), itd. Mamy wiec

M, =span (M,—; U{z,}) dla n=23,...
Rozszerzamy funkcjonat f z zachowaniem normy najpierw na podprzestrzen
M, potem na My, itd. Niech (f,,) oznacza ciag otrzymanych w ten spo-
oo
s6b rozszerzen funkcjonatu f. Zauwazmy, ze zbior My = |J M, jest gesta

podprzestrzenia przestrzeni X, gdyz z konstrukcji Wynilgi, 1Ze M, C My,
dla n < m oraz Z C Mjy. Definiujemy funkcjonat fo: My — K wzorem
fo(x) = fu(x) dla © € M,. Poniewaz ||f,|| = ||f] dla dowolnego n, wiec
fo jest funkcjonatem liniowym ograniczonym, bedacym rozszerzeniem funk-
cjonatu f na podprzestrzen My, dla ktorego | fol| = || f||- Jezeli z € X, to
istnieje ciag x, € My taki, ze z, — x, gdy n — oo. Z nieré6wnoéci

[fo(en) = folem)| < lfollllen = 2zmll (n,m=1,2,...)

wynika, ze ciag (fo(zn)) spelnia warunek Cauchy’ego. Wobec zupetosci
ciala skalaréw jest on zbiezny. Niech

F(z) = nh_)rgo fo(xn).
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Element F'(z) jest wyznaczony jednoznacznie, tzn. nie zalezy od ciagu (x,,).
Albowiem jezeli () jest innym ciagiem wektoréw z podprzestrzeni M
zbieznym do x, to

[folan) = folan)l <l follllen =20l (n=1,2,...).

Przechodzac w tej nieréwnosci do granicy, otrzymujemy

. T ’
Jim fo(zn) = lim fo(x7,).

Jest tatwo sprawdzié, ze funkcjonal F jest liniowy. Jezeli przejdziemy do
granicy, n — 00, w nieré6wnosci

[fo(zn)| < [l follllnll;

to otrzymamy nieréwnosé

[E @) < [ follllll,

ktora oznacza, ze funkcjonat F jest ograniczony oraz

IEN < Ilfoll = II£1I

Zauwazmy ponadto, ze dla x € My mamy

[fo(@)| = [F ()] < [|F[[[|=],

czyli
1foll < [IE]-

Ostatecznie wiee || F|| = || foll-

Cwiczenia

1. Korzystajac z twierdzenia Baire’a, wykaza¢, ze kazda nieskoriczenie wymiarowa
przestrzenn Banacha ma nieprzeliczalna baze Hamela.

(o)
2. Niech («,,) bedzie takim ciagiem liczbowym, ze szereg > @&, jest zbiezny dla
n=1

kazdego ciagu (&,) € ¢1. Wykazaé, ze (a,) jest ciagiem ograniczonym.

oo
3. Niech («,,) bedzie takim ciagiem liczbowym, Ze szereg > a,&, jest zbiezny dla
n=1

kazdego ciagu (&) € co. Wykazaé, ze ciag (o) € 1.
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4. Mowimy, ze normy || - ||1 1 || - ||]2 na przestrzeni liniowej X sa zgodne, jezeli
dla dowolnego ciagu (z,) wektoréw z przestrzeni X z warunkow ||z, — z|; — 0,
|zn — Z||2 — 0 wynika, ze x = . Wykazadé, ze jezeli normy || - |1 i || - [|2 sa zgodne

oraz przestrzen X jest zupelna z kazda z nich, to normy te sa réwnowazne.

5. Niech X bedzie przestrzenia liniowa zlozona z ciaggdéw liczbowych z dziataniami

algebraicznymi okreslonymi w naturalny sposob. Wykazaé, ze jezeli normy || - ||1
i|l- |2 na przestrzeni liniowej X spelniaja warunek:
(%) jezeli xy, = (5,(6")) €eX (n=1,2,...) 14 [Jzn]; = 0,0 5,(€n) =0

dla k=1,2,... oraz j =1,2
i przestrzen X jest zupelna z kazda z tych norm, to normy te sa réwnowazne.

6. Niech X 1Y beda przestrzeniami Banacha ztozonymi z ciagéw liczbowych z dzia-
taniami algebraicznymi okreslonymi w naturalny sposéb oraz niech normy w obu
przestrzeniach spelniaja warunek (x) z poprzedniego ¢wiczenia. Niech (O‘i);ok:l

bedzie nieskoriczona macierza liczbows o tej wlasnosci, ze dla kazdego ciagu x =
o0

oo . . o0
= (&) € X szeregi Y oq.6r (j =1,2,...) sa zbiezne i ciag Az = (Z ai{k)

k=1 k=1 J=1
nalezy do przestrzeni Y. Wykazaé, ze A jest operatorem liniowym ograniczonym.
7. Niech M bedzie podprzestrzenia liniowg przestrzeni unormowanej X oraz niech
A: M — [l bedzie operatorem liniowym ograniczonym. Wykazaé, ze A da sie
rozszerzy¢ bez zmiany normy do operatora liniowego ograniczonego na calej prze-
strzeni X.

8. Niech X bedzie przestrzenia unormowana, a Y przestrzenia Banacha. Ponad-
to niech M bedzie gesta podprzestrzenia liniowa przestrzeni X. Wykazaé, ze dla
kazdego operatora liniowego ograniczonego A: M — Y istnieje operator liniowy
ograniczony A: X — Y taki, ze Az = Ax dla kazdego x € M oraz || A| = ||A]|-

9. Niech f bedzie funkcjonatem liniowym ograniczonym na podprzestrzeni liniowej
M przestrzeni Hilberta H. Wykazaé, ze istnieje dokladnie jeden funkcjonal liniowy
ograniczony F' na przestrzeni H, ktory jest rozszerzeniem funkcjonalu f i ma
identyczna norme jak f. Ponadto wykaza¢, ze F' znika na podprzestrzeni M.

10. Skonstruowaé funkcjonat liniowy ograniczony na podprzestrzeni liniowej prze-
strzeni L1[0, 1], ktory ma dwa rozne rozszerzenia liniowe na calg przestrzen zacho-
wujace jego norme.

11. Wykazaé, ze jezeli X 1 Y sa niezerowymi przestrzeniami unormowanymi, to
przestrzent B(X,Y) jest rowniez niezerowa.

12. Wykazaé, ze jezeli przestrzen unormowana X jest nieskonczenie wymiarowa,
to przestrzen do niej sprzezona X’ jest rowniez nieskoriczenie wymiarowa.

13. Udowodnié, ze ciag wektorow (x,,) z przestrzeni unormowanej X jest ograni-
czony wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego funkcjonatu f € X' ciag (f(z,)) jest
ograniczony.



Rozdzial 4

Operatory ograniczone na przestrzeni
Hilberta

W tym rozdziale bedziemy sie zajmowali operatorami liniowymi i ogra-
niczonymi okreslonymi na (zespolonej) przestrzeni Hilberta H. Przestrzen
takich operatorow oznaczamy symbolem B(H). Wiemy, ze jest ona prze-
strzenia (nawet algebra) Banacha z norma operatorowa

|A]l = sup [[Az[.

fl=lI<1

4.1. Wstepne informacje

W dalszym ciagu wszystkie rozpatrywane przestrzenie, podprzestrzenie
i operatory beda zawsze liniowe i dlatego na og6t stowo liniowe bedziemy
opuszczac.

Czesto jest uzyteczne nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.1. Niech A € B(H). Jezeli (Az,x) = 0 dla dowolnego
r€H, to A=0.

Dowdéd. Dla dowolnych wektorow x,y € H mamy (A(z +y),z + y) = 0.
Stad

(4.1) (Az,y) + (Ay,z) = 0.

Zastepujac y przez iy w rownosci (4.1), otrzymujemy

(4.2) —i(Az,y) + i(Ay,x) = 0.

Mnozac (4.2) przez i, a nastepnie dodajac otrzymana réwnosé do (4.1),

dostajemy
(Az,y) = 0.

Poniewaz ostatnia réwnoéé zachodzi dla dowolnych x,y € H, wiec wstawia-
jac do niej y = Az, mamy || Az|? = 0. Z dowolnosci = wynika, ze A = 0.
|
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Wnhniosek 4.2. Jezeli dla operatorow A,B € B(H) i dowolnego v € H
zachodzi réwno$é (Ax,x) = (Bz,x), to A= B.

Uwaga. Twierdzenie 4.1 nie jest prawdziwe w przestrzeni Hilberta nad

. : . . 01
ciatem liczb rzeczywistych. Wystarczy wzia¢ operator A = (_1 0) na

przestrzeni R2. Wowczas (Az, x) = 0 dla kazdego = € R2.

4.2. Operator sprzezony

Niech H bedzie przestrzenia Hilberta i niech A € B(H). Dla dowolnego
ustalonego wektora y € H funkcjonal f, okre$lony wzorem

fy(x) = (Az,y)

jest funkcjonatem liniowym i ograniczonym. Na mocy twierdzenia Riesza
(tw. 2.10) istnieje doktadnie jeden wektor y* € H taki, ze

fy(x) = (z,y") dla kazdego = € H.
Wzor A*y = y* definiuje odwzorowanie A*: H — H spelniajace zwiazek
(Azx,y) = (z, A%y) dla dowolnych =z, y € H.

Odwzorowanie A* nazywamy operatorem sprzezonym z operatorem A.

Twierdzenie 4.3. Operator A* sprzezony z operatorem liniowym ograni-
czonym A na przestrzeni Hilberta H jest liniowy i ograniczony.

Dowo6d. Najpierw udowodnimy liniowo$é operatora A*. Niech y1, y2 € H.
Wtedy dla dowolnego = € H mamy

(x, A"(y1 +y2)) = (Az,y1 + y2) = (Az,y1) + (Az,y0) =
= (x, A"y1) + (z, A%y2) = (z, A"y1 + A%yo).

Stad
A*(y1 +1y2) = A"y + A%yo.

Podobnie, jezeli y € H, a « jest skalarem, to dla dowolnego z € H

(z, A (ay)) = (Az, ay) = a(Ax,y) = a(z, A™y) = (z,aA™y)

i w konsekwencji

A*(ay) = aA*y.
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Teraz pokazemy, ze A* jest operatorem ograniczonym. Mamy

[A*y||* = (A%y, A%y) = (AA"y,y) <
< [AA%|llyll < Al l[yll-

Stad wynika, ze
(Al < [ Allllyll dla y € H.

Oznacza to, ze operator A* jest ograniczony oraz
(4.3) [A*F < 1A -

Twierdzenie 4.4. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech A, A1, As €
€ B(H) oraz o € C. Wowczas

(a)
(b)
()
(d)

Dowod. (a) Mamy

(A
(A1+A2) = A} + A3;
(aA)* =A%
(A1 Ay)* = A3 AT,

(A*z,y) = (x,(47)"y).

Ale réwniez

(A*z,y) = (y, A*z) = (Ay,z) = (z, Ay).
Zatem

(z,Ay) = (=, (A")"y),

skad wynika (a). W dalszym ciagu bedziemy pisa¢ A** zamiast (A*)*.
Dowody (b) i (¢) pozostawiamy jako (latwe) ¢wiczenie dla Czytelnika.
Czes¢ (d) tezy wynika z nastepujacych réwnosci:

(z,(A142)"y) = (A142)z,y) = (A1(A22),y) =
= (A9, ATy) = (z, A5(ATy)) = (z, (A34T)y). W

Whniosek 4.5. Dla operatora liniowego ograniczonego A na przestrzeni Hil-
berta zachodzqg rownosci

1A = A% = A= A]'/2.
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Dowo6d. Poniewaz A = A™, wiec z (4.3) otrzymujemy
[All = [[A™]] < [|A%].

Zatem || A*|| = ||A].
Dalej mamy

|Az||? = (Az, Az) = (2, A" Az) < ||| A" Az|| < [l|?[ A" A].
Stad otrzymujemy nieréwnosé
1A]? < (A" A
7 submultyplikatywnosci normy operatorowej otrzymujemy

A Al < ATAl = (A7 -

Uwaga. Niech A € B(H). Wowczas mozemy zdefiniowaé¢ operator sprze-
zony z operatorem A w sensie teorii przestrzeni Banacha. Jest to operator
A': H' — H' (H' jest przestrzenia sprzezong z przestrzenia H) zdefinio-
wany za pomocg rownosci: A'f = f o A. Z twierdzenia Riesza (tw. 2.10)
wynika, ze istnieje bijekcja J: H' — H, ktora spelnia warunek

f@) = (, J(f))

dla dowolnych x € H i f € H'. Zatem dla takich x i f mamy

(@, (Jo A)(f)) = (&, J(A'f)) = (A'f)z = f(Az) = (Az, I (f)) =
= (&, A*(J(f)) = (&, (A" e J)(f))-

Stad Jo A’ = A* o J i w konsekwencji A* = Jo A’ o J 1. Z tej réwnosci mo-
zemy otrzymaé wszystkie wlasnosci operatora A* sprzezonego z operatorem
A w sensie teorii przestrzeni Hilberta z odpowiednich wlasnosci operatora
A’ sprzezonego z operatorem A w sensie teorii przestrzeni Banacha. Jednak-
ze prosciej jest badaé¢ wprost operator A*, nie odwolujac sie do wtasnosci
operatora A’.

Przyktad 4.1. Wyznaczymy operator sprzezony z operatorem .S przesunie-
cia jednostronnego na przestrzeni £2. Operator ten okre$lony jest wzorem:

S(1,62,83. ) = (0,61,€2,&3,...) dla x=(§)52, € lo.
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Niech wektory e,, n = 1,2,... stanowia baze¢ standardows przestrzeni fo,
tzn. e, = ((5nj);?';1 (0n; oznacza delte Kroneckera, tzn. 6,; = 1 dlan = j
oraz 0,; = 0 w pozostatych przypadkach). Zatem mamy

Sep,=¢enp1 dla n=12...

Aby wyznaczy¢ operator S*, wystarczy znalezé wartosci, jakie przyjmuje on
na wektorach e,. Dla dowolnych wskaznikéw n, k£ > 1 mamy

<S*€n’ek> = <€nvs€k> = <€n7€k+1> = 5'n,,lf—l—l-

Stad dlan > 1

o0 [e.9]

S*epn = g (S*en, ex)er, = E On k+1€k = €n—1-
k=1 k=1

Natomiast (S*e1, e) = 0 dla wszystkich k, stad S*e; = 0. Zatem ostatecz-
nie operator S* jest wyznaczony wzorem

S*(£1;§27£37 .. ) = (£2a§37£47 .. ) dla x= (f])?il € 62'

Definicja 4.1. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta i niech A € B(H).
Operator A jest

(i)  samosprzezony lub hermitowski, jezeli A* = A;
(ii) mormalny, jezeli A*A = AA*;
(iii) wnitarny, jezeli A*A = AA* = I.

Uwagi. 1. Z definicji tej wynika, ze operator samosprzezony jest normalny,
jak réwniez operator unitarny jest operatorem normalnym.

2. Jezeli potraktujemy operacje brania operatora sprzezonego jako od-
powiednik brania liczby sprzezonej do liczby zespolonej, to operatory samo-
sprzezone odpowiadaja liczbom rzeczywistym, a unitarne — liczbom zespo-
lonym o module réwnym jeden.

3. Zauwazmy, ze operator A jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy,

gdy
(4.4) (Az,y) = (z, Ay) dla dowolnych =z, y € H.

Twierdzenie 4.6. Operator A jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy
iloczyn skalarny (Ax,x) jest liczbg rzeczywistq dla dowolnego x € H.
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Dowod. Jezeli A jest operatorem samosprzezonym, to z (4.4) otrzymujemy
réwnose

(Az,x) = (x, Ax) = (Az, ).

Zatem liczba (Ax,x) jest rzeczywista.

Na odwrot, zalézmy, ze liczba (Ax,z) jest rzeczywista dla dowolnego
x € H. Zatem dla dowolnych z,y € H i a € C liczba (A(y + ax),y + azx)
jest réwna liczbie do niej sprzezonej. Mamy

(A(y + ax),y + az) = (Ay,y) + a(Ay,z) + a(Az, y) + |a]*{Az, ).
Zatem
a(Az,y) +a(Ay, x) = aly, Ax) + alx, Ay) = a(A%y, x) + (A% z,y).
Wstawiajac do powyzszej réwnosci o = 1, a nastepnie a = i, otrzymujemy

<A{L‘, y> + <Ay,x> - (A*y,x> + <A*$,y>,
i(Ax,y) —i(Ay,x) = —i(A%y,x) +i(A%z,y).

Mnozac drugie z tych rownan przez —i i dodajac stronami, otrzymujemy
(Az,y) = (A*z,y). Stad A = A*. 1

Twierdzenie 4.7. Norma operatora samosprzezonego A wyraza sie wzorem

[All = sup [(Az,z)].

[lzf|<1

Dowdéd. Niech p = sup{|(Az,z)|: ||z|]| < 1}. Wykazemy, ze n = ||A].
Z nieréwnosci Schwarza mamy

|(Az, z)| < || Az|ll|z]| < [|Allfz]?.
Stad
(4.5) < Al
Dla dowolnych x,y € H mamy
(Az +y),z+y) = (Az,z) + (Az,y) + (Ay, ) + (Ay, ),
Odejmujac te nier6wnosci stronami i uwzgledniajac (4.4), otrzymujemy
(4.6) (Alz+y)z+y) — (Alz —y),z —y) =2((Az,y) + (Ay,x)) =
2 (A, ) + (Az, y}) = 4Re (Az,y).
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Poniewaz

1
(s, = | (Al e )| 1P < el
ERE]
wiec z (4.6) mamy
1 2 2
[Re(Az,y)| < 7 (o +yl* + lle = yl*) -
Uwzgledniajac tozsamosé réwnolegltoboku, otrzymujemy

(4.7) Re(Az,y)] < 3 (2l + [1])

N |

Niech x € H bedzie dowolnym wektorem takim, ze ||x|| < 1. Jezeli Az # 0,
1
to przyjmujac y = Az HA:/U mamy (Az,y) = ||Az|| i |ly|| = 1. Z (4.7)

otrzymujemy
|Aa]l <

Zauwazmy, ze nieréwnosé ta jest réwniez prawdziwa, gdy Ax = 0. Z dowol-
nosci wektora x otrzymujemy

[A[l = sup{[[Az|: |lz]] < 1} < p,

co wobec (4.5) daje ||Al| = . A

Przyktad 4.2. Niech A bedzie operatorem liniowym na przestrzeni C".
Operatorowi A odpowiada jednoznacznie wyznaczona macierz (ag,) (wzgle-
dem bazy standardowej w przestrzeni C™ lub jakiejkolwiek bazy ortonor-
malnej). Oznacza to, ze jezeli x = (£1,...,&) € C", to

Az = (i: oz,lcgk, el iaﬁfk)
k=1 k=1

Wyznaczymy macierz operatora A* (wzgledem tej samej bazy przestrzeni
CM). Jezeli y = (nt,...,n"), to

== (Bt -
—;fj<zan) (2. A%)
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Stad
n n
A*y = <Z A Z afmk>.
k=1 k=1
Udowodnili$my wiec nastepujacy fakt:

Twierdzenie 4.8. Jezeli operator liniowy A na przestrzeni C" jest okreslo-
ny poprzez macierz () (wzgledem bazy ortonormalnej tej przestrzeni), to

k

operator do niego sprzezony A* jest okreslony przez macierz (ozj) (wzgledem

tej samej bazy). Operator A jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy
ai:af (j, k=1,2,...,n).

Operator A jest unitarny wtedy 1 tylko wtedy, gdy

n

Jok — 5.
E adoy = 6.
r=1

Macierze spetniajgce powyzszy warunek noszg nazwe macierzy unitarnych.

Jezeli A € B(H), to B = A+A iC = A;iA

mosprzezonymi oraz A = B + iC. Nazywane sa one odpowiednio czeScig
rzeczywistq i cze$cig urojong operatora A.

sg operatorami sa-

Twierdzenie 4.9. Niech A € B(H). Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(a) A jest operatorem normalnym;

(b) ||Az| = ||A*x| dla kazdego x € H,

(c) czeSci rzeczywista i urojona operatora A sq przemienne.

Dowo6d. Z réwnosci
JAz|2 — [ A%2]]2 = (A*A - AA*2,2)

i twierdzenia 4.1 wynika, ze warunki (a) i (b) sa rownowazne.
Natomiast rownowaznosé (a) i (¢) wynika z réwnosci:
A*A = B> —iCB+iBC + C?,
AA* = B*+iCB—iBC+C? m

Twierdzenie 4.10. Operator A € B(H) jest unitarny wtedy i tylko wtedy,
gdy jest izomorfizmem przestrzeni H na siebie.
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Dowo6d. Niech A bedzie operatorem unitarnym. Woéwczas z definicji ope-
ratora odwrotnego mamy A* = A~!. Ponadto

(Az, Ay) = (z, A" Ay) = (z,y).

Na odwrdét, przypusémy, ze A jest izomorfizmem przestrzeni Hilberta.
Wowcezas
(Az, Ay) = (x,y) dla dowolnych =z,y € H.

To oznacza, ze
(z, A" Ay) = (z,y),
czyli
A*A=1.

Poniewaz operator A™! jest réwniez izomorfizmem przestrzeni Hilberta,
wiec

(A~hy*A =1
Jezeli A jest operatorem odwracalnym, to (A*)~1 = (A71)*. Zatem
(AH™1At =1T.

Biorac odwrotnosci obu stron, otrzymujemy ostatecznie
AA* =1T. [ |
Twierdzenie 4.11. Dia operatora A € B(H) zachodzi réwnosé
(4.8) ker A = (im A*)*.
Dowod. Jezeli x € ker A1y € H, to mamy
(z, A%y) = (Az,y) = 0.
Stad wynika, ze ker A C (im A*)L.
Natomiast, jezeli x L im A* iy € H, to
(Az,y) = (z, A"y) =0,
co oznacza, ze (im A*)* C ker A. W
Uwagi. 1. Poniewaz A** = A, wigc ker A* = (im A)*.
2. Natomiast (ker A)* nie musi by¢ réwne im A*, ale mamy
(ker A)* = (im A*)* = im A*

i analogicznie (ker A*)* = im A.
Na zakonczenie udowodnimy twierdzenie charakteryzujace operatory rzu-
towania ortogonalnego.
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Twierdzenie 4.12. Niech operator P € B(H) spetnia warunek P? = P.
Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(a) P jest operatorem samosprzezonym;
(b) P jest operatorem normalnym;
(c) im P = (ker P)*;
(d) (Pz,z) = ||Pz||? dla kaidego x € H.
Dowdd. Jest oczywiste, ze warunek (a) implikuje (b). Teraz pokazemy, ze
z (b) wynika (c). Jezeli P jest operatorem normalnym, to
ker P = ker P* = (im P)~.
Poniewaz im P jest zbiorem domknietym, wiec mamy

(ker P)* = (im P)** =im P = im P.

Aby wykazaé, ze (d) jest konsekwencja (c), wezmy dowolne = € H.
Wowczas * =y + 2z, gdzie y L z, Py =01 Pz = z. Poniewaz Px = z, wiec
mamy

(Pz,2) = (2,2) = ||2||* = | Pz||*.
Z twierdzenia 4.6 wynika, ze warunek (d) implikuje (a). H

4.3. Podprzestrzenie niezmiennicze i redukujace

Definicja 4.2. Niech A bedzie operatorem liniowym ograniczonym na prze-
strzeni Hilberta H i niech M C H bedzie jej domknieta podprzestrzenia.
M jest podprzestrzeniq niezmienniczq operatora A, jezeli A(M) C M. Na-
tomiast M jest podprzestrzeniq redukujgcq operator A, jezeli A(M) C M
i A(M*)c M+,

Niech M bedzie domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H oraz
niech P = Pj; bedzie rzutem ortogonalnym na M. Woéwczas I — P jest
rzutem ortogonalnym na M.

Twierdzenie 4.13. Niech A € B(H). Wowczas M jest podprzestrzeniq
niezmienniczq operatora A wtedy i tylko wtedy, gdy PAP = AP.

Dowod. Zatézmy, ze M jest podprzestrzenia niezmienniczg operatora A
i niech z € H. Wowcezas Pr € M i APz € M. Stad P(APz) = APx, a to
oznacza, ze PAP = AP.

Na odwrét, jezeli PAP = APix e M, to Ax = APx = PAPx e M. 1
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Twierdzenie 4.14. Niech A € B(H). Nastepujqace warunki s¢ réwnowazne:
(a) podprzestrzen M redukuje operator A,
(b) PA= AP;

(¢c) M jest podprzestrzeniq niezmienniczq dla A i A*.

Dowdéd. Najpierw wykazemy, ze (a) implikuje (b). Z poprzedniego twier-
dzenia wynika, ze AP = PAP oraz A(I — P) = (I — P)A(I — P). Z ostatniej
réwnosci wynika, ze PA = PAP i w konsekwencji AP = PA.

Teraz pokazujemy, ze (c) jest konsekwencja (b). Jest oczywiste, ze z row-
nosci PA = AP wynika PAP = AP, a wiec M jest podprzestrzenig
niezmienniczg operatora A. Biorgc sprzezenia po obu stronach réwnosci
PA = AP, otrzymujemy A*P = PA*, co oznacza, ze M jest podprzestrze-
nig niezmiennicza operatora A*.

W koncu udowodnimy, ze z (c¢) wynika (a). Musimy wykazaé¢, ze M+
jest podprzestrzenia niezmienniczg operatora A. Niech x | M iy € M.
Wowczas A*y € M oraz 0 = (A*y,x) = (y, Az). Stad Az L M. R

Uwaga. Jezeli M jest podprzestrzenia niezmiennicza operatora A € B(H),
to A ‘ s Jest operatorem ograniczonym przeksztalcajacym przestrzen M
w siebie, czyli A |, € B(M). Mamy ponadto ||A],,|| < [lA]l. Jezeli pod-
przestrzern M redukuje operator A, to rowniez A \Mle B(M™). Oznaczmy
A = A‘M 14 =A ’Mi' Dla dowolnego = € H z rozkladu x = x1 + z9,
gdzie x1 € M ix9 € M, otrzymujemy rownos¢ Ax = Ajx1 + Asxs. Zatem
badanie operatora A jest zredukowane do badania ,,mniejszych” operatoréow
A1 1 Ao, ktére moga mieé prostsza budowe niz operator A. Stad tez wzieta
sie nazwa tego rodzaju podprzestrzeni.

Whiosek 4.15. Jezeli A € B(H) i M jest podprzestrzeniq redukujgcq ope-
rator A, to (A |M)* = A* ‘M' Jezeli ponadto operator A jest normalny, to
A |M jest rowniez normalny.

Dowo6d. Wiemy, ze A!M, A*
€ M mamy

| o € B(M). Ponadto dla dowolnych =,y €

(Az,y) = (z, A%y).
Stad wynika pierwsza cze$é¢ tezy. Druga czes¢ otrzymujemy z réwnosci
[Az]| = [|A%z|

prawdziwej dla dowolnego x € M. R
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To, czy kazdy operator liniowy ograniczony na zespolonej przestrzeni
Hilberta H ma nietrywialna (tzn. rézna od {0} i H) (domknieta) podprze-
strzefi niezmiennicza, jest ciagle problemem otwartym. Stosunkowo tatwo
jest podaé przykltad operatora, ktory nie ma nietrywialnej podprzestrzeni
redukujace;j.

Przyklad 4.3. Operator S jednostronnego przesuniecia na przestrzeni £o

ma duzo nietrywialnych podprzestrzeni niezmienniczych. Na przyktad, kaz-

da z podprzestrzeni M,, = {x € lo: = = (&), & = ... = & = 0} dla

(n=1,2,...) jest niezmiennicza dla S. Natomiast nie ma on nietrywialnych

podprzestrzeni redukujacych. Istotnie, jezeli M bylaby taka podprzestrze-
o0

nia, to zawieralaby ona niezerowy wektor z. Niech =z = > &, e, bedzie jego

n=1
rozwinieciem w szereg Fouriera wzgledem standardowej bazy ortonormalnej

(en) przestrzeni lo. Zalozmy, ze &, jest pierwszym niezerowym wspolczyn-
[o¢]

nikiem w tym rozwinieciu. Wowczas rowniez © = > {n4m—1€n+m—1. Ponie-
n=1

waz podprzestrzenn M redukuje operator .S, wiec jest ona niezmiennicza dla

o0
operatora S*. Zatem y = S™(S*)"x = Y &nimentm € M. Stad wynika,
n=1

7e Emem = o —y € M, czyli e, € M. Poniewaz e,, = S 1(S*)" le,,, wiec
en € M dla dowolnego n. To oznacza, ze M = H.

Twierdzenie 4.16. Jezeli A jest operatorem normalnym, a A dowolng licz-
bg zespolona, to ker(A—AI) = ker(A—AI)* iker(A—AI) jest podprzestrzeniq
redukujgcg operator A.

Dowo6d. Poniewaz operator A jest normalny, wiec normalny jest rowniez
A=A Zatem ||[(A—X)z|| = ||[(A—AI)*z|| i w konsekwencji ker(A—A\I) =
= ker(A — \I)*.

Jezeli x € ker(A — M), to Ax = Mz € ker(A — M) oraz A*x = Iz €
€ ker(A — A\I). Zatem podprzestrzen ker(A — AI) redukuje operator A. B

Cwiczenia

1. Niech X i Y beda przestrzeniami unitarnymi. Wykaza¢, ze kazde odwzorowanie
U: X 2% Y spehiajace warunek
(%) (Ux1,Uxs) = (x1,22) dla x1, 12 € X

jest operatorem liniowym.
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2. Niech X i Y beda przestrzeniami unitarnymi. Zalézmy, ze operator liniowy
U: X — Y spehia dla kazdego x € X rownos¢ ||[Uz| = ||z|. Dowies¢, ze spelnia
on takze warunek (x).

3. Wykazaé, ze jezeli operator A na przestrzeni unitarnej X ma dokladnie jedna
prawg odwrotno$¢, tzn. istnieje doktadnie jeden operator B, dla ktorego AB = Ix,
to A jest odwracalny.

4. Niech operator V': L2(0,00) — L2(0, 00) bedzie okreslony wzorem

Valt) = {g(t 1) dlat>1,

dlat <1

Pokazaé, ze V jest izometria, ktora nie jest suriekcja.

5. Niech operator U: Ly(R) — La(R) bedzie okreslony wzorem Ux(t) = x(t — 1).
Pokazaé, ze U jest operatorem unitarnym (izomorfizmem przestrzeni Hilberta).

6. Zal6zmy, ze operatory liniowe A i B w przestrzeni Hilberta H spelniaja rownosé
(Az,y) = (z,By) dla z, y € H. Udowodni¢, ze operatory A i B sa ograniczone
(i w konsekwencji B = A*).

7. Znalez¢ operatory sprzezone do nastepujacych operatoréw dziatajacych na prze-
strzeni £o:

a) Al(éhf?v"') = (070a§17§27"');

(
(b) A2(&1,82,83,- ) = (€3,84,---);
() As(&1,8&2,...) = (1€, a2éa,...), gdzie (o) € lo;
(d) As(&1,&2,...) =(0,0,a1&1, a28a,...), gdzie (an) € lo;
(e) As(&1,&2,...) =(&1,8,...,6,,0,0,...);
(f) Ag(&1,&2,...)=1(0,0,...,0,£,0,0,...);
NS

n—1

(g) A7(€1, 527 e ) = (anfn; an+1£n+1, e )7 gdZie (an) € goo

Ktore z powyzszych operatoréw sa samosprzezone?

8. Znalez¢ operatory sprzezone do nastepujacych operatoréw dziatajacych w prze-
strzeni Lo(R):

(a) Biz(t) = x(t + h);
(b) Baz(t) =a(t)z(t+h), gdzie a€ Lo(R);
(¢) Bsa(t) = 3 (x(t) + z(~t)).

Ktore z powyzszych operatoréow sg samosprzezone?

9. Dla operatora przesuniecia jednostronnego S, (Se, = e,11), obliczy¢ SS*, S*S
oraz S™S*" i S*MS".
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10. Obliczy¢ operator sprzezony do operatora Volterry V' € B(L2(0,1)), Va(s) =
S
= [(t) dt. Znalezé im(V + V*).
0
Uwaga. W dalszym ciggu wszystkie operatory beda operatorami na zespolonej
przestrzeni Hilberta.

11. Udowodnié, ze jezeli operatory A i B sg samosprzezone, to AB jest operatorem
samosprzezonym wtedy i tylko wtedy, gdy AB = BA.

12. Udowodni¢, ze jezeli A jest operatorem normalnym, to ||A"|| = ||A[|™.

13. Udowodni¢, ze jezeli |a] = |8] = 1, to operator A + SA* jest operatorem
normalnym.

14. Udowodni¢, ze jezeli A2 = A i A jest operatorem normalnym, to A jest samo-
sprzezony.

15. Udowodnié, ze jezeli A2 =01i A jest operatorem normalnym, to A = 0.

16. Niech operatory A i B beda normalne. Czy operatory AB i A+ B musza by¢
normalne? Przy jakich zalozeniach beda one normalne?

17. Czy z tego, ze dla operatorow A i B zachodzi rownosé AB = 0 wynika, ze
rowniez BA = 07 Czy w przypadku, gdy operatory te sa normalne, odpowiedZ na
to pytanie jest taka sama?

18. Wykazaé, ze jezeli operator A —i I jest odwracalny, a (A+iI)(A—iI)~! jest
unitarny, to A jest operatorem samosprzezonym.

19. Udowodnié, ze jezeli operator U jest unitarny, a operator U — I — odwracalny,
to operator A =i(U + I)(U — I)~! jest samosprzezony.



Rozdzial 5

Elementy teorii spektralnej na przestrzeni
Banacha

W tym rozdziale wprowadzimy podstawowe pojecia teorii spektralnej, tj.
widmo operatora i jego czesci oraz promien spektralny, a nastepnie zbadamy
ich wlasnosci.

5.1. Widmo operatora na przestrzeni Banacha

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé operatory okreslone na zespolo-
nych przestrzeniach Banacha. W zwiazku z tym termin przestrzerni Banacha
bedzie zawsze oznaczal zespolona przestrzen Banacha. Niech X bedzie prze-
strzenia Banacha i niech A € B(X). Zajmiemy sie badaniem réwnania

(5.1) Az — Az =y,
gdzie x,y € X i A € C. Rownanie to mozemy zapisa¢ w postaci

(A= Xz =y.
Jezeli operator A — AI jest bijekcja, to rownanie (5.1) ma dla kazdego
y € X doktadnie jedno rozwiazanie x = (A — \I)~ly. Zauwazmy przy
tym, ze z twierdzenia Banacha o operatorze odwrotnym wynika, ze wow-

czas (A—\I)~! jest rowniez operatorem ograniczonym (okreslonym na calej
przestrzeni X).

Definicja 5.1. Zbior tych liczb zespolonych A, dla ktérych (A — AI)~! ¢
¢ B(X), nazywamy widmem operatora A i oznaczamy symbolem o(A).
Zatem

o(A) = {AeC: A— Al nie jest bijekcja } =
={AeC: A— Al nie jest odwracalne w B(X)}.
Zbior tych A, dla ktérych A — AI nie jest iniekcja, nazywamy widmem

punktowym operatora A i oznaczamy symbolem op,(A). Elementy zbioru
op(A) nazywamy wartosciami wtasnymi operatora A. Z definicji wynika, ze

op(A) C o(A).
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Zauwazmy, ze w przypadku, gdy X = C", operator A jest wyznaczony
przez macierz (o) (przyjmujemy w C" baze standardowa) i rownanie (5.1)
ma postaé¢ niejednorodnego uktadu réwnan liniowych

n
Zaixk—)\xj:yj (1=1,2,...,n).
k=1

7 algebry liniowej wiemy, ze uklad ten ma rozwigzanie przy kazdym y wtedy
i tylko wtedy, gdy

det(ad, — A&]) # 0.

(5% oznacza delte Kroneckera). Zatem operator (A — AI)~! istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy det(ai - A(Si) # 0. Poniewaz w przestrzeni skornczenie
wymiarowej operator jest iniekcja wtedy i tylko wtedy, gdy jest suriekcja
(por. [26], tw. 5.7), wigc op(A) = o(A). Zatem w przypadku operatora A
na przestrzeni skoniczenie wymiarowej mamy

o(A) = {A e C: det(a] — \]) =0} =
= {AeC: det(A—A)=0}=

= {zbior wartosci wtasnych operatora A}.

W przypadku przestrzeni nieskonczenie wymiarowych taka sytuacja nie
musi mie¢ miejsca. Moze sie bowiem zdarzy¢, ze operator A—\I jest iniekcja,
ale jego obraz nie wypehia catej przestrzeni. Zatem (A—AI)~! nie jest okre-
$lone na przestrzeni X, ale na pewnej jej podprzestrzeni. Powstaje zatem
potrzeba charakteryzacji takich liczb A. Niech wiec A bedzie operatorem
liniowym ograniczonym na przestrzeni Banacha X i zatézmy, ze (A — \I)~!
istnieje. Zbior tych liczb A, dla ktorych im(A — AI) nie jest gesty w X, na-
zywamy widmem residualnym operatora A i oznaczamy symbolem o, (A).
Jezeli im(A—\I) jest geste w X, to (A—AI)~! jest operatorem ograniczonym
lub nieograniczonym. Zbiér tych A, dla ktorych im(A — M) = X i (A—MI)~!
jest ograniczone, nazywamy zbiorem rezolwenty operatora A i oznaczamy
przez o(A). Zbiér tych A, dla ktérych im(A — A) = X i (A — A)~! jest
nieograniczone, nazywamy widmem ciggtym operatora A i oznaczamy przez
o.(A). Zatem mamy nastepujaca sytuacje:

— X € 0p(A) wtedy i tylko wtedy, gdy (A4 — AI)~! nie istnieje;

— ) € 0.(A) wtedy i tylko wtedy, gdy (A—AI)~!istnieje i im(A — A\I) # X;

— X € 0c(A) wtedy i tylko wtedy, gdy (A—AI)~! istniejeiim(A — M) = X
oraz (A — AI)~1 jest nieograniczone;
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— X € o(A) wtedy i tylko wtedy, gdy (A—AI)~! istnieje i im(A — A\I) = X
oraz (A — AI)~! jest ograniczone.

Wszystkie te fakty mozemy zebraé¢ w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 5.1. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha i niech A € B(X).
Wowcezas A € o(A) wtedy i tylko wtedy, gdy A — A jest bijekcja. Widma
punktowe, residualne i ciggle sq parami roztgezne @ ich suma mnogosciowa
jest réwna widmu operatora A. Jezeli przestrzen X jest skoriczenie wymia-
rowa, to o(A) = op(A).

Dowo6d. Musimy jedynie udowodnié pierwsza czesé tezy. Jezeli A — AI
jest bijekcja, to z twierdzenia Banacha o operatorze odwrotnym wynika,
ze A € p(A). Aby zakoriczy¢ dowod, musimy pokazaé, ze jest na odwrot,
tzn. jezeli A € p(A), to A — A jest bijekcja, czyli im(A — A\I) = X. Niech
y € X bedzie dowolne. Istnieje taki ciag (z,), ©n, € X, ze (A — )z, — .
Wowcezas

[ — @ll = (A = AD™ (A = AD) — (A = A" A = M| <
< A= AD YA = ADzy — (A = M.

Ciag ((A — AI)x,,) jest zbiezny, a wiec spelnia warunek Cauchy’ego. Zatem
i ciag (x,) jest ciagiem Cauchy’ego. Poniewaz przestrzen X jest zupelna,

wiec z, — x dla pewnego z € X. Wowczas (A — M)z, — (A — A)z. Ale
poniewaz (A — A)x, =y, wiecy = (A — A)z. &

Przyklady 5.1. (a) Najprostszym operatorem liniowym ograniczonym na
przestrzeni Banacha X jest operator M («) mnozenia przez skalar a, tzn.
M(a)xr = ax dla x € X. Wowczas M (a) — A = M(a— \) oraz dla A # «

mamy
M(a— MM (a=N"1=M((a-N"")Ma-\ =1
Natomiast dla A = a
(M(X\) — M)z =0 dla dowolnego z € X.
Zatem, jezeli X # {0}, to
o(M(a)) = op(M(e)) = {a}, or(M(e)) = 0c(M()) = 0.

(b) Niech A bedzie operatorem liniowym ograniczonym na przestrzeni

X = Cla, b] okreslonym wzorem

Az(t) =tx(t) (t € [a,b]).
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Wyznaczymy widmo operatora A i jego czedci. Operator odwrotny

(A—Anﬂﬂw:thuo

istnieje na przestrzeni X i jest ograniczony dla A & [a,b], bo funkcja t —
= (t — A\)71x(t) jest ciggta dla dowolnej funkcji cigglej . Natomiast dla
A € [a,b] operator odwrotny (A — AI)~! jest okreslony na podprzestrzeni
Y przestrzeni C|a, b] tych funkcji y ciaglych na przedziale [a, b], ktore maja
posta¢ t — (t — N)z(t), gdzie © € Cla,b]. Jej domkniecie jest wlasciwa
podprzestrzenia przestrzeni X, bo jest ono zawarte w jadrze ciaglego funk-
cjonatu liniowego = — z(\).

Zauwazmy ponadto, ze operator (A — AI)~!: Y — X nie jest ograni-
czony. Istotnie, wezmy ciag funkeji ciaglych (z,) okreslonych wzorem

1
0 dla a <t < A——,
n

1
" —n2(t—X)—n da A— =<t <\,
Tn(t) = n
n 1
n?(t—X)—n dla )‘<t<)‘+ﬁ’

1
0 dla A+ — <t <b.
n

Wowezas ||2,|| = n oraz sup [(t — Az, (t)] = 1.
a<t<b
Zatem, jezeli y,(t) = (t = N)ap(t), to yn €Y, |lyn| = ; dlan =1,2,...,
ale [[(4 = AD) "yl = [lza ]| = n - +oo.

Wykazalismy, ze
o0(A) =or(A) = [a,b], op(A) =0c(A) =0.

7 tego przyktadu wynika, ze operator liniowy ograniczony na przestrzeni
unormowanej nieskorniczenie wymiarowej moze nie mie¢ wartosci wlasnych.

Twierdzenie 5.2. Niech A bedzie operatorem liniowym ograniczonym na
przestrzeni Banacha X . Jezeli || Al < 1, to operator I — A jest odwracalny
w B(X) i zachodzi wzor

(I—ArlzfiA%
n=0

Ponadto ]

I—-A) < ——.
I =70 < =g
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Uwaga. Aby uproscié zapis, przyjmujemy konwencje, ze A = T nawet
wtedy, gdy A jest operatorem zerowym.

o0
Dowoéd. Z zalozenia ||A|| < 1 wynika, ze szereg Y, A™ jest zbiezny bez-

n=0

wzglednie. Na mocy twierdzenia 1.6 jest on zbiezny. Ponadto lim A™ = 0.
n—oo

Niech S, = I+ A+ A%+ ...+ A" oraz S = Z A" Wowcezas S = lim S),.
=0 n—oo
Poniewaz mnozenie w algebrze B(X) jest ciqgle (por. tw. 1.15), wiec mamy

S(I —A)= lim S,(I —A)= lim (I - A" =1.

n—o0 n—oo

Analogicznie dowodzi sie, ze (I—A)S = I. Zatem S = (I—A)~!. Nier6wnosé
dla normy operatora (I — A)~! wynika z nieréwnosci (1.13) w twierdzeniu
1.6 1 ze wzoru na sume szeregu geometrycznego. B

Whiosek 5.3. Niech A € B(X) i || Al < 1. Wéwczas rownanie
r—Ar =y

ma dla kazdego y € X doktadnie jedno rozwigzanie

Ponadto

(o]
Szereg > A™y nosi nazwe szeregu Neumanna.
n=0

Wnhiosek 5.4. Dla dowolnego A € B(X)
(I—=XA)L =1, gdy A—0.

Dowéd. Dla A = 0 nle ma czego dowodzi¢. Niech wiec A # 0 i niech

0<gq<1. Jezeli |\ < m to [AA|| < ¢ 1 wowczas
(-2 =S oy,
n=0

I = A4) 71 < D IAAY" < an

n=0
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Zatem wyrazenie ||(I — AA)7!|| jest ograniczone na otoczeniu zera. Dalej

mamy
(5:2) (I —AA) "L =T+ MA(T — AA) .
Poniewaz

IAAC = 247 < AN - A4 < a AL
wiec

INA(T = XA =0, gdy A— 0.
Stad i z (5.2) otrzymujemy

(I-XA)t =1, gy A=0. =

Twierdzenie 5.5. Niech Ay bedzie operatorem odwracalnym w B(X) i niech
JA]| < |AgH 7Y Wowczas operator A1 = Ag + A jest odwracalny w B(X)
1 ponadto

AT = (T+ At A) A
Dowo6d. Mamy
Ay = Ag+ A= Ag(I+ Ayt A) = Ag(I - B),

gdzie B = —Ay'A. Poniewaz ||B|| = ||A;'A|| < 1, wigc na mocy twier-
dzenia 5.2 operator I — B jest odwracalny w B(X). Poniewaz odwrotnosé
iloczynu operatoréw odwracalnych jest iloczynem ich odwrotnosci (mnozo-
nych w odwrotnej kolejnosci), wiec mamy Al_1 =(I- B)*lAal. [ |

Wnhniosek 5.6. Zbidr operatoréw odwracalnych w algebrze B(X) jest otwarty
(w normie operatorowej).

Definicja 5.2. Niech X bedzie przestrzenia Banacha i niech A € B(X).
Rezolwentq operatora A nazywamy funkcje Ry(A): C\o(A) — B(X) okre-
slong wzorem

RA(A) = (A -~

Whiosek 5.7. Rezolwenta Ry(A) jest funkcjq ciagla zmiennej \ na zbiorze
o(A) =C\o(4).
Dowo6d. Mamy

Rygia(A) = (A =Xl = M)7' = (I = XA = XI)™H)™HA = NI)™L
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Poniewaz na mocy wniosku 5.4
(I—=XMA=XD)™H)™ P =1, gdy XA—0,
wiec ostatecznie
Rygin(A) = (A= XI)™' =Ry, (A), gdy A—0. =

Twierdzenie 5.8. Niech A\, pn € p(A) =C\ 0(A). Wowczas
(a) RA(A)R,(A) = R, (A)RA(A);
(b) Ra(A) = Ru(A) = (A = p) Ra(A) R (A).

Rownosé z punktu (b) nosi nazwe tozsamosci Hilberta.

Dowod. (a)

RA(A)R,(A) = (A=) YA —pul)™' =
= (A—pD)(A=X)) ' = (A= A)(A—pul) ™ =
= (A= pul) (A= AI)"! = Ry (A)Ry\(A).

(b) Na mocy (a) i definicji rezolwenty mamy

RA(4) = (A — uI)Ry(A) R, (4),
Ru(4) = (A= ADRA(A) Ry (A).
Stad
Ro(4) = Ry(4) = A — ))RA(A)R,(4).  m

Definicja 5.3. Promieniem spektralnym operatora A jest liczba
r(A) =sup{|A]: A€ o(4)}.

Tak wiec promieri spektralny jest promieniem najmniejszego kota domknie-
tego o $rodku w zerze, ktore zawiera widmo.

Twierdzenie 5.9 (o widmie operatora). Widmo dowolnego operatora
A € B(X) jest niepustym zwartym podzbiorem plaszczyzny zespolonej. Po-
nadto zachodzi nieréwnosé r(A) < ||A]|.

Dowo6d. Najpierw wykazemy, ze widmo dowolnego operatora jest niepuste.
Przypusmy, ze dla operatora A mamy o(A) = (). Wowcezas A~ € B(X).
Niech f bedzie funkcjonatem liniowym ograniczonym na B(X), dla ktorego
f(A™Y) % 0. Taki funkcjonal istnieje na mocy wniosku 3.15. Utwérzmy
funkcje F(A) = f(Rx(A)). Funkcja ta jest okreslona na calej plaszczyznie
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zespolonej. Wykazemy, ze jest ona funkcja catkowita. Wezmy dowolny punkt
Ao € C. Udowodnimy, ze w tym punkcie funkcja F' ma pochodna. Mamy

FQ) = Fo) _ f(BAA) = Bx(4) _ F(A=A)BA(A)RA(A))

X=X A= Xo A= Ao
= [ (BA(A)Rx(4)) = [ (R3,(4)), gdy A= Ao

Zatem F'(\g) istnieje i w konsekwencji F' jest funkcja holomorficzna na calej
plaszczyznie, a wiec funkcja catkowita. Dla |A| > ||Al| na mocy twierdzenia
5.5 otrzymujemy

[FOL < IFINBAA)] = [LFII(A = AD ™ =

Il A
- wH(I‘ x‘l)

Zatem na mocy twierdzenia Liouville’a (patrz [27], tw. 16.26 z czesci I11)
funkcja F' = const = 0. Stad 0 = F(0) = f(A™1). Otrzymana sprzecznosé
dowodzi, ze o(A) # 0 dla dowolnego A € B(X).

Teraz udowodnimy zwarto$¢ widma. Jezeli |\| > [|A[|, to na mocy twier-

dzenia 5.5 operator
A ar= (i L)

jest odwracalny w B(X). Zatem o(A) C {\ € C: |\ < ||A]|}. Stad wynika,
ze 0(A) jest zbiorem ograniczonym oraz r(A) < ||A||. Pozostaje udowodnié,
ze widmo jest domknietym podzbiorem ptaszczyzny. Z wniosku 5.6 wynika,
ze zbior operatorow odwracalnych jest otwarty w B(X). Zbior rezolwenty
0(A) jest przeciwobrazem tego zbioru przez funkcje ciagta A — A — AI,
a zatem p(A) jest zbiorem otwartym (patrz [27], tw. 4.6 z czesci I). Ponie-
waz o(A) = C\ o(A), wiec widmo jest domkniete jako dopekienie zbioru
otwartego (patrz 27|, wn. 2.5 z czesci ). B

— 0, gdy [Al— +oo.

Twierdzenie 5.10 (o odwzorowaniu spektralnym). Jezeli A € B(X)
i w jest wielomianem o wspotczynnikach zespolonych, to

w(o(4)) = ow(A)).

Dowod. Jezeli w jest wielomianem statym, to twierdzenie jest oczywiste.
Zatozmy wiec, ze stopien wielomianu w jest dodatni. Niech p € C i rozwaz-
my wielomian w(A) — p. Na mocy podstawowego twierdzenia algebry (por.
[26], wn. 3.11) mamy

W) — = B = A)A = A2) oo (A — An),s
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gdzie 5, A1, A2, ..., A\, € Ci B #0. Wowcezas
w(A) —pl = B(A—=MI)(A—=XI)...(A—=N).

Poniewaz operatory A — A\;I (j = 1,2,...,n) sa parami przemienne, wiec
operator w(A) — pl jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy z ope-
ratorow A — A\;I jest odwracalny. To ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
Aj € o(A)dlaj=1,2,...,n. A to z kolei jest réownowazne temu, ze dla
dowolnego A\ € o(A) mamy S(A—A1)(A—A2)... (A= A,) # 0. Dalej to jest
rownowazne temu, ze w(A) # p dla dowolnego A € o(A). W

Twierdzenie 5.11 (wzor Gelfanda-Beurlinga). Dia dowolnego opera-
tora A € B(X) zachodzi réwnosé

(5.3) r(A) = inf |A"|V/" = lim ||A"|"".

Uwagi. 1. Zauwazmy, ze istnienie granicy jest czescia tezy.

2. Definicje widma operatora i promienia spektralnego sa ,czysto” al-
gebraiczne, nie zaleza one od normy operatorowej. Natomiast granica we
wzorze (5.3) jest granica ciagu n-tych pierwiastkow norm n-tych poteg ope-
ratora, a wiec zalezy ona od normy. Zatem istota wzoru Gelfanda-Beurlinga
polega na tym, ze te zdefiniowane w rézny sposéb wielkosci sa sobie rowne.

Dowdéd. Mamy (por. [27], def. 3.6 i tw. 3.14 z czesci I)

inf || A"/ < liminf || A”]|™ < limsup || A™ ||/

n n—00 n—00
Jezeli A € o(A), to z twierdzenia o odwzorowaniu spektralnym wynika, ze
A" e g(A™) (n=1,2,...,). Stad [\"| < ||A™]| i w konsekwencji |A| <
< ||A™|V/™. Z dowolnosci A otrzymujemy

r(A) < inf || A”||".
n

Pozostaje wykazaé, ze

lim sup || A"/ < r(A).

n—oo

Z twierdzen 5.5 1 5.2 wynika, ze dla |A| > ||A]| mamy

_ 1 1 \7! =1,
(5.4) RA(A):(A—/\I)lz—)\<I—)\A> :—Z%)\nHA.
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Wezmy funkcjonat liniowy ograniczony f na B(X) i utworzmy funkcje F'(\) =
= f(RA(A)). Z dowodu twierdzenia 5.9 wynika, ze funkcja F jest okreslona
i holomorficzna na zbiorze p(A). W szczegélnosci jest ona holomorficzna
na zewnetrzu kota {A € C: |A| > r(A)}. Ponadto z (5.4) wynika, ze dla
|A| > ||A]| zachodzi wzor

FO) ==Y e /AT,
n=0

Jest to rozwiniecie funkcji F' w szereg Laurenta w otoczeniu punktu w nie-
skoniczonosci. Poniewaz funkcja F' jest holomorficzna dla || > r(A), wiec
to rozwiniecie w szereg jest réwniez prawdziwe dla takich . Zatem

. .
nlgréof ()\n+1A ) =0,

skad rowniez

(5.5) Jim f(ATMAT) =0 (A >r(4)).

—00

Poniewaz f byto dowolne, mozemy zdefiniowaé funkcjonaty liniowe ograni-
czone @, na B(X) wzorem

on(f) = f(ATTAT) (n=1,2,...).

7 twierdzenia o wydobywaniu normy za pomoca funkcjonaléw wynika, ze
lonll = [|AT"A™||. Rownosé (5.5) oznacza, ze

le on(f) =0 dlakazdego f € B(X)'.

7 twierdzenia Banacha-Steinhausa wynika, ze dla dowolnego A takiego, ze
|A| > r(A), istnieje stata Cy, dla ktorej ||¢on| < Cx (n=1,2,...). Zatem
[A7"AM| <G (n=1,2,..0).
Stad otrzymujemy, ze jezeli |[A\| > r(A), to dla dowolnego naturalnego n
Jan | < A ey
i w konsekwencji
lim sup [|A™ [V < |Al.
n—o0

Wobec dowolnosci A, |A| > r(A), mamy

lim sup || A" ||/ < r(A). [ ]
n—oo
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5.2. Widmo aproksymatywne punktowe

Uzyteczne jest rozwazanie nastepujacego podzbioru widma operatora.

Definicja 5.4. Niech A bedzie operatorem liniowym ograniczonym na prze-
strzeni Banacha X. Widmem aproksymatywnym punktowym operatora A
nazywamy zbior

oap(A) = {\ € C: istnieje clag =, € X taki, ze
lenll=1 dla n=1,2,... i (A=A)z, — 0, gdy n—o0}.

Nastepujace twierdzenie charakteryzuje widmo aproksymatywne punk-
towe:

Twierdzenie 5.12. Dla operatora A € B(X) i liczby A € C nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(a) A & oap(A);
(b) istnieje stata v > 0 taka, ze ||[(A— A)zx| = v||z|| dla dowolnego x € X,
(c) ker(A—AI)={0}, im(A—A)=1im(A— AI).

Dowo6d. Bez zmniejszania ogdlnoéci dowodu mozemy zalozyé, ze A = 0.

Pokazemy, ze warunek (b) wynika z warunku (a). Jezeli (b) nie zachodzi, to

dla dowolnego naturalnego n ibtnieje niezerowy wektor x,, taki, ze ||Az,|| <
1 -

< llznll. Przyjmujac y, =

[ nH
0 ¢ oap(A).
Teraz wykazujemy, ze (c) jest konsekwencja (b). Z nieréwnosci ||Az|| >
> ||| wynika, ze ker A = {0}. Jezeli Ax,, — y, to mamy

——&p, mamy |y,| = 11 ||Ayy| — 0. Zatem

|Azy — Azl = vl|zn — 2l

co oznacza, ze (x,) jest ciagiem Cauchy’ego. Poniewaz przestrzenn X jest
zupelna, wiec x, — = dla pewnego =z € X. Z cigglosci operatora A mamy
Az, — Ax i w konsekwencji y = Az. Pokazaliémy wiec, ze im A = im A.

W koricu dowodzimy, ze (c) implikuje (a). Z warunku (c) wynika, ze
Y = im A jest przestrzenia Banacha (jako domkniety podzbiér przestrze-
ni zupelnej). Zatem A: X — Y jest ciagta bijekcja. Z twierdzenia Ba-
nacha o operatorze odwrotnym A~': Y — X jest operatorem ograniczo-
nym. Zatem, jezeli ||z|| = 1, to 1 = ||z|| = ||[A" Az|| < ||[A7Y|||Az|, czyli
|Az|| = |[A7Y|~ > 0 dla ||z|| = 1. To oznacza, 7e 0 & o,,(A). B
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Twierdzenie 5.13. Dla dowolnego operatora A € B(X) prawdziwe sq in-
kluzje:
op(A)Uoc(A) Coap C o(A).

Dowdd. Inkluzje op(A) C 0ap(A) i 0ap C 0(A) sa oczywiste. Pozosta-
je zatem wykaza¢, ze o.(A) C oap(A). Jezeli A € a.(A), to (A — AI)!
jest operatorem nieograniczonym. Dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje
wektor z, € X taki, ze ||z,]| = 1 i ||[(A — A)71a,| > n. Przyjmujac

1
Yn = E(A — M)~ ta,, otrzymujemy ||y, > 1 dla wszystkich n oraz
(A= Xy, = —(A=A)(A—= )"z, = —2p.
n n
Zatem (A — Al)y, — 0, gdy n — o0, czyli A € g,5(A). R
Whiosek 5.14. Jezeli 0.(A) =0, to oap = 0(A).

Topologiczny brzeg podzbioru Z ptaszczyzny zespolonej bedziemy ozna-
czaé¢ symbolem 0Z.

Twierdzenie 5.15. Jezeli A € B(X), to 0o(A) C 0ap(A).

Dowdéd. Niech A € do(A). Istnieje ciag (A,) taki, ze A\, € C\ o(4) (n =
=1,2,...,)1 A = A, gdy n — co. Wowczas

(5.6) (A =X I)7Y| = 400, gdy n — occ.

Zaloézmy, ze to nie jest prawdg. Przechodzac w razie potrzeby do podciggu,
znajdziemy stata M > 0 taka, ze |[(A — M\ J) 7| < M dla wszystkich n.

1
Biorac takie n, ze |\ — A,| < W otrzymujemy wowczas

1
I(A=AD) = (A= A)|| < ot
(A = X d) |
Stad na mocy twierdzenia 5.5 wynika, ze operator
A-XN=(A-XMN—-A+ X \I)+A-)\,I

jest odwracalny. Otrzymali$my sprzeczno$é. Zatem relacja (5.6) jest praw-
dziwa.
Wybierzmy wektor =, € X, ||z,|| = 1, dla ktorego

- _ 1
an = (A= XD) ray || > (A = M) 7Y — - (n=1,2,...).
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1
Woéwezas oy, — +00. Jezeli oznaczymy y, = —(A— M I) tap, to |lys]] = 1
an

oraz
(A= Xyn = (A= XDy + (A — Nyn =
1
= —x, A — AN)Yn.
o Tt ( )y
Stad

1
H(A_ )‘I)yn” < . + ’/\n - )“7

i ostatecznie [[(A — A)yy|| — 0, gdy n — o0, co oznacza, ze A € g,p(A). R

Uwaga. 7Z twierdzenia 5.15 wynika, ze widmo aproksymatywne punktowe
jest zawsze niepuste (w przeciwienstwie do widma punktowego, residual-
nego czy tez ciaglego). Znaczenie widma aproksymatywnego punktowego
bedzie widoczne przy rozwazaniu operatoréw liniowych ograniczonych na
przestrzeni Hilberta.

5.3. Widmo operatora na przestrzeni Hilberta

W tym podrozdziale rozwazaé¢ bedziemy operatory (liniowe ograniczone)
na zespolonej przestrzeni Hilberta H. Dla podzbioru Z plaszczyzny zespo-
lonej symbolem Z* oznacza¢ bedziemy zbior {\: A € Z}.

Twierdzenie 5.16. Jezeli A € B(H), to o(A*) = g(A)*.
Dowdd. Jezeli A € o(A), to istnieje operator B € B(H) taki, ze zachodzi
rownos¢ B(A — M) = (A — A)B = I. Biorac sprzezenia po obu stronach
tej rownosci, otrzymujemy (A* — AI)B* = B*(A* — XI), skad A & o(A*)
i w konsekwencji A ¢ o(A*)*. Pokazalismy wigc, ze

o(A*)" C o(A).
Wstawiajac do tej inkluzji operator A* w miejsce A, otrzymujemy

a(A)" Co(AY),

skad wynika, ze
o(A) C o(A™)". [ ]
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Przyklad 5.2. Znajdziemy widmo i jego czesci dla operatora jednostron-
nego przesuniecia S dziatajacego w przestrzeni £o. Wygodnie jest przy tym
rozpatrywaé réwnoczesnie operator sprzezony S*.

Mamy

S(£1>£2>£3a .. ) = (07517527537 .. ) dla z= (gn);z.ozl € KQ‘

Poniewaz ||Sz|| = |||, wige IS = 1. Stad wynika, ze 0(S) C D = {A: [A| <
< 1}. Ponadto o(S*) = o(S5)* C D.
Poniewaz operator S jest izometria, wiec jest on iniekcja, czyli 0 & o (.59).

Niech z = (&1,&2,...) € £a, A # 0. Gdyby Sz = Az, to

0 = A1,
‘51 — )\527
52 = )\&37
&n = Ant1,
Stad &1 =& =... =& = ... =0. Zatem X & 0,(S5). Wykazalismy wiec, ze
op(S) = 0.
Niech |A| < 1. Oznaczmy zy = (1, A, A2,...). Wowezas ||z)]]2 = 30 M2 <
n=0

< 00, czyli ) € 5. Mamy
S*ry = (MALN L) = ML L) = Ay,

co oznacza, ze ) € ker(S* — AI), czyli D = {A: |\ < 1} C 0p(57).
Ponadto zauwazmy, ze dim ker(S*—AI) = 1. Jezeli z = (§,,) € {2 spelnia
rownanie S*r = Az, to

(A§17 Ag?a )‘637 o ) = (527537647 o )
Tak wiec &,41 = A, dlan =1,2,... Stad &,+1 = A", co oznacza, ze
(5.7) x = (&,0\0, 0%, ) = Gy

Poniewaz x) € ker(S*—\1I), wiec wektor ) tworzy baze tej podprzestrzeni.
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Pokazemy, ze jezeli |A\| = 1, to X\ & op(S*). Jezeli X € 0,(S*), to wiemy,
ze S*x = Az dla x # 0 1 wowczas zachodzi réownosé (5.7). Poniewaz x # 0,

wiec &1 # 0. Ponadto
1 = [€a] Y (AP
n=0

Ten szereg jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |A| < 1. Zatem punkt A,
dla ktorego |A| = 1, nie moze by¢ wartoscia wlasna operatora S*.
Stad
op(S*) =D

Poniewaz D = 0,(5*) C 0(S*) C D oraz o(S*) jest zbiorem domknie-
tym, wiec o(S*) = D. Stad wynika, ze

o(S) =o(S*) =D.

Poniewaz ker(S — M) = im(S* — XI)* oraz ker(S — M) = {0}, wiec
im(S* — \I) = /5 dla wszystkich . Stad

0:(S*) =0, 0.(S*)=T={\: |\ =1}, 0ap(5") =D.
Jezeli |A| = 1, to ker(S* — AI) = {0} i w konsekwencji im(S — \I) = /o,
czyli TN oy (S) = 0.

Natomiast dla || < 1 mamy dim ker(S* — AI) = 1. Stad im(S — ) #
# L, czyli D C 0,(S). Ostatecznie wiec

Jezeli |A\| # 11 x € 4y, to
I(S = Al = ISz — Az|| > [[ISz]| — [IM2(]] = [1 = [Al|ll=]-
Zatem \ & 0ap(S). Poniewaz 00 (S) =T C 0ap(5), wiec
oap(S) =T.
Twierdzenie 5.17. Jezeli A jest operatorem normalnym, to r(A) = ||A]|.
Dowd6d. Mamy

1AI* = [|ATAJ? = [[(A*A) (A" A)|| = [[(A* A) (A" A)| =
= [[(A4%)7 47| = |47
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Zatem ||A||?> = ||A?||. Poniewaz A" jest réwniez operatorem normalnym,
wiec przez indukcje otrzymujemy réwnosé ||A||2k = HAQkH dlak=1,2,...
Ostatecznie wiec

. n n . k —k
r(A) = lim [A"" = Jim AT = A

n—oo

Wnhiosek 5.18. Jezeli A jest operatorem normalnym, to istnieje Ao € o(A)
takie, ze |No| = || A]|.

Twierdzenie 5.19. Jezeli A jest operatorem normalnym i A\, p sq jego
réznymi wartosciami wtasnymi, to ker(A — AI') L ker(A — pl).
Dowéd. Niech x € ker(A — M) iy € ker(A — pl). Poniewaz A*y = fy,
wiec

Mz, y) = (Az,y) = (z, A"y) = (z,7y) = p(z, y).
Zatem (A — p){x,y) = 0. Poniewaz \ # pu, wiec (z,y) =0, czyliz L y. B
Twierdzenie 5.20. Jezeli A jest operatorem normalnym, to o(A) = oap(A).

Dowo6d. Wystarczy pokazac, ze jezeli A\ € oap(A), to A & o(A). Jezeli
A & 0ap(A), to istnieje v > 0 takie, ze

(A= ADz| = 7|

dla wszystkich x € H. Zatem operator A — A I ma domkniety obraz. Ponie-
waz |[(A— X)*z|| = ||[(A — A])x||, wiec rowniez

I(A =AD"z = |l
dla kazdego = € H. Stad ker(A — AI)* = {0}. Poniewaz ker(4A — \I)* =

= im(A—\I)*, wiec im(A — M) = im(A—\I) = H. To oznacza, ze operator
A — A jest bijekcja, czyli A € o(A). R

Twierdzenie 5.21. Jezeli A jest operatorem samosprzezonym, to o(A) =
= O'ap(A) C R

Dowdd. Niech A bedzie dowolna liczba zespolona, dla ktorej Im A # 0,
i niech x # 0 bedzie dowolnym wektorem z przestrzeni H. Wéwczas

0 < A= Alll® = (A= Az, 2) = (A~ Xz, z)| =
= (A= Az, z) — (2, (A = M)z)| < 2[(A = AD)z|]|]

i w konsekwencji

1 _
I(A = ADz]} > A = Afll]
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dla dowolnego wektora x € H. Poniewaz |A — \| > 0, wigc A & 0ap(A) =
=o0(A). 1

Dla operatora samosprzezonego A definiujemy liczby

m = ”i1|r|1f1<Am,:v>, M = sup (Azx,z).
zl|= ]| =1

Twierdzenie 5.22. Widmo operatora samosprzezonego A jest zawarte w prze-
dziale [m, M|. Punkty m i M nalezq do widma.

Dowo6d. Z poprzedniego twierdzenia wiemy, ze widmo operatora A lezy
na osi rzeczywistej. Najpierw pokazemy, ze punkty lezace na tej osi poza
odcinkiem [m, M| nie naleza do widma. Niech A > M. Woéwczas A = M +7,
~ > 0. Dla dowolnego wektora € H o normie jeden mamy

(M = Az, z) = Nz, z) — (Az,z) =2 A — M = .
Poniewaz ponadto
(M = A)z, ) < [[(A= Az,

wiec ||(A — Al)z|| > ~v. Stad wynika, ze dla dowolnego wektora x € H
zachodzi nieréwnos¢

A = ADz| = ~ll=l,

ktora oznacza, ze A € o(A).

W przypadku, gdy A < m, dowdd przebiega analogicznie.

Teraz pokazemy, ze M € o(A). Zauwazmy, ze jezeli zastapimy operator
A przez operator A — ul, to widmo przesunie sie w lewo o u, a liczby M
i m zamienig sie na M — i m — . Zatem mozemy zalozyé¢, ze 0 < m < M.
Wowczas (Az,x) > 0 dla dowolnego wektora x € H i z twierdzenia 4.7
wynika, ze M = ||A]|.

Z wniosku 5.18 wynika, ze istnieje A\ € o(A) takie, ze |\o| = ||A]| = M.
Poniewaz wszystkie elementy widma operatora A sa liczbami nieujemnymi,
wiec ostatecznie M = Ag.

Aby wykazaé¢, ze m € o(A), wystarczy tak przesunaé¢ widmo operatora
A, aby m < M < 0, i zastosowaé¢ poprzednie rozumowanie do operatora
—A, bo A € 0(A) wtedy i tylko wtedy, gdy —A € o(—A). B

Twierdzenie 5.23. Jezeli A jest operatorem unitarnym, to o(A) = cap(A) C
CT.



Cuwiczenia 117

Dowo6d. Rownosé o(A) = oap(A) wynika z twierdzenia 5.20. Poniewaz
operator unitarny jest izometria, wiec mamy ||A|| = 1. Stad o(A) C D.
Jezeli A\ < 1, to ||AA*|| < 11z twierdzenia 5.5, wynika, ze operator

M — A=—A(I — \AY)
jest odwracalny, czyli A € o(A). &

Cwiczenia
1. Niech a bedzie liczba taka, ze |a| < 1. Dowie$¢, ze nieskoniczony uktad rownan

Ty — ATpt1 = Yn (n=1,2,...)

ma dla kazdego ciagu (y,) € ¢ dokladnie jedno rozwiazanie (z,,) € lo. Znalezé

to rozwiazanie (postugujac sie szeregiem Neumanna).

2. Dowies¢, ze jezeli g jest funkcja ciagla na przedziale [0, 1], to istnieje doktadnie

jedna funkcja f, ciagta na przedziale [0, 1] i taka, ze

f@)—1f(Gz) =g(z) dla z€][0,1].

Wyznaczy¢ te funkcje (postugujac sie szeregiem Neumanna).

3. Niech H bedzie nieskoniczenie wymiarowa osrodkows przestrzenia Hilberta. Do-

wie$é, ze kazdy niepusty zwarty podzbiér plaszczyzny zespolonej jest widmem
oo

pewnego operatora A € B(H). (Wskazéwka. Przyja¢ Ax = Y Ap(z, en)e,, gdzie
n=1

(en) jest baza ortonormalna przestrzeni H, a (A,) jest odpowiednio dobranym

ciagiem).

4. Niech H bedzie nieskoriczenie wymiarowa przestrzenia Hilberta, a (A,) ciagiem
liczbowym, A,, # 0, A, — 0. Podaé¢ przyklad operatora A € B(H), dla ktorego
op(A) ={A: n=1,2,...} (por. ¢wiczenie 3).

5. Wykazaé, ze jezeli H jest osrodkows przestrzenig Hilberta, to dla dowolnego
operatora samosprzezonego A € B(H) jego zbior wartosci wlasnych jest co najwy-
zej przeliczalny.

6. Znalez¢é wartosci wtasne i odpowiadajace im wektory wlasne operatora rzuto-
wania (ortogonalnego) P na (domknieta) podprzestrzen przestrzeni Hilberta H.

7 Wykaza¢, ze jezeli A € B(H) i |[A] = [|A]], to A € o,(A) wtedy i tylko wtedy,
gdy X € op,(A%).

8. Pokazac, ze jezeli A € B(H) jest operatorem normalnym, to A € o,(A) wtedy
i tylko wtedy, gdy A € o, (A*).

9. Wykaza¢, ze dla operatora A € B(H) prawdziwe sa nastepujace wlasnosci:

* H bedzie zawsze oznaczaé zespolong przestrzen Hilberta.
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(a) ox(A)" Cop(A7) Cor(A)" Uap(A)7

(b) oap(A*) Uoap(A)" = o(A%);

(c) op(w(A)) = w(op(A)), gdzie w jest wiclomianem stopnia > 1;

(d) oap(w(A)) = w(oap(A)), gdzie w jest wielomianem;

(e) or(w(A)) C w(or(A)), gdzie w jest wielomianem.

10. Operator A € B(L2[0,1]) okreslony jest za pomoca wzoru Ax(t) = a(t)x(t),
gdzie a € L[0,1]. Wykazac, ze

(a) liczba A nie nalezy do widma operatora A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
v > 0 takie, ze |a(t) — A| > v prawie wszedzie na przedziale [0, 1];

(b) X € 0p(A4) wtedy i tylko wtedy, gdy réwnosé a(t) = A zachodzi na zbiorze
miary dodatniej;

(c) jezeli XA € op(A), to przestrzen ker(A — AI) jest nieskoriczenie wymiarowa.

11. Operator T' € B(L2(R)) okreslony jest wzorem Tx(t) = z(—t).

(a) Wyznaczy¢ wartosci wlasne operatora T' i odpowiadajace im podprzestrzenie
wlasne;

(b) Czy T jest operatorem normalnym?

(c) Dla jakich liczb zespolonych A rownanie Tz — Az = f ma dokladnie jedno
rozwiazanie © € Lo(R) przy kazdej (ustalonej) funkcji f € La(R)?

12. Dla operatora A € B(¢3) okreslonego wzorem A(&1,&a,...) = (a1&1, a2éa, ... ),

gdzie (a,) € loo, znalezé widmo i jego czesci.

13. Dla operatora B € B(L2[0,1]) okreslonego wzorem Buz(t) = tx(t) znalezé

widmo i jego czesci.

14. Znalez¢ widmo operatora Volterry Vz(s) = [ x(t)dt dzialajacego na prze-

C—uw

strzeni Ls]0, 1].

15. Niech 0 < o < 1 imiech M, = {z € L2[0,1]: z(¢t) =0 dla p.w. t € [0,a]}. Wy-
kazaé¢, ze M, jest podprzestrzenia niezmiennicza dla operatora Volterry Va(s) =

= [(t) dt. Czy jest ona rowniez podprzestrzenia redukujaca?
0
16. Dowies¢, ze jezeli przestrzen Hilberta H ma rozklad na (ortogonalna) sume
prosta H = M@®M~ i M jest podprzestrzenia redukujaca dla operatora A € B(H),
to
o(A) = O'(A|M) UO’(A|ML).
17. Wykorzystaé poprzednie é¢wiczenie do wyznaczenia widma operatora catkowego
1
A, Az(s) = [ K(s,t)z(t)dt, na przestrzeni Lo[—1,1] wyznaczonego przez jadro
-1
K takie, ze K(s,t) =1dla st >01i K(s,t) =0 dla st <0.
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Operatory zwarte

Badanie wlasnosci operatoréw liniowych na przestrzeniach nieskoniczenie
wymiarowych jest duzo trudniejsze niz badanie tych operatoréw na prze-
strzeniach skoriczenie wymiarowych. W catej ogélnosci praktycznie niewie-
le mozemy o nich udowodnié. Sytuacja jest lepsza, jezeli ograniczymy sie
do badania pewnych klas operatoréw. Jedna z najwazniejszych jest klasa
operatoréow zwartych. Potrzeba badania tych operatorow wynikta z trzech
powoddéw. Po pierwsze — maja one wiele wlasnosci podobnych do operato-
row skoniczenie wymiarowych, po drugie — potrafimy podaé¢ wyczerpujacy
ich opis i po trzecie — odgrywaja one bardzo istotng role w teorii réwnan
catkowych.

6.1. Ciagowa zwartos$¢ i catkowita ograniczono$é

Definicja 6.1. Podzbior E przestrzeni metrycznej X (z metryka d) jest
catkowicie ograniczony, jezeli dla dowolnego € > 0 istnieje skoriczona liczba
punktéw xq, xo, ..., x, € X takich, ze

(6.1) E C Be(21) UBe(z2) U...U Be(ay).

Warunek (6.1) oznacza, ze dla dowolnego x € E istnieje j (1 < j < n)
takie, ze d(x,x;) < e. Zbior {x1,z2,..., 2y} nosi nazwe e-sieci dla zbioru
E. Zatem warunek (6.1) oznacza, ze zbiér E ma skorniczona e-siec.

Uwagi. 1. Zauwazmy, ze mozemy zaklada¢, ze punkty x; naleza do zbioru

E (o ile zbiér E jest niepusty). Istotnie, niech punkty x1, 2, ..., , € X
beda takie, ze

EC Ba/Q(CL'l) U BE/Q(QEQ) u...U BE/Q(l'n).
Mozemy zaklada¢, ze E' N Bejo(zj) # 0 dla j = 1,2,...,n. Niech 2 €
€ EN B, j5(z;). Wowczas, jezeli x € E, to istnieje j takie, ze d(z, ;) < ie.
W konsekwenciji, d(z, z}) < d(x,x;) + d(z;, 7)) < . Zatem

E C B:(z}) U Be(z5) U...U Be(a),).



120 Operatory zwarte

2. Kazdy zbior calkowicie ograniczony jest ograniczony. Latwo mozna
sprawdzi¢, ze w przestrzeni K" z metryka euklidesowa jest réwniez na od-
wrot. Natomiast w przypadku przestrzeni nieskonczenie wymiarowych nie
kazdy zbiér ograniczony jest catkowicie ograniczony. Aby sie o tym prze-
kona¢, wystarczy wzia¢ (domknieta) kule jednostkowa B w przestrzeni £s.
Wowczas wektory e, = (6pn) 7 = 1,2, ... sa w tej kuli oraz ||e, —em|[2 = V2
dla n # m. Zatem dla € < % 2 nie istnieje skoniczone pokrycie zbioru B
przez kule o promieniu €.

Definicja 6.2. Podzbiér K przestrzeni metrycznej X jest ciggowo zwarty,
jezeli dowolny ciag (z,,) elementow tego zbioru zawiera podciag zbiezny do
pewnego elementu zbioru K.

Zwiazki pomiedzy tymi pojeciami a zwartoscig podane sa w nastepuja-
cym twierdzeniu:

Twierdzenie 6.1. Niech K bedzie podzbiorem przestrzeni metrycznej X.
Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(a) zbior K jest zwarty;
(b) zbior K jest ciggowo zwarty;

(c) zbior K jest zupetny (tzn. dowolny cigg Cauchy’ego elementow zbioru K
jest zbiezny do pewnego elementu tego zbioru) i catkowicie ograniczony.

Dowo6d. Zaktadamy, ze zbiér K jest niepusty, bo w przeciwnym wypadku
twierdzenie jest oczywiste. Najpierw pokazemy, ze warunek (b) jest konse-
kwencja (a). Niech {x,,: n=1,2,...} C K. Przypusémy, ze zaden podciag
ciagu (z,,) nie jest zbiezny w K. Zatem dla kazdego x € K istnieje r, > 0
takie, ze otoczenie B, (z) zawiera co najwyzej skoriczenie wiele wyrazow
ciagu (zy,). W przeciwnym wypadku istnialby punkt = € K taki, ze dla do-
wolnego € > 0 istnialoby nieskonczenie wiele wyrazow ciagu (z,,) takich, ze

1
d(x,zy,) < e. Biorac e = —, skonstruowaliby$my taki podciag (x,,,) ciagu
m

(xn), ze d(x,zp,,) < —. A to oznaczaloby, ze z,,, — x, wbrew naszemu
m

zalozeniu. Zatem dowolny punkt z € K ma otoczenie B, (z), ktore zawiera
co najwyzej skoriczenie wiele wyrazow ciagu (x,,). Poniewaz

Kc | B, (@),

rzeK
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i K jest zbiorem zwartym, wiec istnieje skoniczenie wiele punktow zq, xa,
..., xs € K takich, ze

S
K c | B, (x)).
j=1

Poniewaz kazda z kul Brz]. (xj) zawiera co najwyzej skornczenie wiele wyra-
zOW ciagu (), wiec zbior K zawiera skoniczenie wiele wyrazow tego ciagu.
To oznacza, ze zbior wyrazow ciagu (z,,) jest skoniczony, a zatem ciag ten
zawiera podciag (staly) zbiezny. OtrzymaliSmy sprzecznosé, zatem zbior K
jest ciagowo zwarty.

Teraz pokazemy, ze warunek (b) implikuje (c). Najpierw zauwazmy, ze
K jest zupelne. Wynika to z faktu, ze jezeli ciag Cauchy’ego (x,) zawiera
podciag zbiezny do punktu z, to rowniez ciag (zy) jest zbiezny do x (por.
[27], dowod tw. 3.12 z czesci I). Zatozmy, ze K nie jest catkowicie ograniczo-
ne. Istnieje € > 0 takie, ze zbiér nie moze by¢ pokryty przez skoiiczenie wiele
kul B.(z), x € K. Konstruujemy indukcyjnie ciag (x,) punktow zbioru K
w nastepujacy sposob:

Punkt 1 € K wybieramy w sposéb dowolny. Jezeli punkty x1, x2, ...,
xn—1 € K zostaly wybrane tak, aby d(z;,z;) > edlai#j, 1<i<n—1,
1 < j <n-—1, to K nie moze byé¢ pokryte przez rodzing {B.(x;): j =

n—1
=1,2,...,n—1}. Istnieje wiec z,, € K\ |J B:(x;). Wowczas d(xj, ) > €
j=1

dla j = 1,2,...,n — 1. Ciag (z,) nie moze zawiera¢ podciagu, ktory jest
zbiezny. Wynika to stad, ze taki podciag (x,,,) bylby ciagiem Cauchy’ego,
wiec w szczegolnosci mieliby$my d(xy,, z,;) < € dla odpowiednio duzych
i oraz j. To jest niemozliwe na mocy konstrukeji ciagu (z,). Otrzymana
sprzeczno$¢ dowodzi, ze zbiér K jest catkowicie ograniczony.

W koricu udowodnimy, ze z (¢) wynika (a). Przypusémy, ze K nie jest
zbiorem zwartym. Istnieje wiec pokrycie otwarte {G,} zbioru K, ktore nie
zawiera skoriczonego podpokrycia. Definiujemy indukcyjnie ciag kul (B,,)
w nastepujacy sposob:

Poniewaz K jest calkowicie ograniczone, wiec jest pokryte przez skon-
czona rodzing kul By (), ¥; € K, j =1,2,...,s. Przynajmniej jeden ze
zbioréw By a(xj) N K nie moze byé¢ pokryty przez skorniczona liczbe zbio-
row z rodziny {G,}. Oznaczmy kule o tej wlasnosci przez By, a jej srodek
przez {1. Niech B,_1 = Byjon-1(§n-1), gdzie §,—1 € K oraz B, 1 N K nie
moze by¢ pokryte przez zadna skoriczong liczbe zbioréw z rodziny {G,}.
Poniewaz K jest catkowicie ograniczone, wiec istnieje skoriczone pokrycie
przez rodzing kul By jon (y;), yi € K, i =1,2,...,m. Wéréd kul, dla ktérych
By on(yi) N By # 0, istnieje co najmniej jedna o tej wlasnosci, ze zbior
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B jon(yi) N K nie moze by¢ pokryty przez zadna skoticzona podrodzing
rodziny {G,}, gdyz w przeciwnym wypadku zbiér B,,_1 N K bylby pokryty
przez skoriczenie wiele zbioréw z rodziny {Gq}. Wybieramy wiec B, jako
jedna z tych kul By /on(vi), a jej srodek oznaczamy symbolem §,. Poniewaz
B,—1 N B, # 0, wigc mamy

1 1

1
d(En-1,6n) < 5o7 + 5 < Gua-

Stad, jezeli n > m = ng, to

1 1

on—2 < 2n072'

AEm,En) < dlEms Emir) + - dlEn1,60) < gy + o+

To oznacza, ze (§,) jest ciagiem Cauchy’ego. Na mocy zalozenia &, — x
dla pewnego x € K. Poniewaz rodzina {G} pokrywa zbior K, wiec istnieje
ap takie, ze x € Gq,. Zbidr G4, jest otwarty, zatem istnieje € > 0 takie,
ze B:(x) C Gq,. Ze zbieznosci ciagu (&,) otrzymujemy wskaznik m, dla

1
ktorego d(z,&m) < g oraz — < . Woweczas, jezeli d(y,&m) < to

D) om’

d(yv x) < d(yvgm) + d(fmax) <eg, Czyli
Bm = Bl/2m(£m) C Bg(.ﬁlf) C Gao.

Otrzymalismy sprzecznosé, bo z konstrukeji ciagu (B,) wynika, ze zbior
By, nie moze by¢ pokryty przez skoriczona liczbe zbioréow z rodziny {Go }.
Zatem zbiér K jest zwarty. B

Definicja 6.3. Podzbiér K przestrzeni metrycznej X jest warunkowo zwar-
ty, jezeli jego domkniecie K jest zbiorem zwartym.

Whniosek 6.2. Zbidr K jest warunkowo zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
z dowolnego ciggu punktow tego zbioru mozna wybraé podciqg zbiezny.

Twierdzenie 6.3 (Hausdorffa). Niech X bedzie przestrzeniq metryczng
zupetng. Podzbior K przestrzeni X jest warunkowo zwarty wtedy i tylko
wtedy, gdy jest catkowicie ograniczony.

Dowod. Jezeli zbior K jest zwarty, to na mocy twierdzenia 6.1 jest on
catkowicie ograniczony. W szczego6lnosci K jest catkowicie ograniczone.

Na odwrét, jezeli zbiér K jest catkowicie ograniczony, to dla dowolnego
€ > 0 istnieja x1, xo, ..., xn, € K takie, ze

(6.2) K C B£/2($1)UBE/Q(xg)U...UBE/Q(J}n).
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Jezeli x jest dowolnym punktem z domkniecia zbioru K, to istnieje y €
€ K takie, ze d(z,y) < %5. Ponadto z (6.2) wynika, ze istnieje j takie, ze
d(y,z;) < te. Z nieréwnosci tréjkata otrzymujemy d(z,z;) < e. Stad

K C Be(71) U Be(x2) U ... U Be(zy,)-

Pokazalismy wiec, ze domkniecie zbioru catkowicie ograniczonego jest zbio-
rem caltkowicie ograniczonym. Poniewaz domkniety podzbiér przestrzeni zu-
pelnej jest zupely, wiec K jest zupelne. Na mocy twierdzenia 6.1 zbiér K
jest zwarty. B

Na zakoniczenie tego podrozdziatu udowodnimy klasyczne kryterium wa-
runkowej zwartosci w przestrzeni funkcji cigglych na przestrzeni zwarte;j.
W dalszym ciagu stowo funkcja bedzie oznaczalto funkcje o wartosciach ze-
spolonych (w szczegolnosci rowniez rzeczywistych).

Definicja 6.4. Niech E bedzie dowolnym zbiorem i niech @ bedzie rodzing
funkcji okreslonych na zbiorze E. Funkcje z rodziny @ sa wspdlnie ograni-
czone, jezeli istnieje stata M > 0 taka, ze |f(x)| < M dla dowolnej funkcji
f € @i dowolnego x € E.

Definicja 6.5. Niech X bedzie przestrzenia metryczna (z metryka d) i niech
@ bedzie rodzing funkcji okreslonych na przestrzeni X. Funkcje z rodziny
@ sa jednakowo ciggle, jezeli dla dowolnego € > 0 istnieje & > 0 takie, ze
|f(z1) — f(z2)| < e dla dowolnej funkeji f € @ i dla dowolnych punktow x1,
x2 € X takich, ze d(x1,x2) < 6.

Zauwazmy, ze wowczas kazda z funkcji f jest jednostajnie ciggla na X.
Istota tej definicji jest to, ze liczba § jest taka sama dla kazdej funkcji f
nalezacej do rodziny .

Twierdzenie 6.4 (Ascoliego-Arzeli). Niech K bedzie przestrzeniq me-
tryczng zwartq. Na to, aby rodzina @ funkcji ciggtych na zbiorze K byta
warunkowo zwartym podzbiorem przestrzeni C(K), potrzeba i wystarcza, aby
funkcje z tej rodziny byty wspdlnie ograniczone i jednakowo ciggte.

Dowd6d. Zatézmy, ze rodzina funkcji @ jest warunkowo zwartym podzbio-
rem przestrzeni C(K). Woéwczas na mocy twierdzenia Hausdorffa zbior @ jest
catkowicie ograniczony, a wiec w szczegdlnosci ograniczony. Zatem istnieje
M > 0 takie, ze || f||co = sup{|f(z)|: z € K} < M dla dowolnego f € ¢. To
oznacza, ze funkcje z rodziny @ sa wspolnie ograniczone. Aby pokazaé, ze sg
one jednakowo ciagte, wezmy dowolne € > 0 i wybierzmy skoriczona %a—sieé
{f1, f2,..., fn} dla @. Kazda z funkcji f; (j = 1,2,...,n) jest jednostajnie
ciagta ([27], tw. 4.13 z czesci I). Zatem dla kazdego j istnieje liczba §; > 0
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taka, ze | fj(z1) — fj(z2)| < i€ dla dowolnych z1, z2 € K speiajacych nie-
rownosé d(xi,x2) < d;. Niech § = min{d;: j = 1,2,...,n}. Dla dowolnej
funkcji f € @ istnieje j takie, ze ||f — filloo < %5. Wowecezas dla x1, 29 € K
takich, ze d(x1,z2) < §, mamy

|f(@1) = f(z2)| < |f(21) = fi(@)] + [fi(21) = fi(z2)| + | fj(z2) — f(22)] <
< 2lf = filloo + [ fj (1) = fi(22)] < e.

Zatem rodzina @ jest jednakowo ciagla.

Na odwr6t, zatézmy, ze @ jest rodzina funkcji cigglych na przestrzeni K
wspolnie ograniczonych i jednakowo ciagtych. Aby udowodni¢ warunkows
zwarto$¢ @, wystarczy na mocy twierdzenia Hausdorffa wykazaé, ze dla
dowolnego ¢ > 0 istnieje dla @ skoriczona e-sie¢. Niech wiec bedzie dane
€ > 0. Na mocy jednakowej ciaglosci @ dla dowolnego x € K istnieje §, > 0
takie, ze

(63) 7) — F(a)] < g

dla y € K takich, ze d(y,z) < 0, oraz dla wszystkich f € &. Rodzina
kul Bs, (z), v € K stanowi otwarte pokrycie zbioru K. Ze zwartosci K
otrzymujemy

(6.4) K C Bgzl (x1)U B5I2 (x2)U...U B(;In ().

Niech @(x;) = {f(z;): f €@} (j =1,2,...,n). Poniewaz funkcje z rodzi-
ny ¢ sa wspolnie ograniczone, wiec @(x;) jest ograniczonym podzbiorem
zbioru C (lub R, jezeli rozwazamy funkcje o wartosciach rzeczywistych).

Zatem @(x;) jest zbiorem catkowicie ograniczonym. Niech &1, &2, - .-, ik,
bedzie fe-siecia dla zbioru &(z;). Dla dowolnego ukladu (m1,ma, ..., m,)
wskaznikow, gdzie 1 < mj; < kj oraz j = 1,2,...,n oznaczmy

1 :
(6.5) @mlmQ,,,mn:{fG@: |f(:vj)—§jmj| <16 dla ]:1,2,...,n}.

Jezeli zbior @py my...m,, jest niepusty, to wybieramy funkcje fin,my...m,, 2z tego
zbioru. W przeciwnym wypadku bierzemy za fi,m,..m, dowolna funkcje
z rodziny . Wykazemy, ze zbioér

{fmlmg...mn: mj = 1,2,...,kj;j: 1,2,...,??,}

jest e-siecia dla @.



Zwartosé w przestrzeniach skoriczenie wymiarowych 125

Niech f € @. Poniewaz zbior {&;1,8j2,. -, &k, } jest %e—sieci&g dla @(x;)

(7 =1,2,...,n), wiec istnieje taki wskaznik m;, 1 < m; < kj, ze
1
(6.6) 1£() ~ Emy] < 3

Dla zwiezlosci oznaczen przyjmijmy f« = fimims..m,. Niech x € K bedzie
dowolne. Na mocy (6.4) istnieje taki wskaznik ¢, 1 < i < n, ze d(x, z;) < 0y,.
Z nieréwnosci (6.3), (6.5) i (6.6) mamy

(@) = fulx)| < |f(2) = fl@)| + [ f(2i) = Eimi| +
iy — Fol@)| + | fulms) — ful)] < e

Zatem ||f — filloo = sup{|f(z) — fi(x)|: = € K} < &, co oznacza, ze zbiér
@ jest catkowicie ograniczony. B

6.2. Zwarto$é w przestrzeniach skornczenie wymiarowych

Udowodnimy, ze charakteryzacja zbioréw zwartych wyrazona we wnio-
sku 1.20 jest charakterystyczna dla przestrzeni skoniczenie wymiarowych.

Lemat 6.5 (Riesza). Niech X( bedzie domknietq podprzestrzeniq liniowg
przestrzeni unormowanej X rozng od X. Wowczas dla dowolnego 0 < e < 1
istnieje y € X takie, Ze ||yl =1 i [ly —z|| > 1 — € dla wszystkich x € X,.

Dowo6d. Niech yg € X \ Xp i niech o = inf{|jyo — z||: = € Xo}. Wowczas
o > 0, bo Xy jest domkniete. Wybierzmy takie n > 0, aby % < e

ern

Nastepnie bierzemy takie z¢9 € Xo, ze 0 < ||lyo — zol| < o0 + 1. Wektor
(yo — o) ma zadane wlasnosci. Mamy bowiem ||y|| = 1 oraz

y=—"—7
lyo — ol
dla dowolnego x € X

1

— |0 — (%o + ||[Yo — Zol|T)||-
a0 = o+ o — zoll)]

ly — | =

Poniewaz xo + [|yo — xol|lz € X0, wiec stad wynika, ze

1
¢ - T s m

y—x| = 0= =1-
| | lyo — zo| o+ 0+

Twierdzenie 6.6. Domknieta kula jednostkowa w przestrzeni unormowa-
nej X jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen X jest skoriczenie
WYMIAToWa.
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Dowo6d. Jezeli przestrzen X jest skoriczenie wymiarowa, to z wniosku 1.20
wynika, ze domknieta kula jednostkowa B = B1(0) = {z € X: |z|]| < 1}
jest zbiorem zwartym.

Na odwrét, przypusémy, ze kula B jest zwarta. Woéwcezas jest ona cal-
kowicie ograniczona, wiec ma %—sieé {z1,22,...,x,}. Niech Xy bedzie pod-
przestrzenia liniows przestrzeni X rozpieta na wektorach x1, xa, ..., xp.
Jezeli Xy # X, to — poniewaz przestrzei X jest skoniczenie wymiarowa
— jest ona na mocy wniosku 1.19 domknieta. Z lematu Riesza wynika, ze
istnieje wektor y € B taki, ze ||y — z|| > 5 dla dowolnego z € Xo. W szcze-
golnosci ||y — x| 21% dla j = 1,2,...,n. Otrzymalidémy sprzecznosé¢, bo

{x1,22,..., 2.} jest 5-siecig dla zbioru B. Zatem Xo = X, czyli przestrzen

X jest skonczenie wymiarowa. l

Whiosek 6.7. Jezeli dowolny domkniety i ograniczony podzbior przestrzeni
unormowanej X jest zwarty, to X jest przestrzeniq skoriczenie wymiarowg.

6.3. Operatory zwarte

Definicja 6.6. Operator liniowy A odwzorowujacy przestrzeri unormowang
X w przestrzen unormowang Y jest operatorem zwartym, jezeli przeprowa-
dza on dowolny zbiér ograniczony w zbiér warunkowo zwarty.

Twierdzenie 6.8. Niech X @Y bedqg przestrzeniami unormowanymi oraz
niech A: X — 'Y bedzie operatorem liniowym. Nastepujgce warunki sq réw-
nowazne:

(a) operator A jest zwarty;
(b) obraz kuli jednostkowej poprzez operator A jest warunkowo zwarty;

(¢) dla dowolnego ciggu ograniczonego (xy) w przestrzeni X istnieje podciag
(xn,) taki, Ze cigg (Axy, ) jest zbieziny.

Dowdd. Jest oczywiste, ze warunek (b) jest konsekwencja (a). Teraz poka-
zemy, ze z (b) wynika (c¢). Niech (x,) bedzie ciggiem ograniczonym w prze-
strzeni X. Zatem ||z,| < M dla wszystkich n i pewnej statej M > 0. Jezeli
wezmiemy ciag (M ~'z,), to jego wyrazy znajduja si¢ w kuli jednostkowej
B1(0) przestrzeni X. Poniewaz zbior A(B1(0)) jest warunkowo zwarty, wiec
na mocy wniosku 6.2 z ciagu (A(M~'z,)) mozna wybra¢ podciag zbiezny
(M~1Az,,). Wowczas réwniez i ciag (Azy,) jest zbiezny. W koricu udo-
wodnimy, ze (c) implikuje (a). Niech E bedzie ograniczonym podzbiorem
przestrzeni X iniech (y,,) bedzie dowolnym ciagiem elementéow zbioru A(E).
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Wowezas y, = Ax, dla pewnego x, € E (n =1,2,...). Poniewaz zbior £
jest ograniczony, wiec i ciag (x,) jest ograniczony. Zatem istnieje podciag
(xn,) taki, ze ciag (Azp,) jest zbiezny. Na mocy wniosku 6.2 zbior A(E)
jest warunkowo zwarty. B

Uwagi. 1. Poniewaz wszystkie operatory zwarte, jakie bedziemy tu roz-
wazaé, sa liniowe, nazwy operator zwarty uzywamy na okreslenie operatora
liniowego zwartego.

2. W przestrzeni skoriczenie wymiarowej kazdy operator liniowy ogra-
niczony jest zwarty, poniewaz przeprowadza on dowolny zbiér ograniczony
w zbibr ograniczony, a w przestrzeni skoiiczenie wymiarowej kazdy zbiér
ograniczony jest warunkowo zwarty (wynika to z wniosku 6.2 i twierdzenia
Bolzano-Weierstrassa).

3. W przestrzeni nieskoriczenie wymiarowej juz tak nie jest. Przykta-
dem operatora, ktéry nie jest zwarty, jest operator identycznosciowy I, bo
z twierdzenia 6.6 wynika, ze domknieta kula jednostkowa jest zbiorem ogra-
niczonym i domknietym, ktéry nie jest zwarty.

Twierdzenie 6.9. Kazdy operator zwarty jest ograniczony.

Dowo6d. Przypusémy, ze operator A jest zwarty, ale nie jest ograniczony.
Istnieje wtedy taki ciag wektorow (z,) w przestrzeni X, ze ||x,|| < 1 dla
n=12,...1|Ax,| = +oco. Ciag (Ax,) nie zawiera podciagoéw zbieznych,
mimo ze ciag () jest ograniczony. Przeczy to zwartosci operatora A. B

Definicja 6.7. Mowimy, ze operator liniowy A: X — Y jest skoriczenie
wymiarowy, jezeli jego obraz im A jest podprzestrzenig skoriczenie wymia-
rowg przestrzeni Y.

Twierdzenie 6.10. Jezeli X 1Y sq przestrzeniami unormowanyms, to kaz-
dy operator skoriczenie wymiarowy A € B(X,Y) jest zwarty.

Dow6d. Niech E bedzie ograniczonym podzbiorem przestrzeni X. Z nie-
rownosci ||Az|| < ||All||z] wynika, ze operator A przeprowadza zbiér E na
zbiér ograniczony A(E) C Y. A(FE) jako podzbior ograniczony przestrzeni
skoriczenie wymiarowej im A jest warunkowo zwarty w im A, a wiec tym
bardziej i w przestrzeni Y. B

Twierdzenie 6.11. Jezeli X Y sq przestrzeniami unormowanyms ¢ ope-
ratory Ay, Ao sq zwarte oraz « i B s¢ dowolnymi skalarami, to operator
a A1 + BAg jest rowniez zwarty.

Latwy dowdd tego twierdzenia pozostawiamy jako é¢wiczenie dla Czytel-
nika.
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Z twierdzenia 6.11 wynika, ze operatory zwarte tworza podprzestrzen li-
niowa przestrzeni B(X,Y"). Udowodnimy, ze przy zalozeniu zupelnosci prze-
strzeni Y jest to podprzestrzeri domknieta.

Twierdzenie 6.12. Niech X bedzie przestrzenig unormowang, a Y — prze-
strzeniq Banacha. Jezeli Ay, € B(X,Y) (n=1,2,...) sq operatorami zwar-
tymi i A, — A, to operator A tez jest zwarty.

Dowo6d. Niech € > 0 bedzie dowolne. Aby udowodnié, ze operator A jest
zwarty, wystarczy, na mocy twierdzenia Hausdorffa, wykazaé, ze obraz kuli
jednostkowej poprzez operator A ma skoriczona e-sie¢. Niech n bedzie tak
duze, ze ||A,— Al < %5. Poniewaz A,, jest operatorem zwartym, wiec istnieje
skoniczona %s—siec’ dla zbioru A, (B1(0)). Zatozmy, ze jest to {y1,...,yx}-
Wowczas zbior ten jest e-siecig dla zbioru A(B1(0)), gdyz dla dowolnego

x € By(0) istnieje wskaznik j taki, ze |4,z — y;|| < 3e, i wowczas
[Az —yjl| < [[Az — Anz|| + [[Anz — y;] <

1 1 1
A-—A = - —e=¢e. [ ]
< || nH+28<2€+25 €
W przypadku, gdy X = Y, mozemy udowodnié, ze operatory zwarte
stanowia ideal (dwustronny) algebry B(X). Mianowicie prawdziwe jest na-
stepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.13. Jezeli A € B(X) jest operatorem zwartym, a B opera-
torem liniowym ograniczonym na X, to operatory AB 1 BA sq zwarte.

Dowod. Jezeli zbior E C X jest ograniczony, to réwniez ograniczony jest
zbior B(E). Stad AB(E) = A(B(E)) jest warunkowo zwarte, co oznacza,
ze operator AB jest zwarty.

Jezeli E jest zbiorem ograniczonym, to zbior A(E) jest warunkowo zwar-
ty, a z ciaglosci odwzorowania B réowniez zbior BA(E) = B(A(E)) jest
warunkowo zwarty, a wiec operator BA jest zwarty. B

Whniosek 6.14. W nieskoriczenie wymiarowej przestrzent unormowanej X
operator zwarty nie moze mieé¢ ograniczonego operatora odwrotnego.

Dowo6d. Istotnie, w przeciwnym wypadku operator I = A~ A bylby zwar-
ty na X, a to jest niemozliwe. B

W przestrzeni funkcji ciagtych Cla, b] wazna klase operatorow zwartych
tworza operatory, ktére maja postaé

b
(6.7) Az(s) = / K (s, )z (t) di.
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Udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.15. Jezeli funkcja (s,t) — K(s,t) jest ograniczona na kwa-
dracie [a,b] x [a,b] © wszystkie jej punkty nieciggtosci lezg na skoriczonej
liczbie krzywych o rownaniach t = pi(s) (k=1,2,...,n), gdzie py sq funk-
cjami ciggltymi, to wzor (6.7) okresla w przestrzeni Cla, b] operator zwarty.

Dowo6d. Zauwazmy najpierw, ze przy wymienionych zalozeniach catka we
wzorze (6.7) istnieje dla dowolnego s z przedziatu [a, b]. A wiec y(s) = Ax(s)
jest funkcja okreslong na tym przedziale. Wezmy dowolne ¢ > 0. Niech
M = sup{|K(s,t)]: a < s < b, a <t < b} iniech G bedzie zbiorem tych
punktow (s,t), dla ktorych chociaz dla jednego k = 1,2,...,n spelniona

jest nieréwnosé
€

12Mn’
Przekrojem G(s) zbioru G z kazda prosta s = const jest suma przedzialow

[t — er(s)] <

n

6 = U{t: 1= nto) < g -

k=1

Niech F' bedzie dopetnieniem zbioru G do kwadratu [a, b] X [a, b]. Poniewaz
F jest zbiorem zwartym, a funkcja (s,t) — K(s,t) jest ciagla na F, wiec
jest jednostajnie ciagla (por. [27], tw. 4.13 z czesci I). Zatem istnieje 6 > 0

takie, ze
€

3(b—a)

dla dowolnych punktow (s1,t1), (s2,t2) € F spelniajacych warunek (s; —
—59)2 + (t; — t2)? < 62, Oszacujemy roznice y(s1) — y(s2) przy zatozeniu,
ze |s1 — sa| < . Mamy

‘K(Sl, tl) — K(Sg,tg)’ <

b
ly(s1) —y(s2)] < /|K(31,t1) — K(s2, t2)[(t)] dt.

Aby oszacowaé te calke, rozbijamy przedzial [a,b] na sume przedzialow
G(s1) UG(s2), ktora oznaczymy przez P, i pozostala czes¢ przedziatu [a, b],
ktora oznaczymy przez ). Zauwazmy, ze P jest sumg przedziatow, ktorych
dtugosé jest mniejsza niz 3 Otrzymujemy wiec

2
/\K(Sbtl) — K(s2,t2)l|2(t)] dt < gel2]|oo.
P



130 Operatory zwarte

Calke po ) szacujemy w nastepujacy sposob:

1
/!K(Shtl) — K(s2, to)|lz(t)] dt < gel|zfloo-

Zatem

(6.8) ly(s1) — y(s2)| < ellzfloo-

Konsekwencja tej nieréwnosci jest to, ze funkcja y jest ciagta, tzn. wzor
(6.7) definiuje operator przeprowadzajacy przestrzen Cla,b] w siebie. Dalej
z nieréwnosci (6.8) wynika, ze jezeli funkcje = sa zawarte w zbiorze ogra-
niczonym w przestrzeni Cla,b], to odpowiadajacy im zbior funkcji y jest
jednakowo ciagty. Ponadto, jezeli ||zl < C, to

lylloe = sup [y(s)| < sup /\Ks Dl ()] dt <

a<s<b a<s<b
< M(b— a)lalloo < MOG — a).

Zatem operator A przeprowadza kazdy zbioér ograniczony w przestrzeni
Cla,b] w zbiér funkcji wspoélnie ograniczonych i jednakowo ciagtych. Na
mocy twierdzenia Ascoliego-Arzeli zbior ten jest warunkowo zwarty. Zatem
operator A jest zwarty. B

Uwagi. 1. To, ze punkty nieciaglosci funkeji (s,t) — K(s,t) leza na skon-
czonej liczbie krzywych, przecinajacych proste s = const tylko w jednym
punkcie, jest istotne. Niech np.

1 dlas< %,
K(s,t) =

1
0 dlas>§

Operator (6.7) z tak okreslonym jadrem na kwadracie [0, 1] x[0, 1] i majacym
punkty nieciagltosci na odcinku s = %, 0 <t < 1, przeprowadza funkcje
x(t) =1 dla 0 <t <1 w funkcje nieciagta.

2. Jezeli K(s,t) =0dlat > s, to operator (6.7) bedzie mial postaé

:/K(s,t)x(t) dt

Jezeli funkcja K (s,t) jest ciagla dla t < s, to z tego, co udowodnilismy, wy-
nika, ze tak okreslony operator jest zwarty na przestrzeni C|a, b]. Operator
ten nazywa sie operatorem typu Volterry.
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Aby zakonczy¢ opis ogblnych wlasnosci operatoréw zwartych, udowod-
nimy jeszcze nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.16 (Schaudera). Jezeli A jest operatorem zwartym na
przestrzeni Banacha X, to operator sprzezony A’ jest réwniez zwarty.

Dowdéd. Niech (f,,) bedzie ciagiem funkcjonaléow liniowych ograniczonych
z kuli jednostkowej w przestrzeni sprzezonej X' i niech B bedzie kulg jed-
nostkowg w przestrzeni X. Poniewaz A jest operatorem zwartym, wiec zbior
K = A(B) jest zwarty.

Udowodnimy, ze zbiér @ = { n ’ rin=12.. } jest warunkowo zwarty
w przestrzeni C(K). Poniewaz zbior K jest ograniczony (por. [27], tw. 2.8
z czesci 1), wigc istnieje stata M > 0 taka, ze ||z|| < M dla kazdego = € K.
Stad dla dowolnego x € K in =1,2,... mamy

[fn(@)] < I fnllllz]l < M.

Zatem zbiodr @ jest ograniczony. Ponadto dla x1, o € K mamy

| fa(z1) = falz2)| < ([ fallllzr — 22| < (|21 — 22

Oznacza to, ze zbior funkeji @ jest jednakowo ciagly. Z twierdzenia Ascoliego-
-Arzeli wynika, ze zbidr @ jest warunkowo zwarty. Zatem z ciagu ( fn| K)
mozna wybraé podciag ( fr ’ K) zbiezny w przestrzeni C(K). Aby zakoriczy¢
dowdd, wystarczy pokazaé, ze ciag (A’ f,,) jest zbiezny.

Niech e > 0 bedzie dowolne. Istnieje ko takie, ze |fn, (y) — fn;(y)] <€
dla kazdego y € K i dowolnych k,j > kq. Jezeli x € B, to Az € K, a zatem
dla k, 7 > kg mamy

(A" fa )z = (A'fn) )2 = | fn, (Az) = fn; (Az)| < e.
Poniewaz x € B bylo dowolne, wiec stad otrzymujemy
”A/fnk - A,fn]H < € (kaj 2 ko)

Zatem ciag (A’ fy,) jest ciagiem Cauchy’ego, a poniewaz przestrzen X' jest
zupelna, wiec jest on zbiezny. B

Uwaga. W przypadku, gdy rozwazamy operatory na przestrzeni Hilberta,
dowdd twierdzenia Schaudera jest prostszy.

Dowo6d twierdzenia 6.16 przy zatozeniu, ze X jest przestrzenia Hilberta.

Niech (zy,) bedzie dowolnym ciagiem ograniczonym punktéw przestrzeni

X iniech M = sup||zy||. Udowodnimy, ze z ciagu (A*z,) mozna wybraé¢
n

podciag zbiezny.



132 Operatory zwarte

Poniewaz ciag (A*x,) jest ograniczony, wiec ze zwartosci operatora A
wynika, ze ciag (AA*x,) zawiera podciag zbiezny (AA*x,, ). Zatem

1A%, — A%y ||

(A (ny, — n, )y A* (2, — ) =
(AA*(xnk - xnj)a mnk - xnj> <

< [|AA* (@0, — 2 |2n, —

dla dowolnych wskaznikéw k i j. Stad mamy
HA*xnk - A*xnj ”2 < QMHAA*(xnk - xnj)”'

Zatem ciag (A*xy, ) jest ciagiem zbieznym, bo speinia warunek Cauchy’ego.
[ |

6.4. Widmo operatora zwartego

Lemat 6.17. Niech A bedzie operatorem zwartym na przestrzeni Banacha
X. Jezeli X # 0, to przestrzen ker(A — NI jest skoriczenie wymiarowa.

Dowod. Ze zwartosci operatora A wynika, ze kazdy ciag ograniczony (x,,),
xy, € ker(A — AI), zawiera podciag (zy, ) taki, ze (Azy, ) jest ciagiem zbiez-
nym. Mamy Az,, = Az, , co oznacza, ze ciag (zp,) jest zbiezny. Stad
wynika, ze kazdy ograniczony i domkniety podzbior przestrzeni ker(A — AT)
jest zwarty. Z wniosku 6.7 otrzymujemy, ze przestrzen ker(A — AI) jest
skoriczenie wymiarowa. ll

Lemat 6.18. Niech A bedzie operatorem zwartym na przestrzeni Banacha
X. Jezeli X # 0, to przestrzen im(A — \I) jest domknieta.

Dowdéd. Nalezy udowodnié, ze jezeli (y,,) jest dowolnym ciagiem w obrazie
im(A — ) iy, — y, to rowniez y € im(A — \I).

Najpierw wykazemy, ze istnieje ciag ograniczony (z,) taki, ze y, =
= (A — M )zy,. Poniewaz y, € im(A — M), wiec istnieje ciag (z,) (nie-
koniecznie ograniczony), dla ktorego v, = (A — Al)z,. Jezeli (wy,) jest
dowolnym ciagiem w ker(A — M) i x,, = 2z, — wy, to Yy = (A — A)zp.
Zatem, jezeli uda si¢ wybra¢ ciag (wy) wektorow z ker(A — AI) w taki
sposob, ze ciag (z, — wy) bedzie ograniczony, to zakoriczy dowod stwier-
dzenia. W tym celu wykazemy, ze wyrazenie d(z,) = dist(zy, ker(A — AI))
jest ograniczone jako funkcja zmiennej n. Przypu$émy, ze tak nie jest, tzn.
ciag (d(zy)) jest nieograniczony. Przechodzac w razie potrzeby do podciagu,
mozemy zaltozy¢, ze d(z,) — +00, gdy n — oo. Ponadto mozemy zalozy¢,
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1

ze d(z,) = 1 dla wszystkich n. Oznaczmy z/, = mzn Wykazemy, ze
Zn

wowczas d(z,) = 1. Dla dowolnego ¢ > 0 istnieje wektor v, € ker(A — AI)

taki, Ze ||z, — vn|| < d(2n) + €. Stad
/

1 1
|+ - d(zn) d(zn)

To oznacza, ze d(z),) = dist(z],,ker(A — \I)) < 1. Gdyby d(z],) < 1, to
|zl — un|| < 1 dla pewnego wektora u, € ker(A — AI). Wowczas byloby
|zn — d(zn)un|| < d(z,), co nie jest mozliwe, bo d(z,)u, € ker(A — \I).
Zatem d(z]) = dist(z],,ker(A — A\I)) = 1. Stad wynika, ze istnieje ciag
wektorow (t,) taki, ze t, € ker(A — XI) i ||z}, — t,]| < 2 dla wszystkich n.
Zatem ciag (w,) = (2], — t,,) jest ograniczony. Poniewaz operator A jest
zwarty, wiec przechodzac w razie potrzeby do podciagu, mozemy zalozy¢,
ze (Awy,) jest ciagiem zbieznym. Ponadto

1 1
A—=XN)zp = —yn )
d(zn)( M)z d(zn)y -0

bo (yn) jest ciagiem zbieznym, a wiec ograniczonym. Zatem ciag (w;,) jest
zbiezny. Niech w, — w, gdy n — co. Wowczas d(wy,) — d(w) oraz

<1+

U, e<1l+e.

(A= ADw, = (A— )2, =

Aw — dw = lim (Aw, — Aw,) = 0.

n—oo

Zatem w € ker(A — A1), czyli
0 =d(w) = lim d(w,) = lim d(z]) = 1.

n—oo n—oo
Otrzymana sprzecznos¢ pokazuje, ze istotnie ciag (d(zy)) jest ograniczony.
Tym samym udowodnili$émy istnienie ograniczonego ciagu (z,,), dla kto-
rego
Yn = (A — A)x,,.

Na mocy zwartosci operatora A ciag (z,) zawiera podciag (z,, ) taki, ze
(Azp, ) jest ciagiem zbieznym. Poniewaz yy, = (A —X)zp, 1 yn, — y, wiec
rowniez ciag (x,, ) jest zbiezny. Niech x,, — z. Wowczas

y = lim y,, = lim (Az,, — Az, ) = Az — Az,
k—o00 k—o0
czyliy € im(A — AI). &

Lemat 6.19. Jezeli A jest operatorem zwartym na przestrzeni Banacha X
10 > 0, to istnieje co najwyzej skoriczenie wiele wartosci wtasnych operatora
A o modutach wiekszych badz rownych §.
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Dowo6d. Przypusémy, ze teza nie jest prawdziwa. Istnieja wiec § > 0 1 cigg
(An) takie, ze ker(A — A\, I) # {0} i [A\y| > d dlan =1,2,... Mozemy zalo-
2y, 7e Ap # A dla n £ m. Niech x,, oznacza wektor wlasny odpowiadajacy
wartosci wlasnej A\, (n = 1,2,...). Wektory x1, x9, ..., 2, sa liniowo nie-

zalezne dla kazdego n. W przeciwnym wypadku istniatby wskaznik n taki,
n—1

ze wektory x1, @2, ..., Tp—1 bylyby liniowo niezalezne, a z, = ) ajz; dla
j=1

pewnych aq, ..., a,_1. Woéwczas

n—1 n—1
0= Ax, — \pxp = Zaj(Aazj — ) = Z a;j(Aj — Ap)z;.
j=1 j=1

Poniewaz \; # A\, dla j < n, wigc a1 = ag = ... = ap—1 = 01 w konse-
kwencji x, = 0, co nie jest mozliwe.
Niech X,, = span{x1,zo,...,2,}. Wowczas

1° X,, jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni X jako podprzestrzen
skoriczenie wymiarowa;

2° X, C Xy41 W sposob wlasciwy (n=1,2,...).

Zatem na mocy lematu Riesza istnieje ciag wektorow (z,) taki, ze

dla ze€X,-1 (n=2,3,...).

[N

i € Xn, ol =1, lzn —fl =

1 1
Al —z) Al —z0 ) = 2 —

1 1

gdzie x = )\—()\nzn — Az + )\—Azm. Ponadto A\, z, — Az, € X,,_1. Niech
n m

n >m. Wtedy Az, € X,,_1 oraz

1 1 1
Al =z ) A 2w )| =5 :
" (Anz > (Amz >H 2 dlan=m

1
Zatem ciag <A (Azn>) nie zawiera podciagéw zbieznych, a poniewaz
n

Mamy

1
= K

< (n=2,3,...),
[Anl

SN

wiec przeczy to zwartosci operatora A. B
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Twierdzenie 6.20 (Riesza o widmie operatora zwartego). Niech A
bedzie operatorem zwartym na zespolonej przestrzeni Banacha X. Wowczas:

(a) Kazda liczba A # 0 nalezgea do widma operatora A jest jego wartosciq
wlasng.

(b) Dla kazdego \ # 0 podprzestrzen ker(A—\I) jest skoriczenie wymiarowa.

(¢) Zbior wartosci wtasnych operatora A jest co najwyzej przeliczalny. Jego
punktem skupienia moze byc jedynie punkt A = 0.

Dowo6d. Czesé (b) jest trescia lematu 6.17. Natomiast czesé (c) wynika
z lematu 6.19. Istotnie dla dowolnego naturalnego n zbiér wartosci wlasnych
spelniajacych nier6wnosé |[A\| > — jest skoinczony. Zatem zbior wartosci
wlasnych operatora A jest co najgvlyz'ej przeliczalny. 7 lematu 6.19 wynika
réowniez, ze zadna liczba A # 0 nie moze byé punktem skupienia zbioru
wartosci wlasnych operatora A.

Pozostaje udowodnié, ze prawdziwa jest czesé (a) tezy. Przypusémy, ze
tak nie jest. Istnieje zatem liczba A\ # 0, ktéra nalezy do widma operatora
A, ale nie jest jego wartoscia wlasna. Oznacza to, ze ker(A — \I) = {0}
1im(A—AI) # X. Zatem istnieje yo € X takie, ze yo & im(A — A\I). Inaczej
mowiac, rownanie (A — A\ )z = yp nie ma rozwiazania.

Niech

Xo=X, X1 =im(A - \I), Xy =im(A - \)?,..., X, =im(A - XI)", ...

Kazdy ze zbioréw X, jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni X. Ponadto
kazda z podprzestrzeni X, jest domknieta na mocy lematu 6.18, bo jest
ona obrazem przestrzeni X poprzez operator postaci operator zwarty minus
A™M 1. Jest oczywiste, ze

Xn+1CXn (TLZO,LQ,)

Pokazemy, ze X,11 jest wlasciwa podprzestrzeniag przestrzeni X,. Aby to
udowodnié¢, zdefiniujmy

yn=(A—=AD"yp dla n=1,2,...

Wowezas ypn, € Xy, \ Xpt1.

Dowoéd poprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na n. Wiemy, ze jest
to prawda dla n = 0. Zalézmy, ze teza zachodzi dla liczby n. Pokazemy, ze
jest rowniez prawdziwa dla n + 1. Gdyby y,4+1 € X192, to istniatby wektor
To taki, ze yni1 = (A — A" 2xq. Zatem

(A= XI)"lyy = (A — XI)" 22,
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czyli
(A= M)y, = (A — X)) 2x.

Stad wynika, ze y, — (A — AI)""lzy € ker(A — A\I) = {0} i w konsekwencji
yn = (A — X)"Tlxg, czyli y, € X,41 wbrew zalozeniu indukcyjnemu.
Otrzymana sprzecznosé konczy dowod.

Udowodnilismy wiec, ze kazda z podprzestrzeni X, jest domknieta i X, 41
jest wlasciwym podzbiorem przestrzeni X,,. Na mocy lematu Riesza istnieje
ciag wektorow (z,) o nastepujacych wlasnosciach:

dla =z € Xn+1.

N | =

6.9)  zZmeXn amll=1 -z =

Mamy
Azp — Az = ANz — ),

1
gdzie v = zp, — X((A—)\I)zn - (A—)\I)zm). Jezelim > n, to zp, € X411 C
C X, 1z (6.9) wynika, ze

1
|Azp — Az || = 5])\] dla m >n.

Wobec tego ciag (Azy,) nie zawiera podciagéw zbieznych. Poniewaz ||z, || = 1
(n=1,2,...), wiec otrzymalismy sprzecznos¢ ze zwartoscia operatora A. B

Niech X bedzie przestrzenia liniowa skoriczenie wymiarowai A: X — X
operatorem liniowym. Wowczas zachodzi wzor (patrz [26], tw. 5.2)

dim X = dimim A + dim ker A.

7 tego wzoru wynika nastepujacy fakt:

Albo réwnanie niejednorodne Ax =y ma dla dowolnego wektora y € X
doktadnie jedno rozwigzanie, albo rownanie jednorodne Ax = 0 ma rozwig-
2amnia niezerowe.

Twierdzenie to nosi nazwe alternatywy Fredholma. Zauwazmy, ze alter-
natywa Fredholma nie zachodzi dla operatoréow (liniowych i ograniczonych)
na przestrzeniach nieskoriczenie wymiarowych.

Przyklad 6.1. Niech S bedzie operatorem jednostronnego przesuniecia na
przestrzeni fa, tzn. S(&1,&2,...) = (0,&1,&2, ... ). Wowcezas ker S = {0}, ale
im S # /3, bo im S nie zawiera wektorow postaci (£1,0,0, ... ).

Sytuacja jest inna w przypadku operatorow zwartych. Méwi o tym na-
stepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 6.21 (alternatywa Fredholma). Niech A bedzie operato-
rem zwartym na przestrzeni Banacha X. Wdowczas dla dowolnego \ # 0 albo
réownanie Ax — Ax = y ma doktadnie jedno rozwigzanie dla kazdego wektora
y € X, albo rownanie Ax — A\x = 0 ma rozwigzania niezerowe.

Dowo6d. Twierdzenie to jest bezposrednia konsekwencja twierdzenia Rie-
sza i oczywistego faktu, ze dowolna liczba A # 0 jest albo elementem widma
operatora A, albo do niego nie nalezy. B

6.5. Operatory catkowe. Twierdzenia Fredholma

W tym podrozdziale zajmiemy sie pewna klasg operatoréw zwartych
na przestrzeni Hilberta, niezwykle waznych z punktu widzenia zastosowar
w teorii réwnan catkowych. Sa to operatory catkowe z jadrem catkowalnym
z kwadratem.

Niech 2 C R¥ bedzie zbiorem mierzalnym (w sensie Lebesgue’a) o mie-
rze dodatniej. Niech K € Ly(£2 x (2). Okreslamy funkcje

(6.10) (Az)(s) = /K(s,t)x(t) dt.
2

Wykazemy, ze jezeli € Lo(£2), to caltka [ K(s,t)z(t) dt istnieje i jest skori-
N
czona dla prawie kazdego s € (2 oraz Ax € Lo({2). Poniewaz
/ | K (s,t)|* dsdt < oo,
x4

wiec na mocy twierdzenia Fubiniego
/K(s,t)|2 dt < oo,
2

dla prawie kazdego s € {2 i calka ta jest funkcja mierzalng zmiennej s oraz

(6.11) !ds!]K(s,t)]th://!K(s,t)\stdt.

02x82

Z nieréwnosci Schwarza otrzymujemy

2

I(Az)(s)? = /K(s,t)x(t) dt </|K(s,t)|2dt-/|x(t)|2dt.
P

N N
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Stad

012 [lanePdas< [ | [IKeoRd ) ds [l
(% N

0 0

czyli Az € Lo(£2). Z whasnosci catki wynika, ze A jest operatorem liniowym.
Ponadto uwzgledniajac (6.11), mozemy (6.12) przepisa¢ w postaci

1/2
el < Mial, gasie M= | [[1KGsPasde |
02x12

co oznacza, ze A jest operatorem liniowym ograniczonym.

Definicja 6.8. Funkcje K(s,t) nazywamy jgdrem operatora catkowego A
zdefiniowanego wzorem (6.10).

Zauwazmy, ze jadro jest wyznaczone jednoznacznie (z dokladnoscia do
zbioru miary zero) przez operator A.

Lemat 6.22. Jezeli dwa jgdra K1 i Ko okre$lajg ten sam operator catkowy
A, to Ki(s,t) = Ka(s,t) prawie wszedzie na 2 x 2.

Dowéd. Oznaczmy K(s,t) = Ki(s,t) — Ka(s,t). Pokazemy, ze jezeli dla
kazdej funkcji x € Lo(£2)

(6.13) /K(s, t)z(t)dt =0 prawie wszedzie na (2,
Q

to K(s,t) = 0 prawie wszedzie na {2 x £2. Wezmy dowolny ciag funkeji (¢p,),
stanowiacy baze ortonormalna przestrzeni Ly (§2). Z warunku (6.13) mamy

/K(s,t)gon(t)dtzo dla n=1,2,...
Q

Mnozac te rownosé przez ¢, (s) (m =1,2,...) i calkujac, zgodnie z twier-
dzeniem Fubiniego otrzymujemy

(6.14) //K(s,t)gom(s)gpn(t) dsdt =0 dla m,n=1,2,...

2x92
Poniewaz na mocy twierdzenia 2.27 zbior iloczynow ¢, (s)en(t) jest baza
ortonormalna przestrzeni Lo(f2 x §2), wiec z (6.14) wynika, ze K(s,t) =0
prawie wszedzie na {2 x 2. R
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Niech K € Lo(§2x 2) i niech A bedzie operatorem na przestrzeni Lo (§2)
danym wzorem

Az(s) = / K(s,Dz(t)dt (s € Q).
(7

Na mocy twierdzenia Fubiniego mamy

(Azx,y) —/ /K(s,t)x(t) dt | y(s)ds =

(0] (0]
_ / /K(s,t)y(s)x(t)dsdt: / (1) / K. 0y(s)ds | dt =
2% (0] (0]

:/ x(s)/K(t,s)y(t)dt ds = (x, A*y).
(0] k0]

Stad

A*y(s) = /K(t, s)y(t) dt (s € 2).
2

Wobec tego prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.23. Jezeli A jest operatorem catkowym na przestrzeni Lo(S2),
okreslonym przez jadro (s,t) — K(s,t), K € La(§2 x §2), to operator z nim
sprzezony A* jest operatorem catkowym okreslonym przez jadro (s,t) —
— K(t,s). Operator A jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy

(6.15) K(s,t) = K(t,s) prawie wszedzie na {2 x (2.

Jadro spetniajgce warunek (6.15) nazywamy jadrem symetrycznym.

Twierdzenie 6.24. Operator A € B(L2(£2)) z jadrem K € Lo(£2 x (2) jest
operatorem zwartym.

Dowo6d. Najpierw zauwazmy, ze jezeli K jest jadrem zdegenerowanym, tzn.

K(s,t) =Y yja;(s)bi(1),
j=1
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gdzie v; sa liczbami i aj, b; € La(£2) (j = 1,2,...,n), to operator A okre-
slony wzorem (6.10) jest skonczenie wymiarowy. Istotnie mamy

n
Az(s) = vja;(s) / b;(t)x(t) dt,
Jj=1 0

co oznacza, ze wektor Ax nalezy do podprzestrzeni skoriczenie wymiarowej
rozpietej na wektorach aq, ..., a,. Poniewaz ograniczone operatory skon-
czenie wymiarowe sa zwarte (patrz tw. 6.10), wiec stad wynika, ze kazdy
operator catkowy z jadrem zdegenerowanym jest zwarty.

Niech bedzie dane dowolne jadro K € Lo(£2 x §2). Wezmy jakakolwiek
baze¢ ortonormalna (¢,) w przestrzeni Lao(f2). Na mocy twierdzenia 2.27
funkcje

(6.16) (s,t) = ©n(s)pm(t) (n,m=1,2,...)

tworza baze ortonormalng w przestrzeni Lo(§2 x (2). Stad wynika, ze zbior
kombinacji liniowych funkcji (6.16) jest gesty w przestrzeni Lo(f2 x 2).
Kazda z tych kombinacji liniowych jest jadrem zdegenerowanym. Zatem
istnieje ciag (K,,) jader zdegenerowanych zbiezny do jadra K w przestrzeni
Lo (2 x £2), tzn.

(6.17) / | K (s,t) — K(s,t)[*dsdt — 0, gdy n — oo.
2x 982

Niech
Anr(s) :/Kn(s,t)x(t) Qi (n=1,2..).
02

Wtedy A,, — A jest operatorem o jadrze K, — K. Z (6.17) i nierownosci

4, = AP < [ [ 1Kasst) = K(s,0)P dsde
2x12

wynika, ze A, — A. Poniewaz kazdy z operatoréw A, jest zwarty, wiec na
mocy twierdzenia 6.12 operator A jest zwarty. B

Rozwazmy rownanie catkowe (Fredholma drugiego rodzaju)

(6.18) w@z/K@WNMH%@,
(9]
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gdzie K € Ly(2 x 2) i ¢, f € La(£2). Chcemy znalezé warunki na to, aby
rownanie to mialo rozwigzanie, oraz zbadamy wtasnosci jego rozwiagzan.
W naszych rozwazaniach istotne bedzie to, ze operator caltkowy jest zwarty,
a nie sam fakt, ze réwnanie to jest rownaniem catkowym. Zatem rozwazymy
abstrakcyjny wariant tego réwnania:

(6.19) p=Ap+ [,

gdzie A jest operatorem zwartym na przestrzeni Hilberta H oraz o, f € H.
Jezeli oznaczymy T'= I — A, to réwnanie (6.19) przybierze postaé

(6.20) Ty = f.

Bedziemy réwniez rozpatrywaé réwnanie jednorodne

(6.21) Typg =0
i rownania sprzezone

(6.22) T = g,
(6.23) T* g = 0.

Zwiazki pomiedzy wlasnodciami rozwiazan tych czterech réwnan sa wyra-
zone w nastepujacych twierdzeniach:

Twierdzenia 6.25 (Fredholma). (I) Rownanie niejednorodne Ty = f
ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ortogonalne do dowolnego
rozwigzania sprzezonego rownania jednorodnego T 1y = 0.

(IT) Albo rownanie Ty = f ma dla dowolnego f € H doktadnie jedno
rozwigzanie, albo rownanie jednorodne Ty = 0 ma rozwigzanie niezerowe.

(ITIT) Rownania jednorodne Ty = 0, T*y = 0 majg skoriczony zbidr
lintowo niezaleznych rozwigzan, przy tym wymiary przestrzeni rozwigzar
obu tych réwnan sq identyczne.

Czes¢ (II) tego twierdzenia nosi nazwe alternatywy Fredholma (por.
twierdzenie 6.21).

Dowéd. (I) Na mocy lematu 6.18 podprzestrzen im7T jest domknieta.
7 twierdzenia 4.11 otrzymujemy wiec, ze

kerT ®imT* = H
oraz
(6.24) kerT* @ imT = H.
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Stad juz wynika teza, bo f 1 ker T* wtedy i tylko wtedy, gdy f € imT,
tzn. istnieje ¢ takie, ze Tp = f.

(IT) Dowod tej czesci wynika z tego, ze albo liczba 1 nalezy do wid-
ma operatora zwartego A i woéwczas jest ona jego wartoscia wtasna, czyli
rownanie T'wg = 0 ma niezerowe rozwiazania, albo liczba 1 nie nalezy do
widma operatora A i wéwczas przeksztatcenie T jest bijekcja, czyli rownanie
T¢ = f ma rozwiazanie (i to dokladnie jedno) dla dowolnego f € H.

(III) Z twierdzen 6.20 (Riesza) i 6.16 (Schaudera) wynika, ze podprze-
strzenie ker T' i ker T™ sa skoniczenie wymiarowe. Pozostaje wykazaé, ze maja
one ten sam wymiar. Niech dimkerT = n i dimker T* = m. Przypus$émy,
ze n < m. Niech 1, ..., ¢, bedzie bazg ortonormalna dla ker T'; a 91, ...,
1 baza ortonormalna dla ker T*. Oznaczmy

Se="Ta+ Y (z.0))¢;.
j=1

Operator S powstaje poprzez dodanie do operatora 1" operatora skorczenie
wymiarowego. Ma wiec on postaé¢ I—operator zwarty, zatem mozemy do
niego stosowa¢ czesci (I) i (IT).

Pokazemy, ze rownanie Sx = 0 ma tylko rozwiazanie zerowe. Zatem
niech
n
(6.25) Tz + Z(x, @) ; = 0.
j=1

Poniewaz na mocy (6.24) wektory v; sa ortogonalne do wszystkich wektorow
postaci Tz, wiec z (6.25) wynika, ze

Tx =0
i w konsekwencji
(x,0;) =0 dla j=1,2,...,n.

Tak wiec, z jednej strony wektor x powinien byé¢ kombinacja liniowa wek-
toréw ¢;, a z drugiej strony jest do nich ortogonalny. Zatem x = 0, czyli
rownanie Sx = 0 ma tylko zerowe rozwiazanie. Z alternatywy Fredholma,
zastosowanej do operatora .S, wynika, ze istnieje wektor y € H taki, ze

Ty+> (¥, 0:)%; = Yni1.

j=1
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Jezeli pomnozymy to rownanie skalarnie przez ¥,y1, to z prawej strony
otrzymamy 1, a z lewej 0, bo Ty € im7', a imT 1 kerT™. OtrzymaliSmy
sprzeczno$¢. Nasze przypuszczenie, ze n < m, okazalo sie falszywe. Zatem
n = m. Zamieniajac operator T na T, otrzymujemy n < m i w konsekwen-
cjiin=m. 1

Uwaga. Udowodniliémy twierdzenia Fredholma dla réwnan postaci ¢ =
= Ap+ f, gdzie A jest operatorem zwartym na przestrzeni Hilberta. Twier-
dzenia te pozostaja prawdziwe w przypadku operatoré6w na przestrzeni Ba-
nacha X. Tylko wowczas réwnanie sprzezone ¢ = A'1) + g jest rownaniem
na przestrzeni sprzezonej X', a warunek ortogonalnosci (f, o) = 0 nalezy
rozumie¢ jako zerowanie sie na wektorze f € X kazdego funkcjonatu linio-
wego ograniczonego, nalezacego do podprzestrzeni ker 7 C X' rozwigzan
réwnania Ty = 0.

Cwiczenia

1. Niech (s,t) — K(s,t) bedzie funkcja ciagla na kwadracie [0,1] x [0,1]. Udo-
1

wodni¢, ze operator catkowy Az(s) = [ K(s,t)x(t)dt jest operatorem zwartym na
0

przestrzeni C|0, 1].

2. Niech (ai)oo

k=1 bedzie macierza nieskoniczona, spelniajaca warunek

Zimﬂz < 0.

j=1k=1

§ aiﬁk)%o

Operator A € B(¢3) jest zdefiniowany wzorem Az = (
k=1 j=

, gdzie x =
1

= (& ). Wykazaé, ze A jest operatorem zwartym.

3. Udowodnié, ze operator Volterry Va(s) = [ x(t) dt jest operatorem zwartym na

O —u

przestrzeni Lo[0, 1].

4. Niech a bedzie funkcja mierzalng i ograniczona na zbiorze mierzalnym {2 C R”,
nieréwna zeru prawie wszedzie. Wykazaé, ze operator A na przestrzeni Lo((2)
okreslony wzorem

(A2)(t) = al)e(t)  (te Q)
nie jest operatorem zwartym.

5. Niech X oznacza przestrzenn Banacha, ktorg tworza wszystkie funkcje ciagle
i ograniczone na prostej R z norma ||z||cc = sup{|z(t)|: t € (—o0, +00)}.
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Sprawdzi¢, ze operator catkowy A okreslony wzorem

+oo

(Az)(s) = /e_‘s_t‘:v(t) dt

— 00

przeksztalca przestrzenn X w siebie oraz jest liniowy i ograniczony. Ponadto wy-
kazaé¢, ze nie jest on operatorem zwartym. (Wskazdwka. Rozwazyé ciag funkcji
() takich, ze z,(t) =1 dlat < n, z,(t) =0dlat>n+11ix,(¢) jest liniowe na
przedziale [n,n + 1]).

6. Czy operator P, spelniajacy réwnosé P2 = P, moze by¢ zwarty?

7. Niech X bedzie przestrzenia unormowana, a ¥ — przestrzenia Banacha. Wy-

kazaé, ze jezeli ciag operatorow zwartych A, € B(X,Y) (n=1,2,...) jest zbiez-

ny (w przestrzeni B(X,Y)) do operatora A, to dla kazdego zbioru ograniczonego
o0

Z C X zbior |J An(Z) jest warunkowo zwarty.

n=1
8. Niech X bedzie nieskoriczenie wymiarowa przestrzenia Banacha i A € B(X) —
operatorem zwartym. Niech A € o(A). Udowodni¢, ze

(A= Mx) ' =Ky — %IX,

gdzie K jest operatorem zwartym.

9. Niech A bedzie takim operatorem zwartym na przestrzeni Banacha X, ze A"z —
— 0 dla kazdego © € X. Udowodnié, ze 1 ¢ o(A). Wykaza¢ na przykladzie, ze
zalozenie zwartosci operatora A jest istotne.

10. Niech (e,) bedzie baza ortonormalna nieskorniczenie wymiarowej przestrzeni
Hilberta H. Sprawdzi¢, ze operator A € B(H), okreslony wzorem

Ar = i
n=1

jest zwarty i nie ma wartosci wlasnych.

<.17, 6n>6n+1a

SRS

11. Niech (e,) bedzie ukladem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta H. Wykazac,
ze operator A w przestrzeni H, okreslony wzorem

Az = i /\n<1776n>6n7

n=1

jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy A, — 0.



Rozdzial 7

Twierdzenie spektralne

Glownym celem tego rozdziatu jest przedstawienie dowodu twierdzenia
spektralnego dla operatora samosprzezonego na przestrzeni Hilberta. Twier-
dzenie to jest bardzo waznym ,narzedziem” do badania wlasnosci ograni-
czonych operatoréw liniowych na przestrzeni Hilberta. Jego istota wynika
z faktu, ze sprowadza ono badanie wielu wlasnosci operatoréw samosprzezo-
nych (jak rowniez normalnych i unitarnych) do badania wtasnosci najprost-
szych operatoréw samosprzezonych, a mianowicie operatoréw rzutowania
ortogonalnego.

7.1. Operatory rzutowania

Niech M bedzie domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H. Wow-
czas z twierdzenia o rzucie ortogonalnym (twierdzenie 2.5) wynika, ze prze-
strzen H ma rozklad na ortogonalng sume prosta H = M @ M, a wiec
istnieje odwzorowanie P: H — H, ktére ma nastepujace wlasnosci:

i) P(H)=M (wn.29(i));

ii) P jest przeksztalceniem liniowym (wn. 2.9 (h));
iii) |P||=1o0ile M # {0} (wn. 2.9(d), (f));

iv) P = P* (wn.29(a));

v) P?=P (wn.29(b));

vi) ker P L im P (wn. 2.9(g), (i)).

Odwzorowanie P jest wyznaczone jednoznacznie i jest nazywane rzutowa-
niem ortogonalnym lub rzutem ortogonalnym przestrzeni H na podprze-
strzeni M. Poniewaz wszystkie rozwazane przez nas rzuty beda rzutowaniami
ortogonalnymi, w dalszym ciagu stowo ,ortogonalne” bedziemy opuszczac.

Zauwazmy, ze jezeli P jest rzutem na podprzestrzenn M, to operator I— P
jest rzutem na M.

(
(
(
(
(
(
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Istotnie, I — P jest operatorem samosprzezonym i (I — P)2 = I — P
oraz mamy x — Px 1 Px dla kazdego wektora x € H, a to oznacza, ze
im(I — P) = M~ (por. tw. 4.12).

Dwa operatory rzutowania P} i P, sa ortogonalne, jezeli PLP> = 0.
Warunek ten jest rownowazny temu, ze P, Py = 0. Mamy bowiem (P; P)* =
= PP =0.

Lemat 7.1. Na to, aby rzuty Py © Py byly ortogonalne, potrzeba i wystarcza,
aby ortogonalne byty podprzestrzenie M1 =im P; i My = im Ps.

Dowod. Jezeli PiP, =0, todla z1 € M; i x5 € My mamy
(x1,22) = (P11, Paza) = (x1, P1Paxg) = (21,0) = 0.

Na odwrét, jezeli My 1 Mo, to poniewaz Pox € My dla dowolnego
x € H, wiec P1Pox =0, czyli PP, =0. 1

Twierdzenie 7.2. Na to, aby suma rzutow P i Py byla rzutem, potrzeba
i wystarcza, aby te operatory byly ortogonalne. Wowczas im(Py + Pa) =
=imP; ®im P;.

Dowod. Niech P = Py + P, bedzie rzutem. Wowcezas z rownosci (P +
+ P2)? = P, + P, otrzymujemy PiP» + P,P; = 0. Mnozac te réwnosé
z lewej strony przez Pp, otrzymujemy Py P, + PP, Py = 0. Z kolei mnozac
otrzymang réwnos$é¢ z prawej strony przez P;, mamy PjPoP; = 0. Stad
i z poprzedniej réwnoéci wynika, ze PPy = 0.

Niech PP, = P, P; = 0. Woéwczas operator P; + P» jest samosprzezony
i zachodzi r6wnosé (Py+P;)% = Pi+ Py, a wiec P = P+ P; jest rzutem (por.
tw. 4.12). Z lematu 7.1 wynika, ze podprzestrzenie M7 = im P; i My = im P,
sg ortogonalne.

Dla dowolnego wektora x € H mamy

(7.1) Pr=Pix+ Poxr =x1+x9 € M1 D M.

Na odwroét, jezeli x = x1 + x0 € M ® My, to z réwnosci Pixo = 0
i Poxy = 0 otrzymujemy

(7.2) T =x1+ 29 = Pix1+ Poxy =
= Pi(x1 4+ 22) + Po(x1 + 22) = (P1 + P2)x = Pux.
Z (7.1) i (7.2) wynika, ze im P = M; ®& M,. &

Twierdzenie 7.3. Na to, aby iloczyn dwoch rzutéw Py i Py byt rzutem,
potrzeba i wystarcza, aby Py Py = Py Py. Wowcezas im(Py Po) = im PNim Ps.
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Dowé6d. Niech P = PP, bedzie rzutem. Wowczas jest on operatorem
samosprzezonym, a wiec mamy

PP, = (PP)* = P; P = PyPy.

Na odwrét, jezeli PP, = Po Py, to P jest operatorem samosprzezonym,
poniewaz
P*=(PP)" = (P,P)" =P P,=P

Ponadto
P? = (P\P,)? = PP,P,P, = P}P} = PP, = P.

Zatem P jest rzutem (por. tw. 4.12).

Niech x € H bedzie dowolne. Wowczas Px = Py Pox = PoPix € im PN
Nim P,. Z kolei, jezeli y € im P} Nim Py, to Py = P(Py) = Py = v.
Zatem im P =im Py Nim P,. &

Rzut Ps jest cze$cig rzutu Py, jezeli Py Py = Ps. Przechodzac do operato-
rOw sprzezonych, mozna sprawdzié, ze réwnosé ta jest rownowazna réwnosci

PP = Ps.

Lemat 7.4. Niech Py i Py bedq rzutami na przestrzeni Hilberta H. Naste-
pujgce warunki sq réownowazne:

(a) rzut Py jest czeScig rzutu Pi;
(b) || Paz|| < ||Piz|| dla kazdego x € H,;
(c) im P, CimPy.

Dowdéd. Udowodnimy najpierw, ze warunek (a) implikuje (b). Poniewaz
Py Py = Py, wiec mamy Py Pz = Pz dla dowolnego x € H. Stad

[ Pox|| = [P Pra|| < ([Pl Pre]| < [|Pr]].
Teraz pokazujemy, ze (c) jest konsekwencja (b). Jezeli x € im P, to
2]l = | Poz]| < [[Prz|l < ]
Stad ||Piz| = ||z||. Dalej mamy
I(I = P)z|* = (& — Piz,w — Piz) = ||2||* = 2(Pz, @) + | Pra||® =
= |l2|® - 2l| Pr||* + || Prz® = [|l2]* — || Pz|® = 0.

Zatem x € ker(I — P;) = im P.

W koricu pokazemy, ze z warunku (c¢) wynika (a). Jezeli im P, C im P,
to dla dowolnego z € H mamy Pox € im P;. Zatem P;(Pyx) = Pyx, skad
PP=PFP.1
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Twierdzenie 7.5. Rdznica Py — Py dwdch rzutéw jest rzutem wtedy i tylko
wtedy, gdy rzut P jest czeScig Py. Jezeli ten warunek jest spetniony, to
im(P) — Py) jest dopetnieniem ortogonalnym im Py w podprzestrzeni im P .

Dowod. Jezeli operator P; — Ps jest rzutem, to [ —(Py—Py) = (I—Py)+P»
jest takze rzutem. Na mocy twierdzenia 7.2 mamy (I — P;)Py = 0, czyli
PP, = P5, a to oznacza, ze P, jest czescia rzutu P;.

Na odwr6t, niech rzut P> bedzie czescig rzutu Pr. Wowcezas rzuty I — P
i P, sa ortogonalne i na mocy twierdzenia 7.2 operator (I — P;) 4+ P, jest
rzutem, a zatem i operator P, — P, jest rzutem.

Z warunku P; P, = P, wynika, ze rzuty P, — P> i P» sa ortogonalne.
Wowczas na mocy twierdzenia 7.2, im P} = im(P; — P2) @ im P». &

7.2. Twierdzenie spektralne w przestrzeni skorczenie
wymiarowej

Twierdzenie 7.6 (spektralne w przestrzeni skoriczenie wymiaro-
wej). Niech H bedzie skoniczenie wymiarowq przestrzeniq Hilberta i niech
A bedzie operatorem normalnym na H. Istniejg wowczas liczby zespolone
ai, ..., ap i rzuty ortogonalne Py, ..., P, (gdzie r < dim H = n) takie, Ze
(i)  liczby aq, ..., an sq parami rozne;

(ii) rzuty P; sq parami ortogonalne i rézne od zera;
T
(iii) Zle =1
j:

(iV) A= Z Oszj.

J=1

Dowdéd. Zakladamy, ze H # {0}, gdyz dla przestrzeni zerowej nie ma
czego udowadnia¢. Operator A ma wartosci wlasne, bo o(A) = op(A) # 0.
Niech aq, ..., a, beda wszystkimi parami réznymi warto$ciami wlasnymi
operatora A. Niech M; = ker(A —«;I), j =1,2,...,r. Wowczas M; L My,
dla j # k, bo wektory wlasne odpowiadajace réoznym warto$ciom wlasnym

T
sg ortogonalne (por. tw. 5.19). Ponadto, gdyby I — > P; # 0, to {0} #
j=1

T
# Hy = im (I - > PJ) C H. Wykazemy, ze A(Hy) C Hy. Podprzestrzenie
j=1
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M; = ker(A — a;I) redukuja operator A. Zatem PjA = AP; i jezeli y €

T T
€ im([ - > PJ>, toy =x — > Pjx dla pewnego x oraz mamy
j=1 J=1

Ay:Am—iAij:Am—inAa;Eim([—in)

Jj=1 Jj=1 J=1

Zatem A‘ Ho jest operatorem na Hy. Operator A‘ ., hie miatby wartosci
wlasnych. Zauwazmy bowiem, ze Az = Az dla x # 0 implikuje, ze X\ = «;
dla pewnego j. Wowczas Ax = ajz i o € M;, czyli x = Pjz. Gdyby

T T
x € im(I - > Pj>, to istniatby wektor y taki, ze y — ) Pjy = x. Stad
j=1 j=1

0=Py—> PPy=r,
k=1

sprzeczno$é. Zatem

7j=1
Mamy wiec
s s
r= 3 Ra=Ya
j=1 j=1

Stad

T T s

Azr = A< .Tj) = AZL’j = Z Oéijaf,
j=1 j=1 j=1

co koriczy dowod. B

Uwagi. 1. Jezeli operator A jest samosprzezony, to liczby a1, ..., o, sa
rzeczywiste na mocy twierdzenia 5.21.
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2. Jezeli w kazdej przestrzeni M; = ker(A — a;1) wybierzemy baze or-
tonormalna, to zbiér tych wszystkich wektoréw tworzy baze przestrzeni H,
w ktorej macierz operatora A ma postaé¢ diagonalng

op 0 00 0 0...0

0 0y OO O0...0
0 0 0ax O O...0

0 000 0 a...0

00 000 0...a

Na odwrot, operator, ktéory ma w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni
H macierz tej postaci, jest operatorem normalnym.

7.3. Twierdzenie spektralne dla zwartych operatorow
normalnych

Twierdzenie 7.7 (spektralne dla zwartych operatoré6w normalnych).
Niech A bedzie zwartym operatorem normalnym na nieskoriczenie wymiaro-
wej przestrzeni Hilberta H. Niech {\1, A2, A3, ...} bedzie zbiorem wszystkich
niezerowych wartosci wtasnych operatora A oraz niech Py, bedzie rzutem or-
togonalnym na podprzestrzen ker(A — A\, I). Wowczas:

(i) Jezeli zbior {1, A2, A3, ...} jest skoriczony, to
(7.3) A=>"APy

i A jest operatorem skoriczenie wymiarowym.

(ii) W przeciwnym wypadku

(7.4) A= i An P,
n=1

gdzie szereg ten jest zbiezny w mormie operatorowej na przestrzeni
B(H), a cigg (\,) jest uporzgdkowany w nastepujacy sposdb:

M=l = A3l > ... (N # M, gdy J#Kk).
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Dowod. W przypadku, gdy A jest operatorem zerowym, zbiér jego nieze-
rowych wartosci wlasnych jest pusty i twierdzenie jest oczywiste. Zat6zmy,
ze A # 0. Z twierdzen 5.19 1 4.16 wynika, ze ker(A — A, I) L ker(A — A, I)
dla n # m oraz ker(A — A\, 1) jest podprzestrzenia redukujaca operator A.
Na mocy wniosku 5.18 i twierdzenia Riesza o widmie operatora zwarte-
go istnieje Ay € op(A) takie, ze |A;| = [|A|. Niech M; = ker(A — A\ I),
Py: H — Mj niech bedzie rzutem ortogonalnym na M; i niech Hy = Mll
Poniewaz M redukuje operator A, wiec rowniez Hy ma te sama wlasnosc.

Niech Ay = A ‘ Hy Jezeli Ao = 0, to A jest operatorem skoriczenie
wymiarowym i A = A1 P;. Woéwcezas dowdd jest zakonczony. Niech wiec
Ay # 0. Na mocy wniosku 4.15 Ay jest zwartym operatorem normalnym
na przestrzeni Hs. Z wniosku 5.18 wynika istnienie wartosci wlasnej Ag
dla operatora As takiej, ze |A2| = ||Az2||. Zauwazmy, Ze Ao jest rowniez
wartoscia wlasna operatora A. Poniewaz ||As| < || A, wiec [Aa] < |[M\q].
Ponadto A1 # Ao, bo w przeciwnym wypadku mielibySmy

{0} # ker(Ag — Aol) C ker(A — Xol) = ker(A — \I) = M,

co nie jest mozliwe, bo ker(As—Aol) C Hy L M. Niech My = ker(A—Xo I).
Poniewaz My 1 M, wiec My C Hy i w konsekwencji My = ker(Ag — Ao I).

Niech Py: H — My bedzie rzutem ortogonalnym i niech Hy = (M @
e, Mg)L oraz niech A3 = A ’Hs' Jezeli A3 = 0, to A jest operatorem
skoniczenie wymiarowym i A = A1 P; + Ao Ps. Jezeli natomiast Az # 0, to
mozemy kontynuowaé dowod w taki sam sposob jak w poprzednim kroku.

Za pomoca indukcji otrzymujemy taki ciag (\,) wartosci whasnych ope-
ratora A, ze:

@) )= el == Pl =

(b) jezeli M, = ker(A — A\, 1), to |[Ap+1| = HA ‘(Mlea...@Mn)iH'

Jezeli ten proces w ktoryms kroku sie skoniczy, to operator A jest skoriczenie
wymiarowy i suma w (7.3) jest skoniczona. Zal6zmy wiec, ze otrzymalismy
nieskoniczony ciag (\y,) wartosci wtasnych operatora A i ciag podprzestrzeni
M, speliajacych warunki (a) oraz (b). Z warunku (a) wynika, ze istnieje
nieujemna liczba « taka, ze |\,| — a. Twierdzimy, ze o = 0, czyli A,, — 0.
Istotnie, jezeli e, € My, |len| = 1, to ze zwartosci operatora A wynika, ze
istnieja wektor h € H i podciag (ey,) takie, ze ||Aey,, — h|| — 0. Poniewaz
en L ey dlan#miAe,, = A\, en,, wiec

| Aen, — Aen,I2 = g + [Aa, 2 > 2.
J J

Poniewaz ciag (Aey, ) jest ciagiem Cauchy’ego, wiec o = 0.
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Niech P,,: H — M, bedzie rzutem ortogonalnym dlan =1,2,... Wez-
n

my operator A — > A\;jP;. Jezeli x € My, 1 < k < n, to
j=1

<A — ZAij)% = Ax — )\kaz =0.
J=1
Zatem

Mi®...0M, Cker(A—Z)\ij>.
j=1

Jezeli x € (My & ... @ My)*, to Pz = 0dlaj = 1,2,...,n. Stad (A—
n

> Pj) x = Ax. Poniewaz przestrzen (M ®. . .©M,)"* redukuje operator
j=1

A, wiec
n
[4=3"02] = Ml opsyell = sl 0.
j=1
o0
Zatem szereg Y A, P, jest zbiezny do A w normie operatorowej. Bl
n=1

Whiosek 7.8. Jezeli A jest zwartym operatorem normalnym na przestrzeni
Hilberta H, to istniejq cigg (un) liczb zespolonych i baza ortonormalna dla
podprzestrzeni (ker A)L takie, ze dla dowolnego x € H zachodzi rownosé

oo
Az = Z Mn<$a en>€n-
n=1

Dowod. Jezeli A jest operatorem zerowym, to twierdzenie jest oczywiste.
Zakladamy wiec, ze A # 0. Niech ()\,,) bedzie ciagiem wszystkich niezero-
wych wartosci wlasnych operatora A i niech P, bedzie rzutem ortogonalnym
na podprzestrzen M, = ker(A — \,I). Zauwazmy, ze

1
ker A = (span{Mn: n= 1,2...}) = (imA)*.

Istotnie, mamy ker A = ker A* = (im A)*. Poniewaz M, L M, dla n # k,
wiec dla dowolnego x € H zachodzi réwnosé

o0

[AZ]> =Y A Paz]|* = a1 Pa*.
n=1

n=1
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Stad Az = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy P,z = 0 dla kazdego n, czy-
li x € ker A wtedy i tylko wtedy, gdy « L M, dla kazdego n. Zatem
I
ker A = (span{Mn: n:1,2...}) . Niech L = im A. Wéwczas L =

=span{M,: n=1,2...}.
Przestrzenie L i ker A sa niezmiennicze dla operatora A, a poniewaz
ker A = L, wiec podprzestrzen L redukuje ten operator. Mozemy rozpa-

trzy¢ obciecie operatora A do podprzestrzeni L, A | ;- Niech {egn): j =
ORNG
J J
dla j =1,2,..., Ny Zbior {el): j = 1,2,...,Nyyn = 1,2,...} jest baza
ortonormalna dla przestrzeni L (por. tw. 2.20) i dla z € L mamy

= 1,2,...,N,} bedzie baza ortonormalna dla M,,. Zatem Ae:’ = A,e

oo Np

x = Z Z(x, egn))eg-n).

n=1 j=1

Stad

oo Np oo Np
Az = Z Z<£L’, egn)>Ae§n) = Z Z An(z, e§n)>e§-n).

n=1j=1 n=1j=1

Na zakoriczenie zauwazmy, ze jezeli ciag (\,,) jest skonczony, to operator A
jest skonczenie wymiarowy i wszystkie powyzsze sumy sa skorczone. H

Whniosek 7.9. Jezeli na przestrzeni Hilberta H istnieje zwarty operator
normalny A taki, ze ker A = {0}, to H jest przestrzeniqg osrodkowg.

7.4. Operatory dodatnie

Definicja 7.1. Niech H bedzie zespolona przestrzenig Hilberta. Operator
A € B(H) nazywamy dodatnim, jezeli (Az,x) > 0 dla kazdego = € H
(doktadniej nalezatoby moéwié¢ o operatorze nieujemnym).

Uwagi. 1. Zauwazmy, Ze na to, aby (Azx, x) > 0 dla kazdego x € H potrze-
ba, aby iloczyn skalarny (Ax,z) byl dla kazdego x € H liczba rzeczywista,
a to ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy operator A jest samosprzezony.
Zatem operatory dodatnie sa zawsze samosprzezone.

2. Operator identycznosciowy I jest dodatni.

3. Dla dowolnego operatora A € B(H) operatory A*A i AA* sa dodatnie.

4. Jezeli A jest operatorem samosprzezonym, to A? jest operatorem do-
datnim. Stad wynika, ze dowolny rzut jest dodatni.
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Bedziemy dalej pisa¢ A > 0 w przypadku, gdy A jest operatorem do-
datnim, oraz A > B, jezeli A i B sa operatorami samosprzezonymi oraz
A — B > 0. Relacja A > B ma nastepujace wlasnosci:

(i) A=A

(i) jereli A>BiB> A, toA=B;

(ii) jezeli A>BiB>C, toA>C;

(iv) jezeli A>2BiC>D,to A+C>B+ D

(v) jezeli A>01iA>=0,to A

(vi) jeZeili A >01i A7l istnieje (oraz jest operatorem ograniczonym), to
A7 >0

Dowody tych wlasnosci sa natychmiastowe. Pozostawiamy je jako éwi-
czenie dla Czytelnika.

Uwagi. 1. Operatory samosprzezone tworzg przestrzen liniowa nad ciatem
liczb rzeczywistych. Bedziemy ja oznaczaé¢ symbolem Bg,(H). Jest to pod-
przestrzen przestrzeni wszystkich operatoréw liniowych ograniczonych na H
z mnozeniem przez skalar zawezonym do ciata liczb rzeczywistych. Z wta-
snosci (i)—(iil) wynika, ze relacja A > B lub, co jest rownowazne, B < A
jest relacja cze$ciowo porzadkujaca w zbiorze operatoréw samosprzezonych
na przestrzeni Hilberta H. Jezeli dim H > 1, to nie jest ona relacja liniowo
porzadkujaca, bo zawsze znajda sie elementy nieporéwnywalne. Na przyktad
dla H = C? operatory odpowiadajace macierzom

(o) 2= ()

sa nieporéwnywalne.
2. Jezeli A jest operatorem samosprzezonym, to ze wzoru (por. tw. 4.7)

(7.5) [ Al = sup{[(Az, z)|: |lz|| <1}
wynika, ze
(7.6) —[[AlIT < A< [JA|L.

Dla x # 0 mamy bowiem

(AL = Az, z) = (Al (@, z) — (Az,z) =

= atlel? = ol (4 (o) A () ) 2

> [[Alllz]® = z)*[1A] = 0.
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Dla z = 0 nieréwnos¢ ((||A||I—A)x,x) > 0 jest oczywista. Zatem || A||]—
— A > 01w konsekwencji A < ||A||Z. Druga z nier6wnosci we wzorze (7.6)
otrzymujemy w podobny sposéb.

3. Jezeli m = inf{(Azx,z): ||z|| =1} i M = sup{(Az,z): |z| = 1}, to
dla dowolnego x € H mamy

m(z, ) < (Az, ) < M{z,2)
i w konsekwencji
ml <AL MI.

Ze wzoru (7.5) otrzymujemy
[ Al = max{[m], |M]}.

Ponadto jezeli A jest operatorem dodatnim, to 0 < m < M i ||A]| = M.

Twierdzenie 7.10. Operator samosprzezony A jest dodatni wtedy i tylko
wtedy, gdy o(A) C [0, +00).

Dow6d. Istotnie, jezeli A jest operatorem dodatnim, to m > 0, i z twier-
dzenia 5.22 wynika, ze o(A) C [m, M] C [0, +00).

Na odwrot, jezeli o(A) C [0, +00), to poniewaz m € o(A), na mocy tego
samego twierdzenia co poprzednio, wiec m > 0 i operator A jest dodatni. B

Lemat 7.11 (uogo6lniona nieré6wnosé Schwarza). Dia dowolnego opera-
tora dodatniego A na przestrzeni Hilberta H i dowolnych wektoréw x,y € H
zachodzi nieréuwnos$é

(7.7) (A, y)|* < (Az, 2)(Ay,y).

Nieréwnosé (7.7) nosi nazwe uogdlnionej nierownosci Schwarza.

Dowdéd. Niech zy = x+A(Az, y)y, gdzie A jest dowolna liczba rzeczywista.
Woéwcezas

0 < {Azx, 2n) = (Az,z) + 2A[(Az, ) |* + N*|(Az, y) [ (Ay, y).

Stad
Al(Az,y)|* — 4[(Az, y)[*(Az, 2)(Ay,y) <O

i w konsekwencji otrzymujemy nieréwnosé (7.7). B

Teraz wykazemy twierdzenie, ktore jest odpowiednikiem twierdzenia o zbiez-
noéci ciagé4w monotonicznych z analizy matematycznej.
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Twierdzenie 7.12. (a) Jezeli (A,,) jest niemalejgcym ciggiem operatoréw
samosprzezonych ograniczonym z gory, to dla dowolnego wektora x € H
istnieje li_)m Apr = Az, A jest operatorem samosprzezonym oraz A jest
przemier?neooz kazdym operatorem B, ktdry jest przemienny z wszystkimi
operatorami A,,.

(b) Analogiczne do (a) tylko dla nierosngcego ciggu operatorow (Ay).
Dowo6d. Udowodnimy czesé (a). Dowod czesci (b) jest analogiczny. Wy-
starczy rozwazy¢ przypadek, gdy

<A <Ay <...< I

Niech m < n. Wéwczas A, — A, > 0 1 na mocy uogélnionej nieréwnosci
Schwarza mamy

[(An — Am)m||4 (An — Ap)z, (Ap — Am)$>2

(A — Az, z) (A — Am)2m, (A, — Ap)x).

NN

Poniewaz 0 < A4,, — A, < I, wiee ||Ap, — Ap|| < 11 mamy
1(An = Am)a|* < (Anz, 2) — (Amz, )| 2]*.

Poniewaz ciag liczbowy ((A,z,z)) jest niemalejacy i ograniczony, wiec jest
on zbiezny. Z otrzymanej nieréwnosci wynika, ze ciag wektorow (A,x) jest
rowniez zbiezny. Na mocy twierdzenia 3.3 operator A zdefiniowany réwno-
Scig Ax = le Apx jest liniowy i ograniczony. Z ciaglosci iloczynu ska-
larnego Wyr?ikz:,o ze A jest operatorem samosprzezonym. Natomiast jezeli
A, B = BA, dla operatora B i wszystkich n, to

ABx = hm A,Bx = lim BA,x = BAx. [ ]

n—oo

7.5. Rachunek funkcyjny

W dalszym ciggu A bedzie ustalonym samosprzezonym operatorem na
przestrzeni Hilberta H. Niech m = inf{(Axz,z): ||z| = 1} oraz M =
= sup{(Az,x): ||z|| = 1}. Wowczas mI < A < MI. Zauwazmy, ze gdy
m = M, to operator A jest réwny ml. Aby nie rozwazaé tego trywialnego
przypadku, bedziemy zaktadaé¢, ze m < M. Rozwazymy przestrzen liniowa
P wszystkich funkeji rzeczywistych okreslonych na przedziale [m, M| postaci

(7.8) p(A) = ap + A + @A 4 . o\,
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gdzie n jest nieujemng liczba catkowita, a ag, a1, ..., ap sa liczbami rze-
czywistymi. Tak wiec funkcje z przestrzeni P sg wielomianami o wspot-
czynnikach rzeczywistych. Poniewaz przedzial [m, M] jest wlasciwy, kazda
funkcja p € P jest wyznaczona jednoznacznie poprzez reprezentacje (7.8).
Dla p € P definiujemy operator p(A) za pomoca wzoru

(7.9) p(A) = apl + a1 A+ agA* + ...+ a, A"

Oczywiscie operator p(A) jest samosprzezony. Zatem przyporzadkowanie
p — p(A) odwzorowuje przestrzen P w przestrzen By, (H). Jest oczywiste,
ze ponadto

(rg)(A) = p(A)q(A)

dla dowolnych p, ¢ € P. Odwzorowanie to zachowuje porzadek, a mianowicie
prawdziwy jest nastepujacy lemat.

Lemat 7.13. Jezeli p,q € P sq takie, ze p(A) = q(A) dla X\ € [m, M], to
p(4) = q(A).

Dowod. Wystarczy wykazaé, ze jezeli p(A) > 0 dla A € [m, M], to p(A)
> 0. Na mocy twierdzenia 7.10 wystarczy udowodni¢, ze o(p(4)) C [0, +00
Z twierdzenia o odwzorowaniu spektralnym (tw. 5.10) wiemy, ze o(p(A4)) =
= p(o(A)). Poniewaz o(A) C [m,M] (patrz tw. 5.22), wiec p(c(A)) C
C [0,400). W

>
)-

Zbiér wszystkich funkcji dodatnich z przestrzeni P, czyli takich p, ze
p(A\) = 0 dla wszystkich A\ € [m, M], oznaczymy symbolem P*. Zatem
lemat 7.13 moéwi, ze jezeli p € PT, to p(A) jest operatorem dodatnim.

Definicja 7.2. Oznaczmy przez C; zbidr wszystkich funkcji rzeczywistych f
okreslonych na przedziale [m, M] takich, ze istnieje ciag (p,) funkcji z prze-
strzeni P* majacy nastepujace wlasnosci:

(a) 0 < ppy1(N) <pp(N) dlan=1,2,... i X € [m, M];
(b) nli_)rgopn()\) = f(A) dla A € [m, M].

Jest oczywiste, ze jezeli f,g € C1 1 o = 0, to réowniez f + g € C; oraz
af € C1. Ponadto jest jasne, ze funkcje nalezace do zbioru C; sg ograniczone
na przedziale [m, M]. Zbiér wszystkich rzeczywistych funkcji ograniczonych
na przedziale [m, M|, ktore dadza sie przedstawi¢ w postaci roznicy f — g
funkcji f i g ze zbioru C;1, oznaczymy symbolem Csy. Jest to podprzestrzen
liniowa przestrzeni wszystkich funkcji rzeczywistych, ktore sa ograniczone
na przedziale [m, M|. Zauwazmy, ze P C Ca2, bo dowolny wielomian p € P
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mozna zapisa¢ w postaci p = (p+al)—al, gdzie « jest taka liczba dodatnia,
ze p+al 2 0.
Przestrzeri Cy jest duzo wieksza, o czym moéwi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 7.14. Przestrzen Cr[m, M| wszystkich rzeczywistych funkcji
ciggltych na przedziale [a, b] jest podprzestrzeniq przestrzeni Cs.

Dowo6d. Niech f € Crlm, M]. Wowcezas f = f+—f~, gdzie fT = max{f,0}
i f~ = —min{f,0}. Poniewaz f* > 01 f~ > 0 oraz funkcje te sa rowniez
ciagle na przedziale [m, M|, wiec mozemy zalozyé¢, ze f > 0. Na mocy
twierdzenia aproksymacyjnego Weierstrassa (patrz [27], wn. 7.29 z czesci
II) istnieje ciag wielomianow (p,,) taki, ze

- (3323 <465

dla wszystkich A € [m, M]in=1,2,... Stad

)+ < V) < )+

n+1
dla wszystkich A € [m, M]. Jest oczywiste, ze p, € PT, ppt1 < pn dla
n=1,2...1 li_>m pn(A) = f(A) dla X € [m, M]. Zatem f €C;. R

n o

Naszym celem jest rozszerzenie odwzorowania p — p(A) z przestrzeni
P na przestrzen Cy, czyli chcemy zdefiniowaé operator samosprzezony f(A)
odpowiadajacy funkcji f € Cy. Ponadto chcemy to zrobié¢ tak, aby zachowaé
algebraiczne i porzadkowe wlasnosci tego przeksztatcenia.

Lemat 7.15. Jezeli (p,) jest ciagiem wielomiandw z PT takim, ze ppi1 <
< pp dlan=1,2,..., to cigg operatoréw p,(A) dgzy punktowo do operatora
dodatniego.

Dowéd. Z lematu 7.13 wynika, ze 0 < ppy1(A) < pu(A) dlan=1,2,...
Zatem na mocy twierdzenia 7.12 (b) ciag (pn(A)) jest zbiezny punktowo do
operatora samosprzezonego B. Zauwazmy, ze operator B jest dodatni, bo
mamy

(Bz,x) = <nli_>nolopn(A)m,3:> = nh_)ngo(pn(A):E,@ > 0. [ |

Lemat 7.16. Niech (p,) i (gn) bedq ciggami w Pt takimi, ze ppi1 < pn
L n+1 < Gn dlan =1,2,... i niech operatory B i C bedq granicami punkto-
wymi ciggow (pn(A)) i odpowiednio (q,(A)). Wowczas, jezeli li_>m pr(A) <
n—oo
< lim ¢, () dla X € [m, M], to B<C.
n—oo
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Dowod. Poniewaz ciagi liczbowe (py, (X)), (¢n())) sa nierosnace i ograni-
czone z dotu, wiec sa one zbiezne dla A € [m, M]. Niech k bedzie ustalona
liczba naturalna. Wowcezas dla A € [m, M] mamy

(7.10) Jim (pn(A) = gr(A)) < lim pp(A) — lim g, (A) <0

Niech r, = max{p, — q&,0} dlan = 1,2,... Z nieréwnosci (7.10) wynika,
ze nhl& rn(A) = 0 dla kazdego A € [m, M]. Ponadto z monotonicznosci
ciagu (p,) wynika, ze r,41 < 7, dlan = 1,2,... Z twierdzenia Diniego
([22], tw. 7.13) (ktore mowi, ze cigg monotoniczny funkcji cigglych zbiezny
punktowo na przedziale domknietym do funkcji ciggtej jest na tym przedziale
jednostajnie zbiezny), otrzymujemy jednostajna zbieznosé do zera ciagu (ry,)
na przedziale [m, M]. Zatem dla dowolnego £ > 0 istnieje wskaznik ng taki,
ze 0 < mp(A) < e dla kazdego A € [m, M] i wszystkich n > ng. Stad
otrzymujemy pp(A) — qx(A) < e dla wszystkich A € [m, M] in > ng. Na
mocy lematu 7.13 mamy py,(A) < qr(A) + €I dla wszystkich n > ng. Stad

(7.11) (pa(A)z, 2) < {qe(A)z, z) + ellz]|.

Poniewaz

(Bz,x) = <nh_>ngopn(A)az,a:> = lim (p,(A)z, x),

n—o0

wiec przechodzac w nieréwnosei (7.11) do granicy, n — oo, otrzymujemy
B < qi(A) 4 €l. Poniewaz k byto dowolna liczba naturalna, wiec przecho-
dzac ponownie do granicy, k — oo, otrzymujemy B < C +¢el. Z dowolnosci
€ >0 wynika, ze B< C. R

Definicja 7.3. Niech f € C; i niech (p,) bedzie dowolnym ciagiem wielo-

mianéw z P, ktéry ma nastepujace wlasnosci: ppi1 < p, dlan=1,2,...

i li_>m pn(A) = f(A) dla A € [m, M]. Na mocy lematu 7.15 ciag (pn(A)) jest
n oo

punktowo zbiezny do operatora dodatniego, ktory oznaczymy przez f(A).

Z lematu 7.16 wynika, ze ta definicja jest poprawna, a wiec tak zde-
finiowany operator f(A) nie zalezy od wyboru ciagu wielomianow (py,).
Istotnie, niech (g,) bedzie innym ciggiem wielomianéw dodatnich takim, ze
nt1 < gndlan =1,2...1 nlgrgoqn(A) = f(A) dla A € [m, M]. Niech B
bedzie punktowa granica ciagu operatorow (g,(A)). Z lematu 7.16 wynika,
ze B< f(A)1 f(A) < B. Stad B = f(A).

Ponadto zauwazmy, ze jezeli p € PT, to operator p(A) okreslony powyzej
jest identyczny z operatorem zdefiniowanym za pomoca wzoru (7.9). Aby sie
o tym przekonaé, wystarczy w definicji 7.3 wziaé¢ ciag p, = pdlan =1,2,...
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Lemat 7.17. Odwzorowanie f — f(A) ze zbioru C; w zbior operatorow
dodatnich ma nastepujgce wltasnosci:

(a) (f +9)(A) = f(A) +g(A) dia f,g€Cy;
(b) (af)(A) =af(A) dia feCy, az0;
(c) (f9)(A) = f(A)g(A) dia f,g € Cy;

(d) jezeli f,geCr i f<g, to f(A) <g(A).

Dowdéd. Whasnosci (a) i (b) sa oczywiste, a wlasnosé (d) wynika z lematu

7.16. Aby udowodni¢ (c), wybierzmy ciagi (pn) i (¢n) ze zbioru P spel-

niajace warunki: pp41 < pp i g1 < ¢ dlan=1,2,... oraz lim p,(\) =
n—oo

= f(A)i 11_>m gn(A) = g(N\) dla A € [m, M]. Mamy pp+1gn+1 < Pngn Oraz
h_)m (Pngn)(A) = (fg)(A) dla A € [m, M]. Zatem operator (fg)(A) jest

granica punktowa ciagu operatorow ((pngn)(A)). Poniewaz operatory f(A)
i pp(A) sa samosprzezone, wiec dla dowolnego z € H mamy

(f(A)g(A))z,z) = (f(A)(g(A)z), ) = (9(A)z, f(A)z) =
= hm < n(A z,p n( ) > hm <pn(A)(Q7L(A)x)7x> =

~ ((pn(A)qn( )z, x) —HILH;O<(pnqn)(A)x7$> =

Z wniosku 4.2 otrzymujemy rownosé¢ f(A)g(A) = (fg)(A). m
Teraz rozszerzymy odwzorowanie f +— f(A) na przestrzen Co.

Definicja 7.4. Niech f € Cy. Bierzemy g, h € C; takie, ze f = g — h i defi-
niujemy operator f(A) za pomoca wzoru f(A) = g(A) — h(A). Oczywiscie
f(A) jest operatorem samosprzezonym. Zauwazmy, ze jego definicja nie za-
lezy od wyboru funkcji g i h. Istotnie, jezeli f = g1 — hq, gdzie f1,g1 € Cq,
to g+ h1 = h + g1. Wowczas z lematu 7.17 mamy

9(A) + i (A) = (9 + m)(A) = (h + g1)(A) = h(A) + g1(A)

i w konsekwencji g(A) — h(A) = g1(A) — hi(A). Jest rowniez oczywiste, ze
jezeli f € Cy, to definicje 7.3 1 7.4 operatora f(A) sie pokrywaja.

Twierdzenie 7.18. Odwzorowanie f — f(A) z przestrzeni Co w przestrzen
Bsa(H) okreslone w definicji 7.4 ma nastepujgce wtasnosci:

(a) jest liniowe;

(b) (f9)(A) = f(A)g(A) dla f,g € C;
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(c) jeseli f,g € Cyi [ <g, to f(A) < g(A).

Dowdéd. Liniowosé¢ przeksztatcenia f +— f(A) wynika z czesci (a) i (b)
lematu 7.17. Czes¢ (c) wynika z wlasnosci relacji porzadku w zbiorze opera-
torow dodatnich. Udowodnimy czes¢ (b) lematu. Niech f =s—tig=u—wv,
gdzie s,t,u,v € C;. Wowczas su+tv, sv+tu € C1 i fg = su+tv— (sv+tu).
Zatem (fg)(A) = (su+tv)(A) — (sv + tu)(A) 1 mamy

f(A)g(A) = (s(A) — t(A))(u(4) —v(A)) =
= s(A)u(A4) + t(A)v(A) — (s(A)v(A) + t(A)u(A)) =
= (su+tv)(A) — (sv+tu)(A) = (fg)(A). [ |

Uwagi. 1. Odwzorowanie f — f(A) jest nazywane rachunkiem funkcyj-
nym. Pozwala ono rozwazaé¢ funkcje od operatora samosprzezonego A odpo-
wiadajace ciagltym funkcjom rzeczywistym okreslonym na przedziale [m, M].

Zauwazmy, ze mozna je rozszerzy¢ na funkcje ciggte przyjmujace warto-
Sci zespolone. Istotnie, jezeli f = u + v jest rozkladem funkcji f na czesci
rzeczywista i urojona, to poniewaz sa one rowniez funkcjami ciaglymi, ist-
nieja operatory u(A) i v(A). Mozemy zatem zdefiniowaé¢ operator f(A) za
pomoca wzoru f(A) = u(A) + iw(A). Oczywiscie ten operator nie jest juz
samosprzezony, ale poniewaz operatory u(A) i v(A) sa przemienne, wiec
f(A) jest operatorem normalnym (por. tw. 4.9).

2. Definicja operatora f(A) jest niekonstruktywna, dlatego trudno ja
wykorzystaé do praktycznego wyznaczenia tego operatora. W nastepnym
podrozdziale przedstawimy reprezentacje catkowa operatora f(A), ktora jest
pod tym wzgledem duzo wygodniejsza.

Definicja 7.5. Operator samosprzezony B jest pierwiastkiem kwadratowym
z operatora dodatniego A, jezeli A = B2.

Poniewaz funkcja A — /X jest ciagla na przedziale [0, +00), wiec z twier-
dzenia 7.14 i definicji 7.4 wynika, ze dla kazdego operatora dodatniego
A istnieje doktadnie jeden dodatni pierwiastek kwadratowy. Bedziemy go
oznacza¢ symbolem v/A. Na zakonczenie tego podrozdzialu przedstawimy
bezposredni dowod prawdziwosci tego stwierdzenia.

Twierdzenie 7.19. Istnieje doktadnie jeden dodatni pierwiastek kwadra-
towy B z operatora dodatniego A. Ponadto jest on przemienny z kazdym
operatorem przemiennym z operatorem A.

Dowo6d. Najpierw udowodnimy istnienie operatora o zadanych wtasno-
$ciach. Z nier6wnosci (7.6) wynika, ze bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan
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mozemy ograniczy¢ sie do przypadku, gdy A < I. Tworzymy nastepujacy
cigg operatorow:

1
(7.12) By =0, Bn+1:Bn+§(A—BEL) dla n=0,1,2,...

Na mocy tatwej indukcji otrzymujemy, ze operatory B, sa samosprzezone
dla dowolnego n i przemienne z dowolnym operatorem, ktory jest prze-
mienny z operatorem A. W szczegblnosci B, B, = B, B,. Prawdziwe sg
nastepujace réwnosci:

(718)  I-Bua = (- B+ (I 4),
(7.14)  Buyr — By — % (1= Bot)+ (I = Bn)) (By— Bu_1).

Z (7.13) wynika, ze By, < I dla dowolnego n. Natomiast z (7.12) i (7.14),
poprzez indukcje, wynika, ze B,11 — B, > 0. Zatem B,, < Bpy1 dlan =
=0,1,2,... Stad i z (7.12) wynika, ze operatory B,, sa dodatnie. Ciag (By,)
jest niemalejgcym ciggiem operatorow dodatnich, ktéry jest ograniczony
z gory. Na mocy twierdzenia 7.12 (a) jest on zbiezny do pewnego operatora
samosprzezonego B. Operator B jest oczywiscie dodatni. Po przejéciu do
granicy w réwnosci (7.12) otrzymujemy

B:B+%(A—B2),

skad wynika, ze B2 = A. Poniewaz kazdy z operatoréw B,, jest przemienny
z dowolnym operatorem przemiennym z A, wiec taka samg wtasnosé¢ ma
operator B.

Teraz wykazemy, ze dodatni pierwiastek kwadratowy z operatora dodat-
niego jest wyznaczony jednoznacznie. Niech C bedzie operatorem dodatnim,
ktory spetia rownosé C? = A. Wowcezas CA = CC? = C?C = AC, a za-
tem BC = C'B. Wybierzmy dowolny wektor x € H i niech y = (B — C)z.
Wowczas

(By,y) +(Cy,y) = (B+C)y,y) =((B+C)(B—-C)x,y) =
= ((B* = C*)z,y) = 0.

Poniewaz B i C' sg operatorami dodatnimi, wiec stad wynika, ze (By,y) =
= (Cy,y) = 0. Z pierwszej czesci dowodu wynika, ze B = D? dla pewnego
operatora dodatniego D. Zatem

| Dy||* = (Dy, Dy) = (D*y,y) = (By,y) = 0.
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Stad Dy = 0 i w konsekwencji By = D(Dy) = 0. Analogicznie Cy = 0.
Mamy wiec

1Bz — Cal2 = (B - C)2a,a) = (B - C)y,x) = 0,
co oznacza, ze Bx = C'z dla dowolnego = € H, czyli B=C. 1

Whiosek 7.20. Illoczyn dwdch przemiennych operatoréw dodatnich jest row-
niez operatorem dodatnim.

Dowo6d. Niech A i B beda takimi operatorami dodatnimi, ze AB = BA.
Wowezas operator A jest rowniez przemienny z operatorem v/ B. Zatem dla
dowolnego wektora © € H mamy

(ABz, ) = (AVBVBz,) = (VBAVBz, 1) = (A(WBz),VBz) >0. ®

Whniosek 7.21. Jezeli A @ B sq operatorami samosprzezonymi przemien-
nymi z operatorem dodatnim C i A > B, to réwniez AC > BC.

7.6. Twierdzenie spektralne dla operatora samosprzezonego

Naszym celem w tym podrozdziale jest wykazanie twierdzenia spektral-
nego dla operatoréw samosprzezonych na nieskoriczenie wymiarowej prze-
strzeni Hilberta. Dow6d bedzie polegal na zbudowaniu pewnej funkcji zwa-
nej rozktadem identycznosci generowanym przez operator samosprzezony,
a nastepnie za jej pomoca — na znalezieniu reprezentacji catkowej dla da-
nego operatora.

Niech, jak poprzednio, A bedzie ustalonym samosprzezonym operatorem
na przestrzeni Hilberta H. Niech m = inf{(Az,z): ||z| = 1} oraz M =
= sup{(4zx,z): [|z|| = 1}. Wowczas mI < A < MI. Aby nie rozwazaé
trywialnego przypadku, bedziemy zaktadaé, ze m < M.

Najpierw zbudujemy pewna rodzine rzutéw odpowiadajaca operatorowi
A. Dowolnej liczbie rzeczywistej p przyporzadkujemy funkcje rzeczywista
e, okreslong w nastepujacy sposob: jezeli m < pu < M, to definiujemy

1, gdy m<A<uy,
en(A) =
0, egdy p<A<M;
jezeli natomiast p < m, to e, =0, a dla p > M definiujemy e, = 1.

Lemat 7.22. Funkcja e, nalezy do zbioru C1 dla dowolnej liczby rzeczywi-
stejg .
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Dowo6d. Niech p bedzie liczba rzeczywista. Jezeli p < m lub p > M, to
funcja e, jest stala, a wiec nalezy do C;.

Niech m < @ < M i niech N bedzie najmniejsza liczba naturalna, dla
ktorej p + % < M. Dlan > N definiujemy funkcje

1, gdy m <A< p,
faQ) =S —nA+np+1, gdy p<A<p+i,
0, gdy s+1<a< M.

Whprost z tej definicji wynika, ze f,, jest funkcja ciagla na przedziale [m, M]
oraz ze le fn(A) = eu(X) dla A € [m, M]. Ponadto 0 < fry1 < fpdlan =
=N,N 7—L{— 10,0. .. Z twierdzenia aproksymacyjnego Weierstrassa otrzymujemy
ciag wielomianéw (p,,) taki, ze

FaX) + gy < palX) < Fa0) + o

dla kazdego A € [m, M] i wszystkich n = N,N + 1,... Jest oczywiste,

ze pp € P, ppy1 < ppdlan = N,N+1,...1 lim p,(A) = ¢,()) dla
n—oo

A € [m, M]. To oznacza, ze e, € C;. R

Na mocy definicji 7.3 kazdej funkcji e, odpowiada jednoznacznie wyzna-
czony operator dodatni e, (A) = E,,, ktory jest punktowa granica ciagu wie-
lomianow od operatora A. Ponadto, poniewaz e2(X) = e, (X) dla X € [m, M],
wiec z twierdzenia 7.18 wynika, ze Eﬁ = E,,. Poniewaz operator E,, jest sa-
mosprzezony, wiec jest on rzutem ortogonalnym (patrz tw. 4.12). Wtasnosci
operatoréw rzutowania F,, sa zawarte w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 7.23. Dla dowolnego operatora samosprzezonego A istnieje
rodzina rzutow ortogonalnych (E,,) zalezna od parametru p € R, spetniajgca
nastepujgce warunki:

(a) dowolny operator C przemienny z operatorem A jest rowniez przemienny
z kazdym z operatorow E,,, p € R;

(b) jezeli p < v, to E, < E, lub, co jest rownowazne, E,E, = E,;
(c) funkcja p— E, jest prawostronnie ciggta w sensie punktowej zbieznosci
operatoréw, tzn. lim E, .z = E,x dla dowolnego x € H;
e—0+
(d) E,=0dlap<miE,=1Idlap>M, gdziem = inf{(Az,z): |z| =
=1} oraz M = sup{(Az,z): ||z|| =1}.

Definicja 7.6. Rodzina rzutéw (E,) nazywa si¢ rozktadem identycznosci
generowanym przez operator A lub rozktadem spektralnym operatora A.
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Dowoéd twierdzenia 7.23. Czes¢ (a) wynika z tego, ze operator E,
jest punktowa granica ciagu wielomianéw od operatora A.

Aby wykazaé czes¢ (b), zauwazmy, ze jezeli p < v, to e, () < e, (N) dla
dowolnego A € [m, M] ilematu 7.17 (d) otrzymujemy, ze E,, < E,. Ponadto
z nieréwnosci 1 < v wynika, ze e, (N)e,(A) = ey (N), wiee E,E, = E,, czyli
E,, jest czeScig rzutu E,, (por. lemat 7.4).

Poniewaz e, = 0 dla u < m, wigc E,, = 0 dla takich p na mocy lematu
7.17 (a). Analogicznie, z tego, ze e, = 1 dla p > M, z lematu 7.17 (c)
otrzymujemy réwnos¢ E, = I dla u > M.

Pozostaje do wykazania cze$¢ (c), czyli prawostronna ciagtosé funkcji
A — E). Ustalmy punkt p i skonstruujmy taki ciag wielomianow (py,) ze
zbioru PT, ze pri1(A) < pn(A), €ut1/n(A) < pu(A) dla X € [m, M] i duzych
n oraz nh—>Holo Pn(A) = eu(N). Taki ciag (p,) mozna skonstruowaé, odpowied-
nio modyfikujac rozumowanie przeprowadzone w lemacie 7.22. Wowczas
pn(A) =2 E, 1/ = Ey. Poniewaz p,(A)r — E,x, stad E, /0 — Eur.
Z monotonicznosci funkcji A — Fy wynika, ze El_i)r& E, .x = E,x, co konczy

dowdd wlasnosci (c). ®

Uwaga. Rozwazania dotyczace konstrukcji rozktadu identycznosci (E))
operatora samosprzezonego A byly prowadzone przy zatozeniu, ze m < M.
Zauwazmy, ze jezelim = M, to A = ml irozklad spektralny tego operatora
jest trywialny, tzn. £y =0 dla A < m oraz Ey =1 dla A > m.

Aby objasni¢, w jaki sposdb operator samosprzezony mozna aproksymo-
waé za pomoca kombinacji liniowych operatoréw rzutowania FE), potrzebu-
jemy pojecia catki Riemanna-Stieltjesa z funkcji skalarnej wzgledem funkcji
przyjmujacej wartosci wektorowe. Definicja takiej catki jest analogiczna do
definicji catki Riemanna-Stieltjesa rozwazanej w analizie matematyczne;j.

Definicja 7.7. Niech [a, b] bedzie przedzialem na prostej i niech X bedzie
przestrzenia Banacha. Niech f: [a,b] — R i &: [a,b] — X. Mowimy, ze
funkcja f jest catkowalna wzgledem funkcji @ na przedziale [a, b], jezeli ist-
nieje wektor S € X taki, ze dla dowolnego ¢ > 0 istnieje 6 > 0 takie, ze
dla dowolnego podziatu IT: a =ty < t; < ... < t,, = b przedzialu [a,b],
dla ktorego max;(t; —t;—1) < d i dowolnego wyboru punktéow posrednich s;,
tii1<s;<t;dlai=1,2,...,n, zachodzi nieréwnosé

s =3 st cote) ~ 0t < =

=1
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Wowcezas wektor S o powyzszej wlasnosci jest wyznaczony jednoznacznie
i nosi nazwe catki Riemanna-Stieltjesa z funkcji f wzgledem funkcji @. Be-
dziemy go oznaczaé¢ symbolem

b
S = / F(t) dd(t).

Uwagi. 1. W definicji calki Riemanna-Stieltjesa funkcja f moze przyj-
mowaé wartoéci zespolone, jak réwniez przestrzen Banacha X moze byé
przestrzenia nad ciatem liczb zespolonych.

2. Jezeli funkcje f i @ sa okreSlone na calej prostej i funkcja f jest
catkowalna wzgledem funkcji @ na dowolnym skoriczonym przedziale, to
niewta$ciwg catke Riemanna-Stieltjesa definiujemy za pomoca réwnosci

+o00 b
[ twase =t [ rease),

pod warunkiem, ze ta granica istnieje.

Twierdzenie 7.24 (twierdzenie spektralne dla operatora samosprze-
zonego). Niech A bedzie operatorem samosprzezonym na przestrzeni Hil-
berta H i niech (E)) bedzie jego rozktadem spektralnym. Niech n > 0 bedzie
dowolne. Wowczas funkcja A — X jest catkowalna wzgledem funkcji A — E)y
na przedziale [m — n, M| i zachodzi réwnosé

M
(7.15) A= / \dE},

m—1
gdzie m = inf{(Ax,z): ||z|| =1} oraz M = sup{(Az,x): ||z| = 1}.
Dowo6d. Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych p < v mamy

1 dla A€ (g, v]N[m, M],

() ~euld) = {o dla A € [m, M]\ (1, ].

Zatem dla dowolnego A € [m, M| mamy

ples(N) = €,(0) < Mew (V) — u(N) < vlen(X) — eu(N).
Stad otrzymujemy
(7.16) wE, —E,) <AE,—E,) <v(E, — E,).
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Wybierzmy dowolne ¢ > 0. Niech IT: m —n =X < M < ... < Ay =M
bedzie dowolnym podziatem przedziatu [m—n, M]. Wowczas na mocy (7.16)
mamy

)‘i—l(EM - E)\i—l) < A(EM - E>\z‘71) < )\i(E)\i - E>\z’71)

dla7=1,2,...,n. Sumujac te nieréwnosci po wszystkich i oraz biorac pod
n

uwage, ze y (Ey, — Ey,_,) = I, otrzymujemy
i=1

Z )‘ifl(EM - E/\i—l) <A< Z)‘i(EM - E/\i—l)’
i=1 =1

Stad dla dowolnych liczb A\;—1 < v; < A\, 1 =1,2,...,n, otrzymujemy

> (i1 —wi)(Bx, — Br_,) K A=) vi(Ex, — Ex_,) <
=1 =1

< Z()\z - Vi)(E)\i - E)\i—l)'
=1

~

Niech max;(\;—\;—1) = §. Wowcezas z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy
n
—0I < A=Y vi(E\ - E_,) < I,
i=1
€O oznacza, ze

—d(x, ) < <(A - zn:yi(E)\i - E)\i_1)>$7517> < 0z, x).

=1

Stad wynika, ze dla § < £ mamy

(717) HA - ZW(EM - E>\i—1) <é,

=1

czyli
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Uwagi. 1. Poniewaz Ey =0dlaA<miFEy=1dla\> M, wicc

M +o0
/ ANdE)y = / ANdE)
m—n —0o0

i wzor (7.15) przyjmuje postaé
+oo
A= / AdE).
—0o0

2. Poniewaz zbiezno$é ciagu operatorow (A,) wedlug normy operato-
rowej do operatora A implikuje zbiezno$¢ punktows, a takze zbieznosé
(Anx,y) — (Ax,y), wiec z twierdzenia 7.24 wynika, ze dla dowolnego ope-
ratora samosprzezonego A i dla dowolnych wektoréow x,y € H zachodza

rownosci
M

(7.18) Az = /)\dE,\x,
m—n

M
(Az,y) = /Ad<EA:v,y>,
m—n

gdzie po prawych stronach wystepuja odpowiednie catki Riemanna-Stieltjesa.

3. Reprezentacja wektora Az wyrazona we wzorze (7.18) jest uogolnie-
niem przedstawienia

(o]
Az = Zun<x, €n)en
n=1

uzyskanego we wniosku 7.8 dla zwartego operatora normalnego, a wiec
w szczegdlnosci dla zwartego operatora samosprzezonego. Istotnie, szereg
ten moze by¢ przedstawiony w postaci catki Riemanna-Stieltjesa typu (7.18),
jezeli zdefiniujemy FE za pomoca wzoru

> (en)en dla A <0,

T — Z (x,ex)er, dla A >=0.
HE>A



Twierdzenie spektralne dla operatora samosprzezonego 169

Wowcezas E)y, jako funkcja zmiennej A, jest stala pomiedzy kolejnymi war-
tosciami wtasnymi operatora A, jest rowna zeru, gdy A jest mniejsze od
wszystkich wartodci wtasnych i jest réwna I, gdy A jest wieksze od kazdej
wartosci wlasnej tego operatora. Skok funkcji Fy, gdy A przechodzi przez
wartos¢ wlasng p, tzn. E(u) = E, — E,—, jest rzutem na podprzestrzeii
wtasna odpowiadajaca u:

E(wz =Y (r,ex)er dla p#0,

fu=p
oo
E0)zr =z — Z(m, k) ek
k=1

4. Twierdzenie spektralne jest réwniez prawdziwe dla operatoréw nor-
malnych oraz dla operatoréw unitarnych. Zainteresowany Czytelnik moze
znalezé te twierdzenia w wielu ksiazkach po$wieconych teorii spektralnej,
np. w [1], [3], [8] Part II, [15], [19], [21], [24].

Naszym nastepnym celem jest zbudowanie reprezentacji catkowej dla
rachunku funkcyjnego.

W dalszym ciagu zakladamy, ze A jest operatorem samosprzezonym, E'
jest jego rozktadem spektralnym oraz m = inf{(Ax,z): ||z|| = 1} i M =
= sup{(Az,z): [z]| = 1}.

Lemat 7.25. Dia dowolnej liczby catkowitej niewjemnej k funkcja X — \F
jest catkowalna wzgledem funkcji A — E) na przedziale [m—n, M| i zachodzi
rownosé

M
(7.19) AF = / M dE,,.
m—n

Dowo6d. Dla k = 0 rownosé (7.19) jest oczywista, a dla k = 1 pokrywa
si¢ ona z réwnoscia (7.15). Zalézmy wiec, ze k > 1. Niech IT: m —n =
=X < A1 < ... <\, = M bedzie dowolnym podziatem przedziatu [m —
—n, M]. Ponadto niech liczby \j—1 < v; < N\, i =1,2,...,n, beda dowolne.
Z twierdzenia 7.23 (b) wynika, ze

(Ex, — Ex, ) (Ex, — Ey,_,) =0 dla i # 3.

Stad przez tatwg indukcje otrzymujemy réwnosé

n k n
(Z 143 (E)\l - E)\i1)> = ZV’Lk (E>w - E>\i71) :
i=1

1=1
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Zatem
n n k
HAk - ZVf (E)‘i - E)\i—l) ‘ = ||A* - <Z Vi (E,\i - E,\i_1)> <
i=1 i=1
n k ' n '
< HA_ZVz (E)\z _E)\i—l) ZAJ?I <ny_] (E)\z _E)\i—l)> <
i=1 j=1 i=1
n k A n '
< HA =Y wi(By =B L)|[ DoAY v (By - By ]
i=1 j=1 i=1

Niech N = max{|m — n|,|M|}. Poniewaz

n n
<Zy;€_J (E&' _EAifl) x,m> = ny_J <(E>\z - E)\ifl) m,x> <

i=1 =1
n n
S N* Z <(E)\Z - E)\i—l) x,x> = Nk]<z (EAz‘ - E)\i—l) x7x> =
=1 =1
= Nk_j <x7 ZL‘>,

wiec mamy

n .
Z Vzk_] (E)\i - E)\i—l)

=1

‘ < NFJ,

Stad i z poprzednich oszacowan otrzymujemy

n

(7.20) HAk =Y Vi (Ex — Bx)
izt

n

< C HA - Zl/i (E/\Z — E/\iil)
i=1

I

gdzie C jest stalg dodatnia, ktoéra zalezy tylko od operatora A i liczby k.
Biorac dowolne € > 0 i podzial IT taki, ze 6 = max;(A\; — A1) < Cle,
z (7.17) 1 (7.20) otrzymujemy

co oznacza, ze funkcja A — AF jest catkowalna i zachodzi wzor (7.19). B

n
AF - Z Vzk (E/\i - E/\ifl)
=1

<e

Z liniowosci calki Riemanna-Stieltjesa ze wzgledu na funkcje, ktora cat-
kujemy, otrzymujemy nastepujacy wniosek:
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Whiosek 7.26. Jezeli p(\) = ap\™ + oy 1AL 4 ...+ a1\ + ag jest do-
wolnym wielomianem o wspdtczynnikach rzeczywistych, to funkcja A — p(X)
jest catkowalna wzgledem funkcji A — E) rozktadu spektralnego operatora A
1 zachodzi rownosé

M
(7.21) p(A) = / p(A) dEy.
m—1n

Twierdzenie 7.27 (catkowa reprezentacja rachunku funkcyjnego).
Niech f bedzie ciggla funkcjq rzeczywistq na przedziale [m, M| i niech n > 0
bedzie dowolne. Rozszerzamy funkcje f na przedziat [m—mn, M|, przyjmujqc,
ze f(A\) = f(m) dla X € [m —n,m). Wowczas funkcja f jest catkowalna
na przedziale [m — n, M| wzgledem funkcji A — E\ rozktadu spektralnego
operatora A i zachodzi réunos$é

M
(7.22) = [ royaps.
m—n
Dow6d. Bierzemy dowolne € > 0. Na mocy twierdzenia aproksymacyjnego

Weierstrassa istnieje wielomian p taki, ze dla dowolnego A\ € [m — n, M|
mamy

(7.23) —%5 < fA) —p\) < %5.

W szczegolnosei nierownoscei te zachodza na przedziale [m, M]. Stad na mo-
cy twierdzenia 7.18 (¢) otrzymujemy

1 1
—§5I < f(A) —p(A) < 551,

czyli
1£(A) = p(A)]| <

Niech II: m —n = A < A < ... < Ay = M bedzie dowolnym
podziatem przedziatu [m — n, M]. Ponadto niech liczby A\i_1 < v; < A,
n

€.

W=

it =1,2,...,n, bedag dowolne. Bierzemy sumy Sy = S f(wi)(Ey, — Ex,_,)
i=1
n
18, =73 p()(Ex\, — Ey,_,). Wowczas
i=1
n

Sp—Sp =Y _(f(vi) = p(i))(Ex, — Ex_,).

=1
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Z nier6éwnosci (7.23) otrzymujemy
1 1
—551 < Sf — Sp < gEI
i w konsekwencji
1
ISy~ Syl < 3

7 wniosku 7.26 wynika, ze mozemy wybraé¢ tak drobny podziat II prze-
dzialu [m — n, M|, aby

E.

W =

Ip(A) = Spll <

Ostatecznie wigc mamy
1FCA) = S¢ll < 1F(A) = p(A)]| + [Ip(A) = Spll + [[Sp — S¢ll < e

Zatem funkcja f jest catkowalna wzgledem rozktadu spektralnego operatora
A i zachodzi réwnosé

m

f= [ soyae.

m—n

Uwagi. 1. Poniewaz Fy = 0dla A <miFE\ =1dla > M, wiec wzor
(7.22) mozna zapisa¢ w postaci

+o0o
ﬂ@z/ﬂﬂwx

2. Nie jest istotny sposob, w jaki rozszerzamy funkcje f do funkcji ciagtej
na przedziale [m —mn, M]. Wartos¢ catki we wzorze (7.22) nie ulegnie zmianie
przy dowolnym innym takim rozszerzeniu. Zamiast rozszerzania funkcji f na
przedzial [m—n, M] mozna by postapi¢ inaczej. Mianowicie gdyby$my przy-
jeli, ze E,, = 0, to wtedy we wzorze (7.22) wystarczytaby catka w granicach
od m do M. Jednakze tak zmodyfikowany rozktad spektralny operatora A
nie bylby prawostronnie ciggly w punkcie m.

3. Poniewaz zbieznos¢ ciagu operatorow (A,) wedtug normy operato-
rowej do operatora A implikuje zbiezno$é¢ punktows, a takze zbieznoscé
(Apz,y) — (Az,y), wiec z twierdzenia 7.27 wynika, ze dla dowolnego
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operatora samosprzezonego A, dowolnej funkcji ciaglej f na widmie tego
operatora i dla dowolnych wektoréw x,y € H zachodza réwnosci

M
f( Ay = / () dExz,
m—n

M
(7.24) (f(A)z,y) = / F(N) d(Exa, y),

gdzie po prawych stronach wystepuja odpowiednie catki Riemanna-Stieltjesa.

4. Rozwazajac rozktad funkcji zespolonej na czesci rzeczywista i urojo-
ng, mozna tatwo sprawdzi¢, ze wniosek 7.26 i twierdzenie 7.27 sa prawdziwe
rowniez dla wielomianow p o wspotczynnikach zespolonych i ciagtych funkcji
zespolonych f. Wowcezas operatory p(A) i f(A) nie sa na ogdt samosprze-
zone. Sa one operatorami normalnymi.

Na zakonczenie wyjasnimy problem jednoznacznosci rozktadu spektral-
nego operatora samosprzezonego. Mianowicie prawdziwe jest nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 7.28. Rozktad spektralny (E)) operatora samosprzezonego A
jest wyznaczony jednoznacznie.

Dowod. Jezeli rodzina (E)) jest rozktadem spektralnym operatora A, to
dla niej prawdziwe jest twierdzenie 7.27 i w konsekwencji dla dowolnej funk-
cji ciagtej f na przedziale [m, M| zachodzi wzor (7.24). W szczegolnosei dla
dowolnego wektora x € H zachodzi réwnosé

(7.25) (f(A)z, z) = / () d(Bxe, ).

Lewa strona tego wzoru jest zdefiniowana niezaleznie od funkcji rozktadu
E) i dla dowolnego (ustalonego) wektora € H jest ona funkcjonatem
liniowym i ograniczonym na przestrzeni Cgr[m, M]. Wzor (7.25) jest wiec
catkowa reprezentacja tego funkcjonatu (patrz twierdzenie D.6 w dodatku).
Z twierdzenia 7.23 (b), (c) i (d) wynika, ze funkcja A — (E\z,x) jest nie-
malejaca, prawostronnie ciagta i dla A < m jest réwna 0. Stad na podstawie
twierdzenia D.9 jest ona wyznaczona jednoznacznie. l
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Cwiczenia

1. Niech A bedzie operatorem samosprzezonym na przestrzeni Hilberta H. Udo-
wodnié, ze jezeli (Ax,x) # 0 dla = # 01 (Az,x) > 0 przynajmniej dla jednego
x € H, to operator A jest dodatni.

2. Wykazaé, ze jezeli A # 0 jest operatorem zwartym samosprzezonym, to A
jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie rézne od zera wartosci wlasne
operatora A sa dodatnie.

3. Wykazaé, ze jezeli A jest operatorem zwartym samosprzezonym dodatnim, to
Al = (Ae,e) = A, gdzie A jest najwicksza wartoscia wlasna operatora A, a e
odpowiadajacym jej wektorem wlasnym o normie 1.

4. Niech m < p < M i niech p(A\) = 1+ (M —m) 1 (u — A) dla A € [m, M].
Niech (p,,) bedzie ciagiem wielomianéw zdefiniowanym indukcyjnie w nastepujacy
sposéb: p1 = p i pny1 = pu(l — 2(p, — 1)?) dla n = 1,2,... Udowodnié¢, ze
0 < pny1 < ppdlan =1,2,... 1 lim p,(X) = eu(N), gdzie e, jest funkcja

n—oo
z lematu 7.22.

Uwaga. W kolejnych ¢wiczeniach zaktadamy, ze A jest operatorem samosprze-

zonym, E) jest jego rozkladem spektralnym i m = inf{(Ax,z): ||z| = 1} oraz

M = sup{(Az,z): ||z|| = 1}.

5. Niech A bedzie operatorem samosprzezonym i niech f € Cgr[m, M]). Wykazad,

ze jezeli f = lim p,, p, € Pdlan=1,2,...,to f(A) = lim p,(A) oraz dowolny
n— o0 n—oo

operator B przemienny z operatorem A jest réwniez przemienny z operatorem

f(A).

6. Udowodni¢, ze dla operatora samosprzezonego A i funkcji f € Cgr[m, M]) za-
chodzi réwnosé

7. Niech A bedzie liczbg rzeczywista i zal6zmy, ze istnieje 6 > 0 takie, ze Eu = E,
dla A =0 < p < v <A+ Udowodnié, ze A € go(A). Ponadto wykazaé, ze dla
dowolnej funkcji f takiej, ze f(u) = (u—\)"' dla u & [m —n, M]N[A— 6, A+ 6],
zachodzi rownosé

M
(=207 = [ f(dE,.

8. Wykazac, ze jezeli liczba rzeczywista \ nalezy do zbioru rezolwenty o(A) ope-
ratora A, to istnieje § > 0 takie, ze Eu=FE, dlaA -6 < pu<v < A+0.

9. Wykazaé, ze liczba rzeczywista A\ jest wartoScia wlasna operatora A wtedy
i tylko wtedy, gdy Ex # Ex_, i wowczas ker(A — A\I) = im(E\ — E)_).



Dodatek

Przestrzen sprzezona z przestrzenia Cla, b]

W tym dodatkowym rozdziale naszym celem jest opisanie przestrzeni
sprzezonej z przestrzenia Cla, b] funkcji ciaglych okreslonych na przedziale
[a, 0].

Definicja D.1. Niech ¢ bedzie funkcja o wartosciach rzeczywistych lub
zespolonych okreslona na przedziale [a, b]. Dla podziatu IT: a = xg < 21 <
< x9 < ...< my = b przedzialu [a, b] tworzymy sume

(D.1) > le(xs) — elaj-1)l-
j=1

Jezeli zbior tych sum jest ograniczony z géry przy I1 przebiegajacym rodzine
wszystkich podzialow przedziatu [a, b], to mowimy, ze ¢ jest funkcja o wa-
haniu ograniczonym (lub wariacji ograniczonej) na tym przedziale, a liczbe

s%p; o(z) = p(j-1)]

nazywamy wahaniem funkcji (lub wariacjq funkcji) ¢ i oznaczamy symbo-
lem var(y;a,b) lub krotko var(y), jezeli wiadomo, o jaki przedziat chodzi.
Zauwazmy, ze przy zageszczaniu podzialow sumy (D.1) nie maleja.

Nastepujace fakty zawieraja elementarne informacje o funkcjach o wa-
haniu ograniczonym. Sa one oczywiste lub tatwe do udowodnienia, dlatego
ich dowody pozostawiamy jako ¢wiczenia dla Czytelnika.

— Funkcja ¢: [a,b] — C jest funkcja o wahaniu ograniczonym wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy funkcje Re ¢ i Im ¢ maja te wlasnosc.

— Funkcja monotoniczna ma wahanie ograniczone.

— Funkcja speliajaca warunek Lipschitza jest funkcja o wahaniu ograni-
czonym.

— Funkcja o wahaniu ograniczonym jest funkcja ograniczona.
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— Funkcja
xsinz, gdy 0 < x < 2,
p(r) = z
0, gdy =0

jest funkcja ciagtla, ktérej wahanie jest nieograniczone.

— Suma i iloczyn funkcji o wahaniu ograniczonym sa funkcjami o tej sa-
mej wlasnosci. W szczegdlnosci zbior funkceji o wahaniu ograniczonym
(na przedziale [a,b]) jest przestrzenia liniowa. Przestrzen te bedziemy
oznacza¢ symbolem BVa, b].

7 przytoczonych wtasnosci funkcji o wahaniu ograniczonym wynika, ze
réznica funkcji monotonicznych ma wahanie ograniczone. Prawdziwe jest
réowniez twierdzenie odwrotne, tzn. funkcja rzeczywista o wahaniu ograni-
czonym jest roznica dwoch funkeji rosnacych (patrz [16]). Stad wynika, ze
ma ona granice jednostronne w kazdym punkcie przedziatu, na ktérym jest
okreslona (patrz [27], tw. 4.17 z czesci I). Wykazemy ten fakt bezposrednio.

Twierdzenie D.1. Funkcja o wahaniu ograniczonym na przedziale [a, b]
ma granice lewostronng dla kazdego a < x < b @ granice prawostronng dla
dowolnego a < x < b. Innymi stowy, funkcja o wahaniu ograniczonym moze
miec tylko nieciggtosci pierwszego rodzaju.

Dowdéd. Niech ¢ bedzie funkcja na przedziale [a, b], ktora nie ma granicy
lewostronnej w punkcie z € (a,b]. Pokazemy, Ze ¢ nie ma ograniczonego
wahania na przedziale [a, b].

Poniewaz ¢ jest nieciagta lewostronnie w punkcie z, wiec istnieje € > 0
takie, ze dla dowolnego ¢ > 0 istnieja punkty ¢ i s w przedziale [a, b] takie,
zex —0 <t<s<uxoraz|p(s) —p(t) > e.

W przeciwnym wypadku dla dowolnego ciagu (¢, ) punktow z przedziatu
[a, x) zbieznego do = ciag (p(t,)) bylby ciagiem Cauchy’ego, a wiec byltby
zbiezny i jego granica bytaby taka sama dla wszystkich ciggow o tej wla-
snosci. Zatem istniataby granica lewostronna funkcji ¢ w punkcie x.

Wybieramy indukcyjnie ciagi (¢,) i (s,) w taki sposob, ze a < t1 < 51 <
<te < Sy < .. <ty <8y <...<zorazl|p(sy)—¢(t,)| = e dla dowolnego
n. Definiujemy nastepujacy podzial przedziatu [a, b):

o — a, €T2j—1 = tj, T25 = S5 dla j = 1,2, ey Topn+1 = b.

Woéwcezas

2n+1 n

Z lp(zk) — p(rp-1)] = Z lo(sj) — p(tj)] = ne.
k=1 ;

J=1
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Stad wynika, ze wahanie funkcji ¢ jest nieograniczone. Dowdd w przypadku
granicy prawostronnej jest analogiczny. B

Whiosek D.2. Funkcja o wahaniu ograniczonym ma co najwyzej przeli-
czalnie wiele punktow nieciggtosci.

Dowo6d. Namocy poprzedniego twierdzenia funkcja ¢ jest nieciagta w punk-
cie z € [a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy p(z) # @(z—) lub ¢(z) # o(x+).

Wezmy dowolne punkty zi, 9, ..., x, z przedziatu (a,b). Niech a < 1 <
<z <...<mx, <b. Dla dowolnego ¢ > 0 tak wybieramy punkty ¢; i s;
(J=1,2,...,n),aby a < t1 <21 <5851 <ty <mg < $3<...<t, <

1 1
< Ty < Sp < b oraz aby |¢(t;) — p(z;—)| < 2 lo(sj) — @(zi+)] < o€
dla j=1,2,...,n. Wowczas

D lel@) = l@i=)+ ) le(ay) — plzi+)] <
j=1 J=1
< ) — et + ) lety) — o(zi=) + > lels;) — ola;)] +
j=1 j=1 j=1
+) " le(s;) — elaj+)| < var(p; a,b) + €.
j=1
Wobec dowolnosci € > 0 otrzymujemy
D le(@s) = elaj=)+ D le(xs) — elaj+)] < var(p;a,b).
j=1 j=1

7 tej nieréwnosci wynika, ze dla dowolnego € > 0 istnieje co najwyzej skori-
czenie wiele punktow x € [a, b], dla ktorych

o(x) = p(a—)| + lo(x) — p(z+)] > e
Stad z kolei wnioskujemy, ze zbioér punktoéw niecigglosci funkeji ¢ jest co
najwyzej przeliczalny. H

Latwo zauwazy¢, ze wahanie funkcji ma na przestrzeni BV |[a, b] naste-
pujace wlasnosci:

(a) var(yp;a,b) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = const;
(b) var(Ap;a,b) = |[Alvar(p;a,b) (A€ C);
(c) var( + ia,b) < var(;a,b) + var(; a, b).



178 Dodatek

Zatem funkcjonat || - ||, zdefiniowany wzorem

(D.2) lello = le(a)] + var(e; a,b)
jest norma na przestrzeni BV |[a, b].

Twierdzenie D.3. Przestrzen funkcji o wahaniu ograniczonym BV |a, b
z normg dang wzorem (D.2) jest przestrzeniq Banacha.

Dowéd. Niech (p,) bedzie ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni BV |a, b).
Poniewaz |p(z) — p(a)| < var(y;a,b) dla kazdego z € [a, b], wiec

lp(z)] < [p(a)| + var(p; a,b).

Zatem
[elloo = sup [p(x)] < |e(a)| + var(p; a,b) = [|o]l..

a<lz<b

Stad wynika, ze ciag (@) jest zbiezny jednostajnie na przedziale [a,b] do
pewnej funkcji ¢ (patrz [27], tw. 7.1 z czesci II). W istocie w dalszym ciagu
wykorzystamy jedynie zbieznosé¢ punktowa ciagu ().

Aby zakoriczy¢ dowod, wystarczy pokazac, ze var(y;a,b) jest skoriczone
i var(yn — p;a,b) — 0, gdy n — oo.

Niech bedzie dane € > 0. Wybierzmy ng tak, aby var(¢, — om;a,b) < ¢
dla n, m > ng. Wezmy dowolny podziat IT: a = 2o < 21 < ... < x = b.
Wowczas

.
> len(xs) = om(@;) = n(@j—1) + omlz;1)| <e.
j=1

Przechodzac w tej nieréwnosci do granicy, m — oo, otrzymujemy

k
Z lon(z5) — @(z5) — onl(mj—1) + o(xj-1)| < €
7j=1

dla dowolnego n > ng. Poniewaz podziat II byt dowolny, wiec stad wynika,
ze

var(on, — p;a,b) <e dla n = ng.

Zatem var(yp, — ¢;a,b) — 0. Poniewaz ¢ = ¢, — (¢n — @), wiec wahanie
funkcji ¢ jest ograniczone. B
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Definicja D.2. Niech f i a bedg dwiema funkcjami rzeczywistymi lub
zespolonymi okreslonymi na przedziale [a,b]. Niech IT: a =g < x; < ... <
< x3, = b bedzie podziatem przedziatu [a, b]. Srednicq podziatu IT nazywamy
liczbe p(Il) = max{x; —x;—1: j =1,2,...,k}. Wybieramy liczby &; tak,
aby ;-1 <& <zjdlaj=1,2,...,kitworzymy sume

k
(D.3) S(fros ) =" (&) —a(zj1)).
J=1

Suma (D.3) nazywa sie sumg Stieltjesa. Mowimy, ze sumy S(f, c; II)
daza do liczby A, gdy pu(II) — 0, jezeli dla dowolnego £ > 0 istnieje § > 0
takie, ze dla dowolnego podziatu IT przedziatu [a, b], dla ktorego u(Il) < ¢
i dowolnego wyboru punktow §;, rj_1 < §; < x;, zachodzi nieréwnosc¢

(D.4) |S(f,asIT) — Al < e.
Piszemy wowczas

D. li 1) = A.
(D.5) M(%ILOS(f,m )

Zeby uprosci¢ oznaczenie, nie zaznaczylismy, ze suma Stieltjesa (D.3)
zalezy réwniez od punktow posrednich &;. Nie bedzie to prowadzi¢ do nie-
porozumien, jezeli bedziemy pamietac, ze rownosé¢ (D.5) oznacza, ze nie-
rownosé (D.4) zachodzi dla dowolnego podziatu IT i dla dowolnego wyboru
punktow posrednich &, o ile tylko p(IT) < 4.

Definicja D.3. Mowimy, ze funkcja f jest catkowalna (w sensie Stieltjesa)
wzgledem funkcji «, jezeli istnieje granica sum Stieltjesa w sensie definicji
D.2. Woéwczas te granice oznaczamy symbolem

/bfda lub /bf(a:)da(x)

i nazywamy catkq Riemanna-Stieltjesa funkcji f wzgledem funkcji a.

Uwaga. W przypadku, gdy « jest funkcja monotoniczna, mozna réwniez
zdefiniowaé catke Riemanna-Stieltjesa w analogiczny sposob jak definiowa-
lismy catke Riemanna w [27], czes¢ I, tzn. za pomoca catek dolnej i gornej
Darboux. W ksiazce Rudina (patrz [22], tw. 6.14) jest udowodnione twier-
dzenie, ktére wyjasnia zwiazek pomiedzy tymi dwiema definicjami catki.
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Jezeli a(x) = =, to calka Riemanna-Stieltjesa jest rowna calce Riemanna.
Zatem catka Riemanna-Stieltjesa jest uogélnieniem catki Riemanna.

Dla catki Riemanna-Stieltjesa zachodzg nastepujace réwnosci:

b

b b
/()\1f1 + )\zfz) da = )\1/f1 do + )\Q/fg da,

a

b b

b
/fd()\lal—i-)\QOéQ) = /\1/fd041+)\2/fda2,

a a

gdzie A1, A2 sa dowolnymi liczbami. Przy czym, jezeli istnieja calki po stro-
nie prawej tych wzoréw, to istnieja rowniez catki po stronie lewej (i zachodzi
rownosé). Ponadto prawda jest rowniez, ze

b c b
/fda:/fda+/fda dla a<c<b,
a a c

gdzie istnienie calki po stronie lewej zapewnia istnienie catek po stronie
prawej (ale nie na odwrot!).

Dowody tych réwnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika.

Wygodnie jest postugiwaé sie ciagowa wersja definicji granicy sum Stiel-
tjesa. Aby ja sformutowaé, wprowadzamy nastepujace pojecie:

Ciag podziatow (II,) przedziatu [a,b] nazywamy normalnym ciggiem
podziatow, jezeli p(II,) — 0, gdy n — oo.

Lemat D.4. Niech f i « bedg dwiema funkcjami rzeczywistymi lub zespo-
lonymi okreslonymi na przedziale |a,b]. Wowczas funkcja f jest catkowalna
wzgledem funkcji o wtedy @ tylko wtedy, gdy dla dowolnego normalnego cig-
gu podziatow (II,) przedziatu [a,b] i dowolnego wyboru punktéw posrednich
cigg (S(f,a; I1,)) jest zbiezny. Ponadto, jezeli to ma miejsce, to zachodzi
rOWnosc

lim S(f,«;II,) /fda
n—oo

Dowo6d lematu jest analogiczny do dowodu tego, ze definicje granicy
funkcji w punkcie w sensie Cauchy’ego i w sensie Heinego sg réwnowazne.
Dlatego pozostawimy go jako tatwe ¢wiczenie dla Czytelnika.

Uwaga. Jezeli dla dowolnego normalnego ciagu podziatow (II,,) i dowol-

nego wyboru punktow posrednich 5](-") ciag sum Stieltjesa (S(f, «; I1,,)) jest
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zbiezny, to granica tego ciagu nie zalezy od wyboru ciggu normalnego po-
dziatéw ani od wyboru punktéw 5](-”). Jezeli bowiem lim S(f,a;Il,) = A
n—oo

(przy ustalonych punktach posrednich 5](")) i ILm S(f,a; ) = A’ (przy

ustalonych punktach posrednich {;(n)), to ciag Iy, Iy, I, II}, ..., II,,
I}, ... jest rowniez ciagiem normalnym podzialow, a wiec ciag

S(f,a;II), S(f,a, ), S(f,a;II5), S(f,a,IIb),...,
S(faaﬁljn)a S(f,a,]]é),.”

jest zbiezny. Oznaczmy jego granice przez A”. Poniewaz ciagi (S(f, a; IT,,))
i (S(f,a, II))) sa podciagami tego ciagu, wiec mamy A = A" = A”.
Podstawa naszych dalszych rozwazan jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie D.5. Jezeli f jest funkcjq ciggle © o funkcjg o ograniczonym
wahaniu na przedziale [a,b], to catka Riemanna-Stieltjesa funkcji f wzgle-
dem funkcji o istnieje i ponadto

b
‘/fda

Dowo6d. Mozemy zalozyé¢, ze funkcja f przyjmuje wartodci rzeczywiste.
Niech (II,) bedzie dowolnym ciagiem normalnym podzialéw przedziatu
[a, b]. Zalozmy, ze jest on postaci

< max |f(z)| var(a; a,b).

Hn:a—xé)<$§n)< <a:g(% b.

Obierzmy dowolne punkty §J(-n) tak, aby acg-ri)l < §J(-n) < :(:gn). Niech

k(n)
Sulf) = S(fra: ) = Y FE)(l2l™) — a(zl™)).
1

]:

Wowczas Sy, jest funkcjonatem liniowym na przestrzeni Cla, b] oraz

1Sa(f)] < max |f(z \Zm ") — a(z{")] < max |f()| var (a; a,b).

a<x<b a<z<b

Stad
HSTLH < V&I‘(Og; a, b)7
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co oznacza, ze funkcjonaly S, sag ciagte oraz ich normy sa wspdlnie ogra-
niczone. Aby udowodnié, ze ciag (S, (f)) jest zbiezny dla dowolnej funkcji
ciaglej f, wystarczy na mocy twierdzenia 3.4 wykazac¢, ze jest on zbiezny
dla kazdej funkcji nalezacej do zbioru gestego w Cla, b]. Poniewaz funkcja
ciagta na przedziale [a,b] jest na nim jednostajnie ciagla, wiec stad wyni-
ka, ze kazda funkcje ciagla mozemy przybliza¢ w normie przestrzeni C|a, b]
funkcjami tamanymi (tzn. wykresy tych funkcji sa tamanymi). Zatem wy-
starczy pokazac, ze ciag (S,(f)) jest zbiezny dla dowolnej funkeji tamanej
f. Poniewaz dla takiej funkeji przedzial [a, b] mozna podzieli¢ na skoriczona
liczbe podprzedziatéw, na ktérych funkcja ta jest liniowa, wiec aby zakoni-
czy¢ dowod, wystarczy pokazaé, ze dla dowolnych punktéw c, d takich, ze
a < ¢ < d < b, istnieja catki Riemanna-Stieltjesa
d d

/da(m) i /ajda(x).

c C

Pierwsza z tych calek wprost z definicji jest rowna a(d) — a(c). Aby
wykazaé¢ istnienie drugiej, wezmy dowolny podzial II1: ¢ = 29 < 1 <
< 22 < ... < xp, = dipunkty posrednie x;_1 < §; < z;, a nastepnie
utwérzmy sume Stieltjesa

S1=> &lalz)) — afzj1)).
j=1

Wykazemy, ze dla dwoch sum Stieltjesa S7 i So powyzszej postaci mamy
51 = S2| < (u(Il1) + p(Ilz)) var(es; ¢, d).

Niech IT bedzie wspdlnym rozdrobnieniem podziatow I1; i IIy (tzn. IT za-
wiera wszystkie punkty podziatow Iy i Ils) oraz niech IT: ¢ =ty < t1 <
<ty...<ty =d. Utwoérzmy sume

S = th t; _atl 1))

Oznaczajac przez 1, ..., Si te punkty podziatu II, ktore wpadaja do prze-
dzialu [z;_1, z;], mamy

k
&5(alz;) — afzj-1) Zsz —a(si-1))] =

.
—_
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Dodajac stronami nieréwnosci utworzone dla przedzialow [z;_1,z;] j =
=1,2,...,n, otrzymujemy

|S1 — S| < p(I) var(a; e, d).

Analogicznie
|S2 — S| < p(Ilz) var(a; e, d).

Zatem

|S1 — Sa| < [S1 — S|+ |8 — So| < (u(I11) + p(I12)) var(a; ¢, d).

d
Z otrzymanej nieréwnosci wynika istnienie catki [ = da(z), bo dowolny ciag

(&
normalny podziatow (I1,,) daje ciag sum Stieltjesa (.S,,) spelniajacy warunek
Cauchy’ego, a wiec zbiezny. B

7 udowodnionego twierdzenia i z wlasnosci catki Riemanna-Stieltjesa
wynika, ze dla funkcji a o wahaniu ograniczonym wzor

b
(D.6) F(f) = / fdo

okresla funkcjonat liniowy i ograniczony na przestrzeni C|a, b]. Pokazemy, ze
dowolny funkcjonal liniowy i ograniczony na tej przestrzeni jest tej postaci.

Twierdzenie D.6 (Riesza). Dla dowolnego liniowego i ograniczonego funk-
cjonatu F' na przestrzeni Cla,b] istnieje funkcja oo o wahaniu ograniczonym
na przedziale [a,b], dla ktorej zachodzi réwnosé (D.6) dla dowolnej funkcji
ciggtej f oraz ||F|| = var(«a; a,b).

Dowd6d. Poniewaz przestrzen Cla, b] jest podprzestrzenia przestrzeni Bla, b]
funkcji ograniczonych na przedziale [a, b], wiec na mocy twierdzenia Hahna-
-Banacha istnieje rozszerzenie F' funkcjonalu F' zachowujace jego norme.
Niech

oraz pa(t) = 0 dlaa < t < b. Niech a(z) = F(ip,) dlaa < = < b. Wykazemy,
ze funkcja o ma wahanie ograniczone.

WeZzmy w tym celu dowolny podzial IT: a = 29 < 1 < ... < x, = b.
W dalszym ciggu symbol sgn z bedzie oznaczal liczbe %, gdy z # 010,
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gdy z = 0. Zauwazmy, ze w przypadku, gdy z jest liczba rzeczywista, sgn z
jest tym samym co znak liczby z.
Mamy

Z a(z;) — a(zj—1)| = Z( (zj) — a(zj—1) sgn(a(z;) — a(zj-1)) =

7j=1

= Z 90% - 9035] 1)Sgn( ( )_a(xj—l)):

. (Z s, — 1) snla(as) — aliy 1)) ) <

< |F

i% oy )selate) - alas)| =117

[e.o]

n
bo funkcja » (¢z; — ¢z, ;) sgn(a(z;) — a(r;_1)) przyjmuje wartosci o mo-
j=1
dule réwnym 1 lub warto$é¢ zero. Zatem funkcja o ma wahanie ograniczone
oraz

var(a; a,b) < |[F|.

Poniewaz a(a) = F(p,) = F(0) = 0, wiec
|l = |e(a)| + var(a; a,b) = var(a; a,b) < ||F)|.

7 poprzedniego twierdzenia otrzymamy nieréwnos$é przeciwna, jezeli poka-

zemy, ze funkcjonal F' ma reprezentacje calkowa. Aby to zrobié¢, wezmy

dowolne f € Cla,b]. Zdefiniujemy taki ciag funkcji f,, € Bla,b], ze fr, — f
b

oraz ﬁ(fn) beda sumami Stieltjesa dla calki [ f do. Niech s = b — a. Defi-

niujemy
= Z f <a + n> (Soa—i-js/n(t) - @a—i—(j—l)s/n(t)) :
j=1

Zauwazmy, ze fp jest funkcja ,;schodkowa’, przyjmujaca wartosé f <a + ]S)
n

(U —1s

n

js

na przedziale a+ <t<a+—,j=12,...,ni f(a) = f(a). Z jed-
n
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nostajnej ciagtosci funkeji f wynika, ze ciag (f,) dazy do niej jednostajnie
na przedziale [a, b]. Ponadto mamy

ﬁ(fn) = if (a—l— ‘f) (Fv (90a+js/n) ~F (¢a+(j—1)5/n)) -
j=1

S B) (o) e 5)

]:
Zatem (ﬁ(fn)) jest ciggiem sum Stieltjesa dla funkcji f i a. Na mocy twier-
~ b ~
dzenia D.5 mamy F(f,) — [ fda. Z ciaglosci funkcjonalu F' wynika, ze
a

F (fn) — F (f) = F(f). Z jednoznacznosci granicy otrzymujemy rownosé

F(f) = /b f da.

7 twierdzenia D.5 wynika réwniez, ze
| F|| < var(a;a,b) = [|af|,. [ |

Zauwazmy, ze funkcja o ograniczonym wahaniu «, odpowiadajaca funk-
cjonatowi liniowemu F' we wzorze (D.6), nie jest wyznaczona jednoznacznie.
Po pierwsze, jest oczywiste, ze jezeli dodamy do funkcji o dowolna stala, to
wzor (D.6) pozostanie nadal prawdziwy. Po drugie, jezeli z( jest punktem
wewnetrznym przedziatu [a, b] i zdefiniujemy funkcje 5 na przedziale [0, 1] za
pomoca wzoru: f(x) = a(z) dla x # xg oraz B(xg) = a(xo+), to otrzymamy
funkcje o ograniczonym wahaniu, dla ktorej

b b
(D.7) /fda:/fdﬂ dla f € Cla,b].

Zatem, jezeli chcielibySmy wyznaczyé przestrzen sprzezona z przestrzenia
Cla, b, to nalezaloby wprowadzi¢ w przestrzeni BV|[a, b] relacje rownowaz-
nos$ci w nastepujacy sposob: a ~ 3 wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi wzor
(D.7), a nastepnie rozwazaé przestrzen ilorazowa. Wygodniej jest wybraé
z kazdej klasy abstrakcji znormalizowanego reprezentanta i rozwazaé¢ pod-
przestrzen utworzong z takich funkcji. Najpierw udowodnimy nastepujace
twierdzenie:
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Twierdzenie D.7. Jezeli a jest funkcjg o wahaniu ograniczonym na prze-
dziale [a,b], a B jest zdefiniowane wzorami: B(x) = a(z+) dla x € (a,b),
B(a) = a(a) oraz B(b) = a(b), to B jest rowniez funkcjg o wahaniu ogra-
niczonym, var(f;a,b) < var(a;a,b) oraz dla dowolnej funkcji f € Cla,b]
zachodzi wzor (D.7).

Dowo6d. Niech IT: a =29 <z < ... < 2, = b bedzie dowolnym podzia-
lem przedziatu [a,b]. Aby wykazaé, ze funkcja f ma ograniczone wahanie
i var(f;a,b) < var(a; a,b), wystarczy udowodnié, ze

> 1B(x;) = Blzi-1)| < var(as a,b).
=1

Niech dane bedzie € > 0. Wybieramy tak punkty ¢;, j = 1,2,...,n—1, aby
a=xp<r1<ti<xa<to<..<xp1<th1<xzp="=

oraz
a(t;) — « <— dl ) =1,2,...,n— 1.
‘ (J) x] ’ m a ] n

Woéwcezas

Z B(z;) — B(zj-1)| = |efz1+) — ala)| +
+Zla zj4) = alwj_1 )| + Ja(b) — alza-1+)] <

< oz+) — a(ty)] + |a(ty) — o |+Z|axj ) — alt;)] +

n—1

+Z|a _O‘J1|+Z|O‘31)—a($] 1)+

7j=2

+la(b) — a(tn-1) + a(tn-1) — a(zp-1+)| =

n—1
= la(t1) — a(@)| + Y la(t;) — altj-1)| + |a(b) = alte-1)| +
j=2

n

+ Z (@ +) — alt)| + D |a(tj—1) — alz;1+)] <

=2
< Var(a, a,b) +
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Z dowolnosci € > 0 wynika, ze 8 jest funkcja o zadanych wlasnosciach. Po-
b

niewaz catka [ fdf istnieje, wiec jest ona granica ciagu sum Stieltjesa, od-
a

powiadajacego dowolnemu ciagowi normalnemu podzialéw przedziatu [a, b].

Z wniosku D.2 wynika, ze zbiér punktéw prawostronnej niecigglosci funkeji

a w przedziale (a, b) jest co najwyzej przeliczalny. Mozemy zatem braé ciagi

normalne podzialéw niezawierajace tych punktéw. Dla takiego podziatu IT,

sumy Stieltjesa S(f, «; IT,,) i S(f, B; 1) sa rowne. Stad wynika, ze i calki

b b

[ fda, | fdB sarowne. B

a a

Definicja D.4. Symbolem NBV{a, b] oznaczymy zbior wszystkich funkeji ¢
o wahaniu ograniczonym na przedziale [a, b] prawostronnie ciagltych w jego

wnetrzu i takich, ze ¢(a) = 0. Funkcje nalezace do tej przestrzeni bedziemy
nazywali funkcjami znormalizowanymi o wahaniu ograniczonym.

Whniosek D.8. Przestrzeri NBV]a,b] jest przestrzeniq Banacha z normg
lello = var(g; a, b).

Dowdd. Teza wynika z oczywistego faktu, ze NBV|[a,b] jest domknieta
podprzestrzenia przestrzeni BV [a,b]. B

Teraz mozemy zidentyfikowaé przestrzen sprzezona z przestrzenia Cla, b].

Twierdzenie D.9. Przeksztatcenie A, przyporzadkowujgce kazdej znorma-
lizowanej funkcji o wahaniu ograniczonym o funkcjonat liniowy ograniczony
F zdefiniowanym wzorem (D.6), jest liniowq izometriq przestrzeni NBV [a, b]
na przestrzen sprzezonq z przestrzeniq Cla, b|.

Dowo6d. Liniowosé przeksztalcenia A wynika z wlasnosci catki Riemanna-
-Stieltjesa. Z twierdzenia Riesza wiemy, ze dla danego funkcjonalu F istnieje

b
taka funkcja a € BV[a,b], ze F(f) = [ fda, a(a) =01 ||F|| = var(a;a, b).
Z twierdzenia D.7 wynika, ze istnieje taka funkcja 5 € NBV{a,b], ze F(f) =
b
= [ fdp oraz var(B;a,b) < var(e;a,b). Na mocy twierdzenia D.6 wiemy,

ze wowczas ||F|| < var(S;a,b). Ostatecznie wiec mamy
|F|| < var(B;a,b) < var(a;a,b) = || F||,

co oznacza, ze przeksztalcenie A jest izometriag na przestrzen sprzezong
z przestrzenia Cla,b]. B
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Uwaga. Nie jest istotne w twierdzeniu D.7, ze znormalizowalismy funkcje
z przestrzeni BV |a,b], zadajac, aby byly one prawostronnie ciagte w prze-
dziale (a, b). Rownie dobrze moglibySmy wybiera¢ funkcje lewostronnie cia-
glte w tym przedziale lub bra¢ funkcje z klasy abstrakcji funkeji o réwne
3(a(z—) + a(z+)) w kazdym punkcie z € (a,b) i twierdzenie to nadal
pozostatoby prawdziwe.
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