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Wstęp

Geometria przestrzeni Banacha, a w szczególności geometria kuli została zapo-

czątkowana przez J. A. Clarksona w 1936 roku w pracy [17]. Od tego czasu jest

szeroko rozwijaną gałęzią analizy funkcjonalnej (zob. [31], [32]).

Własności geometryczne znalazły zastosowanie w takich dziedzinach matema-

tyki, jak: teoria aproksymacji, teoria punktu stałego, probabilistyka, teoria optyma-

lizacji (zob. [2], [9], [47], [57], [63]).

Ważną klasą przestrzeni Banacha są kraty Banacha. Teorię krat Banacha za-

początkowało trzech matematyków: L. V. Kantorowicz, F. Riesz i H. Freudenthal

(zob. [67]) w drugiej połowie lat trzydziestych ubiegłego wieku. W rozprawie zostaną

przedstawione wyniki dotyczące pewnych własności geometrycznych w wybranych

klasach krat Banacha (symetryczne przestrzenie Banacha i uogólnione przestrzenie

Calderóna–Łozanowskiego).

Bardzo ważną klasą krat Banacha są przestrzenie symetryczne nad przestrzenią

z miarą Lebesgue’a na przedziale [0, 1) albo [0,∞) (zob. [3], [56], [58]). Również ich

podklasy (przestrzenie Orlicza, Lorentza, Marcinkiewicza) cieszą się niesłabnącym

zainteresowaniem. Taką podklasą są przestrznie Lorentza Γp,w, które pojawiły się

w naturalny sposób w teorii interpolacji, jako efekt K–metody Lionsa–Peetre. Ściślej

mówiąc, są to przestrzenie interpolacyjne między L1 a L∞. Powiązane są one również

z klasycznymi przestrzeniami Lorentza Λp,w. Mamy bowiem Γp,w ⊂ Λp,w, a równość

zbiorów zachodzi, gdy operator Hardy’ego zdefiniowany wzorem H1(x) = x∗∗ jest

ograniczony jako H1 : Λp,w → Λp,w, co jest równoważne spełnianiu przez funkcję wa-

gową w tzw. warunku Bp. Kolejny związek między nimi ukazuje E. Sawyer w pracy

[66] dowodząc, że odpowiednia przestrzeń Γp′,w̃ jest przestrzenią dualną w sensie

Köthego dla przestrzeni Λp,w. Własności przestrzeni Lorentza Γp,w są ostatnimi laty

szeroko badane (zob. [13], [14], [16], [43]). Przestrzenie Γp,w są stosowane w rozwi-

janiu teorii aproksymacji, na przykład do poszukiwania rozszerzonych elementów

najlepszego przybliżenia w przestrzeni L0 (zob. [12]).

Drugą klasą przestrzeni omawianych w rozprawie są uogólnione przestrzenie

Calderóna–Łozanowskiego. Aby przedstawić ich historię należy sięgnąć do jednych

z najwcześniej zdefiniowanych przestrzeni funkcyjnych, tj. przestrzeni Lebesgue’a
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Lp. Jedno z uogólnień tych przestrzeni zawdzięczamy W. Orliczowi, który, na po-

czątku lat trzydziestych ubiegłego wieku, rozważał do ich zdefiniowania ogólniejszą

klasę funkcji wypukłych zamiast funkcji potęgowych. Inny punkt widzenia w uogól-

nianiu przestrzeni Lebesgue’a zaprezentował G. G. Lorentz, korzystając z funkcji

wagowej. Kolejnym krokiem było wprowadzenie w 1964 roku, przez A. P. Calde-

róna, interpolacyjnej konstrukcji E1−sF s (zob. [4]). Idąc dalej Calderón zdefiniował

przestrzenie ρ(E, L∞) jako uogólnienie przestrzeni Orlicza. Również G. J. Łozanowski

dostrzegł znaczenie i potencjał tej konstrukcji poświęcając jej wiele prac i uogólnia-

jąc ją w latach siedemdziesiątych ubiegłego wieku do postaci ρ(E, F). Przestrzenie

Calderóna–Łozanowskiego stanowią przedmiot intensywnych badań już od kilku de-

kad. Szczególnym ich przypadkiem są przestrzenie Eϕ = ρϕ(E, L
∞) (zdefiniowane

przy pomocy funkcji Orlicza ϕ), które następnie można uogólnić w sposób analo-

giczny do uogólnienia przestrzeni Orlicza do przestrzeni Musielaka–Orlicza. Uogól-

nienie to zapoczątkowali P. Foralewski i H. Hudzik w pracach [22], [23]. W pracy

będziemy badać porządkową ciągłość elementu uogólnionej przestrzeni Calderóna–

Łozanowskiego Eϕ.

Podstawową własnością w geometrii przestrzeni Banacha jest ścisła wypukłość

(S C). Jej odpowiednikiem w geometrii krat Banacha jest ścisła monotoniczność

(S M). Mianowicie, jeśli krata Banacha E jest ściśle wypukła, to jest ściśle monoto-

niczna. Ponadto implikacja przeciwna zachodzi, gdy w definicji ścisłej wypukłości

ograniczymy się do porównywalnych par na stożku dodatnim E+ ([34]). Analogiczne

związki dla lokalnej jednostajnej wypukłości oraz dolnej i górnej jednostajnej mo-

notoniczności ([34]). Zauważmy ponadto, że rola ścisłej wypukłości (refleksywności)

w problemach najlepszej aproksymacji w przestrzeniach Banacha jest taka sama

jak rola ścisłej monotoniczności (porządkowej ciągłości) w problemach zdominowa-

nej najlepszej aproksymacji w kratach Banacha ([57]). Lokalne oraz globalne wła-

sności monotonicznościowe i wypukłościowe były przedmiotem intensywnych badań

w ostatnich dekadach ([5]-[8], [10, 13, 15, 16], [18]-[29], [33]-[41], [43, 45, 46, 48, 49],

[52]-[55], [57, 61].

Oczywiście badanie globalnych własności nie zawsze jest wystarczające. W sy-

tuacji, gdy przestrzeń Banacha (krata Banacha) nie posiada globalnej własności,

naturalne jest pytanie, kiedy ustalony punkt tej przestrzeni posiada odpowiednią

własność. W przypadku ścisłej wypukłości (ścisłej monotoniczności) prowadzi to

do pojęcia punktu ekstremalnego lub S U punktu (punktu dolnej i górnej mono-
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toniczności). Podobnie, dla lokalnej jednostajnej wypukłości (górnej i dolnej jed-

nostajnej monotoniczności) rozważa się odpowiednie punkty zwane punktami LUR

(ULUM oraz LLUM punktami). W naturalny sposób pojawia się tutaj również po-

jęcie punktu porządkowej ciągłości oraz punktu niekwadratowości.

Ważnym pytaniem jest, czy własność geometryczna P kraty E może być rów-

noważnie rozważana na stożku dodatnim E+. W ujęciu lokalnym prowadzi to do

pytania, czy punkt x ∈ E ma własność A wtedy i tylko wtedy, gdy |x| ma własność
A. Bardziej subtelnym i trudniejszym jest pytanie, czy w przestrzeni symetrycznej

E element x ma własność A wtedy i tylko wtedy, gdy x∗ (nierosnące przestawie-

nie elementu x) ma własność A. Celem pracy jest znalezienie odpowiedzi na to

ostatnie pytanie dla punktów OC, LM, UM oraz LLUM. Ponadto celem niniej-

szej rozprawy jest scharakteryzowanie punktów OC, LM, UM, LLUM, ULUM oraz

punktów niekwadratowości w wybranych funkcyjnych przestrzeniach Banacha. Do-

datkowo, w pracy zostaną wykazane role punktów OC, LM oraz UM w problemach

lokalnej zdominowanej najlepszej aproksymacji w kratach Banacha.

Niniejsza rozprawa składa się z trzech rozdziałów.

W pierwszym rozdziale wprowadzone są podstawowe oznaczenia używane w pra-

cy, wprowadzone są przestrzenie Köthego, a także podane są definicje punktu po-

rządkowej ciągłości i punktów monotoniczności (dolnej monotoniczności, górnej mo-

notoniczności, dolnej lokalnej jednostajnej monotoniczności oraz górnej lokalnej jed-

nostajnej monotoniczności) wraz z definicjami odpowiednich własności globalnych.

W Rozdziale 2 wprowadzone są najpierw podstawowe pojęcia i własności ko-

nieczne dla zdefiniowania i badania przestrzeni symetrycznych i ich szczególnych

przypadków, tj. przestrzeni Lorentza Γp,w oraz Λp,w.

W Rozdziale 2.1 zaprezentowane są wyniki ogólne dotyczące lokalnej struktury

przestrzeni symetrycznych. Rozważane są zależności między posiadaniem danej wła-

sności przez element x, a posiadaniem jej przez jego nierosnące przestawienie x∗.

Następnie, w Rozdziale 2.2, przedstawione są warunki konieczne i dostateczne

punktów monotoniczności i punktów porządkowej ciągłości w przestrzeniach Γp,w

i Λp,w. Zastosowanie tych wyników do przestrzeni Orlicza–Lorentza Λφ,w, a także

wnioski dotyczące własności globalnych przestrzeni Γp,w i Λp,w znajdują się w Roz-

dziale 2.3.

Rozdziały 2.1-2.3 powstały na podstawie publikacji [15].

W dalszej kolejności zaprezentowane są wyniki dotyczące punktów niekwadrato-



WSTĘP 5

wości w przestrzeniach Γp,w wraz z wnioskami dla globalnej własności zarówno dla

przestrzeni Γp,w jak i
(
Γp,w

)
a
. Wyniki Rozdziału 2.4 pochodzą z publikacji [53].

W Rozdziale 2.5 omówiony jest problem najlepszej lokalnej zdominowanej aprok-

symacji zarówno dla siatek Banacha jak i przestrzeni symetrycznych. Rozdział ten

został opracowany został na bazie publikacji [15].

Rozdział 3 oparty jest o wyniki z pracy [51] i dotyczy uogólnionych przestrzeni

Calderóna–Łozanowskiego. Na początku przedstawione są definicje i własności funk-

cji Orlicza i jej uogólnienia do funkcji Musielaka–Orlicza, definicje warunków glo-

balnych ∆E
2
dla przestrzeni E zarówno nad bezatomową jak i czysto atomową prze-

strzenią miary. Wprowadzony zostaje także warunek lokalny ∆E
2
(x) dla danego ele-

mentu x będący podstawowym narzędziem w badaniu porządkowej ciągłości ele-

mentu uogólnionej przestrzeni Calderóna–Łozanowskiego. Głównym wynikiem tego

rozdziału są warunki konieczne i dostateczne tej własności elementu x. Z tego twier-

dzenia wywnioskowane są znane wcześniej wyniki dotyczące porządkowej ciągłości

elementu przestrzeni Calderóna–Łozanowskiego (dla funkcji Orlicza bez parametru),

a także przestrzeni Orlicza–Lorentza.

W rozważaniach dopuszcza się:

– zdegenerowane funkcje Musielaka–Orlicza (tzn. zerujące się poza zerem i „ska-

czące” do nieskończoności),

– przestrzeń miary jako sumę prostą części bezatomowej oraz czysto atomowej,

co powoduje maksymalną ogólność rozważanych przestrzeni i spore wyzwania tech-

niczne w dowodach.

Wyniki publikacji, na których opiera się niniejsza rozprawa ([15], [51], [52], [53])

znajdują swoje zastosowanie i są cytowane w pracach [16], [11], [42].



1. Pojęcia i definicje wstępne

Wprowadzimy teraz oznaczenia, które będą obowiązywać w niniejszej rozprawie:

R , R +, N – zbiory liczb rzeczywistych, rzeczywistych nieujemnych i naturalnych,

odpowiednio,

(X, ‖ · ‖) – przestrzeń Banacha,
S X, S (X) – sfera jednostkowa przestrzeni X, tj. S X = S (X) = {x ∈ X : ‖x‖ = 1},
X+ – dodatni stożek kraty X, tzn. X+

= {x ∈ X : x > 0},
(T,Σ, µ) – σ-skończona, zupełna przestrzeń miary,

L0(T ), – przestrzeń liniowa wszystkich klas równoważności, ze względu na rela-

cję równości µ prawie wszędzie (co oznaczymy jako µ- p.w. lub po prostu p.w.),

Σ-mierzalnych funkcji rzeczywistych na T ,

L0(I) – przestrzeń liniowa wszystkich klas równoważności względem relacji rów-

ności m-prawie wszędzie rzeczywistych funkcji mierzalnych w sense Lebesgue’a zde-

finiowanych na I = [0, α), gdzie α = 1 lub α = ∞ oraz m jest miarą Lebesgue’a,

L0 – w rozdziale 2 przez L0 rozumieć będziemy L0(I), a w Rozdziale 3, L0(T ),

l0 – przestrzeń liniowa wszystkich ciągów rzeczywistych z miarą liczącą m,

χA(t) =


1 dla t ∈ A,

0 dla t < A
– funkcja charakterystyczna zbioru A,

A = B – równość zbiorów z dokładnością do zbioru miary zero,

S(x) – nośnik elementu, tj. S(x) = {t ∈ T : x(t) , 0},∫
x =

∫

I

x(t)dt,
(∫

A

+

∫

B

)
f =

∫

A

f +
∫

B

f .

W rozdziałach 2 i 3 przyjmujemy zasadę, że twierdzenia, lematy oraz uwagi

własne rozprawy pochodzące z prac [15], [51], [52], [53] autorki rozprawy nie będą

dodatkowo cytowane numerem artykułu z bibliografii. Pozostałe wyniki obce są

cytowane numerem z literatury. Wszystkie definicje pojęć i własności rozważanych

w pracy pochodzą z odpowiednich pozycji literatury.

Definicja 1.1 ([67]). Niech E będzie rzeczywistą przestrzenią wektorową (liniową)

i 6 - relacją częściowego porządku w E. Parę E = (E,6) nazywamy siatką wektorową
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jeśli relacja 6 spełnia następujące własności dla x, y, z ∈ E i a ∈ R :

(1) jeśli x 6 y to x + z 6 y + z,

(2) jeśli x > θ i a > 0, to ax > θ,

gdzie θ jest elementem zerowym przestrzeni E oraz dla każdego zbioru {x, y} ⊂ E

mamy sup{x, y} = x ∨ y ∈ E lub, równoważnie, inf{x, y} = x ∧ y ∈ E.

W języku polskim siatki Banacha określa się również mianem krat Banacha.

Definicja 1.2 ([67]). Parę (E, ‖ · ‖E) nazywamy siatką Banacha, jeśli E jest siatką

wektorową, a norma ‖ · ‖E w przestrzeni E jest zupełna.

W przestrzeni L0(T ) z miarą µ, relacja 6 wprowadzona wzorem

x 6 y, jeśli x(t) 6 y(t) dla µ − p.w. t ∈ T

jest relacją częściowego porządku.

Definicja 1.3. Siatkę Banacha (E, ‖ · ‖E) nazywamy przestrzenią Köthego, jeśli jest

podprzestrzenią liniową L0(T ) spełniającą następujące warunki:

(1) Jeśli x ∈ L0, y ∈ E oraz |x| 6 |y| p.w., to x ∈ E i ‖x‖E 6 ‖y‖E.

(2) Istnieje funkcja x ∈ E ściśle dodatnia na T .

Warunek (1) nazywany jest często warunkiem ideału. Element, o którym mowa

w warunku (2) nazywany jest słabą jedynką.

Uwaga 1.4. W literaturze tak zdefiniowane przestrzenie funkcjonują również jako

funkcyjne przestrzenie Banacha. W niniejszej pracy rozważamy jednak zarówno

funkcyjne jak i ciągowe przestrzenie Köthego.

Przestrzeń Köthego nazywamy funkcyjną (ciągową) przestrzenią Köthego gdy

rozważamy ją nad przestrzenią miary bezatomowej (lub odpowiednio nad przestrze-

nią miary czysto atomowej z miarą liczącą).

W pracy będziemy pisać ‖ · ‖ zamiast ‖ · ‖E, jeśli będzie oczywiste o jakiej prze-
strzeni i normie jest mowa.

Niech E, F będą dwiema przestrzeniami Köthego. Jeśli E ⊂ F, to z twierdzenia

o domkniętym wykresie wynika, że włożenie to jest ciągłe, tzn. istnieje stała M > 0

taka, że dla każdego x ∈ E,

‖x‖F 6 M ‖x‖E . (1)
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Wtedy będziemy pisali E
M
֒→ F. Jeśli E ⊂ F i F ⊂ E, to przestrzenie te są izo-

morficzne, co oznaczamy E = F. Jeżeli dodatkowo dla każdego x ∈ E = F mamy

‖x‖E = ‖x‖F, to piszemy E ≡ F.

Mówimy, że E ma własność Fatou, tzn. dla dowolnego ciągu (xn) ⊂ E takiego, że

0 6 xn 6 x dla każdego n ∈ N, x ∈ L0, xn ↑ x p.w. oraz supn∈N ‖xn‖E < ∞, mamy x ∈ E

i ‖xn‖E ↑ ‖x‖E.

Definicja 1.5. Element x ∈ E nazywamy punktem porządkowej ciągłości (x ∈ Ea),

jeżeli dla każdego ciągu (xn) ⊂ E takiego, że 0 6 xn 6 |x| i xn → 0 p.w., mamy

‖xn‖E → 0. Przez Ea oznaczamy podprzestrzeń elementów porządkowo ciągłych w E.

Przestrzeń E jest porządkowo ciągła (co oznaczamy przez E ∈ (OC)), jeżeli każdy

element jest punktem porządkowej ciągłości, tzn. E = Ea.

Warto zauważyć, że x ∈ Ea wtedy i tylko wtedy, gdy warunek
∥∥∥xχAn

∥∥∥
E
↓ 0 jest

spełniony dla każdego ciągu zbiorów An takich, że An ց ∅ (tzn. An ⊃ An+1 oraz

µ
(⋂∞

n=1 An

)
= 0) (zob. [3]).

Definicja 1.6. Mówimy, że element x ∈ E jest punktem Kadeca–Klee względem

globalnej zbieżności wg miary (x jest Hg punktem), jeśli dla każdego ciągu (xn) ⊂ E

warunki xn

m→ x oraz ‖xn‖ → ‖x‖ implikują, że ‖xn − x‖ → 0.

Przestrzeń E ma własność Kadeca–Klee względem globalnej zbieżności wg miary

(co oznaczamy przez E ∈ (Hg)) jeśli każdy element x ∈ E jest Hg punktem.

Definicja 1.7. Mówimy, że element x ∈ E+\{0} jest

1. Punktem dolnej monotoniczności (x jest LM punktem), jeżeli dla każdego y ∈
E+ takiego, że y 6 x i y , x zachodzi ‖y‖E < ‖x‖E.

2. Punktem górnej monotoniczności (x jest UM punktem), jeżeli dla każdego

y ∈ E+ takiego, że x 6 y i y , x mamy ‖x‖E < ‖y‖E.

3. Punktem dolnej lokalnej jednostajnej monotoniczności (x jest LLUM punk-

tem), jeżeli dla każdego ciągu (xn) ⊂ E takiego, że 0 6 xn 6 x i ‖xn‖ → ‖x‖
zachodzi ‖xn − x‖ → 0.

4. Punktem górnej lokalnej jednostajnej monotoniczności (x jest ULUM punk-

tem), jeżeli dla każdego ciągu (xn) ⊂ E takiego, że x 6 xn i ‖xn‖ → ‖x‖ mamy
‖xn − x‖ → 0.
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Przestrzeń E jest ściśle monotoniczna (ozn. E ∈ (S M)), jeżeli dla każdego 0 6

y 6 x i y , x mamy ‖y‖E < ‖x‖E.

Uwaga 1.8 ([34]). Następujące warunki są równoważne:

1. E ∈ (S M).

2. Każdy element x ∈ E+\{0} jest LM punktem.

3. Każdy element x ∈ E+\{0} jest UM punktem.



2. Przestrzenie symetryczne

Ważną podklasą przestrzeni Köthego są przestrzenie symetryczne. Będziemy

rozważać przestrzenie symetryczne określone na I z miarą Lebesgue’a (zob. (2)).

W niniejszym rozdziale, o ile nie będzie napisane inaczej, przez I będziemy rozu-

mieć przedział

I = [0, α), gdzie α = 1 lub α = ∞. (2)

Symbol α będzie oznaczał koniec tego przedziału.

Definicja 2.1 ([3],[56]). Funkcję dystrybucji dx elementu x ∈ L0(I) definiujemy wzo-

rem

dx(λ) = m{t ∈ I : |x(t)| > λ} (3)

dla każdego λ > 0.

Nierosnące przestawienie funkcji x ∈ L0(I) definiujemy jako

x∗(t) = inf{λ > 0: dx(λ) 6 t} (4)

dla każdego t > 0.

Uwaga 2.2. W przypadku przestrzeni ciągowych, gdy x ∈ l0, we wzorze na funkcję

dystrybucji (3) symbol m oznacza miarę liczącą, natomiast definicja elementu x∗

dana wzorem (4) przyjmuje postać

x∗(i) = inf{λ > 0: dx(λ) < i} (5)

dla każdego i ∈ N (zob. [24]). Konieczność zastosowania nierówności ostrej < we
wzorze (5) (inaczej niż we wzorze (4)) wynika z faktu, że zastosowanie nierówno-

ści 6 powoduje dla niektórych elementów utratę informacji pomiędzy elementem x

a jego nierosnącym przestawieniem x∗, nawet w przypadku, gdy S(x) jest zbiorem

skończonym.

Definicja 2.3. Mówimy, że dwie funkcje x, y ∈ L0(I) są równomierzalne (ozn. x ∼ y),

jeżeli dx(λ) = dy(λ) dla wszystkich λ > 0. Równoważnie, x ∼ y wtedy i tylko wtedy,

gdy x∗ = y∗.
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W niniejszej rozprawie będziemy przyjmować następujące oznaczenia:

x∗(∞) := limt→∞ x∗ (t) , jeśli m(S(x)) = ∞,
x∗(∞) := 0, jeśli m(S(x)) < ∞.

Definicja 2.4 ([3],[10],[56]). Przestrzeń Köthego E nazywamy funkcyjną przestrzenią

symetryczną (niezmienniczą ze względu na przestawienia), jeśli dla wszystkich x ∈
L0(I) i y ∈ E takich, że x ∼ y, mamy, że x ∈ E oraz ‖x‖E = ‖y‖E.
Analogicznie definiujemy ciągowe przestrzenie symetryczne biorąc x ∈ l0 i y ∈ E.

Uwaga 2.5 (Twierdzenie 4.1, [56]). Każda nietrywialna symetryczna przestrzeń Köth-

ego E jest przestrzenią pośrednią pomiędzy L1(I) i L∞(I), tzn.

L1(I) ∩ L∞(I)
C1

֒→ E
C2

֒→ L1(I) + L∞(I),

gdzie C1 = 2
∥∥∥χ[0,1]

∥∥∥
E
, C2 = 1/

∥∥∥χ[0,1]

∥∥∥
E
oraz

‖x‖L1(I)∩L∞(I) = max(‖x‖L1 , ‖x‖L∞),

‖x‖L1(I)+L∞(I) = inf
{
‖x0‖L1 + ‖x1‖L∞ : x = x0 + x1, x0 ∈ L1, x1 ∈ L∞

}
=

∫ 1

0

x∗(s)ds

Twierdzenie 2.6 ([3],[56]). Niech x, y, xn ∈ L0 i a ∈ R . Wtedy funkcje dx oraz x∗ są

nieujemne, nierosnące i prawostronnie ciągłe na [0,∞). Ponadto

1. Jeżeli |y| 6 |x|, to dy 6 dx i y∗ 6 x∗.

2. Dla dowolnych t1, t2 > 0 mamy

dx+y(t1 + t2) 6 dx(t1) + dy(t2), (x + y)∗(t1 + t2) 6 x∗(t1) + y∗(t2).

3. x ∼ x∗.

4. Jeśli |xn| ↑ |x| p.w. to dxn
↑ dx i x∗n ↑ x∗.

5. (ax)∗ = |a|x∗.

6. (|x|p)∗ = (x∗)p dla 0 < p < ∞.

Twierdzenie 2.7 (Nierówność Hardy’ego–Littlewooda, Twierdzenie 2.2 w [3], Wła-

sność 13◦, str. 68 w [56]). Dla x, y ∈ L0(I), I = [0, α), α = 1 lub α = ∞ mamy
∫ α

0

xy 6

∫ α

0

x∗y∗.
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Lemat 2.8 ([56], Własność 7◦, str. 64). Niech x ∈ L0[0,∞). Jeśli x∗(t) > x∗(∞), to

istnieje taki zbiór et(x), że m(et(x)) = t oraz
∫ t

0

x∗ =

∫

et(x)

|x|.

Uwaga 2.9. Warto zauważyć, że Lemat 2.8 zachodzi bez założenia x∗(t) > x∗(∞) dla

przestrzeni L0(I) przy pewnych warunkach nałożonych na liczbę t.

Niech x ∈ L0[0, α) gdzie α = 1 lub α = ∞. Wtedy istnieje taki zbiór et(x), że

m(et(x)) = t oraz ∫ t

0

x∗ =

∫

et(x)

|x|

dla każdego t ∈ (0,m(Z)), gdzie Z = {t : | f (t)| > f ∗(∞)} albo dla każdego t ∈ (0, α),

w przypadku m(S( f )) < ∞.

Lemat 2.10 ([56], Własność 8◦, str. 64). Równość
∫ t

0

x∗ = sup
m(e)=t

∫

e

|x|

zachodzi dla każdego x ∈ L0[0,∞).

Twierdzenie 2.11 ([56], Własność 9◦, str. 65). Niech x i y będą dwiema lokalnie

całkowalnymi funkcjami oraz dx(λ), dy(λ) < ∞ dla wszystkich λ > 0. Wtedy równość

(x + y)∗(t) = x∗(t) + y∗(t)

zachodzi dla wszystkich t > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje x i y są prawie

wszędzie jednakowego znaku i mają wspólny system zbiorów et, 0 < t < ∞.

Definicja 2.12 ([3], Definicja 3.1, str. 52, [56], str. 124). Dla danej funkcji x ∈ L0(I)

definiujemy funkcję maksymalną nierosnącego przestawienia x∗ jako

x∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

x∗(s)ds

dla każdego t > 0.

Twierdzenie 2.13 ([3], str. 52-55). Niech x, y, xn ∈ L0, a ∈ R . Wtedy x∗∗ jest funkcją

nieujemną, nierosnącą i ciągłą na L0. Ponadto

1. x∗∗ = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0 p.w.

2. x∗ 6 x∗∗ i (ax)∗∗ = |a|x∗∗.
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3. (x ± y)∗∗(t) 6 x∗∗(t) + y∗∗(t), t ∈ (0, α).

4. Jeśli |y| 6 |x| p.w., to y∗∗ 6 x∗∗ punktowo.

5. Jeśli |xn| ↑ |x| p.w., to x∗∗n ↑ x∗∗ punktowo.

Definicja 2.14 ([43]). Niech 1 6 p < ∞. Niech w ∈ L0(I) będzie nieujemną, lokalnie

całkowalną funkcją wagową. Przestrzenią Lorentza Γp,w := Γp,w(I) nazywamy pod-

przestrzeń tych elementów x ∈ L0(I), dla których

‖x‖Γp,w
=



α∫

0

(x∗∗)pw



1/p

=



α∫

0

(x∗∗)p(t)w(t)dt



1/p

< ∞.

Gdy mowa będzie o przestrzeniach Γp,w będziemy zakładać, że waga w jest klasy

Dp, tzn. spełnia następujące warunki

0 < W(t) =

t∫

0

w(s)ds < ∞ i Wp(t) = tp

α∫

t

s−pw(s)ds < ∞

dla wszystkich 0 < t 6 α, jeśli α = 1 i wszystkich 0 < t < α dla α = ∞. Warunki te
zapewniają, że przestrzeń Γp,w jest nietrywialną symetryczną przestrzenią Köthego

z własnością Fatou (por. [14], [43]).

W artykułach innych autorów rozważane są przestrzenie Γp,w również dla p ∈
(0, 1), jednak wtedy takie przestrzenie są quasi-unormowane.

Uwaga 2.15. Niech x, y ∈ S (Γp,w). Załóżmy, że istnieje zbiór mierzalny Z taki, że

m(Z ∩ S(w)) > 0 oraz

(x + y)∗∗(t) < x∗∗(t) + y∗∗(t) dla t ∈ Z. (6)

Wówczas ‖x + y‖ < 2.

W istocie,
∥∥∥∥∥

x + y

2

∥∥∥∥∥
p

=

∫ α

0

[(
x + y

2

)∗∗]p

w <

∫ α

0

[
x∗∗ + y∗∗

2

]p

w 6

∫ α

0

(x∗∗)p
+ (y∗∗)p

2
w = 1.

Definicja 2.16. Niech 1 6 p < ∞. Niech w ∈ L0(I) będzie nierosnącą, nieujemną, lo-

kalnie całkowalną funkcją wagową. Przestrzenią Lorentza Λp,w := Λp,w(I) nazywamy

podprzestrzeń tych elementów x ∈ L0(I), dla których

‖x‖Λp,w
=



α∫

0

(x∗)pw



1/p

=



α∫

0

(x∗)p(t)w(t)dt



1/p

< ∞.
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Tak zdefiniowane przestrzenie Λp,w są szczególnym przypadkiem przestrzeni Orli-

cza–Lorentza rozważanych w pracy [39] (zob. również Definicję 3.6). Każda prze-

strzeń Λp,w jest symetryczną przestrzenią Banacha.

Przestrzenie Γp,w są naturalnie związane z przestrzeniami Lorentza Λp,w. Oczy-

wiście Γp,w ⊂ Λp,w dla każdego 0 < p < ∞. Wynika to z nierówności x∗ 6 x∗∗, mamy

bowiem dla x ∈ Γp,w, że


α∫

0

(x∗)pw



1/p

6



α∫

0

(x∗∗)pw



1/p

< ∞.

Zatem x ∈ Λp,w. Ponadto równość Γp,w = Λp,w zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

waga w spełnia tzw. warunek Bp, tzn. istnieje A > 0 takie, że dla każdego x > 0,
∫ ∞

x

t−pw(t)dt 6 Ax−p

∫ x

0

w(t)dt

(zob. [1], [43], [66]).

Przedstawimy teraz definicję transformacji zachowującej miarę a także wykorzy-

tywane w pracy znane wyniki.

Definicja 2.17 ([3]). Niech (T1,Σ, µ1), (T2,Σ, µ2) będą dwiema σ-skończonymi prze-

strzeniami miary. Odwzorowanie γ : T1 → T2 nazywamy transformacją zachowującą

miarę, jeśli dla µ2-mierzalnego zbioru A ⊂ T2, zbiór γ−1[A] = {t ∈ T1 : γ(t) ∈ A} jest
µ1-mierzalnym podzbiorem T1 i µ1(γ−1(A)) = µ2(A).

Twierdzenie 2.18 ([65], str. 410). Niech zbiory A, B ⊂ [0,∞) będą takie, że µ(A) =

µ(B) < ∞. Wtedy istnieje transformacja zachowująca miarę δ : A→ B.

Poniższe twierdzenie jest wnioskiem z Twierdzenia Ryffa (zob. [3]).

Twierdzenie 2.19 ([3], Wniosek 7.6). Niech x ∈ L0(I) (x ∈ l0) będzie nieujemną

funkcją (ciągiem), taką, że x∗(∞) = 0. Wtedy istnieje transformacja zachowująca

miarę σ : S(x)
na→ S(x∗) taka, że |x| = x∗ ◦ σ p.w. na S(x).

2.1. Rezultaty ogólne

W niniejszym rozdziale przedstawimy ogólne wyniki dotyczące funkcji mierzal-

nych, a także wyniki dotyczące lokalnych własności monotonicznościowych oraz po-

rządkowej ciągłości elementu przestrzeni i jego nierosnącego przestawienia w prze-

strzeniach symetrycznych.



2. PRZESTRZENIE SYMETRYCZNE 15

Definicja 2.20 (Warunek (+) z pracy [40]). Mówimy, że mierzalna funkcja x : I → R
spełnia warunek (+) jeśli istnieje θ1 > 0 takie, że |x(t)| > θ1 p.w. i d|x|−θ1(θ) < ∞ dla
wszystkich θ > 0.

W dalszej części pracy będziemy używać następujący warunek

m{t ∈ I : |x(t)| < x∗(∞)} = 0. (7)

Uwaga 2.21. Warto zauważyć, że warunek (7) jest równoważny warunkowi (+).

Dowód. W istocie, jeśli m(S(x)) < ∞, to

|x(t)| > 0 = x∗(∞) p.w. oraz d|x|(θ) < ∞ dla każdego θ > 0

a także m{t ∈ I : |x(t)| < 0} = 0.

Rozważając przypadek m(S(x)) = ∞ pokażemy tę równoważność w dwóch kro-
kach.

I. Implikacja (7) ⇒ (+).

Biorąc θ1 = x∗(∞) otrzymujemy, że |x(t)| > θ1 p.w. Ponadto niech θ > 0. Wtedy

d|x|−x∗(∞)(θ) = d|x|−θ1(θ) =m{t ∈ I : |x(t)| − x∗(∞) > θ}

= m{t ∈ I : |x(t)| > x∗(∞) + θ}

= d|x|(x∗(∞) + θ) = dx∗(x∗(∞) + θ) < ∞.

II. Implikacja (+) ⇒ (7).
Z założenia istnieje takie θ1 > 0, że |x(t)| > θ1 p.w. Stąd x∗(∞) > θ1. Zauważmy

ponadto, że d|x|(θ) = dx∗(θ) < ∞ dla θ > x∗(∞) oraz d|x|(θ) = dx∗(θ) = ∞ dla 0 < θ <

x∗(∞). Pokażemy, że

θ1 = x∗(∞). (8)

Załóżmy, że θ1 < x∗(∞). Wtedy istnieje θ0 > 0, że 0 < θ1 + θ0 < x∗(∞) oraz

d|x|−θ1(θ0) = m{t ∈ I : |x| > θ1 + θ0} = d|x|(θ1 + θ0) = ∞,

sprzeczność. To dowodzi równości (8) i kończy dowód. �

Rozważymy także modyfikację warunku (+) w którym będziemy rozważać obcię-

cie elementu x do jego nośnika, tzn.

m{t ∈ I : 0 < |x(t)| < x∗(∞)} = 0. (9)

Oczywiście powyższy warunek jest słabszy od warunku (7). Dla wygody Czytelnika

podajemy (wykorzystywane w dalszej części rozprawy)
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(a) Lemat 3.2 z pracy [39], udowodniony jako pierwszy oraz

(b) Lemat 5 z pracy [40], będący wzmocnieniem poprzedniego.

Udowodniony poniżej Lemat 2.24 jest uogólnieniem Lematu 5 z [40] (patrz przypa-

dek I dowodu).

Lemat 2.22 (Lemat 3.2, [39]). Niech x, y ∈ L0(I). Załóżmy, że |x(t)| < |y(t)| dla t ∈ A ⊂
I, gdzie m(A) > 0 i |x(t)| 6 |y(t)| dla p.w. t ∈ I. Jeśli dx(θ) < ∞ dla każdego θ > 0, to

istnieje taki zbiór B ⊂ I miary dodatniej, że x∗(t) < y∗(t) dla t ∈ B.

Lemat 2.23 (Lemat 5, [40]). Niech x, y ∈ L0, x spełnia warunek (+) i |x(t)| < |y(t)| dla
t ∈ A ⊂ I, gdzie m(A) > 0 i |x(t)| 6 |y(t)| dla p.w t ∈ I. Wtedy istnieje taki zbiór B ⊂ I,

miary dodatniej, że x∗(t) < y∗(t) dla t ∈ B.

Lemat 2.24. Niech x, y ∈ L0(I) będą takie, że |x| 6 |y|, |x(t)| < |y(t)| dla t ∈ A, gdzie

m(A) > 0 oraz |y(t)| > x∗(∞) dla każdego t ∈ A. Wtedy istnieje taki zbiór B o dodatniej

mierze, że x∗(t) < y∗(t) dla t ∈ B.

Dowód. Niech x, y ∈ L0(I), |x| 6 |y|, |x(t)| < |y(t)| dla t ∈ A, gdzie m(A) > 0 oraz

|y(t)| > x∗(∞) dla każdego t ∈ A. Zauważmy, że teza powyższego lematu dla przypadku

x∗(∞) = 0 jest spełniona na mocy Lematu 2.22.

Rozważmy zatem przypadek, gdy x∗(∞) > 0. Wtedy m(S(x)) = ∞. Oznaczmy
zbiór

D = {t ∈ I : 0 < |x(t)| < x∗(∞)}.

Dalszą część dowodu podzielimy na przypadki:

Przypadek I. m(D) = 0 oraz

(a) S(x) = S(y).

(b) S(x) , S(y).

Przypadek II. m(D) > 0.

Pokażemy po kolei każdy z nich.

I. (a) Załóżmy, że S(x) = S(y). Wtedy A ⊂ S(x), 0 < x∗(∞) 6 |x|(t) < |y|(t) dla t ∈ A

oraz x∗(∞) 6 |y(t)| dla p.w. t ∈ S(y). Zdefiniujmy,

x̃ = (|x| − x∗(∞))χS(x) i ỹ = (|y| − x∗(∞))χS(y).

Wówczas x̃, ỹ > 0 i (x̃)∗(∞) = 0, (ỹ)∗(∞) > 0. Ponadto x̃ 6 ỹ oraz x̃(t) < ỹ(t) dla

wszystkich t ∈ A. Na mocy Lematu 2.22, istnieje zbiór Bmiary dodatniej, że (x̃∗)(t) <
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(ỹ)∗(t) dla każdego t ∈ B. Zauważmy, że dla θ > 0,

d(x̃)∗(θ) = dx̃(θ) = m{t ∈ I : (|x| − x∗(∞))χS(x)(t) > θ}

= m{t ∈ S(x) : |x(t)| − x∗(∞) > θ}

= m{t ∈ S(x∗) : x∗(t) − x∗(∞) > θ} = dx∗−x∗(∞)(θ),

skąd (x̃)∗ = x∗− x∗(∞). Analogiczne rozumowanie zachodzi dla d(ỹ)∗(θ) dla θ > 0, skąd

d(ỹ)∗(θ) = dy∗−x∗(∞)(θ) dla θ > 0 i w konsekwencji (ỹ)∗ = y∗ − x∗(∞). Podsumowując,

otrzymujemy, że x∗(t) < y∗(t) dla t ∈ B.

I. (b) Załóżmy, że S(x) , S(y) oraz m(A ∩ S(x)) > 0. Bez straty ogólności, możemy

założyć, że A ⊂ S(x). Weźmy r = yχS(x). Mamy |x(t)| < |r(t)| dla t ∈ A, |x(t)| 6
|r(t)| 6 |y(t)| dla p.w. t ∈ I i S(x) = S(r). Powtarzając rozumowanie jak w dowodzie

przypadku I. (a) dla elementu r w miejsce y, wnioskujemy, że istnieje taki zbiór B

o mierze dodatniej, że

x∗(t) < r∗(t) 6 y∗(t) dla t ∈ B.

Jeżeli m(A ∩ S(x)) = 0, to wtedy A ⊂ S(y). Weźmy

r = xχS(x) + x∗(∞)χA i s = yχS(x) + yχA.

Oczywiście |x| 6 |r| 6 |s| 6 |y|, |r(t)| < |s(t)| dla wszystkich t ∈ A oraz S(r) = S(s).

Rozumowanie analogiczne jak w dowodzie przypadku I. (a), dla elementu r w miejsce

x i elementu s w miejsce y, kończy dowód przypadku I. (b).

II. Oznaczmy

x̃ = |x|χI\D + x∗(∞)χD i ỹ = |y|χI\D + |y|χD2
+ x∗(∞)χD1

,

gdzie D1 = {t ∈ D : |y(t)| 6 x∗(∞)}, D2 = D\D1.

Pokażemy, że

x̃ ∼ x oraz ỹ ∼ y.

Oczywiście x̃ > x. Zauważmy, że dla każdego 0 < θ < x∗(∞) mamy

dx̃(θ) = m{t ∈ I : |x̃(t)| > θ} > dx(θ) = ∞.

oraz dla każdego θ > x∗(∞) mamy

dx̃(θ) = m{t ∈ I : |x̃(t)| > θ} = m{t ∈ I\D : |x(t)| > θ} = dx(θ).
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Podobnie, dla każdego 0 < θ < x∗(∞) mamy

dỹ(θ) = m{t ∈ I : |ỹ(t)| > θ} > dy(θ) > dx(θ) = ∞

oraz dla każdego θ > x∗(∞) zachodzi równość

dỹ(θ) = m{t ∈ I : |ỹ(t)| > θ} = m{t ∈ I\D1 : |ỹ(t)| > θ}

= m{t ∈ I\D1 : = |y(t)| > θ} = dy(θ).

Z definicji elementu x̃ wnioskujemy, że (x̃)∗(∞) = x∗(∞) a zbiór D̃ = {t ∈ I : 0 <

|x̃| < x∗(∞)} ma miarę zero. Ponadto x̃ 6 ỹ, a także x̃(t) < ỹ(t) dla t ∈ A, z uwagi na

inkluzję A ⊂ I\D1. Idąc dalej mamy, że ỹ(t) > (x̃)∗(∞) = x∗(∞) dla t ∈ A.

Podsumowując, elementy x̃ (w miejsce x) oraz ỹ (w miejsce y) spełniają założenia

Lematu 2.24, a także założenie Przypadku I dowodu, tj. m(D̃) = 0 (w miejsce m(D) =

0). Postępując analogicznie wnioskujemy, że istnieje taki zbiór B, m(B) > 0, dla

którego x∗(t) = (x̃)∗(t) < (ỹ)∗(t) = y∗(t) dla t ∈ B. �

Lemat 2.26 jest uogólnieniem Lematu 2 z pracy [40], który podajemy poniżej dla

wygody Czytelnika.

Lemat 2.25 (Lemat 2, [40]). Niech x ∈ L0 i C = {t : |x(t)| > x∗(∞)}. Ponadto niech x

spełnia warunek (+) (zob. Definicję 2.20). Jeśli m(C) < ∞ (m(C) = ∞ odpowiednio),
to istnieje transformacja zachowująca miarę σ : I → I (σ : C → I odpowiednio),

taka, że x∗ ◦ σ = |x| p.w (dla p.w t ∈ C odpowiednio).

Lemat 2.26. Niech x ∈ L0 i C = {t : |x(t)| > x∗(∞)}. Wtedy istnieje transformacja
zachowująca miarę σ : C → [0,m(C)), taka, że x∗ ◦ σ = |x| p.w. na C.

Dowód. W przypadku x∗(∞) = 0, lemat wynika z Twierdzenia 2.19. Załóżmy zatem,

że x∗(∞) > 0. Ponadto niech

x̃ = (|x| − x∗(∞)) χC.

Postępując analogicznie jak w dowodzie Lematu 2.24 dostajemy (x̃)∗(∞) = 0 i (x̃)∗ =

x∗ − x∗(∞). Stąd i z Twierdzenia 2.19, istnieje transformacja zachowująca miarę

σ : C → [0,m(C)), taka, że (x̃)∗(σ(t)) = x̃(t) dla p.w. t ∈ C. Zauważmy, że C ⊂ S(x)

oraz

|x|(t) − x∗(∞) = x̃(t) = (x̃)∗(σ(t)) = x∗(σ(t)) − x∗(∞)

dla t ∈ C, co kończy dowód. �
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Lemat 2.27. Niech E będzie symetryczną funkcyjną przestrzenią Banacha na I oraz

x ∈ E+\{0}. Jeżeli x jest LM punktem, to m{t ∈ I : 0 < x(t) 6 x∗(∞)} = 0.

Dowód. Załóżmy, że m{t ∈ I : 0 < x(t) 6 x∗(∞)} > 0. Weźmy zbiór C ⊂ {t ∈ I : 0 <

x(t) 6 x∗(∞)}, o dodatniej i skończonej mierze. Biorąc

y = xχC

otrzymujemy, że y 6 x oraz

dx−y(τ) = dx(τ) = dx∗(τ) = ∞

dla każdego τ < x∗(∞). Ponadto

dx−y(τ) = m{s : (x − y)(s) > τ}

= m{s ∈ C : (x − y)(s) > τ} + m{s ∈ S(x)\C : (x − y)(s) > τ}

= m{s ∈ S(x)\C : x(s) > τ} = m{s ∈ S(x) : x(s) > τ} = dx(τ)

dla τ > x∗(∞). W konsekwencji ‖x − y‖ = ‖x‖, tzn. x nie jest LM punktem. �

Lemat 2.28. Niech E będzie symetryczną funkcyjną przestrzenią Banacha na I. Jeżeli

x ∈ E+\{0} jest UM punktem, to m{s ∈ I : x(s) < x∗(∞)} = 0.

Dowód. Załóżmy, że m{s ∈ I : x(s) < x∗(∞)} > 0. Wtedy x∗(∞) > 0. Zdefiniujmy

Ak =

{
s ∈ I : x(s) +

1

k
< x∗(∞)

}
dla k ∈ N .

Istnieje wtedy k ∈ N , że m(Ak) > 0. Weźmy

y =
1

k
χAk
.

Z uwagi na nierówność x∗(∞) > 0 wnioskujemy, że χ[0,∞) ∈ E oraz y ∈ E. Wtedy

(x + y)χI\Ak
= xχI\Ak

i dx+y(τ) = dx(τ) dla dowolnego τ > x∗(∞). Oczywiście dx+y(τ) =

dx(τ) = ∞ dla τ < x∗(∞). Ostatecznie ‖x + y‖ = ‖x‖ tzn. x nie jest UM punktem. �

Uwaga 2.29. W teorii funkcyjnych siatek Banacha w naturalny sposób stawia się

pytanie, czy własność P może być równowżnie rozważana tylko na stożku E+ siatki E

(zob. [34]). Trudniej udowodnić, że dana własność może być rozważana równoważnie

tylko na stożku elementów nieujemnych i nierosnących (piszemy wtedy E ∈ (P∗), zob.

[6]). Przy rozważaniu własności geometrycznych pojedynczego punktu pojawiają się

podobne, naturalne pytania.



2. PRZESTRZENIE SYMETRYCZNE 20

Przedyskutujmy zatem następujący problem: czy dla danej własności P ustalo-

nego elementu x zachodzi równoważność x ∈ (P)⇔ x∗ ∈ (P)?

Twierdzenie 2.30. Niech E będzie symetryczną funkcyjną przestrzenią Banacha na

I. Wtedy x ∈ E+\{0} jest LM punktem wtedy i tylko wtedy, gdy x∗ jest LM punktem

i m{t ∈ I : 0 < x(t) 6 x∗(∞)} = 0.

Dowód. Konieczność. Niech 0 6 y 6 x∗ i 0 , y , x∗. Z Lematu 2.27 dostajemy,

że m{t ∈ I : 0 < x(t) 6 x∗(∞)} = 0. Na mocy Lematu 2.26, istnieje transformacja

zachowująca miarę σ : C → [0,m(C)), taka, że x∗ ◦ σ = x p.w. na C = {t : |x(t)| >
x∗(∞)}. Skoro C = S(x), to 0 , y ◦σ 6 x∗ ◦σ = x i y ◦σ , x. Założenie, że x jest LM

punktem implikuje, że ‖y‖ = ‖y ◦ σ‖ < ‖x‖ = ‖x∗‖.
Dostateczność. Niech 0 6 y 6 x i y , x. Rozważmy dwa przypadki.

(i) Niech x∗(∞) = 0. Ponieważ 0 6 y 6 x i y , x, zatem y∗ 6 x∗ oraz istnieje taki

zbiór miary dodatniej A ⊂ I, że |y(t)| < |x(t)| dla p.w. t ∈ A. Oczywiście dx(θ) < ∞ dla
każdego θ > 0 z uwagi na założenie x∗(∞) = 0. Z Lematu 2.22 otrzymujemy zatem,

że istnieje taki zbiór miary dodatniej B ⊂ I, że y∗(t) < x∗(t) dla t ∈ B, tzn. y∗ , x∗.

Ponieważ x∗ jest LM punktem, to ‖y‖ = ‖y∗‖ < ‖x∗‖ = ‖x‖, więc x jest również LM

punktem.

(ii) Niech x∗(∞) > 0. Zdefiniujmy

z(t) =



(x − y)(t), jeśli (x − y)(t) > x∗(∞),

0, jeśli x(t) = 0,

x∗(∞), w pozostałych przypadkach.

Wtedy (x − y)(t) 6 z(t) < x(t) dla t ∈ S(y), skoro m{t ∈ I : 0 < x(t) 6 x∗(∞)} = 0.

Ponadto x − y 6 z 6 x. Zauważmy, że x∗(∞) = z∗(∞), S(z) = S(x) ⊃ S(y) i m{t ∈
I : 0 < z(t) < z∗(∞)} = 0. Oczywiście x(t) > z∗(∞) dla wszystkich t ∈ S(z). Na mocy

Lematu 2.24 istnieje zbiór C, dodatniej miary, że

(x − y)∗(t) 6 z∗(t) < x∗(t)

dla wszystkich t ∈ C. Z tego, że x∗ jest LM punktem, otrzymujemy

‖x − y‖ = ‖(x − y)∗‖ < ‖x∗‖ = ‖x‖ .

�
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Twierdzenie 2.31. Niech E będzie symetryczną funkcyjną przestrzenią Banacha na

I. Wtedy x ∈ E+\{0} jest UM punktem wtedy i tylko wtedy, gdy x∗ jest UM punktem

i m{t ∈ I : x(t) < x∗(∞)} = 0.

Dowód. Konieczność. Warunek m{t ∈ I : x(t) < x∗(∞)} = 0 wynika z Lematu 2.28.

Niech x∗ 6 z, x∗ , z. Weźmy C = {t ∈ I : x(t) > x∗(∞)}. Jeśli m(C) < ∞ (m(C) = ∞), to
z Lematu 2.25, istnieje transformacja zachowująca miarę σ : I → I (σ : C → [0,∞)),

taka, że x∗ ◦ σ = x p.w. (x∗ ◦ σ p.w. na C). W pierwszym przypadku dowód można

łatwo dokończyć wykorzystując element y = z ◦ σ.
Rozważmy przypadek m(C) = ∞. Zdefiniujmy

y(t) =


z(σ(t)), jeśli t ∈ C,

0, jeśli t < C.

Wtedy xχC 6 y i xχC , y. Oznaczmy

D = {t ∈ S(x) : x(t) = x∗(∞)} oraz g = y + x∗(∞)χD.

Oczywiście D ⊂ I\C. Twierdzimy, że xχC ∼ x. Zauważmy, że dla każdego θ > x∗(∞)

mamy

dxχC (θ) = m{t ∈ I : xχC(t) > θ} = m{t ∈ I : x(t) > θ} = dx(θ). (10)

Ponadto dla każdego θ 6 x∗(∞), mamy

dx(θ) = m{t ∈ I : x(t) > θ} > m{t ∈ I : xχC(t) > θ} = dxχC (θ) = ∞, (11)

co dowodzi stwierdzenie xχC ∼ x. Analogicznie wnioskujemy, że g ∼ y biorąc w rów-

naniach (10) i (11) element y w miejsce xχC oraz g w miejsce x.

Z uwagi na x 6 g i x , g, mamy

‖x∗‖ = ‖x∗ ◦ σ‖ = ‖xχC‖ = ‖x‖ < ‖g‖ = ‖y‖ = ‖z ◦ σ‖ = ‖z‖ .

Dostateczność. Niech x 6 y i y , x. Ponieważ m{t : x(t) < x∗(∞)} = 0, zatem z Lematu

2.23, x∗(t) < y∗(t) dla t ∈ B, gdzie m(B) > 0. Oczywiście x∗ 6 y∗. Fakt, że x∗ jest UM

punktem kończy dowód. �

Lemat 2.32 jest wynikiem dobrze znanym w literaturze (zob. np. [56]). Przepro-

wadzimy dowód dla kompletności.
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Lemat 2.32.

(i) Niech E będzie symetryczną funkcyjną przestrzenią Banacha na I = [0,∞)

i x ∈ E. Jeżeli x ∈ Ea, to x∗(t)→ 0 przy t → ∞.

(ii) Niech E będzie symetryczną ciągową przestrzenią Banacha i x ∈ E. Jeżeli

x ∈ Ea, to x∗(i)→ 0 przy i→ ∞.

Dowód. (i) Załóżmy, że x∗(∞) > 0. Zdefiniujmy

C =

{
t ∈ S(x) : x(t) >

x∗(∞)

2

}
.

Wtedy m(C) = ∞. Niech ciąg zbiorów (Ci)i∈N będzie taki, że C =
⋃∞

i=1 Ci, Ci ∩C j = ∅
dla dowolnych i , j, oraz m(Ci) < ∞ dla każdego i ∈ N . Z uwagi na to, że E

1
֒→

L1 + L∞, otrzymujemy, że dla każdego z ∈ E ⊂ L1 + L∞ oraz
∫ 1

0
z∗ = ‖z‖L1+L∞ 6 ‖z‖E.

Weźmy ciąg An = C\⋃n
i=1 Ci. Wtedy An ⊂ C oraz m(An) = ∞ dla każdego n ∈ N .

Tak zdefiniowany ciąg zbiorów jest zstępujący, tj. An ↓ ∅. W konsekwencji

∥∥∥xχAn

∥∥∥
E
>

∥∥∥xχAn

∥∥∥
L1+L∞

=

1∫

0

(
xχAn

)∗
>

x∗(∞)

2
> 0.

Ostatecznie x < Ea, co kończy dowód.

(ii) Załóżmy przeciwnie, że x∗(i) 6→ 0, tzn. istnieją δ > 0 i podciąg (ik)
∞
k=1
takie, że

|x(ik)| > δ dla każdego k ∈ N .

Niech xn = |x| χ{in,in+1,... }. Zauważmy, że 0 6 xn 6 |x| dla każdego n ∈ N i xn → 0

punktowo. Z drugiej strony, można zauważyć, że

x∗n(i) > δ dla wszystkich n, i ∈ N .

Z symetrii przestrzeni istnieje takie a > 0, że dla każdego i mamy ‖ei‖E = a. Osta-

tecznie ‖xn‖E =

∥∥∥x∗n
∥∥∥

E
> δ ‖ei‖ = a > 0, więc x < Ea. �

Warto zauważyć, że implikacja przeciwna w Lemacie 2.32 nie zachodzi, co poka-

zuje poniższy przykład.
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Przykład 2.33. Niech φ będzie funkcją quasi wklęsłą na I = [0,∞) (zob. [3]) oraz

φ(0+) = 0. Przypomnijmy definicję funkcyjnych przestrzeni Marcinkiewicza Mφ,M
∗
φ:

Mφ =

{
x ∈ L0 : ‖x‖Mφ = sup

t∈I
{x∗∗(t)φ(t)} < ∞

}
,

M∗φ =

{
x ∈ L0 : ‖x‖M∗

φ
= sup

t∈I
{x∗(t)φ(t)} < ∞

}
.

Oczywiście z uwagi na nierówność x∗ 6 x∗∗ oraz definicję włożenia przestrzeni (zob.

(1)) mamy, że Mφ
1
֒→ M∗φ. Ponadto M∗φ

c
֒→ Mφ wtedy i tylko wtedy, gdy

∫ t

0

(1/φ(s))ds 6 ct/φ(t) dla każdego t ∈ I (12)

(zob. [50]). Rozważmy przestrzenie Mφ,M
∗
φ dla funkcji φ(t) =

√
t. Weźmy

x =

∞∑

i=1

(√
i −
√

i − 1
)
χ[i−1,1), i ∈ N .

Z uwagi na wklęsłość funkcji f (u) =
√

u otrzymujemy, że x = x∗. Zauważmy również,

że funkcja φ spełnia warunek (12), więc M∗φ = Mφ i normy ‖ · ‖Mφ oraz ‖ · ‖M∗φ są
równoważne. Ponadto

sup
t>0

x∗(t)φ(t) 6 sup
n

√
n
(√

n −
√

n − 1
)
6 1,

a zatem x ∈ M∗φ = Mφ. Zauważmy również, że x∗(∞) = 0 z uwagi na równość

limn→∞
(√

n −
√

n − 1
)
= 0. Zdefiniujmy xn = xχ[n,∞) =

∑∞
i=n+1

(√
i −
√

i − 1
)
)χ[i−1,i).

Z faktu, że x∗∗ > x∗ otrzymujemy

‖xn‖ = sup
t

x∗∗n (t)φ(t) > sup
t

x∗n(t)
√

t

= lim
k→∞

x∗n(k)
√

k = lim
k→∞

√
k
(√

n + k + 1 −
√

n + k
)
=

1

2

dla każdego n. Zatem x < (Mφ)a
, ponieważ 0 6 xn 6 x oraz xn → 0 punktowo.

Poniższy lemat był udowodniony w bardziej ogólnym przypadku w pracy [20]

(Proposition 2.3). Poniżej przedstawiamy dowód bezpośredni.

Lemat 2.34. Niech E będzie symetryczną funkcyjną przestrzenią Banacha na I.

Wtedy x ∈ Ea wtedy i tylko wtedy, gdy x∗ ∈ Ea.
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Dowód. Konieczność. Jeżeli x ∈ Ea, to x∗(∞) = 0 na mocy Lematu 2.32. Ponadto

istnieje transformacja zachowująca miarę σ, taka, że x∗ ◦ σ = |x| (zob. [3]). Weźmy
taki ciąg 0 6 xn 6 x∗, że xn → 0 p.w. i zdefiniujmy yn = xn ◦ σ. Wtedy

yn = xn ◦ σ 6 x∗ ◦ σ = |x| ∈ Ea.

Ponadto, z uwagi na xn → 0 p.w., otrzymujemy yn → 0 p.w. Stąd i z symetrii

przestrzeni E wnioskujemy, że

‖xn‖ = ‖xn ◦ σ‖ = ‖yn‖ → 0.

Dostateczność. Załóżmy, że 0 6 xn 6 |x| i xn → 0 p.w. Wtedy 0 6 x∗n 6 x∗. Z Lematu

2.32, x∗(∞) = 0, a zatem x∗n → 0 punktowo z Własności 12◦, str. 67, [56]. Ostatecznie

‖xn‖ =
∥∥∥x∗n

∥∥∥→ 0.

�

W pracy [10] (Tw 3.2, implikacja (iii)⇒(ii)) pokazano, że ciąg xn jest zbieżny do

x wg miary jeśli 0 6 x 6 xn, x ∈ Ea i
∥∥∥x∗n − x∗

∥∥∥→ 0. Analogiczny wynik dla przypadku

0 6 xn 6 x, przedstawiony w Lemacie 2.36, wymaga innych technik. Wspomniane

Twierdzenie jest kilkakrotnie wykorzystywane w niniejszej pracy, zatem przedsta-

wiamy je tu dla wygody Czytelnika.

Twierdzenie 2.35 (Twierdzenie 3.2, [10]). (a) Jeśli przestrzeń (E, ‖ · ‖E) z miarą Le-

besgue’a m jest ośrodkową symetryczną przestrzenią na I, to następujące warunki

są równoważne.

(i) Norma ‖ · ‖E jest ściśle monotoniczna i (E, ‖ · ‖E) ma własność Kadeca–Klee

względem globalnej zbieżności wg miary.

(ii) Norma ‖ · ‖E jest górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna

(iii) Niech x ∈ E, (xn) ⊂ E będą takie, że 0 6 x∗ 6 x∗n, n ∈ N . Jeśli ‖xn‖ → ‖x‖E, to∥∥∥x∗n − x∗
∥∥∥

E
→ 0.

(b) Jeśli przestrzeń (E, ‖ · ‖E) z miarą Lebesgue’a m jest ośrodkową symetryczną prze-

strzenią na I = [0,∞), wtedy warunki (i) - (iii) są równoważne również warunkowi

(iv) Przestrzeń E ma własność Kadeca–Klee względem lokalnej zbieżności wg miary.
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Lemat 2.36. Niech E będzie symetryczną funkcyjną przestrzenią Banacha na I. Niech

x ∈ E, {xn} ⊂ E, 0 6 xn 6 x oraz x∗(∞) = 0. Jeżeli
∥∥∥x∗n − x∗

∥∥∥ → 0, to xn jest zbieżny

do x wg miary.

Dowód. Załóżmy przeciwnie, że xn 6→ x wg miary, tzn. istnieją liczby 0 < δ < ε < 1,

że (przechodząc w razie potrzeby do podciągu) mamy

m{t : xn(t) < x(t) − 2ε} > 2δ dla każdego n ∈ N . (13)

Skoro x∗(∞) = 0, to istnieje γ > 1 spełniające nierówność

x∗(γ − δ) < ε
4
. (14)

Na mocy Twierdzenia 2.19, istnieje transformacja zachowująca miarę σ : S(x) →
S(x∗) taka, że x∗ ◦ σ = x p.w. na S(x). Niech, dla każdego n ∈ N ,

A = σ−1{t : x∗(t) 6 2ε} oraz Ωn = {t : xn(t) + 2ε < x(t)}.

Weźmy t2ε = m(Ac) = dx(2ε). Oczywiście Ωn ⊂ Ac dla każdego n ∈ N . Z warunku
(13) wynika

m

{
t ∈ Ωn :

ε

4
< xn(t)

}
> δ lub m

{
t ∈ Ωn : xn(t) 6

ε

4

}
> δ

dla każdego n ∈ N. Rozważmy dwa przypadki.

Przypadek 1. Załóżmy, że m
{
t ∈ Ωn : xn(t) 6 ε

4

}
> δ dla nieskończenie wielu n ∈ N .

Przechodząc do podciągu i przenumerowując w razie konieczności, zdefiniujmy dla

n ∈ N
Fn =

{
t ∈ Ωn : xn(t) 6

ε

4

}
oraz yn =

(
ε

4
χFn

+ xχFc
n

)
.

Zauważmy, że xn 6 yn 6 x i δ < m(Fn) 6 m(Ωn) 6 t2ε. Wtedy
∫ t2ε

0

x∗n(s)ds 6

∫ t2ε

0

y∗n(s)ds =

∫ t2ε−δ

0

y∗n(s)ds +

∫ t2ε

t2ε−δ
y∗n(s)ds

6

∫ t2ε−δ

0

x∗(s)ds +

∫ t2ε

t2ε−δ

ε

4
ds

<

∫ t2ε−δ

0

x∗(s)ds +

∫ t2ε

t2ε−δ
2εds − εδ 6

∫ t2ε

0

x∗(s)ds − εδ.

W konsekwencji

a
∥∥∥x∗n − x∗

∥∥∥ = a
∥∥∥(x∗n − x∗

)∗∥∥∥ > a
∥∥∥(x∗n − x∗

)∗
χ[0,t2ε)

∥∥∥

>

∫ t2ε

0

(
x∗ − x∗n

)∗
>

∫ t2ε

0

(
x∗ − x∗n

)
> εδ > 0,
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gdzie a = t2ε/
∥∥∥χ[0,t2ε)

∥∥∥ > 0 (zob. nierówność (4.6) w pracy [56], str. 92). Zatem∥∥∥x∗n − x∗
∥∥∥ 6→ 0, co kończy dowód pierwszego przypadku.

Przypadek II. Załóżmy, że m(En) > δ dla nieskończenie wielu n ∈ N , gdzie En ={
t ∈ Ωn : ε

4
< xn(t)

}
. Z uwagi na 0 6 xn 6 x i x∗(∞) = 0, dla każdego n ∈ N istnieje

transformacja zachowująca miarę σn : S(xn) → S(x∗n) taka, że x∗n ◦ σn = xn p.w. na

S(xn). W konsekwencji, dzięki nierówności Hardy’ego–Littlewooda (zob. [3]), dosta-

jemy
∫ γ

0

x∗n(t)dt =

∫

σ−1
n [0,γ)

xn(t)dt =

∫

σ−1
n [0,γ)∩En

xn(t)dt +

∫

σ−1
n [0,γ)∩Ec

n

xn(t)dt

6

∫

σ−1
n [0,γ)∩En

x(t)dt +

∫

σ−1
n [0,γ)∩Ec

n

x(t)dt −
∫

σ−1
n [0,γ)∩Ec

n

2εdt

=

∫

σ−1
n [0,γ)

x(t)dt − 2εm
(
σ−1

n [0, γ) ∩ Ec
n

)

6

∫ γ

0

x∗(t)dt − 2εm
(
σ−1

n [0, γ) ∩ Ec
n

)

(15)

Korzystając z nierówności (14) dostajemy

t2ε = m(Ac) = dx(2ε) 6 dx(ε/4) 6 dx∗(x∗(γ − δ)) < γ.

Skoro En ⊂ Ωn ⊂ Ac, widzimy, że En ⊂ σ−1
n [0, γ) dla każdego n ∈ N . Ostatecznie

m
(
σ−1

n [0, γ) ∩ En

)
= m(En) > δ dla każdego n ∈ N ,

skąd, razem z nierównością (15), otrzymujemy
∫ γ

0

x∗n(t)dt 6

∫ γ

0

x∗(t)dt − 2εδ.

W konsekwencji rozważań analogicznych jak w przypadku I, wnioskujemy że∥∥∥x∗n − x∗
∥∥∥ 6→ 0, co kończy dowód. �

Twierdzenie 2.37. Niech E będzie symetryczną funkcyjną przestrzenią Banacha na

I. Element x ∈ E+ jest LLUM punktem wtedy i tylko wtedy, gdy x jest LM i OC

punktem.

Uwaga 2.38. Zostało udowodnione, że mając symetryczną funkcyjną przestrzeń Ba-

nacha E, E ∈ (LLUM) wtedy i tylko wtedy, gdy E ∈ (S M) i E ∈ (OC) (por. Tw 2.6.

w [26]). Poniższy dowód jest „lokalizacją” dowodu wspomnianego twierdzenia.
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Dowód Twierdzenia 2.37. Konieczność wynika z Lematu 6 w [37] oraz z definicji.

Dostateczność. Niech 0 6 xn 6 x i ‖xn‖ → ‖x‖. Ustalmy

Ak
n =

{
t ∈ S(x) : xn(t) <

(
1 − 1

k

)
x(t)

}
dla n, k ∈ N .

Twierdzimy, że dla każdego k ∈ N ,

xχAk
n

n→∞→ 0 globalnie wg miary. (16)

Załóżmy przeciwnie, że istnieją liczby k ∈ N oraz ε, δ > 0 takie, że przechodząc

do podciągu i przenumerowując w razie konieczności, dostaniemy m
(
Bk

n

)
> ε dla

każdego n ∈ N , gdzie Bk
n =

{
t : x(t)χAk

n
(t) > δ

}
. Twierdzimy ponadto, że

a = lim inf
n→∞

∥∥∥∥∥x − δ
k
χBk

n

∥∥∥∥∥ < ‖x‖ . (17)

Jeśli nierówność (17) nie jest spełniona, to a = ‖x‖. Biorąc yn = x− δ
k
χBk

n
, otrzymujemy

0 6 yn 6 x, skąd y∗n 6 x∗. Korzystając z Twierdzenia Helly’ego, przechodząc do

podciągu w razie konieczności, wnioskujemy, że y∗n → y punktowo i y = y∗. Z Lematu

2.34, x∗ ∈ Ea. Zatem warunki y 6 x∗ i |y∗n − y| 6 2x∗ implikują
∥∥∥y∗n − y

∥∥∥→ 0. Z drugiej

strony, z uwagi na równość lim infn→∞ ‖yn‖ = ‖x‖, dostajemy
∥∥∥y∗n

∥∥∥ = ‖yn‖ → ‖x‖ = ‖x∗‖ .

Z Twierdzenia 2.30, x∗ jest LM punktem, Stąd y = x∗, gdyż w przeciwnym przypadku

byłoby ‖y‖ < ‖x‖. W konsekwencji
∥∥∥y∗n − x∗

∥∥∥→ 0. Z Lematu 2.36 wnioskujemy, że

yn → x globalnie wg miary,

sprzeczność z definicją yn, co kończy dowód nierówności (17).

Oznaczmy
(
Ak

n

)c
= I\Ak

n. Mamy

‖xn‖ =
∥∥∥∥xnχAk

n
+ xnχ(Ak

n)
c

∥∥∥∥ 6
∥∥∥∥∥∥

(
1 − 1

k

)
xχAk

n
+ xnχ(Ak

n)
c

∥∥∥∥∥∥ 6
∥∥∥∥∥x − δ

k
χBn

∥∥∥∥∥→ a < ‖x‖ ,

sprzeczność z założeniem, że ‖xn‖ → ‖x‖, co dowodzi (16). Razem z warunkiem
xχAk

n
6 x ∈ Ea otrzymujemy

∥∥∥xχAk
n

∥∥∥ → 0. Z nierówności xnχ(Ak
n)

c >

(
1 − 1

k

)
xχ(Ak

n)
c

wnioskujemy, że

(x − xn)χ(Ak
n)

c 6
1

k
xχ(Ak

n)
c ,
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a co za tym idzie, ∥∥∥∥(x − xn)χ(Ak
n)

c

∥∥∥∥ 6
1

k
‖x‖ .

Niech ε > 0 i k0 >
2
ε
‖x‖. Stąd istnieje n0 takie, że

∥∥∥∥xχ
A

k0
n

∥∥∥∥ < ε2 dla n > n0. Wtedy

‖x − xn‖ 6
∥∥∥∥∥∥(x − xn)χ

A
k0
n
+ (x − xn)χ(

A
k0
n

)c

∥∥∥∥∥∥ < ε

dla n > n0, co kończy dowód. �

Poniższy wniosek wynika natychmiast z Twierdzenia 2.37, Lematu 2.34 i Twier-

dzenia 2.30.

Wniosek 2.39. Niech E będzie symetryczną funkcyjną przestrzenią Banacha na I.

Wtedy x jest LLUM punktem wtedy i tylko wtedy, gdy x∗ jest LLUM punktem.

Twierdzenie 2.40. Niech E będzie symetryczną funkcyjną przestrzenią Banacha na

I i 0 6 x ∈ E.

(i) Jeżeli x jest ULUM punktem, to x∗ jest ULUM punktem i m{t ∈ I : x(t) <

x∗(∞)} = 0.

(ii) Załóżmy, że E ∈ (OC) lub x jest Hg punktem. Jeżeli x∗ jest ULUM punktem,

to x jest ULUM punktem.

Dowód. (i) Warunek m{t ∈ I : x(t) < x∗(∞)} = 0 wynika z Lematu 2.28. Załóżmy, że

x∗ 6 xn i ‖xn‖ → ‖x∗‖. Weźmy C = {t ∈ I : x(t) > x∗(∞)}. Jeśli m(C) < ∞ (m(C) = ∞),
to z Lematu 2.25, istnieje transformacja zachowująca miarę σ : I → I (σ : C →
[0,∞)), taka, że x∗ ◦ σ = x p.w. (x∗ ◦ σ = x p.w. na C). Jeżeli m(C) < ∞, to
x = x∗ ◦ σ 6 xn ◦ σ =: x̃n. Mamy

‖xn − x∗‖ = ‖xn ◦ σ − x∗ ◦ σ‖ = ‖x − x̃n‖ → 0.

Załóżmy, że m(C) = ∞. Weźmy

x̃n(t) =


xn(σ(t)), jeśli t ∈ C,

0, jeśli t < C.

Wtedy xχC = x∗ ◦ σ 6 xn ◦ σ = x̃nχC. Niech yn = x̃n + x∗(∞)χD, gdzie D = {t ∈
S(x) : x(t) = x∗(∞)}. Zauważmy, że xχC ∼ x i yn ∼ x̃n (por. dowód Twierdzenia 2.31),

skąd ‖yn‖ → ‖x‖. Skoro x 6 yn, to ‖yn − x‖ → 0. W konsekwencji

‖xn − x∗‖ = ‖xn ◦ σ − x∗ ◦ σ‖ = ‖x̃n − xχC‖ = ‖yn − x‖ → 0.
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(ii) Niech x 6 xn i ‖xn‖ → ‖x‖. Wtedy x∗ 6 x∗n oraz
∥∥∥x∗n

∥∥∥ → ‖x∗‖. Z założenia wnio-
skujemy, że

∥∥∥x∗n − x∗
∥∥∥→ 0. Zatem xn

m→ x (wystarczy wykorzystać dowód implikacji

(iii)⇒(ii) Twierdzenia 2.35). Z faktów xn

m→ x oraz
∥∥∥x∗n − x∗

∥∥∥ → 0 wnioskujemy, że

‖xn − x‖ → 0 na mocy Wniosku 1.6 w pracy [10], gdy E ∈ (OC). W przypadku, gdy x

jest Hg punktem, to z warunków xn

m→ x oraz ‖xn‖ → ‖x‖ wynika, że ‖xn − x‖ → 0. �

Zwróćmy uwagę, że Twierdzenie 2.40 (ii) zachodzi przy słabszym założeniu, że

x ∈ Ea zamiast E ∈ (OC), lecz wtedy trzeba wykorzystać Proposition 2.4 w pracy

[20], co wymaga zastosowania teorii algebr von-Neumanna (symetrycznych prze-

strzeni mierzalnych operatorów).

Warto zwrócić uwagę, że pełną charakteryzację dla punktu ULUM znajdziemy

w pracy [16], Twierdzenie 3.10. Z tego twierdzenia wynika poniższy wniosek.

Wniosek 2.41. Niech E będzie symetryczną funkcyjną przestrzenią Banacha na I

oraz x ∈ Ea. Wtedy x jest ULUM punktem wtedy i tylko wtedy, gdy x jest UM i Hg

punktem.

Przyjmijmy, że dla każdej globalnej własności P, przez wyrażenie E ∈ (P∗)

rozumiemy tak, że E ma własność P tylko dla nierosnących funkcji nieujemnego

stożka z E (zob. Uwagę 2.29). Na przykład, mówimy, że E ∈ (S M∗) gdy dla każdego

0 6 x 6 y warunki x = x∗, y = y∗ oraz y , x implikują, że ‖x‖ < ‖y‖. Oczywiście, jeśli
E ∈ (P), to E ∈ (P∗).

Naturalne pytanie, czy zachodzi implikacja przeciwna, było rozważane w [6] dla

własności wypukłościowych (ścisła wypukłość). W przypadku własności monoto-

nicznościowych otrzymujemy następujący wniosek.

Wniosek 2.42. Niech E będzie symetryczną funkcyjną przestrzenią Banacha na I.

Wtedy

(i) E ∈ (S M) wtedy i tylko wtedy, gdy E ∈ (S M∗) i x∗(∞) = 0 dla każdego x ∈ E.

(ii) E ∈ (LLUM) wtedy i tylko wtedy, gdy E ∈ (LLUM∗).

(iii) Niech E ∈ (OC). Wtedy E ∈ (ULUM) wtedy i tylko wtedy, gdy E ∈ (ULUM∗).

Dowód. Wystarczy zastosować powyższe wyniki dotyczące LM, UM, LLUM i ULUM

punktów. Przypadki (i) oraz (ii) są nowe, przypadek (iii) był udowodniony w Twier-

dzeniu 2.35 (równoważność (ii)⇔ (iii)). �
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Uwaga 2.43. Niech E = E([0,∞)). Zauważmy, że x∗(∞) = 0 dla każdego x ∈ E wtedy

i tylko wtedy, gdy χ[0,∞) < E.

2.2. Punkty monotoniczności i porządkowej ciągłości w przestrzeniach

Γp,w i Λp,w

W niniejszym rozdziale zajmować się będziemy włanościami punktów w prze-

strzeniach Lorentza Γp,w i Λp,w dla 1 6 p < ∞ (zob. Definicje 2.14, 2.16). Wyniki
te będą miały zastosowanie w dowodzeniu odpowiednich kryteriów dla punktów

w przestrzeniach Orlicza–Lorentza Λφ,w. Ponadto wywnioskujemy z nich charakte-

ryzacje własności globalnych dla przestrzeni Γp,w i Λp,w.

Zauważmy, że Γp,w[0, 1) ∈ (OC) oraz Λp,w[0, 1) ∈ (OC) (z twierdzenia Lebesgue’a

o zmajoryzowanej zbieżności). Ponadto dla I = [0,∞) wnioskujemy podobnie, gdy∫ ∞
0

w = ∞ (zob. również [13], [43]). Zatem punkty porządkowej ciągłości sensownie
jest rozważać tylko w pozostałym przypadku.

W dalszej części tego rozdziału będziemy używać następujące oznaczenia

γ = inf{t : m(S(w) ∩ (t, α)) = 0} dla α = 1 lub α = ∞,

β = sup{t : m(S(w) ∩ [0, t)) = 0},
(18)

przyjmując inf ∅ := α, sup ∅ := 0. Oczywiście α jest końcem przedziału I = [0, α)

(zob. (2)).

Twierdzenie 2.44. Niech E = Γp,w[0,∞) lub E = Λp,w[0,∞),
∫ ∞

0
w < ∞ oraz x ∈ E.

Wtedy x ∈ Ea wtedy i tylko wtedy, gdy x∗(∞) = 0.

Dowód. Konieczność wynika z Lematu 2.32.

Dostateczność. Udowodnimy tylko przypadek E = Γp,w, z uwagi na to, że dla prze-

strzeni Λp,w dowód jest prostszy. Niech ε > 0. Weźmy

ε1 =
ε

2
(∫ ∞

0
w
)1/p
, Aε1 = {t : x∗(t) > ε1} oraz tε1 = m(Aε1).

Skoro x∗(∞) = 0, to tε1 < ∞. Weźmy zbiór Bε1 taki, że

m(Bε1) = tε1 i
∫ tε1

0

x∗(s)ds =

∫

Bε1

|x(s)|ds
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(zob. Lemat 2.8). Niech An ↓ ∅, tzn. An+1 ⊂ An dla każdego n ∈ N i m
(⋂∞

n=1 An

)
= 0.

Oznaczmy A1
n = An ∩ Bε1 i A2

n = An\Bε1 . Zauważmy, że m(A1
n) ↓ 0 oraz, z nierówności

Hardy’ego–Littlewooda (zob [3]),

(
xχA1

n

)∗∗
(t) =

1

t

∫ t

0

(
xχA1

n

)∗
(s)ds 6

1

t

∫ m(A1
n)

0

x∗(s)ds

dla wszystkich t > 0 i dostatecznie dużych n. Stąd (xχA1
n
)∗∗(t) → 0 przy n → ∞

dla wszystkich t > 0. Oczywiście
(
xχA1

n

)∗∗
6 x∗∗, skąd

((
xχA1

n

)∗∗)p

w 6 (x∗∗)pw ∈ L1.

Z twierdzenia Lebesgue’a o zdominowanej zbieżności,
∥∥∥xχA1

n

∥∥∥ < ε/2 dla dostatecznie
dużych n. Ponadto

∥∥∥xχA2
n

∥∥∥ 6 ε1

(∫ ∞
0

w
)1/p

= ε/2 i w konsekwencji
∥∥∥xχAn

∥∥∥ < ε dla
dostatecznie dużych n. To kończy dowód. �

Twierdzenie 2.45. Niech E = Γp,w lub E = Λp,w. Wtedy x ∈ E+ jest LM punktem

wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) m(S(x∗) ∩ (γ, α)) = 0,

(ii) m{t ∈ I : 0 < x(t) 6 x∗(∞)} = 0,

gdzie γ jest zdefiniowane w (18) oraz α w (2).

Dowód. Rozważmy dowód dla przestrzeni E = Γp,w. Gdy E = Λp,w, to dowód jest

nawet prostszy, a ponadto twierdzenie wynika również z wyników w pracy [28].

Konieczność. Warunek (ii) wynika z Lematu 2.27.

(i) Jeżeli γ = α, to warunek (i) jest spełniony. Załóżmy przez transpozycję, że

γ < α i m(S(x∗) ∩ (γ, α)) > 0. Oznaczmy z = x∗χ(0,γ). Wtedy 0 6 z 6 x∗, z , x∗

i ‖z‖ = ‖x∗‖. Stąd x∗ nie jest LM punktem, więc z Twierdzenia 2.30 wynika, że x nie

jest LM punktem

Dostateczność. Niech y ∈ E+ będzie takie, że 0 6 y 6 x, y , 0. Wtedy x − y 6 x oraz

(x − y)(t) < x(t) dla p.w. t ∈ S(y).

Załóżmy, że γ < α lub x∗(∞) = 0. Z Lematu 2.22, istnieje taki zbiór B ⊂ I

o dodatniej mierze, że

(x − y)∗(t) < x∗(t)

dla t ∈ B. Z warunku (i) wnioskujemy, że B ⊂ [0, γ). Ponadto istnieje t0 ∈ B, że
∫ t0

0

(x − y)∗ <

∫ t0

0

x∗.
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Dla każdego t0 < t < γ, otrzymujemy

(x − y)∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

(x − y)∗ <
1

t

∫ t

0

x∗ = x∗∗(t).

Skoro (x − y)∗∗ 6 x∗∗ i m(S(w) ∩ (t0, γ)) > 0, zatem ‖x − y‖ < ‖x‖, tzn. x jest LM

punktem.

Załóżmy, że γ = α = ∞ i x∗(∞) > 0. Wtedy m(S(x)) = ∞. Weźmy element

z(t) =



(x − y)(t), jeśli (x − y)(t) > x∗(∞),

0, jeśli x(t) = 0,

x∗(∞), w pozostałych przypadkach.

Wtedy (x − y)(t) 6 z(t) < x(t) dla t ∈ S(y), skoro m{t ∈ I : 0 < x(t) 6 x∗(∞)} = 0.

Ponadto x − y 6 z 6 x. Zauważmy, że x∗(∞) = z∗(∞), S(z) = S(x) ⊃ S(y) i m{t ∈
I : 0 < z(t) < z∗(∞)} = 0. Oczywiście x(t) > z∗(∞) dla wszystkich t ∈ S(z). Na mocy

Lematu 2.24 wnioskujemy, że istnieje taki zbiór C ⊂ I o dodatniej mierze, że

(x − y)∗(t) 6 z∗(t) < x∗(t)

dla każdego t ∈ C. Ponadto istnieje t0 ∈ C, że spełniona jest nierówność
∫ t0

0

(x − y)∗ <

∫ t0

0

x∗.

Dla każdego t > t0 mamy

(x − y)∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

(x − y)∗ <
1

t

∫ t

0

x∗ = x∗∗(t).

Nierówności (x − y)∗∗ 6 x∗∗ i m(S(w) ∩ (t0,∞)) > 0 implikują, że ‖x − y‖ < ‖x‖, więc x

jest LM punktem. �

Poniższy wniosek wynika bezpośrednio z Twierdzeń 2.37, 2.44 i 2.45. Kryterium

dla przestrzeni E = Λp,w może być również wywnioskowane z Wniosku 2.52 przy

φ(u) = up.

Wniosek 2.46. Niech E = Γp,w lub E = Λp,w. Wtedy x ∈ E+ jest LLUM punktem

wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) m(S(x∗) ∩ (γ, α)) = 0,

(ii) x∗(∞) = 0,
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gdzie γ jest zdefiniowane w (18) oraz α w (2).

Twierdzenie 2.47. Niech E = Γp,w lub E = Λp,w. Wtedy x ∈ E+ jest UM punktem

wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) m{s ∈ I : x(s) < x∗(γ)} = 0,

(ii) x∗(γ) = x∗(γ−),

gdzie γ jest zdefiniowane w (18), oraz x∗(γ−) = limt→γ− x∗(t).

Dowód. Dowód przeprowadzimy tylko dla E = Γp,w.

Konieczność. (i) Jeśli γ = ∞ lub x∗(γ) = x∗(∞), to warunek (i) zachodzi na mocy

Lematu 2.28. Załóżmy zatem, że γ < ∞, x∗(γ) > x∗(∞) oraz m{t ∈ I : x(t) < x∗(γ)} > 0.

Stąd x∗(γ) > 0.

Ponadto γ < α w przypadku, gdy α = 1. Istotnie, gdyby α = γ = 1, to definiując

zbiory Ak następująco:

Ak =

{
t ∈ I : x(t) +

1

k
< x∗(γ)

}
, k ∈ N

otrzymamy, że istnieje takie k0 ∈ N , że m(Ak0
) > 0 oraz dx(x∗(γ)− 1/k0) < dx∗(x∗(γ)−

1/k0), sprzeczność z warunkiem x ∼ x∗.

Rozważmy dwa przypadki.

1. Załóżmy, że α = ∞. Z warunku x∗(∞) < x∗(γ) i prawostronnej ciągłości funkcji x∗

wynika, że istnieje t0 > γ dla którego

x∗(∞) < x∗(t0) < x∗(γ).

Biorąc y = x∗χ[0,t0) + x∗(t0)χ[t0,∞) mamy, że y > x∗, y , x∗ oraz ‖y‖ = ‖x∗‖. Stąd x∗

nie jest UM punktem. Na mocy Twierdzenia 2.31 element x również nie jest UM

punktem.

2. Niech teraz α = 1. Wtedy γ < 1 i wówczas x∗(1−) < x∗(γ), gdyż w przeciwnym

przypadku otrzymalibyśmy sprzeczność z faktem iż x ∼ x∗ (jak wyżej). Istnieje zatem

γ < t0 < 1, dla którego zachodzi nierówność

x∗(1−) < x∗(t0) < x∗(γ).

Kontynuując dowód jak w punkcie 1. wnioskujemy, że x nie jest UM punktem.
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(ii) W przypadku γ = ∞ warunek jest spełniony. Załóżmy, że γ < ∞, x∗(γ) ,

x∗(γ−). Wtedy a = limt→γ− x∗(t) > x∗(γ). Zdefiniujmy z = x∗ + 1
2
[a − x∗(γ)]χ[γ,α). Mamy

wtedy x∗ 6 z, x∗ , z oraz ‖x∗‖ = ‖z‖, skąd x∗ nie jest UM punktem, więc, na mocy

Twierdzenia 2.31, element x nie jest UM punktem.

Dostateczność. Z uwagi na (i) oraz Twierdzenie 2.31 wystarczy pokazać, że x∗ jest

UM punktem. Niech x∗ 6 z i x∗ , z. Wystarczy pokazać, że istnieje zbiór A ⊂
[0, γ) dodatniej miary, że dla t ∈ A zachodzi nierówność x∗(t) < z∗(t) i podążać jak

w dowodzie dostateczności Twierdzenia 2.45.

Załóżmy przeciwnie, że x∗(t) = z∗(t) dla p.w. t ∈ [0, γ). Z Lematu 2.24, istnieje

zbiór B dodatniej miary, że x∗(t) < z∗(t) dla t ∈ B. W konsekwencji m(B∩ [γ, α]) > 0.

Niech Bn = {t ∈ B : x∗(t) + 1/n < z∗(t)}. Wtedy m(Bn0
) > 0 dla pewnego n0 ∈ N . Stąd

z∗(γ) > x∗(γ) + 1/n0, a wtedy

x∗(t) = z∗(t) > x∗(γ) + 1/n0

dla p.w. wszystkich 0 < t < γ. Wtedy limt→γ− x∗(t) > x∗(γ) + 1/n0, otrzymaliśmy

sprzeczność z warunkiem (ii). �

Uwaga 2.48. Przypomnijmy, że w przestrzeni ściśle monotonicznej E własności LM

punktu i UM punktu pokrywają się (zob. Uwaga 1.8). Tak już jednak nie jest, gdy

E nie jest ściśle monotoniczna.

Weźmy E = Λp,w(I) lub E = Γp,w(I) dla I = [0,∞) oraz γ = 1 (gdzie γ jest

zdefiniowane w (18)). Niech x = χ[0,∞) oraz y = χ[0,1]. Wtedy x, y ∈ E oraz, na mocy

Twierdzeń 2.45 oraz 2.47, element x nie jest LM punktem ale jest UM punktem

podczas gdy element y jest LM punktem ale nie jest UM punktem.

Wiadomo, że Γp,w ∈
(
Hg

)
dla każdej funkcji wagowej w oraz dla 1 6 p < ∞ (zob

Twierdzenie 4.1 w pracy [16]). Ponadto Λ1,w ∈
(
Hg

)
na mocy Wniosku 1.3 z pracy

[10], natomiast, patrząc bardziej ogólnie, Λp,w ∈
(
Hg

)
wynika z Wniosku 3.21 w [49].

W konsekwencji, wykorzytując Wniosek 2.41, Twierdzenie 2.44 oraz Twierdzenie

2.47 w niniejszej rozprawie otrzymujemy poniższy wniosek.

Wniosek 2.49. Niech E = Γp,w lub E = Λp,w, x ∈ E+ oraz x∗(∞) = 0. Wtedy x jest

ULUM punktem wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) m{s ∈ I : x(s) < x∗(γ)} = 0,

(ii) x∗(γ) = x∗(γ−),
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gdzie γ jest zdefiniowane w (18).

2.3. Zastosowania

2.3.1. Lokalna struktura przestrzeni Orlicza–Lorentza Λφ,w

Przypomnijmy najpierw definicję przestrzeni Orlicza–Lorentza (dla szczegółów

patrz początek rozdziału 3). Niech φ będzie funkcją Orlicza, a w - nierosnącą, nie-

ujemną, lokalnie całkowalną funkcją wagową. Dla x ∈ L0(I) zdefiniujmy wypukły

modular Iφ wzorem

Iφ(x) =



∫

I

φ(x∗(t))w(t)dt, jeśli φ ◦ x ∈ Λ1,w(I),

∞, w przeciwnym przypadku.

Przestrzeń modularna Λφ,w generowana przez ten modular jest nazywana przestrze-

nią Orlicza–Lorentza, tzn.

Λφ,w = {x ∈ L0(I) : φ ◦ (λx) ∈ Λ1,w dla pewnego λ > 0}.

Rozważamy tę przestrzeń z normą Nakano–Luxemburga, tj.

‖x‖φ = inf{λ > 0: Iφ(x/λ) 6 1}.

W tym rozdziale przedyskutujemy wyniki dotyczące LM, UM, LLUM i ULUM

punktów we wspomnianych przestrzeniach Orlicza–Lorentza Λφ,w. Wynikają one

z ogólnych faktów dotyczących przestrzeni Calderóna–Łozanowskiego Eφ jak rów-

nież z wyników przedstawionych w rozdziale 2.2.

Warto zauważyć, że W. Gong i Z. Shi w pracy [28] badali te punkty pokazując

dowód bezpośredni w klasie funkcyjnych przestrzeni Orlicza–Lorentza generowanych

przez funkcje Orlicza, które znikają tylko w zerze i przymują tylko skończone war-

tości. Ponadto kryterium na LLUM punkty i ULUM punkty w pracy [28] są podane

tylko dla I = [0, 1). Poniżej zaprezentowane są warunki w pełnej ogólności.

Wniosek 2.50. Niech x ∈ Λ+

φ,w(I). Wtedy x jest LM punktem wtedy i tylko wtedy,

gdy następujęce warunki są spełnione

(i) inf{λ > 0:
∫ α

0
φ(x∗(t)/λ)w(t)dt < ∞} < 1,

(ii) m{t ∈ I : 0 < x(t) 6 max{aφ, x∗(∞)}} = 0,
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(iii) m(S(x∗) ∩ (γ, α)) = 0,

gdzie γ jest zdefiniowane w (18).

Dowód. Zastosujemy Twierdzenie 2 z pracy [37] dla E = Λ1,w(0, α) oraz Twierdzenie

2.45 niniejszej rozprawy. Pokażemy równoważność odpowiednich warunków dowo-

dzonego wniosku i wspomnianego Twierdzenia 2 przy wykorzystaniu Twierdzenia

2.45. Przez (i)-(iii) będziemy rozumieć warunki dowodzonego wniosku. Gdy będzie

mowa o odpowiednich warunkach Twierdzenia 2 z pracy [37] będziemy pisali np.

(i) Tw. 2. Analogicznie odwołamy się np. do warunku (i) Twierdzenia 2.45, tzn. (i)

Tw. 2.45.

Mamy zatem

(i) = (i) Tw. 2.

(ii) ⇒ (ii) Tw. 2.

(ii) wraz z (iii) oraz Tw. 2.45 ⇒ (iii) Tw. 2.

(ii) ⇐ (ii) oraz (iii) Tw. 2 oraz (ii) Tw. 2.45.

(iii) ⇐ (iii) Tw. 2 oraz (i) Tw. 2.45.

�

Wniosek 2.51. Niech x ∈ Λ+

φ,w(I). Wtedy x jest UM punktem wtedy i tylko wtedy,

gdy x = bφχI lub spełnione są następujące warunki:

(i) x > max{aφ, x∗(γ)}χI,

(ii)
∫ α

0
φ(x∗(t))w(t)dt = 1,

(iii) x∗(γ−) = x∗(γ),

gdzie γ jest zdefiniowane w (18).

Dowód. Zastosujemy Twierdzenie 1 w pracy [37] dla E = Λ1,w(I) oraz Twierdzenie

2.47 niniejszej rozprawy. Pokażemy, wykorzystując sposób notacji z dowodu po-

przedniego wniosku, równoważność odpowiednich warunków dowodzonego wniosku

i wspomnianego Twierdzenia 1 przy wykorzystaniu Twierdzenia 2.47. Będziemy za-

tem pisali na przykład (i), gdy będzie mowa o warunku dowodzonego wniosku, (i)

Tw. 1, albo (i) Tw. 2.47.
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Mamy zatem

(i) ⇒ (i) Tw. 1.

(ii) = (ii) Tw. 1.

(i) wraz z (iii) oraz Tw. 2.47 ⇒ (iii) Tw. 1.

(i) ⇐ (i) Tw. 1. oraz (i) Tw. 2.47.

(iii) ⇐ (iii) Tw. 1. oraz Tw. 2.47.

Ponadto zauważmy, że alternatywny warunek x = bφχI występuje zarówno w do-

wodzonym wniosku jak i Twierdzeniu 1 w pracy [37]. �

Wniosek 2.52. Niech x ∈ Λ+

φ,w(I). Wtedy x jest LLUM punktem wtedy i tylko wtedy,

gdy

(i) inf{λ > 0:
∫ α

0
φ(x∗(t)/λ)w(t)dt < ∞} = 0,

(ii) m{t ∈ I : 0 < x(t) 6 aφ} = 0,

(iii) x∗(∞) = 0,

(iv) bφ = ∞,

(v) m(S(x∗) ∩ (γ, α)) = 0,

gdzie γ jest zdefiniowane w (18).

Dowód. Zastosujemy Twierdzenie 2.37, Wniosek 2.50 oraz Wniosek 3.28 z niniejszej

rozprawy. Zwróćmy uwagę, że równość x∗(∞) = 0 oznacza, że (φ ◦ x)∗(∞) = 0, czyli

φ ◦ x ∈ (
Λ1,w(I)

)
a. Warto również zauważyć, że warunek (i) jest spełniony wtedy

i tylko wtedy, gdy φ spełnia lokalny warunek ∆E
2
(x) i φ◦x ∈ (

Λ1,w(I)
)

a przy założeniu,

że bφ = ∞ (zob. Definicję 3.12). �

Kryteria na ULUM punkt w przestrzeni Λ1,w(I) były udowodnione bezpośrednio

we Wniosku 5.1 w [55] oraz, przy pewnych dodatkowych założeniach, w Twierdzeniu

5 w [28]. Gdyby były znane kryteria na Hg punkt w Λφ,w(I) (nie były jeszcze rozwa-

żane), to moglibyśmy wywnioskować taką charakteryzację opisującą ULUM punkty

z Wniosków 2.41, 2.51 oraz 3.28 w niniejszej rozprawie. Jeżeli φ spełnia odpowiedni

globalny warunek ∆2, to Λφ,w(I) ∈ Hg na mocy Wniosku 3.21 w pracy [49]. Wtedy,

jeśli 0 6 x ∈
(
Λφ,w(I)

)
a
(zob. Wniosek 3.28), to x jest ULUM punktem wtedy i tylko

wtedy, gdy x jest UM punktem. Przypomnijmy, że jeżeli φ ∈ ∆2 oraz
∫

I
w = ∞ dla

I = [0,∞), to Λφ,w =

(
Λφ,w

)
a
.
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Uwaga 2.53. Z Wniosków 2.50, 2.51 oraz 2.52 otrzymujemy w szczególności Twier-

dzenia dla przestrzeni Λp,w biorąc φ(u) = up.

2.3.2. Globalna struktura przestrzeni Lorentza Γp,w i Λp,w

Poniższy wniosek został pokazany wprost w pracy [13] (Twierdzenie 2.2). Jed-

nocześnie wniosek ten wynika z wcześniejszych twierdzeń rozprawy.

Wniosek 2.54. Następujące warunki są równoważne

(a) Γp,w ∈ (LLUM),

(b) Γp,w ∈ (S M),

(c) Jeżeli α = ∞, to
∫ ∞

0
w(t)dt = ∞,

jeżeli α = 1, to m((β, 1) ∩ S(w)) > 0 dla β ∈ (0, 1).

Dowód. Implikacja (a)⇒ (b) wynika z definicji.

(b) ⇒ (c) Gdyby α = ∞ i
∫ ∞

0
w(t)dt < ∞, wtedy dla x =

1
2
χ(0,1) + χ(1,∞) ∈ Γp,w

wywnioskowalibyśmy, że x nie jest LM punktem na mocy Twierdzenia 2.45. Zatem

Γp,w < (S M). Niech α = 1 i m((β, 1)∩S(w)) = 0 dla pewnego β ∈ (0, 1). Z Twierdzenia

2.45, x = χ(0,1) ∈ Γp,w nie jest LM punktem.

(c)⇒ (a) Zauważmy, że (c) implikuje, że każdy punkt x spełnia warunki (i) oraz

(ii) Wniosku 2.46, zatem każdy punkt jest LLUM punktem, co kończy dowód. �

Wniosek 2.55. Przestrzeń Γp,w jest górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna wtedy

i tylko wtedy, gdy jest ściśle monotoniczna.

Dowód. Z uwagi na fakt, że Γp,w ∈
(
Hg

)
(zob. [16]), wniosek wynika z Twierdzenia

2.35. Z drugiej strony, korzystając z Wniosku 2.49 rozprawy, x jest ULUM punktem

wtedy i tylko wtedy, gdy x jest UM punktem w przestrzeni Γp,w o ile x∗(∞) = 0.

Ponadto, jeżeli E ∈ (S M), to każdy punkt x ∈ E jest LM punktem, skąd x∗(∞) = 0

dla każdego x ∈ E (zob. Lemat 2.27). �

Można również łatwo wywnioskować odpowiednie wyniki tego rozdziału dla prze-

strzeni E = Λp,w.
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2.4. Punkty niekwadratowości w przestrzeni Γp,w

W niniejszym rozdziale zaprezentowane są warunki konieczne na to by punkt

przestrzeni symetrycznej lub przestrzeni Γp,w był punktem niekwadratowości. Na-

stępnie podane są warunki konieczne i dostateczne dla punktu niekwadratowości

w przestrzeni Γp,w(I) przy uwzględnieniu własności funkcji wagowej w oraz rodzaju

przedziału I. Podział ten wynikał z technicznych różnic w procesie dowodowym. Na

końcu podane są wnioski o globalnej własności niekwadratowości przestrzeni Γp,w

oraz
(
Γp,w

)
a
.

Definicja 2.56. Mówimy, że element x ∈ S X jest punktem niekwadratowości (w sktó-

cie NSQ punktem), jeśli

min {‖x + y‖ , ‖x − y‖} < 2

dla wszystkich y ∈ S X.

Przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) jest niekwadratowa (X ∈ (NS Q)) jeżeli każdy punkt

sfery jednostkowej S X jest NSQ punktem.

Istotnie silniejszą własnością jest jednostajna niekwadratowość ([29]). Pełni ona

ważną rolę w geometrii przestrzeni Banacha, ponieważ implikuje ona zarówno super-

refleksywność jak i własność punktu stałego ([27]). Przedmiotem badań były różne

rodzaje niekwadratowości oraz problemy z nimi związane ([7, 24, 25, 45, 46]).

Lemat 2.57. Niech x, y ∈ L0\{0}. Jeżeli m(S(x) ∩ S(y)) = 0, to

(x + y)∗∗(t) < x∗∗(t) + y∗∗(t)

dla każdego 0 < t < m(S(x) ∪ S(y)).

Dowód. Weźmy

t0 = sup{t : (x + y)∗(t) > (x + y)∗(∞)}

i przyjmijmy, że sup ∅ := 0.

Skoro m(S(x)∩S(y)) = 0, to (x+y)∗(∞) = max{x∗(∞), y∗(∞)}. Bez straty ogólności
możemy założyć, że (x + y)∗(∞) = x∗(∞). W istocie,

∫ t

0

y∗ > 0 oraz
∫ t

0

x∗ > 0 dla każdego t > 0. (19)
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Zauważmy, że dla każdego 0 < t 6 t0, jeśli t0 < ∞ i dla każdego 0 < t < t0 w przypadku

t0 = ∞, z Lematu 1 w [52], mamy
∫ t

0

(x + y)∗ <

∫ t

0

x∗ +

∫ t

0

y∗ jeśli t0 > 0. (20)

Ponadto, jeśli t0 < ∞, to dla t0 < t < m(S(x) ∪ S(y)) mamy
∫ t

t0

x∗(s)ds +

∫ t

t0

y∗(s)ds >

∫ t

t0

x∗(∞)ds +

∫ t

t0

y∗(s)ds

=

∫ t

t0

(x + y)∗(∞)ds +

∫ t

t0

y∗(s)ds

=

∫ t

t0

(x + y)∗(s)ds +

∫ t

t0

y∗(s)ds

>

∫ t

t0

(x + y)∗(s)ds

(21)

z uwagi na (x + y)∗(s) = (x + y)∗(∞) dla każdego s > t0.

Jeżeli t0 > 0, to z nierówności (20) i (21) otrzymujemy
∫ t

0

(x + y)∗ <

∫ t

0

x∗ +

∫ t

0

y∗

dla wszystkich 0 < t < m(S(x) ∪ S(y)).

Jeżeli t0 = 0, to z nierówności (19) i (21) mamy
∫ t

0

x∗(s)ds +

∫ t

0

y∗(s)ds >

∫ t

0

(x + y)∗(s)ds +

∫ t

0

y∗(s)ds >

∫ t

0

(x + y)∗(s)ds

dla wszystkich 0 < t < m(S(x) ∪ S(y)). �

Uwaga 2.58. Niech x ∈ L0\{0} oraz

C = {t : |x(t)| > x∗(∞)}.

Wtedy funkcja x∗ jest stała na [0,∞) wtedy i tylko wtedy, gdy m(C) = 0 .

Dowód. Oczywiście m(C) = m{t : x∗(t) > x∗(∞)} (gdyż x ∼ x∗) i x∗(t) > x∗(∞) dla

każdego t > 0. Zatem m(C) = 0 jest równoważne wyrażeniu x∗ = aχ[0,∞) dla pewnego

a > 0. �

Poniższe dwa twierdzenia przedstawiają warunki konieczne na to, aby element x

był punktem niekwadratowości w przestrzeni symetrycznej oraz w przestrzeni Γp,w.
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Twierdzenie 2.59. Niech E będzie symetryczną, funkcyjną przestrzenią Banacha,

x ∈ S E i C = {t : |x(t)| > x∗(∞)}. Jeżeli x jest NSQ punktem, to m(C) > 0.

Dowód. Załóżmy, że m(C) = 0. Z Uwagi 2.58, x∗(t) = x∗(∞) = a > 0 dla każdego

t > 0. Wtedy dx(θ) = ∞ dla każdego 0 6 θ < x∗(∞) i dx(θ) = 0 dla każdego θ > x∗(∞).

Ponadto każda z funkcji postaci y = ±x∗(∞)χZ, przy m(Z) = ∞, jest równomierzalna
z x z uwagi na równości dy(θ) = m(Z) = ∞ dla każdego 0 6 θ < x∗(∞) oraz dy(θ) = 0

dla każdego θ > x∗(∞). Zatem ‖y‖ = ‖x‖ dla każdej funkcji y postaci y = ±x∗(∞)χZ,

gdzie m(Z) = ∞.
Oznaczmy

A = {t : |x(t)| = x∗(∞)}, B = {t : 0 < |x(t)| < x∗(∞)}.

Przypadek I. Załóżmy, że m(A) = ∞ i oznaczmy

A+ = {t ∈ A : x(t) > 0}, A− = {t ∈ A : x(t) < 0}.

Jeżeli m(A+) = ∞, to weźmy A1
+
i A2

+
takie, że A+ = A1

+
∪ A2

+
, A1

+
∩ A2

+
= ∅ i m(A1

+
) =

m(A2
+
) = ∞. Zdefiniujmy

y = x∗(∞)χA1
+
− x∗(∞)χA2

+
.

Wtedy

(x + y)∗ = (x − y)∗ = 2x∗,

skąd ‖x + y‖ = ‖x − y‖ = 2 ‖x‖, tzn. x nie jest NSQ punktem. Przypadek m(A−) = ∞
jest analogiczny.

Przypadek II. Niech m(A) < ∞ i m(B) = ∞. Zdefiniujmy

B+ = {t ∈ B : x(t) > 0}, B− = {t ∈ B : x(t) < 0}.

Zauważmy, że możliwe są dwa przypadki:

dxχB+
(θ) = ∞ dla każdego 0 6 θ < x∗(∞) (22)

albo

dxχB− (θ) = ∞ dla każdego 0 6 θ < x∗(∞). (23)

W istocie, załóżmy przeciwnie, że istnieją θ1, θ2 < x∗(∞), że

dxχB+
(θ1) < ∞ i dxχB− (θ2) < ∞.
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Wtedy, biorąc θ0 = max{θ1, θ2}, otrzymujemy

dxχB
(θ0) = dxχB+

(θ0) + dxχB− (θ0) < ∞.

A zatem

dx(θ0) = dxχA
(θ0) + dxχB

(θ0) < ∞.

Otrzymana sprzeczność dowodzi, że zachodzi warunek (22) lub (23).

Bez straty ogólności możemy założyć, że spełniony jest warunek (22), tj. dxχB+
(θ) =

∞ dla wszystkich 0 6 θ < x∗(∞), ponieważ w drugim możliwym przypadku dowód

przebiega analogicznie. Dla n ∈ N niech

Bn =

{
t ∈ B+ :

(
1 − 1

n

)
x∗(∞) < x(t) 6

(
1 − 1

n + 1

)
x∗(∞)

}
.

Zauważmy, że
⋃
n

Bn = B+, Bn ∩ Bm = ∅ dla wszystkich n,m ∈ N i n , m. Niech B1
n, B2

n

spełniają warunki Bn = B1
n ∪ B2

n, m(B1
n) = m(B2

n) i B1
n ∩ B2

n = ∅. Oznaczmy

D1 =

⋃

n

B1
n i D2 =

⋃

n

B2
n.

Zauważmy, że D1 ∩ D2 = ∅, D1 ∪ D2 = B+ i m(D1) = m(D2) = ∞. Twierdzimy, że

dxχD1
(θ) = ∞ i dxχD2

(θ) = ∞ (24)

dla wszystkich 0 < θ < x∗(∞). Jeżeli istnieje 0 < θ0 < x∗(∞) takie, że dxχD1
(θ0) < ∞,

to weźmy n0 takie, aby (1 − 1/n0)x∗(∞) 6 θ0 < (1 − 1/(n0 + 1))x∗(∞). Wtedy

∞ > dxχD1

((
1 − 1

n0 + 1

)
x∗(∞)

)
= m

{
t ∈ D1 : x(t) >

((
1 − 1

n0 + 1

)
x∗(∞)

)}

= m


∞⋃

n=n0+1

B1
n

 = m


∞⋃

n=n0+1

B2
n

 = dxχD2

((
1 − 1

n0 + 1

)
x∗(∞)

)
.

Zatem dxχB+
((1−1/(n0+1))x∗(∞)) < ∞, sprzeczność. Jeżeli dxχD2

(θ0) < ∞ dla pewnego
0 < θ0 < x∗(∞), to dowód przebiega podobnie. To kończy dowód stwierdzenia (24).

Niech y = x∗(∞)χD1
− x∗(∞)χD2

. Wtedy, dla wszystkich 0 < θ < x∗(∞), mamy

d(x+y)/2(θ) = m

{
t :

∣∣∣∣∣
(

x + y

2

)
(t)

∣∣∣∣∣ > θ
}
> m

{
t ∈ D1 :

∣∣∣∣∣
(

x + y

2

)
(t)

∣∣∣∣∣ > θ
}

= m

{
t ∈ D1 :

x(t) + x∗(∞)

2
> θ

}
= m {t ∈ D1 : x(t) > 2θ − x∗(∞)}

= dxχD1
(θ0) = ∞,
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gdzie θ0 = max{0, 2θ−x∗(∞)} < x∗(∞), z uwagi na xχD1
> 0 i m(D1) = ∞. Analogicznie,

dla 0 < θ < x∗(∞), wnioskujemy, że d(x−y)/2(θ) > dxχD2
(θ0) = ∞.

Oczywiście, z założenia, że m(C) = 0, mamy |x(t)| 6 x∗(∞) i |y(t)| 6 x∗(∞). Zatem
∣∣∣∣∣
x ± y

2

∣∣∣∣∣ 6 x∗(∞),

skąd d(x±y)/2(θ) = dx(θ) = 0 dla każdego θ > x∗(∞). Zatem
(

x±y

2

)∗
= x∗, czyli x nie jest

NSQ punktem. �

Twierdzenie 2.60. Niech x ∈ S (Γp,w). Jeśli x jest NSQ punktem, to

(i) m(S(x)) > β,

(ii) x∗ nie jest funkcją stałą na przedziale (0, 2γ), jeśli α = ∞;

(iii) x∗ nie jest funkcją stałą na przedziale (0, 2γ), jeśli α = 1 i γ 6 1/2;

gdzie β, γ są zdefiniowane w (18).

Dowód. (i) Załóżmy, że m(S(x)) < β. To znaczy β > 0. Weźmy a = β − m(S (x)),

y = bχA, gdzie m(A) = a, A ∩ S(x) = ∅, i b =
1
a

∫ β
0

x∗. Wtedy y∗∗(β) = x∗∗(β) oraz∥∥∥ x±y

2

∥∥∥ = ‖x‖ z uwagi na równość
(

x ± y

2

)∗∗
(β) =

1

β

∫ β

0

(
x ± y

2

)∗
=

1

2β

(∫ β

0

x∗ +

∫ β

0

y∗
)
= x∗∗(β).

(ii) oraz (iii) W przypadku, gdy γ = ∞ dowód wynika z Uwagi 2.58 i Twierdzenia
2.59.

Załóżmy, że γ < ∞, jeśli α = ∞, lub γ 6 1/2, jeśli α = 1. Ponadto przypuśćmy

przez transpozycję, że

x∗χ(0,2γ) = aχ(0,2γ) dla pewnego a > 0. (25)

Niech C = {t : |x(t)| > x∗(∞)}. Wtedy, w przypadku, gdy α = ∞, Twierdzenie 2.59
implikuje m(C) > 2γ. Stąd a > x∗(∞). Z Lematu 2.8 istnieje zbiór e1 miary γ, że∫ γ

0
x∗ =

∫
e1
|x|. Dla elementu xχI\e1

z tego samego lematu istnieje zbiór e2 miary γ, że∫ γ
0

(xχI\e1
)∗ =

∫
e2
|xχI\e1

|. Oczywiście zbiory e1 i e2 są rozłączne oraz
∫ γ

0
(xχI\e1

)∗ =
∫ 2γ

γ
x∗

z uwagi na (25). Z drugiej strony
∫

e2
|x| =

∫
e2
|xχI\e1

|. Podsumowując otrzymujemy, że
∫ γ

0

x∗ =

∫

e1

|x| oraz
∫ 2γ

γ

x∗ =

∫

e2

|x|.



2. PRZESTRZENIE SYMETRYCZNE 44

Ponadto e1 ∪ e2 ⊂ C i |x(t)| = a dla t ∈ e1 ∪ e2. Biorąc y = xχe1
− xχe2

mamy

y∗χ(0,2γ) = x∗χ(0,2γ) oraz (x + y)∗χ(0,γ) = (x − y)∗χ(0,γ) = 2x∗χ(0,γ).

Z uwagi na m(S(w) ∩ (γ, α)) = 0 mamy, że y ∈ S (Γp,w) oraz ‖x ± y‖ = 2 ‖x‖, tzn. x nie

jest NSQ punktem. �

Twierdzenie 2.61. Niech x ∈ S (Γp,w[0,∞)), β i γ będą jak w (18). Niech ponadto

funkcja wagowa będzie taka, że γ = ∞. Element x jest NSQ punktem wtedy i tylko

wtedy, gdy m(S(x)) > β i funkcja x∗ nie jest stała na przedziale [0,∞).

Dowód. Konieczność wynika z Twierdzenia 2.60.

Dostateczność. Niech y ∈ S (Γp,w[0,∞)). Jeśli m(S(x) ∩ S(y)) = 0 to z Lematu 2.57,

(x+y)∗∗(t) < x∗∗(t)+y∗∗(t) dla wszystkich t ∈ (0,m(S(x)∪S(y))). Ponieważ m(S(x)) > β,

zatem m(S(w)∩ (β,m(S(x)∪S(y)))) > 0, skąd ‖x + y‖ < 2 (zob. Uwaga 2.15 i definicja

liczby β, (18)), tzn. x nie jest NSQ punktem.

Teraz załóżmy, że m(S(x) ∩ S(y)) > 0. Oznaczmy

A1 = {t ∈ I : x(t)y(t) > 0}, A2 = {t ∈ I : x(t)y(t) < 0},

A3 = {t ∈ I : x(t)y(t) = 0 i |x(t)| + |y(t)| > 0}.
(26)

Mamy

m(A1 ∪ A2) > 0. (27)

Oczywiście

Ai ∩ A j = ∅ dla i, j ∈ {1, 2, 3} oraz i , j. (28)

Rozważymy dwa niezależne przypadki i ich podprzypadki.

Przypadek I. (|x| + |y|)∗(∞) = 0.

Przypadek II. (|x| + |y|)∗(∞) > 0.

Przypadek II.A. Istnieje t0 > 0 takie, że (x+y)∗(t0) < (|x|+ |y|)∗(t0) lub istnieje takie

t1 > 0, że (x − y)∗(t1) < (|x| + |y|)∗(t1).

Przypadek II.B. Dla każdego t > 0, (x + y)∗(t) = (x − y)∗(t) = (|x| + |y|)∗(t).
Przedyskutujmy teraz wymienione przypadki.

Dowód Przypadku I. Skoro (|x| + |y|)∗(∞) = 0 i γ = ∞, to |x| + |y| spełnia warunki (i)
oraz (ii) Twierdzenia 2.45, tzn. |x| + |y| jest LM punktem. Oczywiście mamy

|(x + y)(t)| < (|x| + |y|)(t) dla t ∈ A2 oraz |(x − y)(t)| < (|x| + |y|)(t) dla t ∈ A1.
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Skoro |x ± y| 6 |x| + |y|, to wobec warunku (27) jedna z nierówności zachodzi

‖x + y‖ < ‖|x| + |y|‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖ = 2 lub ‖x − y‖ < ‖|x| + |y|‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖ = 2.

Dowód przypadku II.A. Załóżmy, że istnieje t0 > 0 takie, że (x+y)∗(t0) < (|x|+ |y|)∗(t0).

Ponieważ |x±y| 6 |x|+ |y|, zatem (x±y)∗ 6 (|x|+ |y|)∗. Na mocy prawostronnej ciągłości
nierosnącego przestawienia, istnieje δ > t0, że (x + y)∗(t) < (|x| + |y|)∗(t) dla każdego
t ∈ (t0, δ). Zatem ∫ t

0

(x + y)∗ <

∫ t

0

(|x| + |y|)∗

dla t > t0. Jest jasne, że
∫ t

0
(|x| + |y|)∗ 6

∫ t

0
x∗ +

∫ t

0
y∗ (zob. Uwaga 2.13), skąd

(x + y)∗∗(t) < x∗∗(t) + y∗∗(t)

dla każdego t > t0. Skoro m(S(w) ∩ (t0,∞)) > 0, to ‖x + y‖ < 2 (zob. Uwagę 2.15).

Zauważmy, że jeśli istnieje t1 > 0, że (x − y)∗(t1) < (|x| + |y|)∗(t1), to wtedy

w analogiczny sposób otrzymujemy nierówność ‖x − y‖ < 2.

Dowód przypadku II.B. Załóżmy, że

(x + y)∗(t) = (x − y)∗(t) = (|x| + |y|)∗(t) (29)

dla każdego t > 0. W konsekwencji

(x ± y)∗(∞) = (|x| + |y|)∗(∞). (30)

Oznaczmy

t0 = sup{t : (|x| + |y|)∗(t) > (|x| + |y|)∗(∞)}

i rozważmy trzy przypadki.

a) Załóżmy, że t0 = ∞. Wtedy funkcje

(|x| + |y|)∗χ(a,∞) i (x ± y)∗χ(a,∞) nie są stałe dla każdego a > 0. (31)

W konsekwencji, wyrażenie (31) implikuje, że istnieje 0 < t1 < ∞ spełniające nie-
równość

(x + y)∗(t) < lim
t→t−

1

(x + y)∗(t) (32)

dla każdego t > t1. Analogiczna nierówność zachodzi dla funkcji (x−y)∗ oraz (|x|+|y|)∗.
Weźmy zbiory B+, B−, B0 miary t1, takie że

∫ t1

0

(x + y)∗ =

∫

B+

|x + y|,
∫ t1

0

(x − y)∗ =

∫

B−

|x − y|,
∫ t1

0

(|x| + |y|)∗ =
∫

B0

|x| + |y|,
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(zob. Lemat 2.8). Oczywiście, z definicji t1 oraz równoważności funkcji i jej niero-

snączego przestawienia, otrzymujemy, że

B+ = {t : |(x + y)(t)| > (x + y)∗(t1)},

B− = {t : |(x − y)(t)| > (x − y)∗(t1)},

B0 = {t : (|x| + |y|)(t) > (|x| + |y|)∗(t1)}.

Niech

Bi
+
= B+ ∩ Ai, Bi

− = B− ∩ Ai, Bi
0 = B0 ∩ Ai, dla i ∈ {1, 2, 3} (33)

(zob. notację (26)). Z warunków |x±y|χA3
= (|x|+|y|)χA3

, (29), (30) i (32) wnioskujemy,

że

B3
+
= B3

− = B3
0. (34)

Analogicznie równość |x + y|χA1
= (|x| + |y|)χA1

implikuje

B1
+
= B1

0.

Ponadto równość |x − y|χA2
= (|x| + |y|)χA2

prowadzi do

B2
− = B2

0.

Twierdzimy, że m(B2
+
) = m(B1

−) = 0. W istocie, jeśli bowiem m(B2
+
) > 0, to z Lematu

2.10 i równości (29), otrzymujemy
∫ t1

0

(x + y)∗ =

∫

B+

|x + y| =
(∫

B2
+

+

∫

B1
+
∪B3

+

)
|x + y|

<

(∫

B2
+

+

∫

B1
+
∪B3

+

)
|x| + |y| =

∫

B+

|x| + |y| 6
∫ t1

0

(|x| + |y|)∗ =
∫ t1

0

(x + y)∗

- sprzeczność. Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy w przypadku dla m(B1
−) >

0, co dowodzi stwierdzenie.

Ponadto powyższe rozumowanie i (28) implikują, że m(B2
0
) = m(B1

0
) = 0, skoro

m(B1
+
∪ B3

+
) = m(B+) = m(B0) = m(B1

0 ∪ B2
0 ∪ B3

0) = m(B1
+
∪ B2

0 ∪ B3
+
)

oraz

m(B2
− ∪ B3

−) = m(B−) = m(B0) = m(B1
0 ∪ B2

0 ∪ B3
0) = m(B1

0 ∪ B2
− ∪ B3

−).
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Wtedy B0 = B3
0
, skąd równości (34) implikują, żem(B1

+
) = m(B2

−) = 0. Podsumowując,

mamy

B0 = B+ = B− ⊂ A3. (35)

Dla każdego 0 < t 6 t1 istnieje zbiór B+(t) miary t taki, że
∫ t

0

(x + y)∗ =

∫

B+(t)

|x + y| =
∫

Bx
+

(t)

|x| +
∫

B
y
+

(t)

|y|,

gdzie

Bx
+
(t) = B+(t) ∩ S(x) i B

y
+(t) = B+(t) ∩ S(y).

Mamy, że B+(t) = Bx
+
(t)∪ B

y
+(t) oraz, z inkluzji (35), wnioskujemy, że m(Bx

+
∩ B

y
+) = 0.

Powyższe rozumowanie, razem z Lematem 2.10 i równością m(S(x) ∪ S(y)) = ∞
implikują, że zachodzi przynajmniej jedna z poniższych nierówności

∫

Bx
+

(t)

|x| 6
∫ m(Bx

+(t))

0

x∗ <

∫ t

0

x∗ lub
∫

B
y
+

(t)

|y| 6
∫ m(B

y
+

(t))

0

y∗ <

∫ t

0

y∗

dla każdego 0 < t 6 t1. Wtedy, dla każdego 0 < t 6 t1, mamy
∫ t

0

(x + y)∗ <

∫ t

0

x∗ +

∫ t

0

y∗ (36)

Wykorzystując wyrażenie (31), znajdziemy ciąg (tn), tn → ∞, taki, że nierówność
(32) jest spełniona dla każdego tn. Podobnie jak powyżej wnioskujemy, że nierówność

(36) jest spełniona z tn zamiast t1. W konsekwencji (36) zachodzi dla wszystkich t > 0.

To oznacza, że ‖x + y‖ < 2 (zob. Uwagę 2.15).

b) Załóżmy, że 0 < t0 < ∞ i weźmy zbiory B+, B−, B0 miary t0 takie, że
∫ t0

0

(x + y)∗ =

∫

B+

|x + y|,
∫ t0

0

(x − y)∗ =

∫

B−

|x − y|,
∫ t0

0

(|x| + |y|)∗ =
∫

B0

|x| + |y|,

(zob. Lemat 2.8). Oczywiscie, z definicji t0 i równoważności funkcji i jej nierosnącego

przestawienia otrzymujemy

B+ = {t : |(x + y)(t)| > (x + y)∗(∞)},

B− = {t : |(x − y)(t)| > (x − y)∗(∞)},

B0 = {t : (|x| + |y|)(t) > (|x| + |y|)∗(∞)}.
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Niech zbiory Bi
+
, Bi
− i Bi

0
dla i ∈ {1, 2, 3} będą jak w (33). Z równości |x ± y|χA3

=

(|x| + |y|)χA3
, (29) i (30) wnioskujemy, że zachodzą równości (34). Podobnie, jak

wcześniej, wnioskujemy, że nierówność (36) zachodzi dla t0 zamiast t1.

Ponadto, z definicji t0, dla każdego t > t0 mamy
∫ t

t0

(x ± y)∗ =

∫ t

t0

(|x| + |y|)∗ =
∫ t

t0

(|x| + |y|)∗(∞) 6

∫ t

t0

x∗(∞) +

∫ t

t0

y∗(∞) 6

∫ t

t0

x∗ +

∫ t

t0

y∗.

Ostatecznie, z nierówności (36) oraz powyższej, otrzymujemy, że
∫ t

0

(x + y)∗ <

∫ t

0

x∗ +

∫ t

0

y∗

dla każdego t > 0. Zatem, ‖x + y‖ < 2 (zob. Uwagę 2.15).

c) Załóżmy, że t0 = 0, to znaczy

(x ± y)∗χ[0,∞) = (|x| + |y|)∗χ[0,∞) = (|x| + |y|)∗(∞)χ[0,∞) = aχ[0,∞)

dla pewnego a > 0. Zauważmy, że m(C) > 0. Wtedy, dla każdego 0 < t < m(C),

mamy

(|x| + |y|)∗(t) = (|x| + |y|)∗(∞) 6 x∗(∞) + y∗(∞) < x∗(t) + y∗(t).

Ponadto dla każdego t > 0 mamy

(|x| + |y|)∗(t) = (|x| + |y|)∗(∞) 6 x∗(∞) + y∗(∞) 6 x∗(t) + y∗(t).

Skoro γ = ∞ i funkcja (|x| + |y|)∗ spełnia warunki (i) i (ii) Twierdzenia 2.47, to
(|x| + |y|)∗ jest UM punktem. W konsekwencji ‖(|x| + |y|)∗‖ < ‖x∗ + y∗‖. Zatem

‖x + y‖ = ‖(|x| + |y|)∗‖ < ‖x∗ + y∗‖ 6 ‖x∗‖ + ‖y∗‖ = ‖x‖ + ‖y‖ ,

co kończy dowód. �

Twierdzenie 2.62. Element x ∈ S (Γp,w[0, 1)) jest NSQ punktem wtedy i tylko wtedy,

gdy m(S(x)) > β oraz, jeśli γ 6 1/2, to funkcja x∗ nie jest stała na przedziale [0, 2γ],

gdzie β i γ są zdefiniowane w (18).

Dowód. Konieczność wynika z Twierdzenia 2.60.

Dostateczność. Niech y ∈ S (Γp,w[0, 1)). Jeżeli x i ymają rozłączne nośniki, to z Lematu

2.57 wnioskujemy, że (x + y)∗∗(t) < x∗∗(t) + y∗∗(t) dla każdego t ∈ (0,m(S(x) ∪ S(y))).

Skoro m(S(x)) > β to m(S(w)∩ (β,m(S(x)∪S(y)))) > 0, skąd ‖x + y‖ < 2 (zob. Uwagę

2.15).
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Załóżmy, że x i y nie mają rozłącznych nośników, tzn.

m(A1 ∪ A2) > 0, (37)

gdzie

A1 = {t ∈ (0, 1) : x(t)y(t) > 0}, A2 = {t ∈ (0, 1) : x(t)y(t) < 0},

A3 = {t ∈ (0, 1) : x(t)y(t) = 0 i |x(t)| + |y(t)| > 0}.
(38)

Rozważmy dwa przypadki dowodu.

A. Załóżmy, że m(S(|x|+ |y|)) 6 γ. Z Twierdzenia 2.45, |x|+ |y| jest LM punktem.
Z nierówności (37) wnioskujemy, że zachodzi przynajmniej jedna z nierówności

|x + y|χA2
< (|x| + |y|)χA2

lub |x − y|χA1
< (|x| + |y|)χA1

.

Oczywiście |x±y| 6 |x|+ |y|, skąd przynajmniej jedna z nierówności zachodzi ‖x + y‖ <
‖|x| + |y|‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖ lub ‖x − y‖ < ‖|x| + |y|‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖.
B. Załóżmy, że

m(S (|x| + |y|)) > γ. (39)

Oznaczmy zbiory B+, B−, B0, Bx, By miary γ takie, że
∫ γ

0

(x + y)∗ =

∫

B+

|x + y|,
∫ γ

0

(x − y)∗ =

∫

B−

|x − y|,
∫ γ

0

(|x| + |y|)∗ =
∫

B0

|x| + |y|,
∫ γ

0

x∗ =

∫

Bx

|x|,
∫ γ

0

y∗ =

∫

By

|y|
(40)

(zob. Lemat 2.8 i Uwaga 2.9). Zauważmy, że

Ai ∩ A j = ∅ dla i, j ∈ {1, 2, 3} oraz i , j. (41)

Ponadto

A1 ∪ A2 ⊂ S(x), A1 ∪ A2 ⊂ S(y), S(|x| + |y|) = A1 ∪ A2 ∪ A3. (42)

Dalszy dowód podzielimy na szereg przypadków.

Przypadek I. Istnieje t0 ∈ (0, γ) takie, że (x + y)∗(t0) < (|x| + |y|)∗(t0) lub istnieje

t1 ∈ (0, γ), że (x − y)∗(t1) < (|x| + |y|)∗(t1).

Przypadek II. (x + y)∗(t) = (x − y)∗(t) = (|x| + |y|)∗(t) dla wszystkich t ∈ (0, γ).

Przypadek II. 1. m(B+ ∩ A3) > 0 lub m(B− ∩ A3) > 0.
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Przypadek II. 1. A. S (y) = B+ ∩ A1 lub S (x) = B+ ∩ A1.

Przypadek II. 1. B. S (x) ) B+ ∩ A1 i S (y) ) B+ ∩ A1.

Przypadek II. 2. m(B+ ∩ A3) = 0 i m(B− ∩ A3) = 0.

Teraz przedyskutujemy powyższe przypadki.

Dowód Przypadku I. Załóżmy, że istnieje t0 ∈ (0, γ) takie, że (x+y)∗(t0) < (|x|+|y|)∗(t0).

Skoro (x± y) 6 |x|+ |y|, to (x± y)∗ 6 (|x|+ |y|)∗. Z prawostronnej ciągłości nierosnącego
przestawienia, istnieje liczba δ > t0 taka, że (x + y)∗(t) < (|x| + |y|)∗(t) dla wszystkich
t ∈ (t0, δ). Wtedy ∫ t

0

(x + y)∗ <

∫ t

0

(|x| + |y|)∗

dla t ∈ (t0, γ). Oczywiście
∫ t

0
(|x| + |y|)∗ 6

∫ t

0
x∗ +

∫ t

0
y∗ (zob. Uwagę 2.13), skąd

(x + y)∗∗(t) < x∗∗(t) + y∗∗(t)

dla każdego t ∈ (t0, γ). Z definicji γ (zob. (18)) wnioskujemy, że m(S(w) ∩ (t0, γ)) > 0

i w konsekwencji ‖x + y‖ < 2 (zob. Uwagę 2.15).

Jeżeli istnieje t1 ∈ (0, γ), że (x−y)∗(t1) < (|x|+ |y|)∗(t1), to analogiczne rozumowanie

prowadzi do nierówności ‖x − y‖ < 2.

Dowód Przypadku II. Załóżmy, że

(x + y)∗(t) = (x − y)∗(t) = (|x| + |y|)∗(t) (43)

dla każdego t ∈ (0, γ). Warunek (43) implikuje, że

m(B+ ∩ A2) = 0 i m(B− ∩ A1) = 0. (44)

W istocie, w przeciwnym przypadku, np. gdy m(B+∩A2) > 0, to z inkluzji S(x+y) ⊂
A1 ∪ A2 ∪ A3 otrzymalibyśmy, że

∫ γ

0

(x + y)∗ =

∫

B+

|x + y| =
∫

B+∩A2

|x + y| +
∫

B+∩(A1∪A3)

|x| + |y|

<

∫

B+∩A2

|x| + |y| +
∫

B+∩(A1∪A3)

|x| + |y| =
∫

B+

|x| + |y| 6
∫ γ

0

(|x| + |y|)∗

co przeczy równości (43) i dowodzi warunku (44).

Zauważmy, że z nierówności (39) i równości (43) mamy, że

min{m(S(x + y)),m(S(x − y))} > γ. (45)
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Przypadek II. 1. Załóżmy, że m(B+ ∩ A3) > 0. Wtedy równość m(B+) = γ implikuje,

że

m(B+ ∩ A1) < γ (46)

Z warunku (44) otrzymujemy
∫ γ

0

(x + y)∗ =

∫

B+

|x + y| =
∫

B+∩A3

|x + y| +
∫

B+∩A1

|x + y|

=

∫

B+∩A3∩S(x)

|x| +
∫

B+∩A3∩S(y)

|y| +
∫

B+∩A1

|x| + |y|
(47)

Przypadek II. 1. A. Załóżmy, że S (y) = B+ ∩ A1. Wtedy na mocy nierówności (46)

zachodzi m(S(y)) < γ. Ponadto S(y) = A1 z uwagi na inkluzję (42). Stąd

A3 ⊂ S(x), m(A2) = 0,
∫

B+∩A3∩S(y)

|y| = 0 oraz
∫

B+∩A1

|y| =
∫

By

|y|. (48)

Ponadto z nierówności (39) i równości S(|x| + |y|) = A1 ∪ A3 = S(x), wnioskujemy, że

m(S(x)) > γ.

Twierdzimy, że ∫

B+∩A3∩S(x)

|x| +
∫

B+∩A1

|x| <
∫

Bx

|x|. (49)

Załóżmy przeciwnie, że
∫

B+∩A3∩S(x)
|x| +

∫
B+∩A1

|x| =
∫

Bx
|x|. Z warunków (47) i (48)

mamy ∫ γ

0

(x + y)∗ =

∫

Bx

|x| +
∫

By

|y| =
∫ γ

0

x∗ +

∫ γ

0

y∗. (50)

Ponadto, z warunku (44) i równości m(A2) = 0, dostajemy, że B− ∩ (S(x− y)) ⊂ A3 ⊂
S(x). Idąc dalej, z równości (40) i (43), otrzymujemy

∫ γ

0

(x + y)∗ =

∫ γ

0

(x − y)∗ =

∫

B−

|x − y| =
∫

B−

|x| 6
∫ γ

0

x∗ <

∫ γ

0

x∗ +

∫ γ

0

y∗,

co stoi w sprzeczności z warunkiem (50). To dowodzi stwierdzenie (49). W konse-

kwencji warunki (47), (48), (49) implikują, że
∫ γ

0

(x + y)∗ <

∫ γ

0

x∗ +

∫ γ

0

y∗,

co kończy dowód bierzącego podprzypadku (zob. Uwagę 2.15 i definicję γ, tj. (18)).

Dowód dla przypadku S (x) = B+∩A1 jest analogiczny, wystarczy w rozumowaniu

zamienić miejscami elementy x oraz y, a także ich nierosnące przestawienia i nośniki.
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Przypadek II. 1. B. Załóżmy, że S(x) ) B+ ∩ A1 i S(y) ) B+ ∩ A1. Wtedy

m(S (x)) > m(B+ ∩ A1) i m(S (y)) > m(B+ ∩ A1). (51)

Twierdzimy, że zachodzi przynajmniej jedna z poniższych nierówności (52) lub (53)
∫

B+∩A3∩S(y)

|y| +
∫

B+∩A1

|y| <
∫

By

|y|, (52)

∫

B+∩A3∩S(x)

|x| +
∫

B+∩A1

|x| <
∫

Bx

|x|. (53)

Jeżeli m(B+∩A3∩S(y)) = 0 lub m(B+∩A3∩S(x)) = 0 to, z nierówności (46) oraz

(51), dostajemy (52) lub (53), odpowiednio.

Jeżeli m(B+ ∩ A3 ∩ S(x)) > 0 i m(B+ ∩ A3 ∩ S(y)) > 0 to

m(B+ ∩ S(x)) < γ i m(B+ ∩ S(y)) < γ. (54)

Załóżmy przeciwnie, że nierówności (52) i (53) nie zachodzą, tzn.
∫

B+∩[A1∪(A3∩S(y))]

|y| =
∫

By

|y| i
∫

B+∩[A1∪(A3∩S(x))]

|x| =
∫

Bx

|x|. (55)

Równości S(y) = A1 ∪ A2 ∪ (A3 ∩ S(y)) oraz (44) implikują, że

B+ ∩ S(y) = B+ ∩ [A1 ∪ A2 ∪ (A3 ∩ S(y))] = B+ ∩ [A1 ∪ (A3 ∩ S(y))]

i analogicznie otrzymujemy, że

B+ ∩ S(x) = B+ ∩ [A1 ∪ (A3 ∩ S(x))].

Zatem, z założenia (55), wnioskujemy
∫

B+∩S(y)

|y| =
∫

B+∩[A1∪(A3∩S(y))]

|y| =
∫

By

|y| =
∫ γ

0

y∗

i ∫

B+∩S(x)

|x| =
∫

B+∩[A1∪(A3∩S(x))]

|x| =
∫

Bx

|x| =
∫ γ

0

x∗.

Wtedy z nierówności (54), dostajemy, że S(x) ⊂ B+ i S(y) ⊂ B+, skąd S(|x|+ |y|) ⊂ B+.

Z uwagi na m(B+) = γ otrzymujemy sprzeczność z nierównością (39). To dowodzi,

że zachodzi przynajmniej jedno z wyrażeń (52) lub (53).
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Ostatecznie, z warunków (47) i ((52) lub (53)), mamy
∫ γ

0

(x + y)∗ <

∫ γ

0

x∗ +

∫ γ

0

y∗,

co kończy dowód podprzypadku (zob. Uwagę 2.15 i definicję γ, tj. (18)).

Dowód Przypadku II 1. (wraz z podprzypadkami A i B) przeprowadzony został,

gdy spełniona jest nierówność m(B+ ∩ A3) > 0. Dla drugiej nierówności, tj. m(B− ∩
A3) > 0 dowód przebiega analogicznie, biorąc zbiór B− w miejsce B+ i element (x−y)∗

w miejsce (x + y)∗.

Przypadek II. 2. Załóżmy, że m(B+ ∩ A3) = 0 i m(B− ∩ A3) = 0. Wtedy, z równości

(44), mamy

B+ ∩ S(x + y) ⊂ A1 i B− ∩ S(x − y) ⊂ A2. (56)

Twierdzimy, że

m(A1) > γ i m(A2) > γ.

Jeżeli m(A1) < γ, to m(B+ ∩ S(x + y)) < γ, skąd m(S(x + y)) < γ z definicji zbioru

B+, co daje sprzeczność z nierównością (45). Rozumowanie dla przypadku m(A2) < γ

przebiega analogicznie, co kończy dowód stwierdzenia.

Z warunku (41) mamy γ 6 1/2 i m(S(x)) > 2γ. Skoro x∗ nie jest stała na (0, 2γ),

to ∫ 2γ

0

x∗ < 2

∫ γ

0

x∗.

Warunki (56) implikują, że (B+ ∩ S(x + y)) ∩ (B− ∩ S(x − y)) = ∅. W konsekwencji
∫

B+∩S(x+y)

|x| +
∫

B−∩S(x−y)

|x| 6
∫ 2γ

0

x∗ < 2

∫ γ

0

x∗.

Zatem ∫

B+∩S(x+y)

|x| <
∫ γ

0

x∗ lub
∫

B−∩S(x−y)

|x| <
∫ γ

0

x∗.

Ostatecznie, z inkluzji (56), wynika, że zachodzi jedna z nierówności
∫ γ

0

(x + y)∗ =

∫

B+∩S(x+y)

|x + y| =
∫

B+∩S(x+y)

|x| + |y| <
∫ γ

0

x∗ +

∫ γ

0

y∗

lub ∫ γ

0

(x − y)∗ =

∫

B−∩S(x−y)

|x − y| =
∫

B−∩S(x−y)

|x| + |y| <
∫ γ

0

x∗ +

∫ γ

0

y∗,

co kończy dowód (zob. Uwagę 2.15 i definicję γ, tj. (18)). �
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Twierdzenie 2.63. Niech x ∈ S (Γp,w[0,∞)), β i γ będą jak w (18). Ponadto niech

funkcja wagowa będzie taka, że γ < ∞. Wtedy x jest NSQ punktem wtedy i tylko

wtedy, gdy m(S(x)) > β i x∗ nie jest stała na przedziale (0, 2γ).

Dowód. Konieczność wynika z Twierdzenia 2.60.

Dostateczność. Niech y ∈ S (Γp,w). Jeżeli m(S(x)∩S(y)) = 0 to, z Lematu 2.57 otrzy-

mujemy, że (x+y)∗∗(t) < x∗∗(t)+y∗∗(t) dla wszystkich t ∈ (0,m(S(x)∪S(y))). Ponieważ

m(S(x)) > β, zatem m(S(w) ∩ (β,m(S(x) ∪ S(y)))) > 0, skąd ‖x + y‖ < 2 (zob. Uwagę

2.15 i definicję β, tj. (18)).

Oznaczmy

A1 = {t ∈ (0, 1) : x(t)y(t) > 0}, A2 = {t ∈ (0, 1) : x(t)y(t) < 0},

A3 = {t ∈ (0, 1) : x(t)y(t) = 0 i |x(t)| + |y(t)| > 0}.
(57)

Pozostało rozważyć przypadek, gdy m(S(x) ∩ S(y)) > 0, tzn.

m(A1 ∪ A2) > 0. (58)

Oczywiście

Ai ∩ A j = ∅ dla i, j ∈ {1, 2, 3} oraz i , j. (59)

A. Załóżmy, że m(S(|x| + |y|)) 6 γ. Postępujemy jak w przypadku A dowodu Twier-
dzenia 2.62.

B. Załóżmy, że
m(S(|x| + |y|)) > γ. (60)

Pozostały dowód podzielimy na wiele przypadków (definicje s0, s+, s−, B+ i B− przed-

stawione są poniżej w wyrażeniach (63) i (65)):

Przypadek I. Istnieje t0 ∈ (0, γ) takie, że (x + y)∗(t0) < (|x| + |y|)∗(t0) lub istnieje

t1 ∈ (0, γ) takie, że (x − y)∗(t1) < (|x| + |y|)∗(t1).

Przypadek II. (x + y)∗(t) = (x − y)∗(t) = (|x| + |y|)∗(t) dla każdego t ∈ (0, γ).

Przypadek II. A. s0 = 0 lub s+ = 0 lub s− = 0.

Przypadek II. B. s0 > 0 i s+ > 0 i s− > 0.

Przypadek II. B. a. s0 6 γ.

Przypadek II. B. a. 1. m(B+ ∩ A3) > 0 lub m(B− ∩ A3) > 0.

Przypadek II. B. a. 1. A. S (y) = B+ ∩ A1 lub S (x) = B+ ∩ A1.

Przypadek II. B. a. 1. B. S (x) ) B+ ∩ A1 i S (y) ) B+ ∩ A1.
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Przypadek II. B. a. 2. m(B+ ∩ A3) = 0 i m(B− ∩ A3) = 0.

Przypadek II. B. a. 2. A. Przynajmniej jedna z funkcji x∗ lub y∗ nie jest

stała na (0, 2s0).

Przypadek II. B. a. 2. B. x∗χ(0,2s0) = a > 0 i y∗χ(0,2s0) = b > 0.

Przypadek II. B. b. s0 > γ.

Poniżej przedyskutujemy wszystkie przypadki.

Dowód przypadku I. Dowód przebiega tak samo jak dowód Twierdzenia 2.62, przy-

padek B.I.
Dowód przypadku II. Niech

(x + y)∗(t) = (x − y)∗(t) = (|x| + |y|)∗(t) (61)

dla każdego t ∈ (0, γ). Na mocy powyższego oraz nierówności (60) wnioskujemy, że

min{m(S(x + y)),m(S(x − y))} > γ. (62)

Oznaczmy:

s0 = sup{t : (|x| + |y|)∗(t) > (|x| + |y|)∗(∞)},

s+ = sup{t : (x + y)∗(t) > (x + y)∗(∞)},

s− = sup{t : (x − y)∗(t) > (x − y)∗(∞)}.

(63)

Przypadek II. A.

a) Załóżmy, że s0 = 0, tzn.

(|x| + |y|)∗(t) = (|x| + |y|)∗(∞) = a > 0

zachodzi dla każdego t > 0. Skoro x∗ nie jest stała na przedziale (0, 2γ), zatem

z Uwagi 2.58 wnioskujemy, że m(C) > 0, gdzie C = {t : |x(t)| > x∗(∞)}. Zatem, dla
każdego 0 < t < m(C), mamy

(|x| + |y|)∗(t) = (|x| + |y|)∗(∞) 6 x∗(∞) + y∗(∞) < x∗(t) + y∗(t).

Ponadto, dla każdego t > 0,

(|x| + |y|)∗(t) = (|x| + |y|)∗(∞) 6 x∗(∞) + y∗(∞) 6 x∗(t) + y∗(t).

Skoro funkcja (|x|+ |y|)∗ jest stała na [0,∞), to spełnia warunki (i) i (ii) Twierdzenia

2.47. Zatem (|x| + |y|)∗ jest UM punktem, skąd ‖(|x| + |y|)∗‖ < ‖x∗ + y∗‖. Ostatecznie

‖x + y‖ 6 ‖|x| + |y|‖ = ‖(|x| + |y|)∗‖ < ‖x∗ + y∗‖ 6 ‖x∗‖ + ‖y∗‖ = ‖x‖ + ‖y‖ ,
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co kończy dowód podprzypadku.

b) Załóżmy, że s+ = 0. Z nierówności (62), wnioskujemy, że (x + y)∗(t) = (x +

y)∗(∞) = a > 0 dla każdego t > 0. Z równości (61) i nierówności (x + y)∗(∞) 6

(|x| + |y|)∗(∞) otrzymujemy, że

(x + y)∗(t) = (|x| + |y|)∗(t) = a

dla wszystkich t > 0, skąd s0 = 0. Dalsza część dowodu jest analogiczna jak

w dowodzie przypadku a).

c) Jeżeli s− = 0, to dowód przebiega analogiczne jak w b) dla elementu (x − y)∗.

Przypadek II. B. Załóżmy, że s0 > 0 i s+ > 0, i s− > 0. Oczywiście

min{s+, s−} > min{s0, γ}. (64)

W istocie, w każdym z przypadków s0 > γ albo s0 < γ, z równości (61) wnioskujemy

nierówność (64). W konsekwencji

(x ± y)∗(∞) 6 (|x| + |y|)∗(∞) < (|x| + |y|)∗(t) = (x ± y)∗(t)

dla każdego t ∈ (0,min{s0, γ}).
Przypadek II. B. a. Załóżmy, że s0 6 γ. Na mocy Lematu 2.8 i Uwagi 2.9 znajdziemy

zbiory B+, B−, B0 miary s0 dla których
∫ s0

0

(x + y)∗ =

∫

B+

|x + y|,
∫ s0

0

(x − y)∗ =

∫

B−

|x − y|,
∫ s0

0

(|x| + |y|)∗ =
∫

B0

|x| + |y|.
(65)

Oczywiście na mocy nierówności (64) i s0 6 γ, wynika, że zbiory B+ i B− są dobrze

określone.

Warunek (61) implikuje, że

m(B+ ∩ A2) = 0 i m(B− ∩ A1) = 0. (66)

W istocie, załóżmy dla sprzeczności, że m(B+ ∩ A2) > 0. Wobec inkluzji S(x + y) ⊂
A1 ∪ A2 ∪ A3 otrzymujemy

∫ s0

0

(x + y)∗ =

∫

B+

|x + y| =
∫

B+∩A2

|x + y| +
∫

B+∩(A1∪A3)

|x| + |y|

<

∫

B+∩A2

|x| + |y| +
∫

B+∩(A1∪A3)

|x| + |y| =
∫

B+

|x| + |y| 6
∫ s0

0

(|x| + |y|)∗
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sprzeczność z równością (61). Jeżeli m(B− ∩ A1) > 0, to analogicznie otrzymujemy

sprzeczność dla elementu x − y.

Przypadek II. B. a. 1. Załóżmy, że m(B+ ∩ A3) > 0. Wtedy równość m(B+) = s0

implikuje, że

m(B+ ∩ A1) < s0. (67)

Na mocy równości (66) dostajemy
∫ s0

0

(x + y)∗ =

∫

B+

|x + y| =
∫

B+∩A3

|x + y| +
∫

B+∩A1

|x + y|

=

∫

B+∩A3∩S(x)

|x| +
∫

B+∩A1

|x| +
∫

B+∩A3∩S(y)

|y| +
∫

B+∩A1

|y|.
(68)

Przypadek II. B. a. 1. A. Załóżmy, że S (y) = B+ ∩ A1. Wtedy m(S(y)) < s0 wynika

z nierówności (67). Ponadto S(y) = A1 skoro A1 ⊂ S(y). Stąd

A3 ⊂ S(x), m(A2) = 0,
∫

B+∩A3∩S(y)

|y| = 0 i
∫

B+∩A1

|y| = sup
m(By)=s0

∫

By

|y| =
∫ s0

0

y∗ (69)

(zob. również Lemat 2.10). Ponadto, z nierówności (60) i równości S(|x| + |y|) =

A1 ∪ A3 = S(x), otrzymujemy m(S(x)) > γ.

Twierdzimy, że
∫

B+∩A3∩S(x)

|x| +
∫

B+∩A1

|x| < sup
m(Bx)=s0

∫

Bx

|x| =
∫ s0

0

x∗, (70)

gdzie ostatnia równość wynika z Lematu 2.10. Załóżmy przeciwnie, że
∫

B+∩A3∩S(x)
|x|+∫

B+∩A1
|x| = sup

m(Bx)=s0

∫
Bx
|x|. Z Lematu 2.10, warunków (68) i (69) dostajemy, że

∫ s0

0

(x + y)∗ = sup
m(Bx)=s0

∫

Bx

|x| + sup
m(By)=s0

∫

By

|y| =
∫ s0

0

x∗ +

∫ s0

0

y∗. (71)

Ponadto, z równości (66) i m(A2) = 0, mamy B− ∩ (S(x − y)) ⊂ A3 ⊂ S(x). Ponadto,

stosując warunki (61) i (65), otrzymujemy
∫ s0

0

(x + y)∗ =

∫ s0

0

(x − y)∗ =

∫

B−

|x − y| =
∫

B−

|x| 6
∫ s0

0

x∗ <

∫ s0

0

x∗ +

∫ s0

0

y∗,

co daje sprzeczność z równością (71) i dowodzi stwierdzenie (70). Wtedy warunki

(68), (69) i (70) implikują, że
∫ s0

0

(x + y)∗ <

∫ s0

0

x∗ +

∫ s0

0

y∗. (72)
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Ponadto, z definicji s0, dla każdego t > s0 mamy

(x ± y)∗(t) 6 (|x| + |y|)∗(t) = (|x| + |y|)∗(∞) 6 x∗(∞) + y∗(∞) 6 x∗(t) + y∗(t).

Zatem ∫ t

s0

(x ± y)∗ 6

∫ t

s0

x∗ + y∗ dla t > s0. (73)

Ostatecznie ∫ t

0

(x + y)∗ <

∫ t

0

x∗ +

∫ t

0

y∗ dla t > s0. (74)

Biorąc t = γ kończymy dowód tego podprzypadku dla S(y) = B+ ∩ A1 (zob. Uwagę

2.15 i definicję γ, tj. 18).

Analogiczne rozumowanie zachodzi dla przypadku S (x) = B+ ∩ A1 zamieniając

miejscami elementy x oraz y, a także ich nierosnące przestawienia i nośniki.

Przypadek II. B. a. 1. B. Załóżmy, że S(y) ) B+ ∩ A1 i S(x) ) B+ ∩ A1, skąd

m(S (x)) > m(B+ ∩ A1) i m(S (y)) > m(B+ ∩ A1). (75)

Twierdzimy, że jest spełniona przynajmniej jedna z nierówności (76) lub (77)
∫

B+∩A3∩S(y)

|y| +
∫

B+∩A1

|y| < sup
m(By)=s0

∫

By

|y| =
∫ s0

0

y∗, (76)

∫

B+∩A3∩S(x)

|x| +
∫

B+∩A1

|x| < sup
m(Bx)=s0

∫

Bx

|x| =
∫ s0

0

x∗, (77)

gdzie ostatnie równości wynikają z Lematu 2.10. Jeżeli m(B+ ∩ A3 ∩ S(y)) = 0 lub

m(B+ ∩ A3 ∩ S(x)) = 0 wtedy, z nierówności (67) i (75), dostajemy (76) lub (77),

odpowiednio.

Niech m(B+ ∩ A3 ∩ S(x)) > 0 i m(B+ ∩ A3 ∩ S(y)) > 0. Wtedy

m(B+ ∩ S(x)) < s0 i m(B+ ∩ S(y)) < s0. (78)

Załóżmy przeciwnie, że (76) i (77) nie zachodzą, tzn.
∫

B+∩[A1∪(A3∩S(y))]

|y| = sup
m(By)=s0

∫

By

|y| oraz
∫

B+∩[A1∪(A3∩S(x))]

|x| = sup
m(Bx)=s0

∫

Bx

|x|. (79)

Na mocy równości (66) wnioskujemy, że

B+ ∩ S(y) = B+ ∩ [A1 ∪ (A3 ∩ S(y))]



2. PRZESTRZENIE SYMETRYCZNE 59

i

B+ ∩ S(x) = B+ ∩ [A1 ∪ (A3 ∩ S(x))].

Wtedy, z założenia (79) i Lematu 2.10, mamy
∫

B+∩S y

|y| =
∫

B+∩[A1∪(A3∩S(y))]

|y| = sup
m(By)=s0

∫

By

|y| =
∫ s0

0

y∗

i ∫

B+∩S x

|x| =
∫

B+∩[A1∪(A3∩S(x))]

|x| = sup
m(Bx)=s0

∫

Bx

|x| =
∫ s0

0

x∗.

Stąd i z nierówności (78) dostajemy, że S(x) ⊂ B+ i S(y) ⊂ B+ i w konsekwencji

S(|x| + |y|) ⊂ B+. Z uwagi na wyrażenie m(B+) = s0 6 γ otrzymujemy sprzeczność

z nierównością (60). To dowodzi, że zachodzi przynajmniej jedna z nierówności (76)

lub (77).

Wtedy, wykorzystując równość (68) i jeden z warunków (76) lub (77), otrzymu-

jemy, że ∫ s0

0

(x + y)∗ <

∫ s0

0

x∗ +

∫ s0

0

y∗. (80)

Analogicznie jak w Przypadku II. B. a. 1. A., otrzymujemy nierówność (73) jak

również nierówność (74), co dla t = γ kończy dowód dla przypadku II. B. a. 1., gdy

m(B+ ∩ A3) > 0.

Rozważając przypadek II. B. a. 1. gdy m(B− ∩ A3) > 0 możemy postępować

analogicznie jak powyżej z elementem (x−y)∗ wmiejsce (x+y)∗ i zbiorem B− w miejsce

B+.

Przypadek II. B. a. 2. Załóżmy, że m(B+ ∩ A3) = 0 i m(B− ∩ A3) = 0. Wtedy warunek

(66) implikuje, że

B+ ∩ S(x + y) ⊂ A1 i B− ∩ S(x − y) ⊂ A2. (81)

Twierdzimy, że

m(A1) > s0 i m(A2) > s0. (82)

Jeżeli m(A1) < s0, to m(B+ ∩ S(x + y)) < s0, skąd m(S(x + y)) < s0 6 γ z definicji

zbioru B+, co daje sprzeczność z nierównością (62). Rozumowanie dla przypadku

m(A2) < s0 jest analogiczne biorąc zbiór B− zamiast B+ oraz nośnik S(x− y) zamiast

S(x + y). Zachodzą zatem obie nierówności m(A1) > s0 oraz m(A2) > s0.

Korzystając z warunków (59) wnioskujemy, że

m(S(x)) > 2s0 i m(S(y)) > 2s0. (83)
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Przypadek II. B. a. 2. A. Jeżeli funkcja x∗ nie jest stała na przedziale (0, 2s0), to

∫ 2s0

0

x∗ < 2

∫ s0

0

x∗.

Warunki (81) oraz (59) implikują, że (B+∩S(x+y))∩(B−∩S(x−y)) = ∅. W konsekwencji
∫

B+∩S(x+y)

|x| +
∫

B−∩S(x−y)

|x| 6
∫ 2s0

0

x∗ < 2

∫ s0

0

x∗.

Zatem ∫

B+∩S(x+y)

|x| <
∫ s0

0

x∗ lub
∫

B−∩S(x−y)

|x| <
∫ s0

0

x∗.

Ostatecznie, z powyższego rozumowania oraz inkluzji (81), wnioskujemy, że zachodzi

jedna z poniższych nierówności
∫ s0

0

(x + y)∗ =

∫

B+∩S(x+y)

|x + y| =
∫

B+∩S(x+y)

|x| + |y| <
∫ s0

0

x∗ +

∫ s0

0

y∗ (84)

lub ∫ s0

0

(x − y)∗ =

∫

B−∩S(x−y)

|x − y| =
∫

B−∩S(x−y)

|x| + |y| <
∫ s0

0

x∗ +

∫ s0

0

y∗. (85)

Analogicznie jak w Przypadku II. B. a. 1. A., dostajemy nierówności (73) oraz (74),

co dla t = γ kończy dowód podprzypadku.

Jeśli y∗ nie jest stała na (0, 2s0), to wtedy dowód przebiega analogicznie zamie-

niając miejscami elementy x oraz y, ich nierosnące przestawienia i nośniki.

Przypadek II. B. a. 2. B. Załóżmy, że x∗χ(0,2s0) = a > 0 i y∗χ(0,2s0) = b > 0. Ponieważ

dla p.w. t > 0 mamy |x(t)| 6 a i |y(t)| 6 b, zatem

(x ± y)∗(t) 6 (|x| + |y|)∗(t) 6 a + b = x∗(t) + y∗(t) (86)

dla wszystkich 0 < t < 2s0.

Jeśli istnieje t0 6 s0 takie, że (|x| + |y|)∗(t0) < x∗(t0) + y∗(t0), to wtedy, dla każdego

t0 < t < 2s0,

(x ± y)∗(t) 6 (|x| + |y|)∗(t) < x∗(t) + y∗(t). (87)

Jeżeli (|x| + |y|)∗(t) = x∗(t) + y∗(t) dla każdego t 6 s0, to, z definicji s0, dostajemy

nierówność (87) dla każdego s0 6 t < 2s0. Wtedy, korzystając z nierówności (86),

mamy ∫ t

0

(x + y)∗ <

∫ t

0

x∗ +

∫ t

0

y∗
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dla s0 < t < 2s0.

Analogicznie jak dla przypadku II. B. a. 1. A., otrzymujemy nierówności (73)

oraz (74), co, dla t = γ > s0, kończy dowód podprzypadku.

Przypadek II. B. b. Dowód tego przypadku można podzielić na podprzypadki ana-

logiczne jak dla Przypadku II. B. a. Stosujemy wedy argumentację jak w dowodach

przypadków II. B. a. 1. (wraz z podprzypadkami) i II. B. a. 2. A. dla γ zamiast s0.

Ze względu na założenie, że funkcja x∗ nie jest stała na przedziale (0, 2γ) nie ma ko-

nieczności rozważania przypadku analogicznego do II. B. a. 2. B. Poniżej omówimy

występujęce drobne różnice w rozumowaniach.

1. Dowód podprzypadku analogicznego do II. B. a. 1. A. kończy się na nierów-

ności (72), gdyż przedziałami całkowania są (0, γ) zamiast (0, s0).

2. Rozważając podprzypadek analogiczny do II. B. a. 1. B. gdy m(B+ ∩ A3) > 0,

jego dowód kończy się na analogicznej nierówności (80) z liczbą γ w miejsce

s0.

3. Dowód podprzypadku analogicznego do II. B. a. 2. A. kończy się na etapie

wnioskowania jednej z nierówności (84) lub (85) z liczbą γ zamiast s0. Z uwagi

na założenie, że funkcja x∗ nie jest stała na przedziale (0, 2γ) nie ma koniecz-

ności rozważania przypadku, gdy taka własność dotyczy elementu y∗.

�

Poniższe wnioski były udowodnione bezpośrednio w pracy [52].

Wniosek 2.64. Przestrzeń Lorentza Γp,w jest niekwadratowa wtedy i tylko wtedy,

gdy spełnione są warunki

(i) β = 0,

(ii) jeśli α = ∞ to
∫ ∞

0
w = ∞,

(iii) jeśli α = 1 to γ > 1/2,

gdzie β i γ są zdefiniowane w (18).

Dowód. Konieczność. (i) Załóżmy, że β > 0 i weźmy x = χA/ ‖χA‖, gdzie 0 < m(A) < β.

Wtedy ‖x‖ = 1. Z Twierdzenia 2.60 wnioskujemy, że x nie jest NSQ punktem.
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(ii) oraz (iii). Załóżmy, że α = ∞ i
∫ ∞

0
w < ∞ lub α = 1 i γ 6 1/2. Niech

x = χI/ ‖χI‖. Wtedy ‖x‖ = 1 i z Twierdzenia 2.60 wynika, że x nie jest NSQ punktem.

Dostateczność. Niech x ∈ S (Γp,w).

Niech α = 1. Z Twierdzenia 2.62 oraz założeń (i) i (iii) wnosimy, że x jest NSQ

punktem.

Jeżeli α = ∞, to warunek (ii) implikuje, że γ = ∞. Twierdzenie 2.61 implikuje,
że x jest NSQ punktem. �

Zauważmy, że
(
Γp,w(I)

)
a
, Γp,w(I) wtedy i tylko wtedy, gdy I = [0,∞) i

∫ ∞
0

w < ∞
(zob. [43]).

Wniosek 2.65. Załóżmy, że α = ∞ i
∫ ∞

0
w < ∞. Przestrzeń

(
Γp,w[0,∞)

)
a
jest niekwa-

dratowa wtedy i tylko wtedy, gdy spełnione są warunki

(i) β = 0,

(ii) γ = ∞,

gdzie β i γ są zdefiniowane w (18).

Dowód. Konieczność. (i) Dowód jest analogiczny jak dowód Wniosku 2.64.

(ii) Niech γ < ∞ i weźmy x = χ(0,2γ)/
∥∥∥χ(0,2γ)

∥∥∥. Oczywiście z Twierdzenia 2.44
mamy, że x ∈

(
Γp,w

)
a
. Definicja elementu x i Twierdzenie 2.60 implikują, że x nie jest

NSQ punktem.

Dostateczność. Niech x ∈ S
((
Γp,w

)
a

)
. Z Twierdzenia 2.44 mamy, że x∗(∞) = 0. Wtedy

x∗ nie jest stała na [0,∞). Ponadto (i) implikuje, że m(S(x)) > β. Z Twierdzenia 2.61,

x jest NSQ punktem. �

2.5. Problemy lokalnej zdominowanej aproksymacji

Załóżmy, że E jest siatką Banacha (zob. [58]) i K ⊂ E jest podsiatką domkniętą

ze względu na skończone suprema i infima (K nie musi być podprzestrzenią liniową).

Odcinek porządkowy [u, v] = {z ∈ E : u 6 z 6 v} jest typowym przykładem podsiatki.

Definicja 2.66 ([57]). Przez f 6 K, dla f ∈ E będziemy rozumieć, że f 6 g dla

każdego g ∈ K. Mając system f 6 K zdefiniujmy zbiór

PK( f ) =

{
u ∈ K : ‖u − f ‖ = inf

w∈K
‖w − f ‖

}
.
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Oznaczmy

dist( f ,K) = d( f ,K) = inf
w∈K
‖w − f ‖ .

Mówimy, że problem zdominowanej najlepszej aproksymacji dla systemu f 6 K

jest:

- rozwiązywalny, jeżeli PK( f ) , ∅;
- unikalny (jednoznacznie rozwiązywalny), jeżeli PK( f ) jest singletonem.

Analogicznie możemy rozważać takie problemy dla systemu f > K.

Wiadomo, że

(i) dla wszystkich domkniętych normowo podsiatek K i wszystkich f 6 K ( f > K),

problem najlepszej zdominowanej aproksymacji jest rozwiązywalny wtedy i tylko

wtedy, gdy E ∈ (OC) (zob. Twierdzenie 3.3 w pracy [57]).

(ii) Dla każdej podsiatki K i wszystkich f 6 K ( f > K) zbiór PK( f ) jest co

najwyżej singletonem wtedy i tylko wtedy, gdy E ∈ (S M) (zob. Twierdzenie 3.1

w [57]).

Więcej faktów dotyczących tych problemów znajdziemy w [8] oraz [36].

Załóżmy, że E < (S M) lub/i E < (OC) oraz f ∈ E. Wtedy liczność zbioru PK( f )

powinna zależeć od własności monotonicznościowych lub od porządkowej ciągłości

danego punktu f . Innymi słowy, pokażemy rolę UM i LM punktów oraz punktów

porządkowej ciągłości w problemie lokalnej zdominowanej najlepszej aproksymacji

dla siatek Banacha.

Lemat 2.67. Niech E będzie siatką Banacha i f ∈ E+. Jeżeli dla każdego porządko-

wego odcinka K przy f 6 K ( f > K), zbiór PK( f ) jest co najwyżej singletonem, to f

jest zarówno UM jak i LM punktem.

Dowód. Rozważmy przypadek f 6 K. Załóżmy, że f nie jest UM punktem, tzn.

istnieje 0 6 g , 0, gdzie ‖ f + g‖ = ‖ f ‖. Ustalmy K = [2 f , 2 f + g]. Wtedy f 6 K i, dla

każdego z ∈ K, mamy ‖ f − z‖ = ‖ f ‖ = d( f ,K). Wtedy Pk( f ) = K.

Załóżmy, że f nie jest LM punktem. Wtedy ‖g‖ = ‖ f ‖ dla pewnego 0 6 g 6 f

i g , f . Ustalając z = f − g i K = [2 f − z, 2 f ] otrzymujemy, że f 6 K i ‖ f − u‖ =
‖ f ‖ = d( f ,K) dla każdego u ∈ K. Wtedy PK( f ) = K.

Rozważmy przypadek, że f > K. Załóżmy, że f nie jest LM punktem, tzn

‖ f − g‖ = ‖ f ‖ dla pewnego 0 6 g 6 f i g , 0. Jeżeli K = [0, g], to f > K i PK( f ) = K.

Załóżmy, że f nie jest UM punktem. Wtedy ‖g‖ = ‖ f ‖ dla pewnego 0 6 f 6 g

i f , g. Ustalmy K = [u, v], gdzie u = f − g i v = 0. Wtedy f > K i PK( f ) = K. �
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Twierdzenie przeciwne do powyższego lematu nie jest prawdziwe w ogólności, co

pokazuje poniższy przykład.

Przykład 2.68. Niech E = Λ1,w[0,∞) oraz
∫ ∞

0
w(t)dt = 1, w(t) > 0 dla t > 0. Ustalmy

f (t) =
1

(t+1)2 + 1 dla t > 0. Wtedy f jest LM punktem i UM punktem na mocy

twierdzeń 2.45 i 2.47. Niech K1 = [u1, v1], gdzie

u1 = 2χA + f χB, A =

∞⋃

i=0

(2i, 2i + 1], B = [0,∞)\A i v1 = 3χ[0,∞).

Wtedy f 6 K1, dist( f ,K1) = ‖ f − u1‖ = 1, ponieważ ( f − u1)∗ = χ[0,∞). Ponadto,

dla każdego z ∈ K1 postaci u1 6 z 6 f + χ[0,∞), mamy ‖ f − z‖ = 1. Ostatecznie

‖ f − z‖ > 1 dla każdego z > f + χ[0,∞) i z , f + χ[0,∞), co prowadzi do równości

PK1
( f ) = [u1, f + χ[0,∞)].

Niech K2 = [u2, v2], gdzie u2 = 0 i v2 = χ(1,2). Ustalmy w =
1
4
χ(1,2). Wtedy, dla

każdego z ∈ [w, v2], mamy ( f − z)∗ = ( f − v2)∗ z uwagi na f (1) = 5/4. W konsekwencji

‖ f − z‖ = ‖ f − v2‖ dla każdego z ∈ [w, v2], skąd PK2
( f ) ⊃ [w, v2].

Dowód poniższego lematu może być przeprowadzony podobnie jak dowód Twier-

dzenia 3.3 w [57]. Przedstawimy go dla wygody Czytelnika

Lemat 2.69. Niech E będzie przestrzenią Köthego i f ∈ E+. Wtedy f jest punktem

porządkowej ciągłości wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej domkniętej normowo

podsiatki K ⊂ E, gdzie f > K, mamy PK( f ) , ∅.

Dowód. Konieczność. Niech f > K i (hn) ⊂ K będzie ciągiem minimalizującym, tzn.

dist( f ,K) = inf
h∈K
‖ f − h‖ = lim

n→∞
‖ f − hn‖ .

Ponieważ K jest podsiatką, zatem un = sup{hk : 1 6 k 6 n} ∈ K. Ponadto nierówność

0 6 f − un 6 f − hn dla każdego n ∈ N implikuje, że (un) jest również ciągiem

minimalizującym z uwagi na poniższe nierówności

dist( f ,K) 6 ‖ f − un‖ 6 ‖ f − hn‖ → dist( f ,K), n ∈ N .

Ponieważ istnieje element u = supn un 6 f , zatem ciąg u − un > 0 dąży monoto-

nicznie do zera. Ponadto u − un 6 f ∈ Ea, zatem ‖u − un‖ → 0. Z faktu, iż podsiatka

K jest normowo domknięta wnioskujemy, że u ∈ K. Wtedy

dist( f ,K) 6 ‖ f − u‖ 6 ‖ f − un‖ + ‖un − u‖ → dist( f ,K).



2. PRZESTRZENIE SYMETRYCZNE 65

Ostatecznie PK( f ) , ∅.
Dostateczność. Załóżmy, że f nie jest punktem porządkowej ciągłości. Wtedy istnieje

taki ciąg zbiorów An ↓ ∅, że infn

∥∥∥ f χAn

∥∥∥ > 0. Zdefiniujmy ciąg fn = f χAn
. Wtedy fn ↓ 0

a zatem fn+1(t) 6 fn(t) punktowo dla każdego t. Weźmy

f̃n =

(
1

2
+

1

n

)
fn, n ∈ N , n > 2.

Wtedy, dla każdego 2 6 n ∈ N , mamy
∥∥∥ f̃n

∥∥∥ =
(

1
2
+

1
n

)
‖ fn‖ oraz

∥∥∥ f̃n+1

∥∥∥ =
(
1

2
+

1

n + 1

)
‖ fn+1‖ <

(
1

2
+

1

n

)
‖ fn‖ =

∥∥∥ f̃n

∥∥∥ .

Weźmy K = { f − f̃n}n. Oczywiście, dla każdego 2 6 n ∈ N , mamy, że f − f̃n 6 f ,

skąd K 6 f . Zauważmy, że

dist( f ,K) = inf
u∈K
‖u − f ‖ = inf

n

∥∥∥ f − f̃n − f
∥∥∥ = inf

n

∥∥∥ f̃n

∥∥∥ > 0. (88)

Twierdzimy, że PK( f ) = ∅. Załóżmy przez transpozycję, że istnieje takie u ∈ K,

że PK( f ) = {u ∈ K : dist( f ,K) = ‖u − f ‖} = {u}. Wtedy istnieje n0 ∈ N \{1}, że u =

f − f̃n0
oraz dist( f ,K) = infn

∥∥∥ f̃n

∥∥∥ =

∥∥∥ f̃n0

∥∥∥ (zob. (88)). To prowadzi do sprzeczności
z nierównością

∥∥∥ f̃n+1

∥∥∥ <
∥∥∥ f̃n

∥∥∥ i dowodzi tezę.
Udowodnimy, że podsiatka K jest domknięta normowo. Załóżmy przez trans-

pozycję, że nie jest, tzn. istnieje g ∈ E takie, że
∥∥∥( f − f̃n) − g

∥∥∥ → 0 oraz g < K.

Wtedy ( f − f̃n) → g p.w. Równocześnie z definicji elementów f̃n wnioskujemy, że

( f − f̃n) → f p.w. Stąd g = f p.w. A zatem
∥∥∥( f − f̃n) − g

∥∥∥ =

∥∥∥ f̃n

∥∥∥ → 0, co przeczy

nierówności infn

∥∥∥ f̃n

∥∥∥ > 0.

Podsumowując, znaleźliśmy normowo domkniętą podsiatkę K taką, że K 6 f

oraz PK( f ) = ∅, co kończy dowód. �

Poniższy wniosek wynika natychmiast z powyższych dwóch lematów jak i twier-

dzenia 2.37.

Wniosek 2.70. Niech E będzie symetryczną funkcyjną przestrzenią Banacha i f ∈ E+.

Jeżeli dla każdej normowo domkniętej podsiatki K, gdzie f > K, mamy card(PK( f )) =

1, to f jest LLUM punktem i UM punktem.

Lemat 2.71. Niech E będzie siatką Banacha, f ∈ E, K jej podsiatką, f 6 K (odpo-

wiednio f > K), PK( f ) , ∅ i y1 ∈ PK( f ). Jeżeli y1 − f (odpowiednio f − y1) jest UM

i LM punktem, to PK( f ) = {y1}.
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Dowód. Rozważmy przypadek f 6 K. Załóżmy, że y2 ∈ PK( f ). Niech z := min{y1, y2} ∈
K. Jeżeli z , y1, to z − f 6 y1 − f , z − f , y1 − f oraz

dist( f ,K) 6 ‖z − f ‖ 6 ‖y1 − f ‖ = dist( f ,K),

skąd y1 − f nie jest LM punktem. Wtedy min{y1, y2} = y1, tzn. y2 > y1. Jeżeli y2 , y1,

to y2 − f > y1 − f i y2 − f , y1 − f . Z drugiej strony, mamy

dist( f ,K) = ‖y1 − f ‖ 6 ‖y2 − f ‖ = dist( f ,K).

Stąd y1 − f nie jest UM punktem. W konsekwencji y1 = y2, co kończy dowód. �

Twierdzenie przeciwne do powyższego lematu nie zachodzi w ogólności.

Przykład 2.72. Niech E = Λ1,w[0,∞), gdzie w = χ[0,1). Ustalmy x ∈ χ(0,2), K1 = [u1, v1],

u1 = 2χ(0,2) i v1 = 3χ(0,1) + 2χ(1,2). Wtedy x 6 K1, dist(x,K1) = ‖u1 − x‖ = 1. Ponadto

dla każdego z ∈ K1, z , u1, mamy ‖z − x‖ > 1, skąd PK1
(x) = {u1}. Z drugiej strony,

u1− x = χ(0,2) nie jest ani UM ani LM punktem. Podobnie dla K2 = [u2, v2], u2 =
1
2
χ1,2

i v2 =
1
2
χ(0,2), wnioskujemy, że x > K2, dist(x,K2) = ‖x − v2‖ = 1/2 oraz PK2

(x) = {v2}.
Ostatecznie x − v2 =

1
2
χ(0,2) nie jest ani UM ani LM punktem.



3. Uogólnione przestrzenie Calderóna–Łozanowskiego

W bierzącym rozdziale wprowadzimy podstawowe pojęcia i lematy a także defi-

nicję lokalnego warunku ∆E
2
(x) dla danego elementu x. Warunek ten jest narzędziem

w określeniu warunków koniecznych i dostatecznych na to, aby element uogólnio-

nej przestrzeni Calderóna–Łozanowskiego był punktem porządkowej ciągłości. Jest

to główny wynik tego rozdziału. W dalszej kolejności podamy również odpowied-

nie warunki dla punktu porządkowej ciągłości w szczególnych przypadkach w/w

przestrzeni, tj. przestrzeniach Calderóna–Łozanowskiego, a także w przestrzeniach

Orlicza–Lorentza.

Dla przestrzeni (T,Σ, µ) przez Ω oznaczymy bezatomową, a przez N czysto ato-

mową część przestrzeni T. Wtedy (T,Σ, µ) możemy zapisać jako sumę prostą

(T,Σ, µ) = (Ω,Σ ∩Ω, µ|Ω) ⊕ (N ,Σ ∩ N , µ|N ).

W literaturze możemy spotkać się z różnymi definicjami funkcji Orlicza. W ni-

niejszej rozprawie będziemy rozpatrywać możliwie najszerszą klasę tych funkcji,

dla których odpowiednia przestrzeń jest przestrzenią Banacha. Następnie podamy

uogólnienie funkcji Orlicza do funkcji Musielaka–Orlicza. Funkcje te są niezbędne

dla zdefiniowania uogólnionych przestrzeni Calderóna–Łozanowskiego.

Definicja 3.1. Funkcją Orlicza nazywamy funkcję φ : R → [0,∞], spełniającą wa-

runki

1. φ(0) = 0 oraz 0 < φ(u) < ∞ dla pewnego u > 0,

2. lim
u→∞
φ(u) = ∞,

3. φ jest funkcją parzystą,

4. φ jest lewostronnie ciągła i wypukła na zbiorze

(i) [0, bφ], gdy φ(bφ) < ∞,

(ii) [0, bφ), gdy φ(bφ) = ∞,

(iii) [0,∞), gdy bφ = ∞, gdzie

bφ = sup{u > 0: φ(u) < ∞}. (89)
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Przyjmijmy także oznaczenie

aφ = sup{u > 0: φ(u) = 0}. (90)

Definicja 3.2. Funkcją Musielaka–Orlicza nazywamy funkcję φ : T×R → [0,∞] taką,

że

1. φ(t, ·) jest funkcją Orlicza dla p.w. t ∈ T ,

2. φ(·, u) jest Σ mierzalną funkcją dla każdego u ∈ R .

Będziemy pisali (φ ◦ x)(t) zamiast φ(t, x(t)).

Dla funkcji Musielaka–Orlicza φ, przez aφ i bφ będziemy rozumieć uogólnienia

formuł (90) i (89), tj.

aφ(t) = sup{u > 0: φ(t, u) = 0}, bφ(t) = sup{u > 0: φ(t, u) < ∞}. (91)

Uwaga 3.3 ([7], Prop 5.1). Dla każdej funkcji Musielaka–Orlicza φ, obie funkcje aφ(t)

i bφ(t) są Σ-mierzalne.

Rozważając funkcję φ|N nad czysto atomową częścią przestrzeni T , będziemy pi-
sali φa = (φi)i∈N . Funkcję φ|Ω nad bezatomową częścią przestrzeni będziemy oznaczać
przez φc. Oczywiście

φ = φa + φc (92)

dla każdej przestrzeni miary.

Definicja 3.4 ([62]). Dla dowolnej funkcji Musielaka–Orlicza φ oraz przestrzeni Köthe-

go E definiujemy na L0 wypukły modular

Iφ(x) =



∥∥∥φ ◦ x
∥∥∥

E
, jeśli φ ◦ x ∈ E,

∞, w przeciwnym przypadku.

Często funkcje Orlicza definiuje się bez własności parzystości, funkcja ta odwzo-

rowuje wtedy [0,∞) w [0,∞], ponadto Iφ(x) =
∥∥∥φ ◦ |x|

∥∥∥
E
, jeśli φ ◦ |x| ∈ E.

Definicja 3.5. Niech E będzie przestrzenią Köthego, a φ - funkcją Musielaka–Orlicza.

Przez uogólnioną przestrzeń Calderóna–Łozanowskiego rozumiemy

Eφ = {x ∈ L0 : φ ◦ (lx) ∈ E dla pewnego l > 0}

z normą Nakano–Luxemburga, tj.

‖x‖φ = inf

{
λ > 0: Iφ

(
x

λ

)
6 1

}
.
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W przypadku uogólnionych przestrzeni Calderóna–Łozanowskiego, rozważając

czysto atomową część przestrzeni T możemy ograniczyć się do przestrzeni z miarą

liczącą
(
N , 2N ,m

)
(zob. [38]).

W tym rozdziale zakładamy o przestrzeni Köthego E, że ma własność Fatou,

zatem przestrzeń Eφ również ma własność Fatou i jest przestrzenią Banacha (zob.

[22, 59]).

Przestrzenie Eφ w sytuacji, gdy φ nie zależy od parametru, są szczególnym przy-

padkiem konstrukcji ρφ(E, F) dla F = L∞ rozważanej przez Łozanowskiego, a wcze-

śniej przez Calderóna (zob. [22])

Definicja 3.6. Szczególnym przypadkiem przestrzeni Calderóna–Łozanowskiego dla

E = Λ1,w (przestrzeń Lorentza, zob. Definicję 2.16) i funkcji Orlicza φ (bez parame-

tru) są przestrzenie Orlicza–Lorentza Eφ = Λφ,w.

Idąc dalej, dla p > 1 i funkcji φ(u) = up, przestrzeń Λφ,w jest przestrzenią Lorentza

Λp,w (zob Definiję 2.16).

Definicja 3.7. Załóżmy, że funkcja φc pochodzi z równości (92). Mówimy, że φc

spełnia

1. Globalny warunek ∆E
2
(ozn. φc ∈ ∆E

2
), jeśli istnieją stała K > 0 i nieujemna

Σ-mierzalna funkcja f , takie, że

φc ◦ (2 f ) ∈ E i φc(t, 2u) 6 Kφc(t, u)

dla p.w. t ∈ Ω i u > f (t).

2. Globalny warunek ∆E
2
(ε) dla pewnego ε > 0 (ozn. φc ∈ ∆E

2
(ε)), jeśli φc ∈ ∆E

2

przy K = Kε, f = fε i
∥∥∥φc ◦ (2 fε)

∥∥∥
E
< ε.

3. Globalny warunek ∆E
l
dla l > 1 (ozn. φc ∈ ∆

E
l
), jeśli istnieją stała Kl > 0

i nieujemna Σ-mierzalna funkcja fl, takie, że

φc ◦ (l fl) ∈ E i φc(t, lu) 6 Klφc(t, u)

dla p.w. t ∈ Ω i u > fl(t).

Analogicznie jak powyżej definiujemy warunek ∆E
l
(ε) ze stałą Kε,l i funkcją fε,l.

4. Warunek ∆E
2
na zbiorze miary dodatniej A ⊂ Ω

(
ozn. φc ∈ ∆E

2

∣∣∣
A

)
, jeśli istnieją

K > 0 i nieujemna, Σ-mierzalna funkcja f , takie, że

S( f ) ⊂ A, φc ◦ (2 f ) ∈ E, i φc(t, 2u) 6 Kφc(t, u)
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dla p.w. t ∈ A i wszystkich u > f (t).

Równoważne definicje warunków można znaleźć w [22].

Uwaga 3.8. Zauważmy, że gdy φ ∈ ∆E
2

∣∣∣
Ω
, to bφ(t) = ∞ p.w. w Ω. W przeciwnym

przypadku, istnieje zbiór B ⊂ Ω taki, że µ(B) > 0 i bφ(t) < ∞ dla t ∈ B. Ponadto,

wobec φ ◦ (2 f ) ∈ E, wnioskujemy, że dla t ∈ B

1. f (t) < bφ(t), gdy φ(t, bφ(t)) = ∞

lub

2. f (t) 6 bφ(t), gdy φ(t, bφ(t)) < ∞.

Wtedy znajdziemy f (t) < u < bφ(t) w przypadku 1. ( f (t) < u = bφ(t) w przypadku

2.), takie, że 2u > bφ(t), co stoi w sprzeczności z warunkiem ∆
E
2

∣∣∣
Ω
i dowodzi równość

bφ(t) = ∞ p.w. w Ω.

Definicja 3.9. Załóżmy, że funkcja φa pochodzi z równości (92). Mówimy, że φa

spełnia

1. Globalny warunek δE
2
(ozn. φa ∈ δE

2
) jeśli istnieją stałe α,K > 0, ciągi b =

(bi)
∞
i=1
> 0 i d = (di)

∞
i=1
takie, że

φa ◦ (2b) ∈ E,
∥∥∥φi(di)ei

∥∥∥
E
= α i φi(2u) 6 Kφi(u)

dla każdego i ∈ N i u ∈ [bi, di].

Analogicznie jak w przypadku funkcyjnym definiujemy warunki δE
2
(ε), δE

l
,

δE
l
(ε).

2. Warunek δE
2
na przeliczalnie nieskończonym zbiorze A ⊂ N

(
ozn. φa ∈ δE

2

∣∣∣
A

)
,

jeśli istnieją stałe α,K > 0, ciągi b = (bi)
∞
i=1
> 0 i d = (di)

∞
i=1
takie, że

φa ◦ (2b) ∈ E,
∥∥∥φi(di)ei

∥∥∥
E
= α i φi(2u) 6 Kφi(u)

dla każdego i ∈ A i u ∈ [bi, di].

Więcej szczegółów dotyczących powyższych warunków można znaleźć w [23].

Definicja 3.10 ([38], Lemat 2). Mówimy, że funkcja Musielaka–Orlicza φ spełnia

warunek ∆E
2
(ozn. φ ∈ ∆E

2
) jeśli φc ∈ ∆E

2
i φa ∈ δE

2
.
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Uwaga 3.11 ([38], Lemat 2). Jeżeli funkcja φ nie zależy od parametru (φ jest funkcją

Orlicza), to warunek ∆E
2
jest równoważny warunkowi

(i) ∆2(∞), gdy L∞ ֒→ E;

(ii) ∆2(R +), gdy L∞ 6֒→ E i E 6֒→ L∞.

Przypomnijmy, że φ ∈ ∆2(∞) (odpowiednio φ ∈ ∆2(0)) jeśli istnieje takie u0, że

φ(u0) < ∞ (odpowiednio φ(u0) > 0) oraz k > 1, takie, że φ(2u) 6 kφ(u) dla |u| > u0

(odpowiednio |u| 6 u0). Ponadto φ ∈ ∆2(R +) jeśli istnieje k > 1 takie, że φ(2u) 6 kφ(u)

dla każdego u ∈ R (zob. [5], [38]).

Definicja 3.12. Niech x ∈ Eφ. Mówimy, że funkcja φ spełnia lokalny warunek ∆E
2
(x)

ze względu na element x (w skrócie φ ∈ ∆E
2
(x)), jeżeli dla każdego l > 1 spełniony

jest warunek ∥∥∥∥φ ◦ (lx)χAl
k

∥∥∥∥
E
→ 0 przy k → ∞,

gdzie

Al
k =

{
t ∈ S(x) : l|x(t)| < bφ(t) i φ(t, lx(t)) > kφ(t, x(t))

}
. (93)

Lokalny warunek ∆E
2
(x) dla funkcji Orlicza bez parametru został wprowadzony

w pracy [54].

Poniższy przykład pokazuje, że funkcja φ może nie spełniać globalnego warunku

∆
E
2
przy jednoczesnym spełnianiu warunku lokalnego ∆E

2
(x) dla pewnego x ∈ Eφ.

Przykład 3.13. Rozważmy funkcję Orlicza φ(u) = 2u − 1, E = L1[0,∞) i

x(t) =


0 dla t ∈ (0, 1),

log2

(
1
t2
+ 1

)
dla t > 1.

Oczywiście, na podstawie Uwagi 3.11, mamy, że ∆E
2
= ∆2(R +), więc φ < ∆E

2
. Niech

l ∈ N , l > 1. Wtedy

Iφ(lx) =

∞∫

1

(
1

t2
+ 1

)l

− 1 dt =

∞∫

1

l∑

i=1

(
l

i

)
1

t2i
dt < ∞.

Niech l > 1. Zauważmy, że

Al
k =

{
t ∈ S(x) : φ(lx(t)) > kφ(x(t))

}
.
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Wtedy

⋂

k>l

Al
k =

{
t ∈ S(x) :

φ(lx(t))

φ(x(t))
> k dla wszystkich k > l

}

=

{
t ∈ S(x) :

φ(lx(t))

φ(x(t))
= +∞

}
,

skąd µ
(⋂

k>l

Al
k

)
= 0 oraz Al

k′ ⊂ Al
k
dla każdego k′ > k. Ponieważ

φ ◦
(
lxχAl

k

)
6 φ ◦ (lx) ∈ L1

=

(
L1

)
a
,

zatem ∥∥∥∥φ ◦
(
lxχAl

k

)∥∥∥∥
L1
→ 0 przy k → ∞.

Ostatecznie φ ∈ ∆E
2
(x).

W dalszej części pracy będziemy korzystać z następujących oznaczeń

A =

{
t ∈ T : aφ(t) = 0

}
, A1 =

{
t ∈ T : aφ(t) = 0 i bφ(t) = ∞

}
,

B =

{
t ∈ T : aφ(t) > 0

}
, B1 =

{
t ∈ T : 0 < aφ(t) < bφ(t)

}
.

(94)

W dalszej części pokażemy, że warunek globalny ∆E
2
implikuje warunek lokalny ∆E

2
(x)

dla każdego x ∈ Eφ przy pewnych dodatkowych założeniach dla funkcji φ (zob. Lemat

3.17).

Lemat 3.14. Jeżeli µ(B1) > 0 to φ < ∆E
2
(x) dla pewnego x ∈ Eφ.

Dowód. Załóżmy, że µ(B1) > 0. Pokażemy najpierw, że µ(Al0) > 0 dla pewnego

l0 > 1, gdzie Al0 =

{
t ∈ B1 : l0aφ(t) < bφ(t)

}
. Załóżmy przeciwnie, że dla każdego l > 1

zbiór Al jest miary zero, tzn. dla każdego l > 1 istnieje zbiór C(l) miary zero, taki,

że laφ(t) > bφ(t) dla każdego t ∈ B1\C(l). Weźmy ciąg (ln)∞n=1 taki, że ln = 1 +
1
n

dla każdego n ∈ N . Istnieje wtedy ciąg zbiorów (Cn), że µ(Cn) = 0 dla n ∈ N ,
µ

(
∞∑

n=1

Cn

)
= 0 oraz

(
1 +

1

n

)
aφ(t) > bφ(t) dla każdego t ∈ B1\Cn.

Zauważmy, że Cn ⊂ Cm dla n > m. Oznaczmy C =

∞⋃
n=1

Cn. Wtedy µ(C) = 0, dla

każdego n ∈ N oraz dla t ∈ B1\C mamy

bφ(t) > aφ(t) >
1

1 + 1
n

bφ(t).
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Przy n→ ∞ wnioskujemy, że aφ(t) = bφ(t) dla p.w. t ∈ B1, sprzeczność.

Weźmy element x = aφχAl0
. Zauważmy, że dla takiego x mamy S(x) = Al0 = A

l0
k

dla każdego k ∈ N (zob. (93)). W istocie, A
l0
k
⊂ Al0 i nierówność

φ ◦ (l0aφ)χAl0
> kφ ◦

(
aφχAl0

)
= 0

zachodzi dla każdego k, skąd A
l0
k
⊃ Al0 . Wnioskujemy, że dla każdego k ∈ N

∥∥∥∥φ ◦ (l0x)χ
A

l0
k

∥∥∥∥
E
=

∥∥∥φ ◦ (l0aφ)χAl0

∥∥∥
E
> 0.

�

Następujące dwa lematy wykorzystują metody z dowodów Lematu 2 z pracy [22]

i Lematu 2.1 z pracy [23].

Lemat 3.15. Załóżmy, że µ(AΩ) > 0, gdzie AΩ = A∩Ω i A jest zdefiniowane w (94).
Załóżmy również, że φc ∈ ∆E

2

∣∣∣
AΩ

i φc ◦ (2 f ) ∈ Ea. Wówczas dla każdego l > 1 i ε > 0,

mamy φc ∈ ∆E
l
(ε)

∣∣∣
AΩ

z funkcją fε,l taką, że S( fε,l) ⊂ AΩ (zob. Definicję 3.7, punkty 3.

i 4.)

Dowód. Niech f ,K będzie jak w definicji warunku ∆E
2

∣∣∣
AΩ

(zob. 3.7). Niech l > 1 oraz

ε > 0. Wtedy istnieje p ∈ N takie, że l 6 2p. Na mocy φc ∈ ∆E
2

∣∣∣
AΩ

otrzymujemy, że

φc ◦ (l f ) 6 φc ◦ (2p f ) 6 K p−1φc ◦ (2 f ) ∈ Ea,

skąd

φc ◦ (l f ) ∈ Ea.

Ponadto

0 6

∥∥∥∥∥∥φc ◦
(
1

n
l f

)∥∥∥∥∥∥
E

6

∥∥∥∥∥
1

n
φc ◦ (l f )

∥∥∥∥∥
E

=
1

n

∥∥∥φc ◦ (l f )
∥∥∥

E
→ 0 przy n→ ∞.

Stąd istnieje n0 ∈ N , dla którego
∥∥∥∥∥∥φc ◦

(
1

n0

l f

)∥∥∥∥∥∥
E

6
ε

2
. (95)

Oznaczmy

A1 = {t ∈ AΩ : f (t) > 0} , A2 = {t ∈ AΩ : f (t) = 0} ,

Cm =

{
t ∈ A1 :

φc(t, lu)

φc(t, u)
6 2m dla u ∈ R takich, że 1

n0

f (t) 6 u 6 f (t)

}
dla m ∈ N .
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Zauważmy, że C1 ⊂ C2 ⊂ C3 ⊂ . . . Udowodnimy, że µ
(
A1\

∞⋃
m=1

Cm

)
= 0. Załóżmy

przeciwnie, że

µ

A1\
∞⋃

m=1

Cm

 = µ

∞⋂

m=1

A1\Cm

 > 0.

Oznaczmy C =

∞⋂
m=1

A1\Cm. Wtedy t ∈ C wtedy i tylko wtedy, gdy spełnione są

warunki

∀m∈N∃um∈R
1

n0

f (t) 6 um 6 f (t) i
φc(t, lum)

φc(t, um)
> 2m.

Niech t ∈ C będzie ustalone. Mamy

0 <
1

n0

f (t) 6 um 6 f (t) dla m ∈ N i
φc(t, lum)

φc(t, um)
→ ∞ przy m→ ∞. (96)

Ponadto f (t) > 0 dla t ∈ C i aφ(t) = 0 dla każdego t ∈ AΩ. Stąd, dla t ∈ AΩ,
φc(t,lu)

φc(t,u)

jest funkcją ciągłą na zbiorze zwartym
[

1
n0

f (t), f (t)
]
, skąd sup

u∈
[

1
n0

f (t), f (t)

]
φc(t,lu)

φc(t,u)
< ∞, co

prowadzi do sprzeczności z warunkiem (96). W konsekwencji µ
(
A1\

∞⋃
m=1

Cm

)
= 0.

Niech

xm = φc ◦ (l f )χA1\Cm

dla m ∈ N . Skoro φc ◦ (l f ) ∈ Ea otrzymujemy, że ‖xm‖E → 0 przy m → ∞. Wtedy
istnieje m0 ∈ N takie, że ∥∥∥xm0

∥∥∥
E
6
ε

2
. (97)

Zdefiniujmy funkcję

fε,l(t) =
1

n0

f (t)χCm0
(t) + f (t)χA1\Cm0

(t) + f (t)χA2
(t) =

1

n0

f (t)χCm0
(t) + f (t)χAΩ\Cm0

(t).

Wtedy S( fε,l) = A1 ⊂ AΩ. Nierówności (95) i (97) implikują

∥∥∥φc ◦ (l fε,l)
∥∥∥

E
6

∥∥∥∥∥∥φc ◦
(

1

n0

l f

)
χCm0

∥∥∥∥∥∥
E

+

∥∥∥φc ◦ (l f )χA1\Cm0

∥∥∥
E
6 ε.

Dla każdego u > fε,l(t) mamy

φc(t, lu) 6 max{K p, 2m0} φc(t, u), jeśli t ∈ Cm0
;

φc(t, lu) 6 K pφc(t, u), jeśli t ∈ AΩ\Cm0
.

Wtedy, biorąc Kε,l = max{K p, 2m0}, dla p.w. t ∈ AΩ i każdego u > fε,l(t), mamy

φc(t, lu) 6 Kε,l φc(t, u).

�
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Lemat 3.16. Oznaczmy AN = A1∩N , gdzieA1 jest jak w (94). Niech E|N ֒→ c0{‖en‖E}
oraz m(AN ) = ∞. Jeżeli φa ∈ δE

2

∣∣∣
AN
, gdzie φa ◦ (2b) ∈ Ea, to dla każdego l > 1 i ε > 0

mamy, że φa ∈ δE
l
(ε)

∣∣∣
AN
, tzn. istnieją takie stałe αε,l = α,Kε,l > 0 i ciągi bε,l =

(
b
ε,l

i

)∞
i=1

i dε,l = d = (di)
∞
i=1
spełniające warunki

∥∥∥φ ◦ (lbε,l
)∥∥∥

E
6 ε i φi(di) ‖ei‖E = α, że

φi(lu) 6 Kε,lφi(u)

dla każdego i ∈ AN i b
ε,l

i
6 u 6 di

l
, gdzie α, d pochodzą z definicji warunku δE

2

∣∣∣
AN
.

Uwaga. W sformułowaniu Lematu oraz w dowodzie poniżej, dla ułatwienia, pi-

szemy Ea zamiast (E|N )a.

Dowód. Niech α,K, b = (bi)
∞
i=1
, d = (di)

∞
i=1
będą jak w definicji warunku δE

2

∣∣∣
AN
(zob.

Definicję 3.9). Weźmy l > 1 i ε > 0. Twierdzimy, że dla każdego p ∈ N istnieje
ip ∈ AN , że

φa ◦
(
2pbχ{i∈AN : i>ip}

)
∈ Ea.

Przypadek p = 1 jest oczywisty. Wystarczy pokazać implikację

∃ip∈AN φa ◦
(
2pbχ{i∈AN : i>ip}

)
∈ Ea

⇓

∃i0∈AN ,i0>ip
φa ◦

(
2p+1bχ{i∈AN : i>i0}

)
∈ Ea.

Z faktu, iż φa ◦
(
2pbχ{i∈AN : i>ip}

)
∈ Ea ⊂ E|N ֒→ c0{‖en‖E} wnioskujemy, że istnieje

i0 > ip, że dla każdego i > i0

φi (2pbi) ‖ei‖ 6 α = φi(di) ‖ei‖ .

Stąd bi 6 2pbi 6 di dla i > i0 oraz

φa ◦
(
2p+1bχ{i∈AN : i>i0}

)
6 Kφa ◦

(
2pbχ{i∈AN : i>i0}

)
∈ Ea

co dowodzi tezę. Zatem, dla l > 1 istnieje p takie, że 2p
6 l 6 2p+1 i i1 ∈ AN takie, że

φa ◦
(
lbχ{i∈AN : i>i1}

) ∈ Ea ֒→ c0{‖ei‖E}.

Skoro φi(di) ‖ei‖E = α to znajdziemy takie i2 > i1, że

lbi < di dla i > i2.
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Ponadto istnieje k ∈ AN , k > i2, że
∥∥∥∥
(
φi(lbi)

)∞
i=k+1

∥∥∥∥
E
6
ε

2
. (98)

Dla każdego i = 1, 2, . . . , k istnieje b′i > 0 takie, że b′i <
di

l
oraz

∥∥∥φi(lb
′
i)ei

∥∥∥
E
6
ε

2k
.

Oznaczmy b′ = (b′
1
, b′

2
, . . . , b′

k
, 0, 0, . . . ). Mamy wtedy

∥∥∥φ ◦ (lb′)
∥∥∥

E
6

k∑

i=1

∥∥∥(φi(lb
′
i)ei

)∥∥∥
E
6
ε

2
. (99)

Niech

A1 = {1, 2, . . . , k}, A2 = AN \ A1

oraz

K′ = max
i∈A1

sup
b′

i
6u6

di
l

φi(lu)

φi(u)
.

Zauważmy, że dla każdego i ∈ A1 funkcja
φi(lu)

φi(u)
jest ciągła na zbiorze zwartym

[
b′i ,

di

l

]
,

z uwagi na założenie aφ(i) = 0 i bφ(i) = ∞ dla każdego i ∈ AN = A1 ∩ N . Stąd
sup

b′
i
6u6

di
l

φi(lu)

φi(u)
jest skończone dla każdego i ∈ A1. Jednakże A1 jest zbiorem skończonym,

skąd K′ < ∞.
Zdefiniujmy bε,l =

(
b
ε,l

i

)∞
i=1
jak poniżej

b
ε,l

i
=


b′i dla i ∈ A1,

bi dla i ∈ A2.

Z nierówności (98) i (99) otrzymujemy, że
∥∥∥φa ◦ (lbε,l)

∥∥∥
E
6 ε. Zauważmy, że jeśli

i ∈ A2 i b
ε,l

i
6 u 6 di

l
to φi(lu) 6 K pφi(u) ze względu na 2p

6 l 6 2p+1.

Biorąc αε,l = α,Kε,l = max{K p,K′} i dε,l = (di)
∞
i=1
otrzymujemy

φi(lu) 6 Kε,lφi(u)

dla każdego i ∈ AN i u ∈
[
b
ε,l

i
,

di

l

]
co kończy dowód. �

Lemat 3.17. (i) Niech AΩ = A∩Ω będzie zbiorem miary dodatniej, gdzie A jest jak
w (94). Jeżeli φc ∈ ∆

E
2

∣∣∣
AΩ

z funkcją f taką, że φc ◦ (2 f ) ∈ Ea, to φc ∈ ∆E
2

(
xχAΩ

)
dla

każdego x ∈ Eφ.

(ii) Niech E|N ֒→ c0{‖en‖E} i AN = A1 ∩ N będzie nieskończonym zbiorem prze-
liczalnym. Jeżeli φa ∈ δE

2

∣∣∣
AN
z ciągiem b takim, że φa ◦ (2b) ∈ Ea, to φa ∈ δE

2

(
xχAN

)

dla każdego x ∈ Eφ.
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Dowód. (i) Weźmy x ∈ Eφ, l > 1 i ε > 0. Przypomnijmy definicję zbioru Al
k
={

t ∈ S(x) : l|x(t)| < bφ(t) i φ(t, lx(t)) > kφ(t, x(t))
}
(zob. Definicję 3.12). W świetle

Uwagi 3.8, zbiór Al
k
ma postać Al

k
=

{
t ∈ S(x) : φ(t, lx(t)) > kφ(t, x(t))

}
. Stosując Lemat

3.15 z Kε,l i fε,l otrzymujemy

{
t ∈ S(x) ∩ AΩ : |x(t)| > fε,l(t)

} ⊂ AΩ\Al
k

dla każdego k > Kε,l i w konsekwencji

AΩ ∩ Al
k ⊂

{
t ∈ S(x) ∩ AΩ : |x(t)| < fε,l(t)

}
.

Zatem ∥∥∥∥φc ◦ (lx)χAΩ
χAl

k

∥∥∥∥
E
6

∥∥∥∥φc ◦ (l fε,l)χAΩ∩Al
k

∥∥∥∥
E
6

∥∥∥φc ◦ (l fε,l)
∥∥∥

E
6 ε, (100)

czyli φc ∈ ∆E
2
(xχAΩ

).

(ii) Weźmy x ∈ Eφ, l > 1 i ε > 0. Korzystamy z Lematu 3.16 ze stałymi Kε,l,

αε,l = α oraz ciągami bε,l = (bε,l
i

)
∞
i=1
, d = (di)

∞
i=1. Pokażemy, że istnieje i0 takie, że

φa ◦ (lx)χ{i∈AN : i>i0} ∈ E|N . (101)

Rozważmy dwa przypadki

1. Niech ‖x‖φ 6 1. Wtedy φa ◦ x ∈ E|N ֒→ c0{‖ei‖E}, skąd

φi(x(i)) ‖ei‖E → 0 przy i→ ∞.

Zatem istnieje i0 ∈ AN , że dla każdego i > i0 mamy

φi(x(i)) ‖ei‖ 6 α = φi(di) ‖ei‖ ,

skąd

x(i) 6 di dla każdego i > i0.

Oznaczmy

N1 =

{
i > i0 : x(i) ∈ [bε,l

i
, di]

}
i N2 =

{
i > i0 : x(i) < b

ε,l

i

}
.

Z warunku δE
l
(ε) otrzymujemy

φa ◦ (lx)χN1
6 Kε,l φa ◦

(
xχN1

)
.

Ponadto

φa ◦ (lx)χN2
6 Kε,l φa ◦

(
lbε,lχN2

)
.



3. UOGÓLNIONE PRZESTRZENIE CALDERÓNA–ŁOZANOWSKIEGO 78

Zatem φa ◦
(
lxχ{i∈AN : i>i0}

) ∈ E|N jeśli x ∈ B(Eφ).

2. Załóżmy, że ‖x‖φ > 1. Ustalmy u =
x
‖x‖φ
. Wtedy lx = l ‖x‖φ u. Oznaczmy

l0 = l ‖x‖φ. Na mocy wcześniejszego rozumowania otrzymujemy, że istnieje takie i0,

że φa ◦
(
(l0u)χ{i∈AN : i>i0}

) ∈ E|N . Stąd

φa ◦ (lx)χ{i∈AN : i>i0} = φa ◦
(
(l0u)χ{i∈AN : i>i0}

) ∈ E|N

co kończy dowód stwierdzenia (101).

Ponieważ E|N ֒→ c0{‖ei‖E}, zatem istnieje i1 > i0, że

φi(lx(i)) ‖ei‖ 6 α = φi(di) ‖ei‖ dla każdego i > i1,

skąd

lx(i) 6 di dla i > i1.

Podzielmy zbiór Al
k
∩ AN na podzbiory:

Bk
1 = Al

k ∩ AN ∩ {i ∈ N : i 6 i1},

Bk
2 = Al

k ∩ AN ∩ {i ∈ N : i > i1 i x(i) > b
ε,l

i
},

Bk
3 = Al

k ∩ AN ∩ {i ∈ N : i > i1 i x(i) < b
ε,l

i
}.

Ponieważ B1 jest zbiorem skończonym, aφ(i) = 0 i bφ(i) = ∞ dla i ∈ AN , zatem

K0 = max
i∈B1

φi(lx(i))

φi(x(i))
< ∞.

W konsekwencji, dla każdego k > K0, otrzymujemy, że Bk
1
= ∅.

Dla każdego i ∈ Bk
2
, z Lematu 3.16 wnioskujemy, że

φi(lx(i)) < Kε,l φi(x(i)).

W konsekwencji ,dla każdego k > Kε,l, mamy, że Bk
2
= ∅.

Ponadto Lemat 3.16 implikuje, że

∥∥∥φa ◦ (lx)χB3

∥∥∥ <
∥∥∥φa ◦ (lb)χB3

∥∥∥ 6 ε

dla każdego k ∈ N .
Podsumowując, dla każdego k > max{K0,Kε,l} otrzymujemy

∥∥∥∥φa ◦ (lx)χAl
k
∩AN

∥∥∥∥ =
∥∥∥φa ◦ (lx)χB3

∥∥∥ < ε. (102)

To oznacza, że φa ∈ δE
2
(x|AN ). �
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W poniższym lemacie nośnik przestrzeni (E|Ω)a rozumiemy tak, jak to zostało

określone w pracy [50] i oznaczamy supp (E|Ω)a.

Lemat 3.18. (i) Załóżmy, że supp (E|Ω)a = Ω i µ(A1 ∩ Ω) > 0. Wtedy φc ∈ ∆
E
2

∣∣∣A1∩Ω
wtedy i tylko wtedy, gdy φ ∈ ∆E

2

(
xχA1∩Ω

)
dla każdego x ∈ Eφ.

(ii) Załóżmy, że E|N ֒→ c0{‖en‖E} i m(A1∩N ) = ∞. Wtedy φa ∈ δE
2

∣∣∣A1∩N
zachodzi

wtedy i tylko wtedy, gdy φ ∈ δE
2

(
xχA1∩N

)
dla każdego x ∈ Eφ.

Dowód. Konieczność. Warunki (i) i (ii) wynikają z Lematu 3.17.

(i) Dostateczność. Załóżmy przeciwnie, że φc < ∆
E
2

∣∣∣A1∩Ω
. Wykorzystamy element

x =
∞∑

n=1

gnχBn
skonstruowany w Lemacie 4 w [22] (str. 530), gdzie

gn(t) = sup
{
u ∈ R + : φ (t, (1 + 1/n)u) > 2n+1φ(t, u)

}
.

Pokażemy, że φc < ∆
E
2

(
xχA1∩Ω

)
.

Weźmy λ > 1. Istnieje m0 ∈ N takie, że λ > 1 + 1
m0
. Z dowodu Lematu 4 w [22]

(str. 530) wynika, że dla każdego t ∈ Bm, gdzie m > m0, mamy

φc(t, λx(t)) > φc

(
t,

(
1 +

1

m

)
x(t)

)
> 2m+1φc(t, x(t)).

Zatem dla każdego t ∈ Bm, gdzie m > m0, wnioskujemy, że Bm ⊂ Aλ
2m+1 dla każdego

m > m0. Wtedy
∥∥∥∥φc ◦ (λx)χAλ

2m+1

∥∥∥∥
E
>

∥∥∥φc ◦ (λx)χBm

∥∥∥
E
> 1 dla każdego m > m0,

gdzie ostatnia nierówność wynika z dowodu Lematu 4 w [22] (str. 531).

(ii) Dostateczność. Dowód jest analogiczny jak dla punktu (i) (z wykorzystaniem

dowodu Lematu 2.4 w [23], str. 529). Załóżmy, że φa < δ
E
2

∣∣∣A1∩N
. Weźmy element

x = (x(n))∞
n=1
zdefiniowany wzorem x =

∑∞
m=1

∑
n∈Nm

um
n en (zob. dowód Lematu 2.4

w [23]).

Niech λ > 1. Weźmy m0 takie, że λ > 1 + 1
m0
. Dla każdego m > m0 i n ∈ Nm mamy

φn(λx(n)) > φn

((
1 +

1

m

)
x(n)

)
= φn

((
1 +

1

m

)
um

n

)
> 2m+2φn

(
um

n

)
,

gdzie ostatnia nierówność pochodzi z dowodu lematu 2.4 w [23], str. 530, warunek

(6). Stąd Nm ⊂ Aλ
2m+2 dla każdego m > m0. Ostatecznie

∥∥∥∥∥∥
(
φn(λx(n))

)
n∈Aλ

2m+2

∥∥∥∥∥∥
E

>

∥∥∥∥
(
φn(λx(n))

)
n∈Nm

∥∥∥∥
E
> 1 dla każdego m > m0

(patrz w/w dowód, str. 530), co kończy dowód. �



3. UOGÓLNIONE PRZESTRZENIE CALDERÓNA–ŁOZANOWSKIEGO 80

Uwaga 3.19. Zauważmy, że w pracy [54] lokalny warunek ∆E
2
(x) (oznaczymy go przez

∆̃
E
2
(x)) został sformuowany nieco inaczej, tzn. zbiór Al

k
(oznaczmy go przez Ãl

k
) jest

zdefiniowany jak poniżej

Ãl
k
=

{
t ∈ S(x) : l2|x(t)| < bφ i φ(lx(t)) > kφ(x(t))

}
. (103)

Warto zauważyć, że Ãl
k
⊂ Al

k
, a co za tym idzie, jeśli φ ∈ ∆E

2
(x), to φ ∈ ∆̃E

2
(x).

Poniższy przykład pokazuje różnice w sformuowaniach, tzn. jest możliwa sytu-

acja, w której φ ∈ ∆̃E
2
(x) dla każdego x ∈ Eφ, a jednocześnie φ < ∆E

2
(x) dla pewnego

x ∈ Eφ.

Przykład 3.20. Niech E będzie przestrzenią Köthego taką, że L∞ ֒→ E lub (L∞ 6֒→ E

i E 6֒→ L∞). Niech φ będzie funkcją Orlicza zdefiniowaną jako φ(u) = 1
1−u
− 1. Dla

tak zdefiniowanej funkcji bφ = 1. Oczywiście φ < ∆
E
2
z uwagi na ∆E

2
= ∆2(∞) lub

∆
E
2
= ∆2 (R +). Pokażemy, że φ ∈ ∆̃E

2
(x) dla każdego x ∈ Eφ.

Weźmy x ∈ Eφ i l > 1. Wykorzystamy postać (103) zbioru Al
k
z pracy [54]. Jeżeli

t ∈ Al
k
to |x(t)| < 1

l2
oraz

1

1 − lx(t)
− 1 > k

(
1

1 − x(t)
− 1

)
,

skąd
lx(t)

1 − lx(t)
> k

x(t)

1 − x(t)
.

W konsekwencji
l

k
· 1 − x(t)

1 − lx(t)
> 1. (104)

Ponieważ lx(t) < 1
l
, zatem

1 − x(t)

1 − lx(t)
<

1

1 − 1
l

=
l

l − 1
.

Stąd zamiast (104) możemy napisać

l

k
· l

l − 1
> 1. (105)

Jednakże, dla k > l2

l−1
mamy

l

k
· l

l − 1
<

l

l2

l−1

· l

l − 1
= 1,

co prowadzi do sprzecznośći ze (105). Stąd µ(Al
k
) = 0 dla dostatecznie dużych k, więc

φ ∈ ∆̃E
2
(x).
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Rozważmy również powyższą funkcję φ i funkcyjną przestrzeń Köthego E =

L1[0, 1]. Pokażemy, że wykorzystując sformułowanie zbioru Al
k
z definicji (93), istnieje

x ∈ Eφ, dla którego φ < ∆E
2
(x).

Weźmy ciąg un → 1
2
, 0 < un <

1
2
taki, że φ(2un) > 2n dla każdego n ∈ N . Niech

(An) ⊂ [0, 1], An ∩ Am = ∅ dla każdego n , m i µ(An) = 1
2n . Niech

x0 =

∞∑

n=1

unχAn
.

Wtedy

Iφ(x0) =
∑

n

φ(un)µ(An) 6 φ

(
1

2

)∑

n

1

2n
= φ

(
1

2

)
,

skąd x0 ∈ Eφ. Pokażemy, że
∥∥∥∥φ ◦ (2x0)χA2

k

∥∥∥∥
L1
6→ 0 przy k → ∞.

Ustalmy k ∈ N i weźmy n0 takie, że 2n0 > kφ
(

1
2

)
. Wtedy 2n0 > kφ(un) dla każdego

n ∈ N oraz
∞⋃

n=n0

An ⊂ A2
k =

{
t ∈ S(x0) : 2|x0(t)| < 1 i φ(2x0(t)) > kφ(x0(t)

}
.

Stąd
∥∥∥∥φ ◦ (2x0)χA2

k

∥∥∥∥
L1
= Iφ

(
(2x0)χA2

k

)
>

∞∑

n=n0

φ(2un)µ(An) >

∞∑

n=n0

1 = ∞.

Dla rozważanego przykładu, niezależnie od wyboru definicji warunku
(
∆

E
2
(x) czy

∆̃
E
2
(x)

)
, żaden punkt x ∈ B(Eφ) nie będzie punktem porządkowej ciągłości z uwagi

na punkt (iv) Twierdzenia 3.22 (patrz również Wniosek 3.24).

3.1. Wyniki

Lemat 3.21. Niech x ∈ Eφ i φ ∈ ∆
E
2
(x). Jeżeli φ ◦ x ∈ Ea, to φ ◦ (lx)χBl

∈ Ea dla

każdego l > 1, gdzie Bl =

{
t ∈ S(x) : l |x(t)| < bφ(t)

}
.

Powyższy lemat jest uogólnieniem Lematu 9 w pracy [54], a dowód przebiega

analogicznie. Przedstawiamy szczegóły dowodu dla wygody Czytelnika.

Dowód. Niech l > 1 i ε > 0. Weźmy ciąg 0 6 zn 6 φ ◦ (lx)χBl
taki, że zn → 0 p.w.

Z uwagi na warunek φ ∈ ∆E
2
(x) znajdziemy k > l takie, że

∥∥∥∥φ ◦ (lx)χAl
k

∥∥∥∥
E
< ε/2, gdzie

Al
k =

{
t ∈ Bl : φ(t, lx(t)) > kφ(t, x(t))

}
.
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Ponadto

znχBl\Al
k
6 φ ◦ (lx)χBl\Al

k
6 kφ ◦ xχBl\Al

k
∈ Ea

oraz znχBl\Al
k
→ 0 p.w. przy n → ∞. Stąd

∥∥∥∥znχBl\Al
k

∥∥∥∥
E
< ε/2 dla dostatecznie dużych

n. Ostatecznie, dla dostatecznie dużych n, zachodzi nierówność

‖zn‖E 6
∥∥∥∥znχAl

k

∥∥∥∥
E
+

∥∥∥∥znχBl\Al
k

∥∥∥∥
E
< ε,

co kończy dowód. �

Twierdzenie 3.22. Niech E będzie przestrzenią Köthego, φ - funkcją Musielaka–

Orlicza i x ∈ B(Eφ). Oznaczmy dla każdego m ∈ N

C =

{
t ∈ S(x) : aφ(t) < |x(t)|

}
,

Cm =

{
t ∈ S(x) :

1

m
aφ(t) 6 |x(t)| 6 aφ(t)

}
, CΩ

m = Cm ∩Ω, CNm = Cm ∩ N ,

D =

{
t ∈ Ω : bφ(t) < ∞

}
.

(106)

Element x ∈
(
Eφ

)
a
wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i) φ ◦ x ∈ Ea,

(ii) φ ∈ ∆E
2

(xχC),

(iii) Dla każdego m ∈ N
φ ◦ (maφ)χCΩ

m
∈ Ea.

Ponadto dla każdego m ∈ N , jeśli card
(
CNm

)
= ℵ0, to istnieje takie i0 = i0(m) ∈

N , że

maφχCNm ∩{i>i0} < bφχCNm ∩{i>i0} i φ ◦ (maφ)χCNm ∩{i>i0} ∈ Ea. (107)

(iv) µ(S(x) ∩ D) = 0,

(v) lim sup
i∈N

|x(i)|
bφ(i)

= 0.

Dowód. Konieczność. (i) Dowód przebiega identycznie jak dowód Lematu 7 w [37],

str. 253.

(ii) Część dowodu dotycząca φ ∈ ∆E
2
(xχC) jest analogiczna jak w dowodzie Twier-

dzenia 11 w pracy [54]. Przedstawimy szczegóły dla wygody Czytelnika.
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Załóżmy, że φ ◦ x ∈ Ea i φ < ∆E
2
(xχC). Wtedy istnieje l > 1 i ε > 0 takie, że dla

każdego k > l mamy
∥∥∥∥φ ◦ (lx)χAl

k
∩C

∥∥∥∥
E
> ε, gdzie zbiór Al

k
jest zdefiniowany w (93).

Oznaczmy zbiory Bl
k
= Al

k
∩C i B =

⋂
k>l Bl

k
. Zauważmy, że zbiór B ma postać

B =

{
t ∈ S(x) : |x(t)| > aφ(t), l|x(t)| < bφ(t) i

φ(t, lx(t))

φ(t, x(t))
= ∞

}
,

co oznacza, że µ(B) = 0. Zauważmy również, że Bl
k′ ⊂ Bl

k
dla każdego k′ > k. Czyli

Bl
k
↓ ∅ przy k → ∞.
Ustalmy zk = xχBl

k
. Wtedy

∥∥∥φ ◦ (lzk)
∥∥∥

E
> ε dla każdego k > l. Ostatecznie ‖zk‖φ 6→

0, skąd |x| < (Eφ)a.

(iv) Załóżmy, że µ{S(x) ∩ D} > 0. Niech Ωm =

{
t ∈ S(x) ∩ D : |x(t)| > 1

m

}
. Wówczas

istnieje takie m0 ∈ N , że µ(Ωm0
) > 0. Rozważmy ciąg (Ωk) ⊂ Ωm0

taki, że Ωk ={
t ∈ Ωm0

: bφ(t) < k
}
. Istnieje k0 dla którego µ(Ωk0

) > 0. Faktycznie, w przeciwnym

przypadku, jeżeli µ(Ωk) = 0 dla każdego k ∈ N , to µ(Ωm0
\Ωk) = µ(Ωm0

) > 0 dla

każdego k ∈ N . Wtedy, dla każdego t ∈ Ωm0
\Ωk i wszystkich k ∈ N , mamy bφ(t) > k,

sprzeczność.

Weżmy ciąg zbiorów (Cn)∞
n=1
⊂ Ωk0

takich, że 0 < µ(Cn) → 0 przy n → ∞. Niech
xn =

1
m0
χCn
. Wtedy 0 6 xn 6 |x| i xn → 0 p.w. w Ωk0

. Niech ε, λ > 0 będą takie, że
1
λ
= (1 + ε)k0m0. Stąd

Iφ

(
1

λ
xn

)
= Iφ

(
(1 + ε)k0m0

1

m0

χCn

)
> Iφ

(
(1 + ε)bφχCn

)
= ∞

oraz ‖xn‖φ > λ. Zatem x <
(
Eφ

)
a
.

(v) Oznaczmy

N1 =

{
i ∈ N : bφ(i) < ∞

}
. (108)

Zauważmy, że wystarczy pokazać równość lim sup
i∈N1

|x(i)|
bφ(i)

= 0 dla przypadku card(N1) =

ℵ0. Załóżmy, że a = lim sup
i∈N1

|x(i)|
bφ(i)
> 0 i card(N1) = ℵ0. Istnieje ciąg (ik) ⊂ N1 taki, że

|x(ik)|
bφ(ik)
>

a
2
. Niech yk = |x(ik)| eik . Wtedy yk 6 |x| oraz yk → 0 punktowo. Z drugiej strony,

biorąc λ < a
2
otrzymujemy yk

λ
=
|x(ik)|
λ
>

a
2λ

bφ(ik), skąd Iφ(
yk

λ
) = ∞. Zatem ‖yk‖φ > λ,

więc x <
(
Eφ

)
a
.

(iii) Rozważymy trzy przypadki.

(a) Wykażemy najpierw, że zachodzi pierwszy z warunków punktu (iii). Załóżmy

przeciwnie, że istnieje takie m ∈ N , że φ ◦ (maφ)χCΩ
m
< Ea. Wnioskujemy z (iv), że
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bφ(t) = ∞ dla p.w. t ∈ Ω ∩ S(x), skąd φ ◦ (maφ)χCΩ
m
przyjmuje skończone warto-

ści. Ponadto istnieją δ > 0 i ciąg (Dn)∞
n=1
⊂ CΩ

m zbiorów parami rozłącznych, gdzie∥∥∥φ ◦ (maφ)χDn

∥∥∥
E
> δ dla każdego n (zob. Lemat 5 w [37]). Biorąc zn = |x| χDn

otrzy-

mujemy 0 6 zn 6 |x| i zn → 0 p.w. Ponadto dla l > m2 mamy

Iφ(lzn) >

∥∥∥∥∥∥φ ◦
(

l

m
aφ

)
χDn

∥∥∥∥∥∥
E

>

∥∥∥φ ◦ (maφ)χDn

∥∥∥
E
> δ,

skąd ‖zn‖φ 6→ 0, ponieważ ‖zn‖φ → 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Iφ(λzn) → 0 dla

wszystkich λ. Zatem x <
(
Eφ

)
a
.

(b) Pokażemy teraz, że zachodzi nierówność w warunku (107). Załóżmy nie

wprost, że card
(
CNm

)
= ℵ0 dla pewnego m ∈ N oraz istnieje przeliczalny zbiór D ⊂ CNm

taki, że

maφχD > bφχD. (109)

Wtedy, dla każdego i ∈ D, mamy

1

m
aφ(i) 6 |x(i)| i bφ(i) < ∞,

co razem z (v) implikuje, że

maφ(i) 6 m2 |x(i)| dla i ∈ D i lim sup
i∈D

|x(i)|
bφ(i)

= 0.

Istnieje wtedy takie i0 = i0(m), że

maφ(i) 6 m2 |x(i)| < bφ(i)

dla każdego i > i0, i ∈ D, sprzeczność z nierównością (109).

(c) Pozostał do wykazania drugi z warunków (107). Wykorzystamy prawdziwość

pierwszego z tej pary warunków. Załóżmy nie wprost, że card(CNm ) = ℵ0 dla pewnego

m i istnieje i0 = i0(m), takie, że maφ(i) < bφ(i) dla każdego i > i0, i ∈ CNm , a jednocze-

śnie φ ◦ (maφ)χCNm ∩{i>i1} < Ea dla dowolnego i1, czyli φ ◦ (maφ)χCNm
< Ea . W szczegól-

ności, biorąc i1 = i0 mamy, że φ ◦ (maφ)χCNm ∩{i>i0} < Ea. Oczywiście φ ◦ (maφ)χCNm ∩{i>i0}

przyjmuje skończone wartości.

Ponadto istnieją δ > 0 i ciąg (Dn)∞
n=1
⊂ CNm zbiorów parami rozłącznych takie,

że
∥∥∥φ ◦ (maφ)χDn

∥∥∥
E
> δ dla każdego n (zob. Lemat 5 w [37], patrz również - Uwaga

1 w [18]). Biorąc zn = |x| χDn
otrzymujemy 0 6 zn 6 |x| i zn → 0 p.w. Ponadto, dla

l > m2,

Iφ(lzn) >

∥∥∥∥∥∥φ ◦
(

l

m
aφ

)
χDn

∥∥∥∥∥∥
E

>

∥∥∥φ ◦ (maφ)χDn

∥∥∥
E
> δ,
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skąd ‖zn‖φ 6→ 0, ponieważ ‖zn‖φ → 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Iφ(λzn) → 0 dla

wszystkich λ. Zatem x <
(
Eφ

)
a
.

Dostateczność. Niech 0 6 xn 6 |x|, xn → 0 p.w. Niech l > 1. Pokażemy w dwóch

krokach, że Iφ(lxn)→ 0.

1. Najpierw udowodnimy, że Iφ
(
lxnχS(x)\C

) → 0. Niech m > l. Zauważmy, że Cm ⊂
S(x)\C. Wtedy φ ◦ (lxnχCm

)→ 0 p.w. przy n→ ∞ i, na mocy (iii)

φ ◦
(
lxnχCΩ

m

)
6 φ ◦

(
laφχCΩ

m

)
6 φ ◦

(
maφχCΩ

m

)
∈ Ea.

Stąd Iφ
(
lxnχCΩ

m

)
→ 0 przy n→ ∞.

Zauważmy, że (iii) implikuje, że jeśli card
(
CNm

)
= ℵ0 to istnieje i0 = i0(m), że

φ ◦
(
lxnχCNm ∩{i>i0}

)
6 φ ◦

(
laφχCNm ∩{i>i0}

)
6 φ ◦

(
maφχCNm ∩{i>i0}

)
∈ Ea.

Z uwagi na fakt, iż zbiór CNm ∩ {i < i0} jest skończony, to punktowa zbieżność
φ ◦ (lxn)χCNm ∩{i<i0} pociąga za sobą zbieżność w normie. Implikacja ta zachodzi rów-

nież, jeśli zbiór CNm jest skończonej miary. Zatem Iφ
(
lxnχCNm

)
→ 0 przy n → ∞.

W konsekwencji Iφ
(
lxnχCm

) → 0 przy n → ∞. Ponadto, biorąc C′m = (S(x)\C)\Cm,

mamy

Iφ
(
lxnχC′m

)
6 Iφ

(
lxχC′m

)
< Iφ

(
aφχC′m

)
= 0.

2. Pokażemy teraz, że Iφ(lxnχC)→ 0. Oznaczmy

D1 = C ∩Ω, D2 = C ∩ N , D21 = D2 ∩ (N \N1), D22 = D2 ∩ N1,

gdzie N1 jest zdefiniowane w (108). Zauważmy, że (iv) implikuje bφ = ∞ p.w.
w S(x) ∩Ω, a zatem

lxnχD1∪D21
6 lxχD1∪D21

< bφχD1∪D21
. (110)

Z (ii) i Lematu 3.21 otrzymujemy, że φ ◦ (lx)χD1∪D21
∈ Ea, zatem Iφ

(
lxnχD1∪D21

)→ 0.

Wystarczy pokazać, że Iφ
(
lxnχD22

) → 0 przy n → ∞. Jest to oczywiste, gdy N1

jest skończony. Załóżmy, że card N1 = ℵ0. Warunek (v) implikuje istnienie takiego

i0 ∈ N1, że dla każdego i > i0, i ∈ N1 mamy

l |x(i)|
bφ(i)

< 1. (111)

Faktycznie, w przeciwnym przypadku znajdziemy ciąg (ik) ⊂ N1 dla którego zachodzi
l|x(ik)|
bφ(ik)

> 1 dla wszystkich k. Wtedy

lim sup
i∈N1

|x(i)|
bφ(i)

> lim
k→∞

|x(ik)|
bφ(ik)

>
1

l
> 0,



3. UOGÓLNIONE PRZESTRZENIE CALDERÓNA–ŁOZANOWSKIEGO 86

co przeczy (v). Oznaczmy

D1
22 = {i ∈ D22 : i > i0} , D2

22 = {i ∈ D22 : i < i0} .

Oczywiście Iφ
(
lxnχD2

22

)
→ 0, gdyż D2

22
jest skończony i φ ◦ (lxn)χD2

22
jest punktowo

zbieżny do zera. Ponadto φ ◦ (lxn)χD1
22
jest również punktowo zbieżny, skąd na mocy

(ii) i Lematu 3.21 otrzymujemy

φ ◦ (lxn)χD1
22
6 φ ◦ (lx)χD1

22
∈ Ea.

Zatem Iφ
(
lxnχD1

22

)
→ 0 przy n → ∞. Ostatecznie, z punktu 1. i 2., wnioskujemy, że

Iφ(lxn)→ 0 dla każdego l > 1, co oznacza, że ‖xn‖φ → 0. �

Uwaga 3.23. Dowód Twierdzenia 3.22 przebiega analogicznie dla warunku ∆̃
E
2
(x)

(zob. Uwaga 3.19) z uwagi na to, że:

1. Odpowiednik Lematu 3.21 ze zbiorem Bl = {t ∈ S(x) : l2|x(t)| < bφ(t)} przechodzi
analogicznie.

2. Konieczność dowodu wynika z faktu, iż spełnianie przez funkcję φ warunku

∆
E
2
(x) pociąga za sobą spełnianie warunku ∆̃E

2
(x) (zob. Uwaga 3.19).

3. W punkcie 2 dowodu dostateczności zachodzi nierówność

l2xnχD1∪D21
6 l2xχD1∪D21

< bφχD1∪D21
,

analogiczna do (110), ze względu na to, że bφχD1∪D21
= ∞.

4. W punkcie 2 dowodu dostateczności, wartość i0 można tak dobrać, by
l2 |x(i)|
bφ(i)
< 1

dla każdego i > i0, i ∈ N 1 (zob. (111)).
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3.2. Zastosowania

3.2.1. Przestrzenie Calderóna–Łozanowskiego

Poniższe twierdzenie zostało udowodnione bezpośrednio w pracy [54, Theorem

11]. Poniżej przeprowadzimy dowód wynikający z Twierdzenia 3.22 rozprawy.

Wniosek 3.24. Niech E będzie przestrzenią Köthego, φ będzie funkcją Orlicza oraz

x ∈ B(Eφ). Wtedy x ∈
(
Eφ

)
a
wtedy i tylko wtedy, gdy

(i’) φ ◦ x ∈ Ea,

(ii’) φ ∈ ∆E
2

(xχC), gdzie C =

{
t ∈ S(x) : aφ < |x(t)|

}
;

(iii’) χAm
∈ Ea dla każdego m ∈ N , gdzie

Am =

{
t ∈ S(x) :

1

m
6 |x(t)| 6 aφ

}
;

(iv’) ‖xχΩ‖φ > 0 implikuje bφ = ∞,

(v’) Jeżeli ‖xχΩ‖φ = 0 i bφ < ∞, to |x(i)| → 0 przy i→ ∞.

Dowód. Zauważmy, że wystarczy pokazać równoważność warunków Wniosku i wa-

runków Twierdzenia 3.22. Warunki (i’) i (ii’) są takie same jak (i) i (ii), odpowiednio.

Pokażemy najpierw, że warunki od (iii’) do (v’) wynikają z warunków od (iii) do

(v).

(iv’) Jeśli ‖xχΩ‖φ > 0, to µ(S(x)∩Ω) > 0. Z warunku (iv) mamy, że µ(S(x)∩D) = 0.

Zatem µ(D) = 0, skąd bφ = ∞.
(v’) Niech ‖xχΩ‖φ = 0 i bφ < ∞. Z (v) wnioskujemy, że lim sup

i∈N

|x(i)|
bφ

= 0, skąd |x(i)| → 0

przy i→ ∞.
(iii’) Zauważmy, że jeżeli ‖xχΩ‖φ = 0 i bφ < ∞ to z (v’) wynika, że zbiór Am jest

skończonej miary dla każdego m ∈ N , skąd χAm
∈ Ea. Na mocy powyższego i (iv’)

możemy założyć, że bφ = ∞. Niech m ∈ N i weźmy n ∈ N takie, że n > maφ, więc
aφ

n
< 1

m
. Stąd

aφ

n
<

1

m
6 |x(t)| 6 aφ dla każdego t ∈ Am.

Wtedy warunek (iii) implikuje, że Am ⊂ Cn oraz

0 < φ ◦ n

m
χAm
6 φ ◦ n

m
χCn
< φ ◦ (naφ)χCn

∈ Ea.
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Ostatecznie χAm
∈ Ea.

Załóżmy, że zachodzą warunki od (iii’) do (v’). Wykażemy, że zachodzą warunki

od (iii) do (v).

(iii) Zauważmy, że warunek bφ < ∞ może zachodzić tylko w przypadku ‖xχΩ‖φ = 0

(zob. (iv’)). Zachodzi wtedy oczywiście pierwszy z warunków w punkcie (iii).

Ponadto, z (v’) wynika, że zbiór An jest skończony dla każdego n ∈ N . Poka-
żemy, że nie zachodzi poprzednik implikacji w drugiej części warunku (iii), tzn.

card
(
CNm

)
< ∞ dla każdego m, co zakończy dowód warunku (iii) przy bφ < ∞. Oczy-

wiście, jeśli aφ = 0, to zbiór CNm jest pusty. Niech zatem aφ > 0 i załóżmy przeciwnie,

że card
(
CNm

)
= ℵ0 dla pewnego m. Dobierzmy takie n ∈ N , aby n > m

aφ
. Wtedy

1

n
<

aφ

m
6 |x(i)| 6 aφ (112)

dla każdego i ∈ CNm . Stąd (iii’) implikuje, że CNm ⊂ An, co przeczy skończoności zbioru

An i dowodzi tezę.

Załóżmy, że bφ = ∞. Jeśli card(CNm ) = ℵ0, to oczywiście maφχCNm ∩{i>i0} < bφχCNm ∩{i>i0}.

Pozostaje pokazać, że φ ◦ (maφ)χCΩ
m∪(CNm ∩{i>i0}) ∈ Ea. Podobnie jak powyżej możemy

założyć, że aφ > 0. Niech m ∈ N i weźmy takie n ∈ N , aby n > m
aφ
. Wtedy (112)

zachodzi dla każdego t ∈ Cm = CΩ

m ∪CNm . Stąd (iii’) implikuje, że Cm ⊂ An oraz

0 6 φ ◦ (maφ)χCm
< φ ◦ (maφ)χAn

∈ Ea

dla każdego m ∈ N , co kończy dowód (iii).
(iv) Niech ‖xχΩ‖φ > 0. Z warunku (iv’) mamy bφ = ∞, skąd µ(D) = 0. Ostatecznie

µ(S(x) ∩ D) = 0.

(v) Jeśli bφ = ∞, to warunek (v) jest oczywisty. Niech bφ < ∞. Z warunku (iv’)
wnioskujemy, że ‖xχΩ‖φ = 0. Wtedy z (v’) mamy, że x ∈ c0, skąd lim sup

i∈N1

|x(i)|
bφ

= 0. �

3.2.2. Przestrzenie Orlicza–Lorentza

Uwaga 3.25 ([48]). Funkcyjna (ciągowa) przestrzeń Lorentza Λ1,w (λ1,w) jest porząd-

kowo ciągła wtedy i tylko wtedy, gdy
∞∫

0

w = ∞
(∑

i

w(i) = ∞
)
.

W dalszej części wystarczy zatem rozważać tylko przypadek
∞∫

0

w < ∞
(∑

i

w(i) < ∞
)
.
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Poniższe dwa rezultaty są dobrze znane w literaturze (zob. np. [56]). Lemat 3.26

jest szczególnym przypadkiem Twierdzenia 2.44 dla E = Λ1,w[0,∞). Przedstawimy

elementarne dowody dla kompletności pracy (ponieważ dowód Twierdzenia 2.44

został przeprowadzony dla przestrzeni Γp,w).

Lemat 3.26. Niech Λw[0,∞) będzie funkcyjną przestrzenią Lorentza oraz
∞∫

0

w(t)dt <

∞ i x ∈ Λw. Wtedy x ∈ (Λw)a wtedy i tylko wtedy, gdy dx(τ) < ∞ dla każdego τ > 0.

Dowód. Konieczność wynika z Lematu 2.32 (i).

Dostateczność. Niech dx(τ) < ∞ dla każdego τ > 0. Niech ciąg (xn) będzie taki, że

0 6 xn 6 |x| i xn → 0 p.w. Z własności nierosnącego przestawienia (zob. [56], własność

12◦, str. 67) wnioskujemy, że x∗n(τ)→ 0 dla każdego τ oraz

x∗n(τ)w(τ) 6 x∗(τ)w(τ) ∈ L1 ∈ (OC).

Zatem x∗n(τ)w(τ)→ 0 dla każdego τ oraz

‖xn‖w =

∞∫

0

x∗n(t)w(t)dt → 0, przy n→ ∞,

co kończy dowód. �

Lemat 3.27. Niech λw będzie ciągową przestrzenią Lorentza oraz
∞∑

i=1

w(i) < ∞ i x ∈ λw.

Wtedy x ∈ (λw)a wtedy i tylko wtedy, gdy x∗(i)→ 0 przy i→ ∞.

Dowód. Konieczność wynika z punktu (ii) Lematu 2.32 (ii).

Dostateczność. Weźmy ciąg (xn) taki, że 0 6 xn 6 |x| i xn → 0 punktowo, tzn. dla

każdego i ∈ N
xn(i)→ 0 przy n→ ∞. (113)

Zauważmy również, że x∗(i)→ 0 implikuje

x(i)→ 0 przy i→ ∞. (114)

Faktycznie, w przeciwnym przypadku, jeśli x < c0 to istnieją δ > 0 i nieskończony

ciąg (ik) takie, że |x(ik)| > δ dla każdego k ∈ N . Stąd x∗(i) > δ dla każdego i ∈ N , co
przeczy założeniu x∗ ∈ c0.

Ponadto 0 6 xn 6 x implikuje, że

0 6 x∗n 6 x∗ dla każdego n ∈ N . (115)
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Zatem x∗(i) → 0 pociąga za sobą x∗n(i) → 0 przy i → ∞ dla wszystkich n, więc dla

każdego n ∈ N
xn(i)→ 0 przy i→ ∞. (116)

Pokażemy, że x∗n(i) → 0 przy n → ∞ dla każdego i ∈ N . Załóżmy przeciwnie, że
istnieje takie i0, że x∗n(i0) 6→ 0. Wtedy istnieje δ > 0 i podciąg

(
x∗nk

(i0)
)∞

k=1
, że x∗nk

(i0) > δ

dla każdego k ∈ N . Z warunku (116), dla każdego k ∈ N znajdziemy takie i ∈ N , że∣∣∣xnk
(i)

∣∣∣ = x∗nk
(i0) (zob. Twierdzenie 2.19 w rozprawie i Twierdzenie 2.7 w pracy [3]).

Oznaczmy Ik =

{
i ∈ N :

∣∣∣xnk
(i)

∣∣∣ = x∗nk
(i0)

}
i I =

⋃
k

Ik. Rozważmy dwa przypadki. Jeżeli

zbiór I jest przeliczalny, to

0 < δ 6 xnk
(i) 6 |x(i)| dla każdego i ∈ I,

co przeczy warunkowi (114). Jeżeli I jest zbiorem skończonym, to wtedy istnieje

j0 ∈ I, że

xnk
( j0) > δ

dla nieskończenie wielu k, co przeczy (113). Możemy zatem powiedzieć, że ciągi x∗n

i x∗nw zbiegają punktowo do zera dla wszystkich n.

Zauważmy, że z (115), dla każdego n ∈ N mamy

x∗nw 6 x∗w ∈ l1 ∈ (OC).

Ostatecznie ‖xn‖w =

∥∥∥x∗n
∥∥∥

w
=

∞∑
i=1

x∗n(i)w(i)→ 0. �

Warto zauważyć, że dostateczność Lematu 3.27 nie zachodzi w ogólności dla cią-

gowych przestrzeni symetrycznych. Wystarczy wziąć, analogicznie jak w Przykładzie

2.33, ciągową przestrzeń Marcinkiewicza

mw =

{
x ∈ l0 : ‖x‖ = sup

i

w(i)x∗∗(i) < ∞
}
,

gdzie x∗∗(i) =
1
i

i∑
k=1

x∗(k), z funkcją wagową w(i) =
√

i dla i ∈ N , a także element

x ∈ mw taki, że x(i) =
√

i −
√

i − 1 dla i ∈ N +.

Wniosek 3.28. Niech φ będzie funkcją Orlicza i x ∈ B
(
Λφ,w

)
. Wtedy |x| ∈

(
Λφ,w

)
a

wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i) x∗(∞) = 0,
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(ii) φ ∈ ∆Λw

2
(xχC), gdzie C =

{
t ∈ S(x) : aφ < |x(t)|

}
;

(iii) m(Ak) < ∞ dla każdego k ∈ N , gdzie Ak =

{
t ∈ S(x) : 1

k
6 |x(t)| 6 aφ

}
;

(iv) bφ = ∞.

Dowód. Konieczność. Warunek (i) wynika z faktu, iż przestrzeń Λφ,w jest syme-

tryczna oraz z Lematu 2.32. Natomiast warunki (ii) i (iv) wynikają z Wniosku 3.24.

(iii) Warunek ten wynika z faktu, iż x∗(∞) = 0.

Dostateczność. Zastosujemy Wniosek 3.24. Wystarczy wykazać, że zachodzą wa-

runki (i’) i (iii’).

(i’) Ponieważ x∗(∞) = 0, zatem (φ ◦ x)∗(∞) = 0. Stąd φ ◦ x ∈ (Λw)a na mocy

Lematu 3.26.

(iii’) Niech k ∈ N Zauważmy, że m(Ak) < ∞ implikuje dχAk
(τ) < ∞ dla każdego

τ > 0. Wtedy z Lematu 3.26 otrzymujemy, że χAk
∈ (Λw)a. �

Wniosek 3.29. Niech x ∈ B
(
λφ,w

)
. Wtedy |x| ∈

(
λφ,w

)
a
wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i) x∗(∞) = 0,

(ii) φ ∈ ∆λw

2
(xχC), gdzie C =

{
i ∈ S(x) : aφ < |x(i)|

}
;

(iii) Jeżeli bφ = ∞, to xχ{i∈N : x(i)6aφ} ∈ c0.

(iv) Jeżeli bφ < ∞, to x ∈ c0.

Dowód. Konieczność. Warunek (i) wynika z faktu, iż przestrzeń λφ,w jest syme-

tryczna oraz z Lematu 2.32. Warunki (ii) i (iv) wynikają z Wniosku 3.24.

(iii) Na mocy Wniosku 3.24 mamy χAm
∈ (λw)a. Stąd i z Lematu 3.26 otrzymujemy,

że
(
χAm

)∗ ∈ c0, skąd m(Am) < ∞ dla każdego m ∈ N . Wtedy xχ{i∈N : x(i)6aφ} ∈ c0.

Dostateczność. Wykorzystamy Wniosek 3.24 w analogiczny sposób jak w dowodzie

Wniosku 3.28.

(i’) Ponieważ x∗(∞) = 0, zatem (φ ◦ x)∗(∞) = 0. Stąd φ ◦ x ∈ (Λw)a na mocy

Lematu 3.27.

(iii’) Zauważmy, że warunki (iii) oraz (iv) implikują, że dla każdego m ∈ N istnieje
i0 ∈ N że |x(i)| < 1

m
dla wszystkich i > i0, zatem zbiór Am jest miary skończonej

i χAm
∈ (λw)a. �
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spaces; J. Convex Anal. 14 (2), 2007, 395–412.
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Lozanovskĭı spaces; Math. Nachr. 286 (8-9), 2013, 876–907.

[51] P. Kolwicz, A. Panfil; Local ∆E
2
condition in generalized Calderón–Lozanovskĭı
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