Uniwersytet im. Adama Mickiewicza

w Poznaniu

Agata Pantfil

Lokalna struktura geometryczna
wybranych funkcyjnych przestrzeni

Banacha

Rozprawa Doktorska
z Nauk Matematycznych w zakresie Matematyki

Promotor:
dr hab. inz. Pawet Kolwicz, prof. nadzw. PP

Promotor pomocniczy:
dr Maciej Ciesielski

Poznan 2016



Kochanemu Szymonowi,
Synom Jankowi i Kubusiowi,
Coreczce Hance.



Podzickowania,

Pragne podziekowaé w szczegolno$ci mojemu Promotorowi, Profesorowi Pawtowi
Kolwiczowi, za wieloletnia wspotprace naukowa, wszechstronng pomoc i wskazowki,
dzieki ktérym mogta powstaé¢ niniejsza praca. Za poswiecony czas, okazang wyro-
zumialtos¢ i cierpliwo$é, a takze za zyczliwg atmosfere towarzyszaca wspolnej pracy
1 przygotwaniu rozprawy.

Promotorowi pomocniczemu, Doktorowi Maciejowi Ciesielskiemu, serdecznie dzig-
kuje za pomoc, wspélng prace naukowa i cenne uwagi w przygotowaniu tej pracy.

Wszystkim cztonkom Zaktadu Teorii Przestrzeni Funkcyjnych Wydziatu Ma-
tematyki i Informatyki UAM, w szczegélnoéci Profesorowi Henrykowi Hudzikowi,
a takze Profesorowi Ryszardowi Phuciennikowi sktadam podziekowania za cenne
uwagi i wsparcie podczas przygotowywania publikacji oraz rozprawy.

Mezowi i moim Dzieciom oraz Rodzicom, Rodzinie i Przyjaciotom dzickuje ser-
decznie za wyrozumiatos¢, wsparcie i cierpliwosé, jakimi darzyli mnie podczas pracy

naukowej oraz powstawania niniejszej rozprawy.



Spis tresci

Wstep
1. Pojecia i definicje wstepne

2. Przestrzenie symetryczne

2.1. Rezultaty ogélne . . . . . . . .. ..

2.2. Punkty monotonicznosci i porzadkowej cigglosci w przestrzeniach I',,,

TApw oo

2.3. Zastosowania . . . . . . . . .. ...

2.3.1. Lokalna struktura przestrzeni Orlicza-Lorentza Ay, . . . . . .

2.3.2. Globalna struktura przestrzeni Lorentza I',,, i Ap,, . . . . . ..

3. Uogdlnione przestrzenie Calderéna—t.ozanowskiego

3.1 Wyniki . . ... ..o

3.2. Zastosowania . . . . . . . . . .. ..

3.2.1. Przestrzenie Calderéna—t.ozanowskiego . . . . . . . . . .. . ..

3.2.2. Przestrzenie Orlicza—Lorentza

Literatura

10
14

30
35
35
38
39
62

67
81
87
87
88

92



Wstep

Geometria przestrzeni Banacha, a w szczegdélnosci geometria kuli zostata zapo-
czatkowana przez J. A. Clarksona w 1936 roku w pracy [17]. Od tego czasu jest
szeroko rozwijana galezia analizy funkcjonalnej (zob. [31], [32]).

Wtiasnosci geometryczne znalazty zastosowanie w takich dziedzinach matema-
tyki, jak: teoria aproksymacji, teoria punktu statego, probabilistyka, teoria optyma-
lizacji (zob. (2], [9], [47], [57], [63]).

Wazna klasa przestrzeni Banacha sa kraty Banacha. Teorie krat Banacha za-
poczatkowato trzech matematykéow: L. V. Kantorowicz, F. Riesz i H. Freudenthal
(zob. [67]) w drugiej potowie lat trzydziestych ubieglego wicku. W rozprawie zostana
przedstawione wyniki dotyczace pewnych wlasnosci geometrycznych w wybranych
klasach krat Banacha (symetryczne przestrzenie Banacha i uogélnione przestrzenie
Calderéna-Lozanowskiego).

Bardzo wazna klasa krat Banacha sa przestrzenie symetryczne nad przestrzenia
z miara Lebesgue’a na przedziale [0, 1) albo [0, o) (zob. [3], [56], [58]). Réwniez ich
podklasy (przestrzenie Orlicza, Lorentza, Marcinkiewicza) ciesza sie niestabnacym
zainteresowaniem. Takg podklasg sg przestrznie Lorentza I',,,, ktore pojawity sie
w naturalny sposéb w teorii interpolacji, jako efekt K-metody LionsaPeetre. Scislej
moéwiac, s to przestrzenie interpolacyjne miedzy L' a L*. Powigzane sa one réwniez
z klasycznymi przestrzeniami Lorentza A,,,. Mamy bowiem I',,, C A,,,, a réwnos¢
zbioréw zachodzi, gdy operator Hardy’ego zdefiniowany wzorem H'(x) = x™ jest
ograniczony jako H': A,, — A,,, co jest rownowazne spelnianiu przez funkcje wa-
gowa w tzw. warunku B,. Kolejny zwigzek miedzy nimi ukazuje E. Sawyer w pracy
[66] dowodzac, ze odpowiednia przestrzen I') 5 jest przestrzenia dualna w sensie
Kothego dla przestrzeni A, ,,. WlasnoSci przestrzeni Lorentza I',,, sa ostatnimi laty
szeroko badane (zob. [13], [14], [16], [43]). Przestrzenie I',,, sa stosowane w rozwi-
janiu teorii aproksymacji, na przyktad do poszukiwania rozszerzonych elementdw
najlepszego przyblizenia w przestrzeni Ly (zob. [12]).

Druga klasa przestrzeni omawianych w rozprawie sa uogolnione przestrzenie
Calderéna—t.ozanowskiego. Aby przedstawi¢ ich historie nalezy siggnaé¢ do jednych

z najwczesniej zdefiniowanych przestrzeni funkcyjnych, tj. przestrzeni Lebesgue’a
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L,. Jedno z uogoélnien tych przestrzeni zawdzigczamy W. Orliczowi, ktéry, na po-
czatku lat trzydziestych ubiegtego wieku, rozwazal do ich zdefiniowania ogodlniejsza
klase funkcji wypuktych zamiast funkcji potegowych. Inny punkt widzenia w uogél-
nianiu przestrzeni Lebesgue’a zaprezentowal G. G. Lorentz, korzystajac z funkcji
wagowej. Kolejnym krokiem byto wprowadzenie w 1964 roku, przez A. P. Calde-
réna, interpolacyjnej konstrukcji E'™F* (zob. [4]). Idac dalej Calderén zdefiniowal
przestrzenie p(E, L) jako uogodlnienie przestrzeni Orlicza. Rowniez G. J. Lozanowski
dostrzegt znaczenie i potencjat tej konstrukeji poswiecajac jej wiele prac i nogoélnia-
jac ja w latach siedemdziesigtych ubiegtego wieku do postaci p(E, F). Przestrzenie
Calderona—t.ozanowskiego stanowia przedmiot intensywnych badan juz od kilku de-
kad. Szczegblnym ich przypadkiem sa przestrzenie E, = py,(E,L*) (zdefiniowane
przy pomocy funkcji Orlicza ¢), ktére nastepnie mozna uogélni¢ w sposéb analo-
giczny do uogodlnienia przestrzeni Orlicza do przestrzeni Musielaka—Orlicza. Uogdl-
nienie to zapoczatkowali P. Foralewski i H. Hudzik w pracach [22], [23]. W pracy
bedziemy bada¢ porzadkowa ciagtosé elementu uogoélnionej przestrzeni Calderéna—
Yozanowskiego E,.

Podstawowa wlasnoscia w geometrii przestrzeni Banacha jest $cista wypuktosé
(SC). Jej odpowiednikiem w geometrii krat Banacha jest $cista monotonicznosé
(S M). Mianowicie, jesli krata Banacha E jest $cisle wypukta, to jest scisle monoto-
niczna. Ponadto implikacja przeciwna zachodzi, gdy w definicji Scistej wypuktosci
ograniczymy sie do poréwnywalnych par na stozku dodatnim E* ([34]). Analogiczne
zwigzki dla lokalnej jednostajnej wypuktosci oraz dolnej i gérnej jednostajnej mo-
notonicznosci ([34]). Zauwazmy ponadto, ze rola Scistej wypuklosci (refleksywnosci)
w problemach najlepszej aproksymacji w przestrzeniach Banacha jest taka sama
jak rola $cistej monotonicznosci (porzadkowej ciagltosci) w problemach zdominowa-
nej najlepszej aproksymacji w kratach Banacha ([57]). Lokalne oraz globalne wta-
snosci monotonicznos$ciowe i wypuktosciowe byty przedmiotem intensywnych badan
w ostatnich dekadach ([5]-[8], [10, 13, 15, 16], [18]-[29], [33]-[41], [43, 45, 46, 48, 49],
[52]-[55], [57, 61].

Oczywiscie badanie globalnych wtasnosci nie zawsze jest wystarczajace. W sy-
tuacji, gdy przestrzenn Banacha (krata Banacha) nie posiada globalnej whasnosci,
naturalne jest pytanie, kiedy ustalony punkt tej przestrzeni posiada odpowiednig
wlasnoéé. W przypadku $cistej wypuktosci ($cistej monotonicznosci) prowadzi to

do pojecia punktu ekstremalnego lub SU punktu (punktu dolnej i gérnej mono-
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tonicznosci). Podobnie, dla lokalnej jednostajnej wypuktosci (gérnej i dolnej jed-
nostajnej monotonicznosci) rozwaza sie odpowiednie punkty zwane punktami LUR
(ULUM oraz LLUM punktami). W naturalny sposéb pojawia sie tutaj réwniez po-
jecie punktu porzadkowej ciaglosci oraz punktu niekwadratowosci.

Waznym pytaniem jest, czy wlasnos¢ geometryczna P kraty E moze by¢ row-
nowaznie rozwazana na stozku dodatnim E*. W ujeciu lokalnym prowadzi to do
pytania, czy punkt x € E ma wtasno$¢ A wtedy i tylko wtedy, gdy |x| ma wlasnosé
A. Bardziej subtelnym i trudniejszym jest pytanie, czy w przestrzeni symetrycznej
E element x ma wlasnos¢ A wtedy i tylko wtedy, gdy x* (nierosnace przestawie-
nie elementu x) ma wtasnoéé A. Celem pracy jest znalezienie odpowiedzi na to
ostatnie pytanie dla punktow OC, LM, UM oraz LLUM. Ponadto celem niniej-
szej rozprawy jest scharakteryzowanie punktow OC, LM, UM, LLUM, ULUM oraz
punktow niekwadratowosci w wybranych funkcyjnych przestrzeniach Banacha. Do-
datkowo, w pracy zostana wykazane role punktow OC, LM oraz UM w problemach
lokalnej zdominowanej najlepszej aproksymacji w kratach Banacha.

Niniejsza rozprawa sktada sie z trzech rozdzialow.

W pierwszym rozdziale wprowadzone sa podstawowe oznaczenia uzywane w pra-
cy, wprowadzone sg przestrzenie Kothego, a takze podane sa definicje punktu po-
rzadkowej ciagtosci i punktéw monotonicznosci (dolnej monotonicznosei, gérnej mo-
notonicznosci, dolnej lokalnej jednostajnej monotonicznosci oraz gornej lokalnej jed-
nostajnej monotonicznosci) wraz z definicjami odpowiednich wlasnosci globalnych.

W Rozdziale 2 wprowadzone sg najpierw podstawowe pojecia i wtasnosci ko-
nieczne dla zdefiniowania i badania przestrzeni symetrycznych i ich szczegdlnych
przypadkéw, tj. przestrzeni Lorentza I'),, oraz A,,,.

W Rozdziale 2.1 zaprezentowane sg wyniki ogdlne dotyczace lokalnej struktury
przestrzeni symetrycznych. Rozwazane sa zaleznosci migdzy posiadaniem danej wta-
snosci przez element x, a posiadaniem jej przez jego nierosnace przestawienie x*.

Nastepnie, w Rozdziale 2.2, przedstawione sa warunki konieczne i dostateczne
punktéw monotonicznosci i punktéw porzadkowej ciggtosci w przestrzeniach I'p,,
i Ap,. Zastosowanie tych wynikéw do przestrzeni Orlicza-Lorentza A, a takze
wnioski dotyczace wlasnosci globalnych przestrzeni I',,, i A, znajduja si¢ w Roz-
dziale 2.3.

Rozdziaty 2.1-2.3 powstaly na podstawie publikacji [15].

W dalszej kolejnosci zaprezentowane sa wyniki dotyczace punktéow niekwadrato-
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wosci w przestrzeniach I',,, wraz z wnioskami dla globalnej wlasnosci zaréwno dla
przestrzeni I'),, jak i (FP’W)a' Wyniki Rozdziatu 2.4 pochodza z publikacji [53].

W Rozdziale 2.5 omoéwiony jest problem najlepszej lokalnej zdominowanej aprok-
symacji zarowno dla siatek Banacha jak i przestrzeni symetrycznych. Rozdziat ten
zostal opracowany zostal na bazie publikacji [15].

Rozdziat 3 oparty jest o wyniki z pracy [51] i dotyczy uogdlnionych przestrzeni
Calderona—t.ozanowskiego. Na poczatku przedstawione sg definicje i wtasnosci funk-
¢ji Orlicza i jej uogoélnienia do funkcji Musielaka—Orlicza, definicje warunkow glo-
balnych A% dla przestrzeni E zaréwno nad bezatomowq jak i czysto atomowa prze-
strzenig miary. Wprowadzony zostaje takze warunek lokalny A% (x) dla danego ele-
mentu x bedacy podstawowym narzedziem w badaniu porzadkowej cigglosci ele-
mentu uogodlnionej przestrzeni Calderéna—t.ozanowskiego. Gtéwnym wynikiem tego
rozdziatu sa warunki konieczne i dostateczne tej wtasnosci elementu x. Z tego twier-
dzenia wywnioskowane sa znane wczesniej wyniki dotyczace porzadkowej ciggtosci
elementu przestrzeni Calderéna—tozanowskiego (dla funkeji Orlicza bez parametru),
a takze przestrzeni Orlicza—Lorentza.

W rozwazaniach dopuszcza sie:

— zdegenerowane funkcje Musielaka—Orlicza (tzn. zerujace sie poza zerem i ,ska-
czace” do nieskonczonosci),

— przestrzen miary jako sume prosta czesci bezatomowej oraz czysto atomowej,
co powoduje maksymalng ogélnosé rozwazanych przestrzeni i spore wyzwania tech-
niczne w dowodach.

Wyniki publikacji, na ktérych opiera sie niniejsza rozprawa ([15], [51], [52], [53])

znajduja swoje zastosowanie i sa cytowane w pracach [16], [11], [42].



1. Pojecia i definicje wstepne

Wprowadzimy teraz oznaczenia, ktore beda obowiazywa¢ w niniejszej rozprawie:

R,R,, N —zbiory liczb rzeczywistych, rzeczywistych nieujemnych i naturalnych,
odpowiednio,

(X, |- 1D — przestrzen Banacha,

Sx,S(X) — sfera jednostkowa przestrzeni X, tj. Sx = S(X) ={x € X: ||x|| = 1},

X* — dodatni stozek kraty X, tzn. X* = {x € X: x > 0},

(T, %, u) — o-skonczona, zupetna przestrzen miary,

L%(T), — przestrzen liniowa wszystkich klas réwnowaznoéci, ze wzgledu na rela-
cje rownosci u prawie wszedzie (co oznaczymy jako u- p.w. lub po prostu p.w.),
Y-mierzalnych funkcji rzeczywistych na T,

L°(I) — przestrzen liniowa wszystkich klas réwnowaznoéci wzgledem relacji réw-
nosci m-prawie wszedzie rzeczywistych funkcji mierzalnych w sense Lebesgue’a zde-
finiowanych na I = [0, @), gdzie @ = 1 lub @ = oo oraz m jest miara Lebesgue’a,

L° — w rozdziale 2 przez L° rozumie¢ bedziemy L°(I), a w Rozdziale 3, L%(T),

lo — przestrzen liniowa wszystkich ciagéow rzeczywistych z miara liczaca m,

1 dla teA, ) :
Ya(t) = — funkcja charakterystyczna zbioru A,
0 dla r¢A

A = B — rownos¢ zbiorow z doktadnoscia do zbioru miary zero,
S(x) — nosnik elementu, tj. S(x) ={t € T: x(t) # 0},

[x= Ifx(t)dt,
[fef)r=fr=ts

W rozdziatach 2 i 3 przyjmujemy zasade, ze twierdzenia, lematy oraz uwagi
wlasne rozprawy pochodzace z prac [15], [51], [52], [53] autorki rozprawy nie beda
dodatkowo cytowane numerem artykulu z bibliografii. Pozostate wyniki obce sa
cytowane numerem z literatury. Wszystkie definicje pojeé¢ i wlasnosci rozwazanych

w pracy pochodza z odpowiednich pozycji literatury.

Definicja 1.1 ([67]). Niech E bedzie rzeczywista przestrzenia wektorowa (liniowa)

i < - relacja czeSciowego porzadku w E. Pare E = (E, <) nazywamy siatka wektorowsa
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jesli relacja < spelnia nastepujace wtasnosci dla x,y,z€ EiaeR:
(1) jesSix<ytox+z<y+z,
(2) jeslix>61ia>0,toax>6,

gdzie 0 jest elementem zerowym przestrzeni E oraz dla kazdego zbioru {x,y} C E

mamy sup{x,y} = x Vy € E lub, réwnowaznie, inf{x,y} = x Ay € E.
W jezyku polskim siatki Banacha okresla si¢ rowniez mianem krat Banacha.

Definicja 1.2 ([67]). Pare (E,||-||z) nazywamy siatka Banacha, jesli E jest siatka
wektorowa, a norma || - ||z w przestrzeni E jest zupeha.

W przestrzeni LO(T) z miara u, relacja < wprowadzona wzorem
x<y, jesi x()<y@® dla u—-pw.teT

jest relacja czesciowego porzadku.

Definicja 1.3. Siatke Banacha (E,||-||z) nazywamy przestrzeniag Kothego, jesli jest

podprzestrzenig liniowa L%(T) spetniajaca nastepujace warunki:
(1) Jesli xe L°, y € E oraz |x| < |yl p-w., to x € E i ||xllp < |IVllE-
(2) Istnieje funkcja x € E $cisle dodatnia na T.

Warunek (1) nazywany jest czesto warunkiem ideatu. Element, o ktérym mowa

w warunku (2) nazywany jest staba jedynka.

Uwaga 1.4. W literaturze tak zdefiniowane przestrzenie funkcjonuja réwniez jako
funkcyjne przestrzenie Banacha. W niniejszej pracy rozwazamy jednak zaréwno
funkcyjne jak i ciagowe przestrzenie Kothego.

Przestrzen Kothego nazywamy funkcyjna (ciagowa) przestrzenia Koéthego gdy
rozwazamy ja nad przestrzenia miary bezatomowej (lub odpowiednio nad przestrze-

nia miary czysto atomowej z miarg liczaca).

W pracy bedziemy pisac ||-|| zamiast ||-||g, jesli bedzie oczywiste o jakiej prze-
strzeni i normie jest mowa.

Niech E, F beda dwiema przestrzeniami Kothego. Jesli E € F, to z twierdzenia

o domknietym wykresie wynika, ze wtozenie to jest ciggle, tzn. istnieje stata M > 0
taka, ze dla kazdego x € E,

< Ml (1)
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Wtedy bedziemy pisali E oF Jesli E c Fi F C E, to przestrzenie te sa izo-
morficzne, co oznaczamy E = F. Jezeli dodatkowo dla kazdego x € E = F mamy
Il = Iy, to piszemy E = F.

Moéwimy, ze E ma wlasnosé Fatou, tzn. dla dowolnego ciagu (x,) C E takiego, ze
0 < x, < xdlakazdegon € N, x € L% x, T x p.w. oraz sup,q |||z < o0, mamy x € E

Lxalle T 11l

Definicja 1.5. Element x € E nazywamy punktem porzadkowej ciaglosci (x € E,),
jezeli dla kazdego ciagu (x,) € E takiego, ze 0 < x, < |x] i x, — 0 p.w., mamy
|x.llz = 0. Przez E, oznaczamy podprzestrzen elementéw porzadkowo ciagtych w E.

Przestrzen E jest porzadkowo ciagta (co oznaczamy przez E € (OC)), jezeli kazdy

element jest punktem porzadkowej ciagtosci, tzn. E = E,.

Iy L0 jest
speliony dla kazdego ciagu zbioréw A, takich, ze A, N\, 0 (tzn. A, D> A, oraz

(521 An) = 0) (zob. [3]).

Definicja 1.6. Mowimy, ze element x € E jest punktem Kadeca—Klee wzgledem

Warto zauwazy¢, ze x € E, wtedy i tylko wtedy, gdy warunek ||XXA

globalnej zbieznosci wg miary (x jest H, punktem), jesli dla kazdego ciagu (x,) C E
warunki x, 5 x oraz [|x,]] = ||x]| implikuja, ze ||x, — x|| — O.
Przestrzen E ma wtasnos¢ Kadeca—Klee wzgledem globalnej zbieznosci wg miary

(co oznaczamy przez E € (H,)) jesli kazdy element x € E jest H, punktem.

Definicja 1.7. Méwimy, ze element x € E*\{0} jest

1. Punktem dolnej monotonicznosci (x jest LM punktem), jezeli dla kazdego y €

E* takiego, ze y < x iy # x zachodzi |yllg < IIx]|¢-

2. Punktem goérnej monotonicznosci (x jest UM punktem), jezeli dla kazdego

y € E* takiego, ze x <y iy # x mamy ||x||g < |lyllg-

3. Punktem dolnej lokalnej jednostajnej monotonicznosci (x jest LLUM punk-
tem), jezeli dla kazdego ciagu (x,) C E takiego, ze 0 < x, < x 1 ||x,]| = [|x]]

zachodzi ||x, — x|| = 0.

4. Punktem gornej lokalnej jednostajnej monotonicznosci (x jest ULUM punk-
tem), jezeli dla kazdego ciagu (x,) C E takiego, ze x < x, 1 [|x,|| = ||x]| mamy

[lx, — x|l — O.
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Przestrzen E jest $cisle monotoniczna (ozn. E € (SM)), jezeli dla kazdego 0 <

y<xiy#xmamy [ylg <Ilxllg.

Uwaga 1.8 ([34]). Nastepujace warunki sg réwnowazne:
1. Ec(SM).
2. Kazdy element x € E*\{0} jest LM punktem.

3. Kazdy element x € E*\{0} jest UM punktem.



2. Przestrzenie symetryczne

Wazna podklasa przestrzeni Kothego sa przestrzenie symetryczne. Bedziemy
rozwazal przestrzenie symetryczne okreslone na I z miara Lebesgue’a (zob. (2)).
W niniejszym rozdziale, o ile nie bedzie napisane inaczej, przez I bedziemy rozu-
mie¢ przedziat

I=10,a), gdzie a=1 lub a=c. (2)

Symbol a bedzie oznaczal koniec tego przedziatu.

Definicja 2.1 ([3],[56]). Funkcje dystrybucji d, elementu x € L°(I) definiujemy wzo-
rem
d,() = mit e I: |x(0)| > A) (3)

dla kazdego A > 0.

Nierosngce przestawienie funkcji x € L°(I) definiujemy jako
xX(t) =inf{d > 0: d,(1) <t} (4)

dla kazdego t > 0.

Uwaga 2.2. W przypadku przestrzeni ciagowych, gdy x € [y, we wzorze na funkcje
dystrybucji (3) symbol m oznacza miare liczaca, natomiast definicja elementu x*

dana wzorem (4) przyjmuje postaé
x"(i) = inf{d > 0: d,(2) < i} (5)

dla kazdego i € N (zob. [24]). Konieczno$¢ zastosowania nier6wnosci ostrej < we
wzorze (5) (inaczej niz we wzorze (4)) wynika z faktu, ze zastosowanie nieréwno-
sci < powoduje dla niektorych elementéw utrate informacji pomiedzy elementem x
a jego nierosnacym przestawieniem x*, nawet w przypadku, gdy S(x) jest zbiorem

skonczonym.

Definicja 2.3. Méwimy, ze dwie funkcje x,y € L°(I) sa rGwnomierzalne (ozn. x ~ y),
jezeli dy(1) = dy(2) dla wszystkich 4 > 0. Réwnowaznie, x ~ y wtedy i tylko wtedy,
gdy x* = y".
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W niniejszej rozprawie bedziemy przyjmowac nastepujace oznaczenia:

X*(00) 1= lim, e X* (1), jesli m(S(x)) = oo,

x*(00) :=0, jesli m(S(x)) < oo.

Definicja 2.4 ([3],[10],[56]). Przestrzen Kothego E nazywamy funkcyjna przestrzenia
symetryczna (niezmiennicza ze wzgledu na przestawienia), jesli dla wszystkich x €
L°(I) iy € E takich, ze x ~ y, mamy, ze x € E oraz ||x||z = [[yll5.

Analogicznie definiujemy ciggowe przestrzenie symetryczne biorgc x € [y iy € E.

Uwaga 2.5 (Twierdzenie 4.1, [56]). Kazda nietrywialna symetryczna przestrzen Koth-

ego E jest przestrzenig posrednia pomiedzy L'(I) i L=(I), tzn.
L)L) < ES L) + L),
gdzie C1 =2 [0 z» C2 = 1/ ||xo.n]|, oraz
Xl ey = max((Ixll s, 12l ),
1
¥l ayezoay = inf {IBxollzs + xlle  x = X0+ x1, %0 € L', xy € L) = fo X' (s)ds

Twierdzenie 2.6 ([3],[56]). Niech x,y,x, € L° i a € R. Wtedy funkcje d, oraz x* sa

nieujemne, nierosngce i prawostronnie ciggle na [0, o0). Ponadto
)

* K

1. Jezeli [yl < x|, tod, <d, iy <x".

2. Dla dowolnych t;,#, > 0 mamy
dey(ti + 1) < do(t) +dy(2),  (x+Y)( + 1) < X7(1H) +y'().
3. x ~x".
4. Jedli |x,| T Ix| pow. tod,, Td,ix;7Tx"
5. (ax)* = |a|x*.
6. (Ix7)" = (x*)P dla 0 < p < oo.

Twierdzenie 2.7 (Nieréwnosé¢ Hardy’ego-Littlewooda, Twierdzenie 2.2 w [3], Wta-
snosé 13°, str. 68 w [56]). Dla x,y € L%(I), I = [0,a), @ = 1 lub @ = co mamy

12 4
f xy < f xXy".
0 0
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Lemat 2.8 ([56], Wtasnogé¢ 7°, str. 64). Niech x € L°[0, 00). Jedli x*(r) > x*(0), to

istnieje taki zbior e,(x), ze m(e,(x)) =t oraz

!
f X" = f | x].
0 er(x)

Uwaga 2.9. Warto zauwazy¢, ze Lemat 2.8 zachodzi bez zatozenia x*(f) > x*(c0) dla
przestrzeni L°(I) przy pewnych warunkach natozonych na liczbe t.

Niech x € L°[0,a) gdzie @ = 1 lub a = co. Wtedy istnieje taki zbiér e,(x), ze

f
0 ei(x)

dla kazdego t € (0,m(Z)), gdzie Z = {t: |f(t)| > f*(c0)} albo dla kazdego t € (0, ),
w przypadku m(S(f)) < oo.

m(e;(x)) =t oraz

Lemat 2.10 ([56], Wtasnos¢ 8°, str. 64). Réwnosé

!
f X" = sup | |«
0 m(e)=t Je

zachodzi dla kazdego x € L°[0, 00).
Twierdzenie 2.11 ([56], Wtasnosé 9°, str. 65). Niech x i y beda dwiema lokalnie

catkowalnymi funkcjami oraz d,(4), dy(1) < oo dla wszystkich 4 > 0. Wtedy réwnosé

(x+y)'(1) = x"(0) + ¥y (1)

zachodzi dla wszystkich r > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje x i y sg prawie

wszedzie jednakowego znaku i majg wspolny system zbiorow e;, 0 < t < co.

Definicja 2.12 ([3], Definicja 3.1, str. 52, [56], str. 124). Dla danej funkcji x € L°(1)

definiujemy funkcje maksymalng nierosnacego przestawienia x* jako

x7() = %f x*(s)ds
0

dla kazdego t > 0.
Twierdzenie 2.13 ([3], str. 52-55). Niech x,y,x, € L°, a € R. Wtedy x** jest funkcja

nieujemng, nierosnaca i ciggta na L°. Ponadto
1. x* =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0 p.w.

2. x* < x™ 1 (ax)™ = |a|x*.
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3. (x £ )" () < X)) + y* (1), t € (0, ).
4. Jedli [yl < |x] p.w., to y* < x** punktowo.

5. Jesli [x,| T Ix| p-w., to x;" T x™ punktowo.

Definicja 2.14 ([43]). Niech 1 < p < oo. Niech w € L°(I) bedzie nieujemna, lokalnie
catkowalng funkcja wagowsa. Przestrzenig Lorentza I',,, := I'j,,,(I) nazywamy pod-

przestrzen tych elementéw x € LO(1), dla ktérych

@ 1/
i, = f ()w
0

Gdy mowa bedzie o przestrzeniach I',,, bedziemy zaktada¢, ze waga w jest klasy

I/p

= f(x**)p(t)w(t)dt < 00,
0

p

D, tzn. spelnia nastepujace warunki

t @
0< W@ = fw(s)ds <o i Wy = tpfs_”w(s)ds < 00
0 ‘

dla wszystkich 0 < t < a, jesli @ = 1 1 wszystkich 0 < < @ dla @ = co. Warunki te
zapewniajg, ze przestrzen I',,, jest nietrywialng symetryczng przestrzeniag Kothego
z wlasnoscia Fatou (por. [14], [43]).

W artykutach innych autoréw rozwazane sa przestrzenie I',,, réwniez dla p €
(0, 1), jednak wtedy takie przestrzenie sa quasi-unormowane.
Uwaga 2.15. Niech x,y € §(I',,,). Zalézmy, Ze istnieje zbior mierzalny Z taki, ze
m(Z N S(w)) > 0 oraz

(x+ V") <x* (@) +y™ () dla teZ (6)

Woéwezas ||x + y|| < 2.

W istocie,

LT [ e [

Definicja 2.16. Niech 1 < p < co. Niech w € L() bedzie nierosnaca, nieujemna, lo-

kR

x** +y
2

x+y
2

kalnie catkowalng funkcjg wagowsa. Przestrzenig Lorentza A, := A, ,,(I) nazywamy

podprzestrzen tych elementéw x € LO(I), dla ktérych

a 1/ a 1/p
lIxlla,, = f xrwl = [ f (x*)p(t)w(t)dt] < oo,
0 0

P
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Tak zdefiniowane przestrzenie A, sa szczegdlnym przypadkiem przestrzeni Orli-
cza—Lorentza rozwazanych w pracy [39] (zob. réwniez Definicje 3.6). Kazda prze-
strzen A,,, jest symetryczng przestrzeniag Banacha.

Przestrzenie I'),, sa naturalnie zwigzane z przestrzeniami Lorentza A, ,,. Oczy-
wiscie I'p,, € A,,, dla kazdego 0 < p < co. Wynika to z nier6wnosci x* < x™, mamy
bowiem dla x € I',,,, ze

a 1/p a 1/p
f(x*)pw < f(x**)”w < 00,
0 0

Zatem x € A,,. Ponadto réwnos¢ I',,, = A,,, zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

waga w spelnia tzw. warunek B, tzn. istnieje A > 0 takie, ze dla kazdego x > 0,
f Pw(t)dt < AxP f w()dt
X 0
(z0b. [1], [43], [66]).

Przedstawimy teraz definicje transformacji zachowujacej miare a takze wykorzy-

tywane w pracy znane wyniki.

Definicja 2.17 ([3]). Niech (T1,Z, 1), (T2, Z, o) beda dwiema o-skoficzonymi prze-
strzeniami miary. Odwzorowanie y: Ty — T, nazywamy transformacjg zachowujaca
miare, jesli dla u,-mierzalnego zbioru A c T,, zbiér y~'[A] = {t € T} : y(t) € A} jest
ui-mierzalnym podzbiorem T i u1(y~'(A)) = ur(A).
Twierdzenie 2.18 ([65], str. 410). Niech zbiory A, B C [0, o) beda takie, ze u(A) =
u(B) < co. Wtedy istnieje transformacja zachowujaca miare 6: A — B.

Ponizsze twierdzenie jest wnioskiem z Twierdzenia Ryffa (zob. [3]).
Twierdzenie 2.19 ([3], Wniosek 7.6). Niech x € L°(I) (x € ly) bedzie nieujemna

funkcja (ciagiem), taka, ze x*(c0) = 0. Wtedy istnieje transformacja zachowujaca

miare o: S(x) oY S(x*) taka, ze |x| = x* o o p.w. na S(x).

2.1. Rezultaty ogodlne

W niniejszym rozdziale przedstawimy ogélne wyniki dotyczace funkcji mierzal-
nych, a takze wyniki dotyczace lokalnych wtasnosci monotonicznosciowych oraz po-
rzadkowej cigglosci elementu przestrzeni i jego nierosngcego przestawienia w prze-

strzeniach symetrycznych.
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Definicja 2.20 (Warunek (+) z pracy [40]). Méwimy, ze mierzalna funkcja x: I - R
spetnia warunek (+) jesli istnieje 6, > 0 takie, ze |x(¢)| > 6, p.w. i djy-p, () < oo dla
wszystkich 6 > 0.

W dalszej czesci pracy bedziemy uzywacé nastepujacy warunek

m{z € I: |x(?)] < x*(c0)} = 0. (7)
Uwaga 2.21. Warto zauwazy¢, ze warunek (7) jest rownowazny warunkowi (+).
Dowod. W istocie, jesli m(S(x)) < oo, to
|x(1)] > 0 = x™(c0) p.w. oraz djy(f) < oo dla kazdego 6>0

a takze m{r € I: |x(?)] < 0} = 0.

Rozwazajac przypadek m(S(x)) = oo pokazemy te réwnowazno$¢ w dwoch kro-
kach.

L. Implikacja (7) = (+).
Biorac 6, = x*(c0) otrzymujemy, ze |x(¢)] > 6, p.w. Ponadto niech 8 > 0. Wtedy

Aix—x+(0)(0) = diy—6,(0) =mft € I |x(2)| — x"(c0) > 6}
=mft € I: |[x(t)] > x"(c0) + 6}
= djy(x"(00) + 0) = d+(x"(00) + 6) < oo.

II. Implikacja (+) = (7).

7, zatozenia istnieje takie 6, > 0, ze |x(¢)| > 6, p.w. Stad x*(c0) > 6,. Zauwazmy
ponadto, ze dy(0) = d-(0) < oo dla 6 > x*(o0) oraz djy(0) = d-(0) = c0 dla 0 < 0 <
x*(00). Pokazemy, ze

0, = x" (). (8)

Zatozmy, ze 0 < x*(c0). Wtedy istnieje 6y > 0, ze 0 < 6, + 6y < x*(c0) oraz

diy-0,(6p) =mit € I: |x| > 0, + 6y} = d|y(6, + 6p) = o0,
sprzeczno$¢. To dowodzi réwnosci (8) i konezy dowdd. ]

Rozwazymy takze modyfikacje warunku (+) w ktérym bedziemy rozwazac obcie-

cie elementu x do jego nosnika, tzn.
m{rel: 0 <|x(®)| < x"(0)} =0. (9)

Oczywiscie powyzszy warunek jest stabszy od warunku (7). Dla wygody Czytelnika

podajemy (wykorzystywane w dalszej czesci rozprawy)
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(a) Lemat 3.2 z pracy [39], udowodniony jako pierwszy oraz
(b) Lemat 5 z pracy [40], bedacy wzmocnieniem poprzedniego.

Udowodniony ponizej Lemat 2.24 jest uogdlnieniem Lematu 5 z [40] (patrz przypa-
dek I dowodu).

Lemat 2.22 (Lemat 3.2, [39]). Niech x,y € L(I). Zatézmy, ze |x(2)| < [y()| dlat € A C
I, gdzie m(A) > 0 i |x(?)| < [y(?)] dla p.w. t € I. Jesli d,(0) < oo dla kazdego 6 > 0, to
istnieje taki zbior B C I miary dodatniej, ze x*(¢) < y*(¢) dla t € B.

Lemat 2.23 (Lemat 5, [40]). Niech x,y € L, x spelnia warunek (+) i [x(7)| < |y(7)| dla
teAcCl, gdziem(A) > 01 |x(¢)] < |y(¢)| dla p.w t € I. Wtedy istnieje taki zbiér B C I,
miary dodatniej, ze x*(¢) < y*(¢) dla r € B.

Lemat 2.24. Niech x,y € L°(I) bedg takie, ze |x| < [yl, |x(®)] < [y(®)| dla t € A, gdzie
m(A) > 0 oraz |[y(t)| > x*(c0) dla kazdego t € A. Wtedy istnieje taki zbioér B o dodatniej
mierze, ze x*(t) < y*(¢t) dla t € B.

Dowéd. Niech x,y € L), |x| < [y, [x(@)| < |y®)| dla t € A, gdzie m(A) > 0 oraz
[y(7)] > x*(c0) dla kazdego t € A. Zauwazmy, ze teza powyzszego lematu dla przypadku
x*(00) = 0 jest spelniona na mocy Lematu 2.22.

Rozwazmy zatem przypadek, gdy x*(c0) > 0. Wtedy m(S(x)) = oo. Oznaczmy
zbior

D ={tel:0<|x(®)| < x*(c0)}.

Dalsza czesé dowodu podzielimy na przypadki:
Przypadek 1. m(D) = 0 oraz

(a) S(x) = S»).

(b) S(x) # SW).
Przypadek II. m(D) > 0.

Pokazemy po kolei kazdy z nich.
I. (a) Zalézmy, ze S(x) = S(y). Wtedy A € S(x), 0 < x*(c0) < [x[(1) < [y|(r) dlat € A
oraz x*(o0) < |y(¢)| dla p.w. t € S(y). Zdefiniujmy,

= (xl = x"(e)ysw i F=yl—x"(00)xsey)-

Wowcezas %, 7 > 01 (2)*(c0) = 0, ()*(c0) > 0. Ponadto ¥ < ¥ oraz x(f) < y(¢) dla

wszystkich t € A. Na mocy Lematu 2.22, istnieje zbiér B miary dodatniej, ze (X¥*)(f) <
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(3*(¢) dla kazdego t € B. Zauwazmy, ze dla 6 > 0,

dz(0) = dz(0) = m{z € I: (|x] — x"(00))y50x)(2) > 6}

=m{t € S(x): |x(t)] — x*(c0) > 6}

=mfr € S(x"): x"(1) — x"(00) > 0} = dy_1+(0)(0),
skad (X)* = x* —x"(c0). Analogiczne rozumowanie zachodzi dla d3(0) dla 6 > 0, skad
dy(0) = dy_(0)(0) dla 8 > 0 1 w konsekwencji (§)* = y* — x"(c0). Podsumowujac,
otrzymujemy, ze x*(f) < y*(t) dla t € B.
L. (b) Zalézmy, ze S(x) # S(y) oraz m(A N S(x)) > 0. Bez straty ogdlnosci, mozemy
zatozy¢, ze A € S(x). Wezmy r = yysw. Mamy |x(7)] < |r(?)] dla t € A, |x()| <
Ir(1)] < [y(r)| dla p.w. t € I i S(x) = S(r). Powtarzajgc rozumowanie jak w dowodzie
przypadku I. (a) dla elementu r w miejsce y, wnioskujemy, ze istnieje taki zbiér B

o mierze dodatniej, ze
X)) <r@) <y da teB.
Jezeli m(A N S(x)) =0, to wtedy A € S(y). Wezmy

F=XYSsw X)) 185 = Yhsw + YYa-

Oczywiscie |x| < |r] < |s] < |y, |r(0)] < |s(?)] dla wszystkich t € A oraz S(r) = S(s).
Rozumowanie analogiczne jak w dowodzie przypadku I. (a), dla elementu r w miejsce
x i elementu s w miejsce y, konczy dowdd przypadku 1. (b).

II. Oznaczmy

X =Ixlynp + X ()xp i = Iylno + Yo, + X (00)xp,

gdzie Dy = {t € D: |y(t)| < x*(c0)}, D, = D\D;.
Pokazemy, ze

X~x oraz y~y.

Oczywiscie X > x. Zauwazmy, ze dla kazdego 0 < 6 < x*(c0) mamy
dx(0) = m{t € I: |X(2)| > 6} > d,(0) = oo.
oraz dla kazdego 6 > x*(co) mamy

dx(@) =mir € I: |X(2)] > 0} = m{t € I\D: |x(?)| > 6} = d,(0).
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Podobnie, dla kazdego 0 < 6 < x*(c0) mamy
dy(0) = m{r € I: |(t)| > 0} > d(0) > d(0) = o0
oraz dla kazdego 6 > x*(o0) zachodzi réwnosé

d;(0) = mir € I: [5(0)] > 6} = m{t € I\D; : [5(1)] > 6)
=mire I\D;: =[y()] > 6} = dy(6).

7 definicji elementu & wnioskujemy, ze (¥)*(c0) = x*(c0) a zbiér D = {t € I: 0 <
|X] < x*(c0)} ma miare zero. Ponadto X < §, a takze X(f) < y(¢) dla r € A, z uwagi na
inkluzje A c I\D;. Idac dalej mamy, ze J(f) > (X)*(c0) = x*(00) dla t € A.

Podsumowujac, elementy X (w miejsce x) oraz y (w miejsce y) spetniaja zatozenia
Lematu 2.24, a takze zalozenie Przypadku I dowodu, tj. m(D) = 0 (w miejsce m(D) =
0). Postepujac analogicznie wnioskujemy, ze istnieje taki zbiér B, m(B) > 0, dla
ktorego x*(r) = (X)" (1) < 3)*(t) = y*(¢) dla t € B. m|

Lemat 2.26 jest uogdlnieniem Lematu 2 z pracy [40], ktéry podajemy ponizej dla
wygody Czytelnika.
Lemat 2.25 (Lemat 2, [40]). Niech x € L% i C = {¢: |x(¢)| > x*(c0)}. Ponadto niech x
spelnia warunek (+) (zob. Definicje 2.20). Jesli m(C) < oo (m(C) = oo odpowiednio),
to istnieje transformacja zachowujaca miare o: I — I (0: C — I odpowiednio),
taka, ze x* o o = |x| p.w (dla p.w 7 € C odpowiednio).
Lemat 2.26. Niech x € L° i C = {t: |x()] > x*(c0)}. Wtedy istnieje transformacja

zachowujaca miare o: C — [0,m(C)), taka, ze x* oo = |x| p.w. na C.

Dowod. W przypadku x*(co0) = 0, lemat wynika z Twierdzenia 2.19. Zat6zmy zatem,

ze x*(c0) > 0. Ponadto niech
X = (|Ix] = x7(0)) %c-

Postepujac analogicznie jak w dowodzie Lematu 2.24 dostajemy (¥)*(c0) = 01 (X)" =
X" — x*(c0). Stad i z Twierdzenia 2.19, istnieje transformacja zachowujaca miare
o: C - [0,m(C)), taka, ze (X)" (o (t)) = X(¢) dla p.w. t € C. Zauwazmy, ze C C S(x)
oraz

IX|(2) — x7(c0) = X(1) = (1) (0(1) = x"(07(1)) — x"(e0)

dla t € C, co koniczy dowdd. O
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Lemat 2.27. Niech E bedzie symetryczna funkcyjna przestrzenia Banacha na I oraz
x € ET\{0}. Jezeli x jest LM punktem, to m{z € I: 0 < x(¢) < x*(c0)} = 0.

Dowod. Zatozmy, ze m{r € I: 0 < x(¢) < x*(c0)} > 0. Wezmy zbior C c {r € [: 0 <

x(1) < x*(00)}, o dodatniej i skonczonej mierze. Biorac
Y= XXc
otrzymujemy, ze y < x oraz
dyy(1) = dy(1) = dp(7) = 0
dla kazdego T < x*(00). Ponadto

d,—y(t) = mfs: (x — y)(s) > 7}
=mf{s e C: (x—y)(s)>71}+m{s € S(X\C: (x —y)(s) > 7}
=mis € S(X)\C: x(s) > 7} = m{s € S(x): x(s) > 7} = d(7)

dla 7 > x*(00). W konsekwencji ||x — y|| = ||x]|, tzn. x nie jest LM punktem. O

Lemat 2.28. Niech E bedzie symetryczna funkcyjng przestrzenia Banacha na I. Jezeli
x € ET\{0} jest UM punktem, to m{s € I: x(s) < x*(c0)} = 0.

Dowdd. Zalézmy, ze ms € I: x(s) < x*(o0)} > 0. Wtedy x*(c0) > 0. Zdefiniujmy
1
Ak:{sel: x(s)+% <x*(00)} dla keN.

Istnieje wtedy k € N, ze m(A;) > 0. Wezmy
1

y= %XA/\

Z uwagi na nier6wnos¢ x*(co) > 0 wnioskujemy, ze Y. € E oraz y € E. Wtedy
(x +Y)na, = Xxna, 1 dey(1) = di(7) dla dowolnego 7 > x*(00). Oczywiscie dyy(7) =

d,(1) = oo dla 7 < x*(c0). Ostatecznie ||x + y|| = ||x]| tzn. x nie jest UM punktem. O

Uwaga 2.29. W teorii funkcyjnych siatek Banacha w naturalny sposob stawia sie
pytanie, czy wtasno$¢ P moze by¢ rownowznie rozwazana tylko na stozku E™ siatki E
(zob. [34]). Trudniej udowodni¢, ze dana wlasnosé moze by¢ rozwazana réwnowaznie
tylko na stozku elementéw nieujemnych i nierosnacych (piszemy wtedy E € (P*), zob.
[6]). Przy rozwazaniu wlasnosci geometrycznych pojedynczego punktu pojawiaja sie

podobne, naturalne pytania.
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Przedyskutujmy zatem nastepujacy problem: czy dla danej wtasnosci P ustalo-

nego elementu x zachodzi réwnowaznosé x € (P) & x* € (P)?

Twierdzenie 2.30. Niech E bedzie symetryczng funkcyjna przestrzenia Banacha na
I. Wtedy x € ET\{0} jest LM punktem wtedy i tylko wtedy, gdy x* jest LM punktem
im{rel: 0< x(t) <x'(c0)} =0.

Dowdd. Koniecznos¢. Niech 0 < y < x*1 0 # y # x*. Z Lematu 2.27 dostajemy,
ze mf{t € I: 0 < x(f) < x*(00)} = 0. Na mocy Lematu 2.26, istnieje transformacja
zachowujaca miare o: C — [0,m(C)), taka, ze x* oo = x p.w. na C = {t: |x(t)| >
Xx*(00)}. Skoro C = S(x),to 0 # yoo < x* oo = xiyoo # x. Zatozenie, ze x jest LM
punktem implikuje, ze [lyll = |ly o orl| < [IxI| = [lx"]|.

Dostatecznos¢. Niech 0 < y < x iy # x. Rozwazmy dwa przypadki.

(i) Niech x*(c0) = 0. Poniewaz 0 < y < x 1y # x, zatem y* < x* oraz istnieje taki
zbioér miary dodatniej A C I, ze |[y(f)| < |x(?)] dla p.w. t € A. Oczywiscie d,(f) < oo dla
kazdego 6 > 0 z uwagi na zalozenie x*(c0) = 0. Z Lematu 2.22 otrzymujemy zatem,
ze istnieje taki zbiér miary dodatniej B C I, ze y*(¢) < x*(t) dla t € B, tzn. y* # x*.
Poniewaz x* jest LM punktem, to |[y|l = |IV*]| < ||x*]| = ||x]|, wiec x jest réwniez LM
punktem.

(i) Niech x*(c0) > 0. Zdefiniujmy

(x=y)(0), jeshi (x = y)(7) > x"(c0),
z2(t) =4 0, jesli x(r) = 0,
Xx*(00), w pozostalych przypadkach.

Wtedy (x — y)(#) < z(t) < x(¢) dla t € S(y), skoro m{t € I: 0 < x(¢) < x"(c0)} = 0.
Ponadto x —y < z < x. Zauwazmy, ze x*(c0) = z'(00), S(z) = S(x) D S(y) i m{r €
I:0 < z(t) < Z°(c0)} = 0. Oczywiscie x(t) > z"(o0) dla wszystkich ¢t € S(z). Na mocy

Lematu 2.24 istnieje zbiér C, dodatniej miary, ze
(x=y)() <z <x@)
dla wszystkich t € C. Z tego, ze x* jest LM punktem, otrzymujemy

[l =yl = IGe = )1 < [l = [l
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Twierdzenie 2.31. Niech E bedzie symetryczna funkcyjna przestrzenia Banacha na
I. Wtedy x € E*\{0} jest UM punktem wtedy i tylko wtedy, gdy x* jest UM punktem
im{rel: x(t) < x*(c0)} = 0.

Dowdéd. Konieczno$é. Warunek m{zr € I: x(t) < x*(c0)} = 0 wynika z Lematu 2.28.
Niech x* < z, x* # z. Wezmy C = {t € I: x(t) > x*(c0)}. Jesli m(C) < co (m(C) = o), to
z Lematu 2.25, istnieje transformacja zachowujaca miare o: [ — I (0: C — [0, 0)),
taka, ze x* o o = x p.w. (x* o o p.w. na C). W pierwszym przypadku dow6d mozna
tatwo dokonczy¢ wykorzystujac element y = zo 0.

Rozwazmy przypadek m(C) = co. Zdefiniujmy

z(o (1)), jesliteC,
¥ = .
0, jeslit ¢ C.

Wtedy xyc <y i xyc #y. Oznaczmy
D ={teS(x): x(t) = x*(0)} oraz g=y+ x(c0)yp.

Oczywiscie D c I\C. Twierdzimy, ze xyc ~ x. Zauwazmy, ze dla kazdego 6 > x*(o0)
mamy
dy (0) =mit € I: xyc() > 0} =mit € I: x(1) > 6} = d(0). (10)

Ponadto dla kazdego 6 < x*(c0), mamy
d(0) =mir e I: x(t) > 0} >mit € I: xyc(t) > 6} =d,,.(6) = o0, (11)

co dowodzi stwierdzenie xyc ~ x. Analogicznie wnioskujemy, ze g ~ y biorac w réw-
naniach (10) i (11) element y w miejsce xyc oraz g w miejsce x.

Z uwagi na x < g i x # g, mamy
"I = [lx" o ol = llxxcll = [lxll < llgll = [yl = llz o &ll = llzlI-

Dostatecznos¢. Niech x < yiy # x. Poniewaz m{z: x(f) < x*(c0)} = 0, zatem z Lematu
2.23, x*(t) < y*(r) dla t € B, gdzie m(B) > 0. Oczywiscie x* < y*. Fakt, ze x* jest UM

punktem konczy dowdd. O

Lemat 2.32 jest wynikiem dobrze znanym w literaturze (zob. np. [56]). Przepro-

wadzimy dowod dla kompletnosci.
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Lemat 2.32.

(i) Niech E bedzie symetryczna funkcyjna przestrzenia Banacha na I = [0, c0)

ixekE. Jezeli x € E,, to x*(t) = 0 przy t — oo.

(ii) Niech E bedzie symetryczng ciagowa przestrzenia Banacha i x € E. Jezeli

xeE, tox"(i) » 0 przy i — oo.

Dowod. (i) Zatézmy, ze x*(c0) > 0. Zdefiniujmy

C= {; € S(x): x(1) > x*(;o)}.

Wtedy m(C) = co. Niech ciag zbioréw (Cy)ien bedzie taki, ze C = 2, C;, C;NC; =0
dla dowolnych i # j, oraz m(C;) < oo dla kazdego i € N. Z uwagi na to, ze E <
L, + L., otrzymujemy, ze dla kazdego z € E C L + L, oraz fol =zl or, < Mzlle-

Wezmy ciag A, = C\ UL, C;. Wtedy A, C C oraz m(4,) = oo dla kazdego n € N.
Tak zdefiniowany ciag zbiorow jest zstepujacy, tj. A, | 0. W konsekwencji

1
= [ ) >
0

Ostatecznie x ¢ E,, co konczy dowdd.

),

ol > [,

(ii) Zalézmy przeciwnie, ze x*(i) / 0, tzn. istniejg 6 > 0 i podciag (ix);2, takie, ze
|x(@)| > 6 dla kazdego k€N,

Niech x, = |xI%, ... Zauwazmy, ze 0 < x, < |x| dla kazdego n € N i x, — 0

punktowo. Z drugiej strony, mozna zauwazy¢, ze
x,(i)y > 6 dla wszystkich n,ieN.

Z symetrii przestrzeni istnieje takie a > 0, ze dla kazdego i mamy |le;||z = a. Osta-

tecznie ||Ix,llp = ||x,||; = dlleill = a > 0, wiee x € E,. O

Warto zauwazy¢, ze implikacja przeciwna w Lemacie 2.32 nie zachodzi, co poka-

zuje ponizszy przyktad.
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Przyktad 2.33. Niech ¢ bedzie funkcja quasi wklesta na I = [0, ) (zob. [3]) oraz
¢(0+) = 0. Przypomnijmy definicj¢ funkcyjnych przestrzeni Marcinkiewicza M, M:

tel

M, = {x el’: llxll5, = sup X" (b))} < oo}
M;; = {x el?: ||x||M:p = sulp{x*(t)q)(t)} < oo}.

Oczywiscie z uwagi na nieréwnos$¢ x* < x** oraz definicje wlozenia przestrzeni (zob.

(1)) mamy, ze M, N M. Ponadto M < M, wtedy i tylko wtedy, gdy

f(l/q)(s))ds <ct/P(t) dlakazdego tel (12)
0

(zob. [50]). Rozwazmy przestrzenie My, My dla funkcji ¢(r) = Vt. Wezmy
Z Vi—1 X[zll)’ i €N,
i=1

7 uwagi na wklestos¢ funkcji f(u) = Vu otrzymujemy, ze x = x*. Zauwazmy réwniez,
ze funkcja ¢ spelnia warunek (12), wiec M = My i normy |-y, oraz ||-||M$ sa
rownowazne. Ponadto

sup ' (N6(1) < sup Vi (Va- Vn-T1)<1

>0

a zatem x € Mg = M. Zauwazmy rowniez, ze x*(c0) = 0 z uwagi na réwnoscé
hm,,_m(\/_— Vn — ) 0. Zdefiniujmy x, = XYnc) = Z}’;Hl( i— Vi- 1)))([5_17,).

Z faktu, ze x*™* > x* otrzymujemy

llxall = sup x, (D) > Sup X, NORY

= lim x;(k) Vk = lim Vi(Vn+k+1- Vn+k)=>
dla kazdego n. Zatem x ¢ (My),, poniewaz 0 < x, < x oraz x, — 0 punktowo.

Ponizszy lemat byl udowodniony w bardziej ogbélnym przypadku w pracy [20]

(Proposition 2.3). Ponizej przedstawiamy dow6d bezposredni.

Lemat 2.34. Niech E bedzie symetryczna funkcyjna przestrzeniag Banacha na I.
Wtedy x € E, wtedy i tylko wtedy, gdy x* € E,,.
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Dowod. Koniecznosé. Jezeli x € E,, to x*(c0) = 0 na mocy Lematu 2.32. Ponadto
istnieje transformacja zachowujaca miare o, taka, ze x* o o~ = |x] (zob. [3]). Wezmy

taki cigg 0 < x, < x*, ze x, = 0 p.w. i zdefiniujmy y, = x, o 0. Wtedy
Vpo=X,00 < x o0 =|x| € E,.

Ponadto, z uwagi na x, — 0 p.w., otrzymujemy y, — 0 p.w. Stad i z symetrii

przestrzeni E wnioskujemy, ze
Ixall = [lx, 0 oIl = llyall — 0.

Dostatecznos¢. Zatézmy, ze 0 < x, < |x] i x, = 0 p.w. Wtedy 0 < x) < x*. Z Lematu

2.32, x*(c0) = 0, a zatem x; — 0 punktowo z Wtasnosci 12°, str. 67, [56]. Ostatecznie

ok

X

|l = 0.

[l =

O

W pracy [10] (Tw 3.2, implikacja (iii)=(ii)) pokazano, ze ciag x, jest zbiezny do

xwgmiary jesi 0 < x < x,, x € E, i | x; — x*|| = 0. Analogiczny wynik dla przypadku
0 < x, < x, przedstawiony w Lemacie 2.36, wymaga innych technik. Wspomniane
Twierdzenie jest kilkakrotnie wykorzystywane w niniejszej pracy, zatem przedsta-

wiamy je tu dla wygody Czytelnika.

Twierdzenie 2.35 (Twierdzenie 3.2, [10]). (a) Jesli przestrzen (E,||-||g) z miara Le-
besgue’a m jest osrodkows symetryczng przestrzenig na I, to nastepujace warunki

sg rOwnowazne.

(i) Norma ||-||z jest $cisle monotoniczna i (E,|-||z) ma whasnosé Kadeca—Klee

wzgledem globalnej zbieznosci wg miary.
(ii) Norma [|- ||z jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna

(iii) Niech x € E, (x,) C E beda takie, ze 0 < x* < x}, n € N. Jedli [|x,|| — [|xllg, to

(b) Jesli przestrzen (E, || - ||z) z miara Lebesgue’a m jest oSrodkowa symetryczna prze-

* *
x, — x|, = 0.

strzenig na I = [0, o), wtedy warunki (i) - (iii) sa réwnowazne réwniez warunkowi

(iv) Przestrzen E ma wlasno$é Kadeca—Klee wzgledem lokalnej zbieznosci wg miary.



2. PRZESTRZENIE SYMETRYCZNE 25

Lemat 2.36. Niech E bedzie symetryczna funkcyjna przestrzenia Banacha na /. Niech

x€E, {x,} CE,0<x,<xoraz x*(0) = 0. Jezeli ||x;‘l —x*|| = 0, to x, jest zbiezny

do x wg miary.

Dowdd. Zatézmy przeciwnie, ze x, 4 x wg miary, tzn. istnieja liczby 0 <6 <e < 1,

ze (przechodzac w razie potrzeby do podciagu) mamy
mi{zr: x,(t) < x(t) — 2} > 26 dla kazdego n € N, (13)
Skoro x*(c0) = 0, to istnieje y > 1 speliajace nierownosc¢
P>
x*()/ -0) < Z (14)

Na mocy Twierdzenia 2.19, istnieje transformacja zachowujaca miare o: S(x) —

S(x*) taka, ze x* oo = x p.w. na S(x). Niech, dla kazdego n € N |
A=oc Yt x'(1) <2&} oraz Q, = {t: x,(t) + 2& < x(1)}.

WeZzmy t,, = m(A°) = d,(2¢). Oczywiscie Q, c A° dla kazdego n € N. Z warunku
(13) wynika
m{t €Q,: Z < x,,(t)} >0 lub m{t €Q,: x,(t) < Z} >0
dla kazdego n € N. Rozwazmy dwa przypadki.
Przypadek 1. Zatézmy, ze m{t € Q,: x,(1) < i} > ¢ dla nieskonczenie wielu n € N.

Przechodzac do podciagu i przenumerowujac w razie koniecznosci, zdefiniujmy dla

neN
F, = {t e Q,: x,(0) < Z} oraz y, = (Z

Zauwazmy, ze X, <y, < x i 6 <m(F,) < m(Q,) < tp,. Wtedy

e e t2£_6 e
[ weas< [Cviwas= [T s+ [ yioas
0 0 0 t2£_6
1e—0 e e
<f x*(s)ds+f —ds
0 he—0 4

t28_6 e e
< f xX"(s)ds + f 2eds — €6 < f X" (s8)ds — &6.
0 te—0 0

- a5 -] > a6 - s

e e
> f (x=xi)' > f (x"—x;)>e6 >0,
0 0

XE, T xXFﬁ)-

W konsekwencji

ok
allx, —x
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gdzie a = tzg/”)([o,,zg) > 0 (zob. nieréwnos$¢ (4.6) w pracy [56], str. 92). Zatem

# 0, co konczy dowdd pierwszego przypadku.

X, — X"
Przypadek II. Zatézmy, ze m(E,) > ¢ dla nieskonczenie wielu n € N, gdzie E, =
{t €Q,: £< x,,(t)}. Z uwagi na 0 < x, < x i x*(c0) = 0, dla kazdego n € N istnieje
transformacja zachowujaca miare o,: S(x,) = S(x}) taka, ze x; o 0, = x, p.w. na

S(x,). W konsekwencji, dzieki nieréwnosci Hardy’ego-Littlewooda (zob. [3]), dosta-

Y
f X (t)dt = f x,(H)dt = f x,()dt + f x,(H)dt
0 o' 0y) o7 [0,Y)NE, o 0)NES

< f x(t)dt + f x(n)dt — f 2edt
o [0.)NE, o M0NES oy 0.)NE;

jemy

(15)
- f x(t)dt — 2em (a;l[o, )N E)
o '10.y)
y
< f X' (0dt - 2em (0,'[0,7) N ES)
0
Korzystajac z nieréwnosci (14) dostajemy
he = m(AY) = d,(2¢) < d(e/4) < d(X"(y - 9)) <.
Skoro E, C Q, C A°, widzimy, ze E, C 0,'[0,7y) dla kazdego n € N. Ostatecznie
m(O';I[O, v)N E,,) =m(E,) > dla kazdegon e N,
skad, razem z nier6wnoscig (15), otrzymujemy
Y y
f x,(dt < f X" (t)dt — 2&6.
0 0
W konsekwencji rozwazan analogicznych jak w przypadku I, wnioskujemy ze
x;, = x"|| # 0, co konczy dowdd. m]

Twierdzenie 2.37. Niech E bedzie symetryczng funkcyjna przestrzenia Banacha na
I. Element x € E* jest LLUM punktem wtedy i tylko wtedy, gdy x jest LM i OC

punktem.

Uwaga 2.38. Zostalo udowodnione, ze majac symetryczng funkcyjng przestrzen Ba-
nacha E, E € (LLUM) wtedy i tylko wtedy, gdy E € (SM) i E € (OC) (por. Tw 2.6.

w [26]). Ponizszy dowdd jest ,lokalizacja” dowodu wspomnianego twierdzenia.
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Dowdd Twierdzenia 2.37. Konieczno$¢ wynika z Lematu 6 w [37] oraz z definicji.

Dostatecznos¢. Niech 0 < x, < x 1 ||x,|| — [|x]]. Ustalmy

1
AF = {t € S(x): x,(1) < (1 - Z)x(t)} dla n,keN.
Twierdzimy, ze dla kazdego k € N,
XYk "0 globalnie wg miary. (16)

Zalozmy przeciwnie, ze istnieja liczby k € N oraz &, > 0 takie, ze przechodzac
do podciggu i przenumerowujac w razie koniecznosci, dostaniemy m(Bﬁ) > ¢ dla
kazdego n € N, gdzie Bf = {t: x()yax(t) > 6}. Twierdzimy ponadto, ze

a = liminf

n—oo

)
X = %XB’,‘, < Ixll- (17)

Jesli nieréwnosé (17) nie jest spetniona, to a = ||x]|. Biorac y, = x— %X357 otrzymujemy
0 <y, < x, skad y;, < x*. Korzystajac z Twierdzenia Helly’ego, przechodzac do

podciagu w razie koniecznosci, wnioskujemy, ze y;, — y punktowo i y = y*. Z Lematu

2.34, x* € E,. Zatem warunki y < x* 1 [y, —y| < 2x* implikuja ||y, — y” — 0. Z drugiej

strony, z uwagi na réwno$¢ liminf,_, ||y,|| = ||x||, dostajemy

Yull = Iyall = llxll = [lx71] .

Z Twierdzenia 2.30, x* jest LM punktem, Stad y = x*, gdyz w przeciwnym przypadku

* *
Y =X

bytoby |lyl| < ||x]|. W konsekwencji — 0. Z Lematu 2.36 wnioskujemy, ze

y» — x globalnie wg miary,

sprzecznos¢ z definicja y,, co konczy dowdd nieréwnosei (17).
Oznaczmy (A’,‘l)c = I\A*. Mamy

llxall = < < —a <,

19)
x — —
kXB,,

1
Xnak + XnX(ak)e (1 - %)XXAﬁ T XnX(ak)

sprzecznosé z zalozeniem, ze ||x,|| — ||x|l, co dowodzi (16). Razem z warunkiem

. . ’ ;. . 1 A
Xy < x € E, otrzymujemy ||xXA5|| — 0. Z nieréwnosci Xk(at)” > (1 - E) XAk Y
wnioskujemy, ze

1
(0 = Xa)X(ag)” S XK (a5)"
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a co za tym idzie,

1
< - .
| <2l

= mcy

Niech € > 01 kg > %IIxII. Stad istnieje ny takie, ze ||XXAI<O < £ dla n>no. Wtedy

[lx — x|l < <&

(x— xn)XAﬁo +(x - xn)X(Ako)C
dla n > ngy, co konczy dowdd. O
Ponizszy wniosek wynika natychmiast z Twierdzenia 2.37, Lematu 2.34 i Twier-

dzenia 2.30.

Whiosek 2.39. Niech E bedzie symetryczng funkcyjng przestrzenia Banacha na I.
Wtedy x jest LLUM punktem wtedy i tylko wtedy, gdy x* jest LLUM punktem.

Twierdzenie 2.40. Niech E bedzie symetryczna funkcyjna przestrzenia Banacha na
Ii0<x€ekFL.

(i) Jezeli x jest ULUM punktem, to x* jest ULUM punktem i m{r € I: x(r) <
x*(c0)} = 0.

(ii) Zalézmy, ze E € (OC) lub x jest H, punktem. Jezeli x* jest ULUM punktem,
to x jest ULUM punktem.

Dowdd. (i) Warunek mfr € I: x(f) < x*(o0)} = 0 wynika z Lematu 2.28. Zal6zmy, ze
X< x, 1|l = |lx¥|l. Wezmy C = {r € I: x(f) > x*(0)}. Jesli m(C) < oo (m(C) = o),
to z Lematu 2.25, istnieje transformacja zachowujaca miare o: I — [ (o: C —
[0,00)), taka, ze x* o0 = x p.w. (x* o0 = x p.w. na C). Jezeli m(C) < oo, to

x=x"o0 < x,00 =:%,. Mamy
X, = Xl = llx, 00 = x" o | = [lx — X,[| = 0.
Zatozmy, ze m(C) = co. Wezmy

_ X, (o (1)), jesliteC,
xn(t) =
0, jeslit ¢ C.
Wtedy xyc = x* oo < x, 00 = Z,)c. Niech y, = X, + x"(c0)yp, gdzie D = {t €
S(x): x(t) = x*(c0)}. Zauwazmy, ze xyc ~ X 1 y, ~ %, (por. dowdéd Twierdzenia 2.31),

skad [[y,|l = |lx||. Skoro x < y,, to |y, — x|| = 0. W konsekwencji

llx, — x*|| = llx, 0o 0 = x" o || = ||%, — xxcll = Iy, — xI| = 0.
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x*

"Il = |Ix*||. Z zatozenia wnio-

i1) Niech x < x, 1 ||x,|| = ||x]|. Wtedy x* < x* oraz
y n

skujemy, ze ||x; — x*|| = 0. Zatem x, 5x (wystarczy wykorzysta¢ dowdd implikacji

(iii)= (i) Twierdzenia 2.35). Z faktow x, — x oraz ||x* — x*|| — 0 wnioskujemy, ze

|lx, — x[| = 0 na mocy Wniosku 1.6 w pracy [10], gdy E € (OC). W przypadku, gdy x

. /7 m . .
jest H, punktem, to z warunkéw x, — x oraz ||x,|| — ||x|| wynika, ze [|x, — x|| = 0. O

Zwréémy uwage, ze Twierdzenie 2.40 (ii) zachodzi przy stabszym zalozeniu, ze
x € E, zamiast E € (OC), lecz wtedy trzeba wykorzysta¢ Proposition 2.4 w pracy
[20], co wymaga zastosowania teorii algebr von-Neumanna (symetrycznych prze-
strzeni mierzalnych operatoréw).

Warto zwroci¢ uwage, ze petna charakteryzacje dla punktu ULUM znajdziemy

w pracy [16], Twierdzenie 3.10. Z tego twierdzenia wynika ponizszy wniosek.

Whiosek 2.41. Niech E bedzie symetryczng funkcyjna przestrzenia Banacha na [
oraz x € E,. Wtedy x jest ULUM punktem wtedy i tylko wtedy, gdy x jest UM i H,

punktem.

Przyjmijmy, ze dla kazdej globalnej wlasnosci P, przez wyrazenie E € (P%)
rozumiemy tak, ze E ma witasno$¢ P tylko dla nierosngcych funkcji nieujemnego
stozka z E (zob. Uwage 2.29). Na przyktad, méwimy, ze E € (S M*) gdy dla kazdego
0 < x <y warunki x = x*, y = y* oraz y # x implikuja, ze ||x]| < |[y||. Oczywiscie, jesli
E € (P), to E € (P).

Naturalne pytanie, czy zachodzi implikacja przeciwna, byto rozwazane w [6] dla
wlasnoséci wypuktosciowych (Scista wypuktosé). W przypadku wtasnosci monoto-

nicznos$ciowych otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.42. Niech E bedzie symetryczng funkcyjng przestrzenia Banacha na I.
Wtedy

(i) E € (SM) wtedy i tylko wtedy, gdy E € (SM*) i x*(c0) = 0 dla kazdego x € E.
(ii) E € (LLUM) wtedy i tylko wtedy, gdy E € (LLUM?®).
(iii) Niech E € (OC). Wtedy E € (ULUM) wtedy i tylko wtedy, gdy E € (ULUM").

Dowdd. Wystarczy zastosowaé powyzsze wyniki dotyczace LM, UM, LLUM i ULUM
punktow. Przypadki (i) oraz (ii) sa nowe, przypadek (iii) byl udowodniony w Twier-

dzeniu 2.35 (réwnowaznosé (ii) < (iif)). O
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Uwaga 2.43. Niech E = E([0, 00)). Zauwazmy, ze x*(c0) = 0 dla kazdego x € E wtedy
i tylko wtedy, gdy ¥j0.) ¢ E.

2.2. Punkty monotonicznos$ci i porzadkowej ciggtosci w przestrzeniach
Lo i Apy

W niniejszym rozdziale zajmowaé si¢ bedziemy wlanosciami punktow w prze-
strzeniach Lorentza I'),,, i A,, dla 1 < p < co (zob. Definicje 2.14, 2.16). Wyniki
te beda mialy zastosowanie w dowodzeniu odpowiednich kryteriow dla punktow
w przestrzeniach Orlicza-Lorentza Ay, Ponadto wywnioskujemy z nich charakte-
ryzacje wtasnosci globalnych dla przestrzeni I'p,, i A, .

Zauwazmy, ze I',,,[0,1) € (OC) oraz A,,[0, 1) € (OC) (z twierdzenia Lebesgue’a
o zmajoryzowane]j zbieznosci). Ponadto dla I = [0, c0) wnioskujemy podobnie, gdy
fooo w = co (zob. réwniez [13], [43]). Zatem punkty porzadkowej ciaglosci sensownie
jest rozwazac tylko w pozostaltym przypadku.

W dalszej czesci tego rozdziatu bedziemy uzywaé nastepujgce oznaczenia

y =inf{t: m(Sw)N(r,a)) =0} dla a=11luba =,
B = supir: m(S(w) N [0,7) = 0},

(18)

przyjmujac inf@ := @, sup® := 0. Oczywiscie a jest koncem przedziatu I = [0, @)
(zob. (2)).

Twierdzenie 2.44. Niech £ =T',,[0,00) lub E = A,,,[0, ), fomw < oooraz x € E.
Wtedy x € E, wtedy i tylko wtedy, gdy x*(c0) = 0.

Dowdd. Koniecznos¢ wynika z Lematu 2.32.

Dostatecznos¢. Udowodnimy tylko przypadek E =T,,,, z uwagi na to, ze dla prze-

strzeni A,,, dowod jest prostszy. Niech & > 0. WeZmy

£
g =———, A, ={t: x(t) 2 ¢} oraz f,

2(fw)"

Skoro x*(e0) = 0, to t,, < co. Wezmy zbiér B, taki, ze

m(B,) =1, i f " ¥ (s)ds = f [x(s)lds
0 B,

= m(Ag)).

1
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(zob. Lemat 2.8). Niech A, | 0, tzn. A,,; C A, dla kazdego n € N i m(,_, A,) = 0.
Oznaczmy Al = A, N B,, i A2 = A,\B,,. Zauwazmy, ze m(A}) | 0 oraz, z nieréwnosci
Hardy’ego-Littlewooda (zob [3]),

- ‘ . m(Ay,)
(xra) O = % fo (x%a1) ()ds < % fo x*(s)ds

dla wszystkich ¢ > 0 i dostatecznie duzych n. Stad (xy,)™ () — 0 przy n — oo
dla wszystkich ¢t > 0. Oczywiscie (XXA},)** < x™, skad ((xXAé)**)pw < (x*)Pw € L.
Z twierdzenia Lebesgue’a o zdominowanej zbieznosci, ||xx A;” < g/2 dla dostatecznie
duzych n. Ponadto ||xxA5|| < g (fooo w)l/p = /2 i w konsekwencji ||XXAH|| < g dla

dostatecznie duzych n. To konczy dowdd. O

Twierdzenie 2.45. Niech E =T, lub E = A,,,. Wtedy x € E* jest LM punktem
wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) mSE) N (y, @) =0,
(ii) mfr € I: 0 < x(r) < x*(c0)} = 0,
gdzie y jest zdefiniowane w (18) oraz a w (2).

Dowd6d. Rozwazmy dowdd dla przestrzeni E = T'p,,. Gdy E = A,,,, to dowdd jest
nawet prostszy, a ponadto twierdzenie wynika réwniez z wynikéw w pracy [28].
Koniecznoéé. Warunek (ii) wynika z Lematu 2.27.

(i) Jezeli y = a, to warunek (i) jest speliony. Zalézmy przez transpozycje, ze
Yy < @ im(Sx) N (y,a)) > 0. Oznaczmy z = x™Y,). Wtedy 0 < z < x*, z # x”
ilzll = |lx*|l. Stad x* nie jest LM punktem, wiec z Twierdzenia 2.30 wynika, ze x nie
jest LM punktem
Dostatecznos¢. Niech y € E* bedzie takie, ze 0 < y < x, y # 0. Wtedy x —y < x oraz
(x —y)(®) < x(t) dla p.w. t € S(y).

Zatézmy, ze y < a lub x*(c0) = 0. Z Lematu 2.22, istnieje taki zbior B c [
o dodatniej mierze, ze

(x = y)'(1) <x'(0)

dla t € B. Z warunku (i) wnioskujemy, ze B C [0,7y). Ponadto istnieje ¢, € B, ze

1) 10}
f (x—y)< f X"
0 0
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Dla kazdego ty) < t < y, otrzymujemy

1 [ 1 ("
(x=y)" @) = 7 f (x-y7 < ;f xt = x"().
0 0

Skoro (x — y)™ < x* i m(S(w) N (ty,y)) > 0, zatem ||lx —y|| < ||x]|, tzn. x jest LM
punktem.

Zatozmy, ze y = @ = 00 i x*(00) > 0. Wtedy m(S(x)) = co. Wezmy element

(x = y)(0), jesli (x = y)(1) > x"(c0),
z2(t) =1 0, jesli x(r) =0,
x*(00), w pozostalych przypadkach.

Wtedy (x — y)(1) < z(r) < x(¢) dla t € S(y), skoro m{t € I: 0 < x(t) < x*(o0)} = 0.
Ponadto x —y < z < x. Zauwazmy, ze x*(00) = 7'(), S(z) = S(x) D S(y) i m{r €
I:0 < z(t) < 7' (o0)} = 0. Oczywiscie x(f) > z"(o0) dla wszystkich ¢ € S(z). Na mocy

Lematu 2.24 wnioskujemy, ze istnieje taki zbior C ¢ I o dodatniej mierze, ze

(x=y)() <Z() <X ()

dla kazdego t € C. Ponadto istnieje fy € C, ze spelniona jest nierownosé

1) 10}
f (x—y)< f X"
0 0
Dla kazdego t > ty mamy

1 [ 1 ([
(x—y)**(t)=;fo(x—y)*<;fox*=x**(t)~

Nierownosci (x — y)™ < x* 1 m(S(w) N (ty, )) > 0 implikuja, ze [|x — y|| < ||x]|, wiec x

jest LM punktem. O

Ponizszy wniosek wynika bezposrednio z Twierdzen 2.37, 2.44 i 2.45. Kryterium

dla przestrzeni E = A,,, moze by¢ réwniez wywnioskowane z Wniosku 2.52 przy
Ou) = u.
Whiosek 2.46. Niech E =T, lub E = A,,,. Wtedy x € E* jest LLUM punktem
wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) mS&) Ny, @) =0,

(ii) x*(c0) =0,
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gdzie y jest zdefiniowane w (18) oraz a w (2).

Twierdzenie 2.47. Niech E =T, lub E = A,,,. Wtedy x € E* jest UM punktem
wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) m{s € I: x(s) < x*(y)} =0,
(i) x*(y) = x*(y"),
gdzie y jest zdefiniowane w (18), oraz x*(y~) = lim,,,- x*(¢).

Dowd6d. Dowod przeprowadzimy tylko dla £ =T,,,.
Koniecznoéé. (i) Jesli y = oo lub x*(y) = x*(e0), to warunek (i) zachodzi na mocy
Lematu 2.28. Zatézmy zatem, ze y < oo, x*(y) > x*(o0) oraz m{t € I: x(t) < x*(y)} > 0.
Stad x*(y) > 0.

Ponadto y < @ w przypadku, gdy a = 1. Istotnie, gdyby @ = y = 1, to definiujac
zbiory A; nastepujaco:

1
Ak:{tEI:x(t)+%<x*(y)}, keN

otrzymamy, ze istnieje takie kg € N, ze m(Ay,) > 0 oraz d (x*(y) — 1/ky) < dy(x*(y) —
1/ky), sprzecznosé z warunkiem x ~ x*.

Rozwazmy dwa przypadki.
1. Zalézmy, ze @ = co. Z warunku x*(c0) < x*(y) i prawostronnej ciggtosci funkcji x*

wynika, ze istnieje #y > y dla ktérego
x"(00) < x"(ty) < X" (y).

Biorac y = x™jos) + X (t0))ir.c0) Mamy, ze y > x*, y # x* oraz ||yll = ||x*]|. Stad x*
nie jest UM punktem. Na mocy Twierdzenia 2.31 element x rowniez nie jest UM
punktem.

2. Niech teraz @ = 1. Wtedy y < 1 i wowczas x*(17) < x*(y), gdyz w przeciwnym
przypadku otrzymalibySmy sprzecznosé z faktem iz x ~ x* (jak wyzej). Istnieje zatem

v <ty < 1, dla ktérego zachodzi nieréwnosé
X(17) < x*(tp) < X" ().

Kontynuujac dowod jak w punkcie 1. wnioskujemy, ze x nie jest UM punktem.
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(ii)) W przypadku y = co warunek jest speliony. Zatézmy, ze y < oo, x*(y) #
x"(y7). Wtedy a = lim,_,,- x*(t) > x*(y). Zdefiniujmy z = x" + %[a — X" (V) Wty.0)- Mamy
wtedy x* < z, x* # z oraz ||x*|| = ||zl|, skad x* nie jest UM punktem, wiec, na mocy
Twierdzenia 2.31, element x nie jest UM punktem.

Dostatecznosé. Z uwagi na (i) oraz Twierdzenie 2.31 wystarczy pokazaé, ze x* jest

UM punktem. Niech x* < z i x* # z. Wystarczy pokazaé¢, ze istnieje zbiér A C
[0,y) dodatniej miary, ze dla t € A zachodzi nieréwnos$¢ x*(¢) < z*(¢) i podazac jak
w dowodzie dostatecznosci Twierdzenia 2.45.

Zatézmy przeciwnie, ze x*(t) = z°(¢) dla p.w. t € [0,y). Z Lematu 2.24, istnieje
zbiér B dodatniej miary, ze x*(¢) < z°(¢) dla t € B. W konsekwencji m(B N [y, a]) > 0.
Niech B, = {t € B: x*(t) + 1/n < Z*(t)}. Wtedy m(B,,) > 0 dla pewnego ny € N. Stad
Z'(y) > x*(y) + 1/np, a wtedy

X0 =20 >x"(y) + 1/ng

dla p.w. wszystkich 0 < t < y. Wtedy lim,,,- x*(t) > x*(y) + 1/ng, otrzymalismy

sprzeczno$¢ z warunkiem (ii). mi

Uwaga 2.48. Przypomnijmy, ze w przestrzeni $cisle monotonicznej E wtasnosci LM
punktu i UM punktu pokrywaja sie (zob. Uwaga 1.8). Tak juz jednak nie jest, gdy
E nie jest $cisle monotoniczna.

Wezmy E = A,,(I) lub E =T,,() dla I = [0,00) oraz y = 1 (gdzie y jest
zdefiniowane w (18)). Niech x = o) Oraz y = yj0.1. Wtedy x,y € E oraz, na mocy
Twierdzen 2.45 oraz 2.47, element x nie jest LM punktem ale jest UM punktem
podczas gdy element y jest LM punktem ale nie jest UM punktem.

Wiadomo, ze Iy, € (Hg) dla kazdej funkcji wagowej w oraz dla 1 < p < oo (zob
Twierdzenie 4.1 w pracy [16]). Ponadto A;,, € (Hg) na mocy Wniosku 1.3 z pracy
[10], natomiast, patrzac bardziej ogélnie, A,,,, € (Hg) wynika z Wniosku 3.21 w [49].
W konsekwencji, wykorzytujac Wniosek 2.41, Twierdzenie 2.44 oraz Twierdzenie

2.47 w niniejszej rozprawie otrzymujemy ponizszy wniosek.

Whniosek 2.49. Niech E =T,,, lub E = A,,,, x € E* oraz x"(c0) = 0. Wtedy x jest
ULUM punktem wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) m{s € I: x(s) < x*(y)} = 0,

(i) x*(y) = x*(y"),
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gdzie y jest zdefiniowane w (18).

2.3. Zastosowania

2.3.1. Lokalna struktura przestrzeni Orlicza—Lorentza Ag,,

Przypomnijmy najpierw definicje przestrzeni Orlicza—Lorentza (dla szczegdtéw
patrz poczatek rozdziatu 3). Niech ¢ bedzie funkcja Orlicza, a w - nierosnaca, nie-
ujemna, lokalnie calkowalng funkcja wagowa. Dla x € L%(I) zdefiniujmy wypukty
modular I, wzorem

[ o @)yw®dr, jesli ¢ oxe Ay,
I¢(.X) = 1
00, w przeciwnym przypadku.
Przestrzen modularna A,,, generowana przez ten modular jest nazywana przestrze-

nig Orlicza—Lorentza, tzn.
Ao =1{x€ L(D): ¢ o (Ax) € Ay, dla pewnego A > 0}.
Rozwazamy te przestrzen z norma Nakano-Luxemburga, tj.
lIxlly = inf{d > 0: Iy(x/A) < 1}

W tym rozdziale przedyskutujemy wyniki dotyczace LM, UM, LLUM i ULUM
punktéw we wspomnianych przestrzeniach Orlicza-Lorentza Ag,,. Wynikajg one
z ogblnych faktéw dotyczacych przestrzeni Calderéna-tozanowskiego E4 jak row-
niez z wynikéw przedstawionych w rozdziale 2.2.

Warto zauwazy¢, ze W. Gong i Z. Shi w pracy [28] badali te punkty pokazujac
dowdd bezposredni w klasie funkeyjnych przestrzeni Orlicza—Lorentza generowanych
przez funkcje Orlicza, ktére znikaja tylko w zerze i przymuja tylko skonczone war-
tosci. Ponadto kryterium na LLUM punkty i ULUM punkty w pracy [28] sa podane

tylko dla I = [0, 1). Ponizej zaprezentowane sa warunki w petnej ogélnosci.

Wniosek 2.50. Niech x € ALW(I). Wtedy x jest LM punktem wtedy i tylko wtedy,

gdy nastepujece warunki sg spetnione
(i) inf{d > 0: foa d(x*(t)/ DYw(t)dt < oo} < 1,

(i) m{r e I: 0 < x(t) < max{ay, x"(0)}} = 0,
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(iil) m(S(x*) N (y,@)) =
gdzie y jest zdefiniowane w (18).

Dowdd. Zastosujemy Twierdzenie 2 z pracy [37] dla E = A,,(0, @) oraz Twierdzenie
2.45 niniejszej rozprawy. Pokazemy réwnowazno$¢ odpowiednich warunkow dowo-
dzonego wniosku i wspomnianego Twierdzenia 2 przy wykorzystaniu Twierdzenia
2.45. Przez (i)-(iii) bedziemy rozumie¢ warunki dowodzonego wniosku. Gdy bedzie
mowa o odpowiednich warunkach Twierdzenia 2 z pracy [37] bedziemy pisali np.
(i) Tw. 2. Analogicznie odwotamy si¢ np. do warunku (i) Twierdzenia 2.45, tzn. (i)
Tw. 2.45.

Mamy zatem

(i) =

(i)

(i) wraz z (iil) oraz Tw. 2.45
(i)

(ii)

(i) Tw. 2.
(i) Tw. 2.

(iii) Tw. 2.

(ii) oraz (iii) Tw. 2 oraz (ii) Tw. 2.45.
(iii) Tw. 2 oraz (i) Tw. 2.45.

LLINR LI

O

Whiosek 2.51. Niech x € A:{)’W(I). Wtedy x jest UM punktem wtedy i tylko wtedy,
gdy x = byy; lub spelnione sg nastepujace warunki:

(i) x > max{ae, X* (M,
(i) [ oG @mwnyde =1,
(iif) x*(y7) = x*(y),
gdzie y jest zdefiniowane w (18).

Dowdd. Zastosujemy Twierdzenie 1 w pracy [37] dla E = Ay,,(I) oraz Twierdzenie
2.47 niniejszej rozprawy. Pokazemy, wykorzystujac sposéb notacji z dowodu po-
przedniego wniosku, rownowaznos$¢ odpowiednich warunkéw dowodzonego wniosku
i wspomnianego Twierdzenia 1 przy wykorzystaniu Twierdzenia 2.47. Bedziemy za-
tem pisali na przyktad (i), gdy bedzie mowa o warunku dowodzonego wniosku, (i)
Tw. 1, albo (i) Tw. 2.47.
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Mamy zatem

(i) = (1) Tw. 1.
(i) = (i) Tw. 1.
(i) wraz z (iii) oraz Tw. 2.47 = (iii) Tw. 1.
(i) & (i) Tw. 1. oraz (i) Tw. 2.47.
(ii) < (iii)) Tw. 1. oraz Tw. 2.47.
Ponadto zauwazmy, ze alternatywny warunek x = by); wystepuje zaréwno w do-

wodzonym wniosku jak i Twierdzeniu 1 w pracy [37]. o

Whiosek 2.52. Niech x € A;;W(I). Wtedy x jest LLUM punktem wtedy i tylko wtedy,
gdy
(i) inf{d > 0: foa G (1) / D)w(t)dt < oo} =0

(ii) mftr e I: 0 < x(f) < ay} =0,
(iif) x*(c0) =
(iv) by = oo,

(v) m(S(x) N (y, @) =
gdzie y jest zdefiniowane w (18).

Dowdd. Zastosujemy Twierdzenie 2.37, Wniosek 2.50 oraz Wniosek 3.28 z niniejszej
rozprawy. Zwroé¢my uwage, ze rownosc x*(oo) = 0 oznacza, ze (¢ o x)*(c0) = 0, czyli
¢ ox € (Ay,,(I),. Warto réwniez zauwazy¢, ze warunek (i) jest spetniony wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢ spelia lokalny warunek AS(x) i pox € (Ay,,(I)), przy zatozeniu,
ze by = co (zob. Definicje 3.12). o

Kryteria na ULUM punkt w przestrzeni A;,,(I) byly udowodnione bezposrednio
we Wniosku 5.1 w [55] oraz, przy pewnych dodatkowych zatozeniach, w Twierdzeniu
5 w [28]. Gdyby byly znane kryteria na H, punkt w Ay ,(/) (nie byly jeszcze rozwa-
zane), to moglibysmy wywnioskowaé taka charakteryzacje opisujaca ULUM punkty
z Wnioskéw 2.41, 2.51 oraz 3.28 w niniejszej rozprawie. Jezeli ¢ spetnia odpowiedni
globalny warunek A,, to A ,(I) € H, na mocy Wniosku 3.21 w pracy [49]. Wtedy,
jesli0 < x e (Aq),w(l))a (zob. Wniosek 3.28), to x jest ULUM punktem wtedy i tylko
wtedy, gdy x jest UM punktem. Przypomnijmy, ze jezeli ¢ € A, oraz flw = oo dla
I=10,00), t0 Agy = (Agu) -
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Uwaga 2.53. Z Wnioskéw 2.50, 2.51 oraz 2.52 otrzymujemy w szczegdlnosci Twier-

dzenia dla przestrzeni A,,, biorgc ¢p(u) = u?.

2.3.2. Globalna struktura przestrzeni Lorentza I',,, i A,

Ponizszy wniosek zostal pokazany wprost w pracy [13] (Twierdzenie 2.2). Jed-

noczesnie wniosek ten wynika z wczesniejszych twierdzen rozprawy.

Whiosek 2.54. Nastepujace warunki sg rownowazne
(a) Ty, € (LLUM),
(b) T, €(SM),

(c) Jezeli @ = oo, to fooo w(f)dt = oo,

jezeli @ =1, to m((B8,1) N S(w)) > 0 dla g € (0, 1).

Dowdd. Implikacja (a) = (b) wynika z definicji.

() = (¢) Gdyby a@ = oo i fooo w(t)dt < oo, wtedy dla x = %X(O,l) + X0y € Ty
wywnioskowaliby$my, ze x nie jest LM punktem na mocy Twierdzenia 2.45. Zatem
I & (SM). Niech @ = 1 im((8, 1)NS(w)) = 0 dla pewnego S € (0, 1). Z Twierdzenia
2.45, x = ¥,y € I'p, nie jest LM punktem.

(¢) = (a) Zauwazmy, ze (¢) implikuje, ze kazdy punkt x spetnia warunki (i) oraz

(if) Wniosku 2.46, zatem kazdy punkt jest LLUM punktem, co konczy dowod. O

Whiosek 2.55. Przestrzen I',,, jest gérnie lokalnie jednostajnie monotoniczna wtedy

i tylko wtedy, gdy jest Scisle monotoniczna.

Dowdd. Z uwagi na fakt, ze I'),, € (Hg) (zob. [16]), wniosek wynika z Twierdzenia
2.35. Z drugiej strony, korzystajac z Wniosku 2.49 rozprawy, x jest ULUM punktem
wtedy i tylko wtedy, gdy x jest UM punktem w przestrzeni I'y,,, o ile x*(c0) = 0.
Ponadto, jezeli E € (S M), to kazdy punkt x € E jest LM punktem, skad x*(c0) = 0
dla kazdego x € E (zob. Lemat 2.27). o

Mozna réwniez tatwo wywnioskowa¢ odpowiednie wyniki tego rozdziatu dla prze-

strzeni E = A,
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2.4. Punkty niekwadratowosci w przestrzeni I'p,

W niniejszym rozdziale zaprezentowane sa warunki konieczne na to by punkt
przestrzeni symetrycznej lub przestrzeni I',,, byl punktem niekwadratowosci. Na-
stepnie podane sg warunki konieczne i dostateczne dla punktu niekwadratowosci
w przestrzeni I',,,(I) przy uwzglednieniu wtasnosci funkcji wagowej w oraz rodzaju
przedziatu I. Podziat ten wynikat z technicznych réznic w procesie dowodowym. Na
koncu podane sg wnioski o globalnej wtasnosci niekwadratowosci przestrzeni I',,,
oraz (FI”W)a'

Definicja 2.56. Méwimy, ze element x € Sy jest punktem niekwadratowosci (w skto-
cie NSQ punktem), jesli
min {[|x + Il Ilx = yll} < 2

dla wszystkich y € Sx.
Przestrzen Banacha (X, ||-]) jest niekwadratowa (X € (NS Q)) jezeli kazdy punkt
sfery jednostkowej S x jest NSQ punktem.

Istotnie silniejsza wlasnoscia jest jednostajna niekwadratowosé ([29]). Peni ona
wazng role w geometrii przestrzeni Banacha, poniewaz implikuje ona zaré6wno super-
refleksywno$¢ jak i whasnosé punktu statego ([27]). Przedmiotem badan byly rézne

rodzaje niekwadratowosci oraz problemy z nimi zwiazane ([7, 24, 25, 45, 46)).

Lemat 2.57. Niech x,y € L°\{0}. Jezeli m(S(x) N S(y)) = 0, to

(x+ )" (@) <x7(@) +y7 ()
dla kazdego 0 < t < m(S(x) U S(y)).

Dowod. Wezmy

to = supft: (x +y)°(1) > (x +y)"(c0)}

i przyjmijmy, ze sup @ := 0.
Skoro m(S(x)NS(y)) = 0, to (x+y)*(c0) = max{x*(c0), y*(c0)}. Bez straty ogdlnosci

mozemy zatozy¢, ze (x + y)*(o0) = x*(00). W istocie,

! f
f y'>0 oraz f x*>0 dlakazdego t>0. (19)
0 0
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Zauwazmy, ze dla kazdego 0 < t < 1y, jesli fy < oo idla kazdego 0 < t < ty w przypadku

fo = o0, z Lematu 1 w [52], mamy

! ! !
f(x+y)* < f x" +fy* jesli- 1o > 0. (20)
0 0 0
Ponadto, jesli fy < oo, to dla tp < t < m(S(x) U S(y)) mamy
! ! ! t
f x*(s)ds + f y(s)ds > f x"(co)ds + f y*(s)ds
o 1o to fo
f t
= f(x +y) (co)ds + f y'(s)ds
to fo

:f(x+y)*(s)ds+fy*(s)ds

> f(x+y)*(s)ds

(21)

z uwagi na (x + y)*(s) = (x + y)*(c0) dla kazdego s > 1.

Jezeli 1y > 0, to z nieréwnosci (20) 1 (21) otrzymujemy

! t t
f (x+y)'< f X+ f v
0 0 0

dla wszystkich 0 <t < m(S(x) U S(y)).

Jezeli ty = 0, to z nieréwnosci (19) i (21) mamy

fx*(s)ds+fy*(s)ds>f(x+y)*(s)ds+fy*(s)ds>f(x+y)*(s)ds
0 0 0 0 0

dla wszystkich 0 <t < m(S(x) U S(y)). O

Uwaga 2.58. Niech x € L°\{0} oraz
C ={t: |x(®)] > x*(c0)}.
Wtedy funkcja x* jest stata na [0, o0) wtedy i tylko wtedy, gdy m(C) =0 .

Dowéd. Oczywiscie m(C) = mfz: x*(f) > x*(0)} (gdyz x ~ x*) i x*(t) > x*(c0) dla
kazdego t > 0. Zatem m(C) = 0 jest réwnowazne wyrazeniu x* = ayjo.~) dla pewnego

a>0. O

Ponizsze dwa twierdzenia przedstawiajg warunki konieczne na to, aby element x

byt punktem niekwadratowosci w przestrzeni symetrycznej oraz w przestrzeni I'p,,.
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Twierdzenie 2.59. Niech E bedzie symetryczna, funkcyjna przestrzenia Banacha,
xe€SgiC={t:|x(t) > x*(c0)}. Jezeli x jest NSQ punktem, to m(C) > 0.

Dowod. Zatozmy, ze m(C) = 0. Z Uwagi 2.58, x*(f) = x*(c0) = a > 0 dla kazdego
t > 0. Wtedy d,(0) = oo dla kazdego 0 < 6 < x*(00) i d(0) = 0 dla kazdego 6 > x*(c0).
Ponadto kazda z funkcji postaci y = +x*(00)yz, przy m(Z) = oo, jest rGwnomierzalna
z x z uwagi na réwnosci dy(6) = m(Z) = oo dla kazdego 0 < 6 < x"(o0) oraz d,(0) = 0
dla kazdego 6 > x*(c0). Zatem |[y|| = ||x|| dla kazdej funkcji y postaci y = +x"(c0)yz,
gdzie m(Z) = co.

Oznaczmy
A ={t: |x(0)] = x"(e0)}, B ={r: 0 <|x(n)] < x"(e0)}.
Przypadek 1. Zat6ézmy, ze m(A) = co i oznaczmy
A, ={teA: x(t) >0}, A_={reA: x(t) <0}

Jezeli m(A,) = oo, to wezmy Al i A2 takie, ze A, = ALl UA2 Al NA2 =0imAl) =
m(A?) = co. Zdefiniujmy

y = X (001 — X7(00)x 42
Wtedy

(x+y)" =(x-y)" =2x,

skad [|lx + y]| = |lx = y|l = 2||x]|, tzn. x nie jest NSQ punktem. Przypadek m(A_) = oo
jest analogiczny.

Przypadek II. Niech m(A) < oo i m(B) = co. Zdefiniujmy
B, ={teB: x(t) >0}, B_={teB: x(t) <0}
Zauwazmy, ze mozliwe sg dwa przypadki:
dyy, (0) = 00 dla kazdego 0 <6 < x"(c0) (22)

albo
dyy, (0) = 00 dla kazdego 0 <6 < x"(c0). (23)

W istocie, zalézmy przeciwnie, ze istnieja 6,60, < x*(c0), ze

Aoy, (0) <00 1 dy, (6,) < oo
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Wrtedy, biorac 6, = max{f;, 6,}, otrzymujemy
dXXB(HO) = dxx3+ (90) + dxx,;_ (90) < 0.

A zatem
d(6p) = d.y, (6p) + d,y,(6p) < .

Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze zachodzi warunek (22) lub (23).
Bez straty ogélnosci mozemy zaltozy¢, ze spetniony jest warunek (22), tj. d,,, (0) =
oo dla wszystkich 0 < 6 < x*(c0), poniewaz w drugim mozliwym przypadku dowdd

przebiega analogicznie. Dla n € N niech

1 . 1
Bn:{t€B+: (I—E)X(oo)<x(t)<(1—n+l)x(oo)}.

Zauwazmy, ze |J B, = By, B,N B,, = 0 dla wszystkich n,m € N i n # m. Niech B!, B

spelniaja warunki B, = B! U B2, m(B!) = m(B?) i B! N B2 = 0. Oznaczmy
D= B, i D=[]B.
n n
Zauwazmy, ze D1 N D, =0, Dy UD, = B, i m(D;) = m(D,) = co. Twierdzimy, ze

Aoy, () =00 1 dyy, (6) =0 (24)

dla wszystkich 0 < 6 < x*(c0). Jezeli istnieje 0 < 6y < x*(o0) takie, ze dyyp, (B0) < 00,
to wezmy ng takie, aby (1 — 1/np)x*(c0) < 6y < (1 — 1/(ng + 1))x*(c0). Wtedy

1 1
00 > dxxD] ((1 - o 1))c*(oo)) {t € D;y: x(t) > (( - 1)x*(oo))}

A Q{0 o)

n=no+1 n=np+1

Zatem dyy, ((1=1/(ng+1))x*(e0)) < o0, sprzecznosc. Jezeli dm,2 (6p) < oo dla pewnego
0 < 6y < x*(00), to dowdd przebiega podobnie. To konczy dowdd stwierdzenia (24).

Niech y = x*(c0)yp, — X" (0)yp,. Wtedy, dla wszystkich 0 < 8 < x*(c0), mamy

divrnyy2(0) = m{t: '(%)q)' > 9} > m{t €D '(XT”)@)‘ > 9}

x(f) + x*(o0)

:m{teDI: 3

> 9} m{r € D;: x(t) > 20 — x"(c0)}

xxpl (90) -
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gdzie 6y = max{0, 26—x*(c0)} < x*(00), z uwagi na xyp, = 01im(D;) = co. Analogicznie,
dla 0 < 8 < x*(c0), wnioskujemy, ze dix—y)2(6) = dyy,, (6p) = .
Oczywiscie, z zalozenia, ze m(C) = 0, mamy |x(7)| < x*(c0) 1 |y(?)] < x*(00). Zatem

Xty
2

| <xeo)
skad d(ysy)2(0) = d(0) = 0 dla kazdego 6 > x*(c0). Zatem (%)* = x*, czyli x nie jest
NSQ punktem. O
Twierdzenie 2.60. Niech x € S(I',,,). Jesli x jest NSQ punktem, to

(i) m(S(x)) > B,

(ii) x* nie jest funkcja stala na przedziale (0,2y), jesli @ = oo;

(iii) x* nie jest funkcja stata na przedziale (0,2y), jesi @ =11y < 1/2;
gdzie B,y sa zdefiniowane w (18).

Dowdéd. (i) Zalézmy, ze m(S(x)) < B. To znaczy B > 0. Wezmy a = B — m(S (x)),
y = bya, gdzie m(A) = a, ANS(x) =0,ib = éfoﬁx*. Wtedy y™(B) = x™(B) oraz

||x—§y|| = ||x]| z uwagi na réwnosé
xty)** U Prxxyy (7 0 (P
o= (52 =5 [ =+ [v)-x®
( 2 BJo \ 2 28 \Jo 0
(ii) oraz (iii) W przypadku, gdy y = oo dowdd wynika z Uwagi 2.58 i Twierdzenia
2.59.

Zalézmy, ze y < o0, jeSli @ = oo, lub y < 1/2, jedli @ = 1. Ponadto przypusémy

przez transpozycje, ze
X Y02y = @02y dla pewnego a> 0. (25)

Niech C = {t: |x(?)] > x*(c0)}. Wtedy, w przypadku, gdy @ = oo, Twierdzenie 2.59
implikuje m(C) > 2y. Stad a > x*(c0). Z Lematu 2.8 istnieje zbior e; miary vy, ze
j(;yx* = fel |x[. Dla elementu xy., z tego samego lematu istnieje zbiér e, miary y, ze

s . . . * 2 &
j(;y(xxl\el)* = fez |x%ne |- Oczywiscie zbiory e 1 e, sa roztaczne oraz foy(xxl\el) = fyyx

z uwagi na (25). Z drugiej strony fez x| = fez lxyne |- Podsumowujac otrzymujemy, ze

Y 2y
f X' = f |x| oraz f X' = f | x].
0 el Y e
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Ponadto e; Ue, € C i |x(1)] = a dla t € e; U ey. Biorac y = xy,, — x)., mamy

Y02y = X %02y Oraz (X +Y) %0y = (X =) %0y = 2X %0)-

Z uwagi na m(S(w) N (y, @)) = 0 mamy, ze y € S(I',,,) oraz ||x = y|| = 2||x]|, tzn. x nie
jest NSQ punktem. O

Twierdzenie 2.61. Niech x € S(I',,,[0,)), 81y beda jak w (18). Niech ponadto
funkcja wagowa bedzie taka, ze y = co. Element x jest NSQ punktem wtedy i tylko
wtedy, gdy m(S(x)) > B i funkcja x* nie jest stala na przedziale [0, c0).

Dowdd. Koniecznos¢ wynika z Twierdzenia 2.60.
Dostatecznos¢. Niech y € S(I'),,[0, 00)). Jesli m(S(x) N S(y)) = 0 to z Lematu 2.57,
(x+y)=(t) < x™(t)+y**(¢) dla wszystkich t € (0, m(S(x)US(y))). Poniewaz m(S(x)) > 3,
zatem m(S(w)N (B, m(S(x) US(y)))) > 0, skad [|x + yl| <2 (zob. Uwaga 2.15 i definicja
liczby B, (18)), tzn. x nie jest NSQ punktem.

Teraz zat6zmy, ze m(S(x) N S(y)) > 0. Oznaczmy

A ={tel: x(t)y(t) >0}, A, ={tel: x(t)y(r) <0},

. (26)
As={tel: x()y(®) =0 i |x(2)] + [y(?)] > 0}.
Mamy
m(A; UA,) > 0. (27)
Oczywiscie
ANA;=0 dla i,je{l,2,3} oraz i# ] (28)

Rozwazymy dwa niezalezne przypadki i ich podprzypadki.

Przypadek 1. (Jx| + |[y])*(c0) = 0.
Przypadek II. (x| + [y])*(c0) > 0.

Przypadek II.A. Istnieje #, > 0 takie, ze (x+y)*(tp) < (|x]+[y])*(#y) lub istnieje takie
b >0, e (x—y)'(6) < (I + ().

Przypadek I1.B. Dla kazdego t > 0, (x + y)*(t) = (x — y)*(t) = (|x] + [y])*(?).
Przedyskutujmy teraz wymienione przypadki.
Dowd6d Przypadku 1. Skoro (|x| + [y[)*(c0) = 01y = oo, to |x| + [y| spelnia warunki (i)

oraz (ii) Twierdzenia 2.45, tzn. |x| + |y| jest LM punktem. Oczywiscie mamy

|(x + @I < (¥ + [yD(2) dla 1 € Ay oraz  |(x — (O] < (x| + [yD(2) dla 1 € A;.
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Skoro |x + y| < |x| + [y|, to wobec warunku (27) jedna z nieréwnosci zachodzi
e+ Yl < [l + < Xl + Iyl =2 Tub [l = yll < [llxl + [l < (] + [yl = 2.

Dowdd przypadku I1.A. Zalézmy, ze istnieje 1y > 0 takie, ze (x+y)*(ty) < (x| +[y])*(to).
Poniewaz |x+y| < |x|+]y|, zatem (x+y)* < (|x|+]y])*. Na mocy prawostronnej ciggtosci

nierosnacego przestawienia, istnieje 6 > fy, ze (x + y)*(t) < (|x] + [y])*(¢) dla kazdego

f(X+y)*<f(IXI+IyI)*
0 0

dla r > 1y. Jest jasne, ze fot(lxl + [yD* < fot X+ foty* (zob. Uwaga 2.13), skad

t € (ty,0). Zatem

(x+ )70 < x"@) +y7 ()
dla kazdego 1 > 3. Skoro m(S(w) N (fy, 0)) > 0, to [|x + y|| < 2 (zob. Uwage 2.15).
Zauwazmy, ze jesli istnieje t; > 0, ze (x — y)*(t1) < (x| + [y)*(#1), to wtedy
w analogiczny sposob otrzymujemy nieréwnos¢ ||lx — y|| < 2.
Dowod przypadku 11.B. Zatézmy, ze
(x+ )" (1) =x=y)@® = (xl+yD)"@) (29)

dla kazdego ¢t > 0. W konsekwencji
(x £ y)"(00) = (Ix] + [yD)"(e0). (30)
Oznaczmy
fo = sup{r: (|x] + [y)"(#) > (x| + [yD)"(c0)}

i rozwazmy trzy przypadki.

a) Zalézmy, ze ty = co. Wtedy funkcje
(X + VD) K@y 1 (X £Y)Y@ooy nie sa stale dla kazdego a > 0. (31)

W konsekwencji, wyrazenie (31) implikuje, ze istnieje 0 < #; < oo spelniajace nie-
réwnosé
(x+ )" (@) < lim(x + y)"(2) (32)
l—)t;
dla kazdego t > ;. Analogiczna nieréwnos¢ zachodzi dla funkcji (x—y)* oraz (|x|+]y])*.

Wezmy zbiory B,, B_, By miary t, takie ze

1 1]
f<x+y)*=f|x+y|, f(x—y>*=f|x—y|,
0 B, 0 B_
11
f (1l + )" = f ]+ bl
0 By
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(zob. Lemat 2.8). Oczywiscie, z definicji #; oraz réwnowaznosci funkgeji i jej niero-

snaczego przestawienia, otrzymujemy, ze

B, ={t: |[(x + )| > (x +y)" (1)},
B_={t: [(x—y)®| > (x = y)(t)},
By = {t: (IxI + [yD(@®) > (Ix] + [yD* (1)}

Niech
B.=B.NA, B =B nA, B,=BynA;, da ie{l,2,3} (33)

(zob. notacje (26)). Z warunkow |xxylya, = (x1+[yDxas, (29), (30) 1 (32) wnioskujemy,

ze
Bl =B =B, (34)

Analogicznie rownoscé [x + ylyxa, = (Ixl + [yDya, implikuje
B! = B,.

Ponadto réwnosc¢ |x — ylya, = (Ix| + [y)ya, prowadzi do
B> = B;.

Twierdzimy, ze m(B?) = m(B!) = 0. W istocie, jedli bowiem m(B?) > 0, to z Lematu

2.10 i réwnosci (29), otrzymujemy

1]
f(x+y)*=f|x+yl=(f +f )|x+y|
0 B, B? BLUB?
11 ]
<(f +f )Ix|+|y|= |x|+|y|<f(IXI+|yl)*=f(X+y)*
B2 BluB3 B, 0 0

- sprzeczno$é. Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy w przypadku dla m(B') >
0, co dowodzi stwierdzenie.

Ponadto powyzsze rozumowanie i (28) implikuja, ze m(Bj) = m(B}) = 0, skoro
1y R3y _ _ _ 1 R2 ) R3Y 1 B2, R3
m(B' U B®) = m(B.) = m(By) = m(B) U B2 U B}) = m(B. U B2 U B®)
oraz

m(B> U B®) = m(B_) = m(By) = m(By U B; U B)) = m(B; U B> U B%).
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Wtedy By = Bj, skad rownosci (34) implikuja, ze m(B}) = m(B2) = 0. Podsumowujac,
mamy
By =B, = B_CAs. (35)

Dla kazdego 0 < t < t; istnieje zbior B,(f) miary ¢ taki, ze
!
f(x+y)* =f lx + yl =f |x] +f Iy,
0 B.(1) HO) BL(1)

Bi(H)=B.()NS(x) i BLt)=B.(t)NSY).

gdzie

Mamy, ze B, (f) = BX(t) U B).(t) oraz, z inkluzji (35), wnioskujemy, ze m(B* N B%) = 0.
Powyzsze rozumowanie, razem z Lematem 2.10 i rownoscig m(S(x) U S(y)) = oo

implikuja, ze zachodzi przynajmniej jedna z ponizszych nieréwnosci

m(B (1) / m(BY (1) !
f x| < f X< f x* lub f [yl < f Y < f v
BX(t) 0 0 B.(t) 0 0

dla kazdego 0 < t < t;. Wtedy, dla kazdego 0 <t < t;, mamy

f(x+y)*<fx*+fy* (36)
0 0 0

Wykorzystujac wyrazenie (31), znajdziemy ciag (t,), t, — oo, taki, ze nier6wnosé
(32) jest spetniona dla kazdego t,. Podobnie jak powyzej wnioskujemy, ze nier6wnosé
(36) jest spetniona z t, zamiast ¢;. W konsekwencji (36) zachodzi dla wszystkich ¢ > 0.
To oznacza, ze ||x + y|| < 2 (zob. Uwage 2.15).

b) Zalézmy, ze 0 < £y < oo i wezmy zbiory B,, B_, By miary f, takie, ze

(0] 10
f(x+y)*=f|x+y|, f(x—y)*=f|x—y|,
0 B, 0 B_
To
f (1x] + [y = f -+ Iy,
0 By

(zob. Lemat 2.8). Oczywiscie, z definicji £y i rownowaznosci funkcji i jej nierosnacego

przestawienia otrzymujemy
By ={r: |[(x + )@ > (x + y) ()},

B_={r: |(x = @] > (x = y) ()},
By = {t: (Ix| + [yD(®) > (Ix] + [yD)"(c0)}.
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Niech zbiory B,, B' i B} dla i € {1,2,3} beda jak w (33). Z réwnosci |x + ylya, =
(xl + [yDxas, (29) 1 (30) wnioskujemy, ze zachodza réwnosci (34). Podobnie, jak
wezesniej, wnioskujemy, ze nieréwnosé (36) zachodzi dla #y zamiast .

Ponadto, z definicji #,, dla kazdego t > ) mamy

f(xiy)*:f(|x|+|y|)*:f(|x|+|y|)*(oo)<fx*(oo)+fy*(00)<fx*+fy*

Ostatecznie, z nieréwnosci (36) oraz powyzszej, otrzymujemy, ze

! ! !
f (x+y) < f X"+ f y*
0 0 0

dla kazdego ¢ > 0. Zatem, ||x + y|| < 2 (zob. Uwage 2.15).

c) Zalézmy, ze ty = 0, to znaczy

(X £ Y)"%10.000 = (X + [YD) 10,000 = (X + [YD)(00)X[0,00) = AXj0,00)

dla pewnego a > 0. Zauwazmy, ze m(C) > 0. Wtedy, dla kazdego 0 < t < m(C),

mamy
(Il + IyD"(2) = (Jxl + [yD"(00) < x7(00) + y"(e0) < x™(1) + y"(1).

Ponadto dla kazdego ¢t > 0 mamy

(Il + [yD"(2) = (|xl + [yD"(00) < x7(00) + y"(e0) < x™(1) + y"(1).

Skoro y = oo i funkcja (|x| + [y))* spetnia warunki (i) i (ii) Twierdzenia 2.47, to

(Ixl + [yD* jest UM punktem. W konsekwencji ||(|x] + |yD)*|| < ||x* + y*||. Zatem
llx + Yl = 11xl + DI < llx™ + Y < I+ DI = D+ 1
co konczy dowdd. O

Twierdzenie 2.62. Element x € S(I',,,[0, 1)) jest NSQ punktem wtedy i tylko wtedy,
gdy m(S(x)) > B oraz, jesli y < 1/2, to funkcja x* nie jest stata na przedziale [0, 2y],
gdzie B 1y sa zdefiniowane w (18).

Dowdd. Koniecznos¢ wynika z Twierdzenia 2.60.

Dostatecznos¢. Niech y € §(I',,,[0, 1)). Jezeli x 1y majg roztaczne nosniki, to z Lematu
2.57 wnioskujemy, ze (x + y)*(¢) < x**(¢) + y™*(¢) dla kazdego t € (0, m(S(x) U S(y))).
Skoro m(S(x)) = B to m(S(w) N (B, m(S(x) US(»)))) > 0, skad ||x + y|| <2 (zob. Uwage
2.15).
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Zatézmy, ze x i y nie maja roztacznych nosnikow, tzn.
m(A; UA,) > 0, (37)
gdzie

Ap={re0,1): x()y(@®) >0}, A, ={re(0,1): x(t)y() <0},
A3 ={t € (0,1): x(y() =0 1 [x(@)] +[y(®)] > O}.

(38)

Rozwazmy dwa przypadki dowodu.
A. Zatozmy, ze m(S(|x| + |y])) < y. Z Twierdzenia 2.45, |x| + [y| jest LM punktem.

Z nieréwnosci (37) wnioskujemy, ze zachodzi przynajmniej jedna z nieréwnosci

X+ yha, < (x[+DyDxa, ub o |x = ylxa, < (16l + [yDxa,-

Oczywiscie [xxy| < |x]+]yl, skad przynajmniej jedna z nieréwnosci zachodzi ||x + y|| <
ol =+ [l < el Iyl Tab Jlx = yiE < {llod + [ylIF < [1xl] + DIyl
B. Zatézmy, ze

m(S (|x| + [y)) > y. (39)

Oznaczmy zbiory B., B_, By, By, B, miary vy takie, ze

4 4
f(x+y>*=f x4l f(x—y)*=f =i,
0 B, 0 B_

% y % (40)
f (xl+ D" = f x| + [yl f X' = f |, f Y= f Iyl
0 Bo 0 By 0 B,
(zob. Lemat 2.8 i Uwaga 2.9). Zauwazmy, ze
ANA;=0 da i,je{l,2,3} oraz i#j (41)
Ponadto
A1 U A2 C S(X), Al U A2 C S(y), S(|X| + |y|) = A] @) A2 UA3. (42)

Dalszy dowod podzielimy na szereg przypadkdow.

Przypadek 1. Istnieje fy € (0,y) takie, ze (x + y)"(to) < (x| + [y])*(tp) lub istnieje

1 €(0,y), ze (x = )" (1) < (Ix| + [yD* (7).

Przypadek II. (x + y)*(¢¥) = (x = y)*(¢) = (|x] + [y)*(¢) dla wszystkich t € (0, y).
Przypadek II. 1. m(B; N A3) > 0 lub m(B_ N A3) > 0.
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Przypadek II. 1. A. S(y) = B, NA; lub S(x) = B, N A;.
Przypadek II. 1. B. S(x) 2 B, NA; i S(y) 2 B, NA;.
Przypadek I1. 2. m(B; NA3) =01im(B_NA3z) =0.
Teraz przedyskutujemy powyzsze przypadki.
Dowdd Przypadku I. Zatézmy, ze istnieje ¢, € (0, y) takie, ze (x+y)*(ty) < (|x|+[y])*(to).
Skoro (x+y) < |x|+1yl, to (x£y)* < (|x|+[y])*. Z prawostronnej ciggtosci nierosnacego

przestawienia, istnieje liczba 6 > f#( taka, ze (x + y)*(¢) < (|x| + [y])*(¢) dla wszystkich

t € (ty,0). Wtedy
! !
f(x +y)' < f(IXI + D)
0 0

dla f € (ty,y). Oczywiscie J(;[(lxl + D" < fot X"+ fot y* (zob. Uwage 2.13), skad
(x+ )7 @) <x7 (@) +y7 (@)

dla kazdego 1 € (to,y). Z definicji y (zob. (18)) wnioskujemy, ze m(S(w) N (ty,y)) > 0
i w konsekwencji [lx + y|| < 2 (zob. Uwage 2.15).

Jezeli istnieje t; € (0,7), ze (x—y)*(t;) < (|x|+[y])*(#;), to analogiczne rozumowanie
prowadzi do nieréwnosdci ||x — y|| < 2.

Dowdd Przypadku I1. Zalézmy, ze

(x+y)"(1) = (x = )" (1) = (IxI + [y (1) (43)
dla kazdego t € (0,y). Warunek (43) implikuje, ze

mB, NA) =0 i m(B.NA)=0. (44)

W istocie, w przeciwnym przypadku, np. gdy m(B; NA;) > 0, to z inkluzji S(x+y) C
A UA; U A; otrzymaliby$my, ze

Y
f(x+y)*=f IX+y|=f IX+y|+f x| + [yl
0 B BiNA> B.N(A1UA3)
4
<f IXI+|yI+f IXI+|y|=f IXI+IyI<f(IXI+IyI)*
B.NA» B.N(AUA3) B, 0

co przeczy réownosci (43) i dowodzi warunku (44).

Zauwazmy, ze z nieréwnosci (39) i rownosci (43) mamy, ze

min{m(S(x +y)), m(S(x - y))} > y. (45)
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Przypadek II. 1. Zatézmy, ze m(B, N Az) > 0. Wtedy réownos¢ m(B,) = y implikuje,
ze

m(B, NA) <y (46)

Z warunku (44) otrzymujemy

Y
f(X+y)*= IX+y|=f |x+y|+f lx + yl
0 B, BiNA3 B.NA;
= f x| + f Iyl + f x| + [yl
B.NA3NS(x) B,NA3NS(y) B.NA|

Przypadek II. 1. A. Zal6zmy, ze S(y) = By N A;. Wtedy na mocy nieréwnosci (46)
zachodzi m(S(y)) < y. Ponadto S(y) = A z uwagi na inkluzje (42). Stad

(47)

A3 C S(x), m(Ay) =0,

f Iyl =0 oraz f Iyl = f Iyl. (48)
B,.NA3NS(y) BiNA; By,

Ponadto z nieréwnosci (39) i réwnosci S(|x| + |yl) = A; U A3 = S(x), wnioskujemy, ze

m(S(x)) > .
| AR (49)
B,NA3NS(x) BiNA; B,

Twierdzimy, ze
Zalbézmy przeciwnie, ze fB s X+ fB o, 1A= fB |x|. Z warunkéw (47) 1 (48)

Y Y Y
[Terwr=[ s [ o= [ v [ (50)
0 B, B, 0 0

Ponadto, z warunku (44) i réwnosci m(A,) = 0, dostajemy, ze B_ N (S(x—y)) C A3 C

mamy

S(x). Idac dalej, z réwnosci (40) i (43), otrzymujemy

Y Y Y Y Y
f(xw)*:f(x—y)*:f Ix—y|=f |x|<f X*<f X*+fy*,
0 0 B_ B_ 0 0 0

co stoi w sprzecznosci z warunkiem (50). To dowodzi stwierdzenie (49). W konse-
kwencji warunki (47), (48), (49) implikuja, ze

% y %
f (x+y) < f x4+ f v,
0 0 0

co koniczy dowdd bierzacego podprzypadku (zob. Uwage 2.15 i definicje y, tj. (18)).
Dowdd dla przypadku S (x) = B, NA| jest analogiczny, wystarczy w rozumowaniu

zamieni¢ miejscami elementy x oraz y, a takze ich nierosngce przestawienia i nosniki.



2. PRZESTRZENIE SYMETRYCZNE 52

Przypadek II. 1. B. Zat6zmy, ze S(x) 2 B, NA; 1 S(y) 2 B, N A;. Wtedy
m(S(x)) >mB,NA) i mS(y)) >m(B, NA)). (51)

Twierdzimy, ze zachodzi przynajmniej jedna z ponizszych nieréwnosci (52) lub (53)

f Mﬂ[ M<fm, (52)
B.430S() B.nA, B,
f |x|+f |x|<f |x]. (53)
B,NA3NS(x) BiNA; B,

Jezeli m(B, NA3;NS(y)) = 0 lub m(B, NA3;NS(x)) = 0 to, z nieréwnosci (46) oraz
(51), dostajemy (52) lub (53), odpowiednio.
Jezeli m(B, N A3;NS(x)) >0im(B, NA;NS(y) >0 to

mB,NS(x) <y i mB,NSH)) <7. (54)

Zalbézmy przeciwnie, ze nieréwnosci (52) i (53) nie zachodza, tzn.

f M=fMi f m=fm. (55)
B.N[A]UA3NS(y))] By B.N[A;UA3NS(x))] By

Réwnosci S(y) = A U A, U (A3 N S(y)) oraz (44) implikuja, ze
B, NSy =B, N[AUA U A NSH))] = B: N[A U (A3 NSOK))]
i analogicznie otrzymujemy, ze
B, NS(x) =B, N[A U(A; N S(x))].

Zatem, z zaltozenia (55), wnioskujemy

Y

*

f |y|=f |y|=f|yl=fy
B.NS() B.O[A1UA3NSO))] B, 0
Y

f IXI=f IXI=IIXI=fx1
B.NS(x) B N[A]U(A3NS(x))] B, 0

Wtedy z nieréwnosci (54), dostajemy, ze S(x) € By i S(y) C By, skad S(|x[+[y]) € B;.
Z uwagi na m(B;) = y otrzymujemy sprzecznosé¢ z nieréwnoscia (39). To dowodzi,

ze zachodzi przynajmniej jedno z wyrazen (52) lub (53).
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Ostatecznie, z warunkéw (47) i ((52) lub (53)), mamy

f(x+y)<fx+fy,

co konezy dowdd podprzypadku (zob. Uwage 2.15 i definicje y, tj. (18)).

Dowo6d Przypadku II 1. (wraz z podprzypadkami A i B) przeprowadzony zostal,
gdy speliona jest nieréwno$¢ m(B, N Az) > 0. Dla drugiej nieréwnosci, tj. m(B_ N
A3) > 0 dowdd przebiega analogicznie, biorac zbiér B w miejsce B, i element (x—y)*
w miejsce (x + y)*.

Przypadek II. 2. Zat6zmy, ze m(B, N A3) = 0 i m(B_ N A3) = 0. Wtedy, z réwnosci
(44), mamy
B.NS(x+y)CA; i B_NS(x-y)CA,. (56)

Twierdzimy, ze
mA) >y 1 m(A) >y

Jezeli m(A)) < vy, to m(B, N S(x +y)) < vy, skad m(S(x + y)) < vy z definicji zbioru
B, co daje sprzeczno$¢ z nieréwnoscia (45). Rozumowanie dla przypadku m(A,) <y
przebiega analogicznie, co konczy dowod stwierdzenia.

Z warunku (41) mamy y < 1/2 i m(S(x)) > 2y. Skoro x* nie jest stata na (0, 2y),

2y Y
f x*<2fx
0 0

Warunki (56) implikuja, ze (B; N S(x +y)) N (B- N S(x —y)) = 0. W konsekwencji

2y
f |x|+f |x|<f x*<2fx*
B.:NS(x+y) B_NS(x—y) 0 0
y
f |x|<f x* lub f |x|<fx*.
B,.NS(x+y) 0 B_NS(x-y) 0

Ostatecznie, z inkluzji (56), wynika, ze zachodzi jedna z nieréwnosci

Y Y
f(x+y)*=f IX+yI=f IXI+|yI<f X*+fy*
0 B.NS(x+y) BiNS(x+y) 0 0
Y 4 Y
* * *
f(x—y) =f Ix—y|=f IXI+|yI<fx +fy,
0 B_NS(x—y) B_NS(x—y) 0 0

co konezy dowdd (zob. Uwage 2.15 i definicje vy, tj. (18)). O

to

Zatem

lub
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Twierdzenie 2.63. Niech x € S(I',,,[0,0)), B 1y beda jak w (18). Ponadto niech
funkcja wagowa bedzie taka, ze y < co. Wtedy x jest NSQ punktem wtedy i tylko
wtedy, gdy m(S(x)) > B i x* nie jest stata na przedziale (0, 2y).

Dowdd. Konieczno$é wynika z Twierdzenia 2.60.

Dostatecznos¢. Niech y € S(I',,,,). Jezeli m(S(x) N S(y)) = 0 to, z Lematu 2.57 otrzy-
mujemy, ze (x+y)™() < x™()+y™(¢) dla wszystkich ¢ € (0, m(S(x) US(y))). Poniewaz
m(S(x)) > B, zatem m(S(w) N (B, m(S(x) U S(y)))) > 0, skad |lx + yl| < 2 (zob. Uwage
2.15 i definicje B, tj. (18)).

Oznaczmy

A ={te0,1): x(t)y(t) >0}, A, ={re(0,1): x(1)y(r) <0},

Az ={re(0,D): x(y®) =0 i [x(®]+ [y(®)] > 0O}. o
Pozostato rozwazy¢ przypadek, gdy m(S(x) N S(y)) > 0, tzn.
m(A; UA,) > 0. (58)
Oczywiscie
AinA;=0 dla i,je{l,2,3} oraz i#j (59)

A. Zatdézmy, ze m(S(|x| + [y])) < y. Postepujemy jak w przypadku A dowodu Twier-
dzenia 2.62.
B. Zatézmy, ze

m(S(jxl + yD) > y. (60)

Pozostaly dow6d podzielimy na wiele przypadkéw (definicje so, sy, s—, By i B_ przed-
stawione sg ponizej w wyrazeniach (63) i (65)):
Przypadek I. Istnieje ty € (0,y) takie, ze (x + y)*(to) < (Ix| + [YD)*(t) lub istnieje
1 € (0,) takie, ze (x — y)*(11) < (Ix| + [yD*(t1).
Przypadek II. (x + y)*(¢) = (x — y)*(¢) = (|x] + |y])*(¢) dla kazdego ¢ € (0, ).
Przypadek II. A. sy =01lub s, =0 lub s_ = 0.
Przypadek II. B. s >0is, >01is_>0.
Przypadek II. B. a. so <.
Przypadek II. B. a. 1. m(B, N A3) > 0 lub m(B_ N A3) > 0.
Przypadek II. B. a. 1. A. S(y) = B, NA; lub S(x) = B, NA;.
Przypadek II. B. a. 1. B. S(x) 2 B, NA; i S(y) 2 B, NA,.
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Przypadek II. B. a. 2. m(B, NA3) =01im(B_NA3)=0.

Przypadek II. B. a. 2. A. Przynajmniej jedna z funkcji x* lub y* nie jest
stata na (0, 2sp).

Przypadek II. B. a. 2. B. x"025) = @ > 01 Y025 = b > 0.

Przypadek I1. B. b. sy > .

Ponizej przedyskutujemy wszystkie przypadki.
Dowdd przypadku 1. Dowdd przebiega tak samo jak dowdd Twierdzenia 2.62, przy-
padek $B.1.
Dowdéd przypadku II. Niech

(x+y)'@ = (x =)@ = (x| + [yD"(1) (61)
dla kazdego f € (0,y). Na mocy powyzszego oraz nieréwnosci (60) wnioskujemy, ze
min{m(S(x + y)), m(S(x = y)} > 7. (62)

Oznaczmy:

so = sup{r: (x| + [yD)"(#) > (x| + [yD"(e0)},
s+ = sup{t: (x +y)" (1) > (x + y)"(c0)}, (63)
s- = supfr: (x = y)"(1) > (x — y)"(c0)}.
Przypadek II. A.
a) Zalézmy, ze sy = 0, tzn.

(Ixl+ D@ = (Ix] + [y)*(e0) =a >0

zachodzi dla kazdego t > 0. Skoro x* nie jest stata na przedziale (0,2y), zatem
z Uwagi 2.58 wnioskujemy, ze m(C) > 0, gdzie C = {¢: |x(¢)] > x*(c0)}. Zatem, dla
kazdego 0 < t < m(C), mamy

(Ixl + [yD*(@) = (x| + [yD*(00) < x7(00) + y*(00) < x™() + y*(1).
Ponadto, dla kazdego ¢ > 0,
(Ixl + [yD*(@) = (Ix] + [yD)*(00) < x7(00) + y*(00) < x™(1) + y"(1).

Skoro funkcja (|x| +[y])* jest stala na [0, o), to spelnia warunki (i) i (ii) Twierdzenia

2.47. Zatem (x| + [y])* jest UM punktem, skad [|(|x] + [yD)*]| < [[x* + y*||. Ostatecznie

llox -+ Yl < Ml + = N1 + DI <l + y 1< DI+ 1= D]+ 1yl
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co konczy dowod podprzypadku.
b) Zalézmy, ze s, = 0. Z nieréwnosci (62), wnioskujemy, ze (x + y)* () = (x +
y)(e0) = a > 0 dla kazdego t > 0. Z réwnosci (61) i nieréwnosci (x + y)*(c0) <

(x| + [yD*(o0) otrzymujemy, ze
(x+y)"(0) = (xl+ YD) () = a

dla wszystkich ¢+ > 0, skad sy = 0. Dalsza czes¢ dowodu jest analogiczna jak
w dowodzie przypadku a).
c) Jezeli s_ =0, to dowdd przebiega analogiczne jak w b) dla elementu (x — y)*.

Przypadek I1. B. Zatézmy, ze so > 01 s, >0, i s_ > 0. Oczywiscie
min{s,, s_} > min{sg, y}. (64)

W istocie, w kazdym z przypadkéw sg > y albo sy <y, z réwnosci (61) wnioskujemy

nieréwnosé¢ (64). W konsekwencji

(x £ y)"(e0) < (Il + [y (00) < (x| + [yD"(1) = (x £ y)" (1)

dla kazdego t € (0, min{sg, y}).
Przypadek II. B. a. Zatézmy, ze sy < y. Na mocy Lematu 2.8 i Uwagi 2.9 znajdziemy
zbiory B, B_, By miary sy dla ktorych

S0 50
f Gy = [ . f F P
0 B, 0 B_

50
f(IXI+|y|)*=f|JCI+|yI.
0 By

Oczywiscie na mocy nieréwnosci (64) i so < y, wynika, ze zbiory B, i B_ sa dobrze

(65)

okreslone.

Warunek (61) implikuje, ze
mB,NA)=0 i mB_ NA)=0. (66)

W istocie, zatézmy dla sprzecznosci, ze m(B, N A;) > 0. Wobec inkluzji S(x +y) C

A1 UA; UA; otrzymujemy

S0
f (X+y)*=f IX+yI=f IX+y|+f ] + [yl
0 B, B.NA> B.N(A]UA3)

50
<f IXI+|y|+f x| + [yl = IXI+|y|<f (I + [y
B.NA> B.N(A1UA3) B, 0
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sprzecznosé z réwnoscia (61). Jezeli m(B- N A;) > 0, to analogicznie otrzymujemy
sprzeczno$é dla elementu x — y.
Przypadek II. B. a. 1. Zat6zmy, ze m(B, N A3z) > 0. Wtedy réwnos¢ m(B,) = sy
implikuje, ze

m(B; NAy) < sp. (67)

Na mocy réwnosci (66) dostajemy

S0
f(x+y)*=f IX+y|=f IX+y|+f lx + yl
0 B, BiNAj3 B.NA,;
:f |x|+f |x|+f |y|+f [yl
B,NA3NS(x) BiNA; B:NA3NS(y) BiNA;

Przypadek II. B. a. 1. A. Zatézmy, ze S(y) = B, N A;. Wtedy m(S(y)) < 5o wynika
z nieréwnosci (67). Ponadto S(y) = A; skoro A; € S(y). Stad

(68)

A3 CS(x), m(Ay) =0

f W=0 i f b= sup f byl = f (69)
B.NA3NS(y) B.NA; m(B) S0

(zob. réwniez Lemat 2.10). Ponadto, z nieréwnosci (60) i réwnosci S(|x| + [yl) =
A1 UA; = 8(x), otrzymujemy m(S(x)) > .

Twierdzimy, ze

f i+ f xl < sup f il = f (70)
B.NA3NS(x) B.NA; m(B,)=s0

gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z Lematu 2.10. Zalézmy przeciwnie, ze fB A3NS) | x|+
+ 3

meA] x| = (iu)p fB |x|. Z Lematu 2.10, warunkow (68) i (69) dostajemy, ze
x)=50

50
f (x+y)" = sup f |x| + sup f Iyl = f x* +f (71)
0 m(By)=s0 m(By)=s0

Ponadto, z réwnosci (66) i m(A,) = 0, mamy B_ N (S(x —y)) € A3 € S(x). Ponadto,
stosujac warunki (61) i (65), otrzymujemy

[T = [Caew= [ wesi= s v [Ton [Ty

co daje sprzecznosé z réwnoscia (71) i dowodzi stwierdzenie (70). Wtedy warunki
(68), (69) i (70) implikuja, ze

S0 S0 S0
f (x+y)" < f X+ f v (72)
0 0 0
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Ponadto, z definicji sg, dla kazdego t > sy mamy

(x £ )" (1) < (Ixl + D" (@) = (Ix] + [yD)"(00) < x7(e0) + y™(00) < x7(1) + y" (D).

! !
f(x +y)" < f x+y° dla 1> s. (73)
S0 50
! ! !
f(x+y)* < f X+ f y© dla 7> s. (74)
0 0 0

Biorac t = y konczymy dowdd tego podprzypadku dla S(y) = By N A; (zob. Uwage
2.15 i definicje vy, tj. 18).

Analogiczne rozumowanie zachodzi dla przypadku S(x) = B, N A, zamieniajac

Zatem

Ostatecznie

miejscami elementy x oraz y, a takze ich nierosnace przestawienia i no$niki.

Przypadek II. B. a. 1. B. Zat6zmy, ze S(y) 2 B, NA; i S(x) 2 B, N Ay, skad
m(S(x)) >m(B, NA;) i m(S(y)) >m(B, NA)). (75)

Twierdzimy, Ze jest spelniona przynajmniej jedna z nieréwnosci (76) lub (77)

f bl + f bl< sup f bl = f ¥, (76)
B:NA3NS(y) B,NA; m(By)=so
f |x|+f x| < sup flxl f (77)
B,NA3NS(x) B,NA; m(By)=s0

gdzie ostatnie réwnosci wynikaja z Lematu 2.10. Jezeli m(B, N A3 N S(y)) = 0 lub
m(B; N Az N S(x)) = 0 wtedy, z nieréwnosci (67) i (75), dostajemy (76) lub (77),
odpowiednio.

Niech m(B; N A3 N S(x)) > 01 m(B; NA3; NS(y)) > 0. Wtedy

mB,NS@) <so i mB,NSH)) < so. (78)

Zalézmy przeciwnie, ze (76) i (77) nie zachodza, tzn.

f Iyl = sup flyl oraz f |x| = sup flxl. (79)
m(By)=s0 m(By)=s0

B,N[A1U(A3NS())] B, N[A1U(A3NS(x)]

Na mocy réwnosci (66) wnioskujemy, ze

B.NS() =B, N[A U(A; N SH))]
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B, NS(x) = B, N[A, U (4; N S(x))].

Wtedy, z zatozenia (79) i Lematu 2.10, mamy

S50
f |y|:f b= sup f|y|=f y
B.0S, B, OAIU(A3NS())] m(B,)=50 J B, 0

50
f IXI=f |x| = sup f|x|=f X'
B.NS B,N[A1U(A3NS(x))] m(By)=s0 J B, 0

Stad i z nier6wnosci (78) dostajemy, ze S(x) € B, i S(y) € B, i w konsekwencji
S(x| + |yl) € By. Z uwagi na wyrazenie m(B;) = sy < y otrzymujemy sprzecznosc¢
z nieréwnoscia (60). To dowodzi, ze zachodzi przynajmniej jedna z nieréwnosci (76)
lub (77).

Wtedy, wykorzystujac rownosé (68) i jeden z warunkéw (76) lub (77), otrzymu-

S0 S0 S0
f (x+y) < f X"+ f v (80)
0 0 0

Analogicznie jak w Przypadku II. B. a. 1. A., otrzymujemy nieréwnosé¢ (73) jak

jemy, ze

réwniez nieréwnosé (74), co dla ¢ =y konczy dowdd dla przypadku II. B. a. 1., gdy
m(B; NA3z) > 0.

Rozwazajac przypadek II. B. a. 1. gdy m(B_ N A3) > 0 mozemy postepowaé
analogicznie jak powyzej z elementem (x—y)* w miejsce (x+y)* i zbiorem B_ w miejsce
B..

Przypadek II. B. a. 2. Zatézmy, ze m(B, NA3) = 0 i m(B_NA3) = 0. Wtedy warunek
(66) implikuje, ze
B.NS(x+y)cA, i B_NS(x-y)CA,. (81)
Twierdzimy, ze
m(Al) = 8o i m(Az) = S50. (82)
Jezeli m(A;) < so, to m(B, N S(x + y)) < 59, skad m(S(x + y)) < 59 < vy z definicji
zbioru B, co daje sprzeczno$¢ z nieréwnoscia (62). Rozumowanie dla przypadku
m(A,) < s¢ jest analogiczne biorac zbiér B_ zamiast B, oraz nosnik S(x —y) zamiast

S(x + y). Zachodza zatem obie nieréwnosci m(A;) > sy oraz m(A,) > sp.

Korzystajac z warunkéw (59) wnioskujemy, ze

m(S(x)) >2s9 i m(S(y)) = 2sp. (83)



2. PRZESTRZENIE SYMETRYCZNE 60

Przypadek II. B. a. 2. A. Jezeli funkcja x* nie jest stata na przedziale (0, 2s), to

250 50
f Xt <2 f X"
0 0

Warunki (81) oraz (59) implikuja, ze (B:NS(x+y))N(B_NS(x—y)) = 0. W konsekwencji

250 S0
f |x|+f |x|<f x*<2f X"
BiNS(x+y) B_NS(x—y) 0 0
S0 S0
f | x| <f x* lub f | x| <f X"
BiNS(x+y) 0 B_NS(x-y) 0

Ostatecznie, z powyzszego rozumowania oraz inkluzji (81), wnioskujemy, ze zachodzi

Zatem

jedna z ponizszych nieréwnosci

S0 S0 S0
f(ﬂy)*:f IX+yI=f IXI+Iy|<f x*+f y
0 BiNS(x+y) BiNS(x+y) 0 0
i)
f(x—y)*=f Ix—ylzf IXI+|yI<f x* +f
B_NS(x-y) B_NS(x~y)

Analogicznie jak w Przypadku II. B. a. 1. A., dostajemy nieréwnosci (73) oraz (74),

lub

co dla t = y konczy dowdd podprzypadku.

Jesli y* nie jest stala na (0,2sp), to wtedy dowdd przebiega analogicznie zamie-
niajac miejscami elementy x oraz y, ich nierosnace przestawienia i nosniki.
Przypadek II. B. a. 2. B. Zalézmy, ze x™%025) = @ > 01 y"%025) = b > 0. Poniewaz
dla p.w. t > 0 mamy [x(?)| < a i |[y(t)| < b, zatem

(x£y)"(0) <(xl+ D' <a+b=x(0)+y 1) (86)

dla wszystkich 0 < 1 < 2.
Jesli istnieje 1y < s takie, ze (x| + [y))*(to) < x*(to) + y*(ty), to wtedy, dla kazdego
to <1t <2sp,
(x £ y)" (1) < (Ixl + [yD"(@) < x°(1) + y* (D). (87)

Jezeli (|x| + [y)*(r) = x*(t) + y*(¢) dla kazdego t < s, to, z definicji sy, dostajemy

nieréwnos$¢ (87) dla kazdego so < t < 2s9. Wtedy, korzystajac z nieréwnosci (86),

s ! !
f(x+y)* <fx*+fy
0 0 0

mamy
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dla sg <t < 2sp.

Analogicznie jak dla przypadku II. B. a. 1. A. otrzymujemy nieréwnosci (73)
oraz (74), co, dla t =y > s, konczy dowéd podprzypadku.
Przypadek I1. B. b. Dowdd tego przypadku mozna podzieli¢ na podprzypadki ana-
logiczne jak dla Przypadku II. B. a. Stosujemy wedy argumentacje jak w dowodach
przypadkéw I1. B. a. 1. (wraz z podprzypadkami) i II. B. a. 2. A. dla y zamiast s.
Ze wzgledu na zalozenie, ze funkcja x* nie jest stata na przedziale (0,2y) nie ma ko-
niecznosci rozwazania przypadku analogicznego do II. B. a. 2. B. Ponizej oméwimy

wystepujece drobne réznice w rozumowaniach.

1. Dowdd podprzypadku analogicznego do II. B. a. 1. A. konczy sie na nierow-

nosci (72), gdyz przedziatami catkowania sa (0,7y) zamiast (0, sp).

2. Rozwazajac podprzypadek analogiczny do II. B. a. 1. B. gdy m(B, N A3) > 0,
jego dowdd koriczy sie na analogicznej nieréwnosci (80) z liczba y w miejsce

S0-

3. Dowdd podprzypadku analogicznego do II. B. a. 2. A. konczy sie na etapie
wnioskowania jednej z nieréwnosci (84) lub (85) z liczba y zamiast so. Z uwagi
na zalozenie, ze funkcja x* nie jest stata na przedziale (0,2y) nie ma koniecz-

nosci rozwazania przypadku, gdy taka wtasnos¢ dotyczy elementu y*.

Ponizsze wnioski byly udowodnione bezposrednio w pracy [52].

Whiosek 2.64. Przestrzen Lorentza I'),, jest niekwadratowa wtedy i tylko wtedy,

gdy spelnione sg warunki
(i) B=0,
(ii) jesli @ = o0 to fooow = oo,
(iii) jeslia=1toy>1/2,
gdzie B 1y sa zdefiniowane w (18).

Dowdéd. Konieczno$é. (i) Zatézmy, ze f > 01 wezmy x = x4/ |lxall, gdzie 0 < m(A) < B.
Wtedy ||x]| = 1. Z Twierdzenia 2.60 wnioskujemy, ze x nie jest NSQ punktem.
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(ii) oraz (iii). Zalézmy, ze @ = oo i fooow < ocoluba =11y < 1/2. Niech
x =%/ llwll. Wtedy ||x]] = 1 i z Twierdzenia 2.60 wynika, ze x nie jest NSQ punktem.

Dostatecznos¢. Niech x € S(I'p,,).

Niech @ = 1. Z Twierdzenia 2.62 oraz zalozen (i) i (iii) wnosimy, ze x jest NSQ
punktem.
Jezeli @ = co, to warunek (ii) implikuje, ze y = co. Twierdzenie 2.61 implikuje,

ze x jest NSQ punktem. O
Zauwazmy, ze (r,,,w(l))a # T,u(1) wtedy i tylko wtedy, gdy I =[0,00) i [ w < co
(zob. [43)).

Wniosek 2.65. Zatézmy, ze @ = oo i fooc w < oo. Przestrzen (FP,W[O, Oo))a jest niekwa-

dratowa wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sg warunki

(i) B=0,

(ii) ¥ = oo,
gdzie B 1y sa zdefiniowane w (18).
Dowd6d. Koniecznosé. (i) Dowdd jest analogiczny jak dowéd Wniosku 2.64.

(ii) Niech ¥ < oo 1 wezmy x = Y02/ ||X(0,27)||. Oczywiscie z Twierdzenia 2.44

mamy, ze X € (FP’W)a' Definicja elementu x i Twierdzenie 2.60 implikuja, ze x nie jest
NSQ punktem.

Dostatecznoéé. Niech x € § ((FI”W)a)' 7 Twierdzenia 2.44 mamy, ze x*(c0) = 0. Wtedy
x* nie jest stata na [0, 00). Ponadto (i) implikuje, ze m(S(x)) > B. Z Twierdzenia 2.61,

x jest NSQ punktem. O

2.5. Problemy lokalnej zdominowanej aproksymacji

Zatozmy, ze E jest siatka Banacha (zob. [58]) i K C E jest podsiatka domknieta
ze wzgledu na skoniczone suprema i infima (K nie musi by¢ podprzestrzenia liniowa).
Odcinek porzadkowy [u,v] = {z € E: u < z < v} jest typowym przyktadem podsiatki.
Definicja 2.66 ([57]). Przez f < K, dla f € E bedziemy rozumie¢, ze f < g dla
kazdego g € K. Majac system f < K zdefiniujmy zbior

Pe(f) = {ue K u= fil = inf I - fIl}.
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Oznaczmy
dist(f, K) = d(f, K) = inf [lw — f].

Mowimy, ze problem zdominowanej najlepszej aproksymacji dla systemu f < K
jest:

- rozwigzywalny, jezeli Pg(f) # 0;

- unikalny (jednoznacznie rozwiazywalny), jezeli Pg(f) jest singletonem.

Analogicznie mozemy rozwazacé takie problemy dla systemu f > K.

Wiadomo, ze

(i) dla wszystkich domknietych normowo podsiatek K i wszystkich f < K (f > K),
problem najlepszej zdominowanej aproksymacji jest rozwigzywalny wtedy i tylko
wtedy, gdy E € (OC) (zob. Twierdzenie 3.3 w pracy [57]).

(ii) Dla kazdej podsiatki K i wszystkich f < K (f = K) zbiér Px(f) jest co
najwyzej singletonem wtedy i tylko wtedy, gdy E € (SM) (zob. Twierdzenie 3.1
w [57]).

Wiecej faktéw dotyczacych tych probleméw znajdziemy w [8] oraz [36].

Zatézmy, ze E ¢ (SM) lub/i E ¢ (OC) oraz f € E. Wtedy licznos¢ zbioru Pg(f)
powinna zaleze¢ od wtasnosci monotonicznos$ciowych lub od porzadkowej ciggltosci
danego punktu f. Innymi stowy, pokazemy role UM i LM punktéw oraz punktow
porzadkowej ciggtosci w problemie lokalnej zdominowanej najlepszej aproksymacji

dla siatek Banacha.

Lemat 2.67. Niech E bedzie siatka Banacha i f € E*. Jezeli dla kazdego porzadko-
wego odcinka K przy f < K (f = K), zbior Pg(f) jest co najwyzej singletonem, to f
jest zarowno UM jak i LM punktem.

Dowo6d. Rozwazmy przypadek f < K. Zatézmy, ze f nie jest UM punktem, tzn.
istnieje 0 < g # 0, gdzie ||f + gl| = ||f|l. Ustalmy K = [2f,2f + g]. Wtedy f < K i, dla
kazdego z € K, mamy ||f — z|| = ||f|| = d(f, K). Wtedy Pi(f) = K.

Zatozmy, ze f nie jest LM punktem. Wtedy ||g|| = ||f]| dla pewnego 0 < g < f
ig# f. Ustalajac z = f—g i K = [2f — z,2f] otrzymujemy, ze f < K i |[f —u|| =
IIf1l = d(f, K) dla kazdego u € K. Wtedy Px(f) = K.

Rozwazmy przypadek, ze f > K. Zalézmy, ze f nie jest LM punktem, tzn
Ilf —gll = llfll dla pewnego 0 < g < fig#0. Jezeli K =[0,¢],to f > K i Px(f) =K.
Zatozmy, ze f nie jest UM punktem. Wtedy ||gl| = ||f]l dla pewnego 0 < f < g
if+#g Ustalmy K =[u,v], gdzieu=f—-giv=0 Wtedy f > KiPg(f)=K. O
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Twierdzenie przeciwne do powyzszego lematu nie jest prawdziwe w ogolnosci, co

pokazuje ponizszy przyktad.

Przyktad 2.68. Niech E = A;,,[0, o) oraz fooo w(t)dt = 1, w(t) > 0 dla t > 0. Ustalmy
f@) = -5 +1dlat >0 Wtedy f jest LM punktem i UM punktem na mocy

(1+1)?

twierdzen 2.45 i 2.47. Niech K, = [uy,v], gdzie

=2+ frs A=|J@i2i+1], B=[0,000d i v =3y
i=0

Wtedy f < Ky, dist(f,K,) = ||f —uill = 1, poniewaz (f — u1)* = ¥j0.~). Ponadto,
dla kazdego z € K; postaci u; < z < f + Yo, mamy [[f —z|| = 1. Ostatecznie
If —zll > 1 dla kazdego z > f + %jo.0) 1 2 # f + Xj0.0), CO Prowadzi do réwnosci
P, (f) = [ur, [+ Yjo.0]-

Niech K, = [ua,v2], gdzie up = 01 vy = ¥%12). Ustalmy w = iX(l,z)- Wtedy, dla
kazdego z € [w, v,], mamy (f —z2)* = (f —v»2)* z uwagi na f(1) = 5/4. W konsekwencji
If =zl = llf = vall dla kazdego z € [w, v2], skad Px,(f) > [w,va].

Dowdd ponizszego lematu moze by¢ przeprowadzony podobnie jak dowdd Twier-

dzenia 3.3 w [57]. Przedstawimy go dla wygody Czytelnika

Lemat 2.69. Niech E bedzie przestrzenig Kothego i f € E*. Wtedy f jest punktem
porzadkowej cigglosci wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej domknietej normowo
podsiatki K C E, gdzie f > K, mamy Pg(f) # 0.

Dowdd. Koniecznosé. Niech f > K i (h,) C K bedzie ciaggiem minimalizujacym, tzn.
dist(f, K) = inf|lf — Al = lim |If = 7]l .
ne n—oo

Poniewaz K jest podsiatka, zatem u, = sup{h;: 1 < k < n} € K. Ponadto nieréwnos¢
0< f-u, < f-h, dla kazdego n € N implikuje, ze (u,) jest réwniez ciggiem

minimalizujacym z uwagi na ponizsze nieréwnosci
dist(f, K) < |If — unll < |If = hall — dist(f, K), ne€N.

Poniewaz istnieje element u = sup, u, < f, zatem ciag u — u, > 0 dazy monoto-
nicznie do zera. Ponadto u — u, < f € E,, zatem |lu — u,|| — 0. Z faktu, iz podsiatka

K jest normowo domknieta wnioskujemy, ze u € K. Wtedy

dist(f, K) < [If = ull < IS = unll + ey, — ull — dist(f, K).



2. PRZESTRZENIE SYMETRYCZNE 65

Ostatecznie Px(f) # 0.
Dostatecznos¢. Zatézmy, ze f nie jest punktem porzadkowej ciggtosci. Wtedy istnieje

taki ciag zbiorow A, | 0, ze inf, ”fXAn” > 0. Zdefiniujmy ciag f, = fiya,. Wtedy £, 1 0

a zatem f,.1(¢t) < f,(t) punktowo dla kazdego t. Wezmy

1

< 1
fn:(—+—)f,,, neN,n>2.
2 n

Wtedy, dla kazdego 2 < n € N, mamy ||f,,|| = (% + %) |lf:ll oraz

~ 1 1 I 1 ~
|7 = (5 + m) Ifnrll < (5 + ;) Wl = 17

Wezmy K = {f — f}n. Oczywiscie, dla kazdego 2 < n € N, mamy, ze f — f, < f,
skad K < f. Zauwazmy, ze

dist(f, K) = inf |lu = f|| = inf || — /, = f]| = inf || ]| > 0. (88)

Twierdzimy, ze Px(f) = 0. Zatdzmy przez transpozycje, ze istnieje takie u € K,
ze Px(f) = {ue K: dist(f,K) = |lu— flI} = {u}. Wtedy istnieje np € N\{1}, ze u =
f = fu, oraz dist(f, K) = inf, ||f,,|| = ||an|| (zob. (88)). To prowadzi do sprzecznosci
z nieréwnoscia ||fn+1|| < ||fn|| i dowodzi teze.

Udowodnimy, ze podsiatka K jest domknigta normowo. Zatézmy przez trans-
pozycje, ze nie jest, tzn. istnieje g € E takie, ze ||(f—f,,)—g|| — 0 oraz g ¢ K.
Wtedy (f — f,) — g p.w. Réwnoczesnie z definicji elementéw f, wnioskujemy, ze
(f - f) = f pw. Stad g = f p.w. A zatem ||(f—f;) —g” = ||f,,|| — 0, co przeczy
JTall > 0.

Podsumowujac, znalezliémy normowo domknieta podsiatke K taka, ze K < f

nieréwnosci inf,

oraz Pg(f) =0, co konczy dowdd. O

Ponizszy wniosek wynika natychmiast z powyzszych dwoch lematéow jak i twier-
dzenia 2.37.

Whiosek 2.70. Niech E bedzie symetrycznag funkcyjna przestrzenia Banachai f € E*.
Jezeli dla kazdej normowo domknietej podsiatki K, gdzie f > K, mamy card(Px(f)) =
1, to f jest LLUM punktem i UM punktem.

Lemat 2.71. Niech E bedzie siatka Banacha, f € E, K jej podsiatka, f < K (odpo-
wiednio f > K), Px(f) # 01y, € Px(f). Jezeli y; — f (odpowiednio f —y;) jest UM
i LM punktem, to Px(f) = {y1}.
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Dowodd. Rozwazmy przypadek f < K. Zaloézmy, ze y, € Pg(f). Niech z := min{y;, y,} €
K. Jezeliz#y,toz—f<yw—f,z—f#y1— f oraz

dist(f, K) < llz = fll < llyr = fll = dist(f, K),

skad y; — f nie jest LM punktem. Wtedy min{y;, >} = y1, tzn. y, > y;. Jezeli y, # yy,
toy,—f 2y — fiya—f#y —f. Z drugiej strony, mamy

dist(f, K) = llyr = fll < lly2 = fll = dist(f, K).
Stad y; — f nie jest UM punktem. W konsekwencji y; = y,, co konczy dowdd. O

Twierdzenie przeciwne do powyzszego lematu nie zachodzi w ogdlnosci.

Przyktad 2.72. Niech E = A;,,[0, o), gdzie w = yjo.1). Ustalmy x € %02, K1 = [u1, v11,
up = 202 1 vi = 300 + 2Xa2. Wtedy x < K, dist(x, K;) = |[u; — x|| = 1. Ponadto
dla kazdego z € K, z # u;, mamy ||z —x|| > 1, skad Pg,(x) = {u1}. Z drugiej strony,
Uj — X = Y02 nie jest ani UM ani LM punktem. Podobnie dla K, = [us, v2], up = %XI,Z
iy, = %X(o,zh wnioskujemy, ze x > K, dist(x, Ky) = ||x — v|| = 1/2 oraz Pg,(x) = {v2}.

Ostatecznie x — vy = %02 nie jest ani UM ani LM punktem.



3. Uogdlnione przestrzenie Calderéna—t.ozanowskiego

W bierzacym rozdziale wprowadzimy podstawowe pojecia i lematy a takze defi-
nicje lokalnego warunku A%(x) dla danego elementu x. Warunek ten jest narzedziem
w okresleniu warunkéw koniecznych i dostatecznych na to, aby element uogolnio-
nej przestrzeni Calderona—t.ozanowskiego byt punktem porzadkowej ciggltosci. Jest
to gtéwny wynik tego rozdzialu. W dalszej kolejnosci podamy réwniez odpowied-
nie warunki dla punktu porzadkowej ciaglosci w szczegdlnych przypadkach w/w
przestrzeni, tj. przestrzeniach Calderéona—t.ozanowskiego, a takze w przestrzeniach
Orlicza—Lorentza.

Dla przestrzeni (T, X, i) przez Q oznaczymy bezatomows, a przez N czysto ato-

mowa czes¢ przestrzeni T. Wtedy (T, Z, u) mozemy zapisa¢ jako sume prosta
(T7Z’/'l) = (Q’Z N Q’Mlﬂ) @D (N,Z N N’HlN )

W literaturze mozemy spotkaé sie z réznymi definicjami funkcji Orlicza. W ni-
niejszej rozprawie bedziemy rozpatrywa¢ mozliwie najszersza klase tych funkcji,
dla ktérych odpowiednia przestrzen jest przestrzenia Banacha. Nastepnie podamy
uogoélnienie funkcji Orlicza do funkcji Musielaka—Orlicza. Funkcje te sa niezbedne

dla zdefiniowania uogdlnionych przestrzeni Calderéna-t.ozanowskiego.

Definicja 3.1. Funkcja Orlicza nazywamy funkcje ¢: R — [0, co], spetniajaca wa-

runki
1. ¢(0) =0 oraz 0 < ¢p(u) < co dla pewnego u > 0,
2. lim ¢(u) = oo,
3. ¢ jest funkcja parzysta,

4. ¢ jest lewostronnie ciagta i wypukta na zbiorze

(ii) [0,bg), gdy ¢(by) = 0,
(iii) [0, 00), gdy by = oo, gdzie

by = sup{u > 0: ¢(u) < oo}. (89)
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Przyjmijmy takze oznaczenie
ay = sup{u > 0: ¢p(u) = 0}. (90)

Definicja 3.2. Funkcja Musielaka—Orlicza nazywamy funkcje ¢: TXR — [0, oo] taka,

ze

1. ¢(t,-) jest funkcjg Orlicza dla p.w. 1€ T,

2. ¢(-,u) jest X mierzalng funkcja dla kazdego u e R.

Bedziemy pisali (¢ o x)(¢) zamiast ¢(z, x(¢)).

Dla funkcji Musielaka-Orlicza ¢, przez aq i by bedziemy rozumie¢ uogélnienia

formut (90) i (89), tj.

ay(t) = sup{u > 0: ¢(t,u) =0}, by(r) = supfu > 0: P(z, u) < co}. (91)
Uwaga 3.3 ([7], Prop 5.1). Dla kazdej funkcji Musielaka-Orlicza ¢, obie funkcje aq(r)
1 by(t) sg Z-mierzalne.

Rozwazajac funkcje ¢[n nad czysto atomowa czescia przestrzeni T, bedziemy pi-
sali ¢, = (¢;)ien - Funkcje ¢lg nad bezatomowa czesciag przestrzeni bedziemy oznaczac
przez ¢.. Oczywiscie

¢ = ba+ ¢ (92)
dla kazdej przestrzeni miary.

Definicja 3.4 ([62]). Dla dowolnej funkcji Musielaka—Orlicza ¢ oraz przestrzeni Kéthe-
go E definiujemy na L° wypukly modular

Iy(x) = { o

o0, w przeciwnym przypadku.

£ jesli poxekE,

Czesto funkcje Orlicza definiuje sie bez wtasnosci parzystosci, funkcja ta odwzo-
rowuje wtedy [0, 00) w [0, co], ponadto I4(x) = ||(1) o |x|||E7 jesli po x| € E.
Definicja 3.5. Niech E bedzie przestrzenia Kothego, a ¢ - funkcja Musielaka—Orlicza.

Przez uogélniong przestrzen Calderéna—t.ozanowskiego rozumiemy
Ey,={x¢€ L°: ¢ o (Ix) € E dla pewnego [ > 0}
z normg Nakano-Luxemburga, tj.

X
:'f{/l 0:1(—)<1}.
I, = inf {4> 0: 1, (5
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W przypadku uogélnionych przestrzeni Calderéna—t.ozanowskiego, rozwazajac
czysto atomowa czesé przestrzeni T mozemy ograniczy¢ sie do przestrzeni z miarg
liczaca (N,ZN,m) (zob. [38]).

W tym rozdziale zaktadamy o przestrzeni Kothego E, ze ma wlasnosé¢ Fatou,
zatem przestrzen E, rowniez ma wlasnos¢ Fatou i jest przestrzenig Banacha (zob.
(22, 59]).

Przestrzenie Eq, w sytuacji, gdy ¢ nie zalezy od parametru, sg szczegélnym przy-
padkiem konstrukeji py(E, F) dla F = L rozwazanej przez Lozanowskiego, a wcze-

$niej przez Calderéna (zob. [22])

Definicja 3.6. Szczegélnym przypadkiem przestrzeni Calderéna—t.ozanowskiego dla
E = A, (przestrzen Lorentza, zob. Definicje 2.16) i funkeji Orlicza ¢ (bez parame-
tru) sa przestrzenie Orlicza—Lorentza Eg = Ag .

Idac dalej, dla p > 11 funkcji ¢p(u) = u”, przestrzent Ay, jest przestrzenig Lorentza
A, (zob Definije 2.16).

Definicja 3.7. Zalézmy, ze funkcja ¢. pochodzi z réwnosci (92). Moéwimy, ze ¢,

spetnia

1. Globalny warunek AY (ozn. ¢, € AL), jeli istniejg stala K > 0 i nieujemna

Y-mierzalna funkcja f, takie, ze
G.0f)e E 1 ¢t 2u) < Kd(t, u)
dlapw.teQiu> f(2).

2. Globalny warunek A%(e) dla pewnego & > 0 (ozn. ¢. € AS(g)), jesli ¢. € AS
przy K =K, f = foi|[oco @R, <=

3. Globalny warunek AF dla I > 1 (ozn. ¢, € AF), jedli istnieja stala K; > 0

i nieujemna X-mierzalna funkcja f;, takie, ze

beo(lf) e E i b(t,Iu) < Kid.(t, u)
dla p.w. t € Qiu> fi().

Analogicznie jak powyzej definiujemy warunek Af(e) ze stalg K, i funkcja f.

4. Warunek A% na zbiorze miary dodatniej A C Q (ozn. o € A§|A), jesli istnieja

K > 0 i nieujemna, X-mierzalna funkcja f, takie, ze

S(HICA, dco2f)€E, 1 ¢ct,2u) < Ke(t,u)
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dla p.w. t € A i wszystkich u > f().

Réwnowazne definicje warunkéw mozna znalezé w [22].
Uwaga 3.8. Zauwazmy, ze gdy ¢ € Aﬂg, to be(t) = oo p.w. w Q. W przeciwnym
przypadku, istnieje zbior B C Q taki, ze u(B) > 0 i by(f) < oo dla t € B. Ponadto,
wobec ¢ o (2f) € E, wnioskujemy, ze dla t € B
L f() < by(), gdy §(t,be(1)) = o0
lub

2. £(1) < by(t), gdy (t, by(1)) < .

Wtedy znajdziemy f(1) < u < by(t) w przypadku 1. (f(t) < u = be(f) w przypadku
2.), takie, ze 2u > by(t), co stol w sprzecznosci z warunkiem A% | o I dowodzi réwnos¢

by(t) = co p.w. w Q.

Definicja 3.9. Zalézmy, ze funkcja ¢, pochodzi z réwnosci (92). Méwimy, ze @,

spetnia

1. Globalny warunek 65 (ozn. ¢, € 65) jesli istnieja stale @, K > 0, ciagi b =
B)=, >0 d = (d)>, takie, ze

b0 b)) €E, |dide, = i ¢:i2u) < Kiu)

dla kazdego i € N i u € [b;,d;].

Analogicznie jak w przypadku funkcyjnym definiujemy warunki &5(e), o7,
57 (€).

2. Warunek 5§ na przeliczalnie nieskonczonym zbiorze A ¢ N (ozn. b, € 55 | A),

jesli istniejq state a, K > 0, ciagi b = (b)), > 01id = (d)), takie, ze
b0 (b)) € E, |dide, = i ¢:i2u) < Kdi(u)
dla kazdego i € A i u € [b;,d;].

Wiecej szezegbdtéw dotyczacych powyzszych warunkéw mozna znalezé w [23].

Definicja 3.10 ([38], Lemat 2). Méwimy, ze funkcja Musielaka—Orlicza ¢ spelnia

warunek AY (ozn. ¢ € AY) jesli ¢, € AY i ¢, € 5.
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Uwaga 3.11 ([38], Lemat 2). Jezeli funkcja ¢ nie zalezy od parametru (¢ jest funkcja

Orlicza), to warunek A% jest réwnowazny warunkowi
(i) Ax(e0), gdy L® = E;
(i) Ao(R.), gdy L™ ¢ E i E ¢ L™,

Przypomnijmy, ze ¢ € Ay(c0) (odpowiednio ¢ € A,(0)) jesli istnieje takie ug, ze
d(up) < oo (odpowiednio d(up) > 0) oraz k > 1, takie, ze ¢Qu) < kdp(u) dla |u| > uy
(odpowiednio |u| < up). Ponadto ¢ € Ay(R ;) jesli istnieje k > 1 takie, ze d(2u) < kd(u)
dla kazdego u € R (zob. [5], [38]).

Definicja 3.12. Niech x € Ey,. Méwimy, ze funkcja ¢ spelnia lokalny warunek Af (%)

ze wzgledu na element x (w skrécie ¢ € AJ(x)), jezeli dla kazdego [ > 1 spetniony

jest warunek
|00 @] =0 pray k- e,
gdzie
Al = {t € S(x): lx(Dl < by(t) 1 ¢, Ix(1) > ko(t, x(t))} . (93)
Lokalny warunek A%(x) dla funkeji Orlicza bez parametru zostal wprowadzony
w pracy [54].
Ponizszy przyktad pokazuje, ze funkcja ¢ moze nie spetniaé¢ globalnego warunku

A% przy jednoczesnym spemianiu warunku lokalnego A% (x) dla pewnego x € Eq,.
Przyktad 3.13. Rozwazmy funkcje Orlicza ¢p(u) = 24 — 1, E = L'[0, o0) i

o dla t € (0. 1),
x(t) =
log, (}2 + 1) dlat> 1.

Oczywiscie, na podstawie Uwagi 3.11, mamy, ze AY = Ay(R,), wiec ¢ ¢ A%. Niech
leN, > 1. Wtedy

[ee)

Ry r& 1
I¢(IX):f(t_2+l)_ldt:fZ(l)ﬁdt<oo
) 4

1

Niech [ > 1. Zauwazmy, ze

A = {1 € S(): dUx(1) > kdp(x(1))} .



3. UOGOLNIONE PRZESTRZENIE CALDERONA-L.OZANOWSKIEGO 72

Wtedy
Q Al = {t € S(x): 2((26((;)))) > k dla wszystkich k > z}
_ o)
= {te S(x): o(x(0) =+ },

skad u (ﬂ A,’() =0 oraz Afc, C Ai dla kazdego k’ > k. Poniewaz
k>l

¢ o (b ) <ponel =(L')
zatem

”q) ) (lxXAlk)“Ll — 0 przy k— oo,
Ostatecznie ¢ € AJ(x).

W dalszej czesci pracy bedziemy korzysta¢ z nastepujacych oznaczen

A={teT:ayt)=0}, Ar={teT:a,t)=0 i byt)= oo},

(94)
B={reT:ayt)>0}, B ={teT:0<ayr)<by®).

W dalszej czesci pokazemy, ze warunek globalny A% implikuje warunek lokalny A% (x)
dla kazdego x € E,, przy pewnych dodatkowych zatozeniach dla funkcji ¢ (zob. Lemat
3.17).

Lemat 3.14. Jezeli u(8;) > 0 to ¢ ¢ Ag(x) dla pewnego x € Ej.

Dowéd. Zatézmy, ze u(B,) > 0. Pokazemy najpierw, ze u(A4;,) > 0 dla pewnego
lo > 1, gdzie A, = {t € By: lhay(t) < bq)(t)}. Zatozmy przeciwnie, ze dla kazdego [ > 1
zbiér A; jest miary zero, tzn. dla kazdego [ > 1 istnieje zbiér C(I) miary zero, taki,
ze lay(t) > by(t) dla kazdego t € B,\C(l). Wezmy ciag (I,),-, taki, ze [, = 1 + %
dla kazdego n € N. Istnieje wtedy ciag zbioréw (C,), ze u(C,) = 0 dla n € N

y(i Cn) =0 oraz
n=1
1
(1 + —)a¢(t) > by(t) dla kazdego t€ B,\C,.
n

Zauwazmy, ze C, € C, dla n > m. Oznaczmy C = G C,. Wtedy u(C) = 0, dla
n=1
kazdego n € N oraz dla t € 8;\C mamy

1
bl

n

bo(t) > ay(t) > -
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Przy n — oo wnioskujemy, ze aq(t) = by(t) dla p.w. t € B, sprzecznosc.
Wezmy element x = agya,,. Zauwazmy, ze dla takiego x mamy S(x) = A, = Aio

dla kazdego k € N (zob. (93)). W istocie, AP c A, i nieréwnos¢

b o (loag)xa, > k¢ o (%XA,()) =0

zachodzi dla kazdego k, skad Ai" D A;,. Wnioskujemy, ze dla kazdego k € N

||q) o (IQX)XAZO P = ||q) ° (loa¢)XA1()||E > 0.

O

Nastepujace dwa lematy wykorzystuja metody z dowodéw Lematu 2 z pracy [22]
i Lematu 2.1 z pracy [23].

Lemat 3.15. Zalbézmy, ze u(Aq) > 0, gdzie Ag = AN Q1 A jest zdefiniowane w (94).
Zatozmy réwniez, ze ¢, € AL |AQ i ¢ 0 (2f) € E,. Wowczas dla kazdego [ > 11 &> 0,
mamy ¢, € AlE(s)|AQ z funkcja f., taka, ze S(f.;) C Aq (zob. Definicje 3.7, punkty 3.
i4)

Dowod. Niech f, K bedzie jak w definicji warunku A'25|AQ (zob. 3.7). Niech [ > 1 oraz

e > 0. Wtedy istnieje p € N takie, ze [ < 27. Na mocy ¢, € A§|AQ otrzymujemy, ze
Ge 0 (Lf) < P 0 2"f) < K P 0 (2f) € E,,

skad
¢c o (If) € E,.

Ponadto

0< <

E

ol
n

Stad istnieje ny € N, dla ktorego

1 1
~g.0 <lf>|| = Lgeoap), = 0 pray n - co.
E

n

<
E

(95)

TR

1
q)c ° (_lf)
no
Oznaczmy
A ={teAq: f()>0}, Ay={teAq: f(t) =0},

~ §e(t, )
et u)

1
C, = {t €A < 2" dla u € R takich, ze —f(f) <u < f(t)} dlameN.
no
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Zauwazmy, ze C; € C, ¢ C3 C ... Udowodnimy, ze ,u(Al\ U Cm) = 0. Zatézmy
m=1

,u(Al\ 0 Cm] = ,u[ﬁAl\Cm) > 0.
m=1 m=1

Oznaczmy C = () A|\C,. Wtedy t € C wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sg
m=1

przeciwnie, ze

warunki

Pc(t, lum)

Pc(t, ) > 2

1
vmeN 3ume]R I’l_f(t) < Up < f(t)
0

Niech r € C bedzie ustalone. Mamy
Pc(t, lu)
e, )

Ponadto f(f) > 0 dla t € C i ay(f) = 0 dla kazdego t € Aq. Stad, dla t € Aq, Peltli)

1 Pe(t,u)
q)c(f, 1)
_q)(.(t,u) < 00, CO

1
O0<—f(®)<u, < f() dla meN — 00 Przy m — oo, (96)
no

jest funkcja ciaglta na zbiorze zwartym [% f(), f(t)], skad sup
uel 10,50
prowadzi do sprzecznosci z warunkiem (96). W konsekwencji u (Al\ G Cm) =0.
Niech "
Xm = Pc © (L Manc,
dla m € N. Skoro ¢, o (If) € E, otrzymujemy, ze ||x,|lp = 0 przy m — co. Wtedy
istnieje my € N takie, ze

(97)

&
e < 5-

Zdefiniujmy funkcje
1 1
) = O O+ FOa 1, O + FO10) = 2= F O, O+ FOagic, O

Wtedy S(f.;)) = A; C Ag. Nieréwnosci (95) 1 (97) implikuja

Dla kazdego u > f.,(t) mamy

Ot lu
Ot lu

Wtedy, biorac K.; = max{K”,2™}, dla p.w. t € Aq i kazdego u > f,,(t), mamy

+]

1
e o Ufen)||, < [[be o (n—olf) Xew|| + b © Wxanc |, < &

E

< max{K?”,2™} oq(t,u), jesli t€ Cp,;
< KP¢.(t, u), jesli 1 € Ag\Cyy.

R

q)c(ta lu) < Ke,l q)c(ta u)
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Lemat 3.16. Oznaczmy Ay = A;NN, gdzie A; jest jak w (94). Niech Ely — collleallg}
oraz m(Ay ) = 0. Jezeli ¢, € 52E|AN’ gdzie ¢, 0 (2b) € E,, to dla kazdego [>11ie>0

[ee]

mamy, ze ¢, € 6f(8)|AN, tzn. istnieja takie state a,; = @, K,; > 0 i ciagi b, = (bf’l)i:1

id,=d=(d)Y, spemiajace warunki ||¢ o (Ibs)||, < &1 pi(d) lleills = a, ze

¢i(lu) < Kg dpi(u)

dla kazdego i € Ay i bf’l <u< %, gdzie @, d pochodzy z definicji warunku 65 oy

Uwaga. W sformutowaniu Lematu oraz w dowodzie ponizej, dla utatwienia, pi-

szemy E, zamiast (Ely),.

Dowod. Niech a, K,b = (b;)2,,d = (d);2, beda jak w definicji warunku 6§|AN (zob.

i=1°
Definicje 3.9). Wezmy [ > 1 i & > 0. Twierdzimy, ze dla kazdego p € N istnieje
ip € AN s ze

(OPRS (2pr{ieAN : i>i,,}) € E,.

Przypadek p =1 jest oczywisty. Wystarczy pokaza¢ implikacje
Fijern Pa© (ZPbX{ieAN : i>ip}) €E,
U

I
Fiveaniozi, Pa© (2p+ Djicay - i>i0}) € E,.

Z faktu, iz ¢, o (Zpr{ieAN:izip}) € E, C Ely — colllesllg} wnioskujemy, ze istnieje

io > i, ze dla kazdego i > iy
¢ (27b)) lleill < o = Pi(d)) lleill -
Stad b; < 2Pb; < d; dla i > iy oraz
Pq © (2p+1bX{ieAN : z>io}) <Ko, o (2pr{ieAN : i>i0}) €E,
co dowodzi teze. Zatem, dla [ > 1 istnieje p takie, ze 27 <1< 2P*!'ii; € Ay takie, ze
Pa © (IbYyicay - isiny) € Ea = coflleillg}-
Skoro ¢;(d))|leillp = @ to znajdziemy takie i, > iy, ze

Ib;<d; dla i>i,.
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Ponadto istnieje k € Ay, k > iy, ze

&
(@), <5 (98)
Dla kazdego i = 1,2,...,k istnieje b] > 0 takie, ze b! < 7 oraz
loize]
Oznaczmy b" = (b, b, ...,b,,0,0,...). Mamy wtedy
k
, e

oo @l < 3 e, < 5 0

Niech
A1={1,2,...,k}, AZ:AN\AI

oraz

¢1()
Pi(u)

z uwagi na zalozenie aq(i) = 0 i by(i) = oo dla kazdego i€ Ay = A; NN. Stad

Gillu)
Pi(u)

jest ciggla na zbiorze zwartym [b’ &4 ]

Zauwazmy, ze dla kazdego i € A; funkcja 7

sup jest skonczone dla kazdego i € A;. Jednakze A, jest zbiorem skonczonym,

b;<u<7

skad K’ < co.
Zdefiniujmy b, = (b‘9 l) jak ponizej

pol b dlaieA,
" b dlaicA,.
Z nier6wnosci (98) i (99) otrzymujemy, ze ||q>a o(lbg,l)”E < &. Zauwazmy, ze jesli
i€eAsi bf’l <u< % to ¢;(lu) < KP¢i(u) ze wzgledu na 27 < [ <274,
Biorac a,; = a, K,;; = max{K?, K"} i d;; = (d;)2, otrzymujemy

¢i(lu) < Kg dpi(u)

dla kazdego i € Ay iue€ [bfl, %] co konezy dowdd. O

Lemat 3.17. (i) Niech Aq = AN Q bedzie zbiorem miary dodatniej, gdzie A jest jak
w (94). Jezeli ¢, € AﬂAQ z funkcja f taka, ze ¢. o (2f) € E,, to ¢ € AS (xya,) dla
kazdego x € E.

(ii) Niech Ely <= cofllenllg} 1 Ax = A; NN bedzie nieskonczonym zbiorem prze-
liczalnym. Jezeli ¢, € 6% |AN z ciagiem b takim, ze ¢, o (2b) € E,, to ¢, € 6F (x)ay)
dla kazdego x € E.
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Dowéd. (i) Wezmy x € Ey, [ > 11 & > 0. Przypomnijmy definicje zbioru A} =
{r € S(x): Ix(D)] < by(t) i ¢t Ix(1) > kp(t, x(t))} (zob. Definicje 3.12). W swietle
Uwagi 3.8, zbiér Ai ma postaé A,’( ={t € S(x): (1, Ix(2)) > kd(t, x(2))}. Stosujac Lemat
3.15z K¢y 1 fe; otrzymujemy

{re S(x)NAq: X0 > feu(D)} C Aa\A;
dla kazdego k > K,; i w konsekwencji
Ao NA, C{teS(X)NAq: x| < fust)).

Zatem

czyli ¢ € AL (xyaq)-
(i) Wezmy x € Ey, I > 11 & > 0. Korzystamy z Lematu 3.16 ze statymi K,

Gc © UNaaitag |, < |0 © Uortaannt]| < l0c 0 e, <2 (100)

[ee]

. = @ oraz ciggami b, = (bf’l) d = (d));2,. Pokazemy, ze istnieje iy takie, ze

i=1’

Pq 0 (X)X ieay : izip) € Ely - (101)

Rozwazmy dwa przypadki
L. Niech |lx]l, < 1. Wtedy ¢, 0 x € Ely = collleillg}, skad

¢i(x@) lleilly = 0 przy i — oo.
Zatem istnieje iy € Ay, ze dla kazdego i > iy mamy
¢i(x(D) lleill < @ = ¢i(dy) lleill

skad

x(i) < d; dla kazdego i > i.
Oznaczmy
Ny ={izio: x() € b7 dl} 1 Na={i>io: x(i) < b}
7 warunku (5{5 (e) otrzymujemy
P o (L)yn, < Koy Ga 0 (%) -

Ponadto
a0 ()N, < Koy Py 0 (lbs,lXNz) .
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Zatem q)a o (ZXX{I'EAN . i>i0}) (S E|N Jeéll X € B(Eq))

2. Zaldzmy, ze ||x|l, > 1. Ustalmy u = . Wtedy Ix = llx]lyu. Oznaczmy

[E ||
lo = Ilxlly- Na mocy wezesniejszego rozumowania otrzymujemy, ze istnieje takie i,

ze ¢g 0 ((lou)X{ieAN : i>io}) € Ely . Stad
CPa © (lX)X{ieAN Dizig) = q)a © ((lou)X{ieAN : i>i()}) € Elx

co konczy dowdd stwierdzenia (101).
Poniewaz Ely — coflleillg}, zatem istnieje iy > iy, ze
Oi(Ix(D) lleill < @ = ¢i(d)) |leill  dla kazdego i > iy,
skad
Podzielmy zbiér Al N Ay na podzbiory:
Bi=AlnAy N{ieN:i<i,
Bi=AlnAyn{ieN:izi i x()> b},

Bi=AlnAyn{ieN:iz>i i x()<b™).

Poniewaz B; jest zbiorem skofczonym, as(i) = 01 by(i) = co dla i € Ay, zatem

I CO)
AT

W konsekwencji, dla kazdego k > Ko, otrzymujemy, ze BX = 0.

Dla kazdego i € B, z Lematu 3.16 wnioskujemy, ze
Pi(lx()) < Koy §i(x(D)).

W konsekwencji ,dla kazdego k > K, ;, mamy, ze B’; =0.
Ponadto Lemat 3.16 implikuje, ze

l|a © Txs || < [|da o WbYys,|| < &

dla kazdego k € N

Podsumowujac, dla kazdego k > max{Kj, K, ;} otrzymujemy

= ||¢a ) (lx)xB3|| <e&. (102)

a © (lx)XA[kﬁAN

To oznacza, ze ¢g € 65(xla,, ). m]
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W ponizszym lemacie nosnik przestrzeni (E|Q), rozumiemy tak, jak to zostalo
okreslone w pracy [50] i oznaczamy supp (Elg),-
Lemat 3.18. (i) Zalézmy, ze supp (Elg), = Q i u(A; N Q) > 0. Wtedy ¢, € A§|
wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ € AY (xyxa,na) dla kazdego x € Eq,.

(i) Zaltozmy, ze Ely < colllealls} i m(A; NN) = co. Wtedy ¢, € 5§|§’lmN zachodzi

A1NQ

wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ € 65 (x)a,nv) dla kazdego x € Eq,.

Dowdd. Koniecznosé. Warunki (i) i (i) wynikaja z Lematu 3.17.

(i) Dostatecznos¢. Zatézmy przeciwnie, ze ¢, ¢ A§| Wykorzystamy element

ﬂ]ﬂQ.

X = E} gns, skonstruowany w Lemacie 4 w [22] (str. 530), gdzie

n=1
gu(t) =supfu e R.: ¢ (1, (1+ 1/mu) > 2" (t, w)}.

Pokazemy, ze ¢, ¢ AL (xya,00)-
Wezmy A > 1. Istnieje my € N takie, ze L > 1 + mLO Z dowodu Lematu 4 w [22]

(str. 530) wynika, ze dla kazdego t € B,,, gdzie m > my, mamy

Pe(t, Ax(2) = P (t, (1 + %) x(t)) > 2" (1, x(1)).

A
om+l

Zatem dla kazdego t € B,,, gdzie m > my, wnioskujemy, ze B,, C A’ ., dla kazdego

m > my. Wtedy

gdzie ostatnia nieréwnos¢ wynika z dowodu Lematu 4 w [22] (str. 531).

[OJe ()\x)XAme “E > | O (M)XBm”E > 1 dla kazdego m > my,

(ii) Dostatecznosé. Dowdd jest analogiczny jak dla punktu (i) (z wykorzystaniem
dowodu Lematu 2.4 w [23], str. 529). Zal6zmy, ze ¢, ¢ 6§|ﬂmN.
x = (x(n))2, zdefiniowany wzorem x = »° > oy ure, (zob. dowoéd Lematu 2.4
w [23]).

Niech A > 1. Wezmy my takie, ze A > 1 + mlo Dla kazdego m > my i n € N,, mamy

WeZmy element

u(hx(1) > b ((1 + l) x<n>) ~ ¢ ((1 . 1) ) > 22, ().
m m

gdzie ostatnia nieréwno$¢ pochodzi z dowodu lematu 2.4 w [23], str. 530, warunek

(6). Stad N,, c A%, dla kazdego m > my. Ostatecznie

om+2

|| > 1 dla kazdego m > my
neNy, I E

H(cpn(xx(n)))nw > [|(6nhxun)
me2 ||

(patrz w/w dowdd, str. 530), co konczy dowdd. o
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Uwaga 3.19. Zauwazmy, ze w pracy [54] lokalny warunek A% (x) (oznaczymy 80 przez
AE(x)) zostal sformuowany nieco inaczej, tzn. zbiér Al (oznaczmy go przez Al L) jest

zdefiniowany jak ponizej

Al = {t € S(): Plx( < by i (Ix(1) > kp(x(1))]. (103)

Warto zauwazy¢, ze Al c Al a co za tym idzie, jesli ¢ € A¥(x), to ¢ € @Z).

Ponizszy przyktad pokazuje réznice w sformuowaniach, tzn. jest mozliwa sytu-
acja, w ktorej ¢ € A/f\();) dla kazdego x € Ey, a jednoczesnie ¢ ¢ A% (x) dla pewnego
x € Es.
Przyktad 3.20. Niech E bedzie przestrzenig Kothego taka, ze L™ — E lub (L°° il )
i E 4> L*). Niech ¢ bedzie funkcja Orlicza zdefiniowana jako ¢(u) = — — 1. Dla
tak zdefiniowanej funkcji by, = 1. Oczywiscie ¢ ¢ AL z uwagi na AL = Az(oo) lub
AE = Ay (R ). Pokazemy, ze ¢ € A(x) dla kazdego x € E.

Wezmy x € Eg, i 1> 1. Wykorzystamy postaé (103) zbioru A} z pracy [54]. Jezeli

te AfC to |x(1)] < llz oraz

1
1—lx(t)_l>k(1—x(t)_l)’

skad
Ix(1) ok x(1)

1= Ix() ~ 1= x(t)

W konsekwencji

I 1-x(2)
- 1. 104
K 1=Ix() (104)
Poniewaz Ix(t) < 7, zatem
1 —x(1) 1 [
< = .
I-Ix(y 1-57 [-1

Stad zamiast (104) mozemy napisacé
[
- 1. 1
P (105)

Jednakze, dla k > ;= mamy

)
N i

=~

co prowadzi do sprzeczno$éi ze (105). Stad u(A}) = 0 dla dostatecznie duzych k, wiec
¢ € AL ().
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Rozwazmy rowniez powyzsza funkcje ¢ i funkcyjng przestrzen Kothego E =
L'[0, 1]. Pokazemy, ze wykorzystujac sformulowanie zbioru AfC z definicji (93), istnieje
x € Ey, dla ktérego ¢ ¢ AT (x).

Wezmy ciag u, — 1, 0 < u, < 1 taki, ze ¢p(2u,) > 2" dla kazdego n € N. Niech
(A) € [0,1], A, N A,, = 0 dla kazdego n # m i u(A,) = 5. Niech

Xo = Z UpYA,-
n=1
Wtedy

1 1 1
Io(x0) = )| Glun)u(A,) < ¢(5) D5 = ¢(§),

JeR
Ustalmy k € N i wezmy ng takie, ze 2" > k (%) Wtedy 2" > kd(u,) dla kazdego

n € N oraz

skad xy € Ey. Pokazemy, ze 4 0 przy k — oo.

| J A c Al = {re So): 2@ <1 i ¢pQxo(1) > kd(xo(0)}.

Stad

”(1) (ZJCO)XA2 = I¢ (2-x0)XA2 Z SQuy)u(A,) > Z 1 = oo.

n=ng n=ng

Dla rozwazanego przyktadu, niezaleznie od wyboru definicji warunku (Ag (x) czy
%)), zaden punkt x € B(Ey) nie bedzie punktem porzadkowej cigglosci z uwagi
na punkt (iv) Twierdzenia 3.22 (patrz réwniez Wniosek 3.24).

3.1. Wyniki

Lemat 3.21. Niech x € E, i ¢ € Af(x). Jezeli pox € E,, to ¢ o (Ix)ys € E, dla
kazdego [ > 1, gdzie By = {t € S(x): I |x(1)] < by(1)}.

Powyzszy lemat jest uogélnieniem Lematu 9 w pracy [54], a dowdd przebiega

analogicznie. Przedstawiamy szczegoly dowodu dla wygody Czytelnika.

Dowod. Niech I > 11 e > 0. Wezmy ciag 0 < z, < ¢ o (Ix)yp, taki, ze z, — 0 p.w.
Z uwagi na warunek ¢ € A¥(x) znajdziemy k > [ takie, ze Hq) o (ZX)XAi”E < g/2, gdzie

Al =t € Bi: (1, Ix(1)) > kd(t, x(1))} .
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Ponadto

Znkppal S @ o ()yppat < ko xypal € Eq

Oraz ZnYp\al — 0 p.w. przy n — oo. Stad ZnXBl\A[k“E < g/2 dla dostatecznie duzych

n. Ostatecznie, dla dostatecznie duzych n, zachodzi nieréwnosé

+
E

el < ataat], <&

ZnXAi
co konczy dowdd. O

Twierdzenie 3.22. Niech E bedzie przestrzenia Kothego, ¢ - funkcja Musielaka—
Orlicza i x € B(Ey). Oznaczmy dla kazdego m € N

C = {te S): ay®) < Ix)l},
Cp= {r € S(x): %a¢(r) < x| < aq,(t)}, C2=C,nQ, CY=C,nN, (106)
D = {t € Q: by(1) < oo}
Element x € (Eq))a wtedy i tylko wtedy, gdy:
(i) poxeE,
(ii) ¢ € AT (xxo),

(iii) Dla kazdego m € N
¢ o (mag)yce € E,.
Ponadto dla kazdego m € N, jesli card (Cﬁf) = Ny, to istnieje takie iy = io(m) €
N, ze

MagXct nfisip) < b¢Xc}j nisi) 1 o (maq))Xc}j Aisio) € Ea- (107)

(iv) u(S(x)n D) =0,

. [x(@)
v) lim sup —= = 0
( ) e p Do)

Dowo6d. Koniecznosé. (i) Dowdd przebiega identycznie jak dowdd Lematu 7 w [37],
str. 253.
(ii) Czes¢ dowodu dotyczaca ¢ € Af(xyc) jest analogiczna jak w dowodzie Twier-

dzenia 11 w pracy [54]. Przedstawimy szczegély dla wygody Czytelnika.
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Zalozmy, ze ¢ o x € E, 1 ¢ ¢ AS(xyc). Wtedy istnieje [ > 11 & > 0 takie, ze dla

kazdego k > [ mamy “q> o (IX)Xatne L6 gdzie zbior A} jest zdefiniowany w (93).

Oznaczmy zbiory Bf( = Af{ NCiB= Bi. Zauwazmy, ze zbiér B ma postac

B = {l’ € S(x): |x(0)] > (l¢(l‘), Ilx(2)] < bq)(t) i % _ oo} ’

co oznacza, ze u(B) = 0. Zauwazmy rowniez, ze Bf(, C Bf( dla kazdego k" > k. Czyli
Bil@przyk—)oo.

Ustalmy z; = XYl - Wtedy ||q> o (le)”E > ¢ dla kazdego k > [. Ostatecznie ||zlq, 7
0, skad |x| ¢ (Eg)q-
(iv) Zatézmy, ze u{S(x) N D} > 0. Niech Q,, = {t eS(x)ND: |x(0) = %} Wowezas
istnieje takie my € N, ze u(Q,,) > 0. Rozwazmy ciag () C Q,, taki, ze Q =
{t € Q1 be(t) < k}. Istnieje ko dla ktérego u(€y,) > 0. Faktycznie, w przeciwnym
przypadku, jezeli u(€%) = 0 dla kazdego k € N, to u(Q,,,\ ) = u(,,) > 0 dla
kazdego k € N. Wtedy, dla kazdego t € Q,, \€ 1 wszystkich k € N, mamy by(?) > k,
sprzecznosc.

Wezmy ciag zbiorow (C,))”, C €, takich, ze 0 < u(C,) — 0 przy n — oo. Niech
Xy, = mLOXCn‘ Wtedy 0 < x, < |x] 1 x, = 0 p.w. w €,. Niech &, > 0 beda takie, ze
% = (1 + &)komy. Stad

1 1
[q) (Xxn) = ]4) ((1 + S)komom_OXCn) > I¢ ((1 + S)bq)ch) =0

oraz ||,y > A. Zatem x ¢ (E¢)

a

(v) Oznaczmy

Ny = {i € Nt by(i) < oo} (108)
Zauwazmy, ze wystarczy pokaza¢ réwnoscé lir_ré Aslup E;(—g = 0 dla przypadku card(N,) =
No. Zatozmy, ze a = lingls,up zlqu% >0i card(]\;l) 1: No. Istnieje ciag (ix) € N, taki, ze
% > 4. Niech y, = Ix(lik)l1 ei.- Wtedy yi < |x| oraz y, — 0 punktowo. Z drugiej strony,

biorac A < § otrzymujemy ¥ = @ > 5:by(ip), skad I4(3) = co. Zatem lyelly > A,

wiec x ¢ (Eq))
(ili) Rozwazymy trzy przypadki.

a

(a) Wykazemy najpierw, ze zachodzi pierwszy z warunkéw punktu (iii). Zalézmy

przeciwnie, ze istnieje takie m € N, ze ¢ o (mag)yce ¢ E,. Wnioskujemy z (iv), ze
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by(t) = oo dla p.w. 1 € QN S(x), skad ¢ o (may)yce przyjmuje skoficzone warto-

[ee]

Sci. Ponadto istnieja 6 > 0 1 ciag (D,), C C% zbioréw parami roztacznych, gdzie
||q> o (ma¢)an||E > ¢ dla kazdego n (zob. Lemat 5 w [37]). Biorac z, = |x|yp, otrzy-

mujemy 0 < z, < |x] i z, = 0 p.w. Ponadto dla [ > m*> mamy

[
¢ o (E%) xD,
skad |lzll, # 0, poniewaz [|z,ll, — 0 wtedy i tylko wtedy, gdy I4(rhz,) — 0 dla
wszystkich A. Zatem x ¢ (E¢)

Ly(lzn) > > ||¢ o (m%)XDn”E >0,

E

(b) Pokazemy teraz, ze Zachodzi nieréwnos¢ w warunku (107). Zaltézmy nie
wprost, ze card (Cﬁ) = Ny dla pewnego m € N oraz istnieje przeliczalny zbiér D ¢ CY
taki, ze

mayy,p = beYp- (109)
Wtedy, dla kazdego i € D, mamy

. N .
n—1a¢(z) SIx(@)] 1 by(i) < oo,

co razem z (v) implikuje, ze

mag() <nlx() dlaieD i limsup il _ g
ieD b¢(l)

Istnieje wtedy takie iy = ig(m), ze
may(i) < m® |x(i)| < by (i)

dla kazdego i > iy, i € D, sprzecznos¢ z nieréwnoscia (109).

(c) Pozostat do wykazania drugi z warunkéw (107). Wykorzystamy prawdziwosé
pierwszego z tej pary warunkéw. Zatézmy nie wprost, ze card(Ch ) = 8y dla pewnego
m 1 istnieje iy = ip(m), takie, ze may (i) < by (i) dla kazdego i > iy, i € CY' | a jednocze-
snie ¢ o (mag)Yci nyisiy) € Ea dla dowolnego iy, czyli ¢ o (mag)ycn ¢ E, . W szczegol-
nosci, biorac i; = iy mamy, ze ¢ o (May)Xc nisiy) ¢ Ea- Oczywiscie ¢ o (mag)ycr nisiy)

przyjmuje skonczone wartosci.

[ee]

>, C CY' zbioréw parami roztacznych takie,

Ponadto istnieja 6 > 0 i ciag (D,)
ze ||¢ o (m%)XDn” ;= 0 dla kazdego n (zob. Lemat 5 w [37], patrz rowniez - Uwaga
1 w [18]). Biorac z, = |x|yp, otrzymujemy O < z, < |x| 1 z, = 0 p.w. Ponadto, dla
[ > m?,

[
o (Laofo > oo tmagmal, >
E
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skad [lzll, # 0, poniewaz [|z,ll, — 0 wtedy i tylko wtedy, gdy I4(hz,) — 0 dla
wszystkich A. Zatem x ¢ (E“’)a'

Dostatecznos¢. Niech 0 < x, < |x|, x, = 0 p.w. Niech [ > 1. Pokazemy w dwdch
krokach, ze I4(Ilx,) — 0.

1. Najpierw udowodnimy, ze Iy (Ix,Xsw\c) — 0. Niech m > [. Zauwazmy, ze C,, C

S(x)\C. Wtedy ¢ o (Ix,%c,) = 0 p.w. przy n — oo i, na mocy (iii)
¢o (lancf,}) <¢o (laq)xcﬁ) <¢o (maq,xcg) €k,

Stad I, (lxnxc)%) — 0 przy n — oo.

Zanwazmy, ze (iii) implikuje, ze jesli card (Cl} ) = Ry to istnieje iy = io(m), ze
¢ o (Ixutcst isiny) < & © (lagxcs npsin) < P © (magkesy nisi) € Ea:

Z uwagi na fakt, iz zbiér CY N {i < iy} jest skorficzony, to punktowa zbieznosé
¢ o (Ix)xcr ~iciyy POCIAga za sobg zbieznosé w normie. Implikacja ta zachodzi row-
niez, jesli zbiér C), jest skoriczonej miary. Zatem I, (lanCEI) — 0 przy n — oo.
W konsekwencji I (Ix,Xc,) = 0 przy n — oco. Ponadto, biorac C;, = (S(x)\C)\Cy,
mamy

I¢ (lanClln) < I¢ (lxXC,’,,) < Iq, (Clq,Xc;n) =0.

2. Pokazemy teraz, ze I(Ix,xc) — 0. Oznaczmy
D =CnQ, D,=CNN, Dy =D, N(N\Ny), Dy=D,NNj,

gdzie N; jest zdefiniowane w (108). Zauwazmy, ze (iv) implikuje by, = oo p.w.
w S(x) N Q, a zatem

l‘anDlUDZI < lxXD1UD21 < b¢XD1UD21' (110)

Z (ii) 1 Lematu 3.21 otrzymujemy, ze ¢ o (Ix)Xp,up, € Ea, zatem Iy (Ix,%p,up, ) — 0.
Wystarczy pokazac, ze Iy (Ix,)Xp,,) — 0 przy n — oo. Jest to oczywiste, gdy N,
jest skonczony. Zalézmy, ze card Ny = Ny. Warunek (v) implikuje istnienie takiego
ip € Ny, ze dla kazdego i > iy, i € Ny mamy
Lx(@)

by ()

Faktycznie, w przeciwnym przypadku znajdziemy cigg (iy) € N, dla ktérego zachodzi

—’;Z((’Ii))' > 1 dla wszystkich k. Wtedy

<1 (111)

Jim sup @l Gl L

~ 2 ln —>->0,
ieny  bo(i) = ko by(i) 1
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co przeczy (v). Oznaczmy
DY, ={i€Dy:i>i), D3 ={i€Dn:i<ip}.

Oczywiscie I (lanDgz) — 0, gdyz D3, jest skoticzony i ¢ o (Ixn)yp2, Jest punktowo
zbiezny do zera. Ponadto ¢ o (Ixn)xpy jest rowniez punktowo zbiezny, skad na mocy

(i) i Lematu 3.21 otrzymujemy

q) ° (l-xn)XD%Z < q) o (IX)XDé2 € Ea-

Zatem I, (ZX”XDiz) — 0 przy n — oo. Ostatecznie, z punktu 1. i 2., wnioskujemy, ze

Iy(Ix,) — 0 dla kazdego [ > 1, co oznacza, ze ||x,|l, — 0. O

Uwaga 3.23. Dowod Twierdzenia 3.22 przebiega analogicznie dla warunku A/f\();)

(zob. Uwaga 3.19) z uwagi na to, ze:

1. Odpowiednik Lematu 3.21 ze zbiorem B; = {t € S(x): P|x(?)| < by (1)} przechodzi

analogicznie.

2. Koniecznosé¢ dowodu wynika z faktu, iz spetnianie przez funkcje ¢ warunku

A%(x) pociaga za sobg spelnianie warunku A/ZE\();) (zob. Uwaga 3.19).

3. W punkcie 2 dowodu dostatecznosci zachodzi nieré6wnosé

2 2
l anD1UD21 < l xXDlUDzl < b¢XD1UD217

analogiczna do (110), ze wzgledu na to, ze by)p,up, = 0.

4. W punkcie 2 dowodu dostatecznosci, wartosé¢ ip mozna tak dobraé, by Pl

by (i)
dla kazdego i > iy, i € N (zob. (111)).
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3.2. Zastosowania

3.2.1. Przestrzenie Calderona—t.ozanowskiego

Ponizsze twierdzenie zostalo udowodnione bezposrednio w pracy [54, Theorem

11]. Ponizej przeprowadzimy dowdd wynikajacy z Twierdzenia 3.22 rozprawy.

Whiosek 3.24. Niech E bedzie przestrzenia Kothego, ¢ bedzie funkcja Orlicza oraz
x € B(Ey). Wtedy x € (E‘P)a wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) poxekE,,
(it") ¢ € AF (xxc), gdzie C = {r € S(x): aq < |x()l};

(iii") xa, € E, dla kazdego m € N, gdzie

I|-

A, = {t € S(x): — < |x(0)] < aq,};

iv’) |lxxall, > 0 implikuje by = oo,
o o
(v)) Jezeli [lxyally, = 01 b < o0, to [x(i)] = O przy i — co.

Dowdd. Zauwazmy, ze wystarczy pokaza¢ rownowazno$¢ warunkow Wniosku i wa-

runkéw Twierdzenia 3.22. Warunki (i) i (ii’) sa takie same jak (i) i (ii), odpowiednio.
Pokazemy najpierw, ze warunki od (iii’) do (v’) wynikaja z warunkéw od (iii) do

(V).

(iv’) Jesli [lxxall, > 0, to u(S(x) N Q) > 0. Z warunku (iv) mamy, ze u(S(x) N D) = 0.

Zatem u(D) = 0, skad by = oo.

(v") Niech [lxxall, = 01 by < c0. Z (v) wnioskujemy, Ze lirgksiup % =0, skad |x(i)] = 0

przy i — oo.

(iii") Zauwazmy, ze jezeli |lxxall, = 0 i by < oo to z (v') wynika, ze zbiér A,, jest

skoniczonej miary dla kazdego m € N, skad y4, € E,. Na mocy powyzszego i (iv’)

mozemy zalozy¢, ze by = oo. Niech m € N i wezmy n € N takie, ze n > may, wigc

2 < % Stad

n

a 1
o < x| < ap  dla kazdego t€A,.
n m

Wtedy warunek (iii) implikuje, ze A,, ¢ C, oraz

O0<¢o ﬁ)(Am <¢o EXC,, < ¢ o (nag)yc, € E..
m m
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Ostatecznie yu,, € E,.
Zat6zmy, ze zachodza warunki od (iii’) do (v’). Wykazemy, ze zachodza warunki

od (iii) do (v).

(iii) Zauwazmy, ze warunek b, < oo moze zachodzi¢ tylko w przypadku [lxyall, = 0

(zob. (iv")). Zachodzi wtedy oczywiscie pierwszy z warunkéw w punkcie (iii).
Ponadto, z (v’) wynika, ze zbiér A, jest skonczony dla kazdego n € N. Poka-

zemy, ze nie zachodzi poprzednik implikacji w drugiej czesci warunku (iii), tzn.

card (Cﬁ) < oo dla kazdego m, co zakonczy dow6d warunku (iii) przy by < co. Oczy-

wiscie, jesli ag = 0, to zbior C!' jest pusty. Niech zatem ay > 01 zatézmy przeciwnie,

ze card (Cﬁ) = Ny dla pewnego m. Dobierzmy takie n € N, aby n > % Wtedy

a

¢ .
< < 112
p” |x(D)] ag ( )

1

- <

n
dla kazdego i € CV'. Stad (iii’) implikuje, ze CY C A, co przeczy skoriczonosci zbioru
A, i dowodzi teze.

Zalozmy, ze by = co. Jedli card(C,, ) = Ny, to oczywiscie magyer nisi < PoXct niisio) -
Pozostaje pokazac, ze ¢ o (macp)ch,}u(c}E ntizio)) € Ea- Podobnie jak powyzej mozemy
zalozy¢, ze ay > 0. Niech m € N i wezmy takie n € N, aby n > % Wtedy (112)
zachodzi dla kazdego t € C,, = C$ U CY . Stad (iii’) implikuje, ze C,, C A, oraz

0 < ¢ o (may)yc, < ¢ o (may)ya, € E,

dla kazdego m € N, co konczy dowdd (iii).

(iv) Niech [lxyall, > 0. Z warunku (iv’) mamy by, = oo, skad p(D) = 0. Ostatecznie
u(Sx)NnD)=0.

(v) Jesli by = oo, to warunek (v) jest oczywisty. Niech by, < co. Z warunku (iv’)
wnioskujemy, ze [|lxyall, = 0. Wtedy z (v') mamy, ze x € co, skad lim sup Ml — 0, o

b
ieN, ¢

3.2.2. Przestrzenie OrliczaLorentza

Uwaga 3.25 ([48]). Funkcyjna (ciggowa) przestrzen Lorentza Ay, (4;,,) jest porzad-
kowo ciggta wtedy i tylko wtedy, gdy fw =00 (Z w(i) = oo),
0 i

W dalszej czesci wystarczy zatem rozwazaé tylko przypadek f w < oo (Z w(i) < oo).
0 i



3. UOGOLNIONE PRZESTRZENIE CALDERONA-LOZANOWSKIEGO 89

Ponizsze dwa rezultaty sa dobrze znane w literaturze (zob. np. [56]). Lemat 3.26
jest szczegdlnym przypadkiem Twierdzenia 2.44 dla E = Ay,,[0, ). Przedstawimy
elementarne dowody dla kompletnosci pracy (poniewaz dowdd Twierdzenia 2.44

zostal przeprowadzony dla przestrzeni IT'),,,).

Lemat 3.26. Niech A, [0, 00) bedzie funkcyjna przestrzenia Lorentza oraz f w(t)dt <
0
o ixeA, Wtedy x € (A,,), wtedy i tylko wtedy, gdy d.(1) < oo dla kazdego 7 > 0.

Dowéd. Koniecznoéé wynika z Lematu 2.32 (i).

Dostatecznoéé. Niech d,(1) < o dla kazdego T > 0. Niech cigg (x,) bedzie taki, ze

0 < x, <|x|ix, = 0p.w. Z wlasnosci nierosnacego przestawienia (zob. [56], wlasnosé

12°, str. 67) wnioskujemy, ze x;(r) — 0 dla kazdego 7 oraz
xX(Tw(T) < x"(1)w(r) € L' € (00).

Zatem x,(t)w(t) — 0 dla kazdego 7 oraz

(o]

1l = fx;(f)W(t)dt — 0, przy n — oo,
0

co konczy dowdd. O

Lemat 3.27. Niech A,, bedzie ciggowsg przestrzenig Lorentza oraz >, w(i) < o0 i x € A,,.
i=1

Wtedy x € (41,,), wtedy i tylko wtedy, gdy x*(i) — 0 przy i — oo.

Dowéd. Konieczno$é wynika z punktu (ii) Lematu 2.32 (ii).

Dostatecznos¢. Wezmy ciag (x,) taki, ze 0 < x, < |x] i x, = 0 punktowo, tzn. dla

kazdego i € N
x,(i) > 0 przy n — oo. (113)

Zauwazmy rowniez, ze x*(i) — 0 implikuje
x({) - 0 przy i— oo. (114)

Faktycznie, w przeciwnym przypadku, jesli x ¢ ¢q to istnieja 6 > 0 i nieskonczony
ciag (iy) takie, ze |x(iy)| > 0 dla kazdego k € N. Stad x*(i) > ¢ dla kazdego i € N, co
przeczy zatozeniu x* € cy.

Ponadto 0 < x, < x implikuje, ze

0<x, <x* dlakazdego neN. (115)

*
n
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Zatem x*(i) — 0 pociaga za soba x;(i) = 0 przy i — oo dla wszystkich n, wiec dla
kazdego n € N
x,(i)) > 0 przy i— oo. (116)
Pokazemy, ze x7(i) — 0 przy n — oo dla kazdego i € N. Zalézmy przeciwnie, ze
k=1
dla kazdego k € N. Z warunku (116), dla kazdego k € N znajdziemy takie i € N | ze

istnieje takie iy, ze x;,(ip) 7 0. Wtedy istnieje 6 > 01 podciag (Xf,k(l'o)) , 7€ X, (i) 2 0

|x,,k(i)| = x;, (i) (zob. Twierdzenie 2.19 w rozprawie i Twierdzenie 2.7 w pracy [3]).
Oznaczmy [ = {i eN: |xnk(i)| = x;k(io)} il =JIy. Rozwazmy dwa przypadki. Jezeli
k

zbior 1 jest przeliczalny, to
0<0<x,(>0)<|x@| dlakazdego ie€l,

co przeczy warunkowi (114). Jezeli I jest zbiorem skoniczonym, to wtedy istnieje
jo el, ze

xnk(j()) 2 0
dla nieskonczenie wielu k, co przeczy (113). Mozemy zatem powiedzieé, ze ciagi x;

i x;w zbiegaja punktowo do zera dla wszystkich n.

Zauwazmy, ze z (115), dla kazdego n € N mamy

x,w<x'we I' € (0C).

Ostatecznie ||x,l,, = (|x, L= > xi(w(@@) — 0. O
i=1

Warto zauwazy¢, ze dostatecznos¢ Lematu 3.27 nie zachodzi w ogdlnosci dla cia-
gowych przestrzeni symetrycznych. Wystarczy wzia¢, analogicznie jak w Przyktadzie

2.33, ciggowa przestrzen Marcinkiewicza

1

m, = {x el’: I = sup w(i)x" (i) < oo},

gdzie x**(i) = % zl: x*(k), z funkcja wagowa w(i) = Vi dla i € N, a takze element
k=1

x €m, taki, ze x()) = Vi— Vi—1 dlaieN,.

Whiosek 3.28. Niech ¢ bedzie funkcja Orlicza i x € B(Aw). Wtedy |x] € (Aq),w)a

wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i) x(e0) = 0,
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(ii) ¢ € A (xxc), gdzie C = {r € S(x): g < |x(1);
(iii) m(Ay) < oo dla kazdego k € N, gdzie Ay = {t € S(): 1 < [x(0)] < ay};

Dowdd. Koniecznoéé. Warunek (i) wynika z faktu, iz przestrzen Ay, jest syme-
tryczna oraz z Lematu 2.32. Natomiast warunki (ii) i (iv) wynikaja z Wniosku 3.24.
(iii) Warunek ten wynika z faktu, iz x*(c0) = 0.
Dostatecznoéé. Zastosujemy Wniosek 3.24. Wystarczy wykazaé, ze zachodzag wa-
runki (i’) 1 (iii").

(i) Poniewaz x*(c0) = 0, zatem (¢ o x)*(c0) = 0. Stad ¢ o x € (A,), na mocy
Lematu 3.26.

(ili") Niech k € N Zauwazmy, ze m(A;) < oo implikuje d,, (1) < oo dla kazdego

7> 0. Wtedy z Lematu 3.26 otrzymujemy, ze x4, € (Ay),- O
Whiosek 3.29. Niech x € B(/lq),w). Wtedy |x| € (/l‘P’W)a wtedy i tylko wtedy, gdy:
(i) x*(c0) =0,
(ii) ¢ €AY (xyc), gdzie C = i € S(): ay < X()};
(iii) Jezeli by = o0, to XX fielt : x(i)<ag) € Co-
(iv) Jezeli by < o0, to x € ¢y.

Dowdd. Koniecznoéé. Warunek (i) wynika z faktu, iz przestrzen Ay, jest syme-
tryczna oraz z Lematu 2.32. Warunki (ii) i (iv) wynikaja z Wniosku 3.24.
(iii) Na mocy Wniosku 3.24 mamy ya4, € (4,),. Stad i z Lematu 3.26 otrzymujemy,
ze (xa,)" € co, skad m(A,,) < oo dla kazdego m € N. Wtedy xyjien . xi)<ay) € Co-
Dostatecznoéé. Wykorzystamy Wniosek 3.24 w analogiczny sposob jak w dowodzie
Wnhiosku 3.28.

(i) Poniewaz x*(c0) = 0, zatem (¢ o x)*(c0) = 0. Stad ¢ o x € (A,), na mocy
Lematu 3.27.

(iii") Zauwazmy, ze warunki (iii) oraz (iv) implikuja, ze dla kazdego m € N istnieje

ip € N ze |x(i)] < i dla wszystkich i > iy, zatem zbiér A,, jest miary skonczonej

14, € Ay, O
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