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OPTYMALNA PROGRESJA PODATKOWA

I. WSTEP

Na catym sSwiecie poszukuje sie dobrego (sprawiedliwego) systemu podat-
kowego. Nikt nie kwestionuje potrzeby zasilania budzetu panstwa podatkami.
Dziatacze gospodarczy, spoteczni, parlamentarzysci, teoretycy ekonomii toczag
natomiast gorgce spory o sprawiedliwg formute opodatkowania obywateli.
W artykule wracamy do tej kwestii na gruncie teorii sterowania optymalnegol
JesteSmy przekonani, ze nadanie problemowi opodatkowania rygoru $cistosci
matematycznej pozwoli na gtebsze zrozumienie zatozen stojgcych za okreslo-
nym systemem podatkowym, a takze spodziewanych efektéw tego systemu.
Przedmiotem naszego zainteresowania jest podatek dochodowy od osob fizycz-
nych. Nie podejmujemy sie oceny innych rodzajéw podatkéw obowigzujacych
w Polsce i za granica.

Artykut sktada sie z dwoéch czesci. W czesci Il prezentujemy model systemu
podatkowego w gospodarce w krdtkim okresie czasu (model statyczny). Model
ten nie uwzglednia wptywu podatkéw na inwestycje, a w rezultacie —na
przyszte bogactwo spoteczenstwa. Te kwestie podnoszg tez zwolennicy podatku
liniowego. Dlatego w czesci Il rozwazamy model dynamiczny, ktéry uwzgled-
nia akumulacje kapitatu.

Il. MODEL STATYCZNY

Przedstawimy najpierw model matematyczny opodatkowania obywateli pew-
nego kraju podatkiem dochodowym w krdtkim okresie. Zaktadamy, ze mieszkancy
kraju tworzg spotecznos¢ ztozong z jednostek o réznych dochodach, a problem
optymalnego opodatkowania polega na ustaleniu takiej formuty podatkowej, kto-
ra maksymalizowataby uzytecznos¢ spoteczng rozumiangjako suma uzytecznosci
poszczeg6lnych obywateli. Problem tak rozumianej optymalnej stopy podatkowej
jest wiec de facto problemem redystrybucji dochodéw w jednostce czasu, np.

1 Tym tez nasze podejscie rézni sie od wigkszosci znanych prac z tego zakresu, por. np. A. Altay, The Theory
of Optimal Taxation and New Approaches: A Survey, ,Journal of Public Economics”, 1986, nr 30; J. M. Buchanan,
The Political Eficiency of General Taxation, ,National Tax Journal” 1993, nr 46; W. Hettich, S. A. Winer, A Posi-
tive Model of Tax Structure,,, Journal of Public Economics” 1984, nr 24; F. R. Ramsey, A Contribution to the The-
ory of Taxation, ,Economic Journal” 1992, nr 27; E. Saez, Using Elasticities to Derive Optimal Income Tax,
,Review of Economic Studies” 2001, nr 68; J. B. Slemrod (red.), On the High-income Laffer Curve. Tax Pro-
gressivity and Income Inequality, Cambridge University Press, Cambridge 1994.
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w pewnym roku. W punktcie 1 pomijamy mechanizm powstawania dochodéw
oraz wptyw redystrybucji dochodéw na ich ksztattowanie sie w przysztosci. Zaj-
miemy sie tym w punkcie 2.

Przeanalizujemy kolejno dwa modele. W pierwszym z nich (model podsta-
wowy) zaktadamy, ze wszystkie jednostki w spoteczenstwie majg takg sama
funkcje uzytecznosci. W drugim (model rozszerzony) rézne jednostki moga
mie¢ odmienne funkcje uzytecznosci.

1. Wersja podstawowa modelu

Spoteczenstwo sktada sie zjednostek o ré6znych dochodach. Dochéd jednost-
ki oznaczamy przez x. Jest to liczba z przedziatu [0,°0). Nieujemna funkcja rze-
czywista g(x) opisuje gestosé rozkltadu dochoddw w spoteczenstwie i oznacza,
jaka czesc spoteczenstwa ma dochody w przedziale [xx+doc\, gdzie dx jest wiel-

|mg(x)dx oznacza frakcje ludnosci, ktéra ma
dochody miedzy x0a xv Z definicji J g(x)dx = 1.

Zaktadamy, ze pewna cze$¢ I(x) dochodu x jest przeznaczana na cele
spoteczne —sgto spoteczne koszty obstugi dochodu x. Przyjmujemy nastepujace
zatozenia odnosnie funkcji I:

120,  o<r(x) =1 mT(x)=fi >o. 1)

Przez f(x) oznaczamy stope podatkowa jaka obcigzony jest dochdd x. Przyj-
mujemy, ze podatek ptaci sie od dochodu netto, czyli po odliczeniu kosztow
obstugi. Zatem od osoby, ktérej dochdéd wynosi x, kwota podatku wynosi
(x-1(x))f(x). Do jej dyspozycji pozostaje kwota (1-f(x))(x-1(x)). Laczne wptywy do
budzetu panstwa z podatku dochodowego wynoszg

iV(j)(x - 1(x)f(x)g(x)dx, 2)

gdzie N jest liczbg ludnosci. W dalszych rozwazaniach przyjmujemy, bez utraty
ogodlnosci, ze N=1.

Zaktadamy, ze miargdobrobytu kazdego obywatela jest skalarna funkcja uzy-
tecznosci u(x), o standardowych wasnosciach: rosnaca i wklesta, limx™0 u' (x) = +00
oraz lim~., u'(x) =0. Dobrobyt spoteczny £/jest suma dobrobytéw jednostek, tj.

U =J u(x)g(x)dx . n
0

Przy ustalonej, wymaganej kwocie A>0 wptywow do budzetu panstwa z ty-
tutu podatku dochodowego ptaconego przez obywateli szukamy takiego syste-
mu podatkowego, ktéry zapewni maksymalny poziom dobrobytu spotecznego
(rozumianego jako miara zadowolenia obywateli z posiadania tej czesci do-
chodu, ktora pozostaje do ich dyspozycji po opodatkowaniu). Matematycznie,
szukamy funkcji f\[0,co)-» [0,1], ktdra stanowi rozwigzanie nastepujgcego
zadania:
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maX\] u((l - F00)(x - £(x)))g(x)dx, @
0
pod warunkiem ze
(1 (x$)F()g(x) = A. ©)
0
Wprowadzajac funkcje y(x) speiniajaca rownanie
ax
zadanie (4)—5) mozna zapisa¢ w rownowaznej postaci:
maxJ u((l - f(x))(x - f(x)))g(x)dx, (6)
"0
pod warunkiem ze
~ = (x~ 1(x))f(x)gx), )
ax
y(0) =0, 3<00)=A, (8)
Vx: f(x) e [0,1] = )

Zadanie (6)-(9) jest klasycznym zadaniem sterowania optymalnego, w kto6-
rym role sterowania petni funkcja f, przebieg zmiennej stanu opisuje funkcjay,
natomiast x jest zmienngniezalezng. Hamiltonianem tego zadania jest funkcja

H(f, y.x,X) = u((1- f(x))(x - £(x)))g(x) + X{x- 1(x))f(x)g(x),

gdzie zgodnie z zasadg maksimum Pontriagina Ajest rozwigzaniem réwnania
rézniczkowego

dl _ dH
dx dy
Poniewaz jednak
dy
wiec
dl _ dH _Q
dx dy

Wynika stad, ze X(x)=X=const.

Zgodnie z zasadg maksimum Pontriagina, dla kazdego x optymalna war-
tos¢ f nalezy wybraé tak, aby maksymalizowata hamiltonian2 Pochodna ha-
miltonianu wzgledem f wynosi

2 Zob. np. M. Athans, P. Falb, Sterowanie optymalne: wstep do teorii ijej zastosowania, Wydawnictwo Na-
ukowo-Techniczne, Warszawa 1969; W. H. Fleming, R. W. Rishel, Deterministic and Stochastic Optimal Control,
Springer Verlag, New York 1975; D. Leonard, N. Van Long, Optimal control theory and static opimization, Cam-
bridge University Press, Cambridge 1992.
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H
%f = (x- 1(x)u'((1- HX)g(x) + X(x- 1(x))g(x)

= (X 109)gO)[X - u (X - H)(x - /()]

Zatézmy, ze stata Xw hamiltonianie H jest niedodatnia. Wowczas dla kazdego

dH
x>0 i kazdego /e[0 'I]“d_;‘_< 0, czyli dla x > 0 hamiltonian osigga maksimum
w punkcie /=0, wigc w mysl (7)
Vx>0;-~=0
dx

i wobec tego, zey(0)=0, otrzymujemy y(x)=0 dla kazdego x>0, co przeczy warun-
kowi y(oo)=A (zob. (8)). Zatem a>O0.

Przebieg funkcji h(f)=i£{{l-f)(x-1(x)) w zaleznosci od fe [0,1] (przy ustalonym
x>0) przedstawiono na rysunku 1. Jak wida¢, mozliwe sg dwa przypadki.
W pierwszym (rys. 1(a)) krzywa h(f) i prosta Anie przecinaja sie, co oznacza, ze
dla kazdego /e(0,1] jest ii>\. Warto$¢ dHIdfjest ujemna na przedziale /e (0,l],
co 0znacza, ze hamiltonian ma maksimum w punkcie f=0. Funkcja li maleje ma
potosi [0,00) od +00 do O i wobec tego przy przyjetych zatozeniach warunek
u'(x)>X bedzie spetniony dla matych wielkosci x. Oznacza to, ze niskie dochody
powinny by¢ catkowicie zwolnione od podatku.

W drugim przypadku (rys. 1(b)), krzywa h(f) przecina prostag Aw punkcief .
Wartos¢ dHIdfjest dodatnia dla f< f* oraz ujemna dla/> /*. Oznacza to, ze ha-
miltonian osiaga maksimum w punkcie f*. Pozostaje wyznaczy¢ wsp6trzedne
tego punktu. Oznaczmy przez 9 funkcje odwrotng do funkcji uzytecznosci kran-
cowej ft=(u’)-\ tj.

#(y) =x<=>u'(x) =y.

W punkcie f spetnione jest réwnanie

A= U (W *)(*-1(*))),
a zatem
, &)
1 (10)

Poniewaz X jest stala, wiec takze 9(")=c>0 jest stala.
Optymalna progresja podatkowa (sterowanie) ma nastepujacg postac:

0 dlax- I(x) <c,
f(x) =L ----—- c— dlax _/(x)>c (11)
[ x-7(x

przy czym stata ¢>0 nalezy dobra¢ w ten sposéb, aby spetniony byt warunek
ograniczajacy gloszacy, ze suma zebranych podatkéw wyniesie A, tj.
f \
(x-/1(x)) 1---—--- &— g(x)dx=A, (12)
/(x)

J{*:£-/(x)>c}

(por. (5)).
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Rysunek 1
Warto$¢ f maksymalizujgca hamiltonian

(a) Rozwiagzanie optymalne /* = 0

(b) Rozwiagzanie optymalne f e (0,1)
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2. Wersja rozszerzona modelu

W podstawowej wersji modelu zaktadaliSmy, ze kazda osoba ma takg sama
funkcje uzytecznosci u. Uchylimy obecnie to zatozenie i rozwazymy model,
w ktorym cztonkowie spoteczeristwa moga rézni¢ sie indywidualnymi ocenami
swego dobrobytu. Doktadniej méwigc zaktadamy, ze w spoteczenstwie mozna
wyroézni¢ pewne grupy ludnosci indeksowane przez 0e0, gdzie © jest zbiorowo-
Scig takich grup. Grupa o indeksie 0 ma funkcje uzytecznosci u(0, ). Laczny
rozktad typoéw i klas dochodéw opisuje nieujemna funkcja g(9,x) spetniajgca

warunek JJ g(6,x)d6dx =1 Odpowiednikiem zadania (4)-(5) jest zadanie
0

maxJJ u(6,(l - f(x))(x - f(x)))g(6,x)d6dx, (13)
0
pod warunkiem ze

J - 100)F0)g(dx) = AL (14)
o0

Wprowadzajac funkcje G(x):
G(x) =jg(e,x)d0 (15)
(jest to rozktad brzegowy dochoddéw) i funkcje U(x,f):

U, f) =1 ud, @- f){x - 1(x)))g(9, x)d6 (16)

(jest to Srednia uzytecznos$é w grupie o dochodach x przy stopie opodatkowania
tej grupy rownej f), zadanie to mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci (por.
zadanie (6)-(9)):

mfaX{fDU((l- X)) (x - f(x)))g(x)dx, 17)
pod warunkiem ze
€-=(X- 1(x)f(x)g(x), (18)
dx
y(0) =0, y(co)=A, (19)
f(x) e [0,1]. (20)

Zgodnie z zasadg maksimum Pontriagina, hamiltonianem tego zadania
jest funkcja H-U(x,f)+k(x-1{x))fG(x), gdzie (podobnie jak w zadaniu (6)-(9)) X
jest pewng stata dodatnig a optymalng wartos¢ sterowanial/e [0,1] nalezy wy-
bra¢ tak, aby (przy ustalonym x>0) maksymalizowata hamiltonian H. Pochod-
na hamiltonianu wzgledem sterowania wynosi

dH du T v, .
= K 100YE().

Z definicji funkcji U mamy jednak:
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N =[x -1(R))« (0,2 - N(x- ()M G, x)de =-(x-1(x))SUM (x, ),
3/ ¢

gdzie SUM(x,f) jest Srednig uzytecznoscig marginalna w grupie ludnosci o do-
chodach x przy stopie podatkowej w tej grupie réwnej /:

SUM(x, f) =\u'2(8,(1-f)(x-1(x)))g(8,x)dd.
©
Pochodng hamiltonianu wzgledem sterowania mozna zatem zapisa¢ inaczej
tak:

= (X - 1(X)}{XG(X) - SUM(x, /)].

Otrzymujemy nastepujgce zasady opodatkowania:
1. Zwolnione z podatku powinny by¢ ewentualnie te grupy oséb, dla ktérych
Srednia uzytecznos¢ marginalna SUM(x) jest najwieksza (niekoniecznie musza

to by¢ grupy o najnizszym dochodzie) - tam bowiem dla f —0 pochodna-----

moze by¢ mniejsza od 0, co daje rozwigzanie brzegowe /*.

2. Dla pozostatych grup (opodatkowanych) reguta opodatkowania powinna
by¢ taka, aby Srednia uzyteczno$¢ marginalna byta wprost proporcjonalna do
liczebnosci grup o réznych dochodach: SUM(x,f) ~ G(x).

Aby zilustrowa¢ powyzsze zasady rozwazmy spoteczenstwo, w ktérym wy-
stepujg dwie grupy obywateli oznaczone przez 61i d2. Zatem 0 ={0j,02}. Oby-

watele z grupy 8 maja funkcje uzytecznosci u(91,x) :-1- ----- x1" , za$ obywatele
a
z grupy 02funkcje uzytecznosci u(82,x) =——x11, przy czym 0<P<a<l. Rela-

tywna awersja do ryzyka obywateli z grupy 0, i 02 wynosi odpowiednio a i P,
a zatem obywatele z grupy 9t majg wiekszg awersje do ryzyka niz z grupy 02.
Wszyscy obywatele dzielg sie na ,mniej zamoznych” i ,zamoznych”. Dochody
mniej zamoznych lezg w przedziale [a,b], a dochody zamoznych —w przedziale
[c,d\, przy czym O<a<b<c<d. Zaktadamy tez, dla uproszczenia, ze b-a=d-c.
Wszyscy mniej zamozni nalezg do grupy dl, a wszyscy bardziej zamozni —do
grupy 02. Funkcja rozktadu dochodéw jest postaci:

g(0,x)=1i¢" gdy(0 =01lixe[a,6])lub(0 =02ixe[c,d]), n
[O w pozostatych przypadkach.

Jezeli 7(x)=0 dla kazdego x, to srednia uzyteczno$¢ marginalna przy docho-
dzie x i stopie podatkowej f wynosi

1 (1-f) ax a dla xe][a, 6],

SUM(X,B-- - . (22)

- hx P dla xelcd].
b-a

Zgodnie z drugg z wyprowadzonych zasad optymalnego opodatkowania,
Srednia uzyteczno$¢ marginalna powinna by¢ proporcjonalna do liczebnosci
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grup. W tym przypadku obywatele o r6znych dochodach sg tak samo liczni,
a zatem S$rednia uzytecznos$¢ krancowa powinna by¢ stata dla wszystkich jed-
nostek (zaktadamy, ze w obu grupach dochody sg na tyle wysokie, iz nikt nie
jest zwolniony z opodatkowania). Optymalna progresja podatkowa wynosi zatem

[— dla xe[a,b],
o= % )

c?
- dla xe[c,d],
X

gdzie stata C>0 spetnia warunek brzegowy (12) (w ktdrym obecnie I(x)=0). Poda-
tek jest wiec progresywny, ale progresjajest mniejsza niz w modelu zjednakowy-
mi funkcjami uzytecznosci. Zamozniejsi majg po opodatkowaniu dochéd nadal
wiekszy niz mniej zamozni—jest to ich premia za mniejszg awersje do ryzyka.

I11. MODEL DYNAMICZNY

W poprzednim punkcie wyprowadziliSmy optymalna progresje podatkowg
w gospodarce, w ktorej przy ocenie poziomu swego dobrobytu obywatele
ptacacy podatek dochodowy kierowali sie statycznymi funkcjami uzytecznosci
(wyrazajacymi stopien ich zadowolenia osiggniety w jednym okresie). Realne
procesy gospodarcze majg charakter dynamiczny, a rozwigzanie optymalne
w krétkim okresie nie musi by¢ najlepsze w okresie dtuzszym. Na przyktad
reguta (11) oznacza silng progresje podatkowg. Obrornicy podatku liniowego
twierdzg czasami, ze taka formuta jest dobra jako rozwigzanie dorazne, krot-
kookresowe. Podmioty z wyzszym dochodem majg jednak znacznie wigksze
mozliwosci inwestycyjne i jesli obarczymy je zbyt duzymi podatkami, to po-
Srednio przyczynimy sie do wolniejszego wzrostu gospodarczego w przysztosci,
a zatem w dtugim okresie do nizszego dobrobytu spotecznego. Aby zbada¢ za-
sadnos¢ tej argumentacji, zbudujemy dwa dynamiczne modele gospodarki oraz
sformutujemy i rozwigzemy odpowiednie (dynamiczne) zadania wyboru takich
regut opodatkowania, ktére zapewnig maksymalizacje dobrobytu spotecznego
w diugim okresie.

Pierwszy z nich, uproszczony, rézni sie konstrukcjg od modeli rozwazanych
wczes$niej w artykule. Nie interesuje nas w nim znajomos$¢ rozktadu dochodéw.
W zamian postulujemy istnienie skoniczonej liczby jednostek (obywateli) o réoz-
nych dochodach. Dla kazdego obywatela stopa podatkowa ustalana jest od-
dzielnie. To uproszczenie byto konieczne dla otrzymania rozwiagzania, ale-jak
sie okaze - prowadzi do wynikéw posiadajacych naturalnginterpretacje ekono-
miczng W drugim modelu korzysta sie z rozktadéw dochodu. Stopa podatkowa
zalezy w nim tylko od dochodu, a nie od tego, czyja jest wiasnoscia.

1. Uproszczona wersja modelu dynamicznego

Zaktadamy, ze spoteczenstwo sktada sie z | obywateli. W modelu rozwa-
Zzamy pewien ograniczony przedziat czasu [0,7]. Czas jest zmienng ciggta
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ktérg oznaczamy przez t. Dochdd i-tego obywatela w chwili t oznaczamy przez
Xi (i)- Kazdy z obywateli ma takg sama funkcje uzytecznosci u(x), ktora spetnia
takie same zatozenia, jak w modelu statycznym. Przez stoznaczamy stope in-
westycji i-tego obywatela, tj. stosunek jego oszczednosci do jego dochodu.
Zaktadamy, ze wielkos$¢ ta nie zmienia sie w miare uptywu czasu. Stope podat-
kowa i-tego obywatela w chwili toznaczamy przez f(t). Przez A oznaczmy sume
podatkéw, ktéra ma wptynaé do budzetu panstwa w okresie [0,7], tj.

A=j¢ fi(txi(t)dt>0. (24)
0 i=l

Zaktadamy, ze majatek i-tego obywatela ros$nie ze stopg wzrostu asi7gdzie
jest statg opisujaca wydajnosé inwestycji i-tego obywatela (mozna przyja¢, ze
posrednio uwzglednia ona takze koszty obstugi jego dochodu). Dochéd do dyspo-
zycji i-tego obywatela, po odliczeniu inwestycji i podatkéw wynosi (1 —fi- s)xr

Chcemy tak ustali¢ wysoko$é¢ stép podatkowych wszystkich obywateli, aby
dobrobyt spoteczny rozumiany jako suma uzytecznosci indywidualnych obywa-
teli w okresie [0,T] bytjak najwiekszy, przy czym do budzetu panstwa powinien
wptyngé wymagany dochod A. Stosujac te samag technike, jak w modelu sta-
tycznym, (tj.wprowadzajgc dodatkowag zmienna y w celu przeformutowania
ograniczenia (24)), otrzymujemy nastepujace klasyczne zadanie sterowania
optymalnego:

max££ uf(1-fi(t)- s X (t)]dt, (25)
A.-7i =t
pod warunkiem ze
X, (t) = a™XiCt) dla i = | , (26)
y(t) = "Efi (D)Xi(0), (27)
i=1
0</i(0"N1-sj dla kazdego , i=I,...,/, (28)
x1(0)=x° >0, (29)
j(0) =0, y(T)=A. (30)
Wielkos$¢ x°, i=l,0znacza dochdd poczatkowy i-tego obywatela.

Hamiltonian zadania (25)-(30) ma posta¢

HC %y f) = cu[(L-f -sIxJd + 'EACHSIXi +KkIJ ixi), (31)

gdzie x jest /-wymiarowym wektorem dochodu obywateli, X = (Xp x2...,X),
f = (fv f2...,f), jest wektorem ich stop podatkowych, zas X= (A, A2..., AH) jest
(Z-t-1)-wymiarowym wektorem zmiennych dualnych, ktérych dynamike opisuje
nastepujacy uktad réwnan rézniczkowych:
AH . .
h (0= & =-<1l-f(t) - g)u" [A-fit)- a)x(i)] - K(Oajsi*i(t)-  f(1). (32)
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Natomiast zmienna dualna AM jest stalg wiekszg od zera.

Zgodnie z zasadg maksimum Pontriagina optymalne sterowanie f powinno
w kazdej chwili maksymalizowa¢ hamiltonian (31). Pochodna czastkowa ha-
miltonianu wzgledem zmiennej ftwynosi:

Fr=-xju[@-fij-s,X ]+ ={AZ4- u'[(1-/3-5,)X,]}%,. (33)
dh

Znak pochodnej jest taki sam, jak znak wyrazenia znajdujgcego sie w na-
wiasach klamrowych, gdyz X jest zawsze liczbg dodatnig. Optymalng stope
opodatkowania f* tatwo wyznaczy¢ graficznie, analizujac wykres prostej AM
i krzywej h(f)=u"[(1- f -st)x] Wykresy te wygladajgjak na rysunku 1. Jezeli
dochéd ;-tego obywatela jest niski lub jego stopa oszczednosci sjjest na tyle wy-
soka, ze pochodna u' [(1-s;)X] jest wieksza od A[+], to optymalna stopa opodat-
kowania fi = 0. Natomiast jezeli pochodna u' [(1 - sj)xj]jest mniejsza od AM, to
optymalnym opodatkowaniem jest punkt z przedziatu (0,1), w ktdrym po-
chodna (33) ma warto$¢ zero. Zauwazmy, ze prég, od ktérego rozpoczyna sie
opodatkowanie, jest taki sam dla wszystkich obywateli i zalezy od absolutnej
wysokosci dochodu przeznaczonego na konsumpcje. Oznaczajac, podobnie jak
w modelu statycznym, przez 9 funkcje odwrotng do funkcji u', warunek ten mo-
zna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

a-f . Si)X|: W M). (34)

Wielkos¢, ktdéra stoi po prawej stronie tego warunku, $(AM), jest stala.
Oznaczmy jg przez c. Przeksztatcajagc warunek (34) otrzymujemy nastepujaca
optymalng stope opodatkowania:

rvrt-i ? dla (lI~sj)*;(0~c,
¢ [&-(f)-Si dla a-«i)*®& (0>c.

Optymalna progresja podatkowa wyznaczona na podstawie modelu dyna-
micznego ma nastepujaca postaé: Osoby z niskim dochodem lub z wysoka stopg
oszczednosci (inwestycji) powinny by¢ zwolnione z obowigzku ptacenia podatku.
O zwolnieniu decyduje wysoko$¢ tej czesci dochodu obywatela, ktéra pozostaje
po odliczeniu jego indywidualnych lokat inwestycyjnych. Osoby z wyzszym docho-
dem lub z nizszg stopaoszczednosci powinny ptaci¢ podatek zgodnie z reguta (35).

Regute te mozna interpretowac¢ dwojako. W mys$Il pierwszej interpretacji
optymalna stopa podatkowa f' zalezy od dochodu x, oraz stopy stinwestycji po-
mnazajacych dochdd i-tego obywatela. Zatem wysokos$¢ stopy podatkowej zale-
zy nie tylko od dochodu, ale takze od osoby, ktora dochéd ten osigga. Dwaj rozni
podatnicy o tych samych dochodach mogg by¢ obcigzeni réznym podatkiem
w zaleznosci od ich stop inwestycji.

W celu zaprezentowania drugiej interpretacji zapiszmy regute (35) i innej
postaci:

S| dla (1— )% (0 —,
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gdzie w' (t) =f' (t) + a. Woweczas (1 - w*(i))x:(i) jest czescig dochodu i-tego oby-
watela przeznaczonag na konsumpcje, a zatem 1- w*(t) jest jego indywidualng
stopg konsumpcji. Wielko$¢ w* nazwiemy umownie optymalng stopa wyrzecze-
nia i-tego obywatela (podatnika). Reguta (36) przypomina regute optymalnego
opodatkowania (11) w modelu statycznym (przy upraszczajagcym zatozeniu, ze
7(x)=0). W jej mysl optymalna stopa wyrzeczenia podatnika, w*, zalezy
wytacznie od jego dochodu xj (tj. stopy wyrzeczenia dwoch réznych podatnikow
osiggajacych ten sam dochdd powinny by¢ identyczne).

W Swietle przyjetego kryterium maksymalizacji dobrobytu spotecznego
w dtugim okresie nie jest istotna formuta opodatkowania (moze to by¢ podatek
liniowy lub dowolny inny) pod warunkiem, ze suma ptaconych podatkdw iindy-
widualnych inwestycji pomnazajgcych dochody obywateli bedzie rosta progre-
sywnie, zgodnie z formutg (36).

2. Petna wersja modelu dynamicznego

W modelu prezentowanym w poprzednim podpunkcie zmienna w czasie stopa
podatkowa f(t) byta ustalana odrebnie dla kazdego obywatela. Taki system podat-
kowy jest oczywiscie niepraktyczny. W rzeczywistym systemie podatkowym ex de-
finitione stopa opodatkowania nie powinna zaleze¢ od tego, od kogo pobierany jest
podatek, lecz wytgcznie od wysokosci dochodu. Progresja podatkowa nie powinna
takze zmieniac¢ sie zbyt czesto. W tym podpunkcie prezentujemy model, ktory
spetnia te dwa warunki. Punktem wyjscia jest dla nas podstawowa wersja modelu
statycznego z dang funkcjg rozktadu dochodéw w spoteczenstwie.

Niech g(t,x) bedzie funkcjg rozktadu dochoddw w spoteczenstwie w chwili t,
gdzie ie[0,7]. Zaktadamy, ze stopa inwestycji osoby z dochodem x wynosi s(x).
Dochdd osoby rosnie ze stopa as(x), gdzie a>0 jest wskaznikiem efektywnosci
inwestycji. Wszystkie osoby majg takg sama funkcje uzytecznosci u(x) o stan-
dardowych witasnosciach. Podobnie jak w poprzednich modelach, szukamy ta-
kiej formuty opodatkowania obywateli, ktéra zapewnia maksymalny poziom
dobrobytu spolecznego, a réwnoczesnie zapewnia zasilanie budzetu panstwa
w wysokosci A>0 z tytutu podatku dochodowego. Aby zapisa¢ odpowiednie za-
danie, musimy najpierw wyprowadzi¢ réownanie dynamiki rozktadu dochodoéw.
Oznaczmy przez G(t,x) dystrybuante dochodéw w chwili t, tj.

G(t,x) ="g(t,y)dy. (37)

Wielkos¢ G(t,x) informuje, ile o0séb ma w chwili t dochéd nie wiekszy od x. Roz-
wazmy matg zmiane czasu dt. Dochéd kazdego obywatela zmienia sie zgodnie
z réwnaniem rézniczkowym

x(t) = as(x(t))x(t). (38)

W przedziale czasu [t,t+dt] dochdd obywatela, ktory w chwili t wynosit x(t),
wzrosnie o dx=asx(t)dt. Wezmy dowolng liczbe x>0. Chcemy wyznaczy¢ wiel-
kos$¢ G(t+dt,x), czyli liczbe osdb, ktére w momencie t+dt beda miaty dochdéd nie
wyzszy od x. Osoby, ktérych dochod w chwili t przekraczat x-dx, w chwili t+dt
beda miaty dochéd wiekszy od x. Zatem
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G(t + dt,x) =G (t,x-dx) =G(t,x-as(x)xdt). (39)
Odejmujac w réownaniu (39) obustronnie Git,o), otrzymujemy:
G(t+dt,x)-G(t,x) =G(t,x-as(x)xdt)-G(t,x). (40)

Dzielgc obie strony rownania (40) przez dt i przechodzac do granicy otrzymuje-
my nastepujgce rownanie rézniczkowe czgstkowe:

1 (41)
dt dx

Zgodnie z rownaniem (37) g(t,x) = q Zatem, aby otrzymac réwnanie opi-
X

sujgce zmiany rozktadu g, nalezy obie strony réwnania (41) zrézniczkowacd
wzgledem x. Ostatecznie otrzymujemy nastepujace rownanie rozniczkowe
czastkowe:

dg{t,x) + as™ x d§(t'x) + 7as< + s(x)-)g("*x) =0,
dt dx
ktére spetnia funkcja g(t,x). Zadanie maksymalizacji dobrobytu spotecznego

w horyzoncie [0,7] przy zatozeniu, ze budzet panstwa wymaga zasilania podat-
kiem dochodowym w wysokos$ci A>0 przyjmie zatem nastepujgcg postac:

T »
maxJ J g(t,x)u((1- s(x) - f(x))x)dtdx, (42)
f oo
pod warunkiem ze
dg(t,x) + as(x)x d§(t'x) + (as< + s(x))g(t,x) =0, (43)
dt dx
T oo
iig(t,x)f(x)xdtdx = A, (44)
00
f(x) e [0,5(X)] dla kazdego x e [0,00] , (45)
9(0, x) = go(x), (46)
gdzie gQx) jest rozktadem dochod6éw w spoteczenstwie w momencie poczgtko-

wym.
tatwo pokaza¢, ze rozwigzaniem optymalnym zadania (42)-(46) jest stopa
podatkowa

® gdy x-s(x)<c,

r x~s(x) gdy x-~s(x)>c’ 47)
przy czym c jest pewng statg zalezngod A. Oznaczmy przez 1(f) wartos$¢ funk-
cjonatu (42) z funkcja progresji f(x). Wezmy roznice I(f*)-1(f), gdzie f jest do-
wolng dopuszczalng funkcja progresji spetniajgcg warunki zadania (42)-(46).
Wowczas:
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T

L(F)-/1(/)=1} Jog(i,x)[w((l - s(X) - /* (x))x) - u((1- .sx)- f(x))x)\dtdx >

JE g(t,x)u'((1- s(x)- f (X))x)(/* (x) - f(x))dtdx =

0

%E{X:f (X)m}g(t,x)u'(c)(f' (x) - f(x))dtdx +JI0J1‘{X:f (X):O}git,x)u' {{I - s{x))x)f(x))dtdx >
0 0

i “'(c)L:/-(,)>0iS(t'x) ft(x)dtdx + ] u'(c)\{xf.M=o0ig(t,x)f(x)dtdx = Q.

0 0

W pierwszej nieréwnosci skorzystaliSmy z wklestosci funkcji u, a w drugiej z te-
go, ze jesli *{x) =0, to (1- s(x) - /* (x))x <c.

Zadna dopuszczalna funkcja sterujagca f nie jest lepsza niz /*, a zatem f* jest
rozwigzaniem optymalnym zadania (42)—46). Podobnie jak w uproszczonym
modelu dynamicznym, optymalna stopa podatkowa charakteryzuje sie tym, ze
suma podatkoéw i inwestycji podatnikéw powinna rosngé progresywnie wraz ze
wzrostem ich dochodoéw.

IV. WNIOSKI

Teoria sterowania optymalnego umozliwia wyznaczenie takiej progresji po-
datkowej, ktora pozwala osiggna¢ maksymalny dobrobyt spoteczny, ijednocze-
Snie zapewnia wptyw do budzetu okreslonej wysokosci dochodéw z tytutu
opodatkowania obywateli. Jak sie okazuje, jezeli wszyscy obywatele maja takg
sama funkcje uzytecznosci i jezeli nie uwzgledniamy akumulacji kapitatu po-
datnikdéw, to zgodnie z neoklasycznateorig ekonomii stopa podatkowa powinna
charakteryzowacd sie wysoka progresjg - taka aby uzytecznosci krancowe do-
chodéw netto wszystkich jednostek wyréwnywaty sie (na co ma oczywiscie wptyw
ksztatt spotecznej funkcji uzytecznosci). Wniosek ten zostaje nieco ztagodzony,
jesli dopuscimy, ze kazdy cztonek spoteczenstwa ma swojg indywidualng funk-
cje uzytecznosci. Przy takim zatozeniu optymalna stopa podatkowa jest
ksztattowana w mys$l zasady, ze $rednia krancowa uzyteczno$¢ dochodu netto
grup spotecznych o réznych dochodach jest proporcjonalna do liczebnosci tych
grup. Jesli zatem zamozniejsi obywatele stanowig tylko nieliczng czes¢ catego
spoteczenstwa i jezeli w ich grupie jest wiekszy niz w catym spoteczenstwie od-
setek takich oséb, u ktérych uzytecznos$¢ krancowa dochodu wolno maleje (oso-
by takie majg niskg awersje do ryzyka), to stopa podatkowa w tej grupie
spotecznej moze by¢ nizsza, nizby to wynikato z modelu z jednakowymi funk-
cjami uzytecznosci. Niemniej nawet w tak zmodyfikowanym modelu wystepuje
progresja podatkowa.

Wyniki nie zmieniaja sie istotnie po uwzglednieniu dynamiki dochodéw
(kapitatu) obywateli. Réwniez wéwczas optymalna stopa podatkowa jest pro-
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gresywna. Progresja dotyczy jednak sumy oszczednosci (inwestycji) i podat-
kéw. Najlepszym systemem podatkowym, wyznaczonym na podstawie modeli
dynamicznych, jest wiec system progresywny z zachetami do inwestycji. Nalezy
zauwazy¢, ze zachety te powinny by¢ jeszcze silniejsze niz stosowane w pol-
skim systemie podatkowym. Ulga inwestycyjna oznacza bowiem w polskim
systemie zwolnienie z opodatkowania tylko czesci dochodu, przeznaczonej na
inwestycje, podczas gdy w systemie optymalnym inwestycje powinny by¢ trak-
towane jak podatek zaptacony. Stosujac ulge inwestycyjng kwote inwestycji
odliczamyodpodstawy podatku (lub, co najedno wychodzi, od podatku odli-
cza sie sume inwestycji przemnozong przez stope podatkowa). W optymalnym
systemie podatkowym proponowanym w naszym modelu inwestycje odlicza sie
od kwoty podatku.

Reasumujac, optymalny system podatkowy powinien mie¢ dwie kalwinskie
cechy: 1) sprzyja¢ temu, aby czes¢ dochodu przeznaczanego na konsumpcje
byta w spoteczenistwie mozliwie taka sama (tj. system pownien ogranicza¢ nad-
mierng konsumpcje) oraz 2) silnie promowac oszczednosci (inwestycje)3 Z tego
punktu widzenia nie znajduje gtebokiego uzasadnienia dyskutowana ostatnio
w Polsce idea podatku liniowego, o ile w $lad za nig nie p6jdzie system bodzcow
ekonomicznych mobilizujgcych do podejmowania inwestycji rozwojowych uzu-
petniajagcych podatek liniowy do poziomu wyznaczonej progresji optymal-
nej. W Swietle otrzymanych wynikéw decyzje witadz podatkowych w zakresie
opodatkowania oszczednosci czy redukcji ulg inwestycyjnych, a takze plany
opodatkowania dochoddéw gietdowych sg szkodliwe z punktu widzenia dtugo-
okresowej maksymalizacji dobrobytu spotecznego.
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OPTIMAL TAX PROGRESSION

Summary

In this paper we try to find the optimal income tax system. The government must collect a cer-
tain amount of tax. The society consists of people with different wealth. The problem is to find an
appropriate tax rate for every level of wealth so that the total social utility (measured as the sum of
the personal utilities) is maximised. We consider two different tax models - a static one and a dy-
namic one. It turns out that the best tax system is progressive. However, if we consider its dyna-
mics, we find that such a system should offer large tax reliefs for investments.

3Zob. M. Weber, The Protestant Ethic and the Spirit of Capitalism, George Allen & Unwin Ltd, Guilford,
1976.
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