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Prace monograficzne z dydaktyki matematyki

WSPOLCZESNE PROBLEMY NAUCZANIA MATEMATYKI

Sesja wspomnieniowa poswiecona
Profesorowi Bogdanowi J. Noweckiemu

W dniach 7.09.2022-10.09.2022 roku odbyta si¢ w Os$wigcimiu jubileuszowa
ogoélnopolska konferencja XXX Szkota Dydaktyki Matematyki, organizowana
przez Instytut Informatyki Malopolskiej Uczelni Pafistwowej im. rtm. Witolda
Pileckiego w Oswiecimiu i Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im.
A. Mickiewicza w Poznaniu. Przebiegala ona pod hastem Ksztatcenie matematycz-
ne wobec wyzwan wspotczesnego Swiata. W ramach tej konferencji, po uroczystym
otwarciu, odbyla sie Sesja wspomnieniowa poswigcona Profesorowi Bogdanowi
J. Noweckiemu, wybitnemu dydaktykowi matematyki, ktéry byl inicjatorem
i wspolorganizatorem odbywajacych sie od 1981 roku tzw. Szkél Dydaktykéw
Matematyki, ktérych nazwa zmienita si¢ w 2003 roku na Szkoty Dydaktyki Ma-
tematyki. Profesor Bogdan J. Nowecki byt tez kontynuatorem i propagatorem

Bogdan Jan Nowecki

ur. 2 sierpnia 1934 roku w Ole$nicy
zm. 26 listopada 2020 roku w Krakowie
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idei dydaktycznych prof. A. Z. Krygowskiej. Sesj¢ poprowadzita dr hab. Anna
Katarzyna Zeromska. W sesji oprocz prowadzacej glos zabrali dr Mirostawa
Sajka, dr Katarzyna Wadon-Kasprzak, dr Janina Duda i dr hab. Henryk Kakol.
Przedstawiono wybrane aspekty dziatalnosci naukowej Profesora Bogdana J. No-
weckiego. Na temat dzialalnosci naukowej Profesora ukazaly si¢ wczesniej arty-
kuly, jeden w 2004 roku w Dydaktyce matematyki, 26 (Klakla, 2004), w zwigzku
z Jubileuszem 50-lecia pracy naukowej, drugi w 2021 roku w Annales Universitatis
Paedagogicae Cracoviensis Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia, 13
(Sajka, 2021). Natomiast na platformie Forum Dydaktykéw Matematyki sa
Wspomnienia o profesorze Bogdanie Janie Noweckim autorstwa dr. Zbigniewa
Powazki.

Ponizej przedstawione sg wystapienia dwoch prelegentek, jedno autorstwa
dr Katarzyny Wadon-Kasprzak, drugie - dr Janiny Dudy.
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WSPOLCZESNE PROBLEMY NAUCZANIA MATEMATYKI

Wybrane aspekty dzialalnosci naukowe;j
Profesora Bogdana J. Noweckiego
w zakresie doksztalcania
i doskonalenia nauczycieli matematyki

Janina Duda

Malopolska Uczelnia Paiistwowa im. Rotmistrza Witolda Pileckiego w Oswiecimiu
janina.duda@mup.edu.pl
ORCID: 0009-0004-4930-650X

Streszczenie

W artykule zostaly przedstawione pewne wypowiedzi i mysli Profesora na temat do-
ksztatcania i doskonalenia nauczycieli oraz uwagi i przyklady dzialan dotyczace nauczania
matematyki. Autorka dzieli si¢ swoja wiedzg i doswiadczeniem, ktére pozyskata, bedac
uczestnikiem zaje¢ prowadzonych przez Profesora Bogdana Noweckiego w ramach realizowa-
nych przez nig studiéw podyplomowych ,Nauczanie matematyki w zreformowanej szkole”.

Summary

The article presents some of the Professor's statements and thoughts on teacher training
and development, as well as comments and examples of activities related to teaching mathe-
matics. The author shares her knowledge and experience, which she gained while participat-
ing in classes conducted by Professor Bogdan Nowecki as part of her postgraduate studies
“Teaching mathematics in a reformed school”.

Profesora Bogdana Noweckiego poznatam w Krakowie w pazdzierniku 2000
roku na 6wczesnej Akademii Pedagogicznej (aktualnie Uniwersytecie Pedago-
gicznym) im. Komisji Edukacji Narodowej. Podjetam wdéwczas na tej uczelni
dwusemestralne studia podyplomowe ,Nauczanie matematyki w zreformowa-
nej szkole”. Byla to druga edycja tych studiéw, poniewaz pierwsza odbywala si¢
w roku akademickim 1999/2000. Studia te byly objete grantem ministerialnym,
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byty bezplatne i cieszyly si¢ bardzo duzym zainteresowaniem nauczycieli mate-
matyki. Zostaly uruchomione z inicjatywy i dzieki staraniom Profesora Bogdana
Noweckiego, ktéry pelnil wowczas funkcje dyrektora Instytutu Matematyki.
Profesor Nowecki byl ich kierownikiem, a jednoczesnie prowadzit w ramach
tych studiéw dwa przedmioty:

1) Problemy samoksztalcenia i pracy badawczej nauczyciela,

2) Realizacja zadan szkoly i nauczyciela matematyki zwigzanych z reformg.

W artykule, na podstawie literatury oraz wlasnych notatek z wyktadéw pro-
wadzonych przez prof. B. J. Noweckiego, przedstawiam pewne jego wypowiedzi
i mys$li dotyczace nauczania matematyki, ktoére s3 zwigzane z ksztalceniem
i doksztalcaniem nauczycieli matematyki. Ten zakres tematyczny, jak pisze
M. Sajka (2021), byl troska i jednym z najwazniejszych i najszerzej podejmowa-
nych zakreséw tematycznych publikacji Profesora Noweckiego.

O DOKSZTALCANIU I DOSKONALENIU NAUCZYCIELI
MATEMATYKI

Profesor Nowecki byl zwolennikiem doksztalcania i doskonalenia nauczy-
cieli matematyki przez doskonalgce studia podyplomowe i kontakty nauczyciela
z uczelnig wyzsza, a nie tylko przez prace samoksztalceniowa ze wsparciem
w kursach, warsztatach i konferencjach szkoleniowych o charakterze metodycznym.
Uwazal, Ze te, inne, formy doksztalcania s3 wazne, ale nie sg wystarczajace. Ubo-
lewal, ze ,studia podyplomowe doskonalace albo przestaly istnie¢, albo istnieja
w formie szczatkowej, gdyz caly wysilek ministerstwa i uczelni skierowany jest
na studia podyplomowe kwalifikacyjne” (Nowecki, 2010). Dodam, Ze obecnie
sytuacja nie ulegta poprawie, a nawet pogorszyla sie, poniewaz, jak podkreslono
na Forum Jakos$ci 2022 w Warszawie, zorganizowanym przez Polska Komisje
Akredytacyjna, juz pie¢ uniwersytetow wycofuje sie z ksztalcenia nauczycieli.

W jednym ze swoich wyktadow Profesor Nowecki podkreslil, ze ,,nauczyciel
ma siebie uczy¢, jak ma nauczac i proces ten powinien trwac przez caly okres
aktywnosci zawodowej”. Zwrocil uwage, ze zadne studia, nawet studia pody-
plomowe doskonalace, nie konczg tego procesu. Mozna to robic przez: a) ksztat-
cenie, w tym samoksztalcenie, b) uczenie si¢ przez gromadzenie i rekonstrukcje
doswiadczenia, ¢) doradztwo, instruowanie, mentorstwo, konsultacje, d) aktyw-
no$¢ nauczycielskg, w szczegdlnosci aktywno$¢ w poszukiwaniu nowych form
uczenia, e) badania naukowe, f) doskonalenie przez demokracj¢ i melioracje
stosunkow miedzyludzkich.

Szczegdlnie mocno zaakcentowal kwestie podejmowania przez nauczycieli
badan dydaktycznych, w tym naukowych, ktére moga dostarczy¢ im wielu cen-
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nych informacji i wplyna¢ pozytywnie na prowadzony przez nich proces nau-
czania. Badania te moga dotyczy¢ zaréwno bledéw popelnianych przez uczniow
podczas rozwigzywania zadan, jak i réznych strategii rozwigzywania zadan,
w tym zadan nietypowych. Analiza prac uczniéw nad zadaniami nietypowymi
bedzie zwigzana z badaniem ich postaw i zachowan specyficznych dla aktywno-
$ci matematycznej, a zatem bedzie dotyczy¢ drugiego poziomu celéw matema-
tycznego ksztalcenia, ktére wyrdznia prof. Z. Krygowska (1986). Moze to by¢ na
przyktad:
- aktywna postawa wobec problemdéw matematycznych,
- formulowanie i dostrzeganie problemdéw w sytuacjach otwartych,
- umiejetnos¢ postugiwania sie réznymi strategiami podczas rozwiagzywania
zadan,
- aktywna postawa w poszukiwaniu dowodu,
- pewne rozumienie sensu definicji i aktywna postawa w toku jej poszuki-
wania,
- pewien poziom wyobrazni przestrzennej zorganizowanej geometrycznie.
Profesor Nowecki podal przyklad takiego nietypowego zadania dla uczniéw,
ktorzy nie znaja metod rozwigzywania réwnan kwadratowych:

Rozwigz rownanie (x — 1)x = 3

Chcialabym zaznaczy¢, ze prowadzac badania do swojej rozprawy doktor-
skiej Tworczos¢ matematyczna uczniow uzdolnionych inspirowana wykorzysta-
niem kalkulatora graficznego, wszystkie zadania, ktére rozwigzywali uczniowie,
mialy charakter zadan nietypowych, zadan-probleméw, zadan otwartych, zadan
wykraczajacych poza wiedze i umiejetnosci uczniéw, ale specjalnie dobranych
pod katem mozliwosci zastosowania kalkulatora graficznego. Podaje przykiad
jednego z zadan (2009):

Zadanie 1. Rozwigz réwnanie (x - 1)(x - 2)(x - 3)(x - 4) = 24. Mozesz wyko-
rzysta¢ kalkulator graficzny.

Po rozwigzaniu takiego zadania uczniowie byli tez zachecani do formutowania
wlasnego problemu. Zadanie to pelnilo zatem rol¢ zadania tworzacego w ,,me-
todzie probleméw tworzacych” E. Wittmanna, o ktorej pisze prof. A. Krygowska
w Zarysie dydaktyki matematyki (1977c¢), chociaz nie bylo zadaniem typowym.

Profesor Nowecki zwrécil nam tez uwage na znaczenie, jakie moze mie¢
przyktad w trakcie rozwigzywania zadan-probleméw i zachecal do zapoznania
sie z artykutem dr Marianny Ciosek O roli przyktadow w badaniu matematycz-
nym (1995). Autorka wymienila tu:

- Zrozumienie problemu,

- Odkrycie ogélnego rozwigzania problemu,
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- Weryfikacja hipotezy odnoszacej si¢ do rozwigzania ogélnego,

- Sprawdzenie poprawnosci rachunku algebraicznego.

Bardzo wymowna i gleboka jest tez wypowiedz Profesora Noweckiego: ,,Im
latwiejsze jest uczenie matematyki dla nauczyciela, tym matematyka jest
trudniejsza dla jego uczniéw i odwrotnie”. T¢ wypowiedZ nalezy rozumie¢
w ten sposob, ze im wigcej wysitku i zaangazowania nauczyciel wlozy w przygo-
towanie, organizacje i przeprowadzenie lekcji matematyki, tym matematyka
stanie si¢ tatwiejsza dla ucznidow, a wlozony trud bedzie optacalny.

Powinni$my tez pamietac o tym, ze uczymy przedmiotu trudnego dla wiek-
szosci uczniow ze wzgledu na abstrakcyjnos¢ poje¢ (wytworéw umystowych),
specyficzne (dedukcyjne) rozumowania odnoszace si¢ do tych abstrakcyjnych
wytwordw i specyficzny jezyk werbalno-symboliczny. Konieczne jest ,zatem
stale poszukiwanie form, metod i srodkéw nauczania, pozwalajacych te trudno-
$ci pokonywac (nie omija¢ ich, ani nawet lagodzi¢, ale wlasnie pokonywac!)”
(2001), aby poméc uczniom zrozumie¢ lub dogtebniej zrozumie¢ nauczane tre-
$ci i przeprowadzane rozumowania. Profesor Nowecki podal wowczas miedzy
innymi przyklad zasady indukcji matematycznej i trudnosci w zrozumieniu
przez uczniéw jej tresci oraz wynikajacego z niej schematu postepowania stoso-
wanego przy dowodzeniu twierdzen. Zasada byla wéwczas w podstawie pro-
gramowej z matematyki dla zakresu rozszerzonego w liceum ogdélnoksztalca-
cym. Profesor zwrécil uwage na propozycje dydaktyczng prof. A. Z. Krygowskiej
zamieszczong w Zarysie dydaktyki matematyki (1977a). Zastosowana metoda
zostala nazwana przez autorke ,legalizacja intuicji”. Wychodzi si¢ od nieskon-
czonego ciagu stacji telekomunikacyjnych, zbudowanych zgodnie z prawem
przekazywania sygnalow (tzn. jesli jakas stacja o numerze n nada sygnat W, to
nada go stacja o numerze n + I, czyli bezposrednio nastgpujaca po niej) i zakla-
da, ze jakas stacja o numerze p nadaje sygnal, co oznacza si¢ przez W(p). Stad
mozna wnosi¢, ze sygnaly nadadza wszystkie stacje o numerach wigkszych lub
réwnych p. Odpowiedni zapis, przejscie na ciag liczb naturalnych (liczba natu-
ralna zamiast stacji) i pewne twierdzenie W o liczbach naturalnych wprowadza
zasade indukcji matematycznej w taki sposob, ze jest ona bardziej zrozumiata
dla uczniéw. Po przeczytaniu tej propozycji dydaktycznej opracowatam scena-
riusz lekcji wraz ze scenariuszem prezentacji w programie PowerPoint. Zadanie
miatam o tyle ulatwione, ze na przedmiocie ,techniczne $rodki dydaktyczne
w procesie nauczania matematyki”, prowadzonym przez dr. hab. Henryka Kakola,
zglebialismy tajniki tworzenia prezentacji. Napisatam tez artykul metodyczny
Wprowadzenie zasady indukcji matematycznej z wykorzystaniem prezentacji
w programie PowerPoint, ktory ukazal sie¢ w czasopismie Matematyka i Kompu-
tery (2001). Nadmienie, ze w programie szkoly sredniej zasada indukcji mate-
matycznej juz nie wystepuje, a ja t¢ prezentacje wykorzystuje na zajeciach ze
studentami.
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Nastepnym omawianym zagadnieniem bylo wdrozenie uczniéw do umie-
jetnego czytania tekstow matematycznych. Nalezy ich tego uczy¢, poniewaz
tekst matematyczny rézni si¢ zasadniczo od innych tekstéw i uczniowie moga
mie¢ z tym trudnosci.

Profesor niejednokrotnie podkreslat to, zeby nauczanie matematyki byto
rozwijaniem aktywno$ci matematycznych, a nie przekazywaniem wiedzy. Powo-
tal si¢ wowczas na wypowiedz belgijskiego profesora, znanego matematyka
i dydaktyka matematyki Willy’ego Serwaisa, eksperta Komisji ds. Nauczania
Matematyki UNESCO i sekretarza Miedzynarodowej Komisji ds. Studiowania
i Doskonalenia Nauczania Matematyki (CIEAEM): ,W matematyce mniej
wazne jest to, co si¢ wie, niz to, co si¢ umie robi¢”. Oznacza to, jak wyjasnial
Profesor Nowecki, ze podstawowe znaczenie ma rozumienie i umiejetnos¢ defi-
niowania, formulowania twierdzen, ich dowodzenia, algorytmizowanie, mate-
matyzowanie, uogoélnianie, czyli ujawnianie i rozwijanie wszystkich aktywnosci
charakterystycznych dla twoérczosci matematycznej, a mniej wazna jest znajo-
mos¢ definicji, twierdzen, dowoddéw i algorytmoéw. Te aktywnosci pozwalaja na
dzialania tworcze w dziedzinie matematyki juz nawet na poziomie szkoly pod-
stawowej. Przykladowo

uczen zamiast poznawac twierdzenie Pitagorasa, ma je odkry¢, a rola nauczyciela jest
stworzenie (zorganizowanie) takiej sytuacji problemowej, w ktorej ten proces tworczy
moze si¢ odby¢. Od poziomu ucznia i inwencji nauczyciela zalezy dobér tej sytuacji pro-
blemowej w taki sposdb, aby uczen wykonal zadania z powodzeniem, poczul sie od-
krywcg i przezyt nalezng mu satysfakcje z osiagnietego sukcesu. Uczen bedzie zatem
»tworzyl wlasna matematyke”. (Nowecki, 2010)

Profesor Nowecki nazwal ten proces ,wyzwalaniem matematyki wlasnej
ucznia” (2010). Podkreslal, ze idee procesu nauczania i uczenia si¢ matematyki
oraz roli aktywnosci ucznia w tym procesie propagowatla juz w latach siedem-
dziesigtych prof. A. Z. Krygowska (o uznanym autorytecie $wiatowym, od 1975
roku Honorowa Przewodniczagca CIEAEM), zatem gloszone w latach 90. ,nowe
idee” odejscia od nauczania polegajacego na przekazywaniu wiedzy na rzecz
organizowania procesu budowania przez ucznia wlasnej wiedzy nie s3 nowe.
Zdaniem Profesora idee gloszone przez prof. Krygowska i dotyczace rozwijania
dydaktyki matematyki s3 ponadczasowe i na miare XXI wieku. Odwotywal si¢
do okreslen nauczania i uczenia si¢ matematyki podanych przez prof. Krygow-
ska w Zarysie dydaktyki matematyki (1977b):

Nauczanie matematyki to ze strony nauczyciela organizowanie aktywnego i $wiadome-
g0 procesu uczenia si¢ matematyki przez ucznia, kierowanie jego prawidlowym prze-
biegiem i kontrolowanie jego wynikow.
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W koncepcji, ktéra tu przedstawiamy, uczenie si¢ matematyki jest zorganizowana ak-

tywnoscia, obejmujaca: przejmowanie i asymilowanie informacji otrzymanych z réz-

nych zrédel, bezposrednie wykorzystywanie tych informacji do:

- rozwigzywania standardowych zadan majacych charakter ¢wiczebny,

- samodzielnego zdobywania informacji,

- tworzenie subiektywnie nowych dla uczacego sie elementéw wiedzy, subiektywnie no-
wych poje¢, twierdzen i metod w toku rozwigzywania probleméw sformutowanych
przez innych lub samego uczacego sie. (s. 14)

Profesor Nowecki objasnia (2010), ze nauczanie matematyki zgodnie z kon-
cepcja prof. A. Z. Krygowskiej powinno polega¢ zatem na stalej dbalosci nau-
czyciela o aktywizowanie ucznia i prowadzenie zaje¢ w taki sposob, aby byt on
zainteresowany omawianymi tre§ciami. Aktywno$¢ ucznia w procesie naucza-
nia-uczenia si¢ matematyki jest warunkiem niezbednym do osiagnigcia sukcesu
przez kazdego ucznia, na miare jego mozliwosci. Podkresle, ze prof. Krygowska
przyjela ,zasade aktywnego i $wiadomego udziatu ucznia w procesie nauczania”
(jedna z ogdlnych zasad teorii pedagogicznej) jako zasade przewodnia dydak-
tyki matematyki (1977a, s. 2).

PODSUMOWANIE

Jako uczestnicy studiow podyplomowych bylismy zachecani przez Profesora
Bogdana Noweckiego do organizowania procesu nauczania z uwzglednianiem
aktywnosci matematycznej uczniéw, do monitorowania i rejestrowania popel-
nianych przez nich btedéw w celu refleksji i poszukiwania sposobéw napraw-
czych, do zwracania uwagi na samodzielnos¢ ich pracy na lekcji, na dawanie im
szansy na wlasne pomysly rozwigzywania zadan, a takze stwarzanie mozliwo$ci
podejmowania aktywnosci twdrczej. Bylismy réwniez motywowani do rozwija-
nia wlasnego warsztatu pracy z wykorzystaniem réznych, w tym nowoczesnych
srodkow dydaktycznych i zachecani do korzystania z publikacji prof. A. Z. Kry-
gowskiej Zarys dydaktyki matematyki jako kompendium wiedzy z dydaktyki
matematyki i Zrédla inspiracji do organizowania procesu tworzenia wlasnej
matematyki przez ucznia.

BIBLIOGRAFIA

Ciosek, M. (1995). O roli przyktadéw w badaniu matematycznym. Dydaktyka Matematyki,
17,5-85

Duda, J. (2009). Tworczos¢ matematyczna uczniéw uzdolnionych a kalkulator graficzny
(fragment badan). Annales Of The Polish Mathematical Society, seria 5: Didactica Mathe-
maticae, 32, 43-92.



Wybrane aspekty dziatalnosci naukowej Profesora Bogdana J. Noweckiego w zakresie doksztalcania 15

Duda, J. (2002). Wprowadzenie zasady indukcji matematycznej z wykorzystaniem prezenta-
¢cji w programie PowerPoint. Matematyka i Komputery, 9.

Klakla, M. (2004). Sylwetka Jubilata. Dydaktyka Matematyki, 26, 7-10.

Krygowska, Z. (1977a). Zarys dydaktyki matematyki, cz. 1 (s. 146-152). Warszawa: WSiP

Krygowska, Z. (1977b). Zarys dydaktyki matematyki, cz. 2 (s. 2-14). Warszawa: WSiP.

Krygowska, Z. (1977c¢). Zarys dydaktyki matematyki, cz. 3 (s. 102-105). Warszawa: WSiP.

Krygowska, A. Z. (1986). Elementy aktywnosci matematycznej, ktére powinny odgrywa¢
znaczgcg role w matematyce dla wszystkich. Dydaktyka Matematyki, 6, 25-41.

Nowecki, B. J. (2010). O dydaktyce matematyki i ksztalceniu nauczycieli. W: Z. P. Kruszew-
ski (red.), Studia z dydaktyki matematyki (s. 53-67). Ptock: Wydawnictwo Naukowe
Novum.

Nowecki, B. J. (1984). Co to znaczy uczy¢ nowoczes$nie. Oswiata i Wychowanie. Wersja B, 7,
14-16.

Nowecki B. J. (2001). Materialy do studiowania dydaktyki matematyki, cz. 2: Prace prof. dr.
hab. Bogdana J. Noweckiego (s. 41-47). Plock: Wydawnictwo Naukowe Novum.

Nowecki, B. J. (2005). Perspektywiczne idee Profesor Anny Zofii Krygowskiej odnoszace sie
do dydaktyki i nauczania matematyki oraz ksztalcenia nauczycieli. Dydaktyka Matema-
tyki, 28, 103-113.

Sajka, M. (2021). Sesja wspomnieniowa po$wigcona $p. Profesorowi Bogdanowi J. Nowec-
kiemu. Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Mathe-
maticae Pertinentia, 13, 185-197.

Platforma Forum Dydaktykéw Matematyki, http://fdm.matematykadlawszystkich.pl/edukacja/



Adam Mickiewicz University Press © 2023



Prace monograficzne z dydaktyki matematyki

WSPOLCZESNE PROBLEMY NAUCZANIA MATEMATYKI

Problematyka badawcza prac doktorskich
wykonanych pod kierunkiem
Profesora Bogdana Noweckiego

Katarzyna Wadon-Kasprzak

Malopolska Uczelnia Panistwowa im. Rotmistrza Witolda Pileckiego w O$wiecimiu
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Streszczenie

W trakcie XXX jubileuszowej Szkoly Dydaktyki Matematyki, ktorej hastem bylto Ksztal-
cenie matematyczne wobec wyzwati wspolczesnego swiata, odbyla si¢ sesja wspomnieniowa
poswiecona prof. Bogdanowi Noweckiemu. Sesje te poprowadzita dr hab. Anna Zeromska,
prof. AGH, ktora zostala cztonkiniag Komitetu Naukowego XXX Szkoty Dydaktyki Matema-
tyki, a jednocze$nie wchodzi w sklad Komisji Dydaktyki Komitetu Matematyki Polskiej
Akademii Nauk. W trakcie sesji glos zabrali rowniez: dr Mirostawa Sajka, dr Janina Duda,
dr Katarzyna Wadon-Kasprzak oraz dr hab. Henryk Kakol, prof. UP.

Summary

During the 30" jubilee School of Mathematics Education, whose main theme was Math-
ematical education in the face of the challenges of the modern world, a memorial session was
held devoted to prof. Bogdan Nowecki. The session was chaired by dr hab. Anna Zeromska,
prof. AGH, which became a member of the Scientific Committee of the 30™ School of Didac-
tics of Mathematics. During the session, the following spoke also: dr Mirostawa Sajka,
dr Janina Duda, dr Katarzyna Wadon-Kasprzak and dr hab. Henryk Kakol, prof. UP.

Z Profesorem Bogdanem Noweckim mialam mozliwos¢ zetkna¢ sie jako
uczestniczka Ogoélnopolskiego Seminarium im. Prof. Anny Zofii Krygowskiej
z Dydaktyki Matematyki. Problematyka badawcza, ktéra zajmowal si¢ Profesor
Nowecki, to miedzy innymi rozumienie poje¢ matematycznych na réznych po-
ziomach matematycznego ksztalcenia. Na seminarium referowatam woéwczas
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poszczegdlne etapy przyszlej pracy doktorskiej, dotyczacej rozumienia pojeé ma-
tematycznych na réznych poziomach matematycznego ksztalcenia. Udzial w tym
seminarium dostarczyt mi wiele cennych wskazéwek zwiazanych z metodologia
przeprowadzenia badan oraz podejmowang przeze mnie problematyka badawcza.

KIERUNKI PROBLEMATYKI BADAWCZE]
PRAC DOKTORSKICH PISANYCH POD KIERUNKIEM
PROFESOR A. Z. KRYGOWSKIE]

ORAZ PROFESORA B. J. NOWECKIEGO

Problematyka badawcza dydaktyki matematyki formulowana przez prof.
A. Z. Krygowska znalazla odzwierciedlenie w pracach doktorskich pisanych pod
kierunkiem Pani Profesor, jak réwniez - w pdzniejszym czasie - w pracach pisa-
nych pod kierunkiem doktoréw, ktérych wypromowata. Prof. A. Z. Krygowska
promowala dwudziestu dwdch doktoréw nauk matematycznych w zakresie dy-
daktyki tych nauk. W problematyce badawczej prac doktorskich wykonanych pod
kierunkiem Profesor A. Z. Krygowskiej mozna wyrézni¢ dwa gtéwne kierunki:

- Psycho-matematyczne problemy dotyczace uczenia si¢ matematyki (trud-
nosci uczniéw i analiza ich przyczyn, strategie rozwigzywania matema-
tycznych problemoéw, rola intuicji i formalizmu, uzdolnienia matematycz-
ne i ich ocena itp.);

- Metodyka uczenia si¢ i nauczania matematyki (propozycje dydaktyczne
realizacji pewnych dzialéw matematyki szkolnej, nowoczesne $rodki i me-
tody uczenia si¢ i nauczania matematyki, zastosowanie tekstu matema-
tycznego w nauczaniu, problem indywidualizacji nauczania, problem oce-
ny i kontroli wynikéw nauczania itp.) (Nowecki, 1990).

Profesor Bogdan Nowecki wypromowal dziewieciu doktoréw na podstawie
badan z zakresu dydaktyki matematyki. W Zeszycie Specjalnym, dedykowanym
prof. B. Noweckiemu z okazji jubileuszu 70-lecia urodzin oraz 50-lecia pracy
naukowej, w jednym z artykutéw autorstwa dr hab. A. Zeromskiej zapozna¢ sie
mozna z wykazem prac doktorskich przeprowadzonych pod kierunkiem Pana
Profesora (Zeromska, 2004). Byt on dla mnie podstawg do analizy kierunkéw
w problematyce badawczej tych prac. Dwa kierunki prac prowadzonych pod
kierunkiem Profesora B. J. Noweckiego sg zbiezne ze wspomnianymi powyzej
kierunkami wyréznionymi w pracach promowanych przez profesor A. Z. Kry-
gowska. Ponadto w pracach doktorskich promowanych przez Profesora B. J. No-
weckiego mozna wyrdznic jeszcze trzeci kierunek dotyczacy ksztalcenia nauczy-
cieli matematyki.
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Pierwszy kierunek problematyki badawczej prac -
psycho-matematyczne problemy dotyczace uczenia si¢ matematyki

Do prac doktorskich pisanych pod kierunkiem prof. A. Z. Krygowskiej, rea-
lizujacych pierwszy z kierunkéw problematyki badawczej, prof. B. Nowecki
zaliczyt, dokonujac analizy tych prac, nastepujace: Rysunek i znak graficzny
w nauczaniu matematyki (1968) - praca autorstwa Stefana Turnaua, Pojecie
dowodu i dowodzenia w nauczaniu szkolnym (1969) - praca autorstwa Bogdana
Noweckiego, Sposoby kontroli rozumienia poje¢ matematycznych w procesie
dydaktycznym (1972) - praca autorstwa Zygfryda Dyrszlaga, Naturalne i for-
malne rozumienie przez uczniow funktorow zdaniotwdrczych i kwantyfikatoréw
w nauczaniu matematyki (1973) - praca autorstwa Heleny Siwek, Dydaktyczne
problemy zwigzane ze strategiami stosowanymi w rozwigzywaniu zadan mate-
matycznych (1976) - praca autorstwa Marianny Ciosek, Pewne problemy percep-
cji definicji matematycznej przez uczniow szkoty sredniej - praca autorstwa Zofii
Zamorskiej, Problemy rozpoznawania uzdolnieti matematycznych uczniow
(1979) - praca autorstwa Macieja Klakli, Aktywnosci matematyczne jako kryte-
rium doboru zadan w nauczaniu matematyki (1981) - praca autorstwa Wernera
Mnicha, Pewne dydaktyczne problemy zwigzane z interwencjg nauczyciela
w toku rozwigzywania matematycznych zadan przez uczniow (1981) - praca
autorstwa Antoniego Pardaty.

Do powyzszego wykazu realizujagcego moim zdaniem pierwszy z kierunkéw
badan, a zatem psycho-matematyczne problemy dotyczgce uczenia si¢ matematy-
ki, dolgczy¢ mozna nastepujace prace doktorskie pisane pod kierunkiem prof.
B. J. Noweckiego: Postawy uczniow klasy czwartej szkoty podstawowej wobec
zadan matematycznych (WSP, 1984) - praca autorstwa Marii Legutko oraz Wy-
brane cele nauczania matematyki a proces rozwigzywania zadan (AP, 2001) -
praca autorstwa Anny Katarzyny Zeromskie;j.

Drugi kierunek problematyki badawczej prac -
metodyka uczenia si¢ i nauczania matematyki

Do prac doktorskich pisanych pod kierunkiem prof. A. Z. Krygowskiej rea-
lizujacych drugi z kierunkéw problematyki badawczej prof. B. Nowecki zaliczyt,
dokonujgc analizy tych prac, nastepujace: Wprowadzenie elementéw probabili-
styki w polskiej szkole sredniej (1969) — praca autorstwa Tadeusza Sawickiego,
Programowanie pracy samodzielnej studentow I roku matematyki na przyktadzie
¢wiczent z analizy matematycznej (1972) - praca autorstwa Gustawa Trelinskie-
go, Organizowanie samodzielnego przygotowania studenta I roku do ¢wiczen
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z matematyki na kierunku budowy maszyn politechniki (1972) - praca autorstwa
Zofii Kowalewskiej, Dedukcja lokalna w nauczaniu matematyki w szkole pod-
stawowej (1973) — praca autorstwa Jana Koniora, Elementarne pojecia topolo-
giczne w nauczaniu na poziomie srednim (1976) — praca autorstwa Ireny Guce-
wicz-Sawickiej, Teksty sterujgce pracg ucznia w nauczaniu matematyki w szkole
podstawowej (1977) — praca autorstwa Maria Sznajder, Rola algorytmow i orga-
nigramow w nauczaniu matematyki (1977) — praca autorstwa Tadeusza Ramsa,
Teksty sterujgce jako srodek podnoszenia efektywnosci czytania tekstu matema-
tycznego (1980) — praca autorstwa Marii Korcz, Rola gier i zabaw matematycz-
nych lub paramatematycznych w nauczaniu matematyki w szkole podstawowej
(1981) - praca autorstwa Jana Filipa, Zainteresowania matematyczne dzieci
i mlodziezy a zajecia pozalekcyjne z matematyki (1983) - praca autorstwa Gu-
stawa Studnickiego, Pewne problemy zwigzane z kontrolg w nauczaniu matema-
tyki (1984) — praca autorstwa Malgorzaty Cwik, Wyniki nauczania matematyki
uczniow szkot podstawowych w latach 1974-1975 i niektére czynniki majgce
wplyw na poziom tych wynikoéw (1984) - praca autorstwa Jozefa Korpikiewicza,
Charakterystyka bledow popetnionych przez uczniéw w stosowaniu toZsamosci
algebraicznych na przyktadzie wzoréw skréconego mnozenia (1986) — praca au-
torstwa Kazimiery Skaluby. Do powyzszego wykazu realizujacego drugi z kie-
runkow badan, a zatem Metodyka uczenia sig i nauczania matematyki, dotaczy¢
mozna moim zdaniem nastgpujace prace doktorskie pisane pod kierunkiem
prof. B. J. Noweckiego: Elementy statystyki w nauczaniu szkolnym (WSP, 1982) —
praca autorstwa Henryka Ruszczyka, Rola podrecznika szkolnego w procesie ak-
tywnego nauczania i uczenia si¢ matematyki na przyktadzie podrecznikéow do
klasy czwartej szkoty dziesigcioletniej (WSP, 1983) — praca autorstwa Jozefa Gro-
chulskiego, Aktywizujgca rola technicznych srodkéw dydaktycznych w procesie
nauczania-uczenia si¢ matematyki w pierwszej klasie ponadpodstawowej (WSP,
1983) - praca autorstwa Weroniki Jaskiewicz, Pojecie liczby naturalnej w rozu-
mieniu dzieci rozpoczynajgcych nauke szkolng (WSP, 1987) - praca autorstwa
Aleksandry Urbanskiej oraz Rola zada# i probleméw w ksztattowaniu poje¢ ma-
tematycznych na przykladzie pojecia bezwzglednej wartosci liczby rzeczywistej
(UP, 2006) - praca autorstwa Joanny Major.

Trzeci kierunek problematyki badawczej prac —
ksztalcenie nauczycieli matematyki

Troska o rozwdj kadry dydaktykow matematyki przyswiecala prof. A. Z. Kry-
gowskiej od zarania jej naukowej dzialalnosci (Nowecki, 1984). Katedra Dydak-
tyki Matematyki utworzona w Wyzszej Szkole Pedagogicznej podjeta rézine
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formy pracy nad rozwojem kadry dydaktykéw matematyki, m.in. organizujac
Ogolnopolskie Seminarium z Dydaktyki Matematyki, przeznaczone dla pra-
cownikéow Katedry i nauczycieli zainteresowanych dydaktyka matematyki, ktére
prowadzone bylo do 2014 roku. Do prac doktorskich pisanych pod kierunkiem
prof. J. B. Noweckiego, realizujacych trzeci z kierunkéw problematyki badaw-
czej dotyczacy ksztalcenia nauczycieli matematyki, mozna zaliczy¢ moim zda-
niem nastepujace: Specyficzne problemy ksztalcenia matematycznego studentow
kierunkéw: nauczanie poczgtkowe i wychowanie przedszkolne (WSP, 1985) -
praca autorstwa Elzbiety Urbanskiej oraz Rola prac magisterskich z dydaktyki
matematyki w przygotowaniu nauczycieli matematyki w swietle analizy prac
wykonanych w IM UAM (AP, 2001) - praca autorstwa Stanistawa Machowskiego.

PODSUMOWANIE

Jako podsumowanie artykulu warto powtdrzy¢ stowa prof. B. J. Noweckiego
przytoczone przez prof. Ryszarda Pawlaka w artykule Dojrzatos¢ matematyczna.
Trudnosci i przeszkody w postugiwaniu si¢ matematykg:

U zrédet wspolczesnej dydaktyki matematyki legly dwa zasadnicze czynniki; z jednej
strony praktyczne potrzeby szkoly i nauczyciela matematyki [...], z drugiej — koniecz-
no$¢ transponowania na grunt szkolny, a co za tym idzie do szerokich warstw spoteczen-
stwa aktualnych historycznie idei matematycznych. (Pawlak, 2004)
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WSPOLCZESNE PROBLEMY NAUCZANIA MATEMATYKI

Jak uczylem pot wieku temu,
¢wier¢ wieku temu i jak ucze teraz...

Michal Szurek

emerytowany profesor Uniwersytetu Warszawskiego
szczurek.michal@gmail.com

Streszczenie

Autor publikacji opisuje swoje wrazenia na temat zmian w relacjach nauczyciel - uczen
przez 50 lat. Wszystko opiera si¢ na doswiadczeniu autora w nauczaniu zaréwno w polskich
szkotach $rednich, jak i na uniwersytetach w Polsce, Kanadzie, USA i Niemczech. Ponadto
autor omawia coraz wigkszg role, ogdlnie rzecz biorac, IT w nauczaniu, w szczegolnosci CAS,
podajac przyktady i odpowiedzi oraz sugerujac nowy styl nauczania.

Abstract

The title of the present article is self-explanatory: How I taught a half century ago,
a quarter century ago and how I teach now. The author desrcibes his impressions on the
changes of the relations teacher-student over 50 years. Everything is based on author’s expe-
rience in teaching both in Polish high schools and universities in Poland, Canada, USA and
Germany. Moreover, the author discusses the increasing role of, generally speaking, IT in
teaching, in particular of CAS, giving examples and answers, and suggesting a new style of
teaching.

Liczba 30 jest najwickszg liczbg naturalna, taka, ze kazda
liczba n > 1, mniejsza od niej i wzglednie pierwsza z nig, jest liczbg pierwsza.

O CZYM BEDZIE

Tytul referatu mowi sam za siebie. Daje tez pewna wskazdwke co do wieku
autora. Cdz, urodzilem si¢ jeszcze w dziewigtnastej polsetce lat minionego ty-
sigclecia. Wiek, w ktorym si¢ znalazlem — mam teraz na mysli liczbe lat, a nie
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stulecie — ma wiele zalet. Jedng z nich jest w miare powszechnie akceptowana
zasada, ze taka osoba moze sobie gawedzi¢, trzymajac si¢ tematu mniej wiecej
sinusoidalnie. Skorzystam z tego prawa.

Rysunek 1. Zbior dzielnikéw liczby 30 jako wierzcholki szescianu

Chcialbym poswieci¢ to wystgpienie mojemu nauczycielowi matematyki
z XLI Liceum imienia Joachima Lelewela w Warszawie inzynierowi Waclawowi
Chyrze. Po latach dowiedziatem sig, ze byt bohaterem Powstania Warszawskie-
go, dowodca plutonu w 11 kompanii batalionu Dzik walczacego na Staréwce.
Przezyl przypadkiem.

Wactaw Chyra (1909-1970) na moim zdj¢ciu maturalnym
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Dlaczego zabieram glos?

Swoje wystgpienia na forum nauczycielskim zaczynam czesto od wyjasnien,
dlaczego przyznaje sobie prawo do wypowiadania si¢ publicznie. Tu wyjasnienie
etymologiczne: profesor to nie ktos, kto robi wszystko profesjonalnie (chociaz
oczywiscie powinien), tylko kto$, kto ma prawo do gloszenia swoich tez pu-
blicznie. Nie tylko naucza¢ (od tego sa docenci — doceo - uczg, docendo discimus —
uczac, uczmy sie).

Wiréd oséb zajmujacych sie oswiatg i administrowaniem jest bardzo wiele
0sob, ktore traktuja resort jako odskocznie od kariery politycznej do zarabiania
duzych pieniedzy, delektowania si¢ wladza i wyzywaniem si¢ w indoktrynacji.
Co wiecej, kazda nowa ekipa bardzo reformuje poletko edukacyjne, zawsze pod
hastem: ,,nasi poprzednicy zababrali, od teraz bedzie lepiej”. Tak byto, drodzy
Czytelnicy, zawsze od... 1918 roku. Tak bedzie i teraz.

Jest jeszcze jedna, charakterystyczna, grupa osob dzialajagcych na niwie
o$wiatowej. To inteligentni mezczyzni i inteligentne kobiety, madrzy/madre,
z tytutami akademickimi... i majgcy o szkole bardzo teoretyczne wyobrazenie
(ostatni kontakt ze szkola mieli na wywiadéwkach wlasnych dzieci) i chcacych
dziaa¢ wedtug ,najnowszych trendéw”. Powiedzmy sobie, nie zawsze prowadzi to
do pewnych przegiec i ,zwycigstwa idei nad zdrowym rozsadkiem”. Nie zawsze.

Cale swoje zycie zawodowe spedzitem na Uniwersytecie Warszawskim plus
liczne wyjazdy naukowe. Ale uczylem tez w liceach warszawskich, przez poét
roku nawet w szkole podstawowej, mialem zajecia dla zwyklych studentéw na
uniwersytetach niemieckich, kanadyjskich i amerykanskich. Od kilkunastu lat
ucze studentéw na ich pierwszym semestrze na wydziatach, gdzie matematyka
jest nierzadko tak zwanym michalkiem. Mam zatem $wietny oglad bardzo nie-
dawnych absolwentéw. Rejestruje, co umieja. Z moich obserwacji powstatby
znakomity doktorat. Szkoda, ze juz zdobylem ten tytul wczesniej.

Ale najbardziej wazkim powodem, dla ktérego o$mielam si¢ mowi¢ o nau-
czaniu, jest dom rodzinny, owa kindersztuba. Rodzice przeszli calg $ciezke: oj-
ciec od nauczyciela w wiejskiej szkole na Podlasiu w latach trzydziestych XX
wieku przez kolejne stopnie i funkcje do profesora szkoly wyzszej (emerytura
1977). Ojciec byt zreszta autorem pierwszego po 1945 roku doktoratu z dydak-
tyki matematyki Przyczyny niepowodzeti uczniow klas jedenastych w rozwigzywa-
niu zadan matematycznych (Uniwersytet Warszawski, 1961, promotor: Wincenty
Okon). Mama przeszia podobng droge: od Podlasia przez prace w szkotach pod-
stawowych, potem studia i praca w centralnej administracji szkolnej. Ale i to za
mato. Rodzice byli ,,nasigknieci” szkola, o szkole moéwilo sie¢ w domu zawsze,
nawet na spotkaniach imieninowych. W blizszej i dalszej rodzinie bylo i jest
bardzo wiele nauczycieli i nauczycielek (tych drugich wiecej) i tak dalej, ale nie
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bede przeciez wciggal Czytelnika w swoje sprawy rodzinne. Tylko wniosek: ni-
gdy nie traktowalem nauczania jako przykrego dodatku to pracy naukowej (jak
to jest powszechne w srodowisku naukowym), a mozna powiedzie¢, ze wprost
przeciwnie. Duzg role w moim nastawieniu do spraw edukacji odegrata ksigzka
Elzbiety Jackiewiczowej Wczorajsza miodosé, pierwsze wydanie z 1955 roku.
Opowies¢ o miodej nauczycielce wchodzacej w zycie zawodowe. Mimo swojego
roku wydania, ksigzka byla niewiele nasaczona indoktrynacja tamtych czaséw.
Napisana byla z zaangazowaniem i egzaltacja — przy niej Ania z Zielonego Wzgé-
rza to nudna, sucha i bezbarwna opowies¢.

Powiem tez, ze (w odréznieniu od bardzo wielu zawodowych dydaktykéw)
nie uwazam, zebym mial monopol na gloszenie prawdy. Nie. Mam swoje pogla-
dy, mocno ugruntowane, ale moze inni maja tez inne, réwnie pozyteczne. Przy-
wolam tu przyktad z turystyki tatrzanskiej. Z Kuznic na Hale Gasienicowa moz-
na i$¢ przez Boczan albo przez Jaworzynke. Kazda z tych drog zajmie tyle samo
czasu. Sg zwolennicy jednej i drugiej. Jednego tylko nie mozna: i§¢ troche tedy,
a troche tamtedy.

Z pewnego pogladu si¢ nie wycofam. To pewno$¢, ze nauczyciele sa ta grupa
zawodowy, ktéra wnosi najwigcej do PKB, krajowego produktu brutto. Z ta
roznicy, ze efekty ich pracy (Panstwa pracy, drodzy Czytelnicy) nie wida¢ od
razu, a po 30 latach. Nauczyciel jest jak lesnik.

Jeszcze lepszym poréwnaniem jest, Ze nauczyciel jest jak wielblad. Prosze si¢
nie obraza¢. Nie, nie dlatego, ze mu/jej garb rosnie. Rzecz jest bardziej subtelna.
Jak glosi bardzo stare zadanie, pewien Arab zapisal swoim synom w testamencie
stado wielbladow. Najstarszy syn mial dosta¢ polowe stada, $redni jedng trzecia,
a najmlodszy jedng dziewiaty. Zauwazmy przy okazji, ze najmlodsi synowie
zawsze mieli pod gorke, ale to nie nalezy do zadania. Okazalo sig, ze stado liczy
17 sztuk. Jak podzieli¢? Poszli po rade do kadiego. ,W porzadku, da si¢ zrobi¢”.
Poszedl do domu synéw ze swoim wielbladem. Pozyczam go wam. Teraz mamy
18 sztuk i podzial latwy. Najstarszy polowe - 9 sztuk, sredni jedna trzecia - 6,
a najmiodszy dziewiata czes$¢ 18, czyli 2. W sumie mamy 9 + 6 + 2 = 17. Zadanie
rozwigzane, zabieram swojego wielbtada.

Teraz wszyscy rozumiemy, dlaczego nauczyciel jest jak wielbtad! Bez niego -
ani rusz. Z nim - wszystko staje si¢ jasne i proste!

Co, kogo, czemu

Zauwazylem, ze w dyskusjach o nauczaniu czgsto obie strony gadaja ,,jak ges
z prosigciem”, przy dobrej woli z obu stron. Po pierwsze moga nie porozumiec¢
sie, o jakim etapie nauczania rozmawiaja. Moi/moje uczelniani/ane koledzy/
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/kolezanki patrza raczej na liceum, a przeciez arcywazne nauczanie poczatkowe
rézni sie od licealnego bardzo, bardzo znacznie. To dla wszystkich jest zrozu-
miale i nie odkrywam Zadnej tajemnicy.

Drugim, rzadko uswiadamianym sobie przez dyskutantéw, pytaniem jest:
kogo uczymy. Chodzi mi o stosunek tych, ktérych uczymy do matematyki
(ogdlniej: do nauki i uczenia si¢). Czy uczymy tych, ktérzy sami z siebie chcg sie
uczy¢; czy tych, ktorzy wprawdzie nie palaja entuzjazmem, ale z réznych przy-
czyn podejda solidnie do sprawy; czy tych, ktdrzy sa z definicji negatywnie na-
stawieni do nauki, a do matematyki w szczegdlnosci, dla ktérych pan/i od ma-
tematyki bedzie zawsze wrogiem.

I jeszcze jedno: najwiecej nagrod dostaja nauczyciele, ktorzy ksztalcg zdolng
mlodziez, maja olimpijczykow itp. To krzywdzace. Miewalem olimpijczykow.
Kierowanie nimi jest latwe: oni sami garna si¢ do nauki. O wiele wazniejsze jest
nauczanie poczatkowe. Ale urzednikom jest tatwiej oceni¢: pan A ma siedmiu
olimpijczykdw, pani B szesciu, a zatem pan A jest lepszym nauczycielem.

Narzekania na nauczycieli

Teraz kolejne ogolne, calkiem powazne, refleksje. Ustosunkuje sie do kilku
typéw wypowiedzi. Opinia nr 1. , Tego nie bedzie na maturze, wigc nie mozna
tego przerabia¢ na lekcjach, bo to tylko strata czasu”. Opinia nr 2, czesto spoty-
kana w mediach i wypowiadana nawet przez zawodowych dydaktykéw: ,na-
uczyciele uczg tylko pod egzamin, a przeciez tak nie mozna, trzeba calosciowo,
holistycznie i ogélnorozwojowo!”. Opinia nr 3, popularna w ogdlnie pojetym
spoleczenstwie: ,,powinnismy w szkole uczy¢ tylko tego, co si¢ dzieciom potem
przyda w zyciu”.

Komentarz: zauwazylem, ze teraz nie moéwi sie ,dzieci”, tylko ,dzieciaki”.
Bardzo mi si¢ to nie podoba.

Co do opinii nr 1. Jest taki sport, ktory polega na kopaniu pitki. Wyobrazmy
sobie pitkarza, ktéry odmawia robienia ,,pompek” na treningu: ,,Panie trenerze,
przeciez tego nie bedzie na meczu!”. A mnie przez caly czas nauki (szkota, stu-
dia) towarzyszylo kilka ksiazek o tym, jak si¢ uczy¢. Pisane byly przez fachow-
cow. Jedng z rad, ktérg stosowalem: chcesz dobrze da¢ egzamin z materiatu X?
Ucz si¢ wigcej, przerdb poltora X! Jedynag krytyczng uwaga, jaka wyglosze pod
adresem ,,wspdlczesnej mlodziezy”, jest, ze nie potrafig sie uczy¢. Zdaje sobie
dobrze sprawe, ze na ,wspolczesng mlodziez” narzeka sie od zawsze — moze
zreszta tylko od 2500 lat...

Co do opinii nr 2. Przepraszam, ale jak maja/mamy uczy¢? Szczegélnie
przed egzaminami, w tym przede wszystkim przed maturg? Zadaniem trenera
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jest, aby druzyna wygrala mecz. W obecnym systemie egzaminacyjnym od wy-
niku egzaminu koncowego (w szczegdélnosci matury) zalezy bardzo wiele,
o wiele wiecej, niz gdy uczyl mnie Waclaw Chyra. Ile punktow, taka uczelnia.
Poprawianie matury jest mozliwe, ale trudne. Cwiczymy, ¢wiczymy i ¢wiczymy
umiejetnodci, zeby moc si¢ nimi wykaza¢ na sprawdzianie, zawodach, meczu.
Jak pilot Pirx w opowiadaniu Stanistawa Lema Test. Zapamietatem cytat: ,,Mor-
downia tysiecznych ¢wiczen zrobila jednak swoje”. Chodzi o to, ze w stresujacej
sytuacji pilot i tak automatycznie robi swoje. Chcialbym tu si¢ odnies¢ do stow
wybitnego profesora Stefana Turnaua, wypowiedzianych niedawno (2021)
w wywiadzie do dwumiesiecznika zachodniopomorskiego Refleksje. Kopiuje:

Dodam tu uwage ogélna:
W matematyce mozna czegos nie wiedziec, gdy
sig ma czas na rozumowe znalezienie odpowiedzi.
Oczekiwanie natychmiastowej odpowiedzi ucznia
nazadane pytanie jest wbrew istocie matematyki.

Nie zgadzam si¢ i ja, a i najwyrazniej ukladajacy zadania maturalne. Chyba
wszyscy powtarzamy jak mantre: szkota ma uczy¢ myslenia. Na to jest po-
wszechna zgoda. Tyle ze diabel siedzi w szczegoétach i chichocze. Na bardzo wie-
le pytan nalezy zna¢ natychmiastowa odpowiedz. I to nie tylko w matematyce,
i to z bardzo praktycznych wzgledow. Jezeli nie wiemy, ile to jest 6 razy 9, jezeli
nie pamietamy szczegdtéw dotyczacych twierdzenia Pitagorasa, nie umiemy
sprawnie podnie$¢ dwumianu do kwadratu, jezeli nie wiemy, gdzie jest $rodek
okregu wpisanego w trdjkat — owszem, dowiemy sie tego z internetu, ale straci-
my wiele czasu i ,sil intelektualnych”. Zuzyjemy mys$lenie tam, gdzie juz nie
powinni$my mysle¢. Nie wiem, kto to powiedzial, ze z tworczym mysleniem
przy rozwiazywaniu problemu jest tak, jak z szarzg kawalerii w bitwie: mozna jej
uzy¢ tylko raz, w precyzyjnie dobranym momencie, po starannym przygotowa-
niu i przemysleniu: co bedzie dalej.

Pianista ma caly koncert ,w palcach”, nie tylko w glowie. Wyglosze¢ moze
kontrowersyjny poglad: dobry kierowca to nie ten, ktéry mysli na kazdym
skrzyzowaniu. Dobry jest ten, ktdry kolejno$¢ przejazdu zna bez myslenia, ale
wie, w jakiej sytuacji wlasnie powinien zacza¢ mysle¢. Uczac w szkole algoryt-
mow, tracimy wiele, ale i zyskujemy. My$lenie musi by¢ oparte na konkretach.
Wiasnie na obecnej maturze trzeba rozwigzywa¢ zadania na tempo. Moze nie
sprintem na kilometr, ale energicznie. Piszacy te slowa nie moéglby marzy¢
o osiagnieciu ,,maxa”. Wszystko proste, ale za malo czasu. Wyglosze jeszcze
jeden kontrowersyjny poglad: szkota ma nauczy¢ automatyzméw. Wiasnie au-
tomatyzmow i wlasnie po to, zeby przy twdrczym mysleniu nie traci¢ czasu
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i energii na rudymenty. Zysk z takiej wiedzy jest wigkszy niz strata wynikajaca
z ,uczenia si¢ na pamiec¢”. Z uczeniem si¢ na pamiec nie jest tak zle, jak mozna
wyczyta¢ w wielu krytycznych opracowaniach. Przytocze wlasny przyklad. Nie
moglem ,ani w zab” zrozumie¢ definicji granicy ciaggu. Nauczytem si¢ jej na
pamiegc i potem powolutku dochodzitem do tego, co to wszystko znaczy — my-
slatem i w tramwaju, i na spacerze w lesie. I jak to bywa: nagle wszystko si¢ ulo-
zylo, wskoczylo na swoje miejsce, w minute zrozumiatem, o co chodzi. Pochwa-
le sie: rozumiem do tej pory!

Reasumujac, uwazam, ze uczenie ,pod egzamin” jest po prostu racjonalne
i zgodne z etosem. Nie jest to sprzeczne z moim zdaniem na temat ,,opinii nr 1”.
A nawet jedno z drugim si¢ pokrywa (prosze przemysle¢ przyklad z pompkami).
Z tym jednak, ze nauczyciel jest wciaz czym$ wigcej niz trener kadry w sporcie,
zwany zresztg upiornie: selekcjonerem!

Wreszcie opinia nr 3. Nieprzemyslana. Wrecz szkodliwa. Wynikaloby z niej,
ze juz teraz wiemy dokladnie, co si¢ mlodziezy w zyciu przyda! Tak bylo w XIX
wieku, moze i do polowy dwudziestego. Md6j dziadek (zmarl w 1920 roku) byt
szewcem w Gorlicach. Nauczyt sie fachu od swojego ojca, a ten od swojego.

»Po co mi sinusy, kiedy bede aktorka, ttumaczka, polonistka, geologiem, hi-
storykiem, muzykiem, sportowcem, mechanikiem samochodowym, pielegniar-
ka, bizneswoman?” - co na ten temat odpowiadac? Jedng z nieoczywistych od-
powiedzi jest ,moze ci si¢ przyda, moze nie”. Musimy uczy¢ ze znacznym
nadmiarem. Wszystko (no, moze prawie wszystko) taczy sie ze soba. Widzialem
kiedy$ film o Banachu - jasne bylo, Ze aktor nie mial pojecia, o czym mowi.
Polonista nieznajacy historii to kiepski polonista. Lepszym mechanikiem samo-
chodowym jest ten, kto troche rozumie prawa fizyki, a pielegniarka powinna
rozumie¢ procesy biologiczne. Geograf nie moze si¢ myli¢ w obliczeniach. I tak
dalej, i tak dalej, i tak dalej. Ale jeszcze co$ bardziej powaznego: uczac cig, chce-
my uczniu/studencie sprawdzi¢ twoje mozliwosci intelektualne. Jezeli nie jestes
w stanie nauczy¢ si¢ prostej matematyki, to moze twdj potencjal intelektualny
nie jest tak wysoki i jest to dla wszystkich pewien sygnal. Nie znaczy to, ze jestes
gorszym czlowiekiem, nie! Oczywiscie zawsze dziala argument ,nie garb sie”.
Oczywiscie mozna mowié, ze matematyka sie wszedzie przydaje, ze uczy mysle-
nia, ze matura i cheé szczera. Ze to pigkne, ze w koricu nie wiadomo, co sie
w zyciu przyda. Troche dziala metoda sprowadzenia do niedorzecznosci. Czy
w profesjach, ktore wymienitem wyzej, bedzie ci potrzebne, kto napisal Pana
Tadeusza, kto to byl krél Burburyk, kiedy zyly dinozaury, co to sa mitochondria,
gdzie leza Pireneje i co to jest polowa sumy podstaw. By¢ moze 90% wiedzy
szkolnej ci si¢ nie przyda. Ale ktére 10% ci sie¢ przyda? Cesarz Austrii Franciszek
Jozet I zobaczyt kiedys biegnacych sportowcow. ,Dlaczego oni biegna?” - zapy-
tal adiutanta. ,Ten pierwszy dostanie puchar!”. ,,Aha, rozumiem, ale w takim
razie po co biegna ci pozostali?”.
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Bylismy kiedy$ przewodnikami naszych uczniéw po dobrze znanym nam
obszarze. Pokazywalismy im gory, jeziora, lasy, uczyliémy, gdzie s3 trudnosci,
pulapki i niebezpieczenstwa. MieliSmy to juz ,,prze¢wiczone”. Teraz mamy ich
doprowadzi¢ do celu, ktérego nie znamy ani my, ani oni, ani w ogéle nikt. Mato
tego, teren jest zamglony, a my jesteSmy w nim po raz pierwszy. Czgsto jeszcze
znajdujemy na drodze ktody pozostawione chyba celowo, zeby bylo trudniej.
I nauczyciele to robig! Czy kto$ teraz watpi, ze to wlasnie nauczyciele daja naj-
wigkszy wklad w rozwoj spoleczenstw?

Jak uczy¢ w XXI wieku? Oczywiscie inaczej. Ale jak? Jak juz wspomniatem,
komu wydaje sie, ze wie, ten ma racje! To znaczy wydaje mu sie! Mamy smart-
fony, laptopy, tablety i setki aplikacji. Jak znalez¢ rownowage? Nie moze by¢ tak,
jak za kréla Cwieczka, ale na pewno musimy umie¢ wykopa¢ dotek zwyklg topa-
ta — nawet jezeli sa koparki. Zmienila si¢ rola szkoly i nauczyciela. Gdy kariere
pedagogiczng zaczynal moéj Ojciec, w wiejskiej szkole na Podlasiu, blisko sto lat
temu, szkota byla gléwnym osrodkiem kultury w promieniu wielu kilometréw,
a rolg nauczyciela byto przekazywanie wiedzy. Zbyteczne bedzie wspominac, jak
to si¢ zmienito. Moja cdérka (nauczycielka szkoly podstawowej) ma torbe na
zakupy z napisem - ,Nauczyciel — osoba, ktéra pomaga rozwing¢ skrzydta”. I to
mi sie najbardziej podoba. Pomaga. Tylko tyle i az tyle.

osoba, ktéra pomaga rozwinac skrzydta.

Modele edukacyjne

To, o czym pisatem przed chwilg, wigze sie z ogélnym podejsciem do nau-
czania. Z grubsza rzecz bioragc, mamy dwa modele. Jeden z nich to, umownie
rzecz biorac, tradycyjny europejski, a nawet europejsko-chinski. Drugi to ame-
rykanski. W pierwszym wyksztalcenie ponadpodstawowe jest elitarne. Trudno
dosta¢ sie do szkot i na uniwersytety. Natomiast zdobycie wyksztalcenia daje juz
przepustke do dobrego Zycia: stanowiska, pienigdze. Do tej pory méwimy z po-
dziwem: ,,0, to czlowiek z wyzszym wyksztalceniem!”.

W modelu amerykanskim jest inaczej. Studia uniwersyteckie stuza do po-
twierdzenia mozliwodci intelektualnych kandydata. Pozwalaja jemu/jej samej
rozpoznac siebie. Doktorat? Prosz¢ bardzo. Prawdziwa konkurencja i prawdzi-
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we szkolenie to potem, w firmach. Zdobywanie umiejetnosci niemozliwych do
wytrenowania ,w szkole”. Powoli przechodzimy z modelu europejskiego na
amerykanski. Mozna mysle¢, ze to dobrze, mozna mysle¢, ze to zle. Dzieje sie.

Konieczna jest tu jeszcze jedna uwaga. Kazdy z nauczycieli zetknal sie z labi-
dzeniem ucznidw i ich rodzicéw: ,,Po co mi to wszystko?”. Aha, ale na ten temat
juz sie wypowiedzialem.

Wrdé¢my do myslenia

Psychologowie zastanawiajga sie, jak to z nim jest. Jak sadzisz, Czytelniku, ja-
ka czynnoscig jest myslenie? Czy bardziej przypomina malowanie obrazu, czy
jazde na rowerze? Inaczej mdwiac, czy w wyniku myslenia powstaje co$ na-
prawde nowego, czy tylko zostaja ulotne kregi na wodzie? Czy - jak widzial to
Sokrates - jest to tylko przypominanie sobie, wyciaganie z glebi umystu tego, co
w nim siedziato zawsze, podobnie jak to bylo z wywolywaniem zdj¢¢ w dawnych
czasach (na naswietlonym papierze w ciemni wylanial si¢ z wolna czarno-bialy
obraz), czy nagle powstaje co$ z niczego: ,nie wiedzialem, a wiem”? Jak prze-
chodzimy od poczatkowego ,to dla mnie czarna magia” przez ,nic nie rozu-
miem” i ,zaczyna $wita¢”, potem ,,0j, to chyba zrozumiem”, do ,,zrozumiatem”
i finalnego ,alez to bylo proste”. Jak to si¢ nam polaczylo?

Na pewnych zajeciach z dydaktyki dla nauczycieli rzucitem pytanie: ,,po co
uczymy matematyki?”. Ku mojemu zaskoczeniu siedzacy w pierwszym rzedzie
pan powiedzial zdziwiony: ,,jak to, po co? Zeby nauczy¢ matematyki, tej ustu-
gowej nauki dla fizyki!”. Mialem w zwigzku z tym temat do dyskusji na zaje-
ciach. Szkoda miejsca na jej opisywanie. Wszyscy wiedzg, jaka mogta by¢. Ale
jest i druga skrajno$¢: poglad, ze uczymy matematyki, zeby nauczy¢ myslenia.
Spiesze wyjasni¢, ze jak najbardziej si¢ z tym zgadzam, tyle Ze myslenia ucza
i szachy, i brydz, i krzyzéwki, i Sudoku, i famigtéwki logiczne, i analiza kazuséw
prawnych, a by¢ moze nawet uwazne stuchanie przemodwien politykow (bycé
moze — bo staram si¢ nie stucha¢). Wiemy, ze matematyka uczy myslenia najle-
piej, ale dlaczego tak jest? Tego nie umiemy racjonalnie opisa¢. Moze dlatego, ze
aczy ona nauki humanistyczne ze $cistymi? Co wiecej, jest przeciez jedyna hu-
manistyczng nauka $cist. Tak jest. To jedyna humanistyczng nauka $cista. Nikt
przeciez nie watpi, ze jest nauka Scisl, a zZe zajmuje sie konstrukcjami naszego,
ludzkiego umystu, jest tez gteboko humanistyczna.

Usmiecham si¢ do wspomnien. Nic nie zastapi bezposredniego przezycia.
Wspominam piekng lekcje geometrii, jaka poprowadzila moja nauczycielka
Helena Sygnatowicz, gdy bylem w czwartej (!) klasie szkoly podstawowej. Na
placu Lelewela (wtedy catkiem dzikim) na warszawskim Zoliborzu wytyczaliémy
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w terenie linie proste, trojkaty i kwadraty. Jeszcze pamigtam, jak lezalem na
zimnej trawie i krzyczalem do kolegéw: ,tyczke bardziej w prawo”. Moze dlate-
go zostalem matematykiem?

Nicolas Bourbaki, Jean Piaget

Nie da si¢ zrozumie¢ poczatkéw mojej kariery dydaktycznej (i kolegow/
/zanek mojego pokolenia) bez wycieczki w histori¢. Jak wiemy, jest ona nauczy-
cielkg zycia. Przypomne, ze grupa matematykow francuskich powotata do zycia
(ok. 1935 roku) Nicolasa Bourbakiego - to znaczy wybrala ,,g0” jako zbiorowy
pseudonim. Celem grupy byta oparta na nowych zasadach systematyzacja ma-
tematyki. Jej gmach mial opiera¢ sie na niewielu strukturach (algebraicznych,
topologicznych, porzadkowych) okreslonych aksjomatycznie, nad ktérymi sa
pietrowo nadbudowane inne, pochodne. Niby nic nowego, ale konsekwentna
realizacja tego pomyslu zmienita calg matematyke, a raczej nie ja samg, tylko
sposob jej uprawiania. Wazne stalo si¢ to, co najbardziej ogélne. Nastapit po-
wrot do ,,formy”, nawet tej w sensie Arystotelesa. Przypomne w skrécie. Materia -
glina - moze przybra¢ rézne formy: garnka, figurki, cegly. Materia moze by¢
ksztaltowana, forma zostaje. Pomyst ten i proba jego realizacji wzbudzily na
calym $wiecie wiele dyskusji i kontrowersji wsréd matematykéw, ale w zasadzie
inicjatywa Bourbakiego zyskala aprobate olbrzymiej wiekszosci spotecznosci
matematycznej. Ruch ten zaznaczyl sie pdzniej, w latach 1960-1970, ogromna
falag w nauczaniu matematyki. Skupit wokot tego nauczania wielu znanych ma-
tematykow, w nienotowanej dotad skali ozywil srodowisko dydaktykéw, psy-
chologdéw, organizatoréow oswiaty, a nawet politykéw. W nauczaniu powszech-
nym ta ,hurrabourbakizacja” wyrzadzita wiele szkéd. Szkoda ze i w Polsce.
Zaczeto bowiem utozsamia¢ nauczanie matematyki z tak ogélnym spojrzeniem
na nig, w ktérym zatracaja si¢ indywidualne cechy rozpatrywanych obiektéw,
a zostaje tylko bardzo generalne rozwazania. Dzieci w szkole podstawowej prze-
chodzily skrécony kurs ogélnej teorii mnogosci. Owszem, dostosowany do ich
mozliwosci, ale zupelnie niepotrzebny. W wyniku gigantycznych prac koncep-
cyjnych i organizacyjnych powstaly na uzytek szkolny projekty znane w angiel-
skim obszarze jezykowym jako new mathematics, zas pod francuska nazwa jako
mathématique moderne. Cho¢ ostatecznie reformatorski projekt szkolny pod
nazwg ,nowa matematyka” zostal zweryfikowany na jego niekorzys¢, wywotat
w nastepnym dziesigcioleciu, tj. w dekadzie 1970-1980, swoistg kontrreformacje
zwang eufemistycznie ,druga falg reform”. Fascynacja ,nowa matematyka” nie
ulegly jednostki, w tym René Thom (1923-2002) i Hans Freudenthal (1905-
1990). A ja powiem swoje zdanie: zastosowanie koncepcji bourbakistowskich
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w szkole ,zamordowalo” geometrig, a raczej jej nauczanie. Trzeba jednak by¢
sprawiedliwym, w matematyce, ktora tu nazwe ,,uniwersytecka”, takie podejscie
pchneto naszg nauke na nowe tory.

Moja mlodos¢ zawodowa

Mialem w zyciu szczescie, pod wieloma wzgledami zresztg (na przykiad wy-
bor zony). Okres studiéw i lata bezposrednio po nich przypadly na wykladniczy
rozwoéj zapotrzebowania na matematykéw, w tym na ,,numerykéw”. Na kompu-
ter nie moéwilo sie juz ,,mozg elektronowy”, tylko ,maszyna matematyczna”, ale
stowa ,informatyka” jeszcze nie byto. W tych samych latach doszta do nas ,,no-
wa matematyka”. Jak wspomnialem, 90 procent matematykéw, ja réwniez, byto
zachwyconych. ,,Dzieci zrozumiejg podstawy matematyki uniwersyteckiej” wo-
tano. Nie pamietam, w ktorej klasie szkoly podstawowej przerabialo sie skrot
wyktadu, ktéry na studiach uniwersyteckich nazywa si¢ ,wstepem do matema-
tyki”. Chodzito gtéwnie o teorie mnogosci: czy przecigcie zbioru lalek ze zbio-
rem misiow jest niepuste. Modna byla metoda ,monografii liczby”. ,Dzisiaj,
dzieci, poznamy liczbe 5. Otwoérzcie ksigzki na stronie siedemnastej”. W geome-
trii nacisk byl na jej aksjomatyczny charakter i precyzje definicji. ,,Kula jest to
zbiér punktéw w réwnej odlegtosci od pewnego punktu zwanego srodkiem” —
mowily podreczniki nawet do szkét podstawowych. Adresatami byly dzieci gra-
jace w pitke od czasu, gdy nauczyly si¢ chodzi¢. Pisze tak, jakbym si¢ troche
nasmiewal. Nie, nie! Z perspektywy czasu kazdy jest madry. Moze: prawie kazdy.

Uczylem geometrii

Najpierw w jednej klasie (I LO), po pdlroczu dostalem drugg, to znaczy tez
pierwsza tylko rownolegla. Nauczyciel zrezygnowal ze wzgledow zdrowotnych.
Na pierwszej lekcji wyrazitem sig, ze punkt lezy na prostej. Rozlegt sie szmerek-
-$mieszek. Zrozumiatem i poprawilem sie. ,,Punkt nalezy do prostej, bo przeciez
prosta to zbidr punktéw”. Dalej szmer... ,Poprzedni pan nas nauczyl, ze to nie-
poprawnie, bo to wyrdznia jeden z tych obiektow, a one sg rownoprawne. Nale-
zy mowi¢: punkt i prosta sg incydentne”. Inny kolega, zreszta rasowy nauczyciel,
opowiadal, Ze na lekcji udowodnil, ze z przyjetych aksjomatéw wynika, ze odci-
nek ma $rodek, ale nie potrafil wykaza¢, ze tylko jeden srodek. W domu prze-
myslal sprawe i calg nastepna lekcje poswiecil na dowdd, ze odcinek ma tylko
jeden $rodek. Sadze, ze koloryzowal - poét lekcji by wystarczyto.

A zatem pierwsze lata mojego nauczania w szkole byly naznaczone bourba-
kizmem, $cistoscia, dowodami, abstrakcjg i formalizmem teorii mnogosci. Nie
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pisatem juz 1 < x < 2, tylko x € (1, 2]. Analizowalem definicj¢ tamanej i wielo-
$cianu, zasad¢ Archimedesa, rozkladalem izometri¢ na trzy symetrie i tak dalej.

Wszed! do uzytku podrecznik Zofii Krygowskiej. Znam wielu kolegéw, kto-
rym on si¢ bardzo podobal - z jego logiczng strukturg i wnioskowaniem:
z twierdzenia 7.3 wynika 8.2. To wlasnie podoba si¢ nam matematykom. Zacy-
tuje zndw profesora Turnaua:

Celem jest poprawne
rozumowanie

z profesorem Stefanem Turnauem
rozmawia Stawomir Iwasiow
Moje zainteresowanie matematyka, a przede

wszystkim klasyczna, Euklidesowqa geometria,
bedgcq wyzwaniem dla rozumu, uksztattowato
sig najpierw w rzeszowskim gimnazjum, a potem
rozwinglow krakowskim liceum. Mysle, ze przede
wszystkim pod wplywem nauczycieli: Wiadysta-
wa Grabarczyka i Marii Kraciriskiej. Cenili oni
bardziej umiejetnos¢ konstruowania wywodu de-
dukcyjnego niz znajomos¢é faktéw i definicji - i to
wiasnie mi si¢ spodobalo.

Tu nasze podejscie jest wspdlne. Wspomne moje pierwsze fascynacje rozumo-
waniem matematycznym. Do tej pory pamietam euforie (! tak), jaka ogarneta
mnie, gdy zrozumialem wyprowadzenie zasady indukcji z aksjomatu Zermelo.
Blakly przy tym pierwsze wzruszenia dotyczace..., no cdz, o czym to mysla
mlodziency... Przypomne wiadomosci matematyczne: zbior liczb naturalnych
jest dobrze uporzadkowany przez relacje mniejszosci, a moéwiac najproscie;j:
w kazdym (niepustym, rzecz jasna) zbiorze liczb naturalnych istnieje liczba
najmniejsza. Przypomne takze ten dowod. Przypu$é¢my, ze zasada indukcji nie
jest prawdziwa, a zatem, mimo ze implikacja T(n) = T(n + 1) zawsze zachodzi,
to jednak dane twierdzenie nie jest prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych n.
To znaczy sg takie liczby, dla ktérych nie jest prawdziwe. Wezmy najmniejsza
z nich, niech nig bedzie n. Nie jest nig liczba 1, bo zalozylismy, ze T(1) jest
prawda. Skoro n jest najmniejsza wsrod falszywych, to dla twierdzenia jest
prawdziwe. To przeczy implikacji T(n — 1) = T(n). Dzisiaj trudno mi zrozu-
mieé, co wtedy mnie az tak w tym zachwycito. Pamigtam tylko swoje niemal
euforyczne mysli. Mam jeszcze w pamieci dwie-trzy podobne sytuacje; jedna
z nich to dowdd, ze jezeli ideal pierscienia jest maksymalny, to pierscien ilora-
zowy jest ciatem. Bardzo prosty - i wykladajac algebre, zatrzymywalem sig, aby
wrdci¢ do wspomnien i przypomnie¢ sobie swoje mysli sprzed lat. Jak pisalem,
fatwo by¢ madrym z perspektywy czasu. Matematycy zaakceptowali taki styl
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nauczania; powiedzialbym, ze z pewnej naiwnosci: Bedzie jak dawniej, tylko
madrzej. Matematyka jest piekna, bo taka logiczna. Tyle Ze byto to spojrzenie ze
strony katedry uniwersyteckiej. Zatamalo si¢ w nauczaniu swoiste pigkno geo-
metrii — rysunki, konfiguracje stycznych i unoszace si¢ bryly. Zyskujac $cistos¢,
zabili$my intuicje.

Ksztalcenie nauczycieli i m6j w nim udzial

Osobng i wazniejszg kartg sg studia nauczycielskie. W drugiej potowie lat 70.
nauczyciele zostali ,ustawieni w czwdrki” i musieli przemaszerowa¢ przez uni-
wersytet. Musze tu scharakteryzowa¢ myslenie wielu moich kolegéw-naukow-
cow. Sam tak kiedy$ uwazatem. Ot6z mianowicie, ze nauczyciele sg, jak pracow-
nicy uczelni, hobbystami matematyki, dla ktérych nauczanie stanowi tylko czes¢
pracy. Niekoniecznie nielubiang, tego nie imputuje. Ale ze s3 to ludzie, ktorzy
na pierwszym miejscu stawiajg matematyke i swoje w niej doskonalenie, a nau-
czanie jest tylko czescig tego wszystkiego. Wazng moze na 50 procent, moze
nawet 60, ale nie wiecej.

Chyba z tego wynikal program nauczania na zaocznych studiach nauczyciel-
skich lat siedemdziesigtych. W teorii: pelny program normalnych studiéw. Dla
ludzi dorostych, pracujacych. Méwiono z zaklamaniem: ,,nie bedziemy was od-
rywac od pracy”. Do tego studia zaoczne. Warszawa obstugiwata Polske p6inoc-
no-wschodnig. Pamig¢tam panig Ele z Suwalk: ,noc z pigtku na sobote w pocia-
gu, zajecia do niedzieli, noc z niedzieli na poniedzialek w pociggu”. Méj kolega,
wychodzac z logicznych przestanek, powiedzial do takich wykonczonych nau-
czycieli: ja uczylem sie 8 godzin dziennie na zwyktych studiach, panstwo macie
przerobi¢ to samo na zaocznych w weekendy. Musicie by¢ zatem piekielnie
zdolni - mozemy wigc szybciej i$¢ z materialem. Uczylem nauczycieli topologii
ogolnej i roznicy miedzy ciggiem jednostajnie zbieznym a punktowo zbieznym.
Moi koledzy wyktadali analize funkcjonalng i teori¢ miary. Cata para w gwizdek.

Takie s3 i moje wspomnienia. Streszczajac: bylo to przedluzeniem mlo-
dzienczego zachlysniecia sie matematyka. Che¢ przekazania wszystkiego. Tyle
jest w nauce prawdy, ile jest w niej matematyki. Dobrze si¢ to komponowato
z entuzjazmem i wiarg, Ze matematyka jest ,sposobem na zycie” dla wszystkich.
Dla piszacego te stowa byla na pewno. Wpasowywalo si¢ w ogélny entuzjazm
srodowiska naukowego. Dzialalo dobrze na... zdolne i chetne dzieci, zaintere-
sowane matematyka. Zniechecalo pozostale 90 procent. Nieco podobnie byto na
studiach. Panowata ,,regula trzech”. To znaczy: zwracamy uwage na trzech (tro-
je) najlepszych studentéw w grupie. Dla reszty nie ma po co si¢ wysilac. Jeszcze
wtedy panowala teoria, Ze studia s3 przygotowaniem do pracy naukowej, a kto
sie nie nadaje, tego odsiewamy.
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Lata srednie, 1985-2000

Trudne czasy maja tez swoje ,,plusy dodatnie”. Powoli zaczynala do wszyst-
kich dociera¢ $wiadomos¢, teraz znowu negowana, ze wyksztalcenie zapewni
dobrobyt (jak w opisanym wyzej modelu europejskim wyksztalcenia, wtedy
jeszcze stanowigc fundament wiary). Uczylem w X LO imienia Klementyny
Hoffmanowej w Warszawie. Juz nie trzeba byto pozwolenia cenzury na odbija-
nie zadan na kserografie. Reformy lat siedemdziesigtych zostaly praktycznie
zarzucone, a likwidacje matematyki na maturze srodowisko powitalo z miesza-
nymi uczuciami. Znaczna cze$¢ kolezanek i kolegéw mowila, ze to dobrze, nie
trzeba bedzie potowy klasy ,,ciagnac za uszy”, a pozostatych wrecz dowartosciu-
je, ze sg lepsi, bo rozumiejg matematyke. Wspominam ten okres bardzo mile.
Powr6t do przeszlosci. Taka sama matematyka, jak u pana Chyry... tylko na
troche wyzszym poziomie. Uczyliémy zatem logiki, teorii zbioréw, zamiast ,,po-
step geometryczny” mowiliSmy ,cigg geometryczny”, probabilistyki, funkcji,
rozniczkowania, calkowania i rozwijania w szereg. Tu kilka zdan o rachunku
prawdopodobienstwa. Zostal wlaczony do nauczania szkolnego w zboznym
celu: pokazania pelnej teorii matematycznej od aksjomatéow po zastosowania.
Musiat by¢ okrojony do zbioréw skonczonych, zeby nie wchodzi¢ w teorie mia-
ry. W tym duchu powstal pigkny pierwszy podrecznik autorstwa Wiestawa
Szlenka. Potem to sie wszystko rozmyto i rachunek prawdopodobienstwa jest
klasycznym, ze si¢ tak wyraze, michatkiem. Jest w programie, trzeba go uczy¢,
ale troche zawadza i nikt tego naprawde nie umie. Pisze ze swojej obecnej per-
spektywy — ogladania studentéw pierwszego roku najrozmaitszych wydzialow.
Nie brakuje i takich, ktérzy na zadanie typu ,wyznacz prawdopodobienstwo”,
dostawali wynik p =78 i kldcili sie, ze ,,przeciez tak mi kalkulator obliczyt, wiec
to musi by¢ dobrze”.

Wroéce znéw na chwile do mojego nauczyciela inzyniera Wactawa Chyry.
Nie byt jakim$ wybitnym nauczycielem, a z perspektywy czasu umiem dostrzec
jego braki w wyksztalceniu matematycznym. Mial jednak jakas charyzme — mo-
ze doceniali$my jego przeszlos¢ powstancza (byt to wtedy temat tabu, ale jakos
przesaczal si¢ do uczniéw). Moze po prostu docenialiémy jego sprawiedliwos¢
i solidno$¢. Prace domowe sprawdzal z dokladnoscig do zle postawionego prze-
cinka i krzywej kreski ulamkowej. Na klasowkach wolno bylo wiecej bazgrac.
Pisal na tablicy dowdd i krok po kroku wyjasnial. Mial zwyczaj odpytywania
calej klasy z jednego zagadnienia. Pamigtam, jak wszystkich po kolei odpytat
z ,parzystych”, z wzoru na (a + b)’, ,nieparzystych” z (a - b)’. Pigtnadcie razy
z plusem, pietnascie z minusem. Czynil to zreszta z pewnym dystansem, niemal
zartujac — ale odpytywal. Nauczyl mnie tak, ze do tej pory umiem! Stosowalem
podobng metode w réznych sytuacjach.
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Wracam do lat 85. Zaczely sie pojawia¢ komputery. Probowalem wlaczy¢ je
do nauczania matematyki. Nikt nie byl szczesliwy. Dyrekcja szkoly i nauczyciele
informatyki, ze wchodze nie na swoje poletko. Uczniowie skarzyli si¢ na dodat-
kowa porcje umiejetnosci. A ja nie potrafitem znalez¢ formuly: jak ich z tego
odpytywaé. Wsrod wielu dyskusji, czego uczy¢ w szkole, sensowna jest odpo-
wiedz: w szerokich granicach ,byle czego” — aby$my tylko mogli ,,z tego” ulozy¢
zadania. Mimo to faze mojej pracy dydaktycznej wspominam najlepiej. Juz
z do$wiadczeniem, juz nie tak ,na hurra”, tylko spokojnie, do przodu. Pozwala-
fem sobie wtedy i na ,,pieciominutéwki wychowawcze” - wtedy niekontrower-
syjne. Mialem juz do dyspozycji dobre podreczniki. Jasny ten obraz nauczania
u schytku PRL i poczatkow ,wolnosci” dopelnia to, ze, jak ja ¢wier¢ wieku wcze-
$niej, tak i tamto pokolenie mialo szczgscie: po 1990 roku kazdy mtody czlowiek
z porzadnym wyksztalceniem mogt znalez¢ prace na kierowniczym stanowisku
co najmniej $redniego szczebla w filii powstajacych, jak grzyby po deszczu, firm
zagranicznych. Jeszcze nie byl to ,,wyzysk korporacyjny”, a juz ptacono niewy-
obrazalnie wysoka pensje. Chociaz nauczyciele przestawali by¢ ,inteligencja”,
a stali si¢ ,budzetowka”, to pelnego pogardy i zawisci stowa ,wyksztalciuch”
jeszcze nie bylo.

W ksztalceniu nauczycieli wahadto poszto w druga strong. Na Uniwersytecie
Warszawskim stworzono Kolegium Nauczycielskie. Teraz zalozenie bylo inne:
trzeba od poczatku oddzieli¢ przysztych nauczycieli od reszty. Nie mieszaé za-
wodowcdw z trzecig liga. Skutek byl jeszcze gorszy, ale o tym nawet nie chce
pisa¢. Tylko jedno. Dziewczeta w tym kolegium byty rézne: jedne lepsze, inne
gorsze, jak to w rozkladzie normalnym. Chlopcy niemal bez wyjatku byli poni-
zej poziomu przyzwoitosci, otwarcie przyznajacy, ze s3 tu przypadkiem i nigdy
nie poniza si¢ do pracy w szkole. Chyba mato ktéry student-mezczyzna tamtego
kolegium dobrze mnie wspomina. Bylem gluchy na argumenty: ,jezeli nie do-
stane trojki, to pdjde na dwa lata do wojska”. Prosze mnie osadzi¢, czy stusznie.
Okoto 2000 roku rozwigzano Zaklad Dydaktyki Matematyki na Wydziale Ma-
tematycznym Uniwersytetu Warszawskiego.

Dwudziesty pierwszy wiek

W tym stuleciu regularnie uczytem juz tylko studentéw. Byli to jednak stu-
denci I roku z najrozmaitszych wydziatéw, a wigc niedawni maturzysci. Pisalem
o tym wyzej. Mialem i mam wiele zaje¢ pozalekcyjnych dla dzieci, mlodziezy
i dorostych. Duzo nauczyly mnie zajecia dla dzieci z Ukrainy latem 2022 roku.
Duzo daty korepetycje on-line dla licealistow z Podkarpacia (wolontariat organi-
zowany przez pewien ruch spoleczny) - uczniowie ci ,,nie umieli nic”.
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Jak ucze teraz? Musze powiedzieé, ze jestem w opozycji do pogladow wielu
kontynuatoréw mysli pani profesor Zofii Krygowskiej. Chodzi o rozmiekczanie
matematyki. Znowu przywolam Stefana Turnaua, wybitnego kontynuatora my-
8li pani Profesor (kolejny fragment z wywiadu w Refleksjach):

Widze teraz dwa, w pewnym sensie przeciwne,
znaczenia »zmiekczania« matematyki. Jedno to
powierzchowny formalizm: zredukowanie ma-
tematyki do gotowych procedur symbolicznych
i sztywnych schematéw rozwigzywania typo-
wych zadan. A drugie to przesunigcie naucza-
nia w strone dziedziny quasi-eksperymentalnej
i pseudo-intuicyjnej. Oba te kierunki majg na celu
uczynic¢ matematyke dostgpniejszq dlawszystkich
uczniow. | oba odciagaja ten przedmiot od nauki,
ktéra uwazamy za uniwersalnie uzyteczng. Profe
sor Zofia Krygowska, matematyk i pedagog, bez
watpienia sprzeciwilaby sie obydwu -.

Znowu, czy nam si¢ podoba, czy nie, egzamin maturalny w duzej czesci polega
na wykazaniu si¢ umiejetnoscig stosowania gotowych procedur. To jest cena,
jaka placimy za ,standaryzacje”, za mozliwos¢ obiektywnego oceniania wszyst-
kich przez wszystkich. W matematyce to jest dopuszczalne. Po drugie nie wiem,
czy stosuje metode eksperymentalng, czy quasi-eksperymentalng, czy intuicyjna,
czy pseudointuicyjna. Na moich zajeciach pokazuj¢ kolorowe rysunki, staranne
modele, pokazuje, jak zaprzac do roboty komputer. Rzucam monetami (przez
lata zbieralem jednogroszowki i teraz rozdaje kilkudziesieciu uczniom po 10
i polecam policzy¢, ile razy wypadta reszka). Nauczylem si¢ robi¢ filmiki geome-
tryczne. Rozwigzania réwnan ilustruje na ekranie. Uzywam klockéw Lego i REKO.
Owszem, traci na tym logiczne wnioskowanie. Wiem, Ze to trace. Ale uczniowie
i studenci majg poczucie, ze rozumieja. Wlasnie: maja poczucie. Nie tracg nic
uczniowie zainteresowani matematyka. Oni wiedza, ze to wszystko tylko pomoc
i podporka.

Kilka zdan o rozumieniu. Jedyna poprawna definicjg stowa ,,rozumiem” jest:
»sprowadzilem to do spraw, ktore juz zrozumiatem”. Dydaktycy zarzucaja tej
definicji, ze zawiera blad idem per idem - ‘to samo przez to samo’. Jednak, kiedy
sie przyjrze¢ innym okresleniom, zawsze si¢ wszystko wlasnie do tego sprowa-
dza, by¢ moze tylko okrezng droga. Nowe pojecie wskakuje w naszym moézgu na
przygotowane dla niego miejsce. Tylko: jak utozylismy pierwszy klocek. Owszem,
formalnie taka indukcja nie ma poczatku. Ma! Tylko ginie on w naszym nie-
mowlectwie, moze jeszcze wczedniej.
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»Popatrz, jak fadnie $wiecg gwiazdy; pocaluj mnie” powiedziata dziewczyna
do studenta astronomii na spacerze w cieply czerwcowy wieczdr. ,Najpierw
wytlumacze ci, dlaczego $wiecg” — odpart rzeczowo. Mamy XXI wiek. Kompute-
ry, smartfony, laptopy, tablety, zegarki. W nauczaniu nie tepie tych przyrzadow.
Natomiast ucze studentéw: musisz rozumie¢, co komputer do ciebie méwi. To
osobna wiedza, wcale nietatwa.

I jeszcze jedno, wazne. Od zawsze dajemy uczniom zadania, oni rozwiazuja
albo nie. Czy mozna inaczej? Probuje tak nauczaé. Czy to utopia? Chyba tak,
przeciez nie da si¢ inaczej!

Od lat chodzi mi po glowie nieco inny paradygmat nauczania matematyki.
Czy na kolokwiach, sprawdzianach, kartkoéwkach, egzaminach, olimpiadach
mozna da¢ takie polecenie: Oto proste twierdzenie. Udowodnisz je bez trudu.
Napisz, co ciekawego w nim dostrzegasz. Jakie§ uogdlnienia, dygresje, boczne
arabeski? A moze tadnie opiszesz jego ulotne piekno? Co Ci w duszy gra? Pa-
mietaj tylko, Ze jestes w obrebie matematyki i oprocz nastrojowego opisu musisz
sie stosowac do regul Krolowej Nauk.

Zwykle podaje jako przyklad twierdzenie o réwnolegloboku srodkéw. La-
czac $rodki bokéw dowolnego czworokata, dostaniemy réwnolegtobok. Bardzo
tatwy dowdd jest w typie, ktory najbardziej lubie: dorysuj jedng kreske, a roz-
wigzesz. Tutaj nalezy dorysowac przekatna i skorzystac z tego, ze prosta faczaca
$rodki bokow tréjkata jest rownolegta do podstawy.

Rysunek 2. Réwnolegtobok srodkéw

Co tu widzisz? Jakie twierdzenie? Postaw pytania. Uogélnij!

Podam kilka: kiedy otrzymamy prostokat, romb, kwadrat? Czy mozna do
danego réwnolegtoboku dorysowa¢ czworokat tak, aby wierzchotki réwnoleglo-
boku byly srodkami bokéw? Czy na jeden sposéb? A co dla tréjkata (zamiast
czworokata), a dla innych wielokatow? A moze wyjdzmy w przestrzen? Jaka
bryte tworza srodki $cian szescianu? A czy widzisz zwigzek tego geometrycznego
twierdzenia z arytmetyczng zaleznoscig, jak na rysunku 3).
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Rysunek 3. Wedlug jakiej zasady wpisywane sg te liczby?

Czy mozna zatem dawac takie zadania otwarte? Spojrzyj, opisz, co widzisz.
Znajdz co$ interesujacego. Hm, na maturze nie. Za duzo subiektywnosci w oce-
nie. Na konkursach - juz fatwiej. Na lekcjach: jak najbardziej. To uczy tworcze-
go, a nie odtworczego podejscia. Jezeli kto§ od razu odrzuca ten pomysl, jako
nierealny, niemozliwy do zrealizowania i niepasujacy do $cistych regut matema-
tyki, to odpowiem takim oto argumentem. W 2017 roku uczen z Garwolina,
RODO, dostat kilka nagrod, w tym srebrny medal w polskich eliminacjach kon-
kursu EUCYS (Europejski Konkurs Mlodych Naukowcéw - obejmuje to wszyst-
kie dziedziny nauki, od historii, psychologii i biologii przez geografie, geologie,
fizyke, chemig, astronomig itd. do matematyki) - za analize tego, co zobaczyl na
tym... rysunku.

Rysunek 4

Co tu ciekawego? Czy takie odkrycie to co$ powaznego? No cdz, nie wystarczyto
na zloty medal w EUCYS, Konkursie Mlodych Naukowcoéw Unii Europejskiej,
a zaledwie na srebrny w polskich eliminacjach... i dwie inne nagrody. Autor
(uczen klasy przedmaturalnej) opowiedzial o swoim odkryciu na Zjezdzie Sto-
warzyszenia Nauczycieli Matematyki we Wroclawiu i dostal owacje na stojaco
600-osobowego audytorium.
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Inne zagadnienie. Co widzisz, gdy patrzysz na szescian? Tylko szescian? Tyl-
ko tyle? Spdjrz na rysunek 1. A jakie inne zadania mozna ulozy¢ na temat ,,sze-
$cian”? Prosze bardzo: do dwoch wierzchotkéw szescianu, A oraz B, podlaczono
prad. Opdr kazdej krawedzi to 1 Q). Wyznacz opér calego uktadu. Nie pamietasz
praw Kirchhoffa z fizyki? Nie szkodzi, przetlumacze to na ,zadanie o pocia-
gach”. Sie¢ polaczen migdzy stacjami Kolei Lokalnych jest taka, jak na rysunku 5.
Zawiadowca stacji A ma wysla¢ n wagonéw do stacji B. Przepustowos¢ kazdego
odcinka sieci jest rOwna 1 - to znaczy jeden wagon na jednostke czasu. Jak ma
wysta¢ te wagony? Odpowiedz wida¢ na rysunku 5. Ze stacji dolnej A wysyla po
dwa wagony w kazda strong¢. Potem jada pojedynczo, a potem znowu sg faczone
w pary. Sze$¢ wagonow przejezdza w czasie 5. Przepustowo$¢ sieci wynosi zatem g.

Czy widzisz, ze rozwigzales i zadanie o oporze elektrycznym? Jest réwny p

2
2
Rysunek 5

%%

Dzi$ dostrzegam zalety i wady niemal wszystkich opcji i rozwigzan dydak-
tycznych i rozumiem rozterki decydentdw, ktorzy jakie§ decyzje musza podjac,
chociaz obecna (2022) ekipa nie mysli przeciez kategoriami dobra szkoly i dobra
nas wszystkich. Chcialbym natomiast wspomnie¢ mojego ,starszego kolege”
dr. Jerzego Lisiewicza, niezyjacego juz ,nauczyciela z krwi i kosci”, ktéry wpro-
wadzal mnie w tajniki nauczania matematyki. Uczyl zreszta wielu przedmiotéw,
nie tylko $cistych. Byl po prostu humanistg. Dziekuje mu w szczegoélnosci za
uswiadomienie mi podstawowych celow, jakie powinnismy sobie stawiaé, stajac
przed klasg. To nie bylo wcale oczywiste dla mlodego naukoweca, jakim kiedys
bylem. Przy kazdej bytnosci na warszawskim Brédnie zapalam $wiatetko na
grobie Jerzego Lisiewicza. Oto cala jego dydaktyka matematyki — sprowadzone
do prostych regut cele wszystkich naszych wysitkéw:
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- czysta, schludna matematyka,

- pokazanie, ze to si¢ jednak przydaje,

- sposoby pracy z problemem intelektualnym.
Prawie wszystko z tego wynika. Prawie? Czego brakuje? Nie chce naduzywac
wzniostych stéw, a wlasciwie jednego, taczacego w sobie uczucie, zaangazowa-
nie, troske i odpowiedzialnos¢ zarazem.
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Streszczenie

Nauczyciele to grupa zawodowa na tyle liczna i wykonujaca tak wazng spotecznie prace
w ksztaltowaniu mlodego pokolenia, ze zastuguje na bardzo dobrg opieke naukowa, ktérej
celem jest miedzy innymi wspomaganie oraz wyznaczanie wlasciwych drog prowadzacych
do wlasciwego poznawania przez mlodziez i dzieci odpowiedniej materii przedmiotowe;.
Ponizszy artykut opisuje, z punktu widzenia nauczyciela praktyka z 30-letnim stazem zawo-
dowym, jak wyglada obecnie oddzialywanie wyzszych uczelni na nauczanie matematyki
w szkole powszechnej, jakie sa bolaczki tego oddziatywania i jak im przeciwdziatac.

Abstract

Teachers are a professional group that is so numerous and performs such socially signif-
icant work in shaping the young generation that it deserves a very good scientific “guidance”,
the purpose of which is, among others, to support and determine the right paths leading to
proper learning the relevant subject matter by children and adolescents. The following article
describes, from the point of view of a teacher with 30 years of professional experience, what
the current impact of universities on teaching mathematics in public schools looks like,
what the problems of this influence are and how to counteract them.

Nauczanie matematyki jest dla rozwoju edukacji, w jej ogdlnym rozumieniu,
waznym elementem; dotyka ono nie tylko samej matematyki, ale wplywa na
ksztalcenie w innych obszarach. Dlatego tez wsparciem dla nauczycieli matema-
tyki powinny by¢ dokonania naukowe zwigzane nie tyle z matematyka jako taka,
ale z jej nauczaniem na poziomie szkolnictwa powszechnego (szkota podstawo-
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wa i ponadpodstawowa). Od razu zaznaczg, ze nie chodzi mi o ogélne wskazania
typu pedagogicznego, poniewaz one odnosza si¢ jako takie do procesu naucza-
nia bez wzgledu na przedmiot nauczania. Zatem maja charakter ogdlny, niby
uniwersalny, a tak naprawde pomijaja najistotniejsze aspekty nauczania, nie
rozwigzujac szczegdtowych powstajacych w tym procesie trudnosci. Pedagog nie
ma odpowiedniej wiedzy na temat trudnosci wynikajacych z samej matematyki,
nie moze wiec wlasciwie wypracowaé metod ich przezwyciezania. Przykladowo
problemem dla uczniéw sg ciagi, kombinatoryka, ale sposoby poradzenia sobie
z tymi treSciami matematycznymi moze znalez¢ jedynie matematyk, bo zna
nature problemu i trudnos$ci. Réwniez w zakresie zasad uczenia si¢ matematyki -
nauczyciel przedmiotowiec wie najlepiej, na czym polega dobre opanowywanie
tresci i umiejetnosci. Dlatego nauczaniem matematyki powinni sie zajmowac
dydaktycy matematyki, a wigc przede wszystkim matematycy z wyksztalcenia,
ktérzy moga zrozumie¢ problemy matematyczne uczniéw i znajdowaé odpo-
wiednie rozwigzania w duchu nauki i prawdy. Badania naukowe z dydaktyki
matematyki powinny by¢ wiec umiejscowione przy instytutach matematyki na
wyzszych uczelniach, a nie jako ,doklejka” do zadan pedagogéw i to z odpo-
wiednig duzg rangg (por. Pardata, Utiejewa, 2008, s. 149).

CZY WYNIKI BADAN DYDAKTYCZNYCH EATWO
PRZECHODZA DO SZKOL, DO NAUCZYCIELI
I WRESZCIE DO SAMEGO NAUCZANIA?

Ta kolejnos¢ nie jest przypadkowa, gdyz sama informacja o nowinkach dy-
daktycznych w szkole to za malo, sama wiedza nauczyciela to tez za mato, do-
piero odpowiednia lekcja jest prawdziwym odzwierciedleniem wypracowanych
naukowo idei (nauczania matematyki). Sama wiedza nauczycielska lub szkolna
to stanowczo za malo, jesli nie bedzie dzigki temu lepszej lekcji i w konsekwencji
lepszego poznania materii matematycznej przez uczniéw, poniewaz celem na-
uczyciela matematyki jest coraz lepsze zaznajomienie uczniéw z matematyka
(na poziomie szkolnym). Oczywidcie w tym momencie nalezaloby sie zastano-
wi¢ nad celami nauczania matematyki w ogole, ktére zapewne tez w obecnych
czasach powoli ewoluuja. Wydaje si¢, ze duza rol¢ w tworzeniu i urzeczywist-
nianiu celéw majg osrodki naukowe, ale réwniez potrzeby innych gatezi zycia,
gospodarki itp.

Nie jest fatwe pozyskiwanie przez nauczycieli wiedzy na temat nowosci dy-
daktycznych, a nawet utrudnione. Liczba czasopism dla nauczycieli matematyki
jest skromna, coraz rzadziej w wersji papierowej (np. zniknelo w ostatnich la-
tach czasopismo Nauczyciele i Matematyka). Przekazy internetowe sg niepewne,
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trudne do namierzenia i nie zawsze maja charakter wiedzy potwierdzonej na-
ukowo. Literatura naukowa dotyczaca dydaktyki matematyki jest dedykowana
przede wszystkim naukowcom, a nie odbiorcom bezposrednim, ktérymi sa na-
uczyciele. Niektdre publikacje sa obcojezyczne, pisane w jezyku hermetycznym,
dalekim od jezyka nauczycielskiego. Brak jakiego$ wyraznego miejsca, gdzie
»nowinki” dydaktyczne mozna by znalez¢ i o nich przeczytaé. Nie chodzi jednak
o pelne opisy badan, wynikéw i analiz, ale przede wszystkim o konkretne wnio-
ski do pracy dla nauczyciela, do pracy na lekcji. Tego wlasciwie nie ma. Przekazy
stowne na konferencjach maja bardzo skromny zasieg zaréwno czasowy, jak
i terytorialny. Réwniez liczba takich naukowych konferencji (organizowanych
przez osrodki naukowe dla nauczycieli) jest mala, wrecz znikoma. Owszem,
pojawiajg si¢ konferencje doskonalace, ale czgsto brak na nich wyraznego odnie-
sienia do dokonan naukowych. Jesli zatem juz na poziomie przekazu informacji
jest duza bariera, to co dopiero oczekiwa¢ odpowiedniego przelozenia do nau-
czania matematyki w szkole. Wydaje si¢, ze wiedza nauczycieli (zaréwno mlo-
dych, jak i doswiadczonych) jest mata.

KSZTALCENIE STUDENTOW -
PRZYSZEYCH NAUCZYCIELI MATEMATYKI

Innym waznym aspektem zwigzanym z przekazem naukowych idei do na-
uczania matematyki jest odpowiednie ksztalcenie studentéw. Jesli na etapie
przygotowywania przyszlego nauczyciela na wyzszej uczelni nie nastapi przekaz
naukowy, nie nastgpi ,,zaszczepienie” $wiadomosci o wazno$ci nauki w naucza-
niu matematyki, to réwniez w przyszloéci poszukiwanie przez tak wyksztalcone-
go nauczyciela odniesienn swojej pracy do dokonan naukowych bedzie raczej
iluzoryczne (por. Pardala, Utiejewa, 2008, s. 151). Tak wazne wigc wydaje sie,
aby ksztalceniem przyszlych nauczycieli matematyki zajmowaly si¢ wyspecjali-
zowane zaklady dydaktyki matematyki przy instytutach matematyki. Nauczanie
przyszlych nauczycieli nie powinno by¢ mato znaczacym dodatkiem na innych
kierunkach matematycznych. Niestety mozna rowniez zaobserwowa¢, ze ksztal-
ceniem nauczycieli matematyki zajmuja si¢ takze pedagodzy na ogélnych kur-
sach dla wszystkich. Niewtasciwe ksztalcenie przyszlych nauczycieli to ostabia-
nie samej szkoly i rezultatéw pracujacych w nich nauczycieli. Takie ksztalcenie
~tworzy” nauczyciela bez odpowiednich argumentéw do dalszej pracy oraz
tatwego do manipulowania. Glos w tej sprawie powinien by¢ jasno i donosnie
sformulowany oraz egzekwowany gtéwnie przez pracownikéw naukowych. Daje
sie takze zauwazy¢ ,zanik” takich typowych, dobrze osadzonych w strukturze
instytutow, zaktadow dydaktyki matematyki.
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Rozwazajac problem ksztalcenia studentdw — przysztych nauczycieli mate-
matyki, warto si¢ zastanowi¢ nad liczebnoscig takich kierunkéw, nad poziomem
wiedzy matematycznej przyszlych nauczycieli matematyki. Ow poziom wiedzy
jest odbiciem tego, co si¢ dzieje w szkole; jesli on nie zadowala, to moze nalezy
zadac sobie pytanie ,dlaczego?” i ksztalcac przyszlych nauczycieli matematyki,
zadba¢, aby oni w przyszlosci lepiej ksztalcili swoich uczniéw. Mozna wiec rzec,
ze poziom ksztalcenia uczniow w szkole jest odbiciem tego, w jaki sposéb
ksztalci si¢ przyszlych nauczycieli. Pomijam w tym momencie aspekt prestizu
zawodu nauczyciela, poniewaz to nie jest temat tego artykulu. Jednak zwrdce
uwage na aspekt etyki zawodu nauczyciela w kontekscie przedstawiania studen-
tom, przysztym nauczycielom, norm, jakimi powinni si¢ kierowa¢ w pracy
z uczniami, w pracy z rodzicami i innymi pracownikami szkoty. Samo nauczenie
studentéw matematyki teoretycznej, potem dydaktyki, w pewnym sensie wy-
starczy, aby uczy¢. Ale w duchu wychowawczej roli szkoly i nauczyciela to jesz-
cze za malo. Dzisiaj obserwuje si¢ nieumiejetnos¢ rozwigzywania wielu proble-
mow wychowawczych bez uszczerbku dla nauczania matematyki. Nader czesto
»zalatwienie” problemu z uczniem lub rodzicem (czasem niestety takze z innymi
pracownikami szkoly) wiaze si¢ z wystawieniem lepszej notki, niz uczen zastu-
guje. Tak zwany ,$wiety spokoj” nie powinien by¢ jakimkolwiek wyjasnieniem
ze strony nauczyciela. I wlasnie, jak sobie w takich sytuacjach radzi¢, student -
przyszty nauczyciel powinien nauczy¢ si¢ jeszcze na studiach (por. Ciesielska,
Major, Powazka, 2009, s. 48-49). Czasem na uczelniach ksztalcacych nauczycieli
pokazuje sie szkote bardzo idealistyczna.

Réwnie waznym elementem ksztalcenia studentéw jest bardzo dobra zna-
jomos¢ szkoly, jej probleméw i uwarunkowan. Zamykanie si¢ wérod naukow-
cow jedynie na problemy swojej ,dzialki” skutkuje przekazem studentom idei
oderwanych od zycia. By¢ moze byloby inaczej, gdyby w procesie ksztalcenia
rozwigzywa¢ problemy szkolne na podstawie realiow szkoly. A czasami s3 to
rzeczy bardzo prozaiczne, np. problemy z dyscypling uczniéw; przetadowane
programy, brak czasu na dochodzenie do tresci i ich gruntowanie; nadmierna
ingerencja rodzicow w sprawy nauczania (i oceniania) uczniéw; oczekiwania
nadzoru pedagogicznego w stosunku do efektéw mierzonych oceng, egzami-
nem; ,samotno$¢” nauczyciela w dobrym poradnictwie dotyczacym nie tylko
spraw przedmiotowych, ale i szkolnych; niekompetencja 0séb oceniajacych pra-
ce nauczyciela; zbyt duze uprawnienia pedagogéw i psychologéw w szkole
w aspekcie formulowania wymagan mocno ,ktécacych” si¢ z zasadami dobrego
i sprawiedliwego nauczania. Takich probleméw szkolnych jest zapewne jeszcze
wigcej, ale czesto to one wlasnie wplywaja na to, co dzieje si¢ na lekcji matema-
tyki. Czasem potrzeba niezwykle wielkiego hartu, aby zgodnie z zasadami dobrej
pracy nauczyciela matematyki prowadzic¢ lekcje (rowniez z szacunkiem dla swo-
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ich nauczycieli akademickich), rozmawia¢ z rodzicami, wlasciwie ocenia¢ poste-
Py uczniow i jeszcze mie¢ satysfakcje z dobrze wykonywanej pracy.

Innym aspektem pracy z przyszlym nauczycielem jest przyzwyczajanie go do
permanentnego samoksztalcenia, do poszukiwan coraz lepszych rozwigzan dy-
daktycznych, nie tylko wypracowanych przez samych nauczycieli, ale przez ka-
dre naukows. Taka cheé¢ powinna towarzyszy¢ kazdemu absolwentowi, ktory
wchodzi w zawod nauczyciela.

AJAKTOJEST W INNYCH DZIEDZINACH NAUKI
Z PRZEKAZEM WIEDZY NAUKOWE] POD ,,STRZECHY”?

Niech przykladem bedzie medycyna. Istnieja kliniki, instytuty i zaklady ba-
dawcze - w nich pracujg lekarze, naukowcy, starajac si¢ wdraza¢ nowe metody
leczenia, zaréwno w sensie technik (np. w chirurgii, w diagnostyce), ale i $rod-
kow (np. nowe leki, specyfiki, narzedzia, urzadzenia). Pierwszym sposobem
przekazu nowosci jest szybka publikacja w jezyku polskim w czasopismach za-
réwno naukowych, jak i typowo branzowych dla lekarzy. Coraz czesciej takie
publikacje sa dostepne przez internet. Druga forma sg konferencje, sympozja
naukowe - s3 one ciekawe, rzadsze i niestety czesto platne. Niektore informacje
docieraja poprzez zainteresowane zaktady wytworcze (np. w farmacji) w postaci
ulotek, prébek. Jednak kluczowym czynnikiem dostgpnosci do nowosci jest
zainteresowanie samych odbiorcow lekarzy oraz mozliwosci finansowania. Szpi-
tale nie zawsze sg zainteresowane nowosciami, bo s3 one na ogoét drogie i ewen-
tualna amortyzacja jest za dluga. Rowniez wyksztalcenie pracownika, aby magt
z nowosci umiejetnie skorzystac, jest czasochlonne. Doksztalcanie sie wymaga
od zainteresowanych zaréwno czasu, poswiecenia, jak i wtasnych pieniedzy. I to
s3 na ogol bariery, ktére w pewnym momencie odgrywaja role kluczowa.

Kolejne zagadnienie dotyczy juz nie tyle przekazu samej mysli naukowe;j,
ale jej usytuowanie, czyli ,,gdzie powinno by¢ «wida¢» nowe mysli naukowe?”.
Zapewne od razu narzuca si¢ pomyst, ze nowe mysli najlatwiej przenies¢ na
grunt szkolny poprzez podreczniki szkolne. I duzo w tym racji. Jednak jak spoj-
rzymy na autorow podrecznikéw szkolnych, to okazuje si¢, ze wérdd nich sa
gléwnie nauczyciele, praktycy nauczania, czesto ze szkoét z bardzo dobra mio-
dzieza. Dlaczego nie ma wsrdd nich pracownikéw naukowych, ktérzy mogliby
w takiej formie przenosi¢ nowe idee dydaktyczne do szkoly? Oczywiscie to wy-
maga ogromu pracy, ale bylaby to chyba do$¢ oczywista $ciezka przenoszenia
dobrych wzorcéw na grunt klasy. By¢ moze te aspekty maja ,zalatwi¢” rzeczo-
znawcy, wsrod ktérych duzo wiecej jest pracownikéw naukowych (co nie oznacza,
ze majacych wiele wspolnego z dydaktyka matematyki). Rzeczoznawcy o wiele
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bardziej dbajg o $cistos¢ naukowa samej dziedziny nauki (czyli matematyki) niz
o prawidlowosci w jej przekazie uczniowi. Dlatego moze latwiej spotkaé pod-
reczniki przesycone symbolami, terminami czy rozdmuchanymi wiadomoscia-
mi niz koncepcjami budowania u uczniéw trwatej i dobrze rozumianej wiedzy.

Innym sposobem przechodzenia mysli naukowej do szkot jest wlasciwa ad-
aptacja w szkole mlodych adeptéow nauczania, czyli takich, ktorzy ukonczyli
dobre uczelnie ksztalcgce nauczycieli. To wlasnie oni, cho¢ bez doswiadczenia,
ale pelni zapatu i glow otwartych na nowosci przekazane na uczelni, mogg star-
szym kolezankom i kolegom przekaza¢ przemyslenia na temat ,,jak uczy¢”. My-
Sle, ze taka troche dziwna wymiana pogladéw moglaby w przysztosci owocowac
w roznych aspektach. Mlody nauczyciel zapozna sie z pogladami doswiadczo-
nych kolegéw czy kolezanek, ale sam moze wnies¢ nowego ,,ducha” do naucza-
nia w szkole. Zdaje¢ sobie sprawe, Ze jest to bardzo trudne i narazone na nikle
powodzenie, ale kazdy sposdb przedostawania sie¢ nowych idei jest dobry. Nawet
jesli starszy nauczyciel nie zechce niczego w swoim nauczaniu zmienia¢, to
przynajmniej bedzie mial okazje poznacé cos§ nowego. Poza tym budowanie pra-
widlowych stosunkéw w pracy moze sie odbywac wlasnie przez takie spotkania
i wymiane pogladéw z poszanowaniem praw kazdego uczestnika do ich prezen-
tacji (bez wzgledu na wiek i staz pracy nauczycielskiej).

Kolejnym sposobem na przechodzenie mysli naukowej do szkolnej rzeczy-
wistosci jest wplyw naukowcow na podstawy programowe oraz inne oficjalne
dokumenty o$wiatowe dotyczace bezposrednio nauczania (w tym matematyki).
To w nich kreuje si¢ rowniez okreslone mysli. Jesli badania naukowe potwier-
dzaja proces nauczania jako proces dlugofalowy, to naszpikowanie podstaw
programowych mndstwem poje¢ koniecznych do opanowania w krétkim czasie
jest zaprzeczeniem wynikow tychze badan. A wydaje sig, ze taka tendencja usil-
nie jest propagowana, gtéwnie ze szkodg dla nauczania, szkoty i edukacji w sze-
rokim tego slowa rozumieniu. Ze strony kadry naukowej powinien w tym
wzgledzie pdjs¢ bardzo wyrazny sygnal. Jego brak moze niweczy¢ nawet najlep-
sze metody, pomysly na nauczanie, poniewaz stang si¢ one niewykonalne w taki
sposob, ktory gwarantowalby sukces.

Réwniez dos¢ dobrym sposobem przekazywania idei naukowych bezpo-
$rednio do nauczycieli sg konferencje metodyczne. Wymaga to jednak albo do-
brych metodykéw, tzn. §ledzacych prace naukowe, albo dobrych prelegentow
zapraszanych przez osrodki ksztalcenia nauczyciela. Prelegentami zatem po-
winni by¢ sami naukowcy nie tylko przekazujacy odpowiednie tresci stucha-
czom, ale wskazujacy na konkretne rozwigzania praktyczne w zderzeniu z au-
tentyczng rzeczywistoscia szkolng. Takie podejscie mogtoby réwniez nakierowa¢
wysitki naukowcdw na konieczne przystosowanie wlasnych wynikéw badan do
realiow szkolnych.
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I NA KONIEC...

Obserwujac z pozycji nauczyciela praktyka i jednoczesnie osoby, ktdra kie-
dy$ prowadzita konkretne badania naukowe, odnosze wrazenie o bardzo skrom-
nym przekazie mysli naukowej na grunt nauczania matematyki w szkole. By¢
moze jednym z powodow takiego stanu rzeczy jest niewystarczajaca znajomosé
szkoly przez samych naukowcow. Brak odpowiednio duzego doswiadczenia
w pracy z uczniami, zbyt dalekie odejscie od ,,normalne;j” szkoly nie poprawia
stanu dydaktyki matematyki. To troche tak, jakby techniki chirurgiczne wymy-
$lali chirurdzy, ktérzy nie operuja.

Obecnie w praktyke szkolng bardzo mocno wszedl komputer albo, szerzej
mowigc, technologia informacyjna. Ale tak wlasciwie do czego stuzy komputer
w szkole? Na pewno do komunikacji miedzy nauczycielem a uczniami lub mie-
dzy samymi uczniami (w tym przesylanie zadan, tworzenie testow itp.). Mieli-
$my okazje obserwowac i uczestniczy¢ w takiej pracy w trakcie nauczania zdal-
nego. Ale to glownie techniczny aspekt wykorzystania komputera (Pajak, 2021,
s. 22). Ponadto na lekcji komputer to rowniez super wyswietlacz (do tekstow,
zdje¢, filmow, prezentacji itp.), ale to réwniez eksponuje walory techniczne
komputera. Oczywiscie maja one przelozenie na wartosci dydaktyczne, ale tylko
posrednie (Pajak, 2017a, s. 16-17). Brakuje dzisiaj dobrego ,.klimatu” do dydak-
tycznego wykorzystywania komputera, bo z tego trudno zrobi¢ ,,show”; wymaga
to skupienia, ciszy, samodzielnej pracy, a efekty nie s3 natychmiastowe czy mie-
rzalne jakims$ egzaminem.

Powyzsze uwagi nie powoduja euforii, a wrecz przeciwnie — wydaje sie, ze
droga od naukowca dydaktyka matematyki do nauczyciela jest raczej dtuzsza niz
krotsza, cho¢ paradoksalnie sposoby komunikacji znacznie si¢ poprawily i skré-
city. Ale to tylko sposoby - czynnik ludzki nie zostal ani przyspieszony, ani
zmodernizowany. Edukacja zajmuje bardzo znaczace miejsce w $wiadomosci
ludzi, grupa nauczycieli matematyki jest do$¢ duza, zatem zastuguje ona na wia-
$ciwa ,oprawe” naukowa. Co wiecej, pomysly ,,zwyktych” nauczycieli powinny
réwniez stanowi¢ przyczynek do wnikliwych badan naukowych. By¢ moze wy-
maga to podejscia typu: ,,Jesli praca nauczyciela matematyki to misja, to rdwniez
praca dydaktyka matematyki powinna by¢ misja”.
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Streszczenie

Rozdziat ten przedstawia rézne definicje i rozumienie terminu myslenie funkcyjne oraz
postrzeganie aktywnosci zwigzanych z rozwijaniem myslenia funkcyjnego u uczniéw na pod-
stawie przegladu biezacej literatury specjalistycznej, a takze na podstawie prowadzonych
wstepnych badan empirycznych. Przeprowadzono pigé wywiadéw z ekspertami z zakresu
nauczania na poziomie wczesnoszkolnym, nauczania matematyki w szkole podstawowej
i ponadpodstawowej, bedacymi nauczycielami lub pracownikami naukowo-dydaktycznymi
prowadzacymi badania z zakresu edukacji matematycznej oraz ksztalcagcymi przysztych
nauczycieli matematyki na wszystkich wspomnianych poziomach. W wyniku analizy wywia-
dow przedstawiono, w jaki sposob eksperci rozumieja myslenie funkcyjne i jakie aspekty
rozumienia pojecia funkcji byty przez nich akcentowane jako wazne. Trzy wnioski warto
przedstawi¢ w tym kontekscie: (a) Okazato si¢ miedzy innymi, ze eksperci z zakresu szkoty
ponadpodstawowej nie zwracali uwagi na rozumienie funkgji jako reguty wejécia/wyjscia ani
jako rozumowania wspoétzmiennosciowego, ktore sa charakterystyczne dla wczesniejszych
etapow nauki o funkcjach. W $wietle nowej reformy i nowej podstawy programowej naleza-
toby zwrdci¢ uwage na ksztaltowanie pojecia funkcji réwniez w tych aspektach na poziomie
szkoly ponadpodstawowej; (b) Rozwijanie myslenia funkcyjnego jest zagadnieniem, ktére
powinno by¢ realizowane w szkole podstawowej, a nawet na poziomie nauczania wczesnosz-
kolnego; (c) Ksztalcenie przysztych nauczycieli matematyki powinno zosta¢ zmodernizowa-
ne w tym zakresie tak, aby przyszli nauczyciele matematyki zostali zapoznani teoretycznie
i praktycznie z réznymi aspektami pojecia funkcji i sposobami rozwijania myslenia funkcyj-
nego u uczniéw na réznych etapach edukacyjnych.

Abstract

This chapter presents various definitions and understandings of the term functional
thinking and perceptions of activities related to developing functional thinking in students
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based on a review of current specialized literature, as well as on the preliminary empirical
research that has been carried out. Five interviews were conducted with experts in the field of
early childhood education, elementary school mathematics teaching and secondary school
mathematics teaching who are teachers or academics conducting research in the field of
mathematics education and training pre-service mathematics teachers at all the aforemen-
tioned levels. The analysis of the interviews showed how the experts understood functional
thinking and what aspects of understanding the concept of function they emphasized as
important. Three conclusions are worth presenting in this context: (a) Among other things,
it turned out that secondary school experts did not pay attention to understanding functions
as an input-output assignment or as dynamic process of covariation, which are characteristic
of earlier stages of learning about functions. In light of the new reform and the new core
curriculum, it would be appropriate to pay attention to the formation of the concept of func-
tion also in these aspects at the secondary school level; (b) The development of functional
thinking is an issue that should be implemented in elementary school and even at the early
elementary level; (c) The education of future mathematics teachers should be modernized in
this regard so that future mathematics teachers are introduced theoretically and practically to
various aspects of the concept of functions and ways to develop functional thinking in stu-
dents at different educational stages.

Bez watpienia pojecie funkcji jest jednym z najwazniejszych poje¢ matema-
tycznych w matematyce szkolnej oraz w zastosowaniach matematyki zaréwno
w innych przedmiotach szkolnych, jak i w innych naukach, w tym réwniez do
opisu zjawisk zachodzacych w $wiecie rzeczywistym. Z tego wzgledu analizie
rozumienia pojecia funkgji, trudnosciom i przeszkodom epistemologicznym zwia-
zanym z rozumieniem tego pojecia przez ucznidéw (Sierpinska, 1992), a takze
rekomendacjom dotyczagcym wprowadzania tego pojecia w szkole poswigcono
wiele opracowan naukowych i dydaktycznych na przestrzeni ostatnich dekad,
a nawet stuleci. Zagadnieniom tym poswiecitam miedzy innymi ksiazke Pojecie
funkcji. Wiedza przedmiotowa nauczyciela matematyki (Sajka, 2019), gdzie za-
réwno przedstawitam pojecie funkcji z punktu widzenia historyczno-epistemo-
logicznego, jak i omdéwitam wybrane procesy poznawcze towarzyszace ksztalto-
waniu pojecia funkeji u uczniéow. Pojecie funkcji w wyniku ostatniej reformy
o$wiaty w 2019 roku zostalo, jak wiadomo, przeniesione do realizacji z gimna-
zjum na poziom wyzszy — do zreformowanej szkoly ponadpodstawowej i na tym
poziomie uczniowie poznaja zarowno definicje funkgji jako szczegoélnego przy-
porzadkowania, jak i eksploruja intensywnie rézne klasy funkcji. Mozna nawet
stwierdzi¢, ze zagadnienia poswigcone réznym rodzajom funkcji stanowia wigk-
szo$¢ zagadnien programu nauczania szkoly ponadpodstawowej. Znajdujemy
tam rozne przyporzadkowania nieliczbowe, stuzace wprowadzeniu definicji poje-
cia funkcji, funkcje liczbowe, ciagi (nieliczbowe, liczbowe - a szczegdlnie aryt-
metyczne i geometryczne i rézne sposoby ich opisu), klasy funkcji analitycznych
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(potegowe, wielomianowe — w tym szczegdlnie eksplorowane liniowe i kwadra-
towe, wymierne — w tym homograficzne, wykfadnicze, logarytmiczne, trygono-
metryczne) i ich szczegélowo omawiane wlasnosci oraz zlozenia. Zauwazmy
réwniez, ze w programie nauczania szkoly ponadpodstawowej znajdziemy tez
funkcje w zupelnie innych kontekstach, co warto uswiadomi¢ uczniom, a wéréd
nich dla przykladu przeksztalcenia geometryczne, miary figur (pole, objetos¢),
prawdopodobienstwo i inne.

Decyzje przesunigcia pojecia funkeji do realizacji dopiero na poziomie szkoly
ponadpodstawowej mozna wielostronnie analizowa¢, z réznych perspektyw,
poréwnywac z rozwigzaniami innych krajow i réznie oceniaé. Mozna je uzasad-
nia¢ w $wietle ztozonej natury ksztaltowania pojecia funkcji u uczniéw wspo-
mniang na wstepie. Natomiast na pewno nalezy zada¢ fundamentalne pytanie:
Czy to oznacza, ze powinnisSmy wszystkie zagadnienia zwigzane z pojeciem
funkcji wprowadza¢ na poziomie szkoly ponadpodstawowej? Czy nalezy rozwi-
ja¢ wezesniej u uczniow tzw. myslenie funkcyjne? Czym jest myslenie funkcyjne?
Na te pytania odpowiada dalsza cze$¢ tego rozdziatu.

NARODZINY TERMINU MYSLENIE FUNKCYJNE
I AKTUALNOSC PROBLEMATYKI

Termin myslenie funkcyjne istnieje od okoto 130 lat w opracowaniach doty-
czacych edukacji matematycznej na swiecie. W polskiej tradycji dydaktyki ma-
tematyki, zaréwno w teorii, jak i w ksztalceniu nauczycieli matematyki ten termin
jednak do niedawna nie istnial. Wprawdzie w roczniku naukowym Dydaktyka
Matematyki, 13 pojawila si¢ jedna obszerna i ciekawa proba przeszczepienia na
grunt dydaktyki polskiej terminu myslenie funkcyjne przez niemieckiego dydak-
tyka W. Rosenowa (1992) w artykule O pewnych zagadnieniach ksztattowania
myslenia funkcyjnego w nauczaniu matematyki, ale termin ten jednak nie zostat
rozpowszechniony i wdrozony do praktyki ksztalcenia nauczycieli w Polsce;
mozna stwierdzié, ze nie przyjal si¢ wowczas do terminologii polskiej dydaktyki
matematyki.

Koncepcja myslenia funkcyjnego wywodzi si¢ z badan nad rozwijaniem
u dzieci pojecia proporcjonalnosci (Inhelder, Piaget, 1958). Wszystkie zrodta
naukowe upatruja korzeni terminu myslenie funkcyjne bezposrednio w osobie
i spusciznie matematyka Felixa Kleina, ktory jako pierwszy rozpowszechnit ten
termin i apelowal, aby myslenie funkcyjne traktowac jako kluczowe w nauczaniu
matematyki, zaréwno na poziomie szkoly podstawowej, jak i $redniej. Termin
myslenie funkcyjne zostal zdefiniowany i uzyty po raz pierwszy na konferencji
w Meran w 1905 roku (Vollrath, 1986).
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Jak podkresla Rosenow:

Poglad ten znalazl odzwierciedlenie w tzw. Programie Meranskim reformy szkoly i w ko-
lejnych programach nauczania matematyki opracowanych pod redakcja Kleina. Szcze-
golnie w Niemczech mial on duzy wptyw na rozwdj dydaktyki matematyki. Okazalo sie
réwniez, ze rozwo6j myslenia funkcyjnego nie tylko powinien by¢ uwzgledniony przy
wyborze tresci matematycznych i ich strukturowaniu, ale stanowi on istotne zagadnienie
w badaniu procesu uczenia si¢ matematyki. Jak wykazujg przeprowadzone badania, pro-
blemy zwigzane z rozwojem myslenia funkcyjnego nie zostaly rozwigzane w zadowalaja-
cy sposdb. Swiadczg o tym badania Stoye’a (1983), Helmholza (1981), Hausslera (1981)
i von Hartena (1986). Badania prowadzone ostatnio w WSP w Giistrow ukazuja to bar-
dzo wyraznie. Problem nie jest nowy, ale nadal aktualny, dlatego potrzebne sa dalsze po-
$wiecone mu badania. (Rosenow, 1992, s. 225)

To interesujace, ze problem nie byl nowy i byt aktualny w 1992 roku, podobnie
obecnie na $wiecie nie jest nowy i jest nadal aktualny. W Polsce sam termin
mozna jeszcze uwazac za nowy, jednak problematyka go obejmujaca jest oczy-
wiscie znana i z r6znym natezeniem eksplorowana, cho¢ niektére aspekty my-
$lenia funkcyjnego sg analizowane z uzyciem innych terminéw. O tym, ze temat
jest bardzo aktualny, $wiadczy na przyklad to, ze powstal miedzynarodowy pro-
jekt Erasmus+ KA2 - Cooperation for innovation and exchange of good practices
w kategorii partnerstw strategicznych dla uczelni wyzszych Enhancing functio-
nal thinking from primary to upper secondary school, czyli o rozwijaniu myslenia
funkcyjnego na réznych etapach edukacyjnych, w skrécie FunThink. W projekt
zaangazowanych jest 8 uniwersytetow ksztalcacych nauczycieli matematyki. In-
stytucja koordynujacg jest Uniwersytet Pedagogiczny w Ludwigsburgu, a wéréd
partneréw sa: Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie, Uniwersytet Pawta Jozefa
Safarika w Koszycach, Uniwersytet Cypryjski, Uniwersytet Nauk Stosowanych
i Pabo w Amsterdamie, Uniwersytet w Utrechcie oraz dwie niemieckie instytu-
cje wspolpracujgce: Uniwersytety w Koblencji-Landau oraz w Osnabriick. In-
formacje na temat projektu mozna znalez¢ na stronie funthink.eu, a w jezyku
polskim np. w: Sajka (2020).

Czym jest myslenie funkcyjne?

Myslenie funkcyjne jest definiowane na rézne sposoby. Badacze traktujg my-
slenie funkcyjne jako pewna zdolnos¢ i umiejetno$¢, aktywnos¢ matematyczna.
Ponizej przedstawiam wybrane definicje.

Vollath ujmuje te aktywno$¢ krétko i w bezposrednim odniesieniu do poje-
cia funkgji:
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Myslenie funkcyjne jest fundamentalna aktywnoscia zwigzana z praca nad funkcjami
(ang. for working on functions). (Vollrath, 1986)

Kolejni autorzy podkreslaja w swojej definicji oprécz bezposredniego na-
wigzania do pojecia funkcji réwniez proces matematyzacji:

Myslenie funkcyjne moze by¢ rozumiane jako proces budowania, opisywania i prze-
prowadzania rozumowania z uzyciem funkcji oraz o funkcjach. (Blanton i in., 2015;
Pittalis i in., 2020; Vision Document)

Freudenthal réwniez nawigzuje do matematyzacji, ale nie wymienia wprost
pojecia funkcji, tylko formuluje definicje z uzyciem terminu zaleznosci:

Myslenie funkcyjne to zdolno$¢ do stwierdzania, postulowania, wytwarzania i odtwa-
rzania zaleznosci miedzy zmiennymi. (Freudenthal, 1983)

Rosenow definiuje ten termin podobnie, przytaczajac definicje za dwoma
innymi autorami, w ktérej nawigzuje posrednio do procesu matematyzacji, ale
wymienia bardziej specyficzne aspekty pojecia funkgji:

Rozumiem myslenie funkcyjne jako kompleks intelektualnych i matematycznych zdol-
nosci i umiejetnosci, ktory zawiera poznawanie, ujmowanie i stosowanie zaleznosci
zmian pewnej zmiennej od jednej lub kilku innych zmiennych (Helmholz, 1981; von
Harten, 1986). (Rosenow, 1992, s. 226)

W podobnym ujeciu Burton podkresla konieczno$¢ etapu weryfikacji:

Myslenie funkcyjne to matematyczne myslenie o zalozeniach dotyczacych zaleznosci,
ktore mozna sprawdzié, a w razie potrzeby zrewidowac. (Burton, 1984)

Inne opisy sa bardziej specyficzne. Na przyklad Smith (2008) i Markworth
(2012) zwracajg uwage na aspekty uzycia reprezentacji i uogélnienia, opisujac

myslenie funkcyjne jako rodzaj myslenia reprezentacyjnego, ktore koncentruje sie na
zaleznosciach pomiedzy dwiema (lub wiecej) réznymi wielkosciami, w szczegdlnosci
taki sposob myslenia, ktory prowadzi od konkretnych zaleznosci (poszczegdlnych
przypadkow) do uogodlnien tej zalezno$ci w roznych przypadkach. (Smith, 2008,
s. 143, ttumaczenie wlasne)

Smith (2008), przedstawiajagc swoje ramy teoretyczne dotyczace myslenia
o algebrze i mysleniu algebraicznym, postulowal, aby myslenie funkcyjne stalo
si¢ czescia algebraicznego procesu wzbogacania naszego matematycznego do-
$wiadczenia.

W troche szerszej interpretacji jawi si¢ definicja sformutowana przez Cafadas:

Myslenie funkcyjne Yaczy si¢ z matematycznymi pojeciami struktury, (wspol)zmien-
noéci, zmiany i relacji, zaleznosci. Dotyczy takze idei zmiany jako$ciowej, zmiany ilo-



58 Mirostawa Sajka

$ciowej, zwiazkéw miedzy tymi zmianami oraz wykorzystywania tych zwiazkéow do
rozwigzywania problemow. (Cainadas i in., 2016)

Tworcy tzw. Vision document on Functional Thinking projektu FunThink,
do ktorych autorka si¢ rowniez zalicza, podkreslaja jeszcze ogolniejsze rozumie-
nie tego terminu:

Myslenie funkcyjne jest sposobem myslenia o relacjach, wspélzalezno$ciach i zmianach.

W tym ostatnim ujeciu jest ono kluczowe dla spoleczenstwa. Jest ono potrzebne
nie tylko podczas pracy nad wielorakimi problemami z innych dyscyplin i dzie-
dzin (np. w naukach przyrodniczych, geografii, naukach spotecznych), ale takze
w zyciu zawodowym czlowieka (np. zwigzanym z naukami $cistymi, ekonomis,
medycyng lub psychologia). Myslenie funkcyjne jest réwniez kluczowe w Zyciu
codziennym. Musi by¢ uruchomione cho¢by przy modelowaniu i rozumieniu
modelow, na przyklad rozprzestrzeniania si¢ wirusa, takiego jak COVID-19, czy
przy monitorowaniu splaty kredytu bankowego. Niestety istnieje wiele badan
dydaktycznych i dowodoéw empirycznych na to, ze myslenie funkcyjne sprawia
uczniom ogromne trudnos$ci na wszystkich poziomach matematycznego ksztal-
cenia. To z kolei moze mie¢ dalsze powazne konsekwencje, moze rodzi¢ szersze
niepowodzenia szkolne, a takze negatywnie rzutowa¢ na pdzniejsze uczestnic-
two w zyciu spotecznym i zawodowym.

Cztery aspekty rozumienia pojecia funkcji

Wraz z rozwojem badan nad edukacja matematyczng definicje myslenia
funkcyjnego stawaly sie coraz bardziej zréznicowane, ale niektdre z nich bezpo-
$rednio odnosily sie do aspektow, w ktérych mozna rozumie¢ pojecie funkcji.
Na przyklad ujecie czynnosciowo-operacyjne podkresla operacyjny i oblicze-
niowy charakter pojecia funkgeji i traktuje funkcje jako regule wejscia/wyjscia.
Ujecie dynamiczne podkresla wspotzmiennos¢ zmiennej zaleznej ze zmienng
niezalezng lub dwoch zmiennych zaleznych od innej zmiennej. Bardziej statycz-
ny poglad, w tym poglad zawierajacy ide¢ ,mapping” prowadzi do bardziej for-
malnej definicji funkcji jako zbioru par uporzadkowanych, czyli funkeji jako
obiektu matematycznego. Ponadto na réznych poziomach edukacyjnych defini-
cje tego, czym jest funkcja, s zréznicowane.

Jak opisano wyzej, myslenie funkcyjne obejmuje proces opisywania, budo-
wania i rozumowania na temat funkeji lub za pomoca funkcji (Pittalis i in.,
2020; Stephens i in., 2017), taktujac funkcje w réznych aspektach. Zgodnie
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z inng literaturg (np. Doorman i in., 2012; Pittalis i in., 2020) i sformulowaniami
ujetymi w Vision document on Functional Thinking projektu FunThink wyro6z-
niamy nastepujace gtéwne poglady na funkcje, podajac opis i ttumaczenie wias-
ne oraz oryginalna nazwe w jezyku angielskim:

1) Funkcja jako regula przypisania wejscia-wyjscia (Function as an input-
output assignment)

Myslenie o funkcji jako maszynie wejscia-wyjscia polega na odkrywaniu lub
badaniu reguly, na podstawie ktorej warto$¢ wejsciowa ulega zmianie i otrzymu-
jemy warto$¢ wyjsciowa. Ten poglad podkresla operacyjny i obliczeniowy cha-
rakter pojecia funkcji, dostosowanie si¢ do konkretnych zasad, korzystanie ze
wzorow oraz dzialanie wedlug przepisu.

2) Funkgcja jako dynamiczny proces wspolzmiennosci (Function as a dynamic
proces of covariation)

Myslenie o funkgji jako dynamicznym procesie wspotzmiennosci polega na
jednoczesnej zmianie dwoch lub wigcej zmiennych, nacisk jest polozony na
wspdlzmienno$¢ zmiennej zaleznej i zmiennej niezaleznej. Nawiazuje do pracy
Thompsona i Carlson (2017) na temat rozumowania wspolzmiennosciowego,
gdzie funkgcja jest postrzegana jako ,dwie wielkosci zmieniajace si¢ jednoczesnie
w taki sposdb, ze istnieje niezmienniczy zwigzek miedzy ich wartosciami, ktéry ma
te wlasnos¢, ze w percepcji danej osoby kazda warto$¢ jednej wielkosci okresla
doktadnie jedng warto$¢ drugiej” (Thompson, Carlson, 2017, str. 436). Zmienna
niezalezna, przebiegajac przez zroédlowy zbiér, powoduje, Ze zmienna zalezna
przebiega przez zbiér wartosci, czyli obserwujemy, jak zmieniajg sie argumenty
oraz elementy zbioru wartosci w tym samym czasie. Poglad ten dobrze obrazuje
np. wykres zaleznosci przebytej drogi od mijajacego czasu, na ktérym mozemy
$ledzi¢ jednoczesne zmiany obu zmiennych, im wiecej czasu uplynie, tym wiek-
szy dystans pokona dane cialo.

3) Funkcja jako relacja przyporzadkowania (Function as a correspondence
relation)

Myslenie o funkgji jako relacji przyporzadkowania polega na rozumieniu re-
lacji, jaka wystepuje miedzy zmienna niezalezng i zmienng zalezng oraz umie-
jetnosci jej reprezentowania. Poglad ten moze prowadzi¢ do bardziej formalne;
definicji funkgji jako zbioru par uporzadkowanych.

4) Funkcja jako obiekt matematyczny (Function as a mathematical object)

Myslenie o funkcji jako o obiekcie matematycznym polega na przypisaniu
jej wlasnej reprezentacji i wlasnosci. Obiekt ten moze by¢ poréwnywany z in-
nymi obiektami matematycznymi lub funkcjami. Patrzenie na funkcje z tej per-
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spektywy jest zwigzane z badaniem wlasnosci funkcji, rozréznianiem i charakte-
rystyka réznych klas funkcji, operacji na funkcjach oraz znajomosci samej defi-
nicji funkgji i poje¢ z nig zwigzanych. Funkcja jest tu postrzegana jako czlonek
rodziny funkcji i moze by¢ poddana procesom wyzszego rzedu, takim jak su-
mowanie, sktadanie, catkowanie, rézniczkowanie itp.

Cztery powyzsze perspektywy myslenia o funkcjach sg ze sobg $cisle powia-
zane i czasem trudno jednoznacznie przyporzadkowa¢ czyj$ sposdb pojmowania
funkcji tylko do jednego pogladu. Ponadto majg one taksonomiczny charakter,
poniewaz kolejnos¢, w jakiej sa podane, ukazuje stopniowy rozwoéj - od zasad
i regut (funkcja jako regula przypisania wejscia-wyjscia) po strukturalne ujecie
funkgji jako obiektu matematycznego. Niemniej te cztery aspekty stanowig fun-
dament dla ukladania zadan i rozwijania my$lenia funkcyjnego.

METODOLOGIA BADAN

Celem badan bylo poznanie i analiza perspektywy ekspertéow na temat my-
slenia funkcyjnego i jego rozwijania, w szczegolnosci interesowaly nas odpowie-
dzi na kilka pytan badawczych. W biezagcym opracowaniu skoncentrujemy sie
na odpowiedziach na nastgpujace pytanie badawcze: Jak ekspert rozumie ter-
min myslenie funkcyjne i do jakich aspektow pojecia funkcji ekspert nawiazu-
je oraz jakie podane przyklady aktywnosci uwaza za istotne w rozwijaniu
myslenia funkcyjnego u uczniow?

W ramach eksploracyjnego podejscia jakosciowego metoda badawcza byly
cze$ciowo ustrukturyzowane wywiady otwarte poglebione. Struktura wywiadu
zbudowana byla z dwdch gléwnych pytan i jedenastu pytan pomocniczych,
uzupelniajacych, w celu uzyskania jak najobszerniejszych odpowiedzi. Pytania
badawcze i struktura wywiadu zostaly ustalone w ramach interview study prze-
prowadzonego w miedzynarodowym zespole badawczym projektu FunThink,
ktérego autorka jest cztonkiem. Biezgce opracowanie dotyczy wywiadow prze-
prowadzonych w Polsce.

Wiréd polskich pieciu uczestnikow badania znaleZli si¢ zaréwno nauczy-
ciele nauczania matematyki w szkole podstawowej i ponadpodstawowej oraz
pracownicy naukowo-dydaktyczni prowadzacy badania z zakresu edukacji ma-
tematycznej oraz ksztalcacy przysztych nauczycieli matematyki na wszystkich
poziomach edukacyjnych - réwniez na poziomie wczesnoszkolnym i przed-
szkolnym. Grupa badawcza zostala przedstawiona w tabeli 1. Proba byla hetero-
geniczna w ramach eksploracyjnego podejscia jakosciowego.
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Tabela 1. Proba badawcza

61

Ekspert 1 Ekspert 2 Ekspert 5 Ekspert 6 Ekspert 7
Ple¢ Kobieta Mezczyzna Kobieta Kobieta Kobieta
Wiek 54 lata 31 lat 59 lat 46 lat 54 lata
Doswiadczenie
W nauczaniu 30 lat 6 lat 30 lat 20 lat 30 lat
matematyki
Nauczyciel
Nauczyciel szkoly al;ﬂgi;]::f -
ponadpodstawowej; Y
Obecne PO matematyki
it sk Nauczyciel szkoty 1kad.e21':‘11ck1 w zakresie Nauczyciel szkoty Nauczyciel szkoly
stanowisko ponadpodstawowe] ; dydaktyk nauczania ponadpodstawowej podstawowej
pracy Illatexliar\'ki szkoly m_a’t er_nar_v!q
2 4 ucznidéw w wieku
ponadpodstawowej przedszkolnym
1 wezesnoszkolnym

W dalszej czesci artykulu przyjmujemy oznaczenia wypowiedzi ekspertow
jako kolejno El, E2, E5, E6, E7. Eksperci z numerami 4 i 5 byli fizykami i ich
wypowiedzi nie poddajemy analizie w niniejszym opracowaniu, ze wzgledu na
przyjeta w tym rozdziale perspektywe nauczania matematyki.

Wywiady cze¢sciowo ustrukturyzowane zostaly przeanalizowane przy uzyciu
jakosciowej analizy tresci (Mayring, 2015), co umozliwito zaréwno podejscie
indukcyjne, jak i dedukcyjne. Wywiady byly diugie (niektére trwaly nawet
1,5 godziny) i dostarczyly obszerny material badawczy. W niniejszym opraco-
waniu wypowiedzi ekspertow poddano analizie wylacznie pod katem ujawnienia
gltéwnych aspektow myslenia funkcyjnego, zaprezentowanych powyzej, ktore
stanowig ramy teoretyczne podejscia dedukcyjnego. Kody stuzace analizie mate-
rialu badawczego zostaly wypracowane przez miedzynarodowa grupe badawcza
interview study projektu FunThink, ktérego autor tej publikacji jest cztonkiem.
Tabela 2 przedstawia pierwsze kody nawigzujace do czterech aspektéw rozu-
mienia funkcji. Kodowanie wypowiedzi ekspertow dokonane bylo przez autora
tej publikacji, ale takze wstgepnego kodowania dokonywata 6wczesna magi-
strantka Anna Dziura w ramach realizacji swojej pracy magisterskiej pod kie-
runkiem autorki (Dziura, 2022). Dyskusje nad kodowaniem zwiekszaty obiek-
tywizm ustalonych kodéw. Niezaleznego kodowania dokonala nastepnie Edyta
Nowinska (Uniwersytet w Osnabriick), rowniez bedaca cztonkiem wspomnianej
miedzynarodowej grupy badawczej. Na koniec w przypadkach rozbieznych ko-
dow, w wyniku dyskusji, ustalono jednolite kodowanie.
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Tabela 2. Kody zwigzane z czterema aspektami rozumienia pojecia funkcji (interview study,
projekt FunThink)

1. Aspekty myslenia funkcyjnego

1.1. Funkcja jako regula przypisania wejscia-wyjécia (Function as an input-output assignment)

1.2. Funkcja jako dynamiczny proces wspolzmiennosci (Function as a dynamic process of covariation)

2 0 funkejach

1.3. Funkcja jako relacja przyporzadkowania (Function as a correspondence relation)
1.3.1. Ukierunkowana zaleznos¢

1.3.2. Nieukierunkowana zaleznosc

W praypadku, gdy rozméwea nie okresli jednoznacznie zaleinosci ukierunkowanej Iub nieukierunkowanej, nalezy wybraé

podkategorie 1.3.

=
g
Z
2

1.4. Funkcja jako obiekt matematyczny (Function as a mathematical object)

1.4.1. Badanie ogélnych wlasnosci funkeji (np. monotonicznos¢), réwniez po jej uprzednim sparametryzowaniu

1.4.2. Zrozumienie i radzenie sobie z roznymi klasami funkeji (np. wyjasnienie relacji pomiedzy roznymi klasami funkceji,
jak np. wielomian, a funkcja liniowa, kwadratowa)

1.4.3. Wykonywanie i reprezentowanie operacji na funkcjach (sumowanie. calkowanie. rézniczkowanie, przeksztalcenia
wykreséw funkeji)

1.4.4. Wymienienie jedynie ogolnej definicji funkcji lub samego pojecia funkeji

Perspektywy my$!

WYNIKI BADAN

Tabela 3 prezentuje zestawienie danych zebranych na podstawie wynikéw
badan. Liczby przedstawione w niej oznaczaja liczbe wypowiedzi poszczegol-
nych ekspertéw ujawniajacych odpowiednie kategorie. Litera ,x” oznacza, zZe
kategoria gléwna zostala poruszona przez eksperta, ale wypowiedz, o ktorej
mowa, zostala przypisana do jednego sposrod kodow 1.3.1, 1.3.2, 1.4.1-1.4.4.
Symbolem ,,-” oznaczono kategorie, ktére nie zostaly ujawnione w danym wy-
wiadzie.

Tabela 3. Aspekty pojecia funkeji ujawnione podczas wywiadow z ekspertami

Ekspert 1 Ekspert 2 Ekspert 5 Ekspert 6 | Ekspert7
1.1. - 8 4 -
1222 - S 11
1S 4

1.3.1.

1.3.2.
14.

1.4.1. -

1.4.2.

1.4.3. 1

1.4.4. -

i B (L3

1
Il

]

%
1 K

hi—|1
R
'
Y
SV R RS el )

[y

[SSARFS]
]
]

o




Myslenie funkcyjne w ujeciu teoretycznym i wedtug ekspertéw - studium przypadkow 63

Ekspert 1 powiazal myslenie funkcyjne z inng interpretacja, nie laczyl tego
terminu z pojeciem funkcji w ujeciu matematycznym:

Dla mnie to jest tak, ze tworze sobie definicje i do tej definicji dobudowuje pewne rzeczy
[...]. I na tym co§ szerzej [...] buduje. E1_2

Rozumienie myslenia funkcyjnego jako myslenia o rolach (funkcjach), jakie moga
pelni¢ rézne pojecia matematyczne, ekspert obszernie opisal w swoich siedmiu
wypowiedziach. Jesli chodzi o pojecie funkcji, to najwiecej uwagi poswiecil funkcji
jako obiektowi matematycznemu (kod 1.4), o ktorej wspominal w siedmiu roz-
nych kontekstach. Ekspert przedstawial funkcje réwniez jako relacje przyporzad-
kowania, podajac do niej pie¢ przykladéw. Jako jedyny sposrod wszystkich eks-
pertéw podat przyklad odwotujacy si¢ do rachunku prawdopodobienstwa:

Mnie si¢ tu na przyklad kojarzy rachunek prawdopodobienstwa... Wykonujemy jakie$
doswiadczenie... rzut to jest suma oczek na kostce, [...] dziesie¢, dwadzieécia rzutow
wykonujemy w do$wiadczeniu i mozemy sie zastanawiad, [...] jakie wartosci bedziemy
mie¢, jakie si¢ powtarzaja, a jakie nie. Jaki jest zbior wartosci, bo dziedzina jest narzuco-
na. Méwimy, ile razy chcemy wykona¢ rzut [...], wiec takie [...] funkcje to sa uporzad-
kowane pary. Konkretnej liczbie... przyporzadkowuje co$ konkretnego. E1_15

Nie jest zaskakujace to, ze E1 skupil uwage na aspekcie 1.3 i 1.4, poniewaz jest
nauczycielem w elitarnej szkole ponadpodstawowej. Jednak nalezy zwrdcié
uwage, ze dwa pierwsze aspekty rozumienia pojecia funkeji w ogoéle nie zostaly
wspomniane, E1 podczas wywiadu nie ujawnil postrzegania funkgji jako reguly
przypisania wejscia-wyjscia (kod 1.1) ani jako dynamicznego procesu wspot-
zmiennosci (kod 1.2) i nie podal przykladéw aktywnosci uczniéw, ktére moga
rozwijac te aspekty rozumienia pojecia funkgji.

Ekspert 2 szczegélnie entuzjastycznie nawigzywal do funkcji jako obiektu
matematycznego (kod 1.4), podajac az jedenascie réznorodnych przykladéow
w swojej wypowiedzi, na przyklad:

[...] oczekiwanym efektem byloby dla mnie to, Ze... jezeli mam do czynienia z jakgkol-
wiek funkgja, to... potrafie ja ,,obstuzy¢”, ze tak to ujme. Niezaleznie od sytuacji, kontek-
stu i tego, co to konkretnie jest za obiekt. E22

Duzg uwage skupit na funkcji jako regule wejscia-wyjscia (kod 1.1) - wielokrot-
nie uzywal terminoéw, takich jak regula, zasada czy wzér. W swoich o$miu wy-
powiedziach na ten temat podawal przyklady bardzo zréznicowane tematycznie,
nawiazujac do réznych sytuacji, np.:

Mysle, ze przede wszystkim zabawy z wykataczkami, na przyktad budowa kwadratu,
domkow i tak dalej, dokladanie kolejnych, wiec w zasadzie ciagi, ale bez nomenklatury.
E2_12
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[...] tworze jakby komorke, troche jak Excel, moze tez tworzenie dokumentéw wlasnie,
plikow w Excelu jest dobre, bo to pokazuje, ze jezeli odwotam si¢ do jakiejs komorki, to
nagle wszystkie moje miejsca, w ktérych sie odwoluje, zmieniaja sie. E2_17

E2 odwotywal si¢ do funkgji jako przyporzadkowania:

[...] staraliSmy si¢ wigzac ze sobg rozne... obiekty z réznych zbioréw... w jakis sposéb,
na przyklad ludzi z PESEL-ami, z numerami z dziennika, z numerami telefonéw albo
autorow ksigzek i tak dalej, i tak dalej, i sprawdza¢ w réznych sytuacjach, czym te relacje
beda sie roznié. To znaczy, ze na przyklad jedna ksigzke moglo napisa¢ kilka osdb, wiec
takie przyporzadkowanie bedzie inne niz przyporzagdkowanie numeru PESEL do osoby,
bo taki jest tylko jeden, ale tez inaczej bedzie z telefonami komérkowymi, bo... nieko-
niecznie jedna osoba to jeden telefon [...]. E2_15

Warto zwrdci¢ uwage, ze E2 réwniez nie podnidst wszystkich aspektow mysle-
nia funkcyjnego i réwniez jako nauczyciel w elitarnym liceum nie odnidst sie
w sposob bezposredni do aspektu wspotzmiennosciowego pojecia funkcji.

Ekspert 5 podaje nastepujaca definicje myslenia funkcyjnego:

Nie wiem, czy istnieje jaka$ definicja my$lenia funkcyjnego, bo na pewno dla mnie, z te-
go punktu widzenia, ze jestem matematykiem, kojarzy sie z pojeciem funkeji - z obser-
wowaniem pewnych zaleznosci zwigzanych z tym, jak jest funkcja okreslona, w jaki spo-
sob, jaki jest zbior argumentoéw i zbidr wartosci. Mozna patrze¢ na to, jak zmieniaja si¢
wartoéci w zalezno$ci od argumentu i w zaleznosci od przepisu funkcji, bo dla kazdej
funkgji te zaleznos$ci bedg inne i beda wystepowaly inne zmiany - tym jest dla mnie
funkgja. [...] wydaje mi sie, ze chodzi o umiejetnos¢ dostrzegania tych zaleznosci, umie-
jetno$¢ dostrzegania zwigzkéw miedzy wlasnie pewnymi zmiennymi, jak jedne zmienne
wplywaja na inne. E52

E5 zdecydowanie skupit sie na funkgji jako dynamicznym procesie wspdétzmien-
nosci (kod 1.2), powracajac w swoich przykladach do tego aspektu az 11 razy,
a w troche mniejszym stopniu na funkgji jako regule przypisania wejscia-wyjscia
(kod 1.1). Analizujac wypowiedzi eksperta, wida¢, ze przyklady wspolzmienno-
$ci (kod 1.2) podawane przez niego s3 adekwatne do nauczania mlodszych dzie-
ci, dla przykiadu:

[Mozemy] rozwazaé sytuacje, w ktdrych pojawia si¢ funkcja. Zreszta wydaje mi sig, ze
matematyka przepelniona jest takimi funkcjami. Zacznijmy od zwyklych doswiadczen
dzieci w przedszkolu. Dzieci uczg sie rozumienia objetosci i pewnych zaleznosci zwiaza-
nych z przelewaniem i wlewaniem wody. Jest butelka, do ktorej wlewaja wode, wktadaja
do butelki lejek i wlewajg jedna filizanke wody czy jeden kubek wody i patrza, dokad sie-
ga woda. Muszg zaznaczy¢ poziom wody, wlewaja drugi kubek wody i znowu zaznaczaja
poziom, wlewaja trzeci. Wraz z liczba wlanych kubkow wzrasta poziom wody i tu dzie-
ci mogg dostrzegal zalezno$¢ - im wiecej kubkéw wleja, tym wiekszy poziom wody.
I proces odwrotny - moga wylewa¢ wodg z butelki, wyleja jeden kubek wody, a wtedy
poziom sie obnizy i tak dalej. I w taki sposob moga to zaobserwowac. E5_3
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Przyklady E5 z kategorii 1.1 nawiazuja gléwnie do tabelek i maszynek funkcyj-
nych, ktore rowniez kierowane sa do dzieci nieznajacych jeszcze pojecia funkcji.
Dla przykladu:

Natomiast, zeby tabelki [funkcyjne] rzeczywiscie byly dla dzieci przystepne i zrozumiate,
to mozna im zaproponowa¢ zabawe: mamy urzadzenie, maszyne, moze by¢ robot, ktory
przetwarza liczby, moze to by¢ maszynka liczbowa, mozna tez jakie$ pudetko, do ktore-
go wrzucamy liczby, a na ta$mie wpisujemy wyniki. Tak si¢ mozna z dzie¢mi bawic.
Moéwimy, ze wktadamy do maszyny powiedzmy liczbe dwa, a wyjmujemy liczbe... piec.
Albo wlozymy do maszyny liczbe siedem, a wyjmiemy trzynascie. Jak... Trzeba tych
przykladéw przynajmniej trzy, zeby sie dalo zauwazy¢ regule postepowania maszyny,
mechanizm jej dzialania. Dzieci moga ja odkry¢ i sformulowaé wniosek: , maszyna do-
daje trzy”. A teraz zapiszmy sposob dzialania maszyny. Jesli wchodzi jaka$ konkretna
liczba, to jaka wyjmujemy? Zapisujemy to, najlepiej, w tabeli. I w jaki$ sposob zakodo-
wa¢é wejscie, wyjscie i pod spodem zaznaczy¢ zasade dzialania maszyny. Z maszynka
funkcyjna mozna robi¢ rézne rzeczy, bo chcemy wiedzie¢, co wkladamy i co wyjmuje-
my... Chcemy zna¢ zasade dzialania, a uczniowie maja przewidywa¢, jaki bedzie wynik
dziatania. E5_30

Oba te aspekty pojecia funkcji w ujeciu E5 skierowane s3 do nauczania na po-
ziomie przedszkolnym i wczesnoszkolnym. E5 podal ponadto przyktad funkcji
jako przyporzadkowania i jako jedyny w tym kontekscie byt to przyklad ukie-
runkowanej zaleznosci (kod 1.3.1). E5 w swoich wypowiedziach nie nawigzywat
do funkgji jako obiektu matematycznego. Wynika to z tego, ze E5 zajmuje si¢
dydaktyka matematyki na poziomie edukacji przedszkolnej i wczesnoszkolnej,
a zatem wywiad dotyczyt tylko tego etapu edukacyjnego. Na tym poziomie
funkcje nie s3 wprowadzane, ale myslenie funkcyjne jest rozwijane u uczniéw
w formie zabaw i zagadek, odkrywania prostych regut i zaleznosci.

Ekspert 6 postrzega funkcje gtéwnie jako obiekt matematyczny (kod 1.4),
podal cztery wypowiedzi na ten temat. Natomiast E6 nawigzal réwniez do
aspektow funkgji jako relacji wspélzmiennosciowej i jako przyporzadkowania,
podajac po jednym przyktadzie:

Obnizka... [hurtownik] zauwazyl, ze obnizka o jeden zloty powoduje na przyklad, ze
sprzedaz wzrasta o jedng sztuke, tak? Jaka powinien ustali¢ cene, zeby jego zysk byl mak-
symalny? E6_6 (1.2

[...] czasami kaze im przygotowa¢ jakie§ wilasnie przyporzadkowania - duzo réznych
przyktadéw. I potem dyskutujemy, czym roznig si¢ podawane przez nas przyktadyi [...]
rozdzielamy na grupy. ...zadaje pomocnicze pytania i wtedy oni widzg, Ze pewne...
przyporzadkowania, ktdre podali, réznig si¢ od siebie i wtasnie bazujac na danych przy-
ktadach, dopiero wprowadzamy definicje... definicje funkcji. E6_35 (1.3)

Ekspert 6 jako nauczyciel w liceum nie poruszyl natomiast bezposrednio ka-
tegorii 1.1.
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Ekspert 7 odniost si¢ do wszystkich aspektow myslenia funkcyjnego, a uwa-
ge skupil gtéwnie na funkgji jako obiekcie matematycznym:

Mysle, ze myélenie funkcyjne jest [potrzebne] do oswajania funkcji, prawda? W ogole,
jako pojecia funkeji. E7_18

Dla funkcji jako reguly wejscia-wyjscia E7, podobnie jak E5, jako nauczyciel
szkoly podstawowej powolywal si¢ na tabelki funkcyjne:

[...] w klasie czwartej jest bardzo duzo zadan na zasadzie takich tabelek. W tabelkach
uczniowie przechodzac na przykltad z dotu do gory, czyli z dolnego wiersza do gérnego,
dzielg liczby przez dziesie¢, jesli z gérnego wiersza do dolnego, to wtedy na przyklad
mnoz3 je przez dziesie¢. Albo dodaja, albo odejmuja. E7_4

E7 podawal réwniez przyklady funkcji jako dynamicznego procesu wspot-
zmiennos$ci w réznych kontekstach, np. w kontekscie fizycznym:

[...] rozwigzywanie zadan, w ktérych pokazuje sie zaleznosci, na przyklad szczegélnie
w klasie szdstej pracuje sie z predkoscia, z droga i czasem. Wprawdzie nie wprowadza sie
wzoru fizycznego na predkos¢, droge i czas, tylko pracuje sie intuicyjnie. Czyli... uczenie
ich, ze jak predko$¢ roénie, to mozemy na przyklad jechaé krocej? Albo jak tez roénie
czas podrdzy, to przejezdzamy na tej samej predkosci dluzszy odcinek drogi. Mozna tez
uczy¢ takich zaleznosci, ze wlasnie miedzy predkosciami a droga lub predkoscig a cza-
sem wystepuja jakie$ zaleznodci, ze jedno $cisle wiaze sie z drugim, ze te elementy sa ze
sobg powigzane. E7_36

E7 przedstawial funkcje rowniez jako relacje przyporzadkowania i nieukierun-
kowana zalezno$¢ (podajac przyktad z PESEL-ami i imionami uczniéw).

WNIOSKI

Eksperci dostarczyli bogatego materialu na temat rozumienia terminu my-
slenie funkcyjne i przedstawili swoje propozycje rozwijania myslenia funkcyjnego
u uczniow. Ze wzgledu na ograniczong objeto$¢ niniejszego rozdziatu, w skro-
towy sposob przedstawiam gtéwne wnioski wynikajace z badan analizowanych
jedynie z punktu widzenia ujawnienia czterech aspektéow rozumienia pojecia
funkgji.

Termin myslenie funkcyjne jest intuicyjnie rozumiany przez ekspertow
w wybranych aspektach, chociaz zaden z nich takiego terminu nie znal bezpo-
$rednio. Jeden sposrdd pieciu ekspertow nie powigzal w ogdle myslenia funk-
cyjnego z funkcjami, tylko z rolami, jaka dane pojecia majg pelni¢ w poszcze-
golnych, réznych kontekstach. A zatem eksperci, nie znajac wprost terminu
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myslenie funkcyjne, poddali go analizie lingwistycznej, a wobec dwuznacznosci
w jezyku polskim stowa ,funkcja” pojawilo si¢ skojarzenie niezwigzane z poje-
ciem matematycznym.

Nie wszystkie aspekty rozumienia pojecia funkcji byty przywotane przez
wszystkich ekspertow. Aspekt funkeji jako przyporzadkowania pojawit si¢ jako
jedyny we wszystkich wypowiedziach ekspertéw. Prawdopodobnie jest to zwia-
zane z przyjeta w szkole definicja funkeji jako szczegélnego przyporzadkowania.
Dwoch ekspertow w zakresie nauczania na poziomie szkoly ponadpodstawowej
nie przywolalo aspektu zwigzanego z regula wejscia-wyjscia (1.1) i podobnie
dwoéch nie przywolalo aspektu zwigzanego z rozumowaniem wspélzmienno-
sciowym (1.2). Te dwa aspekty pojecia funkcji moga i powinny pojawic¢ sie na
etapie propedeutyki pojecia funkcji oraz na poczatku nauki o funkcjach i nie
zostaly przywolane przez ekspertow z zakresu szkoly ponadpodstawowej. Nale-
zaloby zbada¢, czy jest to sytuacja przypadkowa, czy jednak niosgca wazniejsze
wnioski. By¢ moze nauczyciele szkét ponadpodstawowych jeszcze nie do konca
przygotowali sie do wprowadzenia pojecia funkcji wedtug nowych podstaw pro-
gramowych, czyli w szkole ponadpodstawowej i nie zrewidowali nauczania po-
jecia funkcji po reformie. Jeden ekspert nie przywotat funkgji jako obiektu ma-
tematycznego, co miato zwigzek z wczesnoszkolnym etapem edukacyjnym, na
ktérym jest ekspertem.

Zdecydowana wigkszos¢ ekspertow (czworo sposrod pigciu) skupila si¢ na
funkgji jako obiekcie matematycznym (kod 1.4), a tylko jeden z nich postrzega
funkcje glownie jako dynamiczny proces wspotzmiennosci (1.2). Jest to uzasad-
nione, poniewaz jako jedyny pracuje z uczniami na poziomie edukacji wcze-
snoszkolnej, gdzie funkcje nie sg jeszcze wprowadzane. Udowadnia to nastepny
wniosek: Rozwijanie myslenia funkcyjnego jest zagadnieniem, ktére powinno
by¢ realizowane w szkole podstawowej, a nawet na poziomie nauczania wcze-
snoszkolnego. Ksztalcenie przyszlych nauczycieli matematyki powinno zostaé
zmodernizowane w tym zakresie. Przyszli nauczyciele matematyki powinni
zosta¢ zapoznani teoretycznie i praktycznie z réznymi aspektami pojecia funkeji
i tym, w jaki sposob mozna rozwija¢ myslenie funkcyjne u uczniéw na réznych
etapach edukacyjnych. Obecnie dzialania w tym kierunku sg podejmowane na
Uniwersytecie Pedagogicznym w Krakowie, gdzie mialam mozliwo$¢ prowa-
dzenia juz drugi raz kursu do wyboru dla przysztych nauczycieli ,,Rozwijanie
myslenia funkcyjnego u uczniow”. W tym kierunku dziala réwniez wspomniany
projekt FunThink, w ktérym opracowujemy nie tylko lekcje majace na celu
rozwijanie my$lenia funkcyjnego u uczniéw, jak i wlasnie kursy dla przyszlych
nauczycieli i dla nauczycieli praktykow chcacych zgltebiaé teorie i nieustajacych
w doskonaleniu wlasnego warsztatu pracy.
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Streszczenie

O mysleniu matematycznym pisze si¢, ze to umiejetno$¢ wykorzystania narzedzi matema-
tyki w zyciu codziennym oraz formutowania sadéw opartych na rozumowaniu matematycz-
nym. W innym miejscu czytamy, ze my$lenie matematyczne to dynamiczny proces, ktdry
rozszerza nasze rozumienie, poniewaz pozwala nam radzi¢ sobie z coraz bardziej ztozonymi
ideami. Myslenie matematyczne na pewno jest sposobem pojmowania $wiata, jego elementéw
i relacji miedzy nimi. Jest szczeg6lnie wazng umiejetnoscig w $wiecie XXI wieku, gdzie prak-
tycznie kazdy moze aspirowaé do wysokich pozycji w biznesie czy w polityce. My$lenie anali-
tyczne jest wysoko cenione wszedzie tam, gdzie jest mowa o sukcesie, przywodztwie, duzych
pieniadzach i wladzy. Okazuje sie jednak, ze plynne przejscie z mechanicznego wykonywania
operacji matematycznych do prawdziwie matematycznego myslenia wielu osobom sprawia
spore problemy. Celem badan opisanych w pracy jest proba zbadania i opisania poziomu my-
$lenia formalnego u studentéw pierwszego roku studiéw licencjackich oraz maturzystéw na
podstawie analizy procesu rozwigzania otwartych zadan matematycznych - trzech algebraicz-
nych i jednego z logiki. W obrebie kazdego z zadan znajdowalo si¢ miejsce na rozwigzanie,
uzasadnienie swojej odpowiedzi oraz uwagi dotyczace zadania. Wyniki oraz wnioski z badan
stanowig podstawe do dyskusji na temat wlasciwej organizacji procesu uczenia sie-nauczania,
w ktdrej nauczyciel powinien trwale prowokowa¢ swoich uczniéw, i to bez wzgledu na wiek, do
otwartosci oraz gotowosci do rozwigzywania zadan nieszablonowych, do uzasadniania swoich
sadow, refleksji nad przeprowadzonym rozumowaniem czy tez do zadawania pytan.



72 Edyta Juskowiak, Joanna Mleczak

Abstracts

Mathematical thinking is defined as the ability to use the tools of mathematics in every-
day life and to formulate judgments based on mathematical reasoning. Elsewhere, we read
that mathematical thinking is a dynamic process that expands our understanding as it allows
us to deal with increasingly complex ideas. Mathematical thinking is certainly a way of un-
derstanding the world, its elements and the relationships between them. This is a particularly
important skill in the world of the 21* century, where practically everyone can aspire to high
positions in business or politics. Analytical thinking is highly valued wherever there is talk of
success, leadership, big money and power. It turns out, however, that the smooth transition
from the mechanical performance of mathematical operations to truly mathematical think-
ing causes many problems for many people. The aim of the research described in the work is
an attempt to examine and describe the level of formal thinking in first-year undergraduate
students and high school graduates based on the analysis of the process of solving open
mathematical tasks - three algebraic and one in logic. Within each of the tasks, there was
space for a solution, justification for your answer and comments on the task. The results and
conclusions of the research are the basis for discussion on the proper organization of the
learning-teaching process, in which the teacher should permanently provoke his students,
regardless of age, to be open and ready to solve unconventional tasks, justify their opinions,
reflect on reasoning or ask questions.

TEORETYCZNE PODSTAWY PRACY

Myslenie matematyczne

XXI wiek to czas szybkiego rozwoju technologicznego, informatycznego,
komunikacyjnego, jest to przede wszystkim czas rozwoju opartego na wiedzy.
Potrzeby srodowiska spoleczno-gospodarczego wytyczaja wspolczesnym szko-
fom i uczelniom kierunek ksztalcenia. Koniecznie nalezy stuchac tego glosu, aby
nie sp6znic¢ si¢ z wdrozeniem zmian do procesu uczenia si¢-nauczania.

Tony Wagner, uznany na calym $wiecie ekspert w dziedzinie edukacji, wie-
loletni pracownik Uniwersytetu Harvarda, nauczyciel szkoly $redniej, dyrektor,
profesor uniwersytecki w zakresie ksztalcenia nauczycieli, czgsty prelegent na
krajowych i miedzynarodowych konferencjach, autor dwoch bestselerowych
publikacji Creating Innovators oraz The 7 Survival Skills for Work, Learning, and
Citizenship in the 21" Century zwraca uwage na siedem kompetencji, jakie po-
trzebne sg dzi§ uczniowi, aby sta¢ si¢ skutecznym i efektywnym obywatelem
$wiata XXI wieku.

Sa nimi:

- Rozwigzywanie probleméw i myslenie krytyczne.
- Wspotpraca w roznych grupach.
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- Umiejetnos¢ adaptacji do nowych warunkéw.

- Inicjatywa i przedsigbiorczos¢.

- Efektywna komunikacja - pisemna i ustna.

- Ocena i analiza informacji.

- Ciekawos$¢ $wiata i wyobraznia. (Wagner, 2014)

Kazda z tych kompetencji ksztaltowana jest na przestrzeni lat na drodze sys-
tematycznego wdrazania do praktyki szkolnej innowacyjnych koncepcji na-
uczania, prowokujacych u ucznidw zaangazowanie, samodzielnos¢ i aktywna
postawe wobec stawianych probleméw. Z calg pewnoscig rozwéj myslenia, wia-
$ciwie zorganizowany na lekcjach matematyki, poczawszy od edukacji przed-
szkolnej po akademicka, pozwoli na uksztaltowanie wyzej wymienionych po-
staw i zachowan, pozwoli na uksztaltowanie myslenia matematycznego.

John Mason w rekomendacji do swojej ksigzki Matematyczne myslenie pi-
sze, ze jest to ksigzka dla kazdego:

- kto podejrzewa, ze myslenie matematyczne polega na czyms$ wiecej niz ra-

chunki i chcialby sie o tym przekonad,

- kogo zaintrygowatl kontakt z matematycznymi problemami i chciatby sku-

teczniej je rozwiazywac,

- kogo interesuje, co jest istota matematycznych poszukiwan,

- kto jest odpowiedzialny za rozwijanie myslenia matematycznego u innych.

Myslenie matematyczne charakteryzuje caly zestaw aktywnos$ci umystowych,
ktérych podejmuje sie osoba rozwigzujaca zadanie matematyczne. Przejawy
myslenia matematycznego to m.in.:

- dostrzeganie i wykorzystywanie analogii,

- schematyzowanie i matematyzacja,

- definiowanie, interpretowanie danej definicji i racjonalne jej stosowanie,

- dedukcja i redukgja,

- kodowanie, konstruowanie i racjonalne stosowanie jezyka matematycznego,

- algorytmizowanie i racjonalne postugiwanie si¢ algorytmami.

W Rozporzadzeniu MEN z 23 grudnia 2008 roku w sprawie podstawy pro-
gramowej wychowania przedszkolnego oraz ksztalcenia ogélnego w poszczegoél-
nych typach szkot czytamy, ze myslenie matematyczne to ,,Umiejetnos¢ wyko-
rzystania narzedzi matematyki w Zyciu codziennym oraz formulowania sadéw
opartych na rozumowaniu matematycznym”. A wczesniej juz wspomniany Ma-
son w swej ksigzce pisze, ze myslenie matematyczne to ,,Dynamiczny proces,
ktdry rozszerza nasze rozumienie, gdyz pozwala nam radzi¢ sobie z coraz bar-
dziej zlozonymi ideami”. Na skutecznos¢ myslenia matematycznego duzy
wplyw maja nastepujace czynniki:

- Umiejetno$¢ wykorzystania proceséw uzywanych w badaniach matema-

tycznych.
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- Panowanie nad stanami psychicznymi i emocjonalnymi oraz umiejetnos¢
ich wykorzystania.

- Rozumienie odpowiedniej dziedziny matematyki.

- Usprawnianie matematycznego myslenia. Mozna to osiggna¢ poprzez
konkretyzacje, uogélnianie, wysuwanie hipotez, uzasadnianie.

- Prowokowanie matematycznego myslenia. Sprzyjaja temu takie czynnosci,
jak: stwarzanie luki-wyzwania, niespodzianka, sprzecznos¢, dostrzezona luka.

- Wspieranie matematycznego myslenia. Tutaj efekt uzyskamy przez zada-
wanie pytan, stawianie i podejmowanie wyzwan, refleksje.

- Podtrzymywanie matematycznego myslenia. Rozumiemy je jako rozwoj
$wiadomosci przebiegu procesow, wlasnego zaangazowania, stanéw psy-
chicznych.

Zas Mogens Niss, formulujac osiem fundamentéw kompetencji matema-

tycznych, na pierwszym miejscu stawia wlasnie myslenie matematyczne, ktore
utozsamia z umiejetnoscia stawiania pytan. Pozostale fundamenty to:

- Formulowanie i rozwigzywanie probleméw matematycznych.

- Modelowanie matematyczne, ktdrego zakres obejmuje komunikowanie.

- Rozumowanie matematyczne.

- Reprezentowanie bytdw matematycznych, czyli rozumienie, interpretowanie.

- Poslugiwanie si¢ matematyczna symbolikg i formalizmami.

- Matematyczne komunikowanie sie, czyli rozumienie matematycznych komunikatow.
- Uzywanie pomocniczych narzedzi. (Niss, 2003)

Ksztalcenie wszystkich wyzej wspomnianych kompetencji i aktywnosci oraz
innych przejawéw matematycznego myslenia powinno by¢ réwnolegle wspiera-
ne z przekazywang wiedza.

Matematyczne myslenie krytyczne

Przygladajac si¢ wszystkim wyzej wymienionym cechom my$lenia matema-
tycznego, dostrzegamy szereg tych, ktére charakteryzuja myslenie krytyczne,
a zatem mozna by rzec, ze ksztalcagc myslenie matematyczne, oczywiscie w od-
powiedni i efektywny sposob, wyrabiamy u ucznia-osoby rozwijajacej si¢ cechy
myslenia krytycznego. Dzialania te s3 mozliwe i pozadane na kazdym etapie
rozwoju intelektualnego, o ktérych wspomina Jean Piget (Piaget, 1966, 1977).
Na kazdym z tych etapéw konieczne jest jednak uzycie innych metod i narzedzi,
wiasciwych do mozliwosci percepcyjnych danego etapu rozwojowego.

Trudno o jasng definicje myslenia krytycznego. Jonathan Michael Spector
(Spector, 2019) twierdzi, ze krytyczne myslenie obejmuje szereg skumulowa-
nych i powigzanych zdolnosci, dyspozycji i innych zmiennych, takich jak: mo-
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tywacja, kryteria, kontekst i wiedza. Ksztaltowanie krytycznego myslenia opiera
sie na doswiadczeniach, np. obserwowaniu czego$ niezwyklego lub nietypowe-
go, a nastepnie na drodze réznych form dochodzen, ktére zakladajg obserwacje,
wnioskowanie, argumentacje, dowodzenie, testowanie wnioskow oraz refleksje,
dochodzenie do sformulowania wnioskéw i odpowiedzi.

Rozwo6j myslenia krytycznego czgsto zaczyna si¢ od prostych do$wiadczen,
takich jak obserwowanie réznic, napotykanie zagadkowych pytan lub proble-
mow, kwestionowanie czyich§ wypowiedzi, co nastgpnie prowadzi do bardziej
zlozonych dos$wiadczen wykorzystujacych umiejetnosci myslenia matematycz-
nego wyzszego rzedu, tj. logiczne rozumowanie, kwestionowanie zatozen, roz-
wazanie i ocena alternatywnych wyjasnien. Do uruchomienia i ksztaltowania
tego typu myslenia konieczna jest wiedza oraz motywacja do rozwoju. Jesli dana
osoba nie jest zainteresowana tym, co nalezy zaobserwowac¢ lub zbada¢, zwykle
nie rozpoczyna sie nawet proba rozwigzania problemu. A zatem rozumowanie
tworcze i krytyczne myslenie wymagaja motywacji oraz dociekliwego usposo-
bienia. Za malo i to na kazdym poziomie edukacji zadan otwartych, zadan typu
problem, zadan z nadmiarem i niedomiarem danych, czyli takich, ktére prowo-
kujg obserwacje, doswiadczenie, argumentacje i badanie, takich, ktore sg niety-
powe, czesto nowe i nie poddajg si¢ znanym juz schematom.

Myslenie formalne

To, w jaki sposdb ksztaltuje si¢ myslenie czlowieka na kolejnych etapach je-
go rozwoju, opisal w swoich pracach J. Piaget. Zdefiniowal on myslenie for-
malne, ktérego poczatki mozemy obserwowa¢ juz u okolo dwunastoletnich
0s6b. Myslenie formalne umozliwia rozwigzywanie wszystkich klas problemoéw,
od tych bazujacych na operacjach konkretnych po hipotetyczne i stowno-
-pojeciowe.

Na myslenie formalne sklada si¢ wiele sposobéw rozumowania: naukowo-
-indukcyjne, kombinatoryczne, odzwierciedlajaco-abstrakcyjne oraz umiejetnos¢
dedukgji i konkluzji. Zadaniami, ktére prowokuja myslenie formalne, sa zada-
nia, ktore w klasyfikacji Krygowskiej okresla si¢ mianem zadan-problemow. Sa
to zadania, ktorych nie da si¢ rozwigzac, stosujac znany schemat badz algorytm
postepowania. Wymagaja one twdrczej pracy ucznia ze wzgledu na zawarte
w tresci trudnosci teoretyczne lub praktyczne. Zadania te prowokuja do aktyw-
nego poszukiwania, tworzenia przez ucznia nowych konstruktow, wiedzy, opra-
cowania wlasnej metody itd., ktére moga przyczynic si¢ do rozwigzania zadania-
-problemu.

Jednym z czesciej spotykanych w matematyce szkolnej zadan problemowych
s3 zadania na dowodzenie. W matematyce szkolnej wyrodznia si¢ cztery rodzaje
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dowodo6w: nie wprost, dedukcyjny, redukcyjny i zasade indukcji matematycz-
nej. Franciszek Urbanczyk w Zasadach nauczania matematyki opisuje je w na-
stepujacy sposob. Dowod nie wprost polega na znalezieniu kontrprzyktadu dla
danego twierdzenia, przy jednoczesnym zalozeniu jego prawdziwosci, co tym
samym dowodzi jego niepoprawnosci i obala dane twierdzenie. Metoda ta nie
stuzy do sprawdzenia prawdziwosci twierdzenia przez rozwazenie kilku przy-
padkow, moze jedynie stuzy¢ do obalenia twierdzenia.

Wsroéd metod bezposredniego dowodzenia twierdzen wyrézniamy dowod
dedukcyjny, zwany inaczej dowodem wprost czy klasycznym. Sposéb dowo-
dzenia ta metoda polega na wnioskowaniu prawdziwosci tezy poprzez dedukcje
z aksjomatow, zalozen i twierdzen danej teorii.

Whnioskowanie redukcyjne jest rodzajem implikacyjnego wnioskowania za-
wodnego, w ktérym kierunek wnioskowania jest niezgodny z kierunkiem impli-
kacji wynikania logicznego, a prawdziwos$¢ przestanek nie gwarantuje prawdzi-
wosci wniosku. Rozumowanie to polega na wychodzeniu od tezy do zalozen.

Kolejng metoda dowodzenia jest zasada indukcji matematycznej, zwana
réwniez indukcja zupelna. Znajduje swoje zastosowanie wylacznie w procesie
dowodzenia twierdzen o liczbach naturalnych. Zasade t¢ mozna opisa¢ w dwoch
krokach. Niech T(n) oznacza forme zdaniowg zmiennej n okreslong w dziedzi-
nie N. Jesli w miejsce n podstawimy dowolng liczbe naturalna, to T(n) stanie si¢
zdaniem prawdziwym albo falszywym, zaleznie od wartosci n. Jezeli istnieje taka
liczba naturalna ng, ze T(ng) jest zdaniem prawdziwym, dla kazdej liczby natu-
ralnej n > ng prawdziwa jest implikacja: T(n) = T(n + 1), to T(n) jest zdaniem
prawdziwym dla kazdej liczby naturalnej n > n,,.

Ostatnia metodg sprawdzania prawdziwosci twierdzen wykorzystywang
w matematyce szkolnej jest metoda rozwazenia wszystkich przypadkéw. Po
wykazaniu, ze dana teza jest prawdziwa dla kazdego elementu spelniajacego
zalozenia tej tezy, udowodniona zostanie jej prawdziwos¢. Oczywiscie metoda ta
nie jest optymalna ze wzgledu na przymus rozpatrzenia kazdego z mozliwych
przypadkow, jednak nadal jest ona wykorzystywana miedzy innymi przy dowo-
dzeniu tautologii KRZ metodg zero-jedynkows.

Badanie myslenia formalnego
Pomysl na badania — motywacja
Pomyst na przeprowadzenie badan na temat myslenia formalnego zrodzit

sie w wyniku obserwacji i brania czynnego udzialu w badaniach Edyty Jusko-
wiak, w ktérych okazalo sig, Ze badani nieczesto rozwiazujg zadania nietypowe
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przez wykorzystanie chociazby przejawéw rozumowania formalnego (Jusko-
wiak, 2019). W wyniku tego prébowano znalez¢ odpowiedzi na pytania: Czy
szkota faktycznie ksztaltuje umiejetno$¢ myslenia formalnego wéréd uczniows,
Czy osoby rozpoczynajace studia potrafig mysle¢ formalnie? W ten sposob po-
wstal pomyst na cel badan: Jakie oznaki myslenia formalnego w procesie rozwig-
zywania zadat typu problem przejawiajqg studenci i maturzysci?

Metodologia badan

Aby znalez¢ odpowiedzi na cel badan, postawiono nastgpujace pytania ba-
dawcze:

1. Czy badani potrafig przeprowadzi¢ dowod?

2. Czy badani poprawnie uzasadnig poprawnos¢ przeprowadzonych dowoddow?

3. Czy badani potrafia poprawnie operowa¢ nowo poznanymi, abstrakcyj-

nymi pojeciami (dzialanie 4, zmienne i spojniki logiczne)?

4. Czy badani operujg abstrakcyjnymi bytami w procesie rozwigzywania zadan?

Na badanych wybrano osoby, ktére odbyly cala edukacje matematyczng we-
dtug Podstawy programowej' zakladajacej rozwijanie umiejetnoéci korzystania
z my$lenia formalnego w procesie rozwigzywania zadan. W pierwotnym zaloze-
niu badani mieli by¢ studentami pierwszego roku, wiec osobami, ktére zdaly
egzamin maturalny z matematyki.

Charakterystyka grupy oséb badanych

Aby osiagnac wyzej opisany cel, na poczatku roku szkolnego 2020/2021 roz-
poczeto poszukiwania chetnych. Niestety ze wzgledu na sytuacje zdalnego na-
uczania, kontakt ze studentami pierwszego roku byl znacznie utrudniony, mimo
usilnych préb. Z tego wzgledu, aby zebra¢ odpowiednig grupe oséb badanych,
poszerzono ja o maturzystow. Biorgc pod uwage to, Ze maturzysci juz rozpoczeli
wowczas przedmaturalne powtdrki, mozna uznaé, ze zrealizowali oni juz calg
Podstawe programowg na ten etap edukacji, a studenci nie posiedli jeszcze wie-
dzy i umiejetnosci z poziomu studiéw wyzszych. Dodatkowo, biorgc pod uwage
male rozbieznosci w wieku osoéb badanych, mozna jg uzna¢ za homogenna.
Lacznie w badaniach wzielo udzial 34 uczniéw poznanskiego liceum oraz 13 stu-
dentéw Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Na rozwigzanie
zadan badani mieli 60 minut, jednak wigkszo$¢ z nich ukonczyla prace przed

! Podstawa programowa ksztalcenia ogdlnego dla czteroletniego liceum ogdlnoksztatca-
cego i piecioletniego technikum z 2018 roku.
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uplynieciem wyznaczonego czasu. W czerwcu 2020 roku odbyt sie pilotaz prze-
prowadzony asynchronicznie na grupie 12 studentéw oraz 11 maturzystow.
Celem pilotazu bylo sprawdzenie, czy karta badan jest odpowiednio skonstruo-
wana, aby mdc przed badaniem wprowadzi¢ do niej konieczne poprawki wyni-
kajace z uwag 0s6b bioracych udziat w pilotazu.

Charakterystyka narzedzia

Do przeprowadzenia badan wykorzystano karte [zalgcznik 1] zlozong z 4 za-
dan typu problem w klasyfikacji Krygowskiej. Trzy zadania dotyczyly algebry,
jedno bylo z dziedziny logiki matematycznej. Uczniowie w kazdym z zadan
proszeni byli o sprawdzenie, czy pewna zaleznos$¢ zachodzi, a nastepnie o uza-
sadnienie poprawnosci przeprowadzonego rozumowania. Na karcie znajdowato
sie rowniez miejsce na uwagi osob bioracych udziat w badaniu.

W zadaniu pierwszym i drugim badani proszeni byli o sprawdzenie, czy nie-
réwnos¢ jest dzialaniem przechodnim.

Treé¢ zadania 1: Sprawdz, czy z faktu: x # y i y # z i wynika, ze x # z.
Uzasadnij swoja odpowiedz.

Tres¢ zadania 2: Sprawdz, czy z faktu: x # y i y # z i wynika, ze x # z,
przy czym x,y,z € Q.

Uzasadnij swojg odpowiedz.
Zadania te r6znily si¢ od siebie umieszczeniem w tresci zadania drugiego zbioru,
do ktoérego nalezg zmienne x, y oraz z. Mialo to na celu sprawdzic¢, czy i jak beda
réznily sie rozwigzania badanych w zalezno$ci od umieszczenia w tresci zadania
zbioru oraz czy badani w jakikolwiek sposob oznaczg zbiér w zadaniu pierw-
szym. W trakcie pilotazu uczestnicy zwroécili uwage na dobdr oznaczenia zbioru
liczb wymiernych. Z tego wzgledu kazda z oséb biorgca udzial w badaniu
otrzymala kart¢ badan z oznaczeniami zgodnymi z realizowang przez nig Pod-
stawg programowg.

Zadanie trzecie polegalo na sprawdzeniu przez studentéw tacznosci dziatania #.

Tres$¢ zadania 3: Dla dowolnych a,b,c € R dzialanie 4 jest zdefiniowane na-
stepujaco:
a¢b=a+2ab+b.
Sprawdz, czy:
ae(bec)=(aeb)ec.

Uzasadnij swoja odpowiedz.



Jestem, wigc my$le - wnioski z badan na temat myslenia matematycznego 79

W tym zadaniu podana zostala dziedzina oraz zdefiniowano facznos$¢, aby
zminimalizowa¢ ryzyko niezrozumienia tresci zadania.
Zadanie czwarte polegato na udowodnieniu prawa De Morgana:

~pAgQ e (~pV~q).

Tres¢ zadania 4: Wiedzac, ze p, q € {0, 1} oraz ponizsze zaleznosci przyj-
muja nastepujace wartosci:

P4 pVgq pAg r<q

010 0 0 1 p|~p
01 1 0 0 0| 1
110 1 0 0 110
111 1 1 I

Sprawdz, czy dla kazdej wartosci p, q ponizsza zaleznos¢ przyjmuje warto$¢ 1.
~(pAq) = (~pV~q). Uzasadnij swoja odpowiedz.

W trakcie badania uczniowie i studenci otrzymywali karte badan w trzech
czgsciach: pierwsza zawierala metryczke i zadanie 1, druga zadanie 2 i 3, a trze-
cia zadanie 4. Badani po rozwigzaniu danej cz¢sci oddawali jg i wowczas otrzy-
mywali kolejng do rozwiazania.

Przebieg badan

Badanie zostalo zrealizowane w dwoch czesciach. Pierwsza odbyta sie stacjo-
narnie we wrze$niu 2020 roku w jednym z poznanskich liceéw, gdzie 34 maturzy-
stow podjelo si¢ rozwigzania karty badan. Druga natomiast odbyta sie zdalnie na
przetomie wrzesnia i pazdziernika, w ktorej wzieto udzial 13 studentow, w tym
6 zgodzito sie¢ polaczy¢ przez MS Teams i synchronicznie rozwigza¢ karte badan,
a pozostali mieli za zadanie przestac¢ rozwigzania w wyznaczonym terminie.

W badaniu wzigto udzial Iacznie 47 chetnych. Osoby rozwigzujace zadania
zdalnie w sposdb synchroniczny oraz stacjonarnie rozwigzaly karte badan w $red-
nio w czasie 45 minut. W przebiegu badan uczniowie oraz studenci pracowali
samodzielnie.

Wyniki badan

Karta badan byla sprawdzana wedlug nastepujacych kryteriow:
1. Poprawnos¢ rozwigzania zadania. Ze wzgledu na przeanalizowane rozwig-
zania, wsérod ktorych mozna wyrdzni¢ rozwigzania cz¢$ciowo poprawne,
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dodano je do kryteriéw oceny. Dlatego réwniez charakterystyka aspektu
czeSciowej poprawnosci zwigzana jest $cisle z przypadkami analizowany-

mi w badaniu.

2. Ocena rozumowania z podzialem na: empiryczne, intuicyjne oraz formal-
ne. Najwigkszy nacisk w przebiegu badan byt kfadziony na zaobserwowa-
nie zachowan badanych mogacych s§wiadczy¢ o rozumowaniu o charakte-
rze formalnym. Wér6d nich mozna wyrdznic:

- Stosowanie jezyka symbolicznego;
- Prawidlowe korzystanie z twierdzen i definicji;
- Swiadome stosowanie zasady dedukcji - wyprowadzanie twierdzen jedynie na podsta-

wie juz dowiedzionych twierdzen i definicji;
- Przeprowadzanie dowoddw: wprost, nie wprost, redukcyjnych, dedukcyjnych oraz in-

dukcyjnych. (Mleczak, 2021)

Analiza poréwnawcza rozwigzan poszczegolnych zadan

ze wzgledu na ich poprawnos$¢

W wyniku analizy okazalo sie, Ze jedynie 28 z 47 0s6b bioracych udziat w ba-
daniu pozostawilo rozwigzania i komentarze umozliwiajace przeprowadzenie
diagnozy trudnosci w procesie rozwigzywania poszczegélnych zadan w ujeciu
sposobu myslenia osoby rozwigzujacej dang karte badan. Ponizej opisane zosta-
ty zbiorcze wnioski wynikajace z analizy poszczegélnych zadan, uwzgledniajace
poprawno$¢ rozwigzan.

Tabela 1. Analiza poprawnosci rozwigzan poszczegdlnych zadan w trakcie pilotazu

Pilotaz zad.l. zad.2. zad.3. zad.4.

poprawnos¢ liczba rocent liczba rocent liczba rocent liczba rocent

rozwigzania 0sob P 0sob P 0s6b P 0sob P
oprawne

fofqumm& 12 | s5217% | 12 | 5217% 9 39,13% 3 13,04%

czesciowo

poprawne 7 30,43% 7 30,43% 4 17,39% 1 4,35%

rozwigzanie

niepoprawne

rozwiqzanie 4 17,39% 4 17,39% 10 43,48% 17 73,91%

brak

rozwigzania 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 2 8,70%
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Tabela 2. Analiza poprawno$ci rozwigzan poszczegolnych zadan w trakcie badania

Badanie zad.1. zad.2. zad.3. zad.4.
poprawnos¢ liczba liczba liczba liczba

R R . procent . procent . procent . procent
rozwigzania osob osob osob osob
poprawne

. . 6 12,77% 6 12,77% 5 10,64% 8 17,02%
rozwigzanie
czesciowo
poprawne 7 14,89% 7 14,89% 9 19,15% 2 4,26%
rozwiqzanie
Riepoprawee 12 25,53% 13 27,66% 13 27,66% 18 38,30%
rozwigzanie
brak

. ) 22 46,81% 21 44,68% 20 42,55% 19 40,43%
rozwigzania

W trakcie pilotazu az 19 spoéréd 23 oséb biorgcych w nim udzial w zadaniu
pierwszym przyjelo wybrany zbiér jako dziedzine dla dziatania nieréwnosc¢ i po-
zostawily komentarz swiadczacy o zauwazeniu braku tejze dziedziny. Rdzni si¢ to
znaczgco od wynikow uzyskanych w trakcie badan, w ktérych zadna osoba nie
zwroécita uwagi na brak dziedziny. Zadanie to poprawnie rozwigzato 6 oséb, na-
tomiast czgciowo poprawnie 7 oséb. Cze$ciowa poprawnos¢ polegata na rozwa-
zeniu dwdch przypadkéw: gdy opisana zaleznos$¢ nie zachodzi, tzn. x = z lub za-
chodzi tzn. x # z, jednak bez zapisania wnioskdw pltynacych z tego rozumowania.

Wsrod badanych najczestsza metoda sprawdzenia poprawnosci twierdzenia
z pierwszego i drugiego zadania byto podstawianie liczb i wysnuwanie czesto
blednych wnioskéw dotyczacych twierdzenia. Zapisanie dziedziny w tresci za-
dania drugiego sprowokowalo niektérych badanych do przeprowadzenia od-
miennego rozumowania bazujgcego na roznicy zbioréw. W trakcie pilotazu nie
pojawil sie taki pomyst na rozwigzanie tego zadania.

Nie
Uzasadnienie:

Warunki x#y oraz y#z spehnia x € Q/|y} oraz z € Q/{y}
x nalezy do zbioru zawierajgcego z a z nalezy do zbioru zawierajacego x

x moze by¢ rowne z 2

Rysunek 1. Poprawne rozwiazanie zadania 2 z wykorzystaniem réznicy zbioréw

>W trakcie przeprowadzania badania wéréd studentéw, osoby, ktére nie mialy dostepu
do drukarki i skanera, zapisywaly swoje rozwigzania w programie Word.
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Cztery osoby rozpoczely rozwigzanie zadania trzeciego metoda przeksztalcen
réwnowaznych, jednak zrezygnowaly z dalszego rozwigzania zadania na tym
samym etapie, kiedy nalezalo zastosowa¢ definicj¢ dzialania ¢ dla zmiennej i wy-
razenia algebraicznego. Czg¢$¢ 0sob w tym momencie zamieniala dziatanie ¢ na
mnozenie i kontynuowata rozwigzanie zadania ze zmieniong definicja dzialania.
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Rysunek 2. Poprawne rozwigzanie zadania 3 z komentarzem autora

Poprawne rozwigzanie zadania czwartego polegato na rozwazeniu wszystkich
par p i q i sprawdzeniu dla nich wartoéci wyrazenia ~(pAq) < (~pV ~q).
Osoby, ktorych rozwigzania zostaty zakwalifikowane jako czg$ciowo poprawne,
opuscity w swoim rozumowaniu jedng z par, albo p=0, q=1, albo p=1, q=0,
i nie uzasadnily takiego wyboru ani jego poprawnosci.

Analiza poréwnawcza rozwigzan poszczegolnych zadan
ze wzgledu na zaobserwowany sposob rozumowania

Ponizsze tabele zawierajg informacje na temat liczby o0sdb, ktére w procesie rozwia-
zywania poszczegdlnych zadan wykorzystaty dany sposéb rozumowania.
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Tabela 3. Analiza rodzaju rozumowania w poszczegoélnych zadan w trakcie pilotazu

Pilotaz zad.1. zad.2. zad.3. zad.4.
Zaob:e::::’a"‘f liczba rocent liczba rocent liczba rocent liczba rocent
P . 0s6b P os6b P 0s6b P 0sob P

rozumowania
formalne 4 17,39% 4 17,39% 16 69,57% 3 13,04%
intuicyjne 0 0,00% 0 0,00% 1 4,35% 11 47,83%
empiryczne 11 47,83% 11 47,83% 6 26,09% 10 43,48%
splot rozumowan 8 34,78% 8 34,78% 4 17,39% 1 4,35%
brak rozwigzania 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 2 8,70%

Tabela 4. Analiza rodzaju rozumowania w poszczeg6lnych zadan w trakcie badan

Badanie zad.1. zad.2. zad.3. zad.4.
b

o0 se""f’:a"v liczba | tieba | tieaba | tieba t
S5pPOsS0O rocen rocen rocen rocen

P . 0sob P 0s6b P osob P 0sob a3

rozumowania

formalne 3 6,38% 4 8,51% 7 14,89% 10 21,28%
intuicyjne 5 10,64% 5 10,64% 1 2,13% 4 8,51%
empiryczne 14 29,79% 15 31,91% 14 29,79% 11 23,40%
splot rozumowan 3 6,38% 2 4,26% 5 10,64% 3 6,38%
brak rozwigzania 22 46,81% 21 44,68% 20 42,55% 19 40,43%

Analiza rozwiazan wykorzystujacych rozumowanie formalne

W procesie rozwigzywania zadania pierwszego jedynie wsrdd trojki bada-
nych dalo si¢ zaobserwowa¢ formalny sposdb rozumowania. Podobnie w przy-
padku zadania drugiego - tu rozumowanie formalne przedstawily cztery osoby.
Jednak w obu przypadkach czes¢ z przedstawionych rozumowan zawierata bted-
nie wykorzystany jezyk symboliczny. Autor jednego z rozwigzan w poprawny
sposob zastosowal definicje nierdéwnosci oraz zapisal jg jako roznice zbioréw.
Osoba ta odréznia zalozenie od tezy, rozumie relacje migdzy nimi, stosujac de-
dukcje z zalozen, dowodzi nieprawdziwosci tezy, dzieki czemu przedstawione
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przez nig rozumowanie mozna uzna¢ za formalne. Wsréd badanych 7 oséb za-
pisalo rozwiazanie zadania 3 w sposdb swiadczacy o prébie przeprowadzenia
formalnego rozumowania. Jedno z rozwigzan prezentuje poprawne wykorzysta-
nie definicji nowo poznanego dzialania 4, rozumienie wykorzystywanego jezyka
symbolicznego, w tym podstawialnosci wyrazen algebraicznych za zmienne w de-
finicji dzialania oraz rozumienie zasad dedukcji.

W procesie rozwigzywania zadania 4 az 10 0séb sposréd badanych przed-
stawila rozwigzanie mogace $wiadczy¢ o przeprowadzonym rozumowaniu for-
malnym. Latwo$¢ wejscia na droge rozumowania formalnego w tym zadaniu
mozna upatrywaé¢ w koniecznosci rozwazenia jedynie 4 par p i q spetniajacych
zalozenia zadania.

Pojawily sie rozwigzania $wiadczace o poprawnym wykorzystaniu przez bada-
nych tabeli wartoséci logicznych, zachowaniu przez nich réwniez odpowiedniej
kolejnosci narzuconej przez nawiasy zastosowane w zapisie prawa De Morgana.

Analiza rozwigzan wykorzystujacych rozumowanie intuicyjne

Ten sposob rozumowania nie byl zbyt czesto wykorzystywany przez bada-
nych, jednak dato si¢ go zaobserwowaé w pojedynczych przypadkach. W zada-
niu pierwszym takie podejscie dalo si¢ zaobserwowa¢ wsrdd pigciu osob. Badani
na podstawie zalozen z tresci zadania wysnuwali naturalny dla nich wniosek,
bez przeprowadzenia dowodu $§wiadczacego o jego poprawnosci.

Wiréd rozwigzan zadania czwartego zaobserwowaé mozna takie, w ktérych
badany nie sprawdzil warto$ci wyrazenia z treéci zadania dla jakiejkolwiek pary
p i q jedynie na podstawie tego, ze w tabeli prawdziwo$ciowej wartosci s rozne:
raz wynoszg 1, a raz 0, uznal, Ze jest to wystarczajacy powdd, aby stwierdzi¢, ze
réwniez wartosci wyrazenia z tresci zadania beda wynosity raz 0 i raz 1 dla roz-
nych par p i q, co mozna uznac za oznake rozumowania intuicyjnego.

Analiza rozwigzan wykorzystujacych rozumowanie empiryczne

Spogladajac na tabele ze zbiorczg analizg prezentowanych przez uczestnikow
badania sposobéw rozumowania, mozna zauwazy¢, ze najczesciej wybieranym
sposobem rozumowania jest rozumowanie empiryczne. W zadaniu pierwszym
az 14 os6b zaprezentowalo taki sposdb rozumowania.

Kilkoro badanych sprawdzilo prawdziwo$¢ twierdzenia w zadaniu pierwszym
na dwoch przypadkach: gdy twierdzenie zachodzi i nie zachodzi. Na podstawie
zaprezentowanych przyktadéw w wiekszosci doszli do rozbieznych wynikéw,
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jednak nie wysnuli na podstawie przykladéw poprawnych wnioskow. Wiekszos¢
z nich zauwazyla, ze istnieje mozliwo$¢, gdy to stwierdzenie nie jest prawdziwe,
jednak nie zauwaza, ze to dowodzi bezposrednio jego nieprawidtowosci.

Analiza rozwigzan wykorzystujacych splot rozumowan

W przebiegu analizy kazdego z zadan dalo si¢ zauwazy¢ rozwigzanie wpisu-
jace si¢ w wiecej niz jeden sposdb rozumowania. Takie rozumowania zostaly
zaklasyfikowane jako splot rozumowan. Najciekawszym przyktadem splotu ro-
zumowania jest jedno z rozwigzan zadania 3.

a*(bec)=(a*hb)ec

a*(bec)=(a+2ab+b)ec

L=a+*(b+2bc+c) P=(a+2ab+b)*c
a=1,b=2.c=3
L=1+(2+2-2:3+3)=1¢17=1+2-17-1+17=1+34+17 =52
P=(1+2-1-2+2)#3=7¢3=7+2-3-7+3=7+42+3 =52

L=P

Uzasadnienie:
Po podstawieniu danychdoa ¢ (b ¢c) = (a*b)e cwynika,zea+ (bec)=(a*b)ec

Rysunek 3. Rozwigzanie zadania 3 wykorzystujace splot rozumowan

Autor tego rozumowania najpierw poprawnie zastosowal definicje¢ dziatania ¢ dla
dwoéch zmiennych. Zanim przystapit do zastosowania jej dla zmiennej i wyraze-
nia algebraicznego, wybral konkretne a, b i ¢, dla ktérych w dalszym ciagu prze-
prowadzit rozumowanie. Nastgpnie obliczyl warto$¢ wyrazen w nawiasach i po-
nownie poprawnie zastosowal definicje nowo poznanego dzialania, tym razem
dla dwdch liczb. Na koniec, po wykazaniu réwnosci lewej i prawej strony, zapiat
wniosek dotyczacy dowolnych a, b oraz c. Autor tego rozwigzania kilkakrotnie
przechodzil z rozumowania formalnego do empirycznego i odwrotnie, aby na
koncu w formalny sposéb zapisa¢ wniosek z przeprowadzonego rozumowania.
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PODSUMOWANIE ORAZ WNIOSKI Z BADAN

Podsumowujac zebrane w ramach badan wyniki, mozna zauwazy¢, ze jedy-
nie 2 z 47 0s6b rozwigzaly niniejsza karte bez jakichkolwiek btedéw, zachowujac
pelny formalizm swoich rozwigzan. Pozostale 6 0séb rozwigzato dwa lub trzy
zadania poprawnie. W przebiegu badania mozna bylo zauwazy¢ przejawy ro-
zumowania formalnego tacznie u 13 o0séb, pozostale wybraty inng droge rozu-
mowania. Jak wigc brzmig odpowiedzi na postawione pytania badawcze?

1. Czy badani potrafig przeprowadzi¢ dowod? Wyniki badan nie dajg jedno-
znacznej odpowiedzi. Gdy nalezy rozwazy¢ wszystkie mozliwosci, nieco
ponad 21% badanych podotalo tego typu zadaniu. W trakcie przeprowa-
dzania dowodu nie wprost najwigksza trudnos¢ sprawia znalezienie
kontrprzykladu. Wéwczas wigkszos¢ badanych wyciagato poprawne wnio-
ski. Postawienie przed badanymi zadania polegajacego na przeprowadzeniu
formalnego dowodu redukcyjnego czy dedukcyjnego stanowilo dla nich
ogromny problem. Niespelna 15% z nich podejmuje wowczas probe for-
malnego rozwigzania zadania, jednak mato kto radzi sobie z nim w calosci.

2. Czy badani poprawnie uzasadnig poprawnos¢ przeprowadzonych dowo-
dow? Czesto uznawali sam dowdd za poprawny i nie uzasadniaja go. Mo-
ze to $wiadczy¢ o nierozumieniu przeprowadzonego przez siebie rozu-
mowania lub nierozumieniu, na czym polega uzasadnienie.

3. Czy badani potrafia poprawnie operowa¢ nowo poznanymi, abstrakcyj-
nymi pojeciami (dzialanie ¢, zmienne i spdjniki logiczne)? W zadaniu
trzecim wiekszo$¢ uczestnikéw badania napotkata problem, gdy nalezato
wykorzysta¢ definicje nowo poznanego dzialania, gdy zamiast dwéch
zmiennych, jedng z nich zastepowalo wyrazenie algebraiczne. Wéowczas
ponad 10% sposrod badanych zrezygnowalo z dalszego rozwigzania zada-
nia w formalny sposéb. Takie zachowanie moze $§wiadczy¢ o nierozumie-
niu definicji samego dzialania. Badany potrafi definicj¢ przepisa¢, ale nie
potrafi jej zastosowa¢. W trakcie rozwigzywania zadania czwartego badani
musieli operowaé na czterech nowo poznanych abstrakcyjnych bytach -
spojnikach logicznych, woéwczas mozliwo$¢ rozwazenia czterech przypad-
kéw mogta umozliwi¢ im udowodnienie poprawnosci formutly z zadania.

4. Czy badani operuja abstrakcyjnymi bytami w procesie rozwiagzywania za-
dan? Tylko 2 osoby, stanowigce nieco ponad 4% badanych, poprawnie
rozwigzaly calg karte badan, wykazujac przejawy rozumowania formalne-
go. Wérdd pozostatych 0séb przejawy tego sposobu rozumowania mozna
bylo obserwowaé w niektorych zadaniach albo w ogoéle, tu mowa o az 39
osobach, wiec niemal 83% badanych. Zdecydowana wiekszo$¢ badanych
nie postugiwata si¢ pojeciami abstrakcyjnymi i nie przejawiata sympto-
moéw przeprowadzania formalnego rozumowania.
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Jakie oznaki myslenia formalnego przejawiaja studenci i maturzysci
W procesie rozwigzywania zadan typu problem?

Na podstawie tak nielicznej prébki nie mozna jednoznacznie odpowiedzie¢
na pytanie. Mozna zwroci¢ uwage na pewne prawidlowosci przebadanej grupy.
Pierwszym z aspektow, ktory mozna zaobserwowad, jest duza dysproporcja
miedzy wynikami otrzymanymi przez uczestnikdéw pilotazu, a wynikami oséb
biorgcych udzial w badaniu. Wéréd osdb bioracych udzial w badaniu przejawy
formalnego sposobu rozumowania dalo si¢ zaobserwowa¢ w kolejnych zada-
niach u 6,38%; 8,51%; 14,89% i 21,28% 0sdb, natomiast wérod osob biorgcych
udzial w pilotazu bylo to odpowiednio: 17,39%; 17,39%; 69,57% i 13,04%.

Mozna réwniez zauwazy¢ tendencje wsrdd badanych do niepodejmowania
proby rozpoczecia rozumowania formalnego. Kazde z zadan zostalo niepo-
prawnie rozwigzane przez ponad 25% oséb oraz ponad 40% oséb zostawilo je
bez rozwiazania. Co istotniejsze, wigkszo$¢, bo ponad 70% badanych, ktérzy
podejmowali proby rozwiazania ktéregokolwiek z zadan, wykorzystywali w tym
celu podejscie empiryczne lub, rzadziej, intuicyjne. Osoby te stosowaly m.in.
rozwazenie przykltadéw nie w celu poszukiwania pomystu, lecz traktujac je jako
rozwigzanie. W zadaniu trzecim niektére osoby, ktore zdawaly sie nie rozumiec
definicji nowego dzialania, zamienialy je na inne, dobrze im znane, np.: kwadrat
sumy czy zwykle mnozenie. Co interesujace, zadna z tych oséb nie przeprowa-
dzila do konica rozumowania majacego sprawdzié, czy wybrane przez nich dzia-
lanie jest taczne.

Niespetna 30% badanych wykazalo si¢ przejawami rozumowania formalne-
go w procesie rozwigzywania choc¢by jednego z zadan. Rozwigzania tych oséb
charakteryzowaly sie nastepujacymi przejawami rozumowania formalnego:

- Poprawne stosowanie jezyka symbolicznego — 13 0so6b;

- Poprawne przeprowadzanie rozumowan dedukcyjnych, rozumienie wy-

wiedlno$ci twierdzen — 5 o0sdb;

- Poprawne rozumienie i stosowanie definicji dzialania ¢ — 6 0sob;

- Poprawne rozumienie i stosowanie zmiennych logicznych oraz tabeli praw-

dziwo$ciowej — 8 0sdb;

- Poprawne przeprowadzanie dowoddéw — 8 os6b.

Na podstawie przeprowadzonego badania mozna wysnu¢ alarmujacy wnio-
sek na temat przebadanej grupy. Rzadziej niz co trzeci badany zaprezentowal
w rozwigzaniu przynajmniej jednego z zadan oznaki myslenia formalnego. Do-
datkowo wsrdd osob, ktore podejmowaty probe przeprowadzenia rozumowania
formalnego, pojawialy si¢ bledy $wiadczace o: nierozumieniu réznicy miedzy
zalozeniem a teza w twierdzeniu, brakiem umiejetnosci korzystania z definicji
nowego dzialania, braku rozumienia réznicy miedzy sprawdzeniem twierdzenia
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na przykladzie a dowodem lub brakiem umiej¢tnosci skonstruowania popraw-
nych wnioskéw na podstawie zaprezentowanego rozumowania. Wedlug Pod-
stawy programowej ksztalcenia ogdlnego dla szkét ponadpodstawowych przed-
stawione wyzej umiejetnosci sa tymi, ktére powinna ksztaltowac cata edukacja
matematyczna.
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Streszczenie

Egzamin maturalny z matematyki moze by¢ postrzegany jako zwienczenie procesu
ksztatcenia matematycznego w szkole. Zwykle przez dwanascie lat, poczawszy od klas eduka-
cji wezesnoszkolnej, a skoficzywszy na ostatniej klasie liccum lub technikum, polskie dzieci
i mlodziez nabywaja kompetencje matematyczne. Ostatnim elementem tego procesu jest
matura z matematyki, od 2010 roku egzamin obowigzkowy dla wszystkich zdajacych. Zaletg
tego egzaminu jest jego zewnetrzny charakter, co oznacza, ze wszyscy zdajacy w Polsce,
w danej sesji egzaminacyjnej, rozwiazuja te same zestawy zadan. Rozwigzania zadan sg na-
stepnie sprawdzane i oceniane wedlug jednakowych kryteriéw przez specjalnie przeszkolo-
nych egzaminatoréw. Taki proces maturalny jest realizowany w Polsce od 2005 roku.
W artykule autor opisuje chronologicznie ewolucje rozwoju arkuszy maturalnych, podkresla-
jac przede wszystkim jako$¢ i typy zadan maturalnych. Jest to narracja naocznego $wiadka
wydarzen opisywana z perspektywy nauczyciela matematyki, egzaminatora maturalnego
oraz osoby zaangazowanej w ksztalcenie i doksztalcanie nauczycieli. Autor prezentuje analize
poréwnawcza zestawow zadan uzytych w ramach egzaminu maturalnego z matematyki.

Summary

The matura exam in maths can be perceived as the culmination of the mathematical ed-
ucation process at school. The usual course for Polish children and teenagers is that they
acquire mathematical competence for 12 years starting from early school educational classes
and finishing with the last high school or technical school class. The final element of this
process is the matura exam in maths that has been obligatory for all examinees since 2010.
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The asset of this exam is its external character, which means that all examinees in Poland in
the given examination session solve the same sets of tasks. The solutions of these tasks are
then checked and assessed according to the same criteria by the examiners that had been
duly trained for this purpose. Such matura exam process has been performed in Poland since
2005. In the article the author describes chronological evolutions of the development of
matura exam tasks highlighting first of all the quality and the types of matura exam tasks. It
is the eyewitness’s narrative described from the perspective of the maths teacher, the matura
examiner and the person engaged in the teachers” education and training. The author pre-
sents the comparative analysis of the sets of tasks used within the framework of the matura
exam in maths.

Jakos¢ i typ zadan egzaminacyjnych determinuje sposob i poziom nauczania
matematyki w szkolach. To zadanie przypisuje si¢ prof. Jerzemu Stupeckiemu,
logikowi, reprezentantowi szkoly lwowsko-warszawskiej, ktory swoje zawodowe
losy zwigzal z Wroctawiem i Opolem.

Artykut jest poswiecony jakosci zadan maturalnych z matematyki oraz ich
typom. Od 2005 roku, czyli od czasu, kiedy matura jednakowa dla wszystkich
pojawila sie w systemie egzaminacyjnym, bardzo si¢ zmienilo. Mielismy do czy-
nienia przynajmniej z trzema punktami zwrotnymi. W 2010 roku matura z ma-
tematyki stala si¢ obowigzkowa dla wszystkich zdajacych. W 2015 roku pojawita
siec nowa forma arkusza, poniewaz nastgpila zmiana podstawy programowe;j.
W 2023 roku nastgpi co$ bardzo radykalnego. W arkuszu egzaminacyjnym na
poziomie podstawowym pojawi sie co najmniej 13 typow zadan. Takiej sytuacji
nie byto jeszcze nigdy.

W artykule bedacym swego rodzaju zapisem historycznym, opartym na do-
$wiadczeniu nauczyciela matematyki w liceum i egzaminatora maturalnego,
zostanie przedstawiona analiza poréwnawcza réznych typéw zadan, zaréwno
w arkuszach na poziomie podstawowym, jak i rozszerzonym. Egzamin matural-
ny z matematyki, powszechny i obowigzkowy dla wszystkich, mocno osadzit si¢
w polskiej rzeczywistosci edukacyjnej. I niewatpliwie ma, i bedzie mial istotny
wplyw na sposéb i poziom nauczania matematyki w szkotach.

Rozwo6j matury z matematyki mozna podzieli¢ na cztery gtéwne okresy.

I. Lata 2005-2009,

II. Lata 2010-2014,

III. Lata 2015-2022,

IV. Lata od 2023.

Podzial taki zostal dokonany na podstawie istotnych réznic w podstawie praw-
nej przeprowadzanego egzaminu oraz typow zadan, za pomocg ktérych Cen-
tralna Komisja Egzaminacyjna (CKE) zdecydowata si¢ sprawdza¢ wiedze i umie-
jetnosci zdajacych.
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OKRES PIERWSZY, CZYLI 2005-2009

Egzamin maturalny z matematyki jako element egzaminu zewnetrznego po
raz pierwszy pojawil si¢ w 2005 roku. Zostal przeprowadzony na podstawie
Standardow wymagat egzaminacyjnych opublikowanych przez Ministra Eduka-
cji Narodowej. Za przygotowanie narzedzi pomiaru, arkuszy maturalnych, byta
odpowiedzialna Centralna Komisja Egzaminacyjna, podlegajaca Ministrowi Edu-
kacji. Zasady organizacji egzaminu maturalnego zostaly opisane w Rozporza-
dzeniu o ocenianiu (MEN, 2001).

W tym miejscu warto wyjasni¢ kwestie nazewnictwa poziomu egzaminu
maturalnego z matematyki. Uczniowie szkot konczacych sie maturg moga uczy¢
sie matematyki w zakresie podstawowym lub rozszerzonym. Po ukonczeniu
szkoly podchodza do egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie pod-
stawowym lub rozszerzonym. Te dwa pojecia (zakres i poziom) sg bardzo czesto
mylone.

W omawianym okresie, podobnie jak w pozostatych, zdajacy mogli wybieraé
matematyka zaréwno na poziomie podstawowym, jak i rozszerzonym, z tym ze
jesli ktos wybral poziom rozszerzony, to musial réwniez zdawac poziom pod-
stawowy. Wyjatek stanowila sesja w roku 2007, kiedy uczniowie, wybierajac
poziom rozszerzony, nie musieli zdawa¢ poziomu podstawowego. W zwigzku
z tym arkusz na poziomie rozszerzonym zawieral kilka zagadnien z nizszego
poziomu. Sesja 2017 zostanie zapamietana rowniez jako sesja ,,amnestyjna”. Pra-
wie 50 000 zdajacych otrzymalo $wiadectwo maturalne, majac niezdany jeden
egzamin. Taka sytuacja nie powtorzyta sie w zadnej sesji.

Przyklady zadan egzaminacyjnych z pierwszego okresu'

Arkusz na poziomie podstawowym byl zdominowany przez zadania otwar-
te, wymagajace dobrego zrozumienia tresci, zaplanowania strategii rozwiazania,
przeprowadzenia obliczen oraz zredagowania odpowiedzi koncowej. Przykfa-
dem jest ponizsze zadanie z rachunku prawdopodobienstwa.

P 2005 Zadanie 1 (3 pkt.)

W pudetku sg trzy kule biale i pig¢ kul czarnych. Do pudetka mozna albo
dotozy¢ jedna kule bialg, albo usung¢ z niego jedna kule czarng, a nastepnie
wylosowac¢ z tego pudetka jedng kule. W ktérym z tych przypadkéow wylosowa-
nie kuli biatej jest bardziej prawdopodobne? Wykonaj odpowiednie obliczenia.

' Oznaczenie zadania zawiera informacje o poziomie, roku egzaminu, numerze zadania
w arkuszu maturalnym oraz liczbie mozliwych do uzyskania punktow.
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W arkuszach co jakis$ czas pojawialy sie zadania typu rozwigz przez analogie.
Zdajacy na podstawie analizy rozumowania do$¢ rozbudowanego rozwigzania
postawiony byl przed samodzielnym rozwigzaniem zadania analogicznego
(przyklad ponizej).

P 2005 Zadanie 11 (3 pkt.)

3 3 3
14 2-777-10" " 301-304 " 304307
czy¢ w nastepujacy sposob:
a) sume S zapisujemy w postaci
4—-1 7—-4 10-7 304 —301 307 — 304
“T4 a7 710 """ 301304 T 308307

b) kazdy sktadnik tej sumy przedstawiamy jako réznice utamkow

S—<4 1>+<7 4)+(10 7 )+
" \4-1 4-1 7-4 7-4 10-7 10-7

+ ( 304 301 )+ ( 307 304 )
304-301 304-301 307-304 307-304

Sume S = mozna obli-

s=(1-2+G-7)* -0+ (o300 * (s~ 509
B 4 4 7 7 10 301 304 304 307

1 1 1 1 1 1 1 1 1
S=lo gty 0t 301 T304 Y302 307

c) obliczamy sume, redukujac parami wyrazy sasiednie, poza pierwszym i ostatnim
306
S=1- 307 = 307

. . . , _ 4 4 4
Postepujac w analogiczny sposéb, oblicz sume S = 1S + =g + 913 +
T 281285

Zadania na poziomie rozszerzonym okazaly sie zadaniami nietypowymi,
dos$¢ trudnymi. Ta trudno$¢ wynikata z nieprzewidywalnosci. W zestawie poja-
wialy sie rowniez zadania typowe, np. dotyczace problemu rozwigzania réwna-
nia kwadratowego z parametrem. W ponizszym zestawie przykladowych zadan
z poziomu rozszerzonego znajduje sie zadanie z indukcji matematycznej. Byt to
jedyny przypadek takiego zadania w calej historii matury zewnetrznej.
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R 2005 Zadanie 11 (3 pkt.)
Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = log,2_5(x3 + 4x? — x — 4) i zapisz ja
w postaci sumy przedzialow liczbowych.

R 2005 Zadanie 14 (5 pkt.)
Oblicz:

o 14+4+74+4+0Bn-2)
now5 + 7 + 9+ -4+ (2n+3)
R 2005 Zadanie 17 (7 pkt.)

Wykaz, bez uzycia kalkulatora i tablic, ze i/S\/E +7- i/S\/_ — 7 jest liczba
catkowitg.

R 2005 Zadanie 12 (5 pkt.)
Korzystajac z zasady indukcji matematycznej, wykaz, ze dla kazdej liczby na-
turalnej n > 1 prawdziwy jest wzor:

1:3-(AD2+2-4-2D%+ -+ n-(n+2) )2 =[(n+ 112 - 1.

R 2005 Zadanie 19 (10 pkt.)
Dane jest rGwnanie:

1
x2+(m—5)x+m2+m+z=0

Zbadaj, dla jakich wartosci parametru m stosunek sumy pierwiastkow rzeczywi-
stych réwnania do ich iloczynu przyjmuje warto$¢ najmniejszg. Wyznacz te
wartosc.

Autorzy powyzszego zadania zdecydowali, Zze bedzie ono punktowane na
maksymalnie 10 punktéw. To zadanie jest najbardziej punktowanym zadaniem
na obu poziomach w historii matur od 2005 roku.

W omawianych okresie zdajacy zdawali oba poziomy w jednym dniu, od 9.00
i od 14.00. Z perspektywy zdajacego bylo to wyzwanie wymagajace bardzo duzego
wysitku intelektualnego oraz kondycji fizycznej. Taka sytuacja utrzymala sie az do
roku 2012. Od 2013 roku egzaminy byly oddzielone kilkudniowa przerwa.

W okresie 2005-2009 egzamin maturalny z matematyki nie byt egzaminem obo-
wigzkowym dla wszystkich zdajacych. Zdawali go tylko chetni abiturienci szkot
srednich. W 2005 roku matematyka byta najchetniej wybieranym przedmiotem
z puli nieobowigzkowych. Od 2006 roku takim przedmiotem stala sie geografia®.

Na rozwigzania arkusza podstawowego zdajacy mieli 120 minut. W tym cza-
sie musieli rozwigza¢ 10 zadan otwartych, punktowanych od 3 do 7 punktéw.
Na poziomie rozszerzonym czasu na rozwigzanie zwykle dziewigciu zadan bylo

? Powodem tego byta najprawdopodobniej niska zdawalnos¢.
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wigcej, czyli na poczatku 150 minut, pézniej — 180 minut. Zdajacy, ktérym nie
udalo sie uzyska¢ przynajmniej 30% mozliwych do zdobycia punktéw’, mieli
zdawaé egzamin poprawkowy w styczniu nastepnego roku lub podczas kolejnej
majowej sesji maturalnej.

OKRES DRUGI, CZYLI 2010-2014

W tym okresie, po dwudziestu pieciu latach przerwy, matura z matematyki
na poziomie podstawowym stala si¢ egzaminem obowigzkowym dla wszystkich
zdajacych. Podstawa przeprowadzenia egzaminu maturalnego z matematyki
nadal byly Standardy wymagan egzaminacyjnych. Na dwa lata przed egzaminem
zostal udostepniony Informator maturalny z matematyki, okreslajacy oczekiwa-
ng strukture oraz budowe arkusza maturalnego. Zdajacy mogli tez zapoznac sig¢
z karta wzorow, z ktdrej mieli prawo korzysta¢ z trakcie egzaminu. Takie mate-
rialy pomocnicze, w kontekscie obowigzkowosci matematyki, nabraly szczegdlnie
istotnego znaczenia. Na uwage zasluguje fakt bardzo istotnej zmiany w arkuszu
na poziomie podstawowym. Typowy arkusz z tego okresu zawieral 25 zadan
zamknietych wielokrotnego wyboru, z jedna prawidlowa odpowiedzig®, 6 zadan
otwartych krotkiej odpowiedzi punktowanych na maksymalnie 2 punkty oraz
3 zadan otwartych rozszerzonej odpowiedzi.

Przyklady zadan egzaminacyjnych z drugiego okresu

P 2010 Zadanie 2 (1 pkt)
Spodnie po obnizce ceny o 30% kosztujg 126 zl. Ile kosztowaly spodnie

przed obnizka?
A. 163,80 zt B. 180 zt C.294 7t D. 420 zt
P 2010 Zadanie 3 (1 pkt)
2-2.3-1\°
Liczba <—> jest rowna
2—1 . 3—2
Al B.4 C.9 D. 36

P 2010 Zadanie 4 (1 pkt)
Liczba log,8 + log,2 jest réowna
Al B.2 C.log,6 D.log,10

* Zwykle bylo to 15 punktéw na 50 mozliwych.
* Odpowiedz prawdziwa, czyli werstraktor, znajdowata swoje miejsce na tle trzech od-
powiedzi nieprawdziwych - dystraktorow.
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P 2010 Zadanie 26 (2 pkt.)

Rozwiaz nieréwnoéé x2 —x —2 < 0
To ostatnie zadanie, dotyczace problemu rozwigzania nieréwnosci kwadratowej,
stalo sie przykladem najbardziej przewidywalnego zadania maturalnego az do
2022 roku. Warto réwniez doda¢, ze zwykle co trzeci zdajacy nie rozwigzuje
takiego zadania poprawnie.

P 2011 Zadanie 32 (5 pkt.)

Pewien turysta pokonal tras¢ 112 km, przechodzac kazdego dnia t¢ sama
liczbe kilometrow. Gdyby moégt przeznaczy¢ na t¢ wedrowke o 3 dni wiecej, to
w ciagu kazdego dnia moéglby przechodzi¢ o 12 km mniej. Oblicz, ile kilome-
trow dziennie przechodzil ten turysta.

Cytowane zadanie to przyktad bardzo popularnego zadania z drugiego okresu,
czyli zadania tekstowego sprowadzajacego sie do dos¢ rozbudowanego ukladu row-
nan. Przewidywalnos¢ takiego rodzaju zadan oraz ich tatwa adaptacja na zadania
o réznej tresci sprawily, ze zdajacy rozwigzywali je na do$¢ wysokim poziomie.

P 2010 Zadanie 30 (2 pkt.)

Uzasadnij, ze jesli (a? + b?)(c? + d?) = (ac + bd)?, to ad = bc.

W drugim okresie maturalnym znaczenia nabraly zadania wymagajace do-
wodzenia. Byly to zadania typu: wykaz, udowodnij, uzasadnij. Poziom ich roz-
wigzania zwykle oscylowal na poziomie kilku procent, czyli z ich poprawnym
rozwigzaniem radzilo sobie nie wigcej niz 10% wszystkich zdajacych. Wskazniki te
jednak stopniowo si¢ podnosity, aby ostatecznie osiggna¢ poziom 23% w roku 2022.

R 2010 Zadanie 1 (4 pkt.)
Rozwigz nierdéwno$¢ |2x + 4| + |x — 1] < 6.

R 2010 Zadanie 2 (4 pkt.)
Wyznacz wszystkie rozwigzania réwnania 2cos?x — 5sinx — 4 = 0 nalezg-
ce do przedziatu (0, 2m).

R 2010 Zadanie 5 (5 pkt.)

O liczbach a, b, c wiemy, Ze ciag (a, b, ¢) jest arytmetyczny i a + ¢ = 10, za$
ciag(a+1,b+4, c+19) jest geometryczny. Wyznacz te liczby.

Ostanie trzy zadania to przyklady zadan z poziomu rozszerzonego. Z per-
spektywy lat nalezy przyzna¢, ze arkusze na tym poziomie staly si¢ do§¢ przewi-
dywalne. Nieréwnosci z dwiema wartosciami bezwzglednymi, réwnanie trygo-
nometryczne sprowadzajace si¢ do réwnania kwadratowego oraz zadanie z ciggu
arytmetycznego przechodzacego w ciag geometryczny (lub odwrotnie) to lista
,pewniakéw” maturalnych. Swiadomi i dobrze kierowani przez nauczycieli zda-
jacy na pewno na tym korzystali. Musieli jednak wlozy¢ w przygotowanie si¢ do
egzaminu duzo pracy, co niewatpliwie bylo bardzo pozytywnym zjawiskiem.
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Na rozwigzanie arkusza podstawowego zdajacy mieli 170 minut. W tym cza-
sie musieli rozwigza¢ 25 zadan zamknietych oraz 9 zadan otwartych punktowa-
nych za 2, 4, 5 lub 6 punktéw. Na poziomie rozszerzonym na rozwigzanie zwy-
kle od 11 do 12 zadan bylo 180 minut.

W drugim okresie maturalnym zostala ustabilizowana pewna triada zwigzana
z terminami. Egzamin maturalny w terminie gléwnym odbywat si¢ na poczatku
maja. Egzamin maturalny w terminie dodatkowym na poczatku czerwca, a egza-
min poprawkowy w trzeciej dekadzie sierpnia. Taki porzadek stal si¢ juz pewna
tradycja porzadkujaca rok szkolny, ale rowniez i rekrutacje do szkoét wyzszych.

OKRES TRZECI, CZYLI 2015-2022

W tym okresie podstawg przeprowadzenia egzaminu stala si¢ podstawa progra-
mowa, solidnie przygotowywana od kilku lat (MEN, 2008). Standardy wymagan
egzaminacyjnych stracily racje bytu. Matura podstawowa na poziomie podstawo-
wym nadal byla (i nadal jest) egzaminem obowigzkowym dla wszystkich zdajg-
cych. Arkusze maturalne z tego okresu niewiele réznily si¢ od okresu drugiego,
przynajmniej na poziomie podstawowym. Istotnie zmienita si¢ struktura arkusza
na poziomie rozszerzonym. Pojawily si¢ w nim 4 zadania testowe wielokrotnego
wyboru z jedng odpowiedzig prawdziwg oraz jedno zadanie z tzw. kodowang od-
powiedzig. Pozostale zadania to zadania otwarte, punktowane od 3 do 7 punktéw.

Przyklady zadan egzaminacyjnych z trzeciego okresu
P 2015 Zadanie 6 (0-1 pkt)

Suma wszystkich pierwiastkéw réwnania (x + 3)(x + 7)(x — 11) = 0 jest
réwna

A. -1 B.21 C1 D.-21
P 2015 Zadanie 7 (0-1 pkt)
x — 1
Roéwnanie =x—-1
+1

A. ma dokfadnie jedno rozwigzanie: x = 1.

B. ma dok}adnie jedno rozwigzanie: x = 0.

C. ma dokladnie jedno rozwigzanie: x = — 1.
D. ma dokfadnie dwa rozwigzania: x =0, x = 1.

P 2015 Zadanie 26 (0-2 pkt.)
Rozwigz nieréwnos¢ 2x? — 4x > (x + 3)(x — 2).
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P 2015 Zadanie 27 (0-2 pkt.)
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y
prawdziwa jest nieréwnoé¢ 4x% — 8xy + 5y% > 0.

R 2015. Zadanie 2 (0-1 pkt)

x—2 dlax <0
Dana jest funkcja f okre$lona wzorem f(x) = {llx +3|—4|dlax >0
Réwnanie f(x) = 1 ma dokladnie
A. jedno rozwigzanie.
B. dwa rozwigzania.
C. cztery rozwigzania.

D. pie¢ rozwigzan.

R 2015. Zadanie 6 (0-2 pkt.)
<11n3+6n+5 2n®2 + 2n + 1

Oblicz granice lim

n—oo

6n3 + 1 5n2 — 4
ki wpisz kolejno cyfre jednosci i pierwsze dwie cyfry po przecinku rozwiniecia

>. W ponizsze krat-

dziesietnego otrzymanego wyniku.

R 2015. Zadanie 7 (0-2 pkt.)
f(6)
fQazy

Liczby (-1) i 3 sa miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f. Oblicz

R 2015. Zadanie 8 (0-3 pkt.)
Udowodnij, ze dla kazej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierdéwnos¢
x*—x?2—-2x+3>0.

R 2015. Zadanie 12 (0-4 pkt.)

Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) = x> — 2x% + 1 dla kazdej liczby rze-
czywistej x. Wyznacz réwnania tych stycznych do wykresu funkgji f, ktdre sa
réwnolegle do prostej o rownaniu y = 4x.

R 2015. Zadanie 16 (0-7 pkt.)

Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktorych przekrojem osiowym jest trojkat
o obwodzie 20. Oblicz wysoko$¢ i promien podstawy tego stozka, ktérego obje-
tos¢ jest najwieksza. Oblicz objetos¢ tego stozka.

Na szczegdlng uwage zastuguje ostatnie z listy przytoczonych zadan. Jest to
przyklad zadania otwartego zwigzanego z optymalizacjg, z wykorzystaniem ra-
chunku pochodnych, za 7 punktéw. I to byla wazna nowos¢, obecna w arku-
szach maturalnych réwniez i obecnie.
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Struktura arkusza maturalnego na poziomie podstawowym nie zmienita si¢
w stosunku do drugiego okresu maturalnego. Nadal na rozwigzania zadan zda-
jacy mieli 170 minut, 25 zadan testowych oraz 9 otwartych za 2, 4, 5, 6 pkt.

Na poziome rozszerzonym dla pordwnania: 180 minut, 4 zadania testowe,
1 z kodowang odpowiedzia, 10 zadan otwartych od 3 do 7 pkt., w tym zadania
na optymalizacje z wykorzystaniem rachunku pochodnych.

W tym momencie warto wspomnie¢ o pewnym zawirowaniu wynikajacym
z czasu pandemii. W 2020 roku z powodu Covid-19 gltéwna sesja maturalna
zostala przesunieta na czerwiec, matura dodatkowa na lipiec, a poprawkowa na
poczatek wrzesnia. Taka zmiana terminéw nie zachwiala znaczaco procesu re-
krutacji do szko6t wyzszych.

W latach 2021-2022 zostaly réwniez wprowadzone pewne zmiany w arkuszach
egzaminacyjnych. Ministerstwo Edukacji Narodowej uzasadnilo je trudnosciami
w przygotowaniach zdajacych wynikajacych z dtugotrwalej edukacji zdalnej oraz
strajkami nauczycieli z pierwszej potowy 2019 roku. Zdajacy mieli do rozwiaza-
nia 28 zadan zamknietych, 6 zadan otwartych krétkiej odpowiedzi i 1 zadanie
otwarte rozszerzonej odpowiedzi. Niektore tresci egzaminacyjne zostaly usuniete
z wymagan egzaminacyjnych. Modyfikacja wymagan i arkuszy dotyczyta row-
niez egzaminu na poziomie rozszerzonym, byly to jednak zmiana minimalne.

OKRES CZWARTY, CZYLI OD 2023

W tym okresie matura z matematyki na poziomie podstawowym bedzie na-
dal obowigzkowa dla wszystkich zdajacych. Podstawa jej przeprowadzenia stanie
sie podstawa programowa z 2019 roku (MEN, 2018), zmodyfikowana na okres
2023-2024 do wykazu wymagan egzaminacyjnych. W arkuszu egzaminacyjnym
bedzie od 29 do 40 zadan, znajdg si¢ w nim zaréwno zadania zamkniete, jak
i otwarte. Arkusz egzaminacyjny nie bedzie podzielony - tak jak arkusz w for-
mule 2015 - na dwie cze$ci: z zadaniami zamknietymi i otwartymi. W arkuszu
egzaminacyjnym beda wystepowaly wiazki zadan lub pojedyncze zadania.

Bedzie co najmniej 13 typéw zadan (CKE, 2022)°.

Oto wykaz typow zadan maturalnych na poziomie podstawowym.

1. Zdajacy wybiera jedng odpowiedz sposrod A-D.

2. Zdajacy wybiera jedng odpowiedz sposrod A-C oraz wybiera jedno uza-
sadnienie tej odpowiedzi sposréd 1-3 (ale tabelka moze mie¢ rézne roz-
miary, np. 2 x 2,2 x 3).

3. Zdajacy wybiera dwie odpowiedzi sposrod A-F.

> Skad zatem wrziglo sie stowo co najmniej? ,Zaprezentowane w Informatorze zadania
nie wyczerpuja wszystkich typow zadan, ktére mogg wystapi¢ w arkuszu egzaminacyjnym”.
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4. Zdajacy wybiera dwie odpowiedzi sposréd A-G.

5. Zdajacy wybiera jedna odpowiedz sposrod A-C oraz wybiera jedng od-
powiedz sposrod D-F.

6. Zdajacy wybiera jedna odpowiedz sposrod A-D oraz wybiera jedna od-
powiedz sposrod E-H.

7. Zdajacy ocenia prawdziwos¢ zdan (lub dokonczen zdan).

8. Zdajacy dobiera/przyporzadkowuje/zestawia odpowiedz (sposrod poda-
nych) do okreslonych sytuacji/obiektdw/elementow.

9. Zadanie otwarte za 1 punkt ... wykropkowane z miejscem do uzupelnie-
nia lub kroétkie zadanie.

10. Zadanie otwarte za 2 punkty.

11. Zadanie otwarte za 3 punkty.

12. Zadanie otwarte za 4 punkty.

13. WIAZKA. Wiazka zadan to zestaw od dwoch do czterech zadan wyste-
pujacych we wspolnym kontekscie tematycznym, przy czym kazde z za-
dan wigzki mozna rozwigza¢ niezaleznie od rozwigzania innych zadan
w danej wigzce. Wigzka zadan moze si¢ skltada¢ zaréwno z zadan za-
mknietych, jak i z zadan otwartych.

Trudno przewidzie¢, jak rzeczywiscie bedzie wygladat arkusz maturalny z ma-
tematyki na poziomie podstawowym. Wiadomo natomiast, jak wygladat arkusz
z matematyki w czerwcu 2022 roku. Arkusz na poziomie podstawowym sktadat
sie z 35 zadan. Zadania 1-28 byly zadaniami zamknietymi, zadania 29-34 otwar-
tymi krotkiej odpowiedzi, zadanie 35 bylo zadaniem otwartym rozszerzonej
odpowiedzi. Byl pewien porzadek. Najpierw zadania zamkniete, nastepnie za-
dania otwarte.

Przyklady zadan egzaminacyjnych z czwartego okresu

Ponizej przyklad wybranych transformacji zadan z arkusza z czerwca do
2022 na typy zadan z czwartego okresu maturalnego.

P 2015, dodatkowa, Zadanie 1 (0-2 pkt.)
Dokoncz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich do-
konczenie zdania bylo prawdziwe.

Liczba (2v/8 - 3v/2)? jest réwna
A2 B1 C26 D14 E(8-3VZ) FV6 G.6v2

P 2015, dodatkowa, Zadanie 2 (0-1 pkt)
Dodatnie liczby x i y spelniaja warunek 2x = 3y.
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposréd podanych.
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2 2

+
Wyrazenie Ty przyjmuje wartos¢
A2 B. 13 c. b D. 3
3 6 13 2

P 2015, dodatkowa, Zadanie 4 (0-1 pkt)

Cena dziatki po kolejnych dwéch obnizkach, za kazdym razem o 10% w od-
niesieniu do ceny obowigzujacej w danym momencie, jest rowna 78 732 zl.

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest praw-

dziwe, albo F - jesli jest falszywe.

Cena tej dzialki przed obiema obnizkami byta, w zaokragleniu do

1. . P|F
1 zt, réwna 97 200 zt
Cena tej dzialki po pierwszej obnizce byla, w zaokragleniu do 1 zt,

2., P|F
réwna 87 450 zt

P 2015, dodatkowa, Zadanie 5 (0-1 pkt)

Dana jest liczba 32 * %
Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A, B albo C
oraz jej uzasadnienie 1, 2 albo 3.
dla dodatniej liczby rzeczywistej a oraz liczb
A.3° tio 32. 3% 1. wymiernych p, g zachodzi wzér:
aP* = gP + a4
dla dodatniej liczby rzeczywistej a oraz liczb
B. 3° tao 32 + 3% poniewaz 2. wymiernych p, g zachodzi wzor:
aPt4 = gP - g4
dla dodatniej liczby rzeczywistej a oraz liczb

C. 32 +3_ /81 3. naturalnych m, n zachodzi wzér:
n
am = Vam

P 2015, dodatkowa, Zadanie 6 (0-2 pkt.)
Dany jest uklad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi:

{ 22x — 22y =2
22x + 22y = -1
Rozwiaz ten uklad réwnan.

Zapisz obliczenia.

P 2015, dodatkowa, Zadanie 8 (0-2 pkt.)
Dane jest rownanie 2x(x* - 9)(x +1) = 0.
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Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz sposrod A-D oraz odpowiedz spo-
$rod E-H.
Iloczyn rozwigzan réwnania jest rowny

A -3 B.3 C.0 D.9
Srednia arytmetyczna rozwigzan réwnania jest réwna
E.0 F.-1 G.-0,5 H. -0,25

P 2015, dodatkowa, Zadanie 11 (0-1 pkt)

1
Funkgcja liniowa f jest okreslona wzorem f(x) = — 3 (x+3)+5.

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz sposréd A-C oraz odpowiedzZ spo-
$rod D-F.
Miejscem zerowym funkgji fjest liczba

A. 15 B.12 C.5
Wrykres funkgji f przecina 0§ OY w punkcie o rzednej réwnej
D.5 E. 4 F.3

P 2015, dodatkowa, Zadanie 28 (0-1 pkt)

Dany jest uporzadkowany zestaw szesciu liczb: 2x, 4, 6, 8, 11, 13. Srednia
arytmetyczna tego zestawu jest rwna 5.

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz sposrod A-B oraz odpowiedz spo-
$rod C-D.

Pierwsza liczba w zestawie jest rowna: ~ A. -12 B.-6

Mediana zestawu liczb jest roOwna: C.5 D.7

P 2015, dodatkowa, Zadanie 32 (0-1 pkt)

Kat o jest ostryitg o = 2.

Wybierz zdanie prawdziwe A albo B oraz zdanie 1, 2 albo 3 uzasadniajace
takie stwierdzenie.
1. Jezeli tg @ = 2, to cosa = 2sina oraz 5 sin‘al = 4.

4
A. Wtedy sin 20 = 3

2. Jezelitg @ = 2, to sin o = 2cosa oraz 5 cos’o = 1.

B. Wtedy 2 - cos’a. = 1,9. 3. Jezelikat a jest ostry i tga = 2,to cos o = L
' V10
P 2015, dodatkowa, Zadanie 35 (0-4 pkt.)
Wrykres funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(x) = ax* + bx + ¢ ma
z prostg o réwnaniu y = 6 dokladnie jeden punkt wspdlny.

Punkty A = (-5, 0) i B = (3, 0) naleza do wykresu f.
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Uzupelnij brakujace miejsca w tekscie.

Druga wspolrzedna wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkgji f jest
réowna... .

Os$ symetrii tej paraboli jest opisana rownaniem... .

Wspolczynnik a przyjmuje warto$¢... .

Funkcje f mozna przedstawi¢ w postaci... .

Wspotczynnik a przyjmuje warto$é — Z.

Na rozwigzanie arkusza na poziomie podstawowym zdajacy beda mieli 180 mi-
nut, czyli 10 minut wiecej niz w latach poprzednich. Arkusz na poziomie rozsze-
rzonym swoja strukturg bedzie przypominat arkusze z drugiego okresu matu-
ralnego i nadal na jego rozwigzania bedzie 180 minut.

DYSKUSJA

Typy zadan maturalnych, ich jako$¢ oraz trudno$¢ maja niewatpliwy i bez-
posredni wplyw na uczniéw, rodzicéw uczniéw, a takze nauczycieli matematyki.
I mimo Ze s3 konstruowane na podstawie wymagan egzaminacyjnych, to stano-
wig praktyczny wzorzec, wrecz punkt odniesienia dla wszystkich podmiotéw
zaangazowanych w przygotowanie do tego doniostego i niezwykle waznego
egzaminu, jakim jest matura z matematyki. Jako$¢ zadan maturalnych ma tez
posredni wplyw na uczelnie wyzsze, autoréow zbioréw zadan pomocniczych,
wydawcow i rynek ksiegarski, recenzentéw, konsultantéw i doradcéw meto-
dycznych. Nie mozna zapomnie¢ réwniez o stale powiekszajacym sie¢ rynku
korepetycji i kurséw pozaszkolnych, réwniez dostepnych w internecie.

Przypomnijmy jeszcze gtéwne funkcje egzaminu maturalnego.

Wedlug Centralnej Komisji Edukacyjnej (CKE, 2002):

Egzamin maturalny pelni trzy zasadnicze funkgcje:

1. Wyznacza poziom spelniania przez zdajacych wymagan programowych
w zakresie przedmiotéw, z ktorych przystepowali do egzaminéw.

2. Stanowi poswiadczenie osiagniecia przez zdajacego wymaganego pra-
wem poziomu wiadomosci i umiejetnosci w zakresie jezyka polskiego,
matematyki i wybranego jezyka obcego — w przypadku zdania wszystkich
egzaminéw obowigzkowych w czesci pisemnej (na poziomie podstawo-
wym) oraz w czesci ustnej (bez okreslania poziomu).

3. Zastepuje egzamin wstepny do szkél wyzszych, ktore wykorzystuja wy-
niki egzaminu maturalnego z danego przedmiotu lub przedmiotéw -
przede wszystkim na poziomie rozszerzonym - jako kryteria w procesie
rekrutacji.
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Dobrze, ze matematyka jest wérod przedmiotéw gtéwnych, obowigzkowych.
Zajmuje wazne miejsce w systemie edukacji, co przektada si¢ réwniez na zna-
czenie nauczycieli matematyki, szczegélnie egzaminatoréw maturalnych Okre-
gowych Komisji Egzaminacyjnych.

Patrzac na problem matury z matematyki z perspektywy zdajacego, nieza-
leznie od okresu maturalnego, mozna zaproponowac zestaw pewnych praktycz-
nych powinnosci. Pisal o tym Tomasz Szwed (Szwed, 2022). Naleza do nich:
wykonanie ciezkiej pracy; samodzielnos¢, czyli samodzielnie rozwigzywanie
zadan; réznorodnos¢, czyli rozwigzywanie zadan réznymi metodami; strategie,
czyli rozwigzywanie zadan testowych réznymi sposobami; ostroznos¢, czyli we-
ryfikowanie swoich rozwigzan z kim$ bardziej doswiadczonym; dokladnos¢,
czyli dokladne odczytywanie tresci zadan oraz precyzyjne odpowiadanie na
pytanie zawarte w zadaniu otwartym; zrozumienie, czyli nieuczenie si¢ matema-
tyki na pamigé; wsparcie, czyli uwazne stuchanie nauczyciela, a takze korzysta-
nie z wlasciwych zestawéw wzoréw maturalnych; postawienie na twodrczos¢,
czyli nieskracanie rozwigzania zadania otwartego; prostote, czyli nieuzywanie
zbyt formalnego jezyka matematycznego na sile; planowanie, czyli przygotowa-
nie sobie planu powtdrzen i dobrych materiatéw do ¢wiczen; wspolprace, czyli
rozwigzywanie zadan z innymi uczacymi sie. A w ksztaltowaniu wszystkich
wymienionych cech wazng role odgrywa matematyka, szczegdlnie jakos¢ i typ
zadan maturalnych.
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Streszczenie

Edukacja matematyczna odgrywa istotng role w rozwoju dziecka. Jednym z jej celow jest
wyposazenie ucznia w niezbedna wiedze i umiejetnosci matematyczne, ktore moga by¢ przy-
datne w zyciu codziennym. Duzy nacisk kfadziony jest rowniez na rozwdj kreatywnego
i krytycznego myslenia. Mozna to osiagnac przez stawianie przed uczniem roéznych zadan
stymulujacych kreatywno$¢. Sprzyjaja temu zadania dotyczace odkrywania regut i zaleznosci,
w ktorych nie ma z goéry narzuconego rozwiazania. W tym referacie przedstawiam rezultaty
pracy uczniéw nad takim zadaniem. Uczniowie zaprezentowali rézne podejscia do tego
samego problemu. Jak pokazaly wyniki analizy jako$ciowej, wazne bylo refleksyjne podejscie
do zadania i swojego rozwigzania.

Summary

Mathematics education plays an important role in a child's development. One of its goals
is to equip the student with the necessary mathematical knowledge and skills that can be useful
in everyday life. Great emphasis is also placed on the development of creative and critical
thinking. This can be achieved by giving the student different tasks to stimulate creativity.
This is achieved by tasks related to discovering rules and dependencies, in which there is no
predetermined solution. In this article, I present the results of students' work on such a task.
Students presented different approaches to the same problem. As the results of the qualitative
analysis showed, a reflective approach to the task and its solution was important here.

W ostatnich latach wiele wysitku wlozono w reforme systemu edukacji.
Zmiany dotyczyly nie tylko samego sposobu organizacji systemu, ale dotykaly
réwniez warstwy programowej. Zmieniajaca sie rzeczywisto$¢, w ktorej zZyjemy,
wymusza zmian¢ w podejsciu do edukacji. Edukacja matematyczna staje przed
nowymi wyzwaniami. Celem nie jest tu jedynie wyposazenie ucznia w odpo-
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wiednig wiedze¢. Znajomo$¢ poje¢ i wlasnosci matematycznych jest istotna, ale
liczy sie tez co$ jeszcze. Istotne jest wyposazenie ucznia w pewne umiejetnosci
i kompetencje przydatne w realnym zyciu. Analizujac aktualng podstawe pro-
gramowg dla polskiego systemu edukacji, mozna odnies¢ wrazenie, ze dla jej
tworcow te kwestie rowniez mialy istotne znaczenie. Czytamy bowiem, ze celem
edukacji jest ,,[...] rozwijanie kompetencji, takich jak: kreatywnos¢ [...]; rozwi-
janie umiejetnosci krytycznego i logicznego myslenia, rozumowania, argumen-
towania i wnioskowania” (MEN, 2017). Ponadto do najwazniejszych umiejetno-
$ci ksztaltowanych w ramach edukacji szkolnej podstawa programowa zalicza
~kreatywne rozwigzywanie problemdéw”. Zmiany w programie nauczania w od-
niesieniu do nauczania matematyki klada glowny nacisk na rozwéj myslenia.
Chodzi o to, aby ksztalci¢ w taki sposob, aby uczen byl osoba samodzielnie my-
slacg (MEN, 2017). Zatem istotnym zadaniem dla nauczycieli jest kierowanie
procesem nauczania-uczenia sie¢ w taki sposob, aby uczen mogt rozwijaé¢ swoje
krytyczne i kreatywne myslenie. Uczniowie s3 w stanie tego dokona¢, potrafiag
radzi¢ sobie z réznego rodzaju problemami w zyciu codziennym. ,,Krytyczne
myslenie” ucznia oznacza tu jego umiejetnos¢ do wyszukiwania informacji, ana-
lizowania ich, do wyciggania wnioskéw, formulowania wlasnych opinii. To
réwniez umiejetnos¢ do podejmowania refleksji nad wlasng praca, wlasnymi
dokonaniami.

Uczenie matematyki réznie bylo i jest rozumiane. Jednak mozna je utozsa-
miac z nauczaniem mys$lenia, dzialania i porozumiewania si¢ ,,matematycznego”
(Arzarello, 2016). Podkresla sie zwlaszcza to, ze oprécz wiedzy merytoryczne;j
uczen powinien réwniez posiada¢ szeroki wachlarz matematycznych umiejetnosci,
do ktorych mozemy zaliczy¢ umiejetnos¢ analizowania, stawiania hipotez, umie-
jetno$¢ argumentowania i uzasadniania, a takze umiejetnos¢ krytycznego i krea-
tywnego myslenia. Zwlaszcza te dwie ostatnie kompetencje sa szeroko brane pod
uwage jako istotne dla rozwoju wiedzy matematycznej ucznia (Oldridge, 2015).

Inng kwestig jest sam sposob organizowania procesu nauczania-uczenia sig.
Podkresla sie duza role ucznia w odkrywaniu wlasnej wiedzy matematycznej.
Nauczyciel powinien by¢ drogowskazem i pomoca dla ucznia. Samodzielne
dochodzenie do wiedzy ma bardziej wymierne efekty niz zwykle ,,przyswajanie”
podawanych gotowych informacji. Jak pisze Hejny (1998) w swojej Teorii mo-
delu ogdlnego (Theory of Generic Model), budowanie si¢ wiedzy matematycznej
ucznia to proces diugotrwaty i zlozony. Sklada si¢ na niego szereg czynnikéw.
Waznym elementem s3 tu doswiadczenia wlasne ucznia. Im bogatszy zbiér do-
$wiadczen, tym lepiej przebiega proces poznawczy. Jest on jednak rézny, w za-
leznosci od tego, do jakiego $wiata matematyki sie odnosi: arytmetyki czy geo-
metrii. Oba s3 wspolzalezne i nawzajem sie przenikaja i uzupelniajg, chociaz
majg rézne korzenie i charakteryzuja sie réznym podejéciem. Swiat arytmetyki
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jest dokladnie ustrukturyzowany, rzadzi si¢ jasnymi regutami. Stosowane w tym
$wiecie symbole i zapisy sa jednoznacznie przez wszystkich odczytywane. Sytua-
cja wyglada nieco inaczej w przypadku $wiata geometrii. Jak podkreslaja Hejny
i Jirotkova (2006):

Swiat geometrii jest spolecznoscia jednostek lub matych rodzin i istnieje duza réznorod-
no$¢ powigzan miedzy nimi. Z dydaktycznego punktu widzenia arytmetyka nadaje sie
do systematycznego rozwijania umiejetnosci, a geometria jest bardziej odpowiednia dla
umiejetnosci takich, jak eksperymentowanie, odkrywanie, kreowanie, konstruowanie,
stawianie hipotez i tworzenie ministruktur. (s. 394)"

Zatem geometria jest dobrym punktem startowym do rozwijania myslenia ma-
tematycznego oraz kreatywnego podejscia. Zwlaszcza jezeli idee geometryczne
polaczymy z poszukiwaniem regularnosci.

Badanie regularnosci, odkrywanie regul i zaleznosci jest jednym ze sposo-
bow na rozwijanie myslenia matematycznego uczniéw. W literaturze mozemy
znalez¢ sporo opisow badan dotyczacych odkrywania regularnosci i uogélniania
zauwazonych regul (Stacey, 1989; Mason, 1996; Garcia Cruz, Martindn, 1997;
Sasman, Olivier, Linchevski, 1999; A. Orton, ]. Orton, 1999; Zazkis, Liljedahl,
2002a, 2002b; Littler, Benson, 2005a, 2005b; Carraher, Martinez, Schliemann,
2008). Rozwigzywanie zadan dotyczacych dostrzegania i odkrywania regularno-
$ci ma szereg zalet. Stymuluje rozw6j myslenia ucznia oraz jego kreatywnosc,
uczy rowniez odpowiedniego podejscia: analizy, stawiania hipotez, weryfikowa-
nia ich. Poszukiwanie regularnosci to jedna z metod rozwigzywania problemoéw.
Pisze o tym E. Soboda:

Zauwazanie regularnosci jest umiejetnoscig ze wszech miar pozadang. Czynnosci, w ktd-
rych dziecko ma zauwazy¢ regularno$¢, dziata¢ zgodnie z zasada - to takie, ktére stymu-
luja jego rozwoj umystowy. Sg réwniez podstawa myslenia matematycznego na kazdym
poziomie kompetencji matematycznych. (Swoboda, 2006, s. 51-52)*

Dla ucznia zadania dotyczace odkrywania regut sg ciekawe i pelne wyzwan.
Sa réwniez zrédlem satysfakcji (Gruszczyk-Kolczynska, 2001; Urbanska, 2003).

''W oryginale: The world of geometry is a community of individuals or small families
and there is a large diversity in the linkages between them. From the didactic point of view,
arithmetic is suitable for developing abilities systematically, and geometry is more suitable
for abilities such as experimenting, discovering, concept creation, hypothesizing and creating
mini-structures.

> W oryginale: Noticing the regularity is a skill desired by all means. Activities in which
a child is to notice the regularity, act according to the rule — are those stimulating his mental
development. They are also the basis of mathematical thinking at each level of mathematical
competence
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Zastosowanie zadan zwigzanych z poszukiwaniem i dostrzeganiem zaleznosci
i regularnosci moze wspiera¢ rozwdj refleksyjnego, krytycznego myslenia ucz-
nidéw. Z drugiej strony ten rodzaj myslenia - krytycznego i refleksyjnego - moze
znaczaco wspiera¢ rozwoj myslenia matematycznego, a w szczegdlnosci mysle-
nia algebraicznego. Wydaje si¢ zatem stuszne polacznie tych dwéch waznych
zagadnien: dostrzegania regularnosci i uogélniania oraz geometrii. Pojawito si¢
pytanie: Jak wykorzysta¢ potencjal geometrii oraz zadan dotyczacych odkrywa-
nia zaleznosci i uogolniania w procesie rozwijania wiedzy matematycznej
ucznia? Jak kreowa¢ zadania laczace te dwa aspekty, aby wspieraly kreatywne
i refleksyjne myslenie? Te pytania staly si¢ inspiracja do przygotowania i prze-
prowadzenia opisanych ponizej badan.

METODOLOGIA BADAN

Opisane w tym referacie badania byly prowadzone w ramach przygotowy-
wania pracy magisterskiej przez studentke kierunku matematyka na Uniwersy-
tecie Rzeszowskim (Pikor, 2021). Badania te dotyczyly umiejetnosci uogélniania
przez uczniéw ze szkoly podstawowej z klas IV-VIII. W badaniu bralo udziat
34 ucznidéw (12 - IV, 12 - VII, 10 - VIII). Zostalo ono przeprowadzone podczas
jednej lekcji w kazdej z trzech klas. Material badawczy stanowily pisemne prace
uczniow.

Gléwne pytanie badawcze brzmialo: Czy uczniowie klas IV-VIII potrafig
dostrzega¢ zaleznosci i dokonywa¢ uogdlnien. Chodzito przede wszystkim
o sprawdzenie, jak radzg sobie z uogélnianiem zauwazonych zaleznosci ucznio-
wie z klas IV, VI i VIII oraz jakie sa réznice w podejsciu do zadania dotyczacego
dostrzegania zaleznosci i uogoélniania. W szczegdlnosci badanie mialo pomoéc
w znalezieniu odpowiedzi na nastepujace pytania:

- Jakie strategie pracy stosujg uczniowie podczas rozwigzywania zadania?

- Jakie zalezno$ci udato im sie odszukaé w zadaniu?

- Czy podczas pracy nad zadaniem pojawita sie refleksja i krytyczne myslenie?

- Czy sposob pracy nad zadaniem pozwolil na dostrzezenie zaleznosci i do-

konania uogoélnienia?

Material badawczy stanowily prace pisemne uczniéw oraz notatki z obser-
wacji przebiegu badania. Caly material badawczy zostal poddany analizie ilo-
$ciowej i jakosciowej. Analiza ilosciowa miala pokaza¢, jakie bylo ogoélne podej-
$cie do zadania i jak uczniowie sobie z nim radzili. Analiza jakosciowa miata
pokaza¢ indywidualne podejscie ucznia do zadania. W niniejszym referacie
przedstawiam wyniki badan w ujeciu analizy ilosciowej w odniesieniu do
wszystkich klas bioracych udzial w badaniu. Wyniki badan w ujeciu analizy
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jakosciowej przedstawiam jedynie w odniesieniu do klasy IV. Jest to spowodo-
wane ograniczonym miejscem w referacie.

Narzedzie badawcze stanowila karta pracy, na ktdrej znalazly si¢ nastepujace
zadania:

1. Dorysuj czwarta i pigta siatke. Podaj iloi¢ wykorzystanych zapalek do utworzenia kazdej
siatki oraz ilogé kwadratdw, kubre widzisz w kazde] siatce,

statka 3
siatka2 © 7 7T

r e " " .

slatha 1

" - r rr r r r

NR SLATHI 1 Fl ] 4 §
[

TAPALEK
ILG4E
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2. Ne zapatek i kwadravow bedzie wsiatce 61 7.

sir. 2,72

3. Czy da sie ulo2y¢ sfatke zlozong z takie] samej liczby zapatek | Uodc kwadratow?
OdpowiedZ uzasani).

4. Czy dostrzegasz zalednosé miedzy numerem sfatki, aliczba zapalek § liczba kwadratdw?
Jezell tak, to sprobuj zapisac jaka?

Rysunek 1. Narzedzie badawcze - karta pracy

Zadania zaprezentowane na karcie pracy nie narzucaly sposobu metody rozwig-
zania. Uczniowie mieli pelng swobode w wyborze sposobu postepowania i inter-
pretacji tresci zadania. Jako poprawne brane byly pod uwage dwa rozwigzania.
Mozna byto liczy¢ tylko kwadraty jednostkowe, czyli kwadraty o diugosci boku
jednej zapaltki. Wtedy sekwencja opisujaca liczbe kwadratéw uzyskanych przez
ucznia wygladataby nastepujaco: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49 itd. Byly to wiec kwadraty
kolejnych liczb naturalnych (tu: numery kolejnych siatek). W drugim podejsciu
mozna bylo policzy¢ wszystkie kwadraty, jakie tylko dalo si¢ wyrdézni¢ w calej
siatce, czyli te o boku dilugosci jednej zapalki, o boku dlugosci dwoch zapatek,
o boku dlugosci trzech zapalek itd. Wtedy uzyskana sekwencja opisujaca liczbe
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kwadratéow wygladalaby nastepujaco: 1, 5, 14, 30, 55, 91, 140. Tu, aby uzyska¢
wynik, trzeba bylo doda¢ kolejne kwadraty liczb naturalnych od jeden do numeru
danej siatki (albo do wyniku uzyskanego dla poprzedniej siatki doda¢ kwadrat
numeru danej siatki). Oba rozwigzania zostaly potraktowane jako prawidlowe.
Jesli chodzi o liczbe zapalek uzytych do zbudowania kolejnych siatek, dopiero
analiza wynikéw wpisanych do tabeli pozwolila zauwazy¢ odpowiednig zaleznos¢
i odkry¢ regule. Aby obliczy¢ liczbe zapalek, trzeba bylo doda¢ kolejne wielokrot-
nosci 4 do wyniku uzyskanego dla poprzedniej siatki (np. dla siatki 2: 4 + 8, dla
siatki 4: 4 + 8 + 12). W zwigzku z tym ogélna regula byta nastepujaca: Liczba za-
patek uzytych do zbudowania siatki numer n jest sumg kolejnych liczb natural-
nych od 1 do n pomnozong przez 4, co mozna zapisac jako 2n (n + 1).

WYNIKI BADAN

Analiza materialu badawczego pozwolita na wyrdznienie kilku strategii sto-
sowanych przez ucznidéw (niezaleznie od tego, w ktorej klasie byli):
A - kwadrat jednostkowy — uczniowie liczyli jedynie kwadraty o boku 1 zapalki,
B - wszystkie kwadraty - uczniowie liczyli wszystkie mozliwe kwadraty, ja-
kie byty widoczne w danej siatce (czyli 1 x 1,2 x 2, 3 x 3 itd.),
C- duzy kwadrat i kwadraty jednostkowe — uczniowie brali pod uwage duzy
kwadrat oraz tworzace go kwadraty jednostkowe,
D- inne - rézne inne podejscia uczniéw, np. inne dla siatek o numerach pa-
rzystych, a inne dla nieparzystych.
Wyniki uzyskane w trakcie analizy prac uczniowskich pokazaty, ze dominuja-
cym podejsciem uczniéow bylo liczenie kwadratéw jednostkowych. Ponadto
uczniowie starali si¢ dostrzega¢ zaleznosci miedzy liczbg kwadratéw, liczbg za-
palek oraz numerem siatki. Jednak nie zawsze zauwazone zaleznosci prowadzity
do podania reguly ogélnej. Zbiorcze wyniki badan wszystkich uczniéw biora-
cych w nich udzial przedstawia ponizsza tabela:

Tabela 1. Zbiorcze wyniki badan (po wstepnej analizie materiatu badawczego)

Strategia Liczba kwadratéw | Liczba zapalek | Zauwazona o
. .. |Uogoélnienie
Klasa | A | B | C | D | popr. | biad | popr. | blad zalezno$¢
[%]
v 50 | 25 | 25 0 67 33 50 50 17 0
VI 60 | 17 | 25 8 75 25 75 25 60 30
VIII 30 [ 30 | 30 | 10 90 10 90 10 50 30
Razem 47 | 23 | 26 4 76 24 70 30 41 20
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Jak mozemy zauwazy¢ w tabeli 1, wszyscy uczniowie bioracy udzial w bada-
niu podjeli préobe rozwigzania zaprezentowanych im na karcie pracy zadan.
Ponadto dwa pierwsze zadania (dotyczace podania liczby kwadratéw i liczby
zapalek dla konkretnych siatek) zostaly w wigkszosci rozwiazane poprawnie
(okoto 76% uczniéw poprawnie podalo liczbe kwadratéw w poszczegdlnych
siatkach, a 70% - prawidlowg liczbe zapalek). Uczniowie probowali odkry¢,
dostrzec zwiazek miedzy liczba kwadratow, liczbg zapatek i numerem siatki.
Duzo lepiej poradzili sobie z tym uczniowie dwdch starszych klas. Potrafili po-
wigza¢ numer siatki z liczbg kwadratéw i liczba zapalek. Mieli jednak spore
trudnosci w uogdlnianiu zaobserwowanych zaleznosci i zapisywaniu ich w for-
mie ogolnej reguly. Zapis z uzyciem symboli zdecydowanie czgsciej pojawial si¢
w klasie VIII. Uczniowie klasy IV prébowali dostrzega¢ zaleznodci wystepujace
w zadaniu, a ich spostrzezenia zazwyczaj dotyczyly samego sposobu budowania
kolejnych siatek. Ze wzgledu na to, Ze nie spotkali si¢ w dotychczasowej edukacji
z algebrg i zapisem algebraicznym, ,nie” potrafili dokona¢ uogdlnienia zauwa-
zonych zaleznosci.

Przyklady uczniowskich rozwigzan

Uczniowie klasy IV mieli najmniejsze doswiadczenie w zakresie algebry,
stad tez ich podejscie do rozwigzania bylo najbardziej intuicyjne. Ponizej
przedstawiam analize atomiczng wybranych prac uczniéw z klasy IV.

Przyklad 1

Uczen S1 staral sie rozwigza¢ wszystkie zadania. Rezultat jego pracy przed-
stawia rysunek 2.

Analizujac rozwigzania zaprezentowane przez ucznia, mozemy zauwazyc, ze
w przypadku liczby kwadratow zastosowal on strategie: duzy kwadrat i kwadraty
jednostkowe. Swiadczg o tym zapisane obliczenia dla 6 i 7 siatki: 6 x 6 + 1 = 37
oraz 7 x 7 + 1 = 50. Takie podejscie moze $§wiadczy¢ o tym, ze uczen dostrzegt, iz
cala siatka ma ksztalt kwadratu, ktérego wymiary sa rowne jej numerowi. Stad
tez jeden duzy kwadrat jest podzielony na n x n mniejszych, jednostkowych.
Takie postrzeganie silnie zwigzane jest z aspektem wizualnym zadania. By¢ mo-
ze aspekt wizualny byt tu dominujacy. Uczen konsekwentnie stosowal zauwazo-
na zaleznos$¢ w dalszej czesci zadania. Liczac liczbe zapatek dla poszczegélnych
siatek w zadaniu pierwszym, uczen skorzystal z pomocy rysunkéw. Liczyt ,,na
piechote”, zaznaczajac kazdg przeliczong zapalke, co mozemy zauwazy¢ na ry-
sunkach siatek. Ta metoda sprawdzita si¢ przy pigciu pierwszych siatkach. Prze-
chodzac do zadania drugiego, uczen zaczat analizowac kolejne liczby i zauwazyt,
ze warto$ci wzrastajg kolejno o 8, 12, 16, 20. Stad tez wywnioskowal, ze liczba
zapatek w 6 siatce wzrosnie o 24, a w 7 — o 28. Tq odkryta zalezno$¢ zapisal
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1. Dorysuj czwarta i piata siatke. Podaj ilos¢ wykorzystanych zapatek do utworzenia kazdej
siatki oraz ilo§¢ kwadratow, ktore widzisz w kazdej siatce.
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Rysunek 2. Przyklad pracy ucznia S1

w dodatkowej tabelce: 84 + 28 = 112. Widoczne na rysunku siatki nr 7 kreski na
zapatkach z pierwszej kolumny i pierwszego rzedu moga wskazywac na to, ze
uczen sprawdzal poprawnos¢ swojej hipotezy — przeliczone elementy to 28 za-
palek. Odkrycie tej zalezno$ci mozliwe bylo dzigki temu, ze rysujac kolejne siat-
ki, uczen zauwazyl, ze kazda nast¢pna powstaje przez dolozenie jednego rzedu
i jednej kolumny do poprzedniej. Doswiadczenie zdobyte podczas tworzenia
kolejnych ilustracji zaowocowalo odkryciem zaleznoéci arytmetycznej miedzy
poszczegdlnymi liczbami w wierszu ,,liczba zapalek”. Uczen podjal probe udzie-
lenia odpowiedzi na pozostale pytania. Jednak ze wzgledu na brak odpowiedniej
wiedzy z zakresu algebry nie udalo mu si¢ zapisa¢ dostrzezonych zaleznosci
w formie ogélnego wzoru. Zauwazyt tylko, ze: ,siatka to kwadrat zlozony z ma-
tych kwadratéw, a na jeden kwadrat potrzeba czterech zapalek”. Jest to w pew-
nym sensie uzasadnienie do zastosowanej przez niego w zadaniu reguly.

Przyklad 2
Uczen S2 w swojej pracy skupil si¢ przede wszystkim na aspekcie wizualnym
zadania. Najwazniejsze dla niego byto w miare doktadne odwzorowanie siatek,
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stad zwrdcenie uwagi na proporcje, kolory czy tez wezly bedace gtowkami zapa-
tek. Przystepujac do rysowania, najpierw staral sie¢ narysowa¢ kwadrat odpo-
wiednio wigkszy od poprzedniej siatki, a nastepnie dzielit go na mniejsze. Dla
tego ucznia istotne byto policzenie kwadratow jednostkowych, z jakich skladaja
sie poszczegodlne siatki. Zauwazyl rowniez, ze liczba kwadratéw w kazdym wier-
szu i kolumnie kolejnej siatki jest taka sama jak jej numer. Stad tez liczba kwa-
dratow to numer siatki pomnozony przez siebie. Takie tez wyniki zostaly wpisa-
ne w poszczegdlne okienka tabeli: 1, 4, 9, 16, 25. Do$¢ zaskakujaca w przypadku
tego ucznia jest odpowiedz na pytanie o liczbe zapatek. Wydaje sie, ze sugestyw-
ne bylo wpisanie pierwszych dwoéch liczb ,4” w tabeli. To mogto skutkowac
odkryciem zaleznosci: liczba zapalek w danej siatce jest taka sama, jak liczba
kwadratow w kolejnej siatce. Za$ zalezno$¢ geometryczna zwigzana z liczba
kwadratéw byla tatwiejsza do zauwazenia, stad uczen najpierw obliczal liczbe
kwadratéw, a dopiero pdzniej wpisywal na jej podstawie liczbe zapatek. Konse-
kwencje takiego postepowania widzimy w zapisanym rozwigzaniu do zadania 2:
»W siatce 6 bedzie 49 zapalek”. Dla ucznia odkrycie tych zaleznosci bylo na tyle
wazne, ze nie widzial konieczno$ci ich weryfikacji.

1. Dorysuj czwartg i piata siatke. Podaj ilos¢ wykorzystanych zapatek do-utworzenia kaszJ
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Rysunek 3. Przyklad pracy ucznia S2
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Takie podejscie moze $wiadczy¢ o tym, ze dla tego ucznia gtéwnym celem byto
narysowanie kolejnych siatek. Sam sposéb pracy nad zadaniem - rysowanie od
razu calych kwadratéw i dzielenie je na mniejsze — nie dawal wigkszej szansy na
zauwazenie wielu zalezno$ci. Uzyskany w ten sposob uklad szeregowo-kolum-
nowy narzucal niejako sposob liczenia kwadratéw (nawigzanie do modelu cze-
koladowego mnozenia, powigzanie z liczeniem pola kwadratu).

Przyklad 3

Uczennica S3 zastosowala w swojej pracy metode B, czyli wszystkie mozliwe
kwadraty. Bardzo dokladnie przeanalizowala kolejne siatki. Zauwazyta, ze wy-
stepuja w nich kwadraty o réznych wymiarach. Ten fakt podkreslita przez obry-
sowywanie kwadratéow o tych samych wymiarach takim samym kolorem. W tej
sytuacji taczna liczba kwadratéw w danej siatce to suma kwadratéow kolejnych
liczb naturalnych od 1 do numeru siatki. To odkrycie zostalo réwniez zapisane

1. Dorysuj czwarts i piatg siatke. Podaj ilosé wykorzystanych zapalek do utworzenia ke
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Rysunek 4. Praca ucznia S3
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za pomocg odpowiednich dzialan w zadaniu 2. W pracy tego dziecka nic nie
bylo przypadkowe. Dziewczynka zauwazyla, ze kolejne siatki powstaja przez
dorysowywanie jednego rzedu i jednej kolumny. Byta §wiadoma, ze aby policzy¢
liczbe zapalek do ulozenia, nie potrzebuje liczy¢ wszystkich elementéw na po-
szczegolnych siatkach, ale tylko te ,dokladane”. Uzyskany w ten sposob wynik
wystarczy doda¢ do liczby zapatek z poprzedniej siatki i w ten sposob otrzymu-
jemy liczbe zapatek uzytych do budowy danej siatki. Potwierdzeniem zastoso-
wania takiej wlasnie strategii jest rysunek wykonany dla siatki nr 6 i 7. Wtasci-
wie jest to w pewnym sensie ,,dopelnienie” rysunku siatki nr 5. Uczennica nie
czula potrzeby rysowania calej siatki. Narysowala jedynie te elementy, ktore
bylyby dotozone do siatki nr 5, aby uzyskac z niej kolejno siatke nr 6 i 7. Dodat-
kowo dziewczynka zapisala swoje obliczenia, potwierdzajac tym samym stoso-
wang strategie.

Taki sposob pracy pokazuje, ze uczennica starannie przemyslala cale roz-
wigzanie. Potrafila dostrzec rézne zaleznosci w zadaniu. Umiejetnos¢ wyodreb-
nienia réznych kwadratéow z danej siatki wskazuje, ze potrafi dostrzec rdézne
struktury w tym samym obiekcie.

PODSUMOWANIE I DYSKUSJA

Dla uczniéw bioracych udzial w badaniu, a zwlaszcza tych z klasy czwartej,
postawione przed nimi zadania byly wyzwaniem. Potrafili jednak catkiem do-
brze sobie z nimi poradzi¢. Podjeli probe rozwigzania wszystkich zadan z karty
pracy. I to z duzym sukcesem. Bazujac na uzyskanych wynikach, mozemy zau-
wazy¢, ze doswiadczenie zwigzane z budowaniem kolejnych siatek przektadato
sie na odkrywanie zaleznosci, pozwalato dostrzec relacje miedzy liczbg zapalek
i liczbg kwadratow w sgsiednich siatkach. Uczniowie potrafili wyodrebni¢ w tym
samym schemacie rézne kwadraty, zaréwno te jednostkowe, jak i ztozone z kil-
ku elementow. W zaleznosci od przyjetej strategii postepowania uczniowie od-
krywali rézne reguly. Najszybciej byla odkrywana zalezno$¢ geometryczna
w odniesieniu do liczby kwadratéw w strategii A lub C (czyli ze liczba kwadra-
tow to numer siatki pomnozony przez siebie). Bylo to silnie zwigzane z wizualna
reprezentacja zadania. Refleksja nad rozwigzaniem, weryfikowanie swojego
podejécia do zadania pomagaly w odkrywaniu zaleznosci. Skupienie sie jedynie
na aspekcie wizualnym zadania nie gwarantowato sukcesu w rozwigzaniu. Samo
policzenie liczby kwadratéw czy liczby zapalek dla poszczegoélnych siatek nie
skutkowalo odkryciem odpowiedniej reguly. Do tego potrzebna byla analiza
tych wynikéw badz analiza sposobu budowania kolejnych siatek. Tam gdzie
pojawila si¢ refleksja i krytyczne myslenie nad uzyskanymi wynikami, pojawily
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sie rowniez proby sformulowania zaleznosci (tak jak w przypadku S1 i S3). Brak
weryfikacji postawionych hipotez i skupienie si¢ jedynie na podaniu wynikow
powodowato brak odnalezienia odpowiednich zaleznosci (tak jak w przypadku S2).
Stad tez warto zwraca¢ uwage na umiejetnos$¢ krytycznego podchodzenia do
swoich dziatan. Wydaje sie, ze przedstawione uczniom zadania daja mozliwo$¢
na rozwijanie krytycznego i kreatywnego myslenia. Aby w pelni wykorzysta¢ ich
potencjal, konieczna jest dyskusja nad zaproponowanymi rozwigzaniami. By¢
moze wspoélne analizowanie roznych strategii zastosowanych przez uczniow
podczas rozwigzywania zadania daloby mozliwos¢ na refleksje i odkrycie no-
wych zaleznosci.
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Streszczenie

Mnemotechniki to techniki pamieciowe pozwalajace na szybsze opanowanie informacji
oraz ich wydajniejsze wykorzystanie. Metody te s silnie zwigzane z wyobraznig oraz skoja-
rzeniami. Mnemotechniki pozwalajg uczniom na szybsze, skuteczniejsze oraz przyjemniejsze
przyswajanie potrzebnych poje¢. Ulatwiajg uczenie sie, co wpltywa pozytywnie na motywacje
uczniéw do poszerzania swojej wiedzy. Mnemotechniki mozna zastosowa¢ w nauczaniu
matematyki na kazdym poziomie edukacyjnym. W artykule ukazane zostana wyniki badan
majacych na celu zebranie informacji o mnemotechnikach stosowanych w nauczaniu mate-
matyki oraz sprawdzenie, jaka role odgrywaja w edukacji matematycznej. Badania zostaly
przeprowadzone w réznych grupach badawczych (uczniowie, nauczyciele oraz studenci
matematyki o specjalizacji nauczycielskiej). Zebrane dane pokazuja, ze techniki szybkiego
uczenia si¢ sg wykorzystywane na lekcjach matematyki w réznym stopniu, jednak badani
zgodnie dostrzegajg zalety plynace z zastosowania tych technik.

Summary

Mnemonics are memory techniques that allow you to learn information faster and use it
more efficiently. These methods are strongly related to the imagination and associations.
Mnemonics allow students to learn the concepts they need faster, more effectively and more
enjoyably. They facilitate learning, which has a positive effect on students’ motivation to
expand their knowledge. Mnemonics can be used in teaching mathematics at any education-
al level. The article will present the results of research aimed at gathering information about
mnemonics used in teaching mathematics and checking the role they play in mathematics
education. The research was carried out in various research groups (pupils, teachers and
students of mathematics with teaching specialization). The collected data show that the tech-
niques of fast learning are used in mathematics classes to a different extent, but the respond-
ents agree that the advantages of using these techniques are recognized.
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Wspolczesny czlowiek spotyka si¢ kazdego dnia z ogromng liczbg informa-
¢ji. Otacza nas narastajacy szum informacyjny, czyli nattok informacji, niepo-
zwalajacy na wyodrebnienie istotnych tresci i utrudniajacy rozpoznanie ich wia-
rygodnosci. Informacji, do ktérych mozemy dotrze¢ w kazdej chwili, jest za
duzo, aby nasz mozg byl w stanie je przyswoi¢, tym samym musi dokonywac
nieustannej selekcji tresci, ktére do niego docierajg i wiekszos$¢ z nich usuwa¢
z pamieci (Kaczmarzyk, 2014; Deren, 2005). Z drugiej strony pewien zaséb in-
formacji jest konieczny do dalszego rozwoju. Uczen, zdobywajac nowa wiedze
i umiejetnosci, chciatby, aby na trwale pozostaly one w jego pamieci. Co zrobic,
aby istotne tresci zostaly zapisane w pamieci dlugotrwalej? Z pomoca przycho-
dza mnemotechniki, czyli techniki, ktére stuza lepszemu zapamietywaniu oraz
przypominaniu sobie informacji na drodze skojarzen (Deren, 2005).

Termin mnemotechnika (lub mnemonika) pochodzi od imienia greckiej bo-
gini pamieci i matki wszystkich muz - Mnemozyny, ktora wzieta swoje imi¢ od
greckiego stowa mneme, czyli ,pamie¢”. Techniki pamigciowe s3 silnie zwigzane
z wyobraznig oraz skojarzeniami. Mnemotechnika za pomoca pewnych sztucz-
nych $rodkéw wspiera i rozwija wrodzone mozliwosci pamieci (Kalina, 1997).
Polega na laczeniu poje¢ trudnych do zapamietania z tymi juz poznanymi. Jesli
uczniowie (lub studenci) nawigzg wystarczajaco silne polaczenie, pamie¢ bedzie
trwala bardzo dlugo, poniewaz strategia mnemoniczna starannie powiazala ja
z rzeczami, ktére zgodnie z tymi technikami bedg dobrze znane uczniom. Takie
powigzanie moze by¢ niezwykle skuteczne. Mnemotechniki pozwalaja uczniom
na szybsze, skuteczniejsze oraz przyjemniejsze przyswajanie potrzebnych pojec.
Umozliwiajg pelne wykorzystanie potencjalu indywidualnego oraz zdolnosci.
Ulatwiaja uczenie si¢, co wpltywa pozytywnie na motywacje uczniéow do posze-
rzania swojej wiedzy (Jurowski i in., 2015; Olu-Ajayi, 2022).

Podczas stosowania mnemotechnik ulepszane sg umiejetnosci, takie jak: wy-
obraznia, wizualizacja, koncentracja uwagi, kojarzenie (Kalina, 1997). W ten sposéb
poprawia si¢ dzialanie pamieci naturalnej. Mnemotechniki nie tylko zmniejszaja
czas uczenia sig, ale takze zwiekszajg ilo§¢ mozliwych do zapamietania informa-
¢ji. Umozliwiaja réwniez zachowanie wiadomosci w pamieci dlugotrwatej.

Mnemotechniki bazujg na prawidlowosciach wskazywanych przez neurody-
daktyke, czyli nauke, ktéra, opierajac sie na badaniach nad mdzgiem, stawia
sobie za cel poszukiwanie systemu edukacyjnego przyjaznego moézgowi i lepiej
wykorzystujacego jego silne strony. Neurodydaktyka bazuje na ciekawosci po-
znawczej oraz silnych stronach ucznidw. Laczy ona wiedze teoretyczng z emo-
cjami i skojarzeniami, poniewaz moézg ludzki jest niezwykle wyczulony na to, co
nowe, nietypowe i zaskakujace. Naszg uwage przykuwa fatwiej to, czego si¢ nie
spodziewamy. Jednoczes$nie nasz mozg jest ,spoleczny” i lubi podziela¢ emocje
innych, w tym zainteresowanie, zachwyt czy zaskoczenie (Kaczmarzyk, 2014).
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Dzigki neurobiologii oraz neuropsychologii wiadomo, co wspiera, a co blo-
kuje proces uczenia si¢. Ma to bardzo wazne znaczenie dla nauczycieli, ktorzy
moga wykorzysta¢ t¢ wiedze w procesie nauczania. Badania prowadzone przez
neurobiologdéw dotyczg procesu nauczania i uczenia si¢ w ogolnosci (Jolles, Jolles,
2021; Kaczmarzyk, 2014). Istnieje zatem potrzeba odniesienia tych wynikéw do
nauczania poszczegélnych przedmiotéw, w tym matematyki. Podobnie badania
dotyczace mnemotechnik w znacznej czesci dotycza wptywu tych technik na
trwalo$¢ pamieci, bez odniesienia do konkretnych tresci nauczania, jednak wy-
stepuja badania skierowane na nauczanie poszczegdlnych przedmiotéw lub grup
przedmiotéw (Akinsola, Odeyemi, 2014; Jurowski i in., 2015; Jurowski i in., 2014;
Ni, Hassan, 2019; Olu-Ajayi, 2022).

RODZAJEIPRZYKEADY MNEMOTECHNIK STOSOWANYCH
W NAUCZANIU MATEMATYKI

Mnemotechniki obejmujg ogét technik umozliwiajacych trwate zapamietanie
informacji. Techniki te nie s3 zwiazane z przedmiotem nauczania, natomiast ich
przyktady odnoszg si¢ do konkretnych zagadnien. Istnieje kilka rodzajéw technik
pamieciowych, jednak sg i takie przyklady, ktére trudno jednoznacznie przypisa¢
do danej kategorii, gdyz tacza one elementy réznych technik. Znajac rodzaje tech-
nik pamieciowych, mozemy tworzy¢ wlasne przyklady, pozwalajace zapamigtaé
dane tresci. Natomiast nawet bez znajomosci rodzajéow mnemotechnik mozemy
korzysta¢ z poszczegolnych przyktadow mnemonicznych. Wazna zaleta mnemo-
technik jest to, ze mozna je zastosowa¢ w nauczaniu na kazdym poziomie eduka-
cyjnym (w szczegolnosci w nauczaniu matematyki) (Ni, Hassan, 2019).

Mnemotechniki najczesciej stosowane w nauczaniu to: metoda akrostychow
i akronimoéw, rymowanki, metoda skojarzen, tancuchowa metoda skojarzen,
metoda hakéw pamieciowych, metoda lokalizacji (tzw. palac pamieci), mapy
mysli, karty do nauki (fiszki, flash karty). Ponizej zostang omdéwione wybrane
metody (przydatne w nauczaniu matematyki) wraz z przykladami (Malaszkie-
wicz, 2021; Ni, Hassan, 2019; Jurowski i in., 2015; Deren, 2005).

Metoda akrostychow — polega na stworzeniu zabawnego lub absurdalnego
zdania, w ktérym poszczegolne wyrazy zaczynaja si¢ na pierwsze litery stow lub
wyrazenia, ktére chcemy zapamietac.

Przyklad 1: Chcac zapamigta¢ kolejne symbole liczb rzymskich L, C, D, M,
mozna utworzy¢ zdanie ,Lecg Cegly, Dom Murujg” lub ,Lubi¢ Ciebie, Droga
Matmo”. Pierwsze litery kolejnych stéw odpowiadaja symbolom cyfr rzymskich
ustawionych w kolejnosci rosngcej. Tym samym, pamietajac, ze cyfry te odpo-
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wiadajg wartosciom: 50, 100, 500 i 1000, mozemy przyporzadkowa¢ wartos¢ do
poszczegdlnych znakéw. Mozna znalez¢ wiele przykladéw do zapamietania tych
symboli, ale najlepszym sposobem jest wymyslenie wlasnych zdan.

Metoda podobng do metody akrostychdw jest tworzenie tzw. pi-ematow. Sa
to zdania lub wiersze, w ktorych liczba liter kolejnych stéw wyrazenia odpowia-
da kolejnym cyfrom rozwiniecia dziesi¢tnego liczby pi.

Przyklad 2: Mozna zapamietac nastepujace przyblizenie liczby m=3,1415926535
dzieki samodzielnie ulozonemu zdaniu lub korzystajac z gotowego pi-ematu,
np. ,,Kto z woli i mysli zapragnie pi spisac cyfry, ten zdota”.

Przyklad 3: Zapamigtanie wiekszej liczby cyfr rozwinigcia dziesietnego licz-
by m umozliwia wiersz Kazimierza Cwojdzinskiego z 1930 roku:

Ku¢ i ora¢ w dzien zawziecie, 3,14159
bo plonéw nie ma bez trudu. 26 535
Zlocisty szcze$cia okrecie, 897
kolyszesz... 9
Kué! My nie czekajmy cudu. 32384
Robota to potega ludu! 6264

Powyzszy wiersz pomaga zapamieta¢ 23 cyfry liczby n. Innym wierszem opar-
tym na tej technice jest Inwokacja do Mnemozyny Witolda Rybczynskiego, ktéry
pozwala na zapamigtanie 36 cyfr liczby m. Przedstawiona tu mnemotechnika
moze zosta¢ wykorzystana do zapamietania innych liczb, np. do zapamigtania
kilku lub kilkunastu cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby /2.

Akronimy (czyli skrétowce) - polegaja na stworzeniu slowa zlozonego
z pierwszych liter wyrazéw lub wyrazen, ktérych prébujemy sie nauczy¢.

Rymowanka - to wierszyk lub werset, ktére uzywaja na koncu frazy stow
konczacych si¢ tym samym dzwigkiem (rymujacych sig).

Przyklad 4: Wierszyk, ktory pozwala zapamieta¢ wzor na pole i obwod kota:
»Jak to tadnie, pieknie brzmi:

obwod kota «dwa er pi»,

pole za$ «er kwadrat pi»,

niech w pamieci zawsze tkwi”.

Przyklad 5: Rymowanki ulatwiajgce zapamieta¢ wynik mnozenia liczb 7 i 8:
»Gruszka jest dojrzata i trzeba ja zjes¢,
siedem razy osiem jest pie¢dziesiat sze$¢”.
»Gdy siddemek osiem zbierzesz,
masz pie¢dziesigt szes¢ bankierze”.
Dodatkowo wynik mnozenia liczb 7 i 8 mozna réwniez zapamigta przez za-
uwazenie, ze liczby 5, 6, 7, 8 s3 ulozone w odpowiedniej kolejnosci (56 = 7 * 8).
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Przyklad 6: Wierszyk, ktdry pozwala zapamigta¢ kolejno$¢ wykonywania
dziafan:

»Najpierw matematyczny asie,

wykonuj dziatania w nawiasie.

Potem umygle tegi,

obliczaj pierwiastki i potegi.

Nastepnie dziel i mnoz,

a wynik tuz-tuz.

Na koniec dodawaj i odejmuyj,

i o wynik si¢ nie przejmu;j”.

Przyklad 7: Rymowanka, ktéra ulatwia zapamietanie znakéw funkcji trygo-
nometrycznych w ¢wiartkach ukladu wspétrzednych:

»W pierwszej ¢wiartce same plusy,

w drugiej tylko sinus,

w trzeciej tangens i cotangens,

a w czwartej cosinus”.

Metoda skojarzeri — polega na wyszukaniu lub utworzeniu zwigzku, skoja-
rzenia z informacjami, ktére nalezy zapamigtac. Powstala relacja nie musi by¢
logiczna ani realistyczna, wazne jest, aby zwiazek wyzwalal twoja pamigc.

Przyklad 8: Sposoby na zapamigtanie znakéw sumy i iloczynu zbioréw.

Znak U wygladem przypomina litere u, ktéra wystepuje w stowie suma. Na-
tomiast N przypomina litere n, ktéra wystepuje w stowie iloczyn.

Znak U wygladem przypomina u$miech, czyli ,,suma jest szczesliwa”, bo ma
duzo elementéw. Natomiast N przypomina smutny ksztalt ust, czyli ,iloczyn
zbioréw jest smutny”, bo ma mato elementow.

Przyklad 9: Do zapamietania wzoréw na predkos¢, droge i czas stuzy tak
zwany trojkat svt. Wystarczy zapamieta¢ odpowiednie rozmieszczenie liter uzy-
wanych we wzorach na tréjkacie i odczytywac litery obok siebie jako iloczyn, zas
litery jedna nad drugg jako iloraz. Rozmieszczenie to pozwala w prosty sposob
odczyta¢ wybrany wzoér. Na rysunku ponizej wida¢, ze droga to iloczyn predko-
$ci i czasu (litery sa obok siebie). Predkos¢ to iloraz drogi i czasu (litery s jedna
nad drugg) oraz czas to iloraz drogi i predkosci (litery sa jedna nad druga).

A t

Rysunek 1. Trojkat svt pozwalajacy zapamieta¢ wzor na predkosé, droge i czas
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Ltaricuchowa metoda skojarzen — stuzy zapamietaniu informacji w okreslone;j
kolejnosci, przez wykorzystanie skojarzen, ktore facza poszczegdlne elementy
w calo$¢, tworzac dynamiczng, emocjonalng historyjke, w ktoéra angazowane sa
wszystkie zmysly. Modyfikacja tej techniki jest ukltadanie historyjek, ktore
wspomagaja zapamietanie informacji przez tworzenie zaskakujacych lub humo-
rystycznych skojarzen.

Przyklad 10: Zapamigtanie, czym sg liczby blizniacze, jest mozliwe dzigki
ponizszej historyjce.

Liczbom pierwszym bylo smutno, gdy patrzyly na liczby zlozone, bo nie majg innych
dzielnikéw niz dzielniki niewlasciwe. Chcialyby mie¢ kogos bliskiego i zaczely rozgladac
sie po liczbach. Zauwazyly, ze niektdre z nich sg odlegte od siebie o 2 i jednoczeénie obie
sa pierwsze. Kto$ bliski i podobny jest jak blizniak. Blizniakéw jest dwoje i roznig sie tyl-
ko o 2. Zatem jeéli liczba pierwsza plus 2 tez jest pierwsza, to mamy bliZnieta, czyli liczby
blizniacze.

Metoda hakéw pamigciowych — polega na wprowadzeniu trwale do pamieci od-
niesien (hakéw pamieciowych), ktére wykorzystywane sg do tworzenia skojarzen.
Sktada si¢ z trzech etapow:
- stworzeniu listy stéw, tzw. hakéw, gdzie kazdy hak posiada swo6j numer
porzadkowy - jest on na stale wprowadzony do systemu pamig¢ciowego,
- Iaczenie przez skojarzenie informacji do zapamietania z danym hakiem,
- przywolanie danego haka, aby przywota¢ dang informacje.

Przyklad 11: Mozemy zapamigtac na stale: 1 jako $wiece, 5 jako haczyk, zas
7 jako kose. Wowczas chcac zapamigtaé liczbe 571, wystarczy wyobrazi¢ sobie
haczyk, na ktérym wisi kosa, ktora plonie od spodu od plomienia §wiecy.

Mapa mysli - to metoda inteligentnego notowania wspierajaca uczenie sie,
zapamietywanie i przypominanie informacji, a takze stuzaca organizowaniu,
kategoryzowania i przechowywaniu wiedzy. Opiera si¢ na wizualizacji i symbo-
licznym ukazywaniu informacji.

METODOLOGIA

Celem badan jest sprawdzenie miejsca mnemotechnik w nauczaniu mate-
matyki w polskich szkolach. Gléwne pytanie badawcze (P0) brzmi: ,,Czy mne-
motechniki odgrywaja istotna role w nauczaniu matematyki?”. Poszukiwanie na
nie odpowiedzi usprawnily dwa dodatkowe pytania:

P1: Jakie mnemotechniki s3 stosowane w nauczaniu matematyki?,

P2: Czy stosowanie mnemotechnik przynosi korzysci w nauczaniu matematyki?
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Badanie zostalo przeprowadzone za pomoca anonimowych ankiet przygo-
towanych w trzech wersjach (dla uczniéow, dla nauczycieli matematyki, dla stu-
dentéw matematyki kierunkéw nauczycielskich - przyszlych nauczycieli). An-
kiety zostaly przygotowane za pomoca formularzy Google i udostepnione za
posrednictwem linkéw do wybranych grup badawczych na terenie wojewddztwa
lubelskiego. Dane byly zbierane od maja 2021 do maja 2022 roku. W badaniu
wzieto udzial 130 ucznidw, 23 studentéw i 22 nauczycieli. Ankiety zawieraty od
10 do 16 pytan réznego typu (pytania otwarte, pytania zamkniete jednokrotnego
lub wielokrotnego wyboru). Dwa poczatkowe pytania pozwalaly dokladniej
okresli¢ grupy badawcze (typ szkoly ,,podstawowa czy ponadpodstawowa”, kla-
sa, rok studiow, lata pracy). Pozostale pytania dotyczyly znajomosci mnemo-
technik oraz opinii na temat ich roli w nauczaniu matematyki. Ze wzgledu na
obszerno$¢ narzedzia badawczego, doktadna tres¢ pytan zostala zaprezentowana
w tabelach wraz z odpowiedziami badanych w nastepnym paragrafie.

ANALIZA ODPOWIEDZI - WYNIKI ANKIET I DYSKUSJA
Ankieta dla uczniow
Ankieta dla uczniéw zawierala pytania zamkniete jednokrotnego wyboru

oraz pytania otwarte umozliwiajace obszerne odpowiedzi. Dwa poczatkowe
pytania postuzyly do dokladniejszego okreslenia grupy badawcze;j.

Tabela 1. Odpowiedzi uczniéw na pytania 1-2

, . Odpowiedzi | Odpowiedzi
Pytania dla uczniéw . s
uczniow | uczniéw w [%]
Do jakiej szkoly uczeszczasz?
Szkota podstawowa 30 23
Szkota ponadpodstawowa 100 77
W ktorej jestes klasie?
1. 33 25
2. 58 45
Odpowiedzi | Odpowiedzi
Pytania dla uczniéw po“_,l,e “ p.oyme “
uczniow uczniow [%]
Czy lubisz matematyke?
Tak 36 28
Nie 23 18
Niektore dzialy lubie, innych nie 71 54
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cd. tab. 1
Pytania dla uczniéw Odponi,edzi OdI_) ?WiedZi
uczniow | uczniéw w [%]
Pytania dla uczniéw Odp O“,Ii,edZi Odp (.),wiedzi
uczniow uczniéw [%]
Czy masz problem z zapamiety-
waniem réznych informacji z ma-
tematyki?
Tak 22 17
Nie 18 14
To zalezy od dzialu 90 69
W jaki sposéb uczysz si¢ definicji
i praw matematycznych?
Na pamiec 30 23
Poprzez fiszki 3 2
Rozwiazujac zadania z ich uzy-
ciem 75 58
Poprzez skojarzenia 20 15
Inna odpowiedz... 2: nie ucze sig 2
Czy uczenie si¢ matematyki przez
czytanie i powtarzanie jest Two-
im zdaniem skuteczne?
Tak 68 52
Nie 62 48
Czy lubisz uczy¢ si¢ matematyki
poprzez gry i zabawy dydaktyczne?
Tak 74 57
Nie 56 43
Czy znane Ci sg techniki szybkie-
go uczenia si¢ (tzw. mnemotech-
niki - sposoby ulatwiajace ucze-
nie sig, tj. wierszyki, rymowanki,
skojarzenia)?
Tak 60 46
Nie 70 54
3. 9 7
4. 1 1
5. 0 0
6. 7 5
7. 17 13
8. 5 4
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W ankiecie wzieto udzial trzydziestu uczniéow szkoty podstawowej oraz stu
uczniow szkoly ponadpodstawowej. Tabela 3 ukazuje charakterystyke uczniow

bioracych udziat w ankiecie.

Tabela 2. Charakterystyka uczniéw biorgcych udziat w badaniu

Typ szkoly \ Klasa 1 2 3

4 5

Szkota podstawowa - - -

1 -

17 5

Szkota ponadpodstawowa 33 58 9

Wigkszo$¢ ankietowanych to uczniowie szkdl ponadpodstawowych (77%),
glownie klasy 2, natomiast odpowiedzi udzielili réwniez uczniowie szkét pod-
stawowych (23%), glownie starszych klas. Przeprowadzone badanie dotyczy
doswiadczen uczniéw, tym samym korzystne jest to, ze respondenci majg kilku-

letnie doswiadczenia nauczania szkolnego.

Tabela 3. Odpowiedzi uczniéw na pytania 3-8

. . Odpowiedzi Odpowiedzi
Pytania dla uczniéw ., s
uczniéw uczniow w [%]
Czy lubisz matematyke?
Tak 36 28
Nie 23 18
Niektore dzialy lubie, niektére nie 71 54
Czy masz problem z zapamig¢tywaniem réznych informa-
¢ji z matematyki?
Tak 22 17
Nie 18 14
To zalezy od dzialu 90 69
W jaki sposdb uczysz si¢ definicji i praw matematycz-
nych?
Na pamiec 30 23
Poprzez fiszki 3 2
Rozwigzujac zadania z ich uzyciem 75 58
Poprzez skojarzenia 20 15
Inna odpowiedz: ... 2: nie ucze sie 2
Czy uczenie si¢ matematyki przez czytanie i powtarzanie
jest Twoim zdaniem skuteczne?
Tak 68 52
Nie 62 48
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cd. tab. 3
Odpowiedzi Odpowiedzi
Pytania dla uczniéw pow%e, “ p ,0w1e “
uczniow uczniow w [%]
Czy znane Ci s3 techniki szybkiego uczenia si¢ (tzw.
mnemotechniki - sposoby ulatwiajace uczenie sie, tj.
wierszyki, rymowanki, skojarzenia)?
Tak 60 46
Nie 70 54

Udzielone odpowiedzi pokazujg, ze uczniowie bioracy udzial w badaniu maja
rézny stosunek do matematyki. Ponad polowa (54%) z nich lubi niektére dzialy
matematyki, a niektére nie. 28% badanych deklaruje, ze lubi matematyke, na-
tomiast 18% respondentéw nie lubi tego przedmiotu. Oznacza to, ze dana grupa
badawcza moze by¢ traktowana jako reprezentatywna, poniewaz przedstawia
rozne nastawienia do analizowanego przedmiotu. 17% badanych deklaruje, ze
ma problem z zapamig¢tywaniem informacji z matematyki (s3 to gtéwnie ucz-
niowie, ktorzy nie lubig tego przedmiotu), natomiast 69% respondentéw podaje,
ze problemy z zapamigtaniem pojawiajg si¢ w niektérych dziatach. Tylko 14%
uczniéw nie ma problemoéw z zapamigtaniem matematycznych informacji.

Uczniowie deklaruja, ze uczac sie definicji i praw matematycznych, najcze-
$ciej rozwigzuja zadania z ich uzyciem (58%), lecz takze ucza si¢ na pamieé
(23%) oraz wykorzystuja skojarzenia (15%). Ponad polowa respondentéw prefe-
ruje zdobywanie wiedzy matematycznej przez praktyczne zastosowanie jej
w rozwigzywaniu zadan. Sg uczniowie (15%), ktérzy stosuja skojarzenia, co mo-
ze $wiadczy¢ o stosowaniu mnemotechnik. Niemal co czwarty badany uczy si¢
definicji i praw matematycznych na pamie¢. Ci uczniowie sg w grupie tych, kto-
rzy uwazaja, Ze uczenie si¢ matematyki przez czytanie i powtarzanie jest sku-
teczne — tak deklaruje 52% respondentéw, 48% uczniéw uwaza czytanie i powta-
rzanie za niewystarczajace do nauki matematyki. Ponad potowa (57%) uczniéw
podata, ze lubi uczy¢ si¢ matematyki przez gry i zabawy dydaktyczne, za$ pozo-
stali nie s3 zwolennikami tych metod. Powyzsze dane pokazuja, ze zdania
uczniow na temat sposobow zdobywania wiedzy i umiejetnosci matematycz-
nych s3 podzielone. Podobnie jest ze znajomoscia mnemotechnik - 46% bada-
nych podaje, ze zna mnemotechniki, zas 54% - nie. W tym pytaniu okreslenie
»~mnemotechniki” zostalo wyjasnione, tym samym uczniowie mieli mozliwo$¢
odpowiedzie¢ na to pytanie, nawet jesli nie znali wczesniej tego pojecia.

Pytanie 9 bylo pytaniem otwartym. Brzmialo nastepujaco: ,Jakie znasz me-
tody szybkiego uczenia si¢, wymien i opisz je (sprobuj wypisa¢ wszystkie, jakie
znasz - wierszyki, triki, skojarzenia itd.)?”. Badani podawali swoje odpowiedzi
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w formie opisu. Udzielone odpowiedzi mozna przyporzadkowa¢ do siedmiu grup,
ktére zostaly zaprezentowane na wykresie wraz z liczbg okreslajaca, ile 0sob
wymienilo dang mnemotechnike. Uczniowie mogli wskazywa¢ kilka metod
w swojej wypowiedzi, natomiast 70 uczniéw nie podalo odpowiedzi na to pyta-
nie - s3 to osoby, ktore zadeklarowaly, Ze nie znaja technik szybkiego uczenia sie.

9. Jakie znasz metody szybkiego uczenia sie, wymien i opisz je (sprobuj
wypisa¢ wszystkie jakie znasz- wierszyki, triki, skojarzenia itd.)?
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Rysunek 2. Wykres ukazujgcy odpowiedzi uczniéw na pytanie 9

Najbardziej popularna mnemotechnika wsroéd ankietowanych okazaly si¢
rymowanki. Najczesciej podawany byl wierszyk o niedzieleniu przez zero.
W swoich odpowiedziach podano te technike az 62 razy (kilku uczniéw podalo
dwie rymowanki dotyczace tej zaleznosci). Druga mnemotechnika z tej kategorii
znang uczniom jest wierszyk pomagajacy zapamigta¢ znaki funkcji trygonome-
trycznych w poszczegoélnych ¢wiartkach uktadu wspétrzednych - podano go 37
razy, co oznacza, ze tylko potowa z badanych uczniéw drugich i trzecich klas
szko6l ponadpodstawowych zna te technike.

Metodg wskazang przez wiekszo$¢ ucznidw (59) deklarujgcych znajomos$é
mnemotechnik jest technika mnozenia na palcach (gléwnie mnozenie liczb
jednocyfrowych przez 9). Trzy osoby sporzadzaja do nauki mape mysli i dzigki
symbolicznej wizualizacji najwazniejszych informacji starajg sie je uporzadko-
wac i zapamigtac.
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Pozostale mnemotechniki wskazane przez uczniéw opieraja sie na budowa-
niu skojarzen. Pietnascie oséb podczas nauki wzoréw korzysta ze skojarzen do
liter wystepujacych we wzorach - wykorzystuja oni metody akroniméw i akro-
stychéw. Siedmiu uczniéw do zapamietania informacji wykorzystuje skojarzenia
z zycia codziennego. Dwdch ankietowanych uczniéw uklada historyjki, aby
tatwiej zapamieta¢ informacje.

Uczniowie, ktorzy zadeklarowali znajomo$¢ mnemotechnik (60 osob), tacz-
nie podali 185 powtarzajacych sie przykladow, co oznacza, ze $rednio kazdy
z nich podal po 3 przykltady. Techniki podane przez uczniéw sa mnemotechni-
kami. Uczniowie stosuja je, nawet jesli nie znali wczesniej pojecia ,,mnemotech-
niki”. Oznacza to, Ze nie jest uczniom potrzebna wiedza na temat rodzajow
mnemotechnik. Wystarczajaca jest znajomos¢ konkretnych przyktadéw mne-
motechnik, ktére pomagaja w nauce, w szczegdlnosci nauce matematyki.

Tabela 4. Odpowiedzi uczniéw na pytanie 10

. . Odpowiedzi Odpowiedzi
Pytania do uczniéw ., »
uczniow uczniow w [%]
Czy chcialby$ poznaé wiecej mnemotechnik?
Tak 78 60
Nie 8 6
Nie wiem 44 34

Odpowiedzi uczniéw na 10 pytanie mogg sugerowaé koniecznos$¢ przeprowa-
dzenia bardziej szczegélowego badania. Mianowicie liczba ucznidw, ktorzy de-
klaruja che¢ poznania kolejnych mnemotechnik, jest zblizona do liczby
ucznidéw, ktorzy znajg techniki szybkiego zapamietywania, natomiast az 34%
badanych nie ma zdania na ten temat. By¢ moze ankietowani byli niezdecydo-
wani, jednak istnieje podejrzenie, ze okreslenia ,techniki szybkiego uczenia si¢”
i ,mnemotechniki” nie zostaly przez uczniéw zrozumiane (mimo umieszczone-
go wyjasnienia). Tym samym warto rozszerzy¢ przedstawione badanie, aby do-
ktadnie zweryfikowaé, czy uczniowie, ktérzy deklaruja nieznajomo$¢ mnemo-
technik, faktycznie ich nie znaja, czy jedynie nie rozumieja wspomnianych
wyzej okreslen. Jest to obszar do dalszych szczegétowych badan.

Podsumowujac wyniki ankiet dla uczniéw, ponad potowa badanych (54%)
stwierdzila, Ze nie zna mnemotechnik. Pozostali uczniowie (46%) podawali duzo
przyktadow wierszykow, skojarzen oraz innych technik szybkiego uczenia sig.
Wielu uczniéw korzysta z mnemotechnik, nawet jesli nie sg tego $wiadomi.
Stosowane techniki opierajg si¢ gléwnie na rymach oraz skojarzeniach, cho¢
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pojawiaja sie tez inne metody (akrostychy, mapy mysli). Wiekszos¢ ankietowa-

nych wyraza che¢ poznania innych przykladéw mnemotechnik, co moze $wiad-
czy¢ o pozytywnym postrzeganiu mnemotechnik przez uczniow.

Ankieta dla nauczycieli
Ankieta dla nauczycieli zawierala pytania zamkniete jednokrotnego wyboru

oraz pytania otwarte umozliwiajace obszerne odpowiedzi. Dwa poczatkowe
pytania postuzyly do dokladniejszego okreslenia grupy badawcze;.

Tabela 5. Odpowiedzi nauczycieli na pytania 1-2

. e Odpowiedzi Odpowiedzi
Pytania do nauczycieli . o
nauczycieli nauczycieli w [%]

Jaki jest Pana/Pani staz pracy?

mniej niz 5 lat 6 27
5-10 lat 8 36
11-20 lat 3 14
wiecej niz 20 lat 5 23

W jakim typie szkoty Pan/Pani pracuje?

Szkota podstawowa 10 45
Szkota ponadpodstawowa 12 55

W badaniu wzig¢lo udzial 22 nauczycieli matematyki, w tym 10 oséb pracujacych
w szkole podstawowej oraz 12 w szkole ponadpodstawowej. Staz pracy ankieto-
wanych zostal przedstawiony w tabeli ponizej.

Tabela 6. Staz pracy nauczycieli dla poszczegélnych typow szkot

Typ szkoty\Staz pracy Mniej niz 5 lat 5-10 lat 11-20 lat Wigcej niz 20 lat
Szkola podstawowa 4 4 1 1
Szkota ponadpodstawowa 2 4 2 4

Grupa nauczycieli bioracych udzial w badaniu jest niewielka, jednak s3 to
przedstawiciele kazdej z podkategorii typu szkoly i stazu pracy. Tym samym
przeprowadzone badanie pozwala nakresli¢ sposdb postrzegania przez nauczy-
cieli roli mnemotechnik w nauczaniu matematyki.
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Tabela 7. Odpowiedzi nauczycieli na pytania 3-4

. o Odpowiedzi| Odpowiedzi
Pytania dla nauczycieli o -
nauczycieli | nauczycieli w [%]

Czy termin mnemotechniki byt Panu/Pani znany (mnemo-
techniki - sposoby stuzace lepszemu zapamietywaniu, prze-
chowywaniu i odtwarzaniu informacji, ktére skracaja proces
nauki. Wykorzystuja one trzy podstawowe zasady — skojarze-
nie, kontekst oraz wyobraznie, np. wierszyki, rymowanki,
skojarzenia itd.)?

Tak 19 86
Nie 3 14
Czy uzywa Pan/Pani mnemotechnik przy nauczaniu matematyki?

Prawie na kazdych zajeciach 1 5
Przy niektérych tematach 19 86
Nigdy 2 9

W pytaniu 3 przedstawiono definicj¢ pojecia ,mnemotechniki”, aby badani,
ktdérzy nie znali tego pojecia wczesniej, mogli udzieli¢ odpowiedzi na pozostate
pytania w ankiecie. Jest to istotne, poniewaz istnieje mozliwos¢, ze kto$ korzysta
z mnemotechnik, nie majac §wiadomosci nazwy tej techniki.

Odpowiedzi badanych pokazuja, ze zdecydowana wiekszos¢ nauczycieli
(86%) zna pojecie mnemotechnika. Ankietowani (3 osoby) nieznajacy tego ter-

5. Jakie mnemotechniki zwigzane z matematyka polegajgce na
skojarzeniach Pan/Pani zna?
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Rysunek 3. Odpowiedzi na pytanie 5 ankiety dla nauczycieli
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minu to nauczyciele ze stazem pracy powyzej 10 lat. Odpowiedzi na pytanie 4
wskazujg, ze tylko 2 nauczycieli nie stosuje mnemotechnik w nauczaniu mate-
matyki - sg to nauczyciele uczacy w szklach podstawowych ze stazem powyzej
10 lat. Jedna osoba stosuje mnemotechniki prawie na kazdych zajeciach, nato-
miast wiekszos$¢ respondentow (86%) uzywa technik szybkiego zapamietywania
przy niektorych tematach.

Pytania 5 i 6 to pytania otwarte, w ktérych respondenci mogli wypisa¢ kilka
metod. W pytaniu 5 nauczyciele zostali zapytani o mnemotechniki polegajace
na skojarzeniach. Wskazywali konkretne przyklady (wymienionych zostalo 5
mnemotechnik). Z badania wynika, Ze wsréd nauczycieli matematyki najbar-
dziej znang mnemotechniky polegajaca na skojarzeniach sg akrostychy stuzace
do zapamigtania symboli liczb rzymskich. W swoich odpowiedziach wymienito
je 8 nauczycieli. Wymieniona zostata réwniez metoda do zapamiegtania znakéw
sumy i iloczynu zbioréw, ktérg znalo 6 nauczycieli. Technike do zapamigtania
wzordéw funkcji trygonometrycznych wymienitlo w swoich odpowiedziach 7 an-
kietowanych. Pig¢ oséb podalo w swoich odpowiedziach ,tréjkat svt”, stuzacy
do zapamigtania wzoréw na droge, predkos¢ i czas. Czterech ankietowanych
podalo sposéb do zapamigtania wlasnosci funkeji kwadratowej (jesli wspodt-
czynnik a jest dodatni, to funkcja jest ,u$miechnieta” - parabola ma ramiona
w gore, jesli wspolczynnik a jest ujemny, to funkgja jest ,smutna” — parabola ma
ramiona w dot). Pigciu nauczycieli nie udzielifo odpowiedzi na pytanie. Pozosta-
tych 17 nauczycieli wskazalo lacznie 30 powtarzajacych si¢ przyktadow, czyli
$rednia liczba podanych przez te osoby przyktadow jest mniej niz 2. Tym sa-
mym cze$¢ z nich podato tylko po jednym przyktadzie.

Pytanie 6 (Jakie wierszyki pomagajace zapamieta¢ informacje matematyczne
Pan/Pani zna?) dotyczyto mnemotechnik opartych na rymie (rymowanki, wier-
szyki). Nauczyciele wymienili Iacznie tylko 4 rézne przykiady:

- wierszyk o znakach funkcji trygonometrycznych w ¢wiartkach ukladu

wspolrzednych (11 oséb),

- wierszyki o wzorach na pole i obwéd kota (5 0séb),

- wierszyk o niedzieleniu przez zero (7 osob),

- wierszyk o wyniku mnozenia liczb 7 i 8 (6 oséb).

Lacznie wszystkich wskazan bylo 27. Trzy osoby nie udzielily odpowiedzi (byly
to osoby, ktore nie znaly pojecia mnemotechnik), co oznacza, ze wéréd 19 na-
uczycieli podajacych odpowiedzi $rednia liczba podanych wierszykow to 1,4
(zatem ponad polowa wskazala tylko jedna rymowanke). Najbardziej popular-
nym wsréd nauczycieli wierszykiem pomagajacym zapamieta¢ informacje ma-
tematyczne jest wierszyk o znakach funkgji trygonometrycznych. Lacznie w od-
powiedziach na pytania 5 i 6 nauczyciele wskazali 57 przykltadow, co oznacza, ze
osoby udzielajace odpowiedzi znajg srednio po 3 mnemotechniki.
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Kolejne pytania dotyczyty opinii nauczycieli na temat roli mnemotechnik
w nauczaniu matematyki. Badania pokazaly, ze wiekszos¢ nauczycieli (91%)
uwaza mnemotechniki za pomocne w nauczaniu matematyki. Natomiast rézne
opinie majg nauczyciele na temat wplywu mnemotechnik na wyniki uczniow
oraz ich zainteresowanie lekcja. Ponad polowa badanych wskazata, ze to, czy
uczniowie osiagaja lepsze wyniki po zastosowaniu mnemotechnik, zalezy od
klasy (36%) lub zalezy od tresci nauczania (32%). Lepsze wyniki uczniéw do-
strzega 5 nauczycieli, a 7 dostrzega wigksze zainteresowanie uczniéw lekcja po
zastosowaniu mnemotechnik. Ponad polowa badanych (59%) stwierdza, ze
wplyw mnemotechnik na zainteresowanie uczniéw matematyka jest zalezny od
konkretnej klasy. Dwoch nauczycieli nie uwaza mnemotechnik za pomocne
oraz nie dostrzega ich pozytywnego wplywu na wyniki i zainteresowanie
ucznidw (s3 to nauczyciele ze szkoly podstawowej ze stazem dluzszym niz 10 lat).
Co ciekawe, tylko jeden nauczyciel podal, ze mnemotechniki nie powinny by¢
stosowane na lekcjach matematyki, natomiast 95% badanych opowiedzialo si¢
za ich stosowaniem.

Tabela 8. Odpowiedzi nauczycieli na pytania 7-10

. o Odpowiedzi Odpowiedzi
Pytania do nauczycieli o o
nauczycieli nauczycieli w [%]
Czy uwaza Pan/Pani mnemotechniki za pomocne przy
nauczaniu matematyki?
Tak 20 91
Nie 2 9
Czy zauwaza Pan/Pani lepsze wyniki uczniow po zasto-
sowaniu mnemotechnik?
Tak 5 23
Nie 2 9
To zalezy od klasy 8 36
To zalezy od tresci nauczania 7 32
Czy zauwaza Pan/Pani wigksze zainteresowanie uczniéw
lekcja przy stosowaniu mnemotechnik?
Tak 7 32
Nie 2 9
To zalezy od klasy 13 59
Czy uwaza Pan/Pani, ze mnemotechniki powinny by¢
stosowane w nauczaniu matematyki?
Tak 21 95
Nie 1 5
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Pytanie 11 jest pytaniem otwartym i brzmi nast¢pujaco: Dlaczego Pan/Pani
uwaza, ze mnemotechniki powinny/nie powinny by¢ stosowane w nauczaniu
matematyki? Nauczyciele poproszeni o uzasadnienie swojej odpowiedzi z pyta-
nia 10 podali dwa rodzaje argumentéw. Stwierdzili, Ze mnemotechniki powinny
by¢ stosowane w nauczaniu matematyki, bo:

- ulatwiaja zapamietywanie (16 oséb),

- urozmaicaja lekcje (5 oséb).

Nauczyciel, ktory jest przeciwny stosowaniu technik szybkiego uczenia sie, nie
podat uzasadnienia swojego zdania.

Podsumowujac, z ankiety wynika, ze wiekszo$¢ nauczycieli zna pojecie
mnemotechniki. Ankietowani uwazaja techniki szybkiego uczenia si¢ za przy-
datne podczas nauczania matematyki, jednak stosowanie ich jest zalezne od
tresci nauczania i klasy, w ktorej przeprowadzane sa zajecia.

Ankieta dla studentow

Ankieta dla studentéw zawierala pytania zamkniete jednokrotnego i wielo-
krotnego wyboru oraz pytania otwarte umozliwiajace obszerne odpowiedzi.

Tabela 9. Odpowiedzi studentéw na pytanie 1

. , Odpowiedzi Odpowiedzi
Pytania do studentdw ] i
studentow studentow w [%]
Na ktérym roku studiéw jestes?
1. rok I stopnia 4 17
2. rok I stopnia 8 35
3. rok I stopnia 11 48

W ankiecie wzieto udziat 23 studentéw kierunku ,nauczanie matematyki i in-
formatyki” studiéw licencjackich.

Tabela 10. Odpowiedzi studentéw na pytania 2-6

. , Odpowiedzi Odpowiedzi
Pytania do studentow ] .
studentow studentow w [%]
W jaki sposdb uczysz sie definicji i praw matematycznych?
Na pamie¢ 13 57
Poprzez fiszki 5 22
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cd. tab. 10
Odpowiedzi Odpowiedzi
Pytania do studentow pow1e’ “ po/w1e “
studentow studentéw w [%]
Rozwiazujac zadania z ich uzyciem 16 70
Poprzez skojarzenia 9 39
Inna odpowiedz: doktadne ich zrozumienie 1 4
Czy masz problem z zapamig¢tywaniem roéznych infor-
macji z matematyki?
Tak 5 22
Nie 1 4
To zalezy od dzialu 17 74
Czy uczenie si¢ matematyki przez czytanie i powtarzanie
jest Twoim zdaniem skuteczne?
Tak 10 43
Nie 13 57
Czy lubisz uczy¢ si¢ matematyki poprzez gry i zabawy
dydaktyczne?
Tak 22 96
Nie 1 4
Czy znane Ci sg techniki szybkiego uczenia si¢ (tzw.
mnemotechniki - sposoby ulatwiajace uczenie si¢ tj. wier-
szyki, rymowanki, skojarzenia)?
Tak 20 87
Nie 3 13

Pytanie 2 umozliwialo wybor kilku odpowiedzi i studenci korzystali z tej
mozliwosci. Najczgsciej wskazywang metoda uczenia sie definicji i praw mate-
matycznych bylo rozwigzywanie zadan z ich uzyciem (70% badanych). Studenci
podawali takze, ze ucza si¢ na pamigé (57%) oraz przez skojarzenia (39%), co
moze sugerowal stosowanie mnemotechnik. To, Ze ucza sig, stosujac fiszki,
wskazalo 5 oséb.

Tylko jedna osoba stwierdzila, ze nie ma problemu z zapamietywaniem roz-
nych informacji. Wigkszos¢ studentéw (74%) podala, ze trudnosci pojawiaja sie
w niektorych dzialach matematyki, natomiast pozostali (22%) deklaruja, Ze maja
trudno$ci z zapamigtywaniem. Zdania badanych na temat uczenia si¢ matema-
tyki przez czytanie i powtarzanie s3 podzielone: 43% respondentéw uwaza, ze
jest ono skuteczne, za§ 57% ma przeciwne zdanie. Zdecydowana wigkszos¢ stu-
dentéw lubi sie uczy¢ matematyki przez gry i zabawy dydaktyczne (96%), jak
réwniez wiekszo$¢ badanych (87%) deklaruje, Ze zna mnemotechniki.
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Pytania 7, 8 1 9 s3 nastepujace:

- Jakie znasz wierszyki, rymowanki pomagajace zapamigta¢ informacje ma-

tematyczne (wypisz wszystkie)?,

- Jakie znasz mnemotechniki zwigzane z matematyka polegajace na skoja-

rzeniach (wymien i opisz je)?,

- Jakie znasz inne triki, metody szybkiego uczenia si¢, wymien i opisz je

(sprébuj wypisac wszystkie jakie znasz)?

Pytania 7, 8 1 9 sa pytaniami otwartymi, w ktorych ankietowani mogli wy-
mienia¢ wiele przykladéw. Studenci zostali poproszeni o wypisanie znanych im
mnemotechnik z podzialem na techniki oparte na rymie, na skojarzeniach i inne
techniki. W odpowiedziach studentéw, poza wskazanymi mnemotechnikami,
pojawialy si¢ takze przyklady, ktére byly blednie przypisane do danej grupy
mnemotechnik lub nie byly mnemotechnikami.

Studenci wymieniali nastepujace rymowanki zwigzane z nauczaniem mate-
matyki:

- wierszyk o znakach funkcji trygonometrycznych w ¢wiartkach ukladu

wspolrzednych (14 osob),

- wierszyk o niedzieleniu przez zero (3 osoby),

- wierszyki dotyczace tabliczki mnozenia (5 oséb),

- wierszyk o sumie katéw w trdjkacie (1 osoba),

- wierszyk o liczbie pi (1 osoba),

- werset o dzieleniu utamkdéw zwyklych (,kropka znika, a ulamek fika”)

(1 osoba),

- wiersz o liczeniu od 1 do 10 (1 osoba).

Wypisujac mnemotechniki oparte na skojarzeniach, badani podali:

- akrostychy dotyczace cyfr rzymskich L, C, D, M (4 osoby),

- pi-ematy (4 osoby),

- rymy (3 osoby),

- zaktadki liczbowe — metoda hakéw (2 osoby),

- poréwnanie zadania do sytuacji z zycia codziennego (3 osoby),

- trdjkat svt (1 osoba),

- deltoid jako latawiec (1 osoba),

- romb jako splaszczony kwadrat (1 osoba),

- 0§ odcietych, bo X przypomina nozyczki (3 osoby),

- odcinki sg rownolegte, gdy ,,réwno stoja” (1 osoba),

- funkcja wypukta jako stojacy kieliszek, a funkcja wklesta jako odwrdécony

kieliszek (1 osoba),

- funkcja wypUkla (1 osoba),

- tworzenie tabeli wartosci funkcji trygonometrycznych podstawowych ka-

tow (1 osoba).
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Odpowiedzi studentéw pokazuja, ze jako inne metody szybkiego ucznia sie po-
strzegaja oni:

- fiszki (6 0séb),

- mapy mysli (5 oséb),

- uktadanie historyjek (3 osoby),

- rysowanie skojarzen (7 oséb),

- powtarzanie (2 osoby),

- tabliczka mnozenia na palcach (2 osoby).

W udzielonych odpowiedziach pomieszane zostaly rodzaje mnemotechnik
z poszczegdlnymi ich przyktadami oraz pojawialy sie sposoby uczenia, ktére nie
s3 mnemotechnikami, np. rozwigzywanie zadan, podkreslenia, méwienie na
glos, thumaczenie innym. Studenci podawali jedng lub kilka przykladéw z danej
kategorii, lecz byly takze braki odpowiedzi (3 razy w pytaniu 7, 5 razy w pytaniu 8
i raz w pytaniu 9). Zliczajac wszystkie wskazania, ktore dotyczyly mnemotech-
nik, mozna stwierdzi¢, ze studenci podali $rednio troche ponad trzy techniki.
Ankietowani przyszli nauczyciele podawali réznorodne przykltady mnemotech-
nik stosowanych w uczeniu matematyki.

Tabela 11. Odpowiedzi studentéw na pytania 10-15

dpowiedzi dpowiedzi
Pytania dla studentéw Odp ow1e, “ Odp 0’w1e “
studentow studentow w [%]

Czy uczac innych matematyki (praktyki, korepetycje, po-
moc kolezeniska), uzywasz mnemotechnik?

Tak, kiedy tylko moge 6 26
Tak, przy niektorych tematach 14 61
Nie 3 13
Czy uwazasz mnemotechniki za pomocne przy nauczaniu

matematyki?

Tak 21 91
Nie 0 0
Nie wiem 2 9

Czy uczac innych zauwazasz lepsze wyniki po zastosowaniu

mnemotechnik?

Tak 5 22
Nie 0 0
To zalezy od ucznia 10 43
To zalezy od treéci nauczania 5 22

Nie wiem 3 13
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cd. tab. 11

Odpowiedzi dpowiedzi
Pytania dla studentéw P ow1e, “ Odp 0’\/v1e “
studentow studentow w [%]

Czy zauwazasz wigksze zainteresowanie uczniéw przy sto-
sowaniu mnemotechnik?

Tak 12 52
Nie 0 0
To zalezy od ucznia 8 35
Nie wiem 3 13

Czy chcialby$ poznac wiecej mnemotechnik?

Tak 21 91
Nie 0 0
Nie wiem 2 9

Czy uwazasz, ze mnemotechniki powinny by¢ stosowane
w nauczaniu matematyki?

Tak 23 100
Nie 0 0

Wigkszos¢ studentéow (87%) stosuje mnemotechniki, uczac innych, przy
czym 26% badanych robi to, kiedy tylko moze, a 61% przy niektérych tematach.
Zdecydowana wiekszo$¢ studentéw (91%) uwaza mnemotechniki za pomocne
przy nauczaniu matematyki, za§ 9% nie ma na ten temat zdania. Studenci za-
uwazaja poprawe wynikow uczniéw po zastosowaniu mnemotechnik (22% ba-
danych), przy czym wielu uwaza, ze jest to uzaleznione od ucznia (43%) lub od
tresci nauczania (22%). Polowa przysztych nauczycieli (52%) zauwaza wieksze
zainteresowanie uczniéw przy stosowaniu technik zapamigtywania, 35% bada-
nych stwierdza, ze to zalezy od ucznia, za§ 13% studentéw nie ma zdania na ten
temat. Zdecydowana wigkszo$¢ ankietowanych studentéw (91%) chciataby po-
zna¢ wigcej mnemotechnik, natomiast wszyscy stwierdzili, ze powinny by¢ one
stosowane w nauczaniu matematyki.

Badani zostali poproszeni o uzasadnienie swego zdania w nastepnym pyta-
niu (Dlaczego uwazasz, ze mnemotechniki powinny/ nie powinny by¢ stosowane
w nauczaniu matematyki?) w formie odpowiedzi pisemnej. Jedna osoba mogta
wskaza¢ kilka argumentéw. Oto jedna z wypowiedzi ,Powinny by¢ stosowane —
rozwijaja wyobraznie¢, dzialajg dobrze na kreatywnos$¢ ucznia, stosowanie ich
skraca czas nauki, nauka jest przyjemniejsza”. Uzasadniajac swoje odpowiedzi,
przyszli nauczyciele podawali nastepujace argumenty:

- mnemotechniki pomagajg zapamieta¢ informacje (9 0sob),

- mnemotechniki utatwiaja nauke (9 osob),
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- mnemotechniki zachecaja do nauki, gdyz wzbudzaja zainteresowanie

uczniow (9 oséb),

- nauka z uzyciem mnemotechnik, ktére czesto s3 humorystyczne, jest przy-

jemna (7 oséb),

- mnemotechniki rozwijaja wyobrazni¢ (2 osoby),

- mnemotechniki rozwijaja kreatywno$¢ (1 osoba),

- mnemotechniki skracaja czas nauki (1 osoba).

W wypowiedziach studentéw, poza wskazaniem licznych zalet wykorzysty-
wania mnemotechnik w nauczaniu matematyki, zostala umieszczona jedna
uwaga dotyczaca zagrozenia zwigzanego z ta technika, mianowicie ,Potrafig
ulatwi¢ zapamietanie pewnych zagadnien, ktore sa wylacznie nauka na pamigc.
Moga jednak negatywnie wplynaé, kiedy sa wykorzystywane do upraszczania
bardziej skomplikowanych zagadnien”. Ta wypowiedz wskazuje na to, Ze stu-
dent ma $wiadomos$¢, ze mnemotechniki moga by¢ stosowane jako narzedzie do
zapamietania informacji, jednak nie mozna tylko na tym poprzestaé. Nalezy
zadbac réwniez o to, aby dana informacja (zagadnienie) zostata takze zrozumia-
na przez ucznia.

Podsumowujac odpowiedzi, mozna stwierdzi¢, ze wiekszos$¢ przysztych nau-
czycieli zna mnemotechniki, w szczegolnosci zna przyklady wykorzystywane
w nauczaniu matematyki. Studenci znaja réznorodne techniki pamigciowe, przy
czym nie podajg zbyt wielu przykladéw (srednio po 3). Badani chetnie wykorzy-
stuja mnemotechniki w nauczaniu innych i uwazaja je za pomocne, jednak za-
uwazajg, ze ich wplyw na wyniki badz zainteresowanie uczniéw moze by¢ uza-
leznione od tre$ci nauczania lub predyspozycji uczniéw. Studenci zgodnie
uwazaja, ze mnemotechniki powinny by¢ stosowane w nauczaniu matematyki,
co argumentujg tym, ze techniki te pomagaja zapamieta¢ informacje, utatwiaja
nauke oraz wzbudzaja zainteresowanie uczniow.

PODSUMOWANIE

Z ankiet wynika, ze wigkszo$¢ studentéw i nauczycieli zna pojecie mnemo-
technika i jej przyklady, natomiast okolo polowa uczniéw nie zna tego terminu
i nie podaje przykladéw. Odpowiedzi ucznidow i studentéw dotyczace sposobow
uczenia si¢ matematyki sg do$¢ zblizone. Okolo polowa tych badanych uwaza
za skuteczne uczenie si¢ matematyki przez czytanie i powtarzanie, dodatkowo
cze$¢ z nich deklaruje, ze uczy sie na pamigc. Pojawiaja si¢ jednak odpowiedzi
sugerujace stosowanie mnemotechnik (skojarzenia, fiszki), ale nie jest to zbyt
popularne podejécie. Zaréwno uczniowie, jak i studenci deklaruja, Ze uczac sie
matematyki, majg problemy z zapamietaniem informacji, lecz 70% tych bada-
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nych podaje, ze jest to uzaleznione od tresci nauczania. W rozwigzaniu tych
trudnosci pomocne moga by¢ mnemotechniki, takze te wykorzystywane w grach

dydaktycznych.

Odpowiedzi studentéw i nauczycieli dotyczace uczenia innych sg podobne.
Badani zgodnie uwazaja mnemotechniki za pomocne przy nauczaniu i uwazaja,
ze powinny by¢ stosowane. Ankietowani uwazaja, ze efektywnos$¢ stosowania
technik pamieciowych jest zalezna od tresci nauczania i klasy, w ktdrej przepro-

wadzane s3 zajecia.

Tabela 12. Odpowiedzi badanych na pytania zamknigte

. Odpowiedzi | Odpowiedzi | Odpowiedzi
Pytania L, L ,
ucznié6w | nauczycieli | studentow
Czy lubisz matematyke?
Tak 28
Nie 18 - -
Niektére dzialy lubie, innych nie 54
W jaki sposob uczysz sie definicji i praw matematycznych?
Na pamie¢ 23 - 57
Poprzez fiszki 2 22
Rozwiazujac zadania z ich uzyciem 58 70
Poprzez skojarzenia 15 39
Inna odpowiedz: doktadne ich zrozumienie 2 4
Czy masz problem z zapamigtywaniem réznych infor-
magcji z matematyki?
Tak 17 - 22
Nie 14 4
To zalezy od dzialu 69 74
Czy uczenie si¢ matematyki przez czytanie i powtarzanie
jest Twoim zdaniem skuteczne?
Tak 52 - 43
Nie 48 57
Czy lubisz uczy¢ si¢ matematyki poprzez gry i zabawy
dydaktyczne?
Tak 57 - 96
Nie 43 4
Czy znane Ci sa techniki szybkiego uczenia si¢ (tzw.
mnemotechniki - sposoby ulatwiajace uczenie sig, tj.
wierszyki, rymowanki, skojarzenia)?
Tak 46 86 87
Nie 54 14 13
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cd. tab. 12
Pytania Odpow‘ri,edzi Odpowietdz.i Odpowie,dzi
uczniéw | nauczycieli | studentow
Czy uczac innych matematyki, uzywasz mnemotechnik?
Tak, kiedy tylko moge 5 26
Tak, przy niektorych tematach - 86 61
Nie 9 13
Czy uwazasz mnemotechniki za pomocne przy naucza-
niu matematyki?
Tak - 91 91
Nie 9 0
Nie wiem 0 9
Czy uczac innych, zauwazasz lepsze wyniki po zastoso-
waniu mnemotechnik?
Tak - 23 22
Nie 9 0
To zalezy od ucznia/klasy 36 43
To zalezy od tresci nauczania 32 22
Nie wiem 0 13
Czy zauwazasz wigksze zainteresowanie uczniéw przy
stosowaniu mnemotechnik?
Tak 32 52
Nie - 9 0
To zalezy od ucznia/klasy 59 35
Nie wiem 0 13
Czy chcialby$ poznac wiecej mnemotechnik?
Tak 60 91
Nie 6 - 0
Nie wiem 34 9
Czy uwazasz, ze mnemotechniki powinny by¢ stosowa-
ne w nauczaniu matematyki?
Tak - 95 100
Nie 5 0

Ankiety wykazaly, ze techniki szybkiego uczenia si¢ s3 wykorzystywane na
lekcjach matematyki w réznym stopniu. Badani wyrazaja che¢ poznawania
mnemotechnik (tabela 12). Uczniowie znaja mniej mnemotechnik niz nauczy-
ciele i studenci. Nauczyciele i studenci podawali $rednio po 3 przyklady réznych
mnemotechnik. Polowa uczniéw nie podata mnemotechnik, za$ pozostali ucz-
niowie wskazywali §rednio po 3 przyklady, przy czym byly to gtéwnie trzy te

same przyktady.
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Podsumowujac, przeprowadzone badanie wykazalo, ze mnemotechniki sa
obecne w nauczaniu matematyki i s postrzegane jako pomocne, jednak ich rola
w nauczaniu nie jest kluczowa. Stanowig raczej pomocne narzedzie do zapamieta-
nia informacji, zainteresowania tematem i wprowadzenia przyjemnej atmosfery.

Najczeéciej stosowane mnemotechniki w nauczaniu matematyki to rymo-
wanki (np. wierszyk o znakach funkcji trygonometrycznych), metoda akrosty-
chéw (LCDM) oraz metoda skojarzen (trojkat svt), lecz pojawiajg si¢ takze inne
metody, m.in. metoda hakéw pamigciowych, mamy mysli, ukladanie historyjek,
fiszki. Badani zauwazajg korzysci plynace z zastosowania mnemotechnik i de-
klaruja che¢ ich stosowania, jednak wielu nauczycieli i studentéw podaje, ze
wplyw mnemotechnik na wyniki i zainteresowanie uczniéw jest zalezny od na-
stawienia uczniow.

Mnemotechniki moga by¢ stosowane w nauczaniu matematyki jako narze-
dzie ulatwiajace zapamietanie informacji. Zastosowanie mnemotechnik powin-
no by¢ uzaleznione od tresci nauczania oraz dostosowane do wieku ucznidw.
Warto podkresli¢, ze mnemotechniki nie sa3 metodg nauczania, lecz technika
pamieciowa.
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Streszczenie

Artykul pokazuje pewng koncepcje dydaktyczng realizacji tre$ci matematycznych i in-
formatycznych w klasach I-IIT SP. Opracowanie dydaktyczne z zakresu nauczania matema-
tyki nawiazuje do koncepcji nauczania matematyki w klasach I-III szkoly podstawowej
opracowanej przez E. Gruszczyk-Kolczynska, a takze do propozycji wykorzystania Daréw
Froebla w edukacji matematycznej w przedszkolu autorstwa E. Gruszczyk-Kolczynskiej
i]. Koziel. Wykorzystano takze prace E. Gruszczyk-Kolczynskiej Zadania tekstowe. Opraco-
wanie dydaktyczne z zakresu nauczania elementéw kodowania i programowania w klasach
I-1IT szkoly podstawowej oparte jest na pracy Macieja Systy oraz na unikalnej koncepcji
nauczania informatyki opublikowanej w pracy zbiorowej pod red. A. W. Mitasa System kom-
plementarnego nauczania algorytmiki w aspekcie myslenia komutacyjnego. Oba opracowania
tworza jedna calos¢ i realizujg postulat zintegrowanego nauczania matematyki i elementow
programowania. Oparte s3 one na zestawie EKOMATIK, ktory sktada sie z:

- drewnianego pudetka zawierajacego specjalne siatki, podktadki, drewniane klocki

w réznych kolorach, kostki do gry, wybrane bryly platonskie, modele figur przestrzen-
nych i plaskich, klocki-miarki, linijki do mierzenia;

- zestawu klockow do programowania;

- przewodnika metodycznego zawierajacego scenariusze zajeé;

- aplikacji komputerowej oraz zestawu prezentacji komputerowych wspomagajacych

realizacje poszczegdlnych obszarow ksztalcenia matematycznego i informatycznego.

Zestaw EKOMATIK powstal w ramach programu badawczego ,,Zestaw innowacyjnych
pomocy edukacyjnych dla dzieci przedszkolnych i szkolnych” zrealizowanego w Narodowym
Centrum Badan i Rozwoju.
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Summary

The article shows a certain didactic concept for the implementation of mathematical and
informatics content in grades I-III of primary school. The didactic study in the field of teach-
ing mathematics refers to the concept of teaching mathematics in grades I-III of primary
school developed by E. Gruszczyk-Kolczyniska, as well as to the proposal of using Froebel’s
Gifts in mathematical education in kindergarten by E. Gruszczyk-Kolczynska and J. Koziel.
The work of E. Gruszczyk-Kolczynska Text tasks was also used. The didactic study in the
field of teaching elements of coding and programming in grades 1-3 of primary school is
based on the works of Maciej Systa and the unique concept of teaching computer science
published in a collective work edited by A.W. Mitasa - A system of complementary teaching
of algorithmics in the aspect of commutation thinking. Both studies form one whole and
implement the postulate of integrated teaching of mathematics and elements of program-
ming. They are based on the EKOMATIK set, which consists of:

- a wooden box containing special meshes, pads, wooden blocks in various colors, dice,
selected Platonic solids, models of spatial and plane figures, measuring blocks, measur-
ing rulers;

- a set of programming blocks;

- a methodological guide containing lesson plans;

- a computer application and a set of computer presentations supporting the implemen-
tation of particular areas of mathematics and IT education.

The EKOMATIK set was created as part of the research program “A set of innovative

educational aids for preschool and school children” implemented at the National Center for
Research and Development.

ROLA SRODKOW DYDAKTYCZNYCH
W PROCESIE NAUCZANIA MATEMATYKI

Lekcja matematyki, dawniej jedyna, to obecnie jedna z wielu form zdobywa-
nia wiedzy matematycznej przez ucznidw. Réznie zapewne wygladala w kolej-
nych okresach rozwoju ludzkosci, rozwoju jej kultury i techniki. Zawsze jednak
byta i jest podstawowa forma pracy nauczyciela, miejscem przebiegu niezwykle
ztozonych i subtelnych proceséw psychicznych towarzyszacych ksztaltowaniu
poje¢, prowadzeniu rozumowan, rozwigzywaniu zadan i ksztaltowaniu jezyka
matematycznego czy tez informatycznego. Ponizszy obrazek ilustruje proces
nauczania matematyki'.

Proces nauczania matematyki jest niezwykle ztozony i trudny. Z jednej bo-
wiem strony mamy tre$ci matematyczne, specyficzne w swojej postaci, czgsto
bardzo abstrakcyjne, statyczne (nieruchome i niezmienne w czasie), na ogoét
nielubiane przez wigkszo$¢ uczniéw. Z drugiej strony mamy uczniéw, z ktérych

! Opracowanie wiasne.



EKOMATIK w edukacji wczesnoszkolnej 149

Ksztaltowanie pojec

Prowadzenie rozumowan

Rozwigzywanie zadan
Ksztaltowanie jezyka

Tresci matematyczme Uczniowie

\é 7

Organizator procesu
uczenia sie

Rysunek 1

kazdy jest niepowtarzalng osobowoscig patrzaca w sposob indywidualny na
$wiat, na matematyke.

Z trzeciej strony mamy nauczyciela o réznym przygotowaniu merytorycz-
nym, dydaktycznym i dysponujacym réznorodnym warsztatem metodycznym
(pomoce naukowe, nowoczesne srodki dydaktyczne itp.). Stosowane przez niego
metody nauczania powinny ulega¢ ewolucji. Coraz rzadziej nalezy wykorzysty-
wa¢ metody podajace, w ktdrych caly wysitek nauczyciela skoncentrowany jest
na przekazywaniu wiedzy, transponowaniu i wtlaczaniu jej w umysty uczacych
sie, natomiast coraz czgsciej powinno si¢ stwarza¢ sytuacje, w ktorych nauczy-
ciel jest organizatorem procesu uczenia si¢ matematyki. Tymczasem mimo co-
raz czgstszego stosowania nowoczesnych metod nauczania, wykorzystania §rod-
kow dydaktycznych coraz bardziej nasyconych technologiami informatycznymi,
mimo ukazywania si¢ olbrzymiej liczby publikacji, mimo prowadzenia wielu
prob i eksperymentéw, osiggane wyniki w nauczaniu wciaz nie sg zadowalajace.
Powszechnie akceptowana jest opinia, ze za stabe, czasami wrecz kompromitu-
jace wyniki s3 odpowiedzialni nauczyciele.

Dydaktycy matematyki zgodnie uwazaja, zZe kluczem do poprawy wynikéw
nauczania z matematyki jest zmiana koncepcji nauczania matematyki w na-
uczaniu wczesnoszkolnym (miedzy innymi rezygnacja z nauczania zintegrowa-
nego na tym poziomie), zatrudnianie na poziomie nauczania wczesnoszkolnego
najlepszych nauczycieli matematyki, zmiana stylu nauczania w klasach I-III
(zastepowanie metod podajacych metodami problemowymi). Nauczanie pro-
blemowe (Krygowska, 1977) polega na stworzeniu takich warunkéw psychospo-
tecznych w klasie, aby uczniowie dazyli wspélnie z nauczycielem do rozwigzania
problemu, znajdujac zadowolenie w pokonywaniu trudnosci. Jego istota jest to,
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ze kazdy fragment zdobywanej przez uczniow wiedzy jest rozwigzaniem lub
czescig rozwigzania postawionego problemu. Nauczanie problemowe mozna
zilustrowa¢ nastepujacym schematem (Kakol, 1991):

POWSTAJACA W SPOSOB PODANA PRZEZ
NATURALNY NAUCZYCIELA
SYTUACJA PROBLEMOWA
UCZNIOWIE FORMULUJA NAUCZYCIEL PODAJE
PROBLEM

!

ROZWIAZYWANIE PROBLEMU
(stosownie regut heurystycznych)

SPRAWDZANIE I WERYFIKACJA ROZWIAZANIA

Zestaw EKOMATIK jest w zalozeniach autoréw takim rozwigzaniem, ktore
niejako zmusza nauczycieli do zmiany stylu nauczania, a w szczegélnosci do
stosowania nauczania problemowego. Latwo za jego pomocg stwarza¢ sytuacje
problemowe, stawia¢ pytania, formulowa¢ problemy, a potem, dzieki indywidu-
alnej pracy ucznidow (kazde dziecko ma swdj wlasny zestaw klockéw), znalezé
rozwigzanie, odpowiedzie¢ na sformulowane pytanie.

Opracowanie dydaktyczne zestawu EKOMATIK z zakresu matematyki na-
wiazuje do koncepcji nauczania matematyki w klasach I-III szkoty podstawowej
opracowanej przez Edyte Gruszczyk-Kolczynska (Gruszczyk-Kolczynska, 2014;
Gruszczyk-Kolczynska, Skura, 2006), a takze do propozycji wykorzystania Da-
réw Froebla w edukacji matematycznej w przedszkolu autorstwa E. Gruszczyk-
Kolczynskiej i ]. Koziel (2017). Wykorzystano takze prace E. Gruszczyk-Kol-
czynskiej Zadania tekstowe (w druku). Przedstawiony zestaw moze stuzy¢ do
realizacji nastgepujacych obszaréw ksztalcenia w nauczaniu matematyki w kla-
sach I-IIT SP (https://podstawaprogramowa.pl...):

- orientacji na plaszczyznie,

- liczenia,

- dzialania na liczbach,

- zadan z trescig,
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- mierzenia dlugosci,

- geometrii,

- stosowania matematyki.

Opracowanie dydaktyczne zestawu EKOMATIK z zakresu nauczania in-
formatyki w klasach I-III szkoty podstawowej oparte jest na pracy Macieja Systy
(Systo, 2018; Systo, Kwiatkowska, 2015) oraz na unikalnej koncepcji nauczania
informatyki opublikowanej w pracy zbiorowej pod red. A. W. Mitasa (2016)
System komplementarnego nauczania algorytmiki w aspekcie myslenia komuta-
cyjnego. Przedstawiony zestaw moze stuzy¢ do realizacji nastepujacych obszaréw
ksztalcenia w nauczaniu informatyki w klasach I-III SP (https://podstawapro
gramowa.pl...):

- kodowania,

- programowania prostego,

- programowania z petla,

- programowania z obrotem

- programowania w zagadkach.

Skladowe zestawu EKOMATIK

Zestaw EKOMATIK do edukacji w zakresie matematyki i informatyki w kla-
sie I-III SP sktada sie z:

- drewnianego pudetka zawierajacego specjalne siatki, podktadki, drewniane
klocki w roznych kolorach, kostki do gry, wybrane bryly platonskie, modele
tigur przestrzennych i plaskich, klocki-miarki, linijk¢ do mierzenia (foto-
grafia 1a, fotografia 1b, fotografia 1c);
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- zestawu klockow do programowani (fotografia 2);

Fotografia 2

- przewodnika metodycznego zawierajacego scenariusze zaje¢ (tacznie 150
scenariuszy realizujacych 21 obszaréw tematycznych) (fotografia 3);

Fotografia 3

- aplikacji komputerowej zawierajacej elektroniczng wersje przewodnika ze
scenariuszami, przewodnik metodyczny w formacie pdf, zestaw prezenta-
¢ji multimedialnych do poszczegélnych obszaréw ksztalcenia matema-
tycznego i informatycznego w klasach I-IIT SP oraz testéw kompetencji.
Aplikacja komputerowa bedzie dostepna na stronie www.ekomatik.edu.pl
(fotografia 4a, fotografia 4b).

Adam Mickiewicz University Press © 2023



EKOMATIK w edukacji wczesnoszkolnej 153

29 0.5TART

£5H] 1.0rientacja na plaszczyinie
] 2 Liczenie

2] 3.1.Dodawanie liczb

28 3.2.0dejmowanie liczb

28] 3.2.Mnozenie liczb.

(5] 3.4.Drielenie liczb

2] 4.Zadania z trescig

2] 5.Mierzenie diugosci

28 6.1.5zescian_kwadrat

£3] 6.2.Prostopadioécian_prostokat
(2] 6.3.Graniastostup_tréjkat
2] 6.4.0stroshup_czworokat
28 6.5.Walec_koto

29 6.6.5tozek_koto

£2] 6.7.Kula_koto

(2] 7.5tosowanie matematyki
2] 8.1 Kodowanie

27 8.2.Programowanie proste
29 8.2.Programowanie z petla

£2] 8.4.Programowanie z obrotem

EKOMATIK

Cwicisass 1 priewe-sams . Dadawanie

1. Orientucis aa plasscayaie

»
by

2] 8.5.Programowanie w zagadkach

Fotografia 4a Fotografia 4b

Zawarto$¢ pudelka

Zasadniczg sktadowg EKOMATIK jest zasuwane drewniane pudetko. W $rod-
ku znajdujg si¢ specjalne siatki i podkladki, na ktérych uczniowie ukladaja
z klockéw réznorodne figury wymagane przy realizacji okreslonych tematéw
zaje¢. Pudetko wypelnione jest szesciennymi kostkami w réznych kolorach:
z6ltym, czerwonym, niebieskim i zielonym. Jest ich w kazdym kolorze kilkadzie-
sigt. Na czerwonych, zielonych i z6itych klockach nadrukowane sg liczby wyste-
pujace w tabliczce mnozenia. Oprécz tych kostek znajduja si¢ jeszcze niekolo-
rowe kostki z cyframi od 0 do 9, znakami dzialan i nieréwnosci, kostki
szescienne do gier, wybrane bryly platonskie oraz modele wybranych figur prze-
strzennych i ptaskich. W osobnym woreczku znajduja si¢ klocki stuzace do nau-
ki programowania. Po kazdym ¢wiczeniu uczniowie powinni ulozy¢ w pudetku
klocki tak, jak byly ulozone przed rozpoczgciem ¢wiczenia. Bardzo przydatne
w tym moze by¢ zamieszczone na spodzie pudetka zdjgcie obrazujace zawarto$é
i uktad poczatkowy klockow.

Przewodnik metodyczny

Dotlaczony do zestawu klockéw przewodnik metodyczny zawiera scenariu-
sze lekcji w klasach I-III. Sg one z jednej strony pewna propozycja dydaktyczna
realizacji okreslonych tematoéw, z drugiej strony pozwalajg nauczycielowi na
tworzenie wlasnych scenariuszy dostosowanych do specyfiki i uzdolnien zespotu
klasowego.

Obok kazdego scenariusza, nazywanego w przewodniku ¢wiczenie, znajduje
sie sugestia, zgodnie z ktéra w klasach od I do III to ¢wiczenie powinno by¢
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realizowane. Jest to oczywiscie tylko propozycja ze strony autoréow przewodnika.
Decyzja nalezy w kazdym z przypadkéw do nauczyciela. Podobnie autorzy
oznaczajg symbolem (*) ¢wiczenia zawierajace zadania trudniejsze, a symbolem
(**) - ¢wiczenia, w ktérych wystepuja zadania wykraczajace poza tresci przewi-
dziane podstawg programowsa.

Podstawa programowa dla edukacji wczesnoszkolnej przewiduje nauke ele-
mentéw informatyki na tym poziomie nauczania. Cwiczenia z zakresu matema-
tyki, w ktérych wystepuje problematyka kodowania, sa oznaczone w przewod-
niku symbolem (K).

Zadania z obszaru Programowanie sa skonstruowane w taki sposob, ze po-
zwalaja z jednej strony naby¢ wiedze dajaca podstawy do pozniejszej nauki pro-
gramowania, z drugiej strony sa platforma, na ktdrej realizujemy bardzo wazny
aspekt procesu nauczania — integrowania matematyki z informatyka. Formuto-
wane w ¢wiczeniach zadania w duzej mierze s3 zadaniami problemowymi,
a zamieszczony przebieg zaje¢ pokazuje droge dojscia do rozwigzania problemu.

Wystepujace czgsto w scenariuszach stowo: Dlaczego? zmusza uczniow do
szukania i uzasadnienia swojego rozwigzania, niewazne, czy prawdziwego, czy
tez falszywego. Uczen rozumuje i probuje uzasadnia¢ swoje hipotezy najpierw
na drodze rozumowania empirycznego, a potem intuicyjnego lub tez w dalszych
latach nauki na poziomie formalnym.

Aplikacja komputerowa i prezentacje komputerowe

Na stronie internetowej www.ekomatik.edu.pl znajduje sie aplikacja kompu-
terowa, ktora zawiera elektroniczng wersje przewodnika ze scenariuszami.
Mozna za jej pomoca prowadzi¢ w klasie lekcje matematyki i informatyki z za-
kresu obszaréw wymienionych w poradniku. Do kazdego z proponowanych
w poradniku ¢wiczen mozna, za pomoca specjalnie wbudowanego generatora,
tworzy¢ praktycznie nieskonczona liczbe podobnych zadan do tych, ktore sa
rozwigzywane na lekeji. Aplikacja zawiera takze przewodnik w wersji pdf, ktory
mozna pobra¢ i wydrukowa¢. Mozna takze pobra¢ i zapisa¢ na swoim kompute-
rze prezentacje komputerowe odpowiadajace realizowanym obszarom tema-
tycznym oraz prezentacje sterujacg 0.Start. Jej uruchomienie pozwala poruszaé
sie swobodnie po wszystkich zafaczonych prezentacjach. Uruchomienie kazdej
z nich odbywa sie po naci$nigciu nazwy tej prezentacji. Przejscie z kazdej pre-
zentacji do menu gléwnego po nacisnieciu czerwonej strzatki. Wyjscie z prezen-
tacji w dowolnym momencie odbywa sie przez naciskanie przycisku esc, znajdu-
jacego sie¢ na klawiaturze komputera. Zaréwno przewodnik, jak i prezentacje
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multimedialne w postaci Pokazu programu PowerPoint mozna pobraé ze strony
internetowej, zapisa¢ lokalnie i prowadzi¢ lekcje z ich wykorzystaniem. Przejscie
miedzy kolejnymi slajdami uzywanej w danym momencie prezentacji odbywa
sie za pomocg strzatki znajdujacej si¢ na klawiaturze komputera. Kazda z pre-
zentacji komputerowych pozwala nauczycielowi w dynamiczny sposéb ilustro-
waé wydawane polecenia, pokazywa¢ przykladowe rozwigzania, a takze droge
dojécia do wyniku konicowego rozwigzywanego w danym momencie problemu.

PRZYKEADY WYKORZYSTANIA
ZESTAWU EKOMATIK

Zestaw ten moze by¢ wykorzystany w nastepujacy sposob w realizacji ksztal-
cenia matematycznego i informatycznego w klasach I-III SP:

- kazdy uczen ma do dyspozycji jedno pudetko z klockami oraz zestaw kloc-

kéw do programowania;

- nauczyciel ma do dyspozycji aplikacje komputerowa zawierajaca elektro-

niczng wersj¢ przewodnika ze scenariuszami albo przewodnik metodyczny
i prezentacje multimedialne;

- w trakcie lekcji nauczyciel wykorzystuje rzutnik z ekranem.

Lekcje obywaja si¢ wedlug nastepujacego schematu: nauczyciel wydaje ucz-
niom polecenia i zadaje pytania. Wszystkie polecenia skierowane do nich na-
uczyciel demonstruje na ekranie odpowiednimi slajdami. Uczniowie szukaja
odpowiedzi na zadane im pytania, wykorzystujac wyjete z pudetka odpowiednie
siatki i klocki. Kazdy uczen pracuje indywidualnie, a po wykonaniu poszczegél-
nych polecen, nauczyciel dyskutuje z nimi o rezultatach ich pracy i pokazuje na
ekranie prawidlowe rozwigzanie rozwazanego problemu.

Za pomocy tego zestawu mozna zrealizowa¢ prawie caly material z matema-
tyki oraz czes¢ materiatu z informatyki przewidzianych do realizacji w podsta-
wie programowej (https://podstawaprogramowa.pl...). Ponizej przykladowe
¢wiczenia wraz z zalaczonymi scenariuszami zajec.

Cwiczenie 5 z obszaru Dodawanie liczb.

Nauczyciel za pomocg rzutnika wyswietla na ekranie rysunek siatki, prosi
uczniow, aby wyjeli z pudetka takie same siatki i wydaje polecenie:

Utbzcie na lewo od czerwonego szlaczka liczbe 17, a na prawo od czerwonego

szlaczka liczbe 28.
Uczniowie pracujg samodzielnie, a po zakonczeniu pracy nauczyciel wyswietla
na ekranie poprawny wynik. Dzieci sprawdzajg swoje wyniki.
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Teraz nauczyciel wydaje uczniom polecenie:

Dodajcie do liczby 17 liczbe 28 i wynik zapiszcie w zeszytach.
Uczniowie pracuja samodzielnie. Po wykonaniu polecenia nauczyciel sprawdza
zapisane wyniki, a w razie potrzeby wyswietla na ekranie spos6b dodawania oraz
poprawny wynik. W zeszytach dzieci powinny zapisa¢ wynik dodawania w taki
sposob: 17 + 28 = 45.

Uwaga!

Wykorzystywana na lekgji aplikacja komputerowa pozwala wygenerowac
dowolnie duzo podobnych zadan, ktére moga by¢ rozwigzywane wedtug opisa-
nego wyzej scenariusza. Generowanie takich zadan i ich rozwigzywanie ko-
nieczne jest w przypadku, gdy znajda sie¢ w klasie uczniowie, ktérzy maja pro-
blemy z zamiang 10 jednosci na 1 dziesiatke, czyli z tzw. ,,przekraczaniem progu
dziesigtkowego”. Warto zwroci¢ uwage, ze po wykonaniu przez uczniéw kilku
podobnych ¢wiczen, w ich zeszytach pojawia si¢ przystowiowe ,stupki”, bedace
matematyzacja wykonywanych przez nich czynnosci, a nie wypelnianiem za-
mieszczanych w ,,stupkach” okienek.

Proponowany w przewodniku metodycznym zestaw ¢wiczen matematycz-
nych zawiera wiele zadan, ktore nie mieszczg si¢ tematycznie w podstawie pro-
gramowej. Cwiczenia te oznaczone s3 w przewodniku symbolem (**). Przykladem
jest ¢wiczenie, w ktérym ksztaltujemy umiejetno$¢ dzielenia, a przy dzieleniu
pojawia sie reszta. Ponizej proponowany przebieg zaje¢ z obszaru Dzielenie liczb.

Cwiczenie 7** z obszaru Dzielenie liczb

Nauczyciel za pomocg rzutnika wyswietla na ekranie rysunek siatki, prosi
uczniow, aby wyjeli z pudetka taka samg siatke jak pokazana na obrazku na
ekranie. Nastepnie wydaje polecenie:
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Wyjmijcie z pudetka 9 czerwonych klockéw i potozcie je obok siatki tak, aby
cyfry na klockach nie byly widoczne.

Po wykonaniu przez uczniéw polecenia nauczyciel wydaje kolejne:
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Roztézcie te klocki po réwno w dwéch kwadratach.
Po nieudanej prébie wykonania przez uczniéw zadania nauczyciel ilustruje na
ekranie ukladanie klockéw w 2 kwadratach i otrzymany wynik, a potem prowa-
dzi z dzie¢mi rozmowe na temat rozwigzania tego zadania. Wprowadza tez na-
zwe ,dzielenia z reszty”.
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Nastepnie zapisuje na tablicy wykonywane czynnosci:

9:2=4ir=1.
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Uwaga!

Mamy tu przypadek dzielenia z reszta. Podstawa programowa nie obliguje
nauczyciela do wprowadzenia tego pojecia na tym etapie ksztalcenia matema-
tycznego. Wykorzystywana na lekcji aplikacja komputerowa pozwala wygene-
rowa¢ dowolnie duzo podobnych zadan, ktére moga by¢ rozwigzywane wedlug
opisanego wyzej scenariusza. Podstawa programowa z matematyki dla edukacji
wczesnoszkolnej nie przewiduje nauki kodowania i programowania na tym
poziomie nauczania. Mimo to zestaw klockéw EKOMATIK pozwala wprowa-
dza¢ do nauczania matematyki elementy tych poje¢. Realizuje si¢ w ten sposob
wazne w nauczaniu hasto integrowania matematyki z informatyka. Cwiczenia,
w ktorych mamy do czynienia z tym problemem, oznaczone sa w przewodniku
symbolem (K). Ponizej przyktadowy przebieg takich zajec.

Cwiczenie 9 K z obszaru Orientacja na plaszczyznie

Nauczyciel prosi uczniéw, aby wyjeli z pudetka taka sama siatke, jaka poka-
zana jest na obrazku na ekranie, a takze jeden niebieski klocek i potozyli go tam,
gdzie zaczynaja si¢ strzatki. Po wykonaniu polecenia przez dzieci nauczyciel
wy$wietla na ekranie poprawne rozwigzanie. Uczniowie sprawdzaja wynik swo-

jej pracy.
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Nastepnie wydaje polecenie:
Przesuricie teraz klocek w prawo od pionowej strzatki o 3 kroki i 7 krokéw
w gore od poziomej strzatki.
Po wykonaniu przez uczniéw polecenia nauczyciel pokazuje na ekranie droge,
po ktorej powinien porusza¢ si¢ klocek. Dzieci sprawdzaja swoje prace.
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Teraz nauczyciel prosi uczniéw o ,zapisanie” na siatce za pomoca odpowied-
nich klockéw drogi, po ktérej poruszal si¢ niebieski klocek. Dzieci pracuja sa-
modzielnie, a po wykonaniu pracy nauczyciel ilustruje poprawny zapis.
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Uwaga!

Warto zwroci¢ uwage na to, ze juz na tym etapie nauczania matematyki po-
jawily sie pojecia uktadu wspotrzednych i wspétrzednych punktu (nienazywane
po imieniu), pojecia tak bardzo wazne w matematyce. Zestaw EKOMATIK za-
wiera taki zestaw klockow, ktéry umozliwi zapisanie za jego pomoca wykony-
wane czynnos$ci przy wyznaczaniu wspétrzednych punktu. Taki uklad klockow
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jest de facto pewnym typem programu komputerowego. W naszym przypadku
opisuje drogg, jaka przebyl nasz klocek potozony w poczatku uktadu wspolrzed-
nych. Droge te mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

=== e]e]e]s]+ I
lub:

| JENCIEANY |

Bardziej zaawansowane przyklady kodowania i programowania znajduja si¢
w czesci zatytulowanej w przewodniku Programowanie.

Przedstawione w obszarze Geometria scenariusze zaje¢ maja na celu ksztal-
towanie u uczniéw intuicji figur geometrycznych, przy czym w innym ujeciu niz
obowigzujgce w polskiej szkole. W szkole bowiem zaczynamy od planimetrii,
gdzie staramy sie najpierw ksztaltowa¢ pojecia figur geometrycznych, takich jak:
plaszczyzna, prosta, punkt (tzw. pojecia pierwotne), roézne wielokaty, okrag
i koto. Dopiero w starszych klasach szkoly podstawowej zajmujemy sie figurami
w przestrzeni tréjwymiarowej. Poznajemy szeéciany, prostopadto$ciany, grania-
stostupy proste, walce, stozki i kule. Takie ujecie jest sprzeczne z tym, ze od na-
rodzin zyjemy w $wiecie tréjwymiarowym, gdzie spotykamy najpierw modele
figur przestrzennych, poznajemy ich wlasnosci, a dopiero w szkole ,znizamy”
sie do poziomu dwuwymiarowej plaszczyzny.

W proponowanej w tych scenariuszach koncepcji réwnolegle ksztattujemy
pojecia figur przestrzennych i figur plaskich, przy czym zawsze jako pierwsza
pojawia si¢ figura przestrzenna, a potem dopiero figura na plaszczyznie. Mozna
powiedzie¢, ze wprowadzamy uczniow w §wiat geometrii, zaczynajgc od geome-
trii bryl. Ponizej przykladowy scenariusz zajgc¢ z obszaru Geometria.

Cwiczenie 2 z obszaru Szescian - kwadrat

Nauczyciel za pomoca rzutnika wyswietla na ekranie rysunek podkladki,
prosi uczniéw, aby wyjeli z pudetka taka samg drewniang podkladke i utozyli na
niej w lewym gdérnym rogu taki szescian, jaki jest pokazany na obrazku na ekranie.
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Po wykonaniu zadania nauczyciel wydaje uczniom kolejne polecenie:
Wyszukajcie w pudetku figure, ktéra ma ksztatt podobny do sciany szescianu
i potozcie jg na podktadce.

Nastepnie nauczyciel pyta uczniow:
Czy ktos wie, jak nazywa sig taka figura?
Po udzieleniu przez uczniéw poprawnej odpowiedzi, nauczyciel wydaje im ko-
lejne polecenia i zadaje pytanie:
Pokazcie boki kwadratu.
Pokazcie wierzchotki kwadratu.
Ile wierzchotkow ma kwadrat?
Wyijmijcie z pudetka fioletowe klocki i zmierzcie nimi diugosé¢ wszystkich bo-
kow kwadratu.
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Uczniowie po udzieleniu poprawnych odpowiedzi wymierzaja boki kwadratu
fioletowymi klockami. W razie klopotéw z wymierzaniem nauczyciel demon-
struje poprawne czynnosci za pomoca slajdu na obrazku na ekranie.

Nastepnie zadaje kolejne pytania i wydaje polecenie:
Co ciekawego mozecie powiedzie¢ o dtugosciach bokow kwadratu?
Czy wszystkie boki kwadratu majg takg samg dtugosé?
Uczniowie powinni odpowiedzie¢, ze wszystkie boki kwadratu majg dlugosci
réwne jednemu klockowi duzemu i jednemu malemu, czyli dtugosci bokow
kwadratu sg réwne.
Po udzieleniu odpowiedzi nauczyciel wydaje kolejne polecenie:
Obliczcie obwdd kwadratu (obwéd to tgczna dlugos¢ wszystkich bokow kwa-
dratu). Sposéb obliczania obwodu zapiszcie w zeszytach.
Uczniowie powinni zapisa¢ swoje obliczenia tak:
Obwéd kwadratu=1d+1m+1d+1m+1d+1m+1d+1m.

Uwaga!

Uczniowie zdolniejsi powinni ten wynik zapisa¢ tak: Obwod kwadratu =4 d +
+4m=5d+1m.

Wszystkie wykonywane przez ucznidéw polecenia i udzielane odpowiedzi na
postawione pytania stuza odkrywaniu podstawowych wlasnosci kwadratu, a tym
samym ksztaltowaniu jego pojecia. Warto tez zwroci¢ uwage na to, ze nie jest tu
proponowane uzywanie stowa ,,kat” ani formulowanie wlasnosci, ze kwadrat ma
wszystkie katy rowne i miara kazdego réwna si¢ 90°. Sg to pojecia i wlasnosci dla
uczniow w tym wieku bardzo trudne. Nie oznacza to jednak, ze nie znajda si¢
tacy, ktdérzy potrafig rozmawiac o tych problemach.
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W Kklasie, w ktdrej sa uczniowie o uzdolnieniach matematycznych, mozna po
zbudowaniu przez nich sze$cianu zada¢ im pytania:

Ile klockow widzicie, patrzgc na Sciang boczng zbudowanego szescianu?

Z ilu klockéw sktada sig zbudowany przez was szescian?

Pytania te dotycza pojecia pola i objetosci figury, w tym przypadku kwadratu
i szeScianu. Proponowane ujecie jest dla uczniéw kolejnym empirycznym ze-
tknigciem sie z tymi pojeciami.

Z badan naukowych (Gruszczyk-Kolczynska, Zadania tekstowe, w druku)
wynika miedzy innymi to, Ze jedng z wielu trudnosci spotykanych przy rozwia-
zywaniu zadan z trescig jest to, ze uczniowie nie potrafig zapamietywac tresci
styszanego lub przeczytanego zadania. Z tego powodu powinno si¢ organizowaé
zajecia tak, aby uczniowie mieli okazje powtarzania tresci zadania i to czasami
kilkakrotnie. Oto przyktad takiego ¢wiczenia oznaczonego symbolem (*), kto-
rym oznaczone s3 w przewodniku zadania trudniejsze.

Cwiczenie 5* z obszaru Zadania z trescig

Nauczyciel za pomoca rzutnika wyswietla na ekranie rysunek podstawki. Prosi
ucznioéw, aby potozyli przed sobg takie same podstawki. Nastepnie objasnia, ze ta
podstawka ilustruje jezioro, po ktorym moga plywac todki, kajaki, zagléwki i ro-
wery wodne, reprezentowane u nas przez klocki. Objasnia uczniom, ze posiadane
przez nich zétte klocki beda oznacza¢ rowery wodne, na ktorych siedzi dwoje
ludzi, a zielone klocki beda ilustrowa¢ rowery wodne, na ktérych siedzi troje ludzi.
Czerwone klocki ilustrujg ludzi. Po tym wyjasnieniu opowiada im historyjke:

Po jeziorze ptywa 11 roweréw wodnych, a na kazdym rowerze siedzi dwoje

ludzi oraz 4 rowery, na ktérych siedzi po troje ludzi.
Po tym nauczyciel prosi wybranego ucznia, aby powtorzyl tres¢ opowiedzianej
historyjki. W przypadku problemoéw pozostate dzieci pomagaja koledze (kolezan-
ce). Teraz prosi uczniéow, aby polozyli na podstawkach odpowiednig liczbe kloc-
kow w taki sposob, aby nie bylo wida¢ cyfr wypisanych na $ciankach klockéw.
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Po wykonaniu przez uczniéw polecenia nauczyciel pokazuje na ekranie odpo-

wiedni obrazek. Uczniowie sprawdzaja swoje wyniki. Nastepnie zadaje pytanie:
Ile 0s6b ptywa po jeziorze?

Po udzieleniu odpowiedzi prosi uczniéw, aby w zeszytach zapisali rozwigzanie

tego zadania. Dzieci powinny zapisa¢ swoje rozwigzane w nastepujacy sposob:

11e2=22
43=12
22+12=34

lub
11 e2+4e¢3=234.

W razie problemoéw z obliczaniem podanych w historyjce dzialan, nauczyciel
prosi uczniow o wyjecie z pudetka siatki z napisami: Jednosci, Dziesiatki, Setki
i Tysiace i wykonanie tych dzialan przy wykorzystaniu odpowiednich klockéw
i znanego juz sposobu dodawania na siatce.

Uwaga!

Jest to zadanie, w ktérym wystepuja dwa dzialania: dodawanie i mnozenie.
Uczniowie powinni dostrzec, ze najpierw wykonuje si¢ mnozenie, a potem do-
dawanie, w razie potrzeby nauczyciel sam o tym musi powiedziec.

Podstawa programowa dla edukacji wczesnoszkolnej przewiduje nauke ele-
mentéw informatyki na tym poziomie nauczania. Zadania z obszaru Programo-
wanie s3 skonstruowane w taki sposéb, ze pozwalaja z jednej strony naby¢ wie-
dze dajaca podstawy do podzniejszej nauki programowania, z drugiej strony sa
platforma, na ktdrej realizujemy bardzo wazny aspekt procesu nauczania - inte-
growania matematyki z informatyka. Ponizej przyklad takiego scenariusza.

Cwiczenie 6 z obszaru Programowanie z obrotem
Nauczyciel prosi uczniéw, aby wyijeli z pudetka taka samg siatke, jaka jest
pokazana na obrazku na ekranie, i zaczyna opowiada¢ historyjke. Uczniowie
maja za zadanie utozy¢ klocki, wedtug danych, ktére ustysza.
Piraci wybrali sig na poszukiwanie skarbow (A7). Idgc w glgb wyspy, znalezli
wspanialg skrzynie petng ztotych dukatéw (C5), odkryli zapomniang wioske
(E5) i drzewo z nieznanymi dotgd owocami (E7). Swoje poszukiwania zako#n-
czyli wsréd palm, gdzie rozbili obéz (H6).
Uczniowie najpierw powtarzajg tres¢ zadania, a potem wymieniaja i pokazuja na
siatkach pole, gdzie piraci zaczgli poszukiwania, pole, gdzie zakonczyli wedrow-
ke oraz pola, przez ktére przechodzili. Nastepnie ukladajg odpowiednie klocki
na swoich siatkach. Po ulozeniu klockéw nauczyciel wyswietla poprawne ich
polozenie. Dzieci sprawdzajg swoje prace.
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Teraz nauczyciel prosi uczniéw, aby wyijeli siatke stuzaca do pisania programow
i informuje ich, ze na tej lekcji poznaja nowa funkgcje, jaka jest obrot: w prawo
lub w lewo. Demonstruje na ekranie oraz objasnia odpowiednie klocki. Przypo-
mina im, Ze beda uzywac takze najdluzszego klocka, ktéry pomoze nam w $ledze-
niu drogi od startu do mety i tez demonstruje jego wyglad na ekranie.

Po tym mowi:
Wyobraz sobie, zZe jestes piratem i odkrywasz z kompanami tajemniczg wyspe.
Napiszemy program, ktory odtworzy twojg wedrowke.
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Teraz nauczyciel wyswietla nowe symbole i objasnia ich znaczenie, a nastepnie
demonstruje tworzenie programu, wyswietlajac na ekranie kolejne jego wiersze.
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Po wyswietleniu pierwszego wiersza dzieci sprawdzaja na swoich siatkach po-
prawnos¢ zapisu. Nauczyciel prosi o wyciagnigcie najdtuzszego klocka ze strzal-
ka i postawienie go na zielonym klocku tak, aby strzalka byta skierowana do
goérnej krawedzi siatki (na péinoc). Nauczyciel wyswietla drugi wiersz progra-
mu, uczniowie przesuwajg klocek ze strzatka dwa kroki w gore. Nauczyciel wy-
$wietla trzeci wiersz programu, uczniowie obracaja klocek w prawo. Czwarty
wiersz programu — uczniowie przesuwaja klocek o cztery kroki w prawo. I tak
nauczyciel wyswietla kolejne wiersze programu, a uczniowie przesuwaja odpo-
wiednio swoj klocek, sprawdzajac za kazdym razem, czy s3 spelnione warunki
podane w historyijce.

EFEKTYWNOSC EKOMATIK-A

Zestaw EKOMATIK jest $rodkiem dydaktycznym przeznaczonym dla dzieci
w wieku wczesnoszkolnym w zakresie wspierania rozwoju kompetencji mate-
matycznych i programistycznych, a takze, co jest duzym atutem, kompetencji
spolecznych. Jest przeznaczony do pracy indywidualnej (jeden zestaw - jeden
uczen), preferuje prowadzenie zaje¢ metoda problemowsa, wymusza u nauczy-
ciela niejako zmiane stylu nauczania. Pozwala nie tylko realizowa¢ wigkszo$¢
hasel z podstawy programowej z matematyki, ale zawiera duzo ¢wiczen wykra-
czajacych poza nig. Pozwala realizowa¢ hasta z podstawy programowej z infor-
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matyki dotyczace elementéw kodowania i programowania. Zawiera nie tylko
gotowe scenariusze zaje¢, ale takze daje mozliwos¢ samodzielnego ich tworze-
nia. Znajdujaca si¢ w zestawie aplikacja komputerowa pozwala na generowanie
praktycznie nieskonczonej liczby zadan.

Drewniane klocki tworza naturalne, proste konstrukcyjnie zabawki, wysmie-
nicie pobudzajace dziecigca kreatywnos$¢, wzmagajace ciekawos¢ poznawcza
i pozwalajace na szybsze przyswajanie matematycznych tresci. Pozwala tworzy¢
innowacyjne koncepcje wprowadzenia wielu poje¢ matematycznych i informa-
tycznych. Moga z niego korzysta¢ zarowno dzieci wybitnie zdolne, jak i posiada-
jace trudnosci edukacyjne. Jest przeznaczony dla szerokiego spektrum odbior-
cow: od uczniow do rodzicow.

Zalety EKOMATIKA-a zostaly potwierdzone naukowo w ramach ekspery-
mentu pedagogicznego, skladajacego si¢ z etapu wstepnego (2020, 2021): przy-
gotowanie narzedzi i jego standaryzacji oraz dwoch etapow wiasciwych:
2020/2021 - eksperyment nr 1 oraz 2021/2022 - eksperyment nr 2, w okresach
od wrzesnia do czerwca, co bylo podyktowane kalendarium roku szkolnego.
W obydwu eksperymentach dokonano trzech pomiaréw. Pomiar poczatkowy —
wrzesien (2020, 2021), kontrolny - luty (2021, 2022) i koncowy - czerwiec
(2021, 2022). Eksperyment polegal na prowadzeniu zaje¢ z wykorzystaniem
zestawu EKOMATIK w 5 grupach eksperymentalnych (5 wczesnoszkolnych)
podczas regularnych zaje¢ (3 godziny lekcyjne w kazdym tygodniu, zgodnie
z harmonogramem roku szkolnego), rozpoczynal sie we wrzesniu i trwal dwa
semestry roku szkolnego (I faza — semestr zimowy 5 miesigcy: wrzesien — sty-
czen; II faza — semestr letni 5 miesigcy: luty — czerwiec). W trakcie eksperymentu
prowadzono regularng dokumentacje jego przebiegu. Narzedziem, ktére postu-
zyto do sprawdzenia efektow eksperymentu byl test kompetencji matematycznych
i spolecznych wystandaryzowany podczas etapu pierwszego. Aby moc okresli¢
efektywnos¢ EKOMATIK-a, zastosowano technike grup réwnolegtych, polegaja-
ca na prowadzeniu zaj¢¢ i pomiaréw w grupach eksperymentalnych i zestawie-
niu wynikéw, w ktérych zostal dokonany wytacznie pomiar kompetencji, nie
prowadzono natomiast zaje¢ z wykorzystaniem zestawu EKOMATIK (grupy byly
zbiezne, np. dwie klasy z tego samego poziomu z tej samej szkoly o podobnej
liczbie uczniéw). W celu weryfikacji postawionej hipotezy, ze w grupach, w kto-
rych prowadzone s3 zajecia z wykorzystaniem zestawu EKOMATIK, przyrost
kompetencji jest wyzszy od przyrostu kompetencji w grupach, w ktérych zestaw nie
byt stosowany, przeprowadzono test kompetencji. Zalozono, ze przyrost kompe-
tencji w eksperymencie nr 1 osiggnie parametr minimum 4% wiecej w grupie
eksperymentalnej niz w grupie kontrolnej na etapie edukacji wczesnoszkolnej.

W pierwszej fazie zostala dokonana druga standaryzacja testéw do badania
kompetencji matematycznych i spotecznych dzieci w wieku wczesnoszkolnym,
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ktdra zostala przeprowadzona w pigciu szkotach w powiecie cieszynskim. Eks-
peryment nr 1 wykazal efektywnos$¢ pomocy w ksztalttowaniu kompetencji ma-
tematycznych i spolecznych. Przyrost kompetencji byt o 6% wyzszy w grupach
eksperymentalnych, w ktorych wykorzystywano zestaw EKOMATIK w stosunku
do grup kontrolnych, gdzie nie wykorzystywano tej pomocy w pracy z dzie¢mi
w eksperymencie nr 1. Eksperyment nr 2 wykazal wyzszy przyrost kompetencji
zaréwno w stosunku do grup kontrolnych, jak réwniez w odniesieniu do ekspe-
rymentu nr 1 i wynosit 15%, co stanowito 11% wigcej w stosunku do grupy kon-
trolnej oraz 7% w stosunku do wyniku z eksperymentu nr 1. Moze to $wiadczy¢
o zmianach w kierunku optymalizacji produktu dzigki sugestiom nauczycielek,
ktére w raportach, dyskusjach fokusowych zwracaly uwage na elementy, ktore
sie sprawdzajg oraz takie, ktére nalezaloby poprawi¢, uwzgledni¢ lub odrzucic.
Dzigki proponowanym zmianom, ktére zostaly wprowadzone, zmodyfikowany
EKOMATIK podnioést efektywnos¢ ksztaltowania kompetencji matematycz-
nych, programistycznych i spolecznych w eksperymencie nr 2.
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Streszczenie

Powszechnie uwaza sie, ze pierwszym tekstem matematycznym, z ktérym dziecko zapo-
znaje si¢ w nauczaniu wczesnoszkolnym, to tekst zadania tekstowego. Pierwsze zadania
tekstowe s3 jednak na ogdt tak sformutowane, ze nie prowokuja do glebokiej analizy, nie
motywuja do krytycznego myslenia matematycznego. Nie ucza tego, co jest najtrudniejsze —
wielokrotnego wracania do tekstu, wybierania i czytania fragmentéw, samodzielnego inter-
pretowania, zastanawiania si¢ nad podanymi wielkosciami (i ich pelnoscig dla rozwigzania
podanego problemu), reprezentowania przypadkéw szczegélnych. Chcemy na te fakty wy-
czulaé, bazujac w podrecznikach serii Wielka Przygoda na tekstach nazwanych ,,opowiada-
niami matematycznymi”. Zywimy przekonanie, Ze jest to propozycja, ktéra od poczatku
nauki pozwoli kazdemu dziecku, takze temu, ktéry ma wieksze trudnosci, na prace na wta-
snym poziomie, z poczuciem sukcesu, poprzez forme zabawows. Nauczyciel moze modyfi-
kowa¢ prace z takim tekstem zgodnie z mozliwo$ciami i potrzebami swoich uczniow.

Summary

It is commonly believed that the first math text, with which a child meets in early child-
hood education, is the text of the word problem. However, the first word problems are usual-
ly formulated in such a way that they do not provoke deep analysis or motivate to critical
mathematical thinking. They do not teach what is the most difficult: repeatedly returning to
the text, selecting and reading fragments, interpreting independently, reflecting on the given
data (and their completeness to solve a given problem), representing special cases. We want
to be sensitive to these facts, basing in the textbooks of the Wielka Przygoda series, on texts
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called “mathematical stories”. We are convinced that this is a proposal that will allow every
child, including those who have more difficulties, to work at their own level with a sense of
success, through a form of play, from the very beginning of their learning. The teacher can
modify the work with such text in accordance with the possibilities and needs of their students.

KORZYSTANIE Z PODRECZNIKOW MATEMATYCZNYCH
PRZY UCZENIU SIE MATEMATYKI

Mozna postawié pytanie, na ile uczniowi wspotczesnej szkoty potrzebny jest
podrecznik? Znane sg przykltady mdéwigce o tym, Ze nawet nauczyciele stwier-
dzajg, ze uczniowi wystarczy dobry zbidr zadan, a reszte wiedzy matematycznej
uzyskaja podczas lekcji w szkole. Na dodatek jest tajemnica poliszynela, ze uczen
czedciej probuje uzupelni¢ niedobdr swojej wiedzy, surfujac po internecie, niz
siegajac po podrecznik:

Szczegdlny status podrecznikéw do matematyki dla szkét podstawowych i gimnazjow
determinuje koniecznos$¢ wykorzystywania ich w sposéb naukowy i efektywny. Jednak,
zaréwno z badan prowadzonych przez nauczycieli, jak i na podstawie przegladu literatu-
ry mozna stwierdzi¢, ze podrecznikom do matematyki w szkotach podstawowych i sred-
nich nie po$wigca si¢ wystarczajacej uwagi, a poziom wykorzystania podrecznikéw do
matematyki nie jest wysoki. Ma na to wplyw internet oraz inne czynniki'. (Mo, Zhou,
2019, s. 194)

Co wiemy o specyfice czytania tekstu matematycznego?

Nawet pobiezne spojrzenie na tekst matematyczny utwierdza w przekonaniu,
ze jego czytanie ze zrozumieniem wymaga specjalnych umiejetnosci. ,,Czytanie
i rozumienie tekstu matematycznego wymaga pewnego rodzaju umiejetnosci czy-
tania, ktdra jest cze$cig zdolno$ci matematycznej, ktérg dane zadanie ma oceni¢™.

! The special status of mathematics textbooks for elementary and middle schools deter-
mines the importance of using mathematics textbooks scientifically and effectively. However,
through front-line teaching research and literature review, it is found that due to the influ-
ence of the Internet and other factors, the mathematics textbooks of primary and secondary
school have not been paid enough attention and the use level of mathematics textbooks is
not high (wlasne tlumaczenie z jezyka angielskiego.)

? Reading and understanding a mathematical text requires a certain kind of reading ability
that is part of the mathematical ability that a mathematics task intends to assess (Theens,
Frithjof, 2019, 5.1803).
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Potwierdzajg to badania prowadzone nie tylko w Polsce. Trudnosci w korzy-
staniu z tekstu matematycznego sg spowodowane wieloma faktami. Jednym
z nich jest koniecznos¢ postugiwania si¢ specjalnym slownictwem. Istotne
jest, ze istniejg cechy typowe dla tekstow matematycznych, takie jak specjalne
stowa matematyczne (np. rézniczkowanie); stowa, ktore majg inne znaczenie
w konteksécie matematycznym niz w jezyku potocznym (np. produkt = iloczyn
[a nie produkt = wytwor, komentarz E. S.] lub uzycie liczb i wzoréw)® (Theens,
2019, s. 1803). Jednak zasadniczy problem tkwi nie w koniecznosci postugiwa-
nia si¢ odpowiednimi pojeciami, ani w tym, ze rozumienie tekstu zaklada po-
siadanie jakiej$ innej, wstepnej wiedzy. Sam proces czytania tekstu ma-
tematycznego odbiega od tego, co na ogo! kojarzy si¢ z procedurg ,,czytania ze
zrozumieniem”.

Wiadomo, ze czytanie tekstoéw matematycznych na ogét nie przebiega linio-
wo. Typowym zachowaniem dostatecznie obytego czytelnika sa odniesienia, tj. po-
jedyncze kroki, lokalne ruchy oraz dluzsze powroty do réznych wczesniejszych
miejsc tekstu, ktore on wykonuje jako pomocne lub konieczne do realizacji
rozmaitych biezacych lub globalnych celéw. Dziatania te s3 motywowane i uru-
chamiane przez rézne momenty i okolicznosci czytelniczego studium, a takze
przez komponenty samego tekstu. Proces czytania w warstwie tych rozmaitych
odniesien realizuje si¢ wigc przestrzennie, tj. rozwija na tle architektury druku,
wykraczajac poza zwykle uszeregowanie wyrazen i famiac zwyczajowe wspotist-
nienie dwdch tradycyjnych kierunkdéw progresji: z lewej na prawo i z gory w dot
(Konior, 2000). Dodatkowo Konior podkredla, ze ,nie jest to zjawisko po-
wszechnie znane w tej formie poza matematyka”.

Whioski z tych analiz s3 wigc nastepujace:

- Czytanie ze zrozumieniem tekstow matematycznych przebiega inaczej niz

tekstow literackich. Jednym z czynnikéw, ktére wplywaja na trudnosci
w zrozumieniu tekstu matematycznego, jest specyficzne stownictwo i po-
stugiwanie si¢ matematyczng symbolika. Nie jest to jednak jedyna trud-
no$¢ zwigzana z czytaniem takiego tekstu.

- Tekst matematyczny ma swoja wlasna strukture, wymagajaca zauwazania
zwigzkow miedzy réznymi fragmentami tekstu. Autorzy tekstu matema-
tycznego wielokrotnie sami zwracaja na to uwage (wstawiajac odpowied-
nie wskazowki).

* It is therefore relevant that there exist features that are typical for mathematics texts,
like special mathematical words (e.g., differentiate), words that have a different meaning in
mathematical context than in everyday language (e.g., product), or the use of numbers and
formulas (see, e.g., Schleppegrell, 2007) (Theens, 2019, s. 1803).



172 Ewa Swoboda

- Osoba czytajaca tekst matematyczny musi wielokrotnie wzbogaca¢ suge-
rowang nawigacje, zgodnie z wlasnym sposobem odczytania tekstu.

- W procesie nauczania matematyki trzeba zwrdci¢ uwage na umiejetnosé
korzystania z tekstow matematycznych.

Praca z matematycznym tekstem w nauczaniu wczesnoszkolnym

Jakie teksty matematyczne spotyka dziecko w nauczaniu wczesnoszkolnym?
Dla nikogo chyba nie bedzie zaskoczeniem stwierdzenie, ze te teksty to tzw.
zadania tekstowe. Istnieje bardzo szeroka metodyka wskazujaca, w jaki sposob
pracowac z dzieckiem nad zadaniem tekstowym. Ta metodyka jest na ogdt dos¢
dobrze znana nauczycielom, dzigki niej potrafia oni przeprowadzi¢ swoich
uczniow przez umiejetno$¢ przeczytania zadania, zanalizowania, znalezienia
zwigzkow, znalezienia strategii rozwigzujacej, zapisania odpowiednich obliczen,
udzielenia odpowiedzi. Tego na ogodt si¢ oczekuje od uczniéw w zakresie ,roz-
wiazywanie zadan tekstowych”.

Popatrzmy na ten sam problem od strony umiejetnosci pracy nad samym
tekstem. I tutaj wielokrotnie wida¢ ,uklon w strone ucznia”, swiadomos¢ jego
ograniczen. Pokazuje to ponizszy rysunek:

o Przeczytaj i oblicz.

.. :
Tola ma & &.Olama !

Ile 1al ma Tola i Ola?

Rycina 1. Przyklad sformutowania zadania tekstowego dla dzieci z klasy 1
Zrédlo: Sawicka, Swoboda. 2020b, s. 30.

Jest to zadanie z podrecznika dla uczniéw klasy 1, z poczatkowych miesiecy ich
nauki w szkole. Tekst jest krotki, stowa trudniejsze sa zastagpione rysunkiem,
ktéry na dodatek podkresla zwigzki liczbowe, wazne dla rozwigzania postawio-
nego zadania.

Czasami pojawiajg sie teksty zadan, ktore sa wsparte obrazkiem prowokujg-
cym do wykonywania réznych czynnosci. Wtedy tekst i rysunek tworza inte-
gralng calos$¢, wspierajaca sie nawzajem. Te czynnosci odwotujg sie do dzialan
arytmetycznych bedacych ich symboliczng reprezentacja prowadzaca do znale-
zienia rozwigzania. Sam rysunek prowokuje do wykonania czynnosci, a tekst
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stownie opisuje te czynnos¢ i w jednoznaczny sposéb odwoluje do matematycz-
nej interpretacji rysunku.

o Popatrz na ilustracje i policz ksigzki na pétce. Powiedz, ile ksiazek doktada Oliwka. 1
Pokaz dziatanie na palcach lub na patyczkach i utéz je z kartonikéw. \
Zapisz dziatanie w zeszycie.

Rycina 2. Czynnosciowa prezentacja dzialania matematycznego prowadzacego do rozwiazania zadania

Zrédlo: Sawicka, Swoboda, 2020, s. 111.

Zdanie zaprezentowane w takiej formie zmusza do zrozumienia sytuacji (glo-
balnego spojrzenia), do znalezienia matematycznego kodu i zapisania jej za po-
mocg symboliki matematycznej. Sg zadania (problemy do rozwiazania), w kto-
rych uzyteczne informacje s3 podawane zaréwno w tekscie, jak i na rysunku,
i wtedy obydwa zrédta informacji sa jednakowo wazne. Na ogo! jednak wiado-
mo, jak te informacje interpretowa¢. Tak jak ponizej:

a W koszyku jest 5 gruszek. Ile gruszek jest pod serweta? Mozesz uktadaé patyczki.

Rycina 3. Przykiad zadania, w ktorym tekst jest wsparty rysunkiem
Zrédlo: Sawicka, Swoboda 2020a, s. 113.

Czy bywaja sytuacje, kiedy uczen spotyka sie w podreczniku z tekstem w in-
nej sytuacji niz tekst zadania tekstowego? Oczywiscie, ze tak. Czesto jest to
wprowadzenie do ksztaltowania okreslonego pojecia matematycznego. Nieza-
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leznie od tego, Ze samo pojecie jako takie jest abstrakcyjne, musi by¢ uczniowi
w jaki$ sposob reprezentowane. Wtedy czesto tekst (méwimy o podreczniku,
a nie o innego typu aktywnos$ciach zwigzanych z ksztaltowaniem pojecia) jest
nieco schowany za reprezentacjg = ilustracja. Jest tak na ogot wtedy, kiedy uczen
jeszcze sam nie potrafi tekstu przeczytac, dlatego stucha tylko tekstu czytanego
przez nauczyciela, i ten tekst konfrontuje z obrazkiem. Tak jak na ponizszym
przyktadzie, dotyczacym ksztaltowania jednego z aspektéw liczby 5:

Na przyjecie urodzinowe Basi mama przygotowata rézne cukierki. Sprawdz, czy na kazdym
talerzu jest po tyle samo cukierkdw.

.g:?é IO T 6
& @

(R
£
e
b3

Rycina 4. Reprezentacja rozkladu liczby 5 na sktadniki
Zrédlo: Sawicka, Swoboda 2020a, s.106.

Czym sig takie teksty charakteryzuja?:

- sg kroétkie (co ulatwia zapamietanie wszystkich podanych tam informacji),

- s3 jednoznaczne (na ogot nie prowokuja do réznorodnych interpretacji),

- w jednoznaczny sposob wskazujag na zwigzki z matematyka i zagadnieniami
aktualnie omawianymi podczas zaje¢, sugerowanymi programem szkolnym,

- zawierajg jedynie niezbedne informacje,

- s3 wspierane innymi reprezentacjami (rysunkiem), w czytelny sposob na-
wigzujgcym do problemu przedstawionego w tekscie.

Aby przygotowaé dziecko do umiejetnosci korzystania z tekstu matema-
tycznego, jest to za mato. Czym si¢ bowiem charakteryzuja te teksty, analizowa-
ne z punktu widzenia ich brakéw? Otoz:

- Nie prowokujg do wielokrotnych powrotéw do czytania, do wyszukiwania
tych informacji, ktére w danym momencie trzeba odtworzy¢ albo przywo-
ta¢, ktore sg baza do dalszych etapéw myslenia nad problemem.

- Nie zawierajg zbednych danych, ani takich danych, ktére sg potrzebne na
roznych etapach rozumienia. Wszystko co jest potrzebne do calosciowego
spojrzenia na problem, jest ewidentne, co jest pewnego rodzaju podpowie-
dzig narzucajacy szukanie zwigzkéw miedzy tymi wlasnie danymi.
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- Nie zmuszaja do wyboru tych informacji, ktére w danym momencie sg po-
trzebne, czyli nie zmuszajg do selektywnego operowania informacjami.

- Nie dopuszczajg dowolnosci interpretacji, czyli do tworzenia wlasnych in-
dywidualnych powigzan z posiadang siecig kognitywna, a co za tym idzie -
nie prowokuja do argumentacji, do ustalenia wspdlnego (lub wtasnego)
punktu widzenia.

- Nie prowokuja w sposéb naturalny do kodowania zawartych tam informa-
cji (a co za tym idzie, do tworzenia swoich wlasnych sposobéw kodowania
ani do takiego przetwarzania informagcji, ktory jest zwigzany z uzywaniem
réznych kodow, w tym rysunkowych).

Postawmy wigc pytanie, czy te braki w jaki$ sposdb ograniczaja matema-
tyczne umiejetnosci? W sSwietle calej wiedzy o tym, jakie sg umiejetnosci po-
trzebne do korzystania z tekstu matematycznego, trzeba powiedzie¢, ze tak.
Badania dydaktyczne dowodzg, ze umiejetnos¢ czytania tekstu matematycznego
jest trudna. Wiec im predzej zaczniemy $wiadomie dziala¢ w kierunku ¢wicze-
nia dzieci w tej umiejetnosci, tym chyba lepiej. Jednak niezaleznie od samego
logicznego ukladu tresci, podrecznikowe rozwigzania powinny bra¢ pod uwage
réwniez mozliwosci percepcyjne uczniéw. Jest to bowiem podstawowa cecha
kazdego podrecznika, to ze jest on dostosowany do wieku odbiorcy. Podreczniki
dla szkét podstawowych i gimnazjalnych przedstawiaja wyselekcjonowang i pod-
stawowa wiedze matematyczng, a system strukturalny zostal utoZony zgodnie
z logicznym porzadkiem matematyki, zasadami wychowania oraz etapami roz-
woju fizycznego i psychicznego uczniéw, tworzac organiczng cato$¢* (Mo, Zhou,
2019).

W tym materiale zaprezentujemy jedna z takich pozycji kierowanej do
uczniow klas poczatkowych. Beda to odpowiednio konstruowanie teksty, na-
zwane przez autorki ,opowiadaniami matematycznymi”.

Co to jest ,opowiadanie matematyczne”

Zamiast definicji zobaczmy przyklad, ktéry pojawia si¢ w podreczniku nie-
mal na samym poczatku roku szkolnego i moze by¢ wykorzystany na zajeciach
juz we wrze$niu.

* The mathematics textbooks of primary and secondary schools select the core and basic
knowledge of mathematics, and a structural system was arranged according to the logical
order of mathematics, the rules of education and the law of physical and mental develop-
ment of students, which is an organic whole and has a strong system.
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Rycina 5. Strona z podrecznika dla uczniéw klasy I, prezentujaca Opowiadanie matematyczne

Zrédlo: Sawicka, Swoboda, 2020a, s. 98.

Jakie mozliwosci stwarza praca nad takim tekstem? Zacznijmy od préby wy-
obrazenia sobie, w jaki sposob mozna w klasie I, na poczatku roku szkolnego,
pracowac z ta propozycja. Sam tekst jest za trudny, aby oczekiwac, ze dzieci same
go przeczytaja. Nauczycielka przed przeczytaniem tego tekstu moze poprosié
o skupienie sie, $ledzenie tekstu réwnoczesnie z patrzeniem na obrazek, zazna-
czajac, ze bedziemy za chwile rozmawia¢ o tym, co dzieci zapamietaly. Zauwaz-
my, ze nie stawiamy jeszcze zadnego problemu - nie ma pytania, ktére ukierun-
kowuje sposdb stuchania tekstu. Zamieszczone pod tekstem pytanie jest bardzo
ogolne: opowiedz, co si¢ dzialo u wiewidrek. By¢ moze podczas rozméw dzieci
pojawia si¢ tematy, ktére wcale nie sa zwigzane z matematyzacja, a ktére wynik-
ng z wlasnych skojarzen z samg tematyka ,,parkowg” czy z rysunkiem. Mozna

Adam Mickiewicz University Press © 2023
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wtedy spytaé, skad to wiesz; czy o tym byta mowa w tekscie? Da to okazje do
bardzo delikatnego ksztaltowania ,krytycyzmu myslenia” - koncentrujemy sie
jedynie na tych elementach, ktére zostaly przedstawione w tekscie, dbajac o to,
aby nasza reakcja nie zniechecata dzieci do méwienia w ogdle. Nattok informacji
powoduje, Ze nie bardzo wiadomo, co trzeba zapamigta. Dopiero sformutowanie
problemu us$wiadamia, ze trzeba wyszuka¢ odpowiednie dane, czyli wréci¢ do
tekstu, aby te dane z niego wyluska¢. Drugie pytanie ,,0 co mozna zapyta¢”, moze
prowokowac¢ dzieci do samodzielnego budowania problemdw, z wykorzystaniem
informacji zarysowanych w opowiadaniu. Uwazamy, Ze jest to wazne zagadnienie -
uczenie umiejetnosci dostrzegania i formutowania probleméw, ktére mozna roz-
wigzywa¢ matematycznymi metodami. Poniewaz opowiadanie opowiadato
o wiewiorkach, ktore zbieraly kasztany, wydaje si¢ naturalne, ze dzieci beda staraty
sie budowaé pytania zwigzane z ta sytuacja. Zbieranie kasztandw, liczby tam
wystepujace wymagaja przypomnienia, i to jest naturalna okazja, aby wyszuki-
wac interesujgce fragmenty tekstu. Majac swiadomos¢, ze jest to poczatek nauki,
troche staramy sie podprowadzi¢ pod matematyczng interpretacje. Pokazujemy,
ze dla niektdérych pytan poszukujemy odpowiedzi w odpowiednio wyszukanym
fragmencie tekstu, ze czasami warto co$ zanotowac (narysowaé, przykleié, za-
prezentowac za pomocg zetonow). Pokazujemy, ze niektdre informacje trzeba
sobie zapisa¢ ,,po swojemu”, jak cho¢by informacja o tym, ile kasztan6w zebrata
Ruda (w tekscie tej informacji nie ma, jest rysunek z kasztanami ulozonymi
»wW trojkat”). Pomocne mogg by¢ przy tym strony odpowiednio przygotowanego
zeszytu ¢wiczen, pozwalajace dzieciom na wlasne rozwigzania, ale wciaz otwar-
te, zwigzane chocby z problemem - ile to jest ,wiecej niz 9” (rycina 6).

Przyklej kasztany Rudej.

Ile kasztandw musi zebrac Bajka, aby miec ich wiecej niz Ruda? Narysuj je.

Narysuj jeszeze inna liczbe kasztandw Bajki, ktdrej udato sie zrobié to, co zaplanowata.

Rycina 6. Propozycja z zeszytu ¢wiczen wspierajaca prace z tekstem opowiadania matematycznego
zwartego w podreczniku

Zrédlo: Sawicka, Swoboda, 2020b, s. 24.
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Podobne teksty pojawiaja si¢ w calej serii podrecznikéw klas I-III, $rednio
4 w ciggu roku. Ich objeto$¢, stopien skomplikowania, sugerowane sposoby pracy
s rozne. Poruszamy w nich rézne zagadnienia dotyczace korzystania z pisanej
informacji, wokot ktorej mozna budowacé rézne matematyczne aktywnosci.

Jaki jest cel wprowadzania ,opowiadan matematycznych” do nauczania

wczesnoszkolnego?

- Szukamy naturalnej motywacji do tego, aby tekst analizowa¢, wielokrotnie
do niego wraca¢, dzieli¢ na fragmenty, wspiera¢ jego rozumienie poprzez
wlasne sposoby kodowania informacji;

- Prowokujemy do dyskusji, do samodzielnego interpretowania zamieszczo-
nych informacji;

- Uczymy samodzielnego i krytycznego odbioru informacji;

- Zache¢camy do dostrzegania matematycznych problemow.

Obserwacje - przyklad pracy uczniow klas wczesnoszkolnych
z tekstami zawartymi w Opowiadaniach matematycznych

Ponizej pokazuje¢ przyklad fragmentu zaje¢ z uczniami klasy II podczas pracy
nad jednym z opowiadan zawartych w podreczniku. W spotkaniu zorganizowa-
nym pod koniec wakacji uczestniczyta tréjka chlopcéw: Kubal (K1), Kuba 2 (K2),
Antos (A). Chlopcy jeszcze nie rozpoczeli nauki w klasie II, jednak zdecydowa-
fam si¢ porozmawia¢ z nimi o opowiadaniu, ktére jest proponowane do pracy
z uczniami w drugim semestrze tej klasy. Dla potrzeb badawczych kazde dziecko
dostato odbitke strony z podrecznika, aby kazdy mdgl na niej zaznacza¢ wyszu-
kiwane fragmenty.

W samym tekscie jest juz zawartych wiele danych, i te dane pozwalajg na po-
stawienie roznych zagadnien, ktére moga by¢ rozwigzywane za pomocg mate-
matycznych narzedzi. Niektore z tych danych trzeba odpowiednio zinterpreto-
waé. Na przyklad: w barze przygotowano dla wycieczki 23 miejsca, ale ilu
ucznidw jedzie na wycieczke? Jezeli dzieci mogg wzig¢ udzial w jednej z trzech
dodatkowych atrakgji, to ilu uczniéw bedzie pieklo chleb? (nie mamy informa-
cji, ze grupy muszg by¢ réwnoliczne). Ale sg pytania (np. takie, ktére zapropo-
nowaly$my pod tekstem), na ktére nie znajdziemy odpowiedzi w samym opo-
wiadaniu. To opowiadanie oprdécz wielu réznych dydaktycznych problemoéw
w czytelny sposéb wprowadza w zagadnienie modelowania matematycznego. To
bylo $wiadome dodatkowe zalozenie autorek tekstu, aby dzieci staraly si¢ po-
szuka¢ niektdérych informacji (np. jakie moga by¢ ceny biletow) w dostepnych
zrodlach.
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Klasa Ile planuje wycieezke do skansenu. Uezniowie bedq ogladaé zabytkowe ‘y
domy z zagrodami, drewniany kosciol, wiatrak i kuznie. Wezmg tez udziat g
w zajeciach lepienia garnkéw, malowania na tkaninie i wypiekania chleba.
Kazda osoba moze uczestniczyé w jednych, wybranych przez siebie, zajeciach.

Przed wycieczkg pani powiedziala:

—dJutro o 8.00 bedzie czekal na nas autokar. Pojedzie z nami mama Zosi.
Podroz zajmie okolo godziny. Bilety dostaniecie na miejseu.

Maciek zapytal:

— A co z jedzeniem? Mamy zabrac kanapki?

— Nie, na obiad pgjdziemy do baru, ktory jest blisko skansenu.

Juz przygotowano dla nas 23 miejsca. Z wycieczki powinniSmy wrdocié
o godzinie 15.00.

Ola zastanawiala sie, ile moze kosztowac¢ bilet do takiego skansenu, a Maciek

ucieszy! sie, Ze nie musi szykowaé kanapek.

auz>£{3pwajow ajuopoimodQ

Rycina 7. Fragment strony z podrecznika dla klasy II (tekst i rysunek, bez umieszczonych pytan)
Zrédto: Sawicka, Swoboda, 2021, s. 61.

Ponizej zaprezentuje¢ wybrane fragmenty pracy z tekstem, wraz z komentarzami.

Fragment 1

Po wstepnej rozmowie (wyttumaczeniu, co to jest skansen...) przeczytatam
opowiadanie, ktére chlopcy mieli rowniez przed soba. Potem spytatam, co za-
pamietali.

K1: (zaczyna wylicza¢ atrakcje) - Lepienie...

K2: Ze pdjdg do baru i nie trzeba kanapek...
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Uczniowie moga skupia¢ si¢ na réznych fragmentach, nie zawsze takich, ktore
s3 wazne z matematycznego punktu widzenia albo wokét ktérych nauczyciel
zaplanowal prace. Warto nie ogranicza¢ ich inwencji, stuchajac, trzeba jednak
na zywo tworzy¢ scenariusz rozmowy, zastanawiac sig, jak wykorzysta¢ jak naj-
wiecej z tych spontanicznych wypowiedzi. Trzeba jednak przy tym pamietac,
aby nie przediuza¢ czasu takich spontanicznych wypowiedzi — dzieci musza
mie¢ jeszcze energie, aby zajac sie samg analizg tekstu.

Fragment 2
N: - Kuba przypomnial, ze dzieci bedg uczestniczyé w réznych zajeciach. Po-

traficie znalez¢ doktadnie te informacje?
(szukaja do$¢ chaotycznie, troche to trwa, ale w koncu znajduja, odczytuja)

domy z zagrodami, drewniany kogciél, wiatrak i kuznie. Wezma tez udzial

w zajeciach lepienia garnkéw, malowania na tkaninie i wypiekania chleba.
Kazda osoba T Teres w jednych, wybranych przez slebie, zaje

ch.

Rycina 8. Fragment tekstu znaleziony przez uczniéw, méwiacy o planowanych réznych aktywnosciach

N: Wiemy, ze trzeba stworzy¢ trzy grupy. Jak te dzieci mogq si¢ podzielié?

K1: Po pigc.

N: A czy my wiemy, ile tych dzieci byto?
(cisza, chlopcy patrza w tekst i staraja sie sprawdzi¢, czy jest tam potrzebna informacja)

Trudno liczy¢, ze uczniowie spontanicznie beda tworzy¢ matematyczne problemy
na podstawie danych z czytanki. W podreczniku s3 wprawdzie umieszczone sugerowane
pytania, ale nauczyciel nie musi si¢ nimi kierowa¢ podczas pracy nad tekstem. To, co
moze by¢ gtéwnym celem, to uczenie nawigowania po tekscie, nie tylko ,czytanie ze
zrozumieniem”, ale gléwnie poszukiwanie danych potrzebnych do rozwigzania posta-
wionego problemu. Spontaniczna odpowiedz: ,,po pie¢” byla daleka od oczekiwanej. Moz-
na bylo pozwoli¢ uczniom przeliczy¢ liczebnos¢ calej gromadki (3 x 5), ale pewnie zajeto
by to troche czasu i energii, ktérej mogto potem zabrakng¢ na kontynuowanie pracy.

Fragment 3

K1: Bylo ich 21.

N: A gdzie to jest napisane?

K1: Bo przygotowano 23 miejsca (pokazuje w tekscie, pozostali chtopcy szuka-
ja tego na swoich kartkach). A jeszcze jest Pani i mama Zosi.
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Juz przygotowano dla nas 23 miejsea.
" psue

Rycina 9. Znaleziony przez uczniéw fragment méwiacy o liczebnosci grupy

N: Tez to jest napisane?
K1: No tu, (pokazuje) pojedzie z nami mama Zosi.

Pojedzie z nami mama Zoei.

Rycina 10. Znaleziona informacja o mamie Zosi

Kuba nie tylko znalazt liczbe uczestnikoéw wycieczki, ale i odpowiednio zinterpre-
towal te informacje. Przyjal, ze na wycieczke pojechata tylko jedna Pani nauczy-
cielka (chociaz w jego wlasnej szkole zajecia prowadzg dwie panie: nauczycielka
gléwna i wspomagajaca), dodatkowo jest jeszcze jedna osoba dorosta - mama
Zosi. Dlatego 23 miejsca w barze rozdzielil pomiedzy uczniéw oraz dwie osoby
doroste.

Fragment 4

Zauwazam, ze chlopcy nie maja pomystu, jak wykorzysta¢ informacje, ze na
wycieczke pojechato 21 uczniéw. Jeszcze nie znaja dzielenia, podpowiadam im,
by wykorzystali flamastry jako liczmany, dla zobrazowania liczebnosci klasy.
(chlopcy wspolnie odliczajg flamastry i kladg na srodek stotu)

N: Ile tu mamy?

K2: 21.

N: To jest nasza klasa. Klasa, ktéra zwiedza skansen. I teraz pani mowi: stuchaj-

cie, musimy zrobic¢ grupki. Pomozcie pani, jak to zrobi¢. Kuba miat jakis pomyst.

K1: (odsuwa flamastry, tworzgc oddzielne zbiory) Pigc pojdzie tu, pie¢ pojdzie

tu, piec péjdzie tu (na stole zostajg jeszcze flamastry).

N: (wskazuje na pozostate) No a te, to co?

K1: To teraz po dwa... (dosuwa do kazdej kupki) ... i jedno zostanie.

N: Jak to sig stato, Ze jedno zostato?

K1: (zaczyna przelicza¢ rozdzielone do kupek flamastry) 1, 2, ..., 7, 8, 9, 10, ...,

20, 21.

N: (wskazuje na ten jeden lezgcy na srodku) Oj, to jest chyba Pani! Bo dzieci

jest 21.
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Uczniowie potrafili sobie poradzi¢ w rozdziale na trzy zbiory réwnoliczne.
Dodatkowo zweryfikowali zaréwno swoje dzialanie, jak i ,dane wyjsciowe”,
dochodzac do wniosku, ze sami zle przygotowali liczbe flamastrow reprezentu-
jacy liczebno$¢ klasy. Z satysfakcja stwierdzam, Ze na tym etapie pracy nie zasta-
nawiajg si¢, gdzie pojdzie dana grupa, wazne bylo dla nich, aby grupy zawieraly
taka sama liczbe dzieci. Nie probuja réwniez drazy¢ zagadnienia ,,réwnoliczno-

JRE

$ci”, ani podkreslaé, ze tak naprawde nie byt to konieczny warunek.

Fragment 5

Aby stworzy¢ dalsza okazje do nawigacji po tekscie, proponuje kolejne za-
gadnienie.

N: A czy jeszcze tutaj o czyms mozna by bylo porozmawiaé?... (cisza). Na przy-

kiad... bo tutaj jest jeszcze taka informacja: przed wycieczkg Pani powiedzia-

fa: jutro o 8., bedzie czekal na nas autobus - (chlopcy znajdujq ten fragment

w tekscie). Pojedzie z nami mama Zosi. Podréz zajmie nam okoto godziny.

K1: (wpada w stowo) Bo tutaj jest to Zle napisane. Powinno by¢ napisane

24 osoby. To ktos si¢ pomylit, bo ktos musi kierowac!

N: Faktycznie! Musi by¢ kierowca albo dwdch kierowcow. Masz racje. To co

teraz?

A: Ale kierowca nie jest uczestnikiem wycieczki.

K2: Bo dla Pani i dla tej drugiej pani byly 23 miejsca przygotowane.

N: Wiec moze dla kierowcy bylo osobne miejsce, moze on miat inne jedzenie.

Ale to jest Swietna uwaga, bardzo sig ciesze, Ze takie rzeczy zauwazyles.
Ten fragment pokazuje, jak twdrczy moga by¢ uczniowie i ile wartosciowych
momentdéw moze sie¢ w klasie przydarzy¢, kiedy nie dziatamy zgodnie z szablo-
nem. Uwaga Kuby byla bardzo zyciowa. Na dodatek chlopczyk pokazal, ze po-
trafi kojarzy¢ rdézne fragmenty informacji. Prawdopodobnie fragment tekstu
o ,mamie Zosi” zostal przez niego skojarzony z wczesniejszymi obliczeniami
dotyczacymi liczebnosci grupy. Dalo to okazje dla nas wszystkich do uscislenia
danych, do uszczegétowienia podanych informacji albo do przedstawienia wia-
snych argumentacji za przyjeciem takich, a nie innych danych. Niezaleznie od
tego, ze intencja moja bylo skupienie uwagi na informacjach czasowych, uwaga
Kuby byla na tyle intrygujaca, ze nie mozna jej byto zignorowac.

Fragment 6

N: Podréz zajmie okoto godziny. Jak wam si¢ wydaje, jak mozna rozplanowaé
ten czas, ktory uczniowie bedg mie¢ w skansenie?
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K1: Godzin - ile?

N: Czy cos jeszcze wiemy o tym czasie? Mozna gdzies znaleZ¢ jakies informa-
cje? Szukajcie. ..

N: A czy tutaj jest jeszcze jakas inna informacja..., czy wiemy, ile ta wycieczka
bedzie trwata... Kuba, jak widze, szuka, szuka... Znalazles cos? gdzie?

K1: Pig¢ godzin.

N: Ojej, a skgd to wiesz?

K1: No bo jak wyjechali o 8., podréz bedzie trwata okoto godziny, to do 9.,
a potem jeszcze godzing na powrot.

N: No bo muszg wrécié, prawda? A czy cos wiadomo, o ktérej muszg wrocic?
K2: O 15.

N: A gdzie to jest napisane. Jest? Jest! (chtopcy zakreslajg) Czyli, jak to Kuba
policzytes?

Juz przygotowano

0 godzigie 15.00.

Rycina 11. Informacja o godzinie powrotu, potrzebna do policzenia czasu przeznaczonego na
pobyt w skansenie

K1: Od 9. do 14., bo jeszcze godzina na powrot.

Kuba samodzielnie organizuje prace myslowa zwigzang z postawionym
przeze mnie problemem. Wyraznie zaklada, ze zamiast planowa¢ czas na kolej-
ne aktywnosci, musi najpierw okresli¢ ramy czasowe. Koncentruje sie na tym, ile
czasu zajmie uczniom pobyt w skansenie (godzin - ile?), potem potrafi wyszuka¢
odpowiednie informacje potrzebne do okreslenia ram czasowych wycieczki.
Wykorzystuje je do wykonania odpowiednich obliczen. Koledzy korzystaja
z jego podpowiedzi i tez znajduja odpowiednie informacje we wilasnych tek-
stach. Opisane fragmenty zajely okolo 15 minut pracy. Wydaje sie, ze jest to taki
odcinek czasowy, w jakim uczniowie klasy II sg w stanie si¢ skupi¢ i nawigowac
po tekscie. Chlopcy, z ktérymi rozmawiatam, potrafili to zrobic.

PODSUMOWANIE

Opowiadanie matematyczne nie jest tekstem matematycznym. Uczen nie
ma w nim narzuconej logicznej struktury, dla zrozumienia opisywanej tematyki
nie musi sam wyszukiwa¢ odpowiednich fragmentéw, przy pobieznym czytaniu
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moze nie by¢ zmuszony do odpowiedniego nawigowania, do powrotéw. Nieza-
leznie od tego mozna tak zorganizowa¢ prace w klasie, aby wystapily te elemen-
ty, ktére wprowadzaja w umiejetno$¢ postugiwania sie tekstem matematycznym.

Edukacja matematyczna w przedszkolu i klasach poczatkowych powinna
by¢ traktowana jako niezwykle wazna baza, przygotowujaca uczniéw do wszel-
kiego rodzaju aktywnosci matematycznych. Bledem jest myslenie, ze na tym
poziomie edukacyjnym wystarczy wprowadzenie w umiejetno$¢ wykonywania
czterech podstawowych dziatan na liczbach naturalnych oraz zapoznanie z pod-
stawowymi ksztaltami geometrycznymi. To tak, jakby nauka gry na skrzypcach
w pierwszych latach ograniczyta sie do czytania nut i wydobywania dzwigkdow,
zupelnie ignorujac zachowanie prawidtowej postawy czy odpowiedniego inter-
pretowania odtwarzanego utworu. Wséréd rozpoznanych probleméw dydak-
tycznych, dotyczacych matematycznego ksztalcenia w ogodle, nie ma niczego, na
co nie warto wyczula¢ dzieci od samego poczatku ich szkolnej nauki. Warto, aby
ten fakt przeniknal do $wiadomosci nie tylko badaczy, ale przede wszystkim byt
brany pod uwage podczas codziennej szkolnej praktyki. Dbanie o to nakfada
obowigzek zaréwno na badaczy, autoréw podrecznikoéw, jak i edukatoréow oraz
nauczycieli.
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