
EMANUEL SIMEONOFF 

O PEWNEJ METODZIE INTERPOLACJI WSPÓŁCZYNNIKÓW 
PŁODNOŚCI I O PEWNYM PARAMETRZE NATĘŻENIA URODZEŃ 

W niniejszym ar tykule przedstawimy dwa zagadnienia: 
1. Metodę interpolacji, opartą na zasadzie zmienności. Metodę tę za­

demonstrujemy za pomocą współczynników urodzeń dla każdego wieku 
kobiet żyjących w Bułgarii. Tutaj też zdefiniujemy „szybkość procesu 
urodzeń" jako funkcję wieku kobiet oraz energię kinetyczną w procesie 
urodzeń jako całkę energii zależną od szybkości procesu urodzeń. 

2. Ważoną energię kinetyczną w procesie urodzeń jako parametr ,
który będzie spełniał rolę miary natężenia urodzeń. 

Niech ξ będzie zmienną typu ciągłego. Przypuśćmy, że ξ zależy od 
parametru τ, a odpowiednia funkcja częstości f (x, τ) spełnia warunki 
ciągłości dla każdego τ w przedziale a≤τ≤b. Wówczas f (x, τ) możemy 
uznać za warunkową funkcję częstości, reprezentującą rozkład populacji 
w nieskończenie wąskim przedziale, w którym znajduje się punkt τ. 
Wtedy ustalonej wielkości τ=τ0 odpowiada rozkład prawdopodobieństw, 
k tóry ogólnie będzie zależał od r i od pewnych stałych: a0, a1, . . . , an, 
a który można wyrazić formułą: 

(1) 

Jeżeli zajmujemy się tego rodzaju procesem, to możemy przyjąć, że 
istnieje prawo wyrażające związek między częstością zmiennej losowej 
a wartością paramet ru τ. Gdy τ zmienia się, punkty [τ ,φ(τ,a0 ,a1 , . . . ,an)] 
wyznaczą krzywą. Z kształtu tej krzywej otrzymamy informację o umie j ­
scowieniu warunkowego rozkładu zmiennej ξ dla różnych wartości 
zmiennej τ., 

Badając zmienną losową zależną od paramet ru t, który może ozna­
czać czas, wiek itd., spotykamy się ze szczególnymi problemami teore­
tycznych i technicznych metod obliczania wartości funkcji φ dla różnych 
wielkości paramet ru τ. 

Załóżmy, że potrafimy wyrazić typowe wartości warunkowego roz­
kładu zmiennej ξ za pomocą funkcji φ zależnej od τ i pewnych stałych 
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a0, a 1 , . . . , an (1). W praktyce dla takiej funkcji wybieramy wielomian 
stopnia k-tego 

(2) 

i wyznaczamy stałe ai, gdzie i=0,1, . . . k, za pomocą metody najmniej­
szych kwadratów, jeżeli parametr τ jest zmienną losową. 

Opierając się na zasadzie zmienności w niniejszym artykule podamy 
metodę obliczania wartości funkcji, którymi będą współczynniki płod­
ności funkcyjnie zależne od wieku kobiet. Tutaj przyporządkowujemy 
wiekowi kobiet parametry zmiennej ciągłej, oznaczając je przez τ. 
Funkcję (1), z której otrzymujemy współczynniki płodności, będziemy 
nazywali funkcją współczynników płodności. 

Załóżmy, że kobiety rodzą dzieci w wieku [a, b] i że a≤τ≤b. 

W praktyce a=15 i b = 5 0 . Przedział [a, b] dzielimy na m równych od­

cinków, gdzie a=τ0, τ1, τ2, ..., τm; b lub przyrost 

1, . . . , m–1) Z kolei każdy odcinek dzielimy na k części τi=τi0, τi1 ,zi2, . . . , τik 

= τi+1 tak że 

Zazwyczaj dane o urodzeniach dzieci podaje się jako liczbę dzieci uro­

dzonych przez kobietę w wieku [x, x + 5]. Zatem definiując wiek rozrod­

czy jako 

oraz k = 5. Zakładamy również, że dane te są wynikiem obserwacji do­
konanych w ciągu roku. 

Obecnie wprowadzimy następujące symbole 
a) — średnia liczba kobiet w wieku od do w ciągu danego 

roku. 
b) — średnia liczba kobiet w wieku od τi do τi+1 w ciągu roku. 

c) — średnia liczba kobiet w wieku od a do b, w ciągu danego 

roku. 
d) — średnia liczebność zespołu kobiet, które stały się matkami

w wieku od do 

e) — średnia liczebność zespołu kobiet, które stały się ma t ­

kami w wieku od τ1 do τi+1

f) — średnia liczebność zespołu kobiet, które stały się matkami 
w wieku od a do b. 

g) — współczynnik płodności w wieku [τi, τ i + 1 ] , lub 
współczynnik zespołu kobiet, które stały się matkami. 
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h) — średnia liczba dzieci urodzonych przez matkę w wieku 

od τ, do τi+1 . 
i) . — średnia liczba dzieci urodzonych przez matkę w wieku 

od a do b. 
Przypuszczamy, iż ze statystycznej obserwacji można otrzymać tylko 

, gdzie i = 0 , 1, 2 , . . . , 6; j = 0, 1, 2, 3, 4 oraz yτi, gdzie i=0 , 1, . . . , 6. Spró­
bujemy znaleźć oraz 

Załóżmy, że funkcja współczynników płodności φ i (τ) jest ciągła w ca­
łym przedziale wieku: τ i≤τ≤τ i+1 . Krzywą S opisaną przez funkcję współ­
czynników płodności φ i (τ), gdzie i=0, 1, . . . , 6, będziemy nazywali krzywą 
współczynników płodności. 

Funkcja współczynników płodności powinna spełniać następujący 
związek 

(4) 

gdzie 0≤ϧ j≤1 Jest to warunek łączący funkcję φ, i dane z obserwacji. 
Z kolei założymy, że funkcja współczynników płodności φ jest ciągła 

i ma pochodne ze względu na parametr τ. Wtedy szybkość v (τ) rozwoju 
współczynników urodzeń ze względu na τ może być wyrażona przez 

(5) 

Obecnie możemy zapisać wyrażenie: 

(6) 

oznaczające e n e r g i ą k i n e t y c z n ą rozważanego procesu. Metoda 
interpolacji przedstawiona w niniejszym artykule opiera się na zasa­
dzie, że T powinno przyjąć wartość minimum. 

Jeżeli rozważymy krzywą 

(7) 

jako krzywą współczynników płodności, to następujące wyrażenie 

(8) 

oznacza długość nieskończenie małego elementu tej krzywej. Będziemy 
uważali tę krzywą za regularną, jeżeli 

(9) 
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jest prawdziwe dla każdej wartości τ w przedziale [a, b]. Wówczas przy­
bliżoną wartość ds można zapisać 

(10) 

oraz 

(11) 

Z formuły (11) wynika, że krzywa regularna posiada minimalną długość. 
Obecnie pokażemy, jak należy obliczać wartości funkcji współczyn­

ników płodności φ dla różnych wielkości τ. 
Wybierzmy dowolny odcinek (τ i, τ i+1). Funkcję współczynników płod­

ności zapiszemy w następujący sposób: 

(12) 

dla: τi≤τ≤τi+1 oraz i=0, 1, 2 . . . 6 
gdzie: 

(13) 

oraz 
(14) 

Z formuły (13) widać dziewięć stałych, które muszą być wyznaczone. 
Do tego potrzeba dziewięć warunków określających relacje tych stałych. 

Rys. 1 Rys. 2 
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Tymi warunkami są: 

(15) 

Z formuł (15) wynika: 

(16) 

lub 
(16') 

Tutaj wzięliśmy: ϧj=0 oraz 

Jeżeli zmienimy początek układu współrzędnych, z równań (16') 
otrzymamy: 

(16") 

Jeżeli dla punktów τ=τi oraz τ=τi+1 wybierzemy dowolne oraz 
zamiast prawdziwych wartości (ui, vi) i (ui+1, vi+1) to odcinki S' 

oraz nie przetną punktów τ=τi+1. 
Z drugiej zaś strony S powinna być wygładzona w całym przedziale 

[a, b]. Wówczas musimy wprowadzić następujące ograniczenia: 

(17) 

11 Ruch Prawniczy 
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Znaczenie ograniczeń (17) polega na tym, że dane dwa odcinki Si oraz 
Si+1 powinny mieć wspólny punkt i wspólny tangens dla τ=τi+1. 

Ponadto widać z formuł (14) i (17), że dla każdego punktu τ(a≤τ≤ 
≤b), u oraz v można wyrazić jako funkcję liniową zależną od u0 i v0. 
W ten sposób znajdujemy wartości funkcji współczynników płodności 
φi(τ)=vτ oraz szybkość φ'(τ)=uτ procesu dla każdego punktu τ, gdzie 
τi≤τ≤τi+1 oraz i=0, 1, 2 ... 6), jako funkcji liniowych u0 i v0. Wów­
czas φ będzie zależne od τ, u0 oraz v0. W ten sposób, gdy u0 i v0 zmie­
niają się, otrzymujemy rodzinę krzywych φ (τ, u0, v0). Lecz wśród nich 
jest tylko jedna krzywa wyrażająca proces rozwojowy, który powinien 
spełniać następujące warunki: əT=0 
lub 

(19) 

co oznacza minimum energii kinetycznej w procesie urodzeń. Równania 
pod (19) mają charakter liniowy ze względu na u0 i v0 ; można je łatwo 
rozwiązać. 

W tabeli 1 podane zostały wartości u i v dla kobiet w wieku od a = 15 
do b=50, żyjących w Bułgarii w latach 1947—1956. Na rysunku 3 wy-

Rys. 3 



T a b e l a 1 

Wartości u oraz v obliczone dla każdego wieku kobiet w okresie rozrodczym 

11* 



c. d. tab. 1 



c. d. tab. 1 



c d. tab. 1 

kreślono krzywą współczynników płodności, celem ilustracji wyników 
zastosowanej metody. 

Obecnie możemy przyjąć rozważaną wartość energii kinetycznej jako 
parametr wyrażający natężenie urodzeń. Na przykład, jeżeli uznamy 

szybkość jako średnią szybkość w wieku to parametr 

określający natężenie urodzeń możemy wyrazić jako 

(20) 
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W kolumnach 2 i 5 tabeli 2 podane zostały wartości wyrażenia Σ u2

odpowiednio dla miast i wsi, a w kolumnach 3 i 6 wartości parametru 
(dla miast i wsi), określającego natężenie urodzeń w latach obserwacji 
1947—1956. 

W kolumnach 2 i 7 podane zostały wartości parametru k, który jest 
miarą naturalnego wzrostu liczby ludności. Parametr k został obliczony 
z równania: 

(21) 

gdzie rx=LxΦx oraz 
Lx — średnia liczba kobiet w wieku x, x+1, 
Φx — średnia liczba urodzeń przypadających na kobiety w wieku x, x + 1 , 
k — pierwiastek równania (21), wykorzystany jako parametr pomiaru 

naturalnego wzrostu liczby ludności. 

Rys. 4 Rys. 5 

Istnieje oczywiście poważna różnica między parametrami i k. Obli­
czenia tego ostatniego parametru oparte zostały na dwóch zjawiskach: 
rodności i umieralności. Obliczenia zaś parametru , wyrażającego na­
tężenie urodzeń, oparte zostały jedynie na rodności. Parametr k może 
być dodatni albo ujemny, podczas gdy parametr tylko dodatni. 

Umieralność i rodność jako koncepcje różnią się radykalnie między 
sobą. Człowiek żyjący może jedynie umrzeć i to tylko jeden raz, podczas 
gdy kobiet w wieku rozrodczym może urodzić dziecko wiele razy. Po­
nadto rodność zależy od naszej woli lub możliwości. Stąd można przyjąć, 
że umieralność jako zjawisko niezależne od nas, jest bardziej ustabilizo­
wana aniżeli rodność. 

Powyższe refleksje nad umieralnością i rodnością pozwalają przy­
puszczać, że parametr k będzie bardziej zależny od rodności aniżeli od 
umieralności. W tym zakresie możemy porównać obydwa parametry, 
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i k, oraz oczekiwać pewnych zależności między nimi, a mianowicie: jeżeli 
rodność wzrasta, i k rosną, a jeżeli rodność maleje, to i k również 
maleją. 

Z tabeli 2 widać, że wartości obydwóch parametrów i k, dla miast 
i wsi, są największe w 1950 r. Jeżeli te wartości przyrównamy do jed­
ności, to dane tabeli 2 ulegną przekształceniu w dane tabeli 2a. 

Tabela 2 

Wartości parametrów 

Tabela 2a 

Wartości przeliczeniowe parametrów T i k 
— rzeczywiste Wartości z 1950 r. = l 

W ten sposób można łatwo zauważyć związek pomiędzy omawianymi 
parametrami oraz ich zależność od płodności. Na rysunkach 4a i 4b 
przedstawiono parametry i k odpowiednio dla miast i wsi, a na ry­
sunkach 5a i 5b osobno dla miast parametr i k oraz osobno dla wsi te 
same parametry. Pierwsza para tych rysunków ilustruje różnice między 
rozwojem ludności w miastach i we wsiach, a druga para wskazuje na 
związek między parametrami i k. 

Tłumaczył 
Stanisław Borowski 
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ON A METHOD OF INTERPOLATION OF FERTILITY RATES AND 
ON A NEW PARAMETER OF BIRTH INTENSITY 

S u m m a r y 

The paper deals with two subjects: 1) a method of interpolation resting on 
a variability principal, 2) the weighed kinetic energy in a birth process. 

The said method of interpolation leads to an assessment of the values of 
a function, which in that context represent the coefficient of fertility functionaly 
depending on a women's age. It has been represented with the help of birth coef­
ficients for women in the fertility group of age (15—60 years) living in Bulgaria 
in the years 1947—1956. 

The deliberations with regard to the second problem lead to the construction 
of parameter T, showing the birth intensity. That parameter rests on fertility and 
parameter k, calculated on the basis of fertility and death rates. 

The relations existing between those two parameters and their dependency 
on fertility are being illustrated by empirical data. 




