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WSTEP

Rachunek rézniczkowy jest dziedzina matematyki odpowiadajaca na wiele pytan,
ktore powstaja przy praktycznych zastosowaniach matematyki. Jednak nie wszystkie
funkcje spelniajg zalozenia, jakie sa konieczne, aby zastosowaé¢ wobec nich aparat
rachunku rézniczkowego. Pierwsze proby uogolnienia tego rachunku dla funkeji nie-
rézniczkowalnych pochodza od Pszenicznego (1971). Funkcje quasir6zniczkowalne sa
uogolnieniem funkeji rézniczkowalnych w sensie Pszenicznego i zostaty opublikowane
przez Demianowa i Rubinowa pietnascie lat pdézniej (1986). Wartym odnotowania
jest fakt, ze klasa funkcji quasirozniczkowalnych jest przestrzenig liniowa zamknieta
nie tylko ze wzgledu na wszystkie dziatania algebraiczne, ale takze operacje ztozenia
oraz maksimum i minimum. Quasirézniczka, ktéra charakteryzuje kazdg funkcje
quasirézniczkowalna, jest para zbiorow zwartych, wypuktych w przestrzeni dualne;j
czyli elementem przestrzeni Minkowskiego—Radstroma-Hormandera.

Problem postawiony przez Demianowa na konferencji w Oberwolfach w roku 1985
dotyczyt minimalnej reprezentacji quasirézniczki. Wiemy dzieki pracy Pallaschke,
Scholtesa i Urbanskiego [29], ze w kazdej klasie przestrzeni MRH istnieje para
minimalna. Dalej nie znamy jednak ogdélnych odpowiedzi na nastepujace pytania

w przestrzeniach wyzszych wymiaréw (n > 2):

1. W jaki sposob ustali¢ czy para zbioréw zwartych, wypuktych jest parg mini-
malna?

2. W jaki spos6b zredukowaé¢ nieminimalng pare zbioréw do pary minimalnej?

3. W jaki sposéb wyznaczy¢ wszystkie pary minimalne réwnowazne parze zbio-

réw?

Trudnos$é¢ w znalezieniu odpowiedzi na powyzsze pytania w petnej ogoélnosci sktania
do zmiany podejscia. Zamiast bada¢ rodzine B(R™) wszystkich zbiorow zwartych

wypuktych sprobujmy rozstrzygnaé te kwestie w pewnych podrodzinach zbiorow
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zwartych wypuklych. Ograniczmy sie do rodziny B (R"™) wieloscianéw, ktérych
wektory normalne do pelnowymiarowych scian zawieraja sie w ustalonym skonczo-
nym zbiorze G zwanym siecia (ang. grid). Wielo$ciany takie nazywaé¢ bedziemy

G-wielo$cianami.

W literaturze kwestia wieloscianéw o ustalonych kierunkach $cian byta badana,
na przyktad przez Aleksandrowa [1]. Jednak wyniki uzyskane do roku 2015 nie
dotycza struktury potgrupy takich wielo$cianéw. Powodem takiego stanu rzeczy jest
fakt, ze rodzina G-wieloscianéw z naturalnym dzialaniem sumy Minkowskiego nie
jest polgrupa. W rodzinie B (R"), dla pewnych sieci G, suma Minkowskiego jest
dziataniem wewnetrznym. Jednym z celow niniejszej rozprawy jest wskazanie takich
sieci G. Jednak dla innych sieci G dziatanie sumy Minkowskiego nie jest dzialaniem
wewnetrznym, co wymusza jej modyfikacje w celu stworzenia struktury potgrupy.
Grzybowski i Urbanski, w 2009 roku, opublikowali prace [19], w ktérej opisali wzrost
krysztatu w terminach przestrzeni MRH. Monokrysztaty posiadajg Sciany réwno-
legte do pewnego skonczonego zbioru ptaszczyzn zaleznego od sieci krystalicznej
tych krysztaléw. Dlatego tez Grzybowski i Urbanski w pracy [20] z 2015 roku,
zdefiniowali pojecie rodziny G-wieloScianéw i wprowadzili strukture potgrupy w tej
rodzinie za pomocg zmodyfikowanej sumy Minkowskiego. Wedle najlepszej wiedzy
autora niniejszej rozprawy jest to, do tej pory, jedyna praca poruszajaca te tematyke.

Glownym celem niniejszej rozprawy jest zatem zbadanie potgrupy wieloscianow
o ustalonych kierunkach Scian oraz odpowiedz na pytania dotyczace minimalnosci
par takich wieloscianow wewnatrz klasy abstrakcji nazywanej wieloScianem wirtual-

nym.

Jak zostalo wspomniane, wskazemy réwniez te rodziny G-wielo$ciandw, ktore nie
wymagaja modyfikacji sumy Minkowskiego w celu wprowadzenia struktury potgrupy.
Twierdzenie 4.4.1 wskazuje, ze jedynymi wieloScianami wyznaczajacymi taka sie¢ G,
dla ktérej rodzina (Bg(R?),+) jest potgrupa, sa wielogciany monotypiczne. Przekréj
dwoch translacji wieloScianu monotypicznego jest homotetyczng kopia sktadnika
takiego wielo$cianu. Zjawisko to udowodnili i opisali McMullen, Schneider i She-
phard w pracy [26]. Badanie G-wielo$cianéw wykazato jednak dodatkowa whasnosé
wielo$cianéw monotypicznych.

W pozostalych rodzinach G-wielo$cianéw wraz z modyfikacja sumy Minkowskiego,
nalezy réwniez zmodyfikowa¢ wiele poje¢ dotyczacych tej rodziny. Wprowadzimy
zatem takie pojecia jak macierz sieci GG, G-powtoka wypukta, G-réwnowaznosé
par G-wieloScianow, czy tez G-minimalno$¢ par G-wielo$cianéw. W zwiazku z tym

pytania dotyczace minimalnosci w rodzinie G-wieloscianow przyjmuja nastepujaca
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forme:
1. W jaki sposéb ustalié czy para G-wieloScianéw (A, B) jest para G-minimalna?
2. W jaki sposéb zredukowaé pare G-wieloscianéw (A, B) do pary G-minimalnej?

3. W jaki sposdb wyznaczy¢ wszystkie pary G-minimalne G-réwnowazne parze
G-wieloscianéw (A, B)?

W niniejszej rozprawie odpowiadamy na wszystkie te pytania. Twierdzenie 5.1.3
wskazuje kryterium G-minimalnosci par G-wieloScianoéw. Twierdzenie 5.1.5 jest ba-
zujacg na metodach programowania liniowego metoda redukcji par G-wielosciandw.
Odpowiedz na ostatnie pytanie wymaga rozwigzania paru probleméw, co zostalo
wykonane w Paragrafie 5.1. Twierdzenie 5.2.1 jest streszczeniem tych rozwazan
w formie gotowego do zastosowania algorytmu wyznaczajacego wszystkie pary G-

minimalne G-rownowazne danej parze G-wieloscianow.

Niniejsza rozprawa posiada nastepujaca strukture. Rozdziat 1, ktory dotyczy pod-
stawowych poje¢ uzywanych w dalszych rozdziatach sktada sie z dwoch paragrafow.
Pierwszy paragraf ma na celu ustalenie oznaczen w przypadku, gdy te beda réznity
si¢ od formalnych oznaczen stosowanych w literaturze. Paragraf 1.2 wprowadza pod-
stawowe, powszechnie znane definicje w zwiazku z niejednoznacznoscia niektérych
z nich.

W Rozdziale 2 wprowadzamy definicje i twierdzenia analizy wypuklej odnoszace
sie do rodziny zbioréw niepustych, ograniczonych, domknietych i wypuktych. Roz-
dzial ten sktada sie z czterech paragraféw. Celem Paragrafu 2.1 jest wprowadzenie
w rodzinie zbioroéw niepustych, ograniczonych, domknietych i wypuktych struktury
potgrupy i abstrakcyjnego stozka wypuktego. Pokazujemy rowniez, ze w tej pot-
grupie spetnione jest porzadkowe prawo skreslen. W Paragrafie 2.2 wprowadzamy
relacje rownowaznosci w iloczynie kartezjanskim powyzszych potgrup. Konstruujemy
przestrzen Minkowskiego—Radstroma-Hormandera bedacg przestrzenia ilorazowa
wzgledem tej relacji. Pokazujemy, ze przestrzen ta jest przestrzenia wektorowa
i okreslamy na niej czesciowy porzadek. Rozwazamy réowniez elementy tej prze-
strzeni nazywane ciatami wirtualnymi. Te klasy abstrakcji znajdujg zastosowanie
w rachunku quasirézniczkowym. Quasirézniczka funkcji jest bowiem elementem
przestrzeni MRH. Istotnym zagadnieniem rachunku quasir6ézniczkowego jest zna-
lezienie minimalnej reprezentacji quasirézniczki, co rownowazne jest wskazaniu
elementu minimalnego wzgledem czesciowego porzadku wewnatrz ciata wirtualnego
zbiorow niepustych, zwartych i wypuktych. W Paragrafie 2.3 formutujemy metody
redukcji par zbiorow. Nastepnie ilustrujemy te metody na przyktadzie w dwuwy-

miarowej przestrzeni rzeczywistej. Celem Paragrafu 2.4 jest oméwienie znanych
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kryteriow minimalno$ci par zbioréw niepustych, zwartych i wypuktych. Formutujemy
twierdzenia, ktore dla jednowymiarowej i dwuwymiarowe]j przestrzeni rzeczywistej
w petni charakteryzujg pary minimalne. Ze wzgledu na fakt, ze kryteria te nie
moga by¢ zastosowane w wyzszych wymiarach Paragraf 2.4 konczymy otwartymi
pytaniami dotyczacymi minimalnosci, ktére staty sie gtéwng motywacja tej rozprawy.

Rozdzial 3 ma na celu wprowadzenie do teorii wielo$cianéw o ustalonych kierunkach
Scian, czyli G-wieloScianéw oraz powtédrzenie wynikéw z Rozdziatu 2 dla rodzi-
ny G-wieloscianéw. Rozdziat ten sktada sie z szesciu paragrafow. W Paragrafie
3.1 uzasadniamy motywacje stojace za badaniem tej rodziny. W Paragrafie 3.2
definiujemy podstawowe pojecia zwiazane z teorig G-wieloscianow. Wskazujemy
rowniez powod, dla ktérego rodzina ta nie posiada, na ogot, struktury poétgrupy
z naturalnym dzialaniem sumy Minkowskiego. Paragraf 3.3 ma na celu oméwienie re-
prezentacji wielokatéw i wprowadzenie analogicznych reprezentacji dla G-wielokatow.
Reprezentacje te znajduja szerokie zastosowanie w dalszej czesci tego rozdziatu
ze wzgledu na sformulowane wzory stuzace do przeksztatcenia jednej reprezen-
tacji w inng. W Paragrafie 3.4 definiujemy zmodyfikowang sume¢ Minkowskiego
pozwalajaca wprowadzi¢ strukture potgrupy w rodzinie G-wielo$cianéw. Rowniez
w tym paragrafie wprowadzamy te strukture. W Paragrafie 3.5 definiujemy relacje
rownowaznosci, wzgledem ktorej przeprowadzamy analogiczny schemat konstrukeji
jak w przypadku przestrzeni MRH. Mozemy po wprowadzeniu czedciowego porzadku
wewnatrz klas abstrakcji rozwaza¢ metody redukcji i kryteria minimalnosci podobnie
jak w Rozdziale 2. Poswiecony temu zagadnieniu w przypadku dwuwymiarowym
jest Paragraf 3.6.

W Rozdziale 4 rozstrzygamy kwestie zatozen, jakie musza zostaé¢ spelnione, aby
rodzina G-wielo$cianow z sumag Minkowskiego byta potgrupa. Rozdzial ten sktada
sie z czterech paragrafow. Paragraf 4.1 dotyczy omdwienia zagadnienia i sprowadze-
nia go do problemu zwiazanego z tzw. szkieletami. W Paragrafie 4.2 rozstrzygamy
geometryczny problem wskazania zbiorow o wewnetrznie przecinajacym sie szkielecie
na ptaszczyznie. Nie jest to bezposrednio zwigzane z rodzinami G-wielosciandw,
jednak wypracowane w tym paragrafie twierdzenia znajduja zastosowanie w ko-
lejnym paragrafie. Paragraf 4.3 posiada strukture analogiczng do poprzedniego
paragrafu. Definiujemy problem i zwigzane z jego rozwiazaniem pojecia, a nastepnie
dowodzimy twierdzenia o strukturach zbioréw o wewnetrznie przecinajacym sie
sferycznym szkielecie. To twierdzenie ma juz bezposrednie przetozenie na problem
wewnetrznosci dziatania sumy Minkowskiego w rodzinie G-wieloscianow. W Para-
grafie 4.4 wskazujemy na konkretne rodziny G-wieloscianéw, dla ktérych nie ma
koniecznosci modyfikacji sumy Minkowskiego.
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Rozdzial 5 dotyczy badania par G-wieloscianéw pod katem ich G-minimalnosci
i posiada trzy paragrafy. Pojecie to jest istotnie réozne od minimalnosci, gdyz pa-
ra GG-wielo$cianow, jako para zbiorow niepustych, zwartych i wypuktych, moze
posiadaé¢ pare minimalng, ktora nie jest parg G-wieloscianow. W Paragrafie 5.1
stawiamy pytania analogiczne do pytan znajdujacych si¢ na koncu Rozdziatu 2.
Roéwniez w tym paragrafie wykorzystujemy metody programowania liniowego do
zdefiniowania metod redukcji i kryterium G-minimalnosci, co jest odpowiedzia na
dwa, wczedniej sformutowane, pytania. Paragraf 5.2 zawiera podsumowanie, w for-
mie algorytmu, rozwazan zawartych w poprzednim paragrafie. Algorytm ten jest
odpowiedzia na ostatnie z postawionych pytan. W Paragrafie 5.3 przedstawiamy
dziatanie algorytmu wskazujacego zbiér wszystkich par G-minimalnych na wybranej

parze G-wieloScianow.

W Rozdziale 6 wskazujemy mozliwe zastosowania wypracowanych wczesniej wyni-
kow. Na ten rozdziat sktadajg sie dwa paragrafy. W Paragrafie 6.1 formutujemy
twierdzenia pozwalajace wykorzysta¢ G-minimalnos¢ do okreslenia minimalnosci
pary wielo$cianow. Paragraf 6.2 dotyczy innych zastosowan teorii G-wieloScianéw

i wskazuje dalsze mozliwe kierunki badan.

PODZIEKOWANIA

Pragne ztozy¢ serdeczne podzickowania promotorowi drowi hab. Jerzemu Grzybow-
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pisania niniejszej rozprawy.



RozDZIAL 1

PRELIMINARIA

W ponizszym rozdziale ustalimy notacje oraz przytoczymy podstawowe defini-
cje, ktore zostang uzyte w dalszej czesci rozprawy. Nie jest to kompletny wykaz
i pewne zagadnienia zostang poruszone dopiero w rozdziatach, w ktorych znajda

zastosowanie.

1.1. KONWENCJE I OZNACZENIA

Przez R, oznacza¢ bedziemy zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych.

Symbolem < oznacza¢ bedziemy nie tylko relacje miedzy liczbami rzeczywistymi,
lecz rowniez inne dwuargumentowe relacje bedace czesciowym porzadkiem.

Przez A+ B oznacza¢ bedziemy sume zbioréw nazywana sumg Minkowskiego, ktora
zaleznie od przestrzeni, z ktorej pochodzg zbiory A i B bedzie przyjmowac intuicyjne
znaczenie. W przypadku sumy Minkowskiego zbioru A ze zbiorem jednoelemento-
wym {x} zamiast zapisywaé A + {x} bedziemy uzywali notacji A + x.

Gdy rodziny B i X bedg sie pokrywaé, bedziemy uzywali oznaczenia B roéwniez na
rodzine zbioréw zwartych.

Przestrzen liniowo-topologiczna (X, 4+, -, 7) oznaczaé bedziemy w skrocie przez X.
Potgrupe wraz z elementem neutralnym formalnie nazywa si¢ monoidem, lecz w
rozprawie uzywaé bedziemy okreslenia polgrupy, zwracajac uwage, jezeli bedzie
wystepowa¢ wraz z elementem neutralnym dziatania.

Mnozenie przez skalar zamiast formalnego zapisu « - x bedziemy zapisywaé jako aw.
Klase abstrakcji [(A, B)]. zapisywaé bedziemy w skroconej formie [A, BJ.
Wszystkie wielo$ciany wystepujace w niniejszej rozprawie sa wielo$cianami wypu-

ktymi, stad bedziemy pomija¢ przymiotnik wypukty.
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1.2. PODSTAWOWE DEFINICJE

W ponizszym paragrafie podamy definicje podstawowych, powszechnie znanych
poje¢ w celu unikniecia nieporozumien zwigzanych z niejednoznacznosciag nazw

niektérych z nich.

Definicja 1.2.1. Zbior S z okreslonym na nim tacznym dziataniem 4 : X x X —
X nazywamy polgrupg. Pétgrupe z elementem neutralnym nazywamy monoidem.
Jezeli dziatanie + jest przemienne, to pétgrupa jest nazywana abelowgq.

Definicja 1.2.2. Niech K bedzie cialem liczb rzeczywistych R lub zespolonych
C. Zbiér X z okreslonymi na nim dwoma dzialaniami, tj. dodawaniem wektoréw
+ : X x X — X i mnozeniem przez skalar - : K x X — X, ktore spetniaja
nastepujace warunki

L Voyeex 2+ (y+2) = (z+y) + 2,
2. Voyex v+y=y+ux,
3. Voex v+ 0 =1,
4. ViexTyex v +y =0,
5. VoyexVaek a- (x+y)=a-z+a-v,
6. VoexVagex (0 +0) -z =a-x+ -z,
7. VoexVaperx o (6 -2) = (af)x,
8 Veex 1-x =21
nazywamy przestrzeniag liniowq lub wektorowq nad ciatem K.

Wiszystkie wystepujace w dalszej czegsci rozprawy przestrzenie wektorowe sg rzeczy-

wistymi przestrzeniami wektorowymi, tj. nad ciatem liczb rzeczywistych.

Definicja 1.2.3. Niech (X, +,-) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych i niech 7 bedzie topologia na zbiorze X. Przestrzen
(X, +, -, 7) nazywamy przestrzenig liniowo-topologiczng, gdy spetnione sa nastepujace

warunki:
1. Vaex zbiér {z} jest domkniety.

2. dodawanie 4+ : X x X — X i mnozenie przez skalar - : K x X — X s3
ciagte.
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Powyzsza definicja przestrzeni liniowo-topologicznej implikuje, ze przestrzen liniowo-
topologiczna jest przestrzenia Hausdorffa. Wynika to z twierdzenia oznaczonego
jako Theorem 1.12 w [32].

Definicja 1.2.4. Niech X bedzie przestrzenig liniowg. Zbior A C X nazywamy
wypukiym, jezeli dla dowolnych a,b € A zachodzi aa+(1—a)b € A, gdzie 0 < a < 1.

Definicja 1.2.5. Niech X bedzie przestrzenig liniowg i niech A C X. Powlokq

wypuktq zbioru A oznaczamy zbior

n
coA ::{Z aa; | a; € A0 < ay,

n
i=1 1=1

a; = 1,n€N}.

Powloka wypukta zbioru A jest najmniejszym zbiorem wypuklym zawierajacym A,
stad tez mozemy zapisaé réwniez co A = "{M C X | A C M, M jest wypukly}.

Definicja 1.2.6. Niech X bedzie przestrzenig topologiczng. Zbior A C X nazywamy
domknietym, jezeli dopelnienie X \ A zbioru A jest zbiorem otwartym, tj. nalezy do
topologii 7.

Definicja 1.2.7. Niech X bedzie przestrzenia liniowa. Zbior A+ B :={a+b|a €
A,b € B} nazywamy sumq Minkowskiego.

W literaturze suma ta wystepuje réwniez jako suma algebraiczna czy suma wekto-

rowa.

Definicja 1.2.8. Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. Zbior cl A :=N{F C
X |ACF X\ F €7} bedacy najmniejszym zbiorem domknietym zawierajacym

A nazywamy domknieciem zbioru A.

Definicja 1.2.9. Niech X bedzie przestrzenig liniowg. Zbior S C X nazywamy
stozkiem, jezeli dla dowolnych s € S oraz o > 0 zachodzi as € S. Zbior S C X
nazywamy stozkiem wypukiym, jezeli dla dowolnych s,t € A oraz «, 3 > 0 zachodzi
as+ pft e S.

Definicja 1.2.10. Niech (S, +) bedzie pdlgrupg abelowa z elementem neutralnym
0 oraz niech - : Ry x § — S bedzie mnozeniem przez nieujemny skalar. Jezeli
spelnione sg nastepujace wlasnosci:

1. VsiesVaer, a- (s+t)=a-s+a-t,
2. Vsesva,5€R+ (Oé—|—6)'8205'8+ﬁ'5,

3. VsesVaper, - (B -5) = (af)s,
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4. Vees 15 =3,
5. Vses 0-5s=0,
o (S, 4+, ) nazywamy abstrakcyjnym stozkiem wypukltym.
Definicja 1.2.11. Dwuargumentowa relacje < na zbiorze X, ktora jest zwrotna,

stabo antysymetryczna i przechodnia nazywamy czesciowym porzgdkiem. Relacja ta
spelnia zatem

1. Veex a < a.
2. Vopex a <b,b<a=a=b.
3. Vapeex a<b,b<c=a<c
Definicja 1.2.12. Dwuargumentowsa relacje ~ na zbiorze X, ktora jest zwrotna,

symetryczna i przechodnia nazywamy relacjg rownowaznosci. Relacja ta spetnia
zatem

1. Veex a ~ a.
2. \V/a7b€XaNb:>bNa.
3. Vapecaa~b, b~c=a~c

Zbior [a]. zlozony z elementéw z € X bedacych w relacji z a nazywamy klasa

abstrakcji lub klasg réwnowaznosci elementu a.

Dla ponizszych czterech definicji niech X bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K.

Niech x1, 29, ..., 2, € X oraz aj,as,...,a, € K.
Definicja 1.2.13. Kombinacjg liniowq zbioru wektoréw {1, xs,...,x,} 0 wspolt-
n
czynnikach aq, as, ..., a, nazywamy wektor x := " «o;z;.
i=1
Definicja 1.2.14. Kombinacjq afiniczng zbioru Wektorow {1, wg, .oy Zp} 0 Wspol-
czynnikach oy, ao, ..., a, nazywamy wektor x := Z ;x;, gdzie Z o; = 1.
i=1 =1
Definicja 1.2.15. Méwimy, ze zbiér wektoréw {z1, xo, ..., 2, } jest liniowo nieza-

lezny, jezeli zachodzi Zn: o, =0 = i a; = 0.
i=1 i=1

Definicja 1.2.16. Méwimy, ze zbiér wektoréw {xq,xo, ..., z,} jest afinicznie nie-

zalezny, jezeli zbior wektordéw {xe — xq, 23 — 21, ..., 2, — 21} jest liniowo niezalezny.
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Definicja 1.2.17. Niech wektory x,y € R™. Iloczynem skalarnym (x,y) nazywamy

n
sume '21 T;Y;-
1=

Definicja 1.2.18. Podzbior H C R™ nazywamy hiperplaszczyzna, jezeli H :={x €
R™ | (x,a) = b} dla pewnego niezerowego elementu a € R™ oraz b € R.

Definicja 1.2.19. Niech A C R". Funkcjg podparcia nazywamy funkcje hy : R® —
R taka, ze ha(z) :=sup(a, ).
acA

Definicja 1.2.20. Niech A C B(R™) i x € R™ bedzie niezerowe. Zbiorem podpiera-
jacym nazywamy zbiér A(z) C A taki, ze A(z) :={a € A | (a,x) = ha(z)}.

Jezeli w powyzszej definicji zamiast R™ przyjmiemy przestrzen nieskonczenie wy-
miarowa X, wowczas dla funkeji liniowej f : X — R okreslamy A(f) :={a € A |
f(a) =sup f(b)} jako zbiér podpierajacy.

beA

Definicja 1.2.21. Niech A C R". Jezeli zbiér A mozemy zapisaé jako przekrdj
pétprzestrzeni {a € R"™ | (a,z;) < ha(z),i =1,2,...,k} dla pewnego skonczonego

zbioru {xq,xs,...,zr} C R" to zbiér A nazywamy zbiorem wielo$ciennym.

Definicja 1.2.22. Niech A C R". Jezeli zbiér A mozemy zapisa¢ jako powlo-
ke wypukta skonczonej liczby punktéow co{ai,as,...,ax}, to zbiér A nazywamy
wieloScianem wypukiym.

Wielo$cian wypukty jest ograniczonym zbiorem wielosciennym.



ROZDZIAL 2

RODZINA ZBIOROW NIEPUSTYCH,
OGRANICZONYCH, DOMKNIETYCH
I WYPUKLYCH

W ponizszym rozdziale oméwimy pewne znane wlasnosci rodziny zbioréw niepu-

stych, ograniczonych, domknietych i wypuktych.

Paragraf 2.1 dotyczy¢ bedzie wprowadzenia w tej rodzinie dzialan zapewniajacych
strukture potgrupy, a nawet abstrakcyjnego stozka wypuktego. Paragraf zakonczymy

twierdzeniem dotyczacym zachodzenia porzadkowego prawa skreslen w tej potgrupie.

W Paragrafie 2.2 wprowadzimy w iloczynie kartezjanskim poétgrup zbiorow niepu-
stych, ograniczonych, domknietych i wypuktych relacje rownowaznosci. Nastepnie
sformutujemy postaé¢ przestrzeni ilorazowej tej relacji wraz z dziataniami oraz
wprowadzimy na niej czesciowy porzadek. Przestrzen takg nazywamy przestrzenia
Minkowskiego—Radstroma-Hormandera. Rozwazymy pojedynczg klase rownowaz-
nosci tej przestrzeni nazywang ciatem wirtualnym, wewnatrz ktorej wprowadzimy
czesciowy porzadek. Klasy te sg $cisle zwigzane z rachunkiem quasirézniczkowym.
Para ztozona z subrézniczki i superrézniczki funkeji wyznacza quasirézniczke funk-
cji. Istotnym zagadnieniem jest wskazanie jej minimalnej reprezentacji, a problem
ten rownowazny jest znalezieniu elementu minimalnego wzgledem wprowadzonego
czesciowego porzadku wewnatrz ciata wirtualnego zbioréw niepustych, zwartych
i wypuktych.

W Paragrafie 2.3 sformutujemy i zilustrujemy na przyktadach w dwuwymiarowej
przestrzeni rzeczywistej metody redukcji par zbioréw.
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Paragraf 2.4 poswiecimy znanym kryteriom minimalnosci par zbioréw niepustych,
zwartych i wypuktych. Kryteria te nie sg jednak warunkami koniecznymi i do-
statecznymi minimalnosci. Przytoczymy twierdzenia, ktore dla jednowymiarowej
i dwuwymiarowej przestrzeni rzeczywistej w petni charakteryzuja pary minimalne.
Na koniec Paragrafu 2.4 sformutujemy otwarte pytania, ktore staty sie gtéwna
motywacja tej rozprawy.

2.1. POLGRUPA ZBIOROW WYPUKLYCH

W tym paragrafie zdefiniujemy rodzine zbioréw niepustych, ograniczonych, domknie-
tych i wypuktych oraz wprowadzimy w tej rodzinie dziatanie sumy Minkowskiego
oraz mnozenia zbioréw przez nieujemny skalar. Tak utworzona struktura jest pot-
grupg i abstrakcyjnym stozkiem wypuktym. Poruszone zostang rowniez niektore

z wlasnosci wynikajacych z tej struktury.

Definicja 2.1.1. Niech X bedzie przestrzenia liniowo-topologiczna. Rodzina B(X)
jest rodzing wszystkich podzbiorow X, ktore sg niepuste, ograniczone, domkniete
i wypukte.

Definicja 2.1.2. Niech X bedzie przestrzenia liniowo-topologiczna. Rodzina X (X)
jest rodzing wszystkich podzbiorow X, ktére sa niepuste, zwarte i wypukte.

Lemat 2.1.3. Zachodzi réwnosé B(R™) = K(R™).

Dowod. Jest to oczywisty wniosek z twierdzenia Heinego-Borela. [

Uwaga 2.1.4. Elementy rodziny X(R") nazywane bywaja ciafami wypuktyms,
natomiast rodzing K(R") oznacza sie¢ K".

7 uwagi na fakt, ze suma dwoéch domknietych podzbioréw przestrzeni liniowo-
topologicznej nie musi by¢ zbiorem domknietym, rodzine B(X) rozwazamy wraz
z dzialaniem sumy jako domknigcia sumy Minkowskiego. W celu uproszczenia

notacji réwniez te sume nazywaé¢ bedziemy sumg Minkowskiego.

Definicja 2.1.5. Niech A, B C X. Dzialanie A+B = cl{a +b | a € A,b € B}
nazywamy sumg Minkowskiego.

Stwierdzenie 2.1.6. Rodzina B(X) z dziataniem sumy Minkowskiego A+B jest

polgrupg abelowq z elementem neutralnym {0}.

Stwierdzenie 2.1.7. Niech A, B € X(X), wéwczas zachodzi réwnosé¢ A+B =
A+ B.
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Whiosek 2.1.8. Rodzina B(R™) z dzialaniem sumy Minkowskiego A + B jest

polgrupg abelowq z elementem neutralnym {0}.
Ponizsze stwierdzenie pochodzi z [33] i jest wnioskiem z Twierdzenia 1.7.5.

Stwierdzenie 2.1.9. Pélgrupa B(X) z dziataniem sumy Minkowskiego A+ B i mno-

zeniem przez nieujemny skalar aA jest abstrakcyjnym stozkiem wypukiym.

W celu uproszczenia notacji powyzszy abstrakcyjny stozek wypukty okresla¢ be-
dziemy w dalszej czesci rozprawy stozkiem B(X).

Ponizszy lemat wynika z Twierdzenia 4.5.11 z [30].

Lemat 2.1.10. Niech X bedzie przestrzeniq liniowo-topologiczng i niech A, B €
B(X). Jezeli suma AU B jest wypukia i przekréj AN B # 0, to zachodzi A+B =
AUB+ANB.

Istotng informacja dotyczaca zbioru z okreslonym na nim dziataniem, a w szczegol-
nosci przestrzeni liniowo-topologicznej, jest fakt, czy zachodzg wobec tego dziatania

pewne prawa nazywane prawem skreslen i porzadkowym prawem skreslen.
Definicja 2.1.11. Niech (S, +) bedzie p6tgrupa. Wowczas whasnosé

Vapees 6 +c=b+c=a=10>
nazywamy prawem skreslen.
Definicja 2.1.12. Niech (5, +) bedzie pétgrupa z okreslonym w niej czesciowym
porzadkiem <. Wéwcezas wiasnosé

Vapees 6 +c<b+c=a<b
nazywamy porzgdkowym prawem skreslen.

Dla dowolnej przestrzeni liniowo-topologicznej porzadkowe prawo skreslen nie zacho-
dzi dla dowolnych podzbioréw. Ponizsze stwierdzenie pochodzi z [38] 1 jest oznaczone

jako Proposition 2.1.

Stwierdzenie 2.1.13. Niech X bedzie przestrzeniq liniowo-topologiczng. Niech
A bedzie dowolnym niepustym podzbiorem przestrzeni X, B dowolnym niepustym
1 ograniczonym podzbiorem X, natomiast niech C' bedzie niepustym domknietym
1 wypuklym podzbiorem X. Wowczas zachodzi porzgdkowe prawo skreslen

A+CcB+C = AC B.

Whniosek 2.1.14. W stozku B(R"™) zachodzi porzqedkowe prawo skreslen, tj. dla
dowolnych A, B,C € B(R") zachodzi

A+CcB+C= ACB
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2.2. RELACJA ROWNOWAZNOSCI W RODZINIE
PAR ZBIOROW

W ponizszym paragrafie opiszemy iloczyn kartezjaniski B?(X) = B(X) x B(X)
i wprowadzong relacje réwnowaznosci par zbiorow. Zdefiniujemy czeéciowy porzadek
wsrod klas abstrakeji, jak 1 wewnatrz pojedynczej z klas abstrakeji, ktore nazywac
bedziemy ciatami wirtualnymi.

Definicja 2.2.1. Niech (4, B), (C, D) € B?(X). Dwuargumentowa, relacje ~ defi-
niujemy nastepujaco

(A, B) ~ (C, D) = A+D = B+C (2.1)

Stwierdzenie 2.2.2. Wskazana w powyzszej definicji relacja ~ jest relacjq réwno-

Waznosci.

Dowdd. Aby udowodnié, ze relacja ~ jest relacjg rownowaznosci musimy pokazac,
ze jest relacja zwrotna, symetryczng i przechodnia.

1. Zwrotnosé.

A+B = B+ A, poniewaz suma Minkowskiego jest przemienna.

2. Symetryczno$c.
Jezeli A4+D = B+C, to réwniez C+B = D-+A, poniewaz suma Minkowskiego
jest przemienna.

3. Przechodnios¢.
Jezeli A+D = B+C oraz C+F = D+FE, to dodajac do siebie te réwna-
nia stronami uzyskujemy (A+D)+(C+F) = (B+C)+(D+FE). Dzigki acz-
nosci i przemienno$ci sumy Minkowskiego mozemy zapisaé¢ to nastepujaco
(A+F)+(C+D) = (B+E)+(C+D). Korzystajac z porzadkowego prawa skre-
élenh uzyskujemy A+F = B+E.

O

Jezeli na zbiorze okreslimy relacje réwnowaznosci, wéwczas mozemy réwniez okre-
sli¢ klasy rownowaznosci poszczegdlnych elementow, a takze przestrzen ilorazows.
Elementy tej przestrzeni oznaczaé bedziemy w skrécie [A, B] zamiast [(A, B)].~.

Definicja 2.2.3. Przestrzen ilorazows X :=B2(X)/. nazywamy przestrzenig
Minkowskiego—Radstroma—Hormandera.

Zauwazmy, ze na tej przestrzeni istniejg naturalne dzialania dodawania klas rowno-
waznosci [A, B]+[C, D] = [A+C, B+D] i mnozenia przez skalar a[A, B] = [« A, aB]
dla @ > 0 oraz a[A, B] = [-aB, —aA] dla a < 0.
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Whiosek 2.2.4. Przestrzer ilorazowa X :=B%(X)/~ z powyiszymi dzialaniami jest

przestrzeniq wektorowg.

Definicja 2.2.5. Element [A, B] przestrzeni ilorazowej K?(X)/. nazywamy ciatlem
wirtualnym. Jezeli zbiory A i B sa wieloScianami, wowczas taki element nazywamy

wieloScianem wirtualnym.

Definicja 2.2.6. Niech [A, B, [C, D] beda klasami réwnowaznosci nalezacymi do
przestrzeni ilorazowej B?(X)/.. Dwuargumentowsg relacje < definiujemy nastepuja-
co

[A, B] < [C, D] <= A+D C B+C.

Stwierdzenie 2.2.7. Zbiér B2(X) /. jest zbiorem czesciowo uporzqdkowanym z cze-

sciowym porzgdkiem <.

Dowdd. Aby udowodnié, ze relacja < jest czesciowym porzadkiem musimy pokazac,

ze jest relacja zwrotna, stabo antysymetryczng i przechodnig.

1. Zwrotnosé.

Oczywiscie A+B C B+A ze wzgledu na przemiennoéé sumy Minkowskiego.

2. Staba antysymetrycznosc.
Jezeli A+D C B+C oraz C+B C D+ A, to z przemiennoéci sumy Minkowskie-
go wynika, ze A+D = B+C. Zatem (A, B) ~ (C, D), czyli [A, B] = [C, D].

3. Przechodnios¢.
Jezeli A+D C B+4+C oraz C+F C D+E, to sumujac stronami otrzymujemy
(A+D)+(C+F) C (B+C)+(D+E). Korzystajac z prawa skreslen, Tacznosci
i przemiennoéci sumy Minkowskiego uzyskujemy, ze A+F C B+E.

]

Stwierdzenie 2.2.8. Czesciowy porzqdek [A, B] < [C, D] nie zalezy od wyboru
reprezentantow klas [A, B] i [C, D].

Dowdéd. Niech [A, B] < [C, D] iniech (A, B) ~ (A", B’),(C,D) ~ (C", D"). Zauwaz-
my, ze z inkluzji A+D C B+C po obustronnym dodaniu ¢’ wynika A+D-+C’ C
B+C+C". Ze wzgledu na (C, D) ~ (C’,D') mamy A+D'+C C B+C+C'. Ko-
rzystajac z prawa skreslenn uzyskujemy A+D’ C B+C'. Dodajac obustronnie B’
mamy A+D'+B' C B+C'+B’, wiec po uporzadkowaniu otrzymamy D'+A+B' C
B+C'+B'. Na mocy (A, B) ~ (A’, B') daje nam to D'+A'+B C B+C'+B’. Po-
nownie stosujac prawo skredlei uzyskamy D'+A’ C C'+B’, co mozemy zapisaé jako
A'+D' c B'+C'.

Ostatecznie zatem A+D C B+C implikuje A'+D' C B'4+C". O
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Wewnatrz klasy rownowaznosci [A, B] mozemy wprowadzi¢ nastepujacy czesciowy
porzadek.

Definicja 2.2.9. Niech (4, B), (C, D) € B*(X). Definiujemy duwuargumentowa
relacje < nastepujaco

(A,B) < (C,D) <= AC C,B C D,(A,B) ~ (C,D)

Stwierdzenie 2.2.10. Klasa abstrakcji [(A, B)|~ jest zbiorem cze$ciowo uporzqd-

kowanym z czeSciowym porzqdkiem <.

Dowdd. Zauwazmy, ze wewnatrz klasy abstrakeji [(A, B)|~ spelnione jest (A, B) ~
(C, D) dla kazdej pary (C, D). Pozostaja zatem warunki inkluzji. Aby udowodnié,
ze relacja < jest czeSciowym porzadkiem musimy pokazac, ze jest relacja zwrotna,
stabo antysymetryczng i przechodnig.

1. Zwrotnosé.
Oczywiscie AC Ai B C B.

2. Staba antysymetrycznosc.
Jezeli A C C'i jednoczesnie C' C A, woéwcezas A = C. Analogicznie zachodzi
BC DiDcC B, stad B= D. Ostatecznie zatem (A, B) = (C, D).

3. Przechodnios¢.
Jezeli AC C'iC C E, toréwniez A C E. Podobnie z B C Di D C F wynika
B CF.

]

Jezeli zatem uzyskamy za pomoca pewnych przeksztatcen pary (A, B) pare (C, D)
spelniajaca warunek (C, D) < (A, B) mozemy moéwi¢ o redukeji pary (A, B) do
pary rownowaznej (C, D). W nastepnym paragrafie poznamy metody takich redukeji.

Ponizsze stwierdzenie pochodzi z [30] i jest oznaczone jako Twierdzenie 4.1.2.

Stwierdzenie 2.2.11. Niech [A, B] bedzie elementem przestrzeni ilorazowej K*(X)/
~. Wowczas istnieje element minimalny (C, D) € [A, B] wzgledem relacji czesciowe-
go porzgdku <.

Zauwazmy, ze w powyzszym stwierdzeniu klasa [A, B] nalezy do przestrzeni ilorazo-
wej K2(X)/~. Jest to uzasadnione, poniewaz przestrzenie cg, ¢ i [* sg przestrzeniami,
w ktoérych istniejg takie pary zbioréw wypuktych, domknietych i ograniczonych, ze
nie istnieje rownowazna do nich para minimalna. Przyktady takich par znalez¢ moz-

na w [17]. Nie mozemy zatem sformutowaé tego stwierdzenia w wiekszej ogdélnosci.
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Ponizsze twierdzenie pozwala za pomoca minimalnosci jednej pary dowie$¢ minimal-
noéci innych par. W ogolnosci nie sa one jednak parami rownowaznymi. Pochodzi

ono z [30] i jest oznaczone jako Proposition 4.1.4.

Twierdzenie 2.2.12. Niech (A, B) € X?(X). Wéwczas nastepujgce warunki sq

rownowazne:
(i) Para (A, B) jest minimalna.
(ii) Para (B, A) jest minimalna.
(iii) Dla dowolnych elementéow z,y € X para (A + z, B+ y) jest minimalna.

(iv) Dla dowolnych skalaréw o, € R takich, ze a8 > 0 para (A, 3B) jest
minimalna.

2.3. METODY REDUKCJI PAR ZBIOROW WYPUKEYCH

Paragraf ten przybliza, wraz z przyktadami, niektore metody redukeji par zbiorow,
ktorych mozna uzy¢ w celu poszukiwan pary minimalnej wewnatrz ciata wirtual-
nego. Metody te sg jedynie niektorymi z wielu znanych metod redukcji, a wybor
przedstawionych metod zwigzany jest z ich uzytecznoscig w dalszej czesci rozprawy.

Ponizsze dwie metody sg dwiema gtownymi metodami redukcji stosowanymi w przy-

padku par zbioréw ograniczonych, domknietych i wypuktych.

Twierdzenie 2.3.1 (Redukcja poprzez odjecie wspdlnego sktadnika). Niech
(A,B),(C,D) € B*X). Jezeli istnieje 2biér E € B(X) taki, ze (A,B) =
(CH+E, D+FE), wéwczas pary (A, B) i (C, D) sq réwnowazne.

Dowéd. Pary (A, B)i(C, D) sa réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy A+D = B+C.
W przypadku, gdy (A, B) = (C4+E, D+E) otrzymujemy (C+E)+D = (D+E)+C,
co jest prawdg na mocy przemiennosci i tacznosci sumy Minkowskiego. O]

Twierdzenie 2.3.2 (Redukcja poprzez odciecie hiperplaszczyzna). Niech (A, B) €
B2(R™) 1 niech H bedzie domknietq hiperplaszczyzng dzielgeg R™ na dwie domknigte
polprzestrzenie HT i H—. Jezeli ANH™ = BNH™, to pary (A, B) i (ANH*, BNH™)

sq rownowazne.

Dowdd. Oznaczmy przez A~ = ANH- =B, BNH , A" = AnH*, BT = BNH™"
oraz C = AN H = BN H. Korzystajac z Lematu 2.1.10 mozemy pokazac, ze
A™ + AT = A+ C oraz analogicznie B~ + BT = B+ C. Jezeli A~ = B, to
(A, AT) ~ (A~,C) = (B~,C) ~ (B, BT). Z przechodniosci relacji réwnowaznosci ~
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wiemy, ze (A, A") ~ (B, BT). To oznacza, ze A+ BT = AT+ B, co jest réwnoznaczne
z (A, B) ~ (A", B™). O

Zauwazmy, ze metody te moga by¢ wykorzystywane razem w celu osiggniecia pary

minimalnej, co przestawia przyktad 2.3.3.

Przyktad 2.3.3. Niech (A, B) € B*(R?) bedzie para zbioréw przedstawiona na
Rysunku 2.1a. Zbiér A jest czerwonym pigciokatem, natomiast zbior B niebieskim
szesciokatem. Oba zbiory zawieraja wspoélny sktadnik, jakim jest czarny odcinek
I zaznaczony na Rysunku 2.1b. Zastosowanie metody odjecia wspolnego sktadnika
przedstawi¢ mozna nastepujaco (A, B) = (C +I1,D + I) ~ (C, D). Pare (C, D)
mozna zredukowaé poprzez odciecie hiperptaszczyzng zaznaczong na Rysunku 2.1c.
Po zastosowaniu tej metody otrzymujemy pare (E, F') z Rysunku 2.1d, ktéra jest

parg minimalng. Para (E, F') ~ (A, B) na mocy przechodniosci relacji ~.

Powyzsze dwie metody redukcji moga by¢ uogdlnione i potaczone w jedng metode,
ktéra pochodzi z [15] i oznaczona jest jako Theorem 4.3. Jednak w praktyce, jezeli
chcemy uzyska¢ pare minimalna, to czesciej wykorzystuje sie kilkukrotnie powyzsze
metody.

Twierdzenie 2.3.4. Niech X bedzie przestrzeniq liniowo-topologiczng 1 niech
A,B,C,D,F € B(X). Niech f : X — R bedzie niezerowym funkcjonatem li-
niowym takim, ze 0 € f(A) N f(B). Wprowadémy oznaczenia H' :=f71([0,00))
i H™ :=f"1((—00,0]). Jezeli F+C = AN H' « F+D = BN H", wéwczas pary
(A,B) i ((A NH)U(C+F(-f)),(BNH)U (D%F(—f))) sq réwnowazne.

2.4. KRYTERIA MINIMALNOSCI PAR
ZBIOROW WYPUKLYCH

W tym paragrafie podsumujemy znane do tej pory kryteria minimalnosci, ktorych
mozemy uzy¢ w celu okreslania minimalnosci pary zbioréw niepustych, zwartych
i wypuktych. Twierdzenia te w wigkszosci odnosza sie do warunkow dostatecznych
minimalno$ci pary, lecz nie okreslaja one jednak warunkéw koniecznych. Kryteria
te zostaly szczegbétowo opisane w [18] i oznaczone jako Twierdzenia 1, 2 1 3.

Pierwsze kryterium jest nazywane kryterium fasadowym. Przed jego sformutowaniem

zapiszemy definicje fasady.

Definicja 2.4.1. Niech X bedzie przestrzenig liniowo-topologiczna oraz niech
A C X bedzie wieloscianem. Fasadg nazywamy kazda Sciane wielo$cianu, ktorej

wymiar wynosi dim X — 1.
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(a) Para (A, B) (b) Para (C, D) zredukowana odjeciem
wspolnego sktadnika

(c) Para (C,D) z zaznaczong hiper- (d) Para minimalna (E, F') zredukowa-
plaszczyzna, tj. linia na odcieciem hiperptaszczyzna

Rysunek 2.1: Para (A, B) zredukowana do pary minimalnej (F, F) przy uzyciu obu
metod redukcji - odjecia wspolnego sktadnika i odcigcia hiperptaszczyzna

Twierdzenie 2.4.2 (Kryterium fasadowe). Niech X bedzie przestrzeniq liniowo-
topologiczng. Jezeli A jest wieloscianem o fasadach S; = A(f;) dlai = 1,... )k,
a B € K(X) spetnia warunek (S;, B(f:)) jest parg minimalng i posiada wlasnosé

translacji dla i =1, ...k, wowczas para (A, B) jest minimalna.

Drugie kryterium opiera sie na porownywaniu takich zbiorow podpierajacych, ze
jeden z nich jest krawedzig wieloScianu. Stad nazywane bywa kryterium krawedzio-
wym.

Twierdzenie 2.4.3 (Kryterium krawedziowe). Niech A bedzie wielo$cianem w R™.
Jezeli B € K(R") spelnia warunek, ze (A(fi), B(f;)) jest parg minimalng dla
wszystkich funkcjonatéow liniowych f; - R™ — R takich, Ze A(f;) jest krawedzig A,
to para (A, B) jest minimalna.
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Trzecie kryterium nazywane bywa kryterium krokowym i korzysta ze zbioréw punk-
tow ekstremalnych i eksponowanych, dlatego zdefiniujemy je przed sformutowaniem

kryterium.

Definicja 2.4.4. Niech A € K(X). Wowczas, gdy istnieje niezerowy funkcjonat
liniowy f: X — R taki, ze A(f) = {z}, to © € A nazywamy punktem eksponowa-

nym zbioru A.
Przez exp(A) oznaczamy zbiér wszystkich punktéw eksponowanych zbioru A.

Definicja 2.4.5. Niech A, B € K(X). Podzbiér B C A nazywamy ekstremalnym,
jezeli spetniona jest implikacja

Vapsea Ficor) ta+ (1 —t)b € B= a,be B.

Punkt z € A nazywamy punktem ekstremalnym, jezeli {x} jest podzbiorem ekstre-

malnym.
Przez ext(A) oznaczamy zbiér wszystkich punktow ekstremalnych zbioru A.

Twierdzenie 2.4.6 (Kryterium krokowe). Niech X bedzie przestrzeniq unormowa-
ng i A, B € X(X). Jezeli dla dowolnego elementu ag+ by € exp(A+ B) istnieje taki
cigg (a;+b;)i=1,.. 1 C exp(A+B), Ze a; = a;—1 lubb; = b;_y oraz ay—by, € ext(A—DB),
to para (A, B) jest minimalna.

Powyzsze kryteria naktadaja rozne zatozenia dotyczace zbioréw A i B. Jezeli jednak
ograniczymy si¢ w rozwazaniach do par (4, B) € B*(R"™), wowczas prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie pochodzace z [30] i oznaczone jako Twierdzenie 4.3.5.

Twierdzenie 2.4.7. Para (A, B) € B3(R") jest minimalna wtedy i tylko wtedy,

gdy jeden z ponizszych warunkow jest spetniony:

(i) dla dowolnego niepustego podzbioru zwartego i wypuktego A" C A, istnieje taki
element x € R", ze A+ x ¢ A"+ B oraz

{ye A+x|d(y,A + B)= sup d(z,A"+ B)}

z€EA+z
nie jest Sciang A + x,

(i) dla dowolnego niepustego podzbioru zwartego i wypuklego B C B, istnieje taki
element x € R", 2e B4+ ¢ B'+ A oraz

{ye B+x|d(y,B'+A) = sup d(z,B'+ A)}
z€EB+x

nie jest Sciang B + x.
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Powyzsze kryterium minimalno$ci opiera sie o definicje sktadnika sumy Minkowskiego
zaproponowang przez Weila w [40]. Twierdzenie to oznacza zatem, ze A + x nie jest
sktadnikiem sumy A’ + B. Na mocy definicji, gdyby A + 2 byl sktadnikiem tej sumy,
wowezas dla pewnego FE zachodzitoby A+x+ E = A’+ B, a to z kolei implikowaltoby
(A, B) ~ (A’ +x, E). Na mocy Twierdzenia 2.2.12 wiemy, ze (A'+z, E) ~ (A", E+y)
co przeczy minimalnosci (A4, B). Zatem powyzsze twierdzenie jest sformutowaniem
definicji pary minimalnej w innej terminologii i nie zawiera zadnej metody, ktora
pozwalalaby dla danej pary (A, B) € B*(R"), stwierdzi¢ czy jest ona para minimalng
w efektywny sposob. Jednak w przypadku jednowymiarowej i dwuwymiarowej
przestrzeni rzeczywistej mozemy sformutowaé nastepujace rownowaznosci.

Whiosek 2.4.8. Niech (A, B) € B%(R). Para (A, B) jest minimalna wtedy i tylko
wtedy, gdy A lub B jest singletonem.

Whiosek 2.4.9. Niech (A, B) € B%(R?) bedzie parg wielokgtéw. Para (A, B) jest
minimalna wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden z nastepujgcych warunkow:
(a) dla dowolnego x € R? para (A(z), B(x)) jest minimalna,

(b) dla pewnego x € S' para (A(z), B(z)) nie jest minimalna oraz dla kazdego
x#y €S para (Aly), B(y)) jest minimalna.

Korzystajac z Wniosku 2.4.8 wiemy, ze minimalnosé pary (A(z), B(z)) oznacza,
ze zbiér podpierajacy A(x) jest singletonem lub B(z) jest singletonem. Wynika
z tego, ze para minimalna wielokatéw nie moze posiada¢ wiecej niz jednej pary
krawedzi o tym samym kacie nachylenia.

Pary minimalne w dwuwymiarowej przestrzeni rzeczywistej posiadaja wtasnosé
translacji. Ponizsze twierdzenie pochodzi z [12] i oznaczone jest jako Theorem 5.2.
W tej samej pracy znajdziemy réwniez przyktad par minimalnych w trojwymiarowej

przestrzeni rzeczywistej, ktore nie sa swoimi translacjami.

Twierdzenie 2.4.10. Jezeli (A, B),(C,D) € B*(R?) sq réwnowaznymi parami
minimalnymi, wéwczas istnieje v € R? taki, 2e C = A+ x oraz D = B + x.
Pytania dotyczgce minimalnosci par

Powyzsze twierdzenia w wigkszosci sg warunkami dostatecznymi. Chociaz wiemy, ze
dla dowolnej pary (A4, B) € B%(R"), gdy n > 2 pary minimalne istniejg, to ponizsze

kwestie pozostajg w tych przestrzeniach bez pelnej odpowiedzi:
1. W jaki sposob ustali¢ czy (A, B) jest para minimalna?
2. W jaki sposéb zredukowaé nieminimalng pare (A, B) do pary minimalnej?

3. W jaki sposob wyznaczy¢ wszystkie pary minimalne réwnowazne parze (A, B)?



ROZDZIAL 3

POLCRUPA WIELOSCIANOW
O USTALONYCH KIERUNKACH SCIAN

Ponizszy rozdziat dotyczy¢ bedzie wprowadzenia do teorii G-wielo$cianéw, czyli
wielo$cianéw o ustalonych kierunkach $cian. Wielosciany takie byty badane np. przez
Aleksandrowa [1], lecz nie pod katem struktury potgrupy. Wynika to z faktu, ze
rodzina G-wieloécianéw z suma Minkowskiego nie posiada, na ogot, takiej struktury.
Konieczne jest zmodyfikowanie sumy Minkowskiego. Dlatego Grzybowski i Urban-
ski zmodyfikowali sume Minkowskiego w [19,20]. W dalszej czesci rozdziatu dla
potgrupy G-wieloscianéw B (R™) zostana sformutowane analogiczne twierdzenia do
twierdzen, jakie w Rozdziale 2 zostaly sformutowane dla rodziny B(R"). Rozumo-
wanie przedstawione w poprzednim rozdziale roéwniez dla G-wielo$cianéw prowadzi
do pytan analogicznych do tych postawionych na koncu Rozdzialu 2. Autor niniej-
szej rozprawy w dalszych rozdziatach udziela odpowiedzi na te pytania. Wskazuje
rowniez metode ich wykorzystania, w specjalnych przypadkach, do odpowiedzi na

pytania z Rozdziatu 2.

W Paragrafie 3.1 przedstawimy motywacje badania wieloscianéw o ustalonych kie-
runkach $cian jako potgrupy G-wieloscianéw. Motywacje te sa jednocze$nie powodem

poswiecenia niniejszej rozprawy temu zagadnieniu.

Paragraf 3.2 poswiecimy opisaniu rodziny G-wieloScianéw. Zaczniemy od zdefi-
niowania podstawowych dla tej rodziny pojeé¢, takich jak sie¢ G, G-wieloscian,
G-powloka wypukta czy macierz sieci G. Nastepnie oméwimy pewne wlasnosci
wektorow reprezentujacych G-wieloéciany. Paragraf zakonczymy Przyktadem 3.2.12
ilustrujacym problem powstajacy przy probie wprowadzenia struktury poétgrupy

w rodzinie G-wielo$cianéw.
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Celem Paragrafu 3.3 jest omoéwienie trzech reprezentacji wielokatéw i dwuwymia-
rowych G-wieloScianéow nazywanych G-wielokatami. Reprezentacje te pozwalaja
na rozpatrywanie G-wielokatéw w rézny sposoéb, co znacznie skraca niektére rozu-
mowania dowodowe stwierdzen formutowanych w dalszych paragrafach. Nastepnie
przedstawimy metody przeksztatcen jednej reprezentacji w pozostate, co pozwoli do-
wolnie wybieraé jedna z trzech reprezentacji G-wielokata w zaleznosci od okolicznodcei.
Paragraf zakonczymy sformutowaniem i udowodnieniem wnioskéw wynikajacych

z tych przeksztalcen.

Pozostate paragrafy posiadaja strukture ustalong w Rozdziale 2. Ich celem jest
sformutowanie analogicznych twierdzen, do tych przedstawionych w Rozdziale 2.,

w jezyku G-wieloscianow.

W Paragrafie 3.4 zdefiniujemy G-sume Minkowskiego, wraz z ktéra rodzina G-
wielo$cianéw posiada strukture potgrupy. Oméwimy wlasnosci G-sumy oraz zilu-
strujemy jej dziatanie na przyktadach. Udowodnimy, ze potgrupa G-wieloscianéw

spelia porzadkowe prawo skreslen.

W Paragrafie 3.5, podobnie jak w Paragrafie 2.2, wprowadzimy relacje réwnowaz-
nosci par zbioréw z poétgrupy omoéwionej w poprzednim paragrafie. Zdefiniujemy
rowniez czesciowy porzadek wewnatrz G-wieloscianu wirtualnego. Paragraf ten
zakonczymy twierdzeniem dotyczacym réwnosci relacji rownowaznosci okreslonych

w tym Paragrafie, jak i Paragrafie 2.2.

Paragraf 3.6 poswiecimy jednocze$nie metodom redukcji i kryteriom GG-minimalnosci
G-wielokatow. Na poczatku Paragrafu 3.6 wskazemy przyktad ilustrujacy koniecz-
no$¢ wprowadzenia pojecia G-minimalnosci. Nastepnie sformutujemy pewne twier-
dzenia, ktére okreslaja mozliwe dziatania na wprowadzonych wczesniej reprezen-
tacjach G-wielokatow, ktore sa metodami redukeji par G-wielokatow. Metody te
doprowadza nas do ustalenia kryteriéw G-minimalnosci G-wielokatéw w jezyku tych
trzech reprezentacji. Paragraf 3.6 zakonczymy wnioskiem wskazujacym na zwigzek

miedzy minimalnoscig i G-minimalnosciag G-wielokatow.

Rezultaty z Paragrafu 3.6 sa oryginalnymi wynikami autora rozprawy i zawieraja
wyniki z pracy [36].
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3.1. MOTYWACJA BADANIA WIELOSCIANOW
O USTALONYCH KIERUNKACH SCIAN

Dwa pierwsze pytania znajdujace sie na koncu poprzedniego rozdziatu sformutowane
zostaly przez V. F. Demyanova na konferencji w Oberwolfach w roku 1984. Pozostaja
one zatem bez pelnej odpowiedzi od wielu lat. Pomimo tego, ze pary o specyficznej
strukturze pozwalaja stwierdzi¢ ich minimalnos¢, czy tez dokonaé ich redukeji do
pary minimalnej, to do tej pory nie sformutowano ogélnych metod odpowiedzi na
zadane pytania dla dowolnej pary zbiorow niepustych, zwartych i wypuktych.

Pomyst zastosowany w ponizszym rozdziale polega na wybraniu takiej podrodziny
w B2(R"), aby uzyskane dla niej wyniki mogly zosta¢ uogélnione na caly rodzine.
Oczywiscie metod wyboru takiej podrodziny jest wiele, lecz w pracach [19,20] opisuja-
cych model wzrostu krysztatéw wykorzystana zostata podrodzina zbioréw niepustych,
zwartych i wypuktych bedaca rodzing wieloscianéw o ustalonych kierunkach scian
w trojwymiarowej przestrzeni rzeczywistej. Zatem rozwazania dotyczace takiej pod-
rodziny mogtyby przynies¢ korzysci rowniez dla teorii wzrostu krysztatéw. Ponadto,
jezeli rozwazymy w przestrzeni rzeczywistej dowolny punkt x na sferze jednostkowej,
a nastepnie funkcje podparcia ha(x) = maxpe 4 (b, x), wowczas dowolny zbiér A moze-

my opisacé jako przekr6j pétprzestrzeni A= N {a € R" | (a,z) < ha(x)}. Wiemy,
zesn—1
ze wieloSciany sa przekrojem skonczonej liczby takich poétprzestrzeni, w zwigzku

z czym do ich opisu wystarczy skonczony podzbioér sfery jednostkowej. Ten skon-
czony podzbior, o ile spelnia dodatkowy warunek gwarantujacy nam ograniczonosé
wspomnianego przekroju potprzestrzeni, tj. wykluczajacy mozliwos¢ opisu nieograni-
czonych zbioréw wielogciennych, nazywaé bedziemy siecig (ang. grid). Zatem kazdy
wieloScian moze by¢ opisany jako zbiér niepusty, zwarty i wypuktly o ustalonych
kierunkach Scian, ktore opisywac¢ bedziemy za pomoca sieci. Niestety, wewnatrz tej
rodziny suma Minkowskiego nie jest dzialaniem wewnetrznym, jezeli rozpatrzymy
dowolny zbior kierunkéw Scian. Nalezy zatem sprawdzi¢, dla jakich sieci ta whasnosé
zachodzi, a dla pozostalych zmodyfikowaé te sume. Nastepnie wykonamy konstrukcje
analogiczna do konstrukcji przestrzeni Minkowskiego—Radstroma-Hormandera X ,
rozwazymy pary znajdujace sie¢ wewnatrz klasy abstrakcji i minimalno$é tych par.
Woéwcezas bedziemy w stanie sformutowa¢ pytania analogiczne do tych znajdujacych
sie na koncu poprzedniego rozdziatu. Twierdzenia stuzace odpowiedzi na takie
pytania mozna zastosowaé¢ do pewnych metod dziatajacych réwniez w B?(R™).

Warto zwréci¢ uwage na aspekt zastosowania rachunku quasirézniczkowego, a zatem
réwniez kwestii znajdowania par minimalnych. W praktyce teoretyczne rozwigzania,

ze wzgledu na ograniczonos¢ rzeczywistosci, do ktorej je aplikujemy, przyjmuja
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ograniczong forme. Zatem pary, ktére przyjdzie nam minimalizowaé w praktycz-
nych zastosowaniach beda parami wieloScianow, o ograniczonej liczbie kierunkéw
Scian. Jest to kolejny powod, dla ktérego ta rodzina wymaga doktadnego zbadania

i opracowania.

3.2. RODZINA G-WIELOSCIANOW I JEJ WELASNOSCI

W tym paragrafie zdefiniujemy pojecia zwiazane z rodzing wieloscianéw o ustalonych
kierunkach $cian nazywanych G-wieloscianami. Wskazemy rowniez pare zbioréw,
ktérych suma Minkowskiego nie posiada wektoréw normalnych do $cian zawartych

w zbiorze wektoréw normalnych do Scian swoich sktadnikéw.

Definicja 3.2.1. Niech G :={g, ..., g} bedzie skoriczonym podzbiorem sfery S"~!.
Zbior G nazywamy siecig (ang. grid), jezeli 0 € int co{g, ..., gk}

Definicja 3.2.2. Niech G bedzie siecig. Wektory gi,...,gr € G nazywamy G-
wektorams.

Dziatania na indeksach wykonywane sa modulo & w zbiorze {1,2,... k}.

Definicja 3.2.3. Podzbiér A C R" zdefiniowany jako
A:={z eR" | (z,9;) < halg),i=1,2,...,k},
gdzie ha(g;) sa warto$ciami funkcji podparcia nazywamy G-wieloscianem.

Rodzina wszystkich niepustych przekrojéw potprzestrzeni, ktorych wektory normalne

zawieraja sie w sieci G bedzie rodzing G-wielodcianow.

Definicja 3.2.4. Rodzine B5(R") :={A C R" | A jest G-wielodcianem} nazywamy

rodzing G-wielo$cianow.

Rodzina Bg(R") zawiera wypukte wielosciany, takie, ze zbidr wektoréw normalnych
do ich $cian jest podzbiorem G. Rodzina ta moze zawiera¢ réwniez zbiory ptaskie
i odcinki.

Mozemy oznaczy¢ wartosci funkceji podparcia hy na g; jako hi = ha(g;). Moze-
my wowczas opisaé jednoznacznie G-wieloscian A uzywajac sieci G oraz wektora
ht = (hft, by, ... hid). Taki opis G-wieloscianu nazywamy Hg-reprezentacja. O re-
prezentacjach G-wieloscianéw traktuje Paragraf 3.3.
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Definicja 3.2.5. Dla A € B(R") przez
cogA ={x e R" | (z,9;) < halg:),i=1,...,k}

oznaczamy najmniejszy G-wielo$cian zawierajacy zbiér A. Zbiér cog A nazywamy
G-powtokq wypukiq.

Dla A € B(R™) G-powlokq wypukig A nazywamy najmniejszy G-wieloscian cogA
taki, ze A C cogA. Zbiér A jest G-wieloscianem wtedy i tylko wtedy, gdy A = cogA.

Definicja 3.2.6. Zbior podpierajacy

Algi) ={a € A|{a,g:) = ha(g:)}
nazywamy S$ciang G-wieloscianu.

Zwroémy uwage na to, ze $ciana GG-wieloscianu nie musi by¢ $ciang pelnowymiarows.
Roéwniez krawedzie czy wierzchotki moga by¢ Scianami G-wielo$cianu. Oznacza to,
ze G-wieloscian nie moze posiada¢ pelnowymiarowych Scian w kierunkach innych
niz te z sieci GG, jednak nie musi posiada¢ pelnowymiarowych $cian we wszystkich

kierunkach z sieci G.

Definicja 3.2.7. Jezeli A € B(R") jest wieloScianem z niepustym wnetrzem,
wowcezas zbior G(A) wektoréw normalnych do Scian A nazywamy siecig generowang

przez A.

Zbior G = G(A) jest najmniejsza siecia taka, ze A jest G-wieloscianem. Jezeli
(A, B) € B*(R") jest para wieloScian6w z niepustym wnetrzem, wowczas zbior
G(A, B) :=G(A) U G(B) jest najmniejszym zbiorem G takim, ze (A, B) € BZ(R")
jest parg G-wielo$cianow.

Definicja 3.2.8. Wektor h € R* nazywamy wilasciwym wtedy i tylko wtedy, gdy
zbior Ap, = {x € R™ | (x,¢;) < h;} jest niepusty i dla kazdego innego wektora b’ < h
takiego, ze h' # h mamy A, C Ap,.

Fakt, ze wektor h jest wlasciwy oznacza, ze wyznacza on jednoznacznie pewien
G-wieloscian Aj,. Wektor h moze nie by¢ wlasciwy z dwoch powoddw. Zbior Ay
moze by¢ zbiorem pustym, albo tez h moze generowa¢ pewien G-wieloscian, ale
w taki sposéb, ze zmniejszenie wartosci h; dla pewnego ¢ powoduje generowanie

takiego samego GG-wieloscianu. Zatem to, ze wektor h jest wlasciwy oznacza, ze
h = hA*.

Zdefiniowana ponizej macierz sieci jest istotng czescia Twierdzenia 3.2.11 dotycza-
cego metody sprawdzania, czy wektor h € R¥ jest wlasciwy.
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Definicja 3.2.9. Macierz Mg :=[aj;|mxkr Nazywamy macierzq sieci G, jezeli jest
najwicksza macierza z parami réznymi wierszami (ojq,...,qj), 7 = 1,...,m
speliajaca ponizsze warunki dla ustalonego j:

(a) wiersz (a1, ..., ajx) nie ma wiecej niz n + 1 niezerowych elementow,

(b) wiersz (aﬂ, ..., Qji) nie ma wiecej niz jednego ujemnego elementu,

(¢) réwnosci Z ajig; =01 Z aj; = 1 sg spelnione,
(

d) wektory ze zbloru {gi | aﬂ # 0} sa afinicznie niezalezne.
Ponizszy lemat zostanie wykorzystany w dowodzie Twierdzenia 3.2.11.

Lemat 3.2.10. Niech {¢1,...,q} C R™ bedzie afinicznie niezaleznym zbiorem

!
wektoréow 1 oy bedg niewjemnymi liczbami rzeczywistymi takimi, ze Y o;g9; = 0
i=1

! !
i Y a; = 1. Woéwczas dla kazdego h = (hy, ..., ) € RE mamy > azhy > 0 wtedy
=1 =1

i tylko wtedy, gdy uklad nieréwnosci (x,g;) < h; ma rozwigzanie.

Dowdd. Zatézmy, ze system nieréwnosci (z,¢g;) < h; ma rozwiazanie. Wtedy

I ! ! !
(,9:)) < hy = X o(w,9:) < X ohy = (2,2 ai95) < X oihy = (2,0) <
=1 =1 =1 =1

l l

Zatozmy, ze zachodzi Z a;h; > 0. Istnieje wowcezas liczba rzeczywista € > 0 taka, ze
=1

(x,g;) < h; +edla pewnego x € R™. Mozemy zminimalizowa¢ ¢ do ¢y = 0 takiego,
ze (x,9;) < h; + & i dla pewnego i € {1,...,k} mamy wowczas (z,g;) = h; + €.
Stad 0 € co{g; | (x, ;) = hi + &0}. Mamy zatem «; # 0 dla i € {1,..., k} takich, ze

k
(z,9;) = hi+e0i X a;g; = 0.

i=1

k k k k k
0= (z,0) = (, Z igi) = ;ai<$7gi> = ;Ozz‘(hi + &) = ;aihi + <o ;ai =
Z o h; +eo. Ale Z a;h; > 0 z naszych zalozen, co implikuje, ze £ = 0 zatem uktad
nieréwnosci (x, gl) h; ma rozwiazanie. O

Ponizsze twierdzenie jest metoda na sprawdzenie, czy wektor h € R* dla danej

k-elementowej sieci jest wlasciwy.

Twierdzenie 3.2.11. Niech h € R¥ oraz G = {g1,...,gx} C S"'. Nastepujgce

warunki sq rownowazne:

(a) h = h* dla pewnego zbioru A € Bg(R"),

(b) Mgh > 0.

Dowdéd. (a) == (b) Niech h = h* dla pewnego zbioru A € Bg(R"). Zatem
k

(x,9;) < h; dla wszystkich € A. Macierz Mg spelnia réwnosé Y a;g; = 0.
i=1
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Jezeli o; < 0 dla pewnego j € {1,...,k}, to istnieje zo € A takie, ze (x, g;) = h;.
k k k

Wowcezas 0 = (x0,0) = (zo, 3 igi) = 2 ilzo, gi) < 2 .
i=1 i=1 i=1

(b)) = (a) Niech Mgh > 01 Ay = {z € R" | (z, ¢9;) < h;}. Rozwazmy sytuacje, gdy
a; = 0 dla wszystkich ¢ = 1,... k. Korzystajac z Lematu 3.2.10 otrzymujemy, ze
Ay, jest niepusty.

Zalézmy, ze h nie jest wlasciwy. Wéwezas istnieje j € {1,...,k} takie, ze Ay jest
réwne Ay, gdzie h; = h; — e dla pewnego € > 0. Niech h” € R* bedzie wektorem
takim, ze h = —h; dlaj € {1,...,k}i hf =h;dlaj #i€ {1,...,k}. Niech G”
bedzie siecia, w ktorej gj = —g; i g = g;.

Z faktu, ze Ay = A, mamy Ap» = (). Skoro A} jest pustym przekrojem k pot-
przestrzeni w R", to przekrdj co najwyzej n + 1 z tych potprzestrzeni rowniez jest
pusty. Z Lematu 3.2.10 wiemy, Ze w macierzy Mg jest wiersz taki, ze o; < 0 oraz
iaihi = ; oih; + (—ozj)h;-’ < 0, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze Mgh > 0. [
i= i#j

OmoéwiliSmy pewne wtasnosci G-wieloScianéw niezalezne od dziatania miedzy ni-
mi. Niestety, nie mozemy wykorzysta¢ sumy Minkowskiego, tak jak w przypadku
wielodcianow. W przypadku G-wieloscianéw mozemy uzyskaé sume, ktora nie jest
G-wieloscianem, mimo tego, ze sktadniki tej sumy byty G-wieloScianami. Ponizszy
przyktad ilustruje takg sytuacje.

Przyklad 3.2.12. Zauwazmy, ze w zaleznosci od sieci G suma Minkowskiego dwdch

trojwymiarowych G-wieloscianéw moze nie by¢ G-wieloscianem. Jezeli rozpatrzymy
G = {<1’ O? 0)7 (07 1’ O), (07 07 1)? <_17 Oa O)» (07 _17 0)7 (07 Oa _1)}

wowcezas suma dwoch G-wielodciandow bedzie rowniez G-wielo$cianem. Natomiast,
gdy
G ={(5,0.9).(0.9.9). (552.0.2). (0. 52, 4). (0.0,-1)}

2 72
mozemy dobra¢ takie G-wielodciany A i B, ze A + B nie jest G-wieloscianem.
Przyktad takich wielo$cianow widzimy na Rysunku 3.1. Wieloscian A jest wydluzong
piramidg, natomiast wielo$cian B jest ta samg piramida, lecz obrécong wokdt osi
OZ o kat 7. Wowczas suma Minkowskiego posiada Sciang o wektorze normalnym
(0,0,1), podczas gdy zaden ze sktadnikéw nie posiadat $ciany o takim wektorze

normalnym.

W Rozdziale 4 oméwimy takie rodziny G-wieloscianéw, ktorych suma Minkow-
skiego nalezy do tej rodziny. W nastepnych paragrafach zajmiemy sie rodzinami
wymagajacymi zmodyfikowania dziatania, aby byly one wzgledem niego zamkniete.
Pokazemy rowniez, ze problem ten nie dotyczy G-wielokatéw, czyli G-wieloscianéw

w przestrzeni R2.
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n B N
(a) Wieloscian A (b) Wieloscian B (c) Wieloscian C = A+ B

Rysunek 3.1: Dwa wielo$ciany i ich suma Minkowskiego

3.3. REPREZENTACJE WIELOKATOW I GG-WIELOKATOW

W tym paragrafie rozwazamy dwuwymiarowe G-wielo$ciany, jako podzbiory prze-
strzeni R?. Takie G-wieloéciany nazywamy G-wielokatami, a ich $ciany nazywamy
bokami. V-reprezentacja i H-reprezentacja wieloscianow sa w literaturze obszernie
opisane [11,34]. Istnieja réwniez pewne ich uogdélnienia [6]. W przypadku wielokatoéw
wprowadzamy réwniez jednoznaczng reprezentacje wielokata A uzywajaca jednego
ustalonego punktu z A oraz dlugosci jego bokdéw. Te reprezentacje nazywac bedzie-
my S-reprezentacjg. Nastepnie sformulujemy te reprezentacje dla G-wielokatéw,
wprowadzimy wzory stuzgce do zmiany jednej reprezentacji w inng oraz zapiszemy

wnioski wynikajace z tych przeksztatcen.

Reprezentacje wielokatow

Wyrézniamy trzy reprezentacje wielokatow:

(a) reprezentacja wierzchotkowa (V-reprezentacja, ang. vertex representation) -
wielokat A jest reprezentowany przez macierz wspotrzednych jego wierzchotkéw

z(v1) y(vr)

o(vn) y(on)

Macierz ta zawiera n wierszy vy, ..., U,, gdzie v; = (z(v;),y(v;)) oraz n jest licz-
ba wierzchotkow v;, co jest réwne liczbie bokéw. Wielokat A zapisujemy jako
A =co(vy,...,v,).

(b) reprezentacja polprzestrzeni (H-reprezentacja, ang. half-space representation) -
wielokat A jest reprezentowany przez n X 2-wymiarowa macierz M oraz wektor b

x(my) y(mi)| |b

e(ma) yma)| b
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speliajace nieréwnos¢ macierzowa Mz < b, gdzie kazdy wiersz jest nieréwnoscia
odpowiadajaca pewnej poltptaszczyznie zawierajacej w swoim brzegu jeden z bokow
wielokata. Wowczas n jest zarowno liczba wierszy jak i bokéw wielokata. Wielokat
A zapisujemy jako A = {x € R? | Mz < b}.

(c) reprezentacja bokéw (S-reprezentacja, ang. side representation) - wielokat A jest

reprezentowany przez n X 2-wymiarowg macierz i jeden ustalony punkt

L o

; ('I07y0) )

ln Qp

gdzie i-ty wierz macierzy zawiera dtugosé I; > 0 i-tego boku oraz kat «; € [0, 27)
pomiedzy wektorem [1, 0] i wektorem normalnym do i-tego boku okreslonym w taki
sposob, ze a; < ;41 oraz punkt (xg,yo) jest wierzchotkiem A takim, ze z < x dla
wszystkich (z,y) € A iy > yo dla wszystkich (zg,y) € A. Wielokat A zapisujemy
jako A = {(z0,v0) + X1y cili(cos(a; + m),sin(a; + 7)) | 0 < ¢ < g < -+ - < g <
c < 1}

Rozwazmy przyktad tych reprezentacji opisujacych kwadrat jednostkowy A.

0 0
: 10
(a) V-reprezentacja A : L1
0 1
1 o] [1]
0 1 1
b) H- tacja A : ,
(b) H-reprezentacja 10 0
0 —1] [o]
1 0
: I 3
(c) S-reprezentacja A : . 21 ,(1,0)
T
1%

Reprezentacje G-wielokatow

Jezeli rozwazamy G-wielokaty, wowczas znamy sie¢ G. W takim razie powinnismy
uzywaé zmodyfikowanych reprezentacji dla G-wielokatéw. Niech G = {g1, ..., gx},
gdzie g; = (2(9:),y(gi)), bedzie siecia. Dla G-wielokata A wyrézniamy trzy typy
reprezentacji:
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(a) reprezentacja wierzchotkowa (Vg-reprezentacja) G-wielokata A jest macierza

z(a1) yla1)
vAdi=1| | eRM?

r(ar) y(ax)

ze wspoOtrzednymi x(a;), y(a;) w kazdym wierszu takimi, ze odcinek [a;, a;11] jest bo-
kiem A(g;) dla G-wielokata A. Jezeli bok A(g;) G-wielokata jest punktem, wowczas
a; = a;y1 oraz wiersze o indeksach ¢ oraz i + 1 w macierzy A sg réwne. G-wielokat
A zapisujemy jako A = co(ay, ..., ax).

(b) reprezentacja péiprzestrzeni (Hg-reprezentacja) G-wielokata A jest wektorem

hit

G-wielokat A zapisujemy jako A = {z € R? | (g;,z;) < hi;i=1,... k}.

(c) reprezentacja bokéow (Sg-reprezentacja) G-wielokata A jest wektorem i punktem
i

W405) = | 1| (@), 9(g)) | € R x R?,
i
gdzie I jest dtugoscia boku A(g;) G-wielokata (warto$é 0, jezeli jest to punkt)
il = (x(I3), y(I3})) jest ustalonym punktem takim, ze x < z(I3') dla wszystkich
(r,y) € Aiy > y(l') dla wszystkich (z(I3'),y) € A. G-wielokat zapisujemy jako
A= {(z(),y(1)) + X, cili(cos(a; + 7),sin(e; + 7)) |0 < ¢ < g < oo+ <
c2 < 1 < 1}, gdzie o jest wartoscig kata pomiedzy wektorem [(0,0), (1, 0)] oraz g;.

Zauwazmy, ze nie wszystkie wektory h, [ i nie kazda macierz V' reprezentuje wypukty
G-wielokat. W dalszej czesci tej rozprawy, kazde sformutowanie “reprezentacja
G-wielokata” odnosi sie do powyzszych reprezentacji. Ze wzgledu na czestotli-
wosé wystepowania wektoréw kolumnowych h?, w celu zwickszenia czytelnosci,
bedziemy réwniez zapisywaé je w postaci wierszowej uzywajac wowczas notacji

hA = (Wi, h4, .. hid).

Rozwazmy przyktad powyzszych reprezentacji dla kwadratu jednostkowego A jako
G-wielokata przy czym sie¢ G = {(1,0), (*2,¥2),(0,1), (—1,0), (0, —1)} posiada

272
jeden dodatkowy G-wektor (Rysunek 3.2). Dzigki temu przyktad wskazuje jak za-

chowuja sie w takim przypadku reprezentacje G-wielokata.
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10
11
(a) Vg-reprezentacja A: [1 1
0 1
0 0
1
V2
(b) Hg-reprezentacja A : | 1
0
0
1
0
(¢c) Sg-reprezentacja A : | [1],(1,0)
1
1
93 \\\\
. A
g4 o g1 \\\
(0,0) a=(1,0)

Rysunek 3.2: Sie¢ G i kwadrat A jako G-wielokat

Niech G ={g1,...,9x}, gdzie g; = ((9:),y(g:)), bedzie siecia. Dla Hg-reprezentacji
G-wielokata A definiujemy funkcje wyznacznikéw

A ' (o A 2(g:) y(g:) hi
WG = WO W) = L WG = (a(a) ala,) B

i dwie funkcje niezalezne od Hg-reprezentacji
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| z(g:) ylgi) 1
)7 W(levk): ‘/E(g]) y(gj) 1.
z(gr) ylgr) 1

W(i,j) =

Funkcja W (7, j) moze by¢ zapisana jako sinus kata pomiedzy wektorami g; i g;.
Woéwczas mamy W (i,j) = 0 dla g; = —g; oraz W (i,i + 1) # 0 dla dowolnych g;
oraz g;+1 z sieci G.

Przeksztalcenia G-reprezentacji

Ponizej przedstawiono metody przeksztalcenia podanej reprezentacji G-wielokata
na pozostate dwie reprezentacje G-wielokata. Korzystajac z tych metod mozemy
przeformutowaé kazde twierdzenie dotyczace G-wielokatéw zapisanych w jednej
z tych reprezentacji na jezyk innej z tych reprezentacji. Nie bedziemy jednak tego
wykonywali dla wszystkich twierdzen.

z(ar) ylar)
1. Niech dana bedzie Vg-reprezentacja G-wielokata A: :

x(ar) ylak)
(Ve — Hg) Wierzchotki G-wielokata leza na bokach G-wielokata. Oznacza to, ze

hi (g1, a1) z(g1)z(a1) + y(g1)y(ar)
S A : (3.1)

h.ﬁ {9k, ax) x(gr)z(ar) J.ry(gk)y(ak)

(Ve — Sg) Dhugoséé boku A(g;) G-wielokata jest dtugoscia odcinka [a;, a;y1].

Zatem
K1 (llaa—all]  [V(@(a2) — 2(a1)2 + (y(az) — y(ar))?
B llas = aalla| | y/(2(as) — 2(a2))? + (y(as) — y(az))? B
T ) = _ oraz ly = ay.
Wl o —arll]  [(@(ar) — 2(a)? + (y(a) — y(ax))?
(3.2)
hi
2. Niech dana bedzie Hg-reprezentacja G-wielokata A:
hil

(He — V) Uzywajac funkcji wyznacznikow widzimy, ze wierzchotki G-wielokata
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mozemy zapisac jako

[ WAK,1) WAk, 1) ]
Wk, 1) Wk, 1)
v(a1) yla) WA(L,2) WA1,2)
z(az) yla2)| | W(1,2) W(1,2) (3.3)

WAk —1,k) WHk—1,k)
_W<k_17k) W(k_lvk)_

(He — Sg) Uzywajac funkcji wyznacznikéw widzimy, ze dlugosé boku A(g;) G-

wielokata mozemy zapisa¢ jako

WAk, 1,2)
Wik, 1)W(1,2)
I WA(1,2,3)
A
i
WAk —1,k,1)
_W(k - 17 k)W(kv 1)_
oraz, B WA
Wa(k, 1 .1
Wi(k,1) " W(k,1)
i
3. Niech dana bedzie Sg-reprezentacja G-wielokata A :| | : |, (z(1g), y(I3))
i

(S¢ — Vg) Wspoélrzedne kolejnych wierzchotkéw G-wielokatéw mozemy zapisaé

w nastepujacy sposob:

(x(a1), y(ar)) = (z(lg), y(1g))
(z(a2),y(a2)) = (z(ar),y(ar)) + (—ylgr) - i, () - 1)
(=g, y1lg) + (=y(g1) - 1, x(gr) - 1Y)
(z(as), y(as)) = (v(az), y(as)) + (—y(ga) - 3", 2(g2) - 13')
= (z(1g), y(Ig)) + (=y(gr) - 1, 2(g1) - 1) + (=y(g2) - 15" 2(g2) - 15)
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Woéwcezas
x(a; ay | z(ly') y(lg) ]
anS Z;Emg m(ZOA) —y(g1) - 5114 y(lg‘) +2(g1) - lfl
S : : (3.6)
o) gla)] |2l =Sl v+ S ole) -1

(S¢ — Hg) Skoro I3 jest przekrojem bokéw A(gy) i A(g:1), tatwo zauwazyé, ze
hy = {gx,13}) oraz hy = (g1,1§'). Dla pozostalych indekséw mozemy zastosowaé
nastepujacy wzor

hi = x((:i)) g1, 15) = m<9kal§> +;;W(j,z’)lj (3.7)

Whnioski

Opierajac sie na powyzszych przeksztalceniach, mozemy sformutowaé nastepujace
wnioski dotyczace G-wielokatow.

Whniosek 3.3.1. Bok G-wielokgta A w kierunku g; jest zredukowany do punktu, tj.
ma diugosé réwng zero, wtedy i tylko wtedy, gdy WA(i —1,i,i+ 1) = 0.

WAG — 1,40+ 1)
5 Uy . .. ] ' +a.. ,
Wi LaW(iitl) iW(i,j) # 0dla g; # £g;. Wowczas

14 =0 wtedy i tylko wtedy, gdy WA(i — 1,47+ 1) = 0. O

Dowdéd. Wiemy, ze [ =

Whniosek 3.3.2. Niech A bedzie G-wielokgtem i niech A’ bedzie réwniez G-wielokgtem
takim, ze hf" = h —c dla pewnegoi € {1,...,k}, c>0 z’hj" = hj‘, j # 1. Wowczas
zachodzi

W(—1,4)" " WEa+10) T W6 — L)W (i 4+ 1)
Dowéd. Mozemy opisa¢ WA(i — 1,4,i + 1) jako ht \W(i,i + 1) — hAW (i — 1,i +
1)+ h ,W(i — 1,7). Woéwczas z przeksztalcenia (3.4) mamy

A gA
lifl - lifl o

oo hit,  hW(E-1i+1) hi

‘ W(i—1,4) W(eE—1iW(eE,i+1)  W(,i+1)’
Wi —2,i—1) W(i—2,i—1)W(i—1,4)  W(i—1,3)
T h B h W (i,i+2) hi,

= — — . . + . . -
o Wi,i+1) Wi+ 1)W(E+1,i4+2) W(E+1,i+2)
Latwo zauwazy¢, ze zmiana h{' = h —c powoduje oczekiwane zmiany w dhigosciach
bokéw. O
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3.4. POLGRUPA G-WIELOSCIANOW

W ponizszym paragrafie definiujemy G-sume Minkowskiego, a takze kilka wlasnosci
i przyktadow zwigzanych z ta modyfikacja. Nastepnie opiszemy strukture potgrupy
wprowadzona w rodzinie B (R™) przez to dziatanie.

Definicja 3.4.1. Niech A, B bedg G-wieloscianami. Sume
€]
A+ B :={z e R" | (z,9:) < hi' + h’},

gdzie h?, h® sg H-reprezentacjami G-wieloécianéw A, B nazywamy G-sumg Min-
kowskiego.

e
Zmodyfikowana suma Minkowskiego dwoch G-wieloscianéw A + B = cog(A + B)

jest réwniez G-wielo$cianem jako G-powtoka wypukta zwyktej sumy Minkowskiego.
G
Zachodzi réwniez hA*8 = hA 4+ hB. Dla zbioréw A, B C Be(R"™), gdy n = 2 zachodzi
e}
A+ B = A+ B. Nie jest to prawda dla n = 3, co obrazuje Przyktad 3.4.2.

Przyktad 3.4.2. Niech zbiér G = {(0,0,—1), (42,0, %), (0, 2, 2), (—%,0, %),

IEDIREDN
(0, —?, g)} C S? bedzie siecig. Niech Hg-reprezentacje G-wielo$cianéw A i B beda
nastepujace h* = (0,0,1,0,1), k% = (0,1,0,1,0). Wéwczas zaréwno A, jak i B, sa
odcinkami. Wiemy, ze suma Minkowskiego A + B takich odcinkow jest kwadratem.

Jednak ten kwadrat nie jest G-wielo$cianem ze wzgledu na brak wektora (0,0, 1)
w sieci G. Zmodyfikowana suma A —|G— B bedaca G-powtoka wypukta tego kwadratu
jest piramida, poniewaz nAYE — hA+hP =(0,0,1,0,1)+(0,1,0,1,0) = (0,1,1,1,1).
Wszystkie cztery zbiory widzimy na Rysunku 3.3.

(a) G-wielosciany A i B (b) Suma A+ B (c) G-suma A f_ B
Rysunek 3.3: Réznica miedzy suma i G-suma Minkowskiego

Jezeli suma Minkowskiego dwéch G-wieloscianow jest G-wieloscianem, wowczas
G-suma pokrywa sie z nig, jako najmniejszy G-wieloscian zawierajacy sume Min-
kowskiego. Ponizszy przyktad ilustruje taka sytuacje.

Przyklad 3.4.3. Niech t = ? i niech G = {(t,t,t), (—t,t,t), (¢, —t,t), (t,t,—1),

(—t,—t,t), (—t, t,—t), (t,—t, —t), (—t, —t,—t)} C S?. Wowczas dla G-wielogciandw
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Ai B o Hg reprezentacjach h* = (—1,1,0,1,1,1,1,2), h® = (-1,1,1,1,0,1,1,2)
G
sumy A+ B oraz A + B pokrywaja sie. Hg-reprezentacja tego G-wieloscianu wynosi

G
hAYE = hA 4+ BB = (-2,2,1,2,1,2,2,4). Te trzy zbiory widzimy na Rysunku 3.4.

)5 Y E) Sy E &)

AV

(a) G-wielo$cian A (b) G-wieloscian B

(c) G-wieloscian A + B (d) Wszystkie G-wielosciany

Rysunek 3.4: Dwa G-wielosciany i suma A + B bedaca G-wieloScianem

Stwierdzenie 3.4.4. Mnozenie przez skalar oraz G-suma Minkowskiego majg na-
stepujgce wlasnosci:
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(vii) (a+B)A=aAf pA

dla dowolnych A, B,C € Bg(R™) i o, 3 > 0.

Dowdd. Niech h*, hB, h® beda He-reprezentacjami G-wieloécianéw A, B,C i o €
a

R.. Korzystajac z tego, ze A + B = C <= h* +hB = h¢ oraz h*4 = ah” mozemy

przeformutowaé¢ wtasnosci z twierdzenia na dziatania na Hg-reprezentacjach, ktore

spetnia wszystkie te wlasnoéci jako dodawanie i mnozenie przez skalar w RF. [

G
Whiosek 3.4.5. Rodzina Bg(R") z dzialaniem + i elementem neutralnym {0} jest

G
potgrupg abelowq. Rodzina B (R™) z dodawaniem + 1 mnozeniem przez nieujemny
skalar jest abstrakcyjnym stozkiem wypuktym.

Twierdzenie 3.4.6. Pdlgrupa Bo(R™) spelnia porzadkowe prawo skresler wzgledem
a
dziatania +.
Dowéd. Niech h, h? i h® beda Hg-reprezentacjami G-wieloscianéw A, B i C. Po-
rzadkowe prawo skreslen w tym wypadku zapisujemy jako
el e}
A+CcCcB+C= ACB.
Mozemy jednak zapisa¢ to rownowaznie
hi +h{ <hP +h{ = bl <hP.

Dziataniem miedzy Hg-reprezentacjami jest dodawanie elementéw R”, zatem spetnia

ono porzadkowe prawo skreslen. O

e
Stwierdzenie 3.4.7. Niech A, B bedg G-wielokgtami. Wowczas A+ B = A+ B.
Dowdd. Skoro (A+ B)(g:) = A(gi) + B(gi), wiemy, ze zbiér A + B spelnia
G G
IAT8 = 1A 1 1P, 7 definicji zbiér A + B spetnia hi ™8 = b + h5.

Z przeksztalcenia (3.4) mamy

WAG —1,4,i+ 1
14 = lizLiit+]) oraz [Z =

Wi —1,0)W(i,i+1)

WB(i—1,4,i+ 1)
W(i—1,0W(3E,i+1)

wiec

G
ALE WAG— 14,0+ 1)+ WBi—1,6,i+1)  WABGI—1,4,i+1) :H‘ﬁB.

W(i—1,9)W(i,i+1) WG - 1,0)W(i,i+ 1)

O

Na podstawie powyzszego stwierdzenia przestrzen dwuwymiarowa nie wymaga
wprowadzania zmodyfikowanej sumy Minkowskiego. Niemniej, twierdzenia wypra-
cowane dla B%(R?) uogdlnione zostana w dalszej czesci rozprawy na przestrzen

n-wymiarows.
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3.5. RELACJA ROWNOWAZNOSCI PAR
G-WIELOSCIANOW

Ponizszy paragraf poswiecony jest wprowadzeniu w przestrzeni par G-wieloscianéw
relacji réwnowaznosci w taki sposob, aby mozliwe byto rozwazanie czesciowego
porzadku wérod klas abstrakeji tej relacji.

Definicja 3.5.1. Niech G bedzie siecia i niech (A, B),(C, D) € BZ%(R") beda

dwiema parami G-wieloscianéw. Definiujemy relacje
G G G
(A,B)~ (C,D) <= A+ D =B+ C.
Stwierdzenie 3.5.2. Relacja (A, B) < (C, D) jest relacjg réwnowainosci.

Dowdd. Aby udowodnié, ze relacja ~ jest relacjg rownowaznosci musimy pokazac,

ze jest relacja zwrotna, symetryczng i przechodnia.

1. ZWGrotnoéé. G
A+ B = B + A, poniewaz G-suma Minkowskiego jest przemienna.

2. Symetryczno$c.
el G G el
Jezeli A+ D = B + C, to réwniez C + B = D + A, poniewaz G-suma

Minkowskiego jest przemienna.

3. Przechodréioéé. o o G
Jezeli A+ D =B + C oraz C + F = D + FE, to dodajac do siebie te
réwnania stronami jako G-wielosciany uzyskujemy (A %G— D) —?— (C —?— F) =
(B %G— ) %G— (D —(l;— E). Dzi¢ki tacznosci i przemiennosci G-sumy Minkowskiego
mozemy zapisa¢ to nastepujaco (A %G— F) —?— (C ?— D)= (B —?— E) —?— (C —(i;— D).
Korzystajac z porzadkowego prawa skreslen uzyskujemy A —?— F=B fi E.

]

G G
Definicja 3.5.3. Klasy abstrakcji [(A, B)|¢ :={(C,D) | A+ D = B + C} nazy-
wamy G-wieloScianami wirtualnymi.

Definicja 3.5.4. Niech (A, B), (C, D) beda parami G-wielo$cianéw. Dwuargumen-
G
towa relacje < na BZ(R") definiujemy nastepujaco

(A,B) 2 (C,D) = Ac C,BC D,(AB) < (C,D)

Zauwazmy, ze dowolne dwie pary, ktore nie naleza do jednego G-wielo$cianu wir-

a
tualnego nie sg ze soba w relacji <, co pozwala nam okresli¢ te relacje wewnatrz

G-wielo$cianu wirtualnego.
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Stwierdzenie 3.5.5. Zbior [(A, B)|c jest zbiorem czgsciowo uporzqdkowanym z cze-

a
Sciowym porzgdkiem <.

Dowéd. Aby udowodnié, ze relacja < jest czedciowym porzadkiem musimy po-
kazac¢, ze jest relacja zwrotng, przechodnig i antysymetryczna. Wszystkie pary
wewnatrz jednej klasy abstrakeji relacji < spetniaja (A, B) £ (C, D). Pozostaje
zatem udowodni¢ te wtasnosci dla warunku A C C, B C D.

1. Zwrotnosé.
Oczywiscie A C A, BC B.

2. Staba antysymetrycznosc.
Jezeli A C C'i jednoczesnie C' C A, woéwcezas A = C. Analogicznie zachodzi
B C DiDcC B, stad B= D. Ostatecznie zatem (A, B) = (C, D).

3. Przechodnio$¢.
Jezeli AC C'i C C E, toréwniez A C E. Podobnie z B C Di D C F wynika
BCF.

O

Ponizsze stwierdzenie wskazuje warunki, ktére musza zostaé¢ spelnione, aby pary

rownowazne byty réwniez G-réwnowazne.

Twierdzenie 3.5.6. Niech G = {g1,g,...,g9x} C S™! bedzie siecig i niech (A, B),
(C,D), (A+ D, B+ C) bedg parami G-wielo$cianéw. Wowczas zachodzi

(A,B) ~ (C,D) < (A,B) £ (C, D).

Dowadd. Relacja (A, B) ~ (C, D) oznacza, ze A+ D = B + C. Jednak zaréwno
A+ D, jak i B+C sa réwniez G-wieloscianami. Mamy zatem cog(A+D) = A+ D =
B+ C = cog(B+C), czyli (A, B) £ (C, D). 0

Naszym celem jest sformutowanie kryterium minimalnosci elementu (C, D) w kla-
sie rownowaznosci [(A, B)]e, tj. takiego warunku koniecznego i dostatecznego,

aby dla kazdej pary G-wieloscianéw (C’, D’) warunek (C’, D’) g (C, D) impliko-
wal ¢! = C oraz D' = D. Dla dwuwymiarowej przestrzeni rzeczywistej wirtual-
ny G-wielo$cian zwigzany jest z wielo$cianem wirtualnym w nastepujacy sposob
[(A, B)le = [(A, B)]~ N BZ(R?). Wynika to ze Stwierdzenia 3.4.7 i Twierdzenia
3.5.6.
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3.6. METODY REDUKCJI I KRYTERIA G-MINIMALNOSCI
PAR (G-WIELOKATOW

W tym paragrafie oméwimy potrzebe sformutowania terminu G-minimalnosci, istot-
nie roznego od minimalnosci G-wielokatow. Nastepnie przedstawimy dzialania na
reprezentacjach G-wielokatéw bedace metodami redukeji par G-wielokatow. Pa-
ragraf zakonczymy sformutowaniem kryterium minimalnosci w jezyku wszystkich

trzech reprezentacji G-wielokagtow.

G-minimalnosé¢ a minimalnosé

Niech (A, B) € B?(R?) bedzie para dwoch wielokatéw. Wiemy, ze para jest minimal-
na, tj. nie istnieje para (C, D) taka, ze C C Ai D C B w [(A, B)|~, wtedy i tylko
wtedy, gdy wielokaty nie majg wiecej niz jednej pary wspotréwnolegtych bokow,
tj. nie istnieja takie dwa rozne kierunki z,y, dla ktorych rézne Sciany podpierajace
A(z), B(x) oraz A(y), B(y) sa jednocze$nie bokami. Jednak dla BZ(R?) to stwier-
dzenie nie jest prawdziwe. Ponizszy przyktad opisuje pare G-wielokatéw, ktora jest
kontrprzyktadem dla tego stwierdzenia.

Przyktad 3.6.1. Niech A i B beda wielokatami z Rysunku 3.51 G = G(A)UG(B).
W B2%(R?) mozemy zredukowaé te pare przez cigcie hiperplaszczyzna [, tj. linig
prosta [. W ten sposéb otrzymujemy pare minimalna (C, D) z Rysunku 3.5. Lecz
w tej sytuacji para zbioréw (C, D) nie nalezy do B%(R?). Latwo zauwazy¢, ze
jedynymi hiperptaszczyznami, ktorymi mozna dokonaé¢ redukcji, aby otrzymana
para pozostata para G-wielokatow, sa hiperptaszczyzny, ktorych wektory normalne
naleza do sieci G. W istocie, para (cogC, cogD) = (A, B) jest minimalna w klasie
[(A, B)]g, podezas gdy para (C, D) jest minimalna w klasie [(A, B)]~.. Aby rozr6zni¢
te dwa rodzaje minimalnogci bedziemy méwié o minimalnosci dla B2(R?) oraz
o G-minimalnosci dla B (R?). Kryteria minimalnosci dla B?(R?) nie dzialaja dla
BZ(R?) tak dtugo jak para minimalna nie nalezy do B%(R?). Oczywiscie, jezeli para
(C, D) jest parag minimalna w [(A4, B)]. oraz C, D sa G-wielokatami, wowczas ze
Stwierdzenia 3.4.7 mamy, ze A —?— D=A+D=B+C=B —?— C oraz (C, D) jest
parg G-minimalna.

Metody redukcji G-wielokatow

Przed sformutowaniem kryteriéw G-minimalnosci dla B%(R?) udowodnimy kilka

lematow.
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Rysunek 3.5: Para (A, B) i para minimalna (C, D) z Przykladu 3.6.1

Lemat 3.6.2. Jezeli punkty (x;,v;) oraz (x;,y;) leZg na okregu jednostkowym, a oy
oraz o sq katami miedzy tymi punktami, a punktem (1,0), to zachodzi

sin(oy; — @) = ;y; — ;-

Dowdd. Zauwazmy, ze sin(a) = —sin(—a«), zatem mozemy zalozy¢, ze a; > o >
a; — m. Korzystajac ze wspolrzednych biegunowych i wiedzy, ze punkty (z;,v;)
oraz (x;,y;) leza na okregu jednostkowym wiemy, ze x; = cos(«;),y; = sin(qy) oraz
x; = cos(a;),y; = sin(a;). Korzystajac ze wzoru sin(a; — a;) = sin(qy) cos(ay;) —
sin(a;) cos(e;). Podstawiajac uzyskujemy sin(a; — o) = viz; — y;2;. O

Twierdzenie 3.6.3. Dia wektora h istnieje zbior A € Bg(R?) taki, ze h = h*t wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego i = 1,. ..,k zachodzi nieréwnos¢ sin(o 1 — a;—1)h; <
sin(aiH — Oéi)hi_l + sin(ai — ai_l)hiﬂ

Dowdd. Niech G = {g1, g2, - . ., g} bedzie siecia, gdzie g; = (x;,y;). Zauwazmy, ze
prosta podpierajaca zbior A w kierunku g¢;_1, jako prosta przechodzaca przez punkt

(hi—1wi—1,hi—1y;—1) 1 prostopadta do prostej y = z?—jx, zapisuje sie rOwnaniem
Yy = %:{: + % Odpowiednio dla kierunku g;; mamy prostg y = ;f—:llx Z—E

Wiemy rowniez, ze najwieksza wartoscia jaka moze przyjac h; jest warto$é¢ funkeji
podparcia zbioru Ay w kierunku g;, gdzie h' uzyskujemy poprzez usuniecie i-tej
wspotrzednej w wektorze h. Dla sieci takiej, ze poprzez usunigcie i-tego G-wektora
uzyskujemy zbior nie bedacy siecig wartos¢ h; jest dowolnie duza, gdyz g; jest to
jedyny wektor w pewnym pélokregu. Zalézmy zatem, ze zbiér Ay jest wielokatem,
zatem na przecigciu wyzej wymienionych prostych znajduje si¢ wierzchotek tego
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wielokata, ktéry wydobywa warto$¢ funkcji podparcia. Wspotrzedne tego punktu to

(hi-l-lyi—l — hic1Yiv1 Tip1hio — $¢—1hi+1)
, )
Tiv1Yi—1 — Ti—1VYi+1 Ti+1Yi—1 — Ti—1Yi+1

Zatem rozpatrujac iloczyn skalarny uzyskujemy

hi+1yi—1 - hi—lyi+1 $i+1hi—1 - $i—1hi+1
+ Y;

; .
Li+1Yi—1 — Ti—1Yi+1 Tiv1Yi—1 — Ti—1Yi+1

h; < x;

Po wymnozeniu i przegrupowaniu daje nam to

b < hiv1(TiYi-1 — Tic1¥i) + hic1 (i1 ¥i — TiYig)

Tit1Yi—1 — Ti—1Yi+1

Mianownik mogtby by¢ zerem tylko wtedy, gdyby ¢;_1 = £gi11, co oznaczatoby,
ze h; nie ma ograniczenia gornego. Mozemy zatem pomnozy¢ obustronnie przez

mianownik, aby uzyskaé
(Tig1Yio1 — Tim1Yirr1)hs < hipi(Tayioy — 2io1ys) + hi1 (Ti1Ys — Tiir).
Korzystajac z Lematu 3.6.2 mozemy zapisa¢ to w postaci
sin(a 11 — a;_1)h; < sin(a; — ;1) +sin(oi1 — o) hi_q.
O

Lemat 3.6.4. Niech h € R* i G = {g1,...,g9x} C S'. Nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(a) h = b dla pewnego zbioru A € Bg(R?),

(b) i W (iyi+1) = W(i—1,i+Dhi+hp W@ —1,i) >0dlai=1,... k.

Dowdd. (a) = (b) Niech G bedzie siecia i A bedzie G-wielokatem. Wektory g;
z sieci G maja dtugosé réwna jeden. To implikuje, ze x(g;) = cos(a;) 1 y(g;) = sin(wy),
gdzie «; jest katem wektora g;. Korzystajac z Lematu 3.6.3 mozemy zobaczy¢, ze

R W (i, i+ 1) + ht W (i — 1,4)

hA
W(i—1,i+1) ’

(2

N

gdzie o;_1 # a;,1 + 7. Po uporzadkowaniu mamy 0 < WA(i — 1,4,i + 1).

(b) = (a) Z Wniosku 3.3.1 mamy h; W (i,i4+1)—W (i—1,i+1)h;+h; 1 W (i—1,7) =
0, z czego wynika, ze [; = 0. Skoro W (i — 1,4), W (i,i + 1) > 0, dodatnia wartosé
hioaW(i,i+1)—W(@E— 1,04+ 1)h; + hix W (i — 1,4) > 0 implikuje, ze [; > 0. Zatem
wartos¢ h jest wlasciwa i jest to Hg-reprezentacja jakiegos G-wielokata A. O]
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Whiosek 3.6.5. Niech G = {g1,...,gx} C S! bedzie siecig i niech h”* bedzie Hg-
reprezentacjg G-wielokgta A. Nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

(a) Mgh? >0,

(b) WA —1,4,i+1) =0 fori=1,...,k.

7 powyzszego wniosku wiemy, ze dopoki WA(i—1,4,i+1) = ht ,W (4, i+1)—hAW (i—

1i+1)+hi W (i—1,i), kazdy wiersz w macierzy Mg jest opisany jako afiniczna kom-
W(i,i+1) WE—1,1+1)

Wii—1,4,i+1) W(i—1,i,i+ 1)

binacja wierszy zawierajacych wspotczynniki

Wi —1,1
oraz - (@ , 7,2) w kolumnach o indeksach ¢ — 1, ¢ oraz 7 + 1.
Wii—1,i,i+1)

Powyzszy wniosek jest prosta metoda aby sprawdzi¢ czy wektor h jest wlasciwy (tj.
istnieje G-wielokat A taki ze h = h?). Okredlimy teraz jakie dziatania mogg by¢
wykonywane na Hg-reprezentacjach, aby uzyskany wektor nadal byt wtasciwy.

Lemat 3.6.6. Niech A bedzie G-wielokgtem i niech h* = (h%,... hi}) bedzie jego

Hg-reprezentacjq. Niech hd = (hfl, ... ht | ht — e hd ... b)), 0 <e.
Jezeli
(WA =20 —1,i) WAii+1,i+2)
€ < min - - , - ; )
W(i—2,i—1) Wi+ 1,i+2)

to h?i' jest wltasciwy.

Dowdd. Kazdy bok G-wielokata musi mie¢ nieujemna dtugo$é. Z Wniosku 3.3.2
WA —2,i— 1,4
wiemy, ze ¢ musi by¢ mniejszy od 2 W (i — 1,i) = W((Zz — 2”2_ 1’;) oraz
WA, i+ 1,i+2)
Wi+ 1,1+ 2)

Niech b = (hf,... h)ihB = (WP, ... hP)beda He-reprezentacjami G-wielokatow
Ai B. Wiemy, ze (4,B) < (C, D) oznacza, ze h* + h? = h® + hC i hY < h,
hP < hP. Woéwcezas istnieje x € RF taki, ze h® = ht — x oraz h? = hP — x sa

Hg-reprezentacjami pewnych G-wielokatow C'i D.

A W (i i+1) = 0

Lemat 5.1.1 wystepujacy w dalszej czesci rozprawy jest metodg uzyskania pa-
ry G-minimalnej G-wielo$cianow w sytuacji R"”. Niestety, aby uzy¢ tego sposobu
w praktyce musimy zna¢ dokladng forme macierzy sieci Mg aby okresli¢ czy wektor
jest wlasciwy oraz wybraé¢ sposdb na maksymalizacje wektora x.

Jednak w dwuwymiarowej sytuacji korzystajac z Wniosku 3.6.5 mozemy uzywacé
prostszej metody sprawdzenia czy h jest wektorem wtasciwym bez uzywania ma-
cierzy sieci. Mozemy réwniez sformutowaé konkretne warunki, ktére musi spelniaé

wektor x bez uzywania jego maksymalizacji. Ponizsze rozwazania beda zatem
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wykorzystywaly podobny schemat rozumowania, jak w Lemacie 5.1.1 jednak w sy-
tuacji G-wielokatow mozemy sformulowaé bezposrednie metody redukcji i kryteria

G-minimalnodci.

Lemat 3.6.7. Niech (A, B) bedzie parg G-wielokgtow. Mozemy zredukowaé te pare
do réwnowaznej pary (A', B') poprzez redukcje hi* oraz h? do b = h* — x; oraz
hB" = P — a; pray pomocy x; > 0 dla pewnego i € {1,... k} wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie wartosci 12,12 1A, 1B, >0.

Dowdd. Wartosé x; musi by¢ mniejsza niz € z Lematu 3.6.6. Jezeli dtugosé ktoregos
boku 122,12 | 14 | Tub IB | jest réwna zero, czyli bok jest punktem, wtedy £ = 0 oraz

Lemat 3.6.8. Niech (A, B) bedzie parg G-wielokgtéw. Jezeli istniejg indeksy i,j €
{1,...,k} takie, zZei #j— 1,5, + 1 oraz l;“,llB,l;‘, ZJB > 0, to mozemy zredukowac

pare (A, B) do réwnowaznej pary (A, B') przez redukcje h oraz h? do h"' = h* —x

i hB' = hB — x za pomocq pewnego wektora x > 0.
Przyktadowa ilustracja do tego lematu jest ukazana na Rysunku 3.6.

Dowdd. Niech i,j € {1,...,k} beda indeksami takimi, ze i # j—1,7,j+11 11514,
9;+gi
Ig;+gi\
jest wektorem takim, ze g; < v < g;. Niech z € R? bedzie punktem takim, ze

ljB > (. Niech « bedzie katem pomiedzy g; 1 g; takim, ze v < m. Wowcezas v =

[0, 2] = e(—v) dla pewnego € > 0. Mamy wéwczas Hg-reprezentacje h* dla {z} jako
G-wielokata.
Mamy

L (WAG -1 Wl —1,0))
4= (W(i—l,z’) Wi —1,4) ) -
(th—ly(gi) - hiAy(gZ—_l) x(gio1)hi' — x(gi)hiA_1>
Wi —1,1) ’ W(i—1,1) '

Jezeli dodamy h? do hil, wowcezas wartoéé a) wyniesie

((hf‘_l + 1 )y(gi) — (b 4+ h)y(gio1) x(gima) (B + 7)) — x(gi) (Bt + hf_1)>
W(i—1,7) ’ W(i—1,1) ’

co jest rowne a; + (x(2),y(2)) dla takich indeksow ¢ dla ktérych dodajemy h? do

h# oraz hZ | do hi .

Jezeli rozwazymy a;, gdzie dodajemy h ; do hf}H i h#t nie ulega zmianie, to

dyy = ai + <_hf.+1y(9z‘.)’ h’f—f-}lx(gi)»
Wi+ 1,4) Wi+ 1,1)

i+1,...,5—1do h*ihB, woéwczas uzyskamy zbiory A’ i B’. Te zbiory posiadaja

). Jezeli dodamy wartosci —hY, dla m =

wierzchotki a/, = a,, —y, b, = b, —y dlam = i+ 2,...,5 — 2, zmienione
o hY, w kierunku normalnym dla m = ¢+ 1,j oraz a,, = an, b, = b, dla
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m=1,...,i,5 +1,..., k. Zatem dopoki [A,1Z14, 1B > 0 istnieje ¢ > 0 taki, ze

P 15 > 0.

R A B

a4 = as = ag

: g1

g

bg = bg = bm

gg 910 ag an = aiy
Rysunek 3.6: Przyktadowa ilustracja do Lematu 3.6.8

Ponizszy lemat zostanie wykorzystany w dowodzie kryterium G-minimalnosci, tj.
Twierdzenia 3.6.10.

Lemat 3.6.9. Niech G ={g1,...,gx} bedzie siecig, A,C bedg G-wielokgtami spel-
niajgcymi nastepujgce warunki:

(a) C' C A,

(b) 1A <1¢ dla wszystkich i =1,...,m,

(c) istnieje otwarty pétokrgg w S zawierajgcy wektory gy, . .., gm taki, Ze wektory
Gm1s - - - i nalezg do dopetnienia tego pélokregu w S*.

Woéwczas I = 1 dla wszystkichi=1,...,m.

Przyktadowa ilustracja do tego lematu jest ukazana na Rysunku 3.7.

Dowdd. 7 przeksztalcenia (3.6) wiemy, ze

by = (z(I5), y(I5)) 1 bmir = (=(15), y(I5)) + i(—y(%) AP a(gi) - 17)
dla dowolnego G-wielokata B. Zatem
(b, a(by)] = [2(08) — iy@a AP, (1)

oraz dhugosci odcinkéw
[z (1), 2 (0] = 2(b1) = 2(bmsr) = [ D_ () - 7.
i=1

Mozemy dokonaé obrotu uktadu wspoétrzednych w taki sposéb, ze y(g;) > 0 dla
wszystkich i € {1,...,m} oraz y(g;) < 0 dla wszystkich j € {m +1,...,k}.
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Woéwezas odcinek [2(by,11),2(b1)] jest rzutem G-wielokata B na o$ OX. Stad
[z(¢m+1), x(c1)] C [x(ams1), z(ar)] poniewaz C' C A. To implikuje, ze

m m

1> y(g0) - IF | = 2(er) = 2(empr) <w(ar) = 2(amyn) = | D wlg) - 17
i=1 =1
Dopoki y(g;) = 0dlai=1,...,m, wtedy

m m

S ylg) 1€ < S ylan) 12

i=1 i=1

Z nieréwnosci [ > [ mamy ze [ = [ + ¢; dla pewnego ¢; > 0 oraz i = 1,...,m.
Zatem
>oylg) (1 +e) =3 ulon) - 1+ yle) & < Xwlgs) - 1
i=1 i=1 i=1 i=1
Podsumowujac g; = 0 oraz I =19 i =1,...,m. O]
az = c3

Rysunek 3.7: Przyktadowa ilustracja do Lematu 3.6.9

Kryteria G-minimalnosci

Twierdzenie 3.6.10. Niech G = {g1,...,g9x} C S' bedzie siecig. Nastepugjgce
warunki sq rownowazne:
(a) Para G-wielokgtéw (A, B) jest G-minimalna.

(b) Jezeli IMNPINE >0, toj =i+1.

Dowdd. (a) = (b) Niech G = {g1,...,9x} C S' bedzie siecia i niech (A, B)
bedzie G-minimalng parg G-wiclokatéw. Jezeli istnieje 0 < x € RF taki, ze
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x; > 0 dla pewnego i = 1,...,k oraz (h" — z,h® — x) jest wladciwa para
Hg-reprezentacji dla pary G-wielokatéw (A’ B'), wéwczas (A, B) nie jest
G-minimalna. 7Z Wniosku 3.3.2 wiemy, ze dlugos$ci bokéw [;_; oraz [;11 sa

mniejsze w A’ i B’ niz dhlugosci odpowiednich bokow w A i B. Zalézmy, ze
[A B A B
A AL :
ze WY = WA —2 i h? = hP —z dla x > 0. Z Lematu 3.6.8 wiemy, ze mozemy

> 0 oraz j # i £ 1, wowczas tworzymy pare (A’ B') w taki sposéb,
dobra¢ wartosci x; tak, ze b i h? beda wlasciwe. To przeczy zalozeniu, ze j # i+ 1.

(b) = (a) Niech G = {gi,...,gx} C S bedzie siecia i niech (4, B) i (C, D) beda
parag G-wielokatow. Jezeli (A, B) < (C, D), to h* + h? = hP + h¢. Z tego wynika,
ze 14+ 1P = [P +1° na podstawie Wniosku 3. Mamy zatem (4 — ¢ = [® — [P Skoro
h¢ = h* — 2, hP? = h? — x dla wszystkich i = 1,... k oraz [4 = 0 lub [Z = 0 dla

pewnego m € {1,...,k}, to 2 > 1B oraz IS > 2. Z faktu, ze I} |, 1P | 118 >0
mamy wszystkie dtugosci (2 > 1B oraz IS > 12 dlam = 1,...,k — 2. Z Lematu
3.6.9 wynika zatem, ze [2 = I8 oraz ¢ =2 dlam =1,...,k — 2 poniewaz C C A

iDcCB. Mamy z,, =0dlam=1,...,k—2oraz ay = ¢y, by = dy, a_1 = cx_1,
b1 = dy_1. Stad h§ = (g, c1) = (gr,a1) = h¢ oraz h{ = kY, h{ , = h¢ |,
h{ , = h? | analogicznie. Mamy zatem x = 0, (C, D) = (A, B) oraz (A, B) jest
para G-minimalna. O]

Mozemy teraz sformutowa¢ kryterium G-minimalnosci dla BZ(R?) w formie prostego
wniosku.

Whiosek 3.6.11. Niech (A, B) € B4(R?). Para (A, B) jest G-minimalna wtedy
i tylko wtedy, gdy Sq-reprezentacje A i B spetniajq jeden z nastepujgcych warunkow:
(a) dla kaidegoi=1,...,k mamy I =0 lub 1P =0,

(b) dla pewnego j € {1,...,k} mamy l;‘ #0, 17 #0 oraz dla kazdego i # j mamy
14 =0 lub 1B =0,

(c) dla pewnego j € {1,...,k} mamy l;‘ # 0, lf # 0, 13‘4+1 # 0, lf+1 # 0 oraz dla
kazdego i ¢ {j,j + 1} mamy I =0 lub I[P = 0.

Powyzszy wniosek mozemy zapisa¢ w jezyku pozostatych reprezentacji G-wielokatow
uzywajac Wniosku 3.3.1 i Réwnania (3.2).

Whiosek 3.6.12. Niech (A, B) € B4(R?). Para (A, B) jest G-minimalna wtedy
i tylko wtedy, gdy Vg-reprezentacje A i B spelniajg jeden z ponizszych warunkow:
(a) dla kazdego i =1,...,k mamy a; = a;y1 lub b; = b;y1,

(b) dla pewnego j € {1,...,k} mamy a; # a1, b; # bjy1 oraz dla kazdego i # j
mamy a; = a1 lub by = by,

(c) dla pewnego j € {1,...,k} mamy aj # a;41 # ajia, b;j # bjt1 # bjyo oraz dla
kazdego i ¢ {j, 7 + 1} mamy a; = a; 41 lub b; = b;y;.
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Dla ulatwienia notacji w ponizszym wniosku oznaczmy T/ = WA(i — 1,4,i + 1) =
WA W (iyi+1) — RAW (i — 1,0 + 1) + hd W (i — 1,4).

Whiosek 3.6.13. Niech (A, B) € B4(R?). Para (A, B) jest G-minimalna wtedy
1 tylko wtedy, gdy Hg-reprezentacje A i B spetniajq jeden z ponizszych warunkow:
(a) dla kazdego i =1,...,k mamy T/ =0 lub TP =0,

(b) dla pewnego j € {1,...,k} mamy TjA >0, TP >0 oraz dla kazdego i # j mamy
TA =0 lub TP =0,

(c) dla pewnego j € {1,...,k} mamy TjA > 0, TjB > 0, Tf_‘H >0, Tﬁl > 0 oraz dla
kazdego i ¢ {j,j + 1} mamy T/ =0 lub TP = 0.

Mozemy zauwazy¢, ze Wniosek 3.6.11 jest kryterium minimalnogci B2(IR?) opisanym
w 2.4.9 z jednym dodatkowym warunkiem (c). Jezeli rozwazymy pare G-wielokatow
spetiajacych ten warunek zauwazymy, ze taka pare mozemy zredukowac do pary
minimalnej uzywajac odciecia za pomoca hiperplaszezyzny (w tym wypadku linii),
ktorej wektor normalny znajduje si¢ pomiedzy g; i g;+1 oraz nie nalezy do sieci G.
Jest to jedyna mozliwo$¢ zredukowania tej pary do pary minimalnej. Jezeli okreslimy
G-uwypuklenie takiej pary minimalnej, uzyskamy pare G-minimalna spetiajaca

warunek (c). Sformutujmy wniosek z powyzszego rozumowania.

Whiosek 3.6.14. Niech (A, B) bedzie parg G-wielokgtéw. Jezeli (C, D) € B%(R?)
jest parg minimalng wielokgtow w klasie réwnowaznosdci [(A, B)]~, wéwczas para
(cogC, cogD) € BE(R?) jest parq G-minimalng w klasie réwnowaznosci [(A, Bl .
Co wigcej, dla kazdej pary G-minimalnej (C', D') € [(A, B)|c istnieje para minimalna
(C, D) € [(A, B)]~ taka ze (C",D’) = (cocC, cogD).

Ten wniosek nie jest prawdziwy w przypadku przestrzeni trojwymiarowej BZ(R?).
Istnieje para minimalna G-wieloScianow, ktéra nie jest para G-minimalng. Wynika
to z faktu, ze w ogolnosci zachodzi [(A, B)le ¢ [(A, B)]~.

Na mocy powyzszego wniosku dla G-wielokatow istnienie pary G-minimalnej w klasie
réwnowaznosci [(A, B)]¢ wynika z istnienia pary minimalnej w klasie rownowaznosci
[(A, B)].. Rowniez fakt, ze pary minimalne w [(A, B)]~ sa jedyne co do translacji
wraz z wlasnoscig cog(A + x) = cogA + x prowadzi nas do stwierdzenia, ze pary
G-minimalne (cogC, cogD) sa jedyne co do translacji.



RozpziAr 4

RODZINY GG-WIELOSCIANOW
w R? ZAMKNIETE ZE WZGLEDU
NA SUME MINKOWSKIEGO

Przyktad 3.2.12 wykazal, ze suma Minkowskiego dwoch G-wielo$ciandéw nie
musi by¢ G-wielo$cianem. W tym rozdziale skupimy sie na takich rodzinach
G-wielo$ciandéw, dla ktérych suma Minkowskiego jest dzialaniem wewnetrznym.
Opisana w poprzednim rozdziale modyfikacja sumy Minkowskiego jest dla
tych rodzin réwnowazna zwyktej sumie Minkowskiego. Dlatego, ze wzgledoéw
praktycznego zastosowania, rozwazymy ten problem dla sytuacji R", gdzie n = 3.
Pomimo tego, ze takie sieci w R?® sa nieliczne, to nie powinniémy ich pomijaé.
Wzrost krysztatow, ktorych ksztalt odpowiada takim G-wielo$cianom, mozemy,
wykorzystujac model opisany w [19], tatwo opisaé¢ za pomoca sumy Minkowskiego.

Wyniki zawarte w tym rozdziale sa oryginalnymi wynikami autora rozprawy
i zawieraja wyniki opublikowane w pracy [35].

Paragraf 4.1 poswiecimy na doktadny opis problemu wskazania sieci GG, dla ktérej
rodzina Bg(R?) jest zamknieta ze wzgledu na sume Minkowskiego. Paragraf 4.1
zakonczymy twierdzeniem, dzigki ktoremu odpowiednie sieci G mozemy znalezé
rozwigzujac geometryczny problem na sferze S? dotyczacy przekrojéw odcinkéw
sferycznych.

W Paragrafie 4.2 rozwigzemy na plaszczyznie analogiczny problem dotyczacy
przekrojow odcinkéw, aby uzyskane wyniki wykorzysta¢ w rozwigzaniu problemu
dotyczacego przekrojow odcinkéw sferycznych. Zdefiniujemy szkielet zbioru
i wltasnos¢ posiadania wewnetrznie przecinajacego sie szkieletu. Nastepnie wskazemy
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skoniczone zbiory na ptaszczyznie posiadajace te wtasnosé i udowodnimy, ze sa to
wszystkie mozliwe zbiory tego typu.

Paragraf 4.3 posiada strukture podobng do poprzedniego paragrafu. Réwniez
zdefiniujemy szkielet sferyczny i wlasnos$¢ posiadania wewnetrznie przecinajacego
sie szkieletu. Nastepnie wykorzystujac wyniki z poprzedniego paragrafu wskazemy
zbiory posiadajace te wtasnosé i udowodnimy, ze sg to wszystkie mozliwe zbiory
tego typu.

W Paragrafie 4.4 skorzystamy z wynikéw zawartych w poprzednim paragrafie
i wskazemy rodziny Bg(R?) zamkniete ze wzgledu na sume Minkowskiego.

4.1. OPIS ZAGADNIENIA

Na przyktadzie 3.2.12 zauwazy¢ mozna, ze problemem jest fakt, ze suma Minkow-
skiego dwoch wypuktych wieloscianéw o ustalonych kierunkach Scian nie musi
posiadaé Scian wytacznie o tych kierunkach. Oznacza to, ze rodzina wielosciandéw

o ustalonych kierunkach scian nie jest zamknieta ze wzgledu na sume Minkowskiego.

Z wtasnosci sumy Minkowskiego wiemy, ze suma mnogosciowa zbiorow wektorow
normalnych do $cian A i $cian B zawiera sie w zbiorze wszystkich wektoréw
normalnych do Scian sumy tych wieloscianéw. Sprébujmy ustali¢, w jaki sposéb
powstaje $ciana sumy Minkowskiego, ktorej wektor normalny nie nalezy do zadnego
sktadnika tej sumy.

Wiemy, ze kazda Sciana, krawedz i wierzchotek G-wieloScianu A jest Sciang
podparcia A(z) w pewnym kierunku z. Oczywiscie $ciany A wyznaczone sa przez
kierunki z € G. Dla sumy Minkowskiego A + B zachodzi wtasnos¢ jej $cian
podpierajacych (A + B)(z) = A(z) + B(z). Jezeli zatem $ciana podpierajaca
(A+ B)(z) jest éciana A 4+ B, tzn. dwuwymiarows figura, woéwczas albo A(z) jest
Sciana A, albo B(z) jest $ciana B albo jednoczesnie A(z) i B(z) sa nieréwnolegtymi
krawedziami A i B. Oczywiscie skoro rozpatrujemy te kierunki, ktére nie naleza
do sieci GG, to mozliwa jest tylko sytuacja trzecia. Kazda krawedZ wielo$cianu
o niepustym wnetrzu jest przekrojem dwoch Scian. Zatem chcemy wykluczy¢ takie
kierunki, ktorych $ciana podpierajaca jest krawedzia w obu G-wieloscianach A i B.

Naszym celem jest znalezé wszystkie takie zbiory G ze dla dowolnych dwoch
G-wielosciandéw A i B jezeli zbior podpierajacy (A + B)(z) jest dwuwymiarowy, to
z € G. Innymi stowy, chcemy okredli¢ dla jakich G rodzina B (R3) jest zamknieta
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wzgledem dodawania Minkowskiego. Aby sformutowa¢ odpowiednie twierdzenia
przypomnimy kilka poje¢ dotyczacych sfery jednostkowe;j.

W tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej rozwazamy sfere jednostkowa o promie-
niu 1 i srodku 0.

Definicja 4.1.1. Sfera jednostkowa opisana jest réwnaniem kwadratowym
S? :={(x1,29,73) € R?: 23 + 23 + 2% = 1}.

Definicja 4.1.2. Niech 7 bedzie ptaszczyzna przechodzacay przez érodek 0 sfery S2.
Przekr6j m N S? nazywamy kotem wielkim.

Definicja 4.1.3. Dwa punkty x,y € S? na sferze nazywamy antypodycznymi, jezeli
Yy = —x.

Definicja 4.1.4. Najkrotsza $ciezka [z, y]s pomiedzy dwoma nieantypodycznymi
punktami x,y na sferze jest krotszym tukiem kota wielkiego przechodzacego przez

x oraz y i nazywamy ja odcinkiem sferycznym taczacym x i y.

Jezeli krawedz wielodcianu jest przekrojem dwéch scian A(z) 1 A(y), wowcezas ta
krawedZ to A(z), gdzie z jest punktem na odcinku sferycznym [z,y]s taczacym
xr i y. Zatem w przypadku wieloScianéw o niepustym wnetrzu kazda krawedz
jest zwiazana z odcinkiem sferycznym taczacym punkty zwiazane ze $cianami
wieloscianu, ktore zawieraja te krawedz.

Jezeli zatem istnieje Sciana (A + B)(z) o wektorze normalnym z ktéry nie jest
wektorem normalnym do zadnej ze scian A lub B, to ta $ciana jest réwna sumie
A(z)+ B(z) dwoch krawedzi, gdzie z lezy na przecigciu dwoch odcinkéw sferycznych
[z,yls 1 [u,w]s takich, ze A(z) i A(y) sa $cianami wielo$cianu A zawierajacymi
krawedZ A(z), natomiast B(u) i B(w) sa $cianami wieloScianu B zawierajacymi
krawedz B(z).

Ponizsze twierdzenie redukuje nasz problem do problemu geometrycznego dla

tréjwymiarowej przestrzeni R3.

Twierdzenie 4.1.5. Rodzina Bg(R?) wszystkich G-wieloScianéw jest zamknieta
wzgledem dodawania Minkowskiego wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazdy przekréj dwoch
odcinkow sferycznych o koricach w G nalezy do G.

Dowdéd. Warunek dostateczny wynika bezposrednio z powyzszych rozwazan.
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Warunek konieczny. Niech z,y,u,w € G i [z,y]ls N [u,w]s = {z}. Oznaczmy
A = {a € R | (a,v) < 1dladowolnego v € G,{a,z) < ¢, (a,y) < e}. Zbior
A jest wieloscianem 1i jezeli € jest dostatecznie maly, wéwczas $ciany A(zx) i A(y)
przecinaja sie wzdtuz krawedzi A(z). Analogicznie jezeli B = {b € R? | (b,v) <
1 dla dowolnego v € G, (b,u) < ¢, (b,w) < £}, to zbidr B jest wieloScianem i jezeli
e jest dostatecznie maly, to Sciany B(u) i B(w) przecinaja sie wzdtuz krawedzi B(z).
Krawedzie A(z) 1 B(z) sa nieréwnolegle, a $ciana (A + B)(z) jest réwnolegtobokiem.
Dopdki A + B nalezy do Bg(R?), wektor normalny z do $ciany (A + B)(z) nalezy
do G. O

4.2. ZBIORY PLASKIE Z WEWNETRZNIE
PRZECINAJACYM SIE SZKIELETEM

Zanim opiszemy skonczone podzbiory sfery jednostkowej w sytuacji trojwymiarowej,
opracujemy analogiczne zagadnienie dla ptaszczyzny. Rozwigzanie te uogolnimy
pdzniej na przypadek trojwymiarowy postugujac sie przejrzystszymi przyktadami
dwuwymiarowymi.

Definicja 4.2.1. Niech A = {ay,...,a,} CR% Zbior AV A := U [a,b], tj. suma

a,beA
mnogosciowa odcinkéw o koncach zawartych w zbiorze A nazywamy szkieletem A.

Definicja 4.2.2. Zbiér A ma wewnetrznie przecinajocy sie szkielet, jezeli kazdy
punkt przeciecia dwoch odcinkow ze szkieletu A Y A nalezy do A.

W tym rozdziale odpowiemy na nastepujace pytanie: Jaki jest warunek konieczny
i dostateczny, aby zbiér A mial wewnetrznie przecinajacy sie szkielet?

Zdefiniujemy obszar zakazany trojkata, ktory bedzie potrzebny w dalszych dowodach.

Definicja 4.2.3. Niech a, b, ¢ beda wierzchotkami tréjkata. Otwarty nieograniczony
zbiér F(c,[a,b]) :={y(aa + (1 —a)b) + (1 —7v)c | 0 < a < 1 < v} nazywamy

obszarem zakazanym ze wzgledu na punkt ¢ i odcinek [a, b].

Powyzsza definicje dobrze ilustruje Rysunek 4.1. Wierzchotki i boki kazdego
trojkata generuja trzy obszary zakazane ze wzgledu na wierzchotek i przeciwlegty
bok. Sume¢ mnogosciowa tych trzech roztacznych obszaréw nazywaé bedziemy

obszarem zakazanym trojkgta.

Ponizsze twierdzenie rozwigzuje nasz problem w przypadku dwuwymiarowym.
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Rysunek 4.1: Obszar zakazany tréjkata A(a, b, c)

Twierdzenie 4.2.4. Niech A bedzie skoriczonym podzbiorem R%. Nastepujgce wa-
runki sq rownowazne:

(1) Zbior A ma wewnetrznie przecinajgcy sie szkielet.

(ii) Dla dowolnych a,b,c € A, jezeli trojkgt A(a,b,c) nie zawiera innych punktéow
z A, to obszar zakazany tego trojkgta rowniez nie zawiera Zadnych punktow z A.

Dowdd. (ii) = (i) Dowdd nie wprost. Zaltézmy, ze zbiér A nie ma wewnetrznie
przecinajacego sie szkieletu. Oznacza to, ze istnieja cztery punkty ay, as, az, a4 € A
takie, ze przeciecie dwoch odcinkow [ag, as] 1 [as, as] jest singletonem {b} i Ze punkt
b nie nalezy do A. Mozemy zatozy¢, ze miedzy a; i as nie ma innych punktow
nalezacych do A. W podobny sposéb mozemy zalozy¢, ze nie ma innych punktéw
z A pomiedzy ag i ay.

Niech a5 € A bedzie punktem w trojkacie A(ag, as, as) innym niz ag i ay takim, ze
odleglosé as od linii prostej aszay jest najkrotsza. Zauwazmy, ze tréjkat A(as, as, ay)
nie zawiera innych punktéw z A poza swoimi wierzchotkami. Moze zajsé, ze as = as.
Ale ay nalezy wéwczas do F'(as, [as, a4]) C F(as, [as, a4]), gdzie F(as, [as, as]) jest

obszarem zakazanym wyznaczonym przez trojkat A(as, as, as), sprzecznosc.

as
a4,,7 7 as ‘\\\*x\
7 ] - = A3
ay
Rysunek 4.2: Punkt a, lezacy w Rysunek 4.3: Punkt a5 ¢ A jest

obszarze zakazanym F'(as, [ag, a4]) przecieciem odcinkéw [aq, as] 1 [as, a4l

(i) = (ii) Dowdd nie wprost. Niech trojkat A(ai, ag, as), ay,as,a3 € A nie
zawiera innym punktéw z A poza wierzchotkami i niech a4 € A lezy w obszarze
zakazanym wyznaczonym przez ten trojkat. Bez utraty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze

ay € F(as, a1, as]) (Rysunek 4.3). Wowcezas dwa odcinki [ay, as] 1 [as, as] przecinaja
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si¢ w jakims punkcie a5, ktéry nie nalezy do A. Zatem zbiér A nie ma wewnetrznie
przecinajacego sie szkieletu. O]

Nastepujace twierdzenie opisuje wszystkie mozliwe struktury zbiorow z wewnetrznie

przecinajacym si¢ szkieletem.

Twierdzenie 4.2.5. Skornczony zbiér A C R? ma wewnetrznie przecinajgcy sie
szkielet wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje taka linia prosta [, Ze jeden z ponizszych
warunkow jest spetniony:

(a) Zbior A jest zawarty w .

(b) Zbior A\l jest singletonem.

(¢) Zachodzi A\l = {a,d'} oraz punkty a,a’ lezg po przeciwleglych stronach linii
[ i punkt przeciecia | z linig aa’ nalezy do A.

(d) Zachodzi A\l = {a,d'} oraz punkty a,a’ lezq po przeciwleglych stronach linii
[ oraz zbidr A lezy po jednej stronie linii aa’.

(e) Zachodzi A = {ay,as,... a6}, as,as,ay € 1, a3 € lag,a4], a1 € [as,as] oraz
as € [ay, ag).
a
[ ]
140—0—0—0—0—0— 40—0—0—.—.—071

a a
[ ] [ ]
l ’ l
[ ] [ ]
a a

Rysunek 4.4: Pie¢ mozliwych typow zbiorow A
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Twierdzenie méwi o tym, ze zbiér A ma wewnetrznie przecinajacy sie szkielet wtedy
i tylko wtedy, gdy zachodzi jedna z pieciu mozliwych sytuacji (Rysunek 4.4).

(a) Zbiér A jest zbiorem wspotliniowych punktéw. W szezegdlnosei singleton, jak
i para punktow sa zbiorami wspotliniowych punktow.

(b) Zbioér A z wyjatkiem jednego punktu jest zbiorem wspo6tliniowych punktow.
(c) Zbiér A za wyjatkiem dwoch punktéw, nazwijmy je a i @/, jest podzbiorem linii
prostej [ i pewien punkt z A lezy pomiedzy a i a’. Oczywiscie ten punkt lezy rowniez
na prostej [.

(d) Ta sytuacja jest analogiczna do (c¢). Réznica polega na tym, ze nie ma punktu
z A lezacego miedzy a i o/, ale zamiast tego zbiér A lezy po jednej stronie linii
prostej aa’.

(e) Zbiér A ma sze$¢ punktow aq, . .., ag. Punkty ay, as i ag sa wierzchotkami tréjkata
A(ay, as, az) ktéry nie zawiera innych punktéw z A. Punkt a4 lezy na potprostej
asas, as lezy na potprostej aza, i ag lezy na péiprostej ajas.

Dowdd. <) Latwo stwierdzié, ze zbiory opisane w twierdzeniu posiadaja
wewnetrznie przecinajacy sie szkielet.

—>) Mozemy zalozy¢, ze zbiér A ma wewnetrznie przecinajacy sie szkielet. Mozemy
rowniez zalozy¢, ze nie wszystkie punkty z A sg wspotliniowe. Niech aq,as,a3 € A
beda wierzchotkami tréjkata A(aj,as,a3) o minimalnej powierzchni sposrod
wszystkich trojkatow o wierzchotkach nalezacych do A. Stad wynika, ze w trojkacie
A(ay, as, az), wewnatrz, ani na bokach, nie ma innych punktow z A. W innym
przypadku mogliby$my wybraé¢ trojkat o mniejszej powierzchni. Z Twierdzenia
4.2.4 wiemy, ze nie ma rowniez punktéow z A nalezacych do obszaru zakazanego
trojkata A(aq, ag, as).

Rozwazmy sytuacje, w ktorej zaden inny punkt z A nie lezy na prostych ajas,
agaz czy aiaz. Jezeli zbior A zawiera tylko punkty ai,as i a3, woéwczas mamy
sytuacje z Rysunku 4.4b. W przeciwnym razie, niech a4 € A nalezy do jednego
z katéw zewnetrznych trojkata A(aq, as,az) (Rysunek 4.5a). Bez utraty ogdlnosci
mozemy zalozyé, ze ay lezy w kacie zewnetrznym naprzeciw kata Lajazas i ze
zaden inny punkt z A lezacy w tym kacie nie lezy blizej linii ayas. Zauwazmy,
ze zaden z tréjkatéw A(aq, as,aq) czy A(ag,as,ay) nie zawiera innych punktow
z A. Analizujgc sume mnogosciows wszystkich obszaréw zakazanych trojkatow
Alay,aq,a3), Alay, as,aq) i Aag, ag, ay) mozemy zauwazy¢, ze pozostate punkty z A
moga leze¢ tylko na trzech poétprostych przeciwnych do ajas, asas i agas (Rysunek
4.5b). Niemniej, przez zalozenie poczatkowe tylko péiprosta przeciwna do asas moze
zawieraC punkty z A. Ten przypadek prowadzi nas do sytuacji z Rysunku 4.4d.



RODZINY G-WIELOSCIANOW ZAMKNIETE ZE WZGLEDU NA SUME 59

(a) Punkt a4 € A na- (b) Trzy potproste (linia

G

lezy do kata zewnetrzne- przerywana) z poczatko-
go przeciwnego do kata wymi punktami aq, as, ay
40,16L3(12

Rysunek 4.5: Zadna z prostych ajas, asas, aias nie zawiera innych punktéow z A

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej przynajmniej na jednej z linii ayas, asaz lub
aiaz zawiera jaki$ punkt z A. Bez utraty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze punkt ay

lezy na linii asas. Nastepnie mamy dwie mozliwosci.

Pierwsza, linia asas zawierajg wiecej niz trzy punkty z A.

Niech as,...,a, € A, n > 5 beda wszystkimi punktami z A lezacymi na linii
asagz. Niech ai,a; € A beda takie, ze as, . ..a, leza pomiedzy a; i a;. Jezeli A =
{a1,as,...,a,}, to otrzymamy sytuacje z Rysunku 4.4b. W przeciwnym razie, niech
ans1 € A bedzie punktem, ktéry nie nalezy do linii asas. Punkt a,,; nie nalezy
rowniez do sumy obszaréw zakazanych wszystkich trojkatow A(aq, a;, a;), takich,
ze pomiedzy punktami a; i a; nie ma zadnych punktéw z A. Jezeli punkt a,,4q lezy
na ktorejs z linii aja;, ¢ = 2, ..., n, wéwczas otrzymujemy sytuacje z Rysunku 4.4c.
W przeciwnym razie, punkt a, 1 lezy w jednym z katow zewnetrznych przeciwleglych
do jednego z katéw Lajajar, lub £Lajaga; (Rysunek 4.6). Ta sytuacja odpowiada
sytuacji z Rysunku 4.4d.

Druga z mozliwosci zaktada, ze linia asas zawiera doktadnie trzy punkty z A.

Bez utraty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze as € [aq, ay). Jezeli zbior A nie zawiera
innych punktéow, wtedy otrzymujemy sytuacje z Rysunku 4.4b. W przeciwnym

razie, mamy cztery mozliwosci:

(1) Punkty as i ag naleza do potprostych asa; i ajas. To jest sytuacja z Rysunku 4.4e.
(2) Punkt as nalezy do linii ajaz i punkt ag nie nalezy do potprostej ajas. To
prowadzi nas do sytuacji z Rysunku 4.4c, gdzie linia a;as jest nasza linia [. Wowczas

wszystkie pozostate punkty A nalezg do [.

(3) Zachodzi A = {ay,...,as} oraz punkt as lezy na prostej ajas lub aay. Wowcezas
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Rysunek 4.6: Punkt a,., lezy w jednym z katéw zewnetrznych, w tym przypadku
przeciwlegtym do kata £Laja;ay

rowniez prowadzi nas to do sytuacji z Rysunku 4.4c, gdzie tym razem linia asas

jest nasza linig [.

(4) Zachodzi A = {ay,...,as} oraz punkt as lezy w kacie zewnetrznym lezacym
naprzeciw kata Lajasas lub kata Lajasas. To z kolei prowadzi nas do sytuacji
z Rysunku 4.4d. O

Po rozwigzaniu dwuwymiarowej wersji naszego problemu mozemy rozwigza¢ analo-

giczny problem w sytuacji sferycznej.

4.3. ZBIORY SFERYCZNE Z WEWNETRZNIE
PRZECINAJACYM SIE SZKIELETEM

W tym paragrafie nasze rozwazania beda przebiegaty w podobny sposéb jak w przy-
padku dwuwymiarowym. Zdefiniujemy szkielet sferyczny i zbiér z wewnetrznie
przecinajacym si¢ szkieletem na sferze oraz wskazemy strukture takich zbioréw.

Niech G bedzie skoficzonym podzbiorem sfery jednostkowej S? C R3. Niech
wektory g1, g2,93 € G beda liniowo niezalezne i niech [g1, 925, [91, 935, [92, 3]s
beda odcinkami sferycznymi. Suma tych odcinkéw jest brzegiem doktadnie
dwéch domknietych i jednospdjnych podzbioréw sfery jednostkowej. Mniejszy
z tych zbioréw nazywamy trdjkatem sferycznym A(gi, 9o, g3)s. Trojkat sferyczny
A(g1,92,93)s jest przekrojem trzech sferycznych dwukatéw Ci,Csy, Cs. Niech
dwukat C; (Rysunek 4.7) posiada wierzchotki ¢; i —g;, gdzie —g; jest punktem
antypodycznym do g; oraz niech g¢s, g3 naleza do bokow tego dwukata C;. Niech
dwukaty Cy, C5 posiadajg odpowiednio wierzchotki g, —go oraz gs, —gs. Przekroj
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zbioréw (C7 U Cy U C5) \ (C1 N Cy N C5) (Rysunek 4.8) nazywamy obszarem
zakazanym tréjkata A(gi, go,93)s. W rzeczywistosci, ten obszar zakazany jest

sumg przekrojow trzech tréjkatéw sferycznych A(—g1, 92, 93)s, A(g1, —g2, g3)s oraz
A(g1, 92, —93)s-

Definicja 4.3.1. Niech G C S?. Zbiér GV.G := U g, ¢']s nazywamy szkieletem
9,9'€G
9#—g'
sferycznym zbioru G.
Mozemy teraz powiedzie¢, ze zbior G ma wewnetrznie przecinajgocy sie szkielet,
jezeli kazdy punkt bedacy przekrojem dwdch odcinkéw sferycznych z szkieletu
sferycznego GV.G jest zawarty w zbiorze G.

Rysunck 4.8 Ob k
Rysunek 4.7: Dwukat C; A?;m;e 4s)s Szar  Zakazany
1, Y92, 43

Mozemy sformutowaé¢ twierdzenie analogiczne do Twierdzenia 4.2.4.

Twierdzenie 4.3.2. Niech G bedzie skoniczonym podzbiorem S%. Nastepujgce wa-
runki sq rownowazne:

(i) Zbior G ma wewnetrznie przecinajgcy sie szkielet.

(ii) Dla dowolnych g1, gs,93 € G, jezeli trojkat A(gy, go, g3)s nie zawiera innych
punktow z G, wowczas obszar zakazany tego trojkgta nie zawiera innych punktow

z Q.

Dowdd. (i) = (ii) Niech A(g1, g2, 93)s, 91, 92,93 € G bedzie trojkatem sferycznym
i niech zaden inny punkt z G nie nalezy do tego trdojkata. Jezeli punkt g, € G
lezy w obszarze zakazanym tego tréjkata mozemy bez utraty ogdlnosci zatozy¢,
ze g4 € int A(g1, 92, —93)s (Rysunek 4.9). Zatem, z warunku (i), singleton {gs} =
(g1, g2]s N [g3, 9a]s jest podzbiorem G. Wiec g5 € [g1, ga]s C A(g1, g2, 93)s, CO przeczy
warunkowi (ii).

(il) = (i) Zalézmy, ze zbiér G nie posiada wewnetrznie przecinajacego sie szkieletu
sferycznego. Oznacza to, ze istnieja takie cztery punkty g1, 92, g3, g4 € G ze zachodzi
{h} =91, 92]sN[g3, 94]s, h ¢ G (Rysunek 4.10). Poniewaz G jest skoniczony, mozemy
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>

Rysunek 4.10: Punkt ¢4 nalezy
do obszaru zakazanego tréojkata

A(gh 92, 93)5

Rysunek 4.9: Przekr6j jednopunktowy
{95} = [91, 92]s N [g3, gals

dobra¢ te punkty tak, aby tréjkat A(gi, g2, g3)s nie zawieral innych punktéw z G
innych niz jego wierzchotki. Wowczas punkt g4 nalezy do obszaru zakazanego trojkata
A(91792793)57 SpI‘ZGCZHOéé. U

Nastepne twierdzenie jest sferyczng wersjg Twierdzenia 4.2.5.

Twierdzenie 4.3.3. Skoriczony zbiér G C S? ma wewnetrznie przecinajgcy sie
szkielet sferyczny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje koto wielkie | takie, Ze jeden
z ponizszych warunkow jest speiniony:

(a) Zbior G jest zawarty w .

(b) Zbior G\l jest singletonem.

(¢) Zachodzi G\l = {g,9'}, gdzie punkty g,q" leig na przeciwnych pélsferach
wyznaczonych przez kolo wielkie | i punkt przeciecia | i odcinka sferycznego |g, ¢']s
nalezy do G.

(¢) Zachodzi G\l = {g,4'}, gdzie punkty g i ¢’ sq antypodyczne.

(d) Zachodzi G\l = {g,q'}, gdzie punkty g i ¢’ lezg na przeciwnych pélsferach
wyznaczonych przez koto wielkie | + G N1 jest zawarty w polokregu, ktory jest
roztgczny z odcinkiem sferycznym (g, d']s.

(e) Zachodzi G = {g1,92,---,96}, gdzie ga, 93,91 € I, g3 € [go, 9als, 91 € [93, 955
oraz gs € 91, gs)s-

Twierdzenie okresla, ze zbior G ma wewnetrznie przecinajacy sie szkielet sferyczny
wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest jeden z czterech nastepujacych warunkow.
(a) Zbiér G jest zawarty w pewnym kole wielkim ( Rysunek 4.11a). W szczeg6lnosci,

singleton i para punktow sg réwniez zbiorami zawartymi w pewnym kole wielkim.
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() (d) (e)

Rysunek 4.11: Pie¢ mozliwych uktadéw zbioru G

(b) Zbiér G, poza jednym punktem, jest zawarty w pewnym kole wielkim (Rysunek
4.11b). (c) Wszystkie punkty zbioru G z wyjatkiem dwoch punktéw zawarte sa
w kole wielkim [ i pewien punkt h z G lezy pomiedzy ¢ i ¢’ (Rysunek 4.11c¢). (¢/)
Jezeli g = —¢', wowcezas odcinek sferyczny [g, ¢'|s nie istnieje, ale Rysunek 4.11c
trafnie odzwierciedla te sytuacje. (d) Nie ma punktéow z G lezacych miedzy g i ¢/,
natomiast wszystkie pozostate punkty z G sa zawarte w potokregu zawartym
w [ i ten polokrag nie zawiera punktu h bedacego przecieciem [g, ¢'|s i [ (Rysunek
4.11d). (e) Zbiér G sktada sie z szesciu punktéow gy, ..., gs. Punkty g1, g2 1 g3 sa
wierzchotkami tréjkata sferycznego A(g1, g2, g3)s, ktory nie zawiera innych punktow
z G. Punkt g4 lezy na odcinku sferycznym [g3, —¢s]s, g5 lezy na odcinku sferycznym
(91, —g3]s 1 ostatni punkt g lezy na odcinku sferycznym [go, —g1]s (Rysunek 4.11e).

Ponizszy dowdd jest bardzo szczegdtowy i rozbudowany, gdyz rozwaza wszystkie

mozliwe przypadki potozenia punktéw na sferze.

Dowéd. <=) Oczywistym jest, ze szkielet zbioru zawartego w kole wielkim jest
rowniez zawarty w tym kole. Jezeli dodamy do takiego zbioru jeden lub dwa punkty
w sposOb opisany w twierdzeniu, wowczas taki zbior bedzie posiada¢ wewnetrznie
przecinajacy sie szkielet sferyczny. Rowniez w sytuacji, gdy poza kotem wielkim
znajduja sie dokladnie trzy punkty w takim potozeniu jak w podpunkcie (e), taki
zbior posiada wewnetrznie przecinajacy sie szkielet sferyczny.
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=) Zalbézmy, ze zbiér G ma wewnetrznie przecinajacy sie szkielet sferyczny.
Mozemy réwniez zatozy¢, ze nie wszystkie punkty z G zawarte sa w kole wielkim.
Niech zatem A(g1, g2, 93)s, 91, g2, g3 € G bedzie trojkatem sferycznym o minimalnej
powierzchni sposréd wszystkich trojkatow sferycznych posiadajacych wierzcholtki ze
zbioru G. To oznacza, ze trojkat A(gr, g2, g3)s nie zawiera zadnego innego punktu
z G poza swoimi wierzchotkami. Z Twierdzenia 4.3.2 wiemy, ze zaden inny punkt
z G nie nalezy do obszaru zakazanego trojkata A(gy, g2, 93)s. Rozpatrzymy teraz
wszystkie mozliwe przypadki potozenia pozostatych punktéw ze zbioru G.

(I) Rozwazmy sytuacje, gdy zadne z kot wielkich gy g2, 9293, g193 nie zawiera innych
punktéw z G. Jezeli zbiér G = {g1, g2, g3}, woéwczas otrzymujemy sytuacje z Rysunku
4.11b. W przeciwnym razie punkt g4 € int A(gs, —g1, —g2)sUint A(ge, —g1, —9g3)sU
int A(g1, —g2, —g3)s Uint A(—g1, —g2, —g3)s-

(TA) Niech g4 € int A(gs, —g1, —g2)s. Mozemy wybraé g4 w taki sposéb, ze tréjkat
A(g1, 92, 94)s, ktory zawiera tréjkat A(gr, g2, g3)s, nie zawiera innych punktéw z G
poza g1, g2, g3, g4. Lauwazmy, ze zaden z tréjkatow A(gi, g2, 94)s, A(g1, g3, g4)s oraz
A(g2, g3, g4)s nie zawiera punktéw z G innych niz wierzchotki. Suma wszystkich
obszaréow zakazanych tréjkatéw A(gi, g2, 93)s, A(g1,93,94)s oraz A(ga, g3, g4)s
zawiera zewnetrze trojkata A(g1,¢2,94)s z wyjatkiem odcinkéw sferycznych
(91, =93], (92, —93]s 1 [9a, —g3]s. Odcinki sferyczne [g1, —gs]s i [g2, —g3]s zawieraja
sic w kotach wielkich ¢193 i ¢g2g3 odpowiednio, dlatego tez nie moga zawierac
punktéow z G. Wytacznie odcinek sferyczny [g4, —g3]s moze zawieraé inne punkty
z G. To prowadzi nas do przypadku z Rysunku 4.11d. Jezeli g4 € A(g1, —g2, —93)s
lub A(gs, —g1, —g3)s otrzymujemy analogiczne sytuacje prowadzace do tego samego
przypadku.

(IB) Zaden z punktéw z G nie nalezy do int A(gs, —g1, —g2)sUint A(gz, —g1, —g3)sU
int A(g1, —g2, —g3)s oraz gy € A(—g1, —ga, —g3)s. Zaden z tréjkatéw o wierzchot-
kach z G nie jest zawarty w antypodycznym tréjkacie A(—gi, —g2, —93)s, gdyz
miatby on mniejsze pole powierzchni niz tréjkat A(gi, g2, g3)s. Zatem wszystkie
punkty ga,...,9, z G naleza do jednego z pétkét wielkich [g1, ga]s U [g4, —91]s,
(92, 9a]s U [94, —gals Tub [g3, 4] s U [g4, —g3]s. To prowadzi nas do sytuacji z Rysunku
4.11d.

(IT) Jedno z kot wielkich g1¢2, g2g3 lub g1g3 zawiera doktadnie trzy punkty z G.
Bez utraty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze g4 zawiera si¢ w kole wielkim gog3. Koto
wielkie ¢og3 jest podzielone przez punkty gs, —go, g3 i —g3 na cztery odcinki

sferyczne [ga, gs]s, [—92, g3]s, [92, —g3]s 1 [—g2, —gs]s, ponizsze przypadki zalezne sa
od umieszczenia punktu gy.
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(ITA) Niech g4 = —gso. Jezeli zbiér G ma tylko cztery punkty wtedy uzyskujemy
sytuacje z Rysunku 4.11b. W przeciwnym razie punkt g5 € G moze naleze¢ do
jednego z nastepujacych podzbiorow sfery.

(IIA1) Niech g5 € int A(gi, —gs,94)s. Punkt przeciecia [g3, gs]s N [g1,9a]s jest
zawarty w zbiorze G. To prowadzi nas do sytuacji z Rysunku 4.11c, gdzie koto
wielkie g1g- jest kotem wielkim [.

(ITA2) Niech g5 € A(—g1, 92, 93)s U A(—g1, =92, —g3)s (dwukat z wierzchotkami g,
i —go = g4). Koto wielkie ¢1¢s jest kotem wielkim [. Jezeli [g3, g5]s N1 € G, woéwezas
uzyskujemy sytuacje z Rysunku 4.11c. W przeciwnym wypadku prowadzi to do
sytuacji z Rysunku 4.11d.

(ITA3) Niech g5 bedzie zawarte w kole wielkim gyg3. To prowadzi do sytuacji
z Rysunku 4.11c. Jezeli koto wielkie g; g3 nie zawiera innych punktéw z G, wowczas
jedno z kot wielkich g;go lub gog3 jest naszym kotem [. W przeciwnym razie, to
koto wielkie g; g3 jest naszym kotem (.

Przypadek, gdy g4 = —g3 jest analogiczny do przypadku g4 = —go.

(IIB) Niech g4 € relint [—go, g3]s. Trojkat A(g1, g3, g4)s nie zawiera innych punktow
z GG poza wierzchotkami. Jezeli zbior G nie zawiera innych punkéw, uzyskujemy sytu-
acje z Rysunku 4.11b. W przeciwnym razie, rozwazamy jeden z czterech przypadkow.

(IIB1) Punkty g5 i g¢ naleza do odcinkéw sferycznych [g1,—g3ls 1 [g2, —g1]s-

Woéwcezas moc zbioru |G| jest réwna sze$¢ i otrzymujemy sytuacje z Rysunku 4.11e.

(IIB2) Punkt g5 € G lezy na kole wielkim ¢;¢3. To prowadzi do sytuacji z Rysunku
4.11c, gdzie koto wielkie g,g3 jest kotem wielkim .

(IIB3) Punkt g5 lezy na kole wielkim g;¢5 lub g1 g4, woéwczas otrzymujemy sytuacje
z Rysunku 4.11c gdzie koto wielkie gog3 jest kotem wielkim [. W tym przypadku
zbiér G ma doktadnie pie¢ punktow.

(IIB4) Punkt g5 jest polozony w trojkacie A(gy, —g1,—93)s lub tréjkacie
A(g2, —q1, —g3)s, ale nie na kole wielkim g;g5. To prowadzi do sytuacji z Rysunku
4.11d. Réwniez w tym przypadku zbior G jest piecioelementowy.

Przypadek, gdy punkt g, € relint [g2, —g3]s jest analogiczny do przypadku, gdy
g4 € relint [—ga, g3]5.
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(IIC) Niech g4 € relint [—ga, —g3]s. Jezeli zbiér G nie zawiera innych punktéw,
wowczas otrzymujemy sytuacje z Rysunku 4.11b. W przeciwnym razie, z faktu, ze G
ma wewnetrznie przecinajacy sie szkielet sferyczny, punkty gs, . . ., g, n = |G| naleza
do jednego ze zbioréw [ga, —g1]s, [93, —g1]s 1ub [g1, ga]s U [g4, —g1]s. Przypadki te
sa reprezentowane przez Rysunek 4.11d, gdzie koto wielkie [ jest, odpowiednio,
kotami wielkimi ¢, 92, g193 1ub g194.

(ITI) Koto wielkie gog3 zawiera dokladnie cztery punkty gs,gs, 94,95 W takiej
kolejnosci i zadne z kot wielkich g1 95 czy g193 nie zawiera doktadnie trzech punktow
z G. Te kota wielkie mogg zawiera¢ dwa, cztery lub wiecej punktow z G.

(ITTA) Szkielet sferyczny zbioru {gs, g3, g4, g5} jest réwny kotu wielkiemu gogs.

(ITIA1) Jezeli g4 = —go i g5 = —g3, woéwcezas punkt g = —g; nalezy do G. Inne
punkty G moga naleze¢ do jednego z kot wielkich gigo lub g1g3. Uzyskujemy
zatem sytuacje z Rysunku 4.11c, gdzie kotem wielkim [ jest koto wielkie g; g5 lub g1 ¢3.

(IITA2) Jezeli g4 = —g2 i g5 # —g3, wowczas koto wielkie gy g zawiera pewien punkt
gs z G inny niz g1, go lub g4. Uzyskujemy wowczas sytuacje z Rysunku 4.11c, gdzie
koto wielkie g;g- jest kotem wielkim [.

(ITTA3) Jezeli g4 # —go i g5 = —g3, wOwczas uzyskujemy sytuacje analogiczng do
poOwYyzsze]j.

(ITTA4) Niech g4 # —g2 1 g5 # —g3. Przez H(l, g) oznaczmy polsfere ktora zawiera
punkt g i posiada brzeg opisany jako koto wielkie . Analizujac obszary zakazane uzy-
skujemy, ze H(koto wielkie g2g3, g1) nie posiada innych punktéw z G. Zbiér G moze
nie posiada¢ wiecej punktéw (sytuacja z Rysunku 4.11b) lub posiadaé jeszcze jeden
punkt gg, ktory lezy na odcinku [g4, —¢1]s lub [g5, —g1]s (sytuacja z Rysunku 4.11c¢).

(ITIB) Szkielet sferyczny zbioru {gs, g3, g4, g5} jest podzbiorem wlasciwym kota
wielkiego ¢293.

(ITIB1) Jezeli zbiér G jest piecioelementowy, woéwczas uzyskujemy sytuacje
z Rysunku 4.11b.

(IIIB2) Niech punkt gg lezy na jednym z odcinkéw [go, —g1ls, (93, —01]s, [94, —91]s
lub [g5, —g1]s. Jezeli g € [g2, —g1]s lub g6 € [g3, —g1]s, wowezas punkt g4 lub gs
musi by¢ réowny, odpowiednio, —g3 lub —gs. Niezaleznie, uzyskujemy sytuacje
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z Rysunku 4.11c.

(ITIB3) Jezeli punkt gg nie nalezy do zadnego z odcinkéw wymienionych powyzej
przeciecie szkieletu sferycznego {gs, g3, g4, g5} 1 odcinka sferycznego [g1, gs]s jest
pusty. To daje nam sytuacje z Rysunku 4.11d.

(IV) Koto wielkie gogs zawiera kolejne punkty g2, g3, g4, - - -, gn, n > 5 z G i zadne
z kot wielkich g1g2 czy g193 nie zawiera doktadnie trzech lub czterech punktow z G.
Woéwezas koto wielkie gog3 jest naszym kotem wielkim [. Jezeli zachodzi |G| = n
mamy sytuacje z Rysunku 4.11b. W przeciwnym razie, |G| > n i mamy jeden
z nastepujacych przypadkow.

(IVA) Szkielet sferyczny {ga, g3, ga, - - - , gn } jest réwny kotu wielkiemu gog3. Wowczas
punkt g,.1 nalezy do jednego z odcinkéw sferycznych [g;, —g1]s, i = 4,...,n. To
prowadzi nas do sytuacji z Rysunku 4.11c.

(IVB) Szkielet sferyczny {gs,93,94,--.,9n} jest wltasciwym podzbiorem kota
wielkiego g293.

(IVB1) Jezeli punkt g, nalezy do jednego z odcinkéw [g;, —g1]s, @ = 4,...,n, to
uzyskujemy sytuacje z Rysunku 4.11c.

(IVB2) Jezeli g,,+1 nie nalezy do zadnego z odcinkéw wymienionych powyzej, woéwczas
przekroj szkieletu sferycznego {ga, g3, g4, g5} 1 odcinka sferycznego [g1, gni1]s jest
pusty. Uzyskujemy sytuacje z Rysunku 4.11d. O]

4.4. KLASYFIKACJA ZAMKNIETYCH RODZIN
GG-WIELOSCIANOW

Twierdzenie 4.3.3 w pelni charakteryzuje skonczone podzbiory G sfery jednostkowej
takie, ze rodzina zbiorow wielosciennych z wektorami normalnymi nalezacymi do G
jest zamknieta ze wzgledu na sume Minkowskiego. Jednak nieograniczone zbiory
wielo$cienne nie sg G-wielo$cianami. Okredlimy zatem w tym paragrafie, precyzyjniej
niz w Twierdzeniu 4.1.5, zbiory G takie, ze rodzina B¢ (R3) wszystkich ograniczonych
przekrojow polprzestrzeni z wektorami normalnymi nalezacymi do G jest zamknieta

ze wzgledu na sume Minkowskiego.

Twierdzenie 4.4.1. Rodzina Bg(R3) wszystkich ograniczonych przekrojéw péiprze-
strzeni z wektorami normalnymi nalezgcymi do G jest zamknieta ze wzgledu na
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sume Minkowskiego wtedy i tylko wtedy, gdy dla skonczonego zbioru G i pewnego
kota wielkiego | jeden z poniZszych warunkow (poréwnujgc z Twierdzeniem 4.5.3)
jest spetniony:

(¢) Zachodzi G\l = {g,4'}, gdzie punkty g,¢" lezq na przeciwleglych pétsferach
wyznaczonych przez koto wielkie | i punkt przeciecia | z odcinkiem sferycznym |g, ¢']s
nalezy do G. Co wiecej, G N1 nie zawiera si¢ w Zadnym potokregu.

(¢) Zachodzi G\ 1 ={g,4'}, gdzie punkty g i g’ sq antypodyczne. Co wiecej, G N1
nie zawiera sie w Zadnym potokregu.

(d) Zachodzi G\l ={g,9'}, gdzie punkty g i ¢’ lezqg na przeciwleglych pétsferach
wyznaczonych przez koto wielkie | i G NI zawiera sie w pewnym pétokrequ, ktory jest
roztgczny z odcinkiem sferycznym [g,¢'|s. Co wiecej, Zaden pdlokrag zawierajgcy
G N1 nie zawiera punktu przeciecia I N (g, ¢]s.

(e) Zachodzi G = {g1,92,---,96}, gdzie ga, 93,91 € I, g3 € [go, 9als, 91 € [93, 955
oraz gs € (g1, 96ls. Co wiecej, trojkat sferyczny A(g1, go, g3)s nie zawiera sie w trdj-
kacie sferycznym A(ga, gs, ge)s-

(c) (<) (e)

Rysunek 4.12: Cztery rodzaje wieloscianow z Twierdzenia 4.4.1

W przypadku (c) punkty g, ¢’ nie sa antypodyczne. WieloScian ze zbiorem wektorow
normalnych do Scian réwnym G jest graniastostupem $cietym (Rysunek 4.12¢), tj.
graniastostupem o nierownolegtych podstawach. Powierzchnia boczna odpowiadaja-
ca najkrotszemu z bokéw w podstawach musi by¢ réwnolegtobokiem. W przypadku
(¢) punkty g, ¢’ sa antypodyczne. Odpowiadajacy wielogcian jest graniastostupem
(Rysunek 4.12¢’), tj. suma prosta wypuklego wielokata i odcinka. W przypadku (d)
podzbiér G N1 jest zawarty w pewnym potokregu. Odpowiadajacy wielo$cian jest
klinem (Rysunek 4.12d), tj. Scietym wieloScianem z nieréwnolegltymi podstawami po-
siadajacymi wspolng krawedz. Co wiecej, zaden odcinek réwnolegty do tej krawedzi
i zawarty w tym wielodcianie nie jest dtuzszy niz ta krawedz. W przypadku (e) zbiér
G jest zawarty w trzech potokregach. Odpowiadajacy wielo$cian jest szescianem
skosnym (Rysunek 4.12¢), tj. wielocianem z szescioma czworokatnymi $cianami,

gdzie doktadnie trzy z nich sg trapezoidami.

Dowéd. 7 Twierdzenia 4.1.5 rodzina Bg(R?) jest zamknieta ze wzgledu na dodawa-
nie Minkowskiego wtedy i tylko wtedy, gdy G jest zbiorem opisanym w Twierdzeniu
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4.3.3 i przekroj rodziny potprzestrzeni wyznaczonych przez wszystkie wektory nor-
malne z G jest ograniczony. Dowolny wielo$cian o wektorach normalnych z G jest
ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy G nie zawiera sie w zadnej domknigtej pots-
ferze. Zatem przypadki z Rysunkow 4.11a i 4.11b nie sa odpowiednie. Co wiecej,
przypadki (c), (¢/) i (d) z Twierdzenia 4.3.3 posiadaja zbiér G, ktéry nie jest zawarty
w domknietej potsferze wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér (G N1) U ([g,¢']s N{) nie
jest zawarty w domknietym pétokregu. W przypadku (e) zbiér G nie jest zawarty
w domknietej polsferze wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat sferyczny A(gq, g2, g3)s nie
jest zawarty w trojkacie sferycznym A(gy, g5, g6) s- O

Wszystkie powyzsze wieloSciany sg wieloScianami monotypicznymi. Przekrdj dwoch
translacji wielo$cianu monotypicznego jest homotetyczna kopia sktadnika takiego
wieloscianu. Wtasnos¢ ta udowodnili i opisali McMullen, Schneider i Shephard
w [26]. Okazuje sie zatem, ze dodatkowa wtasnoscia wielo$cianéw monotypicznych
jest to, ze sg one jedynymi wielo$cianami wyznaczajacymi taka sie¢ GG, dla ktorej
rodzina (Bg(R3),+) jest potgrupa.



ROZDZIAEL O

BADANIE G-MINIMALNOSCI
(G-WIELOSCIANOW

Wyniki zawarte w Paragrafie 3.6 dotyczyty wytacznie G-minimalnosci G-wielokatow.
W ponizszym rozdziale poruszona zostanie kwestia G-minimalnosci G-wieloSciandw.

Wyniki zawarte w tym rozdziale sa nieopublikowanymi wczesniej, oryginalnymi
wynikami autora rozprawy.

W Paragrafie 5.1 skonstruujemy metode redukcji dowolnej pary G-wielo$cianow
wykorzystujaca metody programowania liniowego. Za jej pomocy zdefiniujemy
kryterium G-minimalnosci G-wieloScianéw. Twierdzenia te sa odpowiedzig na
pierwsze dwa pytania analogiczne do pytan postawionych na koncu Rozdziatu 2.
W tym Paragrafie wyprowadzimy réwniez algorytm uzyskiwania zbioru wszystkich

par G-minimalnych réwnowaznych danej parze G-wieloscianow.

Celem Paragrafu 5.2 jest sformutowanie algorytmu wyprowadzonego w poprzednim
paragrafie. Jest on odpowiedzig na ostatnie z trzech pytan, gdyz generuje on zbior

wszystkich par G-minimalnych réwnowaznych danej parze G-wieloscianow.

W Paragrafie 5.3 przedstawimy przyktad zastosowania algorytmu z poprzedniego
paragrafu na parze minimalnej wieloscianéw. Okazuje sie, ze para ta nie jest para
G-minimalng dla pewnej sieci G.
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5.1. METODA REDUKCJI I KRYTERIUM
G-MINIMALNOSCI G-WIELOSCIANOW

W Paragrafie 3.6 oméwilismy sytuacje dwuwymiarowa. W tym paragrafie sformutu-
jemy twierdzenia dotyczace G-minimalnosci G-wielokatéw bedacych podzbiorami
przestrzeni B(R™). Wprowadzimy metode redukeji par G-wielo$cianéw oraz wynika-

jace z niej kryterium G-minimalno$ci G-wielo$cianéw.

Lemat 5.1.1. Niech (A, B) € B4(R"™) bedzie parg G-wielo$cianéw. Mozemy zredu-
kowaé te pare do pary réwnowazinej (C, D) takiej, e h© = h* —x i hP = h® — 2
dla pewnego x € R* x > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Mgh® > Mgz i Mgh®? > Mgx

gdzie Mg jest macierzg sieci G.

Dowéd. Mozemy zredukowaé (A, B) do (C, D), jezeli wartoéci h® i hP sg whasciwe.
Wiemy z Twierdzenia 3.2.11, ze oznacza to, ze Mgh® > 01 Mch? > 0. Jezeli
h¢ = h* — 2 i hP = h® — 2, to warunki te przyjmuja posta¢ Mg(h* — 2) > 0 oraz
Ma(hP —x) > 0, czyli Mgh? > Mgz oraz Mgh®? > Mgw. O

Powyzszy lemat jest metoda redukcji G-wieloscianéw. Metoda ta prowadzi do
pary G-minimalnej, jezeli tylko wektor x zostanie zmaksymalizowany. Méwi o tym

ponizszy lemat.

Lemat 5.1.2. Niech (A, B) € B%(R™) bedzie parg G-minimalng G-wielosciandw,
a x € R¥ bedzie wektorem takim, ze x > 0. Para G-wieloscianéw (C, D), gdzie
h¢ = hA — 2, hP = h® — 2 jest G-réwnowazna parze (A, B) wtedy i tylko wtedy, gdy
x=0.

Dowdd. <) Oczywistym jest, ze gdy x = 0, woéwczas para (C, D) = (A, B), zatem
rowniez (C, D) < (A, B).

=) Zalézmy, ze para G-wieloscianéw (C, D) < (A, B), gdzie h® = h* — z, hP =
hB — x. Jezeli x; > 0 dla pewnego i € {1,2,...,k}, wowczas C C A, D C B. Para
G-wieloscianow (C, D) bytaby wowczas para zawierajaca sie i G-réwnowazng parze
G-wieloscianéw (A, B), co przeczytoby G-minimalnosci tej pary. Zatem z; < 0 dla
1=1,2,...,k. Co wraz z zatozeniem x > 0 prowadzi do x = 0. [

7 powyzszych lematéow mozemy wyciagnaé¢ pewien wniosek bedacy kryterium G-

minimalnosdci.

Twierdzenie 5.1.3 (Kryterium G-minimalnosci). Para G-wieloScianow (A, B) jest
parg G-minimalng wtedy i tylko wtedy, gdy maksymalny wektor x € Ri, taki, ze para
G-wielo$cianéw (C, D) < (A, B), gdzie h® = h* — 2, h? = hP — z, jest wektorem

ZETOWYm.
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Powyzszy wniosek pozwala zamieni¢ nam zagadnienie poszukiwania pary G-
minimalnej do zagadnienia maksymalizacji wektora x € R’j pod pewnymi wa-
runkami. Jest to zatem problem optymalizacyjny. Zdefiniujemy teraz ten problem

w jezyku programowania matematycznego.

Stwierdzenie 5.1.4. Niech x € Rf‘;. Wektor x jest maksymalny wtedy i tylko wtedy,

gdy suma Y| cix;, gdzie ¢; > 0 sq ustalone, jest maksymalna.

Dowdd. Przy statych warto$ciach ¢; > 0 zwiekszenie sumy Zle c;x; jest rowno-

znaczne ze zwickszeniem wektora . O]

Twierdzenie 5.1.5 (Metoda redukcji pary G-wieloScianéw). Niech G =
{91,92, ., g1} C S"1 bedzie sieciq, Mg macierzq tej sieci, A, B G-wielo$cianami,
wspétezynniki c; > 0 bedg ustalone. Jezeli wektor x € R¥ jest rozwigzaniem problemu

zmaksymalizowaé¢ > c;x;

przy ograniczeniach Mz < boraz x > 0

gdzie M jest macierzq ztoZong wierszowo z dwoch kopii macierzy sieci Mg, wektor
b jest ztoZony wierszowo z wektora Mah? i wektora Mch®, to para G-wieloscianéw
(C,D) taka ze h® = h* —x i h? = hP — x jest parg G-minimalng réwnowazing

i zawartg w parze (A, B).

Dowdd. Twierdzenie wynika bezposrednio z Lematow 5.1.1 i 5.1.2, Twierdzenia
5.1.3 oraz Stwierdzenia 5.1.4. [

Po sformutowaniu metody redukcji mozemy zapewnic o istnieniu pary G-minimalne;j.

Twierdzenie 5.1.6. Niech (A, B) bedzie parg G-wielosciandw. Wéwczas istnieje
para G-minimalna (C, D) € [(A, B)|e.

Dowdd. Niech para (C, D) spehia zatozenie h® = ht — x i h? = hP — z, gdzie
0 < x. Zbior rozwiazan dopuszczalnych problemu optymalizacyjnego z Twierdzenia
5.1.5 nie jest pusty. Wynika to z faktu, ze dla z = 0 spelnione sg nieréwnosci
0 < Mgh® i 0 < MghP. Ponadto tak dtugo jak 0 < z, na kazdej wspoélrzednej
warto$¢ x; jest ograniczona przez x; < min(A(—g;), B(—g;)). Jest tak dlatego, ze
gdyby x; przekroczyl te warto$¢, wéwczas przekrdj potprzestrzeni odpowiadajacy G-
wielo$cianowi C' lub D bytby pusty. Wiemy zatem, ze zbior rozwiazan dopuszczalnych
jest ograniczony, zawarty w dodatnim ortancie i niepusty. Oznacza to, ze istnieje

skonczone rozwigzanie optymalne tego zagadnienia. [
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Pytania dotyczace G-minimalnosci par

Rodziat 2. zostal zakonczony pytaniami dotyczacymi minimalnosci par. Sformu-
hijemy teraz analogiczne pytania dla rodziny G-wieloscianow i udzielimy na nie
odpowiedzi.

1. W jaki sposéb ustali¢ czy para G-wielodcianéw (A, B) jest para G-minimalna?
2. W jaki sposéb zredukowaé pare G-wieloscianéw (A, B) do pary G-minimalnej?

3. W jaki spos6b wyznaczy¢ wszystkie pary G-minimalne G-réwnowazne parze
G-wieloscianéw (A, B)?

Whiosek 5.1.3 oraz Twierdzenie 5.1.5 sa efektywng metoda odpowiedzi na pierwsze
dwa pytania. Po rozwigzaniu problemu optymalizacyjnego i uzyskaniu wyniku innego
niz wektor zerowy, wiemy ze para nie jest parg G-minimalng. Co wiecej, wiemy
ze rozwiazanie tego problemu optymalizacyjnego pozwala skonstruowaé¢ pare G-
minimalna réwnowazng danej. Niemniej aby dla danej pary G-wielodcianéw (A, B)
uzyska¢ pelna metode redukceji tej pary do pary G-minimalnej G-wielo$ciandéw
musimy poznaé sposob na uzyskanie macierzy sieci Mg oraz na maksymalizacje
wektora x.

Macierz sieci Mg

Macierz sieci G dla G = {g1,92,...,9x} C S"! mozemy wygenerowa¢ w naste-
pujacy sposob. Rozwazamy wszystkie, co najwyzej n + 1-elementowe, podzbiory
sieci sktadajace sie z afinicznie niezaleznych G-wektoréw. Nastepnie dla takiego
l-elementowego podzbioru, gdzie [ < n + 1 wyznaczamy takie wspotczynniki a;;,
ze Xl: a;g; = 0, gdzie Xl: a; = 1. Uzyskujemy zatem uklad réwnosci posiadajacy
co ]nz;jwyZej jedno rolezvijayzanie. Wspoétezynniki o; wpisujemy do jednego wiersza
macierzy Mg w taki sposob, aby «; bylo w kolumnie o indeksie i, gdzie ¢ jest
indeksem g; w sieci G. Pozostale kolumny uzupetiamy zerami. Postepujac tak dla
wszystkich co najwyzej (n + 1)-elementowych kombinacji afinicznie niezaleznych
G-wektoréw uzyskujemy macierz M. Aby macierz M byla G-macierza musimy
usuna¢ z niej wszystkie powtarzajace sie wiersze oraz te wiersze, w ktorych znajduje
sie wiecej niz jeden ujemny wspotczynnik. W ten sposodb uzyskujemy macierz Mg,
ktora jest jedyna z doktadnoscig do kolejnosci wierszy. Pozostaje zatem kwestia
maksymalizacji wektora z € R¥.

Maksymalizacja wektora z

Ze wzgledu na postac¢ naszego problemu mozemy wykorzystaé¢ szeroko opisywana
w literaturze [7,24,39] metode algorytmu simpleksowego, zwana tez metoda sym-
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pleks. Metoda ta sprawdza si¢ dla probleméw optymalizacyjnych takiej postaci jak
w Twierdzeniu 5.1.5, czyli maksymalizacja funkcji celu > ¢;x; przy ograniczeniach
Ax < b, x > 0. Wowcezas w wyniku dziatania takiego algorytmu otrzymujemy zmak-
symalizowany wektor x bedacy wierzchotkiem zbioru rozwigzan dopuszczalnych,
a dla ¢; > 0 wierzchotkiem zbioru rozwigzan optymalnych bedacych podzbiorem
zbioru rozwiazan dopuszczalnych. Jest to jednak tylko jedno z rozwiazan, zatem nie
odpowiada to na ostatnie pytanie.

Zbiér wszystkich par G-minimalnych

W celu sformutowania metody znalezienia wszystkich par G-minimalnych réwno-
waznych danej parze (A, B) rozwazymy pewne modyfikacje postawionego problemu.
Zauwazmy, ze zbior rozwiazan dopuszczalnych jest wieloScianem wypuklym. Jako
wieloscian wypukty jest przekrojem skonczonej liczby poétprzestrzeni. Potprzestrzenie
te generowane sg poprzez macierz Mg ze wzgledu na to, ze ograniczenia w problemie
optymalizacyjnym sg postaci Mgr < Mgh dla odpowiedniego wektora h. Oznacza
to, ze kazda potprzestrzen opisana jest wzorem i o < ajihi. Metoda simpleks
zwraca nam zawsze jeden z wierzchotkéw zbioﬁl rozwiazan dopuszczalnych. Co
wiecej jest to ten wierzchotek, ktory jest podpierany przez funkcje podparcia
wektora wag. Wiedzac, ze zbidr rozwiazan jest podzbiorem przestrzeni R¥, wiemy
ze kazdy wierzchotek jest przekrojem co najmniej k polprzestrzeni. Co wiecej,
jezeli wierzchotek jest przekrojem wiecej niz k potprzestrzeni, to da sie z nich
wybra¢ dokladnie k potprzestrzeni tak, aby ten wierzchotek byt przekrojem
hiperptaszczyzn bedacych brzegiem tych potprzestrzeni. Jezeli rozwazymy teraz
wspotczynniki tych potprzestrzeni ay; i ich $rednig po wspotrzednej j, to uzyskamy
hiperptaszczyzne, ktorej wspotezynniki mozemy uzy¢ jako wektora wag. Wowcezas
funkcja podparcia wektora bedacego tymi wspotczynnikami bedzie podpieraé
zbior rozwiazan dopuszczalnych doktadnie w tym wierzchotku. Oznacza to, ze
rozpatrujac wszystkie takie wektory wag w metodzie simpleks wygenerujemy
wszystkie rozwigzania bedace wierzchotkami zbioru rozwigzan dopuszczalnych.

Istniejg jednak dwa problemy takiego podejscia. Po pierwsze, w praktycznym zasto-
sowaniu musieliby$my wiedzie¢, ktore doktadnie hiperptaszczyzny tworza wierzchotki
zbioru dopuszczalnych rozwigzan. Wyjsciem z tej sytuacji jest rozwazenie wszyst-
kich mozliwych k-elementowych zbioréw péiprzestrzeni wybranych ze wszystkich
potprzestrzeni. Nie otrzymamy wowczas wytacznie wierzchotkéw jako przekrojow
hiperptaszczyzn, gdyz dla niektorych z tych zbioréw hiperptaszczyzny zawartych
w nim k péiprzestrzeni nie przecinaja sie w jednym punkcie. Jednak metoda sim-
pleks zwrdci nam wytacznie wierzchotki zbioru rozwiazan dopuszczalnych. Niestety
generuje to drugi problem. Otrzymane w ten sposob wierzchotki, ze wzgledu na
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brak warunkoéw na c;, nie muszag by¢ wierzchotkami zbioru rozwigzan optymalnych,
czyli pary uzyskane przy pomocy tych rozwigzan nie musza by¢ wcale parami
G-minimalnymi. Wystarczy jednak dla otrzymanego rozwiazania x rozwazy¢ pare
(C,D), taka ze h® = h* — 2 i h? = hP — 2 i zredukowa¢ ja. Dla wektora wag
ztozonego z samych jedynek uzyskamy za pomoca metody simpleks pewne rozwia-
zanie maksymalne z’. Jezeli bedzie to wektor zerowy, wéwezas para (C, D) jest para
G-minimalna réwnowazng parze (A, B), w jakimkolwiek innym przypadku para ta

nie jest parg G-minimalng.

Pary G-minimalne nie zawierajace sie w (A, B)

W opisany powyzej sposoéb uzyskamy wszystkie pary G-minimalne réwnowazne
danej parze G-wieloscianéw (A, B) spelniajace dwa warunki. Pierwszym z nich
jest zawieranie sie tych par w parze (A, B). Naszym celem jest jednak znalezienie
wszystkich par G-minimalnych réwnowaznych do (A, B), réwniez tych, ktore nie
zawieraja sie w parze (A, B). Aby znalez¢ rowniez te pary mozemy skorzystaé z faktu,
ze zbidr rozwiagzan optymalnych jest zbiorem sp6jnym. Rozwazmy zatem zbiér par G-
minimalnych réwnowaznych i zawierajacych sie w parze (A, B') = (A —?— J, B —?— J),
gdzie J jest zbiorem, ktérego Hg-reprezentacja jest wektorem jedynek. Para (A, B)
jest rownowazna parze (A’, B') i zawarta w niej. Dlatego tez, jezeli istniataby para G-
minimalna réwnowazna i nie zawierajaca si¢ w parze (A, B), to zbiér rozwiazan dla
(A’, B') powinien rézni¢ si¢ znaczaco od zbioru rozwiazan dla pary (A, B). Wiemy,
ze kazde rozwigzanie powinno by¢ powigkszone o wektor jedynek w stosunku do
rozwigzania dla pary (A, B). Wartosci liczbowe beda zatem istotnie rézne, jednak
otrzymane pary (C, D) dla rozwiazania = pary (A, B) i (C’, D’) dla rozwiazania z’
dla pary (A, B) powinny by¢ poréwnywalne. Reprezentacje tych par moga réznié sie
jednak ze wzgledu na fakt, ze pary otrzymane z dwoch rozwigzan moga by¢ swoimi
translacjami. Aby sprawdzi¢ czy dwie Hg-reprezentacje par (h€, hP) i (¢, hP") sa
swoimi translacjami nalezy rozwazy¢ wektory h¢ — hY oraz h” — hP’, a nastepnie
sprawdzi¢ czy takie wektory sa taka sama kombinacja wektorow h%, gdzie {e;} jest
zbiorem jednopunktowym takim, ze na i-tej wspotrzednej tego punktu wystepuje
1, a na pozostatych wspotrzednych wystepuje 0. Jezeli dwie otrzymane pary za
pomoca réoznych rozwigzan sg swoimi translacjami, to takie rozwigzania bedziemy
ze soba utozsamiaé. Jezeli zbiory rozwiazan nie réznia sie dla (A, B) i (A’, B’) po
takim utozsamieniu, oznacza to, ze nie istnieje para G-minimalna rownowazna parze
(A, B), ale nie zawarta w niej. Gdyby jednak zbiory r6znily sie, nalezy dodawaé
wektor jedynek tak dtugo, az dla dwoch kolejnych takich par zbior rozwigzan nie

bedzie sie roznit w znaczacy sposob.
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Pary G-minimalne nie uzyskane za pomoca metody

simpleks

Drugim warunkiem, ktory spetniajg pary otrzymane za pomocg algorytmu simplek-
sowego jest fakt, ze sa one jedynie wierzchotkami zbioru rozwigzan optymalnych,
czyli par G-minimalnych. Aby ustali¢ wszystkie pary G-minimalne nalezy sprawdzi¢
wszystkie podzbiory par uzyskanych za pomoca metody simpleks. Jezeli Srednia aryt-
metyczna par z takiego podzbioru jest rowniez para G-minimalna, co sprawdzamy
poprzez sprawdzenie jej G-minimalnosci dla wektora wag ztozonego z samych jedy-
nek, wowczas wszystkie kombinacje liniowe par z tego podzbioru rowniez sa parami
G-minimalnymi. Postepujac tak dla wszystkich podzbioréw otrzymanych wierz-
chotkéw jestesmy w stanie ustali¢ wszystkie pary G-minimalne nalezace do zbioru
rozwigzan optymalnych. Metoda ta pozwala za pomoca zbioru wierzchotkéw zbioru
rozwigzan optymalnych ustali¢ caly zbior rozwigzan optymalnych, czyli w naszym
przypadku zbiér par G-minimalnych réwnowaznych parze (A, B), ktéry oznaczamy
przez Ming(A, B). Jest to metoda odpowiadajaca na trzecie z postawionych pytan.

5.2. ALGORYTM UZYSKIWANIA ZBIORU PAR
(G-MINIMALNYCH

Ponizszy algorytm jest streszczeniem rozumowania z poprzedniego paragrafu i jest
efektywna metoda ustalenia zbioru Ming(A, B) wszystkich par G-minimalnych
réwnowaznych do danej pary G-wieloscianéw (A, B).

Twierdzenie 5.2.1. Niech G = {g1, 9o, ..., gr} bedzie siecig oraz niech (A, B) be-
dzie parg G-wielosciandw o Hg-reprezentacjach h™ i hB. Ponizszy algorytm generuje
zbiér Ming (A, B) wszystkich par G-minimalnych w klasie [(A, B)]c.

1. Wyliczenie macierzy Mc.

2. Wyznaczenie zbioru wag {c',c?,...,c}, gdzie ¢ = (c{ A, ... ,c,i)
3. Redukcja pary (A, B) za pomocg metody simpleksowej do pary (C7, D7) dla
kaidej z wag ¢’.

4. Sprawdzenie czy para (C7, D7) jest G-minimalna za pomocg metody simplek-

sowej z jedynkowym wektorem wag.

5. Dolgczenie pary (C?, D7) do zbioru rozwigzan Ming(A, B), jezeli jest parg
G-minimalng @ nie jest translacjq ktorejkolwiek z par nalezgcych juz do zbioru

Ming<A, B) .
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6. Powiekszenie pary z punktu 3. poprzez dodanie G-wielo$cianu J uzyskujgc
e} e}
pare (A", B")=(A+ J,B+ J).

7. Powtdrzenie punktow 3. - 5. tworzgc nowy zbior rozwigzan Ming(A’, B') dla
pary z punktu 6.

8. Powtorzenie punktow 6. - 7. az do uzyskania rownosci, co do translacji par,
€ a
zbioréw Ming(A', B') i Ming(A" + J, B" + J) oraz przyjecie Ming(A, B) =
Ming<A,, B/)

9. Uzupelnienie zbioru Ming(A, B) o pary G-minimalne bedgce kombinacjami

liniowymi par znajdujgcych sie juz w Ming(A, B).

Zbiér wszystkich par G-minimalnych rownowaznych danej parze G-wieloScianow
(A, B) moze by¢ rozwazany jako zbiér w przestrzeni k-wymiarowej ze wzgledu
na utozsamienie kazdej pary G-minimalnej (C, D) z wektorem z € RF gdzie
h¢ = hA — x oraz h? = hP® — z. Zbiér ten moze nie byé zbiorem wypuklym, co
obrazuje przyktad 5.3.1 bedacy przedstawieniem pelnego algorytmu uzyskiwania
zbioru par G-minimalnych zaczynajac od sieci G i pary (4, B).

5.3. PRZYKELAD ZBIORU PAR (G-MINIMALNYCH

W tym paragrafie przedstawimy przyktad zastosowania algorytmu z poprzedniego

paragrafu na parze minimalnej, ktora nie jest parg G-minimalng.

Przyktad 5.3.1. Niech G = {(¢,t,1), (—t,t,t), (t, —t,t), (¢, t,—t), (—t, —t, 1),
(—t,t,—t), (t,—t,—t), (—t,—t,—t)} C S?, gdzie t = ?, bedzie siecia. Niech (A, B)
bedzie parg G-wieloécianéw z Hg-reprezentacjami h = (3,1,1,1,1,1,1,1) oraz
h® = (1,1,1,1,1,1,1,3). Zbiory te sa widoczne na Rysunku 5.1. Para ta jest
parg minimalng, co wynika z wtasnosci rownowaznosci par zbiorow podparcia
(A(x), B(x)) ~ (C(x), D(x)) dla réwnowaznych par (A, B) ~ (C, D) i odpowiedniej
struktury tych zbioréw. Jednak mimo minimalnosci tej pary, dla tak ustalonej sieci
G, nie jest to para G-minimalna. Przesledzmy algorytm znalezienia wszystkich par
G-minimalnych réwnowaznych parze (A, B).

1. Kazda czworka G-wektoréw z sieci G bedaca kombinacja afiniczna wektora
zerowego dostarcza nam wiersz do macierzy sieci ztozony ze wspotezynnikéow tej
kombinacji, o ile posiada co najwyzej jeden ujemny wspotczynnik. Uzyskujemy

w ten sposob macierz sieci G.
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13 r b 0 0 0 0
o 0o 2 o o I o0 o0
o ¢4 0 0 0 0 i 0
10 0 0 0 0 0 3
o 0o o0 4+ L 0 0 0
bo-b 0 0 F b0 o0
o |3V 0
3 0 0 — 0 5 5 0
0 0 0 1 1+ 1 0
o 3+ + 1 0 0 0 3
o 4+ L 0o -1 o0 o 1
0 3 0 5 0 —3 0 3
o o0 3 5 0 0 -1 2
(00 0 0 3 3 3 -—g

2. Sumujemy kazdy 8-elementowy podzbiér zbioru ztozonego z wierszy macierzy
Mg uzyskujac w ten sposob wektory wagowe ¢/. Otrzymujemy w ten sposob (184>
wektoréw, czyli 3003 wektory, z czego 851 z nich jest unikalnych. Przedstawimy

pierwsze cztery z nich.

1 T

¢ [ 15 05 05 05 15 15 15 05 ]
¢ [ 125 05 05 1 175 1.25 125 05 |
¢ =1 1 07 075 125 15 1 1 075 |7
A (1 1 1 1 1 1 1 1 [

2 T

3. Dokonujemy dla kazdej z 851 wag ¢ redukcji metoda simpleksowa uzyskujac
rozwigzania x’. Maksymalizujemy funkcje Y. c/z! przy ograniczeniach Mgaz? <
i=1

Mah?, Max? < Mah®, 27 > 0. Oto rozwiazania dla pierwszych czterech wektorow
Q P Y

wagowych.
! [ 31110000
¥ = [ 00001113
¥ = [ 00001113
x? (31110000

Uzyskujemy w ten sposob tylko 15 unikalnych rozwigzan 27. Przeindeksujemy je
zatem zaczynajac od jedynki.
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4. Metoda simpleksowa przeprowadzona dla par (C7, D7) takich, ze h%’ = h# — 27
oraz h?’ = hP — 27 przy wektorze wag ztozonym z samych jedynek wskazata, ze

wszystkie powyzsze rozwiazania generuja pary G-minimalne.

5. Odrzucenie tych rozwigzan, dla ktérych para (C?, D7) byla translacja
pewnej pary ze zbioru {(C', D'),(C?% D?),...,(C771, Di71)} sprawilo, ze
Ming(A, B) = {(C*t, DY), (C*, D%),(C53, D?), (C8, D?®), (C'®, D'*)}.

6. Powiekszamy pare (A, B), do pary (A’,B’), ktérych Hg-reprezentacje to
WA =(4,2,2,2,2,2,2,2) oraz h? = (2,2,2,2,2,2,2,4).

7. Powtérzenie punktow 3.-5. dla pary (A, B') generuje dokladnie ten sam zbiér
Ming(A’, B') = {(C*, DY), (C*, D%), (C®, D%),(C®, D®), (C135, D'5)}.

8. Ze wzgledu na réwnos¢ zbioréw Ming(A', B') = Ming(A, B) nie musimy

powtarzaé¢ zadnego punktu.

9. Zbadanie G-minimalno$ci par bedacych $rednig par z podzbioréw zbioru
{(C*, DY), (C*, DY), (C3, D?), (C®, D®), (C'S, D'*)} wykazalo, ze nastepujace pary
sa G-minimalne: (aC' + (1 —a)C* aD'+ (1 —a)D*), (aC* + (1 —a)C® aD' + (1 —
a)D?), (aCt'+(1—a)C?, aD'+(1—a)D?), (aC*+(1—a)C¥, aD'+(1—a) D), gdzie
a € [0,1]. Stad odcinki taczace pare (C, D) z parami (C*, D*), (C%, D?), (C®, D?®)
i (C'5, D) sa odcinkami zawierajacymi pary G-minimalne. Zbiér wszystkich par
G-minimalnych réwnowaznych parze (A, B) jest zatem suma mnogosciowa czterech
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odcinkéw o jednym wspélnym koncu bedacym para (C*, D).

Wektory wagowe, dla ktérych uzyskano rozwigzania zt, 2%, 2°, 2% oraz x'°, to
! [ 1.5 05 05 05 1.5 15 15 05 |F
A =17 05 1 2 05 05 2 1 05 |7
A% =105 2 1 05 05 1 2 05 T
¢t [ 05 05 1 2 2 1 05 05 |F
346 [ 225 05 05 0.5 075 075 0.75 2 |F

Zbiér wszystkich par G-minimalnych nie musi by¢ suma mnogosciowa odcinkow.
Autor zastosowal powyzszy algorytm dla innych par G-wieloScianéw, przy tej samej
sieci GG, uzyskujac zbior par G-minimalnych bedacy szesciokatem, jak réwniez zbior
bedacy suma mnogosciowa trojkata i odcinka. Ze wzgledu na niemal identyczny
schemat dziatania w tych przypadkach, nie bedziemy przedstawiaé¢ ich jako osobne
przyktady:.

Na Rysunku 5.1 przedstawiono kolorem czarnym G-wielo$ciany A i B, natomiast

kolorem zielonym zawierajace si¢ w nich zbiory z par G-minimalnych, odpowiednio
C" C Aoraz D' C B.
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NN
NN

hA = (3,1,1,1,1,1,1,1)

NN
XN

h¢" =(0,0,0,0,1,1,1,1)

NN
NN

4

hC* = (1,1,-1,1,1,1,1,1)

BB =(1,1,1,1,1,1,1,3)

hP' = (-2,0,0,0,1,1,1,3)

AP = (-1,1,-1,1,1,1,1,3)
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N
NN

5

K =(1,-1,1,1,1,1,1,1) AP’ =(-1,-1,1,1,1,1,1,3)

NN
AV

K =(1,1,1,-1,1,1,1,1)  hP"=(-1,1,1,-1,1,1,1,3)

NN
RVAN

he” =(1,1,1,1,1,1,1,-1) AP =(-1,1,1,1,1,1,1,1)

Rysunek 5.1: Para G-wieloscianéw (A, B) i rbwnowazne jej pary G-minimalne



RoOzZDZIAL O

Z/ASTOSOWANIA

W niniejszym krotkim rozdziale wskazemy, jak mozemy wykorzysta¢ G-minimalnosé
G-wieloscianow w kontekscie ich minimalnosci. W dalszej czesci rozdziatu przedsta-
wione zostang zastosowania przestrzeni Minkowskiego—Radstroma—Hormandera, jak
rowniez zagadnienia poszukiwania par minimalnych. Nastepnie opiszemy zwiazek
pomiedzy tymi zagadnieniami a rodzing G-wieloscianéw oraz wskazemy dalsze
mozliwe kierunki badan w tematyce G-wieloscianow.

Paragraf 6.1 po$wiecimy udowodnionym do tej pory przez autora rozprawy

zwigzkom miedzy G-minimalnosciag G-wieloscianéw i ich minimalnoscig.

W Paragrafie 6.2 wskazemy mozliwe zastosowania G-wieloscianow, jak rowniez
zagadnienia, ktore warto poddaé¢ dalszym badaniom.

6.1. ZWIAZEK MIEDZY PARAMI
MINIMALNYMI I G-MINIMALNYMI

W ponizszym paragrafie opiszemy metody wykorzystywania par wielo$cianéow jako
G-wielo$cianéw do ustalenia minimalnosci tychze par. Ogélne warunki konieczne
i dostateczne wydaja sie by¢ nietrywialne i beda przedmiotem dalszych badan. Jeste-
smy jednak w stanie juz na tym etapie wskazac twierdzenia, ktére dla odpowiedniej
struktury sieci G wskazuje jak G-minimalnosé wptywa na minimalnosé pary (A, B).
Wszystkie G-wielosciany A i B w tym paragrafie sa G-wieloscianami o niepustym
wnetrzu.

Definicja 6.1.1. Wektor w(a) € S? nazywamy wektorem wierzcholka a wieloécianu
A, jezeli {a} = {z € R? | (z,w(a)) = max,eca(y, w(a))}.
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Ponizszy lemat wskazuje na zwiazek miedzy réwnowaznoscig par, a G-

rownowaznoscia ich G-powtok wypuktych, gdy jedna z par jest parg G-wielosciandw.

Lemat 6.1.2. Niech G = {g1, 9o, ..., g1} C S? bedzie siecig oraz niech (A, B) bedzie
parg G-wieloSciandw. Jezeli para wielo$ciandw (C, D) spetnia (C, D) ~ (A, B), to
(coa(C), cog(D)) & (A, B).

Dowdd. Zatézmy, na potrzeby dowodu nie wprost, ze (A, B) ~ (C, D), ale (A, B) g
(cog(C),coq(D)). Zachodzi zatem A+ D =B+ CiA —Cf— cog(D) # B —Ci;— cog(C).
Istotna obserwacja jest fakt, ze dowolny wieloscian X mozemy zapisaé jako X = {x €
R3 | (z,y) < hx(y),y € S?}. Wowezas cog(X) = {z € R3 | (x,y) < hx(y),y € G}.
Jezeli A+ D = B+ C, to harp(y) = hpic(y) dla y € S Z wlasnosci funkcji
podparcia mamy zatem ha(y) + hp(y) = hg(y) + he(y) dla y € S Jednak

G

G C S? zatem ha(y) + hp(y) = hp(y) + he(y) dla y € G. Jednak skoro A +
¢

cog(D) # B + cog(C), to istnieje przynajmniej jeden kierunek g € G taki, ze

ha(g) + hp(g) # hi(g) + he(g). Sprzecznosé. O

W ponizszym twierdzeniu formutujemy warunek, jaki musi spetniaé¢ sie¢ G, aby

para G-minimalna byta para minimalna.

Twierdzenie 6.1.3. Niech G = {g1, go, - - ., gr} C S? bedzie siecig oraz niech (A, B)
bedzie parg G-wielosSciandow. Jezeli sieé G zawiera w(a) dla kazdego wierzchotka a

G-wieloscianu A i para (A, B) jest G-minimalna, to para (A, B) jest parg minimalng.

Dowdd. Zatbézmy, ze sie¢ G zawiera w(a) dla kazdego wierzchotka a G-wielo$cianu A,
para (A, B) jest G-minimalna, ale nie jest minimalna. Oznacza to, ze istnieje para
(C,D) ~ (A,B) taka ze C C A1 D C B. Wiemy z Lematu 6.1.2, ze wowczas para
(cog(C), coq(D)) < (A, B). Para (A, B) jest jednak G-minimalna, a jednoczes$nie
jest para G-wieloscianéw, stad cog(C) = A i cog(D) = B. Stad hc(g) = ha(g)
i hp(g) = hp(g) dla kazdego g € G. Wiemy jednak, ze w(a) € G dla kazdego
wierzchotka a. Dlatego ho(w(a)) = ha(w(a)), czyli zbiér C' musi zawieraé wszystkie
wierzchotki zbioru A. Zatem C' = Ai A+D = B+C, czyli D = B. A to z dowolnosci
pary (C, D) oznacza, ze (A, B) jest para minimalna. Sprzeczno$¢. O

Nie jest prawda, ze para minimalna bedzie G-minimalna dla kazdej sieci G' zawiera-
jacej wektor kazdego wierzchotka wieloScianu A. Ponizsze twierdzenie gwarantuje
nam jednak, ze powiekszanie sieci G w powyzszym twierdzeniu nie zmienia jego

prawdziwosci.

Twierdzenie 6.1.4. Niech G = {q1,92,...,9r} bedzie siecig i niech (A, B) bedzie
parg G-wieloSciandw. Jezeli G zawiera wektory w(a) dla kazdego wierzcholka a
G-wieloScianu A oraz para (A, B) jest parg G-minimalng, to jest réwnieZ parq
G’-minimalng, gdzie G' = G U {go}.
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Dowdd. Zalézmy na potrzeby dowodu nie wprost, ze para (A, B) jest para G-
minimalng i nie jest para G’-minimalna. Skoro para (A, B) nie jest G’-minimalna, to
istnieje para (C, D) G’-minimalna i G’-réwnowazna parze (A, B). Wiemy, ze skoro
A ETVI—I D=20B fL/ C, to cogr(A+ D) = coer(A+ D). Oznacza to, ze Heg-reprezentacje
spehiaja h4 + h? = h® + hC. Jednak réwnosé tych reprezentacji implikuje réwniez
rownosé Hg-reprezentacji. Zatem (A, B) £ (C, D), co wraz z G-minimalnoscia pary
(A, B) oznacza, ze (A, B) = (C, D). O

Za pomoca powyzszych twierdzen mozna udowodni¢ minimalno$é pary (A, B)
z Przyktadu 5.3.1. Gdy do sieci G z tego przyktadu dodamy zbiér szeéciu wektorow
odpowiadajgcy Scianom sze$cianu tworzac sie¢ G', woéwcezas spelnione sg zatozenia
Twierdzenia 6.1.3 1 para (A, B) jest G’-minimalna.

Ponizsze stwierdzenie pozwala za pomoca niektérych par G-minimalnych zaprzeczy¢

minimalnosci rownowaznych im par.

Stwierdzenie 6.1.5. Niech G = {g1,92,...,9:} C S? bedzie sieciq oraz niech
(A, B) bedzie parqg G-wielo$ciandw. Jezeli (A, B) posiada réwnowazng pare G-
minimalng (C, D) C (A, B) takg, Z2e A+ D i B+ C sq¢ G-wieloScianami, to para
(A, B) nie jest minimalna.

Dowdd. Jezeli A+ D i B+ C sa G-wieloScianami, to cog(A+ D) = A+ D oraz
cog(B + C) = B+ C. Jednak skoro (4, B) < (C, D), to A+ D = cog(A + D) =
cog(B+C) = B+C, czyli (A, B) ~ (C, D), czyli para (A, B) nie jest minimalna. [

Uwaga 6.1.6. Para G-minimalna (C, D) z powyzszego stwierdzenia nie musi by¢
para minimalna. Jest jednak para réwnowazna i zawarta w parze (A, B), co przeczy
minimalnodci (A, B).

6.2. INNE ZASTOSOWANIA

Celem ponizszego paragrafu jest wskazanie mozliwych zastosowan G-wieloscianéw

i wskazanie dalszych mozliwych kierunkéw badan.

Pary zbioréw niepustych, zwartych i wypuktych, jak i przestrzen Minkowskiego—
Radstroma-Hormandera zyskaly na popularnosci po opublikowaniu prac [8, 9]
przez Demyanova i Rubinova dotyczacych rachunku quasirézniczkowego, ktory
jest uogolnieniem klasycznego rachunku rézniczkowego. Wiele wystepujacych
w praktycznych zagadnieniach funkcji nierézniczkowalnych jest funkcjami quasir6z-
niczkowalnymi. Funkcje te mozemy opisaé¢ za pomocg quasirézniczki D f = (9f, af),
czyli pary zbiorow zwartych i wypuktych w przestrzeni dualnej. Jednak kazda para
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jej rownowazna jest quasirdzniczks tej samej funkcji. Mozemy zatem powiedzieé, ze
quasirézniczka funkeji f jest klasa [(9f, 9f)]~. Istotnym zagadnieniem jest wowczas
wskazanie minimalnego reprezentanta wewnatrz takiej klasy. Chociaz otrzymano
juz wiele wynikéw, na przyktad [12-14,17,29], nadal w tej kwestii pozostaja pewne
otwarte pytania, m.in takie jak zawarte na koncu Rozdziatu 2.

W wielu zagadnieniach praktycznych istotng role odgrywaja takie funkcje, ktére da
sie reprezentowac jako réznice dwoch funkeji o okreslonych wtasnosciach. Klase
funkcji o wartosciach rzeczywistych okreslonych na przestrzeni lokalnie wypuktej
X bedacych réznica dwoch funkeji wypuktych oznaczamy symbolem DC(X),
natomiast funkcje nalezace do tej klasy nazywamy dc-funkcjami. Funkcje te
opisywane byly przez wielu autoréw, m. in. [2,3,10,42]. Jezeli funkcje f =p — ¢
nalezaca do klasy DC' uzupelimy o subliniowos¢ funkcji p i g, wowczas taka
funkcje nazywamy ds-funkcja, a klase tych funkcji oznaczamy symbolem DCH (X).
Wskazanie dla danej ds-funkcji f funkcji p i ¢ nie jest problemem z jednoznaczna
odpowiedzia, poniewaz f =p—q = (p+7r) — (¢ + r). Zatem sformutowaé mozna
problem znalezienia minimalnych funkcji subliniowych p i ¢ takich, ze ds-funkcja f
jest ich réznicg. Problem ten jest réwnowazny znalezieniu minimalnej quasirézniczki
ds-funkgji f, czego dotyczy praca [16]

W praktycznym zastosowaniu znajdowanie pary minimalnej jest jednak skompliko-
wanym zagadnieniem. Wskazanie metody pozwalajacej obliczy¢ pare minimalng
réwnowazna dowolnej parze (A, B) dla sytuacji innych niz A, B C B(R?) wciaz
jest problemem otwartym. Obliczenia numeryczne, ktére pozwalaja wyznaczy¢
pare minimalng zbioréw dwuwymiarowych uzywane w algorytmach opisanych
np. w [37,41] korzystaja z obliczen na wielokatach. W zwiazku z tym mozemy
rozpatrywaé je réwniez jako G-wielokaty. Pozwala to sadzi¢, ze algorytmy
pozwalajace na wskazanie par minimalnych w wyzszych wymiarach najpewniej
rowniez beda korzystaé¢ z obliczen numerycznych wymuszajacych skonczong liczbe
Scian, zatem korzystajacych z teorii G-wielo$cianow.

Bezposrednim zastosowaniem G-wielosciandéw, jako wielosciandéw o ustalonych
kierunkach scian, jest krystalografia. Wynika to z faktu, ze Sciany monokrysztatéw
sa rownolegte do pewnego skonczonego zbioru plaszczyzn zaleznego od sieci
krystalicznej tych krysztatéw. W pracach [19-21] zostal wprowadzony i opisany
model wzrostu krysztatow wykorzystujacy m.in. sume Minkowskiego wieloscianow
o ustalonych kierunkach scian. Rozwdj teorii G-wielo$cianéw moze by¢ zatem
uzyteczny w poszerzeniu ich zastosowan w krystalografii.
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Korzystajac z powyzszego modelu mozemy opisa¢ monokrysztatl mieszaniny 95%
siarczanu glinowo-potasowego KAI(SOy), oraz 5% siarczanu chromowo-potasowego
KCr(SOy4)2. Monokrysztal ten posiada osmioscienng teoretyczna stukture kry-
staliczng, zatem bedaca G-wieloscianem dla osSmioelementowej sieci G opisanej
w Przyktadzie 5.3.1. Nie jest to jednak sie¢ rozwazana w Twierdzeniu 4.4.1 dlatego
potencjalnie mozliwe przy wzroscie tego krysztatu sa nowe kierunki scian. Na
zataczonym zdjeciu (Rysunek 6.1) zauwazy¢ mozemy, ze otrzymany w ten sposob
krysztal rzeczywiscie podczas wzrostu nie jest idealnym o$mioscianem i zauwazy¢

mozna niewielkie nowe Sciany.

/
k f

Rysunek 6.1: Monokrysztat bedacy wynikiem trzymiesiecznego wzrostu w mieszani-
nie 95% KAI(SOy), oraz 5% KCr(SOy)s.

Autor: Maxim Bilovitskiy [CC BY-SA 4.0]

Zrédto: commons. wikimedia.org/wiki/File:Purple_crystal. JPG

Teoria G-wieloscianow nie jest tylko narzedziem pozwalajacym odpowiedzie¢ na
problemy wynikajace z innych rozwazan, lecz roéwniez pozwala zastanowi¢ sie nad
wynikajacymi z niej nowymi kwestiami. Warunek posiadania ustalonych kierunkéw
Scian i wlasnoéci z tego wynikajace byly juz opisane chociazby przez Aleksandrowa
w ksiazce [1]. Istotnym zagadnieniem jest zatem rozwazanie G-wielo$cianéw wraz
z dzialaniem G-sumy Minkowskiego, jak réwniez relacji rownowaznosci < wraz
z otrzymanymi dzieki niej klasami rownowaznosci. Te kwestie nie zostaly jeszcze
gruntownie przebadane poza niniejsza rozprawa i rodza wiele dalszych tematéw
badan. Warte rozwazenia sa chociazby takie podrodziny funkcji, ktére powiaza-
ne s3 z G-wieloscianami dla ustalonej sieci G. Mozemy w ten sposéb stworzy¢
podrodzine funkcji quasirézniczkowalnych f takich, ze quasirézniczka tych funkcji
[(Of, 67f)]g jest klasg réwnowaznosci relacji <. Ze wzgledu na zwigzek quasirdznicz-
ki z ds-funkcjami mozna réwniez rozwazy¢ analogiczng podrodzine ds-funkcji, dla

ktorych subrozniczka i superrozniczka sa G-wieloscianami. Pojecia G-minimalno$ci
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czy G-powloki wypuktlej, cho¢ opisane w niniejszej rozprawie, takze pozostaja
materiatem do dalszych badan. Istnieje wiele wtasnosci i twierdzen dotyczacych
minimalnosci i powtoki wypuktej, ktorych prawdziwosé lub analogiczna wersja dla

ich G-odpowiednikéw jest nadal kwestig nierozstrzygnieta.
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