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Abstract

The Ph.D. dissertation is dedicated to approximation of the discrepancy betwe-
en two probability distributions with different covariance matrices, expressed by the
entropy or quadratic loss function. Doubly multivariate models that allow for the
analysis of data with two sources of variability, for example, when several charac-
teristics are observed repeatedly in time, are considered. The natural dependency
structure is then Kronecker product of two symmetric positive definite matrices.
The study also considers cases, where one component has additional structure of

a compound symmetry matrix or a first-order autoregression process.

The algorithms for determination of the minimum of the respective discrepancy
function are applied in simulation studies to identify the covariance structure, to pro-
pose estimators of covariance structures and to study their statistical properties, as
well as in the research on the power of the tests, to measure the discrepancy between
sets of covariance structures under consideration. Algebraic results are interpreted

on real data.






Wstep

W dzisiejszym, szybko rozwijajacym sie Swiecie, nowoczesne techniki badawcze
pozwalaja na zbieranie bardzo duzych, wielokrotnie wielowymiarowych zestawow
danych, majacych zwykle forme tensorowa. Klasyczne metody analizy statystycznej
w takich przypadkach czesto zawodza, a ich wielowymiarowe odpowiedniki nie obej-
muja danych tensorowych. Pojawia sie zatem naturalna potrzeba rozwoju metod
eksploracji tego typu zestawéw danych.

Analizujac eksperymenty, w ktorych wiele cech mierzonych jest w wielu lokali-
zacjach, na réznych glebokosciach etc. lub pomiary powtarzane sa tak czesto, jak
to mozliwe, nalezy uwzglednié¢ istniejace zaleznosci miedzy zmiennymi. Interesuja-
ca jest wiec identyfikacja macierzy kowariancji pozwalajaca poszerzy¢ wiedze o za-
chowaniu zmiennych oraz umozliwiajaca analize danych przy uzyciu precyzyjnego
modelu statystycznego o mniejszej liczbie parametréw kowariancyjnych, pozosta-
wiajac wiecej swobody na estymacje interesujacych parametréow modelu. Co wiecej,
zmniejszenie liczby parametréw umozliwia wnioskowanie statystyczne w sytuacji,
gdy pojawia sie problem wysokiej wymiarowosci (ang. high-dimensionality), to zna-
czy, gdy wielkos§¢ proby jest zbyt mata w poréwnaniu z liczba zmiennych. W takich
sytuacjach klasyczne metody takie jak na przyktad testy ilorazu wiarogodnosci nie s
dostepne, wiec obnizenie liczby parametrow realnie wyptywa na ilo$¢ mozliwych do
wykorzystania metod. Znajomos¢ zaleznosci kowariancyjnych jest istotna w wielu
metodach analizy statystycznej, miedzy innymi w analizie sktadowych gltéwnych,
liniowej i kwadratowej analizie dyskryminacyjnej, w analizie regresji czy analizie
niezaleznosci zmiennych.

Wielokierunkowo wielowymiarowe eksperymenty przeprowadzane sa w prawie
wszystkich dziedzinach nauki, na przyktad w biologii, genetyce, rolnictwie, jak row-
niez w obszarach biomedycznych, medycznych, zwigzanych z ochrong §rodowiska czy
naukach inzynieryjnych. Dlatego celem niniejszej pracy jest zaproponowanie algebra-
icznych metod identyfikacji struktury kowariancyjnej poprzez aproksymacje rozbiez-
no$ci miedzy dwoma rozktadami prawdopodobieristwa o réznych macierzach kowa-
riancji, wyrazonej za pomoca entropijnej lub kwadratowej funkcji straty. Rozwazane
sa modele podwojnie wielowymiarowe pozwalajace na analize danych, w ktérych
wystepuja dwa 7zrodta zmiennosci, na przyktad, gdy kilka cech obserwowanych jest
wielokrotnie w czasie (lokalizacjach, gtebokosciach etc.). Naturalng struktura zalez-

nosci jest wowczas iloczyn Kroneckera dwoch macierzy symetrycznych, okres§lonych



dodatnio, bedacych macierzami kowariancji odpowiednio dla cech i dla punktow
czasowych. W pracy rozwaza sie réwniez przypadki, gdy jeden z czynnikéw iloczynu
Kroneckera ma dodatkowo jedna z powszechnie wystepujacych struktur korelacyj-

nych: strukture kompletnej symetrii lub procesu autoregresji pierwszego rzedu.

Rozprawa sktada sie z czterech rozdzialow. W rozdziale pierwszym zdefiniowa-
ne zostaly obserwacje tensorowe, rozwazane struktury kowariancyjne, funkcje roz-
bieznosci oraz przypomniane zostaly pojecia algebraiczne zwiazane z operatorem
wektoryzowania, iloczynem Kroneckera oraz regutami rézniczkowania macierzy.

Kolejne dwa rozdziaty zawieraja najwazniejsze wyniki algebraiczne niniejszej pra-
cy. W Twierdzeniach 2.1-2.3 oraz w Twierdzeniach 3.1-3.3 wyprowadzone zostaly
wzory pozwalajace na wyznaczenie minimum odpowiednio entropijnej i kwadrato-
wej funkcji straty na zbiorach rozdzielnych struktur kowariancyjnych, rozdzielnych
struktur kowariancyjnych z czynnikiem o strukturze kompletnie symetrycznej oraz
strukturze procesu autoregresji pierwszego rzedu. Zaproponowano rowniez algoryt-
my numeryczne rozwigzywania uktadow rownan przedstawionych w twierdzeniach.

Rozdziat czwarty przedstawia zastosowanie zaproponowanych metod aproksyma-
cji do zagadnien statystycznych. Za pomoca badan symulacyjnych pokazane zosta-
lo, ze zaréwno entropijna jak i kwadratowa funkcja straty prawidlowo rozpoznaja
prawdziwa strukture kowariancyjna tensora obserwacji. Ponadto zbadane zostaly
statystyczne wtasnosci estymatoré6w macierzy kowariancji otrzymanych poprzez mi-
nimalizacje entropijnej oraz kwadratowe]j funkcji straty. Algorytmy minimalizujace
rozwazane funkcje straty zostaly réwniez uzyte jako miary rozbieznosci w kontek-
Scie badania mocy testéw, do pomiaru rozbieznosci miedzy zbiorami struktur ko-
wariancyjnych rozwazanych w procesie testowania hipotez za pomoca testu ilorazu
wiarogodnosci i testu wynikowego Rao. Na koniec prezentowane metody zostaly
zilustrowane na przyktadzie rzeczywistych danych.

Rozprawe koniczy Podsumowanie, w ktorym przedstawione zostaly najwazniejsze

wnioski z przeprowadzonych badan.



1. Wprowadzenie

1.1. Obserwacje

Rozwazmy eksperyment, w ktérym obserwuje sie ¢ charakterystyk w p punk-
tach czasowych (lub lokalizacjach) dla kazdego z n badanych obiektow. Zebrane
dane mozna zaaranzowa¢ na wiele sposobéw, m.in. tworzac trojindeksowe macierze

(tensory), Y (por. Rysunek 1.1).

Yiie .- Yiqk

Ynlk Ynak /k:1)7p

Rysunek 1.1. Wizualizacja tensora YV € Ry,xgxp-

Rysunek 1.2 przedstawia tensor stopnia trzeciego J € R, x4xp z uwzglednieniem

trzech réwnowaznych zapiséw macierzowych: YU~ macierze Y;, i = 1,...,n, wy-
miaru ¢ X p ustawione zostaly jedna pod druga, Y@ — macierze Y, k= 1,...,p,
wymiaru n X q przedstawione jedna obok drugiej, lub VB —macierze Y;,j=1,...,q,

wymiaru n X p zapisane jedna za druga.

% 3 4

Rysunek 1.2. Graficzna reprezentacja sposobdéw macierzowania danych trojwymiarowych.
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Tensor V € R, «4xp mozna sprowadzi¢ do macierzy n x gp, p X ng lub ¢ x np
dokonujac wektoryzacji odpowiednich podmacierzy Y, tensorow Y7, 7 = 1,2, 3,
i odpowiednio je zapisujac. Wektoryzujac podmacierze Y;, ¢ = 1,...,n, macierzy
YW i zapisujac ich transpozycje jedna pod druga, otrzymamy macierz YV wymiaru
n x qp. Wektoryzujac podmacierze Yy, k = 1,...,p, macierzy Yy i zapisujac ich
transpozycje jedna pod druga, otrzymamy macierz Y® wymiaru p x ng. Wektory-
zujac podmacierze Y ;, j = 1,..., g, macierzy Y& i zapisujac ich transpozycje jedna

3)

pod drugg, otrzymamy macierz Y wymiaru ¢ X np. Matematycznie operacje te

mozna zapisa¢ nastepujaco (por. Kolda i Bader [19]):

n n q P
YD = €n,ved Y, = > 3 > ik€in (eﬁcvp ® e;-,q) ,
i=1 i=1 j=1 k=1
) 2 / LR /
YV o= Yeppved Y = 30> > ik (e ®@ein) e,
k=1 i=1j=1 k=1
p

Yijk (ek,p & ei,n) e}q)
1

NE
e

s
Il
N

<
Il
—
£
Il

q
Y® = Sej,vedY; =
j=1

gdzie e, jest {—ta kolumna macierzy jednostkowej stopnia ¢, I;, vec(e) jest operato-
rem transformujacym macierz A wymiaru t X to W t1to—wymiarowy wektor poprzez
zapisanie kolumn jedna pod druga, natomiast symbol ® oznacza iloczyn Kroneckera.
W kazdym z powyzszych wzoréow druga rowno$é wynika ze wzoru vec (ab’) = b ® a

(por. Magnus i Neudecker [24]) zastosowanego do zapisu dowolnej macierzy A : t1xts

3 /
w postaci ; > Qg€ €y
m

W dalszym ciggu niniejszej pracy bedziemy wykorzystywaé transformacje Y
i dla uproszczenia bedziemy ja oznaczaé przez Y.

Zatozmy, ze kazda z n niezaleznych macierzy obserwacji Y;, ¢ = 1,...,n, ma
macierzowy rozktad normalny z wartoscia oczekiwana E(Y;) = M € R, i syme-
tryczna okreslona dodatnio macierza kowariancji D(Y;) = D(vecY;) = Q € R .
Zauwazmy, ze w powyzszym modelu macierze M i € sg takie same dla kazdego
obiektu. Jezeliy, = vecY; toy, ~ Ny(vecM,2)1Y = (y4,...,¥,) ma macierzo-
wy rozktad normalny

Y ~ N,y (1, ved ML, Q) (1.1)

gdzie 1,, jest n—wymiarowym wektorem jedynek.

1.2. Macierze kowariancji

Liczba nieznanych parametréow w macierzy € wynosi pg(pq + 1)/2. Do najpow-

szechniejszych estymatoréow 2 nalezy macierz kowariancji z proby, S* = ﬁY’QnY,
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oraz estymator najwiekszej wiarogodnosci, S = %Y'QHY, gdzie Q, = 1, — P,
1

oraz P, = -1,1/. Zauwazmy, ze w przypadku gdy n < pg obydwa estymatory sa

T on

n

macierzami osobliwymi (pojawia sie problem tak zwanej wysokiej wymiarowosci).
Ponadto, efektywnos¢ estymacji zmniejsza sie gwaltownie wraz ze wzrostem p lub q.
Jedna z metod rozwigzania problemu osobliwosci estymatora macierzy kowariancji
jest przyjecie pewnej struktury pozwalajacej na zmniejszenie liczby nieznanych pa-
rametrow. Najbardziej naturalnym dla modeli podwoéjnie wielowymiarowych wydaje
sie zalozenie, ze cechy sa skorelowane niezaleznie od punktéow czasowych (lokaliza-
cji) oraz punkty czasowe (lokalizacje) sa skorelowane niezaleznie od cech. Wowczas
macierz kowariancji macierzy Y,, ¢ = 1,...,n, wyraza sie jako nastepujacy iloczyn
Kroneckera
D=rx,

gdzie ¥ € R jest macierza kowariancji dla punktow czasowych (lokalizacji), taka

>
axq

charakterystyk, taka sama dla kazdego punktu czasowego (lokalizacji). Taka postac¢

sama dla kazdej charakterystyki, natomiast 3 € R = jest macierza kowariancji dla
macierzy kowariancji nosi nazwe struktury rozdzielnej (ang. separable structure).
Podzbior wszystkich macierzy kowariancji o strukturze rozdzielnej oznacza¢ bedzie-

my przez S, to znaczy

YeR”

q><q}‘

S={¥FeXecRkR  : WeR

Paxpq pXp?

Poniewaz iloczyn Kroneckera nie jest jednoznaczny, bo
1
Y=l -%,
c

zazwyczaj zaktada sie, ze jeden z elementow macierzy W lub ¥ jest ustalony. W ni-
niejszej pracy bedziemy przyjmowac, ze 11, = 1.

Zauwazmy, ze liczba parametréw zmniejszyla sie teraz znaczaco w poréwnaniu
z macierzg €2 nieposiadajaca struktury, do (@ — 1) + q(q_;l)'

Estymacja najwiekszej wiarogodnosci struktury rozdzielnej zajmowali sie Lu
i Zimmerman [23| wyrazajac estymatory poszczegélnych elementoéw macierzy ko-
wariancji, @m, v, Lbm=1,...,p, £\m* =1,...,q, z wykorzystaniem wielo-
krotnych sum. Filipiak i in. [13] stosowali zapis wektorowy, vec \i’, vec f), natomiast
Filipiak i Klein [8] zapisali estymator struktury rozdzielnej w naturalnej macierzowe;
formie, \il, 3. Warto zwrocié uwage, ze zaden znany w literaturze zapis nie podaje
osobno estymatoréw W i 3 w postaci jawnej; estymator W zalezy od estymatora

3 i odwrotnie, czego konsekwencja jest potrzeba numerycznego rozwigzania odpo-

wiedniego uktadu réwnan.

13



Naturalna struktura rozdzielna ma zwigzek ze sposobem przeprowadzenia eks-
perymentu. Jednakze bardzo czesto, np. w doswiadczeniach genetycznych, badacz
nie posiada zadnej wiedzy na temat potencjalnej struktury zaleznosci. Wowcezas,
w celu dostrzezenia ewentualnej struktury, stosowane sa réznego rodzaju metody
graficzne na przyktad sieci neuronowe (ang. neural networks), mapowanie (Gilson
iin. [16]), graficzny algorytm lasso (Devijver i Gallopin [4]), lub opracowane w ostat-
nich latach metody algebraiczne bazujace na normie Frobeniusa (Cui i in. [3], Filipiak
i Klein [7]) czy na entropijnej funkcji straty (Lin i in. [21], Filipiak i in. [9]). Ze staty-
stycznego punktu widzenia wtasciwa metoda identyfikacji struktury zaleznosci jest
testowanie hipotez o (rozdzielnej) strukturze kowariancyjnej, na przyktad poprzez
testy oparte na ilorazie wiarogodnosci (Lu i Zimmerman [23], Roy i Khattree [32, 33|,
Mitchell i in. [27], Roy [31], Roy i Leiva [34], Srivastava i in. [37], Simpson [35], Man-
ceur i Dutilleul 26|, Filipiak i in. [13]) lub test wynikowy Rao (Filipiak i in. [13]).

Strukture rozdzielng mozna dodatkowo doprecyzowaé, zaktadajac okreslong struk-
ture jednego z czynnikow iloczynu Kroneckera. Poniewaz role macierzy W i 3 mozna

tatwo zamieni¢ dokonujac transformacji postaci
Yep¥X=K, 2P K,,

gdzie K;; € Ry jest macierza komutacji transformujaca macierz G € Ry, zgod-

nie z formuta

K, vecG = vec G’

(por. Magnus i Neudecker [24], Kollo i von Rosen [20]), bez straty ogolnosci zaktadac
bedziemy dodatkowsg strukture macierzy W. W niniejszej pracy rozwazaé bedziemy

nastepujace struktury korelacyjne:

e wszystkie obserwacje z r6znych punktéw czasowych sg jednakowo skorelowane,
co oznacza, ze korelacje nie zmieniaja sie wraz z odlegtoSciami miedzy punktami
czasowymi - wowczas W nazywana jest struktura kompletnej symetrii (ang. com-
pound symmetry), CS, i przyjmuje posta¢ Wog = (1 — o)L, + 01,1},

e korelacje miedzy obserwacjami z réznych punktéw czasowych zmieniaja sie wy-
ktadniczo wraz z odleglosciami miedzy punktami czasowymi - wowczas ¥ na-

zywana jest struktura procesu autoregresji pierwszego rzedu (ang. first order
p—1
autoregression), AR(1), 1 przyjmuje posta¢ War = I, + Z o' (Ci + Ci’), gdzie

i=1
C = (¢j), cij=1dlaj—i=11i0w przeciwnym przypadku, ¢,j5 =1,...,p.

14



Aby zapewni¢ dodatnig okreslonos¢ macierzy Weg i War, wspotezynnik korelacji o
musi naleze¢ odpowiednio do przedziatu (—%1, 1) i(—1, 1).
p

W niniejszej pracy zbiory powyzszych struktur rozdzielnych definiowaé¢ bedziemy

jako podzbiory & w nastepujacy sposob

Scs = {Wes @8 € Ry, 0 Wos €RY, SERS,),
Sar = {‘I’AR OINS R;qqu : War€ R;Xp’ bES R;Xq}'

Warto zauwazy¢, ze zbior S oraz jego podzbiory Scg i Sar nie sa zbiorami
wypuklymi. Ponadto tylko zbiory S i Scg sa zamkniete ze wzgledu na obustronne

mnozenie macierzy, to znaczy

(1) A,BesS = ABAE€S,

(ii) A, B € Scs = ABA € Scg,

(ZZZ) A, Bc SAR 7é> ABA ¢ SAR~
Zauwazmy ponadto, ze dla A = A; ® Ay, |Aq| #0, |Ay| # 0 (przy czym Ay, A,
niekoniecznie sa okreslone dodatnio) zachodza nastepujace wlasnosci:

(i) BeS = ABA'€eS,

(ii/) BeScs N A= ]‘p]‘;? + By, BlBll = Qp

(ZZZ/) BeSar N A= Ip = ABA'c SAR.

= ABA'c Scs,

Mozna rowniez zauwazy¢, ze dla B € S (B € Scg) oraz macierzy A spelniajace]
(i') (odpowiednio (4i')) macierz ABA’ generuje caly zbior S (odpowiednio Scg).

Wtasno$é ta nie zachodzi dla B € Syag.

1.3. Funkcje rozbieznosci

Glownym celem niniejszej rozprawy jest zaproponowanie algebraicznych tech-
nik identyfikacji najbardziej odpowiedniej zaleznosci sposréd zbioru potencjalnych
struktur. Identyfikacja moze by¢ traktowana jako pierwszy, wstepny krok pozwa-
lajacy na sformutowanie wlasciwej hipotezy w procesie testowania. Zauwazmy, ze
nie dysponujac wystarczajaca wiedza a priori o zalezno$ciach miedzy obserwacjami
przyjmuje sie, ze macierz kowariancji {2 nie posiada zadnej struktury i estymuje sie
ja na przyklad za pomoca macierzy S. Problem identyfikacji struktury sprowadza

sie wowczas do wyznaczenia macierzy ze zbioru S, Scs 1 Sar, dla ktorej rozbieznosé
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od macierzy S, w sensie pewnej funkcji rozbieznosci, f(S,I'), T € G, gdzie G = S,
G = Scs lub G = SR, jest najmniejsza. Przypomnijmy, ze Scs, Sar C S, dlatego
najmniejsza rozbieznosé otrzymamy zawsze dla struktury ze zbioru S. Niemniej
jednak, ze wzgledu na niewielkg liczbe parametréw, rowniez struktura ze zbioru Scg
lub Sar jest interesujaca (wiecej stopni swobody pozostawionych zostaje na estyma-
cje parametrow gtownych modelu). Wizualizacje badanego problemu dla dowolnej
macierzy €2 przedstawia Rysunek 1.3. Warto przypomnie¢, ze zaden ze zbioréow S,
Scs czy Sar nie jest wypukty. Proces identyfikacji struktury kowariancyjnej bywa

nazywany w literaturze regularyzacja; por. Lin et al. |21], Cui et al. |3].

Rysunek 1.3. Wizualizacja procesu identyfikcaji struktury macierzy kowariancji.

Do identyfikacji struktury zaleznosci Filipiak i in. [7] jako funkcje rozbieznosci

wykorzystali norme Frobeniusa definiowana
(@) = |2 T3 = tr (@ - T) (2 -T)]. (1.2)
W niniejszej pracy jako miare rozbieznosci bedziemy uzywaé

- entropijna funkcje straty (por. Stein 38|, Dey i Srinivasan [5], James i Stein [18],
Lin i in. [21]) postaci

fE(Q,T)=tr (Q'T) —In|Q'T| — pq, (1.3)
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oraz

- kwadratowa funkcje straty (por. Anderson [1])

fo(QT) = tr [(Q—lr - Ipq)Q] . (1.4)

Entropijna funkcja straty znana jest rowniez jako rozbiezno$¢ Kullbacka-Leiblera
miedzy dwoma wielowymiarowymi rozktadami, ktére r6znia sie macierzami kowa-
riancji; Pan i Fang [29].

Dla zadanej macierzy Q oznaczmy funkcje fr(€2,T) przez Lg)(l"), ke {FE Q}.
Interesuje nas wyznaczenie

(W =min L)L), ke {E.Q}. (1.5)

Zarowno entropijna funkcja straty, jak i kwadratowa funkcja straty sa nieujemne
(dla T, © okreslonych dodatnio), przyjmuja wartosé rowna 0 dla I' = €, jednakze
nie sa symetryczne, fr(Q,T) # fi(T,Q), k € {E,Q}, nie moga wiec by¢ traktowane
jak odleglosci. Niemniej jednak wartosé ¢(®), k € {E,Q}, moze by¢ rozumiana jako
miara rozbiezno$ci pomiedzy dang macierza 2 a odpowiednim zbiorem struktur;
Lin i in. [21].

Niech € bedzie dowolng symetryczng macierza okreslona dodatnio, niech A
bedzie podzbiorem wszystkich macierzy symetrycznych okreslonych dodatnio oraz
niech I' € A. Zar6owno entropijna jak i kwadratowa funkcja straty sa wypukte
ze wzgledu na I' (Stein [39]; Muirhead [28]) oraz antysymetryczne, to znaczy, dla

ke{E,Q}
jk(fl,I» ::jk(InS)) = Q= In

oraz

Q=T & f(QT)=fi(T,Q)=0.

Ponadto, zaréwno entropijna jak i kwadratowa funkcja straty sa niezmiennicze ze
wzgledu na grupe przeksztalcen liniowych (James i Stein [18], Haff [17]), to znaczy

dla dowolnej nieosobliwej macierzy A
fr (AQA' ATA') = £, (2, T). (1.6)

Nieosobliwos¢ macierzy A jest wymagana ze wzgledu na koniecznosé¢ obliczenia
odwrotnosci macierzy AQA’ wystepujacej w fr (AQA’ AT A’). Warto zauwazy¢,
7ze AQA’ jest przeksztalceniem liniowym macierzy € z wykorzystaniem opera-
tora A ® A, dzialajacego z (pq)®’—wymiarowej przestrzeni wektorowej na prze-

strzeni wektorows tego samego wymiaru, to jest A ® A : R,, = R,,. Stad, kazdy
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element tej przestrzeni mozna zapisa¢ w postaci macierzy stopnia pgq, to znaczy
A® A (Q) = AQA’. Przeksztalcenie to moze by¢ rownowaznie wyrazone jako
vec(AQA") = (A ® A) vec Q.

Przypomnijmy, ze dla danej macierzy € oznaczamy fi(€2,T) jako L(gf)(I‘). Wy-

znaczenie minimum z (1.5) mozna sprowadzi¢ do wskazania I' € G takiego, ze

T’ = argmin Lgf)(l"). (1.7)
reg

Poniewaz zaréwno entropijna jak i kwadratowa funkcja straty nie sa symetryczne,
czyli fr(2,T) # fr(T', Q), nie sa one miarami odlegtosci pomiedzy Q i I'. Niemniej
jednak wartoscé Lgg )(f‘) z T bedacym najlepszym przyblizeniem macierzy €2, jest
traktowana jako miara rozbieznosci miedzy dana macierzg €2 i zbiorem symetrycz-
nych, okreslonych dodatnio macierzy, G (Lin i in. [21]). Dlatego jesli © € G to jest
ona najlepszym przyblizeniem samej siebie, T = 2, oraz rozbieznos¢ miedzy Q21 G

jest réwna 0, to znaczy

win Ly (T) = Ly)(T) =0, ke {E,Q}. (1.8)

Rozwazmy teraz wlasnosé¢ (1.6) i jej zwiazek z (1.7).

Lemat 1.1. Niech A bedzie macierzg nieosobliwg takq, ze operator liniowy A ® A
przeksztatea zbior macierzy symetrycznych, okreslonych dodatnio, G, na G. Ponadto
niech T bedzie zdefiniowane jok w (1.7) i niech Acg bedzie minimum na zbiorze
G z funkcji LX%A,(A), gdzie k € {E,Q}. Wtedy prawdziwe jest jedno z ponizszych
stwierdzen:

(i) QAQA €G i LY(T) =LY (A)=0;

(i) Q,AQA' &G ijeieli ATA' € G to LY(T) = LY, (A).
Dowdd. 7 zalozenia, ze operator liniowy A® A jest bijekcja wynika, ze Q2 € G wtedy
i tylko wtedy, gdy AQA’ € G oraz, ze Q € G wtedy i tylko wtedy, gdy AQA' € G.
(i) Z rownania (1.8) mamy, ze T' = Qi A = AQA’, co jest réwnowaine ATA’ = A,
Stad LY (T) = L'}) . (A) = 0.
(ii) Jezeli ATA’ € G to A = AT'A’ oraz, z (1.6), LW (T) = L) (A). -

Przypomnijmy, ze w niniejszej pracy rozwazamy G = S, G = Scs lub § = Sar.
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1.4. Operatory i operacje na macierzach

W dalszej czesci rozprawy wykorzystywanych bedzie wiele terminéw algebraicz-
nych oraz wtasnosci réoznych operatoréw, ktore teraz podamy.

W trakcie przeksztalcei wykorzystywane sa podstawowe wtasnosci macierzy,
ktore znalez¢ mozna w pracy Magnus i Neudecker [24]. Dla przypomnienia sa one

przedstawione w ponizszych lematach.

Lemat 1.2. Dla dowolnych macierzy A © B tego samego stopnia zachodzi nastepu-

jacy zwigzek miedzy operatorem vec(e) i Sladem macierzy:
vec' A -vecB = tr (A'B).

Lemat 1.3. Dla dowolnych kwadratowych macierzy A i B, niekoniecznie tego sa-

mego stopnia, zachodzi zwigzek
tr(AB)=trA-trB.

Lemat 1.4. Dla dowolnych kwadratowych nieosobliwych macierzy A + B zachodzi
wtasnosé
(A®B)'=A"1'eBL

Lemat 1.5. Dla dowolnych kwadratowych macierzy A i B stopnia m i n odpowiednio
zachodzi wtasnosé

|A @ B[ = [A[*[B]|™.

Lemat 1.6. Niech A, B, C bedg takimi macierzami, ze iloczyn ABC istnieje.
Wtedy
vec ABC = (C' ® A) vec B.

Lemat 1.7. Niech A : m xn oraz B :p x q. Wtedy

vec(A®B)= (1,9 K, ®1L,) (vecA ®@vecB).

W celu wyznaczenia najlepszego przyblizenia macierzy €2 nalezy wyznaczy¢ mi-
nimum odpowiedniej funkcji straty. W rozprawie minimum wyznaczane jest poprzez
rozniczkowanie entropijnej lub kwadratowej funkcji straty wzgledem nieznanych
zmiennych macierzowych. Wykorzystane zostana nastepujace wzory na ro6zniczko-

wanie macierzy; por. Fackler [6].
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Lemat 1.8. Dia A : m xn, B : p X q oraz X odpowiedniego wymiaru zachodzq

nastepujgce zaleznosci:

% = vec (A"

‘“;—XA' = vecd [(Afl)/}

wl o~ A eA]

“e o paA

dACB = (I, ® Kym @ 1) (Iny ® vec B)
dASB = (I, @ Kym ®1,) (vec A @ L)
W= S@Tean

Jako ze rozwazana w rozprawie macierz kowariancji jest symetryczna, posiada
ona pq(pq + 1)/2 niewiadomych. Powtarzajace sie elementy moga by¢ wyelemino-
wane przez wprowadzenie operatora vech(e) przeksztatcajacego macierz kowariancji
w pq(pq+ 1) /2—wymiarowy wektor poprzez eliminacje naddiagonalnych elementéow.
Niech zatem A hedzie symetryczna macierza stopnia m. Woéwczas vech A zawiera
tylko rézne elementy macierzy A. Poniewaz skladowymi wektora vec A sg sktadowe
wektora vech A z odpowiednimi powtorzeniami, wiec istnieje jednoznaczna macierz
wymiaru m? X %m(m +1), ktora przeksztalca vech A w vec A. Macierz ta nazywana

jest macierza duplikacji i jest oznaczana jako D,,. Zatem,
D,, - vech A = vec A.

Korzystajac z reguly tancuchowej rozniczkowania funkcji ztozonej macierzy syme-
trycznej (por. Magnus i Neudecker [24], Filipiak i in. [12]) w celu uzyskania odpo-
wiednich pochodnych dla macierzy symetrycznych wystarczy kolejne formuty z Le-

matu 1.8 przemnozy¢ prawostronnie przez macierz duplikacji.

Lemat 1.9. Niech F(A) bedzie k x | wymiarowq funkcjg macierzowq argumentu A.

(i) Jesli A jest macierzg m x n wymiarowq, to OvecF(A)/0vec A jest macierzg
kl x mn wymiarowq takq, ze jej (i, 7)—ty element jest pochodng i—tej sktadowej
wektora vec F(A) ze wzgledu na j—tq sktadowq wektora vec A.

(i1) Jesli A jest symetryczng macierzq stopnia m, to

dvecF(A)  OvecF(A) dvecA  dvecF(A) ‘
dvech’ A Ovec’ A Ovech’ A dvec A "

gdzie A jest tym samym co A lecz z zastosowaniem requl rézniczkowania dla

macierzy niesymetrycznych.
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W pracy bedziemy réwniez wykorzystywacé wlasnosci operatoréw sladow czescio-
wych oraz $ladu blokowego kwadratowej macierzy blokowej, przedstawiane przez

Filipiak i in. [14] dla macierzy prostokatnych.

Definicja 1.1. Dla dowolnej macierzy blokowej A = (A;;) stopnia ¢p, gdzie A;; sa

blokami stopnia ¢

(i) operator §ladéw czeSciowych, PTr, : Ry« — Ry xp, przeksztatca macierz

A w macierz stopnia p, w ktorej bloki A;; zostaly zastapione przez swoje Slady:
PTr, A = (trAyj), i,j=1,...,p,

(ii) operator §ladu blokowego, BTr, : R .4 — Ryxq, przeksztalca macierz A

w macierz stopnia ¢ powstala z sumowania blokow diagonalnych:
p
BTr,A=> Aj
i=1
Wybrane wlasnosci operatorow sladow czesciowych oraz §ladu blokowego pocho-
dza z pracy Filipiak i in. [14].

Lemat 1.10. Dla dowolnych macierzy A stopnia pq oraz B stopnia p zachodzg

nastepujgee wtasnosci:
vec { PTr, (I, ® B)A]} = (I, ®ved B)(I, @ K,, ® I,) vec A,
vec { BTr, [(B'®I,)A]} = (ved B®Ip)(I,0K,,®]I,)vecA.

Lemat 1.11. Dla dowolnych macierzy A stopnia pq oraz B stopnia q zachodzg

nastepujgce wtasnosci:
PTr,[(B®I,)A] = B-PTr,(A),
BTr,[(I, ® B)A] = B-BTr,(A).

Lemat 1.12. Dla dowolnych macierzy A stopnia pq oraz B stopnia q + C stopnia

p zachodzq nastepujgce wtasnosci:
PTr,[A(I,®B)] = PTr,[(I, ® B)A],
BTr,[A(C®I,)] = BT, [(C®I1,)A].
Lemat 1.13. Dla dowolnej macierzy A stopnia pq zachodzq nastepujgce wlasnosci:

trA = tr(PTr,A) = tr(PTr,A)
trA = tr(BTr,A) = tr(BTr, A).
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Lemat 1.14. Dia dowolnych macierzy A stopnia pq zachodzg nastepujgce wtasnosci:

(i) jesli A jest macierzq symetryczng to operatory Sladow czesciowych i Sladu blo-
kowego sqg macierzami symetrycznyms,
(i1) jesli A jest macierzq okreslong dodatnio to operatory Sladdw czeSciowych i Sla-

du blokowego sq macierzami okreslonymi dodatnio.



2. Aproksymacja entropijng funkcjag straty

W kolejnych podrozdziatach poszukiwaé¢ bedziemy minimum entropijnej funkeji

straty zdefiniowanej wzorem (1.3) w zbiorach S, Scg i Sar odpowiednio.

2.1. Rozdzielna struktura kowariancyjna

Dla dowolnej okreslonej dodatnio macierzy €2 entropijna funkcja straty dla struk-

tury ¥ ® 3 € § ma postac
fE@QPD)=t[Q " (TeX)] -h|Q (T )| - pg (2.1)

Najlepsze przyblizenie macierzy €2 przez macierz o strukturze ¥ ® 3 podane jest

w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.1 (Filipiak i in. [9]). Dla danej symetrycznej, okreslonej dodatnio
macierzy S, istnieje symetryczna, okreslona dodatnio macierz W ® 33, ktora mini-
malizuje entropijng funkcje straty (2.1) na zbiorze S i minimum to jest osiggane dla

W 3 spetniajgeych uktad rownan

q¥ ' = PIr, [(L,®X) Q']
(2.2)
pYX" = BTy [(Tel) Q'].

Dowdd. Zrézniczkujemy fr(Q2, ¥ ® X) wzgledem W oraz 3. Stosujac regule lancu-

chowga rozniczkowania funkcji zlozonej macierzy symetrycznej

ofg Ofe .a(\If®E)
or (TR 0w
Ofk Ofk 0(¥®>X)

X 0(Pex) 0n

(por. Magnus i Neudecker [24], Filipiak i in. [12]) oraz korzystajac ze wzoréw opisa-

nych w Lematach 1.8 i 1.9 otrzymujemy

0
a—f‘; = vec (Q_l)/ (Ip X Kq,p X Iq) (Ip2 X vec E) . Dp
—vec (\11—1 ® E—l)/ (L oK, ®1,) (L2 ®@vecX) D,
/
= [(IpQ ®ved'S) (I, K,y @ L) vec (7' — ¥ ' @ 2—1)’} .D,,
afE o ’ —1\/ I K I \I] I
oy Ve (@) (L, ®Kp@L) (vee ¥ @ L) - D,

— vec’ (\Il—l X 2_1)’ (Ip ® Kq7p ® Iq) (Vec ¥R qu) . Dq
/
= [(VGC/‘I’ ®Ip) (LK, ,@I)vec (' - ¥ '@ 2—1)’} .D,.



Przyréwnujac powyzsze pochodne do zera mozemy zapisac
Le@ved B) (Lo K, @L)vec (@' =¥ '@%7") = 0
(ved ¥ @1p2) (L, oK, @I)vec (' - ¥ 'ox™) = o
Poniewaz macierze duplikacji powoduja jedynie powielenie wybranych sktadowych
wektoréw pochodnych, nie musza one byé¢ uwzglednione przy przyréwnywaniu do
zera.
Uzywajac operatorow sladow cze$ciowych oraz sladu blokowego zaprezentowa-

nych w Definicji 1.1 oraz ich wlasnosci podanych w Lematach 1.10 — 1.14 mozna

zapisa¢ nastepujace przeksztalcenia powyzszego uktadu réwnan:

ve { Py, [(T, —elex )]} = o

) (@
vec{BTrq[\I"@)I (2 \IJ—1®2—1)}} ~ 0

PTr, =PIy, (LX) (T 'ex™)] = 0

@]
BTr 1-BTr, [(T®I)(F'ex™)] =0

q

(L,
(P ®I,)
PTr, [(I, | = PTy, [T '®]1)]
BTr, (T L)' = BTy, [, %]
PTr, [(I, = PTy, [(¥7'@1,) L]
{ (@I,
(L,
(T ®I,)
(L,

BTr

q

PTr, = v . PTr, (I,,)

]
1} = . BTr, (L)

q

PTr, 1 = v'.q-1

P

O
¥) Q-

Q-

») Q]

Q7' = BTy [(L,eX7') - L]
¥) Q-

O

) Q-

Q-

BTrq[(\II®I) 1 = =1p-1,

co prowadzi do (2.2).

Zauwazmy, ze ukltad ten, na podstawie Lematu 1.12, mozna zapisa¢ w postaci
= ;s PTrg (L, ®Z)Q ' (I, Z,)]
ST = 1By, [(Z,01,) Q7 (Z, 0 1,)]

gdzie Z, i Z, spehiaja Z,Z} = ¥ i Z,Z, = ¥. Poniewaz argumenty operatorow
sladow czesciowych i §ladu blokowego sa symetryczne i okreslone dodatnio, zatem,
na podstawie Lematu 1.14, macierze ¥ i X spelniajace powyzszy uktad rownan sa

symetryczne i okre$lone dodatnio. [
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Rozwiazanie Tix speliajace uktad rownan (2.2) moze byé¢ traktowane jako
estymator macierzy kowariancji o strukturze rozdzielnej. Estymator ten zapisywacd
bedziemy w skrocie ELE (ang. entropy loss estimator).

Innym, powszechnie stosowanym estymatorem W ® X jest estymator najwiekszej
wiarogodnosci (ang. mazimum likelihood estimator, MLE) postaci

¢ ¥ = PTy, [(Les ) e

A~

pS - b1, [(# 7 er)a); -

por. Filipiak i in. [10]. Poréwnujac uktady rownan (2.2) i (2.3) mozna zauwazy¢, ze
macierze  wystepujace w (2.2) zastapione zostaly w (2.3) przez odwrotnosci oraz
estymatory W i ¥ wystepujace w (2.2) zastapione zostalty w (2.3) przez odpowiednie
odwrotnosci. Istnieje zatem relacja miedzy estymatorami ELE i MLE. Przypomnij-
my, ze logarytm funkcji wiarogodnosci wykorzystywany do wyznaczenia MLE ma

dla struktury rozdzielnej postaé

mLQTeY) = —%mm) - gln x| - gtr (T ool
(2.4)
Zastepujac macierze Q i ¥ ® X we wzorze (2.1) przez odpowiednie odwrotnosci,
entropijng funkcje straty mozna wyrazi¢ za pomoca funkcji wiarogodnosci odpo-
wiednich argumentéw w nastepujacy sposob:
nfp(Q@ ¥ ey = a[QT e )] -h|Q(PT e )| -pg
= o [(T'eX )] +h|¥® |+ pgln(2T)
—pqIn(27) — In || — pq
= —2InL(Q,¥ Q%) —In|Q - pgl + In(27)].
(2.5)
Oczywiscie ELE nie jest odwrotnoscia MLE, jednakze sposob rozwiazywania uktadu
rownarn (2.2) jest taki sam jak uktadu (2.3).

Jak zostalo wspomniane we Wprowadzeniu, Lu i Zimmerman [23] podali uktad
rownan prowadzacy do wyznaczenia MLE rownowazny (2.3). Poniewaz algorytm
wyznaczania MLE prezentowany w pracy Lu i Zimmerman [23] jest zawsze zbiezny,
rowniez algorytm rozwiazujacy (2.3) jest zbiezny, jednakze bardzo trudno jest poka-
zaé analitycznie, ze zbiega on do MLE. Lu i Zimmerman [22| pokazali, ze dla proby
o rozmiarze 4 algorytm moze zbiega¢ do kilku réznych estymatoréw w zaleznosci od

punktu poczatkowego, ale wartos¢ funkcji dla kazdego z nich jest taka sama, pod-

czas gdy dla wiekszej proby wydaje sie, ze algorytm zbiega do jednego rozwiazania
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niezaleznie od punktu poczatkowego. Ze wzgledu na relacje (2.5) miedzy entropijna
funkcjg straty a funkcja wiarogodnosci oczekiwaé¢ mozna takiego samego zachowania
w przypadku rozwiazywania uktadu rownan (2.2).

Warto zwrocié uwage, ze uklad rownan (2.2) nie jest podany w postaci jawnej,
ale uktad ten moze by¢ rozwigzany iteracyjnie za pomoca algorytmu nazywanego
LHAip-flop™ w pierwszym kroku ustalamy jeden z czynnikéw iloczynu Kroneckera na
przyktad ¥ = I, i wstawiajac do drugiego rownania ukladu (2.2) otrzymujemy
pierwsze przyblizenie 3, ktore nastepnie wstawiamy do pierwszego réwnania w celu
otrzymania pierwszego przyblizenia macierzy W. Algorytm jest kontynuowany tak
dtugo, az réznice miedzy kolejnymi przyblizeniami (w sensie pewnej funkcji) beda
wystarczajaco male.

Z pracy Stein [39] wiadomo, ze entropijna funkcja straty jest wypukla ze wzgle-
du na macierz I' nalezaca do wypuklego zbioru macierzy okreslonych dodatnio.
Zatem w zbiorze tym istnieje minimum lokalne, ktore jest jednoczesnie minimum
globalnym. Zalézmy teraz, ze I' € S. Jezeli ustalimy jeden z czynnikéw iloczynu
Kroneckera, to méwimy o profilowej entropijnej funkeji straty, ktora podobnie jak
poprzednio jest funkcja wypukta ze wzgledu na drugi czynnik. Zatem dla ustalonej
macierzy ¥ (odpowiednio X) profilowa entropijna funkcja straty jest wypukla ze
wzgledu na 3 (odpowiednio W), a wiec istnieja lokalne minima funkcji profilowych.
Ze wzgledu na konstrukcje algorytmu flip-flop, minima te prowadza do minimum
lokalnego z LEE)(\IJ ® X).

2.2. Rozdzielna struktura kowariancyjna z czynnikiem

o strukturze kompletnie symetrycznej

Dla dowolnej okreslonej dodatnio macierzy €2 entropijna funkcja straty dla struk-

tury Wog ® 3 € Sog ma postaé
fo(Q, s @) =tr [Q7 (Tes @ )] —In |7 (Pes @ )| - pg. (2.6)

Najlepsze przyblizenie macierzy €2 przez macierz o strukturze Wcg ® 3 podane

jest w natepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.2 (Filipiak i in. [10]). Dla danej symetrycznej, okreslonej dodat-

nio macierzy §2, istnieje wyznaczona jednoznacznie symetryczna, okreslona dodatnio
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macierz Wes®@3X, ktora minimalizuge entropijng funkcje straty postaci (2.6) w zbiorze

Scs 1 minimum to jest osiggane dla o, 3 spetniajgeych uktad rownan

-0 palp— 1)+ /[0~ 2)a + palp — VP +4(p — 1)a?
¢= —2(p— 1)a 2.7)
p X =BTy, [(Tes®1,)Q27'],

gdzie o = tr { [(1171; — Ip) ® 3] Q_l}.

Dowdd. Rozniczkujac (2.6) ze wzgledu na o (por. Magnus i Neudecker [24], Fac-
kler [6] lub Wprowadzenie) z zastosowaniem reguly lancuchowej rozniczkowania

funkcji ztozonej postaci

% _ 8fE . 8(‘1’@3 () E) ) 8\1103
8@ 0 (‘I’CS & Z) 8‘1’05 8@

otrzymujemy

Ofp )

a_g —  vec (Q 1) (I, o Ky p @ 1) (L2 ® vec X) vec (1])1;J — Ip)
—vec (W3l @ 57 (I @ K,y @ 1,) (I @ vee X) vee (1,1, — 1)

= ved [@7" — (Ts@ B7)] (L, 9 Ky @ L) (I @ vee ) vee (1,1, ~ 1)

= ved (1,1, —L) (L2 ®@ved ) (L, 9 K, , @ L) vec (' = ¥g@ =",

Wyznaczenie pochodnej ze wzgledu na 3 przebiega analogiczne jak w rozdziale 2.1,
gdzie W zostato zastapione przez Wg, wiec zostanie pominiete.

Stosujac wlasnosci operatora $ladow czesciowych (Lemat 1.10 i 1.11) oraz wta-
snoéci $ladu macierzy podanych w Lematach 1.2 i 1.3 mozemy zapisa¢ nastepujace

przeksztalcenia pochodnej funkcji fg ze wzgledu na o:

%E = ved (1,1, —L,) - vec {PTr, [(L, @ &) - (' = ¥ g@X71)]}
= { (1,1, - 1) PTy, [, o) (@' - eiex)] |
= o [P, { (1,1, - L) o L] - o) (@' - viiex) }]
= w{ |, -1) 2L Gex) (@' -vlexz)}
= w{[1-L)ex] (@) - [y -1)e =] (viex) }
= tr{[(lplg—lp)ééz]-ﬂ 1} tr[(1,1, - L) ¥cd @ 1]
= u{[1,1-1)ex] 0} —u[(1,1,- 1) w] -t (1)
= w{[(L,-L) @S]0} —q- [ (1,195 — tr (¥5)].
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Przyréwnujac powyzszg pochodng do zera mozemy zapisac
o { (1,1, - 1) © ] Q7 ) —q-tr (1,195 - ¥gl) = 0.
Zapisujac odwrotnos¢ macierzy o strukturze kompletnej symetrii jako

1 0
— I — 1.1
1—9{’7 1+(p—1)9”]

—1
Vs
mozna obliczy¢

~1 1 1 >
tr(1,1,We5) = tr{1P1;179 [IP - Wg—l)glplé]} T-o [p - 1+(I;)D—gl)g} T Do
-1 ! 1
tr (Yos) T I [tr (L) = 5, (1p1;)] ) [p 1+(§€—1)Q]

___p[1+(p—2)g]
(1-0)[1+(p—1)e]"

Podsumowujac, rownania pozwalajace wyznaczy¢ minimum entropijnej funkcji

straty w zbiorze Scs mozna zapisaé nastepujaco:

—(p—1ag® +[(p—2)a+pe(p—1)]o+a=0

(2.8)
pX ' =BTr, [(Tes® 1) Q7]

gdzie o = tr { [(1p1; — Ip) ® E] Q_l} oraz, podobnie jak w Rozdziale 2.1, rozwia-
zanie drugiego rownania jest symetryczne i okreslone dodatnio.

Nalezy teraz pokazac, ze pierwsze rOwnanie ma pierwiastek nalezacy do prze-
dzialu (—Iﬁ, 1), co zagwarantuje, ze rozwiazanie uktadu (2.8) nalezy do Scs.
Oznaczmy wiec —(p — 1)ao® + [(p — 2)a+ pq(p — 1)] 0 + « przez h(p). Poniewaz
h(—ﬁ) = —pq < 0 oraz h(1) = pg(p — 1) > 0, funkcja h(p) posiada pierwiastek
w przedziale <—Zﬁ, 1> minimalizujacy funkcje (2.6) ze wzgledu na ¢. Zauwazmy
ponadto, ze dla p > 2 wyroznik jest zawsze dodatni wiec funkcja h(p) ma dwa
pierwiastki. Dla @ > 0 (o < 0) trojmian jest wklesty (wypukly) i rozwiazanie ¢
jest okreslone przez mniejszy (wiekszy) pierwiastek rownania kwadratowego. W obu
przypadkach ¢ ma taka sama posta¢. Stad najlepsze przyblizenie macierzy €2 moze

by¢ wyznaczone poprzez rozwiazanie uktadu rownan (2.7). [

W poprzednim rozdziale pokazalismy zwiazek (2.5) miedzy entropijng funkcja

straty a funkcja wiarogodnoéci dla struktury ¥ @ 3. Mozna by zatem oczekiwad,
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ze relacja ta nadal jest spetniona, gdy ¥ = Weg. Estymatory MLE otrzymujemy

rozwiazujac uktad rownan

(p—1)ko0®+[ko— (p—1)ko+(p—1)*a—(p—1)b] 0*+[2(p—1)a—ko] 0+ (a—b) = 0
pY = BTr, [(Tcs ® L)
(2.9)
gdzie

a = tr [(Ip ® Z_I)Q}, b=tr [(11)1; ® E_I)Q}, ko = ng(p — 1)p;

por. Filipiak i in. [13].

Zwrocmy uwage, ze zaro6wno w ukladzie (2.8) jak i (2.9) pierwsze rownanie zalezy
od ¥, a drugie réwnanie zalezy od o. W zwiazku z tym uktady te mozna rozwigzac
iteracyjnie za pomocg algorytmu flip-flop.

Porownujac (2.8) z (2.9) widoczna jest podobna relacja miedzy estymatorami
ELE i MLE macierzy ¥ jak w przypadku struktury rozdzielnej. Zeby zauwazy¢ po-
dobienistwo miedzy estymatorami p warto zastosowac inne podejscie do minimalizacji
entropijnej funkcji straty / maksymalizacji funkcji wiarogodnosci.

Dla dowolnej macierzy X stopnia pg zachodzi zwiazek tr X = tr(BTr, X); por.
Lemat 1.13. Zatem, dla ¥ = Wg entropijna funkcja straty moze by¢ zapisana

W postaci
fE(Q,¥cs @) = tr{BTr, [Q  (Tes®@ )] } —In[Q7" (Tes ® ) | — pg,
a nastepnie, uzywajac Lematu 1.11,

fE(Q,¥s @) = tr{Z BTy, [Q ' (Tes®1,)]} —In|Q" (Tes ® B) | — pa.
(2.10)

Stosujac rozktad spektralny macierzy Wg postaci
\I’CS = 01Pp + CQQP, (211)

gdzie ¢; = 1+ (p — 1)p oraz ¢ = 1 — p, operator §ladu blokowego uzyty w (2.10)

moze by¢ zapisany jako
BTr, [Q7' (¥es ®1,)] = o BTy, [(P, ® 1) Q'] + BTy, [(Q, ® I,) Q7]
Dla skrocenia zapisow wprowadzmy oznaczenia

C =BTy, [(P,®1,)Q '], D =BTr, [(Q,®I,)Q']. (2.12)
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Poniewaz |Wcg| = clcép ~Y entropijna funkcja straty moze by¢ zapisana jako

fe(Q, ¥es @ X)
=1 tr (XC) + o tr (XD) + In || — gln(ey) — g(p — 1) In(c2) — pln || — pg.
(2.13)
Roézniczkujac powyzszg funkcje ze wzgledu na 3 i przyréwnujac otrzymang pochod-
ng do zera otrzymujemy
piil =cC+cD (2.14)

lub réwnowaznie
3 = pBTy, ! [(Wes ©1,) 7], (2.15)

gdzie BTr;l(o) oznacza odwrotnos¢ BTr,(e). Istnienie ostatniej odwrotnosci jest
zagwarantowane przez dodatnia okreslonosé operatora §ladu blokowego; por. Filipiak
iin. [14] lub Lemat 1.14.

Rozniczkujac teraz entropijna funkcje straty postaci (2.13) ze wzgledu na ¢ i przy-
rownujac otrzymane wyrazenie do zera mozemy zapisac

—1 —1
p )+Q(P )
C1 Co

(p — 1) tr(SC) — tr(ED) — al —0.

Po wstawieniu (2.15) do powyzszego réwnania otrzymujemy rownosé
a(p—1)o+cica(p—1)tr [(,C + cD)! C]—cieatr [(C + cD)™! D] =0, (2.16)

ktora nie zalezy od X. Nalezy teraz pokazac, ze rozwiazanie rownania (2.16) nalezy
do przedzialu (—1/(p—1),1). W tym celu oznaczymy lewa strone tego réwnania przez
((p). Wowcezas E(—p%l) = —g < 0oraz (1) = q(p—1) > 0. Stad, co najmniej jedno
rozwiazanie ¢(p) = 0 nalezy do wymaganego przedzialu. Aby otrzymaé¢ estymator
macierzy 3 wystarczy wstawi¢ rozwiazanie ¢ do rownania (2.15).

Warto zauwazy¢, ze moze istnie¢ kilka pierwiastkow rownania (2.16). W takim
przypadku wybieramy ten, dla ktorego wartosé¢ fp(Q2, ¥eg ® X) jest najmniejsza.
Poniewaz dla ustalonego ¢ (odpowiednio X) profilowa entropijna funkcja straty jest
wypukta, podobnie jak w Rozdziale 2.1, punkt stacjonarny uzyskany za pomoca
algorytmu flip-flop jest minimum lokalnym z LgE)(\I’CS ®X).

Podsumowujac, najlepsze przyblizenie macierzy €2 struktura Wcg ® 3 mozna

wyznaczy¢ rozwigzujac nastepujacy ukltad réwnan

q(p—1)o+ crea(p—1) tr [(clc + CQD)il C] — e tr [(clc + CQD)il D} =0

Y =pBTr,' [(Tes® 1) Q7]
(2.17)
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ktory jest rownowazny uktadowi (2.7). Latwo zauwazy¢, ze drugie rownania ukla-
dow (2.7) i (2.17) reprezentuja ten sam estymator macierzy . Ponadto, podstawia-
jac (2.14) mozemy zapisac¢ nastepujace przeksztalcenia pierwszego rownania ukla-
du (2.17):

g(p—1)o + ciealp—1) tr (%20) _cicptr (%ED) —0

q(p—1)o+ creatr (3C) — %6162 tr (XC) — éclcg tr (¥D) =0

q(p—1)o+ creatr (2C) — %clcg tr [ (C —D)] =0.
Podstawiajac (2.12) oraz stosujac Lematy 1.11 i 1.13, wystepujace w powyzszym
rownaniu slady macierzy mozemy zapisaé jako

tr (XC) = tr{% BTy, [(P,®1,) Q7 ']} =tr {BTy, [(P,® %) Q7 ']}
= w[PeD)e ] =ul(lL,y0x) 0],

tr[(X(C-D)] = w{Z -BTr,{[(P,—-Q,) ®I,]Q'}}
= tr{% BTy, [([,®1,) Q'] } =tr { BTy, [L,® =) Q'] }
= tr[(Le2)Q'],

a samo roéwnanie w postaci
g(p—Do+ 1 tr[(1,1, @ 2) Q7' — taetr (I, 2) Q7] =0
i ostatecznie
g(p—o+ sactr { [(1,1, - L) @ =] Q7'} =0.

Podstawiajac ¢; i ¢p zdefiniowane pod wzorem (2.11) otrzymujemy pierwsze rownanie
uktadu (2.8), ktorego rozwigzaniem jest o wystepujace w uktadzie (2.7). Zatem uktad
(2.17) jest rownowazny uktadowi (2.7).

Z pracy Filipiak i in. [10] wiadomo, ze stosujac podobna procedure do maksy-
malizacji funkcji wiarogodno$ci otrzymamy nastepujacy uklad réwnan, rownowazny
(2.9), pozwalajacy na wyznaczenie MLE:

qlp—1)o+ (p—1Dc3tr[(cA +cB) Al — ¢ tr[(cA + ¢;B)'B] =0 (218)
2.18
5= LBy, (Wl ©1,) 9]
gdzie A = BTy, (P, ®1,) Q] i B = BTy, [(Qp ® Iq) Q}
Tabela 2.1 podsumowuje otrzymane uklady rownan dla minimalizacji entropijnej

funkcji straty i maksymalizacji funkcji wiarogodnosci.
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Tabela 2.1. Uktady réwnan pozwalajace wyznaczy¢ estymatory ELE oraz MLE.

C =BTy, [(P,®L,) Q"]

D = BTy, [(Q, ®1,) 2]

ELE
E = pBTr;l [(\I’CS X Iq) Q_l}
q(p—1)o+(p—1)eatr [(ch—i-ch)_l clc} —cy tr [(Clc+CQD)_1 ch] =0
A= BTy, (P, @1, 0]
B=BTr, |[(Q, ®I,)Q
- 1(@,51)9]

¥ =BTy, [(Wes@1,) Q]

Tp

q(p—1)o+(p—1)eatr [(ch—i—clB)_l CQA:| —cptr [(ch—l—clB)_l clB} =0

Mozna zauwazy¢, ze podobnie jak w Rozdziale 2.1 istnieje relacja miedzy roz-
wigzaniami powyzszych uktadéw roéwnan: macierze 2 w (2.18) zostaja zastapione
w (2.17) przez odwrotnosci, podobnie jak Wcs i X w (2.17) zostaja zastapione
w (2.18) przez odpowiednie odwrotnosci.

Warto zauwazy¢, ze ostatnie z oméwionych podejsé nie tylko pozwala na dostrze-
zenie podobienstw miedzy ELE i MLE, ale rowniez na wyznaczenie rozwigzania bez
zastosowania algorytmu iteracyjnego.

W pracy Filipiak i in. [10] zaproponowano jeszcze trzecia metode wyznaczania
minimum entropijnej funkcji straty. Zastosowany zostal rozktad spektralny macie-
rzy Wcg postaci UGU’, gdzie U jest macierza ortogonalng stopnia p z kolumna-
mi odpowiadajacymi zortogonalizowanym wektorom wlasnym macierzy Weg i nie
zalezy od p, natomiast G = diag[l+ (p —1)o,1 —o,...,1 — g]. Oznaczajac A =
(U ®1,)Q ' (U ®1,) otrzymamy macierz blokowa A = (Ay;)i<ij<pr WOWCzas en-

tropijna funkcja straty (1.3) moze by¢ zapisana w postaci

JE(A, s ®X) = tr[A(GRX)] —In|G® X| —In|A| — pq

= tr {[1 + (- 1o AnXE + zp:(l - Q)Aiiz}

i=2
—qIn[1+(p—1)e] = (p = 1)gIn(1l — ¢) — pIn[E] = In[A] - pq
= tr{ [poA1 + (1 — 0) BTy, A] X}

—qIn[1+(p—1)o] — (p—1)gIn(1 — 0) — pIn |X| — In [A] — pq.
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Rozniczkujac powyzsza funkcje ze wzgledu na o i 3 (por. Magnus i Neudecker |24],

Fackler [6], Wprowadzenie) otrzymujemy

Of5 — tr[(pAn — BTr,A) %] — q@*l)g 4 ale=1)

o 1+(p-1) 1—p
% = vec [poAi; + (1 — ) BTr,A] —p-ved =71

Oznaczajac tr[(pA; — BTr, A)X] przez B i przyroéwnujac powyzsze pochodne do

zera mozemy zapisac

—(p=1)B-*+[p—-2)8—pap— 1] 0+ 5=0
> = % [poA11 + (1 — o) BTr, AJ.

Podobnie jak w poprzednich metodach nalezy pokazaé, ze p minimalizujace funkcje
(1.3) nalezy do przedziatu (—23;1). Niech u(o) = —(p—1)8-0* + [(p — 2)8 —
pg(p — 1)] - o + 5. Poniewaz u(—p%l) =pqg > 0iu(l) = —pglp—1) < 0 wiec
0 € (—1/(p—1),1) wyznacza minimum. Ponadto, funkcja ta ma dwa pierwiastki,
poniewaz dla p > 2 jej wyrdznik jest zawsze dodatni. Jesli 5 < 0 wtedy wielomian
u(o) jest wypukly i rozwiazanie ¢ jest wyznaczone przez wiekszy pierwiastek (o),
podczas gdy dla 5 > 0, przez mniejszy pierwiastek u(p). W obu przypadkach ¢ ma
taka samg postac i najlepsze przyblizenie macierzy €2 moze by¢ wyznaczone poprzez

rozwiazanie nastepujacego uktadu réwnan

~(p—2)8+palp— 1) +/[(p — 208 + palp — VI +4(p — 1)
¥ =plpoAn + (1 — o) BTr, A]fl .

Podobnie jak w przypadku pierwszej metody, X wystepuje w rownaniu na g, a o
wystepuje w rownaniu na 3. Uktad (2.19) moze by¢ zatem rozwiazany iteracyjnie
stosujac algorytm flip-flop.

Pojawia sie teraz pytanie, ktéra z metod minimalizacji entropijnej funkcji straty
jest najmniej czasochtonna. W celu poréwnania czasu potrzebnego do wyznaczenia
minimum entropijnej funkcji straty dla ¢ i 3 przy uzyciu standardowej iteracyjnej
procedury (2.7), procedury bezposredniej rozwiazywania uktadu (2.17) oraz proce-
dury spektralnej (2.19), przeprowadzono badania symulacyjne. Wygenerowano 1000

prob o rozmiarze n = 100 z wielowymiarowego rozkladu normalnego N, (0, ¥cg®X)
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dla p = 3,10,15,30 1 ¢ = 3 oraz p = 3,10,15 1 ¢ = 5, przyjmujac ¢ = 0,0.5,0.9

i 2 =1, oraz wygenerowane losowo

6.467 0.438 1877 —-1.049  2.235

6.020 4.124 1.584 0.438 6.188 0.039  0.854  0.055
Y=| 4.124 4.503 1.039 1 Y= 1.877 0.039 5971 0.245  0.000
1.584 1.039 6.326 —1.049 0.854 0.245 4.129 —-0.651

2.235 0.055 0.000 —-0.651  7.885

Szczegodltowy opis symulacji znajduje sie w Rozdziale 4.
Sredni czas (w sekundach) wyznaczania minimum entropijnej funkeji straty zo-

stal obliczony na $éredniej klasy komputerze, a wyniki przedstawia Rysunek 2.1.

Rysunek 2.1. Sredni czas obliczania minimum entropijnej funkcji straty przy uzyciu trzech
metod (kolor czarny dla procedury iteracyjnej, kolor czerwony dla podejécia bezposredniego
i niebieski dla spektralnego) ze wzgledu na p, o i X: o = 0 — linia ciagta, o = 0.5 — linia
przerywana, 0 = 0.9 — linia kropkowana; 3 = I, — lewa kolumna, 3 generowana losowo —

prawa kolumna.

0.7 .07
0.61 0.61
0.51 0.51
= 0.4 2 0.4
3 1
_ 5 H
q=3 £ 03 £ 03
0.2 =T 02 T
0.1 " 0.1 "
o e —-—
5 10 15 20 25 30
P V4
0.3 0.3
= 0.2 =021
I T
5 S
q= 5 & &
0.1 0.14
e e e e i N escoooo oo
5 10 1 5 10 15
P P

Zgodnie z oczekiwaniami, na Rysunku 2.1 mozna zaobserwowaé, ze czas wyzna-
czania minimum zalezy od parametréow p i ¢ dla wszystkich metod oraz, zgodnie
z intuicjg, dla ¢ = 5 jest dluzszy niz dla ¢ = 3. Ponadto, w przypadku podejscia
bezposredniego czas obliczen nie zalezy od o (czerwone linie nakladaja sie na siebie),
natomiast dla procedury spektralnej wydtuza sie nieznacznie wraz ze wzrostem p.

We wszystkich przypadkach czas nie zalezy od X. Interesujace jest to, ze dla o =0
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procedura iteracyjna moze by¢ szybsza od pozostatych. Ponadto, procedura spek-
tralna moze trwac¢ krocej niz procedura bezposrednia gdy ¢ = 3 i p jest stosunkowo
mate. Podobny fenomen zaobserwowa¢ mozna dla ¢ = 5 i wszystkich badanych p.
Warto zauwazy¢, ze algorytmy flip-flop rozwigzujace (2.7) i (2.19) sa zbiezne.
Wynika to z faktu, ze przy ustalonym o (odpowiednio X) entropijna funkcja straty
jest wypukta, a zatem uzyskiwany w kazdym kroku algorytmu punkt stacjonarny 3
(odpowiednio p) jest minimum lokalnym. Poniewaz metoda bezposrednia bazujaca

na (2.17) daje rownowazne rozwigzanie, ono réwniez jest minimum globalnym.

2.3. Rozdzielna struktura kowariancyjna z czynnikiem

o strukturze procesu autoregresji pierwszego rzedu

Dla dowolnej okreslonej dodatnio macierzy €2 entropijna funkcja straty dla struk-

tury Wagr ® 2 € Spr ma postac
fE( Q¥R @) =tr [Q7 (TAr @) —In Q7" (Tar ® I)| — py. (2.20)

Najlepsze przyblizenie macierzy €2 przez macierz o strukturze War ® 3 podane jest

w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.3. Dla zadanej okreslonej dodatnio macierzy €2, istnieje okreslona
dodatnio macierz War @ X, ktdra minimalizuje entropijng funkcje straty (2.20) na

zbiorze Sar © minimum to jest osiggane dla 0,3 spetniajgeych uktad rownan
(1-0%) tr[FoX)Q '] +20(p—1) =0

L B (2.21)
¥ =BTy, (Tar®1,)Q '],

-1l . .
gdzie F = Y ig 1 (C' + C").
=1

(2

Dowdd. Rozniczkujac (2.20) ze wzgledu na o (por. Magnus i Neudecker [24], Fac-
kler [6] lub Wprowadzenie) z zastosowaniem reguly ltancuchowej rozniczkowania

funkcji ztozonej postaci

ofg Ofk 0(PAr®3) 0Wagr
B0 O(WAr®X) 0%z Do
otrzymujemy
afE o / —1\/
0 ved (7)) - (I, 9 Ky © 1) (I2 @ vec ) vec F

—ved (Trr @2 (I, 0 K, ®1,) (I @ vec B) - vec F
= ved (' -T2 (1,0K,,®1,) Iz @vecX)  vecF
/
_ [vecf F (I: ® ved 3) (I, ® K,y @ 1) vee (@ — W11 ® 2—1)’} ,
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gdzie
OW AR

vecF = 5, = Ve (C+C') +20vec (C*+C”) +
0

=
+(p—1)gP 2 - vec [CP*I + C(pfl)’} = vecpz o' (C'+C").
i=1

Wyznaczenie pochodnej ze wzgledu na 3 przebiega analogiczne jak w Rozdzia-
le 2.1, gdzie ¥ zostalo zastgpione przez Wg, wiec zostanie pominiete.

Stosujac wlasnosci operatora §ladoéw czeSciowych (Lemat 1.10 i 1.11) oraz wila-
snosci §ladu macierzy podanych w Lematach 1.2 i 1.3, mozemy zapisa¢ nastepujace

przeksztalcenia pochodnej funkcji fg ze wzgledu na p:
/
aﬁi; = {vec/F - vec (PTrq [(Ip %) (@' -¥ L ® Eil)lb }
- w{F T e ) 0 - wien )] )
= u{Pm, [Fel)qex) (@ - vies)]}

(
PTr{[(07 — ik @ 37) (Fo )]} |
(

)
Q' -vlen- )F®2}}
F ]

— u{PT,[Fox) (@ - wiex)] ]
= r[(Fe2)Q ' -t [(FeX) (T3 ")
= r[(Fe)Q ' —tr (F- ¥,y 1)

= tr[FoX)Q '] —tr (F-¥,5) - tr(L)

= w[(FeD)Q] —u(F Uil g

Przyréwnujac powyzsza pochodng do zera mozemy zapisa¢
tr [(FoX)Q '] —tr (F-¥,)-¢ = 0.
Zapisujac odwrotnos¢ macierzy o strukturze autoregresji pierwszego rzedu jako

1
=g L+ 00— 0C)

Var =7

mozna zapisacé, ze
r(F-9ih) = t{F- | 1, +0C - 0Cy)] |
= ﬁ tr [F - (I, + 0*°C; — 0Cs)]

= =z [tr(F) + o*tr (FCy) — ptr (FCy)]

= 7 0+0-0-2(p—1)]

—_  _ 20(p=1)
1—p2

36



Otrzymujemy zatem uktad rownan (2.21).
Rozwiazanie uktadu rownan (2.21) nalezy do Sar jezeli odpowiednie rownanie

ma pierwiastek nalezacy do przedzialu (—1, 1). Wprowadzmy zatem oznaczenie
W(o) = (1-0) - tr[(F@Z)Q™'] +20q(p — 1).

Poniewaz W(—1) = —2¢(p—1) < 0 oraz W(1) = 2¢g(p—1) > 0 funkcja W (p) posiada
co najmniej jeden pierwiastek w przedziale (—1, 1) minimalizujacy funkcje (2.20) ze
wzgledu na 9. W przypadku wiecej niz jednego rozwiazania W (g) = 0 w przedziale
(—1,1) wybierane jest ¢ minimalizujace fg (€2, ¥ r®3). Z wlasnosci operatora $ladu

blokowego (Lemat 1.14) wynika, ze rowniez X jest macierza okreslona dodatnio. m

Uklad rownan (2.21) moze by¢ rozwiazany iteracyjnie z zastosowaniem algorytmu
flip-flop, poniewaz rozwiazanie nie jest podane w postaci jawnej. Warto zauwazy¢, ze
pierwsze rownanie uktadu (2.21) reprezentuje wielomian nawet stopnia p, a zatem
obliczenia potrzebne do wyznaczenia numerycznego rozwigzania moga by¢ czaso-
chlonne.

Na koniec zwro¢my uwage, ze algorytm flip-flop rozwiazujacy (2.21) jest zbiezny.
Wynika to z faktu, ze przy ustalonym o (odpowiednio X) entropijna funkcja straty
jest wypukta, a zatem uzyskiwany w kazdym kroku algorytmu punkt stacjonarny X

(odpowiednio p) jest minimum lokalnym.






3. Aproksymacja kwadratowa funkcja
straty

W kolejnych podrozdziatach poszukiwaé bedziemy minimum kwadratowej funkcji

straty zdefiniowanej wzorem (1.4) w zbiorach S, Scg i Sar odpowiednio.

3.1. Rozdzielna struktura kowariancyjna

Dla dowolnej okreslonej dodatnio macierzy €2 kwadratowa funkcja straty dla

struktury ¥ ® 3 ma postac
o2, =t {[Q (Tex) -1,]"}. (3.1)

Najlepsze przyblizenie macierzy €2 przez macierz o strukturze ¥ ® 3 podane jest

w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.1. Dla danej symetrycznej, okreslonej dodatnio macierzy €2, istnieje
symetryczna macierz W ® X, ktora minimalizuje kwadratowq funkcje straty postaci

(8.1) w zbiorze S oraz minimum to jest osiggane dla ¥ i 3 spetniajgcych uktad

rownan
veew = [A(Q ' )AT AvecQ! 52)
veeX = [B(Q'@Q ) B BvecQ !, '
gdzie
A = (ILp@vedly) (L 9K ®@1p) (Ig © I, ® X)), (3.3)

B = (vedI, ®1p) (L 9 Ky ®@1p) (I @ ¥ @ 1)

Dowdd. Zrozniczkujemy fo(Q, ¥ ® X) wzgledem W oraz ¥. Zastosujmy oznaczenie
Z=Q (¥ ®3X)-1,. Stosujac reguly rézniczkowania dla macierzy symetrycznych

dfo ofy 0Z? 0Z 8 (X
0w 07 0Z 9(¥®%) 0
dfo dfy 0Z? 0Z 8 (¥
) 072 0Z 9(¥P®%) 0%




otrzymujemy

gi\ff = ved(Ly) { (@)~ L] @1, + L, @ [2 (T @ %) - L] }
(L2 Q™) - ([0 K, @ 1) (I; ® vec X)) - D,
- { Ly @ ved B) (I, @ K,y @ 1,) (T,y © Q7Y
([0 (T D)~ T, 9T, + T, ® (T @ D)@~ L)) - vee(L,) } D,
- { (Lp @ ved' 2) (I, ® K,y @ I,) (I, ® Q7)
H{[N(T @ %) - Ly @I} vec(Ly,) /
Ly @ (¥ @ )07~ 1]} vee(T,,)] | Dy,
%‘f = ved (L) { [(F@ ) ~ L] @1, + L, @ [ (P 0 %) - L] }

(L Q7Y - (I, 0K, © L) (vee ¥ @ 1z) - D,
= {(ved ¥ 2 1) (1, 2 K,y ©1,) (T @ 27

([ (T OR) ~ T, 9T, + Ty © [(F @ D)@~ L,]) - vee(L,,) | D,
— { (e WO 1) (I, 9 K, 91,) (T, © Q7))

o @ e D) - L) eL)ved,)

{1y ® [(® @ )27 ~ Ly} vee(T,,)] } - D,

Stosujac Lemat 1.6 powyzsze pochodne mozna zapisa¢ w postaci:

ZL\I? = {1 @ ved B) (I, 0 K, 01,) (T, 0 7)) ,
[veet [0 (@ @ 3) - 1,]) 4 veef (@ e DR -1, 1,}] ) D
= { »2 @ vec ) (I ®qu®1)(1pq®gil)
Jree (@ DR 1) vee [(w e D0 ~1,.)] | D,
= {2 2 @ ved ) (I, 9 K, ® 1) (Ig ® Q )
vec{[(¥ ® Z)Q " — pq}}
_ ) ® vec 2 I Q Kp,q ® Iq) . VeC{Q_l [(\I/ ® E)Q_l — Ipq] }}, . Dp7
dfq
D>

[vee(t,, [27 (\I: ©%) =Ly} +veel[(¥ @20 -1, T,.}] } D
(ved ¥ @ 12) (I, 0K, ® 1) (L ® Q)
[vee{(T© %) Q7" — L} + vee{ (T © £) Q! — 1,}] } D
(ved W @ 12) (I, 9 K,y @ 1) - (Ly @ Q1) -2

vee{[(T @ 2)Q ! —1,,] }}' D,

= { (e w21 (1,0 K, 1) 2vec{Q7 (@ @ )07~ 1,,] }}' .D,.

{a,

Y {VeC’\II®I LoK,, ©1) (L, ©07")
{1
{1
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Przyréwnujac powyzsze pochodne do zera mozemy zapisac

Ie@ved B) (I, 0K, @L) -vec {Q ' [(T@X)Q " —L,]} = 0
(ved ¥ @12) (L, 9K, ®1,) - vec {Q7' (T )" -L,]} = 0.

Poniewaz macierze duplikacji powodujg jedynie powielenie wybranych sktadowych
wektoréw pochodnych, nie musza one byé¢ uwzglednione przy przyréwnywaniu do
zera.

Uzywajac operatorow Sladéw czesciowych oraz sladu blokowego zaprezentowa-
nych w Definicji 1.1 i ich wlasnosci podanej w Lemacie 1.10 oraz formut podanych
w Lematach 1.6 i 1.7 mozna zapisa¢ nastepujace przeksztatcenia powyzszego uktadu

roéwnan:

vec (PTr, {(L, o) Q' (T @) ' —1,]}) = 0

vec

(

vec (BTr {( lI!®I)Q‘1 (T —1,]}) = 0
(PTr {(L, ® L) (L@ 2) Q' [(TX)Q ' ~1,]}) = 0
(

vec (BT, {(L, @ L) (TR L)Q ' [(ToX)Q " —1,]}) = 0

(Le ®ved' I) (I, ® K, g @ 1) vec [(I, @ ) Q (T @ 2)Q '] =
=L @ved L) (I, K, , ®1,) vec [(I, ® ) Q']

(ved' I, © I2) (I, ® K,y @ I) vec [(¥ @ L) Q7 (T @ X)Q 7] =

= (vec' I, ® I2) (I, ® K, , ® 1) vec [(T @ 1,) Q']

(I @ ved'I) (I, 8 K, g @ L) vec (L, @ ) L, @ ) (T R L,)Q '] =
=T ®@ved L), K,,®1,) (I, ®L, ® ) vec Q"

~\ 7~

(ved' I, @ L2) (I, ® K g @ L) vec (T @ 1) Q (T @ L)(I, ® 2)Q 7] =
=(ved' L, @ 12) (I, K, , ®1,) (I, ® ¥ @ I,) vec Q"

(L @ vec' 1) (I, ® Kp, , ® 1) [Q ® (I, ® £)Q~ ( )] vec (P ®@1,) =
=Leoved ) I, 2K, ®1,) (I, @1, %) vec Q™!
) Q2
a)

™\ 7~

(ved' L 1) (I, ® K, , 1) [ @ (TR L) Q' (¥ ® I,)] vec(I, ® X) =
=(ved' I, L2) (I, K, , @ 1) (I, @ ¥ @ L) vec

(Ip2 ® ved Iq) (Ip ® Kp7q ® Iq) [Qil @ (Ip ® E)Q (Ip ® 2)] (Ip ® qu ® Iq)
~(vec ¥ @vecl,) = (I: @ vec' 1) (I, e K, , ® I,) (1,, ® I, ® ) vec Q!

™\ 7~

(vec'I, @ Ip2) (I, ® K,y ® 1) [Q_l ®(T®I,) Q_l(‘I’ ® Iq)] (I, ® Ky @ 1)
(vec, @ vecE) = (vec' I, @ I2) (I, K, , @ L) (I, ® ¥ @ 1)) vec Q™

41



(

(L2 ® ved'Iy) (I, ® Kp g @ Ig) (Ipg @ I, @ D)0 ) I,eL, o)
(I, 9 Ky ® 1) (Iz ® vecl,) vec ¥

= (L ®@vecd' L) (I, 9 K, ® 1) (I, ® I, ® X) vec Q'

(vec! I, ® Iq2) (Ip Q@ K, ® Iq) (Ipq QYR Iq)(Q_l ® Q_l)(Ipq QYR Iq)
(I, Kqp @1, (vecl, ® I2) vec X

= (vec' I, L2) I, @ K, , ® 1) (I, ® ¥ @ L) vec Q.

\

Stosujac oznaczenia (3.3) otrzymujemy uktad rownan (3.2). m

Warto zwrdci¢ uwage, ze uklad rownan (3.2) nie jest podany w postaci jawnej, ale
moze by¢ rozwigzany iteracyjnie za pomoca algorytmu flip-flop: w pierwszym kroku
ustalamy jeden z czynnikéw iloczynu Kroneckera, na przyktad ¥ = I,, i wsta-
wiajac do drugiego réwnania ukladu (3.2) otrzymujemy pierwsze przyblizenie X,
ktore nastepnie wstawiamy do pierwszego réwnania w celu otrzymania pierwszego
przyblizenia macierzy W. Algorytm jest kontynuowany tak dtugo, az réznice mie-
dzy kolejnymi przyblizeniami (w sensie pewnej funkcji) beda wystarczajaco male.
Ze wzgledu na zlozonos¢ obliczeniowa rownan wystepujacych w uktadzie (3.2) jego
rozwigzanie jest bardzo czasochtonne.

Z pracy Haff [17] wiadomo, ze kwadratowa funkcja straty jest wypukta ze wzgle-
du na macierz I' nalezaca do wypuklego zbioru macierzy okreslonych dodatnio.
Zatem w zbiorze tym istnieje minimum lokalne, ktore jest jednoczesnie minimum
globalnym. Zatozmy teraz, ze I' € S. Jezeli ustalimy jeden z czynnikow iloczynu
Kroneckera, to mowimy o profilowej kwadratowej funkcji straty, ktoéra podobnie jak
poprzednio jest funkcja wypukla ze wzgledu na drugi czynnik. Zatem dla ustalonej
macierzy ¥ (odpowiednio X) profilowa kwadratowa funkcja straty jest wypukla ze
wzgledu na ¥ (odpowiednio ¥), a wiec istnieja lokalne minima funkcji profilowych.
Ze wzgledu na konstrukcje algorytmu flip-flop, minima te prowadza do minimum
lokalnego z Lg’?)(\If ® X).

Rozwigzanie ¥ i & spelniajace uklad réwnan (3.2) moze by¢ traktowane jako
estymator macierzy kowariancji o strukturze rozdzielnej. Estymator ten zapisywaé

bedziemy w skrocie QLE (ang. quadratic loss estimator).
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3.2. Rozdzielna struktura kowariancyjna z czynnikiem

o strukturze kompletnie symetrycznej

Dla dowolnej okreslonej dodatnio macierzy €2 kwadratowa funkcja straty dla

struktury Weg ® 3 € Sgg ma postaé
fQ(Q, W ® E) = tI‘{ [Q_l(‘l’cs X E) — Ipq]Q } (34)

Najlepsze przyblizenie macierzy €2 przez macierz o strukturze ¥cg ® ¥ podane

jest w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.2. Dla danej okreslonej dodatnio macierzy €2 istnieje symetryczna
macierz Wes @ X, ktdra minimalizuje kwadratowq funkcje straty (3.4) w zbiorze Scs

1 minimum to jest osiggane dla o, spetniajgcych uktad réwnan

tr (M) — tr [ M(L, @ ) Q']
tr (M?) (3.5)
vecY = [B (ﬂfl ® Qfl) B/} ' Bvec Q'

gdzie
M = [(1L.1 -1)e 2|9
a,5-1) 0 o
B = (vedL, ®1p) (I, @ K,y @1) (Ig @ ¥es @ 1) .
Dowdd. Rozniczkujac (3.4) ze wzgledu na o (por. Magnus i Neudecker [24], Fac-
kler [6] lub Wprowadzenie) z zastosowaniem reguly laiicuchowej rézniczkowania

funkcji ztozonej postaci

ofq _ 9fq 0Z* OZ 0(Tes®X) 0¥cs
0o N 07> 0Z 0 (‘I’CS X 2) 0¥ g 0o ’

gdzie Z = Q71 (¥es ® B) — I, otrzymujemy

dfy

Do = VeC/(Ipq) . { [(\I’cs ® Z)Qil — Ipq] @ Ly + 1,y ® [Qfl(‘I’CS ®X) — Ipq] }

(L ® Q—l) (I, K,, ®1,) (L ® vec X) - vec (1p1; — Ip)

_ { ved (1,1 — 1) (T2 @ ve' B) (I, © Ky @ 1,) (T, @ Q)
/
([(Tes @) — 1y T+ L, ® [ (Tes @ X) — Ipq})’vec(lpq)} :

Wyznaczenie pochodnej ze wzgledu na X przebiega analogiczne jak w Rozdziale 3.1,

gdzie W zostato zastapione przez Wcg, wiec zostanie pominiete.
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Stosujac wlasnosci operatora Sladow czesciowych (Lemat 1.10, 1.11, 1.13) oraz
wlasnosci $§ladu macierzy podanych w Lematach 1.2 i 1.3 mozemy zapisa¢ nastepu-
jace przeksztalcenia pochodnej funkcji fo ze wzgledu na o:

9fq

Mo e (1,0, 1) vee (28T, (L D) 0 {(0es @ D)0 -1, )

= o {(1,1,-1,) 2Py, (o )0 {(Tes 0 2)Q " ~ 1, }] |
= 260 { P, {[(1,1, - L) ® L] (2 D) Q7 [(Tes @)@ ~ 1] } }

= 2tr {[(1,1, - L) o3| Q' [(Tcs @T)Q " — L] }.

Przyréwnujac powyzsza pochodng do zera mozemy zapisac
w{[(1,1, 1) ®S]Q (s 0 )27} = u{[(1,1,-L) eS|}
Zapisujac macierz o strukturze kompletnej symetrii jako
Wes =1, +0(1,1, 1)
oraz podstawiajac M zdefiniowane w (3.6) otrzymujemy
tr [M (I, ® ) Q'] + otr (M?) = tr (M)

Podsumowujac, rownania pozwalajace wyznaczy¢ minimum kwadratowej funkcji

straty w zbiorze Scg mozna zapisa¢ w postaci (3.5) z uwzglednieniem (3.6). n

Podobnie jak w Rozdziale 3.1 pierwsze rownanie uktadu (3.5) zalezy od X, a dru-
gie rownanie zalezy od ¢. W zwiazku z tym uktad ten mozna rozwiazac iteracyjnie za
pomocy algorytmu flip-flop. W pierwszym kroku ustalamy np. 3 = I, i wstawiajac
do pierwszego rownania uktadu (3.2) otrzymujemy pierwsze przyblizenie o, ktore na-
stepnie wstawiamy do drugiego réwnania w celu otrzymania pierwszego przyblizenia
macierzy 3. Algorytm jest kontynuowany tak dlugo, az roéznice miedzy kolejnymi
przyblizeniami (w sensie pewnej funkcji) beda wystarczajaco mate.

Warto zauwazy¢, ze algorytm flip-flop rozwiazujacy (3.5) jest zbiezny. Wynika
to z faktu, ze przy ustalonym o (odpowiednio ) kwadratowa funkcja straty jest
wypukta, a zatem uzyskiwany w kazdym kroku algorytmu punkt stacjonarny 3
(odpowiednio p) jest minimum lokalnym.

Jak pokazaly badania symulacyjne rozwigzanie uktadu rownan (3.5) niekoniecz-

nie jest okreslone dodatnio. Warto zwroci¢ uwage, ze podobny problem pojawit sie
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w przypadku standardowego modelu wielowymiarowego z macierzg kowariancji o li-
niowej strukturze Toeplitza, a rozwiazanie zaproponowane w pracy Filipiak i in. [15]
jako rzut na stozek macierzy okreslonych nieujemnie jest w istocie rozwigzaniem nu-
merycznym. Poniewaz struktura rozdzielna nie jest strukturag liniowa, wyznaczenie

warunkowego minimum jest jeszcze trudniejsze i wymaga dalszych badar.

3.3. Rozdzielna struktura kowariancyjna z czynnikiem

o strukturze procesu autoregresji pierwszego rzedu

Dla dowolnej okreslonej dodatnio macierzy €2 kwadratowa funkcja straty dla

struktury War ® X € Spr ma postaé
fol@,Trr @ %) = tr { [ (Wrr @) —L,]" ). (3.7)

Najlepsze przyblizenie macierzy €2 przez macierz o strukturze War ® 3 podane

jest w nastepujgcym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.3. Dla danej okreslonej dodatnio macierzy €2 istnieje symetryczna
macierz War @2, ktdra minimalizuje kwadratowq funkcje straty (3.7) w zbiorze Sar

1 minimum to jest osiggane dla o, spetniajgcych uktad rownan

w[(FoZ)Q ' (Tue) Q] =t [(Fox)n]

(3.8)
veeX = [B(Q '@ Q") B “"Bvec Q1
gdzie macierz B zdefiniowana jest jako
B = (ved'I, ®I2) (I, ® Ky ® 1) (Iy @ Tar ® 1) (3.9)

p=1l . ,
oraz F =Y ig 1 (C" + C").

i=1
Dowdd. Rozniczkujac (3.7) ze wzgledu na o (por. Magnus i Neudecker [24], Fac-
kler [6] lub Wprowadzenie) z zastosowaniem reguly laiicuchowej rézniczkowania

funkcji ztozonej postaci

Ofg  0fg 92  9Z  9(¥m®E) I
Do 0Z® 07 0(Prr®X) OW AR do '
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gdzie Z = Q1 (W ® X) — 1, otrzymujemy

9fq

oo = veclly) { [(War @) Ly @ Ly + 1y ® [ (Wpp ® X) — T,,] }

(L) (L, 0K,, ®1,) (L2 ® vec X) - vec F

_ { ved F (Lp @ ved X) (I, @ K,y @ 1,) (Iy © Q7Y)
/
’ ([(‘I'AR ® X)) _Ipq} @ Ipg +1pq @ [Q_l(‘I’AR ®X) _Ipq] ),' VeC(Ipq)}~

Wyznaczenie pochodnej ze wzgledu na 3 przebiega analogiczne jak w Rozdziale 3.1,
gdzie W zostato zastapione przez Wagr, wiec zostanie pominiete.

Stosujac wlasnosci operatora $ladow czesciowych (Lematy 1.10 — 1.14) oraz wia-
snosci podane w Lematach 1.2 i 1.6, mozemy zapisa¢ nastepujace przeksztatcenia

pochodnej funkcji fo ze wzgledu na o:

dfa

90 {vec’ F-vec(2PTr, {(I, ) Q' [(Tar @ )27 — L] }) }/

= tr {F 2PTr {(L o) Q' [(Trar@ )" —1,]} }
— e { PTr, {(FRL)(I,0X)Q " [(Tar @ 2)Q " — 1]} }

— 20 {(FoX)Q ' [(TrraX)Q ' —L,]}.

Przyréwnujac powyzsza pochodng do zera mozemy zapisac
r[(FeD)Q  (Tpe)Q '] -u[Feox)2'] = o

Podsumowujac, réwnania pozwalajace wyznaczy¢ minimum kwadratowej funkcji

straty w zbiorze Sar mozna zapisa¢ w postaci (3.8). ]

Ponownie pierwsze rownanie uktadu (3.8) zalezy od 3, a drugie réwnanie zalezy
od p, dlatego uktad ten mozna rozwiazac iteracyjnie za pomocs algorytmu flip-flop.
Ze wzgledu na ztozono$¢ obliczeniowa kazdego z rownar, rozwiazanie uktadu réwnan
(3.8) jest bardzo czasochlonne.

Warto zauwazy¢, ze algorytm flip-flop rozwiazujacy (3.8) jest zbiezny. Wynika
to z faktu, ze przy ustalonym o (odpowiednio ¥) kwadratowa funkcja straty jest
wypukta, a zatem uzyskiwany w kazdym kroku algorytmu punkt stacjonarny 3
(odpowiednio p) jest minimum lokalnym.

Podobnie jak w Rozdziale 3.2, badania symulacyjne pokazaly, ze rozwigzanie
uktadu rownan (3.8) niekoniecznie jest okreslone dodatnio. W zwiazku z tym pro-

blem okreslonosci rozwigzania wymaga dalszych badan.



4. Badania symulacyjne oraz zastosowanie
minimum funkcji rozbieznosci do danych

rzeczywistych

W tym rozdziale zastosujemy wyniki algebraiczne przedstawione w Rozdziatach 2

i 3 do zagadnien statystycznych.
4.1. Wprowadzenie do badan symulacyjnych

W dwoch pierwszych podrozdziatach pokazemy, ze zarowno entropijna jak i kwa-
dratowa funkcja straty prawidlowo rozpoznaja prawdziwa strukture kowariancyjna
tensora obserwacji oraz zbadamy wtasnosci estymatoréow otrzymanych poprzez mi-
nimalizacje rozwazanej funkcji rozbieznosci. W tym celu wygenerowane zostaly dane
z rozkltadu normalnego z wartoscig oczekiwang 0 i macierza kowariancji Weg ® X

oraz War ® 3. W doborze parametréow o i ¥ pomocny bedzie nastepujacy lemat.

Lemat 4.1. Niech Q2 bedzie macierzq kowariancji w modelu (1.1). Indeksy rozbiez-

nosci C[(Jkl\)l, Céks) i C/(&){, ke {E,Q}, majq nastepujgce wtasnosci:

- C{ﬁ% nie zalezy od wyboru W i % gdy O = ¥ @ X (w szezegdlnosci ¥ moze mieé
postaé CS lub AR(1)),

- ng nie zalezy od wyboru o 1 X gdy Q = Weg ® X oraz zalezy od wyboru o gdy
N=UpR X,

- Q&kf){ zalezy od wyboru o i nie zalezy od wyboru X gdy Q = Weg @ X lub Q =
Wagr ® 2.

Dowdd. Wiadomo, ze transformacja liniowa macierzy obserwacji, Z = AY, ma
rozklad normalny z macierza kowariancji A(¥ ® X)A'. Jezeli A # 1, to aby
przy takim przeksztalceniu zachowa¢ strukture macierzy kowariancji (ze zbioru
S, Scs, Sar) macierz A musi by¢ nieosobliwa oraz posiadaé strukture iloczynu Kro-

neckera, A = A; ® A,, przy czym A;, A, s nieosobliwe oraz

(Z1) jesi & = Weg to Ay jest taka, ze A, WegAl jest macierza o strukturze CS
(w szczegblnosci Aj=Acs),

(Z2) jesli W = Wy to Ay jest taka, ze A, WarA] jest macierza o strukturze AR(1)
(w szczegOlnosci Ay = V(W ,g) ™2 gdzie VV' = A,g oraz
(Par) ?(Par) 2 = (Par) ™).



Niech zatem A = A; ® A, spelnia powyzsze warunki. Przypomnijmy, ze macie-
rze A(P ® X)A’ oraz A(Peg ® X)A’ generuja cale zbiory S i Scs odpowiednio;
por. Wprowadzenie, Rozdziat 1.2. Oznacza to, ze spelione sg zatozenia Lematu 1.1.
We wszystkich przypadkach MLE macierzy A(¥ ® X)A’ jest rtowny ASA’, gdzie
S jest MLE macierzy ¥ ® ¥ i nie nalezy do zadnego z rozwazanych zbioréw. Za-
tem warunek (i) Lematu 1.1 nigdy nie jest spelniony. Poniewaz zbiory S i Scs sa
zamkniete ze wzgledu na obustronne mnozenie (por. Wprowadzenie, Rozdziat 1.2)

speliony jest warunek (ii). Zatem mozemy podsumowac, ze dla k € {E, Q}

- ([(Jkl\)I nie zalezy od wyboru ¥ i ¥ gdy 2 = ¥ ® 3 (w szczegolnosci ¥ moze mie¢
posta¢ CS lub AR(1)),
- Céks) nie zalezy od wyboru pi X gdy Q = $es ® 2.

Wiadomo, ze powyzsze rozwazania nie dotycza zbioru Sag. Zajmijmy sie jednak
osobno czynnikami iloczynu Kroneckera, tzn. A, WarA] oraz A,3XAj5. Poniewaz
zgodnie z zalozeniami A, jest dowolna macierza nieosobliwa oraz ¥ jest dowolna
macierza okreslona dodatnio, to A,3X A generuje caly zbior macierzy okreslonych
dodatnio. Spelnione sa zatem zalozenia Lematu 1.1 oraz warunek (i). Wtasnosci te

nie zachodza dla A;WrA’. Mozemy zatem powiedzieé, ze

- gﬁ{ nie zalezy od wyboru X gdy Q2 = Wr ® 3,
- Cékf){ zalezy od wyboru o gdy 2 = Wr ® 3.

Stosujac takie samo rozumowanie otrzymujemy nastepujace wnioski:

- C[(Jkl\)I nie zalezy od wyboru X gdy @ = W ® X lub 2 = Wprr ® 3,
- ng) nie zalezy od wyboru X gdy Q@ =¥ @ X lub Q2 = Wup ® X,
- Cékf){ nie zalezy od wyboru X gdy 2 =¥ ® X lub Q = ¥g ® 2.

Na zakonczenie zauwazmy, ze jezeli A, spelnia zalozenie (Z1) to w ogdlnosci nie
spelnia zalozenia (Z2), a zatem A, WarA] nie posiada struktury AR(1). Podobnie,
jezeli Aj spelnia zalozenie (Z2), to w ogolnosci nie spetnia zalozenia (Z1), a zatem
A, ¥csAl nie posiada struktury CS. W obu tych przypadkach nie sa spelnione

zatozenia Lematu 1.1, a wiec

- Céks) zalezy od wyboru o gdy 2 = Wrr ® 3,
- C&kp)h zalezy od wyboru o gdy 2 = ¥ ® 2. [

7 powyzszego lematu wynika, ze w przeprowadzonych badaniach symulacyjnych

mozemy przyja¢ X = I, natomiast wartosci o w okreslonej dodatnio macierzy Wcg
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i WaR musza byé rozne. Przyjmowaé bedziemy ¢ ze zbioru {—0.9,—0.5,—-0.1,0,0.1,
0.5,0.9} takie, ze macierz W¢g lub Wy jest okreslona dodatnio. Symulacje przepro-
wadzone zostaly dlan = 100 oraz (p, q) ze zbioru {(3, 3), (10, 3), (15, 3), (3,5), (10, 5),
(15,5)}. Ze wzgledu na zalozenie pg < n oraz ztozono$é¢ obliczeniowa algorytmow
dla kwadratowej funkcji straty nie uwzgledniamy wiekszych wartosci p.

Z uwagi na fakt, ze Scg 1 Sar s3 podzbiorami S, rozbieznosé od zbioru struktur
rozdzielnych S jest zawsze najmniejsza i w zwiazku z tym uzasadnione jest rozwa-
zanie struktur kowariancyjnych tylko ze zbiorow Scg i Sar. Zatem wygenerowano
dane

Y ~ Nppg(0,1,, Wes ®1,) oraz Y ~ N, ,,(0,L,, ¥rgr ®1,)

dla réznych wartosci parametrow o.
Poniewaz w rzeczywistosci nie znamy prawdziwej struktury kowariancyjnej, po
wygenerowaniu danych uznajemy ja za nieznang i w dalszych badaniach postugujemy

sic MLE nieustrukturyzowanej macierzy kowariancji postaci
S = lY’QnY.
n
Zatem do wyznaczenia indeksow rozbieznosci (1.5) przyjmowaé bedziemy © = S.

Ten tok rozumowania powtarzany jest 1000 razy, dlatego wartosci indekséw roz-
biezno$ci sa usredniane, a wlasnosci estymatoréw sg analizowane pod katem sredniej
i odchylenia standardowego.

Przypomnijmy, ze zgodnie z Twierdzeniem 2.2 tylko wartosci ng) Sa Wyznaczo-
ne jednoznacznie, natomiast aproksymacje w pozostalych zbiorach oraz aproksy-
macje kwadratowa funkcja straty nie gwarantuja jednoznacznosci. Niemniej jednak
w przeprowadzonych badaniach symulacyjnych we wszystkich przypadkach istniato
doktadnie jedno minimum. Ponadto, w przypadku kwadratowej funkcji straty mini-
ma wyznaczone na podstawie Twierdzen 3.1-3.3 niekoniecznie sg okreslone dodatnio.
W niniejszych symulacjach sytuacja taka miata miejsce dla (p,q) = (15,5), gdzie
sposrod 1000 symulowanych danych z rozktadu normalnego z macierza kowariancji
nalezaca do Scs, dla p = 0 w 40 przypadkach stwierdzono nieokreslonos$é¢ rozwiaza-
nia, natomiast dla o = 0.1, o = 0.5 p = 0.9 odpowiednio w 36, 40 i 45 przypadkach.
Dla danych generowanych z rozktadu normalnego z macierza kowariancji nalezaca
do Sar nieokreslone rozwigzanie otrzymano czterokrotnie dla o = —0.9 i pieciokrot-
nie dla o = 0.9. Wyniki te jako niespelniajace zatozenia o dodatniej okreslonosci
macierzy kowariancji, zostaty usuniete z dalszych rozwazan.

Rezultaty dotyczace identyfikacji struktury przedstawia Rozdziat 4.2, natomiast

wyniki zwigzane z estymacja omowione sg w Rozdziale 4.3.
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W pracy Filipiak i in. |12, 13] testowane byty hipotezy dotyczace struktury za
pomoca testu ilorazu wiarogodnosci (ang. likelihood ratio test, LRT) oraz testu wy-
nikowego Rao (ang. Rao score test, RST). W pracy Filipiak i in. 7] wykorzystano
norme Frobeniusa (1.2) jako miare rozbieznosci miedzy hipotezami o roznych struk-
turach rozdzielnych do zbadania mocy LRT. Zauwazmy jednak, ze norma Frobeniusa
jest interpretowana jako algebraiczna odlegtos¢ miedzy dwiema macierzami, podczas
gdy entropijna funkcja straty i kwadratowa funkcja straty reprezentuja rozbieznosci
miedzy dwoma rozktadami prawdopodobienstwa o réznych macierzach kowarian-
cji. Dlatego celem naszych badan jest zweryfikowanie czy entropijna i kwadratowa
funkcja straty rowniez moga by¢ uzyte jako miary rozbiezno$ci w kontekscie mocy
testow.

Wiadomo, ze statystyki testowe maja nastepujace postaci:
0(ves)

LRT = ntr {ﬁ <\/I\’®f]>1} —nln — npq,

RST = gtr{{ﬁ (@@f})l—lmr};

por. Filipiak i Klein [8]. Zauwazmy, ze statystyka LRT ma, z doktadnoscia do stalej,

postaé entropijnej funkcji straty z zamieniong rola macierzy bez struktury i macierzy
o strukturze rozdzielnej. Podobnie statystyka RST ma, z doktadno$cia do statej, po-
sta¢ kwadratowej funkcji straty rowniez z zamienionymi rolami macierzy. W zwiazku
7z tym nasuwa sie przypuszczenie, ze w badaniu mocy testow entropijna i kwadratowa
funkcja straty moga odegra¢ istotna role. W zaleznosci od wyboru funkcji rozbiezno-
$ci miedzy zbiorami struktur w analizowanych hipotezach, entropijna funkcja straty
moze wskazywa¢ na wieksza moc testu LRT, natomiast kwadratowa funkcja straty
na wieksza moc testu RST. W Rozdziale 4.4 zweryfikujemy to przypuszczenie.
Rozdziat 4.5 ilustruje metode identyfikacji struktury kowariancji poprzez entro-

pijna i kwadratowa funkcje straty oraz norme Frobeniusa na danych rzeczywistych.

4.2. Identyfikacja struktury

W tym rozdziale przedstawione wcze$niej metody aproksymacji zostana zastoso-
wane do sprawdzenia, czy odpowiednia funkcja rozbieznosci prawidtowo rozpoznaje
prawdziwa strukture kowariancji.

Jesli usrednione indeksy rozbieznosci sa mniejsze (lub rowne) dla odpowiednich

struktur, to jest

—(k —(k —=(k —=(k
C < gdy Qe Scs  oraz Can < Coa, gdy Q€ San, k€ {E,Q},
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wnioskujemy, ze funkcja prawidlowo rozpoznaje strukture kowariancyjna; por. Fili-
piak i in [11]. Jako dodatkowy wskaznik wyznaczamy proporcje poprawnie zidenty-

fikowanych struktur.

Algorytm postepowania wyglada nastepujaco:

1. generowanie danych z rozkltadu N, ,,(0,1,,Q), gdzie 2 € Scg lub Q € Sag;
2. wyliczenie S;

3. obliczenie rozbieznosci

dﬁ% = min Lgk)(\Il ® X)), gg = min L( )(\IJCS ® X), C[(ff){ = min Lgk)(\IIAR ® X);
\I/,E Q,E Q:E
4. powtoérzenie 1000 razy krokow 1-3;
5. uérednienie (UN, <cs and CAR,

6. zweryfikowanie czy
Qe SCS — s <

QeSaw = (ar < (s
7. wyznaczenie proporcji poprawnie zidentyfikowanych struktur

R _ liczba poprawnie zidentyfikowanych struktur

-1 .
1000 00%

-

PoniewaZ SCS, Sar C S to spelnione musza by¢ nieréwnosci aﬁz} < Egg oraz
CUN C AR Sama wartosé CUN nie jest wiec interesujaca dla identyfikacji struktury
i pelni role kontrolng dla algorytmu.

W Tabelach 4.1-4.4 zaprezentowane zostaly usrednione indeksy rozbieznoéci dla
kazdej z rozwazanych funkcji rozbieznosci oraz proporcje poprawnie zidentyfikowa-
nych struktur. Zgodnie z oczekiwaniami, dla kazdego zestawu parametrow, zaréwno
dla entropijnej jak i kwadratowej funkcji straty usredniona rozbieznosé Zg% jest naj-
Wl ke {B,Q}). Ponadto, jesli 0 = 0 to Scs = Sar.

a zatem Ccs i CAR sg rowne. Przypomnijmy, ze wszystkie wartosci zamieszczone

mniejsza (Wsrod CUN; Ces

w Tabelach 4.1-4.4 sa wynikiem skomplikowanych algorytméw numerycznych, kto-
rych rozwigzanie wymagalo uzycia metod iteracyjnych. Z tego powodu wartosci,
ktore dla o = 0 lub na mocy Lematu 4.1 powinny by¢ rowne, moga wykazywac

nieznaczne roznice.
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Tabela 4.1. Usrednione rozbieznosci oraz proporcja poprawnie zidentyfikowanych struktur

dla danych generowanych z rozktadu Nygo 3,(0, 100, ¥cs ® I3).

Entropijna funkcja straty Kwadratowa funkcja straty
=(E) =(E) =(E) =(@) =(@) =(@)
0 Cun Cos Car () Cun Ces CAR (@)

-0.1 | 03673 0.4101 0.4468 83.3 | 0.6656 0.7384 0.7916  82.3
0.3673  0.4101  0.4104 495 | 0.6680  0.7457  0.7455 494

0.1 | 03673 04101 04352 79.0 | 0.6685  0.7446  0.7823  77.3

0.5 ] 03673 04101 0.7680  99.7 | 0.6648  0.7405 1.2324  99.7

09| 03673 04101 1.1689 100.0 | 0.6697  0.7467  1.6168 100.0
10 -0.1 | 5.1192  5.8713 14.6891 100.0 | 7.5544  9.2058 16.0191 100.0
10 0] 5.1192 58713  5.8705 51.3 | 7.518  9.1562  9.1570  50.4
10 0.1 ] 5.1192  5.8713  6.3907 100.0 | 7.5397  9.1748  9.5268  98.4
10 0.5 | 5.1192  5.8713  9.8416 100.0 | 7.5396  9.1722 10.3823 100.0
10 0.9 | 5.1192  5.8713 15.8255 100.0 | 7.5224  9.1755 20.6869 100.0
15 0 | 13.2331 15.3668 15.3673  48.1 | 16.1694 20.6584 20.6600  50.9
15 0.1 ] 13.2331 15.3668 16.2939 100.0 | 16.1766 20.7239 21.0452 954
15 0.5 ] 13.2331 15.3668 20.5370 100.0 | 16.1810 20.6695 21.9300  99.7
15 0.9 ] 13.2331 15.3668 26.7463 100.0 | 16.1766 20.7239 35.7882 100.0

W W W w ws
o

Tabela 4.2. Udrednione rozbieznosci oraz proporcja poprawnie zidentyfikowanych struktur

dla danych generowanych z rozktadu Nigo 5,(0, 100, ¥cs ® Is).

Entropijna funkcja straty Kwadratowa funkcja straty
=(E) =(B) =(E) =@ =@ =@
Y Cun Cos Car () Cun Ces N (@)

-0.1 1.1187  1.1626  1.2237  88.3 | 1.9417  2.0125 2.0847 85.9
1.1187  1.1626 1.1628  50.5 | 1.9373  2.0102  2.0096  48.0

0.1 1.1187  1.1626  1.2037  83.5 | 19365 2.0080 2.0544  78.2

0.5 | 1.1187 1.1626 1.7556 100.0 | 1.9528  2.0258  2.7004  99.8

0.9 | 1.1187 1.1626  2.4229 100.0 | 1.9466  2.0187  3.2529 100.0
10 -0.1 | 18.8921 19.9532 34.4452 100.0 | 22.6178 24.9413 30.9468 100.0
10 0 | 18.8921 19.9532 19.9526  47.7 | 22.6429 24.9688 24.9664  48.7
10 0.1 | 18.8921 19.9532 20.8259 100.0 | 22.5908 24.9008 25.1874  92.7
10 0.5 | 18.8921 19.9532 26.5757 100.0 | 22.5610 24.8555 25.9044  99.7
10 0.9 | 18.8921 19.9532 36.5468 100.0 | 22.6213 24.9214 36.1259 100.0
15 0 | 62.1249 66.8870 66.8921  53.2 | 47.8388 55.7290 57.5923  49.6
15 0.1 ] 62.1249 66.8870 68.4512 100.0 | 47.8383 55.7367 57.6013  66.6
15 0.5 | 62.1249 66.8870 75.5178 100.0 | 47.8401 55.7347 57.6007  79.9
15 0.9 | 62.1249 66.8870 85.8640 100.0 | 47.8380 55.7302 57.5979  95.0

W W W w w
o
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Tabela 4.3. Usrednione rozbieznosci oraz proporcja poprawnie zidentyfikowanych struktur

dla danych generowanych z rozkladu Nigo,3,(0, 100, War @ I3).

Entropijna funkcja straty Kwadratowa funkcja straty
p_e|l Gnx G Gw P ORI w9
3 -09 ] 03673 5.6723 0.4102 100.0 | 0.6656  2.9835  0.7385 100.0
3 -0.5 0.3673 1.2159 0.4105 100.0 0.6680 1.5982 0.7458 100.0
3 -0.1 0.3673 0.4315 0.4105 77.1 0.6685 0.7764 0.7444 75.9
3 0| 03673 0.4101 0.4104 50.5 | 0.6688  0.7436  0.7441  48.6
3 01] 03673 04283 04104 73.1 | 0.6648 0.7676  0.7406  71.3
3 05 0.3673 0.7327 0.4101 99.8 0.6635 1.1854 0.7424 99.4
3 09 0.3673 1.1618 0.4099 100.0 0.6697 1.6283 0.7465 99.9

10 -09 | 5.1192 24.7209  5.8707 100.0 | 7.5544 14.7257  9.2062 100.0
10 -0.5 5.1192  11.5063 5.8705 100.0 7.5186 12.5526 9.1550 100.0
10 -0.1 5.1192 6.0907 5.8704 98.8 7.5397 9.3764 9.1783 91.7
10 0| 5.1192 5.8713 58705 48.7 | 7.5262 9.1647  9.1627  50.5
10 0.1 ] 5.1192 6.0799 58706 98.0 | 7.5396  9.3499  9.1703  89.7
10 0.5 5.1192  10.1883 5.8714 100.0 7.5441 11.8149 9.1835 100.0
10 09 5.1192  16.3827 5.8715 100.0 7.5224 13.3154 9.1743 100.0
15 -0.9 | 13.2331 43.2050 15.3688 100.0 | 16.1694 25.9321 20.6622 100.0
15 -0.5 | 13.2331 24.3583 15.3678 100.0 | 16.1766 24.0034 20.7219 100.0
15 -0.1 | 13.2331 15.7331 15.3673 99.2 | 16.1458 20.8070 20.6064 86.9
15 0 | 13.2331 15.3668 15.3673  51.9 | 16.1810 20.6695 20.6709  49.5
15 0.1 ] 13.2331 15.7220 15.3674  99.3 | 16.1384 20.7976 20.6146 86.4
15 0.5 | 13.2331 22.8995 15.3679 100.0 | 16.1350 23.3561 20.5539 100.0
15 0.9 | 13.2331 34.0544 15.3669 100.0 | 16.1736 24.9547 20.6650 100.0
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Tabela 4.4. Usrednione rozbieznosci oraz proporcja poprawnie zidentyfikowanych struktur

dla danych generowanych z rozkladu Nigo5,(0, 100, War @ I5).

Entropijna funkcja straty Kwadratowa funkcja straty
p_e|l Gy G Gw P TR L& G @
3 -09 | 1.1187 9.9190 1.1629 100.0 | 1.9417  5.3227  2.0136 100.0
3 -0.5 1.1187 2.5031 1.1630 100.0 1.9373 3.2242 2.0092 100.0
3 -0.1 1.1187 1.1989 1.1629 82.1 1.9365 2.0480 2.0074 771
3 0 1.1187 1.1626 1.1628 49.5 1.9485 2.0187 2.0193 50.6
3 0.1 1.1187 1.1919 1.1628 78.9 1.9528 2.0634 2.0268 76.2
3 0.5 1.1187 1.6923 1.1626  100.0 1.9351 2.6372 2.0048 100.0
3 09 1.1187 2.4013 1.1626 100.0 1.9466 3.2567 2.0187 100.0

10 -0.9 | 18.8921  51.2986 19.9531 100.0 | 22.6178 29.9053 24.9458 100.0
10 -0.5 | 18.8921 29.3081 19.9530 100.0 | 22.6429 27.8461 24.9641 100.0
10 -0.1 | 18.8921 20.3183 19.9527 99.7 | 22,5908 25.0613 24.9009 83.7
10 0 | 18.8921 19.9532  19.9526 52.3 | 22.5982 24.9289 24.9234 51.4
10 0.1 | 18.8921 20.2975 19.9525 99.1 | 22,5610 25.0013 24.8571 81.3
10 0.5 | 18.8921 27.1100 19.9524 100.0 | 22.5945 27.1032 24.8945 100.0
10 0.9 | 18.8921 37.4108 19.9530 100.0 | 22.6213 28.5374 24.9214 100.0
15 -0.9 | 62.1249 113.0665 66.8903 100.0 | 47.8414 56.4771 55.7352  98.8
15 -0.5 | 62.1249 81.7438 66.8917 100.0 | 47.8262 56.7270 55.6779 97.2
15 -0.1 | 62.1249 67.4898 66.8921 99.2 | 47.8274 55.7968 55.7438 58.0
15 0] 62.1249  66.8870 66.8922  46.8 | 47.9225 55.8428 55.8495  49.0
15 0.1 ] 62.1249  67.4737 66.8923  99.8 | 47.8262 55.7413 55.6759  61.6
15 0.5 | 62.1249 79.3455 66.8929 100.0 | 47.8274 56.6595 55.7428 94.3
15 0.9 | 62.1249 97.8834 66.8900 100.0 | 47.8427 56.3616 55.7456 97.1

Z Tabel 4.1 i 4.2 mozna zauwazy¢, ze dla wszystkich zestawow parametréow (nie
uwzgledniajac o = 0) oraz dla obu funkcji rozbieznosci spetniona jest nieréwnosé
_éks) < ZX}){. Zatem mozemy wywnioskowacé, ze zaréwno entropijna jak i kwadratowa
funkcja straty dobrze rozpoznaja strukture kowariancyjng ze zbioru Scg. Wniosek
ten jest potwierdzony proporcja poprawnie rozpoznanych struktur. Proporcja rze-
du 50% dla ¢ = 0 wynika z rownosci Scg = Sar. Wraz ze wzrostem o roznica
miedzy struktura CS i AR(1) jest bardziej dostrzegalna, stad wieksze wartoéci )
dla |o| > 0.1, k£ € {F,Q}. Podobnie, wraz ze wzrostem p roznice miedzy struk-
turami CS 1 AR(1) sa coraz wieksze, stad nawet dla malych wartosci ¢ struktura
CS powinna by¢ lepiej rozpoznawana. Te obserwacje potwierdzaja rosnace warto-
$ci 7®) dla ustalonego o i rosnacego p. Wyjatek stanowia wartosci otrzymane dla
p = 15 dla kwadratowe]j funkeji straty. Moze by¢ to wynikiem numerycznej zlozo-

noéci algorytméw wyznaczajacych Cé%) i Cg%), jednak weryfikacja tego spostrzezenia
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wymagataby dodatkowych badan nad optymalizacja algorytmoéow. Zwréémy uwage,
ze zastosowanie algorytmow wykorzystywanych w pracy do rzeczywistych danych
nie stanowi problemu, nawet jezeli zwiekszymy ich doktadnos¢, jadnakze dla badan
symulacyjnych proces ten jest bardzo czasochlonny.

Z Tabel 4.3 1 4.4 mozna dostrzec, ze dla wszystkich zestawow parametrow (nie
uwzgledniajac o = 0) oraz dla obu funkcji rozbieznosci spetniona jest nieréwnosé
ZX}){ < chs) Proporcja rzedu 50% dla ¢ = 0 wynika z réwnos$ci zbiorow Scs 1 Sar-
Wraz ze wzrostem |o| roéznica miedzy struktura CS i AR(1) jest bardziej widoczna,
stad wieksze wartoéci 7®) dla |o| > 0.1. Podobnie, wraz ze wzrostem p roznice
miedzy strukturami CS i AR(1) sa coraz wieksze, stad nawet dla matych wartosci
o struktura AR(1) jest zazwyczaj lepiej rozpoznawana. Jednak poréwnujac 7(@) dla
p = 15 mozna zauwazy¢ spadek proporcji poprawnie zidentyfikowanych struktur.
Podobnie jak w przypadku Wcg ® I, réznice moga wynika¢ z kumulacji bledow
numerycznych przy zastosowaniu algorytmu wyznaczajacego najlepsze przyblizenie
kwadratowa funkcjg straty.

Podsumowujac, zaréwno dla danych generowanych z rozktadu o strukturze ko-
wariancji ze zbioru Scg jak i Sar, obie funkcje rozbieznosci prawidtowo identyfikuja

strukture kowariancyjna.

4.3. Estymacja

Macierze ¥ i X otrzymane w procesie minimalizacji entropijnej lub kwadra-
towej funkcji straty mogg by¢ traktowane jako estymatory nieznanych czynnikow
struktury rozdzielnej. Przypomnijmy, ze estymatory otrzymane poprzez minimali-
zacje entropijnej funkgeji straty (odpowiednio kwadratowej funkgji straty) oznaczamy
przez ELE (odpowiednio QLE). W tym rozdziale porownamy wtasnosci ELE i QLE
7z powszechnie stosowanymi estymatorami najwiekszej wiarogodnosci (MLE).

W Rozdziale 2.2 pokazane zostalo, ze algorytmy wyznaczania MLE i ELE struk-
tury Weg ® 3 odpowiednio z (2.18) i (2.17) sa takie same, jednak réznia sie danymi
wejsciowymi. W zwiazku z tym wyznaczone estymatory maja r6zne wlasnosci sta-
tystyczne. W przypadku estymatorow QLE struktury ¥eg ® ¥ oraz estymatorow
ELE, QLE i MLE struktury ¥ g ® 3 wszystkie algorytmy sg rézne.

Przypomnijmy, ze zgodnie z Twierdzeniem 2.2 wartosci ELE dla € = g ® 3 s
wyznaczone jednoznacznie. W pozostatych przypadkach jednoznacznos¢ rozwigzania
nie zostata udowodniona analitycznie, jednak we wszystkich badaniach symulacyj-

nych istnialo doktadnie jedno minimum.
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Stosowac¢ bedziemy analogiczny algorytm jak w Rozdziale 4.2, przy czym inte-
resowa¢ nas beda usrednione wartosci estymatorow ze wzgledu na 1000 powtorzen

i ich odchylenia standardowe. Zatem algorytm postepowania wyglada nastepujaco:

1. generowanie danych z rozkltadu N, 4,(0,1,,Q), gdzie Q2 € Scg lub Q € Sag;
2. wyznaczenie S;

3. wyznaczenie estymatorow

(o, i) = argmin LgE)(\Pcs ®X), (o i) = argmin LgE)(qIAR ® X)),

972 Q,E
(3,8) = argmin LY (Wes @ 8), (3, %) = argmin LY (W, @ 2);
X 0%

4. powtorzenie 1000 razy krokow 1-3 dla kazdego ze zbiordw;
5. usrednienie g, i)/, 0, 2 dla kazdego ze zbiorow;

6. obliczenie odchylenn standardowych estymatoréw dla kazdego ze zbiorow.

Usrednione wartosci estymatoréw i ich odchylenia standardowe (lub normy Fro-
beniusa tych wartosci) dla danych generowanych z rozktadu Nigo p,(0, I1o0, Pos®1,)
dla roznych wartosci parametrow p i g oraz ¢ € {0,0.5,0.9} zaprezentowane sa
w Tabelach 4.5—4.9.

Tabela 4.5. Usrednione wartosci (av) i odchylania standardowe (std) estymatorow o dla

danych generowanych z rozktadu Nigg3p(0, I100, ¥cs ® I3).

MLE ELE QLE
o| w@ std(@)| av(e) stdr)| av(@) std(@)
0.0010 0.0331 | 0.0022 0.0342 | 0.0030 0.0381
0.5] 0.4999 0.0331 | 0.5010 0.0342 | 0.5014 0.0375
0.9 0.8997 0.0093 | 0.9000 0.0096 | 0.8997 0.0105
10 0 | -0.0001 0.0085 | 0.0006 0.0103 | 0.0012 0.0168
10 0.5 ] 0.4988 0.0235 | 0.5004 0.0282 | 0.5014 0.0466
10 0.9 ] 0.8994 0.0079 | 0.8998 0.0094 | 0.9001 0.0158
15 0 | -0.0002 0.0057 | 0.0004 0.0079 | 0.0032 0.0175
15 0.5 ] 0.4985 0.0228 | 0.5000 0.0315 | 0.5000 0.0714
15 0.9 ] 0.8992 0.0079 | 0.8995 0.0109 | 0.8982 0.0277

w W w3
o
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Tabela 4.6. Usrednione wartosci (av) i odchylania standardowe (std) estymatorow o dla

danych generowanych z rozktadu Ny 5p(0, I100, ¥cs ® I5).

MLE ELE QLE
o| w(@ std(@)| av(®) stdg)| av(@) std(@)
-0.0004 0.0266 | 0.0004 0.0276 | -0.0015 0.0301
0.5 0.4989 0.0266 | 0.4996 0.0276 | 0.4992 0.0320
0.9 0.8995 0.0075 | 0.8997 0.0078 | 0.8999 0.0091
10 0] 0.0004 0.0066 | 0.0009 0.0095 | 0.0009 0.0224
10 0.5 ] 0.5007 0.0181 | 0.5014 0.0257 | 0.4973 0.0646
10 0.9 ] 0.9001 0.0060 | 0.9002 0.0085 | 0.8972 0.0229
15 0] 0.0003 0.0044 | 0.0014 0.0093 | 0.0124 0.0469
15 0.5 ] 0.5006 0.0176 | 0.5030 0.0365 | 0.4910 0.1750
15 0.9 ] 0.9001 0.0060 | 0.9004 0.0125| 0.8669 0.1309

w W w3
o

Z Tabel 4.5 1 4.6 mozna dostrzec, ze dla wszystkich zestawéw parametrow ob-
cigzenie kazdego z estymatoréw jest niewielkie i nie zalezy od parametrow p i q.
Odchylenia standardowe MLE i ELE sa poréwnywalne, podczas gdy dla estymato-

row QLE sa nieznacznie wicksze.

Tabela 4.7. Normy Frobeniusa z usrednionych wartosci (av) i odchylen standardowych

(std) estymatoréw 3 dla danych generowanych z rozkladu Nigo 3,(0, 100, Pos ® I3).

MLE ELE QLE
p o] DI lstd®)IZ | favE)NE lstdD)Z | llavE)E [std(E)]2
3 0 2.942 0.039 2.463 0.036 2.070 0.039
3 0.5 2.948 0.042 2473 0.039 2.098 0.044
3 0.9 2.954 0.050 2.479 0.046 2.098 0.052
10 0 2.944 0.012 1.412 0.009 0.687 0.012
10 0.5 2.942 0.016 1.420 0.012 0.693 0.016
10 0.9 2.938 0.025 1.426 0.019 0.710 0.024
15 0 2.942 0.008 0.857 0.005 0.252 0.007
15 0.5 2.936 0.012 0.862 0.007 0.259 0.010
15 0.9 2.930 0.023 0.866 0.013 0.268 0.018
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Tabela 4.8. Normy Frobeniusa z usrednionych wartosci (av) i odchylen standardowych

(std) estymatoréw 3 dla danych generowanych z rozktadu Nigo 5p(0, 100, Pos ® Is).

MLE ELE QLE
p o] vl lstd@)IZ | lavE)NE stdD)Z | [fav(E)E [[std(E)]3
3 0 4.907 0.100 3.636 0.087 2.733 0.095
3 0.5 4.905 0.104 3.640 0.091 2.729 0.098
3 0.9 4.901 0.112 3.640 0.097 2.752 0.105
10 0 4.901 0.029 1.184 0.015 0.305 0.022
10 0.5 4.920 0.033 1.194 0.018 0.313 0.024
10 0.9 4.936 0.043 1.201 0.023 0.313 0.032
15 0 4.903 0.020 0.278 0.006 0.020 0.006
15 0.5 4.922 0.024 0.282 0.007 0.022 0.009
15 0.9 4.940 0.035 0.287 0.010 0.023 0.016

Tabela 4.9. Usrednione wartosci (av) oraz odchylenia standardowe (std) estymatorow ma-
cierzy 3 dla danych generowanych z rozktadu Nigo,3p(0, Iigo, ¥cs ® I3) gdy o0 = 0.5.

MLE ELE QLE

p ) > )

3| av 0.992 -0.001 0.000 | 0.909 -0.002 -0.001 | 0.835 0.000 -0.001

-0.001  0.993 -0.001 | -0.002 0.909 0.000 | 0.000 0.838 -0.001

0.000 -0.001 0.989 | -0.001  0.000 0.906 | -0.001 -0.001 0.836

std | 0.090 0.057 0.057 | 0.087 0.055 0.055 | 0.091 0.055 0.058

0.057 0.088 0.057 | 0.055 0.084 0.055 | 0.055 0.090 0.056

0.057 0.057 0.084 | 0.055 0.055 0.082 | 0.0568 0.056 0.091

10 | av | 0.990 0.000 0.001 | 0.688 0.000 0.001 | 0.481 -0.001 -0.002
0.000 0991 0.000 | 0.000 0.688 0.000 | -0.001 0481 0.000
0.001  0.000 0.990 | 0.001 0.000 0.688 | -0.002 0.000 0.480
std | 0.057 0.032 0.032 | 0.050 0.026 0.026 | 0.059 0.029 0.031
0.032 0.057 0.031 | 0.026 0.050 0.025 | 0.029 0.060 0.030
0.032 0.031 0.058 | 0.026 0.025 0.051 | 0.031 0.030 0.060

15 | av | 0.990 0.000 0.001 | 0537 0.000 0.001 | 0.292 0.000 0.000
0.000 0989 0.000 | 0.000 0.536 0.000 | 0.000 0.295 -0.002
0.001  0.000 0.989 | 0.001 0.000 0.535 | 0.000 -0.002 0.295
std | 0.082 0.025 0.027 | 0.041 0.019 0.019 | 0.049 0.022 0.023
0.025 0.053 0.025 | 0.019 0.043 0.019 | 0.022 0.049 0.023
0.027  0.025 0.054 | 0.019 0.019 0.042 | 0.023 0.023 0.049
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Z Tabel 4.7-4.9 mozna zauwazy¢, ze dla (p,q) = (3,5) estymatory MLE i ELE
macierzy 3 s3 nieznacznie obcigzone, podczas gdy obciazenie QLE jest wieksze.
Wraz ze wzrostem p zarowno ELE jak i QLE sa znacznie bardziej obcigzone niz
MLE. Wielkosci normy Frobeniusa odchylen standardowych sa poréwnywalne dla

wszystkich estymatorow.

Usrednione wartosci estymatorow i ich odchylenia standardowe (lub normy Fro-
beniusa tych wartosci) dla danych generowanych z rozktadu Nygo p,(0, I100, Par®1,)
dla ro6znych wartodci parametrow p i ¢ oraz o € {—0.9,—0.5,0,0.5,0.9} zaprezento-
wane zostaly w Tabelach 4.10-4.13.

7 Tabel 4.10-4.11 mozemy zauwazy¢, ze dla wszystkich zestawow parametrow
obcigzenie kazdego z estymatoréw jest niewielkie i nie zalezy od parametrow p i q.
Odchylenia standardowe MLE i ELE sa poréwnywalne, podczas gdy dla estymatorow

QLE sa nieznacznie wieksze.

Tabela 4.10. Usrednione wartosci (av) i odchylania standardowe (std) estymatorow o dla

danych generowanych z rozktadu Ny 3,(0, 100, ¥ AR ® I3).

MLE ELE QLE
o| av(p) std(p) | av(e) std(g) | av(o) std(o)
-0.9 | -0.8995 0.0091 | -0.8996 0.0093 | -0.9000 0.0103
-0.5 | -0.4989 0.0316 | -0.4992 0.0323 | -0.4993 0.0366
0| 0.0008 0.0402 | 0.0012 0.0412 | -0.0020 0.0474
0.5 ] 0.5001 0.0318 | 0.5008 0.0328 | 0.5004 0.0368
0.9 ] 0.8998 0.0091 | 0.9001 0.0094 | 0.8998 0.0103
10 -0.9 | -0.8995 0.0063 | -0.8997 0.0075 | -0.9001 0.0123
10 -0.51-0.4995 0.0163 | -0.5000 0.0198 | -0.5025 0.0319
10 0 1-0.0002 0.0191 | -0.0002 0.0236 | 0.0010 0.0385
10 0.5 | 0.4994 0.0155 | 0.4998 0.0192 | 0.4998 0.0324
10 0.9 | 0.8996 0.0060 | 0.8999 0.0073 | 0.9002 0.0125
15 -0.9 | -0.8995 0.0055 | -0.9000 0.0072 | -0.9009 0.0165
15 -0.5|-0.4994 0.0129 | -0.5000 0.0180 | -0.5013 0.0403
15 0 | -0.0001 0.0150 | -0.0003 0.0215 | 0.0004 0.0472
15 0.5 04996 0.0128 | 0.4996 0.0179 | 0.4997 0.0389
15 0.9 0.8997 0.0055 | 0.8999 0.0075 | 0.9003 0.0169

W W W w w3
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Tabela 4.11. Usrednione wartosci (av) i odchylania standardowe (std) estymatoréw o dla

danych generowanych z rozktadu Nigg5p(0, I100, ¥ AR ® I5).

MLE ELE QLE
e| av(e) std(g) | av(g) std(g) | av(g) std(o)
-0.9 1 -0.8998 0.0072 | -0.9000 0.0074 | -0.9000 0.0088
-0.5 1 -0.4999 0.0253 | -0.5005 0.0260 | -0.5007 0.0299
0 | -0.0005 0.0326 | -0.0007 0.0335 | -0.0002 0.0390
0.5 ] 04991 0.0257 | 0.4995 0.0266 | 0.5006 0.0296
0.9 ] 0.8996 0.0073 | 0.8998 0.0076 | 0.9000 0.0088
10 -0.9 | -0.8997 0.0048 | -0.8997 0.0068 | -0.8993 0.0167
10 -0.5|-0.4998 0.0127 | -0.4997 0.0177 | -0.5005 0.0440
10 0 | -0.0002 0.0154 | 0.0001 0.0213 | 0.0002 0.0515
10 0.5 | 0.4999 0.0130 | 0.5001 0.0180 | 0.4992 0.0422
10 0.9 | 0.9001 0.0049 | 0.9002 0.0068 | 0.8984 0.0174
15 -0.9 | -0.8998 0.0042 | -0.9003 0.0084 | -0.8855 0.0770
15 -0.5-0.4998 0.0103 | -0.5001 0.0201 | -0.4815 0.1209
15 0| 0.0000 0.0123 | 0.0005 0.0236 | 0.0004 0.1345
15 0.5 | 0.5000 0.0103 | 0.5006 0.0198 | 0.4966 0.1192
15 0.9 | 0.9000 0.0042 | 0.9004 0.0084 | 0.8822 0.0861

W W W w wg
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Tabela 4.12. Normy Frobeniusa z usrednionych wartosci (av) i odchylen standardowych

(std) estymatoréw 3 dla danych generowanych z rozktadu Nigg pq(0, 100, ¥ar ® Ij).

MLE ELE QLE
pollvEIB lstd®)3 | llavE)E (lstdE)3 | v [std(E)]3
q=3
3 -0.9 2.943 0.048 2.467 0.045 2.090 0.047
3 -0.5 2.941 0.041 2.462 0.038 2.072 0.041
3 0 2.942 0.039 2.462 0.036 2.077 0.039
3 0.5 2.948 0.041 2.470 0.038 2.093 0.043
3 09 2.954 0.049 2.481 0.045 2.098 0.052
10 -0.9 2.934 0.020 1.417 0.015 0.693 0.019
10 -0.5 2.943 0.013 1.413 0.009 0.694 0.013
10 0 2.945 0.012 1.412 0.009 0.685 0.012
10 0.5 2.943 0.013 1.412 0.009 0.682 0.013
10 09 2.938 0.019 1.420 0.014 0.700 0.019
15 -0.9 2.932 0.014 0.863 0.009 0.266 0.012
15 -0.5 2.941 0.008 0.857 0.005 0.253 0.008
15 0 2.943 0.008 0.856 0.005 0.252 0.006
15 0.5 2.942 0.008 0.856 0.005 0.256 0.007
15 0.9 2.940 0.014 0.862 0.009 0.265 0.013
qg=>5
3 -0.9 4.914 0.111 3.654 0.097 2.741 0.103
3 -0.5 4.910 0.102 3.644 0.090 2.742 0.097
3 0 4.906 0.100 3.637 0.087 2.744 0.097
3 0.5 4.904 0.103 3.637 0.089 2.756 0.102
3 09 4.902 0.111 3.643 0.096 2.754 0.104
10 -0.9 4.892 0.037 1.187 0.019 0.314 0.027
10 -0.5 4.901 0.030 1.184 0.016 0.308 0.023
10 0 4.901 0.029 1.184 0.015 0.306 0.021
10 0.5 4.902 0.030 1.186 0.016 0.308 0.021
10 0.9 4.923 0.038 1.196 0.019 0.310 0.027
15 -0.9 4.898 0.026 0.282 0.007 0.022 0.011
15 -0.5 4.904 0.021 0.278 0.006 0.020 0.007
15 0 4.904 0.020 0.277 0.006 0.020 0.006
15 0.5 4.906 0.020 0.278 0.006 0.021 0.007
15 0.9 4.921 0.027 0.282 0.007 0.022 0.011
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Tabela 4.13. Usrednione wartosci (av) oraz odchylenia standardowe (std) estymatorow
macierzy 3 dla danych generowanych z rozktadu Nigo 3,(0, 100, Par ® I3) gdy 0 = 0.5.
MLE ELE QLE

P > > >

3| av 0.992 -0.001 0.000 | 0,908 -0.002 -0.001 | 0.833 -0.002 0.001
-0.001  0.993 -0.001 | -0.002 0.908 0.000 | -0.002 0.839 -0.001
0.000 -0.001 0.989 | -0.001  0.000 0.905 | 0.001 -0.001 0.834
std | 0.088 0.057 0.057 | 0.085 0.055 0.054 | 0.089 0.058 0.055
0.057 0.086 0.057 | 0.055 0.083 0.054 | 0.058 0.089 0.057
0.0567 0.057 0.082 | 0.064 0.0564 0.080 | 0.055 0.057 0.087

10 | av | 0.990 0.000 0.001 | 0.686 0.000 0.001 | 0.475 -0.001 0.000
0.000 0991 0.000 | 0.000 0.687 0.000 | -0.001 0477 -0.003
0.001  0.000 0.990 | 0.001 0.000 0.686 | 0.000 -0.003 0.478
std | 0.047 0.032 0.032 | 0.042 0.026 0.026 | 0.060 0.030  0.030
0.032 0.048 0.031 | 0.026 0.042 0.025 | 0.030 0.050 0.030
0.032 0.031 0.047 | 0.026 0.025 0.042 | 0.030 0.030 0.049

15 | av | 0.991 0.000 0.001 | 0.535 0.000 0.001 | 0.292 0.001 0.000
0.000  0.990 0.000 | 0.000 0.534 0.000 | 0.001 0.293 0.000
0.001  0.000 0.990 | 0.001 0.000 0.533 | 0.000 0.000 0.292
std | 0.038 0.025 0.027 | 0.031 0.018 0.019 | 0.037 0.022 0.022
0.025 0.040 0.025| 0.018 0.033 0.019 | 0.022 0.037 0.022
0.027 0.025 0.039 | 0.019 0.019 0.032 | 0.022 0.022 0.037

Z Tabel 4.12-4.13 mozna zaobserwowad, ze dla (p,q) = (3,5) estymatory MLE
i ELE macierzy X sa nieznacznie obciazone, podczas gdy obciazenie QLE jest wiek-
sze. Wraz ze wzrostem p zaréwno ELE jak i QLE sa znacznie bardziej obciazone niz
MLE. Wielkosci normy Frobeniusa odchylen standardowych sa poréwnywalne dla

wszystkich estymatorow.

7 przeprowadzonych badan symulacyjnych mozna wywnioskowaé, ze estymatory
najwiekszej wiarogodnosci sg zazwyczaj lepsze (w sensie obcigzenia) niz estymato-
ry wyznaczone w wyniku minimalizacji entropijnej funkcji straty czy kwadratowe;j
funkcji straty. Zatem, aby uzywaé¢ ELE i QLE warto bytoby poprawi¢ ich wtasnosci,
na przyktad poprzez modyfikacje macierzy S (por. Stein [39]) lub uwzglednienie

funkcji kary w procesie minimalizacji.
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4.4. Testowanie hipotez

W tym rozdziale uzyjemy indeksow C[(jkl\)b 82 i CZQ, k € {E,Q}, w kontekscie
badania mocy testéw, do pomiaru rozbieznosci miedzy zbiorami struktur kowarian-
cyjnych rozwazanych w procesie testowania hipotez za pomoca LRT i RST. Podobnie
jak w pracach Lu i Zimmerman |22, 23| oraz Filipiak i in. [12, 13|, rozwazane sa

nastepujace hipotezy:
Hy : Q2 €S, Hyp: Q=W¥cg® X, Hyz : Q=Wp®X

przeciwko H, : € bez struktury (okreslona dodatnio).

Przypomnijmy, ze moc testu to prawdopodobienistwo odrzucenia hipotezy zero-

wej, gdy prawdziwa jest hipoteza alternatywna, to jest
P(odrzucenie Hy | Hy jest prawdziwa) = Po(T > k,),

gdzie T to statystyka LRT lub RST i &, jest (1—a)100% kwantylem rozktadu staty-
styki testowe] przy prawdziwosci hipotezy zerowej (ang. empirical null distribution);
por. Filipiak i in. [12, 13]. We wszystkich symulacjach przyjeto poziom istotnosci
a = 0.05.

Poniewaz rozklad doktadny statystyk LRT i RST nie jest znany, natomiast roz-
ktad asymptotyczny Y2, gdzie v jest roznica miedzy liczba nieznanych parametrow
w hipotezie alternatywnej i hipotezie zerowej (por. Rao [30]), jest stabym przyblize-
niem zwlaszcza dla matych wielkosci prob (por. Filipiak i in. [12, 13]), kwantyl &,
zostanie zastapiony przez kwantyl odpowiedniego rozktadu empirycznego wyznaczo-
nego dla hipotez Hyy i Hog w pracach Filipiak i in. [12, 13| na podstawie 50000 prob
dla r6znych wielkosci p, g, n. Moc empiryczna obliczana jest jako proporcja liczby
odrzuconych hipotez zerowych do liczby wszystkich wykonanych testow (50000), gdy
H 4 jest prawdziwa. Nalezy zatem dobraé¢ macierz 2 bez struktury z uwzglednieniem
jej rozbieznosci (w sensie entropijnej lub kwadratowej funkeji straty) od zbioru S,
Scs lub Sar.

Przypomnijmy, ze zaréwno entropijna jak i kwadratowa funkcja straty sa nie-
ograniczone z gory i s nieporéwnywalne. Dlatego uzyte zostang skorygowane roz-
bieznosci (™, k € {E,Q}, o wartosciach z przedziatu [0;1). W szczegolnosci £ =
1 —1/[¢™ + 1], gdzie ¢ jest odpowiednio réwna Cl(ﬁ\)n Céks) lub C/(fl%. W rozdziale
tym macierze 2 zostaly wygenerowane losowo tak, aby odpowiednie rozbieznosci

£€®) byly réwne okoto 0.1 i 0.5. Wartosci te bedziemy dalej nazywaé poziomami

63



rozbieznodci, a macierz €2 oznacza¢ bedziemy €2,. Ponadto sprawdzimy, czy dla
dwoch hipotez alternatywnych o takim samym poziomie rozbieznos$ci moce testu
sa zblizone. W tym celu dobrana zostala druga macierz, nieposiadajaca struktury,
(2;, konstruowana na postawie macierzy o strukturze zadanej hipoteza zerowg w taki
sposob, ze zmodyfikowane s3 co najwyzej dwa elementy, aby uzyska¢ zadany poziom
rozbieznosci (0.1 lub 0.5).

W niniejszym rozdziale sprawdzimy réwniez jak w opisanej sytuacji zachowuje
sie najbardziej intuicyjna miara rozbieznosci miedzy macierzami, czyli skorygowana

do przedziatu [0, 1) norma Frobeniusa:

0 = O/I8||r,

gdzie
CF) = min fp (S,I), 'ceS, I'cScslub T € Syr;

por. Filipiak i Klein [7].

Algorytm postepowania wyglada nastepujaco:

1. generowanie danych z rozktadu N, ,,(0,1,,Q), gdzie 2 = Q, lub Q = €, jest
macierza nieposiadajaca struktury o zadanym poziomie rozbieznosci;
wyznaczenie S;

przeprowadzenie testow LRT i RST;

powtorzenie 50000 razy krokow 1-3 dla kazdego ze zbiorow;

BAREE R

wyznaczenie mocy kazdego testu jako proporcji

liczba odrzuconych hipotez zerowych
50000 '

Symulacje przeprowadzone zostaly dla réznych rozmiaréw prob:
n € {10, 15,25, 50, 100, 150, 200}.

Aby przeprowadzi¢ test LRT spelniony musi by¢ warunek n > pg, natomiast dla
testu RST wystarczy warunek n > max{p, ¢} (por. Filipiak i in. [13]). W celu
poréwnania mocy testow wybrane zostaly parametry gwarantujace mozliwo$¢ prze-

prowadzenia obu testow, czyli pary (p, q) rowne (3,2), (3,3), (5,2) lub (5,5).
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Wybrane moce empiryczne testow LRT i RST w zaleznosci od poziomu roz-

bieznosci bazujacej na entropijnej funkcji straty zaprezentowane zostaly w Tabe-
lach 4.14-4.15, na kwadratowej funkcji straty w Tabelach 4.16-4.17 oraz dla para-

metréw (p, q)

przedstawiaja Tabele 4.18-4.19.

(3,2) na Rysunku 4.1. Moce testow oparte na normie Frobeniusa

Tabela 4.14. Moce empiryczne testu LRT dla testowania struktury kowariancyjnej ze

wzgledu na skorygowane rozbieznosci entropijnej funkeji straty pomiedzy €2 bez struktury

i Hpi, 2 =1,2,3, na podstawie 50000 symulacji.

(B 0.1 0.5
(p,q) n Scs SAR Scs SAR
Q, @ 9 @ 9 9 |9 9 9 9 9 @
(3,2) 10 0.063 0.064 0.060 0.064 0.061 0.063 0.239 0.244 0.232 0.277 0.261 0.288
25 | 0.117  0.119 0.109 0.120 0.108 0.118 | 0.885 0.905 0.866 0.919 0.906 0.927
50 | 0.231 0.239 0.207 0.242 0.206 0.241 | 0.999 1.000 0.999 1.000 1.000 1.000
100 0.515 0.530 0.462 0.532 0.461 0.530 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
150 0.744 0.758 0.690 0.757 0.694 0.757 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
200 | 0.884 0.897 0.846 0.897 0.846 0.894 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
(3,3) 10 | 0.053 0.0563 0.0563 0.053 0.053 0.053 | 0.082 0.091 0.082 0.093 0.082 0.096
25 | 0.084 0.088 0.083 0.088 0.083 0.088 | 0.643 0.743 0.629 0.757 0.626 0.775
50 0.146 0.157 0.144 0.161 0.145 0.161 0.985 0.995 0.983 0.996 0.982 0.997
100 0.323 0.350 0.319 0.360 0.319 0.363 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
150 | 0.510 0.556 0.509 0.569 0.511 0.572 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
200 | 0.690 0.734 0.687 0.745 0.688 0.747 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
(5,2) 15 | 0.061 0.061 0.060 0.063 0.060 0.062 | 0.196 0.218 0.200 0.352 0.201 0.367
25 0.082 0.081 0.080 0.087 0.081 0.088 0.530 0.609 0.526 0.793 0.531 0.808
50 0.141 0.140 0.132 0.156 0.133 0.157 | 0.962 0.986 0.959 0.997 0.960 0.998
100 | 0.304 0.307 0.270 0.342 0.278 0.345 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
150 | 0.493 0.498 0.443 0.538 0.451 0.539 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
200 0.668 0.682 0.612 0.716 0.623 0.717 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
(5,5) 50 0.071 0.074 0.071 0.077 0.071 0.077 | 0.453 0.667 0.454 0.734 0.454 0.743
100 0.109 0.122 0.109 0.127 0.109 0.127 | 0.951 0.996 0.950 0.999 0.950 0.999
150 | 0.161 0.184 0.165 0.196 0.166 0.197 | 0.999 1.000 0.999 1.000 0.999 1.000
200 | 0.215 0.255 0.217 0.275 0.217 0.273 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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Tabela 4.15. Moce empiryczne testu RST dla testowania struktury kowariancyjnej ze
wzgledu na skorygowane rozbieznosci entropijnej funkeji straty pomiedzy €2 bez struktury

i Hpi, © = 1,2,3, na podstawie 50000 symulacji.

¢(E) 0.1 0.5

(»,q) n S Scs SAR S Scs SAr

(3,2) 10 | 0.067 0.067 0.070 0.070 0.070 0.070 | 0.274 0.230 0.320 0.398 0.367 0.426
25 | 0.116 0.119 0.109 0.129 0.110 0.131 | 0.850 0.873 0.842 0.937 0.897 0.952

50 | 0.222 0.236 0.206 0.269 0.203 0.271 | 0.999 0.999 0.998 1.000 0.999 1.000

100 | 0.495 0.521 0449 0.569 0.444 0.572 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 0.729 0.757 0.678 0.790 0.677 0.792 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 0.873 0.894 0.834 0.913 0.834 0.913 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(3,3) 10 | 0.062 0.064 0.064 0.064 0.063 0.064 | 0.197 0.252 0.220 0.252 0.214 0.266
25 | 0.095 0.099 0.093 0.097 0.091 0.098 | 0.654 0.784 0.653 0.822 0.642 0.850

50 | 0.156 0.173 0.159 0.185 0.159 0.188 | 0.980 0.997 0.978 0.998 0.975 0.999

100 | 0.332 0.374 0.331 0.400 0.332 0.403 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 0.517 0.576 0.520 0.617 0.523 0.622 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 0.694 0.753 0.693 0.784 0.694 0.787 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(5,2) 15 | 0.069 0.065 0.073 0.078 0.072 0.080 | 0.249 0.232 0.290 0.643 0.281 0.678
25 | 0.090 0.083 0.089 0.109 0.090 0.113 | 0.528 0.523 0.548 0.918 0.547 0.931

50 | 0.156 0.141 0.150 0.205 0.150 0.209 | 0.953 0.973 0.949 0.999 0.951 1.000

100 | 0.323 0.298 0.290 0424 0.295 0431 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 0.511 0.483 0466 0.632 0472 0.638 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 0.684 0.671 0.634 0.797 0.644 0.802 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(5,5) 50 | 0.080 0.090 0.079 0.096 0.080 0.096 | 0.569 0.881 0.579 0.946 0.578 0.951
100 | 0.116 0.144 0.119 0.165 0.119 0.166 | 0.962 1.000 0.965 1.000 0.965 1.000
150 | 0.171 0.226 0.175 0.262 0.176 0.264 | 0.999 1.000 0.999 1.000 0.999 1.000
200 | 0.229 0.313 0.234 0.365 0.235 0.367 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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Tabela 4.16. Moce empiryczne testu LRT dla testowania struktury kowariancyjnej ze
wzgledu na skorygowane rozbieznodci kwadratowej funkcji straty pomiedzy €2 bez struktury

i Hpi, © =1,2,3, na podstawie 50000 symulacji.

@ 0.1 0.5

(»,q) n S Scs SAR S Scs SAr

(3,2) 10 | 0.058 0.057 0.057 0.057 0.057 0.057 | 0.119 0.192 0.138 0.230 0.120 0.249
25 | 0.086 0.082 0.085 0.085 0.084 0.086 | 0.493 0.806 0.590 0.859 0.509 0.882

50 | 0.140 0.132 0.138 0.142 0.134 0.142 | 0915 0.996 0.960 0.998 0.924 0.999

100 | 0.285 0.269 0.275 0.289 0.268 0.294 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 0.436 0.416 0.425 0.450 0.421 0.461 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 0.590 0.564 0.581 0.604 0.569 0.611 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(3,3) 10 | 0.052 0.051 0.052 0.051 0.052 0.052 | 0.080 0.081 0.081 0.087 0.082 0.089
25 | 0.067 0.068 0.066 0.069 0.066 0.069 | 0.585 0.612 0.588 0.675 0.589 0.698

50 | 0.095 0.099 0.093 0.104 0.092 0.104 | 0.960 0.977 0.962 0.988 0.964 0.991

100 | 0.170 0.180 0.166 0.193 0.165 0.193 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 0.259 0.277 0.253 0.299 0.255 0.303 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 0.367 0.390 0.357 0.421 0.359 0.424 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(5,2) 15 | 0.056 0.056 0.055 0.057 0.055 0.057 | 0.180 0.174 0.195 0.328 0.190 0.349
25 | 0.065 0.066 0.066 0.070 0.066 0.070 | 0.468 0.481 0.489 0.761 0.476 0.787

50 | 0.093 0.092 0.089 0.103 0.088 0.103 | 0.921 0.943 0927 0.995 0.920 0.997

100 | 0.163 0.158 0.148 0.190 0.149 0.194 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 0.249 0.240 0.225 0.294 0.224 0.297 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 0.354 0.343 0.315 0.415 0.314 0.417 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(5,5) 50 | 0.061 0.063 0.061 0.064 0.061 0.064 | 0.276 0.585 0.280 0.697 0.279 0.712
100 | 0.080 0.085 0.080 0.088 0.079 0.089 | 0.741 0.988 0.745 0.997 0.745 0.998
150 | 0.103 0.112 0.104 0.121 0.104 0.121 | 0.959 1.000 0.961 1.000 0.961 1.000
200 | 0.126 0.141 0.126 0.153 0.126 0.154 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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Tabela 4.17. Moce empiryczne testu RST dla testowania struktury kowariancyjnej ze
wzgledu na skorygowane rozbieznosci kwadratowej funkcji straty pomiedzy 2 bez struktury

i Hpi, © = 1,2,3, na podstawie 50000 symulacji.

@ 0.1 0.5

(»,q) n S Scs SAR S Scs SAr

(3,2) 10 | 0.061 0.059 0.065 0.061 0.064 0.060 | 0.119 0.193 0.167 0.334 0.150 0.371
25 | 0.092 0.082 0.091 0.088 0.090 0.089 | 0.371 0.763 0.525 0.884 0.455 0.916

50 | 0.148 0.130 0.154 0.153 0.150 0.156 | 0.825 0.995 0.933 0.999 0.884 0.999

100 | 0.298 0.264 0.303 0.311 0.296 0.320 | 0.999 1.000 1.000 1.000 0.999 1.000

150 | 0.455 0.414 0.459 0.483 0.452 0.496 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 0.605 0.561 0.608 0.632 0.597 0.646 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(3,3) 10 | 0.055 0.057 0.057 0.058 0.056 0.057 | 0.256 0.206 0.263 0.223 0.262 0.235
25 | 0.072 0.075 0.071 0.075 0.070 0.074 | 0.712 0.666 0.721 0.757 0.722 0.787

50 | 0.101 0.106 0.102 0.115 0.102 0.117 | 0.978 0.982 0.979 0.994 0.980 0.996

100 | 0.181 0.191 0.175 0.213 0.174 0.213 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 0.271 0.288 0.267 0.329 0.267 0.335 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 0.381 0.406 0.373 0.457 0.375 0.464 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(5,2) 15 | 0.059 0.057 0.061 0.065 0.061 0.066 | 0.295 0.195 0.364 0.611 0.345 0.655
25 | 0.071 0.066 0.071 0.080 0.071 0.082 | 0.580 0.424 0.634 0.898 0.617 0.919

50 | 0.099 0.093 0.097 0.125 0.097 0.126 | 0.949 0915 0961 0.999 0.955 0.999

100 | 0.171 0.157 0.158 0.233 0.160 0.238 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 0.263 0.234 0.238 0.353 0.240 0.359 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 0.370 0.337 0.335 0.490 0.335 0.496 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(5,5) 50 | 0.067 0.070 0.068 0.073 0.068 0.073 | 0.419 0.818 0.428 0.928 0.429 0.937
100 | 0.086 0.094 0.088 0.104 0.087 0.104 | 0.844 0.998 0.856 1.000 0.856 1.000
150 | 0.114 0.126 0.115 0.144 0.115 0.146 | 0.983 1.000 0.984 1.000 0.984 1.000
200 | 0.143 0.164 0.144 0.191 0.145 0.192 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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Rysunek 4.1. Moce empiryczne dla Hoy i €%) = 0.1, k € {E, Q}, dla entropijnej funkcji
straty (lewy panel) oraz kwadratowej funkcji straty (prawy panel), odpowiednio dla te-
stu LRT (pierwszy wiersz) oraz RST (drugi wiersz) dla (p,q) = (3,2). Fioletowy kolor

reprezentuje {2y, a zielony 2;.

7 Tabel 4.14-4.17 oraz Rysunku 4.1 mozna zaobserwowa¢, ze zgodnie z oczekiwa-
niami, moc testu LRT i RST zarowno dla entropijnej jak i kwadratowej funkcji straty
wzrasta wraz z rozmiarem proby. Rosnie réwniez wraz ze wzrostem rozbieznosci mie-
dzy macierzg 2 a zbiorami S, Scg lub Sar. Co wiecej, w wiekszosci przypadkow
wartos$ci mocy sg porownywalne dla €2, i €2, o takich samych rozbieznosciach. Moze
sie jednak zdarzy¢, ze moc testu dla macierzy €2, rézni sie istotnie od mocy testu dla
macierzy ;. Przyktadowo dla poziomu rozbieznosci 0.5, dla (p, q) = (5,5) i n = 50,
zaréwno entropijna jak i kwadratowa funkcja straty wskazuja znaczaco rézne moce

dla obu testéw. Sytuacja ta nie wystepuje dla rozbieznosci &) = 0.1, k € {E, Q}.
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Tabela 4.18. Moce empiryczne testu LRT dla testowania struktury kowariancyjnej ze
wzgledu na skorygowane rozbieznosci normy Frobeniusa pomiedzy €2 bez struktury i Hy,,

1 =1,2,3, na podstawie 50000 symulacji.

5(F) 0.1 0.5

(»,q) n S Scs SAR S Scs SAR

Q 9 9 9 9 9 |9 9% 9 9 Q 9

(3,2) 10 | 0.449 0.058 0.410 0.057 0.545 0.055 | 0.887 0.214 0.983 0.337 0.981 0.288
25 | 0995 0.085 0992 0.082 0.998 0.076 | 1.000 0.854 1.000 0.963 1.000 0.927

50 | 1.000 0.138 1.000 0.132 1.000 0.116 | 1.000 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000

100 | 1.000 0.286 1.000 0.263 1.000 0.221 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 1.000 0.441 1.000 0.408 1.000 0.343 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 1.000 0.594 1.000 0.551 1.000 0.466 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(3,3) 10 | 0.278 0.052 0.275 0.052 0.281 0.052 | 0.136 0.143 0.140 0.116 0.138 0.110
25 | 1.000 0.076 1.000 0.074 1.000 0.070 | 0.980 0.979 0.983 0.915 0.980 0.880

50 | 1.000 0.121 1.000 0.119 1.000 0.108 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

100 | 1.000 0.244 1.000 0.239 1.000 0.204 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 1.000 0.388 1.000 0.381 1.000 0.323 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 1.000 0.541 1.000 0.530 1.000 0.451 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(5,2) 15 | 0.636 0.062 0.639 0.065 0.950 0.058 | 0.477 0.477 0.524 0.693 0.535 0.531
25 | 0.992 0.085 0.990 0.095 1.000 0.075 | 0.941 0.953 0.959 0.985 0.962 0.934

50 | 1.000 0.155 1.000 0.181 1.000 0.116 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

100 | 1.000 0.349 1.000 0410 1.000 0.231 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 1.000 0.560 1.000 0.636 1.000 0.361 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 1.000 0.747 1.000 0.809 1.000 0.504 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(5,5) 50 | 1.000 0.116 1.000 0.127 1.000 0.091 | 1.000 0.999 1.000 0.999 1.000 0.984
100 | 1.000 0.265 1.000 0.299 1.000 0.174 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
150 | 1.000 0.463 1.000 0.526 1.000 0.292 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
200 | 1.000 0.652 1.000 0.720 1.000 0.418 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

Zauwazmy, ze moc testu mierzona na podstawie normy Frobeniusa nie zachowuje
monotonicznos$ci (por. Tabele 4.18 i 4.19). Przykladowo dla (p,q) = (3,3), n = 10
i 2, wraz ze wzrostem rozbieznoSci spada zaré6wno moc testu LRT jak i RST dla
kazdej z testowanych hipotez. Podobna sytuacja wyste¢puje dla macierzy €2, dla
(p,q) = (3,3), n = 25 dla obu testow lub (p,q) = (5,2), n = 15 lub n = 25
dla testu LRT dla kazdej z testowanych hipotez, jak roéwniez dla (p,q) = (5,2),
n = 15 lub n = 25 dla testu RST hipotezy Hys. Ponadto, moce testow dla dwoch
macierzy o takiej samej rozbieznoéci ¢ sg znaczaco rézne (zobacz na przyklad
(p,q) = (3,3), n = 25 i rozbieznos¢ rzedu 0.1). Zatem norma Frobeniusa nie jest

dobra miarg rozbieznosci w kontekscie badania mocy testu.
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Tabela 4.19. Moce empiryczne testu RST dla testowania struktury kowariancyjnej ze
wzgledu na skorygowane rozbieznosci normy Frobeniusa pomiedzy € bez struktury i Hy,,

1 =1,2,3, na podstawie 50000 symulacji.

£F) 0.1 0.5

(»,q) n S Scs SAR S Scs SAR

Q ©% 9 9% 9 9 | 9 9 Q9 9 @

(3,2) 10 | 0.396 0.059 0.426 0.060 0.638 0.057 | 0.785 0.209 0.903 0.469 0.897 0.426
25 | 0991 0.084 0983 0.083 0.999 0.079 | 1.000 0.814 1.000 0.972 1.000 0.952

50 | 1.000 0.136 1.000 0.141 1.000 0.124 | 1.000 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000

100 | 1.000 0.281 1.000 0.282 1.000 0.242 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 1.000 0.440 1.000 0.439 1.000 0.372 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 1.000 0.591 1.000 0.580 1.000 0.497 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(3,3) 10 | 0.712 0.060 0.710 0.060 0.732 0.058 | 0.348 0.461 0.358 0.355 0.348 0.327
25 | 1.000 0.084 1.000 0.081 1.000 0.076 | 0.915 0.984 0914 0.948 0.904 0.929

50 | 1.000 0.131 1.000 0.135 1.000 0.121 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

100 | 1.000 0.260 1.000 0.266 1.000 0.226 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 1.000 0.404 1.000 0.419 1.000 0.356 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 1.000 0.561 1.000 0.572 1.000 0.494 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(5,2) 15 | 0.522 0.067 0.573 0.085 0.962 0.069 | 0.544 0.397 0.577 0.924 0.613 0.835
25 | 0.932 0.087 0932 0.124 1.000 0.090 | 0.910 0.849 0.902 0.998 0.920 0.986

50 | 1.000 0.155 1.000 0.244 1.000 0.146 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

100 | 1.000 0.336 1.000 0.508 1.000 0.288 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

150 | 1.000 0.543 1.000 0.730 1.000 0.436 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

200 | 1.000 0.734 1.000 0.875 1.000 0.594 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

(5,5) 50 | 1.000 0.163 1.000 0.200 1.000 0.124 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
100 | 1.000 0.354 1.000 0.452 1.000 0.245 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
150 | 1.000 0.585 1.000 0.706 1.000 0.409 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
200 | 1.000 0.767 1.000 0.866 1.000 0.562 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

Zweryfikujmy teraz przypuszczenie o wplywie funkeji rozbieznosci na moc testu.
Ze wzgledu na zwiazki miedzy postacia testu LRT i entropijnej funkcji straty oraz
testu RST i kwadratowe]j funkcji straty chcemy sprawdzié, czy entropijna funkcja
straty wskazuje na wieksza moc testu LRT, a kwadratowa funkcja straty na wieksza
moc testu RST. Zalezno$¢ miedzy funkcjami fi, k € {F,Q}, oraz mocami testow

LRT i RST dla wybranych parametrow przedstawiaja Rysunki 4.2 i 4.3.

71



10F 10F 3
0.8f 0.8 1
0.6 0.6

Q Q

Q Q

£ £
0.4} 0.4
0.2 0.2
0.0k ‘ ‘ ‘ J 0.0k ‘ ‘ ‘ J

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
n n
1.0 5 = = s 10F - - g
0.8} 0.8 1
0.6} 0.6 1

8 8 ]

€ =
0.4+ 0.4 ]
0.2} 0.2 1
0.0k ‘ ‘ ‘ J 0.0L. ‘ ‘ ‘ J

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
n n

Rysunek 4.2. Moce empiryczne dla Hys z wykorzystaniem entropijnej funkcji straty (lewy

panel) oraz kwadratowej funkcji straty (prawy panel), odpowiednio dla £*¥) = 0.1 (pierwszy
wiersz) oraz £ = 0.5 (drugi wiersz), k € {E,Q}, dla (p,q) = (3,2). Czerwony kolor
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Rysunek 4.3. Moce empiryczne dla Hys z wykorzystaniem entropijnej funkcji straty (lewy

panel) oraz kwadratowej funkcji straty (prawy panel), odpowiednio dla £*¥) = 0.1 (pierwszy

wiersz) oraz €% = 0.5 (drugi wiersz), k € {E,Q}, dla (p,q) = (5,2). Czerwony kolor
przedstawia moce LRT, a niebieski RST.

Powyzsze wykresy wskazuja, ze przypuszczenie o wplywie wyboru funkcji roz-
biezno$ci na moc testu okazalo sie btedne. Z Rysunkow 4.2-4.3 wynika, ze moce

testow LRT i RST sa zblizone i nie mozna jednoznacznie wskazac¢ testu lepszego.

Na zakoniczenie odniesiemy sie do wynikow opublikowanych w pracy Lu i Zim-
merman [22] dla testowania struktury rozdzielnej Hy; za pomoca testu LRT. Wy-
korzystamy entropijna i kwadratowa funkcje straty do pomiaru rozbieznosci mie-
dzy hipotezami dla macierzy bez struktury proponowanych intuicyjnie przez Lu
i Zimmermana i przyporzadkowanych do czterech typéw bazujacych na nastepujacej

strukturze rozdzielnej
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Rozwazano natepujace typy macierzy kowariancji bez struktury:

e macierz typu I jest macierzg kowariancji o tych samych korelacjach co X, z moz-
liwa jedna zmiana wariancji, o33 = k,

e macierz typu Il jest macierza kowariancji identyczna z 3, z wyjatkiem o3y = £
(i symetrycznie 043),

e macierz typu III jest macierzg kowariancji identyczna z 3, z wyjatkiem oy3 = £
(i symetrycznie o35),

e macierz typu IV jest macierzg kowariancji identyczna z 3, z wyjatkiem o34 = £

i 093 = k (oraz symetrycznie 43 1 093).

W Tabeli 4.20 pokazano moce empiryczne testu LRT dla wymienionych typow ma-
cierzy bez struktury, ktore zostaly oryginalnie wyliczone w pracy Lu i Zimmer-
man [22, Tabela 3]. Mozna zauwazy¢, ze moc LRT wzrasta wraz z rozmiarem proby
oraz wraz ze wzrostem zmiany miedzy struktura zerowa i alternatywna mierzona
zmiang odpowiednich elementéw zgodnie z wybranym typem. Warto zwrocié uwa-
ge, ze dla pierwszych trzech typoéw macierzy bez struktury poziom zmiany jest intu-
icyjny, poniewaz zmienia sie tylko jedna warto$¢ (druga zmienia sie symetrycznie),
podczas gdy dla macierzy typu IV ta miara zmiany nie jest juz oczywista. Ponadto,
wyniki sg nieporownywalne dla réznych wartosci p zaréwno w obrebie jednego typu
jak i miedzy r6znymi typami. Rzeczywiscie, na przyktad dla struktury typu II roz-
bieznos¢ rzedu —0.4, ktora mozna zaobserwowac¢ dla p = 0.2 1 k = —0.2 wskazuje
moc rowng 0.123 dla wielkosci proby rownej 20, podczas gdy ta sama rozbieznosé
zaobserwowana dla p = 0.51 k = 0.1 wskazuje moc 0.213. Dlatego naszym celem jest
wykorzystanie entropijnej i kwadratowej funkcji straty mierzacej rozbieznos¢ miedzy
hipotezami alternatywnymi wskazanymi przez Lu i Zimmermana a calym zbiorem
rozwazanych struktur rozdzielnych do weryfikacji przedstawionych w Tabeli 4.20
mocy. Pokazemy, ze moc wzrasta wraz z rozbiezno$cia niezaleznie od typu hipotezy
alternatywnej i wartosci p.

Zauwazmy, ze moce testu LRT dla macierzy typu IV zostaly wyznaczone w pra-
cy Lu i Zimmerman [22] niepoprawne; przyktadowo dla p = 0.5, macierz typu IV
z k = 0.5 1 macierz typu III z k£ = 0.5 reprezentuja te sama hipoteze alternatyw-
ng, ale wyliczone moce w tych przypadkach sa rozne. Ponadto, moc dla macierzy
typu IV z p = 0.5 1 k = 0.25 jest zblizona do poziomu istotnosci 0.05, co wska-
zuje strukture kowariancyjng zatozona w hipotezie zerowej, a to nie ma miejsca.
Dlatego ponownie przeliczyliémy moce dla macierzy typu IV. W Tabeli 4.21 moce

z Lu i Zimmerman [22, Tabela 3| dla typow I-1IT zostaly skopiowane oraz przed-
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stawione sg przeliczcone moce dla hipotezy alternatywnej typu IV. Ponadto, dla
kazdego przypadku przedstawiliémy w Tabeli 4.21 obliczone skorygowane indeksy
[(Jkl\)l, k € {E,Q}. Oczywiscie zerowa wartoé¢ odpowiedniego ¢*) odpowiada brako-
wi zmian w alternatywie, wiec moc powinna by¢ taka sama jak zaktadany poziom

istotnosci 0.05.

Tabela 4.20. Moce empiryczne testu LRT na poziomie istotnosci 0.05 dla testowania struk-

tury rozdzielnej z hipotezami alternatywnymi typu I-IV (Lu i Zimmerman [22, Tabela 3|).

Typy 1111 Typy 111 IV
Typ P k N=20 N=50| Typ p k N=20 N=050
I 0.2 1 .049 .047 11 0.2 -0.40 321 .795
2 .097 218 -0.25 .143 .343
4 312 770 0.04 .049 .047
0.5 1 .054 .048 0.25 .090 176
2 144 .367 0.50 .333 .809
4 528 .954 0.75 .890 .999
0.8 1 .051 .048 0.5 -0.05 453 933
2 .650 .987 0.05 163 425
4 .994 1.000 0.15 .068 .108
11 0.2 -0.6 .540 963 0.25 .054 .048
-0.4 .264 677 0.50 179 .485
-0.2 123 .293 0.75 .789 .999
-0.1 .089 .168 0.8 0.58 407 .885
0.2 .049 .047 0.60 122 .302
0.5 .099 219 0.64 .051 .048
0.7 .293 754 0.75 275 .708
0.8 551 967 0.80 .529 .964
0.9 929 1.000 0.90 970 1.000
0.5 -0.1 449 917 v 0.2 -0.40 727 997
0.1 213 .553 -0.25 .276 712
0.3 .089 167 0.04 .049 .047
0.5 .054 .048 0.25 134 .344
0.7 132 .354 0.50 .655 .988
0.8 .506 947 0.75 .997 1.000
0.8 0.4 916 1.000 0.5 0.05 .678 .993
0.6 437 .905 0.15 113 .268
0.7 .169 .445 0.25 .054 .048
0.8 .051 .048 0.50 .383 872
0.85 237 627 0.75 .988 1.000
0.87 994 1.000 0.8 0.61 367 .838
0.62 111 .269
0.64 .051 .048
0.70 .253 .664
0.75 .629 .988
0.85 .994 1.000

7 Tabeli 4.21 mozna zaobserwowac, ze entropijna funkcja straty jest dobra miara

rozbiezno$ci miedzy hipotezami, poniewaz wraz ze wzrostem jej wartosci wzrasta

I6)



rowniez moc testu LRT. Zjawisko to potwierdza Rysunek 4.4. Ponadto, moce testow
mozna porownywac teraz zaroOwno w obrebie tego samego typu jak i miedzy réznymi
typami.

7 Tabeli 4.21 mozna réwniez zauwazy¢, ze kwadratowa funkcja straty takze moze
stuzy¢ do badania mocy testu, wydaje si¢ by¢ jednak nieco stabsza niz entropijna

funkcja straty, zwtaszcza dla n = 20, co potwierdza Rysunek 4.5.

Tabela 4.21. Moce empiryczne testu LRT na poziomie istotnoéci 0.05 dla testowania struk-
tury rozdzielnej z hipotezami alternatywnymi typu I-III (Lu i Zimmerman [22, Tabela 3|),
przeliczone moce w ramach hipotezy alternatywnej typu IV oraz indeksy rozbieznosci &(*)

(skorygowane wartosci ([(Jkl\)l), ke{FE, Q}.

p k N=20 N=50 & & T» k N=20 N=50 ¢ @
Typ I Typ II1
0.2 1 0050 0047 0.0000 00000 | 0.2 -040  0.321  0.795 0.2257 0.3571
2 0100 0218 0.0629 0.1133 025 0143 0.343  0.0972  0.1759
4 0310 0770 0.2042  0.3006 0.04  0.049  0.047 0.0000 0.0000
0.5 1 0050 0048 0.0000 0.0000 025 0090  0.176 0.0492 0.0937
2 0140 0367 0.1143  0.1905 050 0333 0.809 02316 0.3643
4 0530 0954 0.2916  0.3846 0.75  0.890  0.999 0.5270  0.5832
0.8 1 0050  0.048 0.0000 0.0000 | 0.5 -0.05  0.453  0.933 0.2976 0.4336
2 0.650  0.987 0.3587 0.4256 0.05  0.163 0425 0.1177 0.2073
40990  1.000 0.5354 04774 015  0.068  0.108 0.0267 0.0520
Typ 1T 025  0.055  0.048 0.0000 0.0000
02 -0.6 0540  0.963 03031 0.3932 050  0.179 0485 0.1323  0.2302
0.4 0.260  0.677 0.1747 0.2675 0.75  0.789  0.999 0.4618 0.5521
0.2 0120 0293 00815 0.1427 | 0.8 058 0407  0.885 0.2573 0.3703
0.1 0.090  0.168 0.0473 0.0873 060 0122 0302 0.0837 0.1488
0.2 0.050  0.047 0.0000 0.0000 064 0051  0.048 0.0000 0.0000
0.5 0100 0219 0.0616 0.1112 0.75 0275  0.708 0.1923  0.3047
0.7 0290  0.754 0.1966 0.2923 0.80 0529  0.964 0.3235 0.4473
0.8 0550 0967 0.3116 0.3990 090 0970  1.000 0.6011 0.5888

0.9 0.930 1.000 0.4923 0.4691 | Typ IV
0.5 -0.1 0.450 0.917 0.2636 0.3603 | 0.2 -0.40 0.523 0.965 0.3299 0.4632

0.1 0.210 0.553 0.1434 0.2292 -0.25 0.229 0.616  0.1658 0.2752

0.3 0.090 0.167 0.0461  0.0853 0.04 0.060 0.082 0.0141 0.0276

0.5 0.050 0.048  0.0000 0.0000 0.25 0.090 0.178 0.0490 0.0933

0.7 0.130 0.354 0.0960 0.1643 0.50 0.429 0.913 0.2841  0.4226

0.8 0.510 0.947 0.2916  0.3846 0.75 1.000 1.000 0.8183 0.6528

0.8 0.4 0.920 1.000 0.4829 0.4670 | 0.5 0.05 0.250 0.663 0.1764  0.2842
0.6 0.440 0.905 0.2593  0.3563 0.15 0.152 0.399 0.1064 0.1825

0.7 0.170 0.445 0.1176  0.1950 0.25 0.107 0.245 0.0673 0.1204

0.8 0.050 0.048 0.0000 0.0000 0.50 0.179 0.487  0.1323  0.2302

0.85 0.240 0.627  0.1633  0.2539 0.75 0.888 1.000 0.5284  0.5806

0.87 0.990 1.000 0.6002 0.4868 | 0.8 0.61 0.339 0.819  0.2187 0.3175
0.62 0.328 0.805 0.2132 0.3109
0.64 0.313 0.784 0.2054 0.3020
0.70 0.319 0.789  0.2094 0.3119
0.75 0.382 0.870  0.2476  0.3636
0.85 0.768 0.999  0.4457 0.5307
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Rysunek 4.4. Moce empiryczne testu LRT dla préb wielkosci 20 i 50, w odniesieniu do
rozbieznodci miedzy hipoteza zerowa i alternatywna w sensie entropijnej funkcji straty, na

podstawie 50000 proéb.
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Rysunek 4.5. Moce empiryczne testu LRT dla préob wielkosci 20 i 50, w odniesieniu do

rozbieznodci miedzy hipoteza zerowa i alternatywna w sensie kwadratowej funkcji straty,

na podstawie 50000 préb.

4.5. Dane rzeczywiste

W rozdziale tym zilustrujemy metode identyfikacji struktury kowariancji poprzez
entropijng i kwadratowa funkcje straty oraz norme Frobeniusa na danych medycz-
nych. Otrzymane wyniki poréwnamy z decyzja podjeta na podstawie testéow LRT
i RST.

W pracy McKiernan i in. [25] przedstawiono wielowymiarowe dane obejmujace
mase ciala (c), mase tkanki tluszczowej (t) i szacunkowa mase miesniowa gornej
czesci nogi (m) mierzong u 12 dorostych samcow makakow krolewskich w wieku od

16 do 22 lat obserwowane po 6-tym, 9-tym i 12-tym roku badan. Badania te mialy na



celu analize wezesnego stadium sarkopenii (utraty masy mies$niowej) u starzejacych
sie makakow. W przyktadzie tym mierzono wiec ¢ = 3 cech w p = 3 punktach czaso-
wych dla n = 12 obiektow. Oryginalne dane dostepne sa w pracy McKiernan i in. |25,
Tabela 1].

Celem niniejszego rozdzialu jest zweryfikowanie czy opisane w pracy metody
identyfikacji struktury zaleznosci wskazuja te sama zaleznosé co test LRT 1 RST na
poziomie istotnosci 0.05. W Tabeli 4.22 przedstawione zostalty rozbieznosci €, k €
{E,Q, F}, oraz p—wartosci wyznaczone przez rozklady empiryczne statystyk LRT
i RST przy prawdziwosci hipotezy zerowej zaczerpniete z pracy Filipiak i in. [13].
Poniewaz analiza dwoch z trzech obserwowanych cech pozwala na wnioskowanie
o szczegblnych przypadkach sarkopenii, przeprowadzone zostato poréwnanie wyni-
kow identyfikacji struktury zaleznosci i testowania réwniez dla par cech.

Rozbieznosci oparte na entropijnej funkcji straty znalezé mozna réwniez w pra-
cy Filipiak i in. [9], natomiast rozbieznosci oparte na normie Frobeniusa w pracy
Filipiak i Klein [7].

Zgodnie z oczekiwaniami dla wszystkich zestawoéw zmiennych rozbieznosé 5’[%,
ke {E,Q, F}, jest najmniejsza, poniewaz Scs, Sar C S. Oznacza to, ze najwieksza
p—warto$¢ powinna zosta¢ uzyskana dla hipotezy Hy,. Fakt ten jest potwierdzony
we wszystkich przypadkach za wyjatkiem testu RST dla wszystkich trzech cech.
Zauwazmy ponadto, ze dla wszystkich hipotez wicksze wartoéci £, k € {F, Q},
odpowiadaja mniejszym p—wartoSciom testu LRT. Podobna sytuacja, za wyjatkiem
pary (c¢,m) dla hipotezy Hy oraz trojki (c,t,m) dla Hys, zachodzi dla testu RST.
Zalezno$¢ miedzy wielko$ciami rozbieznosci a p—wartosciami nie zachodzi dla normy
Frobeniusa.

Skoncentrujmy sie teraz na hipotezach Hyy i Hy3. Dla wszystkich zestawéw cech
i wszystkich funkcji rozbieznosci, w wiekszosci przypadkow wartosci rozbieznosci
wskazuja nieznacznie na ewentualny wybor struktury Wag ® 3. Niewielkie roznice
pomiedzy wartoéciami rozbieznoéci dla (c, t,m) oraz dla (c,m) i (t,m) dla (@ moga
wynika¢ z algorytmu numerycznego. Rowniez p—warto$ci wskazuja na strukture
W r ® 2. Na poziomie istotnosci 0.01 zaden z testow nie odrzuca hipotezy Hs.

Zwroémy uwage, ze wartosci (@) dla hipotez Hoy 1 Hys r6znia sie nieznacznie,
podczas gdy £ moga wykazywaé wieksze roznice. Ponadto, we wezesniejszych
badaniach symulacyjnych pojawialy sie problemy z okreslonoscia QLE oraz ztozo-
no$cia algorytmu obliczeniowego. W zwiazku z tym, entropijna funkcja straty wydaje
sie najbardziej racjonalna miarg rozbieznosci w zagadnieniu identyfikacji struktury

rozbieznosci.
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Tabela 4.22. Rozbieznosci wyznaczone przez entropijna funkcje straty, kwadratows funkcje
straty i norme Frobeniusa oraz p—wartosci bazujace na empirycznym rozkltadzie statystyk
LRT i RST przy prawdziwosci hipotezy Hy;, i € {1,2,3}.

cechy S Scs SAR
(c,t,m) £E) 0.7052 0.7254 0.7260
£@ 0.6276 0.6501 0.6502
&) 0.2535 0.5954 0.5745

p—wartos¢ LRT | (0.05,0.10) < 0.01 (0.0, 0.05)
p—warto$¢ RST | (0.05, 0.10)  (0.01, 0.05) (0.10, 0.15)

(c,t) ¢(B) 0.3891 0.5443 0.5218
€@ 0.4362 0.5363 0.5362
£ 0.0519 0.3612 0.3522
p—wartos¢ LRT | (0.85, 0.90) (0.20, 0.25)  (0.60, 0.65)
p—wartos¢é RST 0.75 (0.05, 0.10)  (0.50, 0.55)
(c,m) £E) 0.5335 0.6317 0.6269
£@ 0.5366 0.5692 0.5693
&) 0.0877 0.6621 0.6310

p—wartos¢ LRT | (0.10,0.15) < 0.01 (0.0, 0.05)
p—warto¢ RST | (0.01,0.05)  <0.01 (0.0, 0.05)

(t,m) ¢(B) 0.4971 0.6189 0.6176
¢@ 0.5054 0.5775 0.5779
&) 0.2407 0.6012 0.5798

p—wartos¢ LRT | (0.45,0.50) < 0.01 (0.0, 0.05)
p—wartos¢ RST | (0.30,0.35)  <0.01 (0.0, 0.05)

Opisane spostrzezenia sugeruja, ze wszystkie rozwazane rozbieznosci moga by¢
przydatne w identyfikacji struktury kowariancji. Identyfikacja struktury zaleznosci
nie zastapi jednak testowania i powinna by¢ raczej traktowana jako sposob na wska-
zanie najbardziej racjonalnej hipotezy. Zwré¢my uwage, ze mimo modyfikacji ¢ do
przedziatu [0, 1) potrafimy wskazaé¢ najblizsza strukture sposrod zadanych, jednakze
nie potrafimy dokona¢ oceny wielkosci rozbieznodci (stwierdzi¢, czy ta rozbieznosé
jest wystarczajaco mata aby uznaé, ze dane sa zwiazane okreslonym typem zalezno-

sci).






5. Podsumowanie

W niniejszej pracy wyprowadzono wzory na najlepsze przyblizenia okreslonej do-
datnio macierzy €2 rozdzielng struktura kowariancyjng Y3, Urg®@3 lub Wrr® 3,
7 zastosowaniem entropijnej lub kwadratowej funkcji straty jako miar rozbieznosci
oraz opracowano algorytmy numeryczne wyznaczania odpowiednich rozwigzan. Po-
nadto, w przypadku struktury ¥eg ® ¥ zaproponowano trzy metody poszukiwania
najlepszych przyblizen za pomoca entropijnej funkcji straty i poréwnano ich tempo
zbieznosci.

W Rozdziale 4 przeprowadzono badania symulacyjne w celu zastosowania opra-
cowanych algorytméw optymalizacyjnych do rozwigzywania problemow statystycz-
nych.

Najwazniejszym wnioskiem jest to, ze obie funkcje prawidtowo rozpoznaja struk-
ture kowariancji. Dla matych wartosci wspotezynnikoéw korelacji g zbiory Scg i Sar
sa do siebie bardzo zblizone, stad mniejsza proporcja poprawnie rozpoznanych struk-
tur. Jednakze wraz ze wzrostem p oraz p wspomniane zbiory ro6znia si¢ od siebie coraz
bardziej, co skutkuje bardzo wysoka rozpoznawalnoscia struktury kowariancyjne;j.

Ponadto pokazano, ze minima otrzymane proponowanymi metodami moga by¢
traktowane jako estymatory struktur kowariancyjnych, jednakze ich wtasnosci staty-
styczne sa zazwycza] stabsze niz powszechnie stosowanych estymatoréw najwickszej
wiarogodnodci. Zatem, aby postugiwaé si¢ wspomnianymi estymatorami, warto byto-
by je zmodyfikowa¢, na przyktad poprzez zastosowanie innego estymatora macierzy
bez struktury na wstepie procedur, przez modyfikacje estymatora S (por. Stein [39])
lub przez uwzglednienie funkcji kary w procesie minimalizacji.

W przypadku zastosowania entropijnej i kwadratowej funkcji straty do badania
mocy testow pokazano, ze funkcje te mogg by¢ uzyte jako miary rozbieznosci nie
tylko ze wzgledu na interpretowalnosé (jako rozbieznosé miedzy dwoma rozktadami
prawdopodobieristwa), lecz rowniez ze wzgledu na zachowanie podstawowych wla-
snosci mocy (monotonicznos$é wzgledem rozbieznosci). Przypuszezenie, ze entropijna
funkcja straty moze wskazywa¢ na wiekszg moc testu LRT, natomiast kwadratowa
funkcja straty na wieksza moc testu RST, okazalo sie btedne. Moce testow LRT
i RST sa zblizone i nie mozna jednoznacznie wskazaé testu lepszego.

Whioski ptynace z analizy danych rzeczywistych sugeruja, ze obie rozwazane
funkcje rozbieznosci jak i norma Frobeniusa moga by¢ zastosowane do identyfi-

kacji struktury kowariancji. Identyfikacja struktury zaleznosci nie zastapi jednak



testowania i powinna by¢ raczej traktowana jako sposob na wskazanie najbardziej
racjonalnej hipotezy.

7 przeprowadzonych badan wynika, ze rozwazane funkcje z powodzeniem moga
by¢ stosowane do rozwigzywania problemoéw statystycznych. Poniewaz jednak aprok-
symacja kwadratowa funkcja straty nie zawsze daje rozwigzanie okreslone dodatnio
oraz kumulowaé¢ moga sie bledy numeryczne zwiazane ze ztozonoscia obliczeniowa
algorytmow, entropijna funkcja straty wydaje sie najbardziej racjonalng miara roz-

bieznosci.

Istotnym zalozeniem poczynionym w niniejszej pracy jest nieosobliwosé¢ estyma-
tora macierzy kowariancji bez struktury. Warunek ten mozna by jednak ostabié.
W pracy Chen i in. [2] zaproponowano metode identyfikacji macierzy kowariancji
za pomocy entropijnej funkcji straty w standardowym modelu wielowymiarowym
ze zmodyfikowanym osobliwym estymatorem nieustrukturyzowanej macierzy kowa-

riancji. Podejécie to mozna rozszerzy¢ rowniez na model podwojnie wielowymiarowy.
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