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Wstep

Teoria funkcji prawie okresowych zostata zapoczatkowana w latach 1924-1926 przez
duniskiego matematyka H. Bohra. W pracach [11], [9] oraz [10] Bohr, opierajac
sie o prace S. Bohla i E. Escalangona, zdefiniowal pojecie funkcji jednostajnie
prawie okresowej oraz udowodnit szereg twierdzen z nim zwiazanych. Wprowadzit
on pojecie zbioru wzglednie gestego, ktore stalo sie fundamentem teorii funkcji
prawie okresowych. Z tego powodu H. Bohra uwaza si¢ za twoérce teorii funkeji
prawie okresowych, a same funkcje jednostajnie prawie okresowe nazywa sie rowniez
funkcjami prawie okresowymi w sensie Bohra.

Pojecie funkcji jednostajnie prawie okresowej bylo rozszerzane przez wielu
matematykow, co w konsekwencji doprowadzito do powstania wielu klas funkcji
prawie okresowych (zob. [1], [5], [8], [33], [46], [48], [53]). Zasadniczo pojecie funkeji
jednostajnie prawie okresowej uogoélnia sie w dwoch kierunkach. Pierwszy z nich
bazuje na pojeciu zbioru wzglednie gestego, a punktem wyjscia tutaj sa przestrzenie
funkcyjne z pewnymi metrykami lub semimetrykami. W ten sposoéb powstaty takie
klasy funkcji prawie okresowych jak na przyktad klasa funkcji prawie okresowych
w sensie Stiepanowa, Weyla czy Besicovitcha (zob. [1], [5], [33], [50]). Drugi kierunek
uogélnien to tak zwane funkcje prawie automorficzne. Jak pokazal Bochner (zob.
[7]), za pomoca zbioréw warunkowo zwartych - bez uzycia pojecia zbioru wzglednie
gestego - mozna zdefiniowa¢ funkcje jednostajnie prawie okresowe. Jest to tak
zwana ciggowa definicja funkcji jednostajnie prawie okresowych. Definicja ta zostata
uogélniona i w ten sposdb powstaly klasy funkeji prawie automorficznych (zob. [21],
43], [44]).

W niniejszej rozprawie badamy w szczegdlnosci rownanie rézniczkowe liniowe
niejednorodne postaci

Y () =Xy(z) + f(x), A#0,

gdzie sktadnik niejednorodny f jest uogélniong funkcja prawie okresowa. Doktadniej,

interesuje nas zbadanie rozwigzan powyzszego rownania rézniczkowego w przypadku,
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gdy f jest funkcja prawie okresowsg w szerszym sensie. W szczegdlnosci interesuje
nas podanie warunkéw, ktore gwarantujg istnienie rozwigzania prawie okresowego
w klasie, do ktorej nalezy sktadnik niejednorodny oraz podanie warunkow, przy
ktorych rozwazane réwnanie takiego rozwigzania nie posiada.

Poniewaz rozwigzanie powyzszego réwnania zazwyczaj moze by¢ wyrazone
za pomocg operacji splotu funkcji f z pewna funkcja z przestrzeni funkcji catko-
walnych w sensie Lebesgue’a na prostej, wiec szczegdlna uwaga w niniejszej pracy
poswiecona jest operatorowi splotu okreslonemu na przestrzeni funkcji prawie okre-
sowych. W centrum naszego zainteresowania znajduja sie dwie klasy funkcji prawie
okresowych.

Pierwsza rozwazang przez nas klasg jest klasa funkcji prawie okresowych wzgle-
dem miary Lebesgue’a (w skrocie p-prawie okresowych lub p-p.o.). Klase te wpro-
wadzil Stiepanow réwnolegle z funkcjami prawie okresowymi w sensie Stiepanowa
(w skrocie: S-prawie okresowymi lub S-p.o.). Jest to klasa znacznie szersza niz klasa
funkcji S-prawie okresowych (zob. [48]). Badanie klasy funkcji p-prawie okresowych
zwigzane jest z wieloma trudnosciami. Podstawowa trudnosé¢ wynika z faktu, iz
w ogélnosci funkcje p-p.o. nie musza by¢ lokalnie catkowalne; wiemy o nich tylko
tyle, ze sa one mierzalne w sensie Lebesgue’a. By¢ moze z tego powodu w literaturze
(wedtug wiedzy autora) nie badano przypadku istnienia rozwiazan réwnan rézniczko-
wych w tej klasie funkcji. Gdy f jest funkcja prawie okresowa w sensie Stiepanowa,
to powyzsze réwnanie rézniczkowe posiada rozwigzanie S-p.o. Naszym celem jest
w szczegblnosci zbadanie interesujacego przypadku, kiedy sktadnik niejednorodny
jest funkcja p-p.o., ktéra nie jest S-p.o.

Drugg klasg funkcji prawie okresowych, ktérg zajmujemy sie w niniejszej roz-
prawie, jest klasa funkcji prawie okresowych w sensie Lewitana (w skrocie: LAP).
Klasa ta zostata wprowadzona przez Lewitana przy okazji uogdlnienia jednego
z waznych twierdzen teorii funkcji jednostajnie prawie okresowych, zwigzanego
z szeregami Fouriera (zob. [33]). Gdy f jest ograniczona funkcja LAP, to wowczas
rozwazane roOwnanie posiada rozwigzanie LAP. Poniewaz funkcje LAP w ogdlnoéci
nie s ograniczone, wiec powstaje naturalna potrzeba zbadania przypadku, kiedy f
jest nieograniczona funkcja LAP.

Przekréj obu tych klas funkcji zawiera interesujace przyktady funkcji prawie okre-
sowych, a mianowicie odwrotno$ci uogélnionych wielomianéw trygonometrycznych.
Niech

1
Sk (an sin(A,z) + by, cos()\nx))’

gdzie a,,b,, A\, € Rdlan=1,2,..., k. Zaktadamy, ze mianownik jest statego znaku

fz) =

oraz, ze wartosci mianownika sg dowolnie bliskie zera. Wowczas taka funkcja jest
przyktadem ciggtej i nieograniczonej funkcji pu-p.o. oraz LAP, ktora nie jest
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S-p.o. (zob. dowdd punktu (ii7) Twierdzenia 4.7). Przyktady te moga by¢ uzyteczne
w kontekscie badania rozwigzan rozwazanego rownania rézniczkowego.

W niniejszej pracy udowadniamy w szczegolnosci twierdzenia, ktére rozstrzy-
gaja kwestie istnienia rozwigzania powyzszego rownania rézniczkowego, gdy f jest
odwrotnoscia uogdlnionego wielomianu trygonometrycznego. Podkreslmy jednak, ze
twierdzenia te majg charakter znacznie ogélniejszy, co ilustrowane jest stosownymi
przyktadami. W niniejszej pracy zostatly podane dwa kryteria gwarantujace istnienie
odpowiednio rozwiazania p-p.o. lub LAP oraz dwa kryteria gwarantujace nieistnie-
nie odpowiednio rozwiazania p-p.o. lub LAP. Jednoczesnie dzieki dwém lematom,
ktore prezentuja pewien rodzaj konstrukcji funkcji p-p.o. oraz LAP, mozliwe jest
konstruowanie szeregu nietrywialnych funkcji spetniajacych podane kryteria. Przy
wynikach ,negatywnych” jakosciowo dotyczacych funkcji p-p.o., czesto bedziemy
podawali przyktady funkcji cigglych, aby podkresli¢, iz istota problemu nie jest
zwigzana z mozliwym brakiem ciagltosdci czy nawet lokalnej catkowalnosci funkcji
[-P.O.

Kolejng kwestig jaka zostata podniesiona w pracy jest tak zwany model ,leaky
integrate and fire” (w skrocie: model LIF). W modelu tym rozwazamy to samo
réwnanie rézniczkowe (A < 0) co powyzej, ale w zupelnie innym kontekscie. O ile
w klasycznym réwnaniu rézniczkowym liniowym interesowata nas kwestia istnienia
rozwigzan, o tyle tutaj skupiliSmy si¢ przede wszystkim na jakosciowym badaniu tak
zwanego ,,displacement map” V. , Displacement map” ¥, méwigc nieprecyzyjnie,
przyporzadkowuje liczbie x warto$¢ W(z), bedaca réznicg pomiedzy momentem,
w ktorym rozwiazanie przechodzace przez punkt (z,0) osiagnie wartosé¢ 1, a samym
punktem z. Okazuje sie bowiem, ze gdy f jest funkcja S-prawie okresowa, to wowczas
ydisplacement map” W jest funkcja jednostajnie prawie okresowa. W zwigzku z tym
pojawia sie naturalne pytanie o mozliwos¢ uogolnienia tego wyniku na przypadek
lokalnie catkowalnych funkcji p-p.o. Dzigki dwém nietrywialnym przyktadom udato
sie pokazaé, ze istnieja funkcje u-p.o., nie bedace funkcjami S-p.o., dla ktorych
funkcja W jest u-p.o. oraz, ze nie dla kazdej lokalnie catkowalnej funkcji p-p.o.
funkcja ¥ jest u-p.o.

W modelu LIF istotng role odgrywa réwniez tak zwana liczba obrotu. Dla
szczegblnego przypadku modelu LIF, liczba obrotu jest zwigzana z wartoscia sred-
nia funkcji. Dlatego tez jeden z rozdzialéw niniejszej rozprawy zostal w catosci
poswiecony wartosci $redniej funkeji p-p.o.

Funkcje prawie okresowe maja liczne zastosowania. Zastosowania funkcji prawie
okresowych w réwnaniach rézniczkowych mozna znalezé miedzy innymi w naste-
pujacych pracach: [14], [15], [17], [18], [20], [21], [22], [23], [34], [35], [36], [44]
oraz [45]. Model LIF rozwazany z nieciagtymi funkcjami prawie okresowymi posiada
zastosowanie w biomatematyce, przy modelowaniu sieci elektrycznych oraz przy

badaniu aktywnosci komérek nerwowych i sieci neuronowych (zob. [12], [19], [24],
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[25], [26], [27], [28], [30], [37], [38], [47] oraz [52]). Duzo zastosowan w fizyce i chemii,
ze wzgledu na strukture jak i na wtasnosci, posiadaja tak zwane kwazikrysztaty.
Za ich odkrycie izraelski naukowiec Dan Shechtman otrzymal w roku 2011 nagrode
Nobla w dziedzinie chemii. Przejrzysty, matematyczny, cho¢ bardzo zaawansowany
opis kwazikrysztatéw, podany przez Y. Meyera (zob. [39]), jest oparty na teorii
funkcji prawie okresowych. Funkcje prawie okresowe maja réwniez swoje zasto-
sowania w empirycznym wyznaczaniu cyklow gospodarczych w makroekonomii
(zob. [32]). W pracy tej rozwaza sie naktadanie cykléw koniunkturalnych réznej
dhugoéci. Podkreslmy, ze wszedzie tam, gdzie mamy do czynienia z naktadaniem sie
zjawisk okresowych, potencjalnie moze wystapi¢ zjawisko prawie okresowosci.

Niniejsza rozprawa posiada nastepujaca strukture. Pierwszy rozdziat sktada
sie z pieciu paragraféw. W pierwszym paragrafie ustalamy konwencje i oznaczenia
uzywane w niniejszej pracy. W drugim paragrafie zebraliSmy niezbedne informa-
cje z teorii utamkoéw tancuchowych oraz przypomnielismy twierdzenia Liouville’a.
W trzecim paragrafie przypominamy pojecie funkcji jednostajnie prawie okreso-
wej oraz podajemy podstawowe wlasnosci takich funkcji. Nastepnie podajemy
definicje podstawowych uogolnien funkcji jednostajnie prawie okresowych. Mia-
nowicie, definiujemy klase funkcji prawie automorficznych, klase funkcji prawie
okresowych w sensie Stiepanowa, Weyla i Besicovitcha. Na zakonczenie paragrafu
podajemy i omawiamy twierdzenie Kroneckera. W czwartym paragrafie zajmujemy
sie funkcjami prawie okresowymi wzgledem miary Lebesgue’a. Podajemy w nim ich
podstawowe definicje i wtasnosci. Podajemy rowniez lemat, dzieki ktéremu bedziemy
mogli konstruowac przyktady funkcji pu-p.o. oraz przypomnimy twierdzenie pozwala-
jace konstruowac klasyczne przyktady funkcji u-p.o. W ostatnim, pigtym paragrafie
przypominamy definicje funkcji LAP oraz podajemy podstawowe wlasnosci tych
funkcji. Podajemy w nim rowniez twierdzenie, dzieki ktéremu mozna konstruowac
klasyczne przyktady funkcji LAP. Na zakonczenie tego paragrafu podajemy lemat
pozwalajacy konstruowaé przyktady funkcji LAP o zadanych wtasnosciach.

W rozdziale drugim niniejszej rozprawy zajmujemy sie poréwnaniem klasy cia-
gtych funkcji prawie okresowych w sensie miary Lebesgue’a oraz klasy funkcji prawie
okresowych w sensie Lewitana. Dzigki dwém przyktadom ustalamy, ze zadna z roz-
wazanych klas nie jest podklasa drugiej. Pierwszy przyktad prezentuje jednostajnie
ciggla 1 ograniczong funkcje LAP, ktora nie jest u-p.o. Przyktad ten stanowi jed-
noczesnie rozwigzanie jednego z otwartych probleméw dotyczacych funkcji prawie
automorficznych oraz funkcji jednostajnie prawie okresowych (zob. Uwaga 2.1).
Kolejny przyktad prezentuje ciagla i ograniczong funkcje p-p.o., ktora nie jest LAP.

W rozdziale trzecim zajmujemy sie splotem funkcji prawie okresowych z funkcja
g z przestrzeni funkcji catkowalnych w sensie Lebesgue’a na prostej rzeczywiste;j.
Rozdziatl ten sktada sie z trzech paragrafow. W pierwszym paragrafie zajmujemy

si¢ operatorem splotu zdefiniowanym na przestrzeni lokalnie catkowalnych funkcji



Wstep 8

(-p.o. Przypominamy w nim znany wynik dla operatora splotu na przestrzeni
funkcji prawie okresowych w sensie Stiepanowa (zob. [13]). Nastepnie przypominamy
charakteryzacje funkcji S-p.o. w przestrzeni funkcji p-p.o., podana w pracy [48].
Ponadto prezentujemy twierdzenie podajace warunek dostateczny na to, aby splot
funkcji p-p.o. z funkcja g, byt p-p.o. Podajemy rowniez warunki, przy ktorych
splot funkcji pu-p.o. z funkcja gy nie jest u-p.o. Na zakonczenie paragrafu podajemy
przyktad ciaglej funkeji p-p.o., dla ktérej nie istnieje splot z funkcja gy. W drugim
paragrafie zajmujemy sie operatorem splotu okreslonym na przestrzeni funkcji
prawie okresowych w sensie Lewitana. Najpierw przypominamy wynik znany dla
ograniczonych funkcji LAP, pochodzacy z pracy [15]. Nastepnie dowodzimy, ze
splot dowolnej funkcji LAP z funkcjg o zwartym nosniku jest LAP oraz podajemy
warunek dostateczny na to, aby splot funkcji LAP z funkcja g, byt LAP. Kolejne
twierdzenie tego paragrafu podaje warunek dostateczny na to, aby splot funkcji
LAP z funkcjg g, nie byl LAP. Na zakonczenie paragrafu drugiego podajemy
przyktad funkcji LAP, dla ktérej splot z funkcja gy nie istnieje. W trzecim paragrafie
tego rozdziatu zajmiemy sie odwrotnosciami pewnej szczegélnej klasy uogélnionych
wielomianéw trygonometrycznych, parametryzowanych liczbami niewymiernymi.
Pokazemy, iz dla niewymiernych liczb algebraicznych funkcje tej postaci mozna
oszacowa¢ za pomoca jednomianu. Nastepnie, przy pomocy aparatu utamkéw
tancuchowych, podajemy konstrukcje liczb niewymiernych, dla ktoérych funkcja
z rozwazanej przez nas rodziny funkcji nie spetnia w nieskonczonosci z gory zadanej
asymptotyki. Fakt ten wykorzystujemy do konstrukcji liczb niewymiernych, dla
ktorych splot funkeji gy z funkcjg z rozwazanej przez nas rodziny funkcji nie istnieje.
W rozdziale czwartym podajemy zastosowania otrzymanych w poprzednich
rozdziatach wynikéw do teorii rownan rézniczkowych. Na poczatek podajemy kilka
uwag wstepnych oraz udowadniamy lemat dotyczacy ogdlnej postaci rozwigzania
(-p-o. i LAP réwnania rézniczkowego liniowego. Podajemy nastepnie dwa twierdzenia
dotyczace istnienia rozwigzan rownania rézniczkowego ze sktadnikiem niejednorod-
nym odpowiednio u-p.o. oraz LAP, a nastepnie podajemy przyktad pokazujacy,
ze moze sie zdarzy¢, iz splot nie istnieje, a mimo to rownanie rézniczkowe liniowe
posiada prawie okresowe rozwiazanie w sensie Bohra. Kolejny przyktad pokazuje,
iz moze si¢ zdarzy¢, ze rozwazane przez nas réwnanie rézniczkowe liniowe posiada
nieograniczone rozwigzanie u-p.o. i LAP, ktore mozna wyrazi¢ za pomocg splotu. Na
koncu tego rozdziatu rozwazamy réwnanie rézniczkowe liniowe, w ktorym sktadnik
niejednorodny f jest odwrotnosciag uogdlnionego wielomianu trygonometrycznego.
W rozdziale piatym badamy wartosé¢ srednig funkeji p-p.o. Wyniki te okaza
sie przydatne w nastepnym rozdziale, w paragrafie dotyczacym tak zwanej liczby
obrotu. Najpierw podajemy przyktad ciggtej funkcji u-p.o., dla ktérej wartosé
srednia nie istnieje. Nastepnie podajemy warunek dostateczny na to, aby istniata

wartos¢ érednia lokalnie catkowalnej funkcji p-p.o.
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Ostatni, szosty rozdzial, zawiera trzy paragrafy. W pierwszym paragrafie tego
rozdziatu zajmujemy sie podstawowymi wtasnosciami , firing map” ® i ,,displacement
map” ¥ dla modelu LIF. Badamy miedzy innymi poprawna okreslonosé¢ tych funkcji
oraz ich cigglos¢. W kolejnym paragrafie tego rozdzialu badamy wtasnoéci funkcji ¢
i U w przypadku, gdy funkcja f wystepujaca w rozwazanym przez nas rownaniu jest
prawie okresowa. Szczeg6lna uwaga bedzie poswiecona badaniu whasnosci funkeji W.
Prezentujemy twierdzenie dla klasy funkcji prawie okresowych w sensie Stiepanowa.
Nastepnie podajemy dwa przyktady, z ktérych pierwszy pokazuje lokalnie catkowalng
funkcje p-p.o., dla ktérej funkcja U jest jednostajnie ciggla i ograniczona, lecz nie
jest p-p.o. Kolejny przyklad prezentuje funkcje p-p.o., ktéra nie jest S'-ograniczona,
ale funkcja U jest pu-p.o. W trzecim paragrafie ostatniego rozdziatu zajmiemy sie¢
tak zwanym ,firing rate” oraz liczbg obrotu z prawie okresowa funkcja wejscia.
Opisujemy w szczegdlnosci zwigzek pomiedzy wartoscia srednia a wielkoscia , firing
rate” dla szczegdlnego przypadku modelu LIF. Na zakoniczenie pokazujemy, iz
w ogbélnym modelu LIF moze sie zdarzy¢, ze funkcje maja takie same wartosci
srednie, ale odpowiednie wielkosci ,firing rate” sg od siebie rézne.

Metody i pojecia wykorzystywane w niniejszej rozprawie naleza do kilku teorii
matematycznych takich jak analiza matematyczna, réwnania réozniczkowe, teoria
liczb, teoria miary i analiza funkcjonalna. Jednocze$nie chciatbym podkreslié, ze
mimo, iz w literaturze mozna znalezé wiele prac poswieconych teorii funkcji prawie
okresowych, to jednak do$¢ duzo zagadnien rozwazanych w niniejszej rozprawie
wymagalo wypracowania nowych technik dowodowych.

Waszystkie twierdzenia, lematy i przyktady, ktére pochodza z opublikowanych
prac (wlacznie z pracami autora) maja podany stosowny odnosnik. Brak takiego
odnosnika oznacza, ze dane twierdzenie, lemat badz przyktad jest nieopublikowanym

wktadem autora niniejszej rozprawy.



RozDzIiAL ].

Pojecia wstepne

1.1. Konwencje i oznaczenia

W niniejszej pracy przez N bedziemy oznaczali zbior {1,2,...} liczb naturalnych
a przez No:=N U {0}. Przez Z oznaczaé bedziemy liczb catkowitych, a przez R -
zbiér liczb rzeczywistych.

Dla podzbioru X C R oraz a € R przyjmujemy aX = {ax: x € X} oraz a+X =
{a+x: 2 e X}.

Przez p oznaczaé¢ bedziemy miare Lebesgue’a na prostej rzeczywistej R. Catki
wystepujace w pracy sa caltkami Lebesgue’a. W niniejszej rozprawie rozwazamy
tylko funkcje o wartosciach rzeczywistych.

Symbol C(R) bedzie oznaczaé zbiér funkcji ciagtych z R do R, a BC(R) - prze-
strzen ograniczonych i ciagtych funkcji z R do R. Przestrzenie L°(R), L*(R), LY (R),
oznaczajg przestrzenie klas abstrakcji wszystkich funkcji z R do R odpowiednio
mierzalnych, catkowalnych w sensie Lebesgue’a na R oraz lokalnie catkowalnych
w sensie Lebesgue’a z potega p. Réwnosé dwoch klas oznacza rownosé funkeji poza
zbiorem miary zero. Najczesciej jednak bedziemy utozsamiaé¢ funkcje z jej klasg
abstrakcji. Stad na przyktad interpretacja inkluzji C'(R) C L°(R) nie prowadzi do
nieporozumien, jezeli utozsamimy funkcje ciggla z jej klasg abstrakcji.

Symbolem ||-||  oznaczaé¢ bedziemy norme supremalng dla funkcji f € BC(R).
Dla p € [1,400), oraz funkeji f € L} (R) niech symbol [|-|| 4, oznacza

u+1
Ifllgri=sup ( |
u€R U

Przez [a,b], [a,b), (a,b] oraz (a,b) dla a < b, bedziemy oznaczaé przedzialy na

ropar)”.

prostej rzeczywiste;j.
Dla liczby rzeczywistej x symbol |z | oznaczaé bedzie jej czesé catkowita, a symbol
{z} - jej czesé utamkowa.
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Jezeli f: R — R, to przez f, dla 7 € R oznaczamy funkcje f.: R — R okreslona
wzorem fr(x) = f(z + 7), dla x € R. Ponadto przez supp f oznaczamy nosnik
funkcji f.

Symbol := oznacza réownos¢ sie z definicji i bedzie on uzywany nie tylko w defi-
nicjach.

Jezeli f,g: X — R, to sformulowanie f(z) < g(x) na zbiorze X oznacza, ze
istnieje stata C' > 0 taka, ze dla x € X mamy

f(x) < Cg(z).

1.2. Aproksymacje diofantyczne liczb
niewymiernych

W niniejszym paragrafie przypomnimy niezbedne wiadomosci z teorii utamkow
tancuchowych, teorii aproksymacji oraz podamy kilka pomocniczych lematéw, ktore
beda uzyteczne w dalszej czesci pracy.

Definicja 1.1 ([40]). Skoriczony ciag liczb rzeczywistych (ag; ay, ..., a,) nazywamy

utamkiem {anicuchowym (lub doktadniej skoriczonym ulamkiem tancuchowym), jezeli

liczby aq, ..., a, sa dodatnie. Liczbe n nazywamy dlugosciq takiego utamka, a liczbe
1
Qo —|—
1
a; +
1
as +
N 1
a
’ 1
et —
an
jego wartoscig. Warto$é utamka tancuchowego (ao;ay, ..., a,) bedziemy oznaczali
przez [ag; aq, . .., a,). Liczbe
r = |ag;as, . .., agl (k=0,1,...,n),
bedziemy nazywali k-tym reduktem tego ufamka, a liczby aq, ..., a, jego mianowni-
kama.

Zdefiniujemy dwa ciagi wielomianéw (P,)% | i (Q,)52 _; o wspdlezynnikach

bedacych nieujemnymi liczbami catkowitymi.
Definicja 1.2 ([40]). Niech

P,=1, Q-1 =0, Po(xo) = 2o, QO(xO) =1,
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oraz

Pn+1(l’0, .. 7$n+1) = ZL'n_HPn(.To, Ce ,.Tn) + Pn_l(ZL’(), . ,$n_1),
jak rowniez

Qn-i—l(x()v cee ,l’n-',-l) = x”-l—lQn(l‘O, v ;xn) + Qn—l(x07 s ,l’n_1)
dla n € Ny.

Zwiazki reduktéw z powyzej wprowadzonymi wielomianami opisuje ponizszy
lemat.

Lemat 1.1 ([40]). Jezeli {(ao;ay,...,an) jest skoriczonym ulamkiem laricuchowym,
to dla k = 0,1, ....,n zachodzi réwnosc

[a‘a ak]_Pk(ao,...,ak)
0501, - -+, a] = .
Qr(ao, - .., ax)
W szezegolnosci wartoscig utamka tancuchowego {(ag; aq, . .., a,) jest liczba
Pn(ao, Ce ,CLn)
Qnlag, ..., a,)

Dla uproszczenia zapisu, gdy z kontekstu bedzie wiadomo jaki utamek tancucho-
wy rozwazamy, bedziemy opuszczali argumenty funkcji P, i Q..

Definicja 1.3 ([40]). Kazdy nieskonczony ciag liczb rzeczywistych (ag; a1, as, . . .)
nazywa¢ bedziemy mnieskoniczonym utamkiem tancuchowym, o ile a, > 1 (n =
1,2,...). Podobnie jak w przypadku utamkéw tancuchowych skonczonych, liczby
ai, aso, ... bedziemy nazywali mianownikam: utamka tancuchowego, a liczbe r, =
lag; ay, ..., a,] jego n-tym reduktem.

Definicja 1.4 ([40]). Jesli w utamku tancuchowym (skoniczonym lub nieskonczo-
nym) wszystkie jego mianowniki sa naturalne, a aq jest liczba catkowita, to taki
utamek nazywamy arytmetycznym ulamkiem tanicuchowym (odpowiednio skoriczo-
nym lub nieskoriczonym).

Lemat 1.2 ([40]). Niech (ag;ay,as,...) bedzie nieskoriczonym utamkiem taricucho-

wym. Wowczas Qn(ag, . ..,a,) = n dlan € N oraz istnieje granica
lim r, = lim [ag;aq, ..., a,).
n—oo n—oo

Bazujac na powyzszym lemacie mozemy wprowadzi¢ nastepujaca definicje.
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Definicja 1.5 ([40]). Granice
lim [ag; ay, ..., an)

nazywamy wartoscig ulamka laricuchowego {ag; a, as, . ..) i oznaczamy ja symbolem

lag; a1, az, .. .|.

Twierdzenie 1.1 ([40]). (i) KaZda liczba wymierna jest wartoscig doktadnie
dwoch arytmetycznych utamkow taricuchowych. Obydwa te utamki sq utamkams
skonczonymi i magjq postaé {ag; ay, ..., an) (an = 2) i {(ap;ay,...,a, — 1,1).

(11) Kazda liczba rzeczywista niewymierna jest wartoscig dokladnie jednego aryt-

metycznego utamka tancuchowego. Jest on utamkiem nieskonczonym.

(111) Kolejne mianowniki ulamka laricuchowego o danej warto$ci o mozemy wyzna-

czyc ze wzorow rekurencyinych

Ao = q, an = | An]-

1
)\n = T 1
+1 {)\n}

Jesli liczba v jest wymierna to w ten sposob otrzymamy utamek, ktorego ostatni
mianownik jest rozny od 1.

Uwaga 1.1. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze warto$¢ nieskonczonego utamka

tancuchowego arytmetycznego jest liczba niewymierna.
Ponizszy lemat podaje oszacowania pomiedzy liczbg a jej reduktami.

Lemat 1.3 ([40]). Jezeli a jest warto$cig nieskonczonego utamka taricuchowego

(ag;ay,ag,...), ar, = 5—” jest jego n-tym reduktem, to

L ‘ Poj_ 1 _1
—_— o — —-— —_ —_—.
QQnQn—H Qn QnQn—H Q%

Jesli utamek (ag; a1, aq,...) jest arytmetyczny, to utamek % jest nieskracalny.

Uwaga 1.2. Z Lematu 1.2 wiemy, ze ),, > n dlan € N. Stad na podstawie Lematu

1.3 wnioskujemy, ze

1
a—@ < n(n+1)

Tym samym dla dowolnych utamkéw tanicuchowych (ag; ay, as, . . .) oraz (bg; by, ba, .. .)

G

jezeli a; = b; dla 0 < ¢ < n, to

‘[ao,al,ag, ] — [bo,bl,bg, ]) <
Pn<a0,...,(ln> Pn<b077bn) 2
o] = — |bo, b1, ba, .|| < ——.
“ao,al’a2’ ] Qn(a())"'aan)‘ +‘Qn(bOa7bn) [ 0771 T2 ]’ n(n“‘l)
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Nastepne cztery lematy, cho¢ nie sa trudne do udowodnienia, okaza sie istotne

przy konstruowaniu liczb niewymiernych w Rozdziale 3.

Lemat 1.4 ([16]). Niech dany bedzie nieskoriczony ulamek laricuchowy arytmetyczny

{ag; ay, ag, ...). Wowczas:
(i) nie istnieje wskaznik n € N taki, Ze Q, oraz Qny1 sq liczbami parzystymi;
(11) nie istnieje wskaznik n € N taki, Ze P, oraz P,y sq liczbami parzystymi.

Dowdd. Przypusémy, ze @, i Qni1 sa liczbami parzystymi. Niech s bedzie naj-
mniejszym indeksem takim, ze ), oraz (Qs,1 sa liczbami parzystymi. Oczywiscie
1 < s < n. Poniewaz mamy

Qst1 = as41Qs + Qs—1,
wiec
stl = Qs+1 - as+1Qs-
Wiemy, ze Qs i Q11 sa parzyste, wiec rowniez ()51 jest rowniez liczbg parzysta,

co jest sprzeczne z definicja liczby s. Dowdd przypadku (ii) jest analogiczny. [

Lemat 1.5 ([16]). Niech dany bedzie nieskoriczony ulamek taricuchowy arytmetyczny
(ag; ay, ag, ...). Jezeli istnieje indeks k € N taki, ze dla n > k mianowniki a, sq

o0

liczbami nieparzystymi, to w ciggu (g—”)n:1 wystepuje nieskonczenie wiele utamkow

o liczniku i mianowniku nieparzystym.

Dowdd. Przypus$émy, ze tylko skoriczenie wiele wyrazéw ciggu (%);’le to utamkami
o liczniku i mianowniku nieparzystym. Wowczas istnieje indeks N € N taki, ze dla
wszystkich n > N, P, lub @, jest liczba parzysta. Niech M = max[N, k]. Wowczas
dla kazdego n > M, a,, jest liczba nieparzysta oraz P, lub @, jest liczbg parzysta.
Dla n > —1, liczby P, oraz ), sa wzglednie pierwsze. Mozliwe sg dwa przypadki.
Zalozmy, ze P jest liczba parzysta. Wowcezas z Lematu 1.4, Pyyq jest liczba
nieparzysta. Ponadto (), jest nieparzyste oraz ()11 jest parzyste. Poniewaz

Qrrv2 = ap2Qrr41 + Qur, (1.1)

oraz
PM+2 = CLM+2PM+1 + PM7 (1.2)

wiec Pyrio oraz QQprio sg liczbami nieparzystymi. To jednak jest sprzeczne z zatoze-
niem.

Przypusémy teraz, ze P jest liczba nieparzysta. Wowczas @y jest liczba
parzysta, wiec (Qpr41 jest liczba nieparzysta oraz Py, jest liczba parzysta. Zgodnie
z (1.1) oraz (1.2), wnioskujemy, ze Pyri2 1 Qari2 sa liczbami nieparzystymi, co jest
sprzeczne z zalozeniem.

]
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Lemat 1.6. Niech x € R. Wowczas istnieje co najwyzej jedna liczba z € 7 taka, Ze
|z — 22| < 1.
Lemat 1.7 ([16]). Jezeli dla pewnych liczb calkowitych k,z mamy

a2k +1) =22+ 1] < 1

2p—1

i1 Jest n-tym reduktem (n > 1) liczby a, to p = 2.

gdzie a ¢ Q oraz

Dowdd. Poniewaz % jest n-tym reduktem liczby «a, wigc z Lematu 1.3 mamy
o &‘ o1
Qn QnQn+1 7
i dlatego
a2k +1) = (2p - 1)| = [aQn — F| < <L
Qn+1
Zgodnie z Lematem 1.6 liczba z jest wyznaczona jednoznacznie. Stad p = z. O]

Na zakonczenie tego paragrafu przypomnimy twierdzenie udowodnione przez
Liouville’a.

Twierdzenie 1.2 ([40]). Jezeli « jest niewymierng liczba algebraiczng stopnia n,
to istnieje stata ¢ > 0 taka, ze dla kazdego p € Z oraz ¢ € N mamy

1.3. Funkcje jednostajnie prawie okresowe i ich
podstawowe uogdlnienia

W paragrafie tym przypomnimy podstawowe pojecia i fakty zwigzane z funkcjami
jednostajnie prawie okresowymi oraz podamy kilka uogdlnien funkcji jednostajnie
prawie okresowych.

Definicja 1.6 ([50]). Niepusty podzbiér £ C R nazywamy wzglednie gestym, jezeli
istnieje liczba w > 0 taka, ze w kazdym przedziale otwartym zawartym w R o dtugosci
w, istnieje co najmniej jeden element zbioru F. Méwimy wowczas, ze liczba w jest

liczbg charakteryzujgcq wzgledng gestosé zbioru E.
Definicja 1.7 ([9]). Liczbe rzeczywistg 7 nazywamy e-prawie okresem (w skrocie:

e-p.o.) funkcji f € C(R), jezeli

s161]12|f(x+7') — f(z)| <e.
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Oznaczamy przez E{e; f} zbiér wszystkich e-p.o. funkcji f € C(R). Innymi
stowy dla f € C(R) oraz ¢ > 0 okre§lamy zbiér

B{e: fy={r € R:suplf(z+7) = f(@)

N

).

Definicja 1.8 ([9]). Funkcje f € C(R) nazywamy jednostajnie prawie okresowq
(w skrocie: jednostajnie p.o.) lub prawie okresowq w sensie Bohra (w skrécie:
B-p.o.), jezeli dla kazdego € > 0 zbiér E{e; f} jest wzglednie gesty. Przez B
bedziemy oznacza¢ zbiér wszystkich funkeji jednostajnie prawie okresowych.

Twierdzenie 1.3 ([9]). KaZda funkcja jednostajnie prawie okresowa jest jednostaj-

nie ciggta © ograniczona.
Kolejne twierdzenie opisuje graniczne zachowanie ciggu funkcji B-p.o.

Twierdzenie 1.4 ([9]). Granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji B-p.o. jest
funkcjg B-p.o.

Klasa funkcji prawie okresowych w sensie Bohra zawiera podklase tak zwanych
funkcji granicznie okresowych. Przypomnimy teraz ich definicje.

Definicja 1.9 ([4]). Méwimy, ze ciagla funkcja f: R — R jest granicznie okresowa,
jezeli jest granicg jednostajnie zbieznego ciagu cigglych funkcji okresowych.

Wobec Twierdzenia 1.4 jest jasne, ze przestrzefi B wyposazona w norme supre-
malng ||-|| . jest przestrzenia metryczng zupeina, jako domknieta podprzestrzen
zupetnej przestrzeni BC(R).

Nastepujaca definicja postuzy do charakteryzacji funkcji jednostajnie prawie

okresowych bez uzycia pojecia zbioru wzglednie gestego.

Definicja 1.10 ([50], str. 25). Méwimy, ze funkcja f € BC(R) jest normalna,
jezeli rodzina funkcji {f : h € R} jest warunkowo zwarta w przestrzeni metrycznej

BC(R), to znaczy kazdy ciag funkcji (fp,)n2; zawiera podciag (fn,, )72 zbiezny

n=1

jednostajnie do pewnej funkcji fo € BC(R).

Kolejne twierdzenie w pelni charakteryzuje funkcje jednostajnie prawie okresowe
w przestrzeni BC(R).

Twierdzenie 1.5 ([50], str. 26). Funkcja f € BC(R) jest B-p.o. wtedy i tylko
wtedy, gdy jest ona funkcjg normalng.

7 powyzszego twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze funkcje jednostajnie prawie
okresowe mozna rownowaznie zdefiniowa¢ w nastepujacy sposob, ktéry pochodzi od
Bochnera.
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Definicja 1.11 ([6]). Funkcje f € BC(R) nazywamy jednostajnie prawie okresowaq,
gdy rodzina funkcji {f : h € R} jest warunkowo zwarta w przestrzeni metrycznej
BC(R).

Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze zbior B posiada strukture algebry przemienne;j
z jedynka.

Twierdzenie 1.6 ([50]). Suma i iloczyn funkcji B-p.o. jest funkcjg B-p.o.

7 powyzszego twierdzenia wynika miedzy innymi, ze liniowe kombinacje funkcji
okresowych sg funkcjami jednostajnie prawie okresowymi. W szczegolnosci uogol-

nione wielomiany trygonometryczne postaci

w(z) =Y (an sin(A\,z) + by cos()\na:')), (1.3)

n=1

gdzie a,, b,, \,, € Rdla 1 < n <k, sg funkcjami B-p.o.

Uwaga 1.3 (]20]). Rownowaznie, funkcje jednostajnie prawie okresowe definiuje
sie jako granice jednostajnie zbieznych ciggéw uogdlnionych wielomianéw trygono-
metrycznych w przestrzeni BC(R).

Przejdziemy teraz do kilku podstawowych uogdlnien pojecia funkcji jednostajnie
prawie okresowej. Zaczniemy od przypomnienia definicji funkcji prawie automorficz-

nej w sensie Bochnera.

Definicja 1.12 ([21], [43], [44]). Ciagta funkcje f: R — R nazywamy prawie
automorficzng w sensie Bochnera, jezeli kazdy ciag liczb rzeczywistych (h,)22
zawiera podciag (hy,, )7, taki, ze granica punktowa

g(x) = lim f(o+h,)

istnieje dla kazdego x € R oraz

lim g(x — hy,) = f(a)

k—o0

dla kazdego x € R.
Uwaga 1.4. 7Z Twierdzenia 1.5 wynika, ze kazda funkcja jednostajnie prawie

okresowa jest prawie automorficzna. Ponadto funkcje prawie automorficzne sg
ograniczone (zob. [43]).

Kolejnym uogdélnieniem klasy funkcji prawie okresowych w sensie Bohra jest

klasa funkcji prawie okresowych w sensie Stiepanowa.
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Definicja 1.13 ([50]). Funkcje f € L

cie: SP-p.o.) lub prawie okresowq w sensie Stiepanowa z wykladnikiem p, gdzie

P (R) nazywamy SP-prawie okresowq (w skro-

p € [1,+00), jezeli dla dowolnego & > 0 zbi6r

SPE{e; f}Z:{T eR: sup(/jﬂ \f(t+71)— f(t)|Pdt)% < 6}

u€R

jest wzglednie gesty. Dla uproszczenia czesto bedziemy nazywali funkcje S'-prawie

okresowe funkcjami S-prawie okresowymi (w skrocie: S-p.o.).

Uwaga 1.5. Jezeli funkcja f jest SP-prawie okresowa (p € [1,+00)), to jest ona
SP-ograniczona to znaczy

1 flls» = itelﬂg(/uwl !f(t)\”dt)% < 400

(zob. [50, Twierdzenie 2.1] lub [33, Twierdzenie 5.2.2]). Ponadto funkcjonat ||-| g,
jest norma na przestrzeni funkeji SP-prawie okresowych (zob. [50]).

Kolejnym uogolnieniem klasy funkcji jednostajnie prawie okresowych jest klasa
funkcji prawie okresowych w sensie Weyla.

Definicja 1.14 ([50]). Funkcje f € L] .(R) nazywamy WP-prawie okresowg (w skré-
cie: WP-p.o.) lub prawie okresowq w sensie Weyla z wykladnikiem p, gdzie p €
[1,4+00), jezeli dla dowolnego € > 0 istnieje [ > 0 takie, ze zbiér

{7’ € R: sup(} /1Lu+l|f(t+7') —f(t)\pdtﬁ < 5}

ueR

jest wzglednie gesty.

Jednym z najszerszych uogélnien funkcji jednostajnie prawie okresowych jest
klasa funkcji prawie okresowych w sensie Besicovitcha.

Definicja 1.15 ([4]). Funkcje f € L] (R) nazywamy BP-prawie okresowq (w skré-
cie: BP-p.o.) lub prawie okresowq w sensie Besicovitcha z wykladnikiem p, gdzie

€ [1,+00), jezeli istnieje ciag uogdlnionych wielomianéw trygonometrycznych
(wp)o2, taki, ze

lim hm /|f )|pdt)5—0

n—+00 |—4-00 2[

Przez SP, we . B? oznaczmy odpowiednio zbior funkcji prawie okresowych w sen-
sie Stiepanowa, Weyla i Besicovitcha.
Wowezas dla p > 1 mamy

BcCSPcWPC B
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Ponadto dla 1 < p; < po mamy nastepujace inkluzje
SPc SP. WP C WP, BPYC BP? (zob. [4]).

W teorii funkcji prawie okresowych wazng role odgrywa nastepujace twierdzenia
Kroneckera.

Twierdzenie 1.7 (Kronecker, [33]). Niech A, Aa, ..., \, oraz 61,04, ...,0, beda do-
wolnymi liczbami rzeczywistymi. Wowczas uktad nierownosct

|Niz —0;| <0 (mod2m) gdziei=1,2,...n,
posiada rozwigzanie dla dowolnego § > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z rownosci
l1>\1+l2)\2—|—+ln)\n20, gdzze ll,lg,...Jn EZ,

wynika rownosé
1101 + 150 + ... + 1,0, =0 (mod 2m).

Uwaga 1.6. Nierownos$¢ |z| < 0 (mod 27) oznacza, ze istnieje k € Z takie, ze

-0 < x—2km <.

Uwaga 1.7. Samo sformutowanie Twierdzenia Kroneckera nie méwi nic o zbiorze
rozwiazan powyzszego uktadu nierownosci. Jednakze z dowodu tego twierdzenia
wynika, ze zbior tych rozwiazan jest wzglednie gesty. W szczegdlnym przypadku,
jezeli ; = 0 dla 1 <1 < n, to wowczas warunek

1101 + 1502 + ... + 1,0, = 0 (mod 2m)
jest zawsze spelniony. Stad dla dowolnych Ay, s, ..., A, oraz § > 0 zbior
{T eER: |7\ < (mod 27) dlai=1,2, ,n}
jest wzglednie gesty.

Uwaga 1.8. Powyzszy rezultat mozna dodatkowo wzmocni¢. Uzasadnimy, ze dla
A1, A9y ey Ay OTaZ @0, 0 > 0 zbior

{7’ eER:|TA| < (mod 27) dlai = 1,2,...,n} N aZ

jest wzglednie gesty. Ustalmy zatem A, Ao, ..., A\, oraz «,d > 0. Niech A\, = %’r

Dobierzmy ' > 0 tak, aby

(5’(1 + -~ max \)\ZD < 4.

2T 1<i<n
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WezZmy
re{reR: |t <d (mod2r)dlai=12.,n+1}. (1.4)
Wowczas istnieje k € Z takie, ze
0
Stad dla 1 <7 < n mamy
|Niak] < |\i||ak — x| + | Niz| < 0.

To oznacza, ze

ak € {7’ eR: |7 < (mod 27) dlai=1,2, ,n} N aZ. (1.6)

Wzgledna gesto$é powyzszego zbioru wynika z (1.4), (1.5) oraz (1.6).

1.4. Funkcje prawie okresowe wzgledem miary
Lebesgue’a

W tym paragrafie zbierzemy podstawowe fakty dotyczace funkcji prawie okresowych
wzgledem miary Lebesgue’a. Dla n > 0 oraz f,g € L°(R) przyjmujemy

D(n; f, g)rzsgﬂgu({x € [u,u+1]: |f(2) — g(x)| > n}).
Ponadto przyjmujemy D(n; f):=D(n; f,0).
Definicja funkcji p-prawie okresowej bazuje na pojeciu (e,7n)- prawie okresu
funkcji f € L°(R).

Definicja 1.16 ([49]). Niech f € L°(R). Jezeli dla e, > 0 mamy D(n; f,, f) < &,

to liczbe rzeczywista 7 nazywamy (e,n)-prawie okresem (w skrécie: (e,7n)-p.o.)

funkeji f. Przez E{e,n; f} oznaczaé bedziemy zbiér (e,n)-p.o. funkeji f to znaczy
Ele,n; fy={r € R:swpp({z € uu+1]: |f(x+7) = f(z)] > n}) <<}

u€R

Przypomnimy teraz definicje funkcji prawie okresowej wzgledem miary Lebes-
gue’a.

Definicja 1.17 ([49]). Funkcje f € L°(R) nazywamy prawie okresowq wzgledem
miary Lebesgue’a p (w skrocie u-p.o.), jezeli dla dowolnych liczb e, > 0 zbiér
E{e,n; f} jest wzglednie gesty. Przez M bedziemy oznaczaé zbiér wszystkich funkeji

[4-P.O.
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Funkcje prawie okresowe wzgledem miary Lebesgue’a mozna zdefiniowaé w pe-

wien inny réwnowazny sposob.

Definicja 1.18 ([1]). Ustalmy d > 0. Funkcje f € L°(R) nazywamy mierzalnie
prawie okresowq, jezeli dla dowolnego € > 0 zbiér

[reR:VueR p({zelwutd:|flz+r)—f(2)|>e})<ed)
jest wzglednie gesty.
Przypomnimy teraz pojecie p-ciagtosci.
Definicja 1.19 ([49]). Méwimy, ze funkcja f € L°(R) jest u-ciggla, jezeli
Ve>0Vn>036>0 VheR |h| < d = D(n; f, frn) <e.
Zwiazek p-ciaglosdci z funkcjami p-prawie okresowymi opisuje ponizsze
Twierdzenie 1.8 ([49]). Jesli funkcja f jest u-p.o., to f jest p-ciggla.
Bezposrednig konsekwencja u-cigglosci funkeji pu-p.o. jest ponizszy lemat.

Lemat 1.8 ([49]). Niech f bedzie funkcjg p-p.o. Wowcezas dla dowolnych liczb
e,n > 0 istniejg liczby 0,w > 0 takie, Ze dla h € (0,d] w kazdym przedziale
otwartym o dlugosci w istnieje (e,m)-p.o. funkcji f bedgcy pewng calkowitoliczbowq
wielokrotnosciq liczby h.

Jezeli f jest p-prawie okresowa, to wprost z definicji zbiér E{e,n; f} jest wzgled-
nie gesty. Mozna jednak ten rezultat wzmocni¢, co pokazuje ponizszy lemat.

Lemat 1.9 (por. [29]). Jezeli [ jest funkcjg p-p.o., to dla dowolnych ,m,a > 0
zbior

E{e,n; f}NaZ
jest wzglednie gesty.

Dowéd. Ustalmy dowolne €,7, a > 0. Na podstawie Lematu 1.8 dla § oraz I istniejg
liczby w,0 > 0 takie, ze dla h € (0,0] w kazdym przedziale dtugosci w istnieje
(5,%)-p.o. 7 funkcji f bedacy catkowitg wielokrotnoscig liczby h. Przy czym mozemy
zazadac¢, aby w > a. Ustalmy 0 < h < ¢ takie, ze h = ¢ dla pewnego k € N.
Woéwezas w kazdym przedziale otwartym dtugosci w istnieje (5, 2)-p.o. 7 funkcji
f oraz 7' € aZ, takie, ze T = n1h,7 = nyh dla pewnych nqy,ny € Z. Poniewaz
zachodzi nier6wnos¢

In1th —nah| = |7 — 7| < w,
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wiec istnieje tylko skonczona liczba wartosci
nh = (ny — ng)h. (1.7)

Rozwazajac dowolne przedziaty otwarte dtugosci w znajdziemy wszystkie liczby
catkowite n postaci (1.7). Oznaczmy je przez my, ..., m,. Wowczas kazdej liczbie m;
(i=1,2,...,7) odpowiada para liczb (7;, 7]) taka, ze 7; jest (5, )-prawie okresem
funkeji f oraz 7/ € aZ. Ustalmy zatem uktad par

(r1,70)s  -ovy (7, 70).

Oznaczmy

woi= gkaé]rﬂ.

Rozwazmy dowolny przedziat otwarty (a, a+w+2wy) o dtugosei w+2wy. W przedziale
(a+ wo, a + wy +w) wybierzmy 7 € E{5,%; f} oraz 7' € aZ postaci

T =n1h oraz 7 =nsh

dla pewnych ny,ny € Z. Wowczas 7 — 7/ = mgh dla pewnego 1 < s < r. Ponadto
mamy
T—7 =msh=1,— 7.
Niech
= -1, =7 —1..

Wowcezas 7" € (a,a+ w + 2wyg) oraz 7" jest (£,7n)-p.o. dla funkcji f, gdyz jest réznica
dwoch (5, 4)-p.o. funkcji f. Ponadto z okreslenia 7" mamy 7" € oZ. Stad w naszym
przypadku 77 € E{e,n; f} N aZ. Z dowolnosci a € R wnioskujemy, ze w kazdym
przedziale otwartym dlugosci w + 2wy znajdzie sie element 77 € E{e,n; f} N oZ.
Stad zbiér E{e,n; f} N aZ jest wzglednie gesty. O

Uwaga 1.9 ([48]). Zbiér funkcji p-p.o. jest algebra przemienna z jedynka.

Uwaga 1.10. Latwo mozna pokaza¢, ze kazda funkcja SP-prawie okresowa jest
p-p.o., gdyz dla ,7 > 0 mamy

1
SPE{ern; f} C E{e,m; f}.
Omowimy teraz naturalna topologie okreslong na przestrzeni funkeji p-p.o.

Definicja 1.20 ([49]). Ciag (f,)22,, gdzie f, € L°(R) dla n € N, nazywamy
D-zbieznym do funkcji f € LO(R), jezeli

Ve>0Vn>03dNeN VYn>N D fo,f)<e.
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Podamy teraz definicje pewnego funkcjonalu na przestrzeni L°(R).
Definicja 1.21 ([49]). Dla f € L°(R) definiujemy funkcjonat |- | : L(R) — [0, +0o0)

WwWzorem 1 |f(t) |
‘= su ——— 2 __dt.
W=sw | 7o)

Uwaga 1.11. Funkcja okreslona wzorem d(f, g):=|f — ¢|, dla f,g € L°(R), defi-
niuje metryke na zbiorze L°(R). Mozna uzasadnié, ze zbiezno$¢ wedtug tej metryki

jest rownowazna D-zbieznosci (zob. [49]).

Nastepne twierdzenie dotyczy granicznego zachowania funkcji pu-p.o. w sensie

D-zbieznosci.

Twierdzenie 1.9 ([49]). Jezeli cigg (f,)22, elementow przestrzeni M jest D-zbiezny
do funkcji f € L°(R), to f € M.

Nastepujacy lemat pozwala konstruowac¢ przyktady funkcji p-p.o.

Lemat 1.10. Niech (f,)5, bedzie ciggiem mierzalnych w sensie Lebesgue’a funkcji
okresowych takich, ze

supp fn C {2”, 2" + 1} +2"17Z  dlan €N,
oraz takich, ze

lim supu([u, u + 1] N supp fn) = 0.

=0 weR

Niech ponadto

fulz) dlaxe2",2" + 1]+ 2" Z,n e N,

flz) =
0 dla pozostatych x € R.

Wowczas funkcja f jest dobrze okreslona oraz jest ona p-p.o.

Dowéd. Oznaczmy zbiory
A, =2"+2"""Z dlaneN.

Zauwazmy, ze
+oo
U 4. =22\ {0}.
n=1
Istotnie, mamy A; = 2 + 4Z. Niech z = 2%(1 + 21), gdzie k > 2,1 € Z. Wtedy

z=20F 4 oMl e A,
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Przypuéémy, ze 0 € A, dla pewnego n € N. Wowczas istnieje k € Z takie, ze
0=2"+2""k = 0=2"(1+2k).

Jest to jednak niemozliwe, gdyz prawa strona powyzszej nierownosci jest iloczynem
dwoch liczb niezerowych. Ponadto

n

Ap1 C2Z\ (|J An) =2""Z dlan €N.

=1

W szczegdlnosci z powyzszego wynika, ze funkcja f jest dobrze okre$lona, poniewaz
zbiory
A, +10,1] dlaneN,

sg parami roztaczne. Pokazemy teraz, ze f jest pu-p.o. Niech

folz) dlaze[2n20+1]+27Z 1< n<k,

gi(z) =
0 dla pozostatych x € R,

dla k € N. Z roztacznosci zbioréw [2",2" + 1] + 2""1Z, dla n € N, mamy g, =
fi+ ...+ fr. Zatem gi sa funkcjami p-p.o. takimi, ze

supp(f —gr) € |J supp fn C [0,1] +2"7'Z.
n=k+1

Ponadto ciag (gx){2] jest D-zbiezny do funkcji f gdyz dla n > 0 mamy

D(; f, 9) < supsup po([u, u + 1] Asupp f ).

n>k ueR

Okreslimy teraz pewng podklase przestrzeni L°(R).

Definicja 1.22 ([49]). Niech (A,)22, bedzie dowolnym ustalonym ciagiem liczb
dodatnich zbieznym do zera. Wowczas definiujemy

QE:{f € L°(R) : supu({x € [u,u+ 1] : \p|f(2)] > 1}) — 0 przy n — oo},

u€eR

czyli
Xi={f € L(R) : D(1: A f) — 0 pray n — o}

Zauwazmy, ze powyzej okreslona przestrzen X nie zalezy od wyboru ciggu

(An)72

n=1"

Twierdzenie 1.10 ([49]). Jezeli f jest p-p.o., to f € X.
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Ponizsze twierdzenie dostarcza kolejnych nietrywialnych przyktadéw funkeji
U-D.O.

Twierdzenie 1.11 ([49]). Niech F: Q — C bedzie ograniczong i holomorficzng
funkcjg na ), gdzie Q ={x+iy € C: —a <y < a} dla pewnego ustalonego a > 0.
Zatozimy, Ze funkcja w: R — R dana wzorem g(x) = F(z) dla x € R, jest funkcjq
jednostajnie prawie okresowqg. Wowczas funkcja f zdefiniowana wzorem:

Fla) = g(lx) gdy g(x) # 0,

0 gdy g(x) =0,
jest p-p.o.

Whniosek 1.1. Niech w: R — R bedzie uogolnionym wielomianem trygonometrycz-

nym postaci (1.3). Wowczas funkcja f: R — R okreslona wzorem

Fa) = ng,) gdy w(x) # 0,

0 gdy w(r) =0,

jest p-p.o.

Przyktad 1.1 (por. [16]). W szczegélnym przypadku, gdy uogélniony wielomian
trygonometryczny w jest statego znaku i inf,er|w(x)| = 0, to odwrotnosé tego
wielomianu jest przyktadem nieograniczonej i ciagtej funkcji p-p.o. Dla przyktadu

rozwazmy uogo6lniony wielomian trygonometryczny w: R — R dany wzorem
w(x) = 2+ cos (x) + cos (ax) dla z € R,

gdzie o ¢ Q. Wowezas funkcja

1
2+ cos (x) + cos (ax)

/()

jest ciagta i nieograniczona funkcja p-p.o. Istotnie, zauwazmy wpierw, ze z niewy-
miernosci liczby o mamy 2 + cos (x) + cos (za) > 0 dla kazdego x € R. Ponadto

z Twierdzenia Kroneckera wiemy, ze
irelﬂf{@ + cos (x) + cos (ax)) = 0.
Istotnie, poniewaz z réwnosci
lha+ 1, =0 dla pewnych ly,l; € Z
wynika, ze [; = [, = 0. Tym samym

l17T + l27T = 0,
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wiec na mocy Twierdzenia Kroneckera wiemy, ze uktad nieréwnosci
lax — 7| <6 (mod 2m),
|z — 7| <d (mod 27),

ma rozwigzanie dla dowolnego 0 > 0.

1.5. Funkcje prawie okresowe w sensie Lewitana

W paragrafie tym zbierzemy podstawowe fakty dotyczace funkcji prawie okresowych
w sensie Lewitana. W literaturze funkcje te nazywane sg réwniez funkcjami N-prawie
okresowymi.

Jedna z wielu definicji funkeji prawie okresowych w sensie Lewitana bazuje na

pojeciu [N, e]-prawie okresu funkcji.

Definicja 1.23 ([33]). Liczbe rzeczywista 7 nazywamy [N, €]-prawie okresem funkcji
f: R — R (w skrécie : [N, e]-p.o.), jezeli |f(x +7) — f(z)| < e dla|z| < N.

Uzywajac pojecia [N, e]-prawie okresu funkeji mozemy zdefiniowaé funkcje prawie

okresowa w sensie Lewitana w nastepujacy sposob.

Definicja 1.24 ([33]). Ciagla funkcje f: R — R nazywamy prawie okresowq
w sensie Lewitana (w skrocie: LAP), jezeli dla dowolnych N, e > 0 istnieja Ay, ..., A, €
R oraz 6 > 0 takie, ze kazda liczba 7, ktéra spelnia nieréwnosci |A\,.7| < § (mod
om) dla r = 1,2,....p, jest [N, e]-p.o. funkcji f. Oznaczmy przez L zbiér wszystkich
funkcji LAP.

Uwaga 1.12 ([33]). Zbiér funkcji LAP jest algebra przemienna z jedynka.
Uwaga 1.13 ([33], [34]). Kazda funkcja jednostajnie prawie okresowa jest LAP.

Przypomnimy teraz podstawowe fakty dotyczace funkcji LAP, ktore beda uzy-
teczne w dalszej czesci pracy.

Twierdzenie 1.12 (por. [15]). Granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji LAP
jest LAP.

Dowdd. Fakt ten wynika z nieréwnosci

[f(@4+7) = f@)] <Uf(@+7) = fao (@ T) 4 | fo (2 +7) = frg (@) + | o (2) = f ()],

gdzie ng jest odpowiednio wybranym wskaznikiem. O]
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Twierdzenie 1.13 ([50]). Jezeli g: R — R jest funkcjq jednostajnie prawie okre-
sowg oraz f: g(R) — R jest funkcjq ciggla, to zloZenie f o g jest funkcjg prawie
okresowq w sensie Lewitana.

Przyktad 1.2 (por. [33]). Jezeli w jest wielomianem trygonometrycznym statego

znaku, to przyjmujac w Twierdzeniu 1.13 f(z) = < oraz g = w wnioskujemy, ze

—L - jest funkcja LAP. Dlatego dla o ¢ Q funkcja

w(z)

1

f(l’) = 2 + cos (gj) 4+ cos (Ozil))

jest ciagla i nieograniczona funkcja LAP (por. Przyktad 1.1).

Udowodnimy teraz uzyteczny lemat, ktéry pozwala konstruowaé przyktady
funkcji LAP.

Lemat 1.11 ([42]). Niech ()32, bedzie ciggiem cigglych funkcji okresowych o okre-
sach odpowiednio 2 - 3" takich, Ze

supp f, C [3",3" +1] +2-3""'Z dlan € N. (1.8)
Niech ponadto

fo(z) dlaxze[3",3"+1]+2-3""Z n €N,

flx) =
0 dla pozostatych x € R.

Wowczas funkcja f jest dobrze okreslona oraz jest ona LAP.

Dowéd. Funkcja f jest dobrze okreslona poniewaz zbiory [37,3" + 1] + 2 - 3""1Z,
dla n € N, sa parami roztaczne. Ustalmy N,e > 0. Wybierzmy ng € N takie, ze
3" > N + 1. Zdefiniujmy

Apg = [=3™,3%| + 2. 3777

oraz

B, =(3"3"+1)+2-3""'Z dlaneN.

Najpierw pokazemy, ze A,, N B, = 0 dla n > ng. Poniewaz 2 -3""1 + A, = A,
oraz 2 - 3" + B, = B, dla n > ng, wiec wystarczy pokazaé, ze

Apg N By N [3" 41 =237 3" +1] = 0.

Mamy
BN [3"+1-2-3"1 3" 1] = (373" + 1).
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Pokazemy, ze dla k € Z oraz n > ng mamy
([=8m, 8™ + 2k - 3"*1) N (3", 3" +1) = 0. (1.9)

Dla n = ng+ 1 mamy 3™ < 3" oraz —3™ +2- 3%+l > 37 1 1. Wéwczas warunek
(1.9) jest spetniony.
Dla n > ny + 1 mamy

3M0 2.3 (2.3 4 4 2.3"71) =3" (1.10)

Stad
3m0 4 (2-3Mt 4 42.3" ) < 3"

oraz dodajac obustronnie do nieréwnosci (1.10) liczbe 2 - 3"+ — 4.3 otrzymujemy
—3"0 4 2.3m0t p(2.3mtt 4 42,37 =30 4230 _4.3%0 > 37 41,
Znalezlismy liczbe s € N taka, ze
30 425 3"t < 3"

oraz
—3™ £ 2(s+1) -3t > 3" 41,

Oznacza to, ze (1.9) jest speliony i dlatego zbiory A, , B, sa roztaczne dla n > ny.
Dlan < ngik € Z mamy

r€B, e x+2k-3""eB,
Dlatego dla |x| < N + 1 oraz k € Z mamy
flx+2k-3") — f(x) =0
gdyz x,x + 2k - 3™ € A, i zgodnie z (1.8) mamy
r¢ B, = fu(r)=0, dlaneN (f,saciagte).

Funkcja f jest jednostajnie ciagta na przedziale [-N — 1, N + 1]. Istnieje zatem
d € (0,1) takie, ze dla z,y € [-N —1, N+ 1], jezeli |z —y| < 6, to |f(z) — f(y)] < e.
Niech 7 = 2k - 3"*! + h dla pewnego k € Z, |h| < 6. Wowezas dla |x] < N mamy

[f(x+7) = f@)| = |fl@+h+2k- 377 — f(2)| = |f(z+ h) - f)] <e.

Pokazalismy, ze kazda liczba 7 ktéra spelnia nieréwnosé

27wd

27
’WT’ < W (mod 27'(')

jest [N, e]-p.o. funkcji f. Oznacza to, ze f jest LAP. O



RozDzZIAL 2

Relacje pomiedzy wybranymi klasami
funkcji prawie okresowych

7 poprzedniego rozdzialu wiemy, ze pomiedzy rozwazanymi w nim klasami funkcji

prawie okresowych zachodza nastepujace inkluzje
BcS"cM (p>1) oraz BcC L.

W rozdziale tym porownamy klasy M oraz L. Oczywiscie jezeli chcemy poréwnac
obydwie klasy powinnismy rozwazy¢ klase ciggtych funkeji p-p.o. W rzeczywistosci
porownamy ze sobg te klasy przy silnych ograniczeniach na obydwie klasy. Jedno-
czesnie podamy odpowiedz na jeden z otwartych probleméw zwigzanych z funkcjami
prawie automorficznymi.

Pierwszy przyktad tego rozdziatu pokazuje, ze istnieje jednostajnie ciggla i ogra-

niczona funkcja LAP, ktéra nie jest p-p.o.

Przyktad 2.1 ([42]). Niech

sin(2rx) dla z € Uj;gi([:gn’ 3+ 1]+ 2 3n+1z>’

flz) =
0 dla pozostatych x € R.

7 Lematu 1.11 funkcja f jest LAP. Ponadto funkcja f jest jednostajnie ciggla
i ograniczona. Pokazemy, ze funkcja ta nie jest p-p.o.

Zalézmy niewprost, ze f jest p-p.o. Niech A, = 3" +2-3""'Z, dla n € N. Dla
z € Ut A, mamy

2
D=2

N —

p{w € 2,2+ 1): 1f(@)] >

Z Lematu 1.9 zbiér 11
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jest wzglednie gesty.
Jezeli 7 € E{3,5; [} N 18Z oraz z € U2 A, to 7+ z € U} A,. Istotnie,
przypusémy, ze 7 + z & U2 A,. Wowcezas

2
b =5

N | —

quehz+Hﬂﬂw+ﬂ—f@N>;quGx6k¢+H:U@N>

Oznacza to, ze 7 ¢ E{3,3; [}
Poniewaz zbior E{3, 3; f} jest symetryczny, dla T € E{3, 3; f} oraz z € U2 4,
mamy —7 + z € U2 A,,. Prowadzi to do réwnosci

+o0

U +A4) UA (2.1)

n=1

Ustalmy 7 € 18Z\ {0}. Niech 7 = 2-3°"'m, dla pewnych s € N, m ¢ 3Z. Kazdy
zbior A, dla n < s, spetnia 2 - 3°Tim + A,, = A,,. Dlatego

S S

U@+ A4, = 4.

n=1 n=1

Zbiory T + A,,, dla n € N, sa parami roztaczne oraz zbiory A, dla n € N, réwniez

sa parami roztaczne, wiec réwnos¢ (2.1) jest réwnowazna réwnosci

—+00

U (T4 A,) U A,
n=s+1 n=s+1
lub réwnowazna réwnosci
—+o0 —+o0

U@m+37'+2-32)= @B +2-37).

i=1 i=1

Pokazemy, ze powyzsza réwnosé prowadzi do sprzecznosci.
Dla ¢ = 2 oraz dowolnego z; € Z istnieje j > 1, 29 € Z takie, ze

2m 4+ 3+ 182, =371+ 2. 372,
Przypusémy, ze 7 > 1. Wowcezas
2m = —3 — 182 + 371 42372, = 3(=1— 62, + 372+ 2.3 12).

Dlatego 2m € 3Z, lecz jest to niemozliwe, gdyz m ¢ 37Z. Dlatego dla i = 2 mamy
j = 1. Wowczas
2m+ 3+ 18z =1+ 629

oraz m + 1 = —9z; + 325. Zatem liczba m spetnia m + 1 € 37Z.
Ponadto dla ¢ = 1 oraz dowolnego z; € Z istnieje j > 1, 2o € Z takie, ze

Im+1+462=3"14+2.32,.
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przypusémy, ze 7 > 1. Wowczas
2m+1=—62 +3 1 +2.32 =3(—22+ 372 +2-3712),

wiec 2m + 1 € 37Z. To implikuje, ze m € 3Z, gdyz wiemy, ze m + 1 € 3Z. Dlatego
dla ¢ =1 mamy j = 1 oraz

2m+ 146z =1+ 625.

Otrzymujemy, ze m = —3z; + 3z9. OtrzymalisSmy sprzeczno$é, gdyz m ¢ 3Z.
Pokazalismy zatem, ze dla 7 € 18Z \ {0} mamy

+00 +00

U+ 4,) # U A,

n=1 n=1

wiec T ¢ E{%, 5; f}. Tym samym f nie jest p-p.o.

Uwaga 2.1. Powyzszy przyktad jest rozwiazaniem jednego z otwartych probleméw
zwigzanego z funkcjami prawie automorficznymi i jednostajnie prawie okresowymi.
Nalezalo poda¢ w sposéb jawny przyktad jednostajnie ciaglej funkcji prawie auto-
morficznej, ktora nie jest jednostajnie prawie okresowa. W niniejszej rozprawie nie
zajmujemy sie funkcjami prawie automorficznymi, lecz podkreslmy, ze klasa jedno-
stajnie ciagtych funkcji prawie automorficznych pokrywa si¢ z klasa jednostajnie
ciggtych funkcji LAP, wiec problem ten mozna sformutowaé¢ w terminach funkcji
prawie okresowych w sensie Lewitana. Zainteresowanego czytelnika odsytamy do
pracy [2], w ktérej Basit i Giinzler postawili ten problem.

Nastepny przyktad pokazuje ciagly i ograniczong funkcje p-p.o., ktora nie jest

prawie okresowa w sensie Lewitana.

Przyktad 2.2 (por. [42]). Niech

o) sin (2rnx), dlax € [27,2" 4+ 1] +2"1Z n e N,
€Tr) =

0 dla pozostatych = € R.
Z Lematu 1.10 wynika, ze funkcja f jest pu-p.o. Ponadto f jest funkcja ciagta, gdyz
jest ciagta na kazdym przedziale [z, z + 1], dla z € Z. Z konstrukcji funkcji f, dla
x € [0,1] mamy f(z) = 0. Oznaczmy A, = 2" + 2""'Z dla n € N. Wezmy dowolne
T € 27\ {0}. Z Lematu 1.10 wiemy, ze 7 € A, dla pewnego n € N. Wowczas

z okreslenia funkcji f mamy f(7 + i) = 1. Zatem

1 1 1
fr+ ) 1) =1>3

Stad jezeli 7 € 2\ {0}, to 7 nie jest [1, 3]-p.o. funkeji f. Z Lematu 1.11 oraz Uwagi
1.8 funkcja f nie jest LAP.
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Uwaga 2.2 ([42]). Kazda jednostajnie ciagla i ograniczona funkcja p-p.o. jest
jednostajnie prawie okresowa (zob. [49]); jest wiec réwniez LAP (Uwaga 1.13).
Dlatego nie istnieje jednostajnie ciagta i ograniczona funkcji p-p.o., ktéra nie jest

LAP.



RozDzIiAL 3

Operator splotu

W rozdziale tym zbadamy operator splotu okreslony na przestrzeni funkcji prawie
okresowych wzgledem miary Lebesgue’a oraz na przestrzeni funkcji prawie okreso-
wych w sensie Lewitana. Najpierw jednak przypomnimy pewien rezultat dotyczacy
klasy funkcji jednostajnie prawie okresowych.

Twierdzenie 3.1 ([13]). Jezeli f: R — R jest funkcjg prawie okresowq w sensie
Bohra oraz g: R — R jest funkcjq catkowalng w sensie Lebesgue’a na R, to splot
f * g okreslony wzorem

(f9)@) = [ fla— gt
jest funkcjq prawie okresowqg w sensie Bohra.

Dla uogélnionych funkcji prawie okresowych, w szczegélnosci ze wzgledu na
zastosowanie w teorii réwnan rozniczkowych, interesowac nas bedzie splot z funkcja
gr: R — R (X < 0) okreslona wzorem

e dlax >0,
g(z) =
0, dla z < 0.

Uwaga 3.1. Zauwazmy, ze

(f xg\) () =/ f(®)ga(z —t)dt :/

—00 —00

+o0 T x

fH)ereDdt = e /_ f(t)e Mdt.

Ponadto istnienie splotu f x gy (dla kazdego x € R) funkcji lokalnie catkowalnej f
z funkcja gy jest rownowazne warunkowi

/_0 F(H)|eMdt < +oo.

Dodajmy réwniez, ze dla funkcji lokalnie catkowalnej f, jezeli istnieje splot f * g,
to jest on funkcja ciaglta, gdyz funkcja t — f(t)e ™ jest lokalnie calkowalna.
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3.1. Splot z funkcjami p-prawie okresowymi

W niniejszym paragrafie zajmiemy sie splotem funkcji p-p.o. z lokalnie catkowalnymi
funkcjami p-p.o. Zaczniemy od przypomnienia rezultatu dla klasy funkcji prawie

okresowych w sensie Stiepanowa.

Twierdzenie 3.2 ([13]). Jezeli f jest funkcjg prawie okresowq w sensie Stiepanowa
z wyktadnikiem p > 1 oraz g jest funkcjq catkowalng w sensie Lebesgue’a, to splot

[ * g jest funkcjqg prawie okresowqg w sensie Stiepanowa z wyktadnikiem p.

Podamy teraz udowodniony przez Stiepanowa warunek na to, by funkcja p-prawie
okresowa bytla funkcjg S-prawie okresowa.

Twierdzenie 3.3 (zob. [48]). Niech f € L°(R) bedzie funkcjq p-prawie okresowg.
Woéwczas funkcja f jest S*-prawie okresowa wtedy i tylko wtedy gdy

sup sup |f()|dt — 0, przy & — 07, (3.1)
uER AC[u,ut1] /A
n(A)<o
Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze splot funkcji S-p.o. z funkcja g, istnieje
oraz jest funkcja jednostajnie prawie okresowa (w szczegblnosci p-p.o.).

Twierdzenie 3.4 ([16]). Jezeli funkcja p-p.o. f spelnia warunek (3.1), to splot

f * g\ istnieje dla wszystkich x € R oraz jest funkcjq jednostajnie prawie okresowaq.

Dowdd. Najpierw udowodnimy istnienie splotu f * g,. Mamy

0 +00 n
[ Ir@lear =30 |7 jweat <

+oo n
> e [T Ifwldt < +oc,
—n=0 n—1

gdyz z warunku (3.1) wynika
u+1
sup [ |f(ldt < +oo
u€eR Ju
oraz wiadomo, ze szereg
+oo
2: efAn
—n=0

jest zbiezny. Z uwagi 3.1 splot istnieje.

Pokazemy teraz, ze f * g, jest funkcjg jednostajnie prawie okresows. Ustalmy
e > 0. Poniewaz f spelnia warunek (3.1), istnieje § > 0 takie, ze

€

sup sup f@)|dt < = :
u€R AC[u,u+1] A’ (B)ldt < 321Ln=71 emn
n(A)<o
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Ponadto niech
€
n = Iy o oraz T € E{6,7; f}.

Dla u € R zdefiniujmy zbiory

Ay ={te€uu+1]:|fit+7)—ft)| =1} oraz A, =[u,u+1]\ A,

Woéwcezas dla € R mamy

((f +gx)(@+7) = (f xgx)(x I—WM”ﬂ/ Je Mdt — /xf@k*%ﬂ

— 00

< [T ) = plear
[ pe ) - pole

= Al Jio /nH |f(t+7)— f(t)|eMat

—n=—[z] """

_ ] io o~ An+1) /nH |f(t+71)— f(t)|dt

~n=—1a]

+oo
eW]EZGAW”M |&+/ \a+/ Flt+7)— f(B)ldt) < e
—n=—[a]
Oznacza to, ze E{6,7; f} C E{e; f % gr}. Oczywiscie jezeli splot istnieje, to jest on
funkcja ciagta (Uwaga 3.1). Stad f * g, jest jednostajnie prawie okresowy. O]

Podamy teraz przyktad nietrywialnej funkcji p-prawie okresowej, ktora spetnia

warunek (3.1).

Przyklad 3.1. Zdefiniujmy ciag funkcji (f,,);25 okreslony wzorem

n, dlaze 272"+ 5] +2"HZ,

fz) =
0, dla pozostalych = € R.

7 Lematu 1.10 funkcja f jest p-p.o. PokaZemy teraz, ze f spelnia warunek (3. 1).
Ustalmy ¢ > 0. Dobierzmy ng tak, aby — < e. Niech 6 = —. Oznaczmy A,

2" + 2"T17Z dla n € N. Wezmy dovvolne u € R oraz zbior A C [u,u+ 1] takl,
ze (A) < 4. Istnieje woéwezas co najwyzej jedna liczba z € 2Z \ {0} taka, ze
[u,u+1]N[z, 24 1] # (). Ponadto z Lematu 1.10 wiemy, ze supp f C [0, 1]+ 2Z\ {0}.
Przypusémy, ze [u,u+ 1] N[z, z + 1] # 0 dla pewnego z € A,. Gdy n < ng to mamy

1
< < = — <&
/Af(t)dt /[Z7z+5])f(t)dt / ndt = dn < dng = £

[z,240] e
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Gdy n > ng to mamy

11
/j@a</ me:/ ndt = - < —
A .2+4) SR n o ng

Jezeli [u,u+ 1] N [z, z + 1] = 0 dla kazdego z € A, oraz n € N, to wéwczas mamy

< e

Af@&:Q

W obu przypadkach
Af@&<a

Dlatego warunek (3.1) jest spetniony oraz f * g, jest funkcja jednostajnie prawie

okresowq.

Uwaga 3.2. Zauwazmy, ze z Twierdzenia 3.2 wynika, ze splot f * g, funkcji S-p.o.
z funkcja gy jest funkcjg S-p.o. Twierdzenie 3.4 wzmacnia zatem ten rezultat.

Ponizszy przyktad pokazuje, iz w ogdlnosci splot funkcji S-p.o. z funkcja catko-
walng w sensie Lebesgue’a nie musi by¢ funkcja jednostajnie prawie okresows.

Przyktad 3.2. Niech

L dlaz¢Z,
fla) = { Vol
0, dla x € Z.
Niech ponadto
—— dla z € [-1,0),
glz) =1 vV *
0, dla pozostatych = € R.

Oczywiscie f jest lokalnie catkowalna funkcja okresowa. Warunek (3.1) wynika
z absolutnej cigglodci catki. Ponadto g € L'(R). Splot f * g nie jest funkcja
jednostajnie prawie okresowa, gdyz dla h € (0,1) mamy

0 h+1

flh =gt = [ f)glh - t)ar >

h

“+oo

(Froh) = [

—00

f(h =ttt = |

-1

1

b[f@ﬂh—ﬁﬂ:%jwﬁihfh>z;#M:—mh

Stad splot nie jest funkcja ograniczong. Nie jest zatem rowniez funkcjg jednostajnie
prawie okresowa (zob. Twierdzenie 1.3). Jednakze z Twierdzenia 3.2, splot jest
S-p.o.

Nastepujacy przyktad pokazuje, ze istnienie splotu funkcji p-prawie okresowej
z funkcja g € L'(R) nie musi implikowadé, ze splot ten jest funkcja p-prawie okresowa.



Operator splotu 37

Przyktad 3.3. Niech

1
n

n2, dlag e [27, 20 + 1] 4 onti7,
fa) = { [ |

0, w pozostatych przypadkach.

Wobec Lematu 1.10, f jest funkcjg p-p.o. Niech g = x|o,1) bedzie funkcjg charak-
terystyczna przedziatu [0, 1]. Wowczas splot f x g istnieje dla wszystkich z € R,
jednakze, nie jest u-p.o. Istotnie, dla x € R mamy

1 T

fla — t)dt :/ F(#)dt.

z—1

+oco
(9@ = [ Jw=tga= [
Oznaczmy A, = 2" +2""17Z dlan € N. Dla z € A,, mamy
z+%{
/ ftyde = 2. (3.2)

Dla z € [z + 3,2 + 1] mamy

(Fea)@) = [ s> [T foa =

Skad dla kazdego n € N mamy

DN | —

)

|3
WV

szlelgu({w €z 2+ 1]: (fxg)(x) >

Zatem fx g ¢ X. Tym samym na podstawie Twierdzenia 1.10 splot f * g nie jest
[-P.O.

Ponizsze twierdzenia podaje warunek dostateczny na to by splot funkcji p-prawie
okresowej z funkcjg g, nie byt funkcja pu-prawie okresowa.

Twierdzenie 3.5 ([16]). Niech [ bedzie nieujemng funkcjq lokalnie catkowalng.

Jezeli splot f * gy istnieje oraz

sup /UH f(t)dt = 400, (3.3)

u€R
to nie jest on funkcjg p-p.o.

Dowéd. Poniewaz funkcja f spetnia warunek (3.3), wiec istnieje ciag (u, )25 taki,

AS)

Un+1
/ F(t)dt = n.

Dla z € [0, 1] mamy

(F e g)an+ 14 ) = Xometsn) [ ey s [ g s

—0o0
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eAunt2) / ft)e Mdt > eAunt2-un) / f(t)dt > e n.
Un, u

n

Wowczas dla N > 0 mamy

suppu({z € [u,u+1]: (f*g\)(x) > N}) =1-»0, przy N — +o0.
u€R

Tym samym f * gy ¢ X, , wiec na podstawie Twierdzenia 1.10 splot ten nie jest
funkcja a p-p.o. O

Uwaga 3.3. Jak pokaze Przyktad 4.2 z nastepnego rozdziatu, Twierdzenia 3.5 nie

mozna uogolni¢ na przypadek lokalnie catkowalnej funkcji f speliajacej warunek

u+1
sup £ ()|dt =
ueR Ju
7 kolei ponizszy przyktad pokazuje, ze istniejg funkcje pu-prawie okresowe spet-
niajace warunki Twierdzenia 3.5.

Przyktad 3.4. Rozwazmy funkcje f z Przyktadu 3.3. Udowodnimy, ze splot f * g,
istnieje. Dla z € A,, mamy

z+1 A
/ fn(t)e_)‘tdt < 6_’\(z+1)/ " n2dt = ne MY

Oszacujemy teraz z goéry catke

0
/_ fu(t)e Mdt.

Noénik kazdej funkcji f,, dla n € N jest zawarty w zbiorze
[2",2" + 1] + 2" Z.

Interesuja nas wartosci funkcji f, dla z < 0. Niech z, = 2" — 2"k dla k € N.

Wéwcezas

/ fa(t)eMdt = Z / Zk“ Je Mdt <
nZe (ze+1) _ Y f)\zn Z Eagntt

n+1 _ n
g €V ne—e)2
€

<
n =X *
1 — er2ntt 1—et

ne

7 Twierdzenia Beppo-Levi’ego mamy

0 At =0 At e X on
[mf(t)e_ dt:z_:l/oofn(t)e_ dt < 1_€4Az_:lne <

Dlatego splot f * g, istnieje dla wszystkich x € R. Warunek (3.3) wynika z (3.2).

Tym samym splot f * g nie jest u-p.o.
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Kolejny przyktad pokazuje ciagta funkcje u-prawie okresows dla ktorej splot
z funkcja g, nie istnieje.

Przyktad 3.5. Niech

n*e™*"|sin(2rnz)| dla x € [2",2" + 1] 4 2717,
fz) =
0 dla pozostatych x € R,

7 Lematu 1.10 f jest u-p.o. Ponadto f jest funkcja ciagta. Zatem f jest ciagla
funkcja p-p.o. dla ktorej mamy

[ swears [ pear

—00 _2n

2741 2ne

—2n4q N _
[ fawear s e [ g ar =
_271

—2n ™

dla n € N. Dlatego splot f * gy nie istnieje.

3.2. Splot z funkcjami LAP

W paragrafie tym zbadamy splot funkcji LAP z funkcjami catkowalnymi w sensie
Lebesgue’a. Najpierw przypomnimy pewien wynik dotyczacy ograniczonych funkcji
LAP.

Twierdzenie 3.6 ([15]). Niech f bedzie ograniczong funkcjg LAP oraz g: R — R
bedzie funkcjg catkowalng w sensie Lebesgue’a. Wowczas splot f* g: R — R zdefi-

niowany wzorem

(f9)w) = [ s =gl

—00

jest ograniczong funkcjg LAP.
Dla dowolnej funkcji LAP prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 3.7 ([42]). Niech f bedzie funkcjg prawie okresowq w sensie Lewitana
oraz g: R — R niech bedzie funkcjq catkowalng w sensie Lebesque’a o zwartym
noé$niku. Wowczas f x g istnieje i jest funkcjg LAP.

Dowaéd. Oczywiscie dla kazdego x € R splot istnieje, poniewaz g ma zwarty no$nik
a f jest funkcja ciagha. Jezeli [ |g(t)|dt = 0, to konkluzja twierdzenia jest oczywista.
Zalozmy, ze n:= [ |g(t)|dt > 0. Niech ponadto suppg C [—M, M|, dla pewnego
M > 0. Ustalmy ¢, N > 0. Pokazemy nastepujaca implikacje: jezeli dla pewnych
7 € R mamy

flz+7) — fz)] < ; dla |z| < M + N,
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to
[(f*g)@+7)=(fxg)(x)] <e dla|z] <N.

Istotnie, mamy

“+00

(Fr)a+7) = (Fr9@] < [ f@+r—1) = fla— gt =

—0o0

[ =0 = s = ollgtolde < = [ lg(olde =<

Ciagtosé splotu wynika z powyzszej implikacji. Ponadto poniewaz f jest LAP, wiec
istniejg liczby Ay, ..., A, oraz 0 > 0 takie, ze kazda liczba spelniajaca nierownosci
[TAil <6 (mod 27) dla i =1,2,....n, jest [(M + N), £]-p.o. funkcji f. Pokazalismy,
ze kazdy [(M + N), £]-p.o. funkcji f jest [N, e]-p.o. splotu f * g. O

Ponizsze twierdzenie podaje warunek dostateczny na to by splot funkcji LAP

z funkcja gy byl funkcja LAP.

Twierdzenie 3.8 ([42]). Niech f: R — R bedzie funkcjg prawie okresowq w sensie

Lewitana spetniajgcq warunek

u+1
sup |f(t)|dt < 4o0. (3.4)
ueR Ju
Wowczas splot f * gy istnieje dla wszystkich x € R oraz jest ograniczony i prawie

okresowy w sensie Lewitana.

Dowdd. Splot f x g, istnieje dla wszystkich x € R, gdyz

—n+1

0 400
[l =3 [ flear <
n=1"""

—00

+o00 —n+l ut1 oo
3 e*“*"“)/ |f(t)|dt < sup 1F@)]de - > A < oo,
n=1 -n

ueR Ju n=1

Ponadto jest ograniczony gdyz mamy

z t© rz—n
(@) =1e [ pwea =y [ " pnear <
> n=17%""1

rz—n-+1

+oo n u+1 too
e 3 e ety / |f(t)|dt < sup 1F)]de - > D <t
n=1 K

-n ueER Ju n=1

Zdefiniujmy ciag funkeji (g,);27 wzorem g,(x) = gxxpn dla n € N, gdzie xjo )

oznacza funkcje charakterystyczna przedziatu [0,n]. Z Twierdzenia 3.7 wiemy, ze
splot fxg, jest LAP dlan € N. Pokazemy, ze ciag (f*gy,),/2] jest zbiezny jednostajnie

do f>kgA.
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Poniewaz

—0o0 z—n—k
u+1 +oo
)\1‘ Z e—)\(r n— k’—i—l)/ |dt sup ’f(t)‘dt i Z e)x(n+k—1) -0
u€eR Ju k=1

przy n — +o00, jednostajnie wzgledem wszystkich x € R. Z Twierdzenia 1.12, splot
f = g jest LAP.
O

Kolejny przyktad pokazuje funkcje, ktéra nie jest ograniczona ani z géry, ani z do-
tu oraz spetia warunek (3.4).

Przyktad 3.6 ([42]). Niech

nsin (2rnz) dlaz € [3",3" + 1] 4+2-3""Z,n e N,
fz) =
0 dla pozostatych x € R.

Wowcezas f nie jest ograniczona ani z gory ani z dotu. Z Lematu 1.11 wiemy, ze f
jest LAP. Funkcja f spelia warunek (3.4), gdyz dla z € Z mamy

o 2
/ n|sin (2mnz)|de = —
z s
7 Twierdzenia 3.8 wiemy, ze splot f * g, jest ograniczony i jest LAP.

Kolejne twierdzenie podaje warunki, przy ktorych splot z funkcja g, nie jest
LAP.

Twierdzenie 3.9 ([42]). Niech f: R — R bedzie nieujemng lokalnie calkowalng
funkcjqg spetniajgcg warunek
u+1

sup f(t)dt = +o0. (3.5)

ueR Ju

Wowczas jezeli splot f * gy istnieje, to jest on nieograniczony i nie jest LAP.
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Dowdd. 7 (3.5) wiemy, ze dla kazdego o > 0

(k+1)a
sup f(t)dt = +oc. (3.6)
kez Jka

Zauwazmy, ze

(Feg)(@) = (Fx )0 = [ fe™at— [ OOO F(t)e M.

Zatozmy, ze f gy jest LAP. Istnieja wowczas liczby Ay, ..., A\, € R, 6 > 0 takie, ze dla
kazdej liczby 7 spelniajacej uktad nieréwnosci |\;7| < 0 (mod 27) dlai =1,2,...,n
oraz |z| < 1 mamy

[(fxga)(@+7) = (f*g\)(z)| < L.

W szczegdlnoscei dla z = 0 otrzymujemy

T 0
> / F(t)eNdt — / flteNde] < 1. (3.7)
Niech w > 0 opisuje wzgledna gestosé¢ zbioru
{7’ eR: |7l <ddlai=1,2, ,n} (zob. Uwaga 1.7).

Dla kazdego k € Z istnieje [1, 1]-prawie okres 75 € ((k + Dw, (k + 2)w). Dlatego

(k+1)w

6)\Tk /Tk f(t)e_)\tdt > eATk/ f(t)e—ktdt >

—0o0 kw

(k+1)w (k+1)w
AT Ak / ft)dt > e / f(t)dt.
k

w kw
To jednak prowadzi do sprzecznosci, poniewaz jednoczesnie warunki (3.6) oraz (3.7)
sa spelnione. Z ostatniej nier6wnosci oraz z (3.6) wnioskujemy, ze splot f gy jest
nieograniczony. O

Uwaga 3.4. Jak pokaze Przyktad 4.2 z nastepnego rozdziatu, Twierdzenia 3.9 nie

mozna uogolni¢ na przypadek lokalnie catkowalnej funkcji f spekliajacej warunek

u+1
sup |f(t)|dt = +o0.

ueR Ju
Nastepujacy przyktad pokazuje, ze istniejg funkcje LAP, ktore spetniajg warunek

Twierdzenia 3.9.

Przyktad 3.7 ([42]). Niech

nlsin (2rz)| dlaz € [3",3"+1]4+2-3""'Z n €N,
flz) =
0 dla pozostatych x € R.
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Z Lematu 1.11 wynika, ze funkcja f jest LAP. Ponadto splot f g, istnieje, poniewaz

mamy

0 100 +00 2k, ntl
/ e Mdt =" / Je Mdt <
—OO Zk,n

n=1k=1

JFZ: f Az nt1) /Z’“’"H Ft)dt =

Zk,n
Too to 9 n n
3 Z M omAB-2k3 L) +00, (zob. Uwaga 3.1)
n=1k=1

gdzie zj,, = 3" — 2k - 3"*! dla k,n € N. Ponadto

3n41 9
/ fydt =" dlaneN.

n ™

Z Twierdzenia 3.9 wnioskujemy, ze splot f * g, nie jest LAP.

Whniosek 3.1 ([42]). Z Twierdzenia 3.8 oraz Twierdzenia 3.9 wynika, Ze jezeli
f: R — R jest nieujemnqg funkcjg LAP takq, zZe splot f x gy istnieje, to splot ten
jest LAP wtedy 1 tylko wtedy, gdy f spetnia warunek

u+1
sup f(t)dt < 4o0.
ueR Ju
Whiosek 3.2 ([42]). Z Wniosku 3.1, Uwagi 1.12 oraz liniowosci splotu wynika,
ze jezeli funkcja f: R — R jest ograniczona z dotu (lub z gory) i taka, Ze f * gy
istnieje, to splot f * gy jest LAP wtedy i tylko wtedy, gdy f speinia warunek

u+1
sup |f(t)|dt < 4o0.
u€R Ju
Whniosek 3.3 ([42]). Z Twierdzenia 3.8 oraz Twierdzenia 3.9 wynika, Ze jeZeli
f: R — R jest nieujemng funkcjqg LAP takq, Ze splot f * gy istnieje, to splot f * g
jest LAP wtedy 1 tylko wtedy, gdy f = g jest ograniczony.

Whniosek 3.4 ([42]). Z Wniosku 3.3, Uwagi 1.12 oraz liniowosci splotu wynika, Ze
jezeli f: R — R jest ograniczong z dotu (lub z gory) funkcjg LAP takq, Ze f * gy
istnieje, to splot ten jest LAP wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony.

Nastepujacy przyktad pokazuje funkcje LAP, dla ktérej splot z funkcja gy nie

istnieje.
Przyktad 3.8 ([42]). Niech

e 2" sin (27z)| dla x € [37,3" + 1] +2- 3" Z,n € N,
fz) =
0 dla pozostatych x € R.
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7 Lematu 1.11 wiemy, ze f jest LAP. Ponadto mamy

0 zZn+1 zn+1 2 n
/ f(t)e Mat > / f(t)e™Mdt > e A= / f(t)ydt = Ze=",

—0o0 Zn T

gdzie z, = 3" — 2 - 3"*1. Dlatego

/_0 f(t)e™Mdt = +oo.

Oznacza to, ze splot f * gy nie istnieje (zob. Uwaga 3.1).

3.3. Asymptotyczne zachowanie pewnych funkg;ji
prawie okresowych

W paragrafie tym zbadamy asymptotyczne zachowanie ciaglych i nieograniczonych
funkeji p-p.o. (oraz LAP) okreslonych wzorem

1
24 cos () + cos (ax)

f(x) dla z € R, (3.8)
gdzie a ¢ Q. Zaczniemy od zbadania przypadku niewymiernych liczb algebraicznych.
Tym samym obejmiemy przypadek klasycznej funkeji p-p.o. i LAP, to jest przypadek,
gdy a = v/2. Uzyskane wyniki zastosujemy do badania istnienia splotu funkecji tej
postaci z funkcjami g,. Podamy réwniez sposéb konstrukcji liczb niewymiernych,
dla ktorych splot funkeji postaci (3.8) z funkcja gy nie istnieje.

Ponizsze twierdzenie opisuje asymptotyczne zachowanie funkcji postaci (3.8)
z niewymierng liczbg algebraiczng a.

Twierdzenie 3.10 (por. [41]). JeZeli « jest niewymierng liczbg algebraiczng stopnia

n, to dla x > %7? mamy

1

2(n—1)
2 + cos () + cos (ax) < '

Dowdéd. Dla x > %7? niech

P(x) = V;Ta + ;J oraz  Q(z):= L:i + ;J
Niech ponadto d(z) := max{d;(x), dy(x)}, gdzie
di(x) := |ax — P(z)m oraz, dy(z) == |z — Q(x)7
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Latwo mozna pokazaé, ze liczby P(x), Q(x) sa catkowite. Ponadto Q(x) > 1
oraz 0 < d(z) < 5. Wowczas

laQ(x)m — P(x)7| < |aQ(x)7 — az| + |ax — P(x)|
= |a|dy(z) + di(z) < d(z),

ktore implikuje, ze

P@)| _ dt)
Qz)| — Qz)
Ponadto poniewaz « jest liczbg algebraiczna stopnia n, wiec z T'wierdzenia Liouville’a
wiemy, ze
< ‘ P(x)
a— :
Q(z)" Q(x)
Woéwczas 1 )
" 3.9
i < Q@) (3.9)
Z drugiej strony poniewaz Q(x) > 1 oraz 0 < dy(x) < 7, wnioskujemy, ze
1 1 =z
—_ < - < _
Q) < Q) - ;<>
i dlatego mamy
Qr) < . (3.10)
Ponadto
1+ cos(y + k) > 1 — cos(|y|) dlay € [—g,g],keZ
oraz

2 4
1—cos(y)>%—y—4 dlay e R.

DO

7 definicji dy oraz dy, mamy

2+ cos (z) + cos (ax) > 1 — cos (do(z)) + 1 — cos (d1(z))

(d(x))* _ (d(z))*
2 24

> 1—cos(d(x)) > > d(z)?.

Tym samym z (3.9), (3.10) oraz powyzszych nieréwnosci otrzymujemy

1 1 2(n—1) 2(n—1) 1

< < x L =\ dlax>—-m. 0O
2 4 cos () + cos (ax) — d(x)? (Q< )) 2

Ponizsze twierdzenie pokazuje sposob konstrukeji liczb niewymiernych « takich,

ze funkcja postaci (3.8), méwiac nieprecyzyjnie, nie spelnia w nieskonczonosci z goéry

zadanej asymptotyki.
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Twierdzenie 3.11 ([16]). Dla dowolnej funkcji g : R — (0, +00) i kazdego
a € R e > 0 istnieje « takie, Ze

la —a| <e oraz limsup 9(x)

oo 2+ COST + cos (ax) oo

Dowdd. Ustalmy funkcje g : R — (0, +00), a € R oraz £ > 0. Mozemy zaltozy¢, ze
a ¢ Q poniewaz zbiér R\ Q jest gesty w R. Skonstruujemy liczbe « spetniajaca
powyzsze warunki. Liczba a bedzie wartoscia nieskonczonego utamka tancuchowego
arytmetycznego

(ag,ay, ...).

Na podstawie Uwagi 1.1 liczba « bedzie liczbg niewymierna. Z reprezentacji liczby
a jako warto$é¢ nieskonczonego utamka tancuchowego a = [by; by, ...] wybieramy
s(s2+1) < e. Niech a, = b, dla
0 < n < s. Nastepnie majac n (n > s) poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,)

s poczatkowych wyrazow ciagu (b,)52, tak, aby

oo
n=0’

jako
a,+1 wybieramy dowolna nieparzysta liczbe speliajacg nieréwnosci
1 n
(py1 > 7(7T P72 anl)'
Qn | 29(Qnr)

Mozemy to zrobi¢, poniewaz wartosci @, Q,_1 sa juz zdefiniowane, gdyz znamy n
poczatkowych wyrazéw reprezentujacych liczbe o. Na podstawie Uwagi 1.2 wiemy,
ze o —al < e.

Niech x,, = 7 4+ 2mn dla m € N. Oznaczmy

d(x) = ‘x - QW{;J —7T‘ dla z € R.

T
Dla x € R mamy cos(xz) = — cos(d(x)). Stad

9(@m) _ 9(@m) _ 9(@m)
2 4 cos (zy,) + cos (axy,) 1+ cos(axy,) 1 —cos(d(axy,))

Nastepujaca nieréwnos¢ jest spelniona na przedziale (0, 7]
2 < 1

22 1—cosz’

Woéwezas poniewaz 0 < d(ax,,) < m, wiec

29(zm) 9(Tm)
[d(ax,,)]? S 1 —cos (d(axy,))

Poniewaz poczawszy od indeksu s wszystkie mianowniki a,, sa nieparzyste, wiec z
Lematu 1.5 w ciagu reduktéw (r,,)22 ; istnieje nieskonczenie wiele utamkow o nie-

parzystym liczniku i mianowniku. Niech (r,, )32, bedzie podciagiem ciagu (r,)22
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takim, ze Q,, > 1 oraz P, , )y, sa liczbami nieparzystymi. Wowczas dla dowolnego
k € N istnieje my € N takie, ze

TQny, = Ty (3.11)

Warunek (3.11) jest spelniony poniewaz cigg (%=)>2, jest ciggiem wszystkich liczb
nieparzystych wiekszych 1. Ponadto ciagi (ng)s2, oraz (my)3, sa Scisle rosnacymi

ciaggami liczb catkowitych. Mamy
d(axm, ) = |aQn, ™ — (2l — 1)7| < T,

dla pewnego [, € Z. Poniewaz z Lematu 1.3

P, 1
< )
an an an +1

’a_

wiec
T
<.
anJrl

Stad poniewaz P,, sa nieparzyste oraz [, jest wyznaczony jednoznacznie, wiec

‘aanW - Pnkw‘ <

z Lematu 1.7 2, — 1 = P, . Poniewaz

1 N
Qp, > m - Qn -1/
K an( \ QQ(Q%W) ’ 1)
N
B )
ng

n
2 2 k
ng+1 > T

29(Qn, )’
an-i-l

™

wiec

Zg(xmk)< )2 > ng.

Tym samym mamy

an 12 2 (xmk)
ng < 29<mmk)( 7T+ ) < [d(gaxmk)]Q <
oom) 9(my)
1 —cos(d(axm,)) 2+ cos(xpy,) + cos(ary,,)

7, powyzszego otrzymujemy, ze

lim 9(Tm,)

k—o00 2 + €08 (T, ) + €OS (A, ) - e
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Zastosujemy teraz Twierdzenie 3.10 oraz Twierdzenie 3.11 do badania istnienia
splotu funkeji postaci (3.8) z funkcjami gy.

Uwaga 3.5. Z Twierdzenia 3.10 wynika istnienie splotu funkcji

1
2+ cos (x) + cos (ax)’

f ()

gdzie « jest niewymierng liczba algebraiczna stopnia n, z funkcjami g,. Istotnie, ze
wzgledu na symetrie funkcji f mamy

0 +oo z +oo
/ f(t)e Mdt = / ft)eMdt < /2 f(t)edt + C/ 2= DeMdt < +oo,

dla pewnej statej C' > 0.
Ponizsza uwaga okaze sie¢ bardzo uzyteczna w dalszych rozwazaniach.

Uwaga 3.6. Niech w bedzie uogélnionym wielomianem trygonometrycznym
(zob. wzor (1.3)), ktory nie jest funkcja stala. Z Twierdzenia Lagrange’a o wartosci
sredniej wiemy, ze istnieje stata L > 0 taka, ze dla z € R, h > 0 mamy

|w(x + h)| < |w(z)| + Lh.

Poniewaz funkcja w ma analityczne rozszerzenie na cala plaszczyzne i nie jest to
funkcja stata, wiec ma co najwyzej przeliczalnie wiele zer na ptaszczyznie. Tym

samym dla prawie wszystkich z € R wartos$é ﬁ jest dobrze okreslona. Stad

przyjmujac
1

(@) = ma gdy w(z) # 0,
0, gdy w(z) =0,
dla v € R mozemy napisaé
utl 1 1 1
L f()]dt = /0 f(u+t)|dt > /0 PO (3.12)

Ponizszy wniosek pokazuje sposob konstrukcji liczb niewymiernych «, dla ktorych
splot funkcji postaci (3.8) z funkcja g, nie istnieje.

Whniosek 3.5. Dla kazdego a € R i kazdego € > 0 istnieje o« € R\ Q takie, Ze
0 67/\15

—a|<e dt = .
o =« orez /_oo 2 + cost + cos (at) oo

Innyma stowy, zbior
1
2+ cos (+) + cos (o)

{aGR\Q:

* gy nie z'stmeje}

jest gesty w R.
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Uzasadnienie. Ustalmy a € R, e > 0. Niech

L
—_ 2  dJazeRr,
g<x) eef)\x _ 1 ax
gdzie L = |a| + 1 + €. Z Twierdzenia 3.11 istnieje « takie, ze |o — a| < € oraz ciag

()0, taki, ze z,, > 0, 41 — 2, > 1, dlan € N oraz

gdzie w(x) = 2 + cos(x) + cos(ax). Wowczas z parzystosci funkeji w otrzymujemy

0 e_At —+o00 J?n+1 e
/ ——dt = / dt > Z / = +0o0,
0

—oo w(t)

gdyz z nier6wnosci (3.12) mamy

o At o
/ +1 e S Aoty [T d t> e C,;n+1)/ dt =
6)\(1;”+1) L 6)\(1:”—0—1) L 6)\

In(1 > In(1 _—
L n(l+ w(:cn)) L n(l+ g(xn)) L

dla n € N.



RozDzIiAL 4

Prawie okresowe rozwigzania
rownania rézniczkowego liniowego

W rozdziale tym szukamy rozwigzan p-p.o. oraz LAP réwnania roézniczkowego
liniowego postaci

y'(z) = Ay(z) + flz), A#0, (4.1)
w ktorym f jest funkcja p-p.o. lub LAP. W szczegdlnosci zbadamy przypadek, gdy
f jest odwrotnoscig uogdlnionego wielomianu trygonometrycznego.

Uwaga 4.1. Mozemy zatozy¢, ze A < 0, gdyz przypadek, gdy A > 0 moze by¢ spro-
wadzony do przypadku gdy A < 0 w nastepujacy sposob: jezeli y; jest rozwigzaniem

rownania (4.1), to yo(z) := —y1(—z) dla x € R, jest rozwiazaniem réwnania

y'(z) = —Ay(z) + f(=),
gdzie f(z) = f(—2) dla z € R.
Uzasadnimy najpierw, ze naturalnym kandydatem na rozwiazanie powyzszego
roOwnania jest ponizsza funkcja

T

y(x) = M /_OO F()e™Mdt = (f % g)(z), z€R (4.2)
(zob. Uwaga 3.1).

Uwaga 4.2. Latwo mozna ustali¢, ze jezeli funkcja (4.2) jest dobrze okreslona, to

jest rozwiazaniem réwnania (4.1).

Uwaga 4.3 (por. [42]). Réwnanie (4.1), gdzie A\ < 0, posiada co najwyzej jedno
rozwigzanie p-p.o. lub LAP . Istotnie, zalézmy, ze réwnanie to posiada dwa rozne
rozwiazania p-p.o. lub LAP. Wéwczas ich roznica jest réwniez funkcjg p-p.o. lub
LAP. Poniewaz wszystkie rozwiazania réwnania (4.1) sa postaci

y(z) = ce™ 4 /x f(t)e Mdt,
0
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wiec biorac roznice tych dwoch rozwigzan wnioskujemy, ze dla pewnej statej ¢ # 0
funkcja g(r) = ce’ jest p-p.o. lub LAP. To jednak nie jest mozliwe, gdyz dla
x, 7 € R mamy

l9(a +7) = g(x)| = e[|’ — 1]e*.
Tym samym, dla dowolnego x € R oraz M > 0, istnieje 79 € R takie, ze dla 7 < 7
mamy |g(z + 7) — g(z)| > M.

Lemat 4.1 (por. [16], zob. [42]). Rozwazmy réwnanie (4.1), gdzie A < 0 oraz
fe Ll (R). Jezeli yy jest rozwigzaniem LAP lub p-p.o. réwnania (4.1), to wéwczas

yo(z) = lim e /x f(t)e Mat,
tn

n—-+o00

dla wszystkich © € R oraz dla pewnego ciggu (t,)5°, takiego, Ze t, — —oo, przy
n — +00.

Dowdd. Poniewaz wszystkie rozwigzania powyzszego rOwnania sa postaci
y(r) = ce™ 4 /Ox f(t)e Mdt,

wiec istnieje ¢y € R takie, ze
yo(z) = coe™ + e /0 ' f(t)e Mat.

Zalozmy, ze yo jest rozwiazaniem p-p.o. Wéwezas istnieje ciag (7,,)0°, zlozony
z (1,1)-prawie okreséw funkeji f takich, ze 7, — —o0o, przy n — +oco oraz istnieje
ciag (z,)22 taki, ze z,, € [0,1] dla n € N, oraz spelniona jest nieréwnosé

Tn+Tn
|coe™m et 4 e’\(m”””)/ f(t)e ™ Mdt — coe / f(t)e™Madt| < 1.
0
Dlatego
Tn+Tn 1
|coe™™ + eAT"/O f)eMdt| < e + |eo| + |/0 ft)e™Mdt| < M
dla pewnej statej M > 0. Tym samym
In‘i’Tn A A
]co+/ t)e Mdt| < Me ™™ — 0 przy n — oo,
i dlatego

0
cop = lim f(t)e Mat.

=0 Jan+h
Jezeli yo jest rozwiazaniem LAP, to biorac jako (7,)%, ciag ztozony z [1, 1]-prawie
okresow funkcji f takich, ze 7, — —o0, przy n — +oo (zob. Uwaga 1.7) oraz przyj-
mujac z,, = 0, dla n € N, spetnione sa roéwniez powyzsze nieréwnosci. Tym samym
0
co = lim f(t)eMdt.

n—-+o00 n
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Uwaga 4.4 (por. [42]). Jezeli réwnanie (4.1) posiada rozwiazanie p-p.o. lub LAP
oraz splot f * g, istnieje, to z Uwagi 3.1 oraz Lematu 4.1 wynika, ze rozwiazanie to
pokrywa sie z f * g,.

Uwaga 4.5 (por. [42]). Jezeli splot f * g, istnieje i nie jest p-p.o. (odpowiednio
LAP), to woéwczas z Uwagi 3.1 oraz Lematu 4.1 wynika, ze réwnanie (4.1) nie
posiada rozwiazan p-p.o. (odpowiednio LAP).

Uwaga 4.6 (por. [42]). Jezeli A\ < 0 oraz funkcja f jest ograniczona z dotu lub z géry
oraz splot f * g, nie istnieje, to z Uwagi 3.1 oraz Lematu 4.1 wynika, ze réwnanie
(4.1) nie posiada rozwiazan u-p.o. oraz LAP. Istotnie dla funkcji ograniczonej z dotu
lub z goéry istnienie skonczonej granicy
0
lim f(t)e™Mdt
n—-+oo J .
dla pewnego ciagu (t,)2, takiego, ze t,, — —o0, przy n — 400, jest rbwnowazne

warunkowi

/0 |f(t) e Mdt < +o0.

—o
Nasze rozwazania z poprzedniego rozdzialu na temat splotu prowadzg do naste-
pujacych wynikéw, dotyczacych rozwiazan rownania (4.1).

Twierdzenie 4.1 ([16]). Jezeli f jest funkcjq p-p.o. spetniajgce warunek

sup sup |f(t)|dt — 0, przy § — 07,
ueR AC[uut1] /A
n(A)<o

to réwnanie rézniczkowe (4.1) posiada jednostajnie prawie okresowe rozwigzanie.

Dowdd. 7 Twierdzenia 3.4 wynika, ze wobec przyjetego zatozenia splot f* g, istnieje
i jest funkcja jednostajnie prawie okresowa. Zgodnie z Uwaga 4.2 splot f * g, jest
rozwiazaniem réwnania (4.1). O

Twierdzenie 4.2 ([16]). Jezeli [ jest ograniczong z dotu (lub z gory) lokalnie
catkowalng funkcjq p-p.o. spetniajoce warunek

u+1
sup |f(t)|dt = +o0,

ueR Ju

to wowczas réwnanie rézniczkowe (4.1) nie posiada rozwigzan p-p.o.

Dowad. Jezeli istnieje splot f * g\, to z liniowosci splotu oraz Twierdzenia 3.5
wynika, ze splot ten nie jest p-p.o. Wéwezas zgodnie z Uwaga 4.5 réwnanie (4.1)
nie posiada rozwigzan pu-p.o. Jezeli natomiast splot nie istnieje, to zgodnie z Uwaga
4.6 réwnanie (4.1) réwniez nie posiada rozwiazan p-p.o. O
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Twierdzenie 4.3 ([42]). Jezeli f jest funkcjg LAP spelniajgca warunek

u+1
sup |f(t)]dt < +o0,

ueR Ju

to wowczas réwnanie rézniczkowe (4.1) posiada rozwigzanie LAP.

Dowdd. 7 Twierdzenia 3.8 splot f x gy istnieje i jest funkcja LAP. Zgodnie z Uwaga
4.2 jest to rozwigzanie rownania (4.1). O

Twierdzenie 4.4 ([42]). Jezeli [ jest ograniczong z dotu (lub z gory) funkcjq LAP
spetniajgeq warunek
u+1
sup |f(t)]dt = 400,

ueR Ju

to wowczas rownanie rézniczkowe (4.1) nie posiada rozwigzan LAP.

Dowad. Jezeli istnieje splot f * gy, to z liniowosci splotu oraz Twierdzenia 3.9 splot
ten nie jest LAP. Wobec Uwagi 4.5 réwnanie (4.1) nie posiada rozwigzan LAP.
Jezeli natomiast splot nie istnieje, to na mocy Uwagi 4.6 réwnanie (4.1) réwniez nie

posiada rozwigzan LAP. O

Uwaga 4.7 ([42]). Wprost ze sformutowania Twierdzenia 4.3 oraz Twierdzenia 4.4
wynika, ze dla ograniczonych z dotu (lub z géry) funkcji LAP réwnanie rézniczkowe

(4.1) posiada rozwiazanie LAP, wtedy i tylko wtedy, gdy

u+1
sup |f(t)|dt < 4o0.

ueR Ju

Uzasadnimy teraz jeszcze jedna tego typu charakteryzacje. Mianowicie: jezeli f jest
ograniczong z dotu (lub ograniczong z gory) funkcja LAP, to réwnanie rézniczko-
we (4.1) posiada rozwiazanie LAP wtedy i tylko wtedy, gdy posiada rozwiazanie
ograniczone.

Zatézmy zatem, ze rownanie (4.1) posiada rozwigzanie LAP. Splot funkcji f
z funkcja g, musi istnie¢ na podstawie Uwagi 4.6. Stad, wobec Uwagi 4.4 splot jest
réwny temu rozwiazaniu LAP. Z Wniosku 3.4 wiemy, ze splot ten jest ograniczony.

Zatozmy teraz, ze réwnanie posiada ograniczone rozwiazanie. Z postaci wszyst-
kich rozwiazan réwnania (4.1) (zob. Uwaga 4.3) wiemy, ze istnieje stata M > 0
taka, ze dla x € R mamy

e+ / F(t)edt] < Me™®,
0

Tym samym
0
c= lim f(t)e Mdt.

To oznacza, ze istnieje skoficzona catka [°__ f(t)e *dt, gdyz f jest funkcja ograni-
czona z dotu (lub z géry). Tym samym na podstawie Uwagi 3.1 splot f x g, istnieje
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i pokrywa sie z ograniczonym rozwiazaniem. Na podstawie Wniosku 3.4 splot ten
jest LAP i jest to rozwiazanie réwnania (4.1).

Kolejny przyktad pokazuje funkcje p-p.o. oraz LAP spetniajaca warunek
u+1
sup |f(t)]dt = 400,

ueR Ju
dla ktorej splot fxgy nie istnieje, ale réwnanie rézniczkowe (4.1) posiada jednostajnie

prawie okresowe rozwiazanie (w szczeg6lnosci rozwiazanie p-p.o. i LAP).

Przyktad 4.1 (por. [42]). Niech a,, = n - e23""" b, = n-3*3""" dla n € N. Niech
ponadto

ansin(2wb,z)  dlax € [3",3" + 1] +2-3""Z,n e N,
g(x) =
0 dla pozostatych x € R,
oraz
G sz (1= cos(2rbyz))  dlaw € [37,3" + 1] +2.3"1Z,n € N,
xr) =

0 dla pozostalych = € R.

Funkcje g i G sa granicami D-zbieznego ciggu funkcji okresowych, sa wiec p-p.o.
(poréwnaj technike dowodowa zastosowana w dowodzie Lematu 1.10). Z Lematu
1.11, wiemy, ze funkcje g oraz G sa LAP.

Ponadto

n 1
0<G(x) < 2 dlaze[3"3"+ -] +2-3""1ZneN.
b, n

Poniewaz zbiory [3",3" + %] +2-3""7Z, dla n € N, sg parami rozlaczne (zob.
Lemat 1.11) funkcja G jest granica jednostajnie zbieznego ciagu funkeji. Oznacza
to, ze G jest funkcja jednostajnie prawie okresowa (zob. Twierdzenie 1.4). Mamy
G'(x) = g(x) dla x € R. Niech f = G + g. Wowczas f jest pu-p.o. oraz LAP (Uwaga
1.9 oraz 1.6). Natychmiastowo z definicji funkcji f mamy G’ = —G + f, wiec funkcja
G jest rozwigzaniem réwnania

Y (z) = —y(z) + f(2).

zn+1 QG’TL
[ lgttylar ==,

Ponadto

nm
gdzie 2z, = 3" — 23" n € N. Splot G * g, istnieje, poniewaz G jest ograniczona.
Podobne rozumowanie jak w Przyktadzie 3.8 (dla A = —1) pozwala ustali¢, ze
lg| * g» nie istnieje. Z Uwagi 3.1, splot g * g\ réwniez nie istnieje. Dlatego splot
f*gx =G % g\ + g* gy nie istnieje.
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Lokalnie catkowalne funkcje p-prawie okresowe mozemy podzieli¢ na cztery

przypadki.

Twierdzenie 4.5 (por. [16]). Zaldimy, ze A < 0 oraz [ jest lokalnie calkowalng
funkcjg p-p.o. Wowczas zachodzi jedna z nastepujgcych mozliwosci:

(i) splot f * gy istnieje i jest jedynym rozwigzaniem p-p.o. rownania (4.1);

(11) splot f * gy istnieje i jest rozwigzaniem réwnania (4.1), ale réwnanie (4.1)

nie posiada rozwigzan p-p.o.;
(11i) splot f x g\ mie istnieje oraz réwnanie (4.1) nie posiada rozwigzan p-p.o.;

(iv) splot f* gy nie istnieje ale rownanie (4.1) posiada dokladnie jedno rozwigzanie
[L-p.o.
Dowdd. Przypadek (i) wynika z Twierdzenia 3.4, Uwagi 4.2 oraz Uwagi 4.3. W rze-

czywistosci, z zatozen Twierdzenia 3.4 wiemy, ze funkcja (4.2) jest jednostajnie
prawie okresowym rozwiazaniem réwnania (4.1). Przypadek (i7) wynika z Twier-
dzenia 3.5, Przyktadu 3.4 oraz Uwagi 4.5. Przypadek (iii) wynika z Przyktadu 3.5
oraz Uwagi 4.6. Ostatni przypadek wynika z Przyktadu 4.1 oraz Uwagi 4.3. [

Podobnie dla funkcji LAP prawdziwe jest analogiczne twierdzenie.

Twierdzenie 4.6 ([42]). Zaldzmy, Ze A < 0 oraz f jest funkcjg LAP. Wéwczas
zachodzi jedna z nastepujgcych mozliwosci:

(i) splot f * gy istnieje i jest jedynym rozwigzaniem LAP réwnania (4.1);

(11) splot f * gy istnieje i jest rozwigzaniem réwnania (4.1), ale réwnanie (4.1)

nie posiada rozwigzan LAP;
(11i) splot f * g mie istnieje oraz réwnanie (4.1) nie posiada rozwigzan LAP;

(iv) splot fx*gy nie istnieje, ale rownanie (4.1) posiada doktadnie jedno rozwigzanie
LAP.

Dowdd. Przypadek (i) wynika z Twierdzenia 3.8, Uwagi 4.2 oraz Uwagi 4.3. Przy-
padek (i7) wynika z Twierdzenia 3.9, Przyktadu 3.7 oraz Uwagi 4.5. Przypadek
(77i) wynika z Przyktadu 3.8 oraz Uwagi 4.6, podczas gdy przypadek (iv) wynika
z Przyktadu 4.1 oraz Uwagi 4.3. [l

Ostatni przyktad tego rozdzialu pokazuje funkcje f, ktéra jest p-p.o. oraz LAP,
dla ktérej rownanie (4.1) posiada nieograniczone rozwigzanie u-p.o. i LAP dane
przez splot. Dodajmy, ze funkcja ta spetlnia warunek

u+1
sup |f(t)|dt = +o0.

ueR Ju
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Przyktad 4.2 (por. [42]). Niech

n?sin(2mnz) dlaz € [3",3" + 1] +2.3"MZ n e N,

g(x) =
0 dla pozostatych x € R,
oraz
%(1 — Cos(27m:v)) dla z € [3",3" + 1] +2.3""Z n e N,
G(x) =
0 dla pozostatych x € R.

Funkcje g i G sa granicami D-zbieznego ciggu funkcji okresowych, sa wigc p-p.o.
(poréwnaj technike dowodowsa z Lemacie 1.10). Z Lematu 1.11 wiemy, ze funkcje
g oraz G sa LAP. Ponadto mamy G'(x) = g(z) dla z € R. Niech f = —=A\G + ¢
(A € R, A < 0). Wowcezas f jest LAP (Uwaga 1.12) oraz G’ = A\G + f. Tym samym

G jest rozwigzaniem réwnania

y'(z) = Ay(z) + f(2).

Funkcja G nie jest ograniczona gdyz dla n € N mamy

1 n
GE 4y ="
(8" + 2 ) 7T
Ponadto
[ =" [ owar=
L lelde==oraz ] ~ o

gdzie 2, = 3" — 2k - 3™ dla k,n € N. Podobne argumenty jak w przyktadzie 3.7
pokazuja, ze sploty |g| x g) oraz |G| * g, istnieja. Stad z Uwagi 3.1, sploty g * g
i G % g, istnieja oraz splot f * gy = —AG * g\ + g * g\ rOwniez istnieje. Zauwazmy
jeszcze, ze na mocy Uwagi 4.4 wiemy, ze G = f * g,.

Na koniec tego paragrafu omowimy przypadek, gdy f jest odwrotnosciag uogol-

nionego wielomianu trygonometrycznego.

Twierdzenie 4.7. Niech

Fla) = w(lx) gdy w(zx) # 0,

0 gdy w(zx) =0,

gdzie w jest uogolnionym wielomianem trygonometrycznym roznym od funkcji statey.

Wowczas

(i) jezeli istnieje punkt xo € R taki, ze w(xo) = 0, to funkcja f nie jest lokalnie

catkowalna i wobec tego réwnanie rézniczkowe (4.1) nie jest dobrze okreslone;
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(11) jezeli inf,er |w(x)| > 0, to f jest funkcjg jednostajnie prawie okresowq

oraz réwnanie (4.1), posiada jednostajnie prawie okresowe rozwigzanie;

(111) jezeli dla x € R mamy |w(x)| > 0 oraz inf,cr |w(z)| = 0, to woéwczas f jest
funkcjg LAP i p-p.o., ktéra nie jest S-p.o.; jednoczesnie réwnanie(4.1) nie
posiada rozwigzan LAP i j-p.o.

Dowdéd. Przypomnijmy raz jeszcze, ze zgodnie z Uwaga 3.6 istnieje stata L taka, ze

dla v € R mamy
1

u+1 1
/u If(zf)|dt>/0 ot e (4.3)

(1) Z nieréwnosci (4.3) wynika, ze jezeli istnieje punkt zy € R taki, ze w(xy) =0,

to funkcja f nie jest lokalnie catkowalna.
(17) Niech ¢ = inf,eg |w(z)|. Wowczas dla dowolnego € > 0 mamy
Efec’;w} C E{e; f},

gdyz

1 1 lw(x +7) —w(x)] _ |w(z+7)—w)

o - < |
w(x+7)  w(x) lw(x + T)w(x)| c?

Poniewaz w jest funkcjg prawie okresowg w sensie Bohra, stad f jest rowniez

funkcja prawie okresowa w sensie Bohra. Z Twierdzenia 3.1 wiemy, ze rownanie

(4.1) posiada rozwiazanie p.o. w sensie Bohra.

(173) Poniewaz inf,cg |w(z)| = 0, wigc z nieréwnosci (4.3) otrzymujemy natychmiast,
ze
u+1
sup |f(t)|dt = 4o0.

ueR Ju
Na podstawie Uwagi 1.5 f nie jest S-p.o. Funkcja w jest statego znaku, wiec na
mocy Twierdzenia 4.2 oraz Twierdzenia 4.4 réwnanie rézniczkowe (4.1) nie

posiada rozwigzan LAP i u-p.o.
O

Whniosek 4.1. Dia A < 0 oraz a ¢ Q réwnanie rézniczkowe

oo 1
y'(x) = Ay(z) + 2 4 cos(x) + cos(ax)

nie posiada rozwigzania ji-p.o. i LAP.
Uzasadnienie. 7 Przyktadu 1.1 wiemy, ze 24 cos (x) +cos (ax) > 0, dla x € R, oraz
irellg(Z + cos (z) + cos (ax)) = 0.

Wystarczy teraz zastosowa¢ punkt (iii) Twierdzenia 4.7. ]
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Wartosc¢ srednia funkcji p-prawie
okresowych

Celem niniejszego rozdzialu jest zbadanie wartosci sredniej dla funkcji p-prawie
okresowych. Informacje te okaza sie przydatne w nastepnym rozdziale. Zaczniemy

od przypomnienia definicji wartosci sredniej funkcji.

Definicja 5.1. Niech f € L} _(R). Granice

loc

M{f} = lim ;/OTf(t)dt

T—+o0o

(jezeli istnieje) nazywamy wartoscig Srednig funkcji f.

Uwaga 5.1. Jezeli f jest funkcja SP-prawie okresowa (1 < p < +00), to wowczas
istnieje skonczona wartosé $rednia M{f} (zob. np: [54, Twierdzenie 1, str. 85
lub [4, Twierdzenie na str. 12 i Wniosek 1 na str. 93]).

Poniewaz klasa funkcji prawie okresowych w sensie Stiepanowa jest podklasg
funkcji p-prawie okresowych, wiec powstaje naturalne pytanie o istnienie wartosci
sredniej funkcji p-p.o. W ogdélnosci funkcje p-p.o. nie sa lokalnie catkowalne, stad
calki f(;f f(z)dz, dla T > 0, nie zawsze sa dobrze okreslone. Wobec tego naturalne
jest ograniczenie si¢ do przypadku lokalnie catkowalnych funkcji p-p.o. Ponizszy
przyktad pokazuje, ze nawet dla ciagtych funkcji p-p.o. wartosé srednia nie musi

istniec.
Przyktad 5.1 (por. [29]). Niech

1
n

n- 22n|sin(27ma:)| dla x € [22“72271 n } 427,
fla) =
0 dla pozostatych x € R.

Wobec Lematu 1.10 funkcja f jest u-p.o., gdyz mamy 22" 4+ 42"7Z C 22" 4 22" 7.



Wartos$¢ érednia funkgji p-prawie okresowych 59

Dla kazdego n € N mamy

1 2

22" Jo

22"
22" 41

1 2" 41 2
(D)dt = 0 7/ (Dt =~

7 drugiej strony funkcja f, jest 42"~ okresowa, wicc dla T' > 42" mamy

1 7 1 Lo 41)a2" ar|+1 2 922 9 9
et [ LB s
T Jo L@%J"pn 0 LPL"J T 4 T 2
Jezeli 1 < k<n-—1,to 22" > 42" Woéwezas

1 2 ol 2 ol o 421

Ponadto dla n € N mamy réwniez

1 22" 41 1 22" 41 2 22" 8
. — tdt>7/ ()dt == - >
22,1“/0 FOdt> e [ = > —

Tym samym wartosé srednia M{f} nie istnieje.

Zauwazmy, ze funkcja f z powyzszego przyktadu nie jest S'- ograniczona. Kolejny
przyktad pokazuje, ze wartos¢ srednia funkcji p-p.o. moze istnie¢ nawet, gdy funkcja

nie jest S'-ograniczona (w szczegélnosei nie jest S-prawie okresowa).

Przyktad 5.2 (por. [29]). Niech

n? dlaz e [2"2" + 2]+ 2",
fz) =
0 dla pozostatych x € R.

Na mocy Lematu 1.10 f jest pu-p.o. Zauwazmy, ze poniewaz

2" +1
[ rwar=n,

n

wiec funkcja f nie jest S-ograniczona, a wobec tego nie jest ona S'-p.o. (zob. Uwa-
ga 1.5). Pokazemy teraz, ze

oo

M{f} = lim ;/OTf(t)dt:Z n

—+00 1 ntl

Najpierw zauwazmy, ze dla kazdego n € N funkcja f,, jest 2" !-okresowa i dlatego

1 2ntt n
lim

T 1
THJFOOT/O falt)dt = ont1 /0 alt)dt = on+1
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(zob. [54, Uwaga, str. 88]). Ponadto dla 7' > 0 mamy

1 /T n
— ()t < —.
= | favar <

Istotnie, jezeli 0 < T' < 2", to

1 (T n
— R()dt =0 < —.
T/Of<) 0< 5

Jezeli 2" < T < 2" to
2n+1

1 /T 1
T awar< o [T famde = o

Jezeli natomiast 7' > 2"*! to

L < J/02n+l(L"T“J+1>fn<t>dtV“J“ noon

T
2n+1 \‘2n+l

Dla danego ¢ > 0 niech k£ € N bedzie takie, ze

= n 1
}: ig < 55,

n=k+1

oraz wybierzmy Ty > 0 takie, ze dla 7' > T mamy

k
|;/0T7;fn(t)dt - nz::l 2211 < ;5.
Woéwcezas dla T' > T, mamy
‘1/Tf(t)dt—i :‘I/Tifn(t)dt—i "<
T Jo ontl| T Jo = £ ontl
J AL n T )
<7/ S RO Yo v r [ 3 A 3 5 <
X n > n
< §s+n§+12—n+n§+12—n <e

(zauwazmy, ze mozemy zamieni¢ kolejnosé sumowania i catkowania poniewaz na

kazdym przedziale [0, T] tylko skoriczenie wiele funkcji f,, nie znika. To pokazuje, ze

n

M{f} - ; on+1°

Uwaga 5.2. Zgodnie z Uwaga 1.10 kazda funkcja SP-prawie okresowa jest p-prawie
okresowa. Ponadto ograniczona funkcja p-prawie okresowa jest SP-prawie okresowa
dla wszystkich p € [1,400) (zob. [49, Twierdzenie 7] lub [50, Twierdzenie 4.11]).
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Podamy teraz warunek wystarczajacy na istnienie wartosci sredniej dla funkcji
p-prawie okresowej W tym celu najpierw zdefiniujemy pojecie N-obciecia funkcji.

Definicja 5.2 ([51]). Dla f: R — R oraz N > 0 definiujemy N-obciecie fV funkcji
f wzorem
N gdy N < f(2),
fY@) = { /@) edy =N < f(z) <N,
—N gdy =N < f(x).

Nastepujace twierdzenie podaje warunek dostateczny na istnienie wartosci sred-
niej funkcji p-prawie okresowej.

Twierdzenie 5.1 ([29]). Niech f € L} (R) bedzie nieujemng funkcjq (prawie
wszedzie) p-prawie okresowq. Jezeli dla kazdego € > 0 istnieje Ty > 0 oraz No > 0
takie, ze

T/ No))dt <e  dlaT> T,

to wowczas istnieje skonczona wartosé srednia M{f} oraz ponadto
1 N
M{fy = lim M{f7)

Dowdéd. Jezeli f jest u-prawie okresowa, to woéwczas obciecie funkcji fV jest
p-prawie okresowe dla N > 0 (zob. [49, dowdéd Twierdzenia 9] oraz [51, str. 172]).
Poniewaz obciecie to jest réwniez funkcja ograniczong, to w szczegdlnosci jest
rowniez SP-prawie okresowe p € [1, +00) (zob. Uwaga 5.2). W szczegdlnosci wartosé
érednia M{fN} istnieje i jest skoficzona. Poniewaz zakladaliémy, ze funkcja f jest
prawie wszedzie nieujemna, wigc odwzorowanie N — M{fN} jest niemalejace
oraz granica

Jim M{FY}
istnieje (na ten moment nie wykluczamy, ze wynosi ona +0o0).

Zgodnie z zalozeniem twierdzenia dla ¢ = 1 oraz N > Ny mamy

N
T/ (1)) dt < T/ M)t <1, dlaT > T,

Dlatego z wczesniejszych uwag wnioskujemy, ze granica
T N

istnieje i jest skonczona.

Pokazemy teraz, ze M{f} = m. Wezmy dowolne € > 0. Istnieje woéwczas N; > 0
takie, ze 0 < m—M{fN} < ie dla N > N;. Ponadto z zalozenia istniejg Ty, No > 0
takie, ze

1

;/OT(f(t)—fN(t))dt < T/OT<f(t)_fN2(t))dt < ;5 dla T > T, oraz N > N,.
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Niech N3 = max (N7, Ny). Woéwcezas poniewaz funkcja f2¥* jest S-prawie okresowa
(zob. Uwaga 5), to wowczas wartoéé érednia M{ f2} istnieje i jest skoficzona. Stad
istnieje T, > 0 takie, ze

1T N 1
T/o [ )dt — M{f2} <3f dlaT > T.

Stad dla T" > max (T3, 75) mamy

‘;/OTf(t)dt—m <

3 [0 = o | [0 )

co pokazuje, ze M{f} = m i koniczy dowdd. O

+m— M{fM} <e,

Uwaga 5.3 ([29]). Zauwazmy, ze dla lokalnie catkowalnej funkeji f: R — R, jezeli
istnieje warto$¢ srednia M{f}, to dla o € R mamy

lim ;/:ﬁf(t)dt:/\/l{f}. (5.1)

T—+o00

Jest rzecza znana, ze dla funkcji prawie okresowych w sensie Bohra czy Stiepanowa
(przy p € [1,+00)), granica (5.1) istnieje jednostajnie wzgledem wszystkich o € R
(zob. [33, Twierdzenie 1.3.2 oraz Twierdzenie 5.6.2] lub [50, T'wierdzenie 1.9 oraz
Twierdzenie 2.16]). Analogiczny rezultat nie jest jednak prawdziwy dla funkcji
p-prawie okresowych. Aby sie o tym przekonaé wystarczy rozwazy¢ funkcje f
z Przyktadu 5.2. Istotnie, dla 7" > 0 mamy

a+T

sup f)dt =

a€R Ja

Dla funkcji prawie okresowych w sensie Stiepanowa prawdziwy jest nastepujacy
wynik.

Twierdzenie 5.2 (zob. [37, Lemat 3.7]). Niech f bedzie funkcjg S-p.o., ktora jest
prawie wszedzie nieujemna. Wowczas M{f} = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) =
dla prawie wszystkich x € R.

Odpowiednikiem powyzszego twierdzenia dla funkcji p-prawie okresowych jest
nastepujace

Twierdzenie 5.3 ([29]). Niech f: R — R bedzie lokalnie calkowalng funkcjg p-p.o.
ktora jest prawie wszedzie nieujemna. Wowczas M{f} = 0 wtedy i tylko wtedy gdy
f(z) =0 dla prawie wszystkich x € R.
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Dowdd. Dowdd w jedna strone jest oczywisty. Zatézmy, ze M{f} = 0 oraz przypu-
sémy, ze f nie znika prawie wszedzie. Istnieje wowczas punkt v € R, oraz ,n > 0
oraz zbiér mierzalny w sensie Lebesgue’a A C [u,u + 1] taki, ze u(A) = ¢ oraz
f(z) = n dlap.w. z € A. Dla kazdego n € N wybierzmy 7,, € (2(n — 1)w — u, 2(n —
Dw —u+w)NE{5, % f}, gdzie w jest liczbg charakteryzujaca wzgledna gestodé
zbioru E{3,2; f} (oczywidcie mozemy zalozy¢, ze w > 1). Wowcezas

€
. _ n _ =
p({relwut1]:|fz+m) - f@)<i})>1 .
oraz
€
) n . _ n bl
,u({x cA: fle+m,)> 2}) > ,u({x cA:|fz+m)— flz) < 2}) > 5
Tak wiec mamy
/ foat> danen,
2(n—1)w 4
i stad
1 2nw en
— t)dt > — dl :
2nw /0 1) 8w anch
Jezeli zatem istnieje wartos¢ srednia, to jest ona wieksza od zera. O]

Uwaga 5.4 ([29]). Jedna z réznic pomiedzy nieujemna funkcja p-p.o. a nieujemng,
funkcja SP-p.o. jest nastepujaca: dla funkcji SP-p.o. f mamy M{f} = 0 lub
M{f} > 0, natomiast dla funkcji p-p.o. zaprzeczenie warunku M{f} = 0 nie
implikuje, ze M{f} > 0, gdyz warto$¢ érednia nie musi istnie¢.

Uwaga 5.5 ([29]). Zauwazmy, ze warto$¢ srednia M jest ciagtym funkcjonatem
na przestrzeni B oraz SP, gdzie p € [1,+00). Oznacza to, ze M{f,} — M{f},
jezeli f, — f wzgledem normy w rozwazanej przestrzeni. Jest to konsekwencja

nastepujacych nieréwnosci

M{F =g < M{f =g} <If -9l dlafgeB

oraz

IMS =g S M{If gl <IIf — gl diafg€ 5"

Podamy teraz przyktad ciagu (f,)nen funkcji p-prawie okresowych, ktory jest
D-zbiezny do funkcji f oraz taki, ze M{f,} / M{f}, pomimo iz M{f} istnieje

i jest skonczona.

Przyktad 5.3 ([29]). Dla n € N niech

n dlazel0,2)+27,
falz) =
0 dla pozostatych = € R.
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Wowczas funkcje f,, sa lokalnie catkowalnymi funkcjami okresowymi. Latwo mozna
pokazaé, ze ciag (f,)2; jest D-zbiezny do funkcji zerowej f. Ponadto M{f,} =1
dlan € N oraz M{f} = 0.
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Model LIF

W niniejszym rozdziale zajmiemy sie tak zwanym modelem ,leaky integrate-and-fire”
(w skrocie: LIF). Jest to model zadany przez réwnanie rézniczkowe

Y (x) = —oy(x) + f(x) dla p.w. z € R, (6.1)

oraz warunek
y(s)=1 == lim y(x) =0, (6.2)

T—st
gdzie f € L .(R) oraz ¢ > 0. Warunek (6.2) nalezy rozumie¢ w ten sposob,
ze po osiggnieciu przez rozwigzanie y wartosci progowej 1 nastepuje resetowanie
rozwiazania do wartosci 0, po czym rozwiazanie ewoluuje dalej zgodnie z rownaniem
(6.1) az do momentu, gdy po raz kolejny osiagnie wartosé¢ 1 i tak dalej. Szczegdlny
przypadek modelu LIF gdy ¢ = 0 nazywany jest modelem ,perfect integrator”
(w skrocie: PI). Ze wzgledu na zastosowanie tego modelu skupimy sie na wtasnosciach

okreslonych dla niego odwzorowan & i W.

6.1. Funkcja ,firing map” ® oraz funkcja
»displacement map” ¥ dla modelu LIF

W paragrafie tym przypomnimy definicje dwoch waznych dla modelu LIF funkcji
oraz podamy ich podstawowe wtasnosci. Pierwsza z nich jest funkcja zwana ,firing
map”, ktora oznaczamy symbolem .

Definicja 6.1 ([29]). Niech f € Ll _(R). Funkcje ® zwana ,firing map” dla zagad-
nienia (6.1)—(6.2) definiujemy nastepujaco

@(x)::inf{x* >:E:e”</x*(f(t)—a)e”t dt}, r eR.
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Uwaga 6.1 ([29]). Zauwazmy, ze oznaczajac przez y(-; x,0) rozwigzanie rowna-
nia (6.1) przechodzace przez punkt (x,0), wartos$é¢ firing map” ® w punkcie x
moze by¢ zdefiniowana nastepujaco: ®(z) = inf {z, > x : y(z,;2,0) > 1}. Zatem
Lfiring map” ® przyporzadkowuje punktowi x € R moment, w ktérym rozwiazanie
réwnania (6.1) przechodzace przez (z,0) osiagnie warto$¢ progowa réwna 1.

Przyktad 6.1 ([29]). Niech o = 1 oraz rozwazmy zagadnienie (6.1)—(6.2) z lokalnie

catkowalng funkcja wejscia f: R — R o okresie 2 dang wzorem

2 dlaz€[0,1)+2Z,
fz) =
1 dlaxe[l,2)+2Z.

Mozna sprawdzi¢, ze firing map” ® odpowiadajgce temu modelowi dane jest

WZOorem
In(2e*) dla z € 2k,2k+1—-In2|, k € Z,
P(r) = {In(2e” + 22 — ) dlaz e 2k +1—-1n2,2k+ 1), k € Z,
In(e® + e +2) dla € 2k + 1,2k +2), k € Z.

Aby definicja ,firing map” ® miata sens, rozwazany w niej zbiér musi by¢ niepusty.
Moze si¢ zdarzy¢, ze ,firing map” ® nie jest zdefiniowane w pewnych punktach
x € R, to znaczy zbiér rozwazany w definicji ,firing map” ® jest zbiorem pustym.
Przytoczymy teraz wynik z pracy [38] podajacy warunek konieczny i dostateczny
na to, aby ,firing map” ® bylto poprawnie zdefiniowane dla wszystkich = € R.

Twierdzenie 6.1 ([38, Lemat 2.2]). Niech f € L} .(R). Wéwczas ,firing map” ®
dla zagadnienia (6.1)—(6.2) jest dobrze zdefiniowane dla wszystkich x € R wtedy
1 tylko wtedy, gdy

lim sup x(f(t) - U)e"t dt = 400. (6.3)

rz——+oo J0

Zanim przejdziemy do dowodu Twierdzenia 6.1, zauwazmy, ze jezeli warto$é

O (x) jest zdefiniowana dla pewnego x € R, to spelnione jest nastepujace réwnanie

e’ = /;(I) (f(t) — 0>e(’t dt. (6.4)

Dowéd Twierdzenia 6.1. Zatézmy, ze warunek (6.3) jest spetniony i ustalmy xg € R.
Wowczas .
lim sup (f(t) - a)e"t dt = +o0,

r—-+oo Jxo

i stad istnieje x. > x¢ takie, ze [, (f(t) — a) et dt > 7%, W konsekwencji wartosé

O (z) jest zdefiniowana.
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Zatozmy teraz, ze ,firing map” ®: R — R jest dobrze okreslone dla wszystkich
r € R. W szezegdlnosci z (6.4), dla x = 0 oraz kazdego n € N mamy

/Oq>n(0) (f(t) _ a) ot df — Zzn;/

qy’fl(

4(0) ot o®=1(0)
_ — > n:
) (f(t) J)e dt=>e n;

=1

gdzie " oznacza n-g iteracje ,firing map” ® oraz przyjmujemy z definicji, ze ®°(0) =
0. Ponadto zauwazmy, ze rosnacy ciag (@”(O))ZO:I jest nieograniczony, poniewaz
w przeciwnym razie mieliby$my n < [i'| f(t)—o|e”* dt < +oo dlan € N oraz pewnego
a € (0,+00), ktére nie zalezy od n, co w konsekwencji przeczy lokalnej catkowalnosci
funkeji f. Dlatego lim,, ., "(0) = +o0 oraz lim,, . qu)n(o) (f(t) — a)e"t dt = +o0,

co nalezato wykazac. O

Uwaga 6.2 ([29]). Zauwazmy, ze dowdd powyzszego twierdzenia pokazuje, ze jezeli
f € LL.(R), to wowczas ,firing map” ® dla zagadnienia (6.1)—(6.2) jest dobrze
okreslone na R wtedy i tylko wtedy gdy dla pewnego x € R wszystkie iteracje ®"(x)
sg dobrze zdefiniowane.

7 Twierdzenia 6.1 wyciagamy nastepujacy wniosek, ktory dla modelu PI byt
ustalony wczesniej w pracy [37].

Whiosek 6.1 ([29]). Niech f € L} (R) oraz przypusémy, ze wartosé srednia M{ f}

loc
istnieje (dopuszczamy warto$é +o00). Jezeli M{f} > o, to wéwczas ,firing map” ®
dla zagadnienia (6.1)—(6.2) jest dobrze zdefiniowane dla wszystkich x € R.

Dowdd. Dla uproszczenia oznaczmy
N(z) = / (f() —o)edt  dlaw>o.
0

Latwo mozna pokazaé, ze

N(z)=e™ /Ox(f(t) — U)dt — a/oz (/Ot(f(w) — U)dﬂ))e"tdt. (6.5)

[stotnie, wystarczy zmieni¢ kolejnos¢ catkowania w drugiej calce prawej strony
powyzszego rownania (6.5). Pokazemy teraz, ze dla wszystkich n € N istnieje

T, > n takie, ze N'(x,) > n. Przypu$émy przeciwnie, ze istnieje pewne n takie, ze

e’ /Oz(f(t) — U)dt <n+ a/ox </Ot(f(w) — U)dw>e"tdt dla wszystkich = > n.

(6.6)
Niech g(z) := e [y (f(t) - a) dt. Wéwezas (6.6) mozna réwnowaznie napisaé jako

n t
g(z) <n+ a/ g(t)dt + a/ g(t)dt dla wszystkich z > n.
0

n
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Stosujac nieréwno$¢ Gronwall’a (zob. na przyktad [3, Wniosek 1.4]) wnioskujemy,

ze
g(x) < <n +o /ng(t)dt) e?(@=n) dla z > n.
0
Dlatego
1/x(f(t) Jat < 2e=om [+ [ [ (sw) —o)dw)ear)  diaw>
— —o)dt < —e n+o w) —o)dw |e azT>n.
x Jo x o \Jo

n
(6.7)
Przechodzac do granicy w (6.7) przy © — +oo otrzymujemy M{f} — o < 0.
To jednak doprowadzito do sprzecznosci.

Wobec tego dla kazdego n € N istnieje z,, > n takie, ze N'(z,) > n i dlatego

lim sup x(f(t) - a)e"tdt = +o00.

r—+oo JO

Aby zakonczyé dowdd wystarczy powolaé sie na Twierdzenie 6.1. O

Uwaga 6.3 ([29]). Zauwazmy, ze ,firing map” ® dla zagadnienia (6.1)—(6.2) moze
nie by¢ zdefiniowane dla wszystkich x € R pomimo, ze funkcja f € L .(R) jest
taka, ze f — o > 0 dla p.w. liczb rzeczywistych. Aby sie o tym przekonaé wystarczy
rozwazy¢ funkcje f: R — R dang wzorem f(z) = o 4+ e~ @)% Wowczas dla z > 0
mamy

/Ox<f(t) —a)e"tdt =1l—-e"<1.

Ponadto dodajmy, ze jezeli funkcja f € LL (R) jest taka, ze f(z) — o > 0 dla
p.w. z € R oraz warto$¢ ®(zg) jest zdefiniowana dla pewnego zg € R, wowczas
Hfiring map” ® jest zdefiniowane dla kazdego = < xg.

Dla funkcji f takiej, ze réznica f — o jest ujemna na pewnym zbiorze o dodatniej
mierze Lebesgue’a powyzsza wlasnos$é nie jest juz prawdziwa. Istotnie, rozwazmy
model PI (¢ = 0) z funkcja wejscia f: R — R dang wzorem f(z) = 3sinz dla
r € R. Wowczas mamy ®(27) = 37 oraz f% f(t)dt < 1 dla kazdego x > 7, co
pokazuje, ze ®(7) nie jest dobrze okreslone.

W dalszej czesdci pracy bedziemy potrzebowali nastepujacego lematu dotyczacego
monotonicznosci odwzorowania ,firing map” ® (dla modelu PI podobny wynik byt
ustalony w [37]).

Lemat 6.1 ([29]). Zalézmy, ze f € L} .(R) jest takie, ze f(x) — o > 0 dla p.w.
xr € R oraz zaléimy, Ze ®(xy) jest zdefiniowane dla pewnego xg € R, gdzie O jest
odwzorowaniem firing map” dla zagadnienia (6.1)—(6.2). Wowczas ®(s) jest dobrze
okreslone dla wszystkich s < xo oraz ®(s) < ®(x).
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Dowdd. Najpierw zauwazmy, ze z Uwagi 6.3 ®(s) jest zdefiniowane dla s < xy.
Dla dowodu niewprost przypusémy, ze ®(xy) < ®(s). Wowczas

/<I>(xo) (f(t) — U)e"(t’“o)dt = /q)(S) (f(t) - U)e"(t’s)dt,

0

oraz o)
0< A @:0)( F(t) = o)t =
/j(mo) (f(t) B U) oo (t=0) g _ /Sé(mo) (f(t) B a) e (t=5) q¢
< - /:0 (f(t) — U)e"(t_s)dt < 0.
Otrzymana sprzecznos¢ oznacza, ze musi zachodzi¢ ®(z) > ®(s). O

Uwaga 6.4 ([29]). Podobny rezultat do Lematu 6.1 jest prawdziwy, gdy f(x)—c > 0
dla p.w. x € R. Woéwczas jednak silna nieréwnosé ®(s) < () musi zostaé
zastapiona nieréwnoscia staba ®(s) < ®(xo).

Przypomnimy teraz definicje funkcji ¥ zwanej ,displacement map” dla zagad-
nienia (6.1)-(6.2)

Definicja 6.2 ([29]). Niech f € L} (R) oraz niech ® bedzie ,firing map” dla
zagadnienia (6.1)—(6.2). ,Displacement map” ¥ definiujemy jako
U(z):=P(x) — z.

Oczywiscie ,displacement map” ¥ jest zdefiniowana tylko w punktach, dla
ktorych zdefiniowane jest firing map” ®. Wéwczas V(z) > 0, gdyz ®(z) > =
zachodzi z definicji. Warto$¢ W (z) jest zatem réznica pomiedzy momentem, w ktérym
rozwigzanie przechodzace przez punkt (z,0) osiaga warto$¢ 1 a samym punktem z.

Kolejny rezultat podaje warunki dostateczne na to, aby ,displacement map” W
(zatem réwniez ,firing map” ®) bylo jednostajnie ciagte.

Twierdzenie 6.2 ([29]). Niech ¢ > 0 oraz zalézmy, ze f € L},.(R) spelnia naste-
pujace warunki:
s5+0
(i) sup f(t)dt — 0 przy 6 — 0F;
seR Js

(i) f(zr)—0>¢ dlapw x€R.

Wowczas ,displacement map” U: R — R dla zagadnienia (6.1)—(6.2) jest jednostaj-

nie ciggle i ograniczone. Ponadto inf g W(x) > 0.
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Dowdd. Najpierw, zauwazmy, ze zgodnie z zalozeniem (ii) oraz Twierdzeniem 6.1
Hfiring map” ® oraz ,displacement map” ¥ sg dobrze zdefiniowane dla wszystkich
r e R.

Ograniczonos¢ ,displacement map” ¥ wynika z nastepujacych nieréwnosci

— /(b(x — ”tdt (CIJ(m) — x) = ce?"(x),

dla wszystkich z € R.
Pokazemy teraz, ze U jest jednostajnie ciagte. Na poczz@tku zauwazmy, ze zgodnie
z zalozeniem (i), dla wszystkich = € R caltka fz < f(t)dt moze byé oszacowana
z gory przez stala niezalezna od x. Istotnie, istnieje dy > 0 takie, ze
s+d0

sup f()de <1,
scR Js

i dlatego jezeli k£ € N jest najmniejsza liczba taka, ze % < kdg, to

:c—&-% k-1 (i4+1)do s+do
/ F(6)dt < Z/ FOdt <k-sup [ fO)dt <k,
T i—0 Y T+ido seER Js

dla wszystkich x € R.
Dla danego £ > 0 wybierzmy 0 > 0 takie, ze

]_ s+0

Psup [ f(t)dt

oraz, —(e”® = 1)k <
§ s€R

S

E.

l\DM—\
N | —

Wezmy dowolny punkt z, 7 € R takie, ze |z — 7| < 0. Bez straty ogélnosci mozemy
zalozy¢, ze x < 7. Wowcezas ®(x) < ®(7) oraz

/:)(at) (f(f) B 0) oot qp — /

T

®(7)

(f(t) = o)etat.

Tym samym
®(7) o) T o(t—1) (@) o(t-z) _o(t—7)
[b(gj) (f(t)—a)e =" 4t = /z (f(t)—a)e dt—i—/m (f(t)—a)(e —e )dt.

Oszacujemy kazda z powyzszych calek osobno. Dla uproszczenie oznaczmy je (za-
czynajac od lewej strony) Iy, I oraz I3. Wowczas

I > ge*@) ((I)(T) - (I>($))

oraz

s+4

I, < /T f(t)dt < sup f(t)dt.

seR Js
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Dla calki I3 mamy

®(x)

b= [0 o) - (e o). [ g

< (e _ o@D,

Y

gdyz 0 < ¢(z) —x < % Poniewaz ®(z) — 7 > x — 7 > —J, wiec biorac pod uwage

powyzsze oszacowania otrzymujemy

1 5 s+4 1 5
O(1) — P(z) < —€? sup f)dt+ —=(e? = 1)k < e.
S s€R /s <
To pokazato, ze ,firing map” ® jest jednostajnie ciagte. Wowczas oczywiscie ,,di-
splacement map” ¥ jest rowniez jednostajnie ciggte.

Pokazemy teraz, ze inf,cg V(z) > 0. Zauwazmy, ze

n 19

4+ (x) 4P (x) 4P (x)
1= [ U@ = et < e [T ) —opar < e [ f(nar,

i dlatego
- 4P (x)
0<e s < / f(t)de dla wszystkich x € R.

x

Ponadto z zatozenia (i), istnieje 0 > 0 takie, ze
z+5 1 -
sup fl)dt < —e” <.
z€R Jx 2

Jezeli inf,cg U(z) = 0, to musialoby istnie¢ zq takie, ze W(zy) < §. Mielibysmy

woOwCzas
- 2o+ (x0) z0+9 1 -
0<e?< / FO)dt < / f(t)dt < St
X0 o
co prowadzi jednak do sprzecznosci. To pokazuje, ze inf g W(x) > 0. O

Dodajmy, ze ciagtosé . firing map” ® dla modelu PI oraz LIF z lokalnie catkowal-
nym wymuszeniem byta badana na przyktad w pracach [37] oraz [38], odpowiednio.
W szezegdlnosci w artykule [38] udowodniony byt nastepujacy rezultat (tutaj doda-
lidmy potrzebne zalozenie, ze ,firing map” ® jest dobrze zdefiniowane)

Twierdzenie 6.3 ([38, Lemat 2.11 (b)]). Niech f € L] (R) oraz przypusémy, ze
Jiring map” ® dla zagadnienia (6.1)—(6.2) jest zdefiniowane dla wszystkich x € R.
Jezeli f(x) —o > 0 dla p.w. x € R, to wéwczas firing map” ® jest jednostajnie

ciggle na R.

Uwaga 6.5 ([29]). Zauwazmy, ze w Twierdzeniu 6.3 zatozenie f(x) —o > 0 dla p.w.
x € R nie moze by¢ zastapione (nawet jezeli funkcja f jest okresowa) przez stabszy
warunek: f(z) —o > 0 dla z z pewnego zbioru dodatniej miary Lebesgue’a. Aby
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sie o tym przekonaé wystarczy rozwazy¢ model PI z lokalnie catkowalng funkcja
2-okresowa f: R — R dang wzorem

1 dlaxe€]0,1]+2Z,
flx) =
0 w pozostatych przypadkach.

Wowczas (0) = 1, ale lim, o+ ®(x) = 2 (zob. réwniez Przyktad 6.1).

6.2. Model LIF z prawie okresowa funkcjg wejscia

W paragrafie tym badamy wtasnosci ,firing map” ® oraz ,displacement map” ¥
dla modelu LIF z p- prawie okresowymi funkcjami wejscia. Przypomnimy wpierw
wyniki dla klasy funkcji prawie okresowych w sensie Stiepanowa oraz rozwazymy
dwa przykltady funkcji p-p.o. W pierwszym przyktadzie ,displacement map” W nie
jest funkcja p-p.o., pomimo, iz jest jednostajnie ciagte i ograniczone. W drugim przy-
ktadzie wskazujemy funkcje u-p.o., ktora nie jest S'-ograniczona, ale odpowiadajace
jej displacement map” ¥ jest p-p.o.

Najpierw rozwazymy kwestie poprawnego okreslenia , firing map” ® z p-prawie
okresowa funkcja wejscia.

Twierdzenie 6.4 ([29]). Zaléimy, ze f € L, .(R) jest p-p.o. oraz taka, ze f(x)—0c >
0 dla p.w. x € R. Wowezas firing map” ® dla zagadnienia (6.1)—(6.2) jest dobrze
zdefiniowane dla wszystkich x € R wtedy 1 tylko wtedy gdy istnieje zbior mierzalny

w sensie Lebesque’a A C R taki, ze u(A) > 0 oraz f(z) — o >0 dla p.w. x € A.

Dowdd. Konieczno$é jest oczywista. Dla dowodu dostatecznodci zauwazmy, ze z za-
tozen wynika, ze istnieja u € R,e,n > 0 oraz zbiér B C AN [u,u + 1] taki, ze
wu(B) = ¢, dla ktérego mamy f(x)—o > ndla p.w. x € B. Analogiczne rozumowanie
jak w Twierdzeniu 5.3 prowadzi do nieréwnosci

2nw
/ (ft)—o)dt> T dlaneN,
0 4

gdzie liczba w opisuje wzgledng gestodé zbioru E{$, Z; f — o}. Mamy zatem
t 2nw

lim sup (f(t) —o)e’tdt > lim (f(t) - J)dt = 400.

z——+oo JO n—+00 Jo

7 Twierdzenia 6.1, wnioskujemy, ze ,firing map” ® jest dobrze zdefiniowane dla
wszystkich z € R. O

Uwaga 6.6 ([29]). Zauwazmy, ze Twierdzenie 6.4 rozszerza Twierdzenie 3 z [37] na
przypadek modelu LIF oraz p-prawie okresowe wymuszenia, poniewaz dla S-prawie
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okresowych funkcji takich, ze f — o > 0 p.w. na R, istnienie zbioru A o wymaganej
wlasnosci jest rownowazne warunkowi: M{f} > o.
Ponadto dodajmy, ze Twierdzenie 6.4 nie wynika z Wniosku 6.1, poniewaz dla

p-prawie okresowych funkcji warto$é srednia nie musi istnieé¢ (zob. Przyktad 5.1).

Przypomnimy teraz wynik dotyczacy okresowej funkcji wejscia. Idea tego re-
zultatu pochodzi z pracy J. P. Keener, F. C. Hoppensteadt i J. Rinzel (zob. [30]),

chociaz nie ma tam precyzyjnego sformutowania tego wyniku.

Twierdzenie 6.5 ([30]). Niech f € L}, .(R) bedzie funkcjg w-okresowg (gdzie w > 0)
oraz przypusémy, ze firing map” ® dla zagadnienia (6.1)—(6.2) jest dobrze okreslone
dla wszystkich x € R. Wowczas (x +w) = ¢(z) +w dla x € R oraz ,displacement

map” U jest w-okresowe.

Wobec tego okresowa funkcja wejscia w modelu LIF daje okresowe ,displacement
map” W. Naturalnym jest wiec pytanie, czy dla prawie okresowej funkcji wejécia f
otrzymamy prawie okresowe , displacement map” W.

Dla granicznie okresowej funkcji wejscia prawdziwe jest ponizsze

Twierdzenie 6.6 ([29]). Niech f: R — R bedzie funkcjg granicznie okresowq.
Ponadto przypusémy, Ze istnieje ¢ > 0 takie, Ze f(x) — o > ¢ dla x € R. Wowczas

ydisplacement map” V dla zagadnienia (6.1)—(6.2) jest granicznie prawie okresowe.

Dowdd. Poniewaz f jest granicznie okresowa, wiec istnieje ciag (f,)22; okresowych
funkcji ciagtych jednostajnie zbiezny do funkeji f na R. Oczywiscie mozemy zatozy¢,
ze fo(z) — 0 > ¢ dla wszystkich z € R oraz n € N.

Z Twierdzenia 6.1 wiemy, ze ® oraz ®,, (oraz Vi ¥, ), dla zagadnienia (6.1)(6.2)
z funkcjg wejécia f oraz f,, odpowiednio, sa dobrze zdefiniowane dla wszystkich
z € R. Ponadto, zgodnie z Twierdzeniem 6.2 (lub Twierdzeniem 6.3) oraz Twier-
dzeniem 6.5, wnioskujemy, ze V¥,, sa ciagtymi funkcjami okresowymi.

Zauwazmy ponadto, ze wystarczy pokazac, ze ,displacement map” ¥ jest granica
jednostajng na R ciggu ()72, gdyz sup,cp|V(2) — Un(z)| = sup,er|P(2) — P (2)]-

Dla ¢ > 0 wybierzmy N € N takie, ze sup,cp|fy(2) — f(2)| < 3% dla wszystkich
n > N. Niech n > N oraz ustalmy = € R. Przypusémy, ze ®,(x) > ®(x). Wowczas

mamy
D (x

[:n)(z)(fn(t) —o)et dt = / (@)

(z x

(f() = fa(t))e dt <

1 1
§§25e"¢(x)(¢)(x) — 1) < §§€e"‘p(z);

ostatnia nieréwno$é w powyzszych nieréwnosciach wynika z faktu, ze ®(x) — z <

dla z € R (zob. dow6d Twierdzenia 6.2). Jednoczesnie

1
S

/ e (falt) = 0)e™ dt > lgeﬂw)\@ (z) — ®(z)]
o) N ~ 2 " '
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Dlatego |®,(z) — ®(z)| < e dlan > N. Gdy ®(z) > &,(z), otrzymujemy te sama,
To
konczy dowdd. O

konkluzje. W rezultacie ,firing map”® jest jednostajna granica ciagu (®,,)22

n=1"*

Dla funkcji S-prawie okresowej mamy nastepujace

Twierdzenie 6.7 ([29]). Niech f: R — R bedzie funkcjg S-prawie okresowq. Po-
nadto przypusémy, ze istnieje s > 0 takie, Ze f(x) — o > < dla p.w. x € R. Wéwczas
ydisplacement map” ¥ dla zagadnienia (6.1)—(6.2) jest jednostajnie prawie okreso-
we.

Dowdod. Oczywiscie firing map” ® oraz ,displacement map” ¥ sg dobrze okreslone
dla wszystkich z € R. Ponadto ® oraz W sa ciagle na mocy Twierdzenia 6.3.

Bez straty ogoélnoséci mozemy zatozy¢, ze ¢ < 1. Dla € > 0 niech 7 € SlE{%; f}
Wéwezas || f; — f||511 < ‘275 Ustalmy = € R oraz przypusémy, ze min{®(z), &(x +
7) — 7} = ®(x). Z definicji ,firing map” mozna tatwo wyprowadzi¢ nastepujace
nieréwnosci

®(z)

/x " (f+m) - f (t))ef’““)dt' =

/@(I+7)T (f(t n 7_) _ O’) eU(H_T)dt|. (68)

Poniewaz 7 € S 1E{<27€; f}, proste obliczenia pokazuja, ze

2
< @@in ke
2 Y

/x " (ft+7) = f(1))e 7t (6.9)

gdzie k € N jest najmniejsza liczba naturalna, taka, ze ®(x) < t + k. Ponadto,
poniewaz, f(t) — o > ¢ dla p.w. t € R, wnioskujemy, ze

D(z+7)—
/ (f(t +7)— a) e?tdt > e”(q’(x)”)g(q)(a: +7)—T— q)(x)) (6.10)

@ ()

Zauwazmy, ze ®(t)—t < 1 dlakazdego t € R, i dlatego k < 2+1. Stad z (6.8)(6.10)

oraz powyzszej obserwacji otrzymujemy

Dla+7)—7—D(2) < o < L

Przypadek, gdy min{®(z),®(x +7) — 7} = ®(x + 7) — 7 prowadzi do podobnej
konkluzji ®(z) — ®(x +7) + 7 < . Tym samym |®(z +7) — ®(z) — 7| < e dla
kazdego x € R, co oznacza, ze zbiér E{e; ¥} jest wzglednie gesty poniewaz zawiera
wzglednie gesty zbiér S 1E{§27€; f}. To z kolei pokazuje, ze ,displacement map” W
jest jednostajnie prawie okresowe. O]

Poniewaz funkcje jednostajnie prawie okresowe sa jednostajnie ciggte, wiec mamy
nastepujacy
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Whiosek 6.2 ([29]). Niech f: R — R bedzie funkcjg S-prawie okresowgq. Ponadto
przypusémy, ze istnieje ¢ > 0 takie, Ze f(x)—o > ¢ dla p.w. x € R. Wéwczas firing
map” ® oraz ,displacement map” V dla zagadnienia (6.1)—(6.2) sqg jednostajnie
ciggle.

Uwaga 6.7 ([29]). Wniosek 6.2 jest réwniez konsekwencja Twierdzenia 6.2, gdyz
mozna pokazaé, ze kazda prawie wszedzie nieujemna funkcja S-prawie okresowa
spelnia warunek (i) Twierdzenia 6.2 (wiecej szczegdtéw zwiazanych z ta kwestia
mozna znalez¢ w pracach [16,48]; zob. réwniez Twierdzenie 3.3).

Rozwazymy teraz model LIF z funkcjami p-prawie okresowymi. Pierwszy z po-
nizszych przyktadow pokazuje funkcje u-prawie okresowa, dla ktorej ,displacement
map” W jest jednostajnie ciggte i ograniczone, lecz nie jest p-prawie okresowe
(w szczegdlnosei nie jest jednostajnie prawie okresowe). W przyktadzie tym wyko-

rzystamy nastepujacy
Lemat 6.2. Niech
Xn = X[o,1]+27+1z dlan € N.
Wowczas dla 6 > 0 mamy
uto o dla § € [0, 1],

sup Xn(t>dt <
ueR Ju Ao+ 1— 5k dlad € [1,+00).

Dowaéd. Latwo mozna ustali¢, ze dla § > 0 mamy
u+9
sup Xa(t)dt <

u€eR Ju

/6 (0t k+6—k-27t dlade[k-20 k-2 4 1]k € Z,
Xn =
0 k+1 dladek-27"+1,(k+1) -2 k € Z

Stad juz tatwo mozna sprawdzi¢, ze dla 6 > 0 mamy

J 1 1
/0 Xn(t)dt < 2n+15 +1- on+1’

O

Kolejny przyktad pokazuje funkcje p-prawie okresowa, dla ktorej , displacement

map” ¥ pomimo, iz jest jednostajnie ciagle i ograniczone, nie jest u-prawie okresowe.
) )

Przyktad 6.2 (por. [29]). Niech

142"y, (2-4"x) dlaz € [27,2" + 1] + 2" Z n € N,
flz) =
1 dla pozostatych x € R,
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gdzie
Xn = X[0,1]+27+1Z dla n € N.

Zauwazmy, ze

IS L
SUPP<2 Xn (2 455))0[0,1] k90[2n72n+2-4n}

Z okresowosci funkcji 2"y, (2 - 4"z) otrzymujemy, ze dla z € Z

2! k k 1 1
. on+1 n
p({w € [z, 2+ 1] 1 2" xn (2 - 4 x)#o})—g:(; M([27>27+2_4nb—2n+1.

Stad na podstawie Lematu 1.10 otrzymujemy, ze f — 1 jest funkcja pu-p.o. Wobec
tego sama funkcja f jest réwniez p-p.o.

Korzystajac z Lematu 6.2 mamy dla 6 > 0

u+s ontly dla § € [0, 1],
sup 2"y, (2 - 4™)dt < 0, 5.7]
ueR Ju d+ 5n — 52n dlad €[5, +00).
Pokazemy, ze
u+4§
lim sup sup 2"\ (2 4™)dt = 0 (6.11)
=0t neN  weR u
Ustalmy ¢ > 0. Dobierzmy ng tak, by 2%0 < e. Niech § < 24%0. Wowcezas dla n < ng
maimy
u+6 1 1 1
sup 2"\ (2-4")dE < 2" < — < e
ueR Ju 2mo
Dla ny < n mamy
u+td 1 1 1 1
2" (2 - 4")dt < — — <— <
ilelﬂgu Xl ) \2.4n0+2n 2.4n\2n0\€’

gdyz ciag (55 — 557 )52, jest malejacy.

Teraz pokazemy, ze ,displacement map” ¥ dla modelu PI z funkcja wejscia
f jest jednostajnie ciagte i ograniczone. Na koniec zastosujemy Twierdzenie 6.2.
Poniewaz warunek (ii) Twierdzenia 6.2 jest speliony dla ¢ = 1, wystarczy pokazad,

ze [ spelnia zatozenie (i). Uzasadnimy teraz, ze

u—+4§
lim Sup/ F(#)dt = 0. (6.12)
R Ju

=07 ye

Dla 0 < 6 < 1 przedzial [u, v+ J] ma czes¢ wspdlna z co najwyzej jednym z przedzia-
16w postaci [27,2" +1]+2"" 'k, dlan € N, k € Z. Wynika to z faktu, ze zbiér lewych
koncéw przedziatéw tej postaci to zbiér 2Z \ {0} (zob. Lemat 1.10). W zwiazku
z tym, dla kazdego u € R istnieje n € N takie, ze
u+9 u+4
/ Flt)dt < / (14 27y, (2 - 47))dt.

u



Model LIF 77

(gdy zbiér [u, u+d] nie ma czesci wspélnej z przedziatami postaci [27, 2"+ 1]+ 2"k,
dlan € N,k € Z, to liczbe n mozna wybraé¢ dowolnie). Na podstawie (6.11) mamy
wlasnosé (6.12).

To z kolei oznacza, ze funkcja f spelnia warunek (i) Twierdzenia 6.2, i dla-
tego ,,displacement map” ¥ dla modelu PI z funkcja wejscia f jest ograniczone
i jednostajnie ciagte.

Na koniec pokazemy, ze ,displacement map” W nie jest u-prawie okresowe.

Zauwazmy, ze
1

z+3
/ F)dt=1  dlaz e 22\ {0}.
Istotnie, mamy

on—1_1
o5 sn(z vtz ) = U [ g+ 5

Dlatego dla z € 2Z \ {0} mamy

PAR 242 1
/ * ()t :/ ST+ 20y (24 )dt = 5

Ponadto, zauwazmy, ze ®(z) =1+ 2 dlaz € [-1,0]. Dla z € [z — %, z], gdy z €
27\ {0}, mamy ®(z) — x < 2. Istotnie

Z+3 z+3
/t F(6)dt >/Z F(t)dt = 1.
Stad ®(x) < z + %, co pokazuje, ze ®(x) — x < % dla kazdego x w rozwazanym
przez nas przedziale.
Gdyby ,displacement map” W bylo u-prawie okresowe, to dla niezerowego
T € E{3,1; ¥} N 2Z (istnienie takiej liczby wynika z Lematu 1.9), zachodzitoby

1
n({z € [-1,00: [¥(x) - Wz +7)| > 1}) < <

Z drugiej strony poniewaz 7 € 27\ {0}, wiec mamy
[_i,o] C {:C €[-1,0]: |¥(x) —V(z+7) > i}’

skad .
u({x €[-1,0]: |¥(x) — V(x+71)| > i}) >

Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze ,displacement map” W nie jest u-prawie okre-
sowe.

Mozna postawi¢ sobie pytanie, czy dla funkcji p-prawie okresowych lokalnie
catkowalnych, ktore nie sa S-prawie okresowe ,displacement map” nie jest pu-
prawie okresowe. Kolejny przyktad pokazuje funkcje u-p.o., ktéra nie jest SP-prawie
okresowa, ale posiada SP-prawie okresowe ,displacement map” .
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Przyktad 6.3 ([29]). Niech

2+ (n+1)?, gdyz€[sp+1— 5,8, + 1]+ 2"Z,
flx) = "
2, dla pozostatych x € R,

gdzie s, = 5[(=2)"' — 1] dlan € N.

Oznaczmy A, = s, + 2"7Z, dla n € N. Wowczas
A, NA,=0dlan#m oraz U A, =7. (6.13)
n=1

Podobna technikg dowodowa jak w Lemacie 1.10 mozna pokazaé, ze f —2 (zatem
rowniez f) jest funkcja p-p.o. jako granica D-zbieznego ciagu funkcji okresowych.

Latwo zauwazy¢, ze funkcja f nie jest S'-ograniczona i dlatego nie jest S-prawie
okresowa (zob. Uwaga 1.5).

Pokazemy teraz, ze ,displacement map” ¥V odpowiadajace modelowi PI
z p-prawie okresowa funkcja wejscia f, ktora jest oczywiscie dobrze okreslona dla
wszystkich z € R i mierzalna w sensie Lebesgue’a, jest réwniez p-prawie okresowe.
Pokazemy, ze dla m € {2,3,...} mamy

supu({x €z, z+ 1] : V(x4 2"w) — V(x)| > i}) < 2 (6.14)

2€7

dla wszystkich w € Z. Tym samym dla © € R mamy

p({z € wu+1]: [¥(a +2mw) — B(2)] > -2 }) <

m+1

n({z e llul, lul + 1) [¥(@ +27w) - (2)] > 2} )+

4
. m 2
p({z e llu) +1, 0] +20: |9+ 2"0) = ¥(@)| > A5 }) < ——
Oznacza to, ze 2M7Z C E{miﬂ, miﬂ; U}, W szezegblnosei oznacza to, ze dla kazdych

g,n > 0 zbiér E{e,n; ¥} jest wzglednie gesty.
Zauwazmy, ze w celu udowodnienia (6.14) z ustalonym m > 2 oraz w € Z,

wystarczy pokazac, ze

1
dla z € Z mamy |V (z 4 2"w) — ¥(2)| < ——,
v 0 ( )= V@) < o
glyz€lzz+5 - gVl +352+1- 29),

gdyz woéwczas

,u({x €z, z+ 1] |[V(z+2"w) — ¥(z)| > miﬂ}) <

< ,u({x €z, z+ 1] [¥(z 4+ 2"w) — Y(x)| > mirl}) < mj—l'

Ustalmy zatem m € {2,3,...} oraz w € Z oraz wezmy dowolne z € Z. Z (6.13)
istnieje doktadnie jedna liczba n € N taka, ze liczba catkowita z nalezy do A,.
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Przypadek 1 Przypusémy, ze n < m. Wowczas poniewaz 2"|2™, wnioskujemy, ze
f(z +2mw) = f(z) dla kazdego = € [z, z + 2]. Ponadto ze wzgledu na

k+3
/ fOdt=1  dlakez, (6.16)
k

mamy P(z) < ®(z + 1) < z + 3 dla kazdych z € [z, z + 1]. Stad

D(z)+2"w P(z) P(x)
/ f@mz/ f@+wmw:/ f)dt=1 dlazel[zz+1],

+2mw T T

co dowodzi, ze ®(x + 2™w) = ®(x) + 2™w dla x € [z, z + 1]. To z kolei oznacza, ze

warunek w (6.15) jest spelniony, gdy z € A,, dlan < m.

Przypadek 2 Przypusémy, ze n > m. Najpierw zauwazmy, ze ®(x) = x+% dlax €

2,2+ 3 — n%rl], poniewaz na przedziale [z, 2+ 1 — n%rl) funkcja f jest tozsamosciowo
réwna 2. Ponadto ®(z) € [z +1— —g,z+1]dlaz € [z 45— A5, 2+1— 1),

co wynika z nastepujacych oszacowan

Z+1—%+1—’7 z+1—%+1—7 1
/ f@m¢</‘ Jit)dt=1-2y<1  dlakazdych v € (0, 1)
. SR

oraz

z+1 z+1
L/ fﬁﬂt>/ f)dt =n+1+ 25> 1. (6.17)

e
Latwe obliczenia pokazuja, ze z + 2™w ¢ ", A; oraz istnieje liczba naturalna
J > m taka, ze z + 2™w € A;. Dlatego z powyzszego rozumowania otrzymujemy, ze
m m 1

Oz +2"™w) =z + 2 w3 dlaz € [z,2 + 5 — 7]

oraz
O(r+2"w) —2"w e [p+1—q,2+1]  dazele+y—5,2+1— 7).
Podsumowujac dla z € [z,z + § — m%rl] mamy ®(z + 2Mw) — 2™w — $(x) = 0
oraz ponadto dla z € [z 4 3,2+ 1 — —15) mamy [®(z +2"w) — 2"w — &(z)| < 5.

m+1
Dowodzi to, ze w rozwazanym przypadku warunek (6.15) jest spelniony.

Tym samym ,displacement map” ¥ jest pu-prawie okresowe. Ponadto poniewaz
U jest ograniczone (zob. dowdéd Twierdzenia 6.2), wiec z Uwagi 5.2, wiemy, ze W
jest SP-prawie okresowe dla wszystkich p € [1,400).

Na koniec pokazemy, ze ,displacement map” W nie jest jednostajnie ciggle
i stad nie moze by¢ jednostajnie prawie okresowe. Jezeli z € A,, to woéwczas
P(z+1-—5) <z+1loraz ®(z+1) = 2+ 3 (zob. (6.16) oraz (6.17)), i dlatego

[P(z4+1— ) —P(z+1)] >

Y

N | —

co oznacza, ze ¥ nie jest jednostajnie ciggte.
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Uwaga 6.8 ([29]). Charakteryzacja lokalnie catkowalnych funkcji u-prawie okreso-
wych funkcji wejscia dla modelu LIF (6.1)—(6.2), dla ktérego otrzymujemy u-prawie

okresowe , displacement map” (lub SP-prawie okresowe) jest otwartym problemem.

Na zakonczenie tej sekcji poruszymy kwestie ciggtosci odwzorowania przypo-
rzadkowujacego funkeji S-prawie okresowej f odwzorowanie ,displacement map” W
dla zagadnienia (6.1)—(6.2).

Oznaczmy przez
C= {f e S': istnieje ar > 0 taka, ze f(z) —o >ay dlapw. x € R},

i zauwazmy, ze C' jest zbiorem wypuktym. Oczywiscie C' jest przestrzeniag metryczna
z metryka indukowang przez norme ||-|/g:.

Twierdzenie 6.8 ([29]). Odwzorowanie T: C' — B, ktére funkcji S-prawie okre-
sowej f € C przyporzadkowuje ,displacement map” VU dla zagadnienia (6.1)—(6.2)
jest ciggle.

Dowéd. 7 Twierdzenia 6.7 wynika, ze T jest dobrze zdefiniowane. Majac € € (0, 1)
1 o1t .
oraz f € C niech § = ECLf(|:%:| + 2) e (1+af), Przypusémy, ze f jest funkcja z C

taka, ze H f— f < 0. Jezeli punkt ¢ € R jest ustalony, to z definicji mamy

/j($) (f(t) — a)e”t dt = /

T

Si

~

P(z)

(f(t) = o)e dt (6.18)

(zob. formule (6.4)); tutaj ® oznacza firing map” odpowiadajace modelowi LIF

~

z funkcja wejscia f.
Przypusémy, ze ®(x) > ®(z). Wowezas poniewaz (z) —z < ®(z) — z < %
(zob. pierwsza cze$¢ dowodu Twierdzenia 6.2), z (6.18) wynika, ze

A:()) (F(t) =) dt = /;(x) (F®) = f@)e at

< ) /””H"lfmyf(t) — )] dt < e"&x)([ﬂ + 1)5.

xT

Jednoczesnie

A zatem ®(z) — ®(z) < L { } + 2)(5 <e.

s
Zatézmy teraz, ze ®(x) > O(x). Wowezas

/q)(m)ﬁ (]?(t) — 0>e”tdt =
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/j(z)+a (F) - )t + e + [;(>H () —o)ertat >

d(x)+1 .
= [P0 - e e 4 ageers) >
_60(<I>(x)+1)/
olot1+ Ly [rHiEE42 o
—e ( +1+af)/x f |f<t) _ f(t)\dt—l—e” +(lf6€0m >
v (219 0)
! af )

co pokazuje, ze ®(z) < B(z) + €.

O(x)+1 ®
|£(t) — f(O)]dt + €7 + ayee”®® >

Podsumowujac pokazalismy, ze dla danego # € R mamy |®(z) — ®(z)| < e.
Ponadto, zauwazmy, ze wybor ¢ nie zalezy od punktu z. Stad wnioskujemy, ze
sup, g |P(z) — ®(z)| < e. Aby zakonczyé dowédd zauwazmy, ze sup,.g|®(z) —
O(x)| = sup,cp|¥(z) — U(z)|, gdzie ¥ oraz ¥ oznaczaja ,displacement map” ®
oraz ,displacement map” ® dla zagadnienia (6.1)—(6.2) z funkcja wejscia f i f
odpowiednio. [

6.3. , Firing rate” oraz liczba obrotu

W paragrafie tym zbierzemy podstawowe fakty dotyczace wielkosci zwanej ,,firing
rate” dla modelu LIF. Zaczniemy od nastepujacej definicji

Definicja 6.3 ([29]). Niech x € R. Granice

n
F = lim ——

r(z) = lim o ()
(pod warunkiem, ze istnieje) nazywamy ,firing rate” dla zagadnienia (6.1)—(6.2),
gdzie ®™(x) oznacza n-ta iteracje ,firing map” ® dla zagadnienia (6.1)—(6.2) w punk-
cie x.

Uwaga 6.9 ([29]). W powyzszej definicji wielkosci Fr(z) zakladamy, ze wszystkie
iteracje ®"(z) sa dobrze okreslone. W szczegblnosci oznacza to, ze firing map” ®
musi by¢ zdefiniowane dla x € R (zob. Uwaga 6.2).

Przypomnimy twierdzenie o istnieniu wielkosci ,firing rate” dla modelu PI.

Twierdzenie 6.9 (zob. [37, Twierdzenia 3.2 oraz [12, Twierdzenie 4]). Zaldimy,
ze 0 = 0 oraz f € L}, .(R) jest takie, ze firing map” ® jest zdefiniowane dla

wszystkich x € R. Jezeli M{f} istnieje, to wowczas dla wszystkich x € R wielkosé
Fr(x) réwniez istnieje i ponadto Fr(x) = M{f} € [0, +00] dla x € R.
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Dla modelu PI oraz dla nieujemnej funkcji istnienie wielkosci Fr(z) implikuje

istnienie réwniez wartosci sredniej, co jest trescia ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 6.10 ([29]). Niech 0 = 0 oraz niech f € L} . (R) bedzie funkcjq
nieujemng dla p.w. x € R. Jezeli dla pewnego s € R _firing rate” Fr(s) istnieje
(tutaj dopuszczamy réwniez przypadek Fr(s) = +00), to wowczas istnieje wartosé

Srednia M{f} i ponadto M{f} = Fr(s).

Dowdd. Zauwazmy, ze (O™(s))2, jest rosngcym ciagiem takim, ze lim,, ., ®™(s) =
+00 (zob. dowdéd Twierdzenia 6.1). W szczegdlnosei Fr(s) > 0.
Przypusémy, ze liczba Fr(s) jest skoniczona. Majac € > 0 niech ng € N bedzie

takie, ze dla wszystkich n > ng mamy

n 1 n n 1 1 1
0 <" F - <3 ) - < 3 y < —e.
(5), r(s) P (s) 3° Pn(s) Pntl(s) 3° o (s) 3°
Wowczas dla T > @™ (s) mamy
T
Fr(s) — T f(t)dt <e (6.19)
Istotnie, poniewaz ciag (®"(s))2, jest rosnacy oraz lim,, .., ®"(s) = +o0,
dla T > @™ (s) istnieje n > ng takie, ze ®"(s) < T < ®"(s), oraz
T n n 1 [T
F - = t)dt| < | - = t)dt
(o) = g [ 1000 < [1s) = s+ s [ roar
1 n 1 (s 1 /T
< 5 - = t)dt — — t)dt
35+’¢n@) Tﬂl JOXE= 7 fay 7O ’
1 n k 1 ontl(s)
Cet|—— — o —— t)dt
35_%’¢n@) Tw+_¢"@)/gw@ /)
1 n n 1
< e+ - + <e.

3 dr(s)  Pntl(s)  Dn(s)

To dowodzi (6.19) oraz pokazuje, ze M{f} = Fr(s).
Zalézmy teraz, ze Fr(s) = +o0o0. Majac N > 0, istnieje ng € N takie, ze " (s) > 0

oraz
n

Pri(s)
Woéwezas dla T' > ®"0(s) mamy
1 /7
T/f@&>N

Istotnie, dla kazdego T' > ®™(s) istnieje n > ng takie, ze ®"(s) < T < ®"Fl(s).

Wéwcezas | on(s)
s n
= ———2>N.
7w s [T e - g

To dowodzi, ze M{f} = +o0. O

> N dlan > ng.
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Ponizszy wniosek wynika z Twierdzenia 6.9 oraz Twierdzenia 6.10.

Whiosek 6.3 ([29]). Niech o =0 oraz niech f € L},.(R) bedzie nieujemnag funkcjq
dla p.w. © € R. Jezeli dla pewnego s € R | firing rate” Fr(s) istnieje, to wowczas
wartosé srednia M{f} oraz liczby Fr(z), dla x € R, istniejg i ponadto Fr(x) =
M{f} €]0,+00] dla z € R.

Kolejny fakt stwierdza, iz wielko$é firing rate” Fr(x) nie zalezy od wyboru
punktu.

Twierdzenie 6.11 (zob. [12, Twierdzenie 1]). Niech f € LI (R) bedzie takie, Ze

f(z) —o >0 dla p.w. x € R. Jezeli firing rate” Fr(x) dla zagadnienia (6.1)—(6.2)

istnieje dla pewnego x € R, to wowczas istnieje dla kazdego s € R oraz Fr(s) = Fr(z).

Bedziemy teraz chcieli otrzymad rezultat podobny do Twierdzenia 6.9 dla modelu
LIF. Aby to otrzyma¢, przypomnijmy kilka faktow z teorii liczby obrotu.

Definicja 6.4 ([29]). Liczba obrotu w punkcie x € R dla funkcji f: R — R jest
zdefiniowana jako $rednie graniczne przemieszczenie

fr(z) —=

olf.a) = lim D=

n—00 n

pod warunkiem, ze granica ta istnieje.

Definicja 6.5 ([29]). Punktowa liczba obrotu funkcji f: R — R jest zdefiniowana
jako
0p(f) = {o(f,x) : x € R dla ktérych o(f, x) istnieje} .

Twierdzenie 6.12 (zob. [31, Twierdzenie 1 oraz Twierdzenie 2]). Przypusémy,
Ze nierosngca funkcja f: R — R jest postaci f(z) = z + g(x), gdzie g: R — R
jest jednostajnie prawie okresowa oraz inf e g(x) > 0. Wowczas 0,(f) = {r} dla
pewnego v € R.

Gléwnym rezultatem znanym dla funkcji prawie okresowych jest ponizsze twier-
dzenie.

Twierdzenie 6.13 ([29]). Niech f: R — R bedzie funkcjg S-prawie okresowq
oraz zaléimy, Ze istnieje ¢ > 0 takie, Ze f(x) — o > ¢ dla p.w. x € R. Wéwczas dla
kazdego x € R firing rate” dla zagadnienia (6.1)—(6.2) z funkcjg wejscia f istnieje,
oraz ponadto Fr(z) = Fr(0) € (0,400) dla x € R.
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Dowdd. Poniewaz f jest S-prawie okresowa oraz f(z) —o > ¢ > 0 p.w. na R,
wiec ,displacement map” ¥ odpowiadajace modelowi LIF z funkcjg wejscia f
jest jednostajnie prawie okresowe (zob. Twierdzenie 6.7). Ponadto z Lematu 6.1
oraz Twierdzenia 6.2 (zob. réwniez Uwage 6.7), ,firing map” ® spelnia zatozenia
Twierdzenia 6.12. Istnieje zatem liczba r € R taka, ze g,(®) = {r}, tzn.

" (z) —x

lim ——=r dla pewnego = € R.
n—oo n

Pokazemy teraz, ze r > 0. Dla kazdego n € N mamy

n

0" (2) —x = Y (V¥(x) — &N (2)) = Y U(O7H(2)) >0,
i=1 =1

gdzie ¢ := inf,ep U(x) > 0 oraz ®°(z) := z, i dlatego r > 1 > 0. To pokazuje,

ze firing rate” Fr(x), ktore jest odwrotnoscia liczby obrotu o(®, ) istnieje i jest

dodatnie. Na zakonczenie dowodu wystarczy zastosowa¢ Twierdzenie 6.11. O

Uwaga 6.10 ([29]). Zauwazmy, ze jezeli U(R) C [a,b] dla pewnych 0 < a < b,
to Fr(z) € [, 1], o ile Fr(z) istnieje.

b’ a

W przypadku modelu PI (gdy o = 0) warto$¢ Fr(x) jest rowna wartosci sredniej
funkcji wejscia f. Analogiczny rezultat nie jest jednak prawdziwy dla modelu
LIF. Ostatni przyktad pokazuje dwie funkcje S-prawie okresowe majace taka sama

wartos¢ srednia, ale majace r6zne wartosci Fr(z).

Przyktad 6.4 ([29]). Rozwazmy dwie lokalnie catkowalne okresowe (zatem S-prawie
okresowe) funkcje f,g: R — R dane wzorem

2 dlaz€0,In2)+1n3Z,
flz) = az€[0n2)+1n oraz  g(z) =3 —log, 2.
3 dlaxz € [In2,ln3)+1n3Z

Latwo zauwazy¢, ze M{f} = M{g} =3 — logs 2.

Pokazemy teraz, ze wartosci Fry(z) oraz Fry(x) dla zagadnienia (6.1)-(6.2)
z 0 = 1 z funkcjami wejscia f oraz g odpowiednio, sg rézne dla wszystkich x € R.
Zauwazmy najpierw, ze zgodnie z Twierdzeniem 6.13, wartosci Frs(z) oraz Fr,(z)
istnieja dla wszystkich x € R oraz Fr¢(z) = Fr(0), Fr,(z) = Fr,(0).

Oznaczmy przez ® oraz ®, odwzorowania ,firing map” dla zagadnienia (6.1)-
(6.2) z funkcjami wejicia odpowiednio f i g. Poniewaz ®;(0) = In2, ®%(0) = In3
oraz ®%(x +1In3) = ®%(x) +1In3 dla 2 € R (zob. Twierdzenie 6.5), wnioskujemy, ze
$3*(0) = nIn3 dla n € N. Tym samym Fr;(0) = 2. Podobnie

@Z(m):x—i—nln(lJr dlaz € Rorazn e N

I
2 —log, 2
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i stad

poo - (152 )]

Na koniec wystarczy pokaza¢, ze Fr;(0) # Fr,(0).
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