Uniwersytet im. Adama Mickiewicza
Wydzial Matematyki i Informatyki

Rafal Witkowski

Algorytmy multikolorowania
grafé6w w modelu rozproszonym

rozprawa doktorska

Promotor:
prof. dr hab. Michat Karonski

Poznan, 2010



Sktadam serdeczne podzickowania

panu profesorowi doktorowi habilitowanemu
Michatowi Karonskiemu za jego
nieoceniong pomoc przy pisaniu tej pracy.

Dziekuje rowniez

panu profesorowi Janezowi Zerovnikowi
z Uniwersytetu w Ljubljanie

za owocong, naukowa wspotprace

przy tworzeniu wynikéw z tej pracy.

Dziekuje takze serdecznie mojej zonie,
bez ktorej cierpliwosci, wsparcia i pomocy
praca ta nie mogtaby powstac.



Spis tresci

Wsstep . . . . . 3
1. Wprowadzenie . . . . . . . . . . .. . . ...
1.1. Geneza problemu . . . . . . . ... L
1.2. Podstawowe definicje i oznaczenia . . . . . . . . ... ... 7
1.3. Podstawowe fakty i twierdzenia . . . . . . . . .. ... ... .. ... .. 13
2. Algorytmy multikolorowania grafé6w heksagonalnych . . . . .. .. .. 19
2.1. Model obliczenn . . . . . . . .. 19
2.2. Algorytm w modelu co-lokalnym . . . . .. .. .. .. ... .. ..... 22
2.3. Algorytm w modelu 2-lokalnym . . . . . . . ... ... L. 25
2.4. Algorytm w modelu 1-lokalnym . . . . . . ... ... ... ... .. 42
2.5. Algorytm w modelu O-lokalnym . . . . . ... ... ... ... ...... 51

3. Algorytmy multikolorowania graféw heksagonalnych bez tr6jkatéw 53

3.1. Liniowy algorytm multikolorowania graféw heksagonalnych bez tréjkatow 55
3.2. Graf SSZ i jego zastosowania . . . . . . . . ... ... 61
3.3. Algorytm 3-kolorowania grafu SSZ . . . . . . ... ... ... ... ... 66
3.4. Czesciowe rozwiazanie hipotezy McDiarmida-Reeda . . . . . .. .. .. 75
Bibliografia . . . . . . . .. 80



Wstep

Niniejsza praca traktuje o problemie multikolorowania graféw, motywacji do
rozpatrywania tego zagadnienia oraz jego zastosowaniach w metodach przydzia-
hu czestotliwosci w sieciach komoérkowych. Powstata na podstawie kilku prac,
w ktorych zostaty przedstawione nowe algorytmy multikolorowania grafow lub
lepsze oszacowania liczby multichromatyczne;j.

W pracy [36] przedstawiono algorytm multikolorowania graféw heksagonal-
nych w modelu 1-lokalnym o wspoétczynniku aproksymacji 17/12. Poprawit on
wezesniejszy najlepszy znany wspo6tezynnik aproksymacji, ktéry wynosit 3/2.
Byt to pierwszy algorytm w tym modelu, w ktéorym bezposrednio wykorzystano
metode k-dobrego kolorowania graféw, dzieki czemu znaczaco poprawiono multi-
kolorowanie graféw heksagonalnych bez trojkatow.

W pracy [39] przedstawiono algorytm multikolorowania graféw heksagonal-
nych w modelu 1-lokalnym o wspétezynniku aproksymacji 7/5. Poprawit on weze-
$niejszy najlepszy znany wspélezynnik aproksymacji, ktéry wynosit 17/12.
W algorytmie tym jeszcze lepiej wykorzystano k-dobre kolorowanie graféow hek-
sagonalnych bez tréjkatow, do konstrukcji ktorego wykorzystano nowy sposob
kolorowania pokrycia trojkatnego ptaszczyzny.

W pracy [37] przedstawiono algorytm multikolorowania graféw heksagonal-
nych w modelu 2-lokalnym o wspoélczynniku aproksymacji 4/3, ale w duzej pod-
klasie graféw heksagonalnych dziatajacy w modelu 1-lokalnym. W samym modelu
2-lokalnym znane byly wczesniej algorytmy o tym wspotczynniku aproksyma-
c¢ji, natomiast w modelu 1-lokalnym mozliwo$¢ osiagniecia tego wspodtezynnika
w przypadku ogdlnym jest problemem otwartym. Grafy, w ktorych go osiggnieto
to grafy heksagonalne bez przylegtych ciezkich naroznikow, rozpatrywane takze
w innych pracach (np. [28, 32]).

W pracy [25] przedstawiono dowdd twierdzenia, ze kazdy graf heksagonalny
bez tréjkatow jest 7-[3]-kolorowalny, przez co jego liczba multichromatyczna jest
nie wieksza niz %w(G) 4+ 0O(1). W dowodzie wprowadzono nowy rodzaj grafu SSZ
i wykorzystano twierdzenie o czterech kolorach.

W pracy [38] przedstawiono liniowy algorytm znajdowania 7-[3]-kolorowania
graféw heksagonalnych bez tréjkatéw. Wezedniejsze dowody tego twierdzenia by-
ty dowodami niekonstrukcyjnymi, jest to pierwszy algorytm znajdowania takiego
kolorowania.



W pracy [28] przedstawiono dowdd twierdzenia, ze kazdy graf heksagonalny
bez tréjkatow bez przyleglych naroznikéw jest 9-[4]-kolorowalny, przez co w takich
grafach prawdziwa jest hipoteza McDiarmida-Reeda, ze jego liczba multichroma-
tyczna jest nie wigksza niz 3w(G) + O(1). W dowodzie wykorzystano graf SSZ
oraz algorytm jego 3-kolorowania.



1. Wprowadzenie

W rozdziale tym zostanie najpierw przedstawiona geneza problemu i mo-
tywacje do zajmowania sie dziedzing multikolorowania graféw heksagonalnych.
Nastepnie zostang wprowadzone formalnie definicje, oznaczenia oraz najprostsze
fakty.

1.1. Geneza problemu

Wraz z wynalezieniem na poczatku ubiegtego wieku tacznosci radiowej pojawit
sie rOwniez po raz pierwszy przydzial czestotliwosci fali, na ktorej komunikaty
byty nadawane i odbierane. Poczatkowo wystarczyta tylko jedna czestotliwosé,
na ktorej pojedynczy nadawca i odbiorca mogli si¢ porozumiewa¢. Wraz z poja-
wieniem si¢ drugiego nadawcy niezbedne stato si¢ uzycie drugiej czestotliwosci
nadawania. Szybko stato sie jasne, ze nadawanie dwdch 0s6b na tej samej cze-
stotliwosci nie jest dobrym pomystem, gdyz odbiorca styszy wéwczas mieszanine
dwbch komunikatow. Rowniez dwie zbyt bliskie czestotliwosci nadawania sg zte,
gdyz wystepujace interferencje uniemozliwiaja prawidtowy przekaz. Ostatecznie
wiec kazdy kolejny nadawca musial przydzielaé¢ sobie kolejne, dobrze rozroznialne,
czestotliwodci. Z biegiem czasu liczba nadawcow stale wzrastalta, co pociggato za
soba réwniez wzrost liczby zajetych czestotliwosci. Dopodki ich liczba byta wzgled-
nie mata, aby zapobiega¢ konfliktom wystarczyto proste przydzielanie zakreséw
fal przez odpowiednie urzedy. Prawdziwa rewolucja w tym wzgledzie okazata sie
jednak telefonia komorkowa. Wraz z rozpowszechnieniem sie tej technologii prak-
tycznie kazdy cztowiek na Swiecie stat sie potencjalnym nadawca sygnatu radio-
wego. Niemozliwym jest, aby kazdy operator takiego telefonu mégt nadawac na
innej czestotliwosci, stad zaistniata potrzeba wypracowania nowych rozwigzan.

Problem ten rozwigzano w taki sposob, ze na ziemi rozmieszczono sie¢ nadaj-
nikéw (stacji bazowych), ktére maja pewien ograniczony promien zasiegu, a ktére
moga komunikowac sie z telefonami w pewnym znanym sobie spektrum czesto-
tliwosci. Kazdy operator sieci komoérkowych dysponuje pewna ustalong liczba
czestotliwodei, ktére moze udostepnia¢ na rozmowy. Najprostszym rozwigzaniem
bytoby przydzielanie czestotliwosci po kolei z danego pasma, tyle ile potrzeba
w danej stacji bazowej. Niestety zasieg dziatania kazdej stacji bazowej ma ksztatt
kota. Aby nie istnialy miejsca bez zasiegu, pola te musza na siebie zachodziC.
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Problem pojawia si¢ z rozmowami, ktore odbywaja si¢ w obszarze przecinania si¢
takich kot. Gdyby dwie rozmowy w sasiednich stacjach bazowych odbywaty sie na
tej samej czestotliwodci, a akurat zdarzyltoby sie tak, ze obie rozmawiajace osoby
znajdowalyby sie w tym samym, wspoélnym, nachodzacym na siebie obszarze,
wowczas obie te osoby styszalyby dwie rozmowy: swoja i ta druga, lub doszto-
by do duzych interferencji. Nawet gdyby doda¢ odpowiednie kodowanie tychze
rozmow, niewiele to pomaga, gdyz zachodzace interferencje powodujg ucigzliwe
zaktocenia rozmowy.

Sytuacje te ilustruje Rysunek 1.1:

\ \Obszar

wspoélnego
zasiegu

Brak
zasiegu

(@) (b)

Rysunek 1.1. (a) — rozmieszczenie stacji bazowych powodujace miejsca z brakiem za-
siegu, (b) — prawidlowe rozmieszczenie stacji bazowych

Gdyby dwie rozmowy odbywaty sie we wspolnym obszarze na Rysunku 1.1 (b)
na tej samej czestotliwodci, jedna w jednej stacji bazowej, a druga w drugiej, wow-
czas zachodzityby interferencje. W zwigzku z tym rozmowy prowadzone w sgsia-
dujacych ze soba stacjach bazowych musza dosta¢ rézne czestotliwosci.

Graf modelujacy sie¢ komorkowa powstaje w taki sposéb, ze wierzchotki od-
powiadaja stacjom bazowym, a krawedzie oznaczaja, ze dwa nadajniki posiadaja
obszar wspoélnego zasiegu. Wowcezas, jesli kazdej stacji nalezatoby przypisaé jedna
czestotliwosé, to problem ich przydziatu bytby tozsamy z problemem kolorowania
grafow — kazda stacja bazowa musiataby przydzieli¢ sobie czestotliwos¢ inng niz
jej sasiedzi. Niestety, w jednej stacji bazowej moze odbywac sie wiele rozmow na-
raz. Zatem przydzielanych czestotliwosci (koloréw) powinno by¢ wiecej niz jeden.
Oznacza to, ze do kazdego wierzchotka nalezy przypisa¢ nie jeden, lecz pewien
zbidr koloréw (ktérego licznosé jest okreslona przez liczbe rozméw) w taki sposob,
aby sasiednie wierzchotki nie posiadaty wspolnego koloru. Na tym wtasnie polega
problem multikolorowania grafow.

Warto jeszcze dodaé jakie rozlozenie stacji bazowych jest najlepsze z punk-
tu widzenia przydziatu czestotliwosci oraz pokrycia jak najwickszej powierzch-
ni. Oto6z okazuje sie, ze optymalnym roztozeniem stacji bazowych, aby byto jak
najmniej interferentnych ze sobg obszaréw, a zarazem cala plaszczyzna byta po-
kryta (wszedzie byt zasieg), jest takie ich roztozenie, aby tworzyty one pokrycie
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trojkatne plaszczyzny (patrz Rysunek 1.2). Taki graf jest bardzo rzadki (mniej-
sze koszty stawiania nadajnikéw) oraz stosunkowo tatwo kolorowalny, za czym
idzie takze tatwos¢ multikolorowania. Podgraf indukowany takiego optymalnego
pokrycia zwany jest grafem heksagonalnym, a jego szczegdlowa definicja znaj-
duje sie w kolejnym rozdziale. Co bardzo wazne, graf ten jest trojdzielny (patrz
Rysunek 1.2).Niestety nie da sie stworzy¢ dobrego grafu dwudzielnego tak, aby
zapewni¢ wszystkie wspomniane wczesniej warunki.

Rysunek 1.2. Optymalne, prawidtowe rozmieszczenie nadajnikéw w sieci komoérkowe;j

1.2. Podstawowe definicje i oznaczenia

Definicja 1.1. Kolorowaniem grafu G nazywamy funkcje W, ktéra dla zbio-
ru kolorow (', kazdemu wierzchotkowi przypisuje pewien kolor z tego zbioru
(U : V(G) — C) w taki sposob, aby zadne dwa rézne i przylegle wierzchotki
nie otrzymaly tego samego koloru.

Uwaga 1.2. Réwnowazna definicja kolorowania grafu G jest podziat zbioru V(G)
na rodzine k zbioréw niezaleznych {Vi(G),...,Vi(G)}.

Definicja 1.3. Najmniejsza liczbe koloréw (czyli najmniejsza moc zbioru C'),
ktora jest potrzebna do wtasciwego pokolorowania grafu G zgodnie z Definicja 1.1
nazywamy liczbg chromatyczng i oznaczamy przez x(G).

Graf G dla ktorego x(G) < k nazywamy k-kolorowalnym lub k-dzielnym.

Definicja 1.4. Grafem z wazeniem nazywamy graf Gy := (V, E,d), w ktérym
d : V — N jest funkcjg przypisujaca kazdemu wierzchotkowi pewna liczbe natu-
ralng nazywana wagq wierzchotka.

Graf z wazeniem d oznaczamy przez G4 (cho¢ najczesciej po prostu G, a to, ze jest
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wazony bedzie wynikaé¢ z kontekstu), natomiast wage wierzchotka v oznaczamy
przez d(v).

Definicja 1.5. Multikolorowaniem grafu wazonego G = (V, E, d) (zwanym takze
kolorowaniem wazonym, badZ w-kolorowaniem) nazywamy funkcje ¥, ktéra dla
pewnego zbioru koloréw C, kazdemu wierzchotkowi przypisuje pewien podzbior
tego zbioru (¥ : V(G) — 2°) w taki sposob, aby zachowane byty nastepujace
warunki:
(i) Voev(e)|¥(v)| = d(v), czyli do kazdego wierzchotka v przypisywanych jest
d(v) réznych koloréw,
(ii) Yiuorer@ ¥ (u) N¥(v) =0, czyli dwém sasiednim wierzchotkom przypisy-
wane sg roztaczne zbiory kolorow.

Definicja 1.6. Najmniejsza liczbe koloréw (czyli najmniejsza moc zbioru C),
ktora jest potrzebna do wtasciwego pokolorowania grafu zgodnie z Definicja 1.5
nazywamy liczbg multichromatyczng i oznaczamy przez X, (G).

Uwaga 1.7. Problem multikolorowania graféw mozna przetransponowaé na pro-
blem klasycznego kolorowania grafow. Multikolorowanie grafu wazonego Gy jest
tym samym, co zwykle kolorowanie grafu G powstatego z G4 przez zastapienie
kazdego wierzchotka v € V(G,) klika K, o rozmiarze d(v) oraz utworzenie krawe-
dzi pomiedzy kazdymi dwoma wierzchotkami klik K, i K, wtedy i tylko wtedy,
gdy wierzchotki v i u byty potaczone krawedzig w Gg.

Definicja 1.8. Przez wage kliki rozumiemy sume wag wszystkich wierzchotkéw
nalezacych do danej kliki w grafie wazonym Gj.

Definicja 1.9. Wazong liczbg klikowqg gratu G nazywamy najwieksza wage kliki
sposroéd wszystkich klik w grafie G i oznaczamy przez w(G).

Problem multikolorowania graféw moze by¢ badany w kilku mozliwych kon-
tekstach, ktore wynikaja z réznych rodzajow zastosowania tego modelu.

Oprocz wspomnianego wezedniej przydziatu czestotliwosci w sieciach komor-
kowych innym zastosowaniem jest przydzielanie zadan procesorom, ktére musza
korzysta¢ ze wspolnych zasobow. W problemie tym trzeba odwzorowaé sytuacje,
w ktorej procesor w celu uzyskania wyniku musi wykonywaé¢ obliczenia przez
pewien okreslony czas, ale nie moze wykonywa¢ ich w tym samym czasie co inny
procesor, z ktéorym maja pewien wspolny zaséb krytyczny. Mozna to przedstawic¢
przy pomocy grafu z wazeniem, w ktérym wierzcholki reprezentuja procesory,
dwa wierzchotki sg potaczone krawedzig, jesli odpowiadajace im procesory chca
korzystaé z tego samego zasobu, a waga wierzchotkow jest czas, jaki kazdy pro-
cesor potrzebuje do wykonania swoich obliczen. Parametrem optymalizacyjnym
jest zminimalizowanie liczby koloréw, czyli skrocenie czasu wykonania wszystkich
zadan.



W problemie przydziatu czestotliwos$ci w sieciach komérkowych trzeba stwo-
rzy¢ model matematyczny sytuacji, w ktorej z jednym nadajnikiem chce potaczyé
sie kilku uzytkownikow sieci. Kazdemu z nich nalezy przydzieli¢ odpowiednia
czestotliwo$é, na ktorej bedzie prowadzit rozmowe, ale zarazem pilnowac, aby sg-
siedni nadajnik nie przydzielit komus innemu tej samej czestotliwosci, gdyz wtedy
w miejscu, gdzie owe nadajniki nadaja wspoélnie, rozmowy nachodzityby na sie-
bie (patrz Rozdziat 1.1). Opisana tak sytuacje mozna przedstawié¢ przy pomocy
grafu z wazeniem, w ktérym wierzcholtki reprezentujg nadajniki, dwa wierzchotki
sg polaczone krawedzig jesli obszar nadawania odpowiadajacych im nadajnikéw
pokrywa sie, a waga wierzchotkow jest liczba rozmoéw w danym nadajniku. Naj-
wazniejszym przypadkiem grafu reprezentujacego taka sie¢ jest graf heksagonalny:.
Bardzo dobrze odzwierciedla on sytuacje, ktora uzyskujemy w przypadku stacji
bazowych sieci komorkowych.

Korzystajac z notacji podanej w pracy [19] mozna wprowadzi¢ pojecie grafu
heksagonalnego, czyli modelu matematycznego sieci komoérkowe;.

Definicja 1.10. Pokryciem trojkgtnym nazywamy nieskonczony graf zanurzony
w R2, ktéry zdefiniowany jest w nastepujacy sposéb: zbiorem wierzchotkéw tego
grafu sg punkty na ptaszczyznie, ktorych wspotrzedne sg liniowymi kombinacjami
zp+ yq (dla kazdych z,y € Z) wektoréw p= (1,0),7= (3, @) Dwa wierzchotki
taczy krawedz, jesli ich odleglos¢ euklidesowa na ptaszczyznie wynosi doktadnie 1.

Kazdy wierzchotek pokrycia trojkatnego mozna utozsamic z parg liczb catko-
witych (z,y), ktére wyznaczaja kombinacje liniowa wektoréw p i ¢ tworzaca ten
wierzchotek.

W pokryciu trojkatnym kazdy wierzchotek (z,y) ma dokladnie szesciu sasia-
dow:

(x+1,y),(x—1y),(z,y+1),(x,y—1),(x+1,y—1),(z —Ly+1)

Sasiadéw tych nazywamy odpowiednio: prawym, lewym, prawym-gornym,
lewym-dolnym, prawym-dolnym i lewym-gérnym (patrz Rysunek 1.3).

Definicja 1.11. Grafem heksagonalnym nazywamy dowolny graf bedacy indu-
kowanym wierzchotkowo podgrafem pokrycia tréjkatnego.

Przyktad grafu heksagonalnego przedstawiono na Rysunku 1.4.

Graf heksagonalny jest modelem matematycznym optymalnej (idealnej) sieci
komoérkowej. Rozmieszczajac nadajniki w taki sposéb, aby przy jak najmniejszej
ich liczbie pokry¢ jak najwicksza powierzchnie, robi si¢ to wtasnie w taki sposob,
jak zostato to przedstawione na Rysunku 1.2. Kazdy nadajnik ma pewien zasieg,
ktory jest kotem o promieniu r. Na rysunku linig przerywana zostaly ograni-
czone obszary, ktére sg najblizej danego nadajnika. Nadajniki w rzeczywistosci
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(X— 1 sy+l) (x:y+ 1 )

(x-Ly) (x+Ly)

(X:Y‘ l) (X+ 1 ¥ 1 )

Rysunek 1.3. Wierzchotek w pokryciu tréjkatnym.

/NN /

Rysunek 1.4. Przykltad grafu heksagonalnego na siatce pokrycia trojkatnego ptaszczy-
zny z 3-kolorowaniem.

nie maja zasiegu o ksztalcie szesciokata, stad krawedzie znajduja sie tam, gdzie
odpowiednie kota bedace ich zasiegami sie¢ pokrywaja.

Obserwacja 1.12. Kazdy graf heksagonalny mozna pokolorowa¢ klasycznie przy
pomocy trzech koloréow. Kolor wierzchotka v w tym 3-kolorowaniu oznaczamy
przez be(v) i nazywamy kolorem bazowym. Dla uproszezenia w dalszej czesci pracy
bedzie mowa o kolorach bazowych czerwonym (R), niebieskim (B) i zielonym (G)
(patrz Rysunek 1.4).

Co wiecej, kolor wierzchotka wynika bezposrednio z jego wspotrzednych na po-
kryciu tréjkatnym w nastepujacy sposob:

R if (x+42y)mod3=0
be(v) =9 G if (r+2y)mod3=1,
B if (x4 2y)mod3=2
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Bardzo wazna klasg graféw, z punktu widzenia tworzenia algorytmow do przy-
dziatu czestotliwosci w sieciach komoérkowych, jest klasa graféw heksagonalnych
bez trojkatow.

Definicja 1.13. Grafem heksagonalnym bez trojkgtéow nazywamy taki indukowa-
ny podgraf pokrycia trojkatnego ptaszczyzny, ktéry nie zawiera kliki K3 (trojka-
ta).

Przyktad grafu heksagonalnego bez trojkatow przedstawiono na Rysunku 1.5.

Rysunek 1.5. Przyktad grafu heksagonalnego bez tréjkatéw z odpowiadajacym mu
3-kolorowaniem

Graf heksagonalny bez trojkatéw ma bardzo dobrze okreslona strukture. 7 te-
go powodu problemy dla graféw heksagonalnych na rézne sposoby stara sie spro-
wadzi¢ do probleméw w tej wezszej klasie grafow. W szczegdlnosci wierzchotki
graféw heksagonalnych bez tréjkatéw mozna sklasyfikowaé na kilka réznych spo-
sobow.

Definicja 1.14. Naroznikiem w grafie heksagonalnym bez trojkatéw G nazywa-
my wierzchotek, ktéry ma w G co najmniej dwoch sasiadéw takich, ze krawedzie
do nich poprowadzone tworza kat o mierze 27/3. Pozostate wierzchotki grafu nie
sg naroznikami — maja mniej niz dwoch sgsiadéw, albo doktadnie dwoch sgsia-
dow takich, ze krawedzie do nich poprowadzone tworza kat o mierze 7 (patrz
Rysunek 1.6).

Definicja 1.15. Naroznik w grafie heksagonalnym bez trojkatow G nazywamy
lewym, jesli ma w G prawego-gérnego lub prawego-dolnego sasiada. W przeciw-
nym przypadku naroznik nazywamy prawym (patrz Rysunek 1.6).
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L\
A\ VAR

(a) (b) (c)

Rysunek 1.6. Wszystkie mozliwosci wystapienia: (a) — lewych naroznikéw, (b) — pra-
wych naroznikéw, (c¢) — wierzcholtkéw o stopniu 2, ktére nie sa naroznikami.

Definicja 1.16. Pionowq Sciezkqg w grafie heksagonalnym bez tréjkatéw G nazy-
wamy spdjng sktadows grafu indukowanego krawedziowo przez krawedzie, ktore
w geometrycznej interpretacji pokrycia trojkatnego nie sa rownolegte do poziome;j
osi OX (patrz Rysunek 1.7).

Definicja 1.17. Mostem w grafie heksagonalnym bez trojkatow G nazywamy
spojna sktadowsg grafu indukowanego krawedziowo przez krawedzie, ktore w geo-
metryczne] interpretacji pokrycia tréjkatnego sa réwnoleglte do poziomej osi OX
(patrz Rysunek 1.7).

Rysunek 1.7. Graf heksagonalny bez tréjkatéw z podzialem na pionowe Sciezki i mosty.

Obserwacja 1.18. Kazda krawedz grafu heksagonalnego bez tréjkatéw nalezy
do doktadnie jednej pionowej Sciezki lub jednego mostu. W grafie heksagonalnym
bez trojkatow nie ma krawedzi, ktore nie nalezatyby do pewnej pionowej $ciezki
lub mostu.
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Definicja 1.19. Méwimy, ze Sciezka pionowa P znajduje sie na lewo od Sciezki
pionowej P, jesli sa one potaczone mostem M takim, ze v = M N P, jest prawym
naroznikiem, natomiast v = M N P, jest lewym naroznikiem. Moéwimy wowczas
rowniez, ze Sciezka P, znajduje sie na prawo od Sciezki P;.

Uwaga 1.20. Na podstawie Definicji 1.19 w grafie heksagonalnym mozna wpro-
wadzi¢ relacje porzadku. Definicje wprowadzonej relacji mozna rozszerzy¢ mo-
wigc, ze Sciezka pionowa P; jest na lewo od P, jesli istnieja Sciezki Py, Ps, ..., P,
takie, ze dla kazdej pary {F;, Px1}, ¢ € {1,2,3,...,n — 1} zachodza warunki
okreslone w Definicji 1.19. Taka relacja jest relacja porzadku Sciezek w grafie
heksagonalnym bez tréjkatow.

Obserwacja 1.21. W grafie heksagonalnym bez trojkatow G $ciezka pionowa P;
nie moze by¢ w stosunku do $ciezki pionowej P, Sciezka lezaca jednoczesnie po
lewej jak i po prawej stronie. Gdyby tak byto, sciezki P, i P, musialyby sie
przeciaé, a to jest niemozliwe, gdyz woéwczas w G musiatby istnieé¢ trojkat.

Obserwacja 1.22. W kazdym grafie heksagonalnym bez trojkatow znajduje sie
przynajmniej jedna Sciezka pionowa, ktéra nie posiada zadnej $ciezki lezacej na
prawo (lub lewo) od siebie. Takie $ciezki nazywamy najbardziej lewymi (lub naj-
bardziej prawymi).

1.3. Podstawowe fakty i twierdzenia

W zagadnieniu multikolorowania grafow wystepuja dwa problemy. Pierwszy
z nich to znalezienie dla dowolnego grafu liczby multichromatyczej. Drugim jest
znalezienie odpowiadajacej tej liczbie funkcji W, ktéra okresla przypisanie ko-
loréw do wierzchotkow. Ze wzgledu na praktyczne, informatyczne aspekty tego
problemu, wiekszos$¢ prac na ten temat dotyczy algorytmoéw znajdujacych mul-
tikolorowania. Podobnie jak w przypadku klasycznego kolorowania, takze ten
problem jest NP-trudny, wigc gtowny nacisk potozony jest na znajdowanie jak
najlepszych algorytmow przyblizajacych optymalne rozwigzanie.

Z definicji multikolorowania (1.5) oraz wazonej liczby klikowej (1.9) mozna
dokonaé nastepujacej obserwacji.

Obserwacja 1.23. Dla kazdego wazonego grafu GG zachodzi nieréwnosé

Dowdd. Nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdego grafu, gdyz w kazdej klice do
multikolorowania trzeba uzy¢ co najmniej tylu koloréw ile wynosi suma wag w tej
klice. O
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Jesli chodzi o oszacowanie gorne, nie istnieje réwnie trywialna, dobrze szacu-
jaca zaleznosc.

Obserwacja 1.24. Niech G bedzie wazonym grafem k-kolorowalnym w zwyktym
sensie. Wowczas

Xm(G) < k-max{d(v) : v € V(G)}.

Dowdd. Niech {Vi(G),...,Vi(G)} bedzie rozbiciem zbioru V(G) na k zbioréw
niezaleznych, danych przez kolorowanie grafu. Niech m := max{d(v) : v € V(G)}.
Woweczas kazdemu wierzchotkowi ze zbioru V; mozna przypisac¢ kolory ze zbioru
M; == {(i—1)m+1,...,im}. Poniewaz V; jest zbiorem niezaleznym, zatem nie wy-
stepuje zaden konflikt wewnatrz V;. Ze wzgledu na definicje m kazdy wierzchotek
moze wybraé tyle koloréw ze zbioru M; ile wynosi jego waga. Poniewaz moc zbioru
|M;| = m, a takich zbioréw jest k, wiec wszystkich koloréw zarezerwowanych do
multikolorowania jest

km = k- max{d(v) : v € V(G)}.
[

Powyzsze oszacowanie mozna poprawi¢ zauwazajac, ze w dowodzie nie trzeba
w kazdym zbiorze niezaleznym brac¢ zbioru koloréw o mocy takiej jak najwieksza
waga w grafie, a jedynie zbiér o mocy takiej, jak najwieksza waga wierzchotka
w tym zbiorze.

Whniosek 1.25

Niech G bedzie wazonym grafem k-kolorowalnym w zwyktym sensie, takim, ze
{Vi(G), ..., Vi(G)} bedzie rozbiciem zbioru V(G) na k rozlgcznych zbioréw nie-
zaleznych danych przez to kolorowanie. Wowczas

Xm(G) < ;max{d(v) v e Vi(G)}.

Majac dany zupelnie dowolny graf czesto nie jest znana jego liczba chro-
matyczna ani tym bardziej podzial na zbiory niezalezne (ich wyznaczenie jest
réwniez problemem trudnym). Znane jest natomiast Twierdzenie Brooksa ([1]),
ktore pozwala dobrze oszacowac liczbe chromatyczna.

Fakt 1.26 (Brooks, 1941)
Dla kazdego grafu prostego G zachodzi nieréwnosé

X(G) <AG) +1

Przy pomocy tego twierdzenia i poprzedniego oszacowania mozna powiedzie¢
nieco wiecej o liczbie multichromatyczne;j.
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Whniosek 1.27
Dla kazdego wazonego grafu G zachodzg nastepujgce nieréwnosci

w(G) < xm(G) < (A(G) + 1) max{d(v) : v € V(G)}.

Nic wigcej nie wiadomo na temat liczby multichromatycznej dowolnego gra-
fu G. Dokladne wyznaczenie liczby multichromatycznej udato sie¢ do tej pory
tylko w bardzo nielicznych i bardzo prostych klasach graféw. W pracy [21] przed-
stawiono algorytm optymalnego multikolorowania cykli parzystych, ktéry mozna
rowniez zmodyfikowaé¢ na algorytm doktadnego multikolorowania graféw dwu-
dzielnych.

Twierdzenie 1.28 (Narayanan, Shende, 2000)
Dla kazdego wazonego grafu dwudzielnego G zachodzi réwnosé

Xm(G) = w(G).

Dowdd. Niech V = Vi UV, bedzie dwupodziatem wierzchotkow grafu G. W celu
pokolorowania tego grafu mozna skorzystaé z prostego algorytmu zachtannego.
Do kazdego wierzchotka v € V; mozna przypisaé kolory ze zbioru {1,...,d(v)},
natomiast do kazdego wierzchotka u € V, kolory {w(G) — d(u) + 1,...,w(G)}.
Zadne sasiadujace ze soba wierzcholki nie maja woéwczas tego samego koloru,
poniewaz gdyby tak bylo, to dla pewnej krawedzi {u,v} € FE zachodziloby
d(v) > w(G) — d(u) + 1, a to oznacza d(v) + d(u) > w(G), sprzecznosé. W grafie
dwudzielnym krawedzie sa jedynymi mozliwymi klikami, zatem multikolorowa-
nie otrzymane w ten sposob jest poprawne, a liczba uzytych koloréw wynosi

w(@). O

Powyzsze twierdzenie jest réwniez prawdziwe dla szczegdlnej klasy grafow
jakimi sa grafy doskonate (patrz [3]).

W pracy [21] przestawiono réwniez algorytm wyznaczania multikolorowania
cykli nieparzystych.

Twierdzenie 1.29 (Narayanan, Shende, 2000)
Dla kazdego wazonego cyklu Cy, k > 3 z funkcjqg wagi d zachodzi réwnos$é

w(C) dla k =2m
pumy k
Xm(Cr) max {w(C’k), Lll > d(uz)w } dla k=2m+i
i=1
gdzie uy, s, . .., ux sq kolejnymi wierzchotkami cyklu Cy.

Oprocz wspomnianych klas grafow dla pozostalych nie sg znane dokladne
wartosci liczby multichromatycznej. Mozna dla nich znalezé¢ jedynie mniej lub
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bardziej doktadne oszacowania. W pracy [15] przedstawiono twierdzenie, ktére
pozwala oszacowad liczbe multichromatyczng dla dowolnego grafu planarnego.

Twierdzenie 1.30 (Kchikech, Togni, 2006)
Dla kazdego wazonego grafu planarnego G zachodzi nieréwnosé

11

Xm(G) < [6

W(Gﬂ .

Poniewaz kazdy graf heksagonalny G jest grafem planarnym, stad rowniez dla
niego prawdziwe jest to oszacowanie.

W ogolnosci wyznaczanie klasycznego kolorowania jest problemem prostszym
niz obliczanie multikolorowania grafow. Oczywiscie oba problemy sa NP-trudne,
nie mniej jednak dla tego pierwszego znane sg bardziej doktadne i szybsze al-
gorytmy (patrz [15, 16, 20]). Stad tez bardzo waznymi oszacowaniami na liczbe
multichromatyczng sa te bezposrednio wynikajace ze znajomosci liczby chroma-
tycznej (w praktyce réwniez z jej oszacowan). Jesli dany jest graf, ktérego liczba
chromatyczna jest znana (w szczegélnosci wiadomo, ze graf heksagonalny jest
tréjdzielny, a kolorowanie to mozna w bardzo tatwy sposéb wyznaczy¢), woéwczas
mozna przy jej pomocy szacowac liczbe multichromatyczng.

Twierdzenie 1.31 (Kchikech, Togni, 2006)
Dla kazdego wazonego grafu G, ktory jest k-kolorowalny i nie posiada izolowanych
wierzchotkow, zachodzi nieréwnosé

Xm(G) < Swe(G),

k
2
gdzie

we(G) = max{d(u) + d(v) : {u,v} € E(G)}

Dodatkowym atutem powyzszego twierdzenia jest to, ze wartoscig uzyta do
szacowania oprocz k jest wartosé w.(G), ktéra z praktycznego punktu widzenia
jest tatwiejsza do wyliczenia niz wazona liczba klikowa. Poniewaz kazdy graf hek-
sagonalny G jest 3-kolorowalny, rowniez dla niego prawdziwe jest to oszacowanie.

Najlepsze znane gérne oszacowanie na liczbe multichromatyczng graféw hek-
sagonalnych przestawia nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.32 (McDiarmid, Reed, 1999)
Dla kazdego wazonego grafu heksagonalnego G zachodzi nierownosé



Dowdd tego twierdzenia zostanie przedstawiony pdzniej (Twierdzenie 2.6),
gdyz jest nim zarazem algorytm przydziatu czestotliwosci w sieciach komoérko-
wych. Twierdzenie to zostalo po raz pierwszy udowodnione w pracy [19] przez
McDiarmida i Reeda, ktorzy byli pionierami w analizie problemu multikolorowa-
nia graféw heksagonalnych. Pomimo wielu prob nikomu nie udato sie poprawié
tego wyniku. W kolejnych pracach (np. [12, 21, 30, 34]) pojawialy sie jedynie
algorytmy, ktore na rézne sposoby i w réznych modelach wyréwnywaly to osza-
cowanie, ale wciaz pozostaje otwarte pytanie, czy mozna je poprawi¢. W swoich
rozwazaniach McDiarmid i Reed postawili nastepujaca hipoteze.

Hipoteza 1.33 (McDiarmid, Reed, 1999)
Dla kazdego wazonego grafu heksagonalnego G zachodzi nieréwnosé

Xnl(@) < J(G)

Rozwiazanie tej hipotezy jest w tej chwili najwazniejszym problemem otwar-
tym w zagadnieniu przydziatu czestotliwosci w sieciach komorkowych.

Z powodu wagi zagadnienia multikolorowania graféw heksagonalnych bez troj-
katow, doczekaty sie one rowniez szeregu algorytmow szacujacych w rézny sposéb
i w réznych modelach ich liczbe multichromatyczna (np. [26, 31, 40]). Najlepsze
w tej chwili znane oszacowanie liczby multichromatycznej zostanie udowodnione
pdzniej, jako jeden z moich wynikow.

Twierdzenie 1.34 (Witkowski, Zerovnik, 2009)
Dla kazdego wazonego grafu heksagonalnego bez trojkgtow G zachodzi nieréwnosé

7
Xm(G) < 6w(G) +0(1).
Kolejna wazng hipoteza jest postawione przez McDiarmida i Reeda pytanie,

czy wyniku tego nie da si¢ poprawic.

Hipoteza 1.35 (McDiarmid, Reed, 1999)
Dla kazdego wazonego grafu heksagonalnego bez tréjkqtow G zachodzi nierouwnosé

xn(@) < S(G).

Hipoteza ta jest zwiazana z Hipoteza 1.33, ale wydaje sie prostsza, wiec wiek-
szos¢ prac zmierza do rozwigzania wlasnie tego stabszego problemu otwartego.
W dalszej czesci pracy zostang opisane rézne podejscia do tego zagadnienia oraz
jego czesciowe rozwiazanie w Rozdziale 3.4.

Warto zauwazy¢, ze w ogélnym przypadku wspotezynnik 9/8 jest niemozliwy
do poprawienia przez zaden algorytm.
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Fakt 1.36 (McDiarmid, Reed, 1999)
Kazdy algorytm multikolorowania wazonego grafu heksagonalnego G musi uzyc co
nagmniej 3w(G) koloréw.

Dowaod. Poniewaz graf heksagonalny moze zawiera¢ nieparzyste cykle jako swo-
je indukowane podgrafy, z Twierdzenia 1.29 wiadomo, ze w(G) nie zawsze jest
dobrym ograniczeniem na maksymalng liczbe kolorow potrzebnych do multiko-
lorowania takiego grafu. Rozpatrzmy np. cykl Cy dlugosci 9, w ktérym kazdy
wierzchotek ma wage réwna k (k > 2). Poniewaz dla takiego grafu w(Cy) = 2k
z Twierdzenia 1.29 wynika, ze

xm(G) = Hﬂ = [g2] < [3wt6)].

Cykl dtugosci 9 zostat wybrany dlatego, ze jest to najmniejszy cykl o nieparzy-
stej dtugosci, wiekszy od 3, ktory moze by¢ zawarty w grafie heksagonalnym jako
podgraf indukowany. Powyzsza nieréwnos¢ wraz z faktem, ze Cq jest najmniej-
szym nieparzystym cyklem niebedgcym klika, ktory moze istnie¢ jako podgraf
indukowany w grafie heksagonalnym, konczy dowdd. O



2. Algorytmy multikolorowania graféow
heksagonalnych

W rozdziale tym zaprezentowane zostana najlepsze znane algorytmy przydzia-
hu czestotliwosci w sieciach komoérkowych. Na poczatku przedstawione zostang
mozliwe modele obliczen, dla ktérych konstruuje sie takie algorytmy. Nastepnie,
w kazdym modelu z osobna, zostang przedstawione te z nich, ktore najlepiej
przyblizaja liczbe multichromatyczna wzgledem wazonej liczby klikowej. Kazdy
z kolejnych modeli bedzie coraz lepszy z punktu widzenia praktycznych zastoso-
wan w rzeczywistych sieciach komoérkowych, ale przez to coraz gorszy z punktu
widzenia wspotczynnika aproksymacji. Oprocz pierwszego algorytmu, wszystkie
pozostate sg mojego autorstwa.

Na poczatku tego rozdzialu warto wspomnie¢ twierdzenie udowodnione przez
McDiarmida i Reeda w pracy [19], ktére méwi o stopniu trudnosci tego zagad-
nienia.

Twierdzenie 2.1 (McDiarmid, Reed, 1999)
Dla wazonego grafu heksagonalnego G rozstrzygniecie, czy xm(G) = w(G) jest
problemem NP-zupetnym.

2.1. Model obliczen

W tym rozdziale wprowadzony zostanie rzeczywisty model obliczen (wg pra-
cy [12]), ktory jest uzywany podczas przydzielania czestotliwosci w prawdziwych
sieciach komorkowych. Zostanie réwniez wykazane, ze jest on rownowazny z opi-
sywanymi wczesniej intuicjami.

W sieciach komoérkowych nie wystepuje statyczna sytuacja, w ktorej liczba
rozmow jest znana w kazdej stacji bazowej i mozna dokonywaé¢ pewnych diu-
gich obliczen w celu wyznaczenia multikolorowania. W rzeczywistosci sie¢ ciagle
sie zmienia. Matematycznie mozna to opisa¢ w taki sposob, ze sie¢ komoérkowa
(nazywamy ja online) jest pewnym ciagiem wazonych graféw heksagonalnych
{Gy = (V,E,d;) : t > 0}, w ktérych funkcje d; sa zmieniajacymi sie liczbami
rozméw wykonywanych w poszczegélnych stacjach bazowych (wierzchotkach tego
grafu). W takim przypadku trzeba wyznaczy¢ wtasciwe multikolorowanie grafu
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w kazdej jednostce czasu t, a algorytm powinien przypisa¢ kolory do grafu Gy
zanim przejdzie do kolorowania grafu Gyq. Oczywiscie w chwili ¢ trzeba wyzna-
czy¢ kolorowanie nie znajac grafu G;y;. Mozna tez zatozy¢, ze raz przydzielona
czestotliwos$é jednej rozmowie nie powinna sie zmieni¢ na inng, dopdki rozmowa
ta sie nie zakonczy. Nie znajac struktury, majac dany zupelnie dowolny graf,
problem multikolorowania jest bardzo trudny i w zasadzie nie ma prawie zad-
nych wynikéw w tej dziedzinie. Interesujace sg jednak tylko grafy heksagonalne,
ktorych struktura jest bardzo dobrze okreslona. Ze wzgledu na definicje grafow
heksagonalnych mozna réwniez zatozy¢, ze kolorowanie nalezy uzyskaé jedynie
na pewnym skonczonym wypuktym podgrafie pokrycia trojkatnego, w ktorym
wierzcholtki, ktore nie wystepuja w grafie heksagonalnym maja wage rowng zeru.
Wowezas w kolejnych jednostkach czasu zmienia sie jedynie funkcja wagi, a struk-
tura grafu pozostaje niezmieniona. W pracy [10] udowodniono, ze w przypadku,
gdy nie mozna zmieniaé¢ czestotliwosci przeprowadzanej rozmowy, liczba uzytych
koloréw musi by¢ zawsze trzy razy wieksza niz wazona liczba klikowa (algorytm,
ktéry to zapewnia zostanie przedstawiony tez w Rozdziale 2.5).

Dla wiekszosci zastosowan praktycznych algorytmy przydzialu czestotliwosci
musza by¢ rozproszone, tak aby mozna je byto uruchomi¢ osobno w kazdej stacji
bazowej, a dzigki ktéremu kazda z nich wiedziataby na jakich czestotliwosciach
w danej chwili moze porozumiewaé si¢ ze swoimi rozméwcami. Innymi stowy
mozna zatozy¢, ze w kazdej stacji bazowej znajduje sie serwer, ktory potrafi
wykonywaé obliczenia niezaleznie od pozostalych stacji bazowych, majac tylko
pewne czagstkowe informacje o liczbie przeprowadzanych rozmoéow w danej chwili.
Graf rozméw w wersji online mozna poindeksowaé kolejnymi jednostkami czasu
t > 0, tak, ze owe rozproszone algorytmy sa synchroniczne, tzn. dziataja zgodnie
z taktem zegara wyznaczajacym kolejne jednostki czasu t. W kazdej kolejnej
jednostce czasu kazda stacja bazowa v zna liczbe rozméw d;(v), ktéorym musi
przypisa¢ pewne czestotliwosci tak, aby sasiednie stacje bazowe nie przypisaty
sobie tych samych czestotliwosci. W modelu online mozna réwniez zaltozy¢, ze
w kazdej jednostce czasu znane jest przypisanie (multikolorowanie) z poprzedniej
jednostki czasu, a zatem nalezy jedynie dodac, lub usunaé¢ pewne czestotliwosci
z puli dotychczas uzywanych. Np. jesli di(v) < dy_1(v) wowcezas za wejscie algo-
rytmu w czasie ¢ mozna przyjaé liczbe d;_1(v) — dy(v), czyli liczbe o ile mniej
potrzeba czestotliwo$ci wzgledem poprzedniej jednostki czasu. Korzystajac z tej
informacji oraz z informacji o zmianach w swoim sasiedztwie stacja bazowa v musi
swoim rozmowcom przydzieli¢ odpowiednie czestotliwosci. Wazne jest jednak, co
wynika z powyzszego opisu, aby w jednej jednostce czasu ztozonosé dokonywanych
obliczen byta stata (niezalezna od wielkosci grafu), a liczba komunikatéw przesy-
tanych pomiedzy stacjami bazowymi byta mozliwie jak najmniejsza — wszystko
musi si¢ zdazy¢ wykona¢ pomiedzy jednym, a drugim taktem zegara.
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Powstaje pytanie, jakie informacje moze potrzebowaé wierzchotek (stacja ba-
zowa) do prawidlowego wyznaczenia swoich koloréw (czestotliwosci)? Jak widaé
z powyzszych rozwazan, kazda globalna wiedza o aktualnym stanie sieci jest za-
broniona, gdyz nie mozna jej uzyska¢ w czasie staltym. Jedyne co mozna uzyskac,
to wiedze o stanie grafu z pewnego najblizszego sasiedztwa.

Definicja 2.2. Algorytm rozproszony nazywamy k-lokalnym jesli obliczenia wy-
konywane w dowolnym wierzchotku v korzystaja jedynie z informacji o wadze
wierzchotka v oraz wagach wierzchotkéw w odlegtosci nie wiekszej niz k od v.

W opisywanym modelu warto tez zauwazy¢, ze istnieje pewien stan poczatko-
wy t = 0. W tej jednostce czasu, czyli zanim dojdzie do pierwszej rozmowy w sieci,
mozna wyznaczy¢ w grafie pewne dane, ktore pozniej w kazdej jednostce czasu
moga by¢ wykorzystywane podczas wykonywania obliczen. Przyktadem takiej
danej moze by¢ 3-kolorowanie grafu heksagonalnego wynikajace z 3-kolorowania
pokrycia trojkatnego, do ktérego wyznaczenia niezbedna jest wiedza na temat ca-
tej sieci, ale ktore jest niezmienne w czasie. Inng wiedzg, z ktérej mozna korzystac,
sa wspolhrzedne wierzchotka na plaszezyZnie (w rzeczywistosci 3-kolorowanie wy-
nika ze wspotrzednych, wiec potozenie stacji bazowej to jedyna wiedza naprawde
wyznaczana przed rozpoczeciem przydziatu czestotliwosci).

Kolejng wazna rzecza jest wspomniany wczesniej problem zmian czestotli-
wosci pomiedzy jednostkami czasu, czyli w rzeczywistosci zmiany czestotliwosci
rozmowy juz trwajacej. Algorytm nazwiemy algorytmem bez przekolorowywania
jesli zabronione sg zmiany czestotliwosci rozméw odbywajacych sie w kolejnych
jednostkach czasu w tej samej stacji bazowej (nie moze to dotyczy¢ rozméw, ktére
zmieniaja stacje bazowa, np. rozmowa toczona w pociggu moze w trakcie trwania
kilkukrotnie zmieni¢ czestotliwos¢, co bedzie spowodowane taczeniem sie z rézny-
mi stacjami bazowymi). Jednakze biezace rozwiazania technologiczne pozwalaja
na dos¢ swobodng zmiane czestotliwo$ci rozmowy, w zwigzku z tym powstaja
algorytmy bez tego zatozenia, ktére nazywamy algorytmami przekolorowujgcymi.

Wprowadzmy definicje wielkosci, ktéra bedzie mierzyta jakos¢ algorytméow
multikolorowania.

Definicja 2.3. Niech A bedzie algorytmem, ktory dziata na pewnym ciggu
N grafow Gy (t = 0,...,N) reprezentujacych sie¢ komérkowa. Niech S(A;)
oznacza liczbe koloréw uzytych przez A do multikolorowania sieci w kroku t¢.
Niech Sy(A) = max:{S(A4:)}, a xn(G) = max;{xm(G:)}. Algorytm A nazwiemy
a-przyblizajgcym jesli dla pewnej stalej b niezaleznej od N zachodzi nieréwnosé

Sn(A) < axny(G) + 0.

Innymi stowy algorytm jest a-przyblizajacy, jesli z doktadnoscia do pewnej statej
uzywa « razy wiecej kolorow niz zrobitby to algorytm optymalny.
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W algorytmach przedstawionych w dalszej czesci pracy uzywac bedziemy nie-
co mocniejszego warunku, ktory implikuje ten z definicji algorytmu
a-przyblizajacego, a mianowicie

W nastepnych rozdziatach przedstawione zostana algorytmy, ktére w opisa-
nym wczesniej modelu online k-lokalnym dziataja z pewnym przyblizeniem. Nie-
stety obliczenia w takim modelu sg do$¢ skomplikowane i dlatego wprowadzone
zostanie jeszcze jedna definicja.

Definicja 2.4. Algorytm nazywamy statycznym, jesli potrafi w pewnym
k-lokalnym modelu obliczen wyznaczy¢ multikolorowanie grafu w jednej, okre-
Slonej jednostce czasu t.

Innymi stowy algorytm ten moze korzystac¢ jedynie z wiedzy na temat wag wierz-
chotkow w chwili ¢ w odlegltosci nie wiekszej niz k oraz predefiniowanych danych
dotyczacych sieci (np. wspéhrzednych).

W rzeczywistosci konstruowane sg algorytmy statyczne, jednak dzieki poniz-
szemu lematowi (z pracy [12]) zarazem udowadniane jest istnienie algorytmoéw
przyblizajacych multikolorowanie w modelu online k-lokalnym.

Lemat 2.5 (Janssen, Krizanc, 1999)

Niech A bedzie k-lokalnym statycznym algorytmem, ktory potrafi wyznaczyé mul-
tikolorowanie ze wspotczynnikiem aproksymacyi o. Algorytm A mozna zamienié
na algorytm online k-lokalny a-przyblizajgcy multikolorowanie.

Dowod. W przypadku online kazdy wierzchotek uruchamia k-lokalny statyczny
algorytm niezaleznie w kazdej jednostce czasu. Jesli kolory uzyte przez wierz-
chotek sg takie same jak kolory uzyte w poprzedniej jednostce czasu, wowczas
nie ma potrzeby jego przekolorowania. Jesli natomiast nowe kolory nie zgadzaja
sie z tymi poprzednimi, wowczas algorytm musi je tak przekolorowaé, aby te
uzywane wczesniej pozostaty nadal przypisane do odpowiednich wierzchotkéw.
Poniewaz liczba koloréw uzyta przez algorytm statyczny w dowolnym kroku jest
co najwyzej « razy gorsza od optymalnej liczby kolorow, to algorytm online jest
a-przyblizajacy. 0

W kolejnych rozdziatach przestawione zostana najlepsze znane algorytmy dla
poszczegdlnych modeli k-lokalnych.

2.2. Algorytm w modelu oco-lokalnym

W rozdziale tym przedstawiony zostanie algorytm dziatajacy w czasie wielo-
mianowym, ktéry na podstawie globalnej wiedzy o catym grafie potrafi wyznaczy¢
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jego multikolorowanie ze wspétezynnikiem aproksymacji 4/3. Pierwszy taki algo-
rytm zostal przedstawiony przez McDiarmida i Reeda w pracy [19]. W pracach
[20] i [21] pojawily sie réwniez inne algorytmy z tym samym wspdtezynnikiem
aproksymacji, ktore sg z pewnych wzgledéw lepsze, jednak tamte idee beda poz-
niej wykorzystywane réwniez w innych dowodach, natomiast praca McDiarmida
i Reeda bytla pierwsza proba znalezienia takiego algorytmu i od razu udato sie im
uzyska¢ wynik do dzi$ przez nikogo nie poprawiony.

W dalszej czesci pracy bedziemy zakladaé bez straty ogédlnosci, ze graf G
jest grafem spojnym. Gdyby tak nie byto, kazdy algorytm kolorowania grafu
(w szczegblnosei ten omawiany ponizej) mozna uruchomié niezaleznie na kazdej
sktadowej spojnosci.

Twierdzenie 2.6 (McDiarmid, Reed, 1999)

Istnieje algorytm dzialajocy w czasie wielomianowym, ktory dla dowolnego wazo-
nego grafu heksagonalnego G potrafi znaleZé jego multikolorowanie, ktore uzywa
co najwyzej % kolorow.

Do dowodu powyzszego twierdzenia niezbedny bedzie lemat pomocniczy.

Lemat 2.7 (McDiarmid, Reed, 1999)

Niech G bedzie wazonym grafem dwudzielnym na n wierzchotkach z wazeniem d.
Niech V= AU B bedzie dwupodziatem zbioru wierzchotkow tego grafu. Wtasciwe
multikolorowanie istnieje 1 mozna je wyznaczyé przypisujec  kazdemu
wierzchotkowi a € A kolory {1,...,d(a)}, a wierzchotkom b € B kolory
{w(G) —d(b) + 1,...,w(G)}. Przy pomocy O(nlogn) operacji mozna opisac to
multikolorowanie korzystajgc z co najwyzej n jednokolorowych zbiorow niezalez-
nych.

Dowdd. Oczywiscie na podstawie faktéw przedstawionych w Rozdziale 1.3 wiado-
mo, ze opisane w tresci lematu multikolorowanie bedzie wlasciwe oraz optymalne.
Aby opisa¢ to multikolorowanie przy pomocy zbioréw niezaleznych, niech

K :={dv):ve A}U{w(G)—d(v):ve B}U{0,w(G)}.

Elementy tego zbioru mozna uporzadkowaé¢ w kolejno$ci rosngcej w ciag
o, X1, ..., Tk Lauwazmy, ze k < n. Dla kazdego j =1, ...,k niech

S;j={veA dv)>z;}U{veB:dv)>wG) -1z},

mj = l’j — .Z'j_l.

Kazdy zbiér S; jest niezalezny, gdyz x; + w(G) — x;_1 > w(G). Rozpatrzmy
rodzing takich zbioréw, w ktoérej kazdy zbioér S; powtarza si¢ m; razy. Jesli
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v e Aidv) = z;, wtedy v nalezy do zbioréw Sy, ..., S;, wiec v znajduje sie
w 31 m; = x; — 19 = d(v) zbiorach. Jesli v € B i d(v) = w(G) — z; wtedy v
nalezy do zbioréw Sj.1, ..., Sk, wiec v znajduje sie w Zf:jJrk m; =z —x; = d(v)
zbiorach. Czyli rodzina, w ktérej znajduja si¢ zbiory S;, kazdy w liczbie m;, jest
optymalnym multikolorowaniem grafu GG, a dodatkowo takim samym jakie mozna
dostac kolorujac go algorytmem opisanym w Twierdzeniu 1.28. [

Dowdd twierdzenia 2.6. Niech dane bedzie kolorowanie bazowe grafu G cyframi
1,2 1 3. Mozna je obliczy¢ przy pomocy funkeji f : V(G) — {1,2,3} takiej, ze
dla kazdego wierzchotka v = (x,y) grafu heksagonalnego f(v) = (z +2y) mod 3
(kolorowanie to odpowiada 3-kolorowaniu opisanemu w Obserwacji 1.12). Niech
k = {@J Niech n bedzie liczbg wierzchotkéw w grafie G. Algorytm dziata
w dwoch etapach, a w kazdym z nich uzywa roztacznych zbioréw kolordw.

W pierwszej fazie uzytych zostanie 3k koloréw, ktére oznaczone sg przy pomocy
par liczb (i,7), gdzie i = 1,2,3,a j = 1,..., k. Dla kazdego wierzchotka v mozna
wyznaczy¢ warto$é my,, ktéra jest najwieksza liczba d(z) sposrdéd wag wszystkich
sasiadéw z wierzchotka v w grafie G, dla ktérych f(z) = (f(v) + 1) mod 3
(czyli sg to istniejace wierzchotki sposrod sasiadéw prawego, lewego-gérnego oraz
lewego-dolnego). Jesli v nie ma zadnego takiego sasiada przyjmuje sie, ze m, = 0.
Niech teraz r, = min{d(v) —k, k —m, }. Do wierzchotka v mozna przypisa¢ kolory
{(f(v),1),....(f(v),min{k,d(v)})} a takze, o ile r, > 0, dodatkowe r, koloréw
{(f(v) + Lk —r, +1),...,(f(v) + 1,k)} (co nie bedzie stalo w sprzecznosci
z przypisaniem koloréow do zadnego z sasiadéw wierzchotka v). Kolory uzyte do
tej pory mozna podzieli¢ na 2n zbioréw niezaleznych (jak w Lemacie 2.7).
Niech U C V bedzie zbiorem wierzchotkéw v € G, ktore nie zostaty catkowicie
pokolorowane w pierwszym etapie. Wiadomo, ze v € U wtedy i tylko wtedy, gdy
d(v) > max{k,2k — m,}, a liczba koloréw, ktéra potrzebuje ten wierzchotek do
catkowitego pokolorowania, wynosi d'(v) = d(v) — max{k,2k — m,}. Niech U
bedzie odpowiednim podgrafem indukowanym na G. W drugiej fazie algorytmu
uzyte zostang nowe kolory i dokolorowane zostang wierzchotki w grafie U.
Zauwazmy, ze dla kazdego wierzchotka v € U zachodzi nierownosé¢

d'(v) < d(v) +m, — 2k < w(G) — 2k,

a dla kazdej pary wierzchotkéw u,v € U potaczonych krawedzia w U zachodzi
nieré6wnos¢

d(u)+dv) < w(G) — 2k.
Dodatkowo widaé, ze graf U nie zawiera trojkatéw, poniewaz d(v) < k + 1 dla
kazdego v € U. Jak sie za chwile okaze, graf U jest acykliczny, a co za tym
idzie, dwudzielny, a to oznacza, ze mozna go pokolorowa¢ uzywajac co najwyzej
w(G) — 2k koloréw podzielonych na co najwyzej n réznych zbioréw niezaleznych.
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Wtedy uzywajac zbioréw z obu faz powstanie multikolorowanie grafu G z waze-
niem d uzywajace tacznie
dw(G)+1

3

koloréw i odpowiadajace mu co najwyzej 3n réznych zbioréw niezaleznych.

3k +w(G) — 2k =w(G) + k <

Aby zakonczy¢ dowdd wystarczy wiec pokazal, ze opisywany graf U jest rze-
czywiscie acykliczny. Wprowadzmy relacje porzadku w grafie U w taki sposob,
ze wierzchotek u jest ,przed” wierzchotkiem v jesli u na plaszczyzZnie pokrycia
trojkatnego ma mniejsza pierwsza wspolrzedna niz wierzchotek v. Rozpatrzmy
dowolny wierzchotek v € U. W pokryciu trojkatnym ma on trzech sasiadéow,
ktore poprzedza: prawego-goérnego, prawego oraz prawego-dolnego. Niech beda
to odpowiednio wierzchotki a,b i ¢. Wierzchotki a i b oraz b i ¢ sg potaczone
krawedzig w pokryciu tréjkatnym. Zauwazmy, ze w U znajduje sie co najwyzej
jeden z tych wierzchotkow. Poniewaz w U nie ma trojkatéw wystarczy pokazad,
ze w U nie moga znalez¢ sie jednoczes$nie wierzchotki a i ¢ (oczywiscie zakladajac,
ze b ¢ U). Zalézmy nie wprost, ze zaréwno a jak i ¢ naleza do grafu U. Niech
s = min{d(a),d(c)}, a co za tym idzie s > k + 1. Oczywiscie d(v) + s < w(G)
gdyz zaréwno a jak i ¢ sg potaczone krawedzig z v. Dalej, jesli m, > 0 oraz x
jest sasiadem v, ktory osigga to m, wtedy v, x oraz jeden z wierzchotkéw a lub
¢ stworza trojkat w G. Tak wiec d(v) + m, + s < w(G), zatem

1<dw) <dw)+m, — 2k <w(G) —s—2k <w(G) —3k—1<0,

co daje sprzeczno$c¢ i konczy dowdd. O

2.3. Algorytm w modelu 2-lokalnym

Algorytm przedstawiony w poprzednim rozdziale potrafi w czasie wielomia-
nowym pokolorowaé¢ dowolny graf heksagonalny uzywajac co najwyzej [%w(Gﬂ
koloréw. Korzysta on jednak istotnie z globalnej wiedzy o grafie. W tym rozdziale
przedstawiony zostanie algorytm o tym samym wspotczynniku aproksymacji, ale
podczas obliczen kazdy wierzchotek bedzie korzystal jedynie z informacji o wierz-
chotkach w odlegtosci co najwyzej 2 od siebie (model 2-lokalny). Pierwszym wy-
nikiem w modelu 2-lokalnym byt algorytm o wspétezynniku aproksymacji 3/2
przedstawiony w pracy [11]. Wynik ten zostal poprawiony na 17/12 w pracy [12].
W tej samej pracy aproksymacji 4/3 zostal osiagniety w modelu 4-lokalnym.
W pracy [30] Petra Sparl i Janez Zerovnik podali algorytm w modelu 2-lokalnym
o wspolezynniku aproksymacji 4/3. Niezaleznie od tego wyniku, na podstawie
algorytmu w modelu oo-lokalnym przedstawionym w pracy [21] stworzytem al-
gorytm w tym modelu o tym samym wspotezynniku aproksymacji i opisatem go
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w pracy [35]. Algorytm przedstawiony ponizej zostal zawarty w pracy [37] i jest
kolejnym algorytmem w tym modelu o wspétezynniku aproksymacji 4/3, jednak-
ze dla bardzo duzej podklasy graféw heksagonalnych dziatajacy takze w modelu
1-lokalnym (w ktérym najlepszym znanym wspoétezynnikiem aproksymacji jest
w tej chwili 7/5).

Twierdzenie 2.8 (Witkowski, 2009)
Istnieje algorytm 4/3-przyblizajgcy multikolorowanie wazonego grafu heksagonal-
nego w modelu 2-lokalnym, dzialajocy w czasie statym.

Jak juz zostato wspomniane w Rozdziale 2.1, mozna zaltozy¢, ze algorytm dla
grafu G jest uruchamiany na pewnym rozszerzeniu, ktore jest spéjnym, wypu-
ktym, pelnym podgrafem pokrycia trojkatnego, w ktorym wierzchotki nie wy-
stepujace w oryginalnym grafie G maja wage réwng zeru. Dla jeszcze wigkszego
uproszczenia w dalszej czesci tego rozdzialu zatozymy, ze algorytm moze by¢
uruchomiony w sposéb rozproszony na catym pokryciu trojkatnym, przy zacho-
waniu wspomnianych warunkéw. Niech 7(7") oznacza zbiér wszystkich trojkatow
w nieskonczonej siatce pokrycia trojkatnego T'. Dzigki temu wazong liczbe klikowa
mozna zdefiniowa¢ w grafie G jako

w(G) = max{d(u) + d(v) +d(t) : {u,v,t} € 7(T)}.

Definicja 2.9. Dla kazdego wierzchotka v € G funkcjg bazowg nazywamy war-
tos¢:
k(v) = max{a(v,u,t) : {v,u,t} € 7(T)},

gdzie
d(u) + d(v) + d(t)

3 )
jest zaokraglona w gére srednia waga w trojkacie {u,v,t} € 7(T).
Wartosé funkeji x(v) jest jedna trzecia wagi najciezszego trojkata zawierajacego
wierzchotek v.

a(u,v,t) =

Z powyzszej definicji natychmiast wynika zalezno$¢ pomiedzy wazona liczba
klikowa a funkcjg bazowa.

Fakt 2.10
Dla kazdego wierzcholka v € G

K(v) < PJ(SGW .

Definicja 2.11. Wierzchotek v € G nazywamy lekkim, jesli d(v) < k(v). W prze-
ciwnym przypadku wierzchotek nazwiemy ciezkim. Jedli d(v) > 2k(v), to wierz-
chotek v nazwiemy bardzo ciezkim.
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Definicja 2.12. Wierzchotek u nazwiemy niewazkim sgsiadem wierzchotka v,
jesli d(u) < max{a(v,u,t) : {v,u,t} € 7(T)}

Fakt 2.13 (Witkowski, 2008)
Kazdy wierzcholek u, ktory jest niewazkim sgsiadem pewnego wierzchotka v, jest
lekkim wierzchotkiem w G.

Dowdd. Jedli dla ustalonego v, d(u) < max{a(v,u,t) : {v,u,t} € 7(T)}, to réw-
niez dla dowolnego v d(u) < max{a(v,u,t) : {v,u,t} € 7(T)}, a co za tym idzie
d(u) < k(u). O

Fakt 2.14 (Witkowski, 2008)
Kazdy ciezki wierzcholek v € G posiada co najmniej trzech niewazkich sgsiadow
w@G.

Dowdd. Dla kazdego trojkata z 7(T') zawierajacego ciezki wierzchotek v co naj-
mniej jeden z jego sgsiadow jest niewazki. Gdyby tak nie byto, wowczas dla w i ¢
tworzacych z v trojkat, dla ktérego a(u,v,t) = max{a(z,y, z) : {z,y,z} € 7(T)},
zachodzityby nieréwnosdci:

d(u) > a(u,v,t
d(t) > a(u,v,t
d(v) > k(v) > a(u,v,t)

~— —

Dodajac je stronami wychodzi
d(u) +d(t) + d(v) > 3a(u,v,t) > d(u) + d(t) + d(v)

czyli sprzecznosé. Wierzchotek v w pokryciu trojkatnym wchodzi w sktad szesciu
trojkatow i ma szesciu sasiadow, sposrod ktorych kazdy wystepuje w doktadnie
dwoch tréjkatach. Jesli w kazdym tréjkacie co najmniej jeden sasiad jest niewazki,
to niewazkich sasiadéw musi by¢ co najmniej trzech. O

W opisywanym algorytmie uzyjemy procedury z dowodu Twierdzenia 1.28,
ktora jest algorytmem multikolorowania graféw dwudzielnych.

Algorytm 2.15 (Narayanan, Shende, 2000).

Niech H = (V, E, d) bedzie wazonym grafem dwudzielnym z danym dwupodzia-
tem V = V' UV” (kazdy wierzchotek wie, w ktérej czesci dwupodziatu sie znaj-
duje). Optymalne multikolorowanie grafu H mozna uzyskaé¢ poprzez nastepujacy
algorytm rozproszony:

Krok 0 Jedli v € V', woéwczas przypisuje sobie zbiér

{1,2,...,d(v)}.
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Krok 1 Jedliv € V"’ woéwczas przypisuje sobie zbior
{m(v) +1,m(v) +2,...,m(v) +d(v)},

gdzie m(v) = max{d(u) : {u,v} € E}.

Dowdd poprawnosci algorytmu. 7 definicji funkcji m(v) tatwo zauwazyé, ze nie
pojawi sie zaden konflikt w tym multikolorowaniu. Najwiekszg liczbg uzyta do
okreslenia tego multikolorowania jest

max{max{d(v) : v € V'}, max{d(v) + m(v) : v € V"}}
= max{max{d(v) : v € V'}, max{d(v) + max{d(u) : {u,v} € E} :v € V"}}
= max{max{d(v) : v € V'}, max{d(v) + d(u) : {u,v} € E}}
= w(G).

Przeksztalcenia te sa prawdziwe, gdyz w grafie dwudzielnym jedynymi klikami
sg krawedzie oraz wierzchotki izolowane. O

Algorytm 2.15 dziatla w modelu 1-lokalnym, gdyz kazdy wierzchotek v do
obliczenia swojego zbioru uzywa tylko swojej funkcji wagi d(v) oraz wartosci
m(v), do ktérej wyliczenia niezbedna jest jedynie wiedza o wadze najblizszych
sasiadow. Uwaga ta jest prawdziwa tylko przy zalozeniu, ze wierzchotek wie,
w ktorej czeSci dwupodziatu sie znajduje.

Do multikolorowania grafu heksagonalnego uzywa sie koloréw ze specjalnych
zbioréw znanych paletami.

Definicja 2.16. Poprzez palete barw (w skrocie palete) rozumiemy zbidr par
{(¢,1) }ien dla pewnego ustalonego c.

W szczegdlnodei, jedli ¢ € {R,G, B}, méwimy o bazowej palecie barw (palecie
czerwonej, zielonej i niebieskiej). Kazdy wierzchotek posiada swoja bazowa palete
barw w zaleznosci od swojego koloru w kolorowaniu bazowym (patrz Obserwa-
cja 1.12).

W opisywanym algorytmie oprécz bazowych palet barw uzywana jest takze
dodatkowa paleta barw (¢ = X). Kazda paleta jest w tym przypadku réwnej wiel-
kosci, a ich moc wynosi [w(G)/3] (i € {1,...,[w(G)/3]}). W tym szczegblnym
przypadku (nie zawsze jest to prawda) mozna utozsamic palety ze zbiorami liczb,
ktore sg uzywane do multikolorowania grafu G:

— czerwona paleta bazowa: {4i:i =1,..., [w(G)/3]}

— niebieska paleta bazowa: {4i —1:7 =1,..., [w(G)/3]}
— zielona paleta bazowa: {4i —2:7 =1,..., [w(G)/3]}
— dodatkowa paleta barw: {4i —3:7 =1,..., [w(G)/3]}

28



Podczas multikolorowania grafu heksagonalnego w modelu 2-lokalnym nie
jest uzyty zaden kolor, ktéry nie znajdowalby sie w jednej z tych palet. Zatem
wszystkich koloréw uzytych do prawidtowego multikolorowania jest nie wiecej niz
sw(G) + 4.

Przypomnijmy, ze w 2-lokalnym modelu obliczen kazdy wierzchotek zna swo-
je wspolrzedne, jak rowniez swoja wage oraz wage wszystkich swoich sgsiadow
w odlegtosci 2. Przy pomocy tej wiedzy musi okresli¢, ktore kolory z podanych
wczedniej palet sobie przypisze.

Algorytm sktada si¢ z czterech gtéwnych faz. W pierwszej z nich kazdy wierz-
chotek przypisuje sobie k(v) koloréw ze swojej bazowej palety barw. Po tym kroku
pokolorowane sa wszystkie wierzchotki lekkie, a pozostate tworzg graf heksago-
nalny bez tréjkatéw. Co wiecej, po technicznym usunieciu bardzo ciezkich wierz-
chotkéw, wazona liczba klikowa tego grafu nie przekracza [w(G)/3]. W drugiej
fazie poprzez usuwanie z pozostatego grafu okreslonych naroznikow konstruowany
jest graf dwudzielny i multikolorowany przy pomocy Algorytmu 2.15 uzywaja-
cego koloréw z dodatkowej palety barw. Po tej fazie w grafie pozostaja jedynie
wierzchotki izolowane oraz pewien szczegolny przypadek naroznikow potaczonych
mostem dlugosci jeden. W kolejnej fazie usuwane sa z grafu wierzchotki izolowane
poprzez pozyczenie im koloréw z bazowych palet barw ich lekkich sasiadow. Do tej
pory wszystkie fazy moga by¢ wykonane w modelu 1-lokalnym. Jednak w ostat-
niej fazie nalezy przypisac¢ kolory rowniez do pozostatych naroznikow potaczonych
mostem, do czego niezbedna jest wiedza o wierzchotkach w odlegtosci 2.

Algorytm 2.17 (Witkowski, 2009).
Krok 0 Dla kazdego wierzchotka v = (x,y) € V wyznacz jego kolor bazowy

R if x42ymod3=0
be(v) =% G if z+2ymod3=1,
B if z+2ymod3=2

oraz wartos¢ jego funkcji bazowej

k(v) = max { {d(“) + d;”) LU} T(T>} .

Krok 1 Do kazdego wierzchotka v € V' przypisz pierwsze min{x(v),d(v)} ko-
lorow z jego bazowej palety barw. Utworz nowy wazony graf heksagonalny
bez tréojkatow Gy = (Vi, By, dy), w ktorym dy(v) = max{d(v) — x(v),0},
V1 C V jest zbiorem wierzchotkéw z dy(v) > 0 (ciezkie wierzchotki), a F; C
jest zbiorem wszystkich krawedzi z G, ktorych oba konce znajduja sie w V)
(E jest indukowany wierzchotkowo przez V7).

Krok 2 Dlakazdego wierzchotka v € Vy, dla ktérego dy (v) > k(v) (bardzo cigzkie
wierzchotki) przypisz pierwsze k(v) koloréw z dodatkowej palety barw oraz
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kolory nie powodujace konfliktu z bazowej palety barw jego prawego (lekkiego)
sasiada. Utworz nowy wazony graf G = (Va, Es, ds), w ktérym ds jest réznica
pomiedzy d;(v) a liczba koloréw przypisanych do v w tym kroku, V5 C V)
jest zbiorem wierzchotkéw z do(v) > 0, a Ey C E) jest zbiorem wszystkich
krawedzi z G, ktoérych oba kofice znajduja sie w V, (Ey jest indukowany
wierzchotkowo przez V5).
Krok 3 Dla kazdego wierzchotka v € V, wyznacz wartos¢ nastepujacej funkeji
p:
— jesli v = (z,y) jest naroznikiem:
— jesli z mod 2 = y mod 2 to p(v) = y mod 2
— jesli x mod 2 # y mod 2 to p(v) = 2
— jesli v = (2, y) nie jest naroznikiem:
— jesli v ma goérnego-lewego lub dolnego-prawego sasiada w Go to
p(v) = x mod 2
— jesli v ma goérnego-prawego lub dolnego-lewego sasiada w Ga to
p(v) =y mod 2
— jesli v ma lewego lub prawego sasiada w Go to p(v) = x mod 2
Krok 4 Usun z grafu Gy wierzchotki, dla ktorych wartosé funkeji p wynosi 2.
Dla tak powstatego grafu G, zastosuj Algorytm 2.15 uzywajac koloréw z do-
datkowej palety barw i korzystajac z dwupodziatu wynikajacego z wartosci
funkcji p. Utworz nowy wazony graf Gs = (Vi, Es3,d3), w ktérym ds = dy jest
takie samo jak w Ga, V3 C V5 jest zbiorem wierzchotkéw z p(v) = 2, a Ej
jest zbiorem wszystkich krawedzi z G5, ktorych oba konce znajduja sie w V3
(Ej5 jest indukowany wierzchotkowo przez V3).
Krok 5 Do kazdego wierzchotka izolowanego v € V3 przypisz wolne kolory z ba-
zowej palety barw jego lekkich sasiadéw w T
Krok 6 Dla kazdej krawedzi izolowanej {v,u} € G5 (v jest lewym sasiadem ),
do wierzchotkow v i u przypisz kolory z bazowej palety barw ich niewazkich
sasiadéw w nastepujacy sposob:
— do v przypisz kolory dla i z przedziatu {x(v) — ds3(v) + 1,..., k(v)},
— do u przypisz kolory dla i z przedziatu
{a(u,v,7) —ds(v) —ds(u) +1,...,a(u,v,r) —ds(v)}
gdzie r jest wspolnym niewazkim sasiadem v i u z wieksza wartoscig funkcji
wagi w wyjdciowym grafie G.
Krok 7 Dla u,v,r zdefiniowanych jak w Kroku 6, niech s bedzie prawym sasia-
dem w, a t bedzie prawym sasiadem s. Jesli d(s) > d(r) woéwczas:
— Przypadek (7.1) jesli ¢ jest lekkim albo bardzo ciezkim wierzchotkiem
w G lub nie jest naroznikiem w Gg, to podmien przypisane kolory do s
uzywajac kolorow z bazowej palety barw wierzchotka s dla ¢ z przedziatu

{1,....d(r)} U{k(s) — (d(s) —d(r)) + 1,...,k(s)}.
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— Przypadek (7.2) jedli t jest naroznikiem w G5 i s ma doktadnie dwoch do-
datkowych sgsiadow w,w’ € G5 polozonych w stosunku do siebie pod ka-
tem 7 (p(w) = p(w')), to podmien warto$¢ funkeji p(s) = (14+p(w)) mod 2
i podmien kolory przypisane do s na takie, jakie otrzymatby ten wierzcho-
tek podczas uruchomienia Algorytmu 2.15 w Kroku 4.

— Przypadek (7.3) jedli ¢ jest naroznikiem w G5 i s ma doktadnie dwdch
dodatkowych sgsiadow w,w € Gy potozonych w stosunku do siebie pod
katem 7/3 (p(w) # p(w')), to podmien kolory przypisane do s uzywajac
koloréw z dodatkowej palety barw.

— Przypadek (7.4) jedli t jest naroznikiem w Gy i s ma wiecej niz dwdch
dodatkowych sasiadow w (G5, to podmien przypisane kolory do s uzywajac
ostatnich d(s) wolnych koloréw z dodatkowej palety barw. Jesli bedzie
to konieczne, odpowiednio podmien kolory przypisane sasiadom s, ktérzy
uczestniczyli w Kroku 4 w Algorytmie 2.15 z wartoscig p réwna 1.

W przeciwnym przypadku kolorowanie jest juz wtasciwe.

Dowaod poprawnosci algorytmu.

Na samym poczatku przed wykonaniem jakichkolwiek krokéw nastepuje ko-
munikacja na odlegto$¢ 1 — kazdy wierzchotek wysyta swoim sgsiadom informacje
o swojej wadze. Kolejna komunikacja bedzie niezbedna dopiero przed Krokiem 6,
o ile w grafie G5 znajduja sie jakies krawedzie. Wtedy kazdy wierzchotek wysyta
swoim sgsiadom informacje zebrane wczesniej, czyli kazdy otrzymuje informacje
o sgsiadach w odleglosci 2. Poza ta wiedzg kazdy wierzchotek zna swoje wspot-
rzedne (z,y) w pokryciu tréjkatnym 7.

Krok 0 nie wymaga dowodu.

W Kroku 1 kazdy ciezki wierzchotek v przypisuje sobie x(v) koloréw ze swo-
jej bazowej palety barw, podczas gdy kazdy lekki wierzchotek u przypisuje sobie
pierwsze d(u) koloréw ze swojej bazowej palety barw. Zatem G zawiera tylko
wierzchotki cigzkie w G.

Lemat 2.18
G jest grafem heksagonalnym bez trojkatow.

Dowdéd. W kazdym tréjkacie z 7(T') co najmniej jeden wierzchotek jest lekki. Gdy-
by tak nie bylo, wéwczas dla tréjkata {v,u,t} € 7(T) sktadajacego si¢ z samych
ciezkich wierzchotkéw zachodzityby nieréwnosci

d(u) > k(u) > a(u,v,t)
d(t) > k(t) > a(u,v,t)
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d(v) > k(v) > a(u,v,t)

Dodajac je stronami wysztoby
d(u) +d(t) + d(v) > 3a(u,v,t) > d(u) + d(t) + d(v),

czyli sprzecznosé. Zatem z kazdego trojkata w 7(7') usuniety zostanie przynaj-
mniej jeden wierzchotek, z czego wynika, ze graf G, jest grafem heksagonalnym
bez tréjkatow. O

Wage kazdego wierzchotka v w grafie Gy mozna opisa¢ wzorem
di(v) = d(v) — k(v).

W Kroku 2 kolorowane sa jedynie wierzchotki spetniajace nieréwnosé
di(v) > k(v). Poniewaz dy(v) = d(v) — k(v) > k(v) zatem sa to bardzo cigzkie
wierzchotki w G. Jesli wierzchotek v jest bardzo ciezki w G woéwcezas jest wierz-
chotkiem izolowanym w G;. W przeciwnym przypadku bowiem, dla pewnego
{v,u,t} € 7(T) zachodzitoby

d(v) + d(u) > 2k(v) + k(u)
> 3a(v, u,t)
> d(v) + d(u)

co daje sprzecznos$¢. Bez straty ogélnosci zatdézmy, ze be(v) = R, a jego prawy
sasiad jest koloru niebieskiego. Niech

Dgp(v) = min{k(v) — d(u) : {u,v} € T,bc(u) = B},

bedzie liczbg dostepnych kolorow z niebieskiej bazowej palety barw. Oczywiscie,
Dg(v) > 0 dla kazdego bardzo ciezkiego wierzchotka v € G;. Poniewaz w Kroku 1
kazdy lekki wierzchotek ¢ uzyt doktadnie d(t) kolor6w ze swojej bazowej palety
barw, istnieje co najmniej Dpg(v) dostepnych koloréw w niebieskiej bazowej pa-
lecie barw, ktére wierzchotek v moze sobie przypisaé¢ nie powodujac konfliktéw.
Poza tym wierzchotek v moze przypisaé sobie k(v) koloréw z dodatkowej palety
barw, takze nie powodujac konfliktéw, gdyz nie byly one wczesniej uzywane.
Po wykonaniu tych operacji powstaje graf G5, dla ktérego zachodzi nieréwnosé
w(Gq) < [w(G)/3]. Aby ja udowodni¢ niezbedny bedzie nastepujacy lemat.

Lemat 2.19
W grafie Gy dla kazdej krawedzi {v,u} € Ey zachodzq nieréwnosci

di(v) + di(u) < k(v), di(u)+di(v) < K(u).
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Dowdd. Zatézmy, ze v i u sg ciezkimi wierzchotkami potaczonymi krawedzia w G4
oraz dy(v) + di(u) > k(v). Wowcezas dla pewnego {v,u,t} € 7(T") mielibysmy

A(v) + d(u) = di (v) + £(v) + dy () + K ()
> 20(v) + w(u)
> 3a(u,v,t)
> d(u) + d( )
co daje sprzecznosc. O

Fakt 2.20

ey <[49)

Dowod. W grafie heksagonalnym jednymi klikami sg trojkaty, krawedzie badz
wierzchotki izolowane. Poniewaz (7 jest grafem heksagonalnym bez trojkatow
(Lemat 2.18), takze GGo nie zawiera trojkatéw, zatem do oszacowania wazonej
liczby klikowej nalezy sprawdzi¢ jedynie krawedzie i wierzchotki izolowane.

Dla kazdej krawedzi {v,u} € Ey z Lematu 2.19 oraz Faktu 2.10 wiadomo, ze

da(v) + da(u) < dy(v) + dy(u) < K(v) < FU(SGW :

Dla wierzchotka izolowanego v € (G5 rowniez chcieliby$my otrzymac nierdw-
nos¢ do(v) < [w(G)/3]. Rzeczywiscie, jesli do(v) < k(v), nieréwnosé ta zachodzi
na mocy Faktu 2.10. Jesli natomiast dy(v) > k(v), wéwezas réwniez d; (v) > k(v),
wiec wierzchotek v w Kroku 2 musi przypisa¢ sobie k(v) koloréw z dodatkowej
palety barw oraz pozyczy¢ kolory z bazowej palety barw swojego prawego sgsia-
da. Wtedy, przy zalozeniu, ze be(v) = R, a kolor bazowy jego prawego sasiada to
niebieski wychodzi, ze

dy(v) = dy(v) — k(v) — Dp(v)
< d(v) — k(v) — k(v) — K(v) + d(u)
< d(v) 4+ d(u) — 3k(v)
<0

dla pewnego {v,u} € T, be(u) = B. Zatem, dy(v) < [w(G)/3], czyli
w(Gs) < [w(G)/3]. m
Zauwazmy, ze dowodzie Lematu 2.20 zostalo jednoczeénie wykazane, ze w Go

nie ma bardzo ciezkich wierzchotkéw, gdyz zostaty one catkowicie pokolorowane
w Kroku 2.

33



W Kroku 3 kazdy wierzchotek v musi zdecydowaé, czy jest naroznikiem w Go,
czy tez nie. W modelu 1-lokalnym (ktéry zostaje utrzymany do Kroku 6) wierz-
chotek nie wie, ktory z jego sasiadéw jest ciezki (a wiec wciaz istniejacy w grafie
Gs), a ktory lekki. Wierzchotek v moze jedynie wyznaczy¢ sobie sasiadéw, dla
ktérych spetniona jest nier6wnosé d(u) < max{a(v,u,t) : {v,u,t} € 7(T)}. Jest
to nieréwnos¢ z Definicji 2.12 niewazkiego sasiada. Jak wynika z Faktu 2.13 w ten
sposob wierzchotek v moze okresli¢, ktorzy jego sasiedzi na pewno nie wystepuja
w grafie Go. W przypadku wszystkich pozostatych sasiadow wierzchotek v zakta-
da, ze wystepujg w grafie G5. Korzystajac z tej informacji wierzchotek v moze
oceni¢, czy jest naroznikiem, czy tez nim na pewno nie jest. Na mocy Faktu 2.14
wiadomo, ze wierzcholek v ma co najmniej trzech niewazkich sasiadéw. Jesli v ma
wiecej niz czterech niewazkich sasiadéw, woéwczas nie jest naroznikiem. Jesli v ma
czterech niewazkich sasiadéw, wowczas pozostate dwa nie sa niewazkie. Jezeli kat
utworzony przez krawedzie taczace wierzchotek v z tymi sasiadami, ktorzy nie sg
niewazcy, wynosi m, wowczas v nie jest naroznikiem, a w przeciwnym przypadku
v jest naroznikiem. Jesli v ma doktadnie trzech sasiadow niewazkich, wowczas
jest naroznikiem.

W Kroku 4 uruchomiony zostaje Algorytm 2.15 na grafie indukowanym wierz-
chotkowo na G5 przez wierzchotki o wartosci funkcji p(v) € {0, 1}. Funkcja p na
linii prostej zachowuje sie jak funkcja ,parzystosci” wyznaczajac wierzchotki ,pa-
rzyste” i ,nieparzyste”, natomiast w naroznikach p przyjmuje wartos¢ rozna od
2 tylko wowczas, jesli ,,parzystosé” we wszystkich kierunkach jest zgodna. Zatem
graf bedacy na wejéciu Algorytmu 2.15 jest dwudzielny, a dwupodzial jest dany
poprzez wartosci funkcji p odpowiednio 0 i 1. Pojawia sie natomiast inny problem
— Algorytm 2.15 jest rzeczywiscie 1-lokalny, gdyz korzysta jedynie z funkcji wagi
najblizszych sasiadéw. W tym przypadku jednak wierzcholek v nie zna wartosci
funkcji dy swoich sasiadéw, a bez niej nie moze wyznaczy¢ wartosci funkeji m(v)
niezbednej podczas Algorytmu 2.15. Aby uniknaé¢ tego problemu mozna jednak
zastapi¢ warto$¢ ds(u) przez di(u), ktéra oznacza liczbe pozostatych do przydzie-
lenia koloréw w wierzchotku u oczekiwana przez wierzchotek v po Kroku 2 (nie-
formalnie rzecz ujmujac, ile wydaje sie wierzchotkowi v, ze u potrzebuje jeszcze
koloréw). Wéwczas powstaje nowa funkcja m/(v) = max{[ds(u)] : {u,v} € Es}.
Doktadniej

ds(u) = d(u) — max{a(u,v,t) : {u,v,t} € 7(T)}

Przy tej zamianie nalezy by¢ jednak ostroznym, gdyz di(u) > do(u) dla dowolnej
krawedzi {u,v} € Es. Jednakze prawdziwy jest ponizszy lemat.

Lemat 2.21
Dla kazdej krawedzi {v,u} € Ey zachodzi nieréwnosé

dy(v) + dy(u) < K(v).
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Dowad. Zatdézmy, ze podana w tresci lematu nierownos¢ nie jest prawdziwa. Niech
b(u,v) = max{a(u,v,t) : {u,v,t} € 7(T)}.
Woéwezas, dla pewnego {t,v,u} € 7(T) zachodzitoby

d(v) + d(u) = dz(v) + £(v) + dy(u) + b(u, v)
> 2k(v) + b(u, v)
> 3a(u,v,t)
> d(u) 4+ d(v)

co daje sprzecznosc. O

Jak wynika z Lematu 2.21, jesli zamiast dy w wierzchotkach z drugiego zbioru
w dwupodziale grafu G, uzyta zostanie funkcja dj, Algorytm 2.15 zadziata i uzyje
nie wiecej niz [w(G)/3] koloréw (na mocy Faktu 2.10), ktéra to liczba nie prze-
kracza rozmiaru dodatkowej palety barw, z ktérej algorytm moze skorzystac. Wy-
konywana procedura nie spowoduje rowniez konfliktow z wezesniej przypisanymi
kolorami, poniewaz jedynie wierzchotki izolowane w G przypisywaty sobie kolory
z dodatkowej palety barw, a one nie moga by¢ potaczone krawedziag z zadnymi
wierzchotkami z Gs.
Po pelnym pokolorowaniu wierzchotkéw z p(v) € {0,1} w Kroku 4, pozostaly
jedynie narozniki z Gy o wartosci funkeji p(v) = 2. Tworza one nowy wazony
graf GG3. Struktura tego grafu jest bardzo specyficzna. Jesli sgsiedzi naroznika v
w (o byli wierzchotkami, ktore nie sg naroznikami, wowczas v jest wierzchotkiem
izolowanym w G3. Jedli natomiast naroznik byt polaczony krawedzig z jakims
innym naroznikiem w G5, wéwczas musiata zajs¢ jedna z trzech sytuacji przed-
stawionych na Rysunku 2.1.

Rysunek 2.1. Wszystkie mozliwosci powstania krawedzi pomigdzy naroznikami w grafie
G2 (z podanymi w nawiasach wspéirzednymi mod 2)

Zauwazmy, ze w przypadkach (a) i (b) na Rysunku 2.1, naroznik v z p(v) = 2
ma zawsze za sasiada naroznik u dla ktérego p(u) € {0,1}. Rzeczywiscie dla
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v = (z,y) w tych przypadkach x mod 2 # y mod 2 wiec w wierzchotku u zmienia
sie doktadnie jedna wspétrzedna o dokladnie 1, a co za tym idzie p(u) # 2. Takie
wierzchotki sa zatem wierzchotkami izolowanymi w G'3. Oprocz nich jedyng mozli-
wa konfiguracja w G5 sa dwa potaczone narozniki z przypadku (c) przestawionego
na Rysunku 2.1, z ktérych powstaje pojedynczy most (patrz Definicja 1.17).

W Kroku 5 rozpatrywane sg wierzchotki izolowane v € (3, dla ktoérych uzywane
sa ponownie bazowe palety barw. Wierzchotek v jest naroznikiem w G5, wiec ma
trzech niewazkich sgsiadéw o tym samym kolorze bazowym. Bez straty ogdélnosci
mozna zatozyé, ze be(v) = R, a kolorem bazowym jego trzech niewazkich sasiadow
jest kolor niebieski. Z definicji funkcji D wprowadzonej przy dowodzeniu Kroku 2
wiadomo, ze istnieje Dp(v) wolnych koloréw z niebieskiej palety barw, ktére
przypisane do v nie spowoduja konfliktu z zadnym z sasiadéw.

Lemat 2.22
Dla kazdego czerwonego wierzchotka izolowanego v € Gz, ktory posiada trzech
niebieskich niewazkich sgsiadow w T, zachodzi nieréuwnosé

dg("U) < DB(U).

Dowdd. Niech A = {u,v,t} € 7(T) bedzie tréjkatem, w ktérym ¢ jest zielonym,
ciezkim sgsiadem v, a u jest niebieskim, niewazkim sasiadem v. Niech sa(t) =
d(t) — a(u,v,t). Wowczas

0> d(v) —a(u,v,t) +d(t) — a(u,v,t) + d(u) — a(u,v,t)
> d(v) — £(v) + sa () + d(w) — £(0)
> dy(v) + sa(t) — Dp(v
> dy(v) + sa(t) — Dp(v
= d3(v) + sa(t) — Dp(v)
Poniewaz t jest cigzkim sasiadem v, zatem d3(v) < Dp(v). O

Z Lematu 2.22 wynika, ze v ma do swojej dyspozycji wystarczajaca liczbe
wolnych koloréw z niebieskiej bazowej palety barw i moze je sobie przypisa¢ nie
powodujac zadnych konfliktow.

Do tego momentu algorytm dziatal z powodzeniem w modelu 1-lokalnym. Po-
kolorowane zostaly wszystkie wierzchotki za wyjatkiem przypadku, w ktérym
dwa narozniki w grafie heksagonalnym bez tréjkatow sa potaczone pojedynczym
mostem. Aby rozwigza¢ ten przypadek potrzebna jest dodatkowa komunikacja
i przejscie do modelu 2-lokalnego, w ktérym algorytm rzeczywiscie pokoloruje
graf heksagonalny w kazdym przypadku. Problem z naroznikami potaczonymi
pojedynczym mostem pojawia si¢ takze w przypadku wielu innych algorytmow
(np. w pracach [28, 32]). W rzeczywistosci w tym algorytmie ograniczenia na graf
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wejsciowy sa mniejsze, gdyz narozniki nie moga by¢ potaczone tylko w jednej
orientacji. Wszystkie zabronione konfiguracje w grafie GGy zostaty przedstawione

N
AR

Rysunek 2.2. Wszystkie mozliwoséci wystapienia naroznikoéw potaczonych pojedynczym

na Rysunku 2.2.

mostem.

Niestety w modelu 1-lokalnym nie mozna stwierdzi¢, czy graf zawiera jedna
z tych konfiguracji, czy tez nie. Aby to zrobi¢ trzeba wykonaé¢ 2-lokalng komuni-
kacje i dopiero woéwczas mozna ocenic, czy dalsze kroki algorytmu sa potrzebne.
Po tej komunikacji mozna w czasie staltym dokonczy¢ multikolorowanie grafu nie
zwigkszajac zakresu kolorow niezbednych w algorytmie.
Jesli krawedZ {v,u} € Gj3 jest izolowana (a tylko takie przypadki moga jeszcze za-
chodzi¢ po wykonaniu Kroku 5), to x, mod 2 # y, mod 2, z, mod 2 # y, mod 2
i wierzchotki v i u musza by¢ umieszczone jak w przypadku (c) na Rysunku 2.1
lub jak na Rysunku 2.3. Niech o, ¢, r, s beda niewazkimi sgsiadami « i v rozmiesz-
czonymi jak na Rysunku 2.3.

. &
. 4
ﬂ‘ '0
0 .V Uy s
& .
0' “
4 .
q s

Rysunek 2.3. Izolowana krawedZ w grafie G3 (dwa narozniki polaczone pojedynczym
mostem)

Zauwazmy, ze wszyscy niewazcy sasiedzi wierzchotkéw u i v sg tego samego ko-
loru bazowego. Przypomnijmy, ze kazdy podzbior koloréw z dowolnej palety barw
moze by¢ utozsamiany z pewnym podzbiorem liczb naturalnych. Na podstawie
poprzednich krokow algorytmu wiadomo, ze lekkie wierzchotki o, ¢, r, s maja przy-
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pisane kolory ze swoich bazowych palet koloréw dla ¢ zawartego w przedziatach
odpowiednio {1,...,d(0)}, {1,...,d(¢)}, {1,...,d(r)}, {1,...,d(s)}.

Aby udowodnié, ze Krok 6 algorytmu zapewnia poprawne multikolorowanie, na-
lezy sprawdzi¢, czy zbiory koloréw przypisane do sasiednich wierzchotkéw sg roz-
taczne. Wierzchotki v i v z r i ¢ nie stworza konfliktu, gdyz

a(u,v,7) — ds(u) — ds(v) + 1 = a(u,v,r) —d(u) + k(u) — d(v) + K(v) + 1
> 3a(u,v,r) —d(u) —d(v) + 1

d(r)+1

> d(r)

> d(q).

V

Wierzchotki v z u nie stworzg konfliktu, gdyz
k(v) —da(v) +1 > a(u,v,r) — da(v).

Niech s bedzie prawym sasiadem wierzchotka u. Dla wierzchotkéw u i s nalezy
zapewni¢, aby a(u,v,r) — ds3(v) — d3(u) + 1 > d(s). Zalézmy, ze ta nieréwnosé
jest nieprawdziwa. Wowczas

Po Kroku 6 nie ma wiec konfliktéw tylko jesli d(s) < d(r). W przeciwnym przy-
padku powstang konflikty i zeby je zlikwidowa¢ nalezy podmieni¢ czesé kolorow
w pewnych wierzchotkach w Kroku 7.

W Przypadku 7.1 do wierzchotka s przypisane sa ostatnie d(s) — d(r) kolory
z jego bazowej palety barw. Wierzchotki s i v nie stworza konfliktu, tylko jesli
k(s)—d(s)+d(r) = a(u,v,r)—ds(v) ia(u,v,r)—ds(v)—ds(u)+1 > d(r). Zatdézmy,
ze pierwsza z tych nieréwnosci nie zachodzi. Przypomnijmy, ze do(u)+d(s) < k($)
i do(u) < alu,v,r) — do(v). Wowezas mielibySmy

0> k(s) —d(s) +d(r) — a(u,v,r) + da(v)
> k(s) —d(s) — da(u)
>0
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co daje sprzecznosé. Teraz zatdozmy, ze druga z tych nieréwnosci nie zachodzi.
Wowezas mieliby$my

d(r)

co ponownie daje sprzeczno$¢. W zwiazku z tym wierzchotki s i v nie stworza kon-
fliktu. Jesli wierzchotek ¢ jest lekki lub nie jest naroznikiem, wowczas na skutej tej
podmiany koloréw nie powstang zadne konflikty w innych miejscach. Takze jesli
t jest bardzo ciezki nie powstang zadne konflikty, gdyz w Kroku 2 wierzchotek ¢
pozyczat kolory od swojego prawego sasiada, a nie od lewego.

W Przypadku 7.2 wierzchotek s ma czterech sgsiadow w Gs: lewego, prawego
(narozniki w Gi), a takze dwa dodatkowe wierzchotki (oznaczmy je przez w
i w') lezace w stosunku do siebie pod katem w. Zauwazmy, ze jesli w = (x,y)
tow = (x £ 2,y +2), wiec p(w) = p(w’). W takim przypadku do wierzchotka
s mozna przypisa¢ nowa warto$¢ p(s) = (1 + p(w)) mod 2 i przypisa¢ do s ko-
lory z dodatkowej palety barw w taki sposob, w jaki zrobitby to Algorytm 2.15
w Kroku 4. Nie powstang zadne konflikty, gdyz w sgsiedztwie wierzchotka s je-
dynie wierzchotki w i w’ przypisywaly sobie kolory z dodatkowej palety barw
w poprzednich krokach, ale d(s) 4 do(w) < k(s) 1 d(s) + da(w') < K(s).

W Przypadku 7.3 wierzcholek s ma czterech sasiadow w Ga: lewego, prawego
(narozniki w G3), a takze dwa dodatkowe wierzchotki (oznaczmy je przez w i w')
lezace w stosunku do siebie pod katem 7 /3. Zauwazmy, ze jesli w = (x,y) to w' =
(x£1,y£1), wiec p(w) # p(w’). Poniewaz wierzchotki w i w’ w Kroku 4 przypisaly
sobie dy(w) + da(w') koloréw z dodatkowej palety barw, to do dyspozycji jest

K(s) = da(w) — da(w') = k(s) — d(w) + £(w) — d(w') + r(w')
> 3a(s,w,w') — d(w) — d(w")
> d(s)

nie uzywanych koloréw z dodatkowej palety barw, ktore nie spowodujg konfliktu
i ktore wierzchotek s moze uzy¢ do kolorowania samego siebie. Zauwazmy tez, ze
jesli wierzchotki w i w' sg jedynymi sasiadami s za wyjatkiem wu i t, to nie moga
leze¢ w stosunku do siebie pod katem 27 /3. Gdyby tak byto, woéwczas oba te
wierzchotki bytyby sasiadami s (albo t), ale wtedy ¢ (albo odpowiednio s) miatby
co najwyzej jednego sasiada w (G5 i nie bytby naroznikiem — sprzecznosc.

W Przypadku 7.4 wierzchotek s ma ponad czterech sgsiadéw w (5. Niech b i ¢
beda przylegtymi do siebie sasiadami wierzchotka s, roznymi od ¢ i u. Zatézmy bez
straty ogélnosci, ze p(c) = 0, a p(b) = 1 (c znalazto sie w pierwszym, a b w drugim

39



zbiorze w dwupodziatem podczas uruchamiania Algorytmu 2.15 w Kroku 4).
Niech e bedzie trzecim sgsiadem wierzchotka b o tym samym kolorze bazowym co
¢, a f, f' beda jego niewazkimi sgsiadami o kolorze bazowym takim samym jak
wierzchotka s (patrz Rysunek 2.4).
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Rysunek 2.4. Rozmieszczenie wierzchotkéw w Przypadku 7.4

Jesli e jest wierzchotkiem lekkim w G lub jest naroznikiem w Go badz tez
d5(c) > db(e) to najwickszy kolor z dodatkowej palety barw przypisany do wierz-
chotkéw b lub ¢ przyjmuje wartos¢ ¢ réwng

1(b,c) = d5(c) + da(b) = d(c) — max{a(c, b, s),alc,b, )} + d(b) — k(D).

Zatem s moze przypisa¢ sobie kolory dla ¢ 2z  przedziatu
{l(bye) +1,...,l(b,c) + d(s)} z dodatkowej palety barw i nie powstana w ten
sposob zadne konflikty. Nalezy jednak sprawdzi¢, czy s nie przypisal sobie ko-
loréw spoza przedziatu wyznaczonego dla pojemnosci dodatkowej palety barw.
Wiadomo, ze

w(@)/3 = 1(b,c) = w(G)/3 — d(c) + max{a(c, b, s),a(c,b, f)} — d(b) + r(b)
3max{a(c,b,s),a(e,b, f)} —d(c) — d(b)

masx{d(s), d(f)}

d(s).

V

\YARVY

Czyli najwiekszy kolor przypisany do s jest nie wiekszy niz w(G)/3. Jedli e nie
jest naroznikiem w Gq i d5(c) < dj(e) to

1(b, c) = d5(e) + dy(b) = d(e) — max{a(e, b, f),ale, b, f')} + d(b) — k(D).
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Wtedy

w(@)/3 = 1(b,c) = w(@)/3 —d(e) + max{al(e,b, f),ale, b, ')} — d(b) + k(b)
> 3max{a(e, b, f),ale, b, )} —d(e) — d(b)
> max{d(f),d(f")}.

Jesli max{d(f),d(f")} > d(s) to do s mozna przypisa¢ kolory dla i z przedziatu
{l(b,c) + 1,...,1(b,c) + d(s)} z dodatkowe]j palety barw i nie powstana w ten
sposob zadne konflikty, a s nie pozbedzie si¢ koloréw przypisanych sobie wezesniej
z bazowej palety barw. Jesli jednak max{d(f),d(f")} < d(s) to trzeba wykonaé
Dodatkowy Krok przekolorowujacy wierzchotek b, aby unikngé¢ konfliktow.

Krok Dodatkowy Niech b bedzie naroznikiem w G, oraz p(b) = 1.

Przypadek (i) Jesli jego dolny-prawy (albo gérny-prawy) sasiad (¢) jest na-
roznikiem w Gy, jego gorny-prawy (dolny-prawy) sasiad (e) nie jest narozni-
kiem w (9, niech ¢ oznacza lewego sasiada b, r oznacza lewego sasiada c, s
oznacza dolnego-lewego (gbérnego-lewego) sasiada b, u oznacza lewego sasiada
s, a f, f' oznacza pozostalych niewazkich sasiadéw b (patrz Rysunek 2.4).
Jedli u jest bardzo ciezkim wierzchotkiem w G, d(r) < d(s), d3(c) < dj(e)
i max{d(f),d(f")} < d(s) to podmieir ostatnie d(s) — max{d(f),d(f")} ko-
loréw z dodatkowej palety barw na {max{d(f),d(f)}+1,...,d(s)} kolorow
z bazowej palety barw wierzchotka s.

Przypadek (ii) Jesli jego gorny-lewy (albo dolny-lewy) sasiad (u) jest naroz-
nikiem w Gy, jego dolny-lewy (gérny-lewy) sasiad (e) nie jest naroznikiem
w (9, niech ¢ oznacza prawego sasiada b, v oznacza lewego sgsiada u, r ozna-
cza gornego-lewego sasiada u, g oznacza dolnego-lewego sasiada u, s oznacza
gérnego-prawego (dolnego-prawego) sasiada b, t oznacza prawego sasiada s
a [ oznacza pozostalego niewazkiego sasiada b (poréwnaj z Rysunkiem 2.4).
Jedli t jest bardzo ciezkim wierzchotkiem w G, max{d(r),d(q),d(f)} < d(s)
i d5(c) < dj(e) to podmien ostatnie d(s) —max{d(r), d(q)} koloréw z dodatko-
wej palety barw na {max{a(u,v,r),a(u,v,q)} — dsz(v) + 1,...
max{a(u,v,r),a(u,v,q)} —ds(v)+d(s) —max{d(r),d(q)}} koloréw z bazowej
palety barw wierzchotka s.

Warunki naktadane na wierzchotki w Dodatkowym Kroku odpowiadaja sy-
tuacji rozpatrywanej w Przypadku 7.4 (patrz Rysunek 2.4). Wynikiem tego kro-
ku jest brak konfliktéw pomiedzy s i jego sasiadami poprzez uwolnienie naj-
wigkszych koloréw z dodatkowej palety barw. Ostatecznie nalezy jeszcze poka-
zaé, ze nie pojawity sie zadne nowe konflikty z wierzchotkiem b. Jesli b jest
sasiadem t, to przypisuje sobie {max{d(f),d(f)} + 1,...,d(s)} koloréw z ba-
zowej palety barw wierzchotka s. Nie zachodzg jednak zadne konflikty ponie-
waz e nie jest naroznikiem, {max{d(f),d(f")} + 1 > max{d(f),d(f’)} 1 naj-
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mniejszy kolor uzyty do pokolorowania wierzchotka ¢t z bazowej palety barw
wierzchotka s jest nie mniejszy niz d(s) + 1. Z drugiej strony, jesli b jest sa-
siadem u to przypisuje sobie kolory {max{a(u,v,r),a(u,v,q)} —ds(v) +1,...,
max{a(u,v,7),a(u,v,q)} —ds(v)+d(s) —max{d(r),d(q)} } z bazowej palety barw
wierzchotka s. Takze wtedy nie zachodzg jednak zadne konflikty poniewaz e nie
jest naroznikiem i

max{a(u,v,7),a(u,v,q)} —ds(v) +1 >
> max{a(u,v,r),a(u,v,q)} — ds(v) —ds(u) + 1 > d(s) > max{d(q),d(r)},

co zostato udowodnione wcze$niej. Nie przekroczymy réwniez zakresu wielkosci
palety gdyz max{a(u,v,r),a(u,v,q)} —ds(v)+d(s) —max{d(q),d(r)} < w(G)/3,
bowiem r(s) — d(s) + max{d(q),d(r)} > max{a(u,v,r),a(u,v,q)} — ds(v), co
rowniez zostato udowodnione wczesniej.

]

W ten sposob zostata wykazana prawdziwos¢ Twierdzenia 2.8.

2.4. Algorytm w modelu 1-lokalnym

W rozdziale tym zostanie opisany algorytm dziatajacy w modelu 1-lokalnym,
ktory potrafi pokolorowaé graf heksagonalny uzywajac nie wiecej niz %w(G) ko-
loréw. Pierwszym wynikiem w modelu 1-lokalnym byt algorytm o wspotczynni-
ku aproksymacji 3/2 przedstawiony w pracy [11].Wynik ten, pomimo iz bardzo
prosty, przez dtugi czas nie byl przez nikogo poprawiony. Dopiero w pracy [2]
pokazano algorytm w modelu 1-lokalnym o wspoétczynniku aproksymacji 13/9
(rzeczywistym wynikiem tej pracy byto multikolorowanie graféw heksagonalnych
bez tréjkatow uzywajac 5w(G) koloréw w modelu 1-lokalnym). Rok p6zniej stwo-
rzytem algorytm w tym modelu o wspétezynniku aproksymacji 17/12 i opisatem
w pracy [36]. Nastepnie wspolnie z Janezem Zerovnikiem udato nam sie poprawié
ten wynik i stworzy¢ w modelu 1-lokalnym algorytm o wspétczynniku aproksy-
macji 7/5. Zostal on opisany w pracy [39].

Twierdzenie 2.23 (Witkowski, Zerovnik, 2009)
Istnieje algorytm 7/5-przyblizajgcy multikolorowanie wazonego grafu heksagonal-
nego w modelu 1-lokalnym, dzialajocy w czasie statym.

Podobnie jak przy poprzednim algorytmie, takze i w tym wazne beda te same
zalozenia wstepne o grafie. Wyjatkiem jest to, ze graf posiada wiedze o wierz-
chotkach w odlegltosci 1. Réwniez wszystkie definicje z Rozdziatu 2.3 znajda tu
zastosowanie, a czes¢ dowodu algorytmu bedzie si¢ powtarza¢. Bedzie rowniez
potrzebnych kilka nowych poje¢ i lematow.
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Oproécz standardowego kolorowania bazowego graféw heksagonalnych w przed-
stawianym algorytmie wykorzystane zostanie réwniez 4-kolorowanie takich gra-
fow. Jest ono okreslone w taki sposéb, ze kazda linia prosta w pokryciu trojkatnym
zawiera doktadnie dwa kolory. Mozna tak zrobi¢ i powstaje woéwczas wiasciwe
4-kolorowanie grafu (patrz Rysunek 2.5). Kolory w tym kolorowaniu nazywamy
kolorami dodatkowymi i oznaczamy przez ec(v). Dla uproszczenia méwimy o do-
datkowych kolorach rézowym (C), btekitnym (M), zéttym (V) i czarnym (K).

/NN

Rysunek 2.5. Przyktad grafu heksagonalnego z 4-kolorowaniem dodatkowymi kolorami.

Dla tak okreslonego 4-kolorowania mozna udowodni¢ nastepujacy lemat.

Lemat 2.24 (Sparl, Witkowski, Zerovnik, 2009)

W grafie heksagonalnym bez trojkgtow kazdy nieparzysty cykl zawiera narozniki
w co nagmniej trzech z czterech kolorow okreslonych w jego kolorowaniu dodatko-
wyma koloramia.

Dowdéd. Niech C' bedzie cyklem w grafie heksagonalnym bez tréjkatow, ktory
zawiera narozniki tylko jednego koloru z kolorowania dodatkowego. Odlegtosé
na linii prostej pomiedzy wierzchotkami o tym samym kolorze dodatkowym jest
zawsze parzysta. Zatem cykl C’ ma parzystg dlugosé.

Niech C” bedzie cyklem w grafie heksagonalnym bez trojkatoéw, ktoéry zawiera
narozniki jedynie w dwoch kolorach z kolorowania dodatkowego. O ile odleglosé
na linii prostej pomiedzy wierzchotkami o tym samym kolorze dodatkowym jest
zawsze parzysta, to odlegto$é na linii prostej pomiedzy wierzchotkami o réznym
kolorze dodatkowym jest zawsze nieparzysta. Cykl C” bedzie sie sktadal z pew-
nych parzystych i nieparzystych odcinkéw lezacych na linii prostej. Niech 11 2
oznaczaja kolory na naroznikach w cyklu C”. Za kazdym razem, kiedy w cyklu
C" znajduje sie prosty odcinek od naroznika w kolorze 1 do naroznika w kolorze
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2 musi istnie¢ rowniez prosty odcinek od naroznika w kolorze 2 do naroznika
w kolorze 1, gdyz jest to cykl. Zatem liczba nieparzystych Sciezek w cyklu C” jest
parzysta. Czyli cykl C” jest parzystej dtugosci.

7 tego wynika, ze kazdy nieparzysty cykl ma narozniki w co najmniej trzech
kolorach dodatkowych. O

Definicja 2.25. Kolorowanie ¥ : V' — {1,... k} grafu G nazywamy dobrym,
jesli dla kazdego nieparzystego cyklu C' w G, dla kazdego 1 < ¢ < k, istnieje
wierzchotek v € C taki, ze U(v) = i. Graf G nazywamy k-dobrym jesli takie
kolorowanie G istnieje.

W pracy [36] pokazano dowdd, ze kazdy graf heksagonalny bez tréjkatow jest
5-dobry, a w pracy [26] udowodniono, ze kazdy graf heksagonalny bez tréjkatow
jest 7-dobry. W dowodzie zostal uzyty lemat, ktory jest réwniez wykorzystywany
przy dowodzie poprawnosci algorytmu.

Lemat 2.26 (Sudeep, Vishwanathan, 2005)

Rozpatrzmy 3-kolorowanie pokrycia trojkgtnego okreslone jak w Obserwacyi 1.12.
Kazdy nieparzysty cykl w grafie heksagonalnym bez trojketow zawiera co najmniej
jeden wierzchotek kazdego koloru, ktory nie jest naroznikiem.

Dowdd. Zatézmy bez straty ogélnosci, ze w G istnieje nieparzysty cykl, w ktorym
nie ma wierzchotkéw, ktore nie sg naroznikami i maja kolor czerwony. Mozna po-
kazac, ze taki cykl mozna pokolorowa¢ dwoma kolorami, co prowadzi do sprzecz-
nosci z jego nieparzystoscia. Aby to zrobi¢, mozna wykazac, ze narozniki pokoloro-
wane na czerwono mozna przekolorowaé na zielono lub niebiesko w taki sposob, ze
kolorowanie nadal pozostaje prawidtowe. W 3-kolorowaniu pokrycia tréjkatnego,
naroznik ma wszystkich swoich sgsiadéw pokolorowanych tym samym kolorem.
Czyli kazdy czerwony naroznik, ktory ma sasiadéw w kolorze kolor niebieskim
mozna przekolorowaé¢ na zielono, a kazdy ktory ma sgsiadéw w kolorze zielonym
mozna przekolorowa¢ na niebiesko. Te operacje dajg prawidtowe 2-kolorowanie
nieparzystego cyklu, co prowadzi do sprzecznosci. O

Fakt 2.27
Kazdy k-dobry graf G jest multikolorowalny przy pomocy %W(G) kolorow. In-
nymi stowy, jesli G jest k-dobry, to

W(G) < xm(G) < hflw(a)w +O(1).

Dowdd. Niech G = (V, E,d) bedzie wazonym grafem, ktéry jest k-dobry, i ktérego
k-dobre kolorowanie ¥ jest dane. Z definicji k-dobroci wynika, ze po usunieciu z G
wierzchotkéw jednego z k kolorow, powstaly graf nie zawiera nieparzystych cykli,
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a co za tym idzie, jest grafem dwudzielnym. Niech
Vi:=V\{v eV :¥(v) =i} bedzie zbiorem wierzchotkéw o kolorze réznym od i

w kolorowaniu W, E; zbiorem krawedzi indukowanym przez V;, a d;(v) := [Z(_vi

bedzie k — 1 czescia funkcji wagi w grafie G. Graf G; := (V,, E;,d;) jest gra-
fem dwudzielnym, oraz w(G;) < % + 2. Dla tego grafu mozna zastosowaé

Algorytm 2.15 optymalnego multikolorowania grafu dwudzielnego. Procedure te
mozna uruchomié¢ dla kazdego grafu G; dlai = {1, ..., k}. W kazdej takiej rundzie
uzyte zostanie % + 2, wiec po wszystkich rundach zostanie uzyte %(Cf) + 2k
koloréw. Kazdy wierzchotek v bierze udzial w doktadnie £ — 1 takich rundach
(wszystkich, oprécz tej, w ktérej zostal usuniety jako wierzchotek o kolorze i)
i w kazdej otrzymuje m(fﬂ koloréw, wiec ostatecznie uzyskuje tyle koloréw ile

potrzebuje nie powodujac konfliktéw ze swoimi sgsiadami. O]

Korzystajac z dowodu Faktu 2.27 mozna stworzy¢ algorytm tworzenia takiego
multikolorowania.

Algorytm 2.28 (Sudeep, Vishwanathan, 2005).
begin
for : :=1to k do
Gi=V,=V\{v eV :¥(v) =i},
E,={{v,u} € E:v,ueV},
i~ [
Wyznacz dwupodziat grafu G;;
Uruchom Algorytm 2.15 do multikolorowania grafu G;;
end ;

W opisywanym algorytmie 1-lokalnym wykorzystane zostang ponownie trzy
bazowe oraz jedna dodatkowa paleta barw. Tak jak w poprzednim rozdziale ba-
zowe palety barw maja rozmiar w(G)/3, natomiast dodatkowa ma inng wielkos¢,
ktora zostanie wyznaczona pozniej.

W 1-lokalnym modelu obliczen kazdy wierzchotek zna swoje wspotrzedne,
jak réwniez swoja wage oraz wage wszystkich swoich sgsiadéw. Przy pomocy tej
wiedzy musi okredli¢, ktére kolory z podanych wczeéniej palet sobie przypisze.

Algorytm sktada sie z trzech gléwnych faz. Pierwsza z nich jest taka sama
jak w Algorytmie 2.17 oraz jak we wszystkich pozostatych znanych algorytmach
multikolorowania graféw heksagonalnych w dowolnym modelu ([2, 11, 12, 19, 20,
21, 29, 30, 36, 37, 39]) — kazdy wierzcholek przypisuje sobie k(v) koloréow ze
swojej bazowej palety barw. Po tej fazie pokolorowane sa wszystkie wierzchotki
lekkie, a pozostalte tworza graf heksagonalny bez trojkatoéw. Co wiecej, po tech-
nicznym usunieciu bardzo ciezkich wierzchotkéw wazona liczba klikowa tego grafu
nie przekracza w(G)/3. W kolejnej fazie kolorowane sg czarne narozniki poprzez
przypisanie im wolnych kolorow z bazowych palet barw ich lekkich sasiadow.
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Pozostaty do pokolorowania graf jest grafem 6-dobrym i mozna go pokolorowac
uzywajac Algorytmu 2.28.

Algorytm 2.29 (Witkowski, Zerovnik, 2009).
Krok 0 Dla kazdego wierzchotka v = (x,y) € V wyznacz jego kolor bazowy

R if (x+42y)mod3=0
be(v)=¢ G if (z+2y)mod3=1,
B if (r+2y)mod3=2

oraz wartos¢ jego funkcji bazowej

(v) = max { {d(“) W)+ A0 e T(T)} |

3

Krok 1 Do kazdego wierzchotka v € V' przypisz pierwsze min{x(v),d(v)} ko-
loréw z jego bazowej palety barw. Utwérz nowy wazony graf heksagonalny
bez trojkatow G = (Vi, Ey,dy), w ktérym dy(v) = max{d(v) — x(v),0},
V1 C V jest zbiorem wierzchotkéw z dy(v) > 0 (ciezkie wierzchotki), a By C E
jest zbiorem wszystkich krawedzi z G, ktérych oba konce znajduja sie w V4
(E jest indukowany wierzchotkowo przez V7).

Krok 2 Dla kazdego wierzchotka v € Vi, dla ktérego dy(v) > k(v) (bardzo cigz-
kie wierzchotki) przypisz kolory nie powodujace konfliktu z bazowej palety
barw jego sasiadéw w T'. Utwoérz nowy wazony graf Gy = (Va, Fa, dy), w kto-
rym ds jest réznica pomiedzy di(v) a liczba koloréw przypisanych w tym
kroku do v, Vo C V] jest zbiorem wierzchotkow z dp(v) > 0, a Ey C E)
jest zbiorem wszystkich krawedzi z 1, ktorych oba konce znajduja sie w V5
(E5 jest indukowany wierzchotkowo przez V5).

Krok 3 Dla kazdego wierzchotka v = (x,y) € V wyznacz jego kolor dodatkowy

if 2 mod 2+ 2% (y mod2)=0
if x mod2+42x%(ymod?2)=1
if zmod2+2%(ymod2)=2 "
if 2 mod2+42x%(ymod2)=3

ec(v) =

N2 Q

Krok 4 Dla kazdego naroznika v € V5 o kolorze dodatkowym ec(v) = K przy-
pisz wolne kolory z bazowej palety barw jego lekkich sasiadéw w T'. Utworz
nowy graf Gy = (V3, E5,d3), w ktérym dz(v) = dy(v), V3 C V4 jest zbio-
rem wierzchotkéw z V5, ktére nie sa czarnymi naroznikami, a F3 C FEj jest
zbiorem wszystkich krawedzi z G, ktorych oba konce znajduja sie w V3
(Es5 jest indukowany wierzchotkowo przez V3).
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Krok 5 Wyznacz 6-dobre kolorowanie grafu G3 — umies¢ wierzchotek v € V3
w doktadnie jednym z szesciu zbiorow:

1 . jesli v nie jest naroznikiem w (3 i ma czerwony kolor bazowy
I : jedli v nie jest naroznikiem w (G5 i ma zielony kolor bazowy
IIT : jesli v nie jest naroznikiem w G3 i ma niebieski kolor bazowy
IV jedli v jest rozowym naroznikiem w G

V¢ jesli v jest blekitnym naroznikiem w Gj

VI : jesli v jest zottym naroznikiem w Gy

Krok 6 Dla grafu G3 uruchom Algorytm 2.28 przydzielajac kolory z dodatkowej
palety barw.

Dowaod poprawnosci algorytmu.

Na samym poczatku przed wykonaniem jakichkolwiek krokéw nastepuje ko-

munikacja na odlegtos¢ 1 — kazdy wierzcholek wysyta swoim sgsiadom informacje
o swojej wadze. Poza ta wiedza kazdy wierzcholek zna swoje wspétrzedne (x,y)
w pokryciu tréjkatnym 7.
Kroki 0, 1 i 2 sa bardzo podobne lub identyczne jak w Algorytmie 2.17 i ich
dowody nie zostana tutaj powtoérzone. Jedyna roznica polega na nieco innym
dowodzeniu Lematu 2.20. Podczas gdy poprzednio uzywana byta jedynie funk-
cja Dp(v), tym razem trzeba uzy¢ réowniez analogicznej funkcji Dg(v) — liczby
wolnych kolorow z zielonej palety barw. Doktadniej

D¢g(v) = min{k(v) — d(u) : {u,v} € T, be(u) = G},

Dgp(v) = min{k(v) — d(u) : {u,v} € T, be(u) = B}.

Woéwcezas ostatnia nieréwno$é w dowodzie Lematu 2.20 ma postac
dy(v) = di(v) — Dg(v) — Dp(v)

d(v) = K(v) = (V) + d(u) — K(v) + d(1)
3a(v,u,t) — 3k(v)
0

NN N

dla pewnego {v,u,t} € 7(T).

Po tych krokach graf (G5 jest grafem heksagonalnym bez trojkatow, a jego wazona
liczba klikowa w(G3) < [@W (patrz Fakty 2.18 i 2.20).

Krok 3 nie wymaga dowodu.

W Kroku 4 wierzchotek musi najpierw zdecydowaé, czy jest naroznikiem, czy tez
nie. Moze to uczyni¢ na podstawie tego samego argumentu, ktéry zostat uzyty
w dowodzie Kroku 3 Algorytmu 2.17.
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W Kroku 4 wierzchotek v uzywa kolorow z bazowej palety barw jego lekkich
sasiadow. Jesli wierzchotek v € (G5 jest naroznikiem, to na mocy Lematu 2.14
posiada trzech niewazkich sasiadow o tym samym kolorze bazowym. Bez straty
ogblnosci mozna zatozyé¢, ze be(v) = R a jego niewazcy sasiedzi sa koloru niebie-
skiego. Korzystajac z funkcji Dp okre$lonej w Kroku 2, mamy Dp(v) wolnych
koloréw z niebieskiej palety barw. Aby liczba tych koloréw byta wystarczajaca
musi zachodzi¢ nastepujacy lemat.

Lemat 2.30
Dla kazdego czerwonego naroznika v € Gy, ktory posiada trzech niebieskich nie-
wazkich sgsiadow w T, zachodzi nierownosc

dy(v) < Dp(v).

Dowdéd. Niech v bedzie czerwonym naroznikiem w Go, ktory posiada trzech nie-
bieskich niewazkich sgsiadéw w T'. Bez straty ogdlnosci mozna zatozy¢, ze t jest
zielonym wierzchotkiem, ktéry nie jest niewazkim sasiadem v (jesli v jest naroz-
nikiem, to taki ¢ musi istnie¢), a u jest niebieskim niewazkim sasiadem v takim,
ze wierzchotki {u,v,t} € 7(T) tworza trojkat. Wowcezas

k(v)+do(v)+a(u,v,t)+d(u) < d(v)+d(t)+d(u) < 3a(u,v,t) < a(u,v,t)+2k(v)

d(u) + da(v) < Kk(v)
da(v) < Kk(v) — d(u)

a pierwsza nieréwno$é¢ zachodzi gdyz ds(v) = d(v) — k(v) oraz na podstawie
Definicji 2.12 niewazkiego wierzchotka d(t) > a(u,v,t). Poniewaz v jest naroz-
nikiem, kazdy niebieski niewazki sgsiad v musi naleze¢ do pewnego trojkata ze
zbioru 7(7T'), w ktérym istnieje zielony sasiad, ktory nie jest niewazki. W zwiazku
z tym wskazane wczesniej nieréwnosci sa prawdziwe dla kazdego niebieskiego
niewazkiego sasiada v. Skoro nieréwnosé dy(v) < k(v) — d(u) zachodzi dla dowol-
nego niewazkiego sgsiada v, to zachodzi rowniez dla warto$ci minimalnej, czyli
dz(’U) < DB(’U). [

Zatem wierzcholek v posiada dy(v) wolnych koloréw z niebieskiej bazowej
palety barw, ktére moze uzy¢ bez powodowania konfliktow. W kroku tym nie
biorg udziatu sasiadujace ze soba wierzchotki, gdyz dwa czarne wierzchotki nie
sa potaczone krawedzia (kolorowanie dodatkowymi kolorami jest kolorowaniem
wlasciwym), zatem nie spowoduja miedzy soba konfliktéw. Réwniez z wierzchot-
kami pozyczajacymi w Kroku 2 nie powstana zadne konflikty, gdyz tamte byty
izolowane w grafie GG1, wiec nie moze istnie¢ krawedz taczaca je z zadnym czarnym
naroznikiem.

Aby wykazaé prawdziwo$¢ Kroku 5 nalezy udowodnié¢ nastepujacy fakt.
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Fakt 2.31 (Witkowski, Zerovnik, 2009)
Graf G5 jest 6-dobry.

Dowad. 6-dobre kolorowanie grafu G3 zostato przedstawione w opisie Kroku 5.
Jak tatwo zauwazy¢, zbiory {I,II,I11,IV,V,V I} sa niezalezne (gdyz kolorowa-
nia bazowe i dodatkowe sa wlasciwe), a kazdy wierzchotek v € G5 znajduje sie
w doktadnie jednym z nich. Kazdy nieparzysty cykl zawiera co najmniej jeden
z wierzchotkow w kazdym kolorze, co wynika z tresci Lematow 2.24 i 2.26. [

Poprawnos¢ Kroku 6 zostatla udowodniona wraz z Faktem 2.27 oraz Algoryt-
mem 2.28. Przypomnijmy, ze Algorytm 2.28 na wejéciu potrzebuje pewnych pre-
definiowanych danych. Jedna z nich jest wyznaczone 6-dobre kolorowanie, co zo-
stato zrobione w Kroku 5. Inne dane wynikaja z potrzeb Algorytmu 2.15 i sg to
wartosci funkeji wag sgsiadow oraz wyznaczony dwupodzial grafu po usunieciu
wierzchotkéw o jednym z szesciu dobrych koloréw. Przy zatozeniu 1-lokalnosci
nie mozna wyznaczy¢ wartosci funkcji wagi sasiadow w Gz, jednakze dziata tutaj
ten sam argument co w przypadku Algorytmu 2.17 i prawdziwy jest analogiczny
Lemat 2.21. Do wykazania pozostaje jedynie sposob w jaki w modelu 1-lokalnym
mozna wyznaczy¢ dwupodzial w grafach G; w kolejnych rundach Algorytmu 2.28.

Dla grafow powstatych po usunieciu wierzchotkéw z jednego ze zbioréw
{I, 11,111} procedura jest taka sama. Dla ustalenia uwagi rozwazmy tylko graf
G; = (Vi, Er), w ktorym Vi powstaje z V3 poprzez usuniecie wszystkich wierz-
chotkéw ze zbioru 1, tj. czerwonych wierzchotkow nie bedacych naroznikami. Ana-
lizujac dowdd Lematu 2.26 mozna otrzymaé nastepujacy dwupodzialt:

— Pierwszy zbior: niebieskie wierzchotki i czerwone narozniki ze wszystkimi
sasiadami w GG; w kolorze zielonym
— Drugi zbidr: zielone wierzcholki i czerwone narozniki ze wszystkimi sgsia-
dami w G; w kolorze niebieskim
Jest to prawidtowy dwupodziat grafu G; i moze by¢ wyznaczony w modelu
1-lokalnym.

Roéwniez dla grafow powstatych po usunieciu wierzchotkéw z jednego ze zbio-
réw {IV,V,V I} procedura jest taka sama. Dla ustalenia uwagi rozwazmy tylko
graf Gy = (Viv, Erv), w ktérym Vi powstaje z V3 poprzez usuniecie wszystkich
wierzchotkéw ze zbioru IV, tj. ro6zowych naroznikéw. Przypomnijmy, ze w gra-
fie G3 nie ma juz czarnych naroznikéw, gdyz zostaty one usuniete w Kroku 4, wiec
w Gy istnieja tylko btekitne lub z6tte narozniki. Mozna wprowadzi¢ nastepujacy
dwupodziat:

— Pierwszy zbidr: biekitne wierzchotki i wierzchotki nie bedace naroznikami

o sasiadach w kolorze z6ttym lub czarnym

— Drugi zbior: z6tte wierzchotki i wierzchotki nie bedace naroznikami o sgsia-
dach w kolorze btekitnym lub rézowym
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W pierwszym i drugim zbiorze wierzchotki btekitne i z6tte sa dobrze rozdzielone,
gdyz dodatkowe kolorowanie jest kolorowaniem wtasciwym. Wszystkie pozostate
wierzchotki nie sg naroznikami po usunieciu czarnych naroznikow w Kroku 4
i rézowych naroznikéw w tej rundzie (IV'). Kazdy wierzcholek, ktory nie jest
naroznikiem, posiada sasiadéw tylko w jednym kolorze dodatkowym. Jesli tym
kolorem jest kolor zotty, wowczas jest automatycznie zaliczany do pierwszego
zbioru dwupodziatu, jesli natomiast jest to kolor biekitny, woéwczas musi tra-
fi¢ do zbioru drugiego. Pozostaly jedynie wierzchotki, ktére nie sg naroznikami,
a ktore maja dodatkowy kolor czarny lub rézowy oraz sgsiadéw w tych kolorach.
Ale zauwazmy, ze takie wierzchotki moga utworzy¢ jedynie prosta $ciezke w Gy,
na ktorej nigdy nie znajda si¢ zadne narozniki. Mozna je wiec rozdzieli¢ w dwu-
podziale w dowolny sposob. Przyktadowy dwupodziat zostatl przedstawiony na
Rysunku 2.6.

Rysunek 2.6. Graf Gjy z wyznaczonym dwupodziatem

Powstaly dwupodziat grafow G;,Gr71,Grr1,Grv,Gyv,Gyr jest prawidtowy i mo-
ze by¢ wyznaczony w modelu 1-lokalnym.

W Kroku 6 nie powstaja zadne konflikty z kolorami przypisanymi we wcze-
sniejszych krokach, gdyz wykorzystywana jest dodatkowa paleta barw, ktora nie
byta dotad uzywana. Zatem po zakonczeniu Kroku 6 wszystkie wierzchotki zo-
staly catkowicie pokolorowane bez powodowania konfliktow.

O

Aby zakonczy¢ dowdd Twierdzenia 2.23 nalezy jeszcze wyliczyé, ile koloréw wy-
korzystal opisany algorytm. Podczas pierwszej fazy (Kroki 1 i 2) algorytm uzywa
nie wiecej niz w(G) + 2 koloréw. Jest tak, gdyz w Kroku 1 kazdy wierzchotek v

20



przypisal sobie co najwyzej k(v) koloréw ze swojej bazowej palety barw, zatem
korzystajac z Faktu 2.10 oraz wiedzac, ze sa trzy kolory bazowe, wiadomo, iz
wykorzystanych kolorow byto nie wiecej niz

3 [w(G)/3] <w(G) +2.

Zarowno w Kroku 2 jak i 4 przypisywane sa tylko kolory z bazowych palet barw,
ktore nie zostaly wykorzystane w Kroku 1, wiec nie zwieksza sie liczba kolorow
uzytych zaréwno podczas konicowej czesci fazy pierwszej jak i catej fazy drugiej.

O liczbie koloréw przypisywanych w trzeciej fazie algorytmu mowi Fakt 2.27
wraz z Faktem 2.20. Niech A(G) oznacza liczbe koloréw uzytych przez algorytm
do pokolorowania catego grafu. Majac na uwadze, ze
w(G3) < w(Ge) < [w(G@)/3] < w(G)/3 + 1, liczba wszystkich koloréw wyko-
rzystanych do multikolorowania grafu wynosi co najwyzej

A(G) < w(G) +2+ <§w(G3) + 12)

6w(G) 6
-+ 12
15 * 5 *

<w(G)+2+
< ;w(G) + 14.

Zatem wspoétezynnik aproksymacji tego algorytmu wynosi 7/5 1 w ten sposéb
zostata udowodniona prawdziwos¢ Twierdzenia 2.23.

2.5. Algorytm w modelu 0-lokalnym

Algorytmy w modelu 0-lokalnym sa bardzo specyficzne, gdyz nie mozna w nich
wykorzystac zadnej wiedzy oprécz wagi wierzchotka, w ktérym jest on uruchomio-
ny. To sprawia, ze wspotczynnik aproksymacji jest o wiele wiekszy, ale w zamian
za to, do jego uzywania w sieci komoérkowej nie potrzebna jest zadna komunikacja
pomiedzy stacjami bazowymi. Pierwsze algorytmy 0-lokalne pojawily si¢ w pra-
cach [11, 12, 20]. Nastepujace twierdzenie zostanie udowodnione jednak w nieco
inny sposob niz w wymienionych pracach.

Twierdzenie 2.32 (Witkowski, 2005)
Istnieje rozproszony algorytm znajdujgcy multikolorowanie grafu heksagonalnego
o wspotczynniku przyblizenia 3, dziatajgcy w modelu 0-lokalnym w czasie stalym.

Podobnie jak w poprzednich rozdziatach, mozna wprowadzi¢ trzy palety barw,
tym razem nieskonczone, ktore mozna utozsamia¢ z liczbami naturalnymi o r6z-
nej reszcie z dzielenia przez 3.
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— czerwona paleta barw: {3i:i € N}
— zielona paleta barw: {3i —1:7 € N}
— niebieska paleta barw: {3i —2:7 € N}
Algorytm w zasadzie sktada si¢ tylko z jednego kroku (i jednego wstepnego).

Algorytm 2.33 (Witkowski, 2005).
Krok 0 Korzystajac ze wspotrzednych wyznacz swoj kolor bazowy.
Krok 1 Przypisz sobie pierwsze d(v) kolorow ze swojej palety barw.

Dowaod poprawnosci algorytmu.

W sposob oczywisty w tym algorytmie nie powstaja zadne konflikty, a kazdy
wierzchotek przypisuje sobie tyle koloréw ile potrzebuje.

Liczba uzytych koloréw jest w przypadku ogdélnym trzykrotnie wieksza od
wazonej liczby klikowej w(G), gdyz w grafie moga wystepowaé wierzchotki, kto-
rych waga osiaga w(G). Jedli istnieja trzy takie wierzchotki o réznych kolorach

bazowych, wowczas liczba uzytych koloréw wynosi doktadnie 3w(G).
O

W przeciwienstwie do poprzednich, ten algorytm moze dziata¢ w modelu bez
przekolorowan, gdyz nie ma zadnej potrzeby zmiany czestotliwosci rozmowy do-
poki odbywa sie ona caly czas w jednej stacji bazowej (patrz Rozdziat 2.1).

W ten sposob udowodnione zostato Twierdzenie 2.32.



3. Algorytmy multikolorowania graféw
heksagonalnych bez tréjkatow

Jak wspomniano w Rozdziale 1 i wykazano w Rozdziale 2, bardzo waznymi
grafami heksagonalnymi sg te z nich, ktore nie zawieraja tréjkatow. Dla tej klasy
graféw powstalo wiele dedykowanych algorytmow multikolorowania, a takze al-
gorytmy dziatajace w modelach k-lokalnych (np. [2, 8, 9, 25, 26, 28, 31, 32, 33,
38, 40]). Grafy heksagonalne bez tréjkatéw sa prostsze do kolorowania niz ogdlny
przypadek podgraféw triangulacji ptaszczyzny, ze wzgledu na swg bardzo do-
bra strukture opisang w Rozdziale 1.2. Wspotezynniki aproksymacji algorytmow
dla grafow heksagonalnych bez trojkatow sa wiec rowniez lepsze niz w przypad-
ku ogdélnym. Liczba multichromatyczna dla takich graféw wynosi %w(G) (pra-
ce [25, 26, 38]). Tyle samo wynosi wspdtczynnik aproksymacji algorytméw dla
tych graféw w modelu oo-lokalnym ([26, 38]). W pozostalych modelach wspél-
czynniki aproksymacji wynosza odpowiednio: 6/5 w modelu 6-lokalnym ([40]),
5/4 w modelu 2-lokalnym ([31]) i 4/3 w modelu 1-lokalnym ([2]). Najwazniejszym
problemem otwartym jest jednak Hipoteza 1.35 postawiona przez McDiarmida
i Reeda, ktéra mowi, ze tego typu grafy mozna multikolorowaé¢ uzywajac jedynie

2w(G) kolorow.

Hipoteza 3.1 (McDiarmid, Reed, 1999)
Dla kazdego wazonego grafu heksagonalnego bez trojkgtow G zachodzg nieréwnosct

(@) < xm(G) < Zw(G).

W trakcie badania tego zagadnienia pojawito si¢ kilka drog prob rozwigzania
tego problemu. Pierwszg z nich jest metoda wyznaczania w grafach heksagonal-
nych bez trojkatéw k-dobrych kolorowan (patrz Definicja 2.25). W pracy [26]
zostato udowodnione nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2 (Sudeep, Vishwanathan, 2005)
Kazdy graf heksagonalny bez trojkgtow jest 7-dobry.

7 tego twierdzenia, na mocy Faktu 2.27, wynika natychmiast, ze liczba mul-

tichromatyczna takich graféw jest nie wieksza niz %w(G). Aby rozstrzygnaé¢ Hi-

poteze 1.35 nalezaloby udowodni¢ nastepujacy fakt.
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Hipoteza 3.3
Kazdy graf heksagonalny bez trojkatow jest 9-dobry.

Odmiennym sposobem rozstrzygniecia Hipotezy 1.35, ktérego dotyczy¢ be-
dzie dalsza czes¢ pracy, jest metoda wyznaczania w grafach heksagonalnych bez
trojkatéw n-[p]-kolorowan.

Definicja 3.4. n-[p]-kolorowaniem grafu G nazywamy taka funkcje ¥, ktéra dla
zbioru koloréw C', kazdemu wierzchotkowi przypisuje pewien podzbiér tego zbioru
(U : V(G) — 2%) w taki sposob, aby zachowane byly nastepujace warunki:

(i) C =A{1,...,n}, czyli C jest pewnym zbiorem n-elementowym,

(ii) Yev(e)|¥(v)| = p, czyli do kazdego wierzchotka jest przypisywanych p

réznych koloréw,

(iii) Vuwer@¥(u) NY(v) =0, czyli dwém sasiednim wierzchotkom sa przypi-

sywane roztaczne zbiory kolorow.

Porownujac  Definicje 3.4 2z Definicja 1.5 mozna zauwazy¢, ze
n-[p|-kolorowanie to nic innego jak multikolorowanie grafu, dla ktérego funkcja
wagi jest dla wszystkich wierzchotkow rowna p.

Fakt 3.5

Kazdy wazony graf G, ktory jest n-|p|-kolorowalny, jest multikolorowalny przy
pomocy ﬁw(G} koloréw, gdzie W(G) jest liczbg wierzcholkéw w najwickszej
klice grafu G. Innymi stowy jesli G jest n-|p|-kolorowalny, to

n

w(G) < xm(G) < WG

w(G) + O(1).

Dowdd. Niech G = (V, E, d) bedzie wazonym grafem, ktory jest n-[p|-kolorowalny,
i ktérego n-[p]-kolorowanie W jest dane. Niech dane bedzie n palet barw (patrz
Definicja 2.16) {(c,i)}ien, dla ktérych ¢ € {1,...,n}. Kazdy wierzchotek v
w n-[p|-kolorowaniu otrzymat kolory 1, zs, . . ., z,. Wierzchotek v moze wigc przy-
pisywacé sobie kolejne kolory z palet barw dla ¢ € {xy, ..., z,} po kolei, po jednym
kolorze z kazdej, tj. pierwszy kolor z palety barw xy, pierwszy z x5, ..., plerwszy
z Tp, drugi z x1, itd. Otrzymane w ten sposéb multikolorowanie bedzie wtasciwe.

W kazdym wierzchotku kolorem o najwiekszym i uzytym z dowolnej palety
barw bedzie [?] Wszystkich palet jest n, zatem liczba wszystkich uzytych

koloréw wyniesie:
d
n {max{(v) v € V}-‘
p

max {d(v) :v eV} >

Biorac pod uwage, ze
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zachodzi nieréwnosé zawarta w tezie. O

Whniosek 3.6
Jesli graf heksagonalny bez tréjkgtow G jest n-[p|-kolorowalny, to

n
w(G) < xm(G) < %M(G) +0(1).

Dowdd. Wynika to z Faktu 3.5 oraz obserwacji, ze graf heksagonalny bez tréj-

katow zawiera jako kliki jedynie wierzchotki izolowane albo krawedzie, czyli moc

najwiekszej kliki jest rowna 2. O]

Fakt 3.7
Jesli graf G jest k-dobry to jest 2k-[k — 1]-kolorowalny.

Dowdd. Algorytm multikolorowania grafu k-dobrego dziata w sposoéb opisany
w Algorytmie 2.28. Zatem w kazdej rundzie do wierzchotkéw mozna przypisac
2 kolory wynikajace z dwupodziatu, uzywajac ostatecznie 2k kolorow, a kazdy
wierzchotek otrzyma k — 1 kolorow, gdyz bierze czynny udzial w doktadnie k — 1
rundach otrzymujac jeden kolor w kazdej z nich. O]

W dalszej czesci tego rozdziatu najpierw przedstawiony zostanie liniowy algo-
rytm znajdowania 7-[3]-kolorowania w dowolnym grafie heksagonalnym bez tréj-
katéw, nastepnie zostanie zdefiniowany graf SSZ z pracy [25] 1 wykorzystany do
pokazania, ze kazdy graf heksagonalny bez trojkatéw jest 7-[3]-kolorowalny. Ory-
ginalny dowdd polega na obserwacji, ze graf SSZ jest planarny, zatem
4-kolorowalny, natomiast kolejnym wynikiem przedstawionym w tej pracy be-
dzie spos6b wyznaczania 3-kolorowania tego grafu. Wreszcie w ostatniej czesci,
przy pomocy zmodyfikowanego grafu SSZ oraz algorytmu jego 3-kolorowania udo-
wodniona zostanie Hipoteza 1.35 dla graféw heksagonalnych bez tréjkatéw bez
przyleglych naroznikéw (grafy te wystepuja réwniez w Rozdziale 2.3 oraz pracach
(32, 37]).

3.1. Liniowy algorytm multikolorowania graféw
heksagonalnych bez tréjkatow

W rozdziale tym zostanie zaprezentowany algorytm 7-[3]-kolorowania grafow
heksagonalnych bez trojkatow, ktéry moze zostaé wykonany w czasie liniowym
O(n), gdzie n to liczba wierzcholtkéw w grafie.

Twierdzenie 3.8 (Witkowski, Zerovnik, 2009)
Istnieje algorytm wyznaczajgcy 7-[3]-kolorowanie dowolnego grafu heksagonalnego
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bez trojkgtow, dziatajgcy w czasie lintowo zaleznym od liczby wierzcholkow w tym
grafie.

Whiosek 3.9

Istnieje algorytm 7/6-przyblizajgcy multikolorowanie dowolnego grafu heksagonal-
nego bez tréojkgtow, dziatajgcy w czasie lintowo zaleznym od liczby wierzcholkow
w tym grafie.

Algorytm opiera sie o nastepujacy lemat, z ktoérego wynika algorytm
4-[2]-kolorowania $ciezki o ustalonych koncach.

Lemat 3.10 (Witkowski, Zerovnik, 2009)

Niech P bedzie dowolng Sciezkg zawierajgcg co najmniej 2 wierzchotki. Niech
s,t € P bedg koricami Sciezki P, a n(s),n(t) oznaczajq wierzchotki sqsiadujgce
odpowiednio z wierzchotkami s it na Sciezce P. Zatézimy, zZe z s orazt skojarzone
sq pewne dwuelementowe podzbiory czteroelementowego zbioru {1,2,3,4}, odpo-
wiednio S 1 T, S,T C {1,2,3,4}, |S| = |T| = 2. Istnieje algorytm, ktéry w cza-
sie liniowym znajduge 4-[2]-kolorowanie wierzcholkéw na Sciezce P bez koncow
(P\{s,t}), takie, ze w wierzcholkach s it mozna wybraé po jednym elemencie ze
zbioru odpowiednio S i T w taki sposob, aby nie spowodowac konfliktu z kolorami
przypisanymi do wierzcholkéw n(s) i n(t).

Algorytm znajdujacy kolorowanie, o ktérym méwi Lemat 3.10 wyglada naste-
pujaco.

Algorytm 3.11 (Witkowski, Zerovnik, 2009).

Krok 1 Wyznacz dwupodziat Sciezki P = P; U Py;

Krok 2 Wybierz dowolny element ¢ € S i przypisz do wierzchotka s;

Krok 3 Wybierz dowolny element 5 € T taki, ze j # ¢ i przypisz do wierzchotka
l;

Krok 4 Jedli s it znajduja sie w tym samym zbiorze w dwupodziale Sciezki P,
np. s,t € P, ($ciezka ma parzysta dtugosc), to do wszystkich wierzchotkéw
z P \{t, s} przypisz kolory {i, j}, a do wszystkich wierzcholtkéw z P, przypisz
kolory {1,2,3,4}\{7,j}.
Jesli s it znajduja sie w réznych zbiorach w dwupodziale Sciezki P, np. s €
Py, t € P, (Sciezka ma nieparzysta dlugosé), to do wszystkich wierzchotkow
z Py\s przypisz kolory ¢ oraz jeden z koloréw ze zbioru {1,2,3,4}\{i,j},
a do wierzchotkéw z P5\t przypisz kolory j oraz drugi z koloréw ze zbioru

{1,2,3,43\{i, j}

Dowdd poprawnosci algorytmu.
W Kroku 1 wiadomo, ze $ciezka jest grafem dwudzielnym, ktérego dwupodziat
mozna wyznaczy¢ w czasie liniowo zaleznym od liczby wierzchotkow.
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W Krokach 2 i 3 wskazany wybor jest mozliwy, gdyz zbior T' jest dwuelementowy.
W Kroku 4 kolorowanie jest odpowiednio rozszerzane w taki sposéb, aby nie spo-
wodowaé konfliktow. Rozszerzenie to jest prawidtowe i spelnia wszystkie warunki
natozone przez tre$¢ Lematu 3.10.

Algorytm dziata w czasie liniowym, poniewaz taki czas jest potrzebny do wyzna-
czenia dwupodziatu $ciezki, rozpropagowania w grafie informacji o zbiorach S'i T
oraz wyborach dokonanych przez wierzchotki s i . Wyboér kolorow w przypadku
drugim Kroku 4 mozna uscisli¢ np. w taki sposob, aby wierzchotki z P, wybieraty
zawsze mniejszy z dostepnych kolorow, a wierzchotki z P, wiekszy z dostepnych
kolorow. W ten sposéb uniknieta zostanie dodatkowa komunikacja w tym kro-
ku. O]

Obserwacja 3.12. Lemat 3.10 jest réwniez prawdziwy, jesli w zbiorze S znaj-
duje sie tylko jeden element, co wynika bezposrednio z postaci Kroku 2 Algoryt-
mu 3.11.

Lemat 3.13 (Witkowski, Zerovnik, 2009)

Niech P = (V, E) bedzie dowolng Sciezkq. Niech X € V(P) bedzie dowolnym usta-
lonym podzbiorem wierzchotkow Sciezki P. Wierzcholki x € X bedziemy nazywac
wierzchotkami organicznymi. Zatozmy, ze z kazdym organicznym wierzchotkiem
x € X skojarzony jest pewien dwuelementowy podzbior O, zbioru {1,2,3,4},
ktory bedziemy nazywac zbiorem organicznym wierzchotka x. Istnieje algorytm,
ktory w czasie liniowym znajduje 4-2]-kolorowanie wierzchotkéw P\X na Sciez-
ce P, takie, zZe dla kazdego wierzchotka organicznego x € X mozna wybrac jeden
element ze zbioru O, w taki sposéb, aby nie spowodowaé konfliktu z kolorami
przypisanymi w wyznaczonym 4-|2]-kolorowaniu.

Dowdd. Aby udowodnié¢ ten lemat wystarczy odpowiednio skorzystaé z Algoryt-
mu 3.11. Wierzchotki na Sciezce mozna w czasie liniowym uszeregowa¢ w kolejno-
sci od jednego konca do drugiego. Uzywajac Algorytmu 3.11 mozna pokolorowaé
Sciezke pomiedzy pierwszym w kolejnosci wierzchotkiem organicznym, a drugim.
Uzywajac Obserwacji 3.12 mozna rozszerzy¢ to kolorowanie na Sciezke taczaca
drugi w kolejnosci wierzchotek organiczny z trzecim itd. az do ostatniego. Jesli
Sciezka P nie zaczyna si¢ lub nie konczy wierzchotkiem organicznym, wowczas
rowniez mozna dobraé¢ kolory na pozostatych wierzchotkach w taki sposob, aby
nie spowodowac¢ konfliktu.

Opisana procedura dziala w czasie liniowym, gdyz Algorytm 3.11 dziala w czasie
liniowym na kazdym odcinku $ciezki pomiedzy dwoma wierzchotkami organicz-
nymi, a wszystkie odcinki po zsumowaniu dadza dtugos¢ Sciezki P. O]

W bazowym kolorowaniu grafu heksagonalnego bez tréjkatéw kazdy naroznik
v ma wszystkich swoich sgsiadow w tym samym kolorze bazowym.
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Definicja 3.14. W grafie heksagonalnym bez trojkatéow dla kazdego narozni-
ka v kolor bazowy, ktéry nie jest kolorem bazowym wierzchotka v, ani kolorem
bazowym sasiadéw v nazywamy kolorem wolnym w narozniku v.

W tym rozdziale, jak i w nastepnych, przez palete barw bedziemy rozumieé
n-elementowy zbior, z ktérego wybierane sg kolory przypisywane do wierzchotkow
w n-[p]-kolorowaniu.

Algorytm znajdowania 7-[3]-kolorowania graféw heksagonalnych bez trdjka-
tow sktada sie z dwoch gtéwnych faz. W pierwszej kazdy wierzchotek przypisuje
sobie swéj kolor bazowy, a prawe narozniki przypisuja sobie réwniez kolor wolny.
W drugiej fazie algorytm korzysta z palety barw {1, 2, 3,4}. Na poczatku dla kaz-
dej najbardziej prawej sciezki w prawych naroznikach wybiera dowolnie podzbio-
ry dwuelementowe tej palety barw. Nastepnie iteruje poczawszy od najbardziej
prawych $ciezek w grafie i przypisuje brakujace kolory korzystajac z Algoryt-
mu 3.11. Po przypisaniu kolorow do kazdej ze Sciezek, rozszerza kolorowanie na
mosty taczace sie z lewymi naroznikami w tej $ciezce, narzucajac w ten sposob
dwuelementowy zbiér koloréw w prawych naroznikach $ciezek lezacych na lewo
od rozpatrywanej Sciezki.

Algorytm 3.15 (Witkowski, Zerovnik, 2009).

Krok 0 Ustal palete barw, =z ktorych dobierane beda kolory na
{R,G,B,1,2,3,4}, gdzie elementy {R,G, B} sa tozsame z kolorami w ko-
lorowaniu bazowym grafu G.

Krok 1 Dla kazdego wierzchotka v € V' przypisz v jego kolor bazowy.

Krok 2 Dla kazdego prawego naroznika v € V' przypisz do v jego kolor wolny.

Krok 3 Dla kazdego prawego naroznika v € V' ktoéry nie posiada prawego sasiada
w G przypisz zbior organiczny O, wybierajac w dowolny sposob dwa elementy
ze zbioru {1,2,3,4} (v jest odtad wierzchotkiem organicznym).

Krok 4 Podziel graf G na pionowe Sciezki i mosty.

Krok 5 Dopdki G # () wykonuj Krok 6.

Krok 6 Wybierz dowolng najbardziej prawa $ciezke P i wykonaj dla niej naste-
pujace operacje:

— Krok (6.1) Uzyj Algorytmu 3.11 do przypisania wszystkim prawym, or-
ganicznym naroznikom u jednego koloru ze zbioru O,,, a pozostalym wierz-
chotkom na $ciezce dwoch koloréw ze zbioru {1,2,3,4}.

— Krok (6.2) Rozszerz 4-[2]-kolorowanie kolorami ze zbioru {1,2,3,4} na
wszystkie wierzchotki znajdujace sie na mostach potaczonych z P.

— Krok (6.3) Jedli istnieje most, ktéry taczy lewy naroznik v nalezacy do
Sciezki P z pewnym prawym naroznikiem u, wowczas przypisz do u zbior
organiczny O, w ktérym umieszczone zostang kolory ze zbioru {1, 2, 3,4}

o8



wymuszone przez kolorowanie tego mostu (u staje sie wierzchotkiem orga-
nicznym).

— Krok (6.4) Usun z grafu G wierzchotki nalezace do Sciezki P oraz wierz-
chotki mostow potaczonych z P, za wyjatkiem prawych naroznikow w tych
mostach, nie nalezacych do P.

Dowaod poprawnosci algorytmu.

Kolejnos¢ w jakiej wykonuje sie algorytm zostata zobrazowana na Rysun-
ku 3.1.

Rysunek 3.1. Algorytm znajdujacy 7-[3]-kolorowanie grafu heksagonalnego bez tréjka-
tow.

Kroki 0, 1 i 2 nie wymagaja dowodu.

W Kroku 3 wybieranie kolorow jest zupetnie dowolne. Na Rysunku 3.1 wierzchotki
organiczne, ktére powstaty w tym kroku, oznaczone sa cyfra 0.

Krok 4 mozna wykona¢ w czasie liniowym poprzez proste liniowe przeszukanie
grafu dowolng metoda przeszukiwania grafow.
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W Kroku 5 bedzie wykonywana iteracja po wszystkich pionowych Sciezkach w gra-
fie G. Kazda pionowa $ciezka oraz most sa pokolorowane w czasie liniowo zalez-
nym od ich wielko$ci, zatem cata petla bedzie miata ztozono$¢ liniowo zalezng od
liczby wierzchotkéw w catym grafie G.
W Kroku 6 $ciezka P zawsze istnieje na mocy Obserwacji 1.22. Po usunieciu
dowolnych wierzchotkéw w grafie G w Kroku 6.4, pozostaty graf jest rowniez gra-
fem heksagonalnym bez tréjkatow, zatem takze w nim istnieje najbardziej prawa
Sciezka. Pionowa $ciezka spelnia wszystkie warunki Lematu 3.13, wigc mozna
dla niej w Kroku 6.1 uruchomié¢ Algorytm 3.11. Zauwazmy, ze na $ciezce P kaz-
dy prawy naroznik przypisat sobie dotad dwa kolory, swoj bazowy oraz wolny,
a w tym kroku jest wierzchotkiem organicznym, wiec otrzyma jeszcze jeden kolor
— w sumie bedzie miat ich trzy, czyli tyle ile potrzebuje. Pozostate wierzchotki
na $ciezce P przypisaly sobie dotad jeden kolor, swoj kolor bazowy, a w tym
kroku otrzymaja jeszcze dwa kolory — w sumie beda ich miaty trzy, czyli tyle ile
potrzebuja. Rozszerzenie kolorowania na mosty w Kroku 6.2 nie stanowi zadne-
go problemu i jest dobrze okreslone. Wszystkie wierzchotki nalezace do mostu,
oprocz prawych naroznikéw na jego koncu, otrzymaty dotad jeden kolor, swoj
kolor bazowy, a w tym kroku otrzymaja jeszcze dwa kolory — w sumie bedg ich
miaty trzy, czyli tyle ile potrzebuja. Prawe narozniki taczace mosty z kolejna
Sciezka pionowa (poniewaz most konczacy sie naroznikiem prowadzi do kolej-
nej Sciezki pionowej) sa ,tacznikami” pomiedzy kolorowaniem jednej, a kolejnej
Sciezki pionowej. W przypadku pokolorowania mostu do konca ostatni jego wierz-
chotek, czyli prawy naroznik, otrzymaltby dwa kolory. Jednakze prawe narozniki
maja juz przypisane dwa kolory, zatem potrzebuja tylko jednego, moga wiec wy-
bra¢ dowolny z nich. Ten wybor zostaje jednak odlozony w czasie do momentu
kolorowania kolejnej $ciezki pionowej, a ograniczenie na dobo6r koloru sprowadza
sie do stworzenia wierzchotka organicznego. Na Rysunku 3.1 wierzchotki, ktore
po pierwszym przebiegu petli staja sie organiczne zostaty oznaczone cyfra 1. Po
Kroku 6.3 wszystkie wierzchotki nalezace do $ciezki P oraz mostéw z nia pola-
czonych, otrzymaly juz trzy kolory i nie musza dalej uczestniczy¢ w algorytmie,
dzigki czemu mozna je usunaé¢ z grafu. Na Rysunku 3.1 wierzchotki otoczone
elipsa I sa wierzchotkami, ktére zostajg catkowicie pokolorowane przy pierwszym
przebiegu petli. W drugim przebiegu sa pokolorowane te zakreslone elipsa 11,
natomiast wierzchotkami organicznymi zostaja te oznaczone cyfra 2. Trzeci obieg
petli dla tego grafu jest ostatnim i pokolorowane sg w nim wszystkie pozostate
wierzchotki.

O

W ten sposoéb udowodnione zostato Twierdzenie 3.8, a na mocy Faktu 3.6,
rowniez Wniosek 3.9.
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3.2. Graf SSZ i jego zastosowania

W poprzednim rozdziale przedstawiony zostal prosty algorytm znajdywania
7-[3]-kolorowania graféw heksagonalnych bez trojkatéw, czyli na mocy Faktu 3.6
rowniez istnienia multikolorowania uzywajacego %w(G) koloréw. Weczesniejsze
dowody tego twierdzenia w pracach [8, 25| byly o wiele bardziej skomplikowa-
ne i nie dalo si¢ na ich podstawie stworzy¢ konkretnego przypisania koloréw
do wierzchotkow. Szczegdlnie istotny dla dalszej czesci pracy jest dowdd przed-
stawiony w pracy [25]. W rozwazaniach na temat graféw heksagonalnych bez
trojkatéw wprowadzono tam pewien szczegélny rodzaj grafu — graf SSZ, a na-
stepnie wykorzystano go do udowodnienia, ze kazdy graf heksagonalny bez tréj-
katéw jest 7-[3]-kolorowalny. Niestety dowdd opiera sie na tym, ze graf SSZ jest
4-kolorowalny, gdyz jest planarny, wiec nie mozna na jego podstawie stworzy¢
algorytmu wyznaczania tego 7-[3]-kolorowania. W dalszej czesei tego rozdziatu
przedstawione zostanie najpierw kilka poje¢, ktore sa potrzebne do zdefiniowania
grafu SSZ, definicje grafu SSZ, a na koncu idee dowodu z pracy [25].

Definicja 3.16. Trojgwiazdg nazywamy kazdy podgraf grafu heksagonalnego bez
trojkatow sktadajacy sie z lewego naroznika x oraz prostych Sciezek taczacych go
z prawymi naroznikami lub wierzchotkami o stopniu 1 (wierzchotkami wiszacymi).
Te proste sciezki w trojgwiezdzie nazywamy ramionami.

Przyktad trojgwiazdy znajduje si¢ na Rysunku 3.2.

.“./OV
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Rysunek 3.2. Trojgwiazda

Definicja 3.17. Wierzchotki u, v i z umieszczone na koncu ramion trojgwiaz-
dy nazywamy wierzchotkamsi konczgcymi ramion lub wierzchotkami konczgcymi
trojgwiazdy (patrz Rysunek 3.2). Wierzchotek x, ktéry jest lewym naroznikiem
wokoét ktorego trojgwiazda jest zbudowana, nazywamy srodkiem trojgwiazdy.
Jesli jedno z ramion trojgwiazdy ma dhugos¢ 0, co ma miejsce gdy naroznik jest
stopnia 2, wowczas wierzchotek srodkowy jest jednocze$nie jednym z wierzchot-
kéw koncezacych.
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Obserwacja 3.18. Niech u, v i z beda wierzchotkami konczacymi trojgwiazdy,
a x jej srodkiem. Zauwazmy, ze istnieja tylko dwie mozliwosci na parzystos¢ dtu-
gosci Sciezek (u, ..., x,...,v), (u, ...z, ..., 2) i (v,...,z, ..., 2). Jesli wszystkie ramiona
maja ta samag parzystosé, wowczas wszystkie trzy Sciezki majg parzysta dtugosc.
Jesli jedno z ramion ma inng parzystos¢ od pozostatych, wowczas dtugosé jednej
z tych Sciezek jest parzysta, a pozostatych dwoch nieparzysta.

Definicja 3.19. Trojgwiazde, w ktoérej wszystkie ramiona maja ta sama parzy-
stos¢ nazywamy parzystg. W przeciwnym przypadku nazywamy ja nieparzystq.

Korzystajac z powyzszych pojeé¢ mozna zdefiniowaé graf SSZ.

Definicja 3.20. Niech G = (V, E) bedzie grafem heksagonalnym bez tréjkatow.
Grafem SSZ nazywamy graf, w ktérym wierzchotki odpowiadaja wierzchotkom
konczacym tréojgwiazd w G oraz:

— jesli Y jest trojgwiazda nieparzysta, wowczas krawedzig sa potaczone te
wierzchotki konczace, ktore znajduja sie na koncach $ciezek o nieparzystej
dlugosci (patrz Rysunek 3.3).

— jesli Y jest trojgwiazda parzysta, wowczas wierzchotki konczace Sciezki idg-
cej w kierunku prawym-gérnym i prawym-dolnym sa ze soba sklejone (patrz
Rysunek 3.3). W takim przypadku pomiedzy wierzchotkami nie ma zadnych
krawedzi.

Fakt 3.21 (Sau, Sparl, Zerovnik, 2009)
Kazidy graf SSZ powstaly z dowolnego grafu heksagonalnego bez trojkqtéw G, jest
grafem planarnym bez petli.

Dowdd. Oryginalny graf G jako indukowany podgraf pokrycia tréjkatnego ptasz-
czyzny jest grafem planarnym. Tworzenie krawedzi oraz sklejanie wierzchotkéw
opisane w Definicji 3.20 nie niszczy planarnoéci. Krawedzie, ktére powstaja w tym
grafie mozna narysowaé nie przecinajac zadnej innej krawedzi w grafie G (patrz
Rysunek 3.3), a do wierzchotkéw pomiedzy wierzchotkami konczacymi trojgwiaz-
dy nie zostang poprowadzone zadne inne krawedzie. Z drugiej strony, takze pod-
czas polaczenia wierzchotkow konczacych trojgwiazdy nie powstang zadne prze-
ciecia, gdyz nie zostana poprowadzone krawedzie do zadnego z wierzchotkow we-
wnetrznych w takiej tréjgwiezdzie.

Nalezy jeszcze wykazaé, ze graf SSZ nie zawiera petli. Zauwazmy, ze petla
mogltaby powstac, jesli zostataby sklejona jakas para wierzchotkéw przylegtych.
Ale to jest niemozliwe, gdyz sklejane sg jedynie wierzchotki bedace wierzchot-
kami konczacymi parzystej trojgwiazdy, a te nigdy nie beda ze soba potaczone
krawedzig. O]

Na podstawie pracy [23] i Faktu 3.21 mozna wysnué nastepujacy wniosek.

62



odd —p U

8
8]

ceven

V V

cven

U [even  —p X

(W

cven

U=z
Rysunek 3.3. Sposéb tworzenia grafu SSZ.

Whiosek 3.22
Graf 8587 jest 4-kolorowalny.

Graf SSZ zostal zdefiniowany po raz pierwszy w pracy [25]. Uzyto go do
udowodnienia 7-[3]-kolorowalnosci graféw heksagonalnych bez tréjkatow. Ponizej
przedstawiono pokrotce dowdd z tamtej pracy.

W celu udowodnienia 7-[3]-kolorowalnosci graféw heksagonalnych bez tréjka-
tow, przedstawiony zostanie algorytm, ktory pozwala wyznaczy¢ to kolorowanie
pod warunkiem, ze znany jest algorytm znajdujacy 4-kolorowanie grafu planar-
nego bez petli (co uniemozliwia jego wykorzystanie w praktyce do skontruowania
tego kolorowania w sposob algorytmiczny). Algorytm sklada sie z kilku gtéwnych
faz. Poczatkowo kazdy wierzchotek przypisuje sobie swoj kolor bazowy, a wierz-
choltki konczace trojgwiazdy takze swoje wolne kolory. Nastepnie tworzony jest
graf SSZ i znajdywane jego 4-kolorowanie. Na konicu to 4-kolorowanie zostaje
rozszerzone na 4-[2]-kolorowanie wierzchotkéw wewnatrz trojgwiazdy.

Algorytm 3.23 (Sau, Sparl, Zerovnik, 2009).

Krok 0 Ustal palete barw, =z ktorych dobierane beda kolory na
{R,G,B,1,2,3,4}, gdzie elementy {R,G, B} sa tozsame z kolorami w ko-
lorowaniu bazowym grafu G.
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Rysunek 3.4. Przyklad grafu SSZ.

Krok 1 Dla kazdego wierzchotka v € V' przypisz v jego kolor bazowy.

Krok 2 Dla kazdego wierzchotka v € V bedacego wierzchotkiem konczacym
pewnej trojgwiazdy przypisz do v jego kolor wolny.

Krok 3 Stwérz na podstawie grafu G graf SSZ i wyznacz jego 4-kolorowanie
kolorami {1,2,3,4}.

Krok 4 Dla kazdego wierzchotka v € V bedacego wierzchotkiem konczacym
pewnej trojgwiazdy przypisz do v kolor, ktory otrzymat w 4-kolorowaniu grafu
SS7.

Krok 5 Znajdz 4-[2]-kolorowanie wierzchotkow wewnatrz tréjgwiazdy tak, zeby
nie stworzy¢ konfliktow z wierzchotkami konczacymi trojgwiazdy.

Dowaod poprawnosci algorytmu.

Kroki 0 i 1 nie wymagaja dowodu.

Zauwazmy, ze w Kroku 2 kazdy wierzchotek konczacy trojgwiazdy ma kolor wol-
ny. Taki wierzchotek moze by¢ albo naroznikiem, albo wierzchotkiem stopnia 1.
W obu tych przypadkach istnieje kolor bazowy, ktory nie zostal uzyty ani przez
niego samego, ani przez zadnego z jego sasiadow.

Krok 3 jest prawdziwy na mocy Wniosku 3.22.
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Aby udowodni¢ Krok 4 nalezy wykazaé prawdziwosé nastepujacego lematu.

Lemat 3.24 (Sau, Sparl, Zerovnik, 2009)

Niech S bedzie trojqwiazdg w grafie G oraz dane bedzie 4-kolorowanie grafu SSZ
utworzonego na podstawie grafu G. Istnieje prawidtowe 4-[2]-kolorowanie wierz-
chotkow trojgwiazdy S przy pomocy tych samych koloréw co w 4-kolorowaniu grafu
SSZ takie, ze sqsiedzi wierzcholkéw koticzacych otrzymujq inne kolory niz wierz-
chotki konczgce w tym 4-kolorowaniu.

Dowdéd. Niech u, v, z beda wierzchotkami konczacymi trojgwiazdy S. Korzystajac
z faktu, ze kazda tréjgwiazda S = S; U S; jest grafem dwudzielnym, rozpatrzmy
dwa przypadki:

(i) Jesli wszystkie ramiona trojgwiazdy maja dlugos$¢ tej samej parzystosci,
wowcezas wierzchotki konczace leza w tym samym zbiorze w dwupodziale troj-
gwiazdy S. Przyjmijmy bez straty ogoélnosci, ze u, v,z € S;. Poniewaz dwa spo-
§réd trzech wierzchotkéw konczacych zostaty w tym przypadku sklejone w SSZ,
we wszystkich uzyto co najwyzej dwoch koloréw ¢y, co ze zbioru {1,2,3,4}. Je-
sli ¢y # co, wowczas wszystkim wierzchotkom ze zbioru S; mozna przypisaé
kolory ¢; i ¢, natomiast wierzchotkom ze zbioru S; mozna przypisa¢ kolory
{1,2,3,4}\{c1, c2}. Jesli wszystkie wierzchotki konczace otrzymaly ten sam kolor
¢ w 4-kolorowaniu grafu SSZ, wéwczas mozna dobraé jeszcze jeden, dowolny kolor
c # ¢ 1 przypisa¢ wszystkim wierzchotkom ze zbioru Sy kolory ¢ i ¢, natomiast
wierzchotkom ze zbioru S, kolory {1,2,3,4}\{c, ¢'}.

(ii) Jedli jedno z ramion tréjgwiazdy ma inna parzystosé niz pozostate, wow-
czas jeden z wierzchotkéw konczacych (przypusémy bez straty ogélnosei, ze jest
to u) jest potaczony z pozostatymi dwoma (v i z) krawedziami w SSZ. W takim
przypadku v i z sa w tym samym zbiorze w dwupodziale, innym niz u. Przy-
pusémy bez straty ogélnosci, ze v,z € Sy, a u € Sy. Wierzchotkom ze zbioru S
mozna wtedy przypisac¢ kolory, ktore otrzymaly wierzchotki v i z, a pozostate dwa
przypisa¢ wierzchotkom z S5. Mozna tak zrobi¢, gdyz u jest potaczony krawedzia
zaréwno z v jak i z, dzieki czemu otrzymal inny kolor niz tamte dwa wierz-
chotki. W przypadku, gdy v i z maja ten sam kolor ¢, mozna do niego dobraé
dowolny kolor ¢ # ¢, ale inny niz ten przypisany do u i przypisa¢ wszystkim
wierzchotkom ze zbioru S; kolory ¢ i ¢, natomiast wierzchotkom ze zbioru S;
kolory {1,2,3,4}\{c, c}. O

Po wykonaniu Kroku 5 graf jest wlasciwie 7-[3]-pokolorowany. Kazdy wierz-
chotek, ktory jest wierzchotkiem konczacym trojgwiazdy otrzymat 3 kolory: swoj
kolor bazowy, swoj kolor wolny oraz kolor z 4-kolorowania grafu SSZ. Kazdy
wierzchotek wewnatrz trojgwiazdy dostat za to swoj kolor bazowy oraz dwa do-
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datkowe kolory. Podczas przypisywania kolorow nie zostal spowodowany zaden
konflikt. O

3.3. Algorytm 3-kolorowania grafu SSZ

W poprzednim rozdziale przedstawiony zostal wynik oraz graf SSZ wpro-
wadzony w pracy [25]. W pierwszej wersji tej pracy pojawilto sie przypuszcze-
nie, ze uzyskanie 3-kolorowania grafu SSZ doprowadzi do rozwigzania Hipotezy
McDiarmida-Reeda 1.35 poprzez udowodnienie, ze graf heksagonalny bez troj-
katow jest 9-[4]-kolorowalny. W tym rozdziale przedstawiony zostanie algorytm
3-kolorowania grafu SSZ. Niestety przypuszczenie zawarte w pracy [25] okazato sie
nieprawdziwe i 3-kolorowanie grafu SSZ nie prowadzi do rozstrzygniecia Hipote-
zy 1.35. Niemniej dzigki przedstawionemu algorytmowi, oraz pewnej modyfikacji
grafu SSZ w kolejnym rozdziale zostanie przedstawiony dowdd, ze istnieje du-
za podklasa grafow heksagonalnych bez tréjkatow, ktére mozna multikolorowaé
uzywajac Sw(G) koloréw.

W przypadku grafu SSZ zauwazmy na poczatek, ze przy pomocy prostego
algorytmu zachtannego mozna go pokolorowaé czterema kolorami w czasie linio-
wym. To, co trzeba zrobi¢ to odpowiednio zdefiniowaé¢ kolejnosé¢ wierzchotkow,
z ktorej korzystac¢ bedzie algorytm przy zachtannym dobieraniu kolorow. Zauwaz-
my, ze graf SSZ nie jest grafem z ograniczonym stopniem, z uwagi na sklejanie
wierzchotkéw. Niemniej prawdziwy jest nastepujacy fakt.

Fakt 3.25

Graf SSZ mozna pokolorowad algorytmem zachlannym szerequjgc wierzchotki naj-
pierw w kolejno$ci od nagbardziej lewej Sciezki pionowej do najbardzie) prawes,
a na kazdej Sciezce w kolejnosci od gory do dotu. Tak otrzymane kolorowanie jest

4-kolorowaniem grafu SSZ i mozna je uzyskac w czasie liniowo zaleznym od liczby
wierzcholkéw w grafie SSZ.

Dowaod. Przy kolejnosci zdefiniowanej jak w tresci faktu kazdy wierzchotek jest
potaczony krawedzia z co najwyzej trzema wierzchotkami wystepujacymi weze-
Sniej w tym uszeregowaniu. W najgorszym przypadku wierzchotek v, ktéry nie
jest sklejony z innymi, moze naleze¢ do dwoch tréjgwiazd, przez co v moze by¢
potaczony z poprzednim wierzchotkiem konczacym na swojej Sciezce pionowej
oraz dwoma innymi na lewej $ciezce pionowej. Sytuacja taka zostata pokazana na
Rysunku 3.6.

Jak wynika z Rysunku 3.6, nie istnieje zadna inna krawedz potaczona z tym
wierzchotkiem, ktora taczytaby go z wierzchotkami wystepujacymi wezesniej w
algorytmie zachtannym. Jest to jedyny przypadek, w ktorym wierzchotek w grafie
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Rysunek 3.5. Graf SSZ z 4-kolorowaniem uzyskanym przy pomocy algorytmu zachlan-
nego.

SSZ podczas wyboru koloru jest potaczony krawedzia z trzema pokolorowanymi
wczesniej sasiadami. Wszystkie pozostate niesklejone wierzchotki beda miaty tych
sgsiadéw mniej niz trzech, a to zawsze umozliwia wyboér wolnego koloru.

W przypadku wierzchotka sklejonego v moze on mie¢ dowolnie duzy stopien
w grafie, gdyz v mozna stworzy¢ poprzez sklejenie dowolnie wielu wierzchotkow
konczacych trojgwiazd. Jednak sklejanie nastepuje zawsze pomiedzy najbardziej
na prawo wysunietymi wierzchotkami konczacymi. W zwiagzku z tym sklejony
wierzchotek v bedzie ,zawieral” jedynie wierzchotki konczace z jednej Sciezki pio-
nowej. Dzieki temu dla wierzchotka v mozna jednoznacznie okresli¢ jego potozenie
w kolejnosci w algorytmie zachtannym. Krawedzie taczace wierzchotek v z wierz-
chotkami na lewej $ciezce moga ,,powstac¢” jedynie poprzez wierzchotki konczace
znajdujace sie ,na koncach” tego sklejonego wierzchotka (patrz Rysunek 3.5).
Z tego wynika, ze istnieja jedynie trzy krawedzie do wierzchotkow wystepujacych
wczesniej w okreslonej w algorytmie kolejnosci: jedna do wierzchotka poprzed-
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Rysunek 3.6. Wierzchotek z trzema sasiadami pokolorowanymi wczesniej w algorytmie
zachtannym.

niego na $ciezce pionowej, oraz dwie do wierzchotkéw na lewej Sciezce pionowej,
analogicznie jak w przypadku wierzcholka niesklejonego (patrz Rysunek 3.7).

Rysunek 3.7. Wierzchotek sklejony z trzema sasiadami pokolorowanymi wczesniej w al-
gorytmie zachtannym.

Poniewaz kazdy wierzchotek jest potaczony krawedzia z co najwyzej trzema
wierzchotkami wystepujacymi wezesniej w uszeregowaniu algorytmu zachtanne-
go, uzyte zostang co najwyzej cztery kolory. Algorytm dziata w czasie liniowo
zaleznym od liczby wierzchotkéw w grafie G. m
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Whniosek 3.26
Algorytm 3.23 7-[5]-kolorowania graféw heksagonalnych bez tréjkatéw mozna wy-
konac¢ w czasie liniowo zaleznym od liczby wierzchotkow.

Jak zostalo wykazane, graf SSZ mozna pokolorowaé algorytmem zachtannym
przy pomocy czterech koloréw. Przy pomocy tego samego uszeregowania wierz-
chotkéw, co w algorytmie zachtannym w dowodzie Faktu 3.25, mozna jednak
uzyskaé¢ o wiele wiecej, mianowicie kolorowanie tego grafu przy pomocy zaledwie
trzech kolorow.

Fakt 3.27
Kazdy skoticzony graf SSZ jest 3-kolorowalny.

Twierdzenie to zostanie udowodnione poprzez pokazanie algorytmu do znaj-
dywania 3-kolorowania, ktory bedzie dziatat w czasie kwadratowo zaleznym od
liczby wierzchotkéw w grafie G. Algorytm znajdywania 3-kolorowania jest réwniez
zachtanny i korzysta z tego samego uszeregowania wierzchotkéw, co algorytm dla
4-kolorowania. W przypadku gdy podczas procedury zachtannej pojawi sie wierz-
chotek v, ktory ma trzech sgsiadéw wystepujacych wezesniej w uporzadkowaniu
(juz pokolorowanych) i wszyscy trzej beda réznego koloru, wéwcezas wierzchotki
wczesniejsze na Sciezce pionowej beda sie¢ musiaty odpowiednio przekolorowaé
i zwolni¢ jeden kolor dla wierzchotka v.

Algorytm 3.28.

Krok 0 Uporzadkuj wierzchotki w kolejnosci od najbardziej lewej $ciezki do naj-
bardziej prawej, a na kazdej $ciezce w kolejnosci od gory do dotu

Krok 1 Po kolei dla kazdego wierzchotka v € V' wykonaj nastepujace operacje:

Krok 1.1 Jesli wierzchotek v jest potaczony z mniej niz trzema wierzchotkami
pokolorowanymi, wowczas przypisz mu pierwszy dostepny kolor.

Krok 1.2 Jesli wierzchotek v jest potaczony z trzema wierzchotkami pokoloro-
wanymi, ale co najmniej dwa z nich sa pokolorowane tym samym kolorem,
wowczas przypisz mu pierwszy dostepny kolor.

Krok 1.3 Jesli wierzchotek v jest potaczony z trzema wierzchotkami pokoloro-
wanymi réznymi kolorami wowczas przypisz do v kolor jego poprzednika na
Sciezce pionowej (oznaczmy go przez u) oraz wykonaj nastepujace operacje:

Krok 1.3.1 Jesli wierzchotek u jest potaczony z trzema wierzchotkami pokoloro-
wanymi (w tym ze swoim nastepnikiem na $ciezce pionowej), ale co najmniej
dwa z nich sg pokolorowane tym samym kolorem, wowczas przypisz mu pierw-
szy dostepny kolor.

Krok 1.3.2 Jesli w wierzchotek u jest polaczony z trzema wierzchotkami po-
kolorowanymi réznymi kolorami (w tym ze swoim nastepnikiem na $ciezce
pionowej) wowczas przypisz do u kolor jego poprzednika na $ciezce pionowe;j.
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Jako nowy wierzchotek u oznacz tego poprzednika na Sciezce pionowej. Idz do
Kroku 1.3.1.

Dowdd poprawnosci algorytmu.

Przypomnijmy, ze w grafie SSZ wierzchotki powstaja z wierzchotkéw w grafie
heksagonalnym bez trojkatow G, zatem leza na pewnych pionowych Sciezkach
w G.

W Kroku 0 wprowadzone zostato to samo uszeregowanie wierzchotkéw co w Fak-
cie 3.25.

W Kroku 1 petla jest wykonywana dla kazdego wierzchotka zgodnie z kolejnoscia
okreslona w Kroku 0. Liczba wykonanych iteracji bedzie wynosita tyle, ile jest
wierzchotkéw w grafie SSZ.

W Krokach 1.1 1 1.2 wykonywana jest standardowa procedura zachtannego kolo-
rowania wierzchotkéw. Podczas wyboru koloru wierzchotek v nie moze mie¢ wigcej
niz trzech pokolorowanych sasiadow, co zostato pokazane w dowodzie Faktu 3.25.
W Kroku 1.3 pojawia sie wierzchotek v, ktéry nie moze przypisa¢ sobie koloru
uzywajac standardowej zachtannej procedury. Przypomnijmy, ze przy tym usze-
regowaniu wierzchotkow istnieje tylko jedna mozliwo$é wystapienia wierzchotka,
ktory jest potaczony z trzema juz pokolorowanymi wierzchotkami. Niech u ozna-
cza wierzchotek poprzedni w kolejnosci, czyli poprzedni na $ciezce pionowej, a z
i t oznacza pozostate pokolorowane wierzchotki, z ktérymi v jest potaczony kra-
wedzig, tak jak na Rysunku 3.8.

Zgodnie z zatozeniem, wierzchotki u, z i ¢ maja przypisane rozne, a zara-
zem wszystkie dostepne kolory. W takim przypadku, zgodnie z Krokiem 1.3 do
wierzchotka v przypisujemy kolor u. Po tej operacji nie powstang zadne konflikty
z wierzchotkami z i t, gdyz zatozyliSmy, ze wszystkie one majg rézne kolory.

W Krokach 1.3.1 i 1.3.2 dobrany zostaje do u kolor w taki sposob, aby nie spo-
wodowaé¢ konfliktu z innymi pokolorowanymi wierzchotkami. W Kroku 1.3.1 wy-
stepuje sytuacja, w ktorej standardowa procedura zachtanna moze dobraé¢ kolor
bez spowodowania konfliktu. Jesli natomiast u ma trzech sgsiadéw pokolorowa-
nych réoznymi kolorami, woéwczas procedura zachtanna nie moze dobraé¢ koloru
i wykonywany jest Krok 1.3.2. Zauwazmy, ze w takim przypadku w nie moze
mie¢ wiecej niz trzech pokolorowanych sasiadow, wtaczajac w to wierzchotek v.
Oznaczmy te wierzcholki przez v,y i s jak na Rysunku 3.8. Pomigdzy wierzchot-
kami u i z nie moze istnie¢ krawedz, gdyz wierzchotki u, v i z sa wierzchotkami
konczacymi pewnej nieparzystej tréjgwiazdy, w zwiazku z czym istniejg pomiedzy
nimi tylko dwie krawedzie, zgodnie z Definicja 3.20 grafu SSZ. Te dwie krawedzie
tacza wierzchotki v z u i v z z, gdyz tylko w ten sposoéb wierzchotek v moze
mie¢ trzech pokolorowanych sasiadéw. Jesli wierzchotek v ma trzech sgsiadow
pokolorowanych réoznymi kolorami, woéwczas przypisuje sobie kolor wierzchotka s.
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Rysunek 3.8. Sytuacja w Kroku 1.3.

Na podstawie tego samego argumentu co przy kolorowaniu wierzchotka v, nie
moze powstaé konflikt pomiedzy wierzchotkiem u i jego sasiadami, natomiast
wierzchotek s ma réowniez co najwyzej trzech pokolorowanych sasiadéow, gdyz s
i y nie moga by¢ potaczone krawedzig. Mozna wigc powtorzyé dla niego te sama
procedure co w wierzchotku u i kontynuowac takie dziatanie tak dtugo, az pojawi
sie wierzchotek o mniejszej liczbie pokolorowanych sgsiadéw, badz o trzech sgsia-
dach, z ktérych co najmniej dwoch bedzie pokolorowanych tym samym kolorem.
Petla w Krokach 1.3, 1.3.1, 1.3.2 na pewno sie zakonczy gdyz graf SSZ jest grafem
skonczonym.
W przypadku wierzchotkow sklejonych sytuacja jest analogiczna, co zostato wy-
kazane w dowodzie Faktu 3.25.
Petla w Kroku 1.3 wykona sie w najgorszym przypadku n/2 razy, gdzie n jest
liczbg wierzchotkéw w grafie SSZ. W polgczeniu z petla w Kroku 1 czas dzialania
algorytmu jest kwadratowo zalezny od liczby wierzchotkéw w grafie G.

O

W ten sposob udowodnione zostato Twierdzenie 3.27.
Graf SSZ zawiera pewna strukture, ktora jest mocno wykorzystywana w do-
wodzie Algorytmu 3.23 korzystajacego z 4-kolorowania tego grafu. Jesli jednak
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Rysunek 3.9. Grafu SSZ z 3-kolorowaniem uzyskanym przy pomocy Algorytmu 3.28.

wiadomo, ze graf SSZ jest 3-kolorowalny, mozna uproscié jego strukture, zacho-
wujac wlasnosci potrzebne w dowodzie poprawnosci Algorytmow 3.23 i 3.28.

Definicja 3.29. Niech G = (V, E) bedzie grafem heksagonalnym bez trdjka-
tow. Zmodyfikowanym grafem SSZnazywamy graf, w ktérym wierzchotkami bedg
wierzchotki konczace i wierzchotki srodkowe trojgwiazd w G, a krawedzie tacza
dwa wierzchotki w nastepujacych przypadkach:

— jesli Y jest trojgwiazda nieparzysta, wowczas krawedz taczy wierzchotki
konczace, ktére znajduja sie na koncach Sciezek o nieparzystej dtugosci oraz
wierzchotki konczace $ciezki o parzystej dtugosci z wierzchotkiem $rodkowym
(patrz Rysunek 3.10).

— jesli Y jest trojgwiazda parzysta, wowczas krawedz tgczy wszystkie wierz-
cholki konczace z wierzchotkiem srodkowym (patrz Rysunek 3.10).

Przyktad zmodyfikowanego grafu SSZ zostal pokazany na Rysunku 3.11.
Dla zmodyfikowanego grafu SSZ Algorytm 3.28 bedzie dziatal analogicznie
jak w przypadku grafu SSZ. Dzieki temu samemu uszeregowaniu wierzchotkéw
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Rysunek 3.10. Sposéb tworzenia zmodyfikowanego grafu SSZ.

algorytm zachtanny wraz z przekolorowywaniem wierzchotkéw wezesniejszych na
Sciezce pionowej uzyska 3-kolorowanie zmodyfikowanego grafu SSZ.

Fakt 3.30 (Sparl, Witkowski, Zerovnik, 2010)
Kazdy skoriczony zmodyfikowany graf SSZ jest 3-kolorowalny.

Dowdd. Twierdzenie to zostanie udowodnione na podstawie uszeregowania wierz-
chotkéw i sposobu dziatania Algorytmu 3.28. Trzeba zwroci¢ uwage tylko na te
aspekty grafu, ktére zmienity sie w Definicji 3.29 w stosunku do Definicji 3.20
i stwierdzi¢, ze pomimo zmian graf jest nadal 3-kolorowalny, a dowdd przebiega
analogicznie jak dowod Faktu 3.27.

W przypadku tréjgwiazdy nieparzystej do wierzchotkéw w grafie SSZ dodawa-
ny jest jeden wierzchotek — wierzchotek srodkowy tej trojgwiazdy. Jednakze ten
wierzchotek ma w zmodyfikowanym grafie SSZ stopien 2, wiec 3-kolorowanie da
sie na niego rozszerzy¢ przy pomocy procedury zachtannej umieszczajac go choé-
by na koncu w kolejnosci. Do Algorytmu 3.28 mozna zatem dopisaé¢ nastepujacy
krok:

Krok 2 Dla kazdego wierzchotka v ktoéry jest srodkiem pewnej trojgwiazdy nie-
parzystej w GG przypisz pierwszy wolny kolor.
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Rysunek 3.11. Przyklad zmodyfikowanego grafu SSZ z wlasciwym 3-kolorowaniem.

W przypadku trojgwiazdy parzystej zamiast sklejania wierzchotkow nastepu-
je potaczenie wszystkich wierzchotkéw konczacych z wierzchotkiem srodkowym.
W przypadku Algorytmu 3.28 oznacza to pojawienie si¢ innego typu wierzchot-
kow na Sciezkach pionowych. Oznaczmy wierzchotki konczace w trojgwiezdzie
przez u, v, x (patrz Rysunek 3.2), a wierzchotek srodkowy przez x. Zauwazmy, ze
wierzchotek srodkowy x bedzie miat w Kroku 1.1 algorytmu tylko dwoch pokolo-
rowanych sasiadéw, ktérymi bedg wierzchotki w i v, poniewaz zadna krawedz nie
taczy go z wierzchotkiem, ktory byltby wezesniej na jego $ciezce pionowej, badz
na lewej Sciezce pionowej. Wierzchotek z w Kroku 1.1 bedzie miat tylko jednego
sasiada z tej trojgwiazdy (wierzchotka x). Moze on mieé tez jednego pokoloro-
wanego sgsiada na lewej Sciezce, ale tacznie pokolorowanych sasiadow bedzie nie
wiecej niz dwoch. Wierzchotek v natomiast ma w Kroku 1.1 co najwyzej dwoch
pokolorowanych sasiadow, gdyz nie istnieje krawedZ miedzy wierzchotkami v i u.

Zatem wszystkie nowe rodzaje wierzchotkéw moga wybra¢ kolor do
3-kolorowania przy pomocy procedury z Algorytmu 3.28 poszerzonej o Krok 2.

O
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3.4. Czesciowe rozwigzanie hipotezy McDiarmida-Reeda

Jak juz wielokrotnie zostato w tej pracy wspomniane, najwazniejszym proble-
mem otwartym w zagadnieniu przydziatu czestotliwosci w sieciach komérkowych
jest postawiona przez McDiarmida i Reeda Hipoteza 1.35, ktéra mowi, ze grafy
heksagonalne bez tréjkatéw mozna multikolorowaé uzywajac %w(G) kolorow. Na
podstawie Wniosku 3.6 z Faktu 3.5 wiadomo, ze potwierdzenie tej hipotezy moze
wynikac z pozytywnego rozstrzygniecia innego pytania otwartego, czy kazdy graf
heksagonalny bez trojkatéw jest 9-[4]-kolorowalny. W tym rozdziale zaprezento-
wany zostanie dowod twierdzenia, ze rzeczywiscie hipoteza ta jest prawdziwa, o ile
w grafie heksagonalnym bez trojkatéw nie ma dwoch przylegtych naroznikéw.

Twierdzenie 3.31 (Sparl, Witkowski, Zerovnik, 2010)
Kazdy skonczony graf heksagonalny bez trojkgtow G, ktory mie zawiera dwoch
polaczonych krawedzig naroznikow, jest 9-[4]-kolorowalny.

Whniosek 3.32
Dla kazdego grafu heksagonalnego bez trogkgtow G, ktory nie zawiera dwoch potg-
czonych krawedzig naroznikéow, zachodzg nierownosci
9
w(G) < xm(G) < gw(G) +0(1).

W celu udowodnienia Twierdzenia 3.31 skonstruowany zostanie algorytm znaj-
dujacy 9-[4]-kolorowanie dowolnego grafu heksagonalnego bez trojkatéw i bez
przylegtych naroznikow.

Algorytm sktada sie z kilku faz. Na poczatku kazdy wierzchotek przypisuje
sobie swoj kolor bazowy. Nastepnie wszystkie narozniki przypisuja sobie swoje
wolne kolory. Pézniej utworzony zostaje zmodyfikowany graf SSZ i znajdowane
jest jego 3-kolorowanie. Na koncu wykonywane sg trzy kroki, w ktérych w kazdym
z G usuwane sg wierzcholki jednego koloru w 3-kolorowaniu SSZ , a pozostale
dwukolorowanie rozszerzane jest na wszystkie wierzchotki grafu.

Algorytm 3.33 (Sparl, Witkowski, Zerovnik, 2010).

Krok 0 Ustal palete barw, =z ktorych dobierane beda kolory na
{R,G, B, 15, 13,21,23,31, 32}, gdzie elementy { R, G, B} sa tozsame z kolorami
w kolorowaniu bazowym grafu G.

Krok 1 Dla kazdego wierzchotka v € V' przypisz v jego kolor bazowy.

Krok 2 Dla kazdego naroznika v € V' przypisz v jego kolor wolny.

Krok 3 Stwoérz na podstawie grafu G zmodyfikowany graf SSZ i wyznacz jego
3-kolorowanie kolorami {1, 2, 3}.

Krok 4 Niech G; = (V4, E1) bedzie dwudzielnym grafem powstatym z G poprzez
usuniecie z niego wszystkich wierzchotkéw, ktére w grafie SSZ odpowiadaja
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wierzchotkom pokolorowanym kolorem 1. Znajdz dwupodziat grafu G, i przy-
pisz kazdemu wierzchotkowi w tym grafie kolory 15 i 13 w zaleznosci od tego,
w ktorym zbiorze dwupodziatu sie znajduje.

Krok 5 Niech Gy = (V5, E5) bedzie dwudzielnym grafem powstatym z G poprzez
usuniecie z niego wszystkich wierzchotkéw, ktére w grafie SSZ odpowiadaja
wierzchotkom pokolorowanym kolorem 2. Znajdz dwupodziat grafu Gs i przy-
pisz kazdemu wierzchotkowi w tym grafie kolory 2y i 23 w zaleznosci od tego,
w ktorym zbiorze dwupodziatu sie znajduje.

Krok 6 Niech G5 = (V3, E3) bedzie dwudzielnym grafem powstatym z G poprzez
usuniecie z niego wszystkich wierzchotkéw, ktére w grafie SSZ odpowiadaja
wierzchotkom pokolorowanym kolorem 3. Znajdz dwupodziat grafu Gs i przy-
pisz kazdemu wierzchotkowi w tym grafie kolory 3; i 3, w zaleznosci od tego,
w ktorym zbiorze dwupodziatu sie znajduje.

Dowaod poprawnosci algorytmu.

W Kroku 0 ustalona zostaje paleta barw, sposrod ktorych wierzchotki beda do-
biera¢ kolory, tak, aby na koncu kazdy z nich mial przypisane cztery elementy
z tego zbioru.

Krok 1 nie wymaga dowodu.

W Kroku 2 kazdy naroznik przypisuje sobie sw6j wolny kolor. Dwa sasiadujace ze
soba narozniki maja ten sam wolny kolor (patrz Rysunek 3.12), jednakze o grafie
G zatozono, ze nie posiada dwoch przylegltych naroznikéw, zatem w kroku tym
nie powstang zadne konflikty.

Rysunek 3.12. Dwa potlaczone narozniki z kolorowaniem bazowym — konfiguracja za-
broniona w grafie G.

Po tym kroku kolory {R, G, B} nie zostang wiecej uzyte. Do tego momentu
wszystkie narozniki maja przypisane po dwa kolory, a pozostate wierzchotki po
jednym kolorze.

Krok 3 jest prawdziwy na mocy Faktu 3.30. Kolorowanie w tym grafie mozna
wyznaczy¢ przy pomocy Algorytmu 3.28.
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W Krokach 4, 51 6 dla graféw powstalych po usunieciu wierzchotkéw o jednym
z koloréw {1,2,3} procedura jest taka sama. Dla ustalenia uwagi udowodniona
zostanie jedynie prawdziwos¢ Kroku 4, natomiast dowody Krokéw 5 i 6 beda
analogiczne. Do pokazania prawdziwosci tego kroku potrzebny bedzie dowdd na-
stepujacego lematu.

Lemat 3.34 (Sparl, Witkowski, Zerovnik, 2010)

Niech H = (Vgsz, Egsz) bedzie zmodyfikowanym grafem SSZ, powstalym na
podstawie grafu heksagonalnego bez trojkgtow G = (V,E). Niech dane bedzie
3-kolorowanie U grafu H kolorami {1,2,3}. Niech Gy = (V1, E1) bedzie grafem,
w ktorym Vi = {v € V 1 v & Vggy lub V(v) # 1} bedzie zbiorem wierzcholkow,
a By C FE bedzie zbiorem wszystkich krawedzi z G, ktorych oba konce znajdujq sie
w Vi (Ey jest indukowany wierzcholkowo przez Vi ). Wtedy graf Gy jest grafem
dwudzielnym.

Dowéd. Na mocy Definicji 3.29 w zbiorze Vgg; znajduja sie wszystkie narozniki
ze zbioru V. Dwudzielnosé¢ grafu (G; zostanie udowodniona poprzez wykazanie,
ze dwupodzial prawych naroznikéw grafu G, ktéry jest dany przez kolory {2, 3}
w kolorowaniu W, mozna rozszerzy¢ w kazdej trojgwiezdzie na wszystkie jej wierz-
chotki.

W przypadku tréjgwiazdy parzystej wszystkie trzy wierzchotki konczace nie
moga mieé¢ réznych koloréw w 3-kolorowaniu grafu SSZ. Gdyby tak bylo, wéw-
czas nie istniatby kolor dostepny dla wierzchotka srodkowego tej trojgwiazdy.
Jesli wszystkie trzy wierzchotki maja ten sam kolor, to po usunieciu ich z grafu
G, sktadowa spojnosci sktadajaca sie z pozostalych wierzchotkéw trojgwiazdy
jest oczywiscie grafem dwudzielnym. Jesli natomiast wierzchotki koriczace nie sg
usuwane z grafu G; i maja ten sam kolor, wowczas z racji tego, ze wszystkie
Sciezki pomiedzy nimi maja parzysta dtugosé, kolorowanie to da si¢ rozszerzyc
na pozostate wierzchotki. Gdy wierzchotki konczace w trojgwiezdzie parzystej
sg pokolorowane dwoma kolorami, to wierzchotek srodkowy musi otrzymaé kolor
inny niz te przypisane do wierzchotkéw konczacych, aby nie spowodowaé¢ kon-
fliktu w 3-kolorowaniu grafu SSZ. Zatem zawsze z takiej tréjgwiazdy usuniety
zostanie przynajmniej jeden wierzchotek. Jesli jest to wierzchotek srodkowy, to
dwukolorowanie wierzchotkow konczacych jest tatwo rozszerzalne na wszystkie
wierzchotki ramion, ktére sa roztacznymi Sciezkami. Jesli natomiast jest to jeden
(badz dwa) z wierzchotkow konczacych, wowczas kolorowanie jest rozszerzalne,
gdyz Sciezka taczaca pozostate dwa wierzchotki konczace ma dtugosé parzysta,
a wierzchotki te muszg mie¢ ten sam kolor w 3-kolorowaniu. Kolorowanie to da si¢
rozszerzy¢ na ramie (badz ramiona) bez wierzchotka konczacego nie powodujac
konfliktu z tg $ciezka.

Przypadek trojgwiazdy nieparzystej jest nieco bardziej skomplikowany. Niech
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u, v,z beda wierzchotkami konczacymi tej trojgwiazdy takimi, ze wierzchotki
{u,v} i {v,z} sa polaczone krawedzig w grafie SSZ ($ciezki miedzy nimi maja
nieparzysta dlugosé). Niech z bedzie wierzchotkiem $rodkowym (w grafie SSZ
istnieja wiec takze krawedzie {u,z} i {z,z2}). Zalézmy najpierw, ze wszystkie
wspomniane wierzchotki otrzymuja jedynie dwa kolory w 3-kolorowaniu grafu
SSZ. Wtedy wierzchotki « i z majg ten sam kolor, oraz wierzchotki v i z maja
ten sam kolor, inny niz u i z. Poniewaz v i z sg potaczone Sciezka parzystej dtu-
gosci, wiec mozna rozszerzy¢ dwukolorowanie na te $ciezke (wierzchotek x moze
zmieni¢ kolor). Jedli to dwukolorowanie zostanie rozszerzone takze na wierzchotki
ramienia zakonczonego wierzchotkiem v, wéwczas z racji tego, ze Sciezki z v do
u iz v do z maja nieparzysta dtugos¢, rozszerzenie to bedzie poprawne tzn.
wierzchotek v nie zmieni swojego koloru. Zatem niezaleznie od tego, czy jakis
wierzchotek z tej trojgwiazdy zostanie usuniety, czy tez nie, mozna rozszerzy¢
dwukolorowanie z wierzchotkow konczacych na wszystkie wierzchotki trojgwiaz-
dy.

Zatézmy teraz, ze wierzcholki w,v,z,x otrzymaly wszystkie trzy kolory
w 3-kolorowaniu grafu SSZ. Jesli w takim przypadku w grafie G; brakuje dwoch
wierzchotkéw tej trojgwiazdy, oznacza to, ze usunieto wierzchotki v i x albo u i z.
W obu przypadkach rozszerzenie kolorowania jest oczywiste, gdyz kazde ramie
posiada ograniczenie na kolor tylko na jednym ze swoich koncow. Jesli usunieto
tylko jeden wierzchotek z tej trojgwiazdy, wéwczas jest to wierzchotek z, v, albo
jeden z wierzchotkéw w i z (przypadki symetryczne). Jesli jest to wierzchotek x,
wowczas kolorowanie z wierzchotkéw konczacych tatwo sie rozszerza na wierzchot-
ki ramion. Jesli jest to wierzchotek v, to wierzchotki v i z maja ten sam kolor.
Gdyby tak nie byto, wowczas wierzchotek x musialby mie¢ trzeci kolor, ten sam
co v, a wiadomo, ze v ma kolor inny niz wszystkie pozostate wierzchotki w tej
trojgwiezdzie. Jesli u i 2z sa tego samego koloru, to wiedzac, ze sa potaczone Sciezka
parzystej dtugosci wiadomo, ze kolorowanie da sie rozszerzy¢ na wszystkie wierz-
chotki trojgwiazdy. Jesli wreszcie usunieto z trojgwiazdy wierzchotek u (lub z),
to wiadomo tez, ze wierzchotki z i z (lub u) maja rézne kolory, gdyz sa potaczone
krawedzig w grafie SSZ. Poniewaz laczy je $ciezka o nieparzystej dtugosci, wiec
kolorowanie daje si¢ tatwo rozszerzy¢ na wszystkie wierzchotki trojgwiazdy. [

Jak zostato pokazane w dowodzie Lematu 3.34 w grafie G mozna wyznaczy¢
dwupodzial w czasie liniowym. Wszystkie prawe narozniki pokolorowane kolo-
rem 2 w grafie SSZ znajduja sie w jednym ze zbioréw dwupodziatu, a wszystkie
prawe narozniki pokolorowane kolorem 3 w grafie SSZ znajduja sie w drugim
zbiorze dwupodziatu grafu G;. Zatem wszystkim wierzchotkom z pierwszego ze
zbioru dwupodziatu mozna przypisac¢ kolor 1, a tym z drugiego ze zbioréw dwu-
podzialu kolor 13. Oczywiscie nie zostanie spowodowany w ten sposob zaden
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konflikt, a kolor otrzymaja wszystkie wierzchotki oprocz tych pokolorowanych
kolorem 1 w grafie SSZ.

W Krokach 4-6 kazdy naroznik jest raz usuwany z grafu G, a dwa razy zostaje
mu przydzielony kolor. Wierzchotki, ktére nie sa naroznikami, otrzymuja trzy
nowe kolory, po jednym w kazdym kroku. Zatem kazdy wierzchotek otrzymuje
w sumie 4 kolory, z ktorych wszystkie sa ze zdefiniowanej na poczatku palety
barw oraz nie wystepuja zadne konflikty.

O

W ten sposob zostalo udowodnione Twierdzenie 3.31, a na mocy Faktu 3.6
réwniez Wniosek 3.32.

Metoda z tego dowodu wydaje sie wcigz rozwojowa i by¢ moze doprowadzi do
catkowitego rozwiazania Hipotezy 1.35.
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