MICHAL WOZNIAK, ALEKSANDER ZELIAS

ZASTOSOWANIE ANALIZY HARMONICZNEJ
W BADANIACH SEZONOWOSCI PRZEWOZOW PLODOW ROLNYCH

Badania nad wyjasnianiem mechanizmu powodujacego wahania sezo-
nowe zajmuja jedno z poczesnych miejsc wsrod analiz ekonometrycznych.
Literatura naukowa traktujaca o metodach badania sezonowoS$ci ro$nie
bardzo szybko i obejmuje obecnie wiele powaznych pozycji. Wymienmy
tutaj przyktadowo prace E. J. Hannana', D. W. Joergensona” i R. Sto-
né'a’. O mozliwosciach zastosowan tych metod w Polsce traktujg takie
publikacje, jak np. E. Vielrosego®, Z. Zielinskiego’, L. Dziembaty®,
S. Giembickiego’ i innych®, wnoszace pewien oryginalny wktad w meto-
dologi¢ badania wahan sezonowych w szeregach czasowych.

Nalezy jednak w tym miejscu podkresli¢, ze nie podejmowano, jak
dotad, szerszych prob praktycznego zastosowania metod ekonometrycz-
nych w badaniach sezonowosci kolejowych przewozow plodéw rolnych.

"'E. J. Hannan, The Estimation of Seasonal Variation, The Australian Journal
of Statistics 1960, vol. 2, No 1; The Estimation of Seasonal Variation in Economic
Time Series, Journal of the American Statistical Association 1963, vol. 58, No 301

2D. W. Joergenson, Minimum Variance, Linear Unbiassed Seasonal —Adjust-
ment of Economic Time Series, Journal of the A-merican Statistical Association
1964, vol. 59, No 307.

3 R. Stone, Modele wyréwnywania sezonowosci, Przeglad Statystyczny 1962,
z. 2.

Y E. Vielrose, O metodach badania sezonowosci, Przeglad Statystyczny 1960,
z. 2.

> Z. Zielinski, O badaniu sezonowosci metodg stosunkéw do trendu, Przeglad
Statystyczny 1962, z. 2; tenze, Statystyczne studium sezonowosci towarowych prze-
wozow kolejami w Polsce w latach 1947 - 1960, Szczecin 1965; tenze, Model szeregu
czasowego z periodycznym  skladnikiem  sezonowym. Przeglad Statystyczny 1967,
z. 2; tenze, Estymacja wskaznikow sezonowosci, Przeglad Statystyczny 1968, z. 1.

8 L. Dziembata, Analiza wahar cyklicznych —miesiecznej  liczby —pozaréw, Prze-
glad Statystyczny 1967, z. 2.

7'S. Giembicki, Zastosoanie Srednich ruchomych wazonych do wyréwnywania
szeregow czasowych, Wiadomos$ci Statystyczne 1967, z. 2; tenze, Zastosowanie ana-
lizy harmonicznej do  szacowania  periodycznego  skladnika  sezonowosci, Wiado-
mosci Statystyczne 1967, z. 12.

8 T. M. Gotogorski, Rachunek wyréwnawczy, Poznan—Warszawa—Wilno—Lu-
blin 1927, Z. Pawowski, Fkonometria, Warszawa 1966.
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O znaczeniu tego rodzaju badan dla celow gospodarczych pisano juz
wiele i nie ma potrzeby uzasadniania ich praktycznej przydatnosci, row-
niez na odcinku sezonowos$ci towarowych przewozow kolejami.

W dotychczasowych pracach badawczych przewazat poczatkowo wer-
balno-opisowy sposob podchodzenia do zagadnienia, odznaczajacy si¢ bar-
dzo waskim, praktycznym jego ujgciem. Nastepnie w coraz wigkszym
stopniu zaczg¢to stosowaé metody statystyki opisowej, ktorych rola osta-
tnio ogromnie wzrosta.

Z zakresu wykorzystania metod statystycznych w badaniach sezono-
wosci towarowych przewozow kolejami w Polsce nalezy przede wszystkim
wymieni¢ cytowang prace Z. Zielinskiego’ po$wiecong w catosci tym
wlasnie zagadnieniom. Dla uzupelniania warto doda¢, ze praca ta byla
jednym z pierwszych, o ile wiadomo, polskich badan empirycznych z za-
kresu poruszanej tu problematyki.

Zjawisko sezonowosci towarowych przewozoéw kolejami jest powszech-
nie znane. Znane s3 rowniez ujemne skutki ekonomiczne wynikajace
z faktu wystgpowania sezonowych wahan w przewozach. Poznanie me-
chanizmu ksztaltowania si¢ sezonowos$ci przewozow umozliwi, po pierw-
sze, lepsza koordynacje zapotrzebowania w czasie na okreSlony rodzaj
srodkow transportowych, po drugie, moze stanowi¢ punkt wyjscia do ba-
dan z zakresu kosztow wahan sezonowych.

I

W niniejszej pracy autorzy stawiaja sobie za cel wykrycie wahan
sezonowych w przewozach plodow rolnych kolejami normalnotorowymi
oraz wythumaczenie mechanizmu ich powstawania. Zadanie to jest reali-
zowane w pracy przy pomocy metod analizy harmonicznej.

Badania oparto na materiatach statystycznych dotyczacych woj. krakow-
skiego 1 rzeszowskiego w latach 1963-1967. W pracy postuzono si¢ ma-
teriatem liczbowym udostepnionym przez Dyrekcje Okregowa Kolei Pan-
stwowych w Krakowie. Dane zrédlowe ujeto wedlug okreséw miesigcz-
nych, jednostki czasu najbardziej uzytecznej dla analizy wahan sezono-
wych '’ Obejmuja one informacje o czterech grupach plodéw rolnych:
zbozach, burakach, ziemniakach oraz ,,innych ptodach i przetworach rol-
nych". Nalezy jeszcze zwréci¢ tu uwage na fakt, ze wielkos¢ przewozow
w poszczegbdlnych grupach towarowych obejmuje nadanie wewngtrzne,
nadanie za granicg, przyj¢cie z zagranicy oraz tranzyt.

W tabeli 1 zamieszczono podstawowy materiat liczbowy stanowiacy
punkt wyjscia dla omoéwienia podjetej problematyki. Na podstawie wste-

9 7. Zielinski, Statystyczne studium..., op. cit.
" Mozna réowniez bra¢ pod uwage dane za okresy dekadowe, tygodniowe itd.
Tutaj ograniczamy si¢ jednak do danych miesigcznych.
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Ryc. 1. Miesigczne wielkosci przewozow kolejowych ptodow rolnych w DOKP
Krakéw w latach 1963-1967: dane empiryczne, dane teoretyczne

pnej analizy danych empirycznych stwierdzono, ze grupa ,,.zboze" cha-
rakteryzuje si¢ relatywnie wysokimi, nieregularnymi wahaniami w prze-
wozach. Wydaje sie, ze jest to w duzym stopniu wynikiem silnego wptywu
polityki importu i skupu na wielko$¢ nadania zboza w poszczegdlnych
miesigcach. Skoro tak jest, nie jest rzecza wskazang, glownie z punktu
widzenia zachowania jednorodnos$ci grup, uwzglednienie w badaniu tej
wlasnie grupy. Tak wigc w dalszym toku rozwazan ograniczono si¢ jedy-
nie do okreslenia prawidlowosci zachodzacych w wielkos$ci ogdlnych prze-
wozow kolejowych o trzech grupach rolnych: burakach cukrowych, ziem-
niakach oraz ,,innych ptodach i przetworach rolnych".

Na ryc. 1 przedstawiono miesigczne wielkosci ogdlnych przewozéw
kolejowych plodéow rolnych. Rozklad ten wykazuje wahania, przy czym
maksima roczne daja si¢ zaobserwowa¢ w miesigcach: pazdzierniku, listo-
padzie, grudniu i styczniu.

Sposrod omawianych grup ptodéw rolnych najsilniej podlegaja waha-
niom sezonowym przewozy burakow cukrowych, przewozi si¢ je tylko
w kilku miesigcach, a mianowicie w pazdzierniku, listopadzie i grudniu,
niewielkie ilosci przewozi si¢ czasem we wrzesniu i styczniu.

Na drugim miejscu pod wzgledem znaczenia w tworzeniu si¢ wahan
sezonowych og6lnych przewozoéw omawianych grup ladunkow znajduja
si¢ przewozy ziemniakow, ktorych szczyt sezonowy przypada na pazdzier-
nik. Podobnie oddzialywa na ogdlng krzywg grupa ,inne ptody i prze-



230 Michat Wozniak, Aleksander Zelia$

twory rolne" (stopien tego wplywu jest jednak mniejszy i bardziej zroz-
nicowany).

W $wietle tych spostrzezen mozna powiedzie¢, ze ogoélna sezonowos¢
przewozow kolejowych ptodow rolnych jest wypadkowa sezonowosci po-
szczegblnych grup towarowych.

Zatézmy, ze podstawa dekompozycji rozpatrywanego szeregu czaso-
wego bedzie model addytywny w postaci :

(X;FXt+St+ét9 (t=051>”~>N'—1)

gdzie:
Y, — zmienna endogeniczna,
X, — warto$¢ trendu,
S; — wartos$ci sktadnika sezonowego,
¢ — sktadnik losowy, o ktéorym zaktadamy, ze ma rozktad prawdo-

podobienstwa o $redniej zero i wariancji o”.

Punktem wyjscia do wyodrgbnienia wahan sezonowych przewozow
badanych ptodéow rolnych jest okreslenie sktadnika trendu X, modelu (1).

W literaturze statystycznej znane sg dwie podstawowe metody okre-
$lania tego sktadnika. Pierwsza metoda polega na okresleniu trendu przy
pomocy $redniej ruchomej scentrowanej rz¢du m, gdzie m oznacza liczbe
sezono6w w roku (np. liczbe miesigcy lub kwartalow), druga na zdefinio-
waniu trendu przy pomocy wielomianu dyskretnej zmiennej czasowej ¢
t = 0,1, ,.., N-1).

Najpowszechniej stosowang do chwili obecnej metodg obliczania trendu
w badaniach wahan sezonowych jest metoda $redniej ruchomej, tatwo
jednak udowodni¢, ze stosowanie S$redniej ruchomej scentrowanej jest
mniej przydatnym narz¢dziem obliczania trendu poniewaz a) przy obli-
czaniu $redniej ruchomej m — okresowej nie znamy poziomu trendu dla

,—:— pierwszych i %ostatnich okresow objetych analizg empiryczng, b) trend

obliczony za pomocg S$redniej ruchomej nie moze by¢ ekstrapolowany,
¢) eliminacja warto$ci trendu z szeregu czasowego metoda S$redniej ru-
chomej moze przyczyni¢ si¢ do znieksztatcenia sktadnika sezonowego
poprzez pojawienie si¢ tzw. efektu Stuckiego - Yule'a powstajacego w wy-
niku autokorelacji sktadnika losowego.

Na niebezpieczenstwo znieksztalcenia sezonowosci przez $rednia ru-
chomg zwraca uwage R. G. D. Allen i sugeruje, ze efektu Stuckiego - Yule'a
mozna unikng¢, okreslajac sktadnik X, jako wielomian okreslonego sto-
pnia zmiennej czasowej ..

Jezeli zdefiniujemy trend przy pomocy wielomianu stopnia skonczo-
nego, to otrzymamy rownanie postaci

K=a0+a1t+...+aktk+Ukta (2)

w ktorym k oznacza stopien wielomianu oraz Uy=S,+¢&;,
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Wskaznik k przy symbolu U wprowadzono dla podkreslenia, ze chodzi
0 odchylenia Y, od linii trendu w przypadku, gdy ta linia jest wielomia-
nem stopnia k.

Przyjmujac nastepujace oznaczenia:

Vo, | 1 0 o .. 0 EN uy |
) 2 k
- V1  Ty= 1 1 1 1 o= oy u= ug 3)
_yN'—l_ —1 N—‘l (N_l)z e (N—].)k_ _ak_ _uN_1~
model (2) mozna zapisa¢ w postaci nastepujgcego rownania:
y=Tya+u, 4
gdzie:
y — N-wymiarowy kolumnowy wektor obserwacji na zmiennej endo-
genicznej,
T — N-k-wymiarowa macierz obserwacji dokonanych na zmiennej
czasowej,
a — k-wymiarowy kolumnowy wektor parametrow strukturalnych
modelu (4),
u — N-wymiarowy kolumnowy wektor reszt y-x (x oznacza N-wy-

miarowy wektor kolumnowy wartosci trendu).

Zauwazmy jeszcze, ze rzad macierzy Tp jest r(Tg)=k<N
Wektor o parametrow strukturalnych modelu (4) szacowaé mozna kla-
syczng metoda najmniejszych kwadratow, ktora daje estymator wektora

okreslony wzorem
a=(T;T) ' Ty, )
gdzie 7, macierz transponowana w stosunku do macierzy To
Tendencj¢ rozwojowa przewozdéw ploddéw rolnych dla okresu 1963 -
1967 r. wyznaczono przyjmujac za lini¢ trendu wielomian stopnia pierw-
szego. Dla k=1 réwnanie (2) przybiera postac
Yt=a0+a1t+U1t, (6)

w ktorym U;=S,+&;,
Szacujgc parametry strukturalne rownania (6) za pomoca klasycznej
metody najmniejszych kwadratéw, otrzymujemy:

Y,=51293,11+358,01¢ + U, )
(10444,75)(297,61) 1
glee U]t:S+81t
"W nawiasach podano $rednie bledy szacunku parametréw modelu (6).
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Srednie bledy szacunku parametrow oy, a; obliczono korzystajac z na-
stepujacego roéwnania:

D¥a)=0*{U} (TyTp) ™', (8)

gdzie JZ{UH} jest wariancjg reszt U;=S,+¢y,

Z réwnania (8) wynika, ze mnozac o przez pierwiastek kwadratowy
z elementu stojacego na przecigciu i-tego wiersza oraz i-tej kolumny
macierzy (T, T,)~! otrzymujemy bledy $rednie szacunku parametrow row-
nania (6).

Obliczona warto$¢ oceny S*{U,,} parametru o’{Uy,} wynosi 1595826053,1.
Stad S{U,,} = 39947,8. Podstawiajac t¢ oceng w miejsce o {U;;} do wzoru
(8) znajdujemy, ze blad $redni szacunku parametru a, jest rowny 10444,75,
a blad s$redni szacunku a; jest rowny 297,61.

Dla sprawdzenia, czy rzeczywiscie istnieje trend, czy tez moze wzrost
warto$ci Y, jest przypadkowy, zweryfikujemy przy poziomie istotnos$ci
a = 0,05 hipoteze Hy : a; = 0. Zauwazmy, ze gdy parametry szacowane
byly za pomoca metody najmniejszych kwadratow i gdy prawdziwa jest
hipoteza H,, nastgpujaca zmienna losowa

=
D(a,)

©)

ma . rozktad Studenta o N-2 stopniach swobody. Jako hipoteze alterna-
tywng przyjmujemy H; : o; # 0. Z tablic rozkladu Student przy 58 stop-
niach swobody i1 poziomie istotnosci 0,05 znajdujemy, ze dopuszczalna
warto$¢ ¢, przy ktoérej nie musi si¢ jeszcze odrzuci¢ hipotezy H,) wynosi
to,05 =2,016. Poniewaz spelniona jest relacja 1,203 < 2,016, trzeba hipo-
tezg Hy przyjaé, a tym samym odrzuci¢, ze parametr a; roézni si¢ od zera
w sposob nieprzypadkowy. Oznacza to, ze nie ma zatem podstaw do
odrzucenia hipotezy o braku trendu w rozktadzie kolejowych przewozow
badanych ptodéw rolnych w DOKP — Krakéw w latach 1963 - 1967.

Na podstawie otrzymanych wynikow nalezy stwierdzi¢, ze model ba-
danego szeregu czasowego mozemy ostatecznie zapisaé w nastepjacy
sposob :

Y,=S,+¢&, (@t=0,1,..,N—1) (10)

gdzie S, oznacza sktadnik sezonowy.

W zwiazku z modelem (10) powstaje teraz probelm okreslenia niezna-
nej a priori postaci funkcji @ (?), ktora opisywataby mozliwie doktadnie
sezonowos¢ zmiennej endogenicznej Y, Nalezy przy tym podkresli¢, ze
swoboda poszukiwan jest ograniczona w tym sensie, ze nie moze ona
wyj$¢ poza klase takich funkcji, ktérych parametry mozna oszacowac
metodg najmniejszych kwadratow, przy czym liczba tych parametrow
nie moze by¢ zbyt duza.
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Obecnie poswigcimy nieco miejsca tym wilasnie problemom. W ba-
daniu tych prawidtowos$ci przydatne sg metody analizy harmonicznej.

IT

Badajac sezonowo$¢ roéznych zmiennych endogenicznych wydaje si¢
wskazane zwroci¢ baczniejszag uwage na klase funkcji @ () o okresie 2 z,
okreslonych w przedziale <0,2 I1>. Zauwazmy dalej, ze rzeczywista po-
sta¢ funkcji @ () mozna aproksymowac za pomoca wielomianu trygono-
metrycznego m-tego rzedu o postaci

1 m
Ym(t)=? %o +k§1[ak cos (kt) + B sin (kt)] , (1D

w ktorym ao, ay, S, sa wspolczynnikami Fouriera'?,

Wspotczynniki wielomianu (11) powinny by¢ dobrane w ten sposob,
by przyblizenie bylo mozliwie najlepsze, tak jak to zaklada si¢ w meto-
dzie najmniejszych kwadratow. W rezultacie, zadanie sprowadza si¢ do

wyznaczenia wspotczynnikoéw Fouriera o postaci'’

2n
1
“o=;f p@dt (k=0),
0

2n

1
ak=—j p(t)cos(kt)dt (k=1,2,...,m),
7
0

2n

5,(:%} p(®sin(kt)dt (k=1,2,...,m). (12)
0

Bezposrednie zastosowanie tych wzoréow jest mozliwe wtedy, gdy
funkcja @ (t) jest okre§lona wyrazeniem analitycznym, niemozliwe nato-
miast, gdy funkcja jest podana tylko w sposéb tabelaryczny lub graficzny.

W tych ostatnich dwoch przypadkach wystepujacych z reguly w prak-
tyce, stawiamy zagadnienie analizy harmonicznej w nizej podany sposob:

Znajac wartosci, ktore funkcja o okresie 2 I7 przybiera w skonczonym
zbiorze punktéw, chcemy okresli¢ ja w przyblizeniu za pomoca wielomianu
trygonometrycznego, przy czym w oparciu o metod¢ najmniejszych kwa-

'2 Jean Baptiste Fourier (1768 - 1830), matematyk i fizyk francuski. Pierwsza
praca Fouriera o szeregach noszacych jego nazwisko zostala przedtozona Akade-
mii Francuskiej w 1807 r.

3 Wzory te znalezé mozna na przyktad u S. Kalinskiego, Analiza harmoniczna,
L£6dz 1956, s. 136 - 148.
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dratow wymagamy, by suma kwadratow odchylen wielomianu trygono-
metrycznego od tej fukcji w danych punktach stanowita minimum.
Dla osiggnigcia powyzszego celu podzielmy punktami przedziat<0,2m>
na N rownych czesci :
tostyseeestiy sty ty, (13)
gdzie
2n
ti=_ 1.
N
Niech wartosciami funkcji w tych punktach beda

Yo, Yy Yoy, Yooy, Yy (14)
przy czym
Yy=Y,.

W naszym przypadku mamy wigc wyznaczy¢ takie wartosci dla
2m + 1 wspdblczynnikéw wielomianu trygonometrycznego:

Y, (H)=A4,+ i [Ay cos (k) +Bysin (k)] , (15)
k=1

by spetniony byt warunek '

N-1
Vn= 3. [Yi— Y,(t)]=minimum . (16)

i=0
Minimum funkcji (16) mozna otrzymac stosujac wtasciwe dla rachunku
rozniczkowego zasady znajdywania ekstremum funkcji. Obliczamy zatem
pochodne czgstkowe sumy (16) wzgledem A4, A4;, ..., A, B, By ..., By

i przyrownujemy je do zera
Y Y/ Y

_‘_0, — =V, ———=0, k=1,2,..., .
Py oA, 3B, ( m) 17)

Stad otrzymujemy uktad 2m + 1 réwnan normalnych

N—-1 N-1
.2% KA&)= 2% na

N-1

T ¥tdcos(kt)= Y. Yicos(kt), (18)
i=0 i

i=0

N-1 N-1
Y Y (t)sin(kt)= Y Y;sin(kt,).
i=0 i=0

" W naszym przypadku przyjmujemy 2m<N, gdyz w przeciwnym razie ilogé
wspotczynnikow wielomianu trygonometrycznego bylaby wigksza od liczby da-
nych nam wartosci (14), wszystkie wigc odchylenia moglibysmy doprowadzié
w dowolny sposéb do zera. W tym przypadku nie mozna by wigc mowi¢ o naj-
lepszym przyblizeniu.
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Rozwiazujac uktad rownan (18) wzgledem niewiadomych Ap, 4; oraz By
otrzymujemy

15V=1
Ao=—73Y Y,
=N

2 N-1

A= 3, Yicos(kty) , (19)
i=0
N-1
B,=— - si :
k N ixzo KSIH (ktt) )

przy czym k = 1, 2, ..., m.

Wzory (19) nosza nazwe wzoréw Bessela'”, a wspotczynniki wyrazone
tymi wzorami nazwe¢ wspotczynnikow Bessela.

Latwo jest wykaza¢, ze gdy N — oo, wowczas dla danej funkcji, war-
tosci wspotczynnikow Bessela dazg do wartosci wspotczynnikow Fouriera,
jako do swojej granicy.

A zatem

2z
1
27
)
2=
1
Aka—j‘ o (t)cos(kydt, (20)
T
0

2n
1
B—>— j o (1) sin (kt) dt .
T
y 0

W ramach obliczen zmierzajacych do okreslenia sezonowo$ci badanej
zmiennej Y zastosowano najpierw wielomian trygonometryczny o postaci
(15).

Tabela 2 przedstawia szereg czasowy pozbawiony trendu, ktory daje
obraz miesigcznych relatywnych warto$ci sktadnika sezonowego i przy-
padkowego przewozoéw plodow rolnych srodkami PKP w DOKP — Kra-
kow w latach 1963-1967. Tak wigc szereg czasowy obejmuje 5 pelnych
lat kalendarzowych, stad N = 5-12 = 60 pozycji. Wahania rozpatry-
wanej zmiennej obrazuje ryc. 2.

Nalezy si¢ jeszcze jedno dodatkowe wyjasnienie. Wielkos$ci przedsta-
wione w tabeli 2 uzyskano z pierwotnego szeregu czasowego po ich prze-
liczeniu. Przeliczenia dokonano w nastepujacy sposob:

Y;

5100, (i=0,1,..,N-1) e2y)

¥ Wzory te oglosit Bessel w 1815 .
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Ryc. 2. Relatywne warto$ci sktadnika sezonowego i przypadkowego miesigcz-
nych przewozéow ptodéw rolnych $rodkami PKP w DOKP Krakéw w latach
1963 - 1967: dane empiryczne ——— dane teoretyczne

gdzie Y; oznacza warto$ci szeregu .czasowego wyrazone w wielkosciach
absolutnych, a ¥ — S$rednia arytmetyczna zaobserwowanych wartos$ci
zmiennej Y.

W nawigzaniu do tego postgpowania nalezy podkresli¢, ze wyzej po-
dany sposob zdefiniowania zmiennej endogenicznej Y wydawat si¢ bar-
dziej poprawny z punktu widzenia dokonywanych obliczen i meryto-
rycznej interpretacji wynikéw. Natomiast inaczej ma si¢ zwykle sprawa
tam, gdzie korzysta si¢ z danych wyrazonych w wielko$ciach absolutnych.
Mierzenie poszczegdlnych zjawisk ekonomicznych za pomoca liczb o roz-
nej liczbie cyfr znaczacych powoduje zawsze duze zrdéznicowanie wartosci
parametrow strukturalnych (wspoétczynnikéw Bessela) modelu (15).

Przy szacowaniu wspotczynnikow Ay, 4;, ..., A4, B;, B); ..., Bu
wielomianu trygonometrycznego (15) wzicto pod uwage okres <0,211>,
ktory z kolei podzielony zostal na N = 60 réwnych czgéci przez punkty
0 wspotrzednych

i= 2T (=01, N) 22)
;= —"1, 1=V, 1, ..., .
=N

Przy szacowaniu modelu (15) ograniczono si¢ do wielomianu trygono-
metrycznego 6 rzedu (m = 6). Zwroci¢ nalezy jednak przy tym uwage
na fakt, ze liczb¢ m obieramy arbitralnie, cho¢ niezupelnie dowolnie, bo-
wiem wystepuje ograniczenie, iz liczba szacowanych wspotczynnikéw nie
moze rownac si¢ liczbie obserwacji.
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Estymacja tego modelu za pomoca metody najmniejszych kwadratow
daje nastepujace wyniki:
Ay= 99,100

A= 2,126 By= 2,940
Ay=—4225 B,= —2898
Ay=—1,492 By= 0,830
Ay=—6492 B,= —6,997
As= 32,036 Bs=—66,662
Ag=—4,498 Bg= —1,385

Znajac wartoSci ocen Ay Aj, Bi wspoOtczynnikoéw Fouriera wielomianu
(11), wyliczamy ocen¢ wariancji sktadnika losowego postugujac si¢ wzorem-

1 N-1

Y [Y=Y.(0)]*. (23)

2_ .
N—-(2m+1) i=o

We wzorze (23) Y; oznacza obserwowane wartosci zmiennej Y, a Y, (%)
Hteoretyczne" wartosci tej zmiennej, tj. warto$ci wyliczone z wielomianu
(15). Wielkos¢ 2m + 1 oznacza liczbe szacowanych w danym wielomianie
wspotczynnikow, a N jest — jak zwykle — liczbg obserwacji.

Obliczona na podstawie wzoru (23) ocena wariancji skladnika loso-
wego jest rowna 1652,6382, a oceng parametru o jest liczba 40,65.

Znajomo$é oceny S° parametru o°, umozliwia obliczenie dalszych miar
zgodnosci wynikéw empirycznych z wynikami z obliczenia, a mianowicie
wspotczynnika zbieznos$ci oraz wspotczynnika korelacji wielorakiej. Wspot-
czynnik zbieznosci definiujemy za pomoca nastepujacego wzoru:

¢2_[N—(2m+1)] 5
__ZO (- 1)

, 24

gdzie Y jest §rednig arytmetyczng zaobserwowanych wartosci zmiennej
Y, a$’ jest zdefiniowane wzorem (23),

Wspotezynnik korelacji wielorakiej R z proby oblicza si¢ wedtug
wZzoru

R=1-¢2. (25)

Obliczony na podstawie wzoru (24) wspotczynnik zbiezno$ci wynosi

@’ = 0317, natomiast wspolczynnik korelacji wielorakiej R = 0,826, co

s$wiadczy o niezlej zgodnosci wynikow obliczonych z rzeczywistymi (por.
ryc 2).

W czesci 1 niniejszej pracy przyjeliSmy w modelu (1), ze & jest zmien-

ng losowa o rozkladzie normalnym N/O, ¢°). Sprawdzimy obecnie, czy
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rozktad zaobserwowanych odchylen wartosci naszego szeregu od danej
funkcji aproksymacyjnej jest normalny.

Poniewaz probka pozostajaca do dyspozycji jest liczna (N = 60),
sprawdzenie tej hipotezy mozna przeprowadzi¢ za pomocag znanych
w statystyce testow zgodno$ci (test y°, test A Kolmogarowa-Smirno-
wa, test serii, test Wolfowitza i inne).

Sprawdzenie hipotezy o normalno$ci rozktadu odchylen od wielomia-
nu (15) dokonamy za pomoca testu y’.

Jako sprawdzian hipotezy przyjmujemy wyrazenie

r N2
=500 2o
=1 fi
gdzie:
f; — liczebnos$ci zaobserwowane w klasie i,
fi — liczebnoséci oczekiwane w klasie i obliczone przy zalozeniu, ze

prawdziwa jest sprawdzana hipoteza H,.

Sprawdzian »° przy N — o bedzie mial. jak wiadomo, rozktad y°
o r—m—1 stopni swobody, przy czym m oznacza liczb¢ parametrow
rozktadu, ktore nalezy oszacowa¢ z proby. Poniewaz w tej pracy r=S8
(tyle bylo przedziatow) oraz m=2, przeto mamy r—m—1=8—2—
—1=5.

Przyjmujac poziom istotnosci a=0,05, z tablic rozktadu y’ znajdu-
jemy warto§¢ y° spelniajaca warunek

P{y=1}=u. 27

Przy 5 stopniach swobody jest P{y’>11,070}=0,05, czyli do obszaru
krytycznego (obszar krytyczny testu zbudowany jest prawostronnie) na-
leza warto$ci sprawdzianu wigksze od 11,070.

Poniewaz sprawdzian y° jest rowny 9,544, wiec nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy o normalno$ci rozkladu zmiennej losowe;.

Zauwazmy teraz, ze uzyskane wartosci ocen A, A; By wspdlczyn-
nikow ay, oy, fB; mozemy teraz wykorzysta¢ dla rozwigzania problemu
ktora, wzglgdnie ktore amplitudy wahan sg statystycznie istotne?

W tym celu oznaczmy przez R:=A;+B;  kwadrat amplitudy. Jesli
badany szereg czasowy jest pozbawiony sktadnika sezonowego, mozna
dowies¢, ze nadzieja matematyczna kwadratu amplitudy jest rowna

1
E(R§)=R,2,,=N, “4o”, (28)

gdzie o’ jest wariancja zmiennej Y populacji generalnej, a N — liczba
obserwacji.

Parametr o’ jest zawsze a priori nieznany, ale mozna go oszacowac
W oparciu o posiadang probe¢ statystyczng. Jak bowiem tatwo sprawdzié,
wyrazenie
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Y,—¥)? 2
TN— I,Z ( )y @)
jest nie obcigzonym estymatorem parametru a’.

Odpowiedz na pytanie, czy prawdopodobienstwo tego, iz R bedzie
h razy wigksze od R?, otrzymaé mozemy w oparciu o podang przez
Schustera rownos¢ :

a=e", (30)
gdzie: a — wspodlczynnik istotnosci, e = 2,718 (podstawa systemu loga-
rytmicznego Napiera).

Z (30) otrzymujemy:
h=—-Ina. 30D

Zalozmy dalej, ze h*=R?/R%. Wyrazenie R?/R%, umozliwia spraw-
dzenie hipotezy H,, ktora glosi, ze k-ta amplituda jest przypadkowa. Jesli
zostanie spelniony warunek: P {h* > h) = a, to hipoteze H, mozemy
odrzuci¢ na poziomie istotnosci a i przyja¢, z prawdopodobiefistwem
rownym 1 —a, Zze szereg czasowy wykazuje statystycznie istotny cykl
wahan o okresie rownym k' = N/k (N — ilo$¢ obserwacji, & — numer
amplitudy).

Wielko$¢ kwadratu amplitud (R?) oraz wielkosci sprawdziau h* =
=R?/R?przedstawiono w tabeli 3. Warto$¢ R% wyniosta: 276,57.

Tabela 3

Suma kwadratow wspotczynnikow Fouriera

Numery amplitudy | Kwadraty amplitud | Wartosci sprawdzianu

k R; | h*=R}/R%

1 13,1635 | 0,0476

2 26,2490 | 0,0949

3 29149 | 0,0105

4 91,1041 | 0,3294

5 5470,1275 l 19,7784

6 22,1502 | 0,8009

Obierzmy wspotczynnik istotnosci @ = 0,05. Mozna sprawdzi¢, ze przy
poziomie istotnosci a = 0,05 warto§¢ h = 3. Przeprowadzajac stosowne
obliczenia (tabela 3) dochodzimy do wniosku, Ze nie ma statystycznych
podstaw do przyjecia hipotezy Hy. Tak wigc w naszym przykladzie istot-
na okazata si¢ tylko amplituda dla k= 5 $wiadczaca o tym, ze w roz-
ktadzie miesiecznych wielkosci ogoélnych przewozoéw kolejowych bada-
nych plodéw rolnych w DOKP-Krakéw na przestrzeni lat 1963-1967
istniat dwunastomiesieczny cykl wahan (k' = Nk = 60/5 = 12).
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Z przeprowadzonych obliczen wynika zatem, ze wahania w badanym
szeregu miesigcznej wielkosci przewozow plodéow rolnych sa wynikiem
istotnych wahan dwunastomiesi¢cznych.

11

Do problemu analitycznego przedstawienia periodycznego skladnika
sezonowego szeregu czasowego, mozna podej$¢ jeszcze z innego punktu
widzenia.

Rozpatrzmy w zwiagzku z tym funkcje @ (¢#) o okresie 2z, podang tylko
tabelarycznie lub graficznie. Zauwazmy dalej, ze funkcj¢ t¢ mozna réw-
niez aproksymowaé za pomoca wielomianu trygonometrycznego zawiera-
jacego tyle wyrazow, ile wynosi liczba danych (N). Ciag odpowiednich
warto$ci ma postaé nastgpujaca

Yoo Yo eos Yoy ooy Yoy, Yy, 32)
przy czym
Yy=Y,
Dla lepszej ilustracji problemu zaldézmy jeszcze, ze liczba N' jest po-
dzielna przez 4:

N'=4 .

14
Przyjmujac powyzsze zalozenie, pragniemy teraz obliczy¢ wspotczyn-
niki wielomianu trygonometrycznego

2p—1

Ya =40+ kgl A, cos (kt) + B, sin (kt) +4,, cos (2p?), (33)

ktorych ilos¢ rownasi¢ 1 + 2 2p — 1) + 1 = 4p.

Zauwazmy, ze dla tych wspotczynnikow mozemy teraz wyznaczy¢
takie wartosci, przy ktorych wszystkie odchylenia wielomianu (33) od
wartosci (32), tzn. wszystkie reszty

K:—sz(t‘), (i=0,1,2,...,N,—1)

rownac sie beda zeru.
Wtedy krzywa bedaca obrazem geometrycznym aproksymanty Y,(¢) jest
famana, przechodzaca przez wszystkie punkty ciggu warto$ci (32).

Jak tatwo jest zauwazy¢é, powyzsze wspolczynniki — z wyjatkiem
A,, — wyrazaja si¢ wzorami Bessela (19).
Dla obliczenia za§ wspoiczynnika 4,, wychodzimy z relacji

N -1 N—1 N-1
cos (ryt;) cos (rpt)=% Y cos(ry+ry))t;+% Y, cos(ri—ryt;, (34)

i=0 i=0 i=0

16 Ruch Prawniczy 1/70.
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. N’
gdzie ry=r,=2,= =P
Jak wynika z przeksztalcen, ktérych tu nie przytaczamy, wspotczyn-
nik 4,, wynosi:

1 N1 .
A= & (~D'%. (35)

Dla obliczenia wspotczynnikéw wielomianu trygonometrycznego (33)
shluzg zatem wzory o postaci:

1 V-1
Ag=— Y,
TN i=ZO
2 N-1 N’
Ak—l)v— IZ YCOS(kt) <k=1,2, ,7—1
2 Nt N’ (36)
B, =— Y; sin (kt,), k=1,2,..., . —1
= T Ysin (k1) ( N )
1 N-—-1
Azp=An=—; (-D'Y;
2 i=0

Podstawa oszacowania parametrow wielomianu (33) byly dane tabeli
2. Na podstawie tych danych obliczono $rednie poziomy wielkosci prze-
wozow kolejowych ptodow rolnych dla poszczegodlnych miesigcy bada-
nych lat. Innymi slowy

Fee 3 ¥, (i=0,1,..,N'—1) (37)
n j=1
gdzie:

Y; — warto$¢ zmiennej Y w miesigcu i przypisana okresom rocz-
nym,

Yi — S$rednie miesigczne wartosci zmiennej Y w ciggu n bada-
nych lat,

n — liczba pelnych lat kalendarzowych w szeregu czasowym,

N' — liczba miesigcy w roku.

Korzystajac z uzyskanych w ten sposob danych statystycznych osza-
cowano metodg najmniejszych kwadratow parametry relacji (33).
Otrzymano nastgpujace wyniki:

Ag= 99,950
A= 32,630 B, = —66,683
Ay=—23,967 B,=—33,225
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Ag=—15,633 Bi= 2,367
A= 8,900 B,= 0,260
As=— 0,797 . Bs=—16,051
Ag=—6, 583

Dla zbadania stopnia zgodnosci danych zaobserwowanych z danymi
obliczonymi z wielomianu (33) postuzono si¢ ocena wariancji skladnika
losowego, wspolczynnikami zbieznosci i korelacji wielorakiej.

Wariancja sktadnika losowego wynosi 197,0714, a wigc odchylenie
standardowe sktadnika losowego jest rowne 14,04. Oszacowany kwadrat
wspotczynnika zbiezno$ci oraz wspotczynnika korelacji wielorakiej sa
odpowiednio réwne:

0?=0,039 i R=0,980.

Oceniajac przedstawione wyzej wyniki numeryczne stwierdzi¢ nalezy,
ze wielomian trygonometryczny wynikajacy z réwnania (33) przynidst
znacznie lepsze rezultaty. Oszacowana warto$¢ wspotczynnika zbieznosSci
jest niska i wynosi 0,039, co $wiadczy, ze nie wyjasnione wahania zmien-
nej endogenicznej stanowig zaledwie okolo 3,9% catkowitej zaobserwo-
wanej ich zmienno$ci. Wariancja sktadnika losowego jest mniejsza row-
niez dla modelu (33).

Dla tatwiejszego porownania danych empirycznych z wielko$ciami
z obliczenia, wyznaczonymi na podstawie modelu (33), wykonano wy-

260

220

180 e\
M\

740 -+

100 -

Ryc. 3. Relatywne wartos$ci sktadnika sezonowego i przypadkowego miesi¢cz-
nych przewozow plodow rolnych $rodkami PKP w DOKP Krakow w latach 1963-
-1967: dane empiryczne, dane teoretyczne

16*
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kres (por. ryc. 3), na ktéorym zaznaczono ksztaltowanie si¢ obu ciggdédw
wielko$ci dla lat 1963 - 1967.

W celu zweryfikowania hipotezy H,, ze rozklad zaobserwowanych
odchylen warto$ci empirycznych od wielomianu (33) jest normalny, wpro-
wadzamy zmienna

=", (i=0,1,...,N'=1) (38)
S,
gdzie:
& — warto$ci zaobserwowanych reszt,
& — S$rednia arytmetyczna odchylenia &=Y,—Y,
S — odchylenie standardowe sktadnika resztowego,
a nastepnie formutujemy hipoteze
Hy=H [F(x)=®(x)] 39)

tzn. zaktadamy, ze nieznana dystrybuanta F(x) badanej zmiennej loso-
wej jest rowna tozsamos$ciowo dystrybuancie @) rozktadu normalnego.

Sprawdzenie hipotezy H, prowadzi¢ bedziemy oddzielnie dla poszcze-
golnych badanych lat. W rezultacie wigc liczba obserwacji N' jest mala
w statystycznym rozumieniu tego stowa.

W przypadku probki o matej liczebnos$ci stoja do dyspozycji, jak do-
tad, wtasciwie tylko dwa nieparametryczne testy zgodnos$ci, ktéore moga
mie¢ zastosowanie dla sprawdzenia tej hipotezy. Sa nimi test Masseya
i test Hellwiga.

Weryfikacji hipotezy o normalnosci rozktadu odchylen od wielomianu
(33) dokonamy za pomoca testu zaproponowanego przez Z. Hellwiga'®.

Budowa testu oparta jest na znanej wlasnosci dystrybuanty, polega-
jacej na tym, ze przybiera ona wartosci tylko z przedziatu <0, 1 >.
Ten przedziat dzielimy na tyle réwnych cze¢sci, ile posiadamy obserwacji.
Warto$ci zmiennej losowej otrzymane z proby standaryzujemy zgodnie
z wzorem (38) i odczytujemy w tablicach dystrybuanty rozktadu normal-
nego, odpowiadajace uporzadkowanym warto§ciom ¢ prawdopodobien-
stwa. Nastepnie, liczymy do ilu cze$ci przedziatu < 0, 1> nie trafita
zadna warto$¢ dystrybuanty empirycznej. Liczba tych czgsci jest zmien-
na losowa, ktorej realizacja decyduje o utrzymaniu lub odrzuceniu hipo-
tezy H,.

W naszym przypadku liczba czesci pustych K dla poszczegoélnych
miesigcy w réznych latach jest rowna odpowiednio:

5,4,6,5,6.
Z tablic rozktadu znajdujemy przy N'= 12 1 poziomie istotnosci
a = 0,01, ze dopuszczalna warto§¢ K, przy ktorej nie musi si¢ jeszcze
odrzuci¢ hipotezy H) wynosi 1 < K < 7.

' 7. Hellwig, Test zgodno$ci dla matych probek i przyktady jego zastosowan,
Przeglad Statystyczny 1965, z. 2.
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W naszym przypadku cigg wartosci K powoduje spetnienie relacji
1<K<7, nie ma wigc statystycznych podstaw do odrzucenia hipotezy
o losowosci odchylen wartos$ci szeregu od wielomianu (33).

Z przeprowadzonego testu kontrolnego wynika, ze krzywa (przedsta-
wiona na ryc. 3) begdaca obrazem geometrycznym wielomianu (33) apro-
ksymuje tak dobrze sezonowo$¢ badanego zjawiska, jak to mozna osiag-
na¢ srodkami statystycznymi.

Przeprowadzone rozwazania daja z kolei podstaw¢ do obliczenia wiel-
kosci kwadratu amplitud (R}) oraz wielkosci sprawdzianu h* Warto§é
R2 wyniosta:

T 1 o A ahon
Ri= " 407 =1429,829,

przy czym parametr o° zastgpiono wariancjg z proby:

iy S s @0)
N'—-1 o
gdzie symbol ¥ posiada nastepujace znaczenie:
353 1 N1
7-~ 3 ¥ @

Wielkosci kwadratu amplitud oraz warto$ci sprawdzianu A* zamiesz-
czono w tabeli 4, z ktérej wynika, ze istotna okazata si¢ tylko amplituda
dla £ = 1 $wiadczaca o tym, ze w rozkladzie miesigcznych wielkosci ogol-

Tabela 4

Suma kwadratow wspolczynnikow Fouriera

Numer amplitudy | Kwadraty amplitud | Warto$ci sprawdzianu
k R: h*=Ri/R%
1 5511,3394 3,8545
2 1678,2698 1,1737
3 249,9934 0,1748
4 79,2776 0,0554
5 258,2698 0,1806

nych przewozéw kolejowych badanych ptodow rolnych w DOKP — Kra-
kow w latach 1963 - 1967 istnial dwunastomiesi¢gczny cykl wahan (k'=
=N':k=12 : 1 = 12). Analogiczny réwniez wynik otrzymano w przy-
padku analitycznego przedstawienia periodycznego sktadnika sezonowego
za pomocg wielomianu trygonometrycznego wedtlug formuty (15).

Przy okazji nalezy jeszcze zwrdci¢ uwage na fakt, ze ustalona ampli-
tuda dla okre$lonego okresu czasu moze w roéznych okresach male¢ (oscy-
lacje tlumione), rosna¢ (oscylacje wybuchowe) lub utrzymywaé si¢ ma>
niezmiennym poziomie (oscylacje regularne).



246 Michat Wozniak, Aleksander Zelia$

W naszym przykladzie, badanie charakteru oscylacji przeprowadzono
przy pomocy testu normalnosci rozktadu odchylen wartosci szeregu od
wielomianu trygonometrycznego (33). Zauwazmy, ze dla N' =12 i a —
= 0,01 nie byto podstaw do odrzucenia hipotezy o braku normalnos$ci
rozkladu odchylen dla poszczegélnych badanych lat. Mozna zatem uznac,
ze oscylacje utrzymywatly si¢ w badanym okresie na niezmiennym po-
ziomie.

v

Na zakonczenie niniejszych rozwazan zrekapituluyjemy w punktach
najwazniejsze elementy zaprezentowanej tu analizy wahan cyklicznych
przewozow ptodoéw rolnych srodkami PKP.

1) Tradycyjny sposob okreslania trendu za pomocg $redniej ruchome;]
jest niedopuszczalny w przypadkach gdy szeregi czasowe wykazuja na
ogot ,,gladka" lini¢ trendu, gdyz moze ona przyczyni¢ si¢ do znieksztal-
cenia sktadnika sezonowego w postaci tzw. efektu Stuckiego-Yule'a.

2) Niebezpieczenstwa wynikajagcego z efektu Stuckiego-Yule'a mozna
uniknaé, gdy przy eliminacji trendu z szeregu uzywa si¢ wielomianu
zmiennej czasowej ¢ lub tez $redniej ruchomej wazonej rzedu m, tzn.
o liczbie wyrazéow rownej liczbie przyjetych podstawowych jednostek
czasu (miesigcy, kwartatow).

3) Daznos$¢ do wyznaczania aproksymanty 4 (¢) w taki sposob, aby
dawata ona statystyczng gwarancj¢ mozliwie wiernego odtworzenia nie-
znanej postaci aproksymaty (), byto podyktowane tym, ze funkcja
@(? jest narzedziem opisu sezonowosci badanego szeregu czasowego.

4) Zdefiniowanie funkcji A(2) za pomocg wielomianu trygonometrycz-
nego umozliwia realizacje¢ tego postulatu.

5) Aprioryczne zatozenie co do istnienia rocznego cyklu wahan prze-
wozow ptodow rolnych §rodkami PKP zostalo w pracy potwierdzone za
pomoca testu statystycznego, o ktorym byta mowa w czesci 11 i III.

6) Spelnienie testu normalno$ci rozktadu odchylen y,— & (1) wska-
zuje, ze ustalona amplituda dla badanego okresu czasu utrzymywata si¢
na tym samym poziomie.

APPLICATION OF HARMONIC ANALYSIS IN THE INVESTIGATIONS
OF SEASONALITY OF TRANSPORT OF AGRICULTURAL PRODUCTS

Summary

The work contains considerations that deal with the use of methods of har-
monic analysis in researches of seasonality of transport of agricultural products
in the District Management of the State Railways of Cracow in the time of 1963-
- 1967. The calculated valuation of structural parameters and stochastic structure
of model confirmed the thesis that the model that was presented in the work
can be the tool of description of seasonal fluctuation of transport of agricultural
products.





