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Wstep

Definicja 1. Wielomian cyklotomiczny &, jest najmniejszym co do stopnia,
unormowanym i nierozktadalnym nad Z wielomianem, ktoérego pierwiastkiem jest

pierwiastek z jednosci
Cp = 7™/ = cos(2mi/n) + i sin(27i/n).
Symbolem a,(m) bedziemy oznaczali wspétczynnik przy =™ w wielomianie ®,,.

Pierwiastkami wielomianu &, sa wszystkie pierwiastki pierwotne stopnia n
z jednosci, z czego wynika, ze wielomian 2" — 1 rozklada sie nad Z na iloczyn
wielomianéw ®g4(z), w ktérym d przebiega wszystkie dzielniki n. Zastosowanie formuty
odwrotnej Maobiusa pozwala uzyska¢ jawny wzor na ®,(z). Prowadzi to do

nastepujacego, podrecznikowego, faktu.
Fakt 2. Ponizsze stwierdzenia sa réwnowazne definicji 1.

e &, jest unormowanym wielomianem, ktorego pierwiastkami sa wszystkie

pierwiastki pierwotne stopnia n z jednosci, tj.

P, (z) = H (x_dzc)7

(k,n)=1, 0<k<n
e wielomiany cyklotomiczne spetniaja zalezno$¢ rekurencyjna

[[®a(z) =2" —1,

din
e przez i oznaczamy funkcje Mobiusa. Wtedy

®,(z) = [J(=* - 1)pn/d),
din

Na mocy pierwszego wzoru, wielomian ®,, ma stopien p(n), gdzie ¢ jest funkcja
Eulera. Ostatni ze wzoréw, uzyskany przy pomocy formuty Mobiusa, jest najbardziej
uzyteczny. Korzystajac z niego, mozna wyprowadzi¢ nastepujaca zaleznosé.



Fakt 3. Niech N bedzie iloczynem wszystkich dzielnikow pierwszych n. Wtedy
D, (z) = Dy (z"M).
Ponadto, dla nieparzystych n zachodzi réwnosé ®o,(z) = &, (—x).

Wobec tego wystarczy rozpatrywac jedynie takie wielomiany &,,, dla ktorych n
jest iloczynem réznych liczb pierwszych nieparzystych. W tej sytuacji sensowne jest

wprowadzenie pojecia rzedu wielomianu cyklotomicznego ®,, w nastepujacy sposob:

Definicja 4. Rzedem wielomianu cyklotomicznego ®,, nazywamy liczbe nieparzystych
dzielnikéw pierwszych n. Sama liczbe n nazywamy indeksem badz numerem wielomianu

cyklotomicznego ®,,.

Im wyzszy r1zad, tym trudniej jest obliczy¢ wspotezynniki wielomianu
cyklotomicznego. Obrazuja to ponizsze wzory.

Fakt 5. Niech p, ¢ i r beda réznymi liczbami pierwszymi. Zachodza nastepujace

réwnosci.
©(p)
(I)p(x) = Z xma
m=0
»(pq)

Dpy(z) = Z_O (X2(m) — X2(m — 1))$m,

e(pgr) m
Cpgr () = 3 ( > (XB(k)—X3(k—Q)—X3(k—7’)+X3(k—q—7”))) ™,

m=0 k=m—p+1
gdzie
1, gdy m = ap + bq, 1, gdy m = aqr + brp + cpq,
x2(m) = . . (m) = . .
0, w przeciwnym razie, 0, w przeciwnym razie,

dla pewnych liczb catkowitych a,b,c > 0.

Pierwszy z tych wzoréw jest bardzo tatwy do otrzymania. Drugi uzyskata
Beiter [8], a trzeci Bloom [15].
Sposrod  wlasnosci wspotezynnikéw  wielomiandéw cyklotomicznych najbardziej

intensywnie sg badane te, ktére wymieniamy w ponizszej definicji.

Definicja 6. Niech P(z) = Y, an2™ € Rz] bedzie dowolnym wielomianem.
Nastepujace wartosci

H(P) = max|a,|. W(P)=Y lanl. LP)= Y 1

m: am#0



nazywamy odpowiednio wysokosciq, szeroko$ciq i dlugosciqg wielomianu P. Inaczej rzecz
ujmujac, jest to odpowiednio najwickszy modut wspoétczynnika wielomianu P, suma
modutéw wspotezynnikéw wielomianu P oraz liczba niezerowych wspotezynnikéw tego

wielomianu.

W pracach po$wieconych wielomianom cyklotomicznym przyjelty sie nastepujace

oznaczenia, ktorym pozostaniemy wierni w niniejszej rozprawie.
A, =H(®,), S,=W(,), 6,=L(P,).

Nad szacowaniem A,, S, oraz 6, pracowali: Bachman [1, 2, 3, 4, 5, 6], Bateman
13, 14], Beiter [8, 9, 10, 11, 12], Erds [24, 25, 26, 27, 28], Maier [38, 40, 41, 42, 43, 44],
Moree [6, 23, 30, 31, 32, 49, 50], Pomerance [14, 51], Vaughan [14, 48, 53] i wielu innych.

Zasadniczg czescig niniejszej rozprawy doktorskiej bedzie oszacowanie wszystkich
trzech powyzszych parametréw dla wielomianéw cyklotomicznych rzedu 3. Wykazemy
rowniez istnienie wielomianéw cyklotomicznych rzedu 2 o bardzo matej diugosci.
Ponadto podamy nowe oszacowanie warto$ci A, dla wielomianéw cyklotomicznych
dowolnego, ustalonego rzedu.

W rozdziale 1 udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7 (Bzdega [18], 2012). Niech ¢ > 0. Przez B.(M) oznaczamy zbidor
wielomianéw cyklotomicznych ®,, rzedu 2, dla ktérych n < M oraz 6, < n'/?*s. Wtedy

M—o0 log M 2

W szczegolnosci, dla dowolnego € > 0 istnieje nieskoniczenie wielomianéw ®,, rzedu 2,
dla ktérych 6, < n'/>*e.

Dosé tatwo wykazaé, ze wykltadnika 1/2 w nieréwnosci 6, < n'/?2*¢ nie mozna
zmniejszy¢. Tym samym uzyskany przez nas wynik jest najlepszy z mozliwych.
Rozdzial 2 poswiecony jest wielomianom cyklotomicznym rzedu 3. Niech liczby

p < q < r beda pierwsze i wicksze od 2. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:
a =min{g~(p),r " (p),p — ¢ (p),p — "' (p)},

B=(agr)™(p), B"=min{B,p- 5},

gdzie a='(b) € {1,2,... b — 1} spekia kongruencje¢ aa~*(b) = 1 (mod b), lub innymi
stowy, reprezentuje odwrotnos¢ a modulo b.

Twierdzenie 8 (Bzdega [16], 2010). Zachodzi nieréwnosé Ay < min{2a+ 5%, p—F*}.



Twierdzenie 9 (Bzdega [19], 2012). Niech e3 bedzie najmniejszq liczbg dodatnig,
dla ktorej nierownos¢ Ay, < esp zachodzi przy dowolnych liczbach pierwszych

p. ¢, . Wtedy Spgr < $p%qres(2 —e3).

W obecnej chwili wiadomo, ze % <es3 < %. Przypuszczenie €3 = % znane jest jako
poprawiona hipoteza Beiter, o ktorej szerzej opowiemy w rozdziale 2.
Gallot i Moree oraz niezaleznie autor niniejszej rozprawy wykazali nastepujaca

wtlasnos¢ wspotezynnikéw wielomianéw cyklotomicznych rzedu 3.

Twierdzenie 10 (Gallot i Moree [31], 2009; Bzdega [16], 2010). Kazde dwa sgsiednie
wspotczynniki wielomianu @, 16Znig si¢ o co najwyze; 1.

W niniejszej rozprawie podjdziemy jeszcze o krok dalej, szacujac liczbe tych m,
dla ktorych apg.(m) = apgr(m — 1) + 1. Liczbe tg oznaczamy przez Jp,,.

Twierdzenie 11 (Bzdega [21]). Dla wszystkich n = pqr mamy J, = Q(n'/?).

Doktadny wzoér na liczbe Jp, zaprezentujemy dalej, w Twierdzeniu 2.32, gdyz
wymaga on wczesniejszego wprowadzenia kilku bardziej skomplikowanych definicji.
Wykazemy rowniez, ze jesli zachodzi hipoteza H Schinzla, to wyktadnika 1/3 nie mozna
zwickszy¢. Ponizej zamieszczamy bezposredni wniosek z Twierdzenia 11.

Twierdzenie 12 (Bzdega [21]). Dia wszystkich n = pqr zachodzi 6, = Q(n'/?).

Rozdzial 3 poswiecony jest wielomianom cyklotomicznym wyzszych rzedow.

Dla n = pips...pk, gdzie p1 < ps < ... < pi, okreslamy
M. — kffp%*jflq
Jj=1 ’

Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 13 (Bzdega [19], 2012). Zachodzi nieréwnosé
(An/Mn)Tk < C +ox(1),
gdzie C' jest pewng stalg mniejszq od 1, a o(1) — 0 dla k — oo.

Zastosujemy twierdzenie 13 do poprawienia istniejacych oszacowan w problemach
pokrewnych. Udowodnimy takze jego prawdziwos¢ w szerszej klasie wielomianow
wlaczania-wytaczania, oraz ze oszacowanie w tej klasie jest optymalne z doktadnoscia
do statej C.



Rozdziat 1

Wielomiany rzedu 2

Po wyznaczeniu pierwszych kilkudziesieciu wielomianéw cyklotomicznych, stwierdzamy,
ze ich wspoétezynniki naleza do zbioru {—1,0,1}. Whbrew temu, co poczatkowo
przypuszczano, nie jest to prawdg dla wszystkich ®,. Dla przyktadu Ajps = 2 i jest
to przyktad z najnizszym mozliwym indeksem. OdpowiedZ na pytanie dlaczego tak sie

dzieje, daje ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie 1.1 (Migotti [45], 1883). Dla liczb pierwszych p # q mamy Ay, = 1.

Wystarczy je teraz potaczy¢ z faktem 3 i zauwazy¢, ze najmniejsza liczba
posiadajaca trzy rézne nieparzyste dzielniki pierwsze jest 105.

Jesli wspotczynniki ®,, moga przyjmowac tylko trzy rézne wartosci, naturalne
jest poszukiwanie kryterium, ktoére pozwalatoby rozstrzygnaé¢, kiedy przyjmuja one

konkretng wartos¢. Problem ten rozwigzata Beiter.

Twierdzenie 1.2 (Beiter [8], 1960). Wspdlczynnik przy ™ w wielomianie ®,, jest
rowny
apg(m) = x2(m) — x2(m — 1),

gdzie x2(m) przyjmuje wartosé 1 jesli m = ap + bq dla pewnych catkowitych a,b > 0,
natomiast w przeciwnym wypadku przyymuje wartosé 0.

Majac do dyspozycji tak proste kryterium, mozna do$¢ tatwo policzy¢, ile sposrod
wspOtezynnikéw wielomianu @, przyjmuje niezerowa wartosc.
Twierdzenie 1.3 (Carlitz [22], 1966). Liczba 0,, niezerowych wspélczynnikow @,,
wynosi 2p~'(q)g~" (p) — 1.

W tej sytuacji znamy juz A,, = 1 oraz S,, = 0,, z powyzszego twierdzenia.
Pozostaje jednak pytanie, jak duze jest 6,, w poréwnaniu z n, dla n = pg. Najwazniejsze
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jest tu oszacowanie dolne, gdyz gérne jest proste do uzyskania. Wynosi ono (pg —1)/2
[15] 1 jest osiagalne dla bliZniaczych liczb pierwszych p i ¢ [14]. Ogélnie, statystyczna
wielkos¢ 6,, to pg pomnozone przez pewng dodatnig stala.

Niech # = ¢~ *(p)/p. Na mocy twierdzenia 1.3 oraz latwej do udowodnienia réwnosci

pp () + q¢7 ' (p) = pq + 1 uzyskujemy

_ +1—qq? 2q(p —1
6, — 2 (p) - 22 qq (p)_1>2pqx(1_x)_1>w

p p

_1>q7

1/2

gdyz p,q > 2. Analogicznie 6,, > p, stad 6,, > (pg)"/?. Naturalne jest pytanie, jak

bardzo mozna sie zblizy¢ do 1/2. CzeSciowa odpowiedz podal H.W.Lenstra.

Twierdzenie 1.4 (H.W.Lenstra [39], 1979). Dla dowolnego € > 0 nieréwnosé

0,, < n®/13*¢ zachodzi dla nieskonczenie wielu n = pq.

W nastepnym podrozdziale wzmocnimy to twierdzenie, zmieniajac 8 /13 na najlepsza
mozliwa stata 1/2.

1.1. Wielomiany o matej dlugosci

W tym podrozdziale udowodnimy twierdzenie 7. Gléwnym narzedziem bedzie tu
nastepujacy wynik.

Twierdzenie 1.5 (Hildebrand [33], 1985). Niech P(m) oznacza najwickszy dzielnik

pierwszy liczby naturalne; m > 2. Zbior
{meN: m* < Pm)<m?, (m+1)* < P(m+1) < (m+1)°}
ma dodatnig dolng gestosé naturalng dla dowolnych 0 < a < [ < 1.

Dowdd twierdzenia 7. Oznaczmy przez Q. (mg, M) zbidr liczb naturalnych z przedziatu
(mg, M), dla ktérych P(m) > m!'~¢ oraz P(m+1) > (m+ 1) 7. Idea naszego dowodu
polega na okresleniu nastepujacych funkcji:

Qsz(mo, M1/2+a’) \ Q-, L BE(M) \ [Lno] AN QES(l’M1/2+5>

m L P(m)P(m+1)
pg —= min{pp~'(q),q¢7 ()} — 1,

gdzie €’ < e, natomiast €1, £2 (61 < &2), €3 oraz my, ng zaleza tylko od ¢ i €', a ponadto
przeciwobraz kazdej wartosci funkcji f i g jest zbiorem skonczonym, o liczbie elementéw
ograniczonej przez stalg T, zalezng rowniez tylko od €1 &’.
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Jedli dla dowolnych 0 < &’ < € < 1/2 znajdziemy stale €1, &9, £5 1 Mg, ng dla ktérych
funkcje f i g sa dobrze okreslone oraz spetniajg opisany wczesniej warunek zwigzany z

przeciwobrazami, to na mocy twierdzenia 1.5 dowod bedzie zakonczony. Istotnie, wtedy

log(#B.(M)) - log(T#Q., (1, M/?*+)) 1

l. ~ l =3 )
Mgnoo log M M —o0 log M 2 te
1/24¢’
lim lOg(#BJM)) > lim lOg(#(Qs2 (m0> M ) \QEl)/T) _ } + 6’,
M—o0 log M M—oc0 log M 2
a liczba ¢’ moze by¢ dowolnie blisko e.
Wybierzmy tak state 1, €5, €3, aby spelnialy warunki
e 5 , 2e
,<€1<€2< < ez < 1.

1/2+¢ 1/24¢ ' 1/2+¢

Niech mgy > ng beda na tyle duze, aby dla m,n > mg zachodzity nieréwnosci:
(m + 1)62 < m17€27 2”1/(27262) < n1/2+6, m1*€1 (m + 1)1*51 < ml/(1/2+5/)
oraz dla n > ng i m > ny/* " — 1 - nieréwnosci

1/2—¢

n/3 > n*E2 i e > (4 1),

Niech ponadto T' = max{2, (1 — &3)%}.

Rozwazmy najpierw funkcje f. Niech p = P(m), ¢ = P(m+1) oraz n = pq = f(m),
gdzie m € Q.,(mo, M/?+')\ Q.,. Wtedy

(m+1)/g < (m+1)* <ml= <p,
zatem qq~'(p) = m + 1. Zaobserwujmy, ze

n = f(m)>m? %2 >m >my > ng.
Korzystajac z faktu n > m > mg, uzyskujemy

Flm) <m' = (m+ 1)1 < M2 <
O < 2qq_1(p) —2m + 2 < pt/(22e2) n1/2+e’
wiec funkcja f jest dobrze okreélona.

Jesli P(m’) = p oraz P(m' + 1) = ¢, to m' = m + kpq dla pewnego dodatniego
catkowitego k i wtedy m’ > m +n > n = f(m'), co prowadzi do sprzecznosci



z uzyskang wezesniej nieréwnoscia f(m) > m. Stad przeciwobraz f~!(n) jest najwyzej
dwupunktowy (drugi punkt mogtby powstaé z zamiany ¢ z p).

Kolej na funkcje g. Niech n = pg € B.(N) \ [1,n0]. Odnotujmy nastepujace fakty:

pp~ (@) +ag ' (p) =pg+1=n+1,

. ) BN 2 2 i
(™! (@))(ag™ () =m0~ (@)a™" (p) < 5 < 0?2
Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze pp~t(q) < qq *(p). Wtedy

m = g(n) = min{pp~"(q),9¢7 ()} —1=pp~"(q) — 1.

Jesli pp~'(q) > n'/?¢, to na mocy drugiej nieréwnoéci qg~*(p) < %n, a zatem na mocy

pierwszej z nich

n/3 < pp~'(q) < /(1 (a)) (gq~L(p)) < n¥/H+/2,

co jest sprzecznoscia, gdyz n > ng. Wobec tego

m = g<n> _ pp—l(q) 1< n1/2+£ < M1/2+€.

1/24¢

Jak wykazano wczesniej, 6, > p,q, zatem p,qg < n . Poniewaz n = pq, mamy

p,q > n'/?7¢. W takim razie

m=pp (¢ —1>n"*"-1> |

Y

, . s s s e , , . . . 1/2—
co pozwala skorzysta¢ z podanej wczesniej nieréwnosci prawdziwej dla m > no/ -1

Mamy zatem
1/2—¢

V278 5 miete > (m4 1)1 > m!==,

p,qg>n

Stad m € Q.,(1, M'/?%9) i funkcja g jest dobrze okreslona.
Pozostaje zauwazy¢, ze element p'q’ przeciwobrazu g~'(m) spelnia nastepujace
warunki:

/

plm, ¢|m+1, p>m'= ¢ >@m+1)s

Daje to najwyzej (1 — e3)72 elementéw w przeciwobrazie. O



Rozdziat 2

Wielomiany rzedu 3

Pierwsze oszacowanie wspotczynnikéw wielomianu @, podal Bang.
Twierdzenie 2.1 (Bang [7], 1895). Zachodzi nieréuwnosé A,y < p.

Ponad pot wieku pozniej Bloom podat elegancka formute na wspotezynnik przy x™

wielomianu @, ().

Twierdzenie 2.2 (Bloom [15], 1968). Niech x3(m) = 1, gdy m = aqr + brp + cpq
dla pewnych calkowitych a,b,c > 0, w przeciwnym razie x3(m) = 0. Wtedy

pgr(m) = Y (X3(k) = X3k —q) = xs(k —r) + x3(k —q — 7”))-
k=m—p+1
Znana jest nastepujaca wlasnos¢ wielomianow cyklotomicznych.
Fakt 2.3. Wielomian ®,, jest palindromiczny, tj. ®, () = ¢, (z71).

Biorac pod uwage powyzszy fakt, wystarczy szacowaé¢ wspotczynniki przy potegach
o wyktadnikach mniejszych lub réwnych ¢(n)/2. Zauwazmy, ze liczba a z ostatniego

twierdzenia nie moze przekroczyé¢ |m/(qr)|, gdy xs3(m) = 1. W takim razie mamy
Wriosek 2.4. [ay,(m)| < 2(|m/(qr)] +1) < 2(|p(par)/(2r)| + 1) = p — 1.

Whniosek 6w nie poprawia oszacowania Banga, jednak daje lepsze wyniki przy
matych m, jak réwniez przy m bliskich ¢(pgqr), ze wzgledu na palindromicznosé ®,,.
Oszacowanie ogblne zostato poprawione przez Beiter.

Twierdzenie 2.5 (Beiter [10], 1968). Zachodzi nierownosé A,q < [3p/4].

Trzy lata pozniej Beiter [11] i Moler [47] znalezli niezaleznie przyklady liczb
p, q, 1, dla ktorych A, = (p+ 1)/2. Beiter postawila nastepujaca hipoteze.
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Hipoteza 2.6 (Beiter [11], 1971). Zachodzi nierdwnosé A < (p+1)/2.

Przez dtugi czas hipoteza Beiter pozostawala nierozstrzygnieta. Dopiero niedawno
Gallot i Moree znalezli kontrprzyktady. W znacznej mierze umozliwit to rozwoéj techniki

i mozliwos¢ dokonywania obliczen przy pomocy komputerow.

Twierdzenie 2.7 (Gallot i Moree [30], 2009). Dia kazdego € > 0 istnieje nieskoriczenie

wiele trdjek liczb pierwszych (p,q,r), w ktérych p jest dowolnie duza oraz
Ay > (2/3 —€)p.

Naturalnym i nadal pozostajacym bez odpowiedzi pytaniem postawionym w wyzej

cytowanej pracy jest to, czy nastepujaca hipoteza jest prawdziwa.

Hipoteza 2.8 (poprawiona hipoteza Beiter, Gallot i Moree [30], 2009). Zachodzi

. ’ 7 2
nieréwnosé Apgr < 3P-

W miedzyczasie poprawione zostaty oszacowania gorne. Bachman podal nastepujace,

przy takich samych oznaczaczeniach, jak w Twierdzeniu 8.
Twierdzenie 2.9 (Bachman [2], 2003). A,, < min{(p —1)/2+ a,p— 3"} < |3p/4].

Dowodzac twierdzenia 8, poprawimy ten wynik. Mozna tatwo sprawdzi¢, ze jesli
a+pF* < (p—1)/2, to twierdzenie 8 daje Scisle mocniejsze oszacowanie, a w pozostaltych
przypadkach — takie samo. Zatem spoérod wszystkich (p—1)? par reszt z dzielenia ¢ i r
przez p, dla %(p —3)(p — b) par uzyskujemy $cisle lepsze oszacowanie. Asymptotycznie
jest to potowa wszystkich par. Ograniczenie niezalezne od reszt wynosi |3p/4], czyli
pozostaje bez zmian.

W  dowodzie twierdzenia 8 i dalszych twierdzen dotyczacych wielomianéw
cyklotomicznych rzedu 3 bedziemy korzystac¢ z wlasnosci pewnego szczegdlnego ciagu,

ktéremu poswiecony jest nastepny podrozdzial.

2.1. Ciag zwigzany z O,

Ustalmy liczby pierwsze p, ¢, r. Bloom [15], a potem Bachman [2] uzyskiwali swoje
wyniki dotyczace A, analizujac wlasnosci liczb x3(m). Liczby te zdefiniowali$my przy
okazji twierdzenia 2.2. Mozna jednak te definicje rozszerzy¢, uzyskujac nieco wiecej
informacji. Nastepujacy fakt jest tatwy do udowodnienia.
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Fakt 2.10. Dla kazdej liczby k € {0,1,...,pgr — 1} istnieje doktadnie jedna tréjka
(ak, bg, c) speliajaca kongruencje

k = apqr + byrp + cgpg  (mod pyr),
przy czym ai € {0,1,...,p—1}, b, €{0,1,...q—1}, ¢, € {0,1,...,r — 1}.

Definicja 2.11. Cliggiem zwigzanym z wielomianem ®,, nazywamy ciag liczb Fj,
spetniajacych warunek

k + Fypgr = axqr + bprp + cxpq,
gdzie ay, by 1 ¢ okreslone sg w fakcie 2.10.

Jest jasne, ze y3(k) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy Fy = 0. Natomiast jesli x3(k) = 0,
to Fj moze przyjmowaé dwie rézne wartosci, w zaleznosci od k. Mowi o tym nastepujacy
lemat.

Lemat 2.12. Dia —(qr + rp + pq) < k < pqr zachodzi Fy, € {0,1,2}. Jesli F}, = 0,
to ar, < |k/(qr)]. Jesli Fy, =2, to ax = [(k+rp+pq)/(qr)].

Dowdd. Pierwsza cze$¢ dowodzimy w jednej linii:
0 <agqr+byrp+cxpg < (p—1)gr + (¢ — D)rp+ (r — 1)pg + qr + rp + pq = 3pqr.

Jesli Fy, = 0, to k = arqr+bgrp+cipq, z czego natychmiast wynika, ze ay < |k/(qr)].
Jezeli natomiast Fj, = 2, to

k +2pqr = apqr + byrp + cxpq < agqr + (g — Lyrp + (r — 1)pg,
skad wynika, ze axgr > k + rp + pq. H

Kolejne lematy odkrywaja dalsze wtasnosci ciagu (Fy).

Lemat 2.13.
L, gdy ar, <r~'(p) icp <p~(r),
Fy—Fq=1{ -1, gdyar=r""(p)ick >p'(r),
0, w przectwnym razie.
Dowdéd. 7 tatwego do zaobserwowania faktu apgr = k (mod p) oraz dwoch

analogicznych dla by i ¢, wynikaja nastepujace kongruencje:
ar_q=ar—7r(p) (modp), cty=cp—p '(r) (modr),
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a ponadto, ze by = by_,. W takim razie

ar — a — T_l(p) - D gdy ap < 7ﬁ_l(p)7
Lo r(p), gdy ap =17 (p),
o e ) edy e <pi(r),
S pi(r), edy = pi(r).

Niech [P] oznacza wartosé¢ logiczna wyrazenia P. Wtedy
Fo_F :ak—ak,q+ak—ak,q+ak—ak,q_i
S p q r pr
rip) pir) 1 1 1
= — — —fapr <77HP)] —[er <P~
o< )] = e <7 0)

=1—[ax <77 (p)] — [cr < p (r)],

co konczy dowdd. O
Definicja 2.14. Okre$lamy nastepujace zbiory
Ay =1{0,1,....p=13n [0, ¢"'() + 7 () = p),
AL ={0,1,...,p =130 |g " (p) + 77 (p) — p, min{g ' (p),r " (0)}),
Ay ={0,1,...,p—1} N [min{g ' (p), " (p)}, max{g™" (p),r " (p)}),
A =1{0,1,....p— 1} [max{g" (p),r ')}, ¢ p) + 77 (D)),
A ={0,1,....p= 130 g () + 77 (D), p)-
Analogicznie definiujemy zbiory Aj oraz Ajdlaj=0,1,2,3,4.
Lemat 2.15.

_]-a gdy ag € Aﬁ)a
Fk—Fk_q—Fk_r—FFk_q_T: 1, gdy ag E.Ag,
0, w przeciwnym razie.

Dowdd. Na mocy lematu 2.13 otrzymujemy
Frp—Frqg=1—lax <17 (p)] — [ex <p~'(r)],
Fyor = Fygr = 1= lar—, <17 (p)] = [ex—r <p~'(7)].
Korzystajac z powyzszych réwnosci oraz z faktu, ze ar_, = ap — ¢ '(p) (mod p)
icx_p = Ci, mamy
Fy = Frg = Fiey + Fygy = [ar—y <17 (p)] = [ar <77 (p)]
= la, < ¢ ' (p) +77'(p) —p] — [ax < 7' (p)]
—[ax <77 (P)] + lax < ¢ H(p) + 77 ().

13



Teraz tatwo sprawdzi¢, ze lemat zachodzi. O

Lemat 2.16.
Fm - mep - meq - mer + meqfr + merfp + mepfq - mepqur = 0.

Dowéd. Na mocy lematu 2.15, warto$¢ wyrazenia Fy, — Fj_g — Fi—, + Fy_q—, zalezy
jedynie od reszty z dzielenia k przez p. Z tego natychmiast wynika teza. O

Uwaga 2.17. Kazdy z lematéw 2.12, 2.13, 2.15 posiada swoje symetryczne wersje,
powstate przez dokonanie odpowiednich permutacji (p, q,7) i (ax, by, ).

Definicja 2.18. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

5 _{ 1, gdy ¢ '(p) <r '(p), 5 _{ L, gdy r'(p) < q '(p),
qr = rq —

0, w przeciwnym razie, 0, w przeciwnym razie.
Analogicznie okreslamy 6,,, 0pr, Opg 1 Opg-
Kolejny lemat pozwala wyznaczy¢ wartosci ésemek
oct(m) = (Fn, Fn—ps Fin—q, Fn—rs Fn—q—rs Fnr—p, Fin—p—q, Fn—p—q-r)

w zaleznosci od przynaleznosci tréjki (aum,, b, ¢n) do jednego ze zbioréw postaci

p q r
Aj < AL x AL

Lemat 2.19. W tabeli 2.1 znajdujg sie wszystkie mozliwe wartosci wyzej okreslonych
osemek oct(m), z dokladnosciq do dodania do wszystkich o$miu elementéw oct(m)
pewnej liczby calkowitej. Zapis jijojs oznacza w skrocie (am, bm, cm) € A% x AJ, x A%
Ponadto trzecia kolumna zawiera wartoSci

V(m) = NO(Fm> meqfra merfp: mepfq) - NO(mep7 meqa mem mepqur)a
gdzie No(a) oznacza liczbe zer w ciggu (@).

Dowdd powyzszego lematu bedzie ciggngl sie niemal do konca biezacego
podrozdziatu. W pierwszej kolejnosci udowodnimy fakt pomocniczy 2.20, dzigki
ktéremu bedziemy mogli obliczy¢ oct(m) dla 10 przypadkéw, a pozostate uzyskamy
z nich przy jego pomocy. Nastepnie przedstawimy zasadniczg cze$¢ dowodu. W dalsze;j
uwadze 2.21 uzasadniamy, ze w tabeli sa wszystkie mozliwe przypadki za wyjatkiem
(000) i (444), a lemat 2.22 odpowiada na pytanie, dlaczego te przypadki zostaly
pominiete.

Bedziemy pisaé¢ w skrécie oct(m) ~ (...), jesli zachodzi réwnos$¢ z doktadnoscia
do dodania do wszystkich elementéw (...) pewnej liczby catkowite;.
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Tabela 2.1: Wartosci oct(m) w zaleznosci od (@, by, Cm)-

oct(m) V(m)
001 (0,1,1,1,1,2,2,2) 1
002 (0, 6g: Ogps 1, L+ Gy, 1+ 0pg, 1,2) 0
003 (0,0,0,1,1,1,1,2) 1
004 (0,0,0,1,1,1,0,1) 0
011 (0,1,1,1,2,1,1,1) 1
012 (0, 0pq> Ogps 1, 1 + Ogp, 6 1, 1) Sup
013 (0,0,0,1,1,0,1, 1) 0
014 (0,0,0,1,1,0,0,0) 0
022 (0,0pg + dpr — 1, 04p, Orp, Ogp + Srpy Opgs Oy 1) 0
023 (L, 6prs 1,1+ 0y, 1+ 0y, 1,140, 2) —brp
024 (1, 0prs 1, 1+ Oy Lt G, 1, 0y 1) 0
033 (1,0,1,1,1,1,1,2) 1
034 (1,0,1,1,1,1,0,1) 0
044 (1,0,1,1,1,0,0,0) 0
111 (0,1,1,1,1,1,1,0) 0
112 (0, 0pgs Ogps 1, Ogps Opgs 1, 0) 0
113 (0,0,0,1,0,0,1,0) 0
114 (1,1,1,2,1,1,1,0) 1
122 (1,0pq + Opry L+ gpy L+ 1y Ogp + Orpy L+ Opgy 1+ 0y, 1) 3pgOpr — OgpOrp
123 (1,0, 1, 1+ Orps Oy 1, 1+ 6,0, 1) S — Oy
124 (1,0pr 1, 1+ G, Orps 1, O, 0) 51y
133 (1,0,1,1,0,1,1,1) 0
134 (1,0,1,1,0,1,0,0) 0
144 (2,1,2,2,1,1,1,0) 1
222 | (1, 6pg + Opry Ogr + Ogp, Orp + Org, Ogp + Orpy Org + Opgy Opr + Igr, 1) 0
223 (1, 0pry Ogry Orp + Orgs Orps Orgs Opr + Ogrry 1) OprOqr — OrpOrg
224 (1, 0pr Ogrrs Orp =+ Orgs Orps Orgs Opr + Ogr — 1,0) 0
233 (1,0, 0grs Orgs 0, Orqs Ogrs 1) 0
234 (2,1,14 04, 1 4 0pq, 1, 1 4 0y, Ogr, 1) Orq
244 (2,1,1+ 64, L+ 670, 1, 670, 0gr, 0) 0
333 (1,0,0,0,0,0,0,1) 0
334 (2,1,1,1,1,1,0,1) 1
344 (2,1,1,1,1,0,0,0) 1
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Fakt 2.20. Niech (ay, by, c) € AL X AS, X AL 1 (G, by C) € AL X AS, X AL
Wtedy

OCt(m/> ~ (Fm7 Fm—p7 Fm—q7 Fm—r7 Fm—q—ra Fm—r—p» Fm—p—q + 1: Fm—p—q—r + ]-)a

Podobnie, jesli m € A} x A% x A% oraz m’ € Af x Al x A%, to

737

OCt(m/> ~ (Fm7 Fm—p7 Fm—q7 Fm—ra Fm—q—r - 17 Fm—r—;n Fm—p—qa Fm—p—q—r - 1)

Dowdéd. Zajmiemy sie pierwsza sytuacja. Z lematu 2.13 i jego symetrycznych wersji

wynika, ze:

Fon—Fnpy=Fyw—Fu_p Fn—Fng=Fy—Fy_g Fn—Fn,=F,—Fy,_.

Nastepnie, na mocy lematu 2.15 oraz jego symetrycznej wersji, widzimy, ze
Fo—Fpgr=Fy—Foy_g,r 1 Fp—Fu o p=Fy—Fu_ .

Jeszcze raz korzystamy z symetrycznej wersji lematu 2.15, otrzymujac réwnosci

Fm - mep - meq + mepfq = mer - merfp - meqfr + mepqur‘ = 17
Fo — Fm/—p - Fm’—q + Fm’—p—q = P v — Fm’—r—p - Fm’—q—r + Fm’—p—q—r =0,

z ktérych wynika teza. Dla drugiej sytuacji rozumowanie jest analogiczne. O

Dowdd lematu 2.19. Rozwazmy najpierw te 10 przypadkéw z tabeli 2.1, w ktorych nie
wystepuje ani A}, ani A}. Rozumowanie jest proste, problemem jest tylko wykonanie
go dziesie¢ razy. W kazdym wierszu tabeli 2.1 wartos¢ F),, zostalta ustalona, poniewaz
podajemy oct(m) jedynie z doktadnoscia do przesuniecia o liczbe catkowita. Nastepnie,
korzystajac z lematu 2.13 i jego symetrycznych wersji, podajemy wartosci Fy,—p, Frn—g,
F,—. Kolejnym krokiem jest wykorzystanie lematu 2.15 i jego symetrycznych wersji,
w celu obliczenia F,—q—, Fpr—p, Frp—q. Na koniec uzywamy lematu 2.16, aby
policzy¢ F,—p_q—r.

Zakladamy przy tym, ze 0,4 + 0, = 1, gdyz jedli obie te liczby s zerami, to zbior

% jest pusty, a poniewaz wystepuje on zawsze jako czynnik iloczynu kartezjanskiego
w przypadkach, w ktérych pojawiaja si¢ d,, lub d,,, nie ma znaczenia, co wtedy
otrzymamy, bowiem jest to otrzymane dla zbioru pustego.

Teraz mozemy skorzysta¢ z faktu 2.20, aby policzy¢ oct(m) dla pozostalych 23
wierszy tabeli 2.1, uzupetniajac tym samym caltkowicie druga kolumne.

Zostaly nam tylko obliczenia V(m). W tych wierszach, w ktérych nie wystepuja
wyrazenia postaci d,,, jest to natychmiastowe. Wszystkie 15 pozostatych przypadkéow
trzeba po prostu przeliczyé. Nie robimy tego kolejno wedlug wierszy, tylko od
najprostszych przypadkow do najtrudniejszych.
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002) Nie ma tu znaczenia, ktora z liczb d,,, d,, jest réwna 1, przyjmijmy wiec,
pas Ogp
ze pierwsza z nich. Wtedy oct(m) = (0,1,0,1,1,2,1,2) i V(m) = 0.

(244) Przypadek w pelni analogiczny do poprzedniego, z elementami oct(m) wpisanymi

w przeciwnym porzadku, co daje znéw V(m) = 0.

(112) Réwniez warto$¢ d,, nie ma znaczenia i dla d,, = 1 otrzymujemy
oct(m) ~ (0,1,0,1,0,1,1,0) i V(m) = 0.

(233) Podobnie jak poprzednio, wartos¢ d,,. nie ma wpltywu na V' (m) i mozemy przyjaé
5o = 1. Wtedy oct(m) ~ (1,0,1,0,0,0,1,1) i V(m) = 0.

(012) Dla §,, = 1 mamy oct(m) ~ (0,1,0,1,1,1,1,1) i V(m) = 0, natomiast dla
dgp = 1 otrzymujemy oct(m) = (0,0,1,1,2,0,1,1) i V(m) = 1. Stad, niezaleznie

od wartosci 9y, zachodzi V(m) = §,p.

(234) Dla 6, = 1 otrzymujemy oct(m) ~ (2,1,2,1,1,1,1,1) 1 V(m) =0, a dla 6,, = 1
mamy oct(m) = (2,1,1,2,1,2,0,1) 1 V(m) = 1. W takim razie V(m) = d,,.

(024) W zaleznosci od wartosci ., otrzymujemy oct(m) ~ (1,0,1,1,1,1,0,1), badz
oct(m) ~ (1,1,1,2,2,1,1,1). W obu przypadkach V(m) = 0.

(123) Jesli o,, = 1, to oct(m) = (1,0,1,2,1,1,1,1) i V(m) = —1. Jedli 6, = 1, to
oct(m) =(1,1,1,1,0,1,2,1) i V(m) = 1. Zatem V(m) = 0, — .

(023) Dla 0,, = 1 zachodzi oct(m) = (1,0,1,1,1,1,1,2) i V(m) = —1, a dla ¢, = 1
mamy oct(m) ~ (1,1,1,2,2,1,2,2) i V(m) = 0. Wobec tego V(m) = —4,,.

(124) Jezeli d,, = 1, to oct(m) = (1,0,1,2,1,1,0,0) i V(m) = —1. Gdy 6, = 1, mamy
oct(m) ~ (1,1,1,2,2,1,1,1) i V(m) = 0. Zatem V(m) = —0,,.

(022) Zauwazmy, ze w tym przypadku nie moze by¢ d,, = 0, = 0, poniewaz wtedy
Fo—q—r = Fn_p + 3, sprzecznos¢ z lematem 2.12. Jesli 6,y = 0, = 1, to
oct(m) ~ (0,1,0,0,0,1,1,1) i V(m) = 0. Pozostal przypadek, w ktérym
doktadnie jedna z liczb 9,4, 0, jest réwna 1. Zatézmy, Ze jest to 0,4, gdyz nie ma
to wplywu na warto$¢ V(m). Otrzymujemy wtedy oct(m) ~ (0,0,0,1,1,1,0,1)
iV(m)=0.

(224) Przypadek analogiczny do poprzedniego, ze zmiana kolejnosci w oct(m).

17



(122) Zachodza nastepujace réwnosci

(1,2,1,1,0,2,2,1) dla 8,y = b, = 1,
oct(m) (1,0,2,2,2,1,1,1) dla 6, = 6,, = 1,
(1,1,1,2,1,2,1,1) dla 6,y = 6,, = 1,

( )

1,1,2,1,1,1,2,1) dla 6, = 6,0 = 1,
z ktorych tatwo wydedukowaé V(m) = 0,40 — 0gp0rp-
(223) Podobnie jak poprzednio, z réwnosci

(1,1,1,0,0,0,2,1) dla 8, = 0,y = 1,
(1,0,0,2,1,1,0,1) dla d,, = 6,y = 1,
(1,1,0,1,0,1,1,1) dla 8, = 6,4 = 1,
( ) dlaé,p =04 =1,

oct(m) ~
1,0,1,1,1,0,1,1
wnioskujemy, ze V(m) = 3,00 — drpOrg-
(222) Obliczamy nastepujace réwnosci

OCt(m) (171717171,1,171) dla 5pq :5qr :57‘;0: 1,
(1,2,1,0,0,1,2,1) dla dpy = 6, = 0 = 1.

W powyzszych dwéch przypadkach V(m) = 0. Pozostale uzyskujemy dzieki
symetrii i zachodzi w nich taka sama rownos¢.

Weryfikacja wszystkich przypadkéw zostata zakonczona i lemat jest dowiedziony. [
Uwaga 2.21. W kolejnych wierszach tabeli 2.1 wypisaliSmy tréjki (j17273), ktérym
odpowiadaja kolejne liczby 71joj3 zapisane w pigtkowym systemie pozycyjnym
i uporzadkowane rosnaco. Trojki (000) i (444) oraz te trojki, ktore powstaly
7z wezesniejszych poprzez zmiane kolejnosci cyfr, zostaty pominigte.

Wobec tego z lematu 2.19 mozna otrzymac wszystkie mozliwe przypadki. Wystarczy

dokonaé odpowiedniej permutacji (p, q, ) oraz odpowiadajacej jej permutacji (j1, jo, js)-

Ostatni lemat, ktory udowodnimy w tym podrozdziale, nie dotyczy bezposrednio
liczb Fy. Uzasadnia on jednak, dlaczego w tabeli 2.2 nie ma zbioru Af x Al x Ajf,
ani A} x A x A. Wynika bowiem z niego, ze te iloczyny kartezjanskie sa zbiorami
pustymi.

Lemat 2.22. Jedno z ponizszych wyrazen

')+ ) >0, PN+ @) >d, ) +q () > 7]

ma inng wartos$é logiczng niz pozostate dwa.
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Dowdéd. Sumujac stronami rownoscé

g '(p)  p () 1
p q pq

z dwiema analogicznymi, otrzymamy

—1 -1 —1 —1 —1 —1
+7r r + r)+ r 1 1 1
q '(p) (p)Jr (¢9)+p (Q)+p (r) +q ():3+7+7+7.
p q r qrTp Pq
Teraz juz widac, ze teza zachodzi. O]

Z definicji 2.14 wynika, ze zbiér A} jest niepusty dla ¢ '(p) + r~*(p) > p,
a zbiér A} jest niepusty dla ¢~'(p) + r~'(p) < p, analogicznie dla A? i A". Zatem

na mocy powyzszego lematu

Af x AL x A = Al x A7 x A = 0.

2.2. Szacowanie wspoOtczynnikéow

W tym podrozdziale udowodnimy twierdzenia 8 oraz 9. Dla potrzeb dowodu bedziemy
zaktada¢, ze p < q,r i ¢~ *(p) < r~'(p). Bedziemy tez uzywaé oznaczen «, 3 oraz [3*,
ktore zostaly zdefiniowane przed sformutowaniem twierdzenia 8.

Niech ponadto Ny(a) oznacza liczbe zer w danym ciagu (a), Ny oznacza liczbe

jedynek, itd. W szczegolnosci przyjmijmy

=

g

g
!

NO(Fma Fm—17 s 7Fm—p+17 Fm—q—r; Fm—q—r—b R Fm—p—q—?"—i-l)a
N()_<m> = N0<Fm—qa Fm—q—la s 7Fm—p—q+17 Fm—ra Fm—r—la s 7Fm—7’—p—1)7

oraz analogicznie Ni (m), Nj(m), Ns(m) i Ny (m). Nastepujacy lemat jest

nieznacznym rozszerzeniem twierdzenia 2.2.
Lemat 2.23. Zachodzq nastepujgce rownosci:

apgr(m) = N (m) = Ny (m) = N (m) = Ny (m) = = (N} (m) = Nj"(m)),
dla 0 < m < pqr.

Dowéd. Bedziemy pisa¢ w skrocie N~ zamiast Ny (m). Pierwsza réwnosé natychmiast
wynika z twierdzenia 2.2. W oczywisty spos6b zachodzi

Ni + N+ Ny =Ny + Ny + Ny =2p.
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Poniewaz istnieje naturalna bijekcja pomiedzy zbiorami {m,m — 1,...,m —p + 1}
i {am,@m-1,-..,am_ps1}, korzystajac z lematu 2.15, otrzymujemy

2

D IWNS =N7 )= 3 (Fi= Fig— Fep + Frogr) = #A5 — #A7 = 0.

j=0 k=m—p+1

Niech z; = Nj+ — N; dla j = 1,2,3. Otrzymalismy nastepujacy uktad rownain

.1'0+$1+.’L'2:O,
LE1+25L’2:O,

ktorego rozwigzaniem jest xg = —%a:l = T, a to, na mocy okazanej wczesnej rownosci

apgr (M) = 0, koniczy dowdd. O
Do dowodu twierdzenia 8 wystarczy nam tylko pierwsza z réwnosci w powyzszym
lemacie, natomiast pozostale beda uzyteczne w innych dowodach. Wobec tego
potrzebujemy zlokalizowa¢ te czworki Qp = (Fi, Fi—gs Fi—r, Fr—p—q—r), W ktorych
No(F, Fi—g—r) # No(Fi—q, Fr—r). Pozostale bowiem nie wplywaja na wartosé
wyrazenia Ny (m) — Nj (m).
W tabeli 2.2 wypisano wszystkie mozliwe takie czwoérki. Innych nie ma, czego tatwo

dowies¢, korzystajac z lematow 2.12, 2.13 1 2.15. W tabeli znajduja si¢ rowniez wartosci
f(k) = Fk - Fk:—p — Fk:—q + Fk—q—r oraz U(k)) = No(Fk, Fk—q—r) — No(Fk_q, Fk—r)-

Beda one uzyteczne w dowodzie.

Tabela 2.2: Czworki Q).

Lp. O TOIED
1 ](0,0,1,0), (0,1,0,0), (0,1,1,1), (1,1,1,0) | =1 | 1
2 1(0,0,0,1), (1,0,0,0), (1,0,1,1), (1,1,0,1) | 1 | —1
3a (0,1,1,2) 0 1
3b (2,1,1,0) 0 1
4 (1,0,2,1), (1,2,0,1) 0 | -1

Dowdd twierdzenia 8. Oznaczmy przez Cy liczbe tych k € {m,m —1,...,m —p + 1},
dla ktérych czworka @y znajduje sie w wierszu ¢ € {1,2,3a,3b,4} tabeli 2.2.
Oszacujemy z gory liczby C, Cy, C5 = Cs, + Clyp, Cy. Zamiast wyznaczac ilos¢ liczb k,
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bedziemy wyznaczac ilo$¢ liczb ay, ze wzgledu na wspomniang w dowodzie lematu 2.23
bijekcje. Dla przejrzystodci zapisu przyjmijmy ¢ = ¢~ *(p) i v’ = r~1(p). Wprowadzmy
tez dodatkowe oznaczenie v = |m/qr| + 1.

Na mocy lematu 2.15 zachodza nastepujace nieréwnosci
CléAf:a, ngAg:Oé

Pozostate przypadki sg nieco bardziej skomplikowane.

Jedli Qr = (0,1,1,2), to na mocy lematu 2.13 mamy ay < m, wiec z lematu 2.15
wynika, ze a, € Af. Podobnie dochodzimy do wniosku, ze jesli Q. = (2,1,1,0), to
ap € Al

W przypadku (3a) mamy ¢ +r' > poraz ap < yiap—¢ — 1" +2p = ap_q—r = 7,
co daje

max{0,v + ¢ + 1" — 2p} < ar, < min{y,q + ' — p}.

W konsekwencji

Cso < min{y,¢' + 7" = p} — max{0,y + ¢ +r' — 2p}
=min{y,p—7,¢ +r" —p,2p—q -1’}
<min{q¢ +r" —p,2p— ¢ —r'} =min{a+ 3,p — a — 8},
gdzie skorzystaliSmy z latwego do wykazania faktu, ze jesli ¢ +r > p,toa=p—¢
ig=p—1r.
W przypadku (3b) mamy ¢’ + 1’ < p, przy czym zachodza nier6wnosci ay > 7y oraz
ap — ¢ —r' = ap_q—r <, z ktérych wnioskujemy, ze
max{7y,q +r'} < ar < min{p,v+ ¢ +1r'}.

Zatem

Cgy < min{p, vy + ¢ + 7'} —max{y,¢ + '} =min{y,p—v,¢ +r',p—¢ —1'}

<m
<min{¢ +7',p—¢ — '} = min{a+ f,p — a — },
gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze dla ¢’ + 1’ < p zachodzi o = ¢’ oraz 8 =1'.
Przypadki (3a) i (3b) wykluczaja sie wzajemnie, stad C3 = min{a + 3,p — a — (}.
W szezegblnosei wzér pozostaje prawdziwy dla ¢’ + ' = p.
W przypadku (4), na mocy lematéw 2.13 i 2.15, zachodzi ay, € A5, wiec ¢/ < a < 1.
Z tych samych lematéw wnioskujemy, ze Fy_,. = 0, zatem Qy = (1,2,0,1). Z lematu
2.13 wynikaja nieréwnosci ay — ¢’ = ap—, < y oraz ay — ' +p = ax_, = v. Wobec tego

maX{T/ + Y —D, q/} < ag < miﬂ{q, + e T/})
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z czego otrzymujemy

Cr <min{q 4+, 7'} —max{r' +~v —p, ¢} =min{y,p—v,p—1r" + ¢, — ¢'}
<min{p — ' 4+ ¢, 7 — ¢} =min{f — o, p+ o — 3}

Z tabeli 2.2 wynika, ze
—(C1+Cs) < ap <Oy +Cy.
W takim razie

A,y < max { min{2a + B,p — 6}, min{f, p + 2a — B}}

_ { max{min{Za—i—ﬁ*,p —p*}, 54, dla g < p/2,
max {ﬁ*,min{p — [*,2a+ 5%}y, dla g > p/2

= min{2a + 5%, p — §*}.

/

Otrzymany wynik nie zalezy od kierunku nieréwnoéci ¢’ < 7/, zatem mozemy juz

opusci¢ to zaltozenie, koniczac tym samym dowdd. O]

Podajemy tu kilka wnioskow twierdzenia 8. Pierwszy z nich wymaga twierdzenia 9,
ktore teraz udowodnimy.

Dowdd twierdzenia 9. Na mocy faktu 2.3 oraz wniosku 2.4 mamy

|apgr(M)| = lapgr (p(pgr) —m)| < 2(lm/qr] +1).

Stad
(par)/2
Spr €23 min{ Ay, 2(|m/qr] + 1)}
k=0
[Apgr/2]—1
< Ay (p(pgr) + 2 — 2| Apgr /2] qr) + 2qr Z (2a + 2)
a=0
= Apr(p = 1)(q = 1)(r = 1) + 24,4 — 2| Apgr /2] Apgrar
+ QLAPQT/QJ (2 Lqur/QJ + 1)q7“

< quT(2p - qur)qr/Q,

co konczy dowdd. O
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Teraz zastosujemy twierdzenie 8. Otrzymujemy
2Spgr/(qr) = min{2a + 3%, p — 5"} max{2p — 2a — 5", p+ 57}
= min { (20 + %) (p+ 5), (0 — 5 (2p — 20— 5) |

co ostatecznie daje
: * * 1 * *
Spgr < pgrmin{f*,p —a — [} + iqrﬁ (2a + [ —p).

Na specjalng uwage zastuguje pewna klasa wielomianéw, ktérg definiujemy nizej.
Definicja 2.24. Wielomian P € Z[z]| nazywamy plaskim, jesli H(P) = 1.
Wiadomo, ze kazdy wielomian cyklotomiczny rzedu 0, 1 lub 2 jest ptaski. Bachman

[4] jako pierwszy znalazt nieskonczona rodzine ptaskich wielomianéw cyklotomicznych
rzedu 3. Jego wynik wzmocnit p6zniej Kaplan.

Twierdzenie 2.25 (Kaplan [35], 2007). Jesli r = £1 (mod pq), to wielomian D,
jest plaskz.

Cho¢ twierdzenie 8 mnie pozwala w bezposredni sposéb odkry¢ nowych
nieskonczonych rodzin ptaskich wielomianéw cyklotomicznych rzedu 3, dostarcza ono
rodziny wielomiandéw prawie plaskich, czyli takich, w ktoérych p moze by¢ dowolne,

natomiast A,, nie przekracza pewnej ustalonej liczby.
Whniosek 2.26. Niech p > 12 oraz
p=2dyE£1=3d3£1=4d;,£1=06ds £1

(znaki + nie muszq sobie odpowiadaé). Dodatkowo poléimy dy = 1. Jesli zachodzq
kongruencje ¢ = £d;, (mod p) oraz r = £d;, (mod p), to

qur < jl +]2 + min{jlaj?} g 18.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze o = min{jy, jo} oraz * = max{ji, jo} 1 zastosowaé

twierdzenie 8. O

7, twierdzenia 8 wynika roniez, ze dla ustalonego p poprawiona hipoteza Beiter
statystycznie zachodzi w przynajmniej 25 + O(1/p) przypadkach na 27. Innymi stowy,

jezeli okresli¢

g ) ip<qg<r<n, Ay <2p/3}
D =1 f
ne(p) = lin g #{(q,7) :p<qg<r<n}

to prawdziwa jest nastepujaca nieré6wnosc.

Y
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Whiosek 2.27. Dyp(p) > 25/27+ O(1/p).

Dowdd. Niech a(jy, jo) = min{2a+ 3%, p— *}, gdzie o 1 §* sa takie, jak w twierdzeniu
8, dla wielomianu @, spelniajacego warunki ¢~ (p) = j; oraz r~'(p) = j». Korzystajac
z twierdzenia Dirichleta o liczbach pierwszych w postepach arytmetycznych oraz

twierdzenia 8, otrzymujemy

Dys(p) > lim YaGrgmy<ep3 #(@,7) 1 p<qg<r<n,(qr)= (it 7aY)  (mod p)}
e #{(q,7):p<qg<r<n}

n2

I 2oa(jie)<2p/3 |
— lim 2(p—1)2log?n J1,92)S2p _ _1)2 1,
n—00 n?/(2 log? n) (p ) Z

a(j1,52)<2p/3
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich parach (ji, j2) niezerowych reszt modulo p.
W takim razie

Dyg(p) = 8(p—1)"° ( Z Z +O(p))

1<a<B*<(p—1)/2 min{2a+8* p—3*}<2p/3
p-1/2 8* p/3]-1 8"
2
=p

> Y1- Y > 1) +O(1/p)

§=1a=1  Br=|2p/9+1a=|p/3—B" /2] +1
= 8(1/8 — 1/108) 4+ O(1/p) = 25/27 + O(1/p),

co dowodzi postulowanej nieréwnosci. O

2.3. Sasiednie wspélczynniki

Na poczatku zaprezentujemy alternatywny, tatwiejszy dowod twierdzenia 10, oparty
na lematach 2.12; 2.13, 2.15, 2.16 oraz 2.23. W tym celu podajemy wzor na roznice
pomiedzy kolejnymi wspoélczynnikami @,,. Stosujemy w nim ponownie oznaczenia
Ny, N1 i Ny zdefiniowane przed sformutowaniem lematu 2.23. Niech takze
«’T—i_(m) = (Fma mequW merfpa mepfq)
F- (m) = (Fm—p7 Fm—q7 Fm—r7 Fm—p—q—r)~
O ile nie doprowadzi to do nieporozumienia, bedziemy pisa¢ w skrocie F* = F*(m)
oraz F~ =F (m).
Lemat 2.28. Dia 0 < m < pqr zachodzq réwnosci:
pgr(M) — apgr(m — 1) = No(F ) — No(F~)
= No(FT) = No(F7)
1

= —5(M(F) = M(F)).
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Dowdd. Jest to bezposredni wniosek z lematu 2.23. O

Dowdod twierdzenia 10. Rozwazmy zbior

{Fmv Fopy Frn—gqs Fin—rs Fin—q—rs Fpmr—p, Fin—p—q mepqur}

jako graf, w ktérym krawedzie odpowiadajg zbiorom {Fj,, F}, }, spetniajacym warunek
|71 — Jjo| € {p,q,7r}. Na mocy ostatniej réwnosci w lemacie 2.28 wnioskujemy, ze
|apgr (M) — apgr(m — 1)| < 2. Zatbézmy, ze zachodzi tu réwnosé i sprobujmy uzyskaé
sprzecznosé. Mamy F+ = (1,1,1,1) albo F~ = (1,1, 1, 1). Znéw na mocy lematu 2.28,

w tym sposrdd ciggéw FT, F~, ktory jest rozny od (1,1,1,1), wystepuja dwa zera,

obydwa na jednym 4-cyklu (F},, Fj,, Fj,, Fj,). Cykl ten spelnia réwnosé
(Fj = Fy,) = (Fj, = Fy)| =2,
ktora zaprzecza lematowi 2.15. O

Uwaga 2.29. W powyzszym dowodzie nie korzystamy z lematu 2.19, cho¢ tatwo
zaobserwowal, ze V(m) = apg(m) — apgr(m — 1) oraz zadna z liczb V(m) z tabeli
2.1 nie przekracza 1 co do bezwzglednej wartosci.

Dowo6d twierdzenia 10 nie wymaga lematu 2.19, natomiast konieczne bedzie
wykorzystanie go w celu obliczenia

Jpgr = #{m : apgr (M) = apgr(m — 1) + 1}

Wyprowadzimy dokladny wzér na Jp,, w zaleznosci od p, ¢, r i liczb o i B
zdefiniowanych przed sformutowaniem twierdzenia 8. Tym razem dodamy im indeksy,

przyjmujac o, = «, (3, = (3 oraz definiujac analogicznie

g = min{r_l(q),p_l(Q)a q— 7“_1(6]), q— p_l(Q)}a By = (aqrp)_l(q),

podobnie definiujemy «,. i j3,.
Przed przeprowadzeniem dowodu warto przypomnie¢ liczbe elementéow kazdego

ze zbiorow Ab AY ... AL

Fakt 2.30. Zachodza rownosci
#Allo = #Ag = Qp, #-Ag = ﬁp — O, #-Ag + #»AZ =pP—Qqp— ﬁpa

oraz analogiczne dla ¢ i r.
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Potrzebujemy jeszcze paru dodatkowych oznaczen, dla uproszczenia zapisu. Niech

S fa,r) = fp,q,r) + f(rp.q) + flg,7,p),

cycl

> f,a,r) = flp,a,r) + f(ryp,q) + fla.r,p) + f(r.a.p) + f(por, @) + (g p. 7).

perm

Definicja 2.31. Wprowadzamy nastepujace stale, zalezne od p, ¢ i r.

R= Z%Oép(q — Qg — ﬁq)(r -, — f),

cycl

S= Zépap(ﬁq — ag) (B — o),
cycl

T =Y 6,08 — ) (ag#t AL + a, #:AY),
perm

gdzie 0, = 1, gdy zachodza nieréwnosci
-1 —1 -1
pie) < e, J e > 1
< q > q (),

w przeciwnym razie d, = 0. Ponadto d, = 1, gdy pierwsze wyrazenie z lematu 2.22 ma
inna warto$¢ logiczna niz pozostale, w przeciwnym razie 9, = 0. Analogicznie okreslamy

! 1A
d¢> O OTaZ Oy 0.
Twierdzenie 2.32. Zachodzi rownosé

Jogr = > apoyg(r —20,) + R+ S+ T,

cycl
gdzie R, S 1T okreslone sqg w definicji 2.31.

Dowdéd. Dla skrocenia zapisu przyjmijmy oznaczenia

?f]rzr?s Z # Js’
perm
5t (F(0, 7)) = D7 fp, @ ) # AT #AL#A
perm

analogicznie o dla sumowania po cyklach. Bedziemy sie postugiwaé¢ lematem 2.19,

]1]2]3

tabelg 2.1, uwaga 2.21 oraz faktem 2.30. Otrzymujemy

_ _cycl cycl cycl cycl perm
Jpgr = oo + 0011 + 0334 + O5ig + 0ha3 (Opr)

+ 001" (9ap) + 051" (8rg) + 0135 (Gpq0pr) + 9535 (pr0r)-
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Obliczymy warto$¢ tego wyrazenia w kilku krokach:

cycl cycl cycl Cycl o
Ogo1 + 0344 = 010 + 0344 Z Qp (#A #AL + #A] #Ar> =
cycl

cycl cycl _ _cycl cycl
o1 + o3 =01 +ogt =Y (0 — ap — By)agan.
cycl

Przechodzimy teraz do sum zawierajacych wyrazenia postaci d,,. Ponizsze réwnosci

pozostaja prawdziwe, bowiem jesli d,. + d,, # 1, to zbior A jest pusty.

U{)sgm(&pr) = 0?2,;1(5 )+ 0':?2/;1 Z ap&q — ),
cycl

o012 (0gp) + 0531 (6rq) = 0510 (Ogr) + 0ba3" (0gr) =T,
1 1 1 1
012 (OpgOpr) + 0933 (OprOgr) = 01z (OpgOpr) + 0335 (OrpOgp) = 5.
Sumujac otrzymane wyniki, dostajemy teze. O]

Bezposrednim wnioskiem z dowiedzionego powyzej twierdzenia jest twierdzenie 11.

Ponizej przeprowadzamy jego dowdd.

Dowdd twierdzenia 11. Skorzystamy z faktu, ze ab > a + b — 1 dla liczb catkowitych
a,b > 0. Na mocy twierdzenia 2.32 mamy

o 2 Y pag(r — 2a,) = Z a, (aq —2a,) + (g — 20@)0@)

cycl Cycl

WV

;Z(aq—i—(r—Qar)—1+(q—2aq)+ar—1>

cycl

fz q—l—i—r—oz,.—l)};Z((q—l)/2+(r—1)/2)

cycl cycl

=p-1)/2+@-1/2+(r-1)/2>(p+q+71)/3> Jpgr,

gdzie w ostatnim kroku skorzystaliSmy z nierownosci miedzy $rednig arytmetyczna
1 geometryczna. [

Pod pewnymi, do$¢ mocnymi zalozeniami, mozemy uzasadni¢, ze stalej 1/3
nie mozna w tym twierdzeniu zmniejszy¢. Przypomnijmy, ze P(m) oznacza najwiekszy
dzielnik pierwszy m. Liczbe pierwsza ¢ nazywamy liczbg Sophie Germain, jezeli liczba
2q + 1 réwniez jest pierwsza.

Twierdzenie 2.33. Niech ¢ > 0. Zaloimy, Ze istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych q Sophie Germain, spetniajgcych warunek P(q+ 1) > ¢'=¢. Wtedy istnieje
nieskoriczenie wiele liczb n = pqr, dla ktérych J, = O(n*/39).
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Dowdd. Przyjmijmy p = P(q+1),q=tp—1, gdzie 3 <t < ¢° oraz r = 2q+1 = 2tp—1.
Wtedy

“Hp)=p- e = p~H(r) =2t
“Hp)=p- “g) = g '(r) =2tp -3,
=1, =1, a, = 2,
ﬂ 1, ﬁq t, B, =2tp — 2t — 1,
Aj =10, Aj =0, 1 =0,
a ponadto d,, = 0,y = 0, = 1 oraz wszystkie pozostale delty z twierdzenia 2.32

wynosza 0. Obliczmy wszystkie parametry, ktére wystepuja w tym twierdzeniu:

> apag(r —2a,) = (2tp — 5) + 2(tp — 3) + 2(p — 2) < 6q,

cycl

R=(p—op—Bag(r—a —5)=(p—2)(2t—2) <2
Poniewaz 0, = , = 0, = 0, otrzymujemy S = 0. Pozostaje jeszcze do obliczenia
T = (By — og) (e # AL + b AL) + (B — i) (op#hAG + g #AL) = (8= 1)2(p — 2) < 2g.
Na mocy twierdzenia 2.32, J,,. < 10g. Ponadto pgr > ¢*~¢, co koniczy dowdd. O

Nasze zatozenie wynika z hipotezy H Schinzla. Mozna wziaé¢ na przyktad ¢ = 6p—1
oraz v = 12p — 1.

Do udowodnienia pozostalo nam jeszcze oszacowanie liczby 6, niezerowych
wspoOtczynnikéw wielomianu ®,,, dla n = pqr.

Dowéd twierdzenia 12. Liczba skokéw wspotczynnikéw @, czyli liczba tych m, dla
ktérych |apg-(m) — apgr(m — 1)] = 1, wynosi 2J,4, poniewaz wielomian @, jest
palindromiczny. Potowa liczby skokéw szacuje od dotu liczbe nieparzystych
wspolczynnikéw, ktére sg oczywiscie niezerowe. W takim razie 0,4 = Jpgr, CO PO
zastosowaniu twierdzenia 11 konczy dowod. O]
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Rozdzial 3
Wielomiany wyzszych rzedow

Pierwsze zastugujace na uwage oszacowanie liczby A, w przypadku ogdélnym podatl

Bateman.

Twierdzenie 3.1 (Bateman [13], 1949). Zachodzi nieréunosé A, < n®™/?  gdzie d(n)
oznacza liczbe dzielnikow n.

logn/loglogn

Stosujac wykazana przez Wigerta nieréwnosé d(n) < 200+e() , W tej samej

pracy Bateman udowadnia nast¢pujacy wniosek.
Whiosek 3.2. loglog A,, < (log2+ o(1))logn/loglogn.

Erdos [25] przypuszezal, ze stalej log 2 nie mozna zmniejszy¢. Po 26 latach udowodnit
to Vaughan [53].
Na uwage zastuguja takze ponizsze oszacowania Maiera.

Twierdzenie 3.3 (Maier [41, 42], 1993 — 1996). Dla dowolnych funkcji e, E : N — R,

spetniajgcych warunek e(n) — 0 i E(n) — oo przy n — oo, nieréwnosé
nt™ < A, < nP®
zachodzi w zbiorze liczb n o gesto$ci naturalnej 1.

Chcielibysmy znalezé oszacowanie zalezne od —dzielnikéw pierwszych n.

Dla wielomianéw cyklotomicznych rzedu 4 wyglada ono nastepujaco.
Twierdzenie 3.4 (Bloom [15], 1968). A,us < p(p —1)(pg —1).

Jak widaé¢, wynik nie zalezy od liczb pierwszych r i s, podobnie jak oszacowanie
Apyr < %p nie zalezy od ¢ i r. Nie sa to wyjatki, o czym Swiadczy nastepujace
twierdzenie.
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Twierdzenie 3.5 (Flesh i Schmidt [29], 1968; Justin [34], 1969). Liczba Ay, p,. p, moze

byc¢ oszacowana z gory przez funkcje liczb py,pa, ..., Pr_2.

Moller podat nastepujace oszacowanie, bazujac na zaleznosci rekurencyjnej, ktorg

uzyskat Justin w wyzej cytowanej pracy.

Twierdzenie 3.6 (Moller [47], 1971). Zachodzi nieréwno$é

Apips.pr < (Pr—2Pk—3)" (Pr—aPr—5)" (Pr—6Pr—7)" - . ..

Wynik ten zostat kilka lat pézniej poprawiony. Niech n = pipy...pg, gdzie
p1 < p2 < ...< pg, oraz niech

2 i
ok—i—1_1
i1

Twierdzenie 3.7 (Bateman, Pomerance i Vaughan [14], 1981). A, < M,,.

W niniejszej rozprawie doktorskiej nieznacznie poprawimy ten wynik. Udowodnimy,
ze prawg strone mozna pomnozy¢ przez (C + ok(l))zk, gdzie C' < 1, k jest rzedem
wielomianu cyklotomicznego ®,,, natomiast ox(1) — 0 dla k — oo. Jest to réownowazne

twierdzeniu 13, ktérego dowodd podajemy w nastepnym podrozdziale.

3.1. Szacowanie wspotczynnikéow

W biezacym podrozdziale przyjmujemy n = p; ... pg. Kluczem do dowodu twierdzenia
13 jest nastepujaca zaleznosé rekurencyjna.

Lemat 3.8. Dla roznych liczb pierwszych pq, ..., pr mamy

By (2) = (@) ][ Pyla),

gdzie
k
P = H ®p1...pj<xpj+2“.pk/pi)
i=j+2

oraz f jest szeregiem formalnym, okreslonym réwnaniem

15, (1 — gP2pe/pi)
[1F, (1 — aprpe/pi)’

fla) = (1 —aPrr).
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Dowdéd. Przeprowadzimy dowodd przez indukcje ze wzgledu na k. Dla £ < 5 lemat

zachodzi, co udowodnit Bloom [15]. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

k
Pj(x): H q)pzmpj(xpj—m...pk/]’i)

i=j+2

oraz
~ i?_3(1 — xPSmpk/pi)

f(x) = (1 —arPr).

Ko (1 — gp2pr/pi)’
Znany jest fakt, ze ®,,(z) = ®,(2?)/®,(z) dla liczb pierwszych p nie dzielacych n.

Wobec tego, oraz powyzszej rownosci, mamy

D, po () = 2P 2 oraz  Pj(r) = —% :
p1 Pk( ) q)pz...pk(x> J( )

Na mocy zatozenia indukcyjnego otrzymujemy

B, 0 = f(z)- 1:121%-(9[:)-

Podstawiajac to do otrzymanych wcze$niej wzordéw, uzyskujemy réwnosé

flam) IG5 Biem) - flar) A

_ - P
Ostatecznie
f(xpl) B i Hf: (1 _ xp2~-~pk/Pi) B
Fp, = A=) e m T < RS ),
co konczy dowdd. O

Aby efektywnie wykorzysta¢ lemat 3.8, bedziemy potrzebowali ograniczenia na
wspotezynniki f. W celu ich uzyskania, uzyjemy twierdzenia Spernera, ktore cytujemy

ponizej.

Twierdzenie 3.9 (Sperner [52], 1928). Sposrod wszystkich podzbioréw zbioru
m-elementowego mozna wybrac¢ najwyzej (Lm’rr/LQJ>’ z ktorych Zaden nie jest zawarty
w Innym.

Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy b,, = (Lmn;Q J)'

Lemat 3.10. Wspdlczynniki przy potegach o wyktadniku mniejszym niz n okreslonego

w lemacie 3.8 szeregu f nie przekraczajg by_o co do bezwzglednej wartosci.
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Dowdd. Niech f(x) =73, d,x™. Bezposrednio z definicji f otrzymujemy

k
f(x) = (H(l _ xﬁQmpk/pi)) Z xa1n/p1+...+akn/pk (mod x”)

i=2
Okredlmy nastepujacy zbiér A C R*~! oraz funkcje s : A — {—1,1}.

A={ =0 M) N e{0 1} dlai =2, k}, s(\) = (=1
Na mocy wczesniejszej kongruencji, mamy

Ay = Z s(A)x(m — (A, v/p1)),

AEA

gdzie (-, -) oznacza iloczyn skalarny w R¥=1 v = (n/pa, ..., n/py) oraz

(m) 1, gdy m=oun/pi+ ...+ aun/py dla pewnych oy, ..., o > 0,
m) =
X 0, w przeciwnym przypadku.

Dla j =2,3,...,koraz t € {0,1} okreslamy liczbe catkowita nieujemna «;(t) < pj,
spetniajaca kongruencje

t
(t)=“~2m— — d p;).
O‘J() nm L (mo p])

Niech a = (a;(\;))%_,. Na mocy twierdzenia chifiskiego o resztach, dla kazdego A € A

zachodzi kongruencja

m— (A v/p1) = BA)n/p1+ (a(A),v)  (mod n),

gdzie (A) € {0,1,...,¢1 — 1}. Wobec powyzszego, nastepujace fakty sa sobie

o x(m—(\v/p1)) =1,
o (Au/pr) +{a(d),v) <m,
o (Au/pr)+{a(N) = a(0),v) <m = (a(0),v),

gdzie 0 oznacza wektor zerowy w R¥~1. W takim razie
k k

(a(N) —a(0),v) = > (ai(X) — ai(0))v; = > (ai(1) — (0)vidi = (A, w),

i=2 =2
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gdzie w = ((a;(1) — a;(0))v;)k_,. Wobec tego x(m — (\,v/p1)) = 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy (A, u) < D, gdzie u=v/p; +w i D =m — (a(0),v). Ostatecznie otrzymujemy
dy = s(N),
XEA, (A\u)<D

przy czym ani liczba D, ani wektor u nie zalezy od .

Bez straty ogélno$ci mozemy zatozy¢, ze 0 < up < Uy ..., Up_1.

Istnieje naturalna bijekcja S pomiedzy zbiorem A a rodzina wszystkich podzbioréw
zbioru {2,3,...,k}. Jest ona okreslona wzorem

Sy={ie{2,....k}: N =1}
Nazwijmy A = (Ag,...,A\s—1,0) maksymalna, gdy (A\u) < D i dla kazdego
N = (N, ..., A\._1,0) spelniajacego inkluzje S\ C Sy zachodzi nier6wnosé (X, u) > D.
Dla wszystkich
A=Ay, s, 0) i A =Ny, ey 1)

zachodzg nastepujace zaleznosci:

e Jesli \° nie jest maksymalna i (A%, u) < D, to (A, u) < D.

o Jesli (A1, u) < D, to (\° u) < D.

o s(\%) +s(\) =0.
Stad oraz na mocy uzyskanego wczesniej wzoru na d,,, wnioskujemy, ze

|d| < #{X € A : X jest maksymalna}.

Pozostaje juz tylko zauwazy¢, ze gdy wezmiemy wszystkie maksymalne A, to zaden
ze zbiorow Sy nie bedzie zawarty w innym zbiorze tego typu. Sa to ponadto podzbiory

zbioru {2,3,...,k — 1}, z czego po zastosowaniu twierdzenia 3.9 wynika teza. O

Po takim przygotowaniu mozemy rozpoczaé dowdd twierdzenia 13. Bedziemy
stosowaé oznaczenia H i S z definicji 6, a takze A, i S, oraz M, okreslone przed
sformutowaniem twierdzenia 13. Ponadto przez f* oznaczymy wielomian stopnia
mniejszego niz n, speliajacy kongruencje f* = f (mod z"). Wprowadzamy jeszcze

dodatkowo nastepujace state:

S o /954 5\"" 3 1/32
d=sup 1T, o= s , C= (6;1/26191/8)
p.a.r PAqr iZo \2J +6 4

Dla tak zdefiniowanej statej C' przeprowadzimy dowdd. Stosujac fakt e3 < % oraz
twierdzenie 9, uzyskujemy po bezposrednich obliczeniach C' < 0.9627. Jesli ponadto

zachodzi poprawiona hipoteza Beiter, czyli e3 = %, to C' < 0.9594.
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Dowod twierdzenia 13. Niech

Zachodzi nieré6wno$é

2 —
Sm---pj < (deg(q)m---pj) + 1)Ap1---pj <Ej-Dpje p%J pg] -P?-ij—l-

W takim razie
i i 2 k—j—1
S(P) < (Sprp) T = (g TR i)

Dodatkowo Sy, = p1, Spipy < P1P2/2 0raz Sy pyps < d - pipaps. Stosujac powyzsze fakty
oraz lematy 3.8 i 3.10, otrzymujemy dla k£ > 5

_ k—2
Api . pp < H <bpg-pi 2 (pip2/2)" 2 - (dpipaps)F* - H S(P;)
j=1 j=4
by—od" ™4 k=2 2 3 k—j—1
S 9k—3 Hgk - H (pJ pfj pgj -pjz'fzpj—l)
7j=1
bk_gdk% k—2 b1
= ok3 €j ’ My, p,.-
j=4
Ostatnia réowno$¢ wynika z faktu, ze dla t = 1,2,...,k — 2 liczba p; wystepuje w
iloczynie 157 (p; - p¥ Ty P2 5pi1)" 71 w potedze
k=2 k—t—2
k—t—1+4 > 2 k—j-1)=k—t—-1+ Y 2 -1=2"""—1
j=t+1 i=1

Udowodnilismy zatem, ze

bk 9 dk 4 k-2 . 1
ep < ———— -]
k=3 J
j=4
Zdefiniujmy ciag (ex)7; za pomocy rekurencji powstalej z powyzszej nieréwnosci
dla k > 5 przez zamiane € na e i znaku nieréwnosci na znak réwnosci, z warunkami
poczatkowymi

61262:1, €3 — €4 — £&3.

Z nieréwnosci Apgrs < ApgrSpeSpS1, udowodnionej w [14] wynika, ze ¢4 < 3. Zatem
er < e dla wszystkich £ > 1.
Sprobujmy wyznaczy¢ wzor na eg. Dla k=51 k = 6 otrzymujemy

3 3
€5 = Zd’ €6 = Z€3d27
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natomiast dla £ > 7 mamy

dby_o
er/er-1 b, G4 Ch2 - bi—2bk—4
= T = €k 3 ;
Ck—1/Cr—n  Dk=3 bi_s

24 c€4...€k_3
co daje znacznie prostsza postaé¢ rekurencyjng

o brobry
€k = ek—l : b2
k-3

Rozwijajac ja, otrzymujemy
k 2k
k=6 bi_ob;_4
e = 66 . H (j bQ J ) .
§=7 Jj—3

Prosty rachunek pozwala stwierdzi¢, ze

bjobj_4 j%f dla nieparzystych j,
bi 3 B ;%g dla parzystych j.

Wobec tego

] 52 (6) (T\VZ 8\
2= (O () ()=
To konczy dowdd. -

Uwaga 3.11. Istnieje taka stata ¢ > 0, ze dla C' < ¢ twierdzenie 13 nie zachodzi.
Niech p; bedzie j-ta nieparzystg liczbg pierwsza. Wtedy

1< Apype < (C+0(1)) M,
zatem

C+op(1) = M2 =[] p; % + (D).
j=1

Na mocy twierdzenia o liczbach pierwszych, powyzszy iloczyn jest zbiezny do pewnej
dodatniej statej c.

3.2. Wnioski z oszacowania

Jako pierwszy wniosek podajemy nieréwnosci analogiczne do A, < %p, sformutowane

dla wigkszej liczby czynnikow pierwszych.
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Whniosek 3.12. Zachodzq nastepujgce szacowania:

3 45 2025 o - 4

qurs < ZPS% qurst X @p q r, qurstu X Mp qrs.

Jezeli zatozyc, ze poprawiona hipoteza Beiter jest prawdziwa, to:

2 1 7
qurs < §p3Q7 qurst < §p7q3T7 qurstu < 871p15q77138

Moree [49] rozpatrywal odwrotne wielomiany cyklotomiczne, ktére definiujemy
ponizej.

Definicja 3.13. Wielomian U} spelniajacy zaleznosé¢
U ()P, (x) =1—2"

nazywamy n-tym odwrotnym wielomianem cyklotomicznym. Okreslamy takze szereg

formalny
¥(2) = 1/ (z) = T e m)e™

ktérego wspoOlczynniki sa powtarzajacymi sie okresowo wspoétezynnikami WY,
o okresie n. Niech ponadto

C, =H(V))
bedzie wysokoscia wielomianu V.

Stosujac twierdzenie 13, mozemy udowodni¢ nastepujace, analogiczne twierdzenie
dla odwrotnych wielomianéw cyklotomicznych.

Twierdzenie 3.14. Zachodzi nieréwnosé (C,/M,)2" < C + 0x(1), gdzie C jest takq

samq stalg jak w twierdzeniu 13.
Dowdd. Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 13, wprowadzamy oznaczenie

* Opl---pj
€j = Sup ——.
P1,--P5 Mpl...pj

Niech p bedzie liczba pierwsza nie dzielaca n. Na mocy tatwej do otrzymania
tozsamosci Uy, (z) = U, (27)®,(x) mamy
[m/p]
cap(m) = [ euli)an(m — jp).
j=0

Zauwazmy, ze a,(t) =0 dlat & {0,...,¢(n)}, zatem dla k > 2
o(p1 ... pr-1)
Cpropp < ({pli + 1) Apr e Oty SP1- D2 Apy i 1Oy py -
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Wobec tego

k—1

Cpl...pk < Cp1p2 H (pl .. -pjfl : Apl...pj> < Eo... 5k71Mn
j=2

istad dla k > 6

263[)]{,3 . (63

— 1
s €k + ok ( )> €y

*
€k<€2...€k_1<€3...6k_1: d

gdzie stata d oraz liczby €;, e; i b; sg takie same, jak w dowodzie twierdzenia 13.
Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy zastosowaé dowiedziony przy okazji twierdzenia 13
fakt, ze €2 " — C dla k — co. O

Dokonujac bezposrednich obliczen, otrzymujemy nastepujace oszacowania.

Whniosek 3.15. Zachodzq nieréwnosci:

3 273 405 45 7 5

Cpqrs < ZPBCL Cpqrst g 16]9 qr, Cpqrstu g mp qrnrs.

Jesli dodatkowo zatozyé prawdziwosé poprawionej hipotezy Beiter, to:

2 4 4
Cpqrs < §p3Q7 C'pqrst < §p7q3Ta Opqrstu < ﬁpl\%q?rss'

Wielomiany @,,(z) oraz W (z) sa dzielnikami wielomianu 1 — z". Pomerance
i Ryan [51] zaproponowali badanie najwiekszej mozliwej wysokosci dzielnika 1 — z",
czyli liczby

B,= max H(P).
P(z)|(1—z")

Uzyskali przy tym, dla n bedacego iloczynem k réznych nieparzystych liczb pierwszych,

nastepujacy wynik.
Twierdzenie 3.16 (Pomerance i Ryan [51], 2007). Zachodzi nieréwnosé B,, < n®+3/2.

W rzeczywisto$ci udowodnili oni bardziej ogoélne oszacowanie, prawdziwe

dla dowolnego n, ktorego konsekwencja jest fakt, ze
loglog B,, < (log3 + o(1))logn/loglogn.

W tej samej pracy autorzy udowodnili, ze statej log 3 nie mozna zmniejszy¢. Twierdzenie

3.16 potrafimy wzmocnié¢ dla n bedacych iloczynem k réznych liczb pierwszych.

Twierdzenie 3.17. Zachodzi nieréuwnosé (B, /n®* —D/@R)-13"F 4 o, (1).
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Dowéd. Wielomiany cyklotomiczne sa nierozktadalne nad Z, wiec na mocy faktu 2
kazdy dzielnik z™ — 1 jest postaci [[;ep Pa(x), gdzie D jest podzbiorem zbioru
dzielnikéw n. Wobec tego

S

s« (1) () (1)

Gdzie w(d) jest liczba dzielnikow pierwszych d. Latwo sprawdzié, ze

l _ 2kt
an—n ,

dln

k w1 "
) < T (@) ) =t St s~ perwa-s
dln w=1

Niech &, = max{27“loge, — log C,0}. Wtedy
bk bk
log 2] ew@ | = (1 +0k(1)) D (w) loge, <3 logC+ > <w> 2.
dln w=0 w=0

Pozostaje do udowodnienia, ze warto$é ostatniej sumy wynosi o(3%). Niech
¢ = sup{&,&+1,---}. Na mocy twierdzenia 13, dla w — oo mamy &, — 0
i w takim razie réwniez £, — 0. Zatem

k(L [log k| k k(L )
3 (e <6 (22 sthan 3 () - ot gt - o),
w=0

w=0 w=0 W

co konczy dowdd. O
Na koniec udowodnimy nastepujace przypuszczenie.

Hipoteza 3.18 (Bateman, Pomerance i Vaughan [14], 1981). Zachodzi nieréwno$é
Ap < p(n)f 2!
gdzie k jest liczbg dzielnikow pierwszych n.

Podany przez nas dowod nie korzysta z twierdzenia 13, wystarczy bowiem
oszacowanie A, < M, uzyskane przez autoréw powyzszej hipotezy.

E—12k—

Dowdd. Wykazemy, ze M, < (n) =1 Jest to prawda dla k = 1,2, poniewaz

My = My = 1. Przeprowadzimy dowod przez indukcje ze wzgledu na k.
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Niech p; < ... < px. Wtedy dla k£ > 3 zachodzg nieréwnosci

M, <p? "t p(py. .. py)¥ /D
k—1 k—2 k—1
m \F gt \ D 2ty
VI Aoz .pr) (elpr--po)
2kl ok—2_2F71
D1 , D1 b bl
s <p1—1> '<p1+1> (el
Poniewaz
2 k—1
2k;—2 2
b b <1 oraz fk >2 dlak >3,
p—1)\p+1 ——1
dowdd hipotezy jest zakonczony. O

3.3. Wielomiany wlaczania-wylgczania
Oszacowanie z twierdzenia 13 oraz wynik, ktory przedstawimy w niniejszym
podrozdziale, upowazaniaja do postawienia nastepujacej hipotezy.

Hipoteza 3.19. Istnieje takie ¢ > 0, zZe dla kazdego k > 1, dla dowolnie duzych N

znajdziemy liczby pierwsze py,...,pr > N, spetniajgce warunek
—k
(Apl---Pk/MP1~--Pk)2 >c+ Ok(l)'

Potrafimy udowodni¢ te hipoteze dla wielomiandéw wlaczania-wytgczania,
zdefiniowanych przez Bachmana [5]. Jest to klasa nieznacznie uogdlniajaca wielomiany
cyklotomiczne.

Definicja 3.20. Wielomianem wlaczania-wytaczania nazywamy wielomian postaci

(1 —a™)  Tlhej<jpep(l — @™/ W tiz)) -

Qar,00,a6} = : — :
v gz} H1<j1<k(1 - xm/qn) ’ H1<j1<j2<j3<k(1 - xm/(qjlqnqm)) e
gdzie m = q1qs . . . q oraz liczby q1,qs, ..., qx sa parami wzglednie pierwsze.
W przypadku gdy qi,qo,...,q sa liczbami pierwszymi, zachodzi rownosé

Pyrgaar = Qaraziai}-

Ze wzgledu na podobienstwo powyzszej definicji oraz ostatniej réwnosci z faktu 2,
wielomiany wtaczania-wytaczania posiadaja duzo cech wielomianéw cyklotomicznych.
Dla przyktadu, jesli ¢ jest liczba wzglednie pierwsza z kazdym elementem zbioru p, to

_ Qﬂ(xq)
qu{q} - Qp(x) )
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co wynika bezposrednio z definicji wielomianu ),. Jest to wisanos¢ analogiczna do
D,,(x) = ®,(2P)/P,(x) dla p { n. We wszystkich oszacowaniach w rozdziale 3
korzystaliémy tylko z powyzszego wzoru, natomiast nie wykorzystaliémy nigdzie faktu,
ze P1, P2, - .., Pk S plerwsze.

Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy p = {q1,92,---,q}, M = q1q2-.-G
oraz q; < qa < ... < qg. Niech takze

k—2
. k—j—1_
A, =H(Q, i Mp:HqJZ -1
=1

Na mocy powyzszych rozwazan zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.21. Dia C takiego jak w twierdzeniu 13 mamy
(A,/M,)>" < C+ o(1).

Ponizej udowadniamy obustronng wersje powyzszego twierdzenia dla wielomiandw

wlaczania-wytaczania.
Twierdzenie 3.22. Granica

¢ = lim lim sup (Ap/Mp)Tk

k—oo N—oo @ >N
istnieje 1 jest dodatnia.

Dowdd. Istnienie oraz fakt, ze ¢ < C' < 0.9627 wynika z twierdzenia 3.21. Pozostaje
wskazaé dla kazdego k zbiory p = {q1, q2, - - ., @& } 0 elementach wiekszych od dowolnego
N calkowitego dodatniego, spelniajace warunek (Ap/Mp)Q_k > ¢+ ox(1), gdzie ¢ jest
pewna dodatnig stata.

Bateman, Pomerance i Vaughan ([14], lemat 5, str. 188) udowodnili, ze jesli
P1, D2, - - -, Pr S liczbami pierwszymi, z ktorych kazda daje reszte 2r + 1 lub 2r — 1
z dzielenia przez 4r, to A, , > (47/7)> ' /(p1...pr). Idea dowodu polegata na
znalezieniu liczby zespolonej z o module 1, dla ktérej wartosé¢ |®,,,,. . (2)| jest duza
oraz wykorzystaniu tatwej do zaobserwowania nieréwnosci, prawdziwej dla dowolnego

wielomianu P o stopniu mniejszym niz n:
|P(2)| < W(P) < nH(P).

W dowodzie korzystano jedynie z formuly ®,(z) = [ly,(1 — 2%)*®/9) zatem
wystarcza zaltozenie, ze py, ..., pr sa parami wzglednie pierwsze i mozemy rozpatrywac

wielomiany wtaczania-wytaczania.
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Niech r = Nk! oraz ¢; = (45 —2)r + 1 dla j = 1,2,...,k. Stosujac algorytm
Euklidesa, przekonujemy sie, ze

(451, 95,) = ((4]'1 —2)r+1,(4js — 2)r + 1) = (4(j1 — J2)r, (4j2 — 2)r + 1) =1,

gdyz 4(j1 — jo)r posiada wylacznie dzielniki pierwsze mniejsze od k lub dzielace N,
a (472 — 2)r + 1 takowych nie ma. Wykorzystujac wspomniany wcze$niej wynik,
otrzymujemy

2—k
- 2 27 m 2 27
(Ap/Mp)2 * ( k—j—1 ) ( k—j— 1)
il ) e

16 (IS T

co konczy dowdd, gdyz ostatni iloczyn jest zbiezny. Obliczenia wykonane przez

92—k

komputer wskazuja, ze jego warto$¢ przemnozona przez 2/+/m nieznacznie przewyzsza
0.5495. Wobez tego zachodzi nierownosé ¢ > 0.5495 i ostatecznie ¢ < ¢ < C. O

Réznice pomiedzy wielomianami cyklotomicznymi a wielomianami wtaczania-
wylaczania moga wynika¢ z bardzo subtelnych wlasnosci liczb pierwszych. Jest to
ciekawy temat do dalszych badan.

41



Bibliografia

1]

[10]

[11]

G.Bachman, On the coefficients of cyclotomic polynomials, Mem. Amer. Math.
Soc. 510 (1993).

G.Bachman, On the coefficients of ternary cyclotomic polynomials, J. Number
Theory 100 (2003), 104-116.

G.Bachman, Ternary cyclotomic polynomials with an optimally large set of
coefficients, Proc. Amer. Math. Soc. 132 (2004), 1943-1950.

G.Bachman, Flat cyclotomic polynomials of order three, Bull. London Math.
Soc. 38 (2006), 53-60.

G.Bachman, On ternary inclusion — exclusion polynomials, Integers 10 (2010),
623-638.

G.Bachman, P.Moree On a class of ternary inclusion — exclusion polynomials,
ArXiv:1006.0522.

A.S.Bang, Om Ligningen ®,(z) = 0, Nyt Tidsskr. for Math., Afdeling B, 6
(1895), 6-12.

M.Beiter, Coefficients in the cyclotomic polynomial for numbers with at most
three distinct odd primes in their factorization, The catolic university of America
Press, Washington (1960).

M.Beiter, The midterm coefficient of the cyclotomic polynomial F,,(X ), Amer.
Math. Monthly 71 (1964), 769-770.

M.Beiter, Magnitude of the coefficients of the cyclotomic polynomial F,,,, Amer.
Math. Monthly 75 (1968), 370-372.

M.Beiter, Magnitude of the coefficients of the cyclotomic polynomial F,g, 11,
Duke Math. J. 38 (1971), 591-594.

42



[12]

[13]

[14]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

M.Beiter, Coefficients of the cyclotomic polynomial Fs,-(x), Fibonacci Quart.,
16 (1978), 302-306.

P.T.Bateman, Note on the coefficients of cyclotomic polynomial, Bull. Amer.
Math. Soc., 55 (1949), 1180-1181.

P.T. Bateman, C. Pomerance, R.C. Vaughan, On the size of the coefficients of
cyclotomic polynomials, Coll. Math. Soc. J. Bolyai 34 (1981), 171-202.

D.M.Bloom, On the coefficients of the cyclotomic polynomials, Amer. Math.
Monthly 75 (1968), 370—372.

B.Bzdega, Bounds on ternary cyclotomic coefficients, Acta Arith., 144 (2010),
5-16.

B.Bzdega, O wielomianach cyklotomicznych, Praca Magisterska, Uniwersytet
im. Adama Mickiewicza, Poznan, 2010.

B.Bzdega, Sparse binary cyclotomic polynomials, J. Number Theory 132 (2012),
410-413.

B.Bzdega, On the height of cyclotomic polynomials, Acta Arith. 152 (2012),
349-359.

B.Bzdega, Inclusion-exclusion polynomials with large coefficients (3str.),
arXiv:1202.0257[math.NT], preprint (2012).

B.Bzdega, Jumps of ternary cyclotomic coefficients (10str.), preprint (2012).

L.Carlitz, The number of terms in the cyclotomic polynomial F,,(z), Amer.
Math. Monthly 73 (1966), 979-981.

A.Decker, P.Moree Coefficients convexity of divisors of x™ —1, ArXiv:1010.3938.

P.Erdos, On the coefficients of the cyclotomic polynomials, Bull. Amer. Math.
Soc. 52 (1946), 179-181.

P.Erdos, On the coefficients of the cyclotomic polynomials, Portugal. Math. 8
(1949), 63-71.

P.Erdos, On the coefficients of the cyclotomic polynomials, Comment. Math.
Univ. St. Pauli, 23 (1974/75), 121-126.

43



[27]

28]

[29]

[34]

[35]

P.Erdés, On the growth of the cyclotomic polynomial in the interval (0,1), Proc.
Glassgow Math. Assoc. 3 (1957), 102-104.

P.Erdos, R.C.Vaughan, Bounds for the r—th coefficients of cyclotomic
polynomials, J. London Math. Soc. 8 (1974), 393-401.

V.Flesh, E.Schmidt, Uber Perioden in den Koeffizienten  der
Kreisteilungspolynome F,,(x), Math. Z. 106 (1968), 267-272.

Y.Gallot, P.Moree, Ternary cyclotomic polynomials having a large coefficient,
J. Reine Angew. Math. 632 (2009), 105-125.

Y.Gallot, P.Moree, Neighboring ternary cyclotomic coefficients differ by at most
one, J. Ramanujan Math. Soc. 24 (2009), 235-248.

Y.Gallot, P.Moree, R.Wilms, The family of ternary cyclotomic polynomials with
one free prime, ArXiv:1110.4590[math.NT], preprint.

A Hildebrand, On a conjecture of Balog, Proc. Amer. Math. Soc. 95 (1985),
517-523.

J.Justin, Bornes des coefficients du polynome cyclotomique et de cetains autres
polynomes, C.R. Acad. Sci. Paris 268 (1969), 995-997.

N.Kaplan, Flat cyclotomic polynomials of order three, J. Number Theory 127
(2007), 118—126.

N.Kaplan, Bounds for the maximal height of divisors of ™ — 1, J. Number
Theory 129 (2009), 2673-2688.

N.Kaplan, Flat cyclotomic polynomial of order four and higher, Integers 10
(2010), 357-363.

S.Konyagin, H.Maier, E.Wirsing, Cyclotomic polynomials with many primes
dividing their orders, Periodica Math. Hungar. 49 (2004), 99-106.

H.W.Lenstra, Vanishing sums of roots of unity, Proceedings, Bicentennial
Congress Wiskundig Genootschap, Vrije Univ., Amsterdam (1978), Part II
(1979), 249-268.

H.Maier, The coefficients of cyclotomic polynomials, Analytic number theory,
Proceedings of a conference in honor of Paul Bateman (ed. by B.C. Berndt,
H.G. Diamond, H. Halberstam and A.J. Hildebrand), 1990, 349-366.

44



[41]

[42]

[43]

[44]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

H.Maier, Cyclotomic polynomials with large coefficients, Acta Arith. 64 (1993),
227-235.

H.Maier, The size of the coefficients of cyclotomic polynomials, Analytic number
theory, Proceedings of a conference in honor of Heini Halberstam (ed. by .C.

Berndt, H.G. Diamond, and A.J. Hildebrand) Vol. 2, 1996, 633-639.

H.Meier, Cyclotomic polynomials whose orders contain many prime factors,
Periodica Math. Hungar. 43 (2001), 155-164.

H.Maier, Anatomy of integers and cyclotomic polynomials, CRM Proc. and
Lecture Notes 46 (2008), 89-95.

A Migotti, Aur Theorie der Kreisteilungsgleichung, 7. B. der Math.-Naturwiss,
Classe der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften, Wien, 87 (1883), 7-14.

H.Moller, Uber die i—ten Koeffizienten der Kreisteilungspolynome, Math. Ann.
188 (1970), 26-38.

H.Moller, Uber die Koeffizienten des n—ten Kreisteilungspolynome, Math. Z.
119 (1971), 33-40.

H.L.Montgomery, R.C.Vaughan, The order of magnitude of the mth coefficients
of cyclotomic polynomials, Glasgow Math. J. 27 (1985) 143-159.

P.Moree, Inverse cyclotomic polynomials, J. Number Theory 129 (2009), 667
680.

P.Moree, E.Rosu, Non-Beiter cyclotomic polynomials with an optimally large
set of coefficients, ArXiv:1111.6800[Math.NT], preprint.

C.Pomerance, N.C.Ryan, Maximal height of divisors of ™ — 1, Illinois J. Math.
51 (2007), 597-604.

E.Sperner, Fin Satz iber Untermengen einer endlichen Menge, Mathematische
Zeitschrift 27 (1928), 544-548.

R.C.Vaughan, Bounds for the coefficients of cyclotomic polynomials, Michigan
Math. J. 21 (1975), 289-295.

45



