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L WPROWADZENIE

Jednym z bardziej zaskakujacych wnioskéw wynikajgcych z neoklasycznego
modelu wzrostu gospodarczego autorstwa R. Solowal jest brak zaleznosci
pomiedzy wartoscig spotecznej stopy oszczednosci (inwestycji) a wartoscia
dtugookresowej stopy wzrostu gospodarczego (na tzw. Sciezce wzrostu réwno-
miernego), zdeterminowanej wytgcznie przez tempo zmian jakosciowych,
okreslanych mianem postepu techniczno-organizacyjnego. Zgodnie z modelem,
zwigkszenie czesci produktu przeznaczanej przez spoteczenstwo na akumulacje
kapitatu wywotuje przejsciowe podniesienie tempa wzrostu kapitatu i produktu,
skutkujgce wyniesieniem gospodarki na wyzej potozong Sciezke wzrostu
rownomiernego. Jednoznacznie pozytywny wplyw wzrostu stopy oszczednosci
na potozenie dtugookresowej Sciezki wzrostu produktu per capita nie musi sie
przenosi¢ na wzrost potozenia dtugookresowej sciezki wzrostu konsumpcji per
capita, decydujacej w ostatecznej mierze o dobrobycie spoteczenstwa. Pojawia
sie zatem pytanie o wartos¢ stopy oszczednosci (inwestycji), optymalng z punktu
widzenia dobrobytu spotecznego. Szczeg6lnie prostg odpowiedzig na to pytanie
jest ,ztota reguta akumulacji” Phelpsa.

W artykule wykorzystam koncepcje E. Phelpsa w neoklasycznym modelu
wzrostu gospodarczego rozszerzonym o akumulacje kapitatu ludzkiego. Wskaze
jednoczes$nie na ograniczenia analityczne tej koncepcji w konteksScie zagad-
nienia maksymalizacji dobrobytu, w ktérym to kontekscie zostata oryginalnie
postawiona2 Przezwyciezenie tych ograniczen wymaga gtebszego ujecia zagad-
nienia dobrobytu, to znaczy odniesienia sie do preferencji podmiotéw co do
rozktadu ich konsumpcji w czasie. Realizacja tego postulatu, prowadzaca do
endogenizacji spotecznych stop oszczednosci/inwestycji, znajduje swdéj formalny
wyraz w sformutowaniu i rozwigzaniu zadania dynamicznej optymalizacji na
bazie wyjsciowego modelu wzrostu.

1 Zob. R. M. Solow, A Contribution To The Theory of Economic Growth, ,Quarterly Journal of
Economics”, 1956, February, s. 65-94.

2 Zob. E. Phelps, The Golden Rule of Accumulation: A Fable for Growthmen, ,American Economic
Review”, 1961, September, s. 638-643.
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Wyprowadzenie optymalnych wartosci stop inwestycji w kapitat rzeczowy
i ludzki zwyrazonych explicite preferencji podmiotéw postuzy przede wszystkim
do przedstawienia koncepcji ,ztotej stopy akumulacji” Phelpsa jako reguty
optymalizacyjnej, a $cislej - pozwoli na ustalenie charakteru tych preferenc;ji,
przy ktorych stopy inwestycji wynikajgce z reguty Phelpsa sg optymalne (na
Sciezce wzrostu réwnomiernego) i do ktérych - zgodnie z modelem - powinna
zmierza¢ gospodarka.

1. MODEL WYJSCIOWY3

Rozwazmy jednosektorowa gospodarke zamknietg, bez jawnego udziatu
panstwa, w ktérej gospodarstwa domowe sg wiascicielami zasobéw kapitatu
rzeczowego K(t), kapitatu ludzkiego Hit) i sity roboczej Lit), Swiadczac ustugi
przedsiebiorstwom, maksymalizujacym zyski w warunkach doskonale kon-
kurencyjnych. Produkt Y(t) wytwarzany jest zgodnie z agregatowg funkcjg
produkcji:

Y=F(K, H, AL). (1)

Zmienng oznaczong symbolem (L) interpretujemy jako nakiad pracy surowej,
nieuwzgledniajgcej rezultatow inwestycji w kapitat ludzki. Przyjmujemy, ze
zasoby sity roboczej L rosng wedtug stalej stopy n, utozsamianej - dla
uproszczenia - ze stopg przyrostu naturalnego4 L=nL. Zmienna (A)
odzwierciedla dostepny w gospodarce zas6b technik wytwarzania i organizacji
produkcji (zaséb wiedzy naukowo-technicznej). Poziom tej zmiennej wptywa na
produktywnos¢ pozostatych czynnikéw produkcji, a jej zmiany (wedtug statej,
egzogenicznie danej stopy m: A =mA) mozna utozsamia¢ z postepem tech-
niczno-organizacyjnym. Postep techniczny jest naturalny w rozumieniu
Harroda lub - inaczej moéwigc - czysto pracoefektywnosciowy charakter
postepu. Oznacza to, ze jeden zatrudniony po t latach jest réwnowazny ent
zatrudnionym w okresie poczatkowym lub tez - inaczej rzecz ujmujac - zasoby
efektywnej pracy L=AL rosng w tempie n+ m.
O funkcji produkcji (1) zaktada sie, ze:

- jest ciggta i (przynajmniej) dwukrotnie rézniczkowalna,

- zerowym nakiadom czynnikéw produkcji przyporzadkowuje zerowy

produkt,

3 Tres$¢ punktu Il to skrécona prezentacja modelu przedstawionego i analizowanego w: P. Pietra-
szewski, A Mechanics of Long-term Economic Growth — Generalized Neoclassical Approach,
,Mathematics in Economics”, Wydawnictwo Naukowe AE w Poznaniu, Poznan 2008, bedacego
rozwinieciem idei zarysowanej przez N. G. Mankiwa, D. Romera i N. Weila, N. G. Mankiw, D. Romer,
N. Weil, A Contribution To The Empirics OfEconomic Growth, ,Quarterly Journal of Economics” 1992,
May, s. 407-437, polegajacej na rozszerzeniu podstawowej wersji neoklasycznego modelu wzrostu
o akumulacje kapitatu ludzkiego.
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- jest funkcjg wklesta,

- charakteryzuje sie dodatnimi i malejgcymi produktywnosciami kranco-
wymi wszystkich trzech czynnikéw wytworczych, czyli: FKFH FL>0
i Fkk,Fhh, F11<0, a ponadto: FKL, FH,FKH> 0, co oznacza, ze krancowa
produktywnos$¢ kazdego czynnika rosnie przy wzroscie zatrudnienia
innego czynnika,

- spetniatzw. warunki Inady: limFx=co, limFx=0, gdzie:Xe{K, H, L},
- jest liniowo jednorodna, czyli(VSykazuje sxtaﬁe przychody wzgledem skali

produkcji: F(cK, cH, cAL)=cF(K, H, AL).
Ostatnie zatozenie umozliwia przejscie do nastepujgcej postaci funkcji
produkcjis:

y=f(k,h), @)

w ktorej przyjeto oznaczenia:

dla, odpowiednio, kapitatu rzeczowego, kapitatu ludzkiego, produktu na
jednostke efektywnej pracy (wydajnosci).

Mozna pokazac6 ze funkcja (2) jest silnie wklesta, ,dobrze zachowujgca sie”
funkcja produkcji, tzn. charakteryzuje sie dodatnimi i malejacymi krancowymi
produktywnosciami obu czynnikéw, co formalnie oznacza, ze: fu, fjji> /7<0,
faa<0, oraz spetnia warunki Inady: limfi=x, lim/~=0, lim/j=co, lim/j;=0.

k*O k>0 h>0 h*O
Produkt jest dzielony pomiedzy inwestycje w kapitat rzeczowy: IK=sKY,
inwestycje w kapitat ludzki: IH=sHY oraz konsumpcje biezgca, gdzie: sKi sH
oznaczajg state, egzogenicznie dane wielkosci stép inwestycji w odpowiednie
rodzaje kapitatu, przy czym: sK, sH>0 i sx+sH" 1.

Poniewaz zakladamy takze, ze zasoby kapitatu rzeczowego i ludzkiego
podlegaja procesowi deprecjacji ze statymi stopami, odpowiednio, <&e(0,1)
i SHe(0,1), rownania dynamiki zmiennych podlegajacych akumulacji majg
postac?:

K=skY—o6kK, H=shY—ochH. 4)

5 Zob. P. Pietraszewski, op. cit., s. 184.

6 Ibidem, s. 184-185.

7 Jesli duza cze$¢ ekonomicznych kosztéw tworzenia kapitatu ludzkiego stanowia stracone zarobki
0s6b poswiecajacych swoj czas i wysitek na nauke i doskonalenie zawodowe (badz inne formy aktywnosci
podnoszace jej przysztg zdolno$¢ zarobkowa), to zmienna Y w drugim réwnaniu (4) i w catym modelu
oznacza hipotetyczny produkt, tacznie z warto$cig owych straconych zarobkéw, nie za$ realny PKB
ujmowany w statystykach miedzynarodowych. W skrajnym przypadku, gdy utracone dochody stanowig
cato$¢ ekonomicznych kosztéw tworzenia kapitatu ludzkiego, mierzalny produkt wytwarzany na rynku
Ymstanowi (1—sH-ta cze$¢ hipotetycznego produktu Y. Czeé¢ mierzalnego produktu inwestowana

w kapitat rzeczowy wynosi wtedy: sm——l———»———.
Kl-s,
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Na podstawie (2), (3) i (4) oraz przyjetych zatozen o stopach wzrostu L i A, mozna
uzyskac tzw. ukitad réwnan ruchu modelu:

k=sKf(k, h)—(n+ m + 6Kk,
®)
h=sHfik, h)—(n+m + SHh.

Przyréwnujac prawe strony ukitadu roéwnan rézniczkowych (5) do zera,
otrzymujemy rozwigzanie stacjonarne. Poziomy stacjonarne kapitatu rzeczo-
wego (ke) i ludzkiego (hj spetniajg nastepujacy ukitad zaleznosci:

f(k,h) (N+m+S9  f(k,h) (n+m +6H

Gospodarka funkcjonuje woéwczas na tzw. Sciezce wzrostu réwnomiernego, na
ktorej produkt oraz zasoby obu rodzajow kapitatu rosng wedtug statej stopy
n+m (co wynika z przyjetych wczesniej definicji (3) oraz zatozen o stopach
wzrostu L i A), a proporcje pomiedzy poziomem produktu oraz kapitatu
rzeczowego i ludzkiego pozostajg state. Poziomy tych zmiennych w ujeciu per
capita rosng wtedy wedtug stopy egzogenicznego postepu technicznego.

Ze wzgledu na zatozenie o maksymalizacji zysku w warunkach doskonale
konkurencyjnych, czynniki produkcji wynagradzane sa wedlug swoich
kraricowych produkcyjnosci. atwo pokazac8 ze: FK=fj;, FH=fjl oraz zgodnie
z twierdzeniem Eulera:

FKkK+FhH+FIL=Y, ©)

czyli suma wynagrodzen czynnikéw produkcji wyczerpuje bez reszty wielkos¢
produktu.

Poniewaz na Sciezce wzrostu rdwnomiernego poziomy kapitatu rzeczowego
i ludzkiego w przeliczeniu najednostke efektywnej pracy, odpowiednio k i h, sg
state, state sg rowniez poziomy produkcyjnosci krancowych tych czynnikoéw: /j
i/j. Jednostkowe wynagrodzenia kapitatu rzeczowego i ludzkiego utrzymujg sie
na statym poziomie, ptace realne zas (Fj) podazajg za wzrostem produktu per
capita - co wynika z (7).

Mozna pokazac, ze przy przyjetych zatozeniach poziomy kapitatu rzeczowego
i ludzkiego w przeliczeniu na jednostke efektywnej pracy, spetniajgce ukiad
rownan (6), czyli, odpowiednio, ke i he, a zatem rdwniez ye—f(ke, hj, sa
jednoznacznie okreslone przez wartosci parametréow modelu (istnieje doktadnie
jeden punkt stacjonarny) i wyznaczaja globalnie asymptotycznie stabilny punkt
dtugookresowej réwnowagi dynamicznej, do ktérego zmierza gospodarka9.

8 Ibidem.

9 Teoretycznie mozliwe sg réwniez sytuacje, gdy globalnie stabilny punkt staty systemu znajduje sie
w (0, 0) (gospodarka zmierza do samounicestwienia), badz tez w ogéle nie istnieje (w systemie nastepuje
wybuchowy wzrost). Oba przypadki stanowiajednakze sytuacje krancowe (wymagajace, aby udziat pracy
w granicy - odpowiednio dla k, h->0 lub k, h ->00 - malat do zera), ktére w dalszej analizie pominigto.
Ibidem, s. 187-193.
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Korzystajac z zaleznosci (6) i twierdzenia o funkcji uwiktanej, mozna wyznaczy¢
formuty na elastycznos$é ye wzgledem poszczegélnych parametrow, w szczegél-
nosci stop inwestycji w kapitat rzeczowy i ludzki, odpowiednio¥®

G- K« . eh=dbe SH O 8)
K SsKye 1-«-/? $H dsHye 1—a—
przy czym:
fkk - - fzh
f(k,h) f(k,h)

oznaczajg wskazniki elastycznosci produktu wzgledem, odpowiednio, kapitatu
rzeczowego kapitatu ludzkiego tub tez - zgodnie z neoklasycznym sposobem
wynagradzania czynnikéw wytworczych wedtug krancowych produkcyjnosci
- udziaty tych czynnikéw w produkcie. Liczby: a= a(ke, he) i >= fi(ke, he) to state
wartosci wskaznikow (udziatéw) na danej Sciezce wzrostu rownomiernego.

Poniewazll a, fi>0 i a+/?<l, wzrost czesci produktu przeznaczanej na
akumulacje kapitatu (rzeczowego badz ludzkiego) przyczynia sie do wzrostu
zamoznosci spoteczenstwa, mierzonej poziomem produktu per capita. Grafi-
cznie oznacza to przesuniecie w gore S$ciezki wzrostu réwnomiernego gos-
podarki. Nie musi to by¢ prawdg w odniesieniu do poziomu dobrobytu spotecz-
nego, mierzonego poziomem konsumpcji per capita. Z powodu malejgcej
produkcyjnosci krancowej, moze sie okazaé, ze dodatkowy produkt, pochodzacy
ze zwiekszonego (dzieki wzrostowi stopy inwestycji) zasobu kapitatu przy-
padajacego na jednostke efektywnej pracy, nie wystarcza do utrzymania tego
zasobu na wyzszym poziomie, co powoduje spadek konsumpcji (na jednostke
efektywnej pracy). Zmniejszenie stopy inwestycji moze wéwczas prowadzi¢ do
osiggania przez gospodarke wyzszego poziomu konsumpcji, zardwno obecnie,
jak i w przyszitosci.

Il. ,,ZLOTA REGUtLA AKUMULACJI” KAPITALU RZECZOWEGO
| LUDZKIEGO

Jesdli wydatki na edukacje, zdrowie itp., potraktujemy jako inwestycje, to
poziom wydatkéw konsumpcyjnych (na jednostke efektywnej pracy) w gospo-
darce mozemy okresli¢ wzorem:

¢=(1-sK-sHf(k,h). (20)
Ze wzgledu na (6), na Sciezce wzrostu rownomiernego konsumpcja na jednostke

efektywnej pracy, ¢e, wyraza sie wzorem:

10 Zob. ibidem, s. 193-195.
11 Ostatnia nieréwnos$¢ wynika np. z réwnania (7).
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ce=f(ke,he)—(n+ m+dKke—(n+m+6Hhe,

Warunkiem koniecznym maksymalizacji wzgledem stacjonarnych pozioméw
kapitatu rzeczowego i ludzkiego (na jednostke efektywnej pracy) jest:

f{=n+m+06Ka =n+m+ SH (11)

Na podstawie definicji (9) oraz ze wzgledu na (6), z (11) otrzymujemy wzory na
optymalne stopy inwestycji w kapitat rzeczowy i ludzki:

sk*=a= a(ke,he) a sH=p=fi(ke, he). (12)

Nalezy zwréci¢ uwage, ze ze wzgledu na zalezno$¢ wskaznikow elastycznosci
a(ke,he) i ji(ke,he) posrednio od sKi sH, w (12) nie okresla sie explicite wartosci
optymalnych stop inwestycji, ajedynie definiuje warunki, jakie stopy inwestycji
muszag spetnia¢. Powstaje pytanie, czy ukiad stop inwestycji sK i sH,
spetniajgcych (12), jest wyznaczony jednoznacznie?

Jednoznaczno$¢ punktu stacjonarnego (ke,he), spetniajgcego (11), mozna
wykaza¢ analizujgc nachylenie funkcji uwikianych he=fl(ke) i he=f2(kj.
Rdézniczkujgc réwnania (11) wzgledem ke i he, mozemy uzyska¢ odpowiednio:

hl dke+fiidhe=0, fitdket+/bfdhe= 0.
Formuty na pochodne funkcji f1i f2wzgledem ke majg nastepujaca postac:

dfl(ke)_ f¢ df2(ke)_ f~
dke fa' dke f~

Z przyjetych zatozen o drugich pochodnych czastkowych funkcji produkcji
nalezy wnioskowaé, ze obie funkcje, f1if2, sa rosngcel2 Z FKKFHN—FKH2>0
wynika natomiast, iz w punktach wspélnych obu krzywych nachylenie
pierwszej z nich jest wieksze od nachylenia drugiej, co bezposrednio gwarantuje
jednoznaczno$¢ punktu stacjonarnego. Wyznaczone poziomy stacjonarne
kapitatu rzeczowego i ludzkiego, ke i he, spelniajace warunek konieczny
maksymalizacji ¢e, okreslajg wartosci wskaznikéw elastycznosci produktu
wzgledem kapitatu rzeczowego i ludzkiego, odpowiednio, ct(ke,he) i f}(ke,he),
a tym samym jednoznacznie okreslajg optymalne stopy inwestycji w kapitat
rzeczowy i ludzki.

Optymalne stopy inwestycji sg zatem réwne statym (na Sciezce wzrostu
rownomiernego) udziatom wynagrodzen odpowiednich typow kapitatu w pro-
dukcie. Inaczej méwiac - gospodarka osigga najwyzej potozong Sciezke

df; SFk SK
2 PoniewazFK=fi, F, =/j;, tof£ = — = --——--~=LFKKi podobnie: \h=LFHH{fa =" L F KALFHK
ck  SK dk
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konsumpcji, jezeli catos¢ dochoddw osigganych przez kapitat przeznacza sie na
jego akumulacje. W szczegdélnosci, stopy inwestycji przekraczajace a(ke,he)
i fi(ke,he) oznaczalyby, ze na akumulacje danego rodzaju kapitatu perma-
nentnie przeznacza sie wiecej, niz wynoszg #gczne generowane przezen
przychody, co w praktyce sprowadzatoby sie do tego, iz cze$¢ kapitatu
z koniecznosci znajdowataby zastosowanie z wynagrodzeniem ponizej kosztu.
Stwierdzenia te wyrazajg najbardziej istotng tres¢ tak zwanej ,ztotej reguty
akumulacji” Phelpsal3

Nalezyjednakze zwrdci¢ uwage na fakt, ze kazde wyniesienie gospodarki na
wyzej potozong Sciezke wzrostu réwnomiernego wigze sie z koniecznoscig
przejsciowego ograniczenia konsumpcji biezacej na rzecz wzrostu jej poziomu
w przysztosci - oczywiscie przy zatozeniu, ze wyjsciowe poziomy stop inwestycji
sK, sHsa mniejsze, odpowiednio, od <xke, he), (i(ke,hj. Skokowy wzrost sKi/lub
sH oznacza skokowy spadek konsumpcji na glowe, ktdra nastepnie rosnie
wedtug stopy wyzszej od m, cho¢ stopa ta maleje asymptotycznie do m.
Przyspieszony wzrost konsumpcji w okresie przejsciowym, spowodowany
zwiekszong akumulacjg kapitatul4 i przyspieszonym wzrostem produktuls
pozwala jednakze nie tylko na powro6t konsumpcji do poziomu mozliwego do
osiggniecia w dawnych warunkach, ale takze na ,przebicie” dawnej Sciezki
konsumpcji i wreszcie stabilizacje na wyzej potozonej $ciezce wzrostu
rownomiernego, rownolegtej (w skali logarytmicznej) do starej. Sytuacje te
zilustruwano na rysunku 1.

Z zatozenia konsumpcja stanowi stalg cze$¢ produktu, zatem szybkos¢
zbieznosci konsumpcji na jednostke efektywnej pracy (¢) do nowego poziomu
stacjonarnego (¢e), odpowiadajgcego stanowi wzrostu rownomiernego, pokrywa
sie z szybkosScig zbieznosci produktu na jednostke efektywnej pracy (y) do
nowego poziomu stacjonarnego (yj. Poniewaz szybkos¢ zbieznosci produktu na
jednostke efektywnej pracy do poziomu stacjonarnego mozna przybliza¢ za
pomocg formutyls (y—vye& —(1—a—P)(n+m+d), gdzie zatozono, ze:

1B Przy a=/i=1/3 (za: N. G. Mankiw, D. Romer, N. Weil, op. cit., s. 417), na inwestycje w kapitat
rzeczowy, inwestycje w kapitat ludzki oraz czysta konsumpcje powinno przypada¢ po 1/3 produktu.
Poniewaz w rzeczywistych gospodarkach stopy inwestycji sa zazwyczaj nizsze, oznaczatoby to, ze,
w Swietle ,ztotej reguty akumulacji” sg one suboptymalne. W sprawie empirycznie obserwowanych stép
inwestycji w kapitat rzeczowy, zob. np. M. Burda, Ch. Wyptosz, Makroekonomia. Podrecznik europejski,
PWE, Warszawa 1995, s. 157 (rys. 5.10) i s. 160 (rys. 5.12). Przekrojowa analiza stép inwestycji w kapitat
edukacyjny i zdrowotny w gospodarstwach domowych w Polsce znajduje sie w B. Liberda, Inwestycje
w kapitat ludzki a stopa oszczedzania gospodarstw domowych w Polsce, ,Ekonomista” 2005, nr 4,
s. 429-447.

Whnioski odnoszgce sie do optymalnych stép inwestycji nalezatoby uscisli¢ w zwigzku z problemem
niemierzalnos$ci czesci produktu (patrz przypis 7). W skrajnym przypadku, gdy cato$¢ ekonomicznych
kosztéw produkcji kapitatu ludzkiego stanowig stracone dochody, optymalna, wynikajaca ze ztotej reguty
akumulacji Phelpsa, cze$¢ mierzalnego produktu przeznaczana na inwestycje w kapitat rzeczowy, wyraza

x(ke,
sie wzorem: S§"* = ---—--— — . Przy zatozonych wartosciach £= 8= 1/3 daje to réwnomierny podziat
1-£(£,,,/i9
mierzalnego produktu pomiedzy konsumpcje i akumulacje kapitatu rzeczowego.

14 Z (5) wynika, ze przejsciowo k>0 i h>0.

15 Po obustronnym zlogarytmowaniu i zrézniczkowaniu wzgledem czasu réwnania (2) i uwzgled-
nieniu (9) mamy bowiem: y=a(k, h) #+ jlOi, h)h).

16 Zob. P. Pietraszewski, op. cit., s. 198-200.
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Rysunek 1

Reakcja konsumpcji na wzrost stopy inwestycji

Zrédto: opracowanie whasne.

K= SH=S to dynamike konsumpcji na jednostke efektywnej pracy w poblizu
punktu réwnowagi dtugookresowej ce mozna w przyblizeniu opisa¢ wzorem:
¢(i)-Ce«e *(1“"-« ("+HMmb5),(c(0)-Ee-

Z punktu widzenia spoteczenstwa, ktére decyduje sie na ograniczenie
konsumpcji biezacej na rzecz trwatego zwiekszenia konsumpcji w przysztosci,
poprzez zwiekszenie czesci produktu przeznaczonej na akumulacje kapitatu,
istotna jest przede wszystkim ditugos¢ ,okresu wyrzeczen” (oznaczona dalej
przez t), czyli przedziat czasu, w ktorym konsumpcja pozostaje na poziomie
nizszym niz ten, ktéry bytby osiggany, gdyby zmiana stopy oszczedno$ci sie nie
dokonata.

Diugos¢ okresu r stanowi rozwigzanie nastepujacego réwnania:

ceccé+e-(l-a« &+ (c'(0)-c;), (13)

gdzie: ¢e oznacza poziom konsumpcji na jednostke wydajnosci na Sciezce
wzrostu réwnomiernego przed podniesieniem spotecznych stop inwestycji
w kapitat rzeczowy (z poziomu s, dos; ) i/lub ludzki (zs, dos), zasc - poziom
konsumpcji na jednostke wydajnosci po wzroscie tych stép. Oczywiscie:
¢'(0)<ce, co wyraza natychmiastowy efekt ograniczenia konsumpcji na skutek
wzrostu stopy oszczednosci. Przeksztatcajac (13) i uwzgledniajgc zaleznosci:
te= (I-sK-sB)y, ¢ =(I1-s"K-s'"H)y'e, oraz c'(0)=(l-s™-s¢)ye, uzyskujemy
wz0Or na dtugos¢ okresu wyrzeczen:

1,f *x-»>+e¢;

—(I —a(”e; he)—P(ke; he))(n + m+SY
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Korzystajgc z definicji sy, mozemy w przyblizeniu dla niewielkiej zmiany sK
X
(przy niezmienionym poziomie s =s') napisac:

Dla: a=/?=1/3 oraz (n+m + i{5=0,06 roczniel7, wzrost sKz poziomu sK= 0,2
do sK=0,22 (przy sH=sH=0,2) wigze sie z okresem wyrzeczenn o dtugosci
okoto 21 lat.

Sam E. Phelps zdaje sie omija¢ éw problem ,,okresu wyrzeczen”, rozwazajgc
gospodarke nieograniczong w czasie wstecz (endless looking backward), ktdra
od zawsze cieszy sie zréwnowazonym wzrostem wedtug stopy naturalnejl8
.Kazda generacja w bezkresnym ztotym wieku naturalnej stopy wzrostu bedzie
preferowaé¢ ten sam poziom stopy inwestycji, a tym samym - te sama Sciezke
wzrostu” [thum. P.P.]19 Zilota reguta akumulacji miataby zatem stanowié
odpowiedz na pytanie o najlepsza, w punktu widzenia kazdej generacji, stope
oszczednosci/inwestycji w sytuacji, gdyby gospodarka zawsze osiggata auto-
matycznie odpowiadajgca tej stopie Sciezke wzrostu réwnomiernego.

Ujmujgc problem nieco inaczej, koncepcja Phelpsa ignoruje fakt, ze
w kazdym momencie istnieje mozliwos¢ obnizenia stopy oszczednosci, skut-
kujgca osigganiem przez pewien okres poziomu konsumpcji wyzszego od tego,
ktory bytby osiggany w przeciwnym razie. Dopiero uwzglednienie explicite
preferencji podmiotéw co do rozkiadu konsumpcji w czasie pozwala ustalic,
w jakich warunkach (tzn. przy jakim charakterze owych preferencji) podmioty
faktycznie preferowaé¢ bedg poziomy stop inwestycji kierujgce gospodarke na
Sciezke wzrostu rownomiernego zwigzang ze ,,ztotg regutg akumulacji” (lub tez
moze jaka$ inna), po osiggnieciu ktdrej nie bedg z kolei sktonne jej opuszczac.

Procedura wyprowadzenia optymalnych wartosci stopy oszczednosci z wyra-
zonych explicite preferencji podmiotéw rzuca takze nowe Swiatto na zagadnie-
nie obserwowanych w rzeczywistosci pozioméw stép oszczednoSci/inwestycji,
zwykle duzo nizszych od tych, wynikajgcych ze ,ztotej reguty akumulacji” 20

17 Za: N. G. Mankiw, op. cit., s. 417.

18 W modelach bez postepu technicznego (jak u Phelpsa) pod pojeciem ,naturalnej stopy wzrostu”
rozumie sie stope wzrostu gospodarczego réwng stopie wzrostu zasobéw sity roboczej (stopie przyrostu
naturalnego). W modelu z egzogenicznym postepem technicznym (neutralnym w sensie Harroda)
naturalna stopa wzrostu gospodarczego jest réwna sumie stopy wzrostu zasobdéw sity roboczej (n) i stopy
postepu technicznego (m).

19 E. Phelps, op. cit., s. 640.

2 Zob. przyp. 13.
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IV. ENDOGENICZNE UJECIE OSZCZEDNOSCI
- MODEL RACJONALNYCH INDYWIDUALNYCH
PODMIOTOW EKONOMICZNYCH
I MAKSYMALIZACJA DOBROBYTU

Formalnym wyrazem preferencji podmiotéw odnoszacych sie do rozkiadu
konsumpcji w czasie jest - po pierwsze - okre$lona posta¢ funkcji chwilowej
uzytecznosci konsumpcji, u(c(t)), czyli funkcji uzytecznosci, w ktdrej argu-
mentem jest poziom konsumpcji c(t) realizowany w chwili t. Po drugie zatozona
stopa dyskontowa [>okresla rézng wage przypisywang do tej samej konsumpcji
w réznych momentach czasu - dodatni poziom tej stopy jest wyrazem zatozenia,
ze konsumpcja przyszia jest dla typowych podmiotéw gospodarczych mniej
cenna niz konsumpcja biezaca.

Zaktadamy, ze celem dziatalnosci gospodarczej2ljest maksymalizacja tgcz-
nej zdyskontowanej chwilowej uzytecznosci konsumpcji per capita w nie-
skonczonym horyzoncie czasu, czyli maksymalizacja funkcjonatu:

Déu(c(t))eﬂidt,
0

w ktérym p> 0. Dla funkcji u(c) przyjmujemy standardowe neoklasyczne
zatozenie o malejgcej dodatniej uzytecznosci krancowej konsumpcji (malejacej
miedzyokresowej marginalnej stopie substytucji konsumpcji):

u'(c)>0; m"(c)>o0 dla kazdego ¢>0,

oraz tzw. warunki Inady: lim«'(c)=00, limu'(c) = 0.
c*0 c-»0
Przyjmujemy, ze funkcja chwilowej uzytecznos$ci wyraza sie wzorem22

et =41

przy czym: y>0, y#l. Wiekszy parametr y oznacza wigksze tempo spadku
krancowej uzytecznosci w miare wzrostu konsumpcji (wartos¢ bezwzgledna

stopy zmian u’(c) wzgledem c, czyli —(—) = —yc_1, rosnie wraz ze wzrostem Yy),
u'(c

21 Dyskusja nad ogélnym sensem poznawczym przedstawionego dalej modelu omdwiona zostanie
w dalszej czesci tego punktu. Wtedy réwniez dokonane zostanie rozréznienie interpretacji funkcjonatu
celu w kategoriach funkcji dobrobytu spotecznego od interpretacji w kategoriach celu dziatalnosci
typowego podmiotu mikroekonomicznego.

2 Ta posta¢ funkcji uzytecznosci znana jest w literaturze pod nazwa funkcji o statej wzglednej
awersji do ryzyka (CRRA - constant rate of risk aversion), przy czym poziom owej statej stopy okresla
parametr y. Interpretacje w kategoriach ryzyka mozna pomina¢, majac do czynienia z modelem stricte
deterministycznym. Z punktu widzenia niniejszych rozwazan istotne jest to, ze funkcja ta charakteryzuje
sie malejacg krancowa uzytecznosécig konsumpcji. Przyjecie w analizie konkretnej postaci funkcji
uzytecznosci podyktowane zostato zamiarem uzyskania formut okres$lajagcych wartosci optymalnych stép
inwestycji na $ciezce wzrostu réwnomiernego i mozliwosci ich poréwnania z warto$ciami wynikajacymi
z reguty Phelpsa.
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a zatem - przy zatozeniu o maksymalizacji funkcjonatu - charakteryzuje
rosngcg skionnos¢ podmiotéw gospodarczych do wygtadzania poziomu
konsumpcji w czasieZ3 Przy y—0 podmiotom zaczyna byc¢ obojetne, czy catos¢
konsumpcji przypada na jeden moment, czy tez jest roztozona w czasie, dlatego
sg skionne odklada¢ konsumpcje w czasie, jesli tylko stopa przychodu
z 0szczednosci jest dostatecznie wysoka w poréwnaniu z ich stopg dyskontowa.

W kategoriach konsumpcji przypadajacej na jednostke efektywnej pracy
funkcjonat celu mozna zapisaé¢ nastepujgco:

®(A pmr(t)Y~y XN~y
f—Bemmmmmmeeeen e-pgdt= f----mmm- A"~yeai~y)m-pdt.
i 1-7 1 1-7

Dla zapewnienia zbieznosci tej catki nalezy zatozy¢, ze: p—(1—y)m>024
Rozwigzanie analizowanego problemu sprowadza sie do rozwigzania
nastepujgcego zadania dynamicznej optymalizacjis

1~1

ijc--(i-)—-;’?n-A |~e(ay)mp'dt - max, p—(1—y)m>0, (14)
no1-

przy warunkach:
dk
@ =sKf(k ;h) «(n+ m+ Kk,

?j%:f(k;h)—é—st(k-,h)—(n+m + h, (15)

k(0)= ko, h(0)=ho,
¢"N0O; skK™0; (L—sKf(k;h)—¢~0O.

Roéwnania dynamiki dla zmiennych stanu k i h sg powtérzeniem (5), przy czym
w drugim réwnaniu skorzystano z zaleznosci (10). Role zmiennych sterujacych
petnig zmienne ¢(t) i sK(t)26

2 Odwrotnoé¢ wspotczynnika wyraza statg warto$¢ miedzyokresowej elastycznosci substytucji
konsumpcji (miedzy konsumpcja w dwoéch dowolnych momentach w czasie); zob. R. J. Barro,
X. Sala-i-Martin, Economic Growth, McGraw-Hill Inc., New York 1995, s. 64-65.

P

24 Poniewaz warunek ten mozna zapisa¢ w rownowaznej postaci: y > |——, oznacza to, ze model nie

posiada rozwigzania w sytuacji, gdy warto$¢ miedzyokresowej elastycznosci substytucji konsumpcji I/y
jest zbyt duza i/lub warto$¢ stopy dyskonta konsumpcji w czasie - zbyt mata. Przy tego typu preferencjach
podmioty bytyby sktonne odktada¢ konsumpcje w nieskoriczono$¢. Natozony warunek eliminuje zatem
sytuacje mato realistyczne.

5 Stata A&-’ nie ma wplywu na posta¢ rozwigzania maksymalizujgcego warto$¢ funkcjonatu,
dlatego mozna ja pominac.

% Ograniczenia zapisane w ostatnim wierszu (15) w kategoriach zmiennych sterujacych
odpowiadaja de facto warunkom naktadanym na stopy inwestycji w oba rodzaje kapitatu: tsH< 1
sSK™ 0, sH>0.
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Korzystajgc z zasady maksimum L. S. PontriaginaZ/, w celu rozwigzania
tego problemu zapisa¢ mozna hamiltonian:

H= (-:-(-Q-l---g«x-y)mp)tj_% [s f(% — +m+&&+

+XH[ (1—sK)f(k;h)—& —(n+m + SHh],

badz - alternatywnie - tzw. hamiltonian wartosci biezace;j:

Hc= 1———y hoK[sKf(k ;h) —(n+ m + +
+ dH(1 —sKf{k ;h) — —re+ m+ 60 h], (16)

gdzie: OK= Ake(p~-(1~ynt i 6, = /..e(p~a~ymt sg mnoznikami Lagrange’a wartosci
biezgcej.

Pierwszy warunek zasady maksimum, dotyczacy maksymalizacji
hamiltonianu w catym horyzoncie optymalizacji wzgledem zmiennej sterujgcej
¢(t), ma postac nastepujaca;:

8HC

" 0. a7

Poniewaz, ze wzgledu na zaleznos$¢ (10), réwnania dynamiki zmiennych stanu
ki h mozna zapisa¢ w nastepujgcy sposob:

dk

= =Rt —sHf(k ;h) —(n + m + 6Bk,

dh
at =sH(k;0) —n+m+dH)h,

to odpowiadajacy tak przeksztatconemu problemowi dynamicznej optymalizacji
- gdzie zamiast sx(i) role drugiej zmiennej sterujacej odgrywa sH{)
- hamiltonian wartosci biezacej przyjmuje postac:

city-y
Hc= T-_-)—/----\G([(I—sl—)f(k\h)—e—(n +m+ SKK] +

+ OH[sHf (k;h) —(n + m + 6B h], (18)
za$ pierwszy warunek zasady maksimum przybiera postaé¢ nastepujaca;:

5HC
-é:::c’(try-eK(t):O. (19)

21 W sprawie rozwigzywania probleméw dynamicznej optymalizacji w ramach teorii sterowania
optymalnego, z wykorzystaniem zasady maksimum Pontriagina, zob. A. C. Chiang, Elementy
dynamicznej optymalizacji, Dom Wydawniczy ELIPSA, Warszawa 2002, s. 163-310; E. Panek, Ekonomia
matematyczna, wyd. 2 poszerzone, Wydawnictwo AE w Poznaniu, Poznan 2003, s. 373-713.
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Z zestawienia (17) i (19) wynika:

eK(t)=eH(t)=c(try. (20)

Zgodnie ze standardowg interpretacjg mnoznikéw Lagrange’a jako cen dual-
nych dla zmiennych stanu - kapitatu rzeczowego i ludzkiego (wyrazajgcych
zmiane wartosci catki preferencji - a zatem ,sumy chwilowej uzytecznosci
konsumpcji” w catym przedziale optymalizacyjnym - wywotanej krancowg
zmiang poziomu kapitatu w chwili t), rownanie (20) charakteryzuje optymalng
wielko$¢ konsumpcji w chwili t jako wyréwnujacg krancowg uzytecznosc
biezgcej konsumpcji zjej krancowymi kosztami alternatywnymi (w odniesieniu
zaréwno do kapitatu rzeczowego, jak i ludzkiego).

Poniewaz réwnos¢ (20) zachodzi dla kazdego momentu t, z (16)
- alternatywnie - (18) wynika, ze sK(sH nie wptywa na warto$¢ hamiltonianu.
Eliminuje to konieczno$¢ zapisywania warunku na maksymalizacje hamil-
tonianu wzgledem sK(lub sH.

Pozostate warunki dla problemu (14)-(15) sa nastepujace:

dk 8HC Kfik : h . K.
= n+m--0
at - doc SKITki s m oK
(1)
dh  SHC_ (1—sKf(k;h)— —n+m+6Hh
dt 86h ’ ’
ddK_ SHC+ oK p-(1- ) j =
—_ = —-r m =
at ~  dc o PTUY
( df{k:h) \\ df(Ji;K)
= — fa-——- (n+m+ &K+p -(1-7)J-0H(I-5sK)
dk
(22)
E K]h) A \ df(k;h)
=-0h[(1- «k)— - (n+tm+oH+p-(l-y)j-0KsK dh
za$ warunki transwersalnosci
lim kKk{t) = 0« lim eK(t)eai-?)m pt= 0,
t *moo t~* oo (23)
lim AHt)=0« limdHte( a =0,
2 Pierwsze dwa warunki transwersalnosci pojawiaja sie ze wzgledu na swobodny ,stan koricowy”

(czyli nie ustalone a priori wartosci graniczne zmiennych stanu przy I-* oo), trzeci za$ odgrywa role
ogbélnego warunku transwersalnosci w problemach z nieskoficzonym horyzontem, ze wzgledu na nie
ustalony z koniecznosci koricowy moment optymalizacji. Zob. A. C. Chiang, op. cit., s. 239-242.
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limH=0<=>limH (f)eia-ym pt=0. (24)

t-* 00 t *m00 c

o Joii. ]
Podstawiajac (20) oraz o ¢ —yc(t)7C dt do obu réwnan (22),
a

dt
otrzymujemy:
de 1 fdf(k;h) \
—=-c(t)\ — - (ratm+”"™ +p-d-"m _,
dt vy \  dk )
(25)
de 1 f8f(k\h) \
gt:i/C(i)V_ Jﬁ ————————— (/H-7n + SH+ p—(l-y)m J

Z przyrownania prawych stron tych réwnan otrzymujemy zrozumiaty
P 8f(k;h) 8f(k\h) }

intuicyjnie warunek: _clz XK= 8?? SH. Produkt krancowy netto (pro-
dukt krancowy pomniejszony o stope deprecjacji) dla obu typoéw kapitatu osigga
te sama wartosé.

Dynamike systemu charakteryzuje uktad rownan rozniczkowych: (21) i (25).
Poniewaz nie okreslilismy konkretnej postaci funkcji f(k;h), nie mozemy
wyznaczy¢ rozwigzania tego uktadu w sposéb analityczny. Mozemy jednakze
dokona¢ jego analizy jakosciowej. Punkt stacjonarny znajdujemy przez
przyréwnanie prawych stron (21) oraz (25) do zera. Odpowiednie réwnania
zapisujemy w postaci:

SKf(k mh)= (n+ m + 5K) k,

) (26)
sHf(k ;h) = (n+m + 0K h,
S_f(;:(ﬂ):{n+m+SK+p-(|-y)m),’
(27)
E(al%ﬂ) ={n+m+SH+p-(l-y)m).

przy czym w drugim réwnaniu (26) skorzystaliSmy z zaleznosci (10).

Wartosci ke, heoraz s" i s”, bedace rozwigzaniem uktadu réwnan (26M27),
charakteryzuja dtugookresowg réwnowage dynamiczng systemu29.

Zbieznos¢ gospodarki do stanu réwnowagi dtugookresowej jest formalnie
zagwarantowana przez warunki transwersalnosci (23)-(24). Dla ich spetnienia
OK(t), OHt) i Hc muszg by¢ skonczone przy t-+oo. Z analizy (16) i (20)
wnioskowaé¢ nalezy, ze w takim wypadku wartosci zmiennej ¢ nie mogg
w granicy zmierza¢ do zera lub nieskonczonosci. Z (25) wynika za$, iz wobec

(df(k ;h)

tego; | — =l n+m + SK+ 1 m)\. — ~Ooraz
go: \— = { p—(—y))Jt_>m

2 Ponadto, korzystajac z (10), mozna réwniez wyznaczy¢ ce.



Uwagi o ,ztotej regule” akumulacji kapitatu rzeczowego i ludzkiego 119

df(k\h) A\ . . .
(———g—r———)———{n+m +OH+ p—(l—y)m)\‘]f»-o, czyli w granicy spetnione sg

1-00
warunki (27). Poniewaz prawe strony rownan (27) sg stale w czasie, to
dla zapewnienia obu tych roéwnosci musi zachodzi¢: k=ke—eonst, oraz

dk dh
A=hA=const., czyli pm = dt =0. Zatem w granicy spetnione sg takze warunki

@6).

Korzystajgc z (20) oraz z uwagi na silng wklestos¢ funkcji f(k;h), w prosty
spos6b otrzymujemy wniosek, ze tzw. zmaksymalizowany hamiltonian wartosci
biezacej, zdefiniowany jako:

H"00K(t) ; OH(t) ; k(1) ; h(t)) =Hc(6K(t) ; OH(t) ; k(1) ;h (1) ;€ " (i) ;8™ (1)),

gdzie ¢" i s"(i) oznaczajg optymalne trajektorie zmiennych sterujacych c(t)
i sK(t), wynikajace z zasady maksimum - jest silnie wklestg funkcja zmiennych
stanu k(t) i h(t). Tym samym spetniony jest warunek wystarczajgcy na to, zeby
rozwigzanie wynikajace z zasady maksimum stanowito jedyne rozwigzanie
optymalne problemu (14)-(15).

Korzystajac z (26M27) oraz definicji elastycznosci produktu wzgledem
kapitatu rzeczowego i ludzkiego (9), mozemy wyznaczy¢ diugookresowe
optymalne stopy inwestycji (obowigzujgce w  punkcie réwnowagi
dtugookresowej )3

It m+ n+ 0K m+n+ SK
sK:a(ki,;hej o = - -~—=a(ke;he)- ;
n+m+0K+p—1—y)m e ep+tn+oK+ym’
(28)
m+n + 6H +n +6H
s :}]'(-Le;he)———————, —--------———=P(ke; he) _ Mot ,
" n+m+o6H+ p—(1—y)m p+n+oH+ym

Nalezy zwr6ci¢ uwage, ze optymalne stopy inwestycji sg state, okreslone przez
(28), dopiero w punkcie rownowagi dtugookresowej (ke;he). W okresie
dochodzenia do tego punktu, stopy te zmieniajg sie.

Przy przyjetym zatozeniu: p—(1 —y)m>0, prawdziwe sg nieréwnosci: s” <s°,
i s" <s'f3L Optymalne stopy inwestycji w kapitat rzeczowy i ludzki sa tym
mniejsze, im wyzsza jest stopa dyskontowa oraz im szybciej nastepuje spadek
kraricowej chwilowej uzytecznosci konsumpcji - im wyzsze y (czyli im wiekszg
sktonno$¢ przejawiajg podmioty do wygtadzania poziomu konsumpcji w czasie).

0 Zauwazmy na marginesie, ze problem niemierzalnosci czesci produktu nie wywiera zadnego
wplywu na posta¢ zadania optymalizacyjnego i procedure jego rozwigzywania, co nadaje przeprowadzonej
analizie pewien dodatkowy wymiar ogélnosci. W skrajnym przypadku, gdy cato$¢ ekonomicznych kosztow
tworzenia kapitatlu ludzkiego stanowig stracone dochody, optymalna cze$¢ mierzalnego produktu

przeznaczana na inwestycje w kapitat rzeczowy, wyraza sie¢ wzorem: s" = ------ —

*k Hok Fok /\.__SH
3l Poniewaz «”~0; /J™NO; a+/i<l, to s**>0; 0; s” +s"~ 1, czyli spetnione sg ograniczenia
natozone na zmienne sterujgce w ostatnim wierszu (15). Zob. przyp. 26.
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Przy bardzo wysokiej stopie dyskontowej (i/fub bardzo wysokim y) optymalne
stopy inwestycji dazg do zera, co oznacza ekstremalnie nisko potozong Sciezke
konsumpcji per capita.

Wysokie stopy dyskonta konsumpcji (oraz niskie wartosci elastycznosci
miedzyokresowej substytucji konsumpcji), czyli koncentrowanie sie przez
podmioty na biezgcym dobrobycie, mogg zatem stanowi¢ wyjasnienie
obserwowanych w rzeczywistosci stop oszczednosci/inwestycji, ksztattujacych sie
zwykle znacznie ponizej poziomdw wynikajgcych ze ,.ztotej reguty” akumulacji.

Poza tym, z uwagi na fakt, ze poziom stopy dyskontowej obejmuje wpltyw
wielu réznych, trudno kwantyfikowalnych czynnikéw, wsrod ktérych z pewnos-
cig nie mozna poming¢ poziomu ogo6lnej stabilnosci makroekonomicznej i poli-
tycznej, moze stanowi¢ teoretyczne ogniwo {gczgce oddziatywanie tych
ostatnich na wartos¢ spotecznej stopy oszczednosci.

Formutujac przedstawione wnioski, przyjeto implicite, ze mamy do czynie-
nia z pozytywng teorig funkcjonowania systemu gospodarczego - rozwazany
model optymalizacyjny odwzorowuje proces ustalania sie obserwowanych
poziomow stép oszczednosSci/inwestycji jako rezultatu decyzji podejmowanych
przez indywidualne podmioty funkcjonujgce w gospodarce. Doktadniej rzecz
ujmujac, przyjmuje sie tutaj, ze model odzwierciedla zachowanie tzw. typowego
podmiotu ekonomicznego (gospodarstwa domowego), bedgcego skalarnym
modelem catej gospodarki® podejmujacego w kazdej chwili decyzje o podziale
biezgcego dochodu miedzy konsumpcje i oszczednosci, przy czym rachunek
optymalizacyjny przebiega w typowy dla ekonomii neoklasycznej sposéb, czyli
opiera sie na porownywaniu krancowych korzysci i strat33

Scharakteryzowane rozwigzanie rownowagi konkurencyjnej odpowiada
jednocze$nie rozwigzaniu optymalnemu z punktu widzenia spotecznego
planisty, maksymalizujgcego dobrobyt spoteczny, scharakteryzowany przez
spoteczng funkcje uzytecznosci, przy danych ograniczeniach technologicznych
(funkcja produkcji i stopa egzogenicznego postepu technicznego) i zasobowych
(poczatkowy zaséb kapitatu, stopa przyrostu naturalnego)3 Zasadnos¢ tezy
0 zbieznosci zdecentralizowanej konkurencyjnej alokacji z alokacja optymalng
wynika z faktu, ze w analizowanym modelu gospodarki:

2 Zabieg ten jest powszechnie stosowany w modelach powstajgcych w obrebie nowej makroekonomii
klasycznej, a takze nowej makroekonomii keynesowskiej, zgodnie z duchem tzw. indywidualizmu
metodologicznego, przyjmowanego w celu stworzenia kompletnych i spéjnych mikropodstaw dla teorii
makroekonomicznej.

B Przedstawiona tutaj interpretacja problemu dynamicznej optymalizacji nawigzuje do interpre-
tacji, zaproponowanej przez Lucasa, zob. R. Lucas Jr., On The Mechanics of Economic Development,
,<Journal of Monetary Economics” 22, 1988 July, s. 9. Je$li rozwazamy zachowanie tzw. typowego
podmiotu ekonomicznego, to problematyczne, z punktu widzenia motywacji podmiotu, moze wydawac sie
przyjecie nieskonczonego horyzontu optymalizacji w funkcjonale celu. Mozna je wéwczas interpretowac
jako réwnowazne z zatozeniem, ze podmioty troszcza sie nie tylko o wiasng dozywotnig konsumpcje, ale
réwniez o mozliwoséci konsumpcyjne swoich potomkéw. Nieskoriczony horyzont planowania podmiotéw
nalezatoby wiec ttumaczy¢ swego rodzaju altruizmem, wynikajacym z silnych wiezi miedzypokole-
niowych. W efekcie kolejne pokolenia danego podmiotu mozna traktowac tak, jakby tworzyty jedno,
istniejace nieskonczenie dtugo, gospodarstwo domowe.

34 Zob. F. P. Ramsey, A Mathematical Theory of Savings, ,Economic Journal”, December 1928,
s. 543-559 oraz D. Cass, Optimum Growth in an Aggregate Model of Capital Accumulation, ,Review of
Economic Studies” 1965 July, s. 233-240.
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- spetnione sg warunki efektywnosci zdecentralizowanej réwnowagi kon-
kurencyjnej w sensie Pareto (nie istnieje mozliwos¢ zwiekszenia poziomu
uzytecznosci jakiegokolwiek podmiotu bez koniecznosci jednoczesnego pogor-
szenia sytuacji jakiego$ innego)3

- ze wzgledu na jednakowy charakter preferencji wszystkich podmiotow
(ta sama posta¢ catki preferencji), efektywno$¢ w sensie Pareto oznacza
maksymalizacje funkcji dobrobytu spotecznego traktujgcej wszystkie podmioty
w jednakowy sposdb.

V. ,,ZLOTA REGULA AKUMULACJI”
JAKO SZCZEGOLNY PRZYPADEK ROZWIAZANIA
ZADANIA OPTYMALIZACYJNEGO

Przeprowadzona endogenizacja stopy oszczednos$ci pozwala na rozwigzanie
problemu sformutowanego w zwigzku ze ,ztotg regutg akumulacji” Phelpsa.
Nietrudno zauwazy¢, ze przy® p-+((I —y)m)+ optymalne stopy inwestycji,
okreslone przez (28), sa zbiezne do wartosci odpowiadajacych ziotej regule
akumulacji Phelpsa. Wynik ten wskazuje na to, ze ta ostatnia odpowiada
w istocie granicznym poziomom stép oszczednoSci/inwestycji, wynikajacym
z zachowan optymalizacyjnych podmiotéw, charakteryzujgcych sie nie-
skonczonym horyzontem planowania oraz okreslonymi preferencjami co do
rozktadu konsumpcji w czasie. Formalnym wyrazem owych szczeg6lnych
preferencji bytyby ro6zne kombinacje wartosci p i y, spetniajace zaleznosé
graniczna: p->((I —y)m) +. W szczeg6lnym przypadku sytuacja taka ma miejsce,
gdy: p-*m + oraz y->0+. Wartosci stop oszczednosci/inwestycji zgodne ze ztotag
regutg akumulacji Phelpsa moga by¢ zatem interpretowane jako wartosci
optymalne na Sciezce wzrostu réwnomiernego z punktu widzenia podmiotdéw,
dyskontujgcych przysztg konsumpcje wedtug diugookresowej stopy wzrostu
wydajnosci pracy (czyli - zgodnie z modelem - stopy wzrostu realnych
zarobkdw) oraz charakteryzujacych sie liniowa funkcja chwilowej uzytecznosci
konsumpcji (o statej uzytecznosci kraricowej). Alternatywnie, dla przypadku,
gdy: p—0+ oraz y->l~, mozna te wartosci takze traktowac, jako wynikajgce
z decyzji optymalizacyjnych jednostek, ktdrych preferencje co do rozkiadu
konsumpcji w czasie moga by¢ opisane za pomocg logarytmicznej funkcji
uzytecznosci3/, przy braku dyskonta konsumpcji w czasie3®

Mgr Piotr Pietraszewski jest asystentem
Wyzszej Szkoty Bankowej w Poznaniu.

3P Najwazniejsze z tych warunkéw to wypuktosé preferencji (zagwarantowana w modelu przez
przyjete zatozenie o malejacej marginalnej stopie substytucji konsumpcji w dwéch dowolnych punktach
czasu) i technologii oraz brak jakichkolwiek (produkcyjnych badZz konsumpcyjnych) efektéw
zewnetrznych. Nie rozwijamy szerzej tego zagadnienia, gdyz dowody twierdzenia o Pareto - optymalnym
charakterze stanéw réwnowagi konkurencyjnej sg powszechnie znane. Zob. np. M. Rojek, Dowody
fundamentalnych twierdzenn ekonomii dobrobytu w modelu réwnowagi ogélnej Arrowa - Debreu,
,Ekonomista” 2003, nr 1, s. 45-50 lub na poziomie bardziej intuicyjnym, zob. H. Varian, Mikroekonomia,
PWN, Warszawa 2007, s. 508-536.

3P Zapis* -+a+o0znacza, ze wartoéci zmiennej zbiegaja do poziomu a z prawej strony na osi liczbowej.

37 Przy y->1+ mamy u'(c)=c~y->u’'(c)=c~I. Zatem u(c)->Inc.

3B W literaturze interpretacja ta nigdy nie jest wyrazana explicite, sugeruje si¢ za to, ze ztota reguta
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REMARKS ON THE “GOLDEN RULE” OF ACCUMULATION
OF REAL AND HUMAN CAPITAL IN THE CONTEXT
OF SOCIAL WELFARE MAXIMISATION

Summary

The subject of the paper is social welfare maximisation in a neoclassical model of economic
growth, extended by the accumulation of human capital. After introducing the model and
characterising the behaviour of the economic system on the so-called balanced growth path, Phelps’
“golden rule of accumulation” is used to establish the values of the rates of investments (into real and
human capital) maximising the level of the long-term growth path ofper capita consumption. At the
same time the analytical limitations of this conception in the context of the welfare maximisation is
shown. Overcoming those limitations necessitates a direct reference to the preferences of individual
economic agents over (per capita) consumption streams. Realisation of this demand finds its formal
expression in formulating and solving a dynamic optimisation problem, based on the initial growth
model. Finally, this procedure serves to find the specific character of preferences of individual agents,
in the light of which the values of investment rates resulting from Phelps’ rule are the optimal values
(on the balanced growth path), for the achievement of which, according to the model, the economy
should strive.

akumulacji odpowiada sytuacji, w ktdérej ignoruje sie jakiegokolwiek dyskonto konsumpcji przysziej przez
podmioty, przy zatozeniu o maksymalizacji bezposrednio samej konsumpcji (czyli liniowej funkcji
uzytecznosci). Zob. np. T. Tokarski, Determinanty wzrostu gospodarczego w warunkach statych efektow
skali, Katedra Ekonomii Uniwersytetu tédzkiego, £6dZz 2001, s. 117-123 oraz idem, Wybrane modele
podazowych czynnikéw wzrostu gospodarczego, Wydawnictwo Uniwersytetu Jagiellonskiego, Krakéw
2005, s. 108-114. Interpretacja autora wynika prawdopodobnie stad, iz zdaje sie on zaklada¢ maksyma-
lizacje sumy zdyskontowanej konsumpcji na jednostke efektywnej pracy jako cel optymalizacji podmiotu,
zamiast konsumpcji per capita, jak wymaga tego - naszym zdaniem - logika rozwazanego schematu
optymalizacyjnego.



