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Wstep

Praca niniejsza poswiecona jest logice relewantnej E, ktora po raz pierwszy zosta-
ta przedstawiona w roku 1958 przez Alana Rosa Andersona oraz Nuela D. Belnapa na
konferencji Twenty-Third Annual Meeting of the Association for Symbolic Logic.

W przeciwienstwie do mocniejszych systemow — logiki R i logiki RM — logika E jest
raczej stabo zbadana. Zrédlem jest byé moze fakt, ze nie jest algebraizowalna w sensie
Bloka-Pigozziego. W szczegdlnosci prawie nic nie wiadomo o kracie rozszerzen tej logiki,
zwlaszcza o rozszerzeniach pre-maksymanych, tzn. takich, ktére znajduja sie bezposrednio
pod logika klasycznag.

Celem ponizszej pracy jest opis struktury kraty rozszerzen logiki relewantnej E, do-
ktadniej — opis gornej czesci (koatoméw) tej kraty. Stosowane sa tu metody algebraiczne:
zamiast kraty rozszerzen logiki E badamy izomorficzng z nig krate podrozmaitosci roz-
maitosci Vg, generujacej logike E.

W pierwszym rozdziale rozprawy skupitam sie na intuicjach, poczatkach i podstawo-
wych faktach dotyczacych syntaktyki logiki E. Obok pierwszej aksjomatyzacji przedstawi-
tam inne, réwnowazne aksjomatyzacje logiki relewantnej E, miedzy innymi aksjomatyzacje
zaproponowane przez L. Maksimowg i R. Meyera. Dla poréwnania przedstawitam kréotka
charakterystyke innych logik relewantnych — R oraz RM. Osobny podrozdziat poswigcony
zostal metodzie dowodzenia twierdzen dla logik relewantnych — metodzie Fitcha.

Kolejna czes¢ pracy skupia sie na semantyce algebraicznej i matrycowej logiki E. Zdefi-
niowatam pojecie E-algebry i podatam dowdd twierdzenia o pelnosci wzgledem E-algebr.
Zdefiniowatam pojecie E-matrycy oraz opisatam role zbioru elementéow wyrdznionych,
w szczegolnosci jego funkcje w definiowaniu relacji kongruencji. Rozdziat ten koncza waz-
ne dla zrozumienia E-algebr przyktady i kontrprzyktady.

Badania gérnej czesci kraty rozszerzen logiki E zaczetam od poszukiwania skonczo-
nych prostych E-algebr. Okazato sie, ze jest ich nieskoniczenie wiele. Potem spytatam
o nieskonczone proste E-algebry: tych, jak si¢ okazuje, jest nieprzeliczalnie wiele.

Tak wiec rozdziat trzeci prezentuje pierwszy wynik rozprawy: Istniejg dwa przeliczal-
ne nieskonczone ciggi pre-maksymalnych rozszerzen logiki E, generowane przez algebry
skonczone. Twierdzenie to mowi, ze istnieje nieskonczenie wiele rozszerzen logiki E znaj-
dujacych sie bezposrednio pod logika klasyczna, generowanych przez skonczone algebry.

Natomiast ostatnia cze$¢ pracy prezentuje drugi podstawowy wynik rozprawy: Logika
E ma nieprzeliczalnie wiele rozszerzen znajdujgcych sie bezposrednio pod logikq klasyczng,
generowanych przez algebry nieskoriczone.



Rozdziat 1

Syntaktyka

1.1 Historia logiki E

Po raz pierwszy system E pojawia sie w roku 1958. Przedstawiony zostal przez Alana
Rossa Andersona oraz Nuela D. Belnapa na Twenty-Third Annual Meeting of the As-
sociation for Symbolic Logic. Na konferencji tej wyglosili oni referat A modification of
Ackermann’s “rigorous implication”.

Zaczniemy wiec od systemu Wilhelma Ackermanna: zatozen i aksjomatyzacji.

Po zaksjomatyzowaniu dwuwartosciowej logiki klasycznej (G. Frege, B. Russell, J. Lu-
kasiewicz i inni) okazalo sie, ze implikacja, wystepujaca w logice klasycznej nie odtwarza
znaczenia okresu warunkowgo ,,jesli ..., to ...” wystepujacego w jezyku potocznym, tzn.
ze logika klasyczna nie jest formalnym ujeciem pojecia wynikania. Niektore bowiem pod-
stawienia w tautologiach (twierdzeniach) logiki klasycznej sa wyraznie nieintuicyjne, gdy
implikacje traktowac jako formalizacje okresu warunkowego. Wynikanie bowiem wymaga
istnienia jakiegos zwiazku miedzy racja a nastepstwem.

Pierwsza powszechnie znang proba bardziej precyzyjnego ujecia wynikania w ramach
logiki formalnej byta proba C.I. Lewisa — systemy implikacji §cistej (strict implication)?®.

Niektorzy logicy uznali ja jednak za niezadawalajaca. Za nastepng wazna probe ujecia
wynikania w logice formalnej nalezy uznaé system ,mocnej implikacji” (strenge Implika-
tion)?.

W. Ackermann opisal, jak twierdzil, wezsze niz u Lewisa ujecie implikacji, ktore miato
by¢ lepszym przyblizeniem pojecia wynikania. Odrzucit niektore z twierdzen systemow
Lewisa, uznajac je za nieintuicyjne. Intuicje W. Ackermanna byty nastepujace. Implikacja
¢ — 1 jest akceptowalna, gdy miedzy ¢ i 1) istnieje ,logiczny zwigzek”; tres¢ 1 jest czescig
tresci ¢, albo nieco podobnie®. W kazdym razie, powiada Ackermann, prawdziwosé czy
falszywos¢ ¢ i ¢ nie jest tu istotna.

W szezegdlnodei na przyktad odrzucal formute ¢ — (¢ — ¢), poniewaz pozwala ona
wyprowadzi¢ z ¢ formulte v — ¢, a przeciez prawdziwos¢ ¢ nie musi mie¢ wpltywu na
to, czy istnieje logiczny zwigzek pomiedzy 1 oraz ¢. Z podobnych powoddéw, zdaniem

Ipor. C.I. Lewis, A Survey of Symbolic Logic, Berkeley: University of California Press, 1918: Lewis,
C.I., Langford, C.H., Symbolic Logic, New York 1932.

2por. W. Ackermann, Begriindung einer strengen Implikation, JSL vol. 21, No 2, 1965, s. 113-128.

3W. Ackermann, op. cit., s. 113.



Ackermanna, nalezy odrzuci¢ np. formuly ¢ — (¢ — ), & — ((¢ — ) — ), czy
b= (b= (SN V).

Podobny zarzut dotyczy formulty ¢ — (¢ — 1) (jest to twierdzenie systemdéw im-
plikacji $cistej), bo prawdziwosé formuly ¢» — 1 przeciez nie zalezy od ¢. Implikacja ta
powinna by¢ odrzucona takze z tego powodu, ze gtosi ona, iz istnieje taka formuta, ktéra
implikuje (z ktorej wynikaja) wszystkie formuly, a to nie jest intuicyjne. Podobnie nie-
intuicyjne jest prawo Dunsa Szkota — formuta (¢ A =¢) — 1, poniewaz glosi, iz istnieje
formuta, implikujaca wszystkie formuly?.

Ostatecznie, W. Ackermann zaproponowal system IT, ujmujacy opisane tu intuicje.
Zaczat od przedstawienia go w postaci systemu Gentzena, ale zademonstrowal takze po-
sta¢ hilbertowska, i ona bedzie przedmiotem naszego zainteresowania.

System II" opieral sie na nastepujacych aksjomatach:

(1) ¢— 0,

2) (@—=v) = (¥ —=x)—= (&= X)),
B) (=)= ((x—=¢) = (x—=1v)),
4) (0= (9—=v)) = (¢ =),

(5) oAV =9,

(6) oA — 1,

(7) (@=¥)A(p—=x) = (9 =¥ AX),
(8) ¢—= oV,

9) =9V,

(10) (@ = V)A (W = Xx) = (dV Y = x),
(11) (@A (VX)) = ((9AD)VX),
(12) (¢ =) = (- = =9),

(13) @A =1p = (=(¢ = ¥)),

(14) ¢ — —9,

(15) —=¢ —¢

oraz byl zamkniety na reguty

(@) ¢ =1, 0/1),

(B) &, v/o N,

(’Y) ¢ﬁ¢\/¢/"¢%

(0) &= (W= x),v/o— x
Poniewaz W. Ackermann inspirowal sie pracami C.I. Lewisa, postanowit wprowadzié¢
pojecie koniecznosci, przez dodanie dodatkowej statej f; nie wigzal tej statej z negacja.
Ostatecznie definicja koniecznosci przyjeta posta¢ o = =¢p — ¢ a powyzszy system zo-

stal uzupeliony przez aksjomaty

(16) (¢ = f) = ¢,
(A7) ¢A=p = f

oraz regute

4W. Ackermann, op. cit., s. 113.



(€)

=Y, (=) Ax—f
X — f '
Okazalto sie jednak, ze mozna sie tu oby¢ bez pojecia koniecznosci.
A.R. Anderson i N.D. Belnap® pokazali, ze reguly () oraz (), w przeciwiefistwie do
regut («) i (), nie maja swoich odpowiednikéw w systemie II'. Pokazali réwniez, ze regule
() mozna zastapi¢ przez prawo Peirce’a

(1). (0= @) A (¥ =) = x) = X
a reguta () daje sie udowodnié jako reguta pochodna.

Ostatecznie pojawita si¢ logika oparta na aksjomatach (1), (2) — (15) oraz regutach («)
oraz (). Logike te A.R. Anderson i N.D. Belnap nazwali logika E (od stowa entailment).

Efektem pracy W. Ackermanna, potem A.R. Andersona i N.D. Belnapa, byto opra-
cowanie stosunkowo prostego systemu, ktéry byt préba formalizacji pojecia wynikania,
rozng od logiki klasycznej i ujmujaca intuicje nastepstwo zalezy od racji.

Ostatecznie intuicja W. Ackermanna nastepstwo zalezy od racji uzyskata jasne sfor-
mutowanie jako zasada relewancji. Implikacjami formalizujacymi pojecie wynikania sg
implikacje, w ktorych w poprzedniku i nastepniku pojawia si¢ ta sama zmienna. Mozna
udowodni¢, ze logika E ma wtasnosé¢ relewancji. Wystarczy zauwazy¢, ze modelem dla
logiki E jest w szczegdlnosci matryca Belnapa.

Dodajmy, ze w jezyku angielskim o zaleznosci pomiedzy ¢ i v w formule ¢ — ¥ mdwi
sie, ze ¢ jest relevant dla 1. Stad tez nazwa relevance logic, do ktérych zalicza sie miedzy
innymi logike E czy R.

1.2 Aksjomatyzacje logiki E

Istnieje wiele alternatywnych akjomatyzacji logiki E. Jako bazowa przyjmiemy aksjo-
matyzacje zaproponowang przez A.R. Andersona i N.D. Belnapa.

Niech FOR bedzie zbiorem wszystkich formut logiki E zbudowanych ze zmiennych
zdaniownych p, q, 7, s,t, ... polaczonych spéjnikami -, A, V oraz —. Logika F z relewantna
implikacja A.R. Andersona i N.D. Belnapa jest definiowana jako podzbiér zbioru FOR
formul wyprowadzalnych z ponizszych aksjomatéw :

Spor. A.R. Anderson, N.D. Belnap, Jr.,Entailment. The Logic of relevance and necessity, Princeton
University Press, vol. I (1975).



ET1.
E2.
E3.
E4.
E5.
E6.
ET.
E8.
E9.
E10.
E11.
E12.
E13.

PN — 9,

PN =,

(= Y)N(p—x) = (¢ =Y AX),
=PV,

v — oV,

(p—=P)AN(x =) = (6VXx =),
(@A (VX)) = ((@AY)VX),

(¢ — ) = (¥ — —9),

- — ¢,

za pomocy regut

(MP) Modus Ponens

¢=1,0.
¢ )
2

AD) reguia koniunkcji .
( ) g 9 Q/) /\¢

Pojecie dowodu formalnego pomijamy jako oczywiste; napis Fg ¢ bedzie oznaczal,
ze formuta ¢ jest tezg rachunku E, tzn. ¢ ma dowdd formalny w oparciu o aksjomaty
rachunku E.

Robert K. Meyer logike E zdefiniowal podajac nastepujace aksjomaty:

E1.
E2.
E3.
E4.
E5.
E6.
ET.
E8.
E9.
E10.
E11.
E12.
E13.
E14.

» — 9,

(0 =) = (v
(¢ — (¢ — 1))
((¢1 — d2) = (
OGNy — @,
GNP — P,
(0= V)N (¢ = x) = (6= AX),
»— oV,

Y= oV,
(@—=V)N(X—=v) = (0V X =),
(A (VX)) = ((@AY)VX),
g — 9,

(¢ — =) = (¥ — =),

(¢ — —¢) = ¢

(X) (¢)5 — X)),
¢ —
— a) = X)) = (Y1 = ¥2) = (61 — d2) = X)),

_>
%

(41

oraz reguty M P i AD. Nowym aksjomatem jest 4 - komutacja ograniczona do formut
w postaci implikacji.

W E-algebrze zdefiniowanej przez R.K. Meyera w pracy E and S4 ¢ spetione sg

Spor. R.K. Meyer, E and S4, Notre Dame Journal of Formal Logic, vol. XI, 2 (1970), pp.181-199.



wszystkie aksjomaty FE1. — E14. oraz reguty M P i AD. Zatem E jest niesprzeczna.

Logike relewantng E badata takze L. Maksimowa, ktéra poswiecila jej sporo prac.”
L. Maksimowa uzyla w aksjomatyzacji pojecia koniecznosci definiowanego nastepujaco:
O¢ =4 (¢ — ¢) — ¢. Dla logiki E przyjeta nastepujace aksjomaty i reguty:

El. ((¢— @) = ¥) — 9,

E2. (¢ =)= (¥ = x) = (&= X)),
E3. (¢ = (¢ =) = (6 — 1),

E4. o NY — ¢,

E5. o NY =,

E6. (¢ =) A(p—x) = (@ =Y AX),
E7. Op ATy — O(¢p A1),

E8. ¢ — oV,

E9. Y — oV,

E10. (¢ =) A(x = ¥) = (6 V x — 1),
E1l. (¢ A (VX)) = (6 AY)VX),
E12. (¢ — =) — =,

E13. (¢ — =) — (¥ — —¢),

EF14. ——=¢ — ¢,

¢—=,

ER1. (Modus Ponens) b ;

0

ER2. (regule koniunkcji) X

Weszystkie opisane wyzej systemy byty formutowane za pomoca schematow aksjoma-
tow; nie wystepuje w nich reguta podstawiania. Dla kazdego z tych systeméw istnieje
oczywiscie wersja, w ktorej istnieje skonczenie wiele aksjomatéw, ktora jest zamknigta na
regute podstawiania.

Ponizej dowodzi¢ bedziemy metoda Fitcha formut zbudowanych ze zmiennych, tzn.
dla ,konkretnych” zmiennych, a nie dla schematdw.

1.3 Inne logiki relewantne — R i RM

Praca niniejsza poswiecona jest logice E. Koniecznie trzeba jednak wspomnie¢ o in-
nych waznych logikach relewantnych.

Bardzo dobrze zbadana zostala logika relewantna R (relevance logic), ktéra jest roz-
szerzeniem logiki E o aksjomat

(=W —=x) = @W—=(0—X)).

"Lista tych prac znajduje sic w bibliografii artykulu Larisa Maksimova’s early contributions to re-
levance logic por. K.Bimbé, J.M. Dunn Larisa Maksimova’s early contributions to relevance logic in
S.Odintsov(ed.) Larisa Maksimowsa on Implication, Interpolation, and Definability, Springer, 2018, pp.30-
60




Jesli natomiast logike R rozszerzymy o aksjomat

¢ — (¢ = 9),

to otrzymamy dobrze znang logike relewantna RM (R-mingle).
Pomiegdzy wspomnianymi logikami zachodza nastepujace inkluzje: E C R C RM.
Bardzo doktadnie zostata zbadana logika RM (aczkolwiek $cile biorac nie jest ona
relewantna); szereg wynikéw osiagnieta w badaniach nad logika R. Najmniej jednak wia-
domo o logice E.

Wigkszo$¢ matematycznie istotnych wynikéw dotyczacych logik relewantnych, to wy-
niki zwiazane z krata rozszerzen.
W tabeli ponizej zestawione zostaly podstawowe wtasnosci logik relewantnych

| RM | R | E
zasada relewancji nie spetnia | spetlia | spelnia
strukturalna petnosé¢ tak nie nie
algebraizowalnos¢ tak tak nie

W. Dziobiak® pokazat, ze miedzy R a RM jest 2% logik. Logika R nie jest struktu-
ralnie petna’, a jej rozszerzenia (z wyjatkiem logiki klasycznej) tez nie sa strukturalnie
petne!®. W.J. Blok i D. Pigozzi udowodnili, ze logika R. jest algebraizowalna !, tzn. kraty
kongruencji tych logik sg izomorficzne z kratami filtréw dedukeyjnych. K. Swirydowicz
udowodnit, ze logike R mozna rozszerzy¢ tylko do dwoch systeméw, ktore spetniaja za-
sade relewancji'?. Ponadto, istniejg tylko trzy pre-maksymalne rozszerzenia logiki R, a
A. Urquhart pokazal, ze R nie jest rozstrzygalnal®.

Znacznie mniej wiadomo o logice E. Udato sie ustali¢, ze nie jest algebraizowalna, nie
jest strukturalnie pelna. Prawie nic, jak dotad, nie wiadomo o strukturze kraty rozszerzen
logiki E; wiadome jest tylko, ze najwigkszym jej rozszerzeniem jest logika klasyczna CL.

1.4 Metoda Fitcha

Gerhard Gentzen podat system dedukcji naturalnej dla logiki klasycznej, ktéry jego
zdaniem dobrze odwzorowuje strukture rozumowan matematykow. System ten mial reguty

8por. W. Dziobiak, There are 280 Logics with the Relevance Principle Between R and RM, Studia
Logica, vol. XLII (1983), pp. 49-61.

9por. J.M. Dunn, R.K. Meyer, E, R and v, Journal of Symbolic Logic, vol. 34,3 (1969), pp. 460-474.

Opor. J.G. Raftery, K. Swirydowicz, Structural Completeness in Relevance Logics, Studia Logica,
vol.104, 3 (2016), pp. 381-387.

Hpor. W.J. Blok, D. Pigozzi, Alebrbaizable logics, Memoirs of the American Mathematical Society, vol.
396, American Mathematical Society, Providence (1989).
J.M. Font, G.B. Rodriguez, Note on algebraic models for relevance logic, Zeitschrift fiir Matematische
Logik und Grundlagen der Mathematic, vol. 36, 6 (1990), pp. 535-540.

2por. K. Swirydowicz, There exists exactly two mazimal strictly relevant extensions of the relevant
logic R, The Journal of Symbolic Logic, vol.64, 3 (1999), pp. 1125-1154.

Bpor. A. Urquhart, The Undecidability of Entailment and Relevant Implication, Journal of Symbolic
Logic, vol. 49, 4 (1984), pp. 1059-1073.

10



dotyczace spéjnikéw —, vV, A, —; dla kazdego spdjnika istnieja dwie reguty: wprowadzania
spojnika i eliminacji spdjnika. Dla rachunku R i dla rachunku E dedukcje naturalng
opracowal F. Fitch, A.R. Anderson i N.D. Belnap w ksiazce Entailment 4. Wzorowali sie
oni na notacji Frederica Fitcha do objasnienia intuicji stojacy u podstaw logiki relewantne;j.
Ostatecznie system Fitcha zostal poprawnie opisany przez Marka Tokarza's.

Kazdy z dowodow w notacji F. Fitcha ma nastepujaca postac

1. ¢(1)
2. | Y
(DY

gdzie ¢, to formuly, a indeks (liczba, zbior liczb) wskazuja na miejsce w dowodzie.

Reguty konstrukeji dowodu:

(hyp.) Pierwszy krok w dowodzie jest nazywany hipotezq (hyp.). Kazdy dowéd ma tylko
jedng hipoteze, ale kazdy dowdd moze mie¢ dowolng liczbe poddowoddéw, a kaz-
dy poddow6d moze mie¢ poddowody itd. Kazda nowa hipoteze (w dowodzie lub
poddowodzie) oznaczamy kolejnymi liczbami naturalnymi k(k € N).

(rep.) Dowolna formule w dowodzie mozna powtérzyé w dalszej czesci dowodu. Regule
repetycji oznacza si¢ skrotem rep..

(reit.) W poddowodzie mozna takze powtdrzy¢ formute, ktora wystapita wezeéniej. Krok
ten nosi nazwe reiteracji i mozna go zastosowaé tylko wtedy, gdy formuta ma postaé
implikacji.

Ponizszy przyktad najlepiej zilustruje powyzsze uwagi do metody Fitcha

L. | o) hyp
2.1 X hyp
3. | o) 1 rep.
4. Y hyp
5. oy 4rep
6. X 2reit

W ponizszych regutach indeksy a, b oznaczaja zbiory, k- oznacza liczbe, (a — k) - zbior
a pozbawiony liczby k.
Dalsze reguty kostrukcji dowodu sa nastepujace:

Mpor. A.R. Anderson, N.D. Belnap, Jr.,Entailment. The Logic of relevance and necessity, Princeton
University Press, vol. I (1975).
A.R. Anderson, N.D. Belnap, Jr.,J. Michael Dunn, Entailment. The Logic of relevance and necessity,
Princeton University Press, vol. II (1922).

15M. Tokarz, Essays in matriz semantics of relevant logics, The Institute of Philosophy and Sociology
of the Polish Academy of Sciences, Warsaw 1980.
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N

ANE

\2i

VE

dist.

-/

contrap.

_|_|E

Z dowodu formuly v,y przy zatozeniu ¢ otrzymac¢ mozna formute

(0 = V) (a—r)

Jedli w dowodzie wystepuje formuta ¢, oraz formuta (¢ — 1))@, to mozemy dota-
czy¢ do dowodu formule 14

Jesli w dowodzie wystepuje formuta ¢,y oraz 1), to do dowodu mozna dopisac
formute (¢ A w)(a)

Jedli w dowodzie wystepuje formuta (¢ A 1)(,), to mozemy dolaczy¢ formule ¢,
(odpowiednio 1) (4))

Jesli w dowodzie wystepuje formuta ¢,), to do dowodu mozemy dotaczy¢ formute
(¢ V 9)(q (odpowiednio, majac formule v, mozna do dowodu dotaczy¢ formute

(9 VV)a)

Jedli w dowodzie wystepuje formuta (¢ V1))@, (¢ = X)@) oraz (v — X) @), to mozna
dotaczy¢ do dowodu formute x (qus)

Jedli w dowodzie wystepuje formuta ((¢ A (¥ V X)))(a), to mozna dotaczy¢ formute
(@A) V X))

Jedli z zalozenia ¢y otrzymamy formule (—¢)(, to do dowodu mozna dotaczy¢
formute (=)@

Z formuty 1, oraz z dwodu formuty - przy zatozeniu ¢y mozna dotaczyc do
dowodu formule (=) ((aup)—k)

Jedli w dowodzie wystepuje formuta (=—¢),), to mozna dotaczy¢ do dowodu formutle

¢(a)

Oznaczmy przez F'(E) zbior formul, ktére maja dowody zatozeniowe w stylu Fitcha.

Twierdzenie 1. 1° FE ¢ <= Frm) ¢

Ponizej bedziemy uzywa¢ metody Fitcha jako metody dowodzenia.

Lemat 2. Twierdzeniami logiki E sq formuly:

(
(
(
(
(
(

t1) ((p—aq)Ap) —q,

t2) (p—=p)—=p)AN{(¢g—q) —aq) = ((pAg—=pAq) —pAq),
t3) (p1 = p2) A (@1 — q2) = (P1 Ap2 — ¢1 A q2),

t4) (p1 =)A= @) = (M1 VP2 =@ Va),

t5) (p—4q) = ((r—=s5) = ((s—=p) —(r—4q)),

t6) (p— q) — (g — —p),

Dowoéd: M. Tokarz, Essays in matriz semantics of relevant logics, The Institute of Philosophy and
Sociology of the Polish Academy of Sciences, Warsaw 1980.
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t7) (pAq)V(pATr)) < (pA(qVT)),gdzie <> to koniunkcja dwdch implikaci,
(t8) (p — —p),
(t9) (p— —p) = -,
(t10) (=p —p) = p,
(t11) (p—=(g—=r) = ((p—q — (p—r1)),
(t12) (p—q) = (pAT —q).
Dowaod. Metoda Fitcha. O

Lemat 3. Twierdzeniem logiki E jest formuta

(p—=p)AN(g—q) —=71] =7

Dowdd. Metoda Fitcha dowodzimy, ze [(p — p)A (¢ = q)] = [((p = p)A (g — q) = 1) —
r]; twierdzenie uzyskujemy odrywajac (p — p) A (¢ — ¢). Twierdzenie to mozna uogélnié
i dowie$¢ twierdzen postaci: [(p1 = p1) A... A (Pn = Do) = 4] = ¢

]

Jak wspomnieliSmy wczesniej w logice E nie ma prawa komutacji. Jednak mozna
udowodni¢ ograniczong komutacje. Ponizsze twierdzenie bedzie dla nas wazne, poniewaz
bedziemy go uzywaé¢ w dowodach.

Lemat 4. Twierdzeniem logiki E jest formuta
(t12) (p = (1 = q2) = 1)) = ((@1 = q2) = (p = 1)), gdzie p ma postac implikacji.

Dowdd. Dowdd tej formuly jest nastepujacy:

L | (p— (@1 = q) = 7)) hyp

2. (QI — Q2)(2) hyp

3. D) hyp
4. (p—= (1 = @) = 1) 1 reit
5, (@1 = q2) = 7)) 3,4~ F
6. (1 — Q2)(2) 2 reit
7. 7(1,2,3) 5, 6—~ F
8. (p— 1) 2,3 =1
9.1 (@ = q) = (=)o 2,81
10.(p—= (1= @) =)= (a—=@) = @@P—r) 1,91

]

Niech Sb(X) oznacza zbior X C FOR zamkniety na regute podstawiania w FOR.
Niech ¢ bedzie formuta, a Var(¢) zbiorem wszystkich zmiennych, wystepujacych w ¢.

Podstawowg wage mie¢ bedzie dalej twierdzenie:

Twierdzenie 5. Fg ¢ <= Fg (p1 = p1) A ... A (P = Pn) = 0,
gdzie Var(¢) C{p1,...pn}
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Dowdd. Indukcja po budowie dowodu formuty ¢.

Uzywajac metody Fitcha pokazujemy najpierw, ze kazdy aksjomat logiki E, wyrazony
jako formuta, a nie schemat, jest rownowazny aksjomatowi poprzedzonemu koniunkcja
formut postaci p; — p;; np. aksjomatowi sylogizmu (p — ¢q¢) — ((¢ = r) = (p — 1)
odpowiada formuta (p - p) > (¢ =) AN(r—7r)—= (p—q) — ((¢—7r) = (p = r) itd.

Krok indukcyjny. Pokazemy, ze omawiana wtasnos$¢ jest zachowywana przez reguty
dowodowe.

Rozwazmy regute DK. Zatézmy, ze w dowodzie zastosowano regute DK do formut
D; i D; uzyskujac formute D; A Dj. Zatézmy, ze twierdzeniem E sg formuty: ¢; — D;
oraz t; — D;. Pokazemy, ze istnieje koniunkcja ¢, formul postaci (p; — p;), taka ze
tj — D; AN Dj.

Wiadomo, ze Fg (p — ¢) A (r As) = (p A1 — g A s); wobec tego
stosujemy wiec DK do formut t; — D; oraz t; — D; i odrywamy.

Rozwazmy regute M P. Przyjmijmy, ze stosowano ja w dowodzie do formul D; i do
D; — Dj, uzyskujac D;. Jako zalozenie indukcyjne przyjmijmy, ze g ¢; — D; oraz
Fg ts = (D; = D;), gdzie Var(D;) C Var(t;) oraz Var(D; — D;) C Var(t,).

Wobec tego z (t12) lematu 2 ((¢; Ats) — D;) oraz ((t; Ats) = (D; — Dj)).

Zatem (t11) lematu 2:

Odrywajac dostajemy Fg ((t; Ats) = Dy), co konczy dowdd. ]
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Rozdziat 2

Semantyka algebraiczna i matrycowa

I[stnieje wiele prac poswieconych semantyce logiki relewantnej E, miedzy innymi prace
L. Maksimowej !, ktéra rozwazata semantyke dla logiki E na grupoidach. Badaniem logiki
E zajmowali sie takze A.R Anderson i N.D. Belnap 2.

7 punktu widzenia niniejszej pracy wystarczajaca jest semantyka maksymalnie bliska
jezykowi logiki E. Pierwotnie rozwazana byta semantyka matrycowa. J.M. Font
i G.B. Rdriguez® dowiedli, ze logika R jest definiowana réwnosciowo; pojecie zbioru war-
todci wyrdznionych V jest definiowane w kazdej R-algebrze. Zaczniemy tu od E-algebr.

2.1 Pelnosé logiki E wzgledem E-algebr

Definicja 1. Struktura A = (A, A,V,— —) jest E-algebrg, gdy spelnia nastepujace
warunki
1. Redukt (A, A, V) jest krata dystrybutywna.
2. W A spelnione sa nieréwnosci:

Ipor. L. Maksimowa, Struktury s implikacjiej, Algebra and Logic, vol. 12, 4 (1973), pp. 445-467.
L. Maksimowa, O Modeljach iscislenija E, Algebra and Logic, vol. 6, 6 (1967), pp. 5-20.

2por. A.R. Anderson, N.D. Belnap, Jr.,Entailment. The Logic of relevance and necessity, Princeton
University Press, vol. I (1975).
A.R. Anderson, N.D. Belnap, Jr.,J. Michael Dunn, Entailment. The Logic of relevance and necessity,
Princeton University Press, vol. 1T (1922).

3por. J.M. Font, G.B. Rodriguez, Note on algebraic models for relevance logic, Zeitschrift fiir Mate-
matische Logik und Grundlagen der Mathematic, vol. 36, 6 (1990), pp. 535-540.
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) (z=22)A(y—=y) A=) <(@—=y) = (y—=2) > (== 2),
2) @=a)N(y—y) <((z—=2)=y) =y,

3) (x—=2)AN(y—=y <(z—=(r—=y) > (@—2y),

4) (x—=2)AN(y—y) < (@Ay— ),

5) (x—=2)A(y—y) < (zAy—y),

6) —=2)ANy—=yYANz—=2)<(z—=yYA(x—=2) = (x—>yA2),
N (@=22)A(y—y) < (@—aVy),

8) (x—=a)A(y—y)<(y—2Vy)),

9) @—=2)ANy—=2yN(z—=2)<(@—=2)A(Yy—2) < (@Vy) = 2),
10) (z—=2)A Y=y A (z—=2)<(@AYVe) = (@Ay)Va2),

11) (z—=z)A(y—=y) < (-z— -y Ay — ),

12. (z —»z) < (—z < x),

13. (x—=y ANz<y

Nieréwnosci definiujace E-algebry sa postaci t; < t(Ax;), gdzie t(Ax;) jest termem,
odpowiadajacym aksjomatowi Ax;. Taka definicja E-algebr utatwi nam pokazanie twier-
dzenia o pelosci.

Twierdzenie 6. (o pelnosci logiki E)

FE ¢ <= t; < h(9)

dla pewnego iloczynu termdw t; majgcych postaé (xr — x), dowolnej E-algebry A i dowol-
nego wartosciowania h — A.

Dowdd. (=) Indukcja po dlugosci dowodu formuty ¢ w E.

Niech Fg ¢. Zatem formuta ¢ posiada dowéd D = (Dy, ... D,). Kazdy czton D; dowodu
D jest twierdzeniem logiki E, wobec czego* spetnia warunek: Fg D; <= Fg t; — D;
dla pewnej koniunkcji ¢; formul postaci (p; — p;). Pokazemy przez indukcje po dltugoéci
dowodu, ze kazdy czton dowodu spetnia warunek t; < h(¢), tzn. t; < h(D;) dla kazdego
D; z dowodu D. Ustalmy wiec E-algebre A i homomorfizm h.

1. Kazdy z aksjomatéw Ax; spelia warunek t; < h(Ax;).

a) Rozwazmy aksjomat Al, tj. formute postaci ¢ — ¢. Jasne, ze Fg (¢ — ¢) = (¢ — ¢).
Ale algebra A jest krata, wiec z < x, wobec czego (x — z) < (x — :c) totez t1 < t(Axq).
b) Jesli D; jest aksjomatem Ax;, gdzie i > 2, to z definicji E-algebry, t; < t(Az;).

2. Jesli D; powstaje z formul wezesniejszych przez zastosowanie regut, to t; < h(D;)
dla pewnego t;.
Przypadek 1. Niech D, powstaje z D;, i D;, przez zastosowanie reguty DK

Poniewaz g D;, oraz Fg Dj,, wiec g t;, — D; oraz g t;, — Dj,. Z zalozenia
indukcyjnego wiadomo, ze t;, < h(Dj,) oraz t;, < h(D,,). Poniewaz w kratach mamy
zalezno$é: jesli z1 < y; oraz x9 < ¥yo, to 21 A 29 < Y1 A Yo, Wiec wnosimy stad, ze
t.il /\t.iz < h<Dj1) N h(DJé)? tzn. t.jl /\tjz < h<DJ)

Przypadek 2. Niech D; powstaje z Dy, i Dy — D; przez MP.

4por. Twierdzenie 4 z poprzedniego rozdziatu
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Zatem Fg Dy oraz Fg Dy — D;, Wobec tego g ty — Dy, oraz Fg ty; — (D — Dj).
Z zalozenia indukcyjnego wnosimy, ze tx < h(Dy) oraz ty; < h(Dy) — h(D;). Rozu-
mujac, jak w poprzednim przypadku, wnosimy, ze tx Aty < [R(Dg) A h(Dy) — h(D;)],
a nastepnie z punktu 13 definicji E-algebry i z przechodnos$ci relacji < wnioskujemy, ze
tk A tkj < h(Dj)

(<) Konstrukcja algebry Lindenbauma E (oznaczmy ja przez Lindg).
Na zbiorze FFOR definiujemy algebre Lindenbauma dla logiki E. Na zbiorze FOR
definiujemy relacje

Relacja ta jest relacja réwnowaznosci i wyznacza podzial zbioru FOR; zbiér klas abs-
trakcji wzgledem ~ oznaczmy przez FOR/.. Na zbiorze FOR/.. definujemy relacje <
rOWnowaznoscia.:
(%) ¢/~ <Y/ = FE (0= 1)
Relacja ta jest relacja czesciowego porzadku, a dzicki aksjomatom E5 — E11 struktura
(FOR/.,sup,inf), tzn. (FOR/.,\,V) jest krata dystrybutywna.
Wreszcie definiujemy operacje — na klasach abstrakcji nastepujaco:

(@/~) = (V/) =4 (& = )/~

Definicja tej operacji nie zalezy od wyboru reprezentantéw klas abstrakeji®.
Podobnie, operacje — na klasach abstrakcji zdefiniujemy réownoscia:

~(¢/~) =ar (—9/~)

Aby pokazaé, ze algebra Lindg jest E-algebrg w sensie wyzej zdefiniowanym, wystar-
czy teraz zauwazy¢, ze konstrukcja algebry Lindg byta nastepujaca. Podstawa konstrukceji
byta relacja <, definiowana, jak pamietamy, nastepujaco:

(%) ¢/ SY/u = Fr (6= ).

Poniewaz, jak wiemy, Fg ¢ <= kg t; — ¢, wiec Fg Ax; < Fg t; — Az;. Zatem
t; < (Az;)/~, czyli nieréwnosci 1) — 12) sa tu spelnione.

Aksjomat 13. jest tez spetniony, bo Fg [(¢ — ¥) A ¢] — ¥ jest réwnowazny [(¢/. —
/o) N ¢/] < o walgebrze Lindenbauma.

Zatem algebra (Lindg, A\, V. —, ) jest E-algebra.

Niech teraz /g ¢. Wtedy dla dowolnego zbioru formut t;, t/g t; — ¢. Wobec tego nie
moze byé prawda, ze t; < ¢/, czyli istnieje taka algebra i taki homomorfizm h, ze nie
jest prawda, iz t; < h(¢) dla zadnego t;. To konczy dowdd petnosei logiki E. O

Fakt 7. Zbior wszyskich E-algebr tworzy rozmaitosé (jest definiowalny réwnosciowo), wiec
algebra Lindenbauma Lindg jest algebrg wolng w klasie E-algebr.

Poniewaz Fg ¢ — ¢ <= ¢/. <¢/. <= t; < ((¢/~) = (¥/~)), wiec dla dowolne;
klasy abstrakcji x, tzn. elementu algebry wolnej, mamy réwnowaznosé:

r<y <= t;<(r—vy)

Spor. poprzedni rozdzial, Lemat 2, (t5)
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dla pewnego iloczynu termoéw ¢;.
Wobec tego definicje E-algebry, podana w poprzednim paragrafie, mozna zastapic
przez nastepujaca wygodniejsza definicje.

Definicja 8. Algebra A = (A, A,V, —, —) jest E-algebra, jesli (A, A, V) jest kratg dystry-
butywnag, a ponadto w A spelnione sg nastepujace réwnosci i nieréwnosci dla wszystkich
x,y,z € A:

(el) (z—=y) <((y—=2) = (z—2),

(€2) ((z—=z) =y <y,

(3) (r - (= 1) < (x> 9),

(ed) (z=y)A(v—=s) <((zAv) = (yAs)),
(€5) (z=y)A(v—=s) <((zVo) = (yVs)),
(€6) (z— —y) < (y — —w),

(e7) x = -z,

(e8) (x —y)ANz<y.

Ta definicja bedziemy sie dalej postugiwac.

Mamy nastepujace dalsze wnioski:

Whiosek 9. Kazdemu twierdzeniu logiki E, majacemu posta¢ implikacji, odpowiada
prawdziwa nierownos¢ w algebrze Lindenbauma.

Whniosek 10. Lindg jest algebra wolng w klasie E-algebr, a homomorfizmy przenosza
prawdziwe réwnosci, wiec kazdemu twierdzeniu logiki E, majacemu posta¢ implikacji,
odpowiada prawdziwa nieréwnos$¢ w dowolnej E-algebrze.

2.2 Pojecie E-matrycy logicznej, rola zbioru elemen-
téow wyrdznionych

Twierdzenie o pelnosci uzyskalismy wzgledem rozmaitoséi E-algebr. Oczywiscie bedzie
nam potrzebne pojecie zbioru wartosci wyréznionych (chociazby do zdefiniowana kongru-
encji).

Definicja 11. Niech A bedzie E-algebra. Zbior Vo C A nazwiemy zbiorem elementow
wyroznionych algebry A jesli spetnia warunek:

r € VA<= (1 > x)A... N2y = 2,) < 7,
dla pewnych (x1 — 1), ..., (z, = =p).

Definicja 12. Pare (A, V) nazwiemy E-matrycg, jesli A jest E-algebra, a Vo zbiorem
wartos$ci wyrdznionych.

Lemat 13. Zbior VA jest filtrem w algebrze A.
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Dowdd. Niech t; := (x1 — x1) A ... A (xy, = Tp,).

Zalézmy, ze x € V iy € Vg, tzn. istniejg ¢; i t; takze, ze t; < xit; < y. Mnozac
stronami obie te nieréwnosci stwierdzamy, ze t; At; < x Ay. Zatem x Ay € Va.

Niech x Ay € V. Chcemy pokazac, ze x € Va oraz y € Va. Skoro x Ay € Va, wiec z
definicji 11 t; < z Ay dla pewnych t;. Ponadto, x Ay < x oraz x Ay < y. Z przechodnio$ci
relacji < mamy ¢; < xit; <y. Zatem x € Vp oraz y € V. O

Whiosek 14. r <y = (z = y) € Va.
Dowdd. Niech x < y. Wobec tego © — = <  — y, a to znaczy (r — y) € Va. O

Definicja 15. Niech A bedzie E-algebra. Logika L(A) generowana przez matryce (A, Va)
jest zbiorem formut spetniajacych ponizszy warunek:

¢ € L(A) <= Virorsa (h(¢) € Va).

A w pierwszym paragrafie udowodniliémy twierdzenie o pelnosci, nie korzystajac z
pojecia matrycy i warto$ci wyrdznionej.

Konieczne jest tu poczynienie kilku waznych uwag o pojeciu zbioru wartosci wyroz-
nionych w algebrze dla logiki relewantnej. Tradycyjne ujecie twierdzenia o petnosci ma
postac:

Fr ¢ <= h(p) €Va
dla kazdej L-algebry A i dowolnego homomorfizmu h.

Wymaga to jakich$ zalozeni o zbiorze V 5. Zwykle (L. Maksimowa, W. Dziobiak, J.M.
Font i G.B. Rodriguez) przyjmowano, ze

(r<y) < (r—y)eVa

dla dowolnej L-matrycy (A, V 4); relacja < to czesciowy porzadek z kraty algebry A.

Poniewaz np. klasa R-matryc tworzy quasi-rozmaitosé, to sukcesem (J.M. Font i G.B.
Rodriguez) byto wykazanie, Ze jest ona rozmaitoscia. Poksazano, ze, powyzsza rownowaz-
no$¢ da sie wyprowadzi¢ z aksjomatow R-algebry.

Nasze ujecie wychodzi od pojecia E-algebry. Pelnosé, jak widzimy, dato sie udowod-
ni¢ wzgledem E-algebr; nigdzie w sposob istotny nie ingerowalo pojecie zbioru wartosci
wyrdznionych, wiec pojecie matrycy i zbiér V5 sa tu definiowalne.

Co wiecej, okazuje sie, ze zaleznos¢

(r<y) < (@—=y)eVa

co prawda zachodzi dla algebry Lindg, ale dla innych E-algebr wcale nie musi zachodzi¢.

2.3 Kongruencje a filtry

Lemat 16. Niech A bedzie E-algebra, Vi = {z € A: Jtx(ty < x)}, gdzie
tr = Nicicr(a; = a;) dla dowolnych elementéw postaci a; €A oraz niech Vo C V. Witedy
relacja O(V) :

(=y)0(V) = (z—y), (y—>z)eV)

jest relacjqg kongruencji na A.
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Dowdd. 1. (V) jest relacja réwnowaznosci

(a) zwrotno$é: (x =2)0(V) <— (¢ — z) € V.

(b) symetria: (z =y)0(V) <= (z = y),(y > z) €V <<= (y=2)0(V).

(¢) przechodnio$é: (x =y)0 (V) A (y=2)0(V) = (z = 2)0(V) Zatdézmy, ze (v =
)0 (V)i(y=2)0(V), czyli (x — y),(y = x) € Voraz (y — 2),(z = y) € V.
Wiemy, ze (z — y) — ((y = 2) = (z — 2)) € V. Zatem z MP mamy

(y = z) = (x — z) € V. Po raz kolejny z zalozenia i z reguty M P mamy
r—z€eVezyli (x=2)0(V).

2. Relacja 0 (V) jest zgodna z dziataniami.

(@) (z=y)0(V) = (z = z)= (2 = y)0(V)
Zatozmy, ze (x = y) O(V) czyliz — y,y = x € V.
Korzystajac z (v — y) — ((z - z) = (2 — y)) € V i MP mamnmy, ze
(z > 2) = (2 > y) € V. Zatem (z —» x) = (z — y) (V).

(b) (x=y)0(V) = (r = 2) = (y = 2)0(V)
Zalézmy, ze (x = y)0(V) czyli © — y,y — x € V. Z sylogizmu (x — y) —
((y = 2z) = (r — 2)) € Vireguly MP mamy, ze (y — 2) — (z — 2) € V.
Zatem (y — z) = (x — 2) 6(V).

(€) (@1 =y1)0(V) A (22 = 92) (V) = (21 A w2) = (Y1 A1) O(V)
Zatézmy, ze (x1 = y1) (V) i (xe = y2) 0(V) czyli 21 — y; € V oraz xo — yy €
V. Twierdzeniem logiki E jest formuta (1 — y1) A (z2 — y2) — (21 A 22 —
y1 A\ ye) Zatem z zalozenia i reguty MP mamy (1 A za — y1 Ay2) € V. Zatem
(@1 Aw2) = (y1 Ay2) O(V).

(d) (21 =91)0(V) A (22 = 42)0(V) = (21 V 22) = (11 V 12)0(V)
Zatozmy, ze (x1 = y1) (V) 1 (22 = y2) 0(V) czyli 21 — y3 € V oraz g — yo €
V. Twierdzeniem logiki E jest formuta (x; — 1) A (22 = y2) — (1 V 22 —
y1 V yo) Zatem z zaltozenia i reguty MP mamy (1 V zo — y1 V y2) € V Zatem
(1 Vx2) = (11 V 32)0(V).

]

Whiosek 17. Kazdy filtr rozszerzajacy filtr Vo wyznacza kongruencje.

Lemat 18. Niech 6 bedzie relacjg kongruencji na E-algebrze A. Wtedy zbior
V() ={z:3yly € Va) A (z =g y)} jest filtrem oraz Va C V(0).

Dowdd: Oczywisty.’

Niech dany bedzie filtr F(Va) = {V : Voraz Va C V}. Jedli A jest R-algebra, wtedy
krata Con(A) i F(Va) sa izomorficzne. Ponadto, jesli A jest E-algebra, wtedy Con(A)
i F(Va) nie musza by¢ izomorficzne’. W.J. Blok i D. Pigozzi wykazali to postugujac
sie ogélnymi rozumowaniami dotyczacymi logiki E. Mozna to jednak udowodnié¢ biorgc

Spor. definicja 2.1
"por. W.J.Blok, D.Pigozzi, Algbebraizable logics, Memoirs of the American Mathematical Society, 1989.
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przyktad konkretnej E-algebry®.

Ten brak izomorfizmu nie utrudni jednak dalszych rozwazan.

Definicja 19. Jesli Con(A) zawiera doktadnie dwa elementy, to algebra A jest algebrg
prostq,

Na podstawie wniosku 10 i definicji 2.1 E-algebry otrzymujemy nastepujacy lemat:

Lemat 20. W kazdej E-algebrze prawdziwe sqg nastepujgce nierownosci:
(1) zA(z—y) <y,
(2) (bz—2) <,
(3) (@—= (= y2) = 2) <((y1 = 32) = (= 2)).

Dowdéd. Oczywisty O

Lemat 21. Ponadto:
(1) reV=x—y<uy,

(1) Niech y — y=a. Zatem (x = y) < a — (x — y).

Dowdd. (i) Niech z € V. Zatem t; < x. Zauwazmy najpierw, ze jesli x <y, toy — 2z <
xr — z. Wobec tego x — y < t; — v, ale z lematu 3 poprzedniego rozdziatu, t; — y < v.
Zatem x — y < y. O]

Lemat 22. Niech w A spelniona bedzie nieréuwno$é ((r — x) — (y — 2)) < (y — ((z —
x) — z)). Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(x) z<y <= (r—y)€Va

(k%) (r—=2)<(y—2) <= y<((x—=>x)—>2)

Dowdd. Niech A = (t — (y — 2)) < (y = (t — 2)), gdzie t := A\,;(x; — ;) dla dowolnego

1 € N.
Wéwezas:
() z<y < (r—=y)€Va
(k%) t<(y—2) <= y<(t—2)

(%) = (xx) Niech x <y < (x — y) € Va.
Niecht<y— 2zt t — (y —2) € V,alet - (y = 2) <y — (t — 2).
Wiecy — (t = 2) € V. Z (¥) mamy y < t — z.
Zatozmy, ze y <t — z. Nalezy pokazaé, ze t <y — z.
Niechy <t— 2z tzn.y > (t > z2)eV,aley — (t = 2) <t — (y — 2)
czylit — (y — 2) € V. Zatem t <y — z.

(%) = (%) Niecht < (y = 2) <= y < (t = 2).
Niech x -y € V.
Woéwezas istnieje ¢ takie, ze t <z —ycezylizc <t —y <y,

Zatem x < y.

8Por. paragraf nastepny.
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Whniosek 23. Jesli w A spelniona jest nierownosé
(r—=z)=(y—=2)<(y—= (= —=2)=2),
to A spelnia

(1= 22) = (11 = y2) = 2) < (11 = y2) = (21 = 72) = 2)).

2.4 Przyklady, kontrprzyktady

Przykltad 1. Zaleznos¢: ¢ < y <= = — y € VA nie musi zachodzic.

Rozwazmy nastepujaca E-algebre Ay wraz z dziataniem — okreSlonym w ponizszej

tabeli:
Aq ; —|0|a|-a|l
/\ O |11 1|1
= i a |[0]a| 0 |1
\/ —a|0|a| a |l
0 1 |0|0] 0 |1

Mamy (—a — a) € V, ale nie jest prawda, ze —a < a.

Przyktad 2. Kraty Con(A) i F(A) nie musza by¢ izomorficzne. Przyklad ten wskazuje,
ze dwa filtry moga wyznaczaé te samg kongruencje.

Rozwazmy nastepujaca E-algebre, gdzie Va = [a)

Operacja — dla tej algebry zdefiniowana jest w nastepujacy sposob:

EREIN
0 111711
a Olal| a |1
—all0lal| a |1
1 0[]0 0 |1




Zatem

-]

n

1

=
O

Przyktad 3. Inny przyktad braku izomorfizmu miedzy Con(A) i F(A).
WeZmy nastepujacy tancuch, gdzie Va = [a)

=] =l sl = o

b= O

a b —b —a
— | 0|la|b|b|a]|l — | 0|la|b|b|all
0 |[1]1]1 1 1 |1 0O |1/1]|1] 1 1 |1
a |0|lalal|l—b|b|1 a |0|lalal a a |1
b |0|lalal|l—-b|—-b]|l b |0|al|lal| a a |1
-b|0|0|0]| a a |1 -b|0|alal| a a |1
-a|0[0]0 a a 1 -al0l|ala a a |1
1 |0|0|0] O 0 |1 1 |0|0|0] O 0 |1
Zatem
s—& 5% = = 1
a ﬁ; g
a=—2a 1

23




Przyktad 4. Ostatni przyktad jest kontrprzyktadem dla dwéch stwierdzen zachodzacych
dla logiki R:

1. Jesli przez <y, oznaczy¢ relacje © <y, y <= (r — y) € Va, to relacja <y, nie
musi by¢ czesciowym porzadkiem, poniewaz nie musi by¢ antysymetryczna. Ponizej
mamy przyktad E-algebry, w ktérej v <v, vy, vy <v, 7, ale z # y.

2. W logice R, gdy A jest R-algebra, to A/y, = A. Natomiast ta E-algebra pokazuje,
ze dla E-algebr A /v, nie jest izomorficzna z A.

N

o X

NS

D

SN
NS

ﬁXl‘!“y

o0

Niech z := —=x N -y

(o [ofz[x[-afy[-z[x[alw[l] [=Jo[z[x[-a[y[-z[x[a]w][1]
0 11 1 1 1 1 1|1 1 1 0 11 1 1 1 1 11 1 1
z |0]a)| a a|lalalaj alall z |0]a| a a|al al|lalal a |l
-x 0]|al| a alal alal al all -x|0]al a alalalalal a|l
—a|0]a| a alalalalal all -a|0|al| a alalalalal a |l
y |0|z| z |z |a| al|ala|l z |1 y |00 0|0 |a| alalal 0|1
-z |0|z| z z |la|l al|lalal z |1 -z |0l0] O 0 |a| al|alal 0|1
x |0|z] =z z|lal|l alalal z |1 x |0]0] O 0 a| alala| 0|1
a |0z z z |a| a|ala| z |1 a |0|0] O 0 la|l al|alal 0 |1
-y |0|la|l a|al|alalalal all -y |0|lal a|a | a|lalalal all
1 /0|0] 0 0|00 ]|0O|0] 0|1 1 /0/0/] 0 0O |o|lo0o]0o|0|] 0|1

Mamy nawet dwie algebry o wskazanych wyzej wtasnosciach, dla ktérych tabelka
dziatan dla operacji — jest zdefiniowana jak wyzej.
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Rozdziat 3

Problem skonczonych algebr
generujacych logiki pre-maksymalne

Jednym z najwazniejszych probleméw badawczych zwigzanych z dana logika niekla-
syczng jest badanie jej kraty rozszerzen (rozszerzenia danej logiki zwykle tworza krate,
w ktoérej elementem najmniejszym jest sama logika, infimum dwoch rozszerzen danej logi-
ki to przekréj; a supremum dwdch rozszerzen to najmniejsza logika zawierajaca wszystkie
twierdzenia obu logik).

Na ogdét logike nieklasyczng wyznacza klasa algebr, ktora jest rozmaitoscig — klasa
zamknieta na branie obrazéw homomorficznych, podalgebr i produktéw (HSP), a nadlogiki
danej logiki L sg wyznaczane przez podrozmaitosci danej rozmaitosci .

Niech L bedzie logika, a V}, klasa algebr wyznaczajaca logike L. V} jest rozmaitoScia.

Zwiazki sg tu nastepujace. Podrozmitosci rozmiatosci Vi, tworza krate. Kazda z nadlo-
gik logiki L jest wyznaczona przez pewna klase algebr (mniejsza niz V). Krata rozszerzen
danej logiki L okazuje sie izomorficzna z kratg podrozmaitosci rozmaitosci Vy,. Izomorfizm
ten jest dualny, tzn. najwicksza logika to najmniejsza podrozmaitos¢ z V.

Poniewaz przyjeto w literaturze nazywac logike klasycznag maksymalnym rozszerze-
niem logiki E, logiki rozszerzajace E, lezace bezposrednio pod logika klasyczng nazywamy
pre-maksymalnymi.

W rozdziale tym pokazamy konstrukcje dwédch nieskoniczonych ciggéw E-algebr, kto-
rych kraty sa tancuchami.

3.1 Uwagi wstepne

Lancuchy wszystkich rozwazanych nizej E-algebr sa skonczone; maja element naj-
mniejszy (oznaczony przez 0) oraz element najwigkszy (oznaczony przez 1). We wszyst-
kich tych algebrach filtr elementéw wyréznionych jest generowany przez atom (bedacy
bezposrednio nad 0) oznaczony nizej przez a, tzn. V = [a).
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Juz przy tych zalozeniach mozna udowodnié¢ ponizszy fakt

Lemat 24. W dowolnej E-algebrze spetnione sq nastepujgce rownosci:
l—-1=1, 0—2z=1, 1-0=0, 0—>1=1.

Ponadto, jesli E-algebra A jest laricuchem, Va = [a) i a jest atomem, to x — 0 =

0,z # 0,z € Vja.

Dowdd. Réwnoscil -1=1,1—-0=0,0—-1=1,0— 0 =1 s3 oczywiste.

Dla dowolnego elementu x mamy 0 < z. Zatem 0 — 0 < 0 = z, wiec 1 < 0 — =z, czyli
0—x=1.

Jesliz € V, to x — 0 < 0. Tak wiec z — 0 = 0 dla dowolnego elementu x € V. O

Lemat 25. Algebra 2 jest podalgebrg kazdej nietrywialnej E-algebry.

3.2 Konstrukcja A,-algebr

Ag-algebry

Rozwazmy nastepujacy tanuch:

Jesli krata E-algebry jest tanicuch 4-elementowy (dziatanie — jest oczywiste), to tabelka
dziatan dla operacji — ma postac:

[~ [0fa]-afl]
O 11| 1|1
a ||0|a 1
—al|l0lal| a |1
1 {/0]0| 0 |1

Zauwazmy, ze a < —a. Zatem (a — —a) € V, tzn. (a — —a) € [a), czyli a < a — —a.
Z drugiej strony, z prawa Claviusa, mamy a — —a < —a. Podsumowujac,
a<(a— —a) < a.

Tak wiec, funkcja — dla (a — —a) moze by¢ zdefiniowana na trzy sposoby:

1. a = —a=a,
2. a — —a = —a,

3. a — —a # a,a — —a # —a, tzn. a — —a jest nowym elementem réznym od a, —a.
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Jesli zatozymy, ze a — —a = a lub a — —a = —a, to otrzymujemy dwie E-algebry,
w ktorych funkcja — moze by¢ zdefiniowana w nastepujacych sposéb:

[~ l0]a]—a]l] [~ l0]lal~a]l]
0O [1{1]1]1 O |1{1| 1|1
a |0la| a |1 a |0la|-all
—a || 010] a |1 —al0/0] a |1
1 010 0|1 1 10l0] 0 |1

Latwo mozna sprawdzié¢, ze operacja — spelnia wszystkie nierownosci, ktére definiujg
E-algebre.

Ai-algebry

Niech @ — —a # a oraz a — —a # —a; niech (@ — —a) =: ay. Zaldzmy, ze a1 < —ay
lub —a; < ay, zatem mamy 6-elementowy tancuch. Tak wiec mamy dwie mozliwosci:

Zauwazmy, ze gdyby a; — a; = aq, to algebra ma podalgebre rézna od 2. Niech wiec
a1 — a1 = a. Ponadto, wartosci niektérych elementow mozna wyznaczy¢ niezaleznie od
porzadku aq i —ay.

1. Oczywiscie a < a — a1 < a1. Z sylogizmu a — —a < (—a — —a) = (a — —a).
Zatem a; < a — ay. Tak wiec a — a1 = a;.

2. Podobnie, a < a — —a; < —ay. Z sylogizmu, a — —a; < (—ay — —a) — (@ — —a).
Zatem a — —a; < a1 — a; wiec a — —aqp < a. Mamy a — —a; = a

3. Zal6ézmy, ze —a; < ay (pierwszy tancuch). Jest oczywistym, ze a < —a; — a3 < ay.
Mamy —a; — a; < a — (—a; — aqp). Jesli a oraz a;, to otrzymujemy —a; — a3 = a lub
-a, — a; = ap, poniewaz w pozostalych przypadkach mamy sprzecznosc.

Uwaga. Zatézmy, ze a; < —ay. Oczywiscie a < ay — —ay. Z sylogizmu, a; — —a; <
(may — —a) — (a; — —a), wiec a; — —a; < a3 — a, tzn. a; — —ay; < 0 - sprzecznosé.
Zatem taka algebra nie istnieje.

W rezultacie baza dla 6-elementowej algebry jest pierwszy tancuch, tzn. tancuch,
w ktorym —a; < a;. Oznaczmy taka algebre przez A;. Dla ulatwienia rozwazan po-
miniemy pierwszg i ostatnig kolumne oraz pierwszy i ostatni wiersz w tabeli dziatan dla
operacji —.

Zatem dla algebry A; mamy nastepujace tabelki dla dzialania —:
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(2 la[~m|al-a] [= [ao]l-afa]a]

a a a ay ay a a a aj aq
—aq || 0 a a | a; —a1 || 0] a |a1 | aq
aq 0| O a | a ap ([0 O a | a
—a 0] O 0] a —a 0] O 0] a

Algebre, w ktorej ma; — a1 = a oznaczymy przez Aq,. Gdy —a; — a3 = a1, t0 Ay ,,.
Latwo mozna sprawdzi¢, ze Aj-algebry sg E-algebrami, tzn. dla tak okreslonego dzia-
tania — spelione sg wszystkie aksjomaty E-algebry.

Algebry Aq, oraz Ay ,, bedziemy nazywac Aq-algebrami.
Ag-algebry
Oczywiscie a < —a; — a1 < ay. Zalézmy, ze —a; — a1 # a i -a; — ay # ay.

Rozwazmy nowy element —a; — a1 =: ay. Zatem rozwazamy 8-elementowy tancuch, w
ktérym —ag < ag (przypadek as < —as jest niemozliwy):

.
(=
i
1
®
-

Wyznaczmy teraz wartosci dla operacji — dla elementéw powyzszej kraty.

Mamy:

1. Wiadomo, ze a < a — ag < ag. Z sylogizmu —a; — a1 < (a1 — a1) — (ma; — a4)
mamy as < a — as. Zatem a — as = as.

2. Latwo zauwazy, ze a < a — —as < —ay. Z sylogizmu a — —ay < (—ay — —ag) —
(@ — —ag) mamy a — —as < a — (@ — —ay). Zatem a — —ay = a lub a — —ag = —as.

Niech @ — —ay = —ay. Wtedy z sylogizmu a — —as < (-ay — —a) — (a — —a)
mamy —as < ag — ap (%) czyli may < —a; — —ag < —agp. Zatem ay — a; = —ag. Dalej, z
(%) mamy as < —ag — ay czyli ag < —ay — as < ag. Zatem —a; — as = as.

Jednak z sylogizmu —a; — —ay < (mas — a1) = (—a; — a1) mamy —as < ag — ag
czyli mas < a - sprzecznosc.

Zatem a — —ay = a.

3. Wiadomo, ze a < —a; — —ag < —ag. Z sylogizmu a — —a; < (—a; — —az) — (a —
—ap) mamy a < (—a; — —ag) — a czyli ma; — —as < a — a a wiec ~a; — —ay < a.
Zatem —a; — —ag = a.

4. Wiadomo, ze a < —as — ag < ag. Z sylogizmu —ay — as < (ag — az) — (—ay — as)
mamy —ay — ay < a — (—ay — ag). Biorac kolejno zmienne miedzy a a ay okazuje sig,
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7€ Ty — a9 = a lub —ay — ay = as.

5. Wiadomo, ze a < —a; — ag < ag. Z sylogizmu —a; — as < (ag — az) — (—a; — as)
mamy —a; — ay < a — (—a; — ay). Podstawiajac kolejno zmienne miedzy a a as dosta-
jemy, ze ma; — as = a lub —ay — as = as.

Zatem zdefiniowane zostaly dwie As-algebry bazujace na 8-elementowej kracie (patrz
rysunek powyzej). W pierwszej algebrze, Ay, mamy —a; — ay = a oraz w Ag,, mamy
a1 — A = Q9.

|~ lal-a[-asa|a[-al[ = [a[-a[-aa]a]a]
a al| a a |ay|a | ar a a| a a |ax|a | o
—ar || 0| a a a | ay | ap —a; || 0] a a |ay|as | aq
—as || 0 0 a a | a | as -ag || 0 0 a a | as | as
a [|[0] 0O 0 ala| a as ||0] O 0 al|la | a
ay 0] 0 0 0| al| a ap 0] 0 0 0| a| a
—a [|[0] 0 0 |0|0]| a —a 0] O 0O 0|0 a
Asz-algebry
Przypomnijmy, ze a < —a; — as < as. W As-algebrach: —a; — as = a oraz

a1 — ay = ag. Zatézmy, ze —~a; — as # a i ~a; — ay # as. W ten sposob otrzy-
mamy Ag-algebry: do algebr A, ,dodajemy” nowy element —a; — ay oznaczony przez
agz, tzn. —a; — ag =: az. Zatozymy, ze —az < az. Okazuje sig, ze krata As-algebr jest
ponizszy tancuch:

a dziatanie — jest scharakteryzowane nastepujaco:

|~ Jal-a[~as | a5 [as]as[an|a]

a a a a az | ap | ap

—a1 || 0| a a as | as | aq

—ay || 0 0 a a | as | as

—a3z || 0| O 0 a

ag ||0] O 0 0 a

ay [|0] O 0 0 0Olal|lal a
ai 0 0 0 0 0[O0 | a]| a
—a ||[0] O 0 0 010101 a

Aby wyznaczy¢ brakujace wartosci w powyzszej tabelce przeprowadzimy nastepujace
rozumowanie:
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1. Wiadomo, ze a < a — ag < az. Z sylogizmu —a; — as < (ag — ag) — (na; — as)
mamy az < a — ag. Zatem a — a3 = as.

2. 7 czesciowego porzadku —as < —a3 mamy a3 — as < —as —> ag, czyli maz — as <
a. Zatem —az — ap = a.

3. 7 czeSciowego porzadku —a, < az mamy az — ay < 1ay — ag, czyli a3 — as < a.
Zatem as — as = a.

4. 7 czesciowego porzadku —as < —az mamy —ag — az < ay — az, czyli naz3 — az <
a. Zatem —az — az = a.

5. Wiadomo, ze a < a — —as < —agz. Z sylogizmu a — —a3 < (-a)3 — —a3) — (a —
—a3) mamy a — —az < a — (a — —ag), czyli a — —ag = a lub a — —a3z = —ag.

Niech wiec a — —az = —ag.

Wtedy z sylogizmu a — —as < (—az — —a) — (a — —a) mamy —az < a3 — a, czyli
—ag < Dap — —ag, ale mayp = —ag < —as wiee mayp — —ag = —as.

Dalej, skoro —a3 < a3 — ay wiec az < —agz — aq, czyli a3 < —a; — ag, ale —a; —
a3 < asz. Zatem —a; — as = as

Z sylogizmu —a; — —az < (—ag — a1) — (—a; — a1) mamy —ag < az — az — ag,
czyli —az < a - sprzecznosc.

Zatem a — —as = a.

6. Z czeSciowego porzadku a < —a; mamy —a; — a3z < a — —as, czyli ma; = —ag <
a czyli ~a; — —az = a.

7. Wiadomo, ze a < —a; — a3 < ag. Z sylogizmu —a; — a3 < (a3 — a3) — (na; — a3)
mamy —a; — a3 < a — (-a; — a3). Podstawiajac kolejne zmienne pomiedzy a a az do-
stajemy, ze —a; — az = a lub —a; — a3z = as.

Dla elementu —a; — as operacja — moze by¢ zdefiniowana na trzy sposoby:

1. ma1 — a3z = a,
2. na; — az = as,

3. —a; — asz jest nowym elementem, ktory nie pojawa sie w 8 - elementowym tancuchu.

Tak wiec w Ag-algebrze operacja — moze by¢ zdefiniowana w nastepujacy sposéb:
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|~ Jal-a[ e | a5 [as[ar[a]a]
a a a a a as | Az | ay aq
—a; || 0] a a a a |as | ay | ap
—aq || 0 0 a a a | a |as]| as
—as || O 0 0 a a |l a | a| as
as 0 0 0 0 ala | al| a
ao 0 0 0 0 Ola|al| a
aq 0] O 0 0 010 ] al a
—a [|0] O 0 0 010101 a
oraz Aga,
|~ Jal-a [ e | as[as[as[an|—a]
a a a a a as | Az | ay aq
—aq || O a a a as | as | as | ay
—ay || 0 0 a a a | a |as| as
—az || 0| O 0 a a | a | asz| as
as ||0] O 0 0 a |l alal a
Qo 0 0 0 0 Ola|al| a
ai 0 0 0 0 0[O0 | a]| a
—a ||0] O 0 0 010101 a
A,-Algebry

Wszystkie tancuchy rozwazane w tym rozdziale maja parzysta liczbe elementéw. Po-
nadto, kazdy z nich ma element najmniejszy, najwickszy oraz a i —a. Wszystkie definio-
wane elementy sa postaci a i —ag. Tak wiec kazdy tancuch ma 2 + 2 4+ 2k elementéw.
Jesli zatem tancuch ma 2 + 2 4 2k elementéw, to algebre generowang przez taki tancuch
oznaczaé bedziemy przez Ay. Na przyktad: algebra Ag ma 2 + 2 + 2 - 3 elementow.

Uogdlnijmy procedure definiowania operacji — dla A, -tancuchow.

Rozwazmy A,-tancuch. Mozna powiedzie¢, ze algebra A, jest ,rozszerzeniem” algebry
A, 1, tzn. wartosci operacji — dla elementéw algebry A, oraz algebry A,_; sa prawie
takie same z wyjatkiem elementéw —a; — a,_, oraz ich negacji; —-a; — a,_1 w A, rowna
sie a lub a,_1, ale ma; = a,_1 = a,, w A,. Podsumowujac:

1. a1 = ap1 =aw Ay 14,
2. 21 = p1 = Q1 W Ap_1a, 4,
3. a1 = Ap—1 = Qy, W An.

Innymi stowy, w algebrze A, element —a; — a,_1 = a, jest réozny od a i a,_;.
Zatem musimy rozwazy¢ A,-tancuchy, gdzie —a, < a, (przypadek, gdy a, < —a, jest
niemozliwy):
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Otrzymujemy dwie A,-algebry, tzn. pierwsza, A, a, W ktérej ~a; = a, = a:

S Tal=a [ =a2 [ | ~ans | =an [an [ans [ [z | @ | =a |

a al| a a | ... a a | Q| Gpot1 | ... | as | a1 a,
—aq 0 a a - a a a Qy, ... las | as ai
—ay 0 0 a . a a a a ... | a | a3 a9

—ap_1 || O 0 0 a a a a a | a, | ap-1
—ay, 0 0 0 0 a a a a | a an
an 0 0 0 0 0 a a a | a a
Qp_1 0] O 0 0 0 0 a a | a a
ao 0 0 0 0 0 0 0 a | a a
aq 0] O 0 .. 0 0 0 0 ... 0| a a
—a 0 O 0 . 0 0 0 0 ... 010 a

oraz druga, A, a,, W ktorej —ay — a, = a, :

’ — H a ‘ a1 ‘ a9 ‘ e ‘ Ap—1 ‘ —Ap ‘ (07% ‘ Ap—1 ‘ e ‘ a9 ‘ aq ‘ -a ‘

a al| a a | ... a a | a, | Q1| ... | ax | a1 ay
—aq 0| a a o a a an | an | ... | as| as ai
Qs 0 0 a o a a a a ...l a | as ao

“a,—1 || 0] O 0 a a a a a | ay | an_q
—ay, 0] O 0 0 a a a a |a, | an
an 0 0 0 0 0 a a a | a a
Qp—1 0 0 0 0 0 0 a a | a a
ao 0 0 0 0 0 0 0 a | a a
aq 0] O 0 .. 0 0 0 . a a
-a 0] O 0 . 0 0 0 0 ... 010 a

A, 11-algebry

Konstrukcja algebr A, 11 jest doktadanie taka sama. Podobnie jak w przypadku A,-
algebr zauwazmy, ze — spelnia nastepujace warunki:

1. =may = a1 = a,
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2. a; — Qp41 = Apy1,

3. 1y = Ayl F a Oraz a; —> Ayl 7 Apyt-

Zatem nasz A, -tanicuch jest nastepujacy (przypadek a,1 < —a,11 jest niemozliwy):

o+l Ay a, a, a, a, —a 1

Poszczegodlne wartosci tabeli dla dziatania — mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposéb:

1. Wiadomo, ze a < a — ap41 < apaq. Z sylogizmu
—a; = a, < (an, = a,) = (map = ap) mamy a,41 < @ — Appqp. Zatem a — appq = Apy.

2. 7 czesciowego porzadku —a, < —a,i1 mamy —a,.1 — a, < —a, — a,, czyli
Api1 — Gp < a. Zatem —a,4 — a, = a.

3. Z czesciowego porzadku —a; < —an,yq dladi € {2,...,n}
mamy —a,y; — a; < —a; — a;, czyli ma,; — a; < a. Zatem —a,1 — a; = a dla

ie{2,...,n}.

4. 7 czesciowego porzadku —a; < a,yq dlai € {2,...,n}
mamy a1 — a; < a; — a;, czyli a1 — a; < a. Zatem a1 — a; =adlai € {2,...,n}.

5. Wiadomo, ze a < a — —a,11 < T pyq-
Z sylogizmu a — —a, 41 < (7apy1 — 2ay11) — (@ = —a,41) mamy
a — —ap11 < a — (@ — —ayqq). Podstawiajac kolejne zmienne miedzy a a —a,1 dosta-
niemy, ze a — ", = a lub a = —a, 11 = 2a,41.

Zatézmy, ze a — —Gp1 = Tpy.

Z sylogizmu a = a,11 < (apy1 — —a) — (@ — —a) mamy a,.1 < ", — ag, czyli
Opr1 < TQ1 = Apyt, ale 7a; < apyy < Ape. Zatem —a, 1 — a1 = G-

Dalej: skoro a,11 < —a,11 — a1, wiec —a,41 < Gpy1 — A1, Wi€C apip — a1 = 0] —
i K pp. Latem an iy — 4 = p-

Wtedy z sylogizmu —a; — any1 < (@py1 — a1) = (—a; — ay) mamy a,41 < 2Gpe1 —
as, czyli a,.+1 < a - sprzecznosé.

Zatem a — —a, 1 = a.

6. Z czesciowego porzadku a < —a; mamy —a; — @, < a — ape, czyli
0] = Tape < a. Zatem —ap — a1 = a.

7. Wiadomo, ze a < —=a; = Gpy1 < Qpoq-
Z sylogizmu —a; — apy1 < (Gpy1 — apy1) = (7ag — a,41) mamy
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—a; = 1 < a = (ma; = apyq). Gdyby —ay — apy = —a; dlai € {1,...,n+ 1}, to
z powyzszego sylogizmu mieliby$my, ze —a; < a — —a;, czyli —a; < adlai € {1,...,n+1}
- sprzeczno$é. Powyzszy sylogizm jest prawdziwy gdy —a; — a,11 = a

lub —a; — a1 = apaq-

Mamy zatem dwie A, ;q-algebry, tzn. pierwsza, Apt1,a, W ktérej ma; — a1 = a:

’ — H a ‘ —aq ‘ a2 ‘ Ce ‘ Ay, ‘ Ap4-1 ‘ Ant1 ‘ Ay, ‘ ce ‘ (05} ‘ aq ‘ -a ‘
a al| a a a a Gpi1 | Q1 as | aq a,
—aq 0 a a a a a Ont1 as Qs ai
a9 0 0 a a a a a a as a9
ay, 0 0 0 a a a a a | Qpi1 | Gp_1
“apt1 || O 0 0 0 a a a a a [
ant1 ([0 O 0 0 0 a a a a a
an 0 0 0 0 0 0 a a a a
ao 0 0 0 0 0 0 0 a a a
aq 0] O 0 0 0 0 0 0 a a
—a 0] O 0 0 0 0 0 0 0 a
oraz druga, Ani1a,.,, W ktorej —a; — app1 = apy
TS Tal=a [=a [ =an | ~am [ g | @ [T ] @ | =a ]
a a a a a a Apt1 Qp—1 a9 aq aq
—aq 0 a a a a An+1 | Qntl as Qo ai
o 0 0 a a a a a a as as
—ay, 0 0 0 a a a a a | Qpi1 | Qp—1
—an+1 || 0] O 0 0 a a a a | Qpi1 | Qpat
ant1 ([0 O 0 0 0 a a a a a
an 0 0 0 0 0 0 a a a a
ao 0 0 0 0 0 0 0 a a a
a, 0] O 0 0 0 0 0 0 a a
—a 0] O 0 0 0 0 0 0 0 a

Uwaga. A,-algebry mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:
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o Ay a, a, a a, —a
o <] o o 0 o o o % o "
0 a —a, —a -, —a a, ay a a, —a 1
o Q o o =} =] o
0 a —a, —a, a a, —a 1
Qe s () s O s (e
0 a —a, a, —a 1
o o ] o
0 a —a 1

3.3 Twierdzenie podstawowe

Twierdzenie 26. Kazda Ay-algebra jest E-algebrq.

Zauwazmy, ze mamy dwa nieskonczone ciagi algebr, tzn. ciag A, . oraz ciagg Ay a,.
Ponadto, zadna z tych algebr nie ma nietrywialnej podalgebry z wyjatkiem podalgebry
dwuelementowe;.

Kazda z tych algebr jest generowana przez element a. Co wiecej, zadna z A,-algebr
nie ma nietrywialnego obrazu homomorficznego.

Mamy nastepujace gtéwne twierdzenie:
Twierdzenie 27. Istniejg dwa nieskonczone ciqgi skoriczonych prostych E-algebr takich,
ze jedyng wiasciwg podalgebrg jest 2.

Whiosek 28. Interwal [E, 2] ma nieskonczenie wiele koatoméw.

Uwaga. Istnieje doktadnie jedno pre-maksymalne rozszerzenie logiki RM. Logika R ma
trzy pre-maksymalne rozszerzenia.

Uwaga. Schemat dwdéch nieskoniczonych ciagéw algebr skonczonych mozna przedstawic
W nastepujacy sposob:
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Rozdziat 4

Nieskonczone algebry proste
generujace logiki pre-maksymalne

Niech V = [a). Rozwazaé bedziemy tylko te algebry, ktorych kratami sa tancuchy.
Dla przejrzystosci pracy przedstawione zostaly tylko najwazniejsze fragmenty tabel dla
dziatania — .

4.1 Konstrukcja drzewa binarnego

Poziom 0

Rozwazmy nastepujaca E-algebre:

gdzie operacja — jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:

L~ Jal-a[~as | —as | —as|as|as[as[ar]|—a]

a al| a a a a |aglas|as|a| aq
—aq || O a a a a |as|las | ay | as | aq
—ay || O 0 a a a | a4 |as|as| as | as
—asz || 0| O 0 a a |a4|ag|as| ag| as
—ay || O 0 0 0 a | a4 |ag | ag| ag| ag
ay 0] O 0 0 0 alalalal| a
as 0 0 0 0 0 Olal|al|al| a
Qo 0 0 0 0 0 O[O0 |a]|al a
a 0] O 0 0 0 0|00 al| a
—a ||0] O 0 0 0 010]01]0]| a

Zauwazmy, ze jesli x < y, tox — y = a oraz jeSli x > y, to x — y = 0 dla
z € {a,—ay,...,7a;}, y € {a;,...,ay,a}. Dla ulatwienia pominiete zostaja kolumny dla

37



a,-a,...,a; oraz wiersze dla a;,...,ay,a. Zatem zamiast powyzszej tabeli rozwazaé
bedziemy jej najwazniejsza czesé:

| = [l —as[as [as | ay|an | 2]

a a a4 | Az | o | A1 aq
—a1 a aq | Az | G2 | A9y aq
a9 a a4 | Az | ag | Ay a9
—as a a4 | Aq | Q3 | A3 as
1y [0 Qg4 | Aq | Qg | Qg Qg

ay 0 alalal|al a

Jesli —a; < ag dla i € {1,2,3,4}, to (ma; — a4) € V, tzn. a < (—a; — a4) dla
ie{1,2,3,4}.

Z drugiej strony a < —a; dla i € {1,2,3,4}, czyli (ma; — a4) < (a — a4). Zatem
(—|ai — CL4> <agdlaie {1,273,4}

Z sylogizmu (—a; — a4) < (ay — ay) — (—a; = a4) mamy (—a; — a4) < a — (—-a; —
as) dla i € {1,2,3,4}. JesSli —a; — a4 = —a; dla j € {1,2,3,4} to ma; < a — —a; dla
J €{1,2,3,4}. Zatem —a; < adla j € {1,2,3,4} — sprzecznosé.

Zatem operacja — dla elementéw —a; — —ay dlad € {1,2,3,4} moze by¢ zdefiniowana
w nastepujacy sposob:

1. —ma; — a4 = a,
2. Da; — aqg = ay,

3. —a; — ag # a,—a; — ag # ayg, tzn. -a; — ag jest nowym elementem réznym od
a,ay.

Jesli —a; — a4 = a lub —a; — a4 dla @ € {1,2,3,4}, to wszystkie algebry sa
E-algebrami.

Najbardziej interesujaca jest trzecia mozliwosé¢, gdy —a; — a4 jest nowym elementem
roznym a, ay, ale tylko dla ¢ =114 =4.

Poziom 1

Przypadek A}
Rozwazmy trzeci przypadek dla ¢ = 1, tzn. —a; — a4 # a i ~a; — a4 # a4. Oznaczmy

—a; — a4 przez as (tzn. —ay; — a4 := as). Zaldézmy, ze as oraz —as sa poréwnywalne, tzn.
a5 < as (poniewaz nie jest mozliwe by as < —as). Zatem mamy 14-elementowy tancuch:
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a operacja — jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:

| 2 [ zas[—as [as[aafas[az[an | 2a ]

a a a Qs | Q4 | Q3 | A2 | Q7 aq
a7 a a as | az | g | Ay aq
a9 a a as | az | as a9
—as a a a4 | Az | as as
Ay a a as ay
—as 0 a ay

as 0 0 alalal|lalala

ay 0 0 Ola|a|alal a

Dla powyzszej tabeli mamy nastepujace rozwazania:

1. Mamy a < —a; — ag < aq dla j € {2,3,4}. Jedli ~a; < —a; dla j € {2,3,4}, to
—a; — ay < nap — aq wiee na; — ag < a5 dla j € {2,3,4}. Zatem a < —a; —
ay < az dla j € {2,3,4}. Z sylogizmu (—a; — a4) < (a4 — ag) — (—a; — aq)
dla j € {2,3,4} mamy (na; — a4) < a — (ma; — aq) dla j € {2,3,4}. Latwo
mozna zauwazy¢, ze ta nierdwnosc jest speiniona tylko gdy —a; — a4 = a lub
—a; — ay = a5 dla j € {2,3,4}.

Ostatecznie: —a; — a4 = a lub —a; — a4 = a5 dla j € {2,3,4}.

2. Jest oczywistym, ze a < —a; — a5 dla i € {1,2,3,4,5}. Z sylogizmu —a; — a5 <
(a5 — as) — (—a; — a4) mamy (x) na; — a5 < a — (0a; — as) dla i €
{1,2,3,4,5}. Zalézmy, ze —a; — a5 = —ay dla k € {1,2,3,4,5}. Wtedy (x) —ay <
a — ay wiec nap < a dla k € {1,2,3,4,5} - sprzecznosc.

Tak wiec —a; — a5 = a lub —a; — a5 = a5 dlai € {1,2,3,4,5}.
Niech —a; — a4 = a5 dla j € {2, 3,4}.

W ten sposéb otrzymujemy nastepujaca tabele dla dziatania —

| = [ ~as | a5 [as [as[as[as |ai| —a]

a a a as | a4 | Qg | a2 | 1 | Q1
—aq a a as | az | ag | Ay aq
a9 a a as | az | asg | asg a9
—as a a as | a4 | a3 | as as
Ay a a as | as | a5 | as Qg
—as 0 a Q4

as 0 0 alalal|alala

n 0 0 Ola|a|al]al|a
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Gdy —a; = a5 = alub —a; — a5 = a5 dlai € {1,2,3,4,5}, to wtedy wszystkie algebry
z tak okreslonym dziataniem — sa E-algebrami.

Oznaczmy takie algebry przez A, tzn. takie algebry, w ktérych nowy element jest
zdefiniowny w nastepujacy sposob: —a; — ay = as.

Przypadek A}

Przypomnijmy, ze w algebrze A°® dla elementu —a; — ag4, gdziei € {1,2,3,4}, operacja
— moze by¢ zdefiniowania na trzy sposoby:

1. ma; = a4 = a,
2. na; — aq = a4,
3. —a; — a4 jest nowym elementem réznym od a, ay.

Zatozmy teraz, ze —ay — a4 # a i —ay — a4 # a4. Rozwazmy zatem nowy element
—ay — a4 1 oznaczmy go przez as (tzn. —ay — a4 =: as). Ponownie musimy rozwazy¢
14-elementowy taricuch, w ktérym —as < as (przypadek, gdy as < —as jest niemozliwy):

Dziatanie — jest zdefiniowanie w nastepujacy sposob:

| = | —as [as[as[as[as [ai]| —a|

a a as | Q4 | Q3 | A2 | Q1 aq
a1 a a4 | Az | A | A2 aq
a9 a a4 | A3 | ag | ag (05}
—as a g4 | Qg | a3 | A3 as
A4 a Qs | Aq | Qg | Qg Qy
Qs a Qg
as 0 alala|al|ala
Uwaga. Jedli rozwazamy przypadek —ay — a4 =: az, wtedy —a; — ay = a4 dla

i€ {1,2,3}.
Okreslmy dziatanie — dla brakujacych elementéw w tabeli.

Oczywistym jest, ze a < —a; — as dla i € {1,2,3,4,5}. Z sylogizmu —a; — a5 <
(a5 — as) — (—a; — ay) mamy (%) —a; = a5 < a — (na; — a) dlai € {1,2,3,4,5}.
Zatézmy, ze —a; — a5 = —ay, dla k € {1,2,3,4,5}. Mamy (x) —ay < a — a; wiec —ag < a
dla k € {1,2,3,4,5}, co daje sprzecznosc.

Tak wiec —a; — a5 = a albo —a; — a5 = a5 dla i € {1,2,3,4,5}.
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Jesli ma; — a5 = a lub —a; — a5 = a5 dla i € {1,2,3,4,5}, to wszystkie algebry sa
E-algebrami.

Oznaczmy powyzsza algebre przez Al to znaczy taka, w ktorej —ay — ay = as.

Zalezno$ci pomiedzy algebrami mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

Poziom 0 AD

Poziom 1 A Ai

Poziom 2

Czes$é 1. Przypomnijmy algebre Ad, gdzie tabela dla dzialania — ma postac:

| 2 [ zas[—as [as[aafas [az[an | 2a]

a a a Qs | Qq | Q3 | A2 | Q7 aq
a1 a a as | az | s | Ay aq
a9 a a as | az | asg | as Qo
—as a a as | a4 | g | A3 as
QY a a as | s | a5 | as Qg
—as 0 a Ay

as 0 0 alalal|al|lala

ay4 0 0 Ola|a|alal a

Jedlic ma; — a5 = a lub —a; — a5 = a5 dla i € {1,2,3,4,5}, to wszystkie algebry sa
E-algebrami.
Przypadek A2,

Zastanéwmy sie nad wartoscig elementu —a; — as. Oczywiste jest, ze —a; — a5 = a
lub —a; — a5 = as. Zalézmy, ze —a; — as # a oraz —a; — as # as, tzn. ~a; — as jest
nowym elementem réznym od a, as; oznaczmy go przez ag. Ponadto zalézmy, ze ag i —ag
sg poréwnywalne, tzn. —ag < ag wiec mamy 14 elementenowy tancuch:

O<a<... <as<-ag<ag<ag<...<-a<l

Operacja — moze by¢ zdefiniowana w nastepujacy sposob:
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| = | zas [ s [as [ as [as[as [as [a1 [ 2a |

a a a Qg | A5 | Qg | A3 | Q2 | A1 aq
—aq a a Qg | A5 | Q3 | Ay | Q2 aq
a9 a a as | az | ag | A a9
—as a a as | aq | g | A3 as
Ay a a as | A | a5 | Aj (07}
a5 a a ag as
Qg 0 a ag

ag 0 0 alalal|alalala

as 0 0 Olal|lal|lal|]a]|al|a

7 tatwoscig mozna wyznaczy¢ wartosci elementéw w powyzszej tabeli. Mamy —a; —

as = alub —a; — a5 = ag dlai € {2,...,5} oraz —a; — ag = a lub —a; — ag = ag dla
je{l,...,6}.
Zatézmy, ze —a; — a5 = ag dlai € {2,...,5}.

Otrzymujemy w ten sposéb nastepujaca tabele dla operacji —

[ [ [ [ [ s [y [z [ [ =]

a a a Qg | A5 | Qg | A3 | Q2 | A1 aq
- a a Qg | A5 | A3 | Ay | Q2 aq
a2 a a Qg | A5 | g | A3 | Q2 a9
—as a a Qg | A5 | Qg | A3 | Q3 as
Ay a a Qg | A5 | Q5 | A5 | Gj ay
a5 a a Qg | Qg | Qg | Ag | Qg as

Qg 0 a ag

ag 0 0 alala|alalala

as 0 0 Olal|lal|lal|a|al|a

Jesli ma; — ag = a lub —a; — ag = ag dla j € {1,...,6}, to wszystkie algebry sa

E-algebrami.

Przypadek A2y,

Rozwazmy teraz warto$¢ elementu —as — as. Oczywiste jest, ze —a; — a5 = a lub
-as — as = as. Zaltézmy, ze —as — as jest nowym elementem i oznaczmy go przez ag,
tzn. mas — a5 = ag. Otrzymujemy w ten sposéb 14-elementowy tancuch:

O<a<..<as<ag<ag<ag<...<-a<l

Operacja — moze by¢ zdefiniowana w nastepujacy sposob:
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| = | zas [ s [as [ as [as[as [as [a1 [ 2a |

a a a Qg | A5 | Qg | A3 | Q2 | A1 aq
—aq a a Qs | A5 | a3 | Ay | G2 aq
a9 a a as | A5 | g | Az | a2 a9
—as a a as | A5 | Qg | A3 | Q3 as
Ay a a Qs | A5 | G5 | A5 | Gj (07}
a5 a a g | A5 | A5 | Q5 | Q5 as
Qg 0 a ag
ag 0 0 alalal|alalala
as 0 0 Ola|alal|la|al|a
Okazuje sie, ze ~a; — ag = a lub —a; — ag = ag dla i € {1,...,6}.
Dla kazdej wartosci elementu —a; — ag dla i € {1,...,6} otrzymujemy E-algebry.

Cze$é 2. Przypomnijmy algebre A}, gdzie operacja — byta zdefiniowana w nastepujacy
Sposob:

| = | —as [as [ as[as [as [ai]| —a|

a a as | Qg4 | Q3 | A2 | Q7 aq
a1 a a4 | Az | A | Q2 aq
a9 a a4 | A3 | ag | Ay (05}
—as a a4 | Qg | a3 | A3 as
Ay a Qs | Aq | Qg | Qg ay

a5 a Qg

as 0 alalal|al|ala

Jesli —a; — a5 = a lub —a; — a5 = a5 dla i € {1,...,5}, to wszystkie algebry sa

E-algebrami.

Przypadek A%,

Rozwazmy element —a; — as. Zalézmy, ze —a; — as jest nowym elementem (tzn.
—a; — as # a oraz —a; — as # az) i oznaczmy go przez ag. Otrzymujemy w ten sposéb
tancuch 14 elementowy:

O<a<... <as<as<ag<ag<...<-a<l

gdzie operacja — jest zdefiniowana w natepujacy sposéb:
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| = | zas [ s [as [ as [as[as [as [a1 [ 2a |

a a a Qg | A5 | Qg | A3 | Q2 | A1 aq
—aq a a Qg | Aq | Q3 | Ay | Q2 aq
a9 a a a4 | Az | ag | Ay a9
—as a a a4 | A4 | Q3 | A3 as
Ay a a as | Aq | Qg | Qg (07}
a5 a a ag as
Qg 0 a ag

ag 0 0 alalal|alalala

as 0 0 Ola|alal|la|al|a

Oczywiscie tatwo mozna uzupetni¢ wartosci w powyzszej tabeli. Okazuje sie, ze ~a; —

as = alub —a; — a5 = ag dlai € {2,...,5} oraz —a; — ag = a lub —a; — ag = ag dla
je{l,...,6}.
Zatézmy, ze —a; — a5 = ag dlai € {2,...,5}.

Zatem tabela dla dzialania — ma postac:

[ [ [ [ [ s [y [z [ [ =]

a a a Qg | A5 | Qg | A3 | Q2 | A1 aq
- a a Qg | A4 | Q3 | Ao | Q2 aq
a9 a a Qg | A4 | Q3 | A3 | Q2 a9
—as a a Qg | Aq4 | Qg | A3 | Q3 as
Ay a a Qg | A5 | Qg | Agq | Qg ay
a5 a a Qg | Qg | Qg | Ag | Qg as
Qg 0 a ag
ag 0 0 alala|alalala
as 0 0 Ola|alal|la|al|a
Jesli —a; — ag = a lub —a; — as = ag dla j € {1,...,6}, wszystkie algebry sa

E-algebrami.

Przypadek A2,

Rozwazmy teraz element —a; — as5. Wiadomo, ze —a5 — a5 = a lub —a5 — a5 = as.
Zatézmy, ze —as — as jest nowym elementem i oznaczmy go przez ag, tzn. a5 — as = ag.
Po raz kolejny otrzymujemy 14 elementowy tancuch:

O<a<..<as<ag<ag<ag<...<-a<l

Jednak tabela dla operacji — ma postac:

44



| = | zas [ s [as [ as [as[as [as [a1 [ 2a |

a a a Qg | A5 | Qg | A3 | Q2 | A1 aq
—aq a a Qs | A4 | Q3 | Ay | Q2 aq
a9 a a Qs | A4 | Q3 | A3 | Q2 a9
—as a a as | A4 | Qg | A3 | Q3 as
Ay a a Qs | A5 | Qg | Qg | Qg (07}
a5 a a g | A5 | A5 | Q5 | Q5 as
—ag 0 a ag
ag 0 0 alalal|alalala
as 0 0 Ola|alal|la|al|a
Okazuje sie, ze —a; — ag = a lub —a; — ag = ag dla i € {1,...,6}.
Dla kazdej wartosci elementu —a; — ag, gdzie i € {1,...,6} otrzymujemy E-algebry.

Zalezno$ci pomiedzy algebrami z poziomu 0,1 i 2 przedstawi¢ mozna na nastepujacym
schemacie:

Poziom 0 AO
Poziom 1 1 1
E— A, A;
. 2 2 2 2
Poziom 2 A 500 Ao Ao A
Poziom n

Wszystkie tancuchy rozwazane w tym rozdziale maja parzysta liczbe elementow. Ba-
za do rozwazan stal sie tancuch 12-elementowy, a wszystkie nowe elementy sg postaci
ap 1 —a,. Tak wiec kazdy kolejny tanicuch ma (12 + 2m) elementéw. Zatem algebre
generowana przez tancuch (12 + 2m) elementowy bedziemy oznaczaé przez A™, gdzie
n =12 4+ 2m, m € N. Jednoczesnie n informuje na jakim poziomie jest dana algebra.

Rozwazmy (12 + 2m) elementowy tariuch. Algebra A™ jest ,rozszerzeniem” algebry
AP~ tzn. wartosci operacji — dla elementéw algebry A™ i AP 1 s takie same z wyjat-
kiem nastepujacych przypadkéw:

1. (a) ma; = ap_1 = alub —a; = a,_y = a,_y w A™ 1,
—a; = @p_1 =alub —a; = a, 1 =a, 1 dlai€{2,....,n—1} w A* 1
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(b) —a; = ap_1 = a, i ~a; = a1 = a lub —a; = a,_1 = a, w A",

2. (a) ma; > ap1=alub —a; = ap_1 =a, dlaie{l,...,n—1} w A*1,

(b) ma; = ap—1 =ap—1 dlaie{l,...,n—2}i-a,_1 = ap_1 = a, w A"

Zatem rozwazmy A®™, gdzie —a, < a, (przypadek gdy a, < —a, jest niemozliwy):

Niech dana bedzie algebra A}™*, gdzie n — 1 oznacza poziom (= liczebnoéé¢ algebry),
a indeks k£ oznacza dowolng algebre z poziomu n.

Zatem istnieja dwie E-algebry A™, tzn.

pierwsza E-algebra Ap,, w ktérej —ay — a,—1 = an; -a; = ap—; = a lub —a; —

an—1 =a, dlaie{2,....,n—1}; ~a; = a, = alub —a; - a, = a, dla j € {1,...,n}
> [ [ L [aus [ [ ar [ |
a a a Qp | Ap—1 ... ag | az | Ay aq
a1 a a Qp, ... | ag | aa | a2 aq
a2 a a ... | az | ag | as (05}
—as a a as | az | as as

Tn—1 a a Qp | Qp—1
ay, 0 a an,
an, 0 0 a a al a | a a
Ap—1 0 0 0 a al a | a a

druga E-algebra Ay, w ktérej —a,—1 — a,—1 = a,; ~a; = a, = a lub —a; = a, = a,
dla je{l,...,n}

L= [t [—an[anfana [ | a5 [ a2 [ a1 [ —a |
a a a | ap | a1 as as a; a;
—a1 a a Ap—1 . as a9 a9 aq
a9 a a Ap—1 e as as a9 a9
—as a a Ap—1 | --- Qg as as as
Tp—1 a a Qp, ceo | AGp—1 | Gp—1 | Gp—1 | Qpn—1
—ay, 0 a ay,
ay, 0 0 a a a a a a
Qn—_1 0 0 0 a a a a a
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Poziom O AO

Poziom 1 1 1
E— A, A;
. 2 2 2 \
Poziom 2 A 000 A 001 A 110 A
n-1
Poziom (n-1) Ak
Poziom n n n
EE— A, A,

Poziom (n+ 1)

Konstrukcja algebr A™1 jest dokladnie taka sama.
Rozwazymy przypadek A}, i A}, oddzielnie.

Przypomnijmy, ze jesli definiujemy nowy element jako —a; — ag, to dodajemy 0 (kolor
czerwony w tabeli) w prawym dolnym indeksie; jesli natomiast definiujemy element przez
—ay — ag, to w indeksie dodajemy 1 (kolor niebieski w tabeli).

Czes¢ 1. Rozwazmy przypadek Ag,.
Zatézmy, ze —a; — ap,_1 = a, dlai € {2,...,n—1}.

Zauwazmy, ze element —a; — a,, moze by¢ zdefiniowany na trzy sposoby:
1. =a; — a, = a,

2. a1 — a, = a,,

3. ma; = a, # ai-a; — a, # ay.

Zatozmy, ze —a; — a, jest nowym elementem, tzn. ~a; — a, =: a,.1. Zaktadamy,
7€ “py1 < apyq (poniewaz a,y1 < —a,qq jest niemozliwe). W konsekwencji kratg tej
algebry jest nastepujacy tancuch:
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o
o
o

n+l o+l n ay a, a, —a

a operacja — jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:

’ — H Ap—1 ‘ Ay, ‘ An41 ‘ an+1 ‘ Qp, ‘ Qp—1 ‘ e ‘ as ‘ a9 ‘ aq ‘ —Qa ‘
a a a a Ap41 (07% Ay —1 . as a9 aq aq
a1 a a a Ani1 Qp ... | ag (05} (05} aq
a2 a a a Anp ... | as as (05} (05}
—as a a a Qp ... | Qg | Q3 as as
1 a a an An | ap | @y | Qp_q
—ay, 0 a a pi1 | Gy
41 0 0 a An1
[ 0 0 0 a a a a | a a a
anp 0 0 0 0 a a a | a a a
Ap—_1 0 0 0 0 0 a a | a a a
Okazuje sig, ze ~a; = a, = a, lub —a; = a,, = a,41 dlai € {1,...,n} oraz —~a; —
Apt1 = a lub —a; = apy1 = apr dla j € {1,...,n+1}.
Zatézmy, ze —a; — a, = a,41 dlai € {1,... n}.

Tabela dziatania dla operacji — ma wtedy postac:

| = [t [ ~an [ ~tnis [ann | an Jana[...[ a3 | a3 | ax | —a |
a a a a pe1 | Qn | Qpo1 | ... | a3 as ay a
—a1 a a a Ap41 Ay e as a9 a9 aq
a9 a a a Ap41 (079 e as as a9 a9
—as a a a Ap41 (079 . ay as as as
“p_1 a a pi1 | G | -o- | ap (i, Ay | Gyt
—a, 0 a a Api1 | Qa1 | oov | Quat | Qa1 | Qpe1 | Gp
Tt 0 0 a An1
Gt 1 0 0 0 a a a a a a a
, 0 0 0 0 a a a a a a
Ap—1 0 0 0 0 0 a .. a a a a
Jesli —a; — apy1 = a lub —a; = apy1 = ayq1, gdzie j € {a,...,n+ 1}, to wszystkie

algebry sa E-algebrami.
W ten sposéb otrzymujemy algebre Ajdo .

Zatézmy teraz, ze —a, — a, jest nowym elementem, tzn. -a, — a, := a,1+1. Oczywi-
scie map11 < ane1. Operacja — jest okreslona w nastepujacy sposéb:
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| = [t [ —an [ ~ani [ann | an [ana|.. . [az]a]a | —a |

a a a a A1 Qp QAp—1 as | ag aq aq
—ap a a a anp, Ay as | ag | ag ay
Qa9 a a a (079 (079 as as a9 a9
—as ) a a (079 (07% ay as as as

p—1 a a an, Qp Ap | Gp | ap | Qpet
—an, 0 a a pi1 | Gn ap | ap | @y | an

Ap41 0 0 a an+1
[ 0 0 0 a a a | a | a a
an 0 0 0 0 a a a | a | a a
Ap—1 0 0 0 0 a a | a | a a

Latwo mozna pokazaé, ze —a; — ap11 = a lub =a; — apyq = apy dlai € {1,...,n+

1}. Kazda taka algebra jest E-algebra. Taka algebre oznaczymy przez ARy, .

Czesé 2. Rozwazmy teraz algebre Aj,. Zatézmy, ze —a; — a, jest nowym elementem,
tzn. —a; — a, := a,+1. Wtedy operacja — jest okreslona w nastepujacy sposob:

L = e [-an [ —api Japi | an Japa|.. ] a3 | ap | a1 | —a |
a a a a An+1 Qp, Qp—1 as a9 ap aq
—ay a (¢ a Ap4+1 | Ap—1 as a2 a2 ay
a9 a a a Ay —1 as as a9 a9
—as a a a Ap—1 ay as as as
Ap—1 a a Qn, Ap—1 | Qp—1 | pn—1 | Qn—1
a, 0 a a (i1 an,
g 0 0 a Ap41
Qni1 0 0 0 a a a a a a a
an, 0 0 0 0 a a a a a a
Ap—1 0 0 0 0 0 a a a a a
Okazuje sig, ze ~a; = a, = a, lub —a; = a,, = a,41 dlai € {1,...,n} oraz —~a; —

Apt1 = alub ma; — a1 = ap4y dlaj € {1,...,n+1}. Kazda taka algebra jest E-algebra.

Oznaczymy takie E-algebry przez Aj,-
Zatézmy teraz, ze —a, — a,

jacy sposob:
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| = [t [ ~an [ —tnii [ann | an Jana|...[ a3 | a3 | s [ —a |
a a a a An+1 Qp, Ap—1 Ce as (05} aq aq
—aq a a a Qp, Qp—1 Ce as a9 (05} aq
a2 a a a Qp, Qp—1 Ce as as (05} a9
—as a a a Qp, Qp—1 Ce ay as as as
“p—1 a a Qp, Qn, ceo | AGp—1 | Gp—1 | Gp—1 | Qp—1
—ay, 0 a a Ani1 an | ... | ap an, an an,
T 0 0 a An1
Qi1 0 0 0 a a a a a a a
an 0 0 0 0 a a a a a a
Ap—1 0 0 0 0 0 a a a a a
Latwo pokazaé, ze dla —a; — apy1 = a lub —a; — apy1 = apyr, gdziei € {1,...,n+1}

otrzymamy E-algebre. Powstale w ten sposéb algebry oznaczymy przez Ay, .

Uwaga. Powyzsza konstrukcje mozna przedstwi¢ w nastepujacy sposob:

Poziom 0 Ao
Poziom 1 1 1
- A, A;
) 2 2 2 \ 2
Poziom 2 A 000 A 001 A 110 A
n-1
Poziom (n-1) A K

T

n n
Poziom n
A ko A k1
n+l n+l
. n+l
Poziom (n+1) A k00 A Ko1 A

k10

20

111

n+1
k11



4.2

Twierdzenie podstawowe

Kazda gataz tego drzewa wyznacza pewna E-algebre nieskonczong.

Twierdzenie 29. 1. KaZda z algebr na dowolnym poziomie n jest E-algebrq.

2.

Kazda galgZ generuje nieskonczong E-algebre.

Mamy nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 30. Istnieje 2% pre-maksymalnych podrozmaitosci rozmaitosci E-algebr.

Dowéd. Udowodniliémy powyzej, ze istnieje 2%° nieporéwnywalnych miedzy sobg nieskon-
czonych algebr prostych.

Nalezy udowodnié¢, ze rozmaito$¢ generowana przez kazda z nieskonczonych E- algebr
nie nalezy do rozmaitosci generowanej przez zadna nieskonczona E-algebre tego zbioru.
Z twierdzenia Jénssona wszystkie podprosto nieredukowalne algebry rozmaitosci HSP(A)
nalezg do HSPy(A).

Ustalmy wiec nieskoniczona E-algebre Aj; i rozpatrzmy zbiér SPy(A;). Niech wiec B
bedzie nieskonczona, przeliczalna i nalezy do SPy(A). Algbery A; beda opisywane przez
nastepujace zdania pierwszego rzedu:

A; ma element najmniejszy i najwiekszy;

nad elementem 0 i pod elementem 1 znajduje sie doktadnie jeden element ; oznaczmy
g0 przez ag;

bezposrednio nad ay znajduje sie negacja elementu ag; oznaczmy ja przez —ag;

pod elementem —ag i nad elementem a znajduje sie doktadnie jeden element; oznacz-
my go przez aj;

bezposrednio nad elementem a i pod elementem a; znajduje si¢ negacja elementu
a1; oznaczmy ja przez —aq, itd.

Ostatecznie algebra A; bedzie oparta na tanuchu.

Zwiazki miedzy elementami tej algebry sa opisywane przez réwnosci biorace si¢ z tabeli
dziatan dla operacji — . Z konstrukcji dziatania — wynika tez, ze generatorem tej algebry
jest element oznaczony przez ag. W zwiazku z tym, kazda nieskonczona algebra nalezaca
do Py(A;) musi by¢ izomorficzna z A;.

]
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Z.akonczenie

A oto ilustracja wynikéw uzyskanych w rozprawie.

Wiadomo byto, ze logika RM ma jedno pre-maksymalne rozszerzenie, logika R ma
trzy pre-maksymalne rozszerzenia (logiki R i RM sa oczywiScie rozszerzeniami logiki E).
W rozprawie pokazano, ze logika E ma nieskonczenie wiele rozszerzen pre-maksymanych:

ey
\0/ 0 a

Church's chain

i
=
-

Church's diamond
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Nieco doktadniej:

generowane przez algebry

skoficzone generowane przez algebry

nieskonczone

(rozdziat 11T) ]
(rozdziat IV)

No 2N
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