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oo

A mathematician, like a painter or a poet, is a maker
of patterns. If his patterns are more permanent than
theirs, it is because they are made with ideas.

G. H. Hardy

ic tak trafnie nie oddaje istoty matematycznych poszukiwan, jak powyzsze stowa
G. H. Hardy’ego. Niewatpliwie tymi trwalymi ideami z przytoczonego cytatu,
sq przestrzenie wprowadzone przez autora tych stéw. Mimo uplywu przeszlo stu lat,
tematyka przestrzeni Hardy’ego jest nadal aktualna i znajduje sie w centrum badan
teorii przestrzeni funkcji analitycznych. W niniejszej rozprawie rozwijajac powstate na
przestrzeni lat idee, bada¢ bedziemy pewne naturalne uogdlnienia klas wprowadzonych
przez tego angielskiego matematyka.
Przypomnijmy, ze dla funkcji f holomorficznej na dysku jednostkowym D ptasz-
czyzny zespolonej (f € H(ID)) definiuje sie nastepujace monotonicznie rosnace funkcje
zmiennej r w przedziale [0, 1)

2m

M, (f,r) :=%f f(reV)Pde, p € (0,00),

0
Moo(f,7) = sup [f(re')|.

ost<2m

Przestrzert Hardy’ego HP(ID), p € (0,+00], sktada sie z takich funkcji f € H(D), ze
1/
If iy = sup (M,(f,r)"F < +oo,
osr<1

| f ooy := OSUPlMoo(f,r) < +00.

<r<
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Przestrzen (HP(D), || - [|»(p)) jest przestrzenia Banacha, jesli p € [1, +00], natomiast dla
p € (0, 1) - przestrzenig quasi-Banacha.

Przestrzenie Hardy’ego po raz pierwszy pojawity sie w pracy G. H. Hardy’ego [19].
Analiza tych klas kontynuowana byta przez E Riesza [52] czy Hardy’ego i J. E. Littlewooda
[20, 21]. Stopniowy rozkwit analizy funkcjonalnej i harmonicznej pozwolil z czasem na
rozwodj tej teorii w réznych kierunkach — przestrzenie Hardy’ego pojawiaja sie np. w za-
gadnieniach zwigzanych z réwnaniami rézniczkowymi (badania zagadnien brzegowych
eliptycznych réwnan rézniczkowych), przy opisie przestrzeni niezmienniczych operatora
przesuniecia na £2 oraz wielu innych istotnych problemach analizy harmonicznej oraz
teorii operatoréw miedzy przestrzeniami quasi-Banacha.

7 czasem zaczeto zastepowaé dysk jednostkowy bardziej skomplikowanymi obsza-
rami na plaszczyznie zespolonej. Naturalnym zbiorem wydawat sie by¢ pierscien — po
pierwsze jest to obszar dwuspdjny, wiec nie jest on konforemnie réwnowazny z dyskiem,
a po drugie funkcje na pierscieniu rozwijaja sie w szeregi Laurenta (w przypadku dysku
mamy rozwiniecie w szereg Taylora). Badaniom przestrzeni Hardy’ego na pierscieniu
poswiecone sa prace D. Sarasona [58] i D. M. Boyda [3, 2, 4]. Fundamentalna role
odegratl jednak dopiero artykut W. Rudina [54], w ktérym autor zaproponowat naste-
pujaca definicje przestrzeni Hardy’ego HP(£2), dla dowolnego p € (0,+00), gdzie Q
jest obszarem: przestrzert HP(Q) zawiera takie funkcje analityczne f na obszarze Q, dla
ktorych istnieje harmoniczna majoranta funkcji subharmonicznej |f |P.

Jesli taka harmoniczna majoranta istnieje, to z twierdzenia Harnacka wynika
réwniez istnienie najmniejszej harmonicznej majoranty v, funkcji |f |P. Wéwczas dla
ustalonego punktu z, € 2 nastepujacy wzor

”f”HP(Q) = Vf(zo)l/p

definiuje norme w przestrzeni H?(£2), jesli p € [1,4+00) (odpowiednio quasi-norme, gdy
p €(0,1)). Dodajmy, ze z nieréwno$ci Harnacka wynika, ze biorac w powyzszej formule
inny punkt obszaru Q dostajemy rownowazne (quasi-) normy. Ponadto, jesli Q =D, a
2o = 0, to otrzymany wzdr pokrywa sie z pierwotng formula na norme w przestrzeni
Hardy’ego H? (D). Nalezy podkre$li¢, ze z definicji Rudina wynika jeszcze inny wazny
fakt — odwzorowania konforemne generuja izometryczne izomorfizmy miedzy klasami
Hardy’ego na réznych (ale konforemnie réwnowaznych) obszarach Dirichleta. Fakt ten
uzasadnia zatem motywacje do badan przestrzeni Hardy’ego na obszarach wielospéjnych
plaszczyzny.

Wielosp6jnos¢ obszaru  w znaczacy sposéb zmienia nature tych przestrzeni (w sto-
sunku do pierwotnie rozpatrywanych klas Hardy’ego na dysku). Dla przyktadu klasyczne
twierdzenie Riesza glosi, ze jesli u € h?(D) (h?(D) oznacza przestrzen takich funkcji
harmonicznych u: D — R, dla ktérych supy<,; fozn [u(re’)|Pdt < +00), to istnieje
sprzezenie harmoniczne v € h? (D) funkcji u oraz dla dowolnego 0 < r < 1 mamy

27 271
f [v(ret)Pdt <APJ lu(re')|Pdt,
0 0

przy pewnej stalej A, zaleznej jedynie od wyktadnika p. W przypadku H?(Q2) analogon te-
go twierdzenia jest niemozliwy. Opisana sytuacja nie jest niczym osobliwym — przestrzen
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HP(£) nie posiada wielu wlasnosci, ktére ma przestrzen HP (D). Wiecej informacji o prze-
strzeniach Hardy’ego na obszarach mozna znalez¢ w monografii [14]. Obecnie badania
przestrzeni Hardy’ego na obszarach i operatoréw na tych przestrzeniach prowadzone sa
m.in. przez I. Chalendar i J. R. Partingtona (patrz [5, 6]).

Wspdtczesnie obok klas Hardy’ego bada sie réwniez pewne uogdlnienia tych prze-
strzeni. Jako przyktad nalezy wymieni¢ tu chociazby mieszane przestrzenie Hardy’ego
HP%%(D), gdzie 0 < p < 400, 0 < g, a < +09, ktdre definiuje sie jako zbidr tych funkcji
holomorficznych f na D, dla ktérych

1
J (1— r)qa_lMp(f, r)idr < +o0.
0

Przestrzenie te pojawiajq sie w kontekscie badan zwiazanych z teorig multiplikatoréw
(patrz [23, 24]). Innymi przykltadami sg przestrzenie Hardy’ego-Lorentza (patrz [25]),
czy tzw. przestrzenie HX (D), generowane za pomocg przestrzeni symetrycznych X na
odcinku [0, 27) (patrz [43, 45]).

Na przelomie lat sze$c¢dziesiatych i siedemdziesigtych XX wieku poznanski ma-
tematyk R. LeSniewicz badatl klasy Hardy’ego—Orlicza na dysku jednostkowym (patrz
[34, 35, 36, 37, 38]). Studia nad tymi przestrzeniami kontynuowane byty m.in. w pra-
cach [10, 22, 26]. Wspétczesnie rozwazania dotyczace przestrzeni Hardy’ego—Orlicza
prowadzone sa gtéwnie w kontekscie badan operatoréw — gléwnie operatora kompozycji
(poréwnaj [32] czy [31]).

Przypomnijmy, ze fundamentalnym wynikiem w teorii przestrzeni Hardy’ego H? (D),
p = 1, jest twierdzenie Fatou-Riesza, ktére orzeka, ze granica radialna f*(e't) =
lim,_,;- f.(e'") istnieje dla p.w. t € T := [0,2m) oraz Ilf lgey = IIf “ll o (r)- Ponadto
wspotczynniki Fouriera F(n) funkeji f* sa réwne zeru, gdy n < 0. Prawdziwa jest takze
implikacja odwrotna, tzn. dla dowolnej funkcji g € LP(T), p = 1, ktérej wspotczynniki
Fouriera g(n) = 0 dla n < 0, analityczne rozszerzenie P[g]: D — C, zdefiniowane
wzorem

Plglz) = Zg(n)z", zeD
n=0

nalezy do H?(DD), ponadto g jest granica radialna (P[g])* funkcji P[g].

Powyzsze twierdzenie ma swdj analogon w przypadku obszaru wielospéjnego 2,
0 ,odpowiednio gtadkim” brzegu ¢ Q2. Wéwczas nie méwimy o granicy radialnej f * funkeji
f € HP(Q), ale o funkcji brzegowej, ktora jak sie okazuje nalezy do pewnej domknie-
tej podprzestrzeni przestrzeni L(9Q, w) z miara harmoniczna w na 9 (patrz [54]
lub [14]). Dodajmy, ze w pewnych przypadkach, np. gdy Q@ = A jest pierscieniem,
podprzestrzen te mozna opisa¢ w terminach wspétczynnikéw Fouriera (patrz [58]).

W 1932 roku Hardy i Littlewood udowodnili stynna nieréwnos¢ (patrz [21]) zwana
w literaturze nieréwnosciq Hardy’ego-Littlewooda: istnieje taka stata C, > 0, ze dla
dowolnego f € H?(D), 0 < p < 1 mamy

1
f o2y = J (1 =r)"P2My(f, r)dr < Glif lo)-
0
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Innymi stowy operator inkluzji dziatajacy z przestrzeni Hardy’ego H?(D), 0 < p < 1,
w wagowq przestrzeri Bergmana BY/P~2(D) jest ograniczony. Niemal czterdziesci lat pézniej
P L. Duren, B. W. Romberg i A. L. Shields w pracy [13] badali przestrzenie dualne obydwu
przestrzeni i udowodnili, ze (HP(D), || - [|gip-2(p))* = (HP (D), || - lge(p))* dla dowolnego
0 < p < 1. W dowodzie tego faktu kluczowg role odgrywa opis topologii Mackey’a
na przestrzeni H?(D). Niech (X, 7) bedzie przestrzenig liniowo-topologiczna, ktérej
przestrzen dualna (X, 7)* oddziela punkty w X. Przypomnijmy, ze topologiq Mackey’a
na przestrzeni liniowo-topologicznej (X, T) nazywamy najsilniejszg lokalnie wypuklq
topologie u taka, ze
X, 1) =X, )"

Zagadnienie badania topologii Mackey’a przestrzeni Hardy’ego na obszarach oraz uogol-
nien przestrzeni Hardy’ego kontynuowane bylo w kolejnych latach. W artykule [3]
D. M. Boyd znalazt analogiczny opis w przypadku przestrzeni Hardy’ego H”(A) na pier-
Scieniu oraz opis przestrzeni dualnych HP(A)*. W pracy [48] zagadnienie to badane byto
dla przestrzeni Hardy’ego—Orlicza na dysku, zas w pracy [46] w przypadku wektorowych
przestrzeni Hardy’ego.

Jednym z najwazniejszych kierunkéw badan w teorii przestrzeni Hardy’ego jest
badanie specjalnych klas operatordw, ktérych dziedzing sa przestrzenie H? (D). Szcze-
golna rola w tym kontekscie przypada operatorowi kompozycji. Przypomnijmy, ze gdy
¢ : D — D jest holomorficznym odwzorowaniem dysku w siebie operator C, definiujemy
wzorem:

Cof =fop, feHD).

Studia nad operatorem kompozycji w zadziwiajacy sposob tacza elementarne
zagadnienia teorii operatoréw z pieknymi klasycznymi wynikami teorii funkcji holomor-
ficznych. W przypadku bardziej skomplikowanych obszaréw anizeli obszary jednospéjne
uwidaczniajg sie takze zwigzki z analizg harmoniczna.

Studia nad operatorem zlozenia siegaja poczatkdw teorii przestrzeni Hardy’ego.
Pierwszym znaczacym wynikiem byta Zasada podporzqgdkowania Littlewooda z 1925
roku (patrz [40]), z ktérej wynikal wniosek o ciaglosci tegoz operatora dla dowol-
nej funkeji generujacej. Stopniowo pojawialy sie bardziej wyrafinowane pytania, na
przyklad dotyczace zwartosci operatora kompozycji na H? (D). Problem zwarto$ci badat
H. J. Schwartz (patrz [59]). Sformutowat on uzyteczne kryterium do badania operatoré6w
kompozycji: operator kompozycji C,,: H?(D) — HP(D) jest zwarty wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego ograniczonego w HP (D) ciqgu {f,} zbieznego niemal jednostajnie do 0,
mamy [|C, follio) = ©.

Z powyzszego kryterium zwanego kryterium Schwartza tatwo wywnioskowa¢ (bio-
rac za f,(z) = 2", z € D), ze symbole zwartych operatoréw kompozycji C, : H? (D) —
HP(D) spehiajg zaleznos¢ |p*| < 1 p.w. na dD, przy czym jesli ||¢|lgemp) < 1, to
C,: HP(D) — HP(D) jest zwarty. Ponadto, okazuje si¢ (por. [63]), ze dla dowolnych
p,q € [1,+00) zwartos¢ operatora C,: HP(D) — HP(D) jest r6wnowazna zwartosci
operatora C,, : H(D) — H%(D). Stad badania kontynuowano w szczegélnym przypadku
p = 2 (jak wiadomo przestrzen H2(ID) jest przestrzenia Hilberta). Z czasem formutowano
nowe twierdzenia, ktorych istota bylo iloSciowe ujecie tego, jak w otoczeniu brzegu
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dysku musi zachowywac sie funkcja ¢, aby operator kompozycji byt zwarty. Przyktadowo
w pracy [63] pokazano, ze jesli obraz p(D) zawiera sie w wielokacie wpisanym w dysk
D, to operator kompozycji C,: H 2(D) — H?(D) jest zwarty (co wiecej, jest operatorem
Hilberta—Schmidta). W rozprawie doktorskiej [59] Schwartz udowodnil, ze jesli ¢ (D)
zawiera dysk styczny do I, to taki operator kompozycji nie jest zwarty na H2(D). W
1986 roku B. D. MacCluer i J. H. Shapiro podali charakteryzacje zwartych operatoréow
kompozycji generowanych przez réznowartosciowe funkcje ¢ (patrz [42]). Opis byt
nastepujacy: jesli ¢ : D — D jest réznowartosciowaq, to C,: H 2(D) — H?(D) jest zwarty
wtedy i tylko wtedy, gdy

1—]e(=)| _

= +0Q.
lzl-1-  1—|z|

Problem charakteryzacji zwartych operatoréw kompozycji, przez wiele lat eksploro-
wany, udalo sie ostatecznie rozwiazac¢ w latach osiemdziesiatych XX wieku. J. H. Shapiro
(patrz [61]) podal pelna charakteryzacje zwartych operatoréw kompozycji w terminach
funkeji Nevanlinny: Operator C,: H*(ID) — H*(D) jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy

Np(w) _

im =
wl—-1- 1 — |w|

B. D. MacCluer [41] podata analogiczng charakteryzacje przy uzyciu miar Carlesona:
operator C,: H 2(D) — H?(D) jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy miara ., jest znikajqcq
miarq Carlesona. Przypomnijmy, Ze miare borelowska u na dysku jednostkowym D
nazywamy miarqg Carlesona jesli dla dowolnego okna Carlesona o srodku w punkcie
£ € dDipromieniu 0 < h < 1, tj. zbioru

W(Eh) ={z€D: |z| >1—h, |arg(zE)| < h}
zachodzi warunek
u(W(&,h))=0(h), h—0.
Jesli za$ spelniony jest warunek
u(W(E,h))=o(h), h—0,

to miare u nazywamy znikajgcq miarq Carlesona. Wyniki z pracy J. H. Shapiro [61] zostaly
uogolnione przez S. D. Fishera i J. E. Shapiro na przypadek przestrzeni H?(2), gdzie
Q jest obszarem wielospdjnym, przy uzyciu analogonu funkeji Nevanlinny (patrz [15]).
Miary Carlesona w kontekscie przestrzeni Hardy’ego HP () na obszarach wielosp6jnych
studiowane byly w pracach [49, 50]. Z wynikéw tych w szczegélnosci otrzymaé mozna
opis ograniczonych operatorow kompozycji. Badania te nie byly jednak kontynuowane
w kierunku opisu innych wtasnosci operatora kompozycji (np. zwartosci, stabej zwartosci,
porzadkowej ograniczono$ci) na przestrzeniach Hardy’ego HP(2) na obszarach.

Praca MacCluer (w polaczeniu ze znanym lematem Carlesona) doprowadzita do
studiowania innej klasy operatoréw — operatoréw inkluzji dziatajacych z klasy Hardy’ego
do przestrzeni quasi-Banacha. Stosujac odpowiednie miary przy badaniu takiego opera-
tora otrzymujemy w szczegolnosci wyniki dla operatora kompozycji. Tego typu podejscie
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czesto stosuje sie wspodtczesnie do badan operatora zlozenia, a zainteresowanie ta tema-
tyka nie stabnie — problemy dotyczace opisu zwartosci, stabej zwartosci, nuklearnosci
czy absolutnej p-sumowalnosci studiowane sg dla réznego typu wariantéw przestrzeni
Hardy’ego (jak np. Hardy’go—Orlicza czy Hardy’ego—Lorentza) z uzyciem réznych na-
rzedzi analizy funkcjonalnej. Odsytamy tu do prac [15, 29, 31, 33, 41, 45, 53, 61] oraz
monografii [9, 62], a takze [32].

W niniejszej rozprawie, rozszerzajac koncepcje W. Rudina, w rozdziale 2 zdefiniuje-
my i bada¢ bedziemy przestrzenie Hardy’ego—Orlicza na ogélnych obszarach ptaszczyzny
zespolonej. Naszym zadaniem bedzie przedstawienie pewnych izomorficznych i izome-
trycznych charakteryzacji tych przestrzeni. Pokazemy miedzy innymi analogon twierdze-
nia Riesza-Fatou oraz twierdzenia o reprezentacji przestrzeni Hardy’ego—Orlicza w posta-
ci pewnych sum prostych. Rozwaza¢ bedziemy takze przestrzenie Hardy’ego—Orlicza na
pierscieniu — podamy opis (w terminach wspélczynnikéw Fouriera) domknietej podprze-
strzeni przestrzeni Orlicza L?(8 A) na brzegu pierécienia, izomorficznej z przestrzenia
H?(A). Studiowaé bedziemy réwniez pewne wlasnosci przestrzeni Hardy’ego—Orlicza
na obszarach kotowych, istotne przy badaniu operatora kompozycji dziatajacego miedzy
tymi przestrzeniami.

Rozdzial 3 rozprawy opisuje wyniki dotyczace powtok Banacha w przypadku prze-
strzeni Hardy’ego-Orlicza H?(A) na pierscieniu A, generowanych przez funkcje Orlicza
&, dajace sie dobrze przybliza¢ (wklestymi) funkcjami potegowymi. W szczegdlnosci
w przypadku funkcji potegowych otrzymujemy wyniki Boyda z pracy [3] dla przestrze-
ni Hardy’ego H’(A) (0 < p < 1). Stosujac uzyskang w pierwszej czesci rozdzialu 3
izomorficzng charakteryzacje wagowych przestrzeni Bergmana udowodnimy analogon
nieréwnosci Hardy’ego-Littlewooda. Nastepnie rozszerzajac pewne metody z pracy
J. H. Shapiro [60] otrzymamy opis powlok Banacha za pomoca, ktérego wyznaczymy
opis przestrzeni dualnych do przestrzeni H?(A).

W rozdziale 4 badane sg operatory kompozycji na przestrzeniach Hardy’ego-Orlicza
na obszarach kotowych. Na poczatku rozdziatu pokazemy, ze dla dowolnej funkcji ho-
lomorficznej ¢: Q@ — Q operator C,: H?(Q) — H?%(Q) jest ograniczony. Zasadnicza
czes¢ rozdzialu poswiecona jest rozwazaniom dotyczacym zwartosci tegoz operatora
na przestrzeniach Hardy’ego—Orlicza na obszarach kotowych. W celu uzyskania opisu
zwartych operatoréw zlozenia w terminach miar Carlesona, bada¢ bedziemy operatory
inkluzji dzialajace z przestrzeni H?(Q) w przestrzenn L?(Q, u) nad przestrzenia mie-
rzalna (2, %, u) z miara borelowska u. Udowodnimy réwniez, ze funkcja Carlesona
oraz funkcja liczaca Nevanlinny sa réwnowazne, skad wynika¢ bedzie charakteryzacja
zwartych operatoréw kompozycji w terminach funkcji liczacej Nevanlinny. Pokazemy
takze, ze w przypadku skonczenie wartosciowych funkcji generujacych istnieje prostsza
charakteryzacja zwartych operatoréw kompozycji. Ponadto w rozdziale 4 prowadzone sg
takze badania innych wlasnosci operatoréw zlozenia. Podane zostang m.in. pewne opisy
i charakteryzacje stabo zwartych, zupeknie ciaglych oraz porzadkowo ograniczonych
operatoréw kompozycji.



Rozdzial

Preliminaria

oo

elem niniejszego rozdziatu jest ustalenie notacji oraz przypomnienie podstawowych
C pojec i faktéw uzywanych w dalszej czesci pracy.

Niech X bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem K (K = C lub K = R). Quasi-normq
w X nazywamy funkcjonat || - ||: X — R, :=[0,4+00) speliajacy warunki

i) Jedli ||x||=0,to x =0,
(i) ||Ax]l = |Al|lx]| dla dowolnych x € X, A € K,

(iii) Istnieje taka stata C = 1, ze dla dowolnych x, y € X mamy
llx + yll < Clxll + 11y 1D

W przypadku, gdy C > 1 przestrzen (X, || - ||) nazywamy quasi-unormowana, natomiast
gdy C = 1 funkcjonat || - || nazywamy norma, a (X, || - ||) przestrzenia unormowana.
Przestrzen quasi-unormowana (X, || - ||) nazywamy przestrzenia quasi-Banacha, gdy jest
zupekna, to znaczy gdy kazdy ciag Cauchy’ego (w sensie || - ||) jest ciagiem zbieznym
(w sensie || - ||) do pewnego elementu przestrzeni X.

Jesli (X, || - ||) jest przestrzenia quasi-unormowana, x € X i r > 0, to przez B(x,r)
oznaczamy zbior B(x,r) := {y € X : ||y — x|| < r} i nazywamy kula (domknieta)
o promieniu r i srodku w x. Jesli x = 01ir =1, to piszemy By zamiast B(0, 1).

Niech (9, %, u) oznacza przestrzen z zupelna i o-skorficzong miarg na 3, natomiast
Lo(Q) := L°%(u) = L°(Q, &, u) niech bedzie przestrzenia (klas réwnowaznosci wzgle-
dem réwnosci u—prawie wszedzie) rzeczywistych funkcji mierzalnych na Q z topologia
zbieznosci wedtug miary na u-skoniczonych zbiorach. Méwimy, ze X C L°(Q) jest kratq
quasi-Banacha z czesciowym porzadkiem ,.<” (x < y u-p.w.), jezeli istnieje u € X takie,
ze u > 0 u-p.w. na Q oraz dla kazdego x € L° i y € X z warunku |x| < |y| wynika, ze
x € X oraz ||x|| < ||yl
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Jezeli (X, T) jest przestrzenia liniowo-topologiczng taka, ze (X, 7)* oddziela punkty
w X, to topologiq Mackey’a w X nazywamy najsilniejszg lokalnie wypukla topologie
uw X, dlaktérej (X, u)* = (X, 7)*. Gdy (X, || - ||) jest przestrzenig quasi-Banacha, ktérej
dual X* oddziela punkty w X, wéwczas topologia Mackey’a jest generowana przez norme
|| - |, ktora jest funkcjonatem Minkowskiego wypuklej powloki kuli jednostkowej By
przestrzeni X. Uzupelnienie (X, || - ||.) nazywamy powtokq Banacha i oznaczamy przez X.

Niech X, Y beda przestrzeniami liniowo-topologicznymi. Odwzorowanie T: X — Y
nazywamy operatorem, gdy jest ciagle. Przestrzen wszystkich operatoréw liniowych z X
w Y oznaczamy Z(X,Y). JeSli X C Y, to X — Y wskazuje na to, ze odwzorowanie
liniowe j: X — Y dane wzorem j(x) = x dla x € X jest operatorem. Operator j nazy-
wamy operatorem inklugzji lub wtozenia. Przypomnijmy, ze gdy X, Y sa przestrzeniami
quasi-Banacha, to odwzorowanie liniowe T: X — Y jest operatorem wtedy i tylko wtedy,
gdy T jest ograniczony, tzn. istnieje taka stata C > 0, ze ||Tx||y < C||x||x, dla wszystkich
x € X. W tym przypadku funkcjonat || - ||: £(X,Y) — R, okreSlony wzorem

ITI=sup{lITxlly : lIxllx <1}, TeZLX,Y),

nazywaé bedziemy normq operatora. Wiadomo, ze (£ (X,Y), ||-||) jest przestrzenia quasi-
-Banacha (Banacha, gdy Y jest przestrzenia Banacha). W szczegdlnosci X* := £ (X, K)
przestrzen wszystkich funkcjonatéw liniowych i ciagtych jest przestrzenia Banacha z nor-
ma

x| = sup{|x*(x)| : llx[lx <1}, x*eX™

Jezeli X 1 Y sg przestrzeniami unormowanymi, a T € ¥ (X,Y), to dla kazdego
y* € Y* funkcjonal T*y* okreslony na X wzorem T*y*(x) := y*(Tx), x € X jest liniowy
i ciagly. W konsekwencji T* € £(Y*,X*). Wiadomo, ze ||T*|| = ||T||. Zdefiniowany
powyzej operator T* nazywamy operatorem sprzezonym do T.

W rozprawie rozwazac bedziemy rézne klasy operatoréw. Niech X, Y beda dowolny-
mi przestrzeniami Banacha. Operator T € £(X,Y) nazywamy operatorem gwartym, gdy
T(By) jest warunkowo zwartym zbiorem w Y. Operatory zwarte miedzy przestrzeniami
Banacha tworza domknieta podprzestrzen przestrzeni £ (X,Y). Operator T: X —» Y
nazywamy stabo gwartym, gdy obrazem dowolnego ograniczonego podzbioru X jest
warunkowo stabo zwarty podzbioér Y, tzn. jego domkniecie w stabej topologii Y jest
zwarte. Operator T: X — Y nazwiemy zupetnie ciggtym, jezeli przeksztatca ciagi stabo
zbiezne w X w ciagi normowo zbiezne w Y. Operator T : X — Z, gdzie X jest przestrzenig
Banacha, a Z podprzestrzenig kraty Banacha Y nazywamy porzqdkowo ograniczonym,
jesli istnieje takie y € Y, ze |Tx| < y dla wszystkich x € By.

Operator T z niepustego podzbioru X, przestrzeni S(Q4, X1, U, ) wszystkich funkcji
prostych u,-catkowalnych do L*(£2,, X5, u,) nazywamy quasi-liniowym, gdy istnieje taka
stata K > 0, ze T(x+y) < K(|Tx|+|Ty|) dla wszystkich x, y € X, takich, ze x +y € X,,.
Jezeli K =1, to operator T nazywamy subliniowym (w X,).

Operator quasi-liniowy T : LP(Q4, %1, 41) — L1U(Q,, 2y, U5) Nazywamy operatorem
mocnego typu (p,q), 1 < p,q < +00, gdy istnieje takie C > 0, ze dla kazdego f €
LP(Q4, %4, uq) zachodzi nieréwnosé

ITfllg < Clfll,
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Moéwimy, ze T jest operatorem stabego typu (p,q), gdy istnieje takie C > 0, ze dla
kazdego f € LP(£;,%;, u,) oraz dla kazdego A > 0 zachodzi nier6wnos¢

q
wa ) < (L)

gdzie E;(Tf) :={veQy: |Tf(v)| > A} dla A > 0. W powyzszych definicjach symbole
|||, oraz || - ||, oznaczaja normy w przestrzeniach LP(u,) i LY(u,) odpowiednio.

1.1. Funkcje Orlicza i przestrzenie Hardy’ego-Orlicza na dysku

Funkcje #: R, — R, nazywac bedziemy funkcjq Orlicza, jesli jest ona niemalejaca,
ciagla, ®(u) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy u = 0 oraz lim,_,, o, ?(u) = +00. W pracy
czesto bedziemy zakladac, ze & jest wypukla. Z wypuklosci funkcji ¢ wynika istnienie
pochodnych lewostronnych tej funkcji, ponadto spetniony jest wzdr

&(x) = J &'(t)dt, x>0,
0

gdzie ¢’ oznacza pochodng lewostronng &.
Funkcje ¥: R, — [0,+00] okreslona wzorem

v(x)=sup{yx—#(y)}, x>0,
y=0

nazywamy funkcjq dopetniajgcq w sensie Younga do $. Fakt ten zapisujemy ¥ = &*.

Nasze rozwazania dotyczace przestrzeni Hardy’ego—Orlicza bedziemy czesto prowa-
dzi¢ przy dodatkowych warunkach na funkcje Orlicza, ktore opisane sa ponizej. Warunki
te pojawily sie¢ wczesniej m.in. w monografiach [27, 51] oraz pracy [32].

Warunki umiarkowanego wzrostu. Méwimy, ze funkcja Orlicza ¢ spelnia warunek A;
(® € Ay), jesli istnieja takie x, > 0, ¢ > 0, ze dla dowolnych x,y = x,

P(xy) < c®(x)e(y).

Méwimy, ze funkcja Orlicza ¢ spelnia warunek A, (¢ € A,), jesli istniejq takie
Xo >0, K > 1, ze dla dowolnego x = x,

$(2x) < KP(x).
Warunki szybkiego wzrostu. Méwimy, ze funkcja Orlicza ¢ spetnia warunek A°
(@ € AY), jesdli istnieje takie f > 1, ze

lim *(px) =+00

X—+00 X

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja & okreslona wzorem #(x) = exp[(log(x +1))*/?]—1 spehia
warunek A,
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Méwimy, ze funkcja Orlicza & spelnia warunek Al (¢ € A1), jedli istnieje takie
B > 1, ze nieréwnos¢
x®(x) < (Px)

zachodzi dla duzych x. Warunek ¢ € A® implikuje #(x) = exp(a(log x)?) dla pewnego
a > 0 i dostatecznie duzych x (patrz [51, Proposition 2]). Przyktadem funkcji Orlicza
& € Al jest funkcja #(x) = exp[(log(x +1))2]—1 dla x = 0.
Méwimy, ze funkcja Orlicza & spelnia warunek A? (¢ € A?), jedli istnieje takie
a>1,ze
(#(x))* < #(ax)

dla duzych x. Warunek ¢ € A? implikuje, ze $(x) = exp(x*) dla pewnego a > 0 i odpo-
wiednio duzych x patrz [51, Proposition 6]). Mozna sprawdzi¢, ze #(x) = exp (x2)—1
spetnia A2,

Warunki regularnego wzrostu. Méwimy, ze ¢ € V,, jesli funkcja &* spelnia warunek
A, (réwnowaznie: istniejq takie 8 > 1 oraz x, > 0, ze #(fx) = 26d(x) dla x = x;).
Latwo sprawdzic, ze jesli ¢ € V,, to @ — +00, gdy x — +00.

Moéwimy, ze ¢ spelnia warunek V; (¢ € V;), jesli funkcja ¢* spelnia warunek A;.
Rownowaznie (x)®(y) < #(bxy) dla pewnego b > 0 i duzych x, y. Zauwazmy, ze na
przyktad x — xP € V4, ale x — xPlog(x + 1) ¢ V. Zachodzg nastepujace zaleznosci

(patrz [51], str. 43):
(PerA)=>(pecA)= (6 A= (6 V,),
(PeA)=> (PeV,)=(PEV,).

Ponadto ¢ € A! nie pociaga za soba ¢ € V,, a & € V; nie implikuje & € A®—jedli
d(x)=xP,x=0ip=1,todeV,,aled¢A".

Klasa A(a, ). Niech a, 8 beda takimi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, ze a < f3.
Moéwimy, ze funkcja Orlicza ¢ € A(a, ), jesli istnieja takie t, = 0 oraz C > 0, ze dla
dowolnego t = t, oraz dowolnego A = 1 zachodza nieréwnosci

d(At
d(At

)< CIAPe(0),

)= CA%®(t).

Ponadto, jesli t, = 0, C = 1 i t — &(t/%) jest funkcja wypukla na R,, to bedziemy
pisa¢ ¢ € A(a, 8). Podklasa A(a, ) € A(a, ) klasy A(a, ) zostala wprowadzona
z technicznych wzgledéw. W pracy [48] pokazano, ze dla kazdej funkcji & € A(a, 8)
istnieje funkcja ¥ € A(a, ) réwnowazna do ¢, co oznacza, ze nierownosé¢

K'o(t) < () SK®(t), t=t,

zachodzi dla pewnej statej K oraz pewnego t, = 0. W szczegdlnoéci LY = L? z réwno-
waznoscig norm. Latwo réwniez sprawdzié, ze dla ¢ € A(a, ) mamy

P(x+y)< 28 (d(x) + #(y)), x,y=0.
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Przestrzenie Hardy’ego-Orlicza. Dla dowolnej funkcji Orlicza ¢ symbolem p; ozna-
czaé bedziemy modular, czyli nastepujacy funkcjonat ps: LO(Q, Z, u) — [0,+00]

ps(f) 5=J e(If Ddp,  f € L°(2,Z,u).
Q

Przestrzeniq Orlicza L*(Q2) := L*(Q, X, u) nazywamy przestrzen (klas réwnowaz-
nosci) X-mierzalnych funkcji f : Q — C, dla ktérych istnieje taka stata € > 0, ze

pe(ef) < +o00.

Bedziemy réwniez pisaé¢ krétko L?(u), gdy wiadomo jaka przestrzen mierzalna rozpatru-
jemy. Latwo sprawdzié, ze jesli istnieje takie K > 0, ze &(t/2K) < &(t)/2 dla wszystkich
t > 0, to L?(Q) jest krata quasi-Banacha z quasi-norma || - || +(q) okre$long wzorem

1f ooy :=inf{e > 0: py(f/e) <1}, feL?(@).

Jak wiadomo [|-|| jest norma (nazywana normq Luxemburga), gdy & jest funkcjq wypukta.
Zauwazmy, ze jesli u(Q2) < +oo oraz ¢ € A,, to L?(Q) = M?(Q) = E?(Q), gdzie

L?:= {f € L) : ps(Af) < +00, dla pewnego A > 0},
M? = {f € L) : ps(Af) < +o00, dla dowolnego A > 0},
E?:={f € L) : py(f) < +o0}.

Przypomnijmy réwniez, ze jesli funkcje Orlicza ¢, ¥ sa wypukte oraz ¥ € A,, to
zachodza nastepujace izomorficzne zaleznosci miedzy przestrzeniami i przestrzeniami
sprzezonymi (patrz [51])

L<P o~ (L\P)*’ (Mq§)>k o LlP’
gdzie & i ¥ sg funkcjami sprzezonymi w sensie Younga.

W dalszym ciagu D = {z € C : |z| < 1} bedzie oznacza¢ dysk jednostkowy, zas
T =[0,2mn). Dla f € H(D) oraz r € (0, 1) oznaczmy przez f,: T — C dylatacje funkcji f
dana wzorem

f.(e')=f(re"), teT.

Niech ¢ bedzie funkcja Orlicza. Przestrzenia Hardy’ego-Orlicza na dysku jednostko-

wym H?(ID) nazywamy przestrzeni wszystkich takich funkcji f € H(D), ze

If ey := sup ||f;llpoery < +o00.
osr<1

Zauwazmy, ze jedli istnieje takie K > 0, ze d)(t /2K ) < %d)(t) dla t > 0, to funkcjonat
Il - lz#(py jest quasi-norma w H?(ID) (|| * || L+(ry jest quasi-norma w L‘I’(’]I‘)) speliajacq
nieré6wnosc

If + gllge () < K(“f”H‘?((]D)) + ||g||H4>((D)); f, g € H*(D),

zatem jest norma, gdy ¢ jest wypukla funkcja Orlicza. Zauwazmy réwniez, ze dla
p €(0,+00)id(t) = tP, t > 0, przestrzert H®(ID) jest identyczna z klasyczna przestrzenia
Hardy’ego HP (D).
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Nastepujace twierdzenie (patrz [32, Proposition 3.1]) jest uogdlnieniem twierdze-
nia Riesza-Fatou dla klasycznych przestrzeni Hardy’ego.

Twierdzenie 1.1. Niech f: D — C bedzie funkcjq holomorficzng. Dla kazdej wypuktej
funkcji Orlicza ¢ nastepujqce warunki sq rownowagne:

(1) SUPo<r<1 ”fr”Lq’(']l‘) < +too, gdZie fr(t) = f(reit): teT.
(i) Istnieje funkcja f* € L?(T), ktdrej wspétczynniki Fouriera F(n) =0dlan<0oraz
f@)=2.50f*(n)", z €D.

Jesli warunki te sq spetnione, to ||f* || e(1) = suPo<,<1 I il o(T)-
W dalszym ciagu HM?(D) oznaczaé bedzie domkniecie H (D) w normie H?(DD).

Twierdzenie 1.2 ([32, Proposition 3.4]). Dla dowolnego f € HM?(D) mamy
Lim lfy = fllzeqy = O

Ponadto, przestrzeri wielomianéw okreslonych na D stanowi gesty podzbiér w HM? (D).

1.2. Obszary i odwzorowania konforemne

W rozprawie bedziemy korzysta¢ z pewnych twierdzen z monografii [ 14, 18]. Dowody
tych twierdzen w wielu miejscach w istotny sposéb opieraja sie na fakcie, ze ptasz-
czyzna zespolona rozszerzona C* := C U {oo} jest przestrzenig topologiczng zwarta.
Przypomnijmy, ze w C* otoczenia punktow zdefiniowane sa nastepujaco: otoczeniem
otwartym punktu z, € C jest kazdy zbidér {z € C : |2 —z,| < r}, r > 0, a otoczeniem
otwartym punktu 0o, zbidr postaci {z € C: |z| > r}u{oo}, r > 0. Wiadomo, ze C* jest
homeomorficzna ze sfera dwuwymiarowa (rzut stereograficzny jest homeomorfizmem),
a zatem C* jest zwarta i metryzowalna. Przez sasiedztwo punktu a € C rozumie¢
bedziemy zbiér {z€ C: 0<|z—a| <r}, r > 0, a przez sasiedztwo punktu oo — zbiér
{z€eC: |z|>r}, r>0.

Zbiory otwarte i spdjne w C* nazywac bedziemy obszarami. Maksymalne podzbiory
spdjne danego zbioru Q C C* nazywamy sktadowymi. Mowimy, ze zbidér Q C C* nie
rozcina plaszczyzny, gdy C* \ € jest zbiorem spéjnym.

Jesli Q2 jest obszarem, to ilos¢ sktadowych dopelnienia (C \ 2 wzglednie C* \ 2)
nazywamy rzedem spéjnosci. W szczegdlnosci obszar, ktory nie rozcina plaszczyzny,
nazywamy jednospdjnym. Oczywiscie rzad spdjnosci zalezy od tego czy punkt co nalezy
do obszaru 2, czy nie oraz od tego, czy rozpatrujemy dany obszar w plaszczyznie C,
czy tez w C*. W dalszym ciagu przez obszar jednospéjny rozumie¢ bedziemy obszar
jednospojny wzgledem C*.

Obszar Q C C* nazywamy obszarem Jordana, jezeli jego brzeg J€) jest suma
skonczonej ilosci roztacznych krzywych Jordana. Lukiem analitycznym w C nazywamy
zbidr y C C, jezeli istnieje otoczenie otwarte V w C zawierajace przedziat (—1,1) oraz
réznowarto$ciowa funkcja analityczna ¢: V — C taka, ze y = ¢ ((—1,1)). Krzywg
Jordana nazywamy analitycznq krzywq Jordana jesli jest skoniczong suma (otwartych)
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hukéw analitycznych.Obszar Jordana 2 nazywamy analitycznym obszarem Jordana jesli
kazda krzywa opisujaca brzeg obszaru 2 jest krzywa analityczna.

Zauwazmy, ze zbiér punktéw krzywej Jordana jest zbiorem domknietym i spéjnym,
zawierajacym wiecej niz jeden punkt. Zbidr domkniety i spéjny, zawierajacy wiecej niz
jeden element, nazywamy kontinuum. Przypomnijmy, ze stynne twierdzenie Riemanna
glosi, ze dwa dowolne obszary jednospdjne plaszczyzny domknietej sg konforemne, jezeli
ich dopemienia (wzgledem C*) sa kontinuuami.

Przypomnijmy, ze gdy {2 jest obszarem w C, to spdjny podzbiér I' C 92 nazywamy
analitycznym tukiem swobodnym w (2 jesli dla dowolnego & € T, istnieje otoczenie U
punktu & oraz takie odwzorowanie konforemne h: D — , ze

@ h(0)=¢,
(i) h((—-1,-1))=TrnU,
(iii) h(D ) =Q2nNU,
gdzie D, :={ze€D: Imz > 0}.
Niech Q2 C C* bedzie takim obszarem, ze jego dopelienie wzgledem C* sktada sie
z m+ 1 (domknietych) sktadowych przy czym kazda z nich jest nietrywialna. Wéwczas,
stosujac (m + 1)-razy twierdzenie Riemanna, otrzymujemy konforemne odwzorowanie

4 zbioru £ na obszar Q*, ktérego brzeg sktada sie z m + 1 roztacznych analitycznych
krzywych Jordana. Wéwczas odwzorowanie

HP(Q")> f = fovp

jest izometrycznym izomorfizmem przestrzeni H?(22*) na HP(Q) dla 0 < p < oo.
W zwigzku z tym w teorii przestrzeni Hardy’ego zaklada sie, bez zmniejszania ogdl-
nosci, ze 2 jest obszarem posiadajacym te same wlasnosci co obszar Q*. W naszych
rozwazaniach rowniez zastosujemy opisany wyzej fakt (patrz dowdd twierdzenie 2.3)
Obszary tego typu nazywac bedziemy uogdlnionymi obszarami kotowymi. Zatem sg to
takie obszary €2, dla ktérych

o0N=Tyu---UTl,,

gdzie T; jest analityczna krzywa Jordana, 0 < j < m. Zaktadamy ponadto I; N T, =@, gdy
j # k. Zalézmy, ze T}, jest brzegiem nieograniczonej skladowej dopetnienia (wzgledem C*)
obszaru Q. Przez E, oznaczmy ograniczong sktadowa C*\T;, za$ przez E; nieograniczong
sktadowa C* \ T}, gdzie 1 < j < m. Szczegdélnym przyktadem takich obszaréw sa tzw.
obszary kotowe — dysk jednostkowy z usunietymi zen mniejszymi nieprzecinajacymi sie
domknietymi dyskami. Wowczas

EOZD,
Ei=C*\{ai+rl-]D)}, 1<l<m,

gdzie a,,...,a,, € D, oraz promienie 0 < ry,...,7,, < 1, sg odpowiednio dobrane.
Szczego6lnym przypadkiem obszaru kotowego jest pierscien

A:=A(ry,1)={z2€C:ry<|z| <1},

gdzie 0 < ry < 1. Wtedy E, =D oraz E := E; = C* \ r,D.
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Poniewaz obszary E; sg jednospdjne, wiec istniejg konforemne odwzorowanie
miedzy nimi. Bedziemy oznacza¢ je nastepujaco: n;: D — E;, gdzie 1 < i < m. Latwo
sprawdzi¢, ze w przypadku obszaréw kotowych mamy

“+q; dlazeD)\{0},
ni(z) =
dlaz =0,

_ Zii_ dlaZEEi\{Cc},
ml(z)— a
0 dla g = oo.

Ponadto, 1y(z) =z dlaz € D.
Niech Q bedzie obszarem w C*. Regularnym wycgzerpaniem obszaru ) nazywamy
ciag obszaréw {€,}-°, w C* spelniajacy warunki:

i 9,1, nEN,
i U2, 2, =9,
(iii) kazda sktadowa brzegu 0, obszaru Q, jest nietrywialna dla kazdego n € N.

Odnotujmy, ze dowolny obszar ma regularne wyczerpanie (patrz [ 14, Proposition 5.3,
str. 18]).

Ze wzgledu na zastosowania waznym jest problem dotyczacy rozszerzania odwzoro-
wan konforemnych Riemanna obszaréw jednospdjnych do homeomorfizméw domknieé
brzegdw tych obszaréw. Istotna role odgrywa tu rodzaj brzegéw konforemnych obsza-
réw. Przytoczymy twierdzenie o rozszerzaniu odwzorowan konforemnych. W tym celu
przypomnijmy, ze punkt  jednospdjnego obszaru Q w C nazywa sie prostym punktem
brzegowym, gdy dla kazdego ciagu {z,} C Q takiego, ze z, — 8, gdy n — +00, istnieje
krzywa y o przedziale parametru [0, 1] i taki rosnacy ciag {t,} € (0,1), ze y(t,) = a,
oraz y(t)eQ dlat €[0,1).

Twierdzenie 1.3 ([55, Twierdzenie 14.19]). Jegeli Q jest ograniczonym obszarem jed-
nospojnym w C i kazdy punkt brzegowy obszaru € jest prosty, to kazde odwzorowanie
konforemne Q na dysk D mozna rozszerzy¢ do homeomorfizmu zbioru Q na zbior D.

Korzystajac z twierdzenia Riemanna mozna konstruowa¢ odwzorowania konforem-
ne dysku D w obszar 2 plaszczyzny zespolonej, ktérych nie da sie przedtuzy¢ analitycznie
poza dysk D. Pokazemy, ze przy pewnych zatozeniach o brzegu obszaru odwzorowanie
konforemne mozna przedtuzy¢ analitycznie poza obszar (lemat 1.5). Wazny w dalszym
ciagu bedzie fakt, ze w przypadku analitycznego obszaru Jordana G, kazdy tuk brzegu
obszaru G jest analitycznym tukiem swobodnym (patrz [8, str. 20]).

W dowodzie skorzystamy z nastepujacego interesujacego twierdzenia z monografii
T. W. Gamelina [ 16, str. 286].

Twierdzenie 1.4. Niech Q bedzie obszarem w C i niech y C X2 bedzie swobodnym tukiem
analitycznym. Jezeli funkcja ¢ € H(Q) spetnia warunek

lirrglso(Z)l =1

dla wszystkich & € v, to istnieje zbior otwarty W D y U Q oraz przedtuzenie analityczne
¢ € H(W) funkgji ¢.
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W rozprawie korzysta¢ bedziemy z nastepujacego lematu. Nie znalezlismy sformu-
lowania tego rezultatu w literaturze, wiec dla kompletnosci podajemy dowdd.

Lemat 1.5. Niech Q2 bedzie obszarem ograniczonym analityczng krzywq Jordana i niech
p: Q — D bedzie konforemnym odwzorowaniem Q na dysk D. Wowczas istnieje zbior
otwarty W D Q oraz przedtusenie analityczne § € H(W) odwzorowania . Ponadto
istniejq takie state M,m > 0, ze

mlz; — 25| < |@(21) — @(22)| < Mlz; — 2o,
dla wszystkich z,,2, € Q.

Dowdd. Zatézmy, ze p € H(Q2), ¢(2) =D ¢ jest funkcja réznowartosciowa. Z zatozenia
wynika, ze v := 9 jest swobodnym tukiem analitycznym, zatem kazdy punkt z y
jest prostym punktem brzegowym. Wowczas z twierdzenia 1.3 wynika, ze istnieje taki
homeomorfizm 1) : Q — D zbioru Q na D, ze ¢|g = 1. Jasne, ze Y(3Q) = D, zatem
(z ciagtosci )

ll—{% le(2)| = ;gryw(zn =y)l=1

dla kazdego & € y. Poniewaz y jest zbiorem zwartym, wiec z twierdzenia 1.4 wynika
istnienie otoczen Uy, ..., U, i takich funkcji ¢; € H(Q2UU;), ze $rodki otoczen Uj, leza na
Y,y CUU---UU, 1 ¢;lg = ¢ (wszczegdlnosci ¢;(z) = p(z) dlaz € QNU)), 1 <j<n.
Brzeg v jest skoniczong sumg tukéw (otwartych), istnieja zatem takie i, j € {1,...,n},
i#j,22U;NU;NQ#P. Wtedy U, ; := U; NU; oraz §; = ¢; = f w U, ;. Przypomnijmy,
ze U, ; jest obszarem, wiec z twierdzenia o jednoznacznosci mamy @; = ¢; w U, ;. Zatem
funkcja @ okreslona w zbiorze W := QU U, U, --- U U, wzorem

~ p(z) dlazeq,
P(z)=4 _
vi(z) dlazeU;

jest holomorficzna w W D QU y = Q. Zauwazmy, ze $(&) # 0 w dostatecznie matych
otoczeniach kazdego punktu & € y. Wynika to z faktu, ze |@(&)| = |y (&) =1 dla & € 99.
Z holomorficznosci ¢ otrzymujemy ze znanego faktu z analizy zespolonej, (patrz [55,
Twierdzenie 10.33]), ze w szczegdlnoéci $’(£) # 0 dla wszystkich & € y. Ze zwartosci Q
otrzymujemy (gdyz @’ jest rézne od statej)

0 <m=inf |’ <[§'(2)] <sup|@’'(W)| =M < +00
weQ we

dla wszystkich z € Q. Ustalmy z,,2, € Q, 2, # 2,. Wtedy (gdyz @’ = v na 2) mamy

Zy 1
Y(z2) —P(z1) = J §'(&)dE = J ¢'(z1 + t(zy —21))dt.
2, 0

Stosujac twierdzenie Weierstrassa o wartosci sredniej (patrz [28, 3.1.13, str. 33]) wnio-
skujemy, ze istnieje taki £ € convl, gdzie convI oznacza otoczke wypukly zbioru
r={weC: ¢'(z +t(zy—2)), t €[0,1]}, ze

Y(22) —P(21) = (2, —21)E.
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Stad otrzymujemy wymagana nierdwnosc

mlz; — 25| < [Y(21) —P(22)| < M2y —25].

1.3. Miary harmoniczne

Niech Q c C bedzie zbiorem otwartym w C. Funkcje u: Q — R nazywamy harmonicznq
(w Q), gdy jest ciagta wraz z pochodnymi czastkowymi do drugiego rzedu wtacznie w Q
i spelia w tym zbiorze réwnanie Laplace’a

Au:=uy, +u,, =0.

Jezeli Q) jest obszarem w C*, to méwimy ze funkcja u jest harmoniczna w Q, gdy u jest
harmoniczna w Q \ {00} i u jest harmoniczna w punkcie 0o, (z definicji oznacza to, ze
u jest ograniczona w sasiedztwie punktu 0o, réwnowaznie, istnieje skonczona granica
lim,_, ., u(2)). Zbiér wszystkich rzeczywistych funkcji harmonicznych w Q oznaczamy
Har(2). Podobnie, jesli f € H(Q\ {o0}) 1 f jest holomorficzna w oo (z definicji oznacza
to, ze f jest ograniczona w sasiedztwie punktu ©0) to réwniez méwimy, ze f jest
holomorficzna w Q i piszemy f € H(2) jak w klasycznym przypadku.

Funkcje harmoniczne pojawiajg sie w naturalny sposéb w teorii funkcji holomor-
ficznych. Z réwnan Cauchy’ego-Riemanna wynika, ze jesli Q C C oraz f € H(f), to
czesci rzeczywista Re f i urojona ImIf funkcji f sa funkcjami harmonicznymi na €.
Ponadto kazda funkcja harmoniczna jest (lokalnie) czescia rzeczywista pewnej funkeji
holomorficzne;j.

Funkcje harmoniczne posiadajq tzw. wiasnos¢ wartosci sredniej

1 27
h(a) = = J fla+ret)dt,
0

o ile tylko {z : |z —a| < r} C Q oraz prawdziwa jest dla nich zasada maksimum.
Z whasnos¢ wartosci Sredniej wynika wazna nieréwno$¢ zwana nieréwnosciq Harnack’a
jesli u: B(a,R) — R jest funkcjg ciagta, harmoniczna w B(a,R) oraz u > 0, to dla
dowolnego 0 < r <R i dla dowolnego 8 € T mamy

R—r : R+r
u(a) <ula+ret) < u(a).
T lu(@) <ula+re) < lu@

Z nieréwnosci tej wynika réwnie wazne twierdzenie Harnacka (patrz [55, Twierdze-
nie 11.14])
Twierdzenie 1.6. Niech {u,} bedzie ciggiem funkcji harmonicznych w obszarze SQ.

(i) Jezeli u, — u niemal jednostajnie w , to u jest funkcjq harmoniczng w Q.

(ii) Jesliu; <uy <..., to albo ciqg u,, jest niemal jednostajnie zbiezny w Q albo u,(z) —
+o00 dla kazdego z € Q.
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W dalszym ciggu jesli K jest zwarta przestrzenig topologiczng Hausdorffa, to
C(K) oznacza przestrzen Banacha ciagtych funkcji rzeczywistych f: K — R z norma
If llcxy = supeex |f ()]

Niech Q bedzie obszarem w C*. Waznym zagadnieniem w teorii funkeji jest problem
Dirichleta scisle zwiazany z teorig funkcji harmonicznych. Problem ten formutuje sie
nastepujqco dla dowolnej funkcji c1qglej f 199 — R wyznaczy¢ takg funkcje ciagla
f Q- R, ze f jest harmoniczna w Q 1f|aQ = f. Obszar (, dla ktdrego istnieje roz-
wiazanie problemu Dirichleta nazywamy obszarem Dirichleta (2 € (SDP)). Nastepujace
twierdzenie pokazuje, ze klasa obszarow Dirichleta jest dos¢ szeroka.

Twierdzenie 1.7 ([14, Corollary 4.5, str. 16]). Jesli kazda sktadowa brzegu 92 obszaru
Q jest nietrywialna, to € jest obszarem Dirichleta.

Wynika stad, ze jesli 2 jest uogdlnionym obszarem kolowym, to Q € (SDP).
Niech Q € (SDP) oraz niech p € Q. Jedli u € C(9£2), to funkcjonat u — ii(p) jest
liniowy. Z zasady maksimum wynika, ze

7(p)] < llulloqoq = sup {Ju(z)] : = € 39}

Stosujac twierdzenie Riesza o reprezentacji wnioskujemy, ze istnieje doktadnie jedna,
regularne miara borelowska w, na 012 taka, ze

i(p) = J udw,.
20

Miare te nazywamy miarq harmoniczng na 92 wzgledem punktu p. Zauwazmy, ze

J ldw,=1(p) =1,
o0

zatem w, jest miarg probabilistyczng. Miara harmoniczna w, jest miarg bezatomowg
(patrz [14, Theorem 6.3, str. 22]). Ponizej zamieszczamy wazne wtasnosci miar har-
monicznych. Wiecej informacji o miarach harmonicznych mozna znalez¢ w monografii
J. B. Garnetta i D. E. Marshalla [18]. Na wstepie zauwazmy, ze w,, zalezy od wyboru
punktu p € Q. Mozna jednak pokaza¢ (patrz [14, Theorem 6.1, str. 19]), ze dla p,q € £,
miary w, oraz w, sa wzajemnie ograniczenie absolutnie ciqgte. Ponadto, jesli K jest
zwartym podzbiorem , to istnieje taka stata M > 0, ze w,(E) < M w,(E) dla wszystkich
q € K i dla dowolnego podzbioru borelowskiego E C 9. Przypusémy dalej, ze 2, i Q,
sa konforemnie rownowazne, tzn. istnieje holomorficzna bijekcja f, ktéra odwzorowuje
Q, na Q,. Jesli Q,; € (SDP), to réwniez Q, € (SDP). Niech p,; € Q,, przy czym p, = f (p;)-
Oznaczmy przez w; miare harmoniczng na d2; wzgledem p; i zdefiniujmy miare u na
podzbiorach borelowskich 9, nastepujaco:

u(E) = w,(fH(E))

dla dowolnego zbioru borelowskiego E w 9€),. Wéwczas u jest miara harmoniczng na
99, wzgledem p,. Niech Q;,Q, € (SDP), Q; C Q,. Niech ponadto p € ©,. Oznaczmy
przez w; i w, miary harmoniczne na d{2; oraz na 92, odpowiednio wzgledem p.
Woéwezas dla dowolnego zbioru borelowskiego E, jesli E C QN3 to w;(E) < w,(E).
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Do dalszych rozwazan potrzebowa¢ bedziemy pojecia funkcji Greena. Niech Q
bedzie obszarem w C*, niech ponadto Q € (SDP), p € Q. Funkcje g(-,p) nazywamy
funkcjq Greena (patrz [14, str. 16]) obszaru (2, posiadajaca biegun w punkcie p, p # oo,
jesli

(1) z— g(z,p) jest harmoniczna na 2\ {p},

(ii) g(z,p)+log|z — p| jest harmoniczna w sasiedztwie puntu p,
(iii) lim,_,, g(z,p) = 0 dla wszystkich { € 3.
Jezeli p = 0o, to warunek (ii) zamieniamy na nastepujacy: z — g(z, 00) —log|z| jest
harmoniczna w sasiedztwie punktu oo.

Przypusémy, ze Q jest uogélnionym obszarem kotowym Woéwczas 9 sklada sie
z m + 1 rozlacznych krzywych Jordana. Niech p € Q oraz niech g(-, p) bedzie funkcjq
Greena obszaru Q2 z biegunem w p. Oznaczmy przez h(-) = h(-, p) sprzezenie harmoniczne
funkeji g(+, p). Zauwazmy, ze lokalnie funkcja Q = g + ih jest analityczna, a jej pochodna
jest funkcja jednowartosciowa na Q. Nastepujace twierdzenia pokazuja zaleznosci miedzy
miarami harmonicznymi i funkcja Greena.

Twierdzenie 1.8 ([18, Corollary 2.6]). Zatdzmy, ze Q jest uogélnionym obszarem kotowym.
Wowczas dla kazdego z € 2 mamy

1 0
dw,({) =—-—7—8(l,2)ds, C(e€9q,
21 0 Tl{
gdzie g(-,2) jest funkcjq Greena obszaru Q posiadajqcq biegun w punkcie 2, zas n, jednost-
kowym wektorem normalnym (skierowanym na zewngtrz Q0). Ponadto miara harmoniczna
w, jest absolutnie ciggta wzgledem miary tukowej na 9, gestosé

do,) 1 8

ds __za_ngg(i,z) =:P,({), (€an

jest rzeczywistq funkcjq analityczng na 92 oraz istniejq takie state c;,c, > 0, Ze

dew,(¢)

< <c
1 ds 25

{eodq.

Funkcje P, zdefiniowana w twierdzeniu 1.8 nazywamy jqdrem Poissona. Zauwazmy,
ze z definicji miary harmonicznej w, oraz twierdzenia 1.8 otrzymujemy reprezentacje
dla dowolnej funkcji ciagtej u: 2 — R i harmonicznej w Q

u(z) =Plul(z), z€9,

gdzie w dalszym ciagu dla dowolnej funkcji f € L}(29Q, ds)

P[f1(z):= f P,(O)f(Q)ds(Z), zeq.
o0

Funkcje P[f ]: Q — C nazywamy catka Poissona funkgji f . Przytoczmy teraz twierdzenie,
z ktérego wynika, ze funkcja Greena na uogdlnionych obszarach kolowych rozszerza sie
na pewne otoczenie brzegu obszaru.
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Twierdzenie 1.9 ([18, Lemat 2.4, str. 44]). Przypusémy, ze 2 jest uogélnionym obszarem
kotowym oraz niech y C 92 bedzie analitycznym tukiem. Przypusémy, e u € Har(2) dla
wsgystkich € y spetnia warunek

lirr% u(z)=0.

Wowczas istnieje taki otwarty podzbiér W D yUSQ, ge u rozszerza sie do funkcji harmonicznej
na W. Jesli dodatkowo u(z) > 0 dla wszystkich z € §, to dla wszystkich { € y

Jdu
%(C) <0.

Przytoczmy jeszcze jedno wazne twierdzenie dotyczace miar harmonicznych.

Twierdzenie 1.10 ([14, Proposition 6.5, str. 23]). Niech Q2 bedzie uogdlnionym obszarem
kotowym. Wowczas

do,(0) = -Q(Q)L, Ceon

W teorii przestrzeni Hardy’ego wazng role odgrywaja funkcje subharmoniczne
i funkcje superharmoniczne. Niech G bedzie obszarem w C. Funkcje u: G — [—00,4+00)
bedziemy nazywa¢ subharmoniczna jesli ma ona cztery nastepujace wiasnosci:

(i) —oo < u(z) < +o0, dla wszystkich z € G,
(ii) u jest péiciagta z gory,
(iii) jesli B(a,r) c Q, to u(a) < % fom u(a + re't)dt,
(iv) zadna z catek w punkcie (iii) nie jest réwna —oo.
Zbioér wszystkich funkeji subharmonicznych na G oznacza¢ bedziemy symbolem

subh(G). Nastepujace twierdzenie opisuje wlasnosci funkeji subharmonicznych, z ktérych
korzysta¢ bedziemy w dalszej czesci pracy (patrz [14, Theorem 3.5, str. 9]).

Twierdzenie 1.11. Niech G bedzie obszarem w C. Funkcja u: G — [—00, +00) pétciggta
2 géry na G jest subharmoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zwartego podzbioru
K c G idla dowolnej funkcji h ciggtej w K i harmonicznej we wnetrzu intK oraz h 2 u na
brzegu 0K mamy rowniez h(z) = u(z) dla wszgystkich z € K.

Funkcje v: G — [—00,+00) nazwiemy superharmoniczng, jesli istnieje funkcja
subharmonicznau: G — [—00,+00) i taka, ze u = —v. Do dalszych rozwazan potrzebna
nam bedzie nastepujaca wersja zasady maksimum (patrz [7, str. 264]).

Twierdzenie 1.12. Niech G bedzie obszarem oraz niech ¢ i) bedq ograniczonymi funkcja-
mi rzeczywistymi na G, przy czym @ jest funkcjq subharmoniczng, a v superharmoniczng.
Jesli dla dowolnego punktu a € G
limsup ¢(2) < liminf(z),
z—a

z—a

to albo ¢(z) < y(z) dla wszystkich z € G albo ¢ =1 i @ jest harmoniczna.
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Rozdzial

Przestrzenie Hardy’ego-Orlicza na obszarach

oo

elem niniejszego rozdzialu jest podanie definicji oraz zbadanie wybranych witasno-
C Sci przestrzeni Hardy’ego—Orlicza na uogélnionych obszarach kotowych. Defini-
cja przestrzeni Hardy’ego—Orlicza, podobnie jak przestrzeni H? na obszarach (patrz
[14, 54]), oparta jest o pojecie harmonicznych majorant. Wyniki tej czeSci pracy zawarli-
$my w pracach [56, 57]. Pod koniec tego fragmentu rozprawy rozwazamy szczegdlny
przypadek obszaru kolowego — pierscien —i przedstawimy rezultaty dotyczace przestrzeni
Hardy’ego—Orlicza na pierscieniu.

2.1. Przestrzenie Hardy’ego-Orlicza na uogélnionych obszarach kotowych

Zatézmy, ze funkcja Orlicza ¢: R, — R, jest logarytmicznie wypukia (tzn. funkcja t —
d(e") jest wypukla funkcja na zbiorze R). Wowczas stosujac dobrze znany wynik (patrz
[55, Twierdzenie 17.2]) wnioskujemy, ze jesli f jest funkcja holomorficzna w obszarze
Qi f nie jest tozsamo$ciowo réwna zeru, to funkcja

u(z) = 3PN = a(|f (2)), zeQ

jest subharmoniczna w Q (rozumiemy, ze log0 := —oo, tzn. log|f(z)| = —oo, gdy
f(2) =0 dla pewnego gz € Q).

Powyzsza obserwacja pozwala na zdefiniowanie przestrzeni Hardy’ego—Orlicza
H?(Q) na obszarze Q. Zatem, jedli ¢ jest logarytmicznie wypukla funkcja Orlicza, to
przestrzeniq Hardy’ego—Orlicza na obszarze 2 nazywac bedziemy przestrzen takich funk-
¢ji f € H(R), ze istnieje stata ¢ > 0 i harmoniczna majoranta v € Har(Q) funkcji
subharmonicznej <P(| fl/ s) na £, tzn.

@(lf(z)l/s) <v(z), zeq.

20
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Przy badaniu przestrzeni Hardy’ego—Orlicza kluczowg role odgrywa nastepujace
twierdzenie o charakteryzacji funkcji subharmonicznych za pomocg miar harmonicznych.
Nie znalezliSmy w literaturze dowodu tego rezultatu, zamieszczamy wiec go ponize;j.
Metoda dowodu opiera sie na pewnych ideach z teorii przestrzeni Hardy’ego HP(f2),
p € (0, 00) (poréwnaj [14, str. 52]).

Twierdzenie 2.1. Niech Q bedzie obszarem i niech u € subh(2) bedzie funkcjq ciaglq
w Q. Wowczas funkcja u ma harmoniczng majorante na 2 wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego regularnego wyczerpania {2} zbioru 2 istnieje taka stata C, ze

f udcon,p<C, neN, (2.1)
o,

gdzie w, , jest miarq harmonicznq na 9, wzgledem dowolnego punktu p € Q.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze istnieje funkcja v € Har(Q2) spelniajaca nieréwno$¢ u(z) <
v(2z) dla wszystkich z € Q. Niech {Q,} bedzie regularnym wyczerpaniem obszaru .
Stosujac twierdzenie 1.7 wnioskujemy, ze dla kazdego n € N istnieje harmoniczne rozsze-
rzenie i, funkcji u, = ulsq, do obszaru Q,. Wéwczas dla dowolnych liczb naturalnych
k < n nieréwnos¢ u,(z) < u,(z) zachodzi dla wszystkich z € ;. W konsekwencji ciag
{u,} jest niemalejacy, zatem z twierdzenia Harnacka jest on zbiezny niemal jednostajnie
w Q do pewnej funkcji harmonicznej w Q lub @1,(z) — +o0o dla z € Q. Zauwazmy, ze
drugi z przypadkow nie jest mozliwy. Istotnie, jesli v jest harmoniczna majoranta funkeji
u, to dla dowolnego p € ; mamy

u,(p) = J U, dw, , = f Updw, , < J vdw, , =v(a).
a0, 20, a9,

Odwrotnie, przypusémy, ze nieréwnos¢ (2.1) jest prawdziwa dla n € N. Wowczas
zdefiniowany wyzej ciag {u,} jest niemalejacym ciggiem funkcji harmonicznych oraz
nierownos¢ u(z) < u,(z) zachodzi dla wszystkich z € Q,,. Ponadto nieré6wnos¢ (2.1)
implikuje, ze ciag ten jest ograniczony. Ostatecznie granica ciagu {i, } jest najmniejsza
harmoniczna majoranta funkcji u. O

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze jesli € jest obszarem i z, € Q jest ustalonym
punktem, to dla kazdej funkcji f € H?(Q) istnieje stala ¢ i najmniejsza harmoniczna
majoranta v, . funkcji #(|f [/¢) na Q. Zatézmy, ze istnieje takie K > 0, ze logarytmicznie
wypukta funkcja Orlicza ¢ spelnia warunek <I>(t /2K ) < %df)(t) dla kazdego t > 0. Wéw-
czas nastepujacy funkcjonat || - || (o) na przestrzeni H ?(Q) jest poprawnie zdefiniowany

1f Nz g 1= inf{e > 0 vp(30) <1}, f € HE(Q).

Latwo pokazujemy, ze funkcjonat ten jest quasi-normag (norma, gdy & jest wypukla)
i spelnia nieréwno$¢

If + gllue @ SK(If e oy + g Nle ), f> & € H(Q).
ZO ZO ZO

Zauwazmy, ze w szczeg6lnosci, jesli p € (0,00) i &(t) = tP, t = 0, to H*(Q2) pokrywa
sie z przestrzenia H?(f2) z quasi-normg (norma dla p € [1, o0)) dana wzorem

1 Nizoey = v¢'* (z0), f € HP(9),
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gdzie v, jest najmniejsza harmoniczng majorantg funkgji |f|P. Ponadto zachodzi nieréw-
nosé
If + &l < zl/p_l(”f”Hp(Q) + ”g”HP(Q)): f, g € HP(Q).

Warto odnotowac, ze przestrzenie HP(Q2) byly niezaleznie zdefiniowane przez
M. Parreau [47] w roku 1951 i W. Rudina [54] w 1955 roku.

Przestrzenie Hardy’ego—Orlicza na obszarze Q2 mozna zdefiniowa¢ stosujac miary
harmoniczne na 92 przez regularne wyczerpania obszaru 2. Dokladniej, niech Q2 bedzie
obszarem i niech {2, } bedzie regularnym wyczerpaniem 2. Ponadto, zatézmy, ze 2, € €.
W dalszym ciaggu dla logarytmicznie wypuktej funkcji Orlicza ¢ spetiajacej warunek
¢(t/K) < %@(t) dla pewnego K > 0 i wszystkich t > 0, bedziemy pisac¢ L‘p(a)n,%) zamiast
L%(,), gdzie {wnz,
Dla dowolnej funkcji g: 2 — C oznaczmy g, := g|sq, - Przestrzenia Hardy’ego—Orlicza
nazywamy nastepujaca przestrzen quasi-unormowang

}, jest ciagiem miar harmonicznych na 9, wzgledem z, € Q;.

A%(Q):={f €eH(Q): ||f||3@§(n) < +oo},

gdzie

f | ey i= nllglo ||fn||L¢‘(wn,z0) - nll>rgo inf{e >0: Jaﬂ (p( |JZI| ) denz, < 1}'
Standardowy dowéd pokazuje, ze (2£2(Q), || - || () jest przestrzenia quasi-Banacha
(Banacha, gdy @ jest wypukla funkcjq Orlicza). ’

Symbolem s#M?(Q) oznaczaé bedziemy podprzestrzen elementéw skoriczonych
przestrzeni #%(2), réwnowaznie, domkniecie H°° () w topologii s#2(12).

Analiza rezultatéw dotyczacych przestrzeni H'Q) dla p € (0, 00) zamieszczona
w ksiazce Fishera [14] (patrz [14, str. 52-55]) uzasadnia, ze analogiczne stwierdzenia
zachodza dla przestrzeni Hardy’ego—Orlicza generowanych przez funkcje Orlicza & spel-
niajacych warunek #(t/2K) < %@(t) dla t > 0. Reasumujac, sformutujemy twierdzenie,
wskazujace na relacje miedzy zdefiniowanymi powyzej przestrzeniami Hardy’ego-Orlicza.
Ze wzgledu na drobne techniczne modyfikacje zawarte w [14, str. 52-55], opuszczamy
dowdd.

Twierdzenie 2.2. Niech ¢ bedzie logarytmicznie wypuklq funkcjq Orlicza. Zatézmy, ze
istnieje taka stata K > 0, ge ¢'(t/2K) < %(P(t) dla t > 0. Wowczas

7 () =H ()

z réwnosciq (quasi-)norm. Ponadto, HZ Q)= HZ (Q) 2 réwnowaznosciq (quasi-)norm dla
dowolnych z,,2; € Q, gdzie state rownowaznosci zalezq od z, i z,. Co wigcej, dowolne wy-
czerpanie obszaru ) generuje tq samq przestrzeri #%() z réwnowaznosciq (quasi-)norm.

Powyzsze twierdzenie uzasadnia oznaczenie jednym symbolem H?(Q) zdefiniowa-
nych przestrzeni Hardy’ego—Orlicza na obszarze 2. Podobnej konwencji uzywac bedziemy
dla oznaczenia przestrzeni MH?(Q).

Warto odnotowac interesujacy rezultat (patrz [22, Lemma 5.1]), ze jesli ¢ jest taka
funkcja Orlicza, ze &(|f|) jest subharmoniczna na D dla dowolnej funkcji f € H(D), to
& jest logarytmicznie wypukla.
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2.2. Twierdzenie o reprezentacji dla przestrzeni Hardy’ego-Orlicza

W podrozdziale bedziemy rozwazaé banachowskie przestrzenie Hardy’ego—Orlicza H?(Q)
na uogdlnionym obszarze kotowym Q. W zwigzku z tym w dalszym ciagu zaktadamy, ze
funkcja Orlicza & jest wypukta. Przypomnijmy, ze przez [, oznaczamy brzeg nieograni-
czonej sktadowej zbioru C \ Q, za$ E, jest ograniczong sktadowg C* \ Ij,. Natomiast E;
jest nieograniczong sktadowa C* \ T}, gdzie I}, 1 < j < m sg pozostatymi sktadowymi
brzegu 9Q.

Oznaczmy przez Hg (E,) podprzestrzen przestrzeni H?(E,) zawierajaca funkcje
znikajace w punkcie 0o. W pierwszym twierdzeniu pokazemy, ze przestrzen H?(Q) ma
reprezentacje w postaci sum prostych.

Twierdzenie 2.3. Niech ¢ bedzie wypuktq funkcjq Orlicza i niech Q2 bedzie uogdlnionym ob-
szarem kotowym. Wéwczas dowolna funkcja f € H?(Q) daje sie przedstawié w nastepujqcej
postaci

f@)=fol@)+fix)+---+fiu(z), z€Q, (2.2)

gdzie f, € H*(E,) oraz f; € H(f(Ek) dla dowolnego k € {1, ..., m}. Ponadto odwzorowanie
f = f, jest ograniczonq projekcig H?(Q) na H?(E,). Podobnie, f — f; jest ograniczonq
projekciq H?(Q) na Hg(Ek), ke{1,...,m}.

Dowdd. Ustalmy f € H®(Q), z, € Q. Niech C,, ..., C,, beda gtadkimi krzywymi Jordana,
we wnetrzu ktérych zawarte sa odpowiednio sktadowe Iy, ..., I, brzegu 92 i potozonymi
tak blisko tych sktadowych, ze punkt z znajduje sie ,na zewnatrz” C,,...,C,, oraz
~wewnatrz” C,. Oznaczmy przez W podzbiér Q ograniczony krzywymi Cy, ..., C,,. Dla
k €{0,...,m} zdefiniujmy
fi(2) ::L. Md@’, zEW.
271 c. {—z

Jest jasne, ze z, € W i ze rownos¢ (2.2) jest spelniona w punkcie z,. Ponadto dla
k € {0,...,m} wartos¢ f,(z,) nie zalezny od wyboru krzywej C;, wiec warunek (2.2)
spetniony bedzie dla wszystkich z € Q. Zauwazmy, ze funkcje fi|g,\ o0} 58 analityczne
wE;\{oo}dlak €{0,...,m} oraz f;(co)=0dlal € {1,...,m}. Jasne, ze odwzorowane
f — f, jest liniowe dla k € {0,...,m}. Latwo widaé, ze f € H?(E,) dla pewnego k
implikuje f; = 0 dla [ # k. Zatem f = f,. Pozostaje udowodnié, ze f, € H?(E,) dla
kazdego k € {0,1,...,m}. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze k = 0 oraz I, = JD.
Z zatozenia f € H?(Q) wynika, ze istnieja ¢ > 0 oraz taka funkcja Vs, € Har(Q), ze
43(%) < V5. Wowcezas z wypuklosci funkeji ¢ otrzymujemy

) () < m((2)2e(%)

k=1

1
m+2

w pewnym pier$cieniu A(s, 1) C £, przy pewnym 0 < s < 1. Poniewaz v . € Har(A(s, 1)),
wiec Vg, = vy + vy, przy czym v; € Har(D), za$ v, € Har(E;), gdzie E; = {z € C :

Stad wynika, ze nieréwnosc¢ 45(@) < vse + C, gdzie C jest pewna stata, zachodzi
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|z| > s}. Zauwazmy, Ze v, jest ograniczona w E,, za$ 95(%) jest ograniczona w sD.
|fol

m) w D wnioskujemy, ze istnieje taka funkcja u €

co daje, ze f, € H?(D). O

Z subharmonicznosci funkcji 45(
Har(D), ze

Przypomnijmy, ze wielomiany sa gestym podzbiorem przestrzeni HM?(Q2) w przy-
padku, gdy Q = D. Oznaczmy przez R(Q2) zbiér tych wszystkich funkcji wymiernych,
ktére maja bieguny poza zbiorem Q. Sformutujemy i udowodnimy teraz analogon tego
rezultatu dla przestrzeni HM?(Q), gdzie Q jest uogdélnionym obszarem kotowym.

Stwierdzenie 2.4. R(Q) jest gestym podzbiorem przestrzeni HM? ().

Dowdd. Ustalmy k € {0,...,m}. Poniewaz Q C E; wiec w, o(A) < w, g, (A) dla dowol-
nego punktu z € Q oraz dowolnego podzbioru A C T}.. Stad norma przestrzeni H?(E,.)
dominuje norme H?(2). Wystarczy wiec pokazaé, ze f; jest granica w HM?(E,) ciagu
funkcji holomorficznych na otoczeniu E,. Niech n;l bedzie odwzorowaniem Riemanna

zbioru E; na D. Poniewaz I} jest analityczny, wiec odwzorowane n;l

rozszerza sie
do funkcji holomorficznej na pewnym otoczeniu Ej. Potézmy g, := f, o 0, woéwczas
gr € HM?(D) a stad, na mocy twierdzenia Rungego (patrz [55, Twierdzenie 14.6]),
istnieje taka funkcja G holomorficzna na otoczeniu D, ze |G — g || Hem) < €. Ostatnia

nierownos¢ dzieki konforemnosci odwzorowan jest rGwnowazna nieréwnosci

1G o' — fillecs,) < &

gdzie Gon;1 jest holomorficzna na otoczeniu E,.. Stosujac ponownie twierdzenie Rungego
dostajemy, ze funkcja G o n;l daje sie jednostajnie aproksymowa¢ na E, przez funkcje
ze zbioru R(Q). O

W dalszym ciagu potrzebowac bedziemy nastepujacego twierdzenia.
Stwierdzenie 2.5 ([14, Proposition 4.4.3.]). Jesli u € L}(99Q, ds) oraz

oo [ 4O

082

df, z¢0Q,

tou=0s-p.w. na Q.

Posiadamy wystarczajace narzedzia, aby sformutowac i udowodni¢ gtéwny wynik
tego podrozdziatu. W dalszym ciagu w rozprawie dla uogdlnionych obszaréw kotowych
dQ rozwazana jest z miarg harmoniczng w na 9.
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Twierdzenie 2.6. Niech ¢ bedzie wypukiq funkcjq Orlicza i niech 2 bedzie uogélnionym
obszarem kotowym. Dla dowolnego f € H?(Q) istnieje funkcja brzegowa f*({) dla w-p.w.
{ € 0Qoraz f* € L2(9RQ, w). Ponadto prawdziwe sq réwnosci

fay = | L4, Leq, (2.3)
271 aa W—
0= mdw, 2¢Q, (2.4)
20 w—2z
flz)= ff(Q)dw,(8), zeq. (2.5)
oQ

Odwzorowanie f — f* jest izometrycznym izomorfizmem z H?(Q) na domknietq podprze-
strzeri przestrzeni L*(99Q, w) oraz jest izometriq z HM®(Q) na domknietq podprzestrzeri
przestrzeni L*(8Q, w).

Dowdd. Na mocy twierdzenia 2.3 wystarczy udowodnic, ze f; posiada funkcje brzegowa
fi s-p.w. na 9Q oraz ze f' € L?(29Q, w). Ustalmy k, wéwczas dla [ # k funkcja f; jest
analityczna na I;. Stad réwnosci (2.3), (2.4) i (2.5) w sposéb oczywisty sg spetnione.
Niech n;l bedzie odwzorowaniem Riemanna z E; na D. Poniewaz sktadowa brzegu T},
jest analityczna, wiec odwzorowanie 7);1 rozszerza sie do odwzorowania konforemnego
na E,. Ponadto g, = f, o n, € H?(D), wiec g istnieje prawie wszedzie na T oraz
g € L%(T). Wéweczas dla f, = g © n;l istnieje funkcja brzegowa f;* na I przy czym
Q) =g n;l(@’ ) dla s-prawie wszystkich { oraz f;" € L?(Ty, ds). Ostatecznie e
L?(99Q, w). Dla z € Q mamy

Potézmy & = 1, ' ({), wowczas

3 RO
"= 5w Jr HO—n@ O

Zauwazmy, ze
1Y) _ 1
O -mz) (=

+S(2),

gdzie S jest holomorficzna na otoczeniu £, gdyz funkcja po lewej stronie powyzszej
rownosci posiada biegun w punkcie z przy czym residuum wynosi 1. Mamy zatem

f S(O)f ) =0.
198

Jesli k # 1, to frz %d{ = 0 a zatem warunki (2.3) oraz (2.4) sa spelione. Aby

udowodni¢ réwnosci (2.5) przypomnijmy, ze dw,({) = %Q;({)d{, gdzie Q,(0) =
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g(l;2)+ih(g;2), { € Q. Stad Q() = é +R({), gdzie R jest funkcja holomorficzng
na Q, a zatem fasz fF(QR(L)dL = 0. W konsekwencji
| rode@=- | L9
Elo) o0

Aby udowodnié, ze odwzorowanie f — f* jest izomorfizmem z H?*(Q) w L?(99Q, w)
wystarczy zastosowac twierdzenia 2.3, z ktérego wynika, ze odwzorowania f; — f,* sq
izomorfizmami z H?(E,) w L?(T}, w). To koriczy dowéd, gdyz dla [ # k funkcja f; jest
analityczna na sktadowej I; brzegu 9.

Pokazemy, ze operator f — f* jest izometrycznym izomorfizmem z przestrzeni
HM?(Q) w przestrzen L?(99Q, w). Niech g € R(Q) oraz niech u bedzie funkcja harmo-
niczna na ) dana nastepujaco

ag+ J FOR@AL = £ (2,
T Jaa

u(z) = J qs(M) dw,(0), zeq. (2.6)
20 “q“H‘l’(Q)
Wiéweczas, jako ze funkcja 45( T qlltll,(,qz(lm) jest subharmoniczna na £, mamy
¢ M) <u(z), ze€q.
||Q||H4>(sz)

Jesli v jest harmoniczna majoranta funkeji 95(%) wQ, to

() = (p(_lq(é)l ) <liminfv(z), ¢eaq.
||Q||H¢(Q) 00
Powyzsza nieréwnos¢ implikuje, ze funkcja harmoniczna v — i jest nieujemna na 9,
a stad funkcja u — v jest nieujemna dla z € Q. Ostatecznie funkcja u okreslona wzorem
(2.6) jest najmniejsza harmoniczna majoranta funkcji sP(%
ze [Iqllgeq) = 1qll12(20,0) dla ¢ € R(2). Niech f € HM?(Q). Na mocy stwierdzenia 2.4
istnieje ciag funkcji wymiernych {q,}, ktérych bieguny znajduja sie poza Q taki, ze
q, — f w H?(Q). Stad q,, — f niemal jednostajnie na Q. Poniewaz

), skad wnioskujemy,

||qn - qm“H*f'(Q) = “qn - qm”m(an),

wiec {q,} jest ciagiem Cauchy’ego w L%(8Q). Jesli wiec q, —» g w L#(9Q, w), to

f(Z)=f g(Q)dw,(0), z€Q,
aQ

gdyz wszystkie miary harmoniczne sa wzajemnie ograniczenie absolutnie ciggte. Ponadto

_ 1 [ 8@
f(z)—zm, mC—ng’ z€N

oraz

@, _ [ FO

0l—% 002

0= d¢, z¢9.
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Na mocy stwierdzenia 2.5 mamy g = f* w-p.w. W konsekwencji otrzymujemy

”qn _f*”L“S(E?Q,w) —0

oraz

£ a0,y = M llqnllzson,w) = M llqnllme@) = If e @)-
|

Zauwazmy, ze w przypadku gdy funkcja Orlicza ¢ € A,, mamy H?(Q) = HM?(Q).
Zatem twierdzenie 2.6 rozszerza wynik otrzymany przez Rudina [54, Theorem 3.2]
dla przestrzeni Hardy’ego H?(Q2), 1 < p < oo, gdyz jak wiadomo, dowolna funkcja
potegowa &(t) = tP spelnia warunek A,.

Niech Q bedzie obszarem kotowym. Wprowadzimy teraz wazng rodzine funkcji,
istotng w dalszych rozwazaniach. Przypomnijmy, ze w przypadku Q =D (patrz [32])

dla p € D orazs € (0,1)
1—s )2
up,s(z) = 1 - >
—Dsz

jest funkcja analitycznq wD spelniajch warunki |[u,|lmmy) < 1T—s5, l[upsllgeom =1
oraz |[u, s|lgem) ~ Dla 1<i < m niech p € dD oraz s € (0,1) definiujemy

951(1)

i . -1 1-—s 2
up,s(z) = (up,soni )(Z): 1_& , z2€Q,
z—a;

O . . . . . l . .o
oraz uy = Upylo. Zauwazmy, ze dla 0 < i < m funkcja u, ; rozszerza sie do funkcji
analitycznej na E;. Z faktu, ze odwzorowanie

—gomn !
fr=gom;

jest izometrig z H®(ID) na H?(E,) wynika, ze prawdziwe sa oszacowania

), Ml ey S 1=s,

”u;,’SHH‘X’(Ei) =1,
1

(1)

Korzystajac z twierdzenia 2.3 otrzymujemy nastepujace nieréwnosci:

I, Moz, ~

I Mgy > 1,
: 1
L
Il Ilre ) & o 1(1 y 2.7)
It sy < C(1—5),
gdzie C > 0 jest pewnag stala.
Do dalszych rozwazan potrzebowac¢ bedziemy oszacowania normy funkcjonatu
ewaluacji. Przypomnijmy, ze dla z € Q funkcjonat &, : H?(Q) — C zdefiniowany wzorem

6.f=f(), feH(Q)
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nazywamy funkcjonatem ewaluacji.
W przypadku Q =D (patrz [32]) prawdziwa jest zaleznos¢:

_ 1
6.1y 87 (== ).z 2.8)

Podobny fakt jest prawdziwy dla przestrzeni H?(Q2), gdzie  jest obszarem kotowym.

Stwierdzenie 2.7. Niech Q2 bedzie obszarem kotowym, zas & wypukiq funkcjq Orlicza.
Wowczas dla dowolnego z € §2 prawdziwa jest rownowaznosé

1
TOIS S 2.
16,1120 (dist(z,am) -

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze jesli w € E;, 1 < i < m, to dla dowolnego g € Bys (g,
mamy

. 1 )
gw)] < Co (—dist(w’ 5 ) 2.10)

przy pewnej statej C > 0. Istotnie, ktadac f = g on;, mamy ||f || gsm) = 1€ llze(,), jesli

wiec z = nl._l(w) ==

T

18wl = I(f o H(w)| = ‘f (W_‘a_)‘~

Z oszacowania (2.8) dostajemy

1 w—a;
1801 < e (-t ) =6 ()
1—|—=] lw—a;| —r;
w—a;

1
<2c qs—l(—).
! dist(w, 9E;)

Ustalmy teraz z € Q. Z twierdzenia 2.3 oraz nieréwnosci (2.10) dla dowolnego f € Bys(qg)
mamy

m

If )] < |fo@)| + -+ | fn(@)l <CZ¢_1(W)

Cis‘b (d1st(z 39))

co daje gorne oszacowanie w formule (2.9). Aby pokaza¢ druga nieréwnos¢ zauwazmy,
ze jesli z € Q i spelnia nieréwnos¢ |z —p| < 1—s, gdzies €(0,1) i pd €D, to

1

0
[0, )1 > 7.

Istotnie,

|[1—psz|=|p—sz| <|p—z|+(1Q—s)z| <2(1—s).
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. l _ O _1 . . 7 77
Dla 1 <i < m mamy u, =1u, omn; , Wiec nierownosc

luy, ,(W)| >

A

jest spelniona, gdy w EA;,S ={z2e€Q:|a;+rp—2z| <(1—s)r}, gdzie r = min;¢;<,, 1;-
Zapisujac z € 2 w postaci z = a; + ((1 —s)r + r;)p, otrzymujemy

16, |l zre ()«

R L e e =ra s
=S

1
4

Zauwazmy teraz, ze

"5_1(11?) :¢_1((11s)r)
Sl =)

1
>ré | ——— ).
: (dist(z, 3Ei))

Stad juz tatwo wynika druga z nieréwnosci. O

Przypomnijmy, ze przestrzen Banacha X funkcji analitycznych na Q c C posiada
wlasnos$¢ Fatou, jesli inkluzja j: X — H(RQ) jest ciagta, gdzie H(Q2) wyposazona jest
w naturalng topologie zbieznosci niemal jednostajnej oraz jesli posiada nastepujaca
wlasnos¢: dla dowolnego ciagu {f,} ograniczonego w X zbieznego niemal jednostajnie
na Q do funkcji f, mamy f € X.

Stwierdzenie 2.8. Niech & bedzie wypuktq funkcjq Orlicza. Wéwczas przestrzeri H2(Q)
ma wlasnos¢ Fatou.

Dowdd. Teza tatwo wynika z twierdzenia 2.3 i faktu, ze przestrzern H?(ID) ma wlasno$é
Fatou. O

2.3. Przestrzenie Hardy’ego-Orlicza na pierscieniu

Rozdziat 3 niniejszej rozprawy opisuje wyniki badan dotyczacych powlok Banacha
przestrzeni Hardy’ego—Orlicza na pierScieniu. Istotna role w prowadzonych tam rozumo-
waniach peli¢ beda wyniki reprezentacyjne (analogon twierdzenia 2.3 w przypadku
przestrzeni quasi-Banacha) dla przestrzeni Hardy’ego-Orlicza przedstawione w tej czesci
rozZprawy.

Na wstepie podamy definicje przestrzeni Hardy’ego—Orlicza na pierScieniu A =
{zeC: ry<|z| <1}, gdzie 0 < ry < 1. Chociaz jest ona réwnowazna ogdlnej definicji
z poprzedniego podrozdziatu, to wydaje sie by¢ bardziej naturalna. Nie uzywamy tu
pojecia miar harmonicznych, norme tej przestrzeni definiujemy radialnie, analogicznie,
jak w pracy Sarasona [58], w ktérej badane byly klasy Hardy’ego na pierscieniu.
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Przypomnijmy, ze dowolna funkcja holomorficzna f € H(A) posiada rozwinie-
cie w szereg Laurenta f = f; + f,, gdzie f;(z) = Z::Of(n)z” € H(D) zas fy(2) =
Z:il f(—n)z™" € H(E), gdzie E = C*\ ryD. Funkcja n: D — E zdefiniowana wzorem

o) {— dlaz € D\ {0},

oo dlag=0

jest konforemnym odwzorowaniem dysku D na zbiér E. Dla f € H(E) zdefiniujmy
funkcje

f=fen.
Przestrzenig Hardy'ego—Orlicza H?(A) jest zbiér tych wszystkich funkcji analitycznych
f € H(A), dla ktérych || f || e(a) < +00, gdzie
||f||H¢(A) = SUP1 ||fr||L¢(1r)-

ro<r<

W podobny sposéb zdefiniowaé mozemy przestrzen H?(E). Oznaczmy przez Hg (E)
podprzestrzen przestrzeni H?(E) zawierajaca funkcje znikajace w nieskoriczonosci. Jest
oczywiste, ze f € H?(E) wtedy i tylko wtedy, gdy f € H?(D). Ponadto odwzorowanie
f— f jest izometrycznym izomorfizmem przestrzeni H?(E) na H?(D).

Przypomnijmy, ze gdy & jest wypukla funkcja Orlicza, to przestrzen H?(D), jest
izometryczna z podprzestrzenia przestrzeni Orlicza L?(T), zawierajaca te funkcje f* €
L?(T), ktérych wspdtczynniki Fouriera F(n) = 0 dla n < 0. W przypadku uogdlnionych
obszaréw kotowych Q opis podprzestrzeni L(89Q, w) (gdzie w jest miarg harmoniczna
na 99) izomorficznej do H?(Q) (patrz twierdzenie 2.6) moze by¢ trudny do uzyskania.
Sytuacja upraszcza sie jednak dla 2 = A. Przypomnijmy, wynik uzyskany przez Sarasona
[58].

Twierdzenie 2.9 ([58, Theorem 1]). Zatdzmy, ze f € HP(A), p € [1,00) i niech f*
bedzie funkcjq brzegowq funkcji f. Jesli f (z) = Z;Z_oo a,z" jest rozwinigciem f w szereg
Laurenta w A, to f*|;p ma rozwiniecie w szereg Fouriera postaci

oo

Z a,e™, teT,

n=—o0o
zas funkcja f*|, sp ma nastgpujqce rogwinigcie w szereg Fouriera

oo

Z a,rge™, teT.

n=—o0
Korzystajac z powyzszego twierdzenia (dla p = 1) ciagloéci inkluzji L?(u) —

L'(u) dla miary skoriczonej oraz réwnowazno$ci miary harmonicznej i miary tukowej
otrzymujemy rozszerzenie powyzszego rezultatu Sarasona dla przestrzeni Hardy’ego—
—Orlicza H®(A).
Twierdzenie 2.10. Zatézmy, ze f € H?(A), gdzie b jest wypuklq funkcjq Orlicza i niech f*
bedzie funkcjq brzegowaq funkcji f. Jesli f (z) = Z:Z_OO a,z" jest rozwinigciem f w szereg
Laurenta w A, to f*|;p ma rozwinigcie w szereg Fouriera postaci

o0

Z a,e™, teT,

n=—oo
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zas funkcja f*|, sp ma nastgpujqce rogwinigcie w szereg Fouriera

(e o)

Z a,rie™, teT.

n=—oo

2.3.1. Przypadek ¢ € A(a, )

Niech 0 < a < f8 < oo. Przypomnijmy, ze funkcja Orlicza & € A(a, 8), jesli istnieja
to = 0 i stala C > 0 takie, ze dla dowolnego t = t, oraz A = 1 zachodzg nieréwnosci

CIAP9(1),

P(At) <
)= CA%®(t).

P(At

Ponadto, gdy t, =0, C = 1 i funkcja t — &(t/*) jest wypukla, to piszemy & € A(a, ).
Przypomnijmy takze, ze dla dowolnej funkcji z klasy A(a, ) istnieje rGwnowazna jej
funkcja z klasy A(a, ), skad wynika, ze przestrzenie Orlicza generowane przez te funkcje
bedg réwnowazne. Zauwazmy, ze dla f € H(A), funkcja &(|f|) jest subharmoniczna, gdy
¢ € A(a, ). Latwo réwniez sprawdzié, ze dla ¢ € A(a, ) prawdziwa jest nieréwno$é

d(x +y) < 2P(d(x)+(y)), x,y=0. (2.11)

Jedli # € A(a, B), to H?(A) € H*(A), zatem granice radialne f*(e!*) =lim,_,,- f(re't)
if*(rget) = lim, .+ f(re't) istnieja dla prawie wszystkich t € T = [0, 27), przy dowol-
nym f € H?(A) (patrz [3]).

Twierdzenie 2.11. Jegeli funkcja Orlicza € A(a, ), to nastgpujgce zbiory sq réwne

H=H*A)={f €H(A): |Ifllus) < +o0},
K= {f € H(A) : &(|f|) posiada harmonicznq majorante na A},

L={f €H(A): f = fi +fo. f eH*(D), f, e HJ(E)}.

Dowdd. (L C H). Niech ¢ > 0. Wtedy dla A; = ||fjllys +¢, (j = 1,2) oraz r € (ry,1)

mamy
27 it 27 it
i 45( |f(re )] )dt gz—(Hﬁ)i 45( |f(re )] )dt
27 ), 20+ a(Aq + Ay) 27 ), (A +2Ay)
B 21 it
< 2L [Ty,
2841\ 27 ), A

1 (7 Ifz(re“)l)
+§JO @(T dt)<1.

IS £reay < 2(1+ﬁ)/a(”f1“H¢‘(]D)) + ||f2||H§(E))-

Z dowolnosci € > 0 otrzymujemy
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(H C L). Z zalozen wynika, ze funkcja ¢(|f;|) jest subharmoniczna na D oraz H?(A) C
H*(A), wiec granice radialne f;(roe'*) i f;(e'*) istnieja p.w. na T. Z drugiej strony
f> € H(E), w szczegdlnosci jest ona ciagta na dD. Stad nieréwnos¢

21 it 21 it
1 ¢(Vﬂ”fﬂ)dt<_LJ" ¢(V“€”)dt
21 0 € 21 0 e
1

27 it
gzﬁ(_f @(M)dt
27 0 e

2n it
[0
&

27[0

jest spelniona dla wszystkich r € (0, 1), gdy liczba ¢ spelia warunek

it
> 9(1+6)/a Pt
e>2 max{llfllHé(A)’rP&X & 1(1) )

Zatem f; € H?(D). W podobny sposéb pokazujemy, ze f, € Hg (E).

(L C K). Z zalozenia wynika, ze harmoniczne majoranty funkcji ¢(|f;|) i ®(|f,|) istnieja
na D oraz na E, odpowiednio. Oznaczmy te funkcje przez uy, oraz uy,. Wobec tego,
dowodzona inkluzja wynika z nieréwnosci (2.11). Istotnie,

o(If (2))) < 2P (@(f1(2))) + 8(If2(2)])), dlaz€ A=DnNE,
co pokazuje, ze harmoniczna majoranta funkeji ¢(|f|) na pierscieniu A jest funkcja
uf = 2ﬁ(uf1 + UfZ).

(K C L). Niech f = f; + f, €K, gdzie f; € H(D) i f, € Hy(E). Jesli u; jest harmoniczng
majorantg funkcji ®(|f ), a s ustalong liczbg rzeczywista z przedziatu (ry, 1), to z (2.11)
oraz faktu, ze f, jest ograniczona dla |z| > s dostajemy nier6wnos¢

o(|f) < 2Pu; +C,

gdzie C > 0 jest pewna stala. Zauwazmy, ze uy = u; + uy, gdzie u; jest harmoniczna
w D zas$ u, jest harmoniczna w E. Poniewaz u, jest ograniczona dla |z| = s, wiec

&(|f1)) <2Pu; +C; (2.12)

dla s < |z| < 1i dla pewnej nieujemne;j stalej C;. Z drugiej strony &(|f;|) jest subhar-
moniczna na D, wiec nieréwnos¢ (2.12) zachodzi dla wszystkich z € D. Ostatecznie
f1 € H*(D). Podobne rozwazania pokazuja, ze f, € HZ(E), a zatem f € L. O

Zauwazmy, ze odwzorowanie (fi, f,) — f jest bijekcja liniowa z H?(D) & Hg (E)
na H?(A). W dowodzie pierwszej inkluzji L ¢ H udowodniliémy, ze operator ten jest
ograniczony. Stad, z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym otrzymujemy nastepujacy
wynik.

Whniosek 2.12. Niech ¢ bedzie takq funkcjq Orlicza, ze € A(a, ). Wéwczas H?(A) =
H*(D)e® Hg (E) 2z réwnowagnosciq norm.
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Rozdzial

Powtoki Banacha przestrzeni Hardy’ego-Orlicza
na pierscieniu

oo

tej czesci rozprawy przedstawimy opis powtok Banacha przestrzeni Hardy’ego—
W —Orlicza na pierScieniu, generowanych przez wkleste funkcje Orlicza, nalezace do
klasy A(a, ). W podrozdziale 3.1 badane beda wagowe przestrzenie Bergmana — celem
bedzie uzyskanie reprezentacji w postaci sumy prostej, z ktérego w szczegdlnosci wyni-
ka¢ bedzie uogdlnienie nieréwnosci Hardy’ego-Littlewooda na przypadek przestrzeni
Hardy’ego—Orlicza na pierscieniu. W podrozdziale 3.2, metody z prac [60] oraz [48],
przedstawimy gléwne twierdzenie rozdzialu. Opisane wyniki pochodza z pracy [56].

3.1. Wagowe przestrzenie Bergmana

Niech ¢, w: [0,1) — (0,4+00) beda funkcjami ciaglymi spelniajacymi nastepujace wa-
runki

111{17 w(r)=0, (3.1
oraz
1
J p(r)dr < +o0. (3.2)
0

Funkcje w nazywamy normalng, jesli istnieja takie liczby k > e >0 oraz 0 <s <1, ze

w(r) w(r)
G-y % T

r=zs, r—o1".

33
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Moéwimy, ze zbidr {w, ¢} funkcji okreslonych na przedziale [0, 1) jest parq normalng,
gdy w jest funkcjg normalng i dla pewnego k spelniajacego powyzszy warunek istnieje
takie a > k—1, ze

wPe(M)=1-r1)* o0<r<l.

Zauwazmy, ze gdy w jest funkcjg normalna, wéwczas istnieje taka funkcja ¢, ze para
{w, ¢} jest normalna.

Dla funkcji w, ¢ spemiajacych warunki (3.1) i (3.2) A. L. Shields i D. L. Williams
zdefiniowali w [64] nastepujace przestrzenie funkcji holomorficznych

B2, (D) i={f €HD) : |fllse. ) = Sup Moo(f,r)eo(r)dr < +o00},
1

Bf(]D)) = {f eHD) : |If|l := ZJ M,(f,r)p(r)rdr < +oo},

0

gdzie M,(f,r) = = 2r If (re')|dt, Moo (f, 1) = max, . |f (z)|. Przestrzenie tego typu

21 Jo
nazywamy wagowymi przestrzeniami Bergmana.
W pracy [64] udowodnili oni m.in., ze B (D) i BY (D) sa przestrzeniami Banacha oraz
B/ (D)* = B (D). Scislej, dla pary normalnej {w, p}if € B¢ (D) funkcjonat okre$lony

WZorem
x:(g) =J g)f @ (lzDw(lz))dA,, g€ B (D),
D

jest ciagly, zatem x; € BY(D)*. Odwrotnie, dla dowolnego x* € B/ (D)* istnieje taka
jedyna funkcja f € BS (D), ze x* = x}k.

Latwo sprawdzi¢, ze

1
BY (D)= {f €HD) : IIf sy == f M,(f,)p(r)dr < +oo},
0
oraz normy || - [| i || - ||p¢ () sa réwnowazne.
Niech funkcje ¢, w spelniaja (3.1) i (3.2) i niech ry, € (0, 1). Zalézmy, ze funkcje
Y, v: (rg,+00) = (0,+00) sa ciaglymi funkcjami spelniajacymi warunki

lirn+ v(r) =0, ligloo v(r) < oo, (3.3)
oraz
f Y(r)dr < +o00. (3.4)
To

Przestrzenie Bf’ (E) i B (E) definiujemy nastepujaco:

BY(E):= {f €HE) : IIf ) = J My(f, rip(r)dr < +oo},

o

BY,(E):={f €H(E) : lIfllpyr) = Sup Moo(f, rYu(r)dr <+oo}.

ro<r<oo
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Przez B;/’O(E ) oznaczac¢ bedziemy podprzestrzen przestrzeni Bip(E ) zawierajaca funkcje
znikajace w nieskoniczonosci. Podobnie definiujemy BY_ (E) C B (E). Dla f € B;’b(E )
odwzorowanie f — f jest izometrycznym izomorfizmem przestrzeni Bip (E) na B] (D),
gdzie

Y(lz)) = «p(nazl))lr—"z, zeE.
2|

Niech ¢,, w, v bedg zdefiniowane jak wczesniej. Definiujemy

1
BY(A) = {f €H(A): If lgpoguy = f My(f, ) (r(r)dr < +oo},

BSU(A) = {f € HA) ! |If llperny = sup Moolf, P)eo(r)u(r)dr < +oo}.

ro<r<1

Jest oczywiste, ze BY Y (A) oraz B&;"(A) sa unormowanymi przestrzeniami wektorowymi.

Stwierdzenie 3.1. Funkgja f € Bf ’w(A) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq takie f; € Bf (D)
i f, € BY,(E), 2e f = fi + >

Dowdd. Zatézmy, ze f, € BY(D) i f, € By ,(E). Niech s € (r,1). Wéwczas f = f; + f,
jest funkcja holomorficzng w A, a ponadto

N

1 1
J w(r)w(r)Ml(f,r)dr<J w(r)w(r)Ml(fl,r)dr+J @(r)Y(r)M, (fy, r)dr

o

s 1
+f w(r)tl)(r)Ml(fz,r)dHf e(r)p(r)My(fr, r)dr.

0 S

Zauwazmy, ze kazda z powyzszych catek jest skoficzona, zatem f € B A (A).
Odwrotnie, jesli f = f; + f, € Bf"’b(A), to

1
f (P(r)M1(f1,r)dr<f
0 0

1
+ f o (r)M;(fy, r)dr.

1

o(r)M,(fy,r)dr + f o(r)M,(f,r)dr

S

S

Latwo wida¢, ze pierwsza i trzecia catka sa skoniczone. Aby udowodni¢, ze réwniez druga
calka jest skoniczona, potézmy q := inf{y)(r): s < r < 1}. Wowczas

1
f ML (F, P < M IS g

skad wynika prawdziwos¢ drugiej implikacji. O

Stwierdzenie 3.2. Jesli F jest ograniczonym podzbiorem w przestrzeni Bf . (A), to funkcje
nalezqce do F sq niemal jednostajnie ograniczone w A.

Dowdd. Dla0 < r <s, niech A(r,s) = {z € C: r < |z| <s}. Bez straty ogélnosci zalézmy,

ze F C Byeu,,. Niech A(r’,r") bedzie zwartym podzbiorem A. Podobnie zdefiniujmy
1
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/

A(s’,s") oraz A(t’, t"), przy czym o liczbach s',s”,r/,r” t’, t" zatézmy dodatkowo, ze

speliajg one nieréwnosci
ro<s'<s'<r'<r’<t'<t’'<1.

Zauwazmy, ze dla dowolnego f € F mozemy znalez¢ takie t,8, ze t € [t/,t"],§ € [s',s”]
oraz M;(f,t) < M,(f,r) dla wszystkich r € [t/,t"], a takze M;(f,8) < M;(f,r) dla
wszystkich r € [s’,s”]. Poniewaz F C Byyii 4y Wige dla f € F otrzymujemy

1

Ml(f,f)J Y(r)e(r)dr <1,

Ml(faé\)f Y(r)e(r)dr < 1.

Jesli z = re't € A(r’,r"), to reprezentujac f (z) za pomoca wzoru calkowego Cauchy’ego
na okregach |z| =t i |z| =, otrzymujemy (gdyz 0 <§ < r < t)

S L s B Yl U
2m ), tetw—reit 21 J, Selw—reit
t—r r—=;§

Stosujac powyzsze oszacowania dla M, (f,t) i M;(f,$) dostajemy

-1

t” -1 SN
|f(z)|<[(t'—r”) f ¢(r)<p(r)dr] +[(r’—s”)J w(r)so(r)dr]

Wyrazenie po prawej stronie powyzszej nieréwnosci jest stalg zalezng od wyboru zwar-
tego podzbioru A(r’,r”) piericienia A. PokazaliSmy zatem, ze rodzina F jest niemal
jednostajnie ograniczona w A. O

Stwierdzenie 3.3. Przestrzeri B} P (A) jest przestrzeniq Banacha. Zbiesnosé w B *(A)
implikuje zbieznos¢ niemal jednostajng w A.

Dowdd. Niech {f,} bedzie ciagiem Cauchy’ego w By Y (A). Zauwazmy, ze BY Y (A) zawie-
ra sie w przestrzeni L(A, u) z miara u = %Lp(r)i/)(r) dr dw. Z zupehosci przestrzeni
L'(A, u) wnioskujemy, ze f, — f dla pewnego f € L}(A,u). Stad istnieje podciag { fu
ciagu {f,} zbiezny p.w. do f. Poniewaz {f,, } jest ograniczony w B v (A), z poprzedniego
stwierdzenia i twierdzenia Montela wnioskujemy, ze {f,, } jest rodzina normalna. Zatem
istnieje podciag ciagu {f,, } zbiezny niemal jednostajnie do funkcji g € H(A). Zauwazmy,
ze f = g p.w., a poniewaz g jest holomorficzna oraz g € L'(A, u), wiec g € BY . (A) oraz
fa—m8gw Bf W (A). Stad Bf v (A) jest przestrzenig Banacha. Zauwazmy, ze z zastosowanej
argumentacji wynika réwniez, ze ciag {f,,} dazy do g niemal jednostajnie w A. O

Zauwazmy, ze podobna reprezentacja do tej ze stwierdzenia 3.1 zachodzi w przy-
padku przestrzeni B2V (A).
Stwierdzenie 3.4. Funkcja f € B&V(A) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq takie f; € BS (D)
ify, € B&,O(E), ze f = f1+ fo
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Dowdd. Przypuéémy, ze f; € B (D). Wéwcezas sup,p | f1(2)|w(|z]) < +00, a stad
sup | f1(2)|v(lz))ew(lz]) < +o0.
z€A

Analogicznie w przypadku, gdy f, € BZO’O(E) dostajemy, ze sup,c, |fo(2)|v(|z])w(|z]) <
+00, skad tatwo wynika, ze sup,c, |f (2)|v(|z|)w(|z]) < +o0.
Niech f = f; + f, € B2Y(A). Ustalmy s € (ry, 1), wéwczas

sup [f1@)]ew(lz]) = sup |f1(2)|w(lz]) < sup 1f1(@)]w(l2])

lz]<1 |z|<s

+ r|121|a;sw(|2|) sup |f (2)|ew(lz])

s<z]<1

+ sup |fy(z)w(]z]) < +o0.

s<z<1

W podobny sposéb dowodzimy, ze f, € By, ,(E). O

Twierdzenie 3.5. Zalézmy, ze funkcje p,1, w, v spetniajq warunki (3.1)-(3.4). Wowczas
prawdziwe sq nastepujqce izomorfizmy miedzy odpowiednimi przestrzeniami Banacha:

(i) BYY(A) =B (D)@ B (E),
(i) BP(A) =B (D)@ BY, ,(E).

Dowdd. (i). Odwzorowanie BY (D) ® BY ((E) 3 (f1, fo) = f = fy + f, € BV (A) jest
liniowa bijekcja. Z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym wynika, ze jesli jest ono
ciagle, to rowniez odwzorowanie odwrotne jest ciaglte, zatem problem redukuje sie do
udowodnienia nieréwnosci

”fl”B;Pﬂl’(A) < C“fl”Bf(]D)), fl GB;‘O(D)a

1fallgay < ClMfallgs gy fo € BY(E),

gdzie C,C’ sa pewnymi stalymi zaleznymi jedynie od ¢, ).
Niech f, € BY (D). Ustalmy t,s € (ry, 1) przy czym s < t, wéwczas

J e(r)Y(r)dr < rr[lax](p(r)f Y(r)dr =:K.

0

Zauwazmy, ze funkcja M; (g, -) jest niemalejaca na [0, 1), zatem dla dowolnego g € H(D)
mamy

J M, (fr, r)e(r)p(r)dr < KMy (f1,5),
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a stad (gdyzs < t)

f M1(f1,r)¢(r)¢(r)dr=J Ml(fl,r)ﬁp(rﬁ/)(r)dr+f M, (fr, r)e(r)y(r)dr

<KM1(f1:5)+rf2[??§]w(r)f M, (f1,r)(r)dr
<LJ M, (fy,r)dr
t—s |

+ max w(r)f M, (fy,m)e(r)dr

( lnf 90(7‘)) M1(f1, r)e(r)dr

t—S rels,t]
+rrg[§§]w(r)f M, (f1,r)e(r)dr.

Udowodnilismy wiec, ze
t
f My (f1, r)e(rp(r)dr < Cillf1llze ), (3.5)

gdzie C; = max {(tKTS(infre[s’t] o)L, Max, s (] mp(r)} > 0. Z drugiej strony

1

1
JMl(fur)sD(r)llJ(r)dr sup (r) M1(f1,r)90(r)dr,

reft,1)

implikuje
1
J M, (f1, ) (r)dr < Coll fllss ), (3.6)

gdzie C, = sup, [, 1)y (r). Dodajac stronami (3.5) i (3.6), otrzymujemy zadana nier6w-
nos$¢ ze stala C = max{C,, C,}.

Druga z nieréwnos$ci dowodzimy uzywajac tej samej techniki.
(ii). Podobnie jak w poprzednim podpunkcie, problem redukuje sie do nieréwnosci

If1ller ) < Clifillse,my,  fi € B (D),
Ifallseyay < Cllfalley, &)»  f2 € Bog o(E,

ktére w tym przypadku sa oczywiste. O

Zauwazmy, ze twierdzenie 3.5 mozna udowodni¢ takze w inny sposéb. Z po-
przednich rozwazan wynika, ze topologie przestrzeni B}’ 1/)(A) B/ (D) oraz B 0(E)
sg mocniejsze niz topologie zbiezno$ci niemal jednostajnej. Ten fakt jest oczywisty
takze dla przestrzeni B;"(A), Bo (D) i By, 0(E) Latwo pokazac¢, ze odwzorowanie
(f1,f2) — fi + f, miedzy badanymi przestrzeniami ma domkniety wykres w topologii
zbieznosci niemal jednostajnej. Zatem z twierdzenia o domknietym wykresie dostajemy
ciaglos¢ tego operatora.



3.2. Powtoki Banacha przestrzeni Hardy’ego-Orlicza na pierscieniu 39

3.2. Powtoki Banacha przestrzeni Hardy’ego-Orlicza na pierscieniu

W podrozdziale tym zaprezentujemy gléwny wynik rozdziatu — opis powlok Mackeya
w przypadku przestrzeni Hardy’ego—Orlicza na pierscieniu generowanych przez funkcje
Orlicza, ktére mozna ,,dobrze przybliza¢” wklestymi funkcjami potegowymi. Twierdzenie
to zastosujemy do wyznaczenia przestrzeni dualnych do przestrzeni Hardy’ego—Orlicza.
Zauwazmy, ze rezultat ten rozszerza w znaczny sposéb wynik Boyda z pracy [3], w ktérej
zaprezentowany zostal opis powlok Mackeya w przypadku przestrzeni Hardy’ego HP(A)
dlad<p<1.

Twierdzenie 3.6. Niech funkcja Orlicza & € A(a, ), B < 1 oraz niech ¢(r) = (1 —
r) /e (), Y(r) = (p on ()2 dla r € (ry, 1). Wowcezas powtoka Banacha prze-
strzeni H®(A) jest izomorficzna z przestrzeniq Banacha BY Y (A).

Aby udowodni¢ twierdzenie 3.6 nalezy pokazac, ze topologia indukowana przez
norme || - || BV (a) Jest stabsza niz topologia przestrzeni H?(A) oraz ze H?(A)-domkniecie
absolutnie wypuktej powtoki kazdego H?(A)-otoczenia zera zawiera pewne Bf s (A)-
-otoczenie zera. Pierwszy warunek jest spelniony. Istotnie, z wniosku 2.12 oraz twier-
dzenia 3.5 otrzymujemy, ze H*(A) = H*(D) & H(E) oraz B{*V(A) = BY (D) @ B}’ (E).
Poniewaz H?(D) — Bf (D) (patrz [48, Lemma 5]), wiec

H?(A) = H*(D) ® HI(E) — BY (D) ® B} ,(E) = B (4).

Dowdd drugiego z warunkdw jest oparty na metodach z pracy [60] (w przypadku
HP(D), gdzie 0 < p < 1). Udowodnimy, ze dla dowolnego f € H?(A) spehiajacego
warunek || f || BSY () < C istnieje zespolona miara borelowska u na A oraz rodzina {F¢}
funkcji holomorficznych F¢: A — C, gdzie £ € A, dla ktérych nastepujace warunki sa
spetione:

flz)= J Fé(2)du(&), z€A, (3.7)

A
||F5||H¢(A) S M, (3.8)
lul(A) < 1. (3.9)

przy pewnej statej M > 0. Zauwazmy, ze warunki (3.7)-(3.9) wyrazaja f jako ,uogol-
niona kombinacje wypukta” funkcji F¢.

Dowdd twierdzenia 3.6. Niech y > %—2 oraz niech § € A. Zdefiniujmy funkcje K(&,-) :=
Ki(&,") +Ky(&, ), gdzie

Ki(8,2) = > (1 £ (BL (n+1,y + 1)) (E)'<",
n=0
[ 2

Ko(€,2):= (1 - ) BL(n+ 1Ly + 1) 2 EHE)

T E2
£\ g
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dla dowolnego z € A oraz

1
B:O(n +1,y+1):= f u™(1—u)'du,

2
o

1

B(n+1,y+1):= f u™(1—u)'du.
0

Dla ustalonego & € A, odwzorowanie A > z — K(&, 2) jest funkcja holomorficzng na A.
Istotnie, funkcja ta jest analityczna na wiekszym pierscieniu, gdyz promienie zbieznosci

2
funkcji K; i K, sa odpowiednio réwne é >1i % < ry. Ponadto dla f € Bf "Y(A) mamy

fl2)= f K(&,2)f(E)dA(E), z€A,
A

gdzie A = %Az (A, oznacza dwuwymiarowq miare Lebesgue’a na A). Dla dowolnego
& € A definiujemy funkcje F& = Ff + Fzg, gdziedlaz € A

P = lelPe ! (= a2,
2
Fe=(-g) e ()b et

du(&) = (e(IENf1(E) + P (IEDf2(E))dA(E).

Udowodnimy, ze F¢ i u spetniaja warunki (3.7)-(3.9) dla takiego dowolnego f € H?(A),
ze ”f”B‘*"""(A) < C. Istotnie
1

lul(A) = Jf lp(1€Df1(E)AA(E)
A

+ P (I1ENf2(E)dA(E)

[ e(IEDIA(E)IdA(E)

JA

N

+f Y(EDIf(E)NdA(E)
A
1
<2J M, (fy,r)e(r)rdr
Iy )
+2J M, (fo, T (r)rdr
1 K
<C1J M, (fy,r)e(r)dr
0

+ G, f M, (fo, 1) (r)dr

1
< E“f”B'f’w(A)s



3.2. Powtoki Banacha przestrzeni Hardy’ego-Orlicza na pierscieniu 41

dla ¢! = max{C;,C,}. Stad ”f”BW(A) < C implikuje |u|(A) < 1. Zauwazmy, ze naste-
1
pujace rownosci

f Fé(2)du(&) =J(1—|€|)2¢—1( K, (8,2)du(E)
A A 1_|£|

R 1 &P
+ L(l_lg_ol) (g ) RatEue)

1 1
L(p(m)Kl(i,z) u(€)+fA ¢(|§|)K2(§,z) u(&)

=J Ky (&,2)f1(8)dA(E) +J K3(&,2)f2(8)dA(E)
A A
= f(2).

pokazuja, ze warunek (3.7) jest rowniez spelniony. Aby udowodni¢ nieréwnos¢ (3.8) po-
kazemy, ze ||F1E llfre(a) < C dla pewnej statej C (niezaleznej od £). Analogicznie pokazuje
sie ||F2g llge(ay < C’. Nastepnie stosujac twierdzenie 2.12 dostajemy oszacowanie (3.8).
Z pracy [60] wiemy, ze funkcja I¢ okres$lona na A wzorem

LI > Br+1,y+ 1))@, zeA,

If(z) = ——
(1_§Z)Y+2 n=0

spetia nieréwnos¢
1 2n
—f 15(2)|* < (1 — g2 (3.10)
2r ),

dla pewnej statej k > 0. Zauwazmy, ze dla pewnych statych C;, C,, C5 (zaleznych jedynie
od ry oraz y) i n = 1 prawdziwe sg zaleznosci

2n+2
B(h+1,y+1)—B.(n+1Ly+1)|<C;=>— (3.11)
To n+1
C2 1
< < .
s 1) Bro(n+1,y+1)\B(n+1,y+1) (3.12)
B(n+1,y+1)< chjo(n+1,y+1). (3.13)

Jedynie pierwsza nieréwno$¢ w formule (3.12) oraz nieréwno$¢ (3.13) sa nietrywialne.
Przypusémy, ze v < 0. Wowczas (1 —u)" jest niemalejaca funkcjg na przedziale [0, 1),
skad wynika, ze

1 (" 1 (!
—zf u"(1—u)'du < J u"(1—u)’du.
o Jo

1—r2
0Jr2
Mnozac nieréwno$¢ stronami przez rg oraz dodajac obustronnie f 2 u"(1—u)"du otrzy-
0
2

1—r2
ciagla na przedziale [0, 1] oraz dodatni; dla u € [0, 1). Istnieje wiec taka stala c, ze

mujemy nieréwnosc (3.13) ze stala + 1. Jesli y > 0 wéwczas funkcja (1 —u)” jest

1 "5 c !
—zf u"(1—u)'du < J u"(1—u)’du.
o Jo

1—r2
0Jr2
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Uzywajac tych samych argumentéw, jak w poprzednim przypadku, dostajemy nieréwnos¢
(3.13). Przypomnijmy, ze

I'(n+1)
T(n+1+y+1)

B(n+1,y+1)=T(y+1)
Korzystajac z zaleznosci iﬁ'}t,f)) —1l,gdyk - oodlag=y+1lorazdlak=n+1
otrzymujemy nieréwnosc¢ (3.12).
Z warunkow (3.11) i (3.13) otrzymujemy

‘ri(relf) Z(Bl (n+ Ly + D) (E)e"

B(n+1 y+1)— Bl(n+1 y+1) _
4 < 400, 3.14
' B(n+ 1Ly + 1Bl (n+ 1y +1) (©)z"| < (3.14)
wiec z oszacowania (3.10) mozemy zatozy¢, ze
2n
1 1 n int (1_|€|)K
e Z(B (n+ 1,y + 1)) @) dt\—(l_lgl)w)a. (3.15)

Aby zakonczy¢ dowdd rozwazmy funkcje h, h; : A — C okreslone wzorami

h(z) = (11572 Y (BL (n+ 1Ly + 1)) E)a",
n=0
hi(z)=(1—EN"*?1%(2), z€A.

Nieréwno$¢ (3.14) implikuje |h;(2)| ~ |h(2z)| dla z € A. Z faktu |h,(2)| < 1 dla kazdego
z € A wynika, ze istnieje taka stata ¢, > 0, ze c,|h(z)| < 1 dla kaidego % € A. Ktadac
t= <15_1(1 Iil) oraz stosujac przyblizenie 1—|&| ~ 1—|&|? dostajemy |F (2)| < c5t|h(2)]
dla z € A oraz

S(IFE(2)]) < cy@(tlh(z))) < k”[h@)|*(1—[E])!, z€A.
Catkujac ostatnig nieréwnos$¢ stronami otrzymujemy

ps(F) <x”[I2(1—1EDT!, E€a,

gdzie przez ps oznaczamy modular. Z oszacowania (3.15) wnioskujemy, ze ||h]|§ <
k'(1—|&]), & € A. Ostatecznie dostajemy pq;(Ff) < k’'k” dla kazdego & € A, co dowodzi
nieréwnosci (3.8). O

Twierdzenie 3.6 mozemy zastosowa¢ do opisu przestrzeni dualnych do H?(A).
Twierdzenie 3.7. Niech funkcja Orlicza $ spetnia warunek ¢ € A(a,p) dla f < 1.
Wowczas H®(A)* = B&V(A), gdzie

1
w(z)=1—|z)"?e H ——), |z1<1,
(121) = (1 — |z]) (1_|Z|) 2]

oraz

v(|z|)=(1—|2—()|)y+2¢_1( _1r_0), lz| >rg, v>1/a—2.

|zl
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Doktadniej, jesli f € B2 (A), to funkcjonat x}" € BV (A)*, gdzie

x:(g) =f g@)f @w(zDY(zNezDv(I2DdAy(z), g€ H?(A).
A

Odwrotnie, jesli x* € H*(A), to istnieje jedyna funkcja f € B&Y(A), ze x* = x;;.

Dowdd. Na mocy twierdzenia 3.6 mamy H?(A)* = B.f ’w(A)*. Latwo sprawdzié, ze
x}" € BY ’w(A). Przypusémy wiec, ze x* € B} ’w(A)*. Wéweczas na mocy twierdzenia
3.5 istnieja takie jedyne funkcjonaly x] € Bf(]D))* oraz x; € B;le(E)*, ze xX* = x] + x;.
Korzystajac z opisu przestrzeni dualnych do B} (D) oraz BipO(E ) wnioskujemy istnienie
funkcji f; € B (D)if, € Bgo’o(E ), ktére odpowiadaja funkcfonaiom x] 1x; odpowiednio.
Korzystajac ponownie z twierdzenia 3.5 otrzymujemy f = f;+f, € B&;"(A). Stad wynika,

Zex*zx}k. O



Rozdzial

Operatory kompozycji na przestrzeniach
Hardy’ego-Orlicza

oo

rozdziale tym zaprezentujemy wyniki badan dotyczacych operatoréw kompozycji
W na przestrzeniach Hardy’ego-Orlicza na obszarach kotowych. Cze$¢ rezultatéw za-
warta jest w pracy [57]. W tym celu zastosujemy pewne metody z prac [32, 29, 31, 33, 53]
do badania operatoréw kompozycji miedzy przestrzeniami Banacha funkcji holomorficz-
nych za pomocg operatoréw inkluzji z przestrzeni funkcji holomorficznych do przestrzeni
funkcji mierzalnych nad przestrzeniami miar borelowskich na obszarach w C. W zwigzku
z tym bedziemy bada¢ zwarto$¢ operatora inkluzji j,: H*() — H?(Q), gdzie u jest
miara borelowska na domknieciu Q obszaru kotowego Q ptaszczyzny zespolonej. Podana
zostanie charakteryzacja porzadkowo ograniczonych operatorow generowanych przez
operatory kompozycji. Ponadto udowodnimy twierdzenia o stabej zwartosci i zupelnej
ciaglosci operatoréw kompozycji na przestrzeniach Hardy’ego—Orlicza na obszarach
kotowych.

Termin funkcja Orlicza zarezerwowany bedzie w tym rozdziale dla wypuklych
funkcji Orlicza. Ponadto symbol Q oznaczac¢ bedzie obszar kotowy, cho¢ w przypadku
kilku twierdzen ograniczenie to nie bedzie konieczne. Przypomnijmy, ze gdy ¢ jest
holomorficznym odwzorowaniem obszaru Q w siebie, tj. ¢ : Q — Q (fakt ten zapisy-
wac bedziemy nastepujaco: ¢ € 1), wowczas dla f € H(Q2) operator C,, definiujemy
wzorem:

(Cof)z):=(fop)(z), z€Q.

Na wstepie uzasadnimy, ze C,: H ?(Q) — H?(Q) jest operatorem liniowym. Liniowo$¢
jest oczywista. Aby udowodni¢, ze C, jest ograniczony, niech f € H ?(Q), przy czym
If l|zreeqy = A, gdzie A =inf{e > 0: v () < 1} oraz v; . jest najmniejszg harmoniczna

44
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majoranta funkcji @(@) w zbiorze 2. Wéwczas mamy

f ool
<P( - ) SVp 00
oraz vy . o ¢ jest funkcja harmoniczng w 2. Ponadto é(w) < Vs (9(20)). Potézmy
wo = ¢(20), wéwczas z nieréwnosci Harnacka istnieje taka stata ¢ > 0, ze vy (wy) <

cvs ¢(20). Stad dla C = max{c, 1} mamy

1C, f oy < Cllf lgeqy,  f € HP(Q).

Ograniczono$¢ operatora kompozycji C,, : HP(D) — HP(D) zostata wykazana przez
Littlewooda w 1925 roku (patrz [40]). Klasyczne metody mozna zastosowaé takze
w przypadku klas Hardy’ego—Orlicza na dysku. Okazuje sie jednak, ze w przypadku
przestrzeni na obszarach wielospdjnych pojawia sie istotny problem wynikajacy z braku
pewnych narzedzi (np. lematu Schwarza). Aby zobaczy¢, jak uzyteczna jest terminologia
yharmonicznych majorant” przytoczmy wynik Boyda [3], ktéry w kilkustronicowym
dowodzie wykazal, ze norma operatora kompozycji C,: H?(A) — HP(A), gdy p > 1,
spelia nieréwnos¢

IC,II < [1 +tgh(nt|/(29)) + tg(r| log(|lw|/ /To)l/(2g))[1 —tgh(r|t]/(29))] ]1/"
g 1 —tgh(n|t]/(29)) — tg(m|log(Iwl/ vl /(2g))[1 + tgh(mltl/(2g))] ]~

gdzie ¢(/To) =w=|wle* ig=—logry,, 0 <ry < 1.
Nasze dalsze rozwazania dotyczy¢ beda opisu zwartych operatoréw kompozycji na
przestrzeniach Hardy’ego-Orlicza na obszarach.

4.1. Zwarte operatory kompozycji

Studia dotyczace zwartych operatoréw kompozycji rozpoczniemy od przypomnienia
znanego twierdzenia, ktérego dowdd znalezé mozna w pracy [32, Proposition 3.8].
Dodajmy, ze w klasycznym przypadku (dla X = Y = HP) twierdzenie to nosi nazwe
kryterium Schwartza.

Stwierdzenie 4.1. Niech X,Y bedq przestrzeniami Banacha funkcji analitycznych na
obszarze Q2 C C, przy czym o X zatézmy, ze ma wlasnos¢ Fatou. Niech ¢ € Y, bedzie
takie, ze C,f €Y, oile f € X. Wowczas C,: X — Y jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego ciqgu {f,} ograniczonego w X i gbieznego niemal jednostajnie do 0, mamy
ICy fully — O.

Stosujac stwierdzenie 4.1 dla X =Y = H?(Q) (o ktérych wiemy, ze maja wlasnoéé
Fatou), otrzymujemy warunek konieczny na zwartos¢ operatora C,,.

Stwierdzenie 4.2. Niech 2 bedzie obszarem kotowym i niech ¢ € Y. Jesli C,: H Q) —

H?(Q) jest operatorem zwartym, to dla kazdego 0 < i < m mamy

1 4
1 _1 —_— L =
sgqligqrpé (1_S)||C¢up’s||H¢(Q) 0. “4.1D
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Dowdd. Niech {p, } bedzie dowolnym ciggiem punktéw z 9%, zas {s,} € (0,1) oraz
s, — 1. Korzystajac z faktu, ze ||u;'7 e = ﬁ dla kazdego s € (0, 1), wnioskujemy,
, ; =

ze ciag {f'} zdefiniowany wzorem

fi@) =6 (——)ul (), zeq,

1—s,

jest ograniczony w H?() dla kazdego 0 < i < m. Poniewaz ¢~ jest wklesta funkcja
oraz $1(0) =0, zatem & !(x) < Cx dla x > 1, gdzie C = 7 (1). Stad wynika, ze

. C 1—s,)?
|fnl(z)|<1 ( p:zz, 1<i<m
Snl(1—2222)
oraz
C |1(1—s,)?
£ < n|,
1—s,1(1—1z])
Zatemdla0<i<m
fi—=0,

na zwartych podzbiorach Q. Na mocy stwierdzenia 4.1 otrzymujemy

|’C<panH¢(n) -0,

co konczy dowdd. O

4.1.1. Miary Carlesona i operatory inkluzji

Niech Q bedzie obszarem kotowym w C oraz niech ¢ € Y. Poniewaz ¢ jest odwzo-
rowaniem ograniczonym wiec z twierdzenia 2.6 wynika, ze istnieje funkcja brzegowa
0* € L?(0Q, w) (= L?(09Q,ds)). W dalszym ciagu dla ustalonego ¢ € Y, definiujemy
miare u, na o-algebrze B () zbioréw borelowskich w Q wzorem

u,(B) :=s((¢*)7'(B)), Be B(Q).

Zauwazmy, ze

o *
||C¢f||H¢(n) ~|I(f o @)*||L¢(an,w) = inf{g >0: ‘ib(lf ;0 l)dw < 1}
an
[‘ *
winf{s>0: ¢(|f°90|)ds<1}
20 €
;
=inf{£>0: @(m)du¢<1}
Ja ¢

= ”f”L"’(ﬁ,w)'

Powyzsza zalezno$¢ pokazuje, ze pewne wilasnosci operatora kompozycji C,, : H ?(Q) -
H?(2) moga byé wyrazone w terminach operatora inkluzji Ju, H 2(Q) = L2(Q, u,).
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W szczegolnosci mozemy zastosowac ten operator do badania zwartych operatoréw
kompozycji, gdyz jak wiadomo operatory zwarte maja wtasnosc idealu. Operatory inkluzji
bada¢ bedziemy takze w ogélnym przypadku-nie tylko w przypadku miar u,, ale
réwniez dla skoniczonych miar borelowskich.

Lemat 4.3. Niech Q2 bedzie obszarem kotowym, ¢ funkcjq Orlicza i niech u bedzie skoriczong
miarq borelowskq. Zatozmy, ze j,: H ?(Q) — L2(Q, u) jest operatorem swartym. Wowczas
u(@Q)=0.

Dowdd. Zauwazmy, ze lemat jest prawdziwy w przypadku Q2 = D (patrz [32, Lemma
4.8]). Aby otrzyma¢ przypadek ogélny, rozwazmy odwzorowania T;: H? — H?(Q),
zdefiniowane dla i € {0,..., m} nastepujaco

T.f =fo 77;1|n-

Jest jasne, ze T; jest ograniczonym operatorem dla kazdego 0 < i < m. Zauwazmy, Ze ciag
{e,}, gdzie e,(z) := 2", dla z € D jest ciagiem stabo zbieznym do zera w HM ?(ID). Wynika
stad, ze T;e,, — 0 stabo w HM?(Q) dla kazdego 0 < i < m. Ze zwartosci operatora Ju
wynika, ze dla dowolnego € > 0 i odpowiednio duzych n

oraz

f d(|z")du < s.

Q

W konsekwencji
f d(1)du < (m+1)e.
Elo)
Stad u(2Q2) =0. O

Niech {Q,} bedzie regularnym wyczerpaniem obszaru 2 oraz niech u bedzie miarg
borelowska na . Operator I,,: H?(2) — L?(Q, u) definiujemy nastepujaco

L(f) = f xa\q,-

Twierdzenie 4.4. Niech Q bedzie obszarem kotowym. Niech u bedzie skoriczong miarg
borelowskq na Q i niech ¢ bedzie funkcjq Orlicza. Nastepujace warunki sq réwnowazne:

(i) Operator inklugji j,: H*(Q) < L*(Q, ) jest zwarty.
(ii) Dla dowolnego ograniczonego ciqgu {f,} w H?(Q) zbieznego niemal jednostajnie do
0, mamy ”fn”p(ﬁ,u) — 0.

(iii) Operator j,: H ?(Q) — L%(Q, u) jest ciggly oraz dla dowolnego regularnego wyczer-
pania {2, } zbioru Q

nlggo 1ol e (@y—ro @y = O-
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Dowdd. W dowodzie faktu, ze warunek (ii) implikuje warunek (i) korzystamy ze standar-
dowych technik, ktére mozna znalez¢é np. w pracy [53]. Pokazemy, ze (i) implikuje (ii).
Z lematu 4.3 wiemy, Ze u(J9Q) = 0. Wezmy taki ciag {f,} C Bye(q), Ze f,, — 0 jednostajnie
na zwartych podzbiorach 2. W szczegdlnosci f,(z) — 0 dla kazdego z € 2, a poniewaz
w(29Q) = 0 mamy wiec f, — 0 u-p.w. na Q. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze {f,}
nie jest zbiezny do zera w L%(, ). Ze zwartoéci operatora inkluzji Ju wnioskujemy, ze
istnieje taki podciag {f,, }, ze f,, > g #0w L®(Q, u). Z drugiej strony fn, = & U-P-W.
co daje sprzeczno$c¢.
Przypusémy teraz, ze zachodzi warunek (iii). Mamy

Gull = Hm {17, = Ill.

Zauwazmy, ze j,, — I, jest operatorem inkluzji z H ?(Q) do L?(Q, v) dla skoriczonej miary
borelowskiej v, ktérej nosnikiem jest ﬁn. Stosujac rownowaznos¢ warunkéw (i) i (ii) do
I :=j, — I, otrzymujemy, ze I} jest operatorem zwartym przy dowolnym n € N, a stad
Jy jest zwarty jako granica operatoréw zwartych.

Przypus¢my, ze spetniony jest warunek (ii). Zauwazmy, ze ciag {||I,,||} jest malejacy,
wiec jesli warunek (iii) nie bytby prawdziwy, wéwczas istniataby stala ¢, > 0, ciag {f,,}
elementéw z kuli jednostkowej H?(Q) oraz takie regularne wyczerpanie {€,,} zbioru €,
ze || fall L@y > €0, dla n € N. Zauwazmy, ze ciag {f,} jest jednostajnie ograniczony
na zwartych podzbiorach Q. Na mocy twierdzenia 2.3 mozemy roztozy¢ f, nastepujaco

fn(z):fO,n(Z)+f1,n(z)+"'+fm,n(z), z €1,

gdzie f; , € H(‘f(Ei). Dla kazdego 1 < i < n definiujemy

gin(@)i=(—=)fi.(2), z€E,

T

zZ—a;

oraz g, ,(z) :=z"f; ,(z) dla z € E,. Jest oczywiste, ze {g; ,}, jest ograniczony w Hg(El-)
dla 0 <i<moraz g, — 0 jednostajnie na zwartych podzbiorach E;, wiec ciag {g,},
&n = 8ont+*+ &mn jest ograniczony w H ?(Q) oraz g, — 0 jednostajnie na zwartych
podzbiorach Q. Wykazemy, ze z warunku (ii) wynika ||g, [l +g,) — 0. Rzeczywiscie,
zauwazmy, ze jesli dist([}, z) < %, tzn. z €A}, gdziedlal<i<m,n€N

; 1
A’gz{zeEi: z:ai+ri(1+e)ele,0<s<—,QET},
n
1
Ag:]]])\(l—;)]D),

towéwczasdlai=1,...,m

e RO 8 ) 1@ > 1, A

812 = |

Podobnie uzasadniamy, ze |g, ,(2)| = }‘l fon(2)| dla z € Aj. Jesli przenumerujemy {Q,}
tak, aby mie¢ Q\ Q, C A, = UT:OA’I.1 i to samo zrobimy z ciagiem {f,}, wéwczas dla
odpowiednio duzych n

Hgnllre(o,w) = HnfallLeo,u) = €0 > 0.

Otrzymujemy zatem sprzeczno$¢, gdyz [|g,ll e ) — O- O
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Oknem Carlesona na i-tej sktadowej brzegu I; € I' = dQ2 o srodku w punkcie § € T;
i promieniu 0 < h < min,; dist(T;, I;) nazywa¢ bedziemy zbiér

Wo(E, ) ={z€Q: 1—h <|z|,|arg(E2)| <h},

Wi(Eh)={ze: s—al< ;Tih,|arg(gz)| <h}, 1<i<m,

Latwo sprawdzi¢, ze z € W,(&, h) wtedy i tylko wtedy, gdy n;(2) € Wi(ni(i), h), gdzie
1 <1< m. Zauwazmy takze, ze dwuwymiarowa miara Lebesgue’a A, okna Carlesona
Wi(ni(g), h) spelnia zaleznos¢

Aa(Wi(&,h)) ~ 2r?h?,

przy czym stata 2rl.2 jest optymalna dla matych h.

Niech Q bedzie obszarem kotowym, u skoriczona miara na Q i niech ¢ bedzie
funkcjg Orlicza. Dla 0 < h < min,; dist(T;,T;) oraz A > 0 zdefiniujmy nastepujace
funkcje:

(D pu(h) :=maxoc;<pm SUPer, M(Wi(i, h)),
(i) K,u(h) ‘= SUPg<r<h pMT(t)’
eee . 1
(iii) ya(h):= paT=TEnE
Funkcje p,, nazywamy funkcja Carlesona. Zdefiniujmy takze nastepujace warunki:

(Ry) limy_,o+ % = 0 dla kazdego A > 0.

(Kp) limy_,q+ % = 0 dla kazdego A > 0.
(Co) Operator inkluzji j, : H?(Q) < L?(RQ, u) jest zwarty.
Pokazemy, ze prawdziwe sg nastepujace implikacje

(Ko) = (Co) = (Ro)-

W tym celu skorzystamy z nastepujacego rezultatu [53, Lemma 3.3.].

Stwierdzenie 4.5. Warunek (R,) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

()

m ———
h—0t $—1 ( pul(h) )

=0.

Zauwazmy, ze w [32] (por. [53]) udowodniono, ze warunek (C,) implikuje (R,)
w przypadku Q = D. Stosujac twierdzenie 4.4 udowodnimy, ze wynik ten jest prawdziwy
takze w przypadku obszaréw kotowych.

Twierdzenie 4.6. Warunek (C,) implikuje warunek (R,).

Dowdd. Rozumujac podobnie jak w dowodzie stwierdzenia 4.2, pokazujemy (stosujac
twierdzenie 4.4), ze dla 0 < i < m mamy

1 .
i &1 i — . =0. 2
rlgl_ psga% ( 1—r ) ”up,r ”L“’(Q,M) 0 (4-2)
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Latwo sprawdzic, ze |ug L(2) = %, gdy z € Wy(p, h) oraz r =1 —h. Stad

1 0
45—1( 1 ) < 9”up,r”L¢(ﬁ,u)'
u(Wo(p,h))

Nierdwno$¢

i _
@_1( 1 ) < 9”up,r”L¢(Q,u)’
w(W;(n;(p),h))

dla 1 < i < m, otrzymujemy analogicznie, korzystajac z faktu, ze z € W,(p, h) wtedy
i tylko wtedy, gdy n;(z) € Wi(ni(p), h). Z powyzszej nieréwnosci oraz oszacowania (2.7)
wynika, ze
¢'(5) 1
—1( = i _
i e S—"— ([
w(W;(n;(p),h))

Stosujac rownos¢ (4.2) otrzymujemy

& 1(%
lim —(}11) =0.
h—0+ ¢_1(p“(h))

Dla £ € Qi a > 1 rozwazmy rodzine zbioréw
Gg‘ ={z€Q: |z—£&| < adist(z,N)}.

Przyjmijmy G, := Gg. Dla dowolnej funkgcji f : Q — C maksymalng (niestyczna) funkcje
M;: 9Q — [0, +00] definiujemy nastepujaco:
My (&) :=sup{lf(2)|: 2€ G}, £€dq, Eeadq.

Przypomnijmy, ze operator maksymalny Hardy’ego—Littlewooda M : L*(8Q,ds) —
L°(29Q, ds) okreélony jest wzorem
1

Mf)(E) = sgl;m

gdzie supremum jest brane po wszystkich tukach y zawartych w 9, natomiast £(y)

Jlflds, (€d, felL'(on,ds),
Y

oznacza dtugos¢ y. W dalszej czesci pracy bedziemy korzystali z waznego twierdzenia,
ktére orzeka, ze M jest operatorem stabego typu (1,1) i mocnego typu (p,p) dlap €
(1, 00] (patrz [18, str. 49]).

W dalszych rozwazaniach istotny bedzie nastepujacy fakt: istnieje taka stata C(Q2) >
0, ze dla dowolnej funkcji f € H'(Q) zachodzi nastepujaca nieréwnoéé:

M (E) < C(QMfH(E), Ee€0Q,

gdzie f* € L1(9Q, ds) jest funkcja brzegowa funkji f . Uzasadnijmy krétko te nieréwnosé.
Podobnie, jak w klasycznym przypadku (2 = D) dowodzi sie, ze istnieje taka stala
C(9) > 0, ze dla dowolnej funkcji g € L'(9, ds) zachodzi oszacowanie:

Mpg1(&) S C(Q)Mg(E), &<€oQ,



4.1. Zwarte operatory kompozycji 51

gdzie P[g] jest catka Poissona funkcji g,

P[gl(z) = J P,(&)g(&)ds(8), zeq.
a9

Dyskusje tego faktu mozna znalezé w monografii [18, str. 49 oraz Lemma 2.2, str. 9] .
Stosujac twierdzenie 2.6 otrzymujemy

P[f*l(z)=f(2), z€Q,

skad wynika zadana nieréwnosc¢.

W przypadku uogdlnionych obszaréw kotowych funkcja maksymalna jest porzadko-
wo ograniczona przez operator maksymalny Hardy’ego-Littlewooda M : L1(8Q, ds) —
L%(8Q,ds) (patrz [18, str. 47-49]). Zatem odwzorowanie f M; jest operatorem
stabego typu (1, 1) oraz mocnego typu (+00,+00). Stosujac analogiczne rozumowanie
mozemy rozszerzy¢ wynik z pracy [32, Proposition 3.5] na przypadek wielospdjny.

Stwierdzenie 4.7. Niech Q) bedzie obszarem kotowym. Przypusémy, ze funkcja Orlicza
¢ € V,. Wowczas kazdy subliniowy operator stabego typu (1,1) oraz mocnego typu
(+00,+00) jest ograniczony na L?. W szczegdlnosci, dla dowolnego f € L*(9,ds),
funkcja maksymalna M; € L*(9Q, ds).

Twierdzenie 4.8. Niech 2 bedzie obszarem kotowym oraz niech u bedzie skoriczong miarq
borelowskq na Q, natomiast f : Q — C funkcjq ciggtq. Wowczas dla kazdego t > 0 oraz
dla dowolnego 0 < h < %min# j dist(T;, I;) mamy

p({zeq: dist(z,8Q) <h,|f ()| > t}) < C'K,(Ws({& € 00 My(E) > t}).(4.3)

Dowdd powyzszego twierdzenia w przypadku, gdy © = D mozna znalez¢ w pracy
[32] (ze stalg C’ = 1). Uzywajac identycznych metod mozna pokaza¢ warunek (4.3)
w przypadku obszaréw kotowych.

Przypomnijmy, ze jesli z € Q, to norma funkcjonatu ewaluacji 5,: H?(Q2) — C
spelnia nieréwnos¢ (patrz (2.9))

B 1
18-l < ¥ (G )

gdzie C jest pewng stalg (niezalezna od z). W nastepujacym lemacie state ¢, i ¢; sa
okreslone wzorami

co =max{1,C}, c¢; =max{1,C’},

gdzie C’ jest stala z twierdzenia 4.8.

Lemat 4.9. Niech Q bedzie obszarem koltowym oraz niech u bedzie skoriczong miarq
borelowskq na Q. Zatézmy, ze funkcja Orlicza & € V, oraz ze istniejq takie A> 01 0 <
h, < %min# ; dist(T;, T;), ze dla dowolnego h € (0,h,) mamy

K, () < 3 ra(h)
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Wowczas dla dowolnego f € Bps(qy oraz dla dowolnego borelowskiego zbioru E C Q
zachodzi

f o 5171 ) du < u(E)o ey + J a(M;) ds,
E a0

2¢y Co
gdzie x, = ‘295_1(%).
Dowdéd. Dla dowolnego s > 0 nieréwnos$é |f (z)| > s implikuje, ze

1

<cod Y ——M
$=6 (dist(z,aﬂ)

), z €.
Zatem dist(z, 9Q) < m. Z twierdzenia 4.8 otrzymujemy

u({zeﬂ: |f(z)|>s})<c1KM( {5669: Mf(§)>s}),

1
qs(s/co))s(

oile &(s/cy) = %mini# dist(T;, T;). Ponadto

Jéﬁ(zilfl)d.u:f & (Ou({If|>2cot/AYNE)dt.
E Co 0

Z zalozenia &(s/c,) > 1/h, dostajemy:

1 P(s/co)
K“(qs(s/co))  B(As/co)’
Woéwczas

,u({z cq: f(z)> ﬂ}) < c1¢(2t/A)s({§ con: M;(E)> @})

A &(2t) A
oraz
A _ . / «° / . E
qu(z—colfl)du—JO @(t)u(E)dtJrLA gb(t)s({gean. My (©)> = })
= 2
< 9(x u(E) + ¢, J A P B on({seon: 0> 22

Zauwazmy, ze dla dowolnej funkcji Orlicza ¢ prawdziwe sa nieréwnosci ¢(t) < t¢'(t) <
&(2t) dla kazdego t > 0. Stad otrzymujemy

< $(2t/A)
. P2t)

2cyt

45’(t)s({§ €90 My(&)> T})dt

< JOOO Ms({g €0Q: My(&)> %})dt

2 (% 2¢ot
<;\Jo 45(2t/A)s({<S€8S2: Mf(§)>%})dt

<§j #(x)s({ceoq: Mf(§)>c0x})dx
0

1

1
= Sl —M;: |ds < — b M d,
fm(% )ds %LQMS

co konczy dowdd. O
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Twierdzenie 4.10. Jesli ¢ € V,, to warunek (K,)) implikuje (C,).

Dowdd. Niech & > 0 oraz niech C; := ||M||1s(50), dla f € H?(Q). Potézmy A = L‘Cf%,

gdzie ¢, i c¢; sa stalymi zdefiniowanymi przed lematem 4.9. Z warunku (K;) wynika
istnienie takiego 0 < h, < %mini# dist(T}, T;), ze nieréwnos¢

1
K,(h) < EYA(h)

zachodzi, dla h < hy. Jedli f € Bys(q), to z lematu 4.9 dla kazdego n € N mamy

1Ny, — Alf| 1 Alf|
L\ﬂn «15(?) "= Ja\nn qs( 4Cscocy ) s 2 Jn\nn gp(chcocl ) aw

< %(u(ﬁ\ Q,)P(x4) + E—(l) LQ¢( CMf ) ds)

€

1 — 1
< 3(u@\ 2200+ =),

dla dowolnego regularnego wyczerpania {2, } zbioru Q. Poniewaz ¢, = 1 oraz u(92) =0,
wiec nieréwnos$é %(,u(ﬁ \ Q,)P(x,) + %) < 1 zachodzi dla odpowiednio duzych n.
W konsekwencji z twierdzenia 4.4 otrzymujemy, ze operator j, jest zwarty, co oznacza,
ze warunek (C,) jest spetniony. O

Zauwazmy, ze warunek (K,) nie jest w ogdlnosci konieczny, aby operator inkluzji
byt zwarty. Podobnie (C,) nie jest warunkiem dostatecznym dla (R;). Odpowiednie
kontrprzyktady, gdy Q = D, mozna znalez¢ w [32] na str. 55-58.

Zatézmy, ze funkcja Orlicza ¢ spelia warunek A,. Mamy

. (2x)
lim sup

< +00
X—+ 00 ‘P(X)

Stad wynika, ze dla dowolnego A > 0 istnieje takie C, > 0, ze $(Ax) < C,¥(x) dla
odpowiednio duzych x. Przeksztalcajac powyzsza nieréwnos¢ otrzymujemy, ze y4(h) =
c% dla matych h, co oznacza, ze warunek (Kj) jest rownowazny temu, ze u jest zanikajacg
miarg Carlesona, tzn.
. pu(h)
lim =

0.
h—0* h

Stosujac stwierdzenie 4.5 mozna réwniez pokazac, ze warunek (R,) takze jest
réwnowazny temu, ze u jest zanikajacq miarg Carlesona. Ostatecznie dla ¢ speliajacego
A, operator inkluzji j,: H*(€2) — L*(Q, u) jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy u jest
znikajaca miarg Carlesona (w szczegélnosci dla skoniczonego p = 1 otrzymujemy pelng
charakteryzacje zwartych inkluzji j,: H?(Q) < LP(£2, u)).

Zauwazmy, ze ¢ € A, nie jest jedynym warunkiem zapewniajacym réwnowazno$¢
warunkéw (Ry), (Ky) i (Cy). Pokazemy, ze jesli € V, to te trzy warunki sa rGwnowazne.

Przypomnijmy, ze funkcja Orlicza ¢ spelnia warunek V, (& € V), jesli istnieja
takie x, > 0 oraz C > 1, Ze nieréwnos¢

$(2x) < $(2Cy)
a(x)  ¥(y)
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jest spelniona dla wszystkich x, y = xy, x < y.
Warunek ten mozemy zapisa¢ rownowaznie w nastepujacej postaci: dla dowolnego
A> 1 istnieje takie C, = 1, zedla x,y 2 xy, x < y
3(Ax) _ #(Cay)
o(x)  P(y)
Zauwazmy, ze dla malych h oraz 0 < t < h, przyjmujac x = ¢~ 1(1/h), y = & (1/t),

z powyzszego warunku dostajemy nieréwnos¢

YCA(t) < YA(h) )

t  h
. . . h)h . :
Warunek lim,_,q+ )f):_((tt)) = 0 pocigga limy_,¢+ KYMA(T)) = 0, co z kolei oznacza, ze (R)
A

implikuje (K,).

Dla ¢ € V, rownowaznos¢ warunkow (C,), (Ry) i (K,) zachodzi w przypadku
miary u = u,. Gléwna role w dowodzie tego faktu odgrywa ponizsze twierdzenie,
z ktérego otrzymujemy kompletng charakteryzacje zwartych operatoréw kompozycji na
przestrzeni Hardy’ego-Orlicza H?(2).

Twierdzenie 4.11. Istnieje taka stata k > 0, ze dla dowolnych ¢ € T, 0 < i < m oraz
&; €T, nierownosé

nu’ga(vvi(giigh)) < kenucp(vvi(gi)h)); (44)

zachodzi dla ¢ € (0,1) i dostatecznie matego h.

Dowdd. Zauwazmy, ze twierdzenie jest prawdziwe w przypadku Q =D, ¢ € T, (patrz
[32, Theorem 4.19], w tym przypadku h < 1 —|¢(0)]). Aby udowodni¢ twierdzenie
w przypadku ogdélnym wybierzmy 0 < i < m. Niech Ui, e U}; C Q bedzie skoniczona
rodzing obszaréw spelniajacq nastepujace warunki:

(i) dla dowolnego 1 < j < n; zbidr Ul jest jednospdijny,

(ii) dla dowolnego 1 < j < n; brzeg 8U]’. obszaru U]? jest wyznaczony przez analityczna
krzywa Jordana,

(ii) T; c U;I‘zl 8UJ§ oraz dowolny zwarty podzbidr zbioru I; N 8U]l: jest analitycznym
tukiem swobodnym dla 1 < j < n;,

(iv) dla dowolnego 0<I<mil#imamyI;n U BUJ‘: =0.

Niech 7, ;: LD b¢d21e odwzorowaniem konforemnym UJI: na D. Wéwczas na mocy
lematu 1 5, dla 0<i<moraz1< j<n; funkcja 7, ; ma przedtuzenie analityczne na
zbidr otwarty zawierajacy domkniecie U [ (dla prostoty oznaczmy to przedtuzenie tym
samym symbolem 7;;)- Niech 1; -1 b¢d21e funkcja odwrotnag do 7, ;. Wowczas istnieja
takie state C, ;,¢; ; > O ze dla dowolnych %1,%9 € 0D

Cijlz1 — 2| < |TZJ-1(21) — sz.l(zz)l < G jlzr — 2 (4.5)
Nlech c = maX0<i<m maxlg]’gni Ci,j ZaS’ C - minogigm minlgjgni Ci,j' UStalmy g S Fk C
2. Niech h bedzie tak mate, aby brzeg przeciwobrazu cp*_l(Wk(g h)) okna W, (&, h)
pokrywat sie z brzegiem pewnego tuku o Ul dla pewnych 0 <i<moraz1<j<n,.
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Rysunek 4.1. Rysunek objasniajacy twierdzenie 4.11

T

Dla 0 < k < m definiujemy funkgje v; ;  : D — D, nastepujaco:
Y@ =" opo TZ})(Z), ze€D.

Z faktu v, ; , € T wynika, ze miara P, spelnia warunek (4.4). Wowczas dla dosta-
tecznie matych h > 0 mamy

. (Woln ' (€), 1) = s({z € AD 2 Y7, (2) € Wy (E),)})
=s({z €dD: p*o sz.l(z) e W.(&, h)}).

Stosujac nieréwnosci (4.5) z uniwersalnymi statymi C, ¢ tatwo widac, ze ostatnie wyra-
zenie jest poréwnywalne do

S({Z € l—‘l : ()0*(2) € Wk(g, h)}) = “’cp(Wk(gi h))’

dla wszystkich 0 < k < m oraz & € I} przy dostatecznie matych h > 0. Zatem dla
pewnych statych i dostatecznie matych okien Carlesona zalezno$¢

.qui’j,k(wo(n—l (E): h)) ~ .u’ap(Wk(ga h))
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jest prawdziwa przy dowolnym 0 < k < m. Stad dla 0 < k < m otrzymujemy

py,(Wi(E, €h)) < Kypay, , (Wo(ni ' (8), )
< CKyepy,, (Wo(n ' (8), ) < CKiKyep,(Wi(E, 1)),
dla dostatecznie matych h, co koniczy dowdd. O

Powyzsze twierdzenie zastosujemy do znalezienia charakteryzacji zwartych opera-
toréw kompozycji.
Twierdzenie 4.12. Niech Q) bedzie obszarem kotowym. Niech ponadto ¢ € Y, oraz niech
® € V, bedzie funkcjq Orlicza. Operator kompogycji C,, jest zwarty na H ?(Q) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego A> 0
. py(h)
h-0+ y,(h)

0, (4.6)

gdzie p, = Pu,- Roéwnowaznie C,, jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy

&1(3
lim —(}11) =0. 4.7)
h—0+ qs—l(pw(h))

Dowdd. Réwnowazno$¢ warunkéw (4.6) i (4.7) zostata udowodniona w stwierdze-
niu 4.5.
Dla matych h oraz 0 < t < h z (4.4) przy € = t/h mamy

b (W1 ) < ke, (WG )

dla kazdego &; € 9Q, i € {0,...,m}. Biorac supremum po & € 9Q dostajemy p,(t) <
kip,(h). Stad dla u = u,, dostajemy
() p,(h)

K,(h)= sup A ,
a 0<t<h t h

wiec na mocy twierdzenia 4.6 oraz twierdzenia 4.10 warunki (R,), (K,) i (C,) sa réwno-
wazne. O

Pokazemy teraz, ze warunek (4.1) ze stwierdzenia 4.2 jest takze warunkiem dosta-
tecznym na to by operator kompozycji byt zwarty.

Whniosek 4.13. Niech Q bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y, i niech & € V, bedzie funkcjq
Orlicza. Operator kompozycji C,, H?(Q) — H?(Q) jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego 0 < i < m spetniony jest nastepujqcy warunek
1 4
: —1 i —

sll)l‘{{ ilég@ (E)||C¢up’sl|H¢(Q) =0. (4.8)
Dowdd. W stwierdzeniu 4.2 pokazalismy, ze warunek (4.8) jest konieczny do tego, aby
C, byt zwarty. W dowodzie twierdzenia 4.6 pokazaliémy, ze rownos¢ (4.7) wynika
z zaleznosci

1i —1 1 i =
Jim sup@™{ =7 Jitt lliv@in =0,
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co jest rownowazne réwnosci (4.8) dla u = u,,. Zatem na mocy twierdzenia 4.12 teza
wniosku jest prawdziwa. O

4.1.2. Funkcja liczaca Nevanlinny

Niech Q2 bedzie obszarem kotowym i niech ¢ € Tj,. Celem niniejszego paragrafu jest
pokazanie, ze (uogélniona) funkcja liczaca Nevanlinny jest rownowazna funkcji Carle-
sona. Otrzymany rezultat umozliwi nam znalezienie charakteryzacji zwartych operato-
réw kompozycji na H?(£2), bedacych znaczacymi rozszerzeniami wynikéw z prac [61]
w przypadku C,,: HP(D) — HP(D), [15] w przypadku C,,: H?(2) — HP(£2) czy [33] dla
C,: H*(D) —» H*(D).

Niech p € Q bedzie ustalonym punktem. Przypomnijmy, ze dla w € Q \ {¢(p)}
funkcjg (liczacq) Nevanlinny nazywamy nastepujaca funkcje

N, (w) :=N2(w)= > gq(z,p),
p(z)=w
gdzie gq(-, p) jest funkcja Greena obszaru Q2 z biegunem w punkcie p. Zauwazmy, ze
w przypadku, gdy Q =D i p = 0 powyzsza definicja pokrywa sie z klasyczna, tzn.
N,w)= > —loglzl, weD\{p(0)}.
e(z)=w
Gléwnym wynikiem tego rozdziatu jest nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 4.14. Niech Q bedzie obszarem kotowym. Istnieje taka stata K > 0, ze dla
dowolnego ¢ € Y, nieréwnosé
1/K p,(h/K) < sup{Ng(w) : dist(w, 9Q) < h} < Kp,,(Kh),
jest spetniona dla matych h.

Dla wygody wprowadzmy nastepujace oznaczenie
v,(h) = sup{N;Z(w) : dist(w, Q) < h}.
Do dowodu twierdzenia 4.14 bedziemy potrzebowali nastepujacego lematu.

Lemat 4.15. Niech Q bedzie obszarem kotowym i niech p € Q. Wowczas dla dowolnego
0 < i < m istniejq takie state C;,c; > 0, e dla wszystkich z € U; zachodzq nastepujqce
nierownosci dla funkcji Greena

Ci gEi(Zap) < gﬂ(zap) < Ci gEi(Z:p): (49)
gdzie U; C Q jest pewnym gbiorem otwartym, ktérego domkniecie zawiera T;.

Dowdd. tLatwo pokazac, ze stata C; w nieréwnosciach (4.9) wynosi 1. Istotnie gq(z, p) <
gr,(z,p) dla z € 9Q. Z zasady maksimum dla funkgji subharmonicznych i superharmo-
nicznych wynika, ze gqo(z,p) < gg (z,p) dlaz € Q.

Zauwazmy teraz, ze na mocy twierdzenia 1.9 funkcja g5 (2) = gg (2, p) rozszerza
sie do funkcji harmonicznej na pewnym otoczeniu V; zawierajacym brzeg E;. Podobnie
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Q

1 -1
i,j Tij i M

Rysunek 4.2. Rysunek objasniajacy dowdd twierdzenia 4.14

ga(-) = gq(+, p) rozszerza sie do funkcji harmonicznej na pewnym otoczeniu V zawie-
rajacym brzeg 9Q. Poniewaz gz (+,p) = 0 dla z € T}, wiec na mocy twierdzenia 1.8
wzrost funkcji gg (-, p) w otoczeniu brzegu nie jest szybszy niz wzrost pewnej funkgji
afinicznej. Sciélej, istnieje takie t > 0, ze dla dowolnego punktu & € I} oraz dla dowolne-
go z = £ —hn; nalezacego do odcinka taczacego punkty & oraz  — tng, gdzie n; jest
jednostkowym wektorem normalnym skierowanym na zewnatrz obszaru £ mamy

kih < gg,(2,p) < K;h.

Podobne nier6wnosci zachodza dla funkeji go(z, p), zatem dobierajac odpowiednio statg
¢; otrzymujemy pierwszg z nieréwnosci (4.9). O

Dowdd twierdzenia 4.14. Zauwazmy najpierw, ze twierdzenie jest prawdziwe dla Q =D
(patrz [33, Theorem 1.1]). Ustalmy O < i < m iniech U{, e Uril‘ bedzie rodzing obszaréw
zawartych w Q spehiajaca nastepujace warunki:

(i) dla dowolnego 1 < j < n; zbidr U; jest jednospdjny,
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(i) dla dowolnego 1 < j < n; brzeg 0 UJI: obszaru U]? jest wyznaczony przez analityczna
krzywa Jordana,

(i) T; c U;l‘zl 0 U; oraz dowolny zwarty podzbidr zbioru I; N QU; jest analitycznym
tukiem swobodnym dla 1 < j < n;,
(iv) dla dowolnego 0 <I<mil#imamyI;N U?‘:l BUJ‘f =0,
m n; i
) Ui:O Uj:l U} =0,
(vi) dla dowolnych trzech réznych zbioréw z tej rodziny U]ll1 N UZ N UE ={.

Ustalmy h > 0 i przypusémy, ze w € Q spelnia warunek dist(w, Q) < h. Mamy

NZwW) = ga(z,p) < izzgg(z,p). (4.10)

o(z)=w =0 j=1lzeU!
w(z)=w

Niech 7, ;: U]l.' — D bedzie odwzorowaniem konforemnym U; na D. Na mocy lematu 1.5

istnieja takie state C; ;, c; ; > 0, ze dla dowolnych 2,2, € U;

Ci/,j|21 —32,| < |Ti,j(z1)_'fi,j(zz)| < Gz — 2.

5
i

Analogiczne nieréwnosci prawdziwe sa takze dla odwzorowania odwrotnego ’L'i_jl. Dla
0 < k < m zdefiniujmy funkcje ¢; ;: D — D wzorem

wi,j(z)=(77i_1 OSOOT:})(Z), z €D.

Poniewaz 1); ; € Ty, wiec teza dowodzonego twierdzenia jest spetniona dla tego odwzo-
rowania:

1/Cpy, (h/C) < v,(h) < Cpy, (Ch),

przy czym mozemy zatozy¢, ze stalg C > 0 jest odpowiednia dla wszystkich indekséw
0<i<m,1<j<n; Ostatnig sume w nieréwnosci (4.10) mozemy zapisa¢ w postaci

ZZ > galz,p). (4.11)

i=0 j=1 zeU!
"l’i,j(’fi,j(z))
=n;'(w)

Korzystajac z faktu, ze gg (-, p) jest réwnowazna funkcji g (-, p; ;) w sasiedztwach punk-
téw p i dowolnego punktu p; ; € U} (fakt ten wynika z nieréwnos$ci Harnacka) na mocy
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lematu 4.15 dostajemy, ze suma (4.11) jest nie wieksza od sumy

m n; m n;
K/ZZ Z 85, (2,pi ) :K/ZZ Z 8e (2,0 ;) =
i=0 j=11; ;(1;;(z))= i=0 j=11; ;(7;;(2))=
=n;'(w) =n;'(w)
ZGU; ZGU}
m m_
K/Z Z gp(v,7ii(pij)) = K/ZZ Z gp(v,u;;) <
i=0 j=1 4, ;(v)= =0 j=14;;(v)=t
:ni_l(W) v €D
v €D
m 1 m 1
1 = D
Y3 Y g =KTY 3N (O (4.12)
i=0 j=14, ;(v)=t i=0 j=1
v €D

gdziev =7;;(2), t = n;'W) iy ; = 7;;(p;;) 0 < i <m, 1< j<n;. Funkcja n~*
odwzorowuje punkty znajdujace sie w poblizu brzegu I; w odlegtosci h (dla matych h)
w te punkty dysku jednostkowego D, ktérych odleglosc od brzegu JD jest bliska liczbie
rﬁ Stad ostatnia wielko$¢ z (4.12) nie przekracza liczby

CK”inwu(Ch/ri).

i=0 j=1

Zatem korzystajac z twierdzenia 4.11 oraz z zaleznoSci uwi,j(WO(é' ;1) &, (Wi(&;,h)
(patrz przedostatnia linia dowodu twierdzenia 4.11), fatwo dostajemy pierwsza z zada-
nych nieréwnosci.

Aby pokaza¢ drugg z nieréwnosci, tj.

1/K p,(h/K) < v, (),

zauwazmy najpierw, ze dla matych h

1S4 1S
Q el i
TECELD ) WD AT ACIELY 3) D FAEAD)
i=0 j=1 p(a)=w i=0 j=1 4y (71(2))=
z2€U; =n; ' (w)

1
z€Uj

Stosujac analogiczne rozumowania jak w przypadku pierwszej nieréwnosci oraz dolne
oszacowania w nieréwnosciach ,uwij(Wo(g, h)) ~ u,(W;(&;, h)),

1/Cpy, ,(h/C) < sup{Ng (w) : dist(w, 0Q) <h} < Cp,, (Ch),
L, i,j L,
gk, (2,p) ~ gg (2, p; ;) oraz nieréwnosci z lematu 4.15 dostajemy teze twierdzenia. [

Twierdzenie 4.14 zastosujemy do opisu zwartych operatoréw C,, : H*(Q2) — H*(Q).

Twierdzenie 4.16. Niech 2 bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y, oraz niech funkcja Orlicza
spetnia warunek ¢ € V,. Nastepujqce warunki sq rownowazne:

(i) C,: H?(Q2) — H?(Q) jest operatorem zwartym.
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(ii)
*(5) _
ll‘Il+ _1—1 =0.
ho0t (vv(h))
(iii)

¢ (F0aa)

im ————=0.
w—aQ 4)—1(]%)

Dowdd. Roéwnowazno$¢ warunkow (ii) i (iii) jest oczywista. Pokazemy, ze warunek (i)
oraz (ii) s3 réwnowazne. Przypusémy najpierw, ze zachodzi (i), tzn. operator kompozycji
jest zwarty. Przypomnijmy, ze z twierdzenia 4.12 wynika, iz zwarto$¢ operatora C,, jest
rownowazna warunkowi (4.7), tj.

&1L
lim —(}1’) =0.
h—0+ qs—l(pw(h))

Na mocy twierdzenia 4.14 funkcja h — v,,(h) jest r6wnowazna funkcji Carlesona
p,(h) dla matych h. Zauwazmy, ze z wklestosci ' dla K > 1i t > 0 mamy ¢ (Kt) <
K& '(t) oraz o (t/K) = (1/K)® (t). Zatem ¢ '(1/t) < K& '(1/Kt), dla t > 0.
Z drugiej strony uzywajac drugiej nieréwnosci z twierdzenia 4.14 dostajemy

1 1 1 1
i)+ (erten)* 2+ (52)
® Ko kn)) ~ K° \p,®
dla matych h > 0. Stad wynika, ze dla matych h zachodzi nieréwnos$¢
11 —1( 1
¢'(3) <22 (=)

(1 _ Ty
4 1(Vy,(h)) o 1(p¢(Kh))

Stosujac do otrzymanej nierdwnosci warunek (4.7) dostajemy teze.

Uzywajac podobnych argumentéw pokazujemy, ze warunek (ii) implikuje (4.7),
zatem na mocy twierdzenia 4.12 otrzymujemy zwarto$¢ operatora kompozycji C,. [

Przypomnijmy, ze dla zwartych operatoréw kompozycji na przestrzeniach Hardy’ego—
—Orlicza na dysku jednostkowym, generowanych przez symbole skonczenie wartoSciowe
w pracy [33] uzyskano nieco prostsze opisy niz te z twierdzenia 4.14 i twierdzenia 4.12.
Wynik ten mozemy rozszerzy¢ réwniez dla przypadku wielospdjnego. Przypomnijmy,
ze funkcje ¢ € T, nazywac bedziemy skoriczenie wartosciowq , jesli istnieje taka liczba
naturalna M, ze dla dowolnego w € Q moc zbioru ¢! ({w}) nie przekracza liczby M.

Twierdzenie 4.17. Niech Q2 bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y oraz niech & € V, be-
dzie funkcjq Orlicza. Zatézmy, ze operator kompozycji C,,: H*() — H?(R) jest zwarty.
Wéwczas

e 1(—L
lim (awsm) = +00. (4.13)
z2—00Q 45—1(;)

dist(p(2),00)

Jesli zas  jest skoriczenie wartosciowa, to warunek (4.13) jest wystarczajqcy do tego, aby
operator C,: H?(Q) — H?(Q) byt zwarty.
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Dowdd. Zatézmy, ze C,: H*(Q) — H?(Q) jest operatorem zwartym. Przypomnijmy, ze
H?(Q) jest przestrzenia bidualna do HM?(2) (domkniecia H*(Q) w H?(2)). Poniewaz
C,, jest ograniczony na H*°(£2), wiec

C,(HM?(Q)) c HM*(Q).

Ponadto operator C,, : H*(€2) — H®(£) jest bidualny do C,, : HM*(Q2) — HM?(). Z osza-
cowania normy ewaluacji dostajemy, ze dla dowolnego takiego ciagu {z,} C Q, ze
z, — £ € 00, mamy

1
lim ———— 5, (f)— 0
I = 1 E >
e d 1(dist(zn,9§2))

dla dowolnego f € HM?(Q), czyli ciag

1
e ——
{¢_1(m) "),

jest *-stabo zbiezny w (H?(€))*. Operator C, jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy Cf;
jest zwarty. Ponadto tatwo widac¢, ze C:; 6, = Oy dla kazdego z € Q. Dostajemy wiec k
R eer)
lim
=% 0 Fmom)

co oznacza, ze warunek (4.13) jest spemiony.

Odwrotnie, zatézmy, ze zachodzi réwnos¢ (4.13). Niech {w,} bedzie takim ciagiem,
ze w, — & € 9Q. Przypusémy, ze Ng(wn) # 0 dla n € N. Oznaczmy przez {z,} taki
ciag punktéw Q, ze ¢(z,) = w,. Zauwazmy, ze w,, — & € 9 pociaga z, — { € Q.
Jest jasne, ze ciag {z,} mozemy ,podzieli¢” na podciagi ,,zbiezne” do poszczegdlnych
sktadowych (z zalozenia z, — ¢ € dQ wynika, iz istnieje co najmniej jeden taki podciag).
Oznaczmy przez I podzbidr zbioru {0, ..., m}, zawierajacy tylko te indeksy i, dla ktérych
istnieje podciag ciagu {z,} zbiezny do I}. Ustalmy k € I. Niech {z’;}n bedzie takim ciggiem

=0, £e€9dqQ,

punktoéw £, ze spelnione sq warunki:

k

ez =w,, Izn|:max{|z—ak|: zEQ,cp(z):Wn}_

Mamy

Ng(Wn) = Zgn(z’P) < ZgEk(z’p) = Zgﬂ)(zikak’ P ikak)

w(z)=w, p(z)=w, (z)=w,
<c Y log(w)
p(z)=w, Tk

Z zalozenia wiemy, iz istnieje taka liczba naturalna M, ze dla dowolnego w € Q2 moc
zbioru ¢~ !({w}) nie przekracza M. Stad ostatnia suma nie jest wieksza niz

k
z —da
CMlog(u).
Tk
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Jesli sﬁ = dist(zlj, ), to
k k
2f—a s
CMlog(M) =CM log(l + —"),
Tk Tk

Przypomnijmy, ze jesli |z| < %, to %|z| < |log(1+2)| < %|z|. Woéwczas dla dostatecznie

k
duzych n, mamy i—’; < %, a stad

sk 3 4

CMlog(1+— |<CM_——s,
Iy 2rk

oraz

Ng(wn) <K dist(zs, ).

Podstawiajac go(zr]f) = w,, i korzystajac z powyzszej nieréwnosci otrzymujemy

-1 1 -1 1 —1 1
® (dist(wn,aﬁ)) < o (dist(wn,BQ)) < o (dist(cp(zﬁ),ﬁﬂ))

< <
(55t ¢ Feram) ¢ Feram)

dlan — oo i k € I. W konsekwencji teza wynika z twierdzenia 4.18. O

4.2. Stabo zwarte, porzadkowo ograniczone i zupetnie ciggte operatory
kompozycji.

W podrozdziale tym przedstawimy twierdzenia opisujace stabo zwarte, porzadkowo
ograniczone i zupelnie ciagle operatory kompozycji.

Rozpoczniemy od przedstawienia wynikéw badan porzadkowo ograniczonych ope-
ratoréw 6’; : H*(Q) — L?(30) (gdzie w jest miara harmoniczna na 9£2), generowanych
przez operatory kompozycji C,, : H*(2) — H?(), ¢ € Y. Podamy m.in. charakteryzacje
takich operatoréw. Ponadto pokazemy, ze dla szybko rosnacych funkcji Orlicza klasa
porzadkowo ograniczonych operatoréw 6’;: H?(Q2) —» M®(2Q) pokrywa sie z klasa
zwartych operatoréw kompozycji C,, : H ?(Q) - H?*(Q2). M?(29Q, w), gdzie w jest miarg
harmoniczna na 9%, pokrywa sie z klasa operatoréw zwartych.

4.2.1. Porzadkowo ograniczone operatory kompozyc;ji

Przypomnijmy, ze operator T: X — Z, gdzie X jest przestrzenig Banach, a Z podprze-
strzenig kraty Banacha Y nazywamy porgzqdkowo ograniczonym, jesli istnieje takie y € Y,
ze |Tx| < y dla wszystkich x € By.

Twierdzenie 4.18. Niech Q) bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y, oraz niech ¢ bedzie funkcjq
Orlicza. Operator kompozycji C,,: H?(Q) — H?(Q) indukuje operator 6’;: H?(Q) —
L?(89) dany réwnosciq 6’; f = (C,f), ktory jest porzadkowo ograniczony w L?(89)
(odpowiednio w M?(9)) wtedy i tylko wtedy, gdy dist(¢*, Q) > 0 w-p.w. oraz funkcja
qS_l(W) nalezy do L2(99Q) (odpowiednio sb_l(m) € Mé(aﬂ)).
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Dowdd. Poniewaz uzasadnienia sa podobne zaprezentujemy dowéd w przypadku M#(29).
Zatézmy, ze funkcja g € M?(99Q), gdzie

1

dist(p*(), asz))’ ceon

g(&)=07(

Korzystajac z oszacowania normy funkcjonatu ewaluacji (2.9) otrzymujemy, ze istnieje
takie C > 0, ze dla wszystkich f € Bys(q) nieréwnosc¢

|(Cof V()] = 1F (" ENI < N6 ey larocany < C2(E),

jest speniona dla w-prawie wszystkich & € Q. Innymi stowy C,, jest porzadkowo
ograniczony w M?(20Q).

Zatozmy, ze C, jest porzadkowo ograniczony w M®(9Q). Wéweczas z definicji
wynika, Ze istnieje taka funkcja g € M?(9Q), ze |C,.f| < g. Wéwczas mamy

16,6)f | = | (p(2))] = |PL(C,f)1(=)] < Plg](=),

dla dowolnego f € Bys(q), gdzie P[ g ] oznacza catke Poissona funkcji g. Bioragc supremum
po f € Bys(q) z oszacowania (2.9) dostajemy

1
* —1
CP[(wa) ](Z) = C||5Lp*(z)||(H¢(Q))* =P (m), z €.

Zauwazmy, ze funkcja brzegowa P[g] jest funkcja g dla w—prawie wszystkich & € Q.
Poniewaz & !(t) — +00, gdy t — +00, wiec wnioskujemy, ze dist(p*(£),8Q) > 0 dla
w-prawie wszystkich & € 9Q oraz

*Gtpom)
dist(p*, Q)

zatem ¢~ 1(1/dist(¢*, 90Q)) € M?(0Q). O

<Cg, w-p.w,

Zauwazmy, ze gdy &(t) = t* oraz Q = D, to H*(Q) = H*(D) i operator C,, jest
porzadkowo ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy (ﬁwl)l/z € L2(T), czyli

J
dm< w-

Ten ostatni warunek jest rtéwnowazny warunkowi twierdzenia 4.18, mamy bowiem
1-le*| S 1=l <2(1—¢").
Prawdziwe jest twierdzenie ogdlniejsze (patrz [53, str. 108]).

Twierdzenie 4.19. Dla dowolnej przestrzeni Hilberta H, operator T: H — L2(T) jest
operatorem Hilberta—Schmidta wtedy i tylko wtedy, gdy jest on porzqdkowo ograniczony
na L%(T).



4.2. Stabo zwarte, porzadkowo ograniczone i zupetnie ciagte operatory kompozycji. 65

Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku ¢(t) = t2 oraz Q = A, czyli dla przestrze-
ni H2(A) na pierécieniu. Przypomnijmy, ze w swojej rozprawie doktorskiej D. M. Boyd
[2] rozwazat przestrzen Hilberta H2(A) z nastepujacym iloczynem skalarnym:

271 27
1 — 1 R
[f.gl= z—f f(e”)g(e”)dt-F—J froe')g(roeit)dt
T J, 2w ),
= Z a,b, + Z r2a,b,,

gdzie f,g € H*(A) oraz f(z) = Yoo a,2" i f(z) = 2o ., by2" sa rozwinieciami
Laurenta tych funkeji. Latwo sprawdzi¢, ze ciag {g,} ez, gdzie dlan € Z

n
gn(z)zz— nez

v1+ rgn ’
jest baza ortonormalng w tej przestrzeni. Uzyskal on nastepujaca charakteryzacje:

Twierdzenie 4.20. Operator kompozycji C,,: H 2(A) — H?%(A) jest operatorem Hilberta—
—Schmidta wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzq nastepujqce warunki:

1 (7" 1
— —————dt < +00,
2 |, 1—lp(elt)]

21 2
1 r
—f %dt<+oo,
2m Jo  le(e)2—rg
1 (%7 1
-_— —i[zdt<+00,
2m |, 1—lp(reett)|
21 2
1 r
—J %dt<+0®.
27 Jy lp(roei)2—r2

Latwo zauwazy¢, ze warunek skoniczono$ci powyzszych catek jest rGwnowazny
. 1 1/2

ztym, ze (dist(cp*,BA))
wo ograniczonych (w L?(8A)) operatoréw kompozyciji sie pokrywaja. Ponizej wykazemy,
ze klasa porzadkowo ograniczonych operatoréw kompozycji 6; : H2(Q2) — M?(99Q) jest

zawarta w klasie zwartych operatoréw kompozycji.

€ L%(9), co oznacza, ze klasy Hilberta—Schmidta oraz porzadko-

Twierdzenie 4.21. Niech Q bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y, oraz niech ¢ bedzie funk-
¢jq Orlicza. Zatézmy, ze 6‘; : H2(Q2) —» M?(89Q) jest porzqdkowo ograniczony. Wowczas
Cy,: H?(Q2) — H*(Q) jest zwarty.

Dowdd. Niech {f,} bedzie ciagiem funkcji z kuli jednostkowej przestrzeni H?(Q2) zbiez-
nym niemal jednostajnie do funkcji zerowej, zas g € M?(9Q) taka funkcja, ze IE:phl <g,
dla dowolnego h € Bys(q). Z twierdzenia 4.18 wynika, ze dist(¢*, Q) > 0 w—p.w. na
99, a stad |f, o ¢*| = 0 w-p.w. na JQ. Poniewaz mamy réwniez |C,f,| < g, wiec
f,o@* — 0w L?(89Q, w), co na mocy stwierdzenia 4.1 oznacza, ze C, jest zwarty. []

Pokazemy, ze przy pewnych warunkach wzrostu natozonych na funkcje Orlicza ¢
pojecia zwartosci i porzadkowej ograniczonosci operatora C,, si¢ pokrywaja.
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Twierdzenie 4.22. Niech Q bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y, oraz niech funkcja Orlicza
& € A2 Wowczas nastepujqce warunki sq réwnowazne:

(@ C,:H*(Q) — H*(RQ) jest operatorem zwartym.
(ii) a; : H2(Q) — M?(3Q) jest operatorem porzqdkowo ograniczonym.

Dowdéd. Implikacja (ii)= (i) jest prawdziwa na mocy poprzedniego twierdzenia. Poka-
zemy implikacje odwrotna. Scislej udowodnimy, ze warunek (4.1) ze stwierdzenia 4.2
pociaga za soba (przy dodatkowym zatozeniu & € A2) porzadkowa ograniczono$é
operatora kompozycji. Zatézmy wiec, ze C,, jest operatorem zwartym. W szczegdélnosci
spelniona jest zaleznosc¢ (4.1), tzn. dla dowolnego 0 <i < m

1 .
li & —)lIc, =0.
2 sup (1 _S)II ol sllme (o)
Powyzsza rowno$¢ oznacza, ze dla € > 0 istnieje takie s, € (0,1), ze dla dowolnych
so<s<l,peToraz0<is<m

1 1 .
@(—¢_1(—|ul .0 cp*l)) < 1. (4.14)
sq \€ 1—s P

% zachodzi dla tych z € Q, ktore spelniajq zalezno$é¢

|z —pl < 1—s. Korzystajac z faktu, ze dla 1 <i <m, u}

Zauwazmy, ze nieréwnos¢ |”2,s (2)| =
s = ug’s onl._l, dlaz € {z
Q: |a; + r;p —2| < (1 —s)r;} otrzymujemy

1

(=] > 5.

Niech r = miny;<,, ;. Zdefiniujmy nastepujaca rodzine zbioréw:

DM ={£€dQ: |g+rp—¢*(E)<A-s)r}, 1<i<m,
Dyt ={g€aq: [p—¢ (O <(1—s)r}

Dla s bliskich 1 rodzina {Df’ ’S}?;O sktada sie ze zbioréw parami roztacznych. Zatem
z oszacowania (4.14) dostajemy

1 1
1> co(D?”s)tﬁ(—sﬁ_l(—)).
! 4e 1—s

Niech , = {z € Q : dist(z, Q) < h}. Zbiér Q;, mozna pokry¢ kulami o promieniu 2h
i Srodkach nalezacych do 9Q, ktérych ilo$¢ (dla matych h) jest nie wieksza od c/h dla
pewnej statej C (mozna przyjaé C = ZT” Z;n:o r;
w jest rbwnowazna mierze tukowej, przyjmujac 2h = (1 —s)r dostajemy

). Stad i z faktu, ze miara harmoniczna

C/

> w({E€an: dist(p*(8),99) < h})@(idfl( r ).

2h
Korzystajac teraz z wklestoéci $~! mamy

c’ 1 1 r (1
7> ellee ggmam i) e (7))
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: — &1 1 _ o x—1(1 / ..
Niech g(§)=¢ (W) dlagedQorazx=9¢ (E) Wéweczas podstawiajac do
powyzszej nierownosci otrzymujemy

rx

C'o(x) > w({g €a0: g&)> X})‘p(g)

> w({Ean: g(&)>x}) [cp( — )]4

8a2¢

przy czym w ostatniej nieréwnosci dwukrotnie uzyliémy warunku A2. Dla pewnego B > 1
mozemy znalez¢ takie £ > 0, ze B = 5. Wtedy dla duzych x powyzsza nieréwnos¢
mozemy zapisa¢ w postaci

w({E€an: #(Bg(E))> (Bx)})[8(Bx)]" < C'd(x) < B(Bx),

a zatem dla odpowiednio duzego A mamy

w({E€a: 8(Bg(E)>A}) < i—f

Stad wynika, ze funkcja #(Bg) € L?(99Q, w) dla kazdego B > 1. Na mocy twierdze-

nia 4.18, jako, ze g € M?(9RQ), otrzymujemy porzadkowa ograniczono$¢ operatora

C,. 0
¢

Niech (S, X, P) bedzie przestrzenig probabilistyczng. Przestrzen takich funkcji mie-
rzalnych f : S — C, ze dla pewnego ¢ > 0 i przy dowolnym t > 0 zachodzi

1
P({|f|>t}) < a(ct)’

nazywamy stabq-L? przestrzeniq i oznaczamy przez L%°°(S).
Zauwazmy, ze dla dowolnego f € L?(S) oraz dla t > 0 mamy

t
¢ (s7i5m)

Istotnie, z nieréwnosci Markowa dla ¢t > 0 otrzymujemy

qs( ||ft”¢)u»(|f| > 1)< qu(%)dp <1

Stad juz tatwo widzimy nieréwnos$¢ (4.15). Zauwazmy, ze warunek (4.15) mozemy
zapisa¢ w nastepujacej postaci

Iflls = (4.15)

1

B(If| > £) < ———.
*(17r)

Stad wynika, ze L?(S) C L®°°(S).
Przytoczymy dwa istotne dla dalszych rozwazan wyniki, pochodzace z pracy [32]

Lemat 4.23. Nastepujqce warunki sq réwnowagne

(@ L?(S)=L"*(8).
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.. oo ¢’( ) _ ] 1

(ii) fl smydu= f¢(1) s@a Gy dx < oo dla pewnego B > 1.
Lemat 4.24. Niech ¢ bedzie funkcjq Orlicza.

(i) Jezeli ® € A, to L?(S) = L°°(S).

(i) Jezeli LE(S) = L®°°(S), to € A°.
Twierdzenie 4.25. Niech Q) bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y, oraz niech ¢ bedzie funkcjq
Orlicza. Zatézmy, se L2(0Q) = L*°°(9). Wowczas jesli dla pewnego A > 0 spetniony jest
warunek

mw({g €30 : dist(p*(£),00) < A})qﬁ(Adﬁ_l(%)) < +00, (4.16)

to operator kompozycji C,, jest porzqdkowo ograniczony w L?(09Q). Jesli zas dla wszystkich
A > 0 spetniony jest warunek

lim w({g€a9: dist(p*(8),09) < k})qﬁ(A@_l(%)) < +o00,

to operator kompozgycji E; : H2(Q) — M?(09Q) jest porzadkowo ograniczony.

Dowdd. Zatézmy, ze L*(8Q) = L*°°(9Q) oraz, ze warunek (4.16) jest speliony dla
pewnego (odpowiednio dla wszystkich) A > 0. Z lematu 4.23 wynika istnienie takiego
B > 1, ze funkcja m jest catkowalna na przedziale (1, 00). Korzystajac z zalozenia
przy C = A/B otrzymujemy

Lf(”‘l(m))dw

) JOOO w({g = m g t})(¢(c¢1(t)))/dt

= LOO o)({xi € dN: dist(¢*(£),00) < %})(qS(Cdi_l(t)))’dt

“ S(CH (L))

—1
< H(CP (1))+Kf P(AP1(t))

1
Jedli przyjmiemy u = #(CoH!(t)), wéwezas ¢ 1(u) = CoH !(t). Stad H(AS (1))
= $(B91(u)). Ostatecznie otrzymujemy

oo

4 1 1 du
Lﬂ‘p(” (Et@ram) @ <o ay+x Lml(m 2B

przy czym suma wystepujaca po prawej stronie powyzszej nierownosci na mocy przy-
jetych zatozen jest skoniczona. Z twierdzenia 4.18 dostajemy, ze C,, jest porzadkowo
ograniczony w L?(9Q) (odpowiednio w M?(9Q)). O

Whniosek 4.26. Niech Q) bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y oraz niech funkcja Orlicza
& € Al. Wowczas jesli warunek

%15(1) w({g €90 : dist(¢*(£),00) < A}) @(Aqb_l(%)) < +00
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jest spetniony dla pewnego A > 0, to a;: H?(Q) — L?(30Q) jest porzqdkowo ograniczo-
ny (w L2(9RQ)). Jesli zas zachodzi on przy dowolnym A > 0, to operator kompozycji
- . & el . . .

C,: H*(2) — L*(99Q) jest porzqdkowo ograniczony. W obu przypadkach spetnione sq
réwniez implikacje odwrotne.

Dowéd. Warunek konieczny jest natychmiastowym nastepstwem poprzedniego twier-
dzenia 4.25 oraz lematu 4.24. Pokazemy implikacje odwrotng. Z twierdzenia 4.18
i nieréwnosci Markowa otrzymujemy

Wm0 (w1

co uzasadnia teze. O

Zauwazmy, ze w dowodzie dostatecznosci nie korzystaliémy z faktu, ze € Al.

4.2.2. Staba zwartos¢ i zupetna ciggtosc operatora kompozycji.

Na poczatku przypomnijmy, ze operator T: X — Y, gdzie X i Y sg przestrzeniami
Banacha nazywamy stabo zwartym, gdy obrazem dowolnego ograniczonego podzbioru X
jest warunkowo stabo zwarty podzbiér Y, tzn. taki, ze jego domkniecie w stabej topologii
Y jest zwarte. Zauwazmy, ze jeSli w zbiorze Z okreslone sg dwie topologie 7, i 75,
przy czym T, jest mocniejsza od T,, to kazdy zbidr zwarty w topologii 7, jest réwniez
zwarty w topologii 7,. Zatem dowolny operator zwarty jest tez stabo zwarty. Twierdzenie
odwrotne nie jest w ogoélnosci prawdziwe; jesli dim(X) = oo i X jest refleksywna, to
j: X — X jest stabo zwartym operatorem, ktéry nie jest zwarty.

Operator T: X — Y, gdzie X i Y sg przestrzeniami Banacha nazywamy zupetnie
ciggtym, jezeli przeksztalca ciagi stabo zbiezne w X w ciagi normowo zbiezne w Y.

Operatory zupelnie ciagle (nazywane tez operatorami Dunforda—Pettisa) podobnie
jak operatory zwarte tworza domknieta podprzestrzen przestrzeni wszystkich ciggtych
operatorow liniowych dziatajacych miedzy przestrzeniami X i Y. Majq one takze (jak
w przypadku operatoréw zwartych) wlasnos¢ ideatu. Ponadto kazdy zwarty operator jest
zupehie ciagly. Implikacja odwrotna nie musi jednak zachodzi¢ — nie jest tak m.in. w prze-
strzeniach nieskonczenie wymiarowych, w ktérych staba zbieznos¢ pociaga zbieznosé
w normie (o takich przestrzeniach méwimy, ze maja wlasnos$é Schura, np. £1). Jednak
w przypadku przestrzeni refleksywnych pojecia te pokrywaja sie.

Mowimy, ze przestrzen Banacha X ma wiasnos¢ Dunforda—Pettisa, jesli kazdy stabo
zwarty operator na X jest zupelnie ciagly (wlasnie z tego powodu operatory zupelnie
ciagte nazywane bywaja operatorami Dunforda—Pettisa).

Waznym wynikiem, ktdrego nie mozna pomina¢ rozwazajac operatory zupetnie
ciagle jest twierdzenie Eberleina~Smuliana (patrz [11]). Dostarcza ono pozytecznego
kryterium zupelnej ciagtosci — operator T jest zupelnie ciggly wtedy i tylko wtedy, gdy
przeprowadza zbiory stabo zwarte w normowo zwarte.

W dalszym ciagu zastosujemy nastepujacy interesujacy rezultat z pracy [30].

Lemat 4.27 ([30, Theorem 4]). Niech (S, %, u) bedzie przestrzeniq z miarq. Zatézmy, ze
funkcja Orlicza & spetnia warunek A°, zas X jest podprzestrzeniq przestrzeni M. Wowczas
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dowolny operator liniowy odwzorowujqcy X w pewnq podprzestrzen przestrzeni Banacha Y
jest stabo gwarty wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego p € [1, o) oraz dowolnego & > 0
istnieje takie C, > 0, ze

ITAI<Cellfll, +ellflleqny, fEX.

Twierdzenie 4.28. Niech Q bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y, oraz niech funkcja Orlicza
& € A°. Wowczas jezeli C,,: H*(Q) — H?(Q) jest stabo zwarty, to zachodzi warunek (4.1),
tzn. dla dowolnego 0 < i< m

lim sup ¢! 1 IC,u |l =0
$=17 peap 1—s 7 psTHIE) '

Dowdd. Wystarczy wykorzysta¢ fakt, ze obciecie C, do przestrzeni HM ?(Q) jest operato-
rem stabo zwartym. Z lematu 4.27 oraz twierdzenia 2.6 wiemy, ze dla dowolnego &€ > 0
znajdziemy taka stala K, ze dla dowolnego f € HM?(2) zachodzi nieréwnosé

ICou f o) < Kellf iy + €llf e (oy-

7 oszacowania (2.7) oraz faktu, ze dla 0 < i < m mamy ||u;75||H1(m <C(l—s)dlaeg >0,
podstawiajac f = u;s otrzymujemy

. C;

ICou Mo < K (1—5) +&— .
J 22 _ 1

¢ 1(1—3)

Poniewaz lim,._, . 20 — 400, wiec (1 —s)@‘l(ﬁ) — 0, gdy s — 17. Stad wynika

X

teza. O
Z twierdzenia 4.28 oraz wniosku 4.13 otrzymujemy nastepujacg rownowaznosc.

Whniosek 4.29. Niech Q bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y. Jezeli funkcja Orlicza ¢ € A°,
to operator C,: H*(Q) — H*(Q) jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest stabo zwarty.

Zauwazmy, ze warunek ¢ € A2 pociaga ¢ € A!, ktéry z kolei pociaga & € A°.
W konsekwencji stosujac twierdzenie 4.28, twierdzenie 4.22 oraz wniosek 4.13 otrzymu-
jemy nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 4.30. Niech Q bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y, oraz niech funkcja Orlicza
& € A2 Woweczas nastepujqce warunki sq réwnowazne:
(@ C,:H*(Q) — H*(RQ) jest operatorem zwartym.
(i) &Tp : H?(Q) — M?(3Q) jest porzadkowo ograniczony.
(ii) C,: H?(Q) — H?(Q) jest operatorem stabo zwartym.
(iv) Dla dowolnego 0 < i < m mamy
31121 ps;%dTl(i)HC(pu;,S||H¢(m =0.

Nastepujace twierdzenie opisuje zwiazek miedzy pojeciami zwartosci i stabej zwar-
toéci operatora kompozycji okreslonego na przestrzeniach Hardy’ego H2(Q2) i Hardy’ego—
—Orlicza H*(Q).
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Twierdzenie 4.31. Niech Q bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y, oraz niech funkcja Orlicza
® € V,. Jegeli ktorys z ponizszych warunkéw jest spetniony

(@) C,:H*(Q)— H*(Q) jest zwarty,

(i) ® € A® oraz C,,: H*(Q) — H?(Q) jest stabo zwarty,
to C,,: H?(Q) — H%(Q) jest zwarty.
Dowdd. Przypusémy, ze operator C, nie jest zwarty na H?%(£). Stad, na podstawie
charakteryzacji uzyskanej w twierdzeniu 4.12 (przypomnijmy, ze jesli ¥(t) = t2 dla
t =0, to HY(Q) = H%(Q)) istnieja 8 € (0, 1) oraz takie ciagi {&,} € 9Q1i {h,} c (0,1),
ze h, — 0, a takze u,(S(&,,rh,)) = Bh, dla kazdego n €N, gdzie r = minyg;<p, I;

Dla0<is<m bedziemy wybiera¢ podciqgi 3 i } ciagu {&,} takie, ze {§ i}, €T,
dla0o<is<m. N1ech D, El —t gdy 1 <i<moraz p = 50 Jest jasne, ze p! € dD dla
wszystkich 0 <i < m oraz n € N. Niech v (z) =u! z € Q). Wowczas z oszacowania

pl h 5
(2.7) mamy

; 1
Vollgoy ® —F=, neN.
o1 (5)

Wynika stad, ze ciag {g'}, zdefiniowany wzorem g! := ¢~ !(;)vi, n € N, jest ograni-
czony w HM?(Q) dla kazdego 0 < i < m. Z zalozenia o funkcji Orlicza ¢ wynika, ze

(%)
1
251

lim, , oo —— =0 czyli

Zatem ciag {gfl} dazy do zera w topologii zbieznosci niemal jednostajnej oraz || g,i1|| Hi@Q) —
0, gdyz ||gfl||H1(m < hndf’_l(hi). Przy kazdym z zatozen (i) lub (ii) powinnismy wiec
otrzymac, ze ||C,, g,"lll me() — 0. W przypadku (i) jest to konsekwencja stwierdzenia 4.1,
za$ w przypadku (ii) — lematu 4.27. Pokazemy jednak, ze nie jest to prawda, otrzymujac

sprzecznos$c. Istotnie
4 . 4 1\, ;
¢(—|g; o Lp*|)dw = J ¢(—¢_1(—)|v;(z)|)du
JBQ ﬁ Q ﬂ hn i
> J QS(iﬁ_l(l)lvfl(z)l)duw.
S(&p>rhn) p hy

Zauwazmy, ze dla dowolnego z € S(&,,, rh,,) mamy IVfI(z)l > %. Z wypuktosci funkcji ¢
oraz faktu, ze 8 € (0, 1) otrzymujemy

fogerie [ (2

[3h M (S(Ey,Thy)) =

Ostatecznie IIC(pg || o) = B /4, co koniczy dowdd. O

Na zakonczenie zajmijmy sie zupelng ciagloscia operatora kompozycji. Pokazemy;,
ze dla pewnych funkcji Orlicza pojecie zwartosci i zupelnej ciagtosci (wtasnosci Dunforda—
—Pettisa) sie pokrywaja.
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Twierdzenie 4.32. Niech Q bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y, oraz niech funkcja Orlicza
® € V,. Wéwczas kazdy operator kompozycji Cp: H?(Q) — H?(Q2) majqcy wtasnosé
Dunforda-Pettisa spetnia warunek (4.1), tzn. dla dowolnego 0 < i < m mamy

. g 1 '
lim sup & 1(:)||C¢u;’s||m(m =0.

5=17 peT

Dowdd. Niech g;’s = qS_l(ﬁ)u;’s dla 0 < i < m. Jezeli warunek (4.1) nie bylby spet-
niony, to istniatby ciag {p,} punktéw nalezacych do brzegu 92 obszaru 2 oraz taki
ciag liczb {s,} € (0,1), ze lim,_, o, s, = 1 oraz ||C¢g;msn||H¢(m >6>0dlan>1, przy
pewnym 0 < i < m. Mamy jednak (1 —s)2¢_1(ﬁ) — 0, gdy s — 17. Zatem gzi)msn -0
niemal jednostajnie w 2.

Ponadto ciag {g;msn },, jest ograniczony w H?(Q2). W konsekwencji ciag {g;msn },, jest
stabo zbiezny do 0. Korzystajac z faktu, ze C,, ma wtasnos¢ Dunforda-Pettisa otrzymujemy
IC, g[l)msnll ueo) — 0, co prowadzi do sprzecznosci. O]

Wniosek 4.33. Niech Q bedzie obszarem kotowym, ¢ € Y, oraz niech funkcja Orlicza
$ € V,. Wowczas operator kompozycji C, : H ?(Q2) — H®(Q2) ma wtasnos¢ Dunforda—Pettisa
wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwarty.

Dowdd. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze jezeli C,: H?(Q) — H?(Q2) ma wtasno$é
Dunforda-Pettisa, to spetnia on warunek (4.1), ktory jest rwnowazny zwartosci C, na
mocy wniosku 4.13. Implikacja odwrotna jest oczywista. O



(1]
(2]

(3]
(4]

(5]
(6]
(7]
(8]
(9]
[10]
[11]
[12]
(13]

[14]
[15]

[16]
[17]
(18]
[19]

(20]

Bibliografia

oo

A. Alexiewicz, Analiza funkcjonalna, PWN, Warszawa 1969.

D. M. Boyd, Composition operators on the Bergman space and analytic function spaces on the
annulus, rozprawa doktorska, Chapel Hill 1973.

D. M. Boyd, Composition operators on HP(A), Pacific J. Math. 62 (1976), no. 1, 55-60.

D. M. Boyd, The metric space HP(A), 0 < p < 1, and its containing Banach space, Colloq.
Math. 40 (1978/79), no. 1, 119-129.

I. Chalendar i J. R. Partington Approximation problems and representations of Hardy spaces
in circular domains, Studia Math. 136, no. 3, (1999), 255-269.

I. Chalendar i J. R. Partington Interpolation between Hardy spaces on circular domains with
applications to approximation, Arch. Math. 78, no. 3, (2002), 223-232.

J. B. Conway, Functions of One Complex Variable I, Springer New York, 1978.

J. B. Conway, Functions of One Complex Variable II, Springer-Verlag, New York, 1995.

C. Cowen i B. MacCluer, Composition operators on spaces of analytic functions, CRC Press,
Boca Raton 1995.

W. Deeb i M. Marzug, H() spaces, Canad. Math. Bull. 29 (1986), no. 3, 295-301.

N. Dunford i J. T. Schwartz Linear operators, Wiley — Interscience, czes¢ I, New York 1958.
P Duren, Theory of HP spaces, Academic Press, New York 1970.

P L. Duren, B. W. Romberg i A. L. Shields, Linear functionals on H? spaces with 0 < p <1, J.
Reine Angew. Math. 238 (1969), 32-60.

S. D. Fisher, Function theory on planar domains, Wiley, New York 1983.

S. D. Fisher, J. E. Shapiro, The essential norm of composition operators on a planar domain,
Illinois J. Math. 43 (1999), no. 1, 113-130.

T. W. Gamelin, Complex Analysis, Springer New York 2001.

J. B. Garnett, Bounded analytic functions, Springer, San Diego 2007.

J. B. Garnett, D. E. Marshall, Harmonic measure, Cambridge, Cambridge University Press
2005.

G. H. Hardy, The mean value of the modulus of an analytic function, Proc. London Math. Soc.
14 (1915) no. 2, 269-277.

G. H. Hardy i J. E. Littlewood, Some properties of fractional integrals I, Math. Z. 27 (1928)
no. 1, 565-606.

73



Bibliografia 74

[21] G. H. Hardy i J. E. Littlewood, Some properties of fractional integrals II, Math. Z. 34 (1932)
no. 1, 403-439.

[22] M. Hasumi i S. Kataoka, Remarks on Hardy-Orlicz spaces, Arch. Math. 51 (1988), 455-463.

[23] M. Jevti¢ i M. Pavlovié, Coefficient multipliers on space of analytic functions, Acta Sci. Math.
(Szeged) 64 (1998), 531-545.

[24] M. Jevti¢ i M. Pavlovi¢, On the solid hull of the Hardy Space HP, 0 < p < 1, Mischigan. Math.
J. 54 (2006), 439-446.

[25] M. Jevti¢ i M. Pavlovi¢, On the solid hull of the Hardy Space-Lorentz space HP, Publ. Inst.
Math. 85 (2009), 55-61.

[26] R. Khalil, Inclusions of Hardy—-Orlicz spaces, J. Math. Sci. 9 (1986), no. 3, 429-434.

[27] M. A. Krasnosielski i Ja. B. Rutycki Convex functions and Orlicz spaces, P Noordhoff Ltd.,
Groningen, 1961.

[28] J. Krzyz Zbidr zadar z funkcji analitycznych, Wydawnictwo Naukowe PWN, 2005.

[29] P Lefevre, D. Li, H. Queffélec i L. Rodriguez-Piazza, Some examples of compact composition
operators on H?, J. Funct. Anal. 255 (2008), no. 11, 3098-3124.

[30] P Lefevre, D. Li, H. Queffélec i L. Rodriguez-Piazza, A criterion of weak compctness for
operators on subspaces of Orlicz spaces, J. Funct. Spaces Appl. 6 (2008), nr 3, 277-292.

[31] B Lefévre, D. Li, H. Queffélec i L. Rodriguez-Piazza, Compact composition operators on H?
and Hardy-Orlicz spaces, J. Math. Anal. Appl. 354 (2009), no. 1, 360-371.

[32] P Lefevre, D. Li, H. Queffélec i L. Rodriguez-Piazza, Composition operators on Hardy—Orlicz
spaces, Mem. Amer. Math. Soc. 207 (2010), no. 94.

[33] P Leféevre, D. Li, H. Queffélec i L. Rodriguez-Piazza, Nevanlinna counting function and
Carleson function of analytic maps, Math. Ann. 351 (2011), 305-326.

[34] R. Lesniewicz On Hardy-Orlicz spaces. I., Bull. Acad. Polon. Sci. Sér. Sci. Math. Astronom.
Phys. 14 (1966), 145-150.

[35] R. Le$niewicz On Hardy—Orlicz spaces. II., Bull. Acad. Polon. Sci. Sér. Sci. Math. Astronom.
Phys. 15 (1967), 277-281.

[36] R. Lesniewicz On Hardy-Orlicz spaces. I., Comment. Math. Prace Mat. 15 (1971), 3-56.

[37] R. Lesniewicz On linear functionals in Hardy-Orlicz spaces. L,II., Studia Math. 46 (1973),
53-77; ibid. 46 (1973), 259-295.

[38] R. Les$niewicz On linear functionals in Hardy—Orlicz spaces. III., Studia Math. 47 (1973),
53-77; ibid. 46 (1973), 261-284.

[39] J. Lindenstrauss i L. Tzafriri, Classical Banach Spaces. Function Spaces, Springer-Verlag,
Berlin—Heidelberg-New York 1979.

[40] J. E. Littlewood, On inequalities in the theory of functions, Proc. London Math. Soc. 23
(1925), 481-519

[41] B. D. MacCluer, Compact composition operators on HP(By ), Michigan Math. J. 32 (1985),
237-248.

[42] B. D. MacCluer i J. H. Shapiro, Angular derivatives and compact composition operators on
the Hardy and Bergman spaces, Canadian J. Math. 38 (1986), 878-906.

[43] M. Mastyto i P Mleczko, Absolutely summing multipliers on abstract Hardy spaces, Acta Math.
Sin. 25 (2009), no. 6, 883-902.

[44] M. Mastyto i P Mleczko, Solid hulls of quasi-Banach spaces of analytic functions and interpo-
lation, Nonlinear Anal. 73 (2010), nr. 1, 84-98.

[45] M. Mastylo i L. Rodriguez-Piazza, Carleson measures and embeddings of abstract Hardy
spaces into function lattices, J. Funct. Anal. (2014),

[46] A. Michalak i M. Nawrocki, Banach envelopes of vector valued H? spaces, Indag. Math. (N.S.)
13 (2002), no. 2, 185-195.

[47] M. Parreau, Sur les moyennes des fonctions harmoniques et analytiques et la classification des
surfaces de Riemann, Ann. I'Inst. Fourier 3 (1951), 103-197

[48] M. Pavlovi¢, On the Banach envelope of Hardy-Orlicz spaces, Funct. Approx. Comment. Math.
20 (1992), 9-19.

[49] Z. Qiu, Carleson Measures on Circular domains, Houston J. Math., 25, nr 11 (2005),
1199-1206.



Bibliografia 75

[50]
[51]

[52]
(53]
[54]
[55]
[56]
[57]
(58]
[59]
[60]
[61]

[62]
[63]

[64]

Z. Qiu, Carleson Measures on Planar Sets, Acta Math. Sin., 25, (2009), no. 11, 1881-1892.
M. M. Rao i Z. D. Ren, Theory of Orlicz spaces, Pure and Applied Mathematics 146, Marcel
Dekker, Inc. (1991)

E Riesz, Uber die Randwerte einer analytischen Funktion.. Trans. Amer. Math. Soc. 78 (1955),
46-66.

L. Rodriguez-Piazza, Composition operators on Hardy-Orlicz spaces, Contemporary Mathe-
matics 561 (2012), 91-133.

W. Rudin, Analytic functions of class H,, Trans. Amer. Math. Soc. 78 (1955), 46-66.

W. Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa, 1998.
M. Rzeczkowski, Composition operators on Hardy—Orlicz spaces on planar domains , Ann.
Pol. Math. (2016), s. 12, w druku.

M. Rzeczkowski, On the Banach envelope of Hardy—Orlicz spaces of an annulus (2016), s. 24,
ztozona do druku.

D. Sarason, The H? spaces of an annulus, Mem. Amer. Math. Soc. 56 (1965), 1-78.

H. J. Schwartz, Composition operators on H?, rozprawa doktorska, Univ. of Toledo, 1968.
J. H. Shapiro, Mackey topologies, reproducing kernels and diagonal maps on the Hardy and
Bergman spaces, Duke Math. J. 43 (1976), 187-202.

J. H. Shapiro, The essential norm of a composition operator, Ann. of Math. 125 (1987),
375-404.

J. H. Shapiro, Composition operators and classical function theory, New York 1991.

J. H. Shapiro i P D. Taylor, Compact, nuclear; and Hilbert—-Schmidt composition operators on
H?, Indiana Univ. Math. J. 125 (1973), 479-496.

A.L. Shields i D. L. Williams, Bounded projections, duality and multipliers in spaces of analytic
functions, Trans. Amer. Math. Soc. 162 (1971), 287-305.



analityczna krzywa Jordana, 12
analityczny obszar Jordana, 12

calka Poissona, 18
dylatacja funkcji, 11

funkcja

Carlesona, 49
dopehiajaca, 9
Greena, 18
harmoniczna, 16
liczaca Nevanlinny, 57
maksymalna, 50
normalna, 33

Orlicza, 9

skonczenie warto$ciowa, 61
subharmoniczna, 19
superharmoniczna, 19

Jadro Poissona, 18

krata quasi-Banacha, 7
kryterium Schwartza, 4

tuk analityczny, 12

swobodny, 13

Skorowidz

oo

miara
Carlesona, 5
znikajaca Carlesona, 5
miara harmoniczna, 17
modular, 11

nieréwnos$¢
Harnacka, 16
norma
Luxemburga, 11
Mackey’a, 8
operatora, 8

obszar, 12
Dirichleta, 17
jednospdjny, 12
kotowy, 13
uogolniony kotowy, 13
obszar Jordana, 12
okno Carlesona, 49
operator, 8
inkluzji, 8
maksymalny Hardy’ego-Littlewooda,
50
mocnego typu, 8
porzadkowo ograniczony, 8, 63



Skorowidz

quasi-liniowy, 8
stabego typu, 9
stabo zwarty, 8
subliniowy, 8
wlozenia, 8
zupelnie ciagly, 8
zwarty, 8

para normalna, 34

powtoka Banacha, 8

problem Dirichleta, 17

przestrzen
Hardy’ego HX (D), 3
Hardy’ego na dysku, 1
Hardy’ego na obszarze, 2
Hardy’ego-Lorentza, 3
Hardy’ego-Orlicza, 11
Hardy’ego-Orlicza na obszarze, 20, 22
Hardy’ego—Orlicza na pierscieniu, 30
mieszana Hardy’ego, 3

7

Orlicza, 11
quasi-Banacha, 7
quasi-unormowana, 7
staba-L?, 67
unormowana, 7
wagowa Bergmana, 34
punkt brzegowy prosty, 14

quasi-norma, 7
regularne wyczerpanie, 14
topologia Mackey’a, 8

wlasnos¢
Dunforda—Pettisa, 69
Schura, 69
wartosci sredniej, 16

zasada maksimum, 16



