ALEKSANDER ZELIAS

SZACOWANIE PARAMETROW MODELI AUTOREGRESYJNYCH
Z UWZGLEDNIENIEM OPOZNIEN ZMIENNEJ OBJASNIAJACEJ

Wezmy pod uwage liniowy model typu autoregresyjnego o postaci

Y;=a+Bo X, +P1 X, 1+B,X;_o+...4+u, (t=1,...,n), (1)
gdzie:
Y, — zmienna endogeniczna wyjasniana przez dane
rOwnanie,
X, — nieopdzniona zmienna objasniajaca,
X.; — opo6znione zmienne objasniajace dla
=1, ..., k
o, Bo, B, B2 ... — parametry strukturalne, ktore estymuje si¢
najczesciej za pomocg metody najmniejszych
kwadratow,
u, — sktadnik losowy.

Zauwazmy, ze w modelu (1) wystgpuje nieskonczony zbidér opodznio-
nych zmiennych obja$niajacych. Zbiér ten trzeba jednak ograniczy¢, po-
niewaz liczno$¢ proby (n) jest skonczona. W ten sposdb otrzymujemy

Y,=a+ﬁoX,+ﬁ1X,_1+...+ﬂ,,X,_,,+u,. (2)

Zauwazmy dalej, ze liczba opdznionych zmiennych objasniajacych w
modelu (2) moze by¢ dowolna' z tym jednak, ze musi by¢ K<n, gdzie K
oznacza liczbg¢ wszystkich parametréow wystepujacych w modelu (2), a n
jest liczba obserwacji.

Przy zatozeniu, ze spelnione sg nastepujace warunki:

1) Zmienne objasniajace X,; (j=0, I, .., k) sa wielkoSciami nielo-
sowymi,

2) E(u)=0,
3) E[4,—E@))*=E(u)*=0/,
' Problem wlasciwego ustalenia systemu opéznien czasowych w modelu (2)

nalezy do trudniejszych probleméw ekonometrii. Por. w tej sprawie pracg¢ Z. Paw-
towskiego, Ekonometria, Warszawa 1969, s. 60.
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4) cov(u,, u)=E{[u,—E(u)][u,—E(u)]}=0 dia s#t,
5) cov (u,, Xt—j)=cov(uta X)=0(j=1,...,k),

co oznacza, ze sktadnik losowy u, jest nie skorelowany ze zmiennymi ob-
jasniajacymi modelu (2), nieznane parametry o, S, fB; (=1, ... k) sza-
cuje si¢ najczesciej za pomoca klasycznej metody najmniejszych kwadra-
tow.

Przy stosowaniu metody najmniejszych kwadratow parametry modelu
(2) wyznacza si¢ z rOwnania

B=(X'X)"'XYy, 3)

gdzie B={& By Py ... P} oznacza wektor (Kx1) ocen parametrow struk-
turalnych.

Zauwazmy jeszcze, ze jezeli spelnione sa podane na wstepie pracy za-
tozenia 1)-5), to macierz wariancji i kowariancji wyznaczonych relacja
(3) estymatoréw parametrow a, By, B; (j=I1, ..., k) dana jest wzorem

var (B)= 53 (X'X) ™", )

gdzie &2 jest nieobcigzong oceng wariancji ¢ skladnika losowego u,.

Zaktada¢ bedziemy dalej, ze w zbiorze zmiennych objasniajacych wy-
stepujacych w modelu (2) nie pojawiajg si¢ zmienne, migdzy ktéorymi za-
chodzi doktadnie zalezno$¢ liniowa (jest to wstepny warunek konieczny
do estymacji). Oznacza to, ze macierz X zaobserwowanych warto$ci zmien-
nych objasniajacych X, (=0, 1, ..., k) ma rzad % r(X)=K<n.

Zauwazmy jednak, ze w naszym przypadku wystepuje duze prawdo-
podobienstwo pojawienia si¢ przyblizonych liniowych zaleznosci w szere-
gach czasowych opdznionych zmiennych objasniajacych”®, czyli tym sa-
mym macierz momentéw rz¢du drugiego X'X, do ktérej mamy wyzna-
czy¢ macierz odwrotng, jest macierzg zle uwarunkowang (warto$¢ wy-
znacznika tej macierzy niewiele rézni si¢ od zera). W tym przypadku
wyznaczenie wektora f wedlug wzoru (3) jest ktopotliwe z uwagi na
trudno$ci numeryczne z wyznaczeniem macierzy (X'X) . Okoliczno§¢ ta
powoduje, ze otrzymuje sic macierz odwrotng (X'X) ' o bardzo duzych
(co do modutu) elementach, a w konsekwencji duze elementy macierzy
wariancji 1 kowariancji rozpatrywanych estymatoréw. Tak wigc istnienie
silnej wspotliniowosci wptywa w bardzo powazny sposob na efektywnos$¢
estymatorow parametrow strukturalnych modelu (2), otrzymywanych za
pomoca klasycznej metody najmniejszych kwadratow. Wplyw ten jest

> Zauwazmy, ze gdyby rX)xK, to macierz X'X bylaby macierza osobliwa
i estymator liniowy B wektora B otrzymany metoda najmniejszych kwadratow
nie bylby okres$lony jednoznacznie.

? Zjawisko to znane jest w literaturze naukowej pod nazwa wspotliniowosci
lub tacznej korelacji. Por. na ten temat prace A. Zeliasia, Z problematyki badania
wspdtliniowosci w  modelach — ekonometrycznych, Przeglad Statystyczny 1977, z. 2.
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ujemny, to znaczy istnienie wspoélliniowosci prowadzi prawie zawsze do
obnizenia efektywnos$ci estymatoréw, to znaczy do wydatnego zwigkszenia
ich wariancji. Fakt ten zmniejsza szanse prawidlowego oszacowania pa-
rametrow strukturalnych modelu (2) (duze btedy standardowe estyma-
torow spowoduja, iz bgdziemy niepewni co do rzeczywistych wartosci
tych parametrow). Tych spraw nie bedziemy jednak tu szczegdétowo oma-
wia¢, gdyz wykraczajg poza ramy niniejszych rozwazan. W tym miejscu
jedynie zasygnalizujemy, ze z formalnego punktu widzenia istnieje moz-
liwo§¢ uniknigcia zjawiska wystgpowania wspotliniowosci w szeregach
czasowych opo6znionych zmiennych objasniajacych, a to przez wprowa-
dzenie macierzy W, ktora ma postac

Wasel) - S0
W= O FWs =i 0L
0 0 ... wg

gdzie elementy diagonalne macierzy W oznaczajag dowolnie male dodatnie
liczby w>0 (i=1, .., K).

Nastepnie obliczamy sume¢ macierzy X'X (o wymiarach KxK) i ma-
cierzy W o wymiarach (KxK), co wyraznie zmniejsza trudno$ci nume-
ryczne przy wyznaczaniu macierzy (X'’X) '. W rezultacie wektor g dany
wzorem (2) mozemy napisa¢ w postaci

P=(X'X+W) 'Xy. (5)

Zauwazmy, ze przy takim postawieniu sprawy efektywno$¢ estyma-
toréow parametrow strukturalnych modelu (2) wyraznie ros$nie, ale row-
nocze$nie estymatory te staja si¢ obciazone.

Powstaje w zwigzku z tym zagadnienie znalezienia kryterium, jakim
nalezy si¢ kierowaé przy optymalnym ustalaniu elementow diagonal-
nych macierzy W. Odpowiednie procedury postgpowania sg szczegdtowo
opisane w cytowanej juz pracy A. E. Hoerla i R. W. Kennarda®, a takze
w pracy D. K. Guilkey i J. L. Murphy®, ktére pozwalaja na zminimali-
zowanie warto$ci obcigzen estymatorow parametrow strukturalnych mo-
delu (2).

Drugim niebezpieczenstwem zwigzanym z estymacjag modelu (2) jest
utrata informacji statystycznej. Przyjmijmy, ze dysponujemy danymi
statystycznymi o charakterze szeregéw czasowych’, potrzebnymi do esty-

* Przyktad takiego postepowania podany jest w pracy A. E. Hoerla i R. W. Ken-
narda, Ridge Regression: Based Estimation for Nonorthogonal Problems, Techno-
metrics 1970, vol. 12.

> Ibidem.

®D. K. Guilkey, J. L. Murphy, Directed Ridge Regression Techniques in Cases
of Multicollinearity, Journal of the American Statistical Association 1975. vol. 70.

" Tego rodzaju dane charakteryzuja sie tym, ze liczba ich nie jest duza, tzn.
odpowiednie szeregi czasowe liczag po kilkanascie elementow.
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macji modelu (2). Wezmy jako przyktad zalezno$¢ wystepujaca miedzy
popytem na dobra konsumpcyjne trwatego uzytku (Y,) i dochodem (X)).
Chcemy teraz model (2) oszacowa¢ na podstawie danych za lata 1960 -
-1975, przy czym t=1 dla 1960 i t=n=16 dla 1975 r. Jednoczes$nie za-
ktadamy, ze liczba k opoOznien w czasie wartosci zmiennej objasniajacej
X, jest rowna np. pie¢® (k=5). Dane te przedstawione sa w tabeli 1.

Tabela 1
|
% | X Xz X,
i
!
Y1 X1 ' - - -
Y2 X2 1 X3 —_ —
Y3 X3 | X2 X1 i
|
Ya Xa { X3 X2 -
Ys Xs i X4 X3 -
Ye X6 ‘ Xs X4 X3
i
Yn Xn ; Xn—-1 Xn-2 Xn—k

Jak widaé, ocena modelu o rOwnaniu

5
Yt=a+ oﬁth_j

j=

oparta bedzie na n—k=1] obserwacji, a wigc nastgpita powazna utrata
informacji, co w sposdb negatywny musi rzutowa¢ na wiarygodnos¢ kon-
cowych wnioskéw. Wydhizanie w badaniach odcinka czasowego (%¢;, t,)
jest zwykle w praktyce niemozliwe, gdyz dane najczesciej sa niejedno-
rodne na skutek zachodzacych w gospodarce zmian strukturalnych, in-
stytucjonalnych itd. Przejscie na mniejsze jednostki czasu (miesigce lub
kwartaty) nie rozwigzuje trudnos$ci, bowiem pojawi¢ si¢ mogag efekty
sezonowe wymagajace uwzglednienia dodatkowych zmiennych objasnia-
jacych.

Nalezy doda¢, ze w przypadkach gdy liczba uwzglednionych opdznien
w modelu jest duza (k>5), estymacja modelu (2) napotyka na powazne
trudnosci, a czasem jest wrgcz niemozliwa do zrealizowania. Stwarza to
konieczno$¢ stosowania okreslonego postepowania, polegajacego na wpro-
wadzeniu odpowiednich ograniczen na jego parametry. Przyjmuje si¢
zwykle, ze parametry S, ..., f5;x przy kolejnych opodznionych w czasie
zmiennych objasniajacych systematycznie malejg wraz z przechodzeniem

¥ Ustalenie optymalnej wartosci parametru k nie jest proste. Decyzje co do
wyboru wartosci tego parametru musza by¢ oparte na metodzie prob i bledow, a
takze na pewnym wyczuciu subiektywnym, na intuicji ze strony ekonometryka.
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do coraz odleglejszych okresow czasu. Szczegdlnie czgsto korzysta sie
tu z zalozenia sformutowanego i rozwinietego przez L. M. Koycka’, ktory

przyjmuje a priori, ze parametry f5; (j =1, .., k) maleja w postepie geo-
metrycznym. Mamy zatem
Bi=Bod! (j=1,..., k), (6)

gdzie 4 jest statg, przy czym 0<A<].
Podstawiajgc (6) do zaleznosci (2) otrzymujemy
Yy=a+Bo X, +(Bo ) Xe— 1 +(Bo A) X, 5+ ... +(Bo A) X,y +u, . (7

Jezeli teraz opéznimy zmienne w (7) o przyjeta jednostke czasu (np.
rok) i pomnozymy przez /A, to otrzymamy

AY,—y =2+ (2Po) Xo— 1 +(A2Bo) X2 +(A*Bo) X, -5+ ... +

+(A T Bo) Xy + AUy, (8)
co po odjeciu od (7) daje po uporzadkowaniu

Y, =(a—20)+Bo X, +2Y, 1 — (A B) X,y + (= Au_y) . )

Zaktadamy teraz, ze liczba k uwzglednionych opdznien w modelu (2)
jest duza (k>5). W takim razie ostatni skladnik wystepujacy we wzorze
(9) staje si¢ liczba relatywnie mata i maleje do zera, gdy k—oo. Wobec
tego w zastosowaniach sktadnik ten mozna poming¢ i wtedy wystarcza-
jacym przyblizeniem zalezno$ci (9) jest

Y=a*+Bo X, +AY,— 1 +u,, (10)
gdzie a*=(a—Aa) oraz vi=(u—Au, ;), 0<i<I.

Zauwazmy zatem, ze przy zatozeniu (6) zalezno$¢ o postaci (2) moze
by¢ zredukowana do zaleznosci (10), w ktorej wystepuja tylko dwie
zmienne objasniajace (z ktorych jedna (Y,_;) jest opdzniong warto$cig
zmiennej endogenicznej) i tylko trzy parametry a*, 8y i A podlegaja esty-
macji ', w tym przypadku na podstawie n—1 obserwacji.

Rozwazmy nastgpnie problem estymacji zaleznosci (10). W praktyce
badawczej dla rownania (10) czesto przyjmuje si¢ zatozenia:

1) E(v)=0,
2) E(v)*=0;,
3) cov(v,v,_;))=0 (j=1,...,k),
4y cov(v,, X;)=cov(v,, Y,_;)=0,
a nastgpnie wyznacza warto$ci estymatoréow &* B, A klasyczng metoda
L. M. Koyck, Distributed Lags and Investment Analysis, Amsterdam 1954,

" Warto zauwazy¢, iz w przypadku ogélnym, model (1) moze by¢ takze zreduko-
wany do zaleznosci (9).
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najmniejszych kwadratow. Wektor ocen parametréw strukturalnych row-
nania (10) dany jest wzorem

A n =1 n =
a* (n—1) Zz Xy Ve-1 F Z e
t=

M= M=
i

Bo G Z Xt Z xt2 (X Ye-1) Z (X y0) . (11)
=2 =2 =2 =2
) Y Yir s X Cudiiiay. ak Y (-1
FaPlwt _t=2 t=2 t=2 = .
Zatem estymator
Bi=GHBs  (=1,...., k), (12)

co po uwzglednieniu a*=(a—Aa) daje a=[a*/(1—A)], Z czego wynika, ze
estymator @ parametru a jest

at 13
e = T =

Oszacowany model ma zatem postac
ye=0*+ Box,+Ayi-1 +5,, (14)
gdzie G*=&(1—1),a 0 ,=(U—Ath_,).

Zapisany w postaci (10) model Koycka stanowi niewatpliwy postep
w stosunku do klasycznej procedury estymacyjnej opartej o model (2),
niemniej jednak latwo wykazaé, iz przyjmowane zalozenia 2) - 4) nie sa
prawdziwe. Okazuje si¢, ze opdzniona o jednostke czasu zmienna endoge-
niczna Y, ; jest skorelowana ze sktadnikiem losowym  v=(u—Au, ), a
to — jak wiadomo — kryje w sobie bardzo istotne niebezpieczenstwo,

11

~ ~
gdyz mozna wykazaé '', ze wowczas estymatory @&, fo i A parametrow

strukturalnych modelu (10) nie s3 ani niecobcigzone, ani zgodne, a wigc s3
praktycznie bezuzyteczne. Istotnie, z zalezno$ci (10) otrzymujemy:

E(v, Y- ) =E[(u,— 2, 1) (@* +Bo X,y +2Y,— y +0,_ )] = — Ao, #0,
E(v)*=E(u,— Au,—,)* =(1+1*) 02, (15)
E(v,0,—1)=E[(u,— Atty— ) (U — Au,_,)]=
=E(U,ty_y— U Aly_p— A} | +2%u,_ju,_,)=—Ao2 #0,
co oznacza, ze skladnik losowy réownania (10) jest skorelowany w czasie.

Wykorzystujac (15), widzimy, ze

"' Dowéd ten mozna znalezé w wielu pracach. Por. np. prace A. S. Goldbergera,
Teoria ekonometrii, Warszawa 1972, ss. 354 - 356.
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E(wW)=a¢2| ” . (16)

Elementy macierzy E(vv) (o wymiarach »n—I1xn—1) wyznaczono
na podstawie wyrazenia

, —Jol dla s==+1
E(Utvt+s)={ 0 dla lsl >2

Reasumujac wyniki tej dyskusji mozna stwierdzi¢, ze w przypadku,
gdy mamy relacj¢ postaci (10), opdzniona o jednostke czasu zmienna en-
dogeniczna jest skorelowana ze sktadnikiem losowym. Zauwazmy dalej,
ze skladniki losowe rozpatrywanego modelu nie sa od siebie stochastycz-
nie niezalezne '>, a ich macierz E(vv’) wariancji i kowariancji dana jest
wzorem (16). W takich sytuacjach klasyczna metoda najmniejszych kwad-
ratow zastosowana do modelu (10) daje estymatory parametrow, ktore
nie tylko nie sg nie obcigzone, ale nawet nie sa zgodne.

Aby otrzymaé¢ zgodne estymatory parametrow strukturalnych modelu
(10), L. Koyck13 proponuje dwustopniowa metode¢ estymacji, ktéora wy-
maga jednak wykonania wielu bardzo skomplikowanych obliczen, gdyz
oceny parametrow a* [, oraz A otrzymuje si¢ przez rozwigzanie ukladu
3 réwnan nieliniowych i w zwiazku z tym dla efektywnego korzystania
z niej potrzebna jest elektroniczna maszyna cyfrowa.

Naszym zdaniem, istnieje jeszcze jedna mozliwo$¢ wyjscia z tego dy-
lematu, a mianowicie przez postuzenie si¢ metoda zmiennych instrumen-
talnych ', ktora dostarcza zgodne estymatory w sytuacjach, w ktorych
zawodzi metoda najmniejszych kwadratéw. Zastosujemy wigc do esty-
macji modelu (10) metod¢ zmiennych instrumentalnych, w ktorej X,
bedzie wtasng zmienna instrumentalng, a opo6zniona zmienna objasnia-
jaca X, ; bedzie zmiennag instrumentalng dla Y, ;. Zmienne te maja po-
zadane wtasnos$ci dobrych zmiennych instrumentalnych, a mianowicie sg
nieskorelowane ze sktadnikiem losowym v, w tym sensie, ze

dla wszystkich t.

1
plim — Y v,
n ot

n

1 1
plim <—— Z’v): plim — ) (x,v,) |=0, (17)

o1
plim — Z (X=1 )
— n t p—_—

12 Zalezno$é taka nazywa sie zwykle w literaturze autokorelacja sktadnika
losowego.

3 L. M. Koyck, op. cit.

" Por. prace J. Johnstona, Econometric Methods, New York 1972, ss. 278 - 281.
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gdzie Z jest macierzg obserwacji na tych zmiennych.
Zaktadamy ponadto, ze zmienne instrumentalne sg skorelowane ze
zmiennymi objasniajacymi X, 1 Y, ; czyli, ze

1
pﬁm(;;Z’X)———sz (18)

istnieje 1 jest macierza niecosobliwg.
We wzorze tym Xzx oznacza macierz kowariancji miedzy zmiennymi
instrumentalnymi oraz zmiennymi obja$niajagcymi w populacji.
Niezaleznie od tego przyjmujemy, ze

1
plim (; z'z)=zzz (19)

istnieje, przy czym ZXy; jest macierzg kowariancji zmiennych instru-
mentalnych.

Wezmy nast¢pnie pod uwage estymator wektora  w omawianej me-
todzie. Wektor b ocen parametrow a*, ) oraz A modelu (10) znajdujemy
rozwigzujac nastepujacy uktad roéwnan

Z'Xb=Z'y (20)

wzgledem b, przy czym w naszym przypadku

1 %3 x4 1 X3 yy OE*
7= 1 x5 x, . X= 1 x5 y; | b Bo
1%, %y 1% Yoy 2
Wektor b jest wigc rowny
b=(Z'X)"'Zy. (21)

W prosty sposob mozna wykazaé, ze estymator b jest w tym przy-
padku zgodny. Podstawiajac y=XB+v do (21), otrzymujemy

b=(Z'X)"'Z/(XB+v)=B+(Z'X) " 'Z'v.

Kontynuujac nasze rozumowanie, otrzymujemy z kolei

1 By 1
plim b=+ plim (»— Z’X) plim (~ Z’v) ,
n n

skad ze wzgledu na (17) i (18) dochodzimy do wyrazenia
plimb=B+Z;¢ -0=p.
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Ocena asymptotycznej macierzy wariancji i kowariancji tych estyma-
torow dana jest wzorem

asy var(b)=02(Z'X) " (Z'Z)(X'Z)"*, (22)

gdzie estymatorem zgodnym wariancji skladnika losowego o jest

62=(y—Xb) (y—Xb)/(n'—p)=%"% /(0 —p), (23)

gdzie v=y—Xb, n'=n—1, a p oznacza liczb¢ szacowanych parametrow
wystepujacych w modelu (10); w przedstawionym modelu p=3.

Tak wigc metoda zmiennych instrumentalnych dostarczyta estymato-
row zgodnych parametrow a*, Sy oraz A réwnania (10). Aby metode¢ te
mozna bylto efektywnie wykorzystywa¢ w badaniach empirycznych, mu-
sza by¢ oczywiscie spetnione zatozenia (17), (18) 1 (19).

Na zakonczenie tej czg$ci rozwazan nalezy podkresli¢, ze z warunkiem
(18) wigze si¢ wymog wystgpowania dostatecznie silnej korelacji miedzy
zmiennymi instrumentalnymi i zmiennymi objas$niajagcymi, w innym bo-
wiem przypadku wprawdzie otrzymane estymatory bedg zgodne, ale
efektywnos¢ ich bedzie bardzo niska.

W tym miejscu przedstawimy nieco inng metode estymacji modelu
(2), w ktorym zmienna endogeniczna zalezy od opdznionych zmiennych
objasniajacych. Metoda ta opracowana zostala przez S. Almon'’ i —
jak sadz¢ — zdala egzamin w praktyce. Zaproponowana przez Almon
metoda polega na tym, ze zamiast zatozenia (6) rozpatruje si¢ nowe, bar-
dziej elastyczne zalozenie, a mianowicie

gdzie f{j) jest wielomianem o postaci

f(j)£a0+“1j+a2j2+"'+apjp (j=091,"'9k)’ (25)

k>p
co oznacza, iz przyjmujemy, ze ciag parametrow strukturalnych f; (j=
=0,1, ..., k) rownania (2) mozna aproksymowaé¢ za pomocg wielomianu

stopnia skonczonego'®. Podstawowym problemem do rozwigzania jest
okreslenie stopnia wielomianu, to znaczy okreslenie wartosci p. Ustalenie
warto$ci p nie jest jednak proste. Decyzje co do wyboru stopnia wielo-
mianu najczesciej oparte sg na metodzie kolejnych przyblizen. W zastoso-
waniach zwykle funkcja (25) jest wieclomianem stopnia drugiego, trzecie-
go lub wyjatkowo wielomianem stopnia czwartego.

" S. Almon, The Distributed Lag between Capital Appropriations and Expendi-
tures, Econometrica 1965, vol. 30.

' Wynika to z twierdzenia Weierstrassa gloszacego, ze kazda funkcje ciagla
i ograniczona mozna aproksymowaé¢ z dowolna dokladno$cia w przedziale skonczo-
nym za pomoca wielomianu stopnia skonczonego. Dowdd tego twierdzenia znalezé
mozna np. w pracy B. R. Mortona, Numerical Approximation, London 1964, s. 4.
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Przyjmijmy a priori, Zze wykres zaleznosci 8, od j (j=0,1, .., k) ma
postac
g ! .
| |
! |
| i
| |
\ %
! .
: '\ l
0 1 2 k-1 k7
Ryc. 1

Z uktadu punktow na ryc. 1 widzimy, ze funkcja f{j) daje si¢ przed-
stawi¢ za pomoca wielomianu drugiego stopnia'’. Dla tego przypadku
funkcja (25) przybiera postac

fG)Dag+og j+az% . (26)
Wstawiajac (26) do réwnania (24) otrzymujemy
Bo=f(0)=ay,
Bi=f(D)=0ap+u;+a,,

Bo=f(2)=0q+20, +40,, (27)

Bi=f(k)=ay+ ka, +k’a, .
Wstawiajac (27) do (2) mozemy napisac
Y, =a+0y X, + (g +0q +0y) X,y +(00p+ 20 +405) X, +... +
+(cto+katy + K20) X, +u,,  (28)

co po uporzadkowaniu daje
k k k :
Y,=a+ay, _Zo X, j+oy -21 JX, - j+a, jle X, j+u,. (29)
j= Jj= =

'7 Zatozenie to nie zawsze musi byé prawdziwe. Moze si¢ bowiem okazaé, ze
funkcja f{j) jest wielomianem stopnia trzeciego.
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Wprowadzamy nastg¢pujace oznaczenia:
k k k
Z,= Zo Xi-js  Zy= ) jX,o; oraz Zy= Y j’X,_;. (30)
i= j=1 i=1

Wowczas rownanie (29) mozemy napisa¢ w rownowaznej postaci
Yi=atogZy,+oy Zy+0y Zs+u;. 31

Zakladamy, ze dla rownania (31) spelnione sa wymienione na po-
czatku pracy zalozenia 1) -5). Dla wyznaczenia warto$ci ocen parame-
trow postuzymy si¢ wigc metoda najmniejszych kwadratow. Poszukiwany
wektor ocen jest rowny

a=(2'2)"'Zy, (32)
gdzie a={a a, «, a,} oznacza wektor (p+2x1) ocen parametrow struk-
turalnych modelu (31), Z jest macierza (o wymiarach n—kXxp+2) wyz-
naczonych warto$ci zmiennych objasniajacych'®, a y oznacza wektor
(n—kx1) zaobserwowanych warto$ci zmiennej endogeniczne;j.

Macierz wariancji i kowariancji estymatoréw &, a,, &, oraz &, przed-
stawi¢ mozna za pomocg réwnania

vai(a)=02(Z'Z)"* . (33)
Nie obcigzonym estymatorem parametru o. jest estymator ¢2:
oi=G-Y)y-Di® —p-2), (34)

gdzie y—y =y—Za, przy czym a jest zdefiniowane wzorem (32), n'=n—¥,
a p oznacza stopien wielomianu.

Z kolei wykorzystujemy zalezno$¢ (27): podstawiajac w niej w miej-
sce ag, oy Oraz @, wyznaczone oszacowania do, o; i o, otrzymujemy oce-
ny parametréw strukturalnych modelu (2). Mamy zatem

~

ﬁo=°?o,
By =t +8, +,,
By =dip+2d; +43,, (35)
,Bk=£0+k&1 +k2&\2 .
W rezultacie, po dokonaniu tych obliczen, oszacowane roéwnanie (2)
przybiera postac
Ve=84PBo X+ By Xeo1 + -+ B Xy g+l - (36)
Na koniec, wyznaczamy wariancje estymatorow ﬁj(j=0,1, ..., k) da-
nych wzorem (35). Otrzymujemy wowczas

'® Poniewaz w modelu (31) wystepuje wyraz wolny a, nalezy przyjaé, ze mamy
w rzeczywisto$ci cztery zmienne objas$niajace, a mianowicie Zy, Z;;, Zx Z3 przy
czym ta pierwsza zmienna moze przyjmowac tylko warto§¢ 1.

17%
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var(B;) =0l h(Z'Z) 'h;=

var (%) cov(dg, ;) cov(dg, &,)
=h; | cov(d;, &) var(a,) cov(ay,d,)|h; (j=0,1,....k), (37)
cov (&, , @) cov(d,, o) var(a,)

gdzie estymatorem parametru ¢ jest estymator & Wwyznaczony na

podstawie wzoru (34), a h;(j=0,1, ..., k) oznacza wektor wierszowy
wspotczynnikéw wystepujacych przy &, 4, oraz &, w (35). Np. dla B,
mamy

h,=[1 2 4].

Droga bezposredniego mnozenia znajdujemy, ze wariancja np. esty-
matora B, jest

var (f,) =var (6p) +4 var (&;)+ 16 var (&) +4 cov (& , &;) +8 cov (dy , &)+
+16 cov(&; , &,)=var(a,)+4 var(&;)+ 16 var(&,) +
+4pos \/mﬁ?@ +8po \/;mz +
+16p1, Vvard, vard,,  (38)

gdzie przez poy, Pop Oraz p,;, oznaczono wspotczynniki korelacji linio-

wej migdzy estymatorami parametrdw ay, a; oraz ol. Wspodlczynniki te

przy przyjetych oznaczeniach, sa zdefiniowane nastepujaco:
cov (%, &) (i,j=o,1,2>

"""" i#j (39)

pij_\/var?:ivar&j
Mozna wykazaé, iz opisane dwuetapowe postepowanie daje estyma-
tory parametréow strukturalnych modelu (2) efektywniejsze (o mniej-
szych wariancjach) w poréwnaniu z oszacowaniami uzyskanymi wedlug
metody najmniejszych kwadratow zastosowanej bezposrednio do rozpa-
trywanego w niniejszej pracy modelu.
Na zakonczenie tych rozwazan zauwazmy jeszcze, iz w praktyce cze-
sto rozpatrujemy model postaci

Y=a+Bo X;+ B Xi— g+ ...+ B Xk + 7. Wit .. +9, W+ uy, (40)

gdzie W, ..., W, sa dodatkowymi zmiennymi objasniajacymi. Przykta-
dowo przyjmiemy, ze ﬁ,=ao+alj+azjz G=0, 1, .., k), to postgpujac
analogicznie jak poprzednio, mozna — podobnie jak tam — wykaza¢, ze
zalezno$¢ (40) redukuje si¢ do rownania (31), rozszerzonego o nowo wpro-
wadzone zmienne W (i=1, .., r), czyli19

" To rozwigzanie nie moze by¢ jednak przyjete tam, gdzie liczba obserwacji
w probie jest mata, gdyz wtedy wariancje poszczegolnych estymatoréw moglyby
okazaé si¢ bardzo wysokie.
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Yz=°‘+‘;‘oz1z+alzzz+“2zaz+ Y yiWutu,. 41)
i=1

Stosujac metod¢ najmniejszych kwadratéow do tego roéwnania otrzy-
muje si¢ efektywniejsze estymatory nieznanych parametrow f; (=0, 1,

)

ESTIMATION PROBLEMS OF PARAMETERS OF ECONOMETRIC MODELS
WITH DISTRIBUTED LAGS

Summary

Let us assume that a linear relationship exists between a variable Y, and &k—I
explanatory variables X, , X, ;, ..., X, and a disturbance term u. If we have
a sample of n observations on Y and X's we can write

k

K:oc-i—jz_jE,X,_j—l-u, (t=1,...,n). @

The a, fo; S35, ..., Br coefficients and the parameters of the u distribution are
unknown nad our problem is to obtain estimates of these unknowns. Under the
usual assumption about the distribution of u and the independence of X and u there
are in principle no new estimation problems in this model. Least-squares will give
best linear unbased estimates, if the model has been specified correctly. Several
difficulties, however, are likely to arise in practice. First of all one cannot really
expect any precise and firm indication from theory of the lenght of lag to be
incorporated; rather one hopes to determine the lag from the data by fitting a
fairly lag and then examining the significance of the coefficients of various lagged
values of X. But this in turn raises two main statistical difficulties; one is that
observations are lost due to the lags and the other is that typically the various
lagged values of X will be highly intercorrelated leading to very inprecise est-
imates of the lagged coefficients and great difficulty in making useful inferences
about them.

These difficulties have lead to the a priori impostion of various assumptions
about the form of the weights f3;, ..., f; in an attemptto produce a more amenable
estimation problem involving fewer than k+1 parameters. The above paper discusses
three models for distributed lag analysis that either reduce the number of obser-
vations lost due to lagging and/or reduce the number of parameters to be est-
imated.





