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Wstep

Przedmiotem mojej rozprawy sg ortomorfizmy, czyli endomorfizmy porzadkowo ograniczone
danej kraty archimedesowej F, ktore zachowujg pasma. Zbiér wszystkich takich operatoréw
oznaczamy symbolem Orth(E). Zatem T € Orth(E), jesli T(B) C B, gdy B jest pasmem
kraty E; rownowaznie warunek |z| A |y| = 0, dla z,y € E, implikuje |Tz| A |y| = 0. Zbioér
Orth(E) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni L£,(E) wszystkich porzadkowo ograniczo-
nych endomorfizmoéw kraty E. Okazuje sie, ze chociaz Ly(E) nie jest na ogo6t krata liniowa
(z porzadkiem punktowym), to przestrzen Orth(E) jest archimedesowa krata 7 dziataniami

punktowymi:
(TAS)x =Tx A Sz oraz (TV S)x =Tz V Sz, S,T € Orth(E), z € ET.

W szczegolnosci, TTx = (Tx)* oraz |T|(x) = |Tx|. Badanie struktury ortomorfizméw
zapoczatkowal w 1941 roku H. Nakano [38] i byly one kontynuowane w latach 70-tych
ubieglego wieku (m.in. A. Bigard, I. E. Keimel [6], M. Meyer [35], A. W. Wickstead [51],
S. Kutateladze [25]).

Na dobre kariera tych operatoréw rozpoczeta sie od artykutu W. A. J. Luxemburga i
A. R. Schepa [32] opublikowanego w 1978 roku, w ktorym autorzy poddali glebokiej analizie
klasyczne twierdzenie Radona-Nikodyma badajac nastepujacy problem:

Jesli E, G sq kratami liniowymi (np. Banacha), oraz jesli R : E — G jest dodatnim
operatorem, przy czym R ma pewng wtasnosé (P), to czy te sama (lub podobng)

wtasno$é majg wszystkie elementy S przedziatu porzgdkowego [0, R]?
Przyktadowo, wiadomo, ze

e jesli kraty F, GG sa zupelne w sensie Dedekinda oraz R ma tzw. wlasnoé¢ Maharam,
to istnieje ortomorfizm T' € Orth(E) taki, ze S = RoT (|32, Theorem 3.1]; por. [59,
Theorem 145.2|);

e jedli F/, G sg kratami archimedesowymi, przy czym G jest zupelna w sensie Dedekinda
oraz R jest homomorfizmem, to istnieje ortomorfizm 7' € Orth(E) taki, ze S =ToR
(|32, Theorem 4.3|, S. Kutateladze [25]);



e jedli F/, G sa kratami Banacha, to przy pewnych zalozeniach na te kraty kazdy ope-
rator S € [0, R] mozna aproksymowa¢ kombinacjami operatorow postaci T o R o Ty,
gdzie Ty € Orth(G), Ty € Orth(E) |4, str. 254-263];

e jesli E jest krata Banacha oraz R jest zwartym endomorfizmem kraty E, to dla
kazdego S € [0, R] operator S® jest zwarty [4, Theorem 16.3].

Wyniki podobnego typu zostalty uzyskane réwniez dla przypadku, gdy S jest elementem
pasma gtownego {T}94 C Ly(E,G) oraz G jest zupetna w sensie Dedekinda [32, Theorem
4.2]. Dalsze badania w tym kierunku prowadzili miedzy innymi C. D. Aliprantis, O. Bur-
kinshaw, G. Dods, D. H. Fremlin [4, str. 275-280] oraz S. Kutateladze [25] i W. Feldman
[12] koncentrujac sie gtownie na przypadku, gdy F jest krata Banacha.

Badania ortomorfizméw w szerszym zakresie (tj. gdy o kracie F zaktadamy tylko, ze
jest archimedesowa) prowadzili A. C. Zaanen, W. A. J. Luxemburg, A. Schep, C. Huijsmans
oraz B. de Pagter (szkola holenderska), Yu. Abramovich, A. V. Koldunov, A. I. Veksler,
S. Kutateladze (szkola radziecka) oraz A. W. Wickstead, M. Meyer, M. Duhoux.

Waznym podzbiorem kraty Orth(E) jest jej ideal Z(FE) generowany przez identycznosé:

Z(B) = {T € Orth(E), Iz |T| < Mg},

Jednym z istotniejszych wynikéw dotyczacych ortomorfizméw jest twierdzenie Luxemburga

mowiace, ze jesli B jest kratqg Banacha, to zachodzi réwnos$é:
Orth(E) = Z(E). (1)

W przypadku, gdy E nie jest Banacha, inkluzja Z(FE) C Orth(E) moze by¢ ostra: tak
jest np. gdy F = w (krata wszystkich ciggow liczb rzeczywistych) lub E = C(R) (krata
wszystkich funkeji ciaglych na R).

Nalezy podkresli¢, ze rownosé (1) znakomicie upraszcza teorie ortomorfizmow: w 1975
roku A. C. Zaanen [58] wykazal, ze jesli E jest krata funkcyjna (tj. ideatem porzadkowym
kraty Lo(u)), to kazdy element T' € Z(E) jest postaci Tz = u - x, gdzie u € Loo(p).

Stad wynika, ze problem rownosci (1) jest problemem najbardziej naturalnym, i w
tym kierunku rozpoczetam swoje badania naukowe. W postaci jawnej problem ten zostat
postawiony w roku 2012 w artykule P. Meyera i E. Chila 8], opublikowanym w Indagationes
Matematicae.

Niniejsza rozprawa dotyczy przeniesienia gléwnych wynikéw teorii ortomorfizmoéw z
przypadku, gdy E jest krata Banacha na przypadek, gdy F jest F-krata.

Jest jasne, ze pewne wyniki powinny zachodzi¢ z formalnie identycznymi dowodami,
a innych nie da sie przenie$¢ bez dodatkowych zalozen o F-kracie E. Rzeczywiscie, w
rozdziale piatym wykazuje, nie zmieniajac prawie dowodoéw, ze kraty Banacha i F-kraty

z quasi-jedynka posiadaja identyczne wtasnodci aproksymacyjne. 7 kolei w rozdziatach



trzecim i czwartym, ktore sa gtownymi rozdziatami tej pracy, analizuje rownosé (1) podajac
warunki wystarczajace dla F-kraty E na to, aby rownos$¢ ta zachodzita (twierdzenie 3.18,
3.28), i nie zachodzita (twierdzenia 3.16, 4.21 oraz 4.27).

Praca jest podzielona na pie¢ rozdzialéw. Rozdzial pierwszy zawiera zbidr pojeé¢ oraz
znanych faktéw, z ktorych korzystam w kolejnych rozdziatach.

W rozdziale drugim podaje szereg podstawowych przykladéw ortomorfizméw w kra-
tach Banacha i F-kratach, przedstawionych po raz pierwszy w 1975 roku przez A. C. Za-
anena [58], a takze wynikajacych z twierdzenia Wicksteada o rozszerzaniu ortomorfizmow
(twierdzenie 2.25 oraz wniosek 2.26). W przyktadzie 2.32 wyznaczam posta¢ elementow
Orth(Eyp), gdzie Ey oznacza krate (porzadkowo izomorficzna z krata) funkcji catkowitych
reprezentowanych przez szeregi o wspotczynnikach rzeczywistych.

W rozdziale trzecim analizuje najpierw ogélny przypadek, gdy F-krata dyskretna E
zawiera liniowo-topologiczna kopie kraty w (twierdzenia 3.11, 3.12) i nastepnie (twierdzenie
3.13) dowodze, ze jesli tak jest, to Orth(E) # Z(FE). W twierdzeniu 3.18 podaje warunek
wystarczajacy - (x) - na to, aby zachodzita réwnosé (1).

W rozdziale czwartym stosuje wyniki rozdziatu trzeciego do krat Musielaka-Orlicza.
Podaje w nim kluczowa charakteryzacje (nie)zawierania przez takie kraty izomorficznej
kopii F-kraty w:

e jesli ® = (p,,) jest ciagiem funkcji Orlicza, to £* nie zawiera kopii w wtedy i tylko
wtedy, gdy inf,en ¢(00) > 0, gdzie ¢, (00) = lims—yo0 n(t) (twierdzenie 4.2);

e jesli przestrzen miary (S, %, u) jest bezatomowa oraz M oznacza funkcje Musielaka-
Orlicza na Rt x S, to L(p) nie zawiera kopii w wtedy i tylko wtedy, gdy My, = 0o
p-p.w. na S, gdzie Moo (s) = limy_,oo M (t, s).

Jesli krata Musielaka-Orlicza nie zawiera kopii w, to badanie dla niej relacji (1) mozna zre-
dukowaé¢ do badania jednakowej ciagtosci pewnej rodziny funkcji wyznaczonej przez funkcje
Musielaka-Orlicza (twierdzenie 4.15, wniosek 4.19).

Opierajac sie na przykladzie 4.5 kraty £®0, gdzie ®y oznacza ciag wklestych funkeji O1-
licza postaci ¢y, (t) = Vt, w ktorym Orth(£*0) # Z(£%0) oraz %0 nie zawiera izomorficznej
kopii w, wprowadzam w podrozdziale 4.2.2 jednostajny warunek (A,,) dla ciagu ® i dowodze
(twierdzenie 4.26), ze jesli ® spelnia ten warunek, to Orth(¢®) # Z(¢®). W przykladzie
4.43 wykazuje, ze wspomniany wyzej warunek (x) nie jest warunkiem koniecznym na to,
aby zachodzila rownos¢ Orth(E) = Z(E).

Rozdzial piaty poswiecony jest strukturze odcinkow porzadkowych [0, z],
x € Et, gdy E jest F-krata z quasi-jedynka e. Okazuje sie, ze kazdy element y € [0, z]
mozna aproksymowaé¢ porzadkowo-topologicznie elementami postaci Sz, gdzie 0 < S €
Z(E):



e [0,z] = ZL(E)(z), gdzie ZL(E) = {T € Z(E), 0 < T < Ig} oraz ZL(E)(z) =
{Tz, T € Z1(E)} (twierdzenia 5.10 oraz 5.15);

e krata Z(F) posiada tzw. mocna wtasnos¢ rozdzielania:

jesli z Ay = 0, to istnieje ciag ortomorfizméw (S,) C Z1(E) taki, ze Spy 1y
(zbieznosé porzadkowa i topologiczna) oraz S,z = 0 dla wszystkich n € N
(twierdzenie 5.17).

W przypisach podaje komentarze oraz krotkie dowody faktéw, ktére powinny by¢ po-
wszechnie znane, ale zazwyczaj sa pomijane w dostepnej literaturze jako 'oczywiste’, albo

‘intuicyjnie jasne’.



Rozdzial 1

Podstawowe definicje 1 twierdzenia
pomocnicze

1.1 [F'-przestrzenie i przestrzenie unormowane

Cytowane w tym podrozdziale definicje i twierdzenia pochodzg z monografii A. Alexiewicza
[2], S. Rolewicza [41] oraz J. Lindenstraussa i L. Tzafririego [28], [29] .

Niech X bedzie przestrzenia liniowa nad cialem R liczb rzeczywistych.

Definicja 1.1 [19, str. 3| F-norma na przestrzeni liniowej X, nazywamy funkcje

|- |x : X = [0,00) spetniajaca nastepujace warunki:

(7)) ||lz||x = 0 witedy @ tylko wtedy, gdy x = 0,

(1) ||az||x < ||z||x dla kazdego v € X oraz |a| < 1 (w szczegdlnosei, || — z||x = ||=]|x),
(797) limg, 0 ||anx||x = 0 dla kazdego x € X,

() o+ yllx < lollx + Il dla kasdych 2,y € X.

Z aksjomatow (i), (i7) oraz (iv) wynika, ze funkcja d : X x X — R postaci d(z,y) =
lx — y||x jest metryka niezmiennicza (ze wzgledu na przesuniecia) na X wyznaczajaca
pewna metryzowalna topologie T na przestrzeni X ([19, str. 2-3]).

Z warunku (i) wynika, ze F-norma || - ||x jest momnotoniczna, tj. jesli s1, s2 € R oraz
[si| < sal, to dla kazdego x € X mamy || |s1z| || < || |s2z] ||

F-norme || - || x na X nazywamy mormag, jezeli spelnia warunki (7),(iv), a warunek (i7)

zastapimy warunkiem:
(v) [[tllx = [¢] - [lz]lx-

Jesli postugujemy sie jedna ustalona F-norma na X, to zamiast || - || x bedziemy pisac || - ||.



F*-przestrzen definiujemy jako pare (X,| - ||x) rozumiejac, ze na X wprowadzamy
topologie generowana przez metryke (z,y) — ||z — y||x; jesli X jest zupelna w tej metryce,
to nazywamy ja przestrzenig Frécheta lub krotko, F-przestrzenia.

Przestrzeri unormowang i zupetna nazywamy przestrzenig Banacha.

Niech X bedzie F* -przestrzenia z F-norma ||z x.

Typowym przyktadem F-przestrzeni, ktéra nie jest przestrzenia Banacha, jest prze-
00 1 |Zn |
n=12n" 1+|$n|’

Dalsze przyktady F-przestrzeni beda podane w kolejnych rozdziatach tej pracy.

strzei w = RY z F-normg okreglong wzorem ||z, = > gdzie z = (z,,) € w.

Szereg > .o, x, elementéw F*-przestrzeni X nazywamy absolutnie zbieznym, jezeli
522 llzallx < oo.

Na to, aby F*-przestrzen X byla zupelna, potrzeba i wystarcza, by kazdy absolutnie
zbiezny szereg jej elementoéw byt zbiezny [2, Twierdzenie 1.2].

Zbior D C X w F*-przestrzeni X nazywamy ograniczonym, jezeli lim,_,« [[Anzn||x =
0 dla dowolnych ciagow (z,,) C D oraz (A,) C R takich, ze A\,, — 0.

Niech T': X — Y bedzie operatorem liniowym, gdzie X,Y sa F*-przestrzeniami.
Operator T jest ciagly w jednym punkcie (w szczegolnosci - w zerze) wtedy i tylko wtedy,
gdy jest ciagly w kazdym punkcie [2, Twierdzenie 2.1] wtedy i tylko wtedy, gdy przeksztatca
kazdy zbiér ograniczony w zbiér ograniczony |2, Twierdzenie 2.2|.

Méwimy, ze przestrzenie X, Y sa tzomorficzne, jesli istnieje liniowy, ciagly i réznowar-

tosciowy operator T odwzorowujacy X na Y.

Definicja 1.2 Rodzine {fe}eca funkceji rzeczywistych okreslonych na odcinku [a,b] nazy-
wamy jednakowo ciggla (odp., w punkcie xo € [a,b]), jesli

sup |fe(t) — fe(s)] = 0, prayt —s =0
EeA
(0dp., supee a | fe(t) = fe(xo)| = 0, pray t = wo).

1.2 Kraty liniowo-topologiczne, F-kraty i kraty Banacha

Cytowane w tym podrozdziale definicje i twierdzenia pochodza z monografii C. Aliprantisa
i O. Burkinshawa [4], W.A.J. Luxemburga i A. C. Zaanena [33] oraz P. Meyera-Nieberga
[39).

Niech F bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem R i niech 7 <7 oznacza relacje czedcio-
wego porzadku w E. Pare (F, <) nazywamy kratq liniowq (przestrzeniq Riesza), jesli

relacja 7 <7 jest zgodna z algebraiczna struktura F, tj.
(1) dla dowolnych elementoéw x,y, z € F warunek = < y implikuje nieréwnosc¢ z+z < y+z,

(2) dla kazdego = € E i kazdego r € R takich, ze x > 017 >0 mamy r -z > 0,
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oraz kazdy zbior {x,y} C E posiada kres gorny (patrz nizej) sup{z,y} = = V y. Istnienie
sup{z,y} oznacza istnienie inf{z,y} = Ay, gdyz inf{z,y} = —sup{—=z, —y}. Zazwycza]
piszemy krotko E zamiast (E, <).
Zapis x < y oznacza koniunkcje warunkéw z < y oraz x # y.

Niech E = (E,<) bedzie kratg liniowg.

Stosujemy nastepujace oznaczenia:

Jedli z € F, to elementy:
xt=2Vv0, 2z~ =(—2)V0, |z|=2"Vz nazywamy, odpowiednio, czesciqg dodatnia,
czescig ujemng @ modutem elementu x.

Element x € F nazywamy dodatnim, jezeli 0 < z. Zbiér wszystkich elementéw dodat-
nich kraty E oznaczamy symbolem ET.

Jezeli z,y,z € E, a € R, to

v=x" -2, |p[=at 427, |oz|=lollz], |z+y|<|z[+ [yl
Elementy z,y € E nazywamy ortogonalnymsi (lub roztacznymi), jesli
|| Ayl = 0.
Piszemy wowczas xLy. Dla dowolnego z € E mamy 1L x™.
Zbiory A, B C E nazywamy ortogonalnymaz, jezeli warunek x Ly jest spetniony dla kazdych
x € A, y € B. Piszemy wowczas AL B.

Niech A bedzie niepustym podzbiorem kraty liniowej E. Dopelnieniem ortogonal-

nym (roztacznym dopetnieniem) zbioru A nazywamy zbior

Al={xecE: z2la da wszystkich ac A}.
Zamiast (A9)? piszemy A%; symbol a? oznacza zbior {a}?. Mamy A C A% oraz warunek
A C B implikuje inkluzje B¢ c A®.

Kresem gornym zbioru A C E (jedli istnieje) nazywamy najmniejsze ograniczenie
gorne zbioru A w kracie liniowej E. Kres gérny zbioru A oznaczamy symbolem sup A.
Kresem dolnym zbioru A C E (jedli istnieje) nazywamy najwieksze ograniczenie dolne
zbioru A w kracie liniowej F. Kres dolny zbioru A oznaczamy symbolem inf A.

Krate E nazywamy archimedesowgq, jesli dla kazdego u € ET warunek

u>n-a>0,gdziea>0,n=1,23,... implikuje a = 0.

Zbior czesciowo uporzadkowany A przez relacje < nazywamy skierowanym |23, Def. 2,
str. 92|, jesli dla kazdej pary x,y jego elementow istnieje element z € A taki, ze x < z oraz
y < z. Przykladem moze by¢ rodzina A = 27 z czesciowym porzadkiem jako inkluzja.

Niech A = (A, <) bedzie zbiorem skierowanym. Dowolng funkcje A > a — z, € E
nazywamy ciggiem uogélnionym i oznaczamy symbolem (z4)aca. Ciag uogdlniony (z4)aca
w kracie E jest malejgcy - co oznaczamy z, | (rosngcy - co oznaczamy x, 1), jezeli dla
a1 < (i mamy Ty, > Ta, (0dp., T, < Tay)-

7 kolei zapis x4 | x oznacza, ze x,, | oraz inf{z, : « € A} = x.

Uwaga 1.3 Luxemburg i Zaanen [33, Definition 15.7] postuguja sie pojeciem zbioru skie-

rowanego w kracie liniowej E nie wymagajac, aby zbiér ten byl indeksowany zbiorem skie-

11



rowanym: podzbior {z;,t € T} kraty liniowej E nazywamy skierowanym w gore (z; 1),
jesli dla dowolnej pary t1,t2 € T istnieje element t3 € T' taki, ze xy; > x4, oraz x4, > Ty,.

Podobnie definiowany jest zbior skierowany w dot.

Ciag uogdlniony (z4)aca W kracie E jest porzgdkowo zbiezny (zbiezny w sensie
porzadku) do elementu z, co oznaczamy 2 z, jezeli istnieje ciag uogodlniony (Yo)acA W
E taki, ze yo | 0 oraz |z — z4| < yo dla wszystkich a € A. Element x nazywamy wtedy
granicg porzadkowg (granica w sensie porzadku) ciagu uogélnionego (4 )acA-

W szczegolnosed, ciag (z,) w kracie F jest porzgdkowo zbiezny do elementu z, co
oznaczamy T, — x, jezeli istnieje ciag (Yn)nen W E taki, ze y, | 0 oraz |z — z,| < y, dla
kazdego n € N.

Jedli x,y € F oraz x < y, to symbolem [z, y] oznaczamy przedzial porzadkowy o koricach
z,y, tj. [r,yl ={z € E:2 <z <y}

Podzbiér A C E kraty E nazywamy porzgdkowo ograniczonym, jezeli istnieja x,y €
E takie, ze x < a < y dlakazdego a € A. Innymi stowy, istnieja z,y € E takie, ze A C [z, 1]

Podzbior S kraty E nazywamy solidnym, jesli warunki |u| < |v| oraz v € S implikuja,
zeu € S.

Liniowa podprzestrzen F' kraty wektorowej F nazywamy:

e podkratg, jesli warunek x,y € F implikuje x Ay € F
(réwnowaznie, x Vy € F, lub |z| € F),

e ideatem, jesli F jest solidnym podzbiorem E,

e pasmem, jesli F jest ideatem w E takim, ze jesli A C F oraz istnieje sup(A) w F,
to sup(A) € F.

Kazde pasmo jest idealem w F, a kazdy ideat jest podkrata E.

Podkrate G kraty liniowej E nazywamy porzadkowo gestq w E, jezeli dla kazdego
x € ET\ {0} istnieje y € G\ {0} takie, ze 0 < y < x (tj. dla kazdego x € ET\ {0} spelniony
jest warunek (0,z] N G* # 0).

Najmniejszy (ze wzgledu na inkluzje) ideal zawierajacy niepusty zbior T nazywamy
ideatem generowanym przez T i oznaczamy symbolem Ap. Mamy

Ar={z € E: 3, _anel, apnert @] < D000 Aifwil}
Jezeli T = {z}, to Ay = Ay, nazywamy idealem gtéwnym generowanym przez x; wtedy
A ={y€B: 30 |yl < Nal}
Pasmem generowanym przez niepusty podzbior T kraty liniowe] E nazywamy

najmniejsze (w sensie inkluzji) pasmo Br zawierajace zbior T
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Lemat 1.4 [33, Theorem 17.2 (ii), Theorem 22.3] Niech J oznacza ideal kraty liniowej E

oraz niech By oznacza pasmo w E generowane przez J.

(1) Mamy: 0 < x € By wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg skierowany (vy) C JT taki,

ze vo T .

(i) Jesli E jest kratq archimedesowq, to By = J%; w szczegolnosci, jesli T jest niepustym
podzbiorem E, to By = (Ar)%d = T,

Jezeli T = {x}, to piszemy B, zamiast Biz); jest to pasmo gltowne generowane przez
element x. Jezeli krata E jest archimedesowa, to
By=zU={ycE: |y Anlz| 1|y, n=1,2,..}.

Zbior wszystkich pasm B(FE) w kracie archimedesowej E z operacjami V, A, ” ' 7 zdefi-

niowanymi nizej tworzy algebre Boole’a [33, Theorem 22.7|:
Bi AN By := By N Bs,
BV By := (By U By)%,
B’ := B,

Element e € E1 nazywamy jedynkq porzgdkowq (lub silng jedynkgq, lub po prostu
jedynkaq), jezeli A, = E.

Element e € ET nazywamy stabg jedynkq porzgdkowg, jezeli e¥ = E.

Element 0 < e € E nazywamy:

o dyskretnym, jesli ideal generowany przez e pokrywa sie z podprzestrzenia genero-
wana przez e, tj. A = {\e, A € R} =lin{e}.

e atomem, jesli warunki z Ay = 0 oraz z,y € [0, e] implikuja, ze = 0 lub y = 0.

Lemat 1.5 [33, Theorem 26.4 (iii)| Jesli E jest kratq archimedesowq, to element v € ET
jest atomem wtedy 1 tylko wiedy, gdy jest elementem dyskretnym.

Krate E nazywamy dyskretnag, jezeli kazdy element 0 < x € E majoryzuje element
dyskretny, tj. dla kazdego x € ET\ {0} istnieje element dyskretny y, € E7 taki, ze x > y,.
7 lematu Kuratowskiego-Zorna wynika istnienie w kazdej kracie maksymalnego uktadu

ortogonalnego, tj rodziny {e;, t € T} C E\ {0} o nastepujacych wtasnosciach:
o e, Ney, =0 dlaty # to,
o jesli |z| A e, = 0 dla wszystkich t € T, to x = 0;

uktad taki nazywamy zupelnym.
Dyskretnosé kraty E jest réwnowazna istnieniu w niej zupetnego uktadu ortogonalnego
{es, t € T'} ztozonego z elementéw dyskretnych e; [3, str. 40].
Czescig dyskretng kraty F nazywamy pasmo
{e € E, e — jest elementem dyskretnym}?.
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Jedli w kracie F istnieje jednoelementowy zupelny uktad ortogonalny, to tworzacy go
element jest z definicji staba jedynka w E.

Projekcje (rzutowanie) P w kracie E, (tj. liniowy endomorfizm przestrzeni F taki, ze
P? = P) nazywamy porzqdkowg, jesli spelnia warunek:

0 < P(z) <z dla wszystkich x € E™.
Zbior P(FE) wszystkich projekcji porzadkowych kraty liniowej E jest algebra Boole’a z
dzialaniami V, A, ¢ zdefiniowanymi wzorami:
PiANPy,=PioDPs,
PIVPh=P +P—PioPh=P+P —P AP,
pP¢:=1-P.
W szczegolnodci, kazde dwie projekcje porzadkowe komutuja:
PioP,=P,oP.

Pasmo B w kracie liniowej F nazywamy projekcyjnym, jezeli E = B + B Dla
dowolnego pasma B C E mamy B N B? = {0}, oraz B + B? jest ideatem porzadkowo
gestym w E.

Jesli B jest pasmem projekcyjuym w E, to istnieje projekcja porzadkowa Pp : E — B
taka, ze B = Pp(F) oraz B = P§(E), gdzie P§ = I — Pp.

Projekcja Pp ma postaé:

Pg(z) =sup(BN[0,z]), dlaz € E™. (1.1)

Mowimy, ze krata F posiada wtasnosé (PP) (projection property), jesli kazde pasmo w
tej kracie jest pasmem projekcyjnym.

Jesli krata E posiada wlasnos¢ (PP), to algebry B(FE) oraz P(F) sa izomorficzne.
[zomorfizm jest postaci B — Pp, dla kazdego pasma B € B(FE).

Mowimy, ze krata E posiada wtasnosé projekcji gtownej (PPP) (principal projec-
tion property), jesli kazde pasmo glowne w tej kracie jest pasmem projekcyjnym.

Krate E nazywamy o-zupetng w sensie Dedekinda, jezeli kazdy niepusty i ograni-
czony z gory przeliczalny podzbiér kraty F ma kres géorny w E.

Jedli krata F jest o-zupelna w sensie Dedekinda, to dla kazdego z € E zbior %
jest pasmem projekcyjnym w FE : istnieje projekcja porzadkowa P, : EF — FE taka, ze
P,(E) = z%.

Projekcja P, jest postaci:

P.(y) =sup{y An|z| :n=1,2,...} dla dowolnego y > 0.
n

Jedli krata F jest o-zupelma w sensie Dedekinda, to algebra Bolle’a P(E) tez jest o-
zupetna w sensie Dedekinda: dla kazdego ciagu (P,) C P(E) istnieje kres gorny sup,,cn Pn
w P(E): dla kazdego > 0 mamy (sup,,en Pn)T = sup,en(FPne)-
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Twierdzenie 1.6 (twierdzenie Freudenthala [4, Theorem 6.8, str. 82|) Niech E bedzie
krata archimedesowa, oraz niech P(E) oznacza algebre Boole’a projekcji porzadkowych na
E. Potozmy Pe = {Pe: P € P(E)}. Jesli krata E ma wlasnosé projekcji gtéwnej (PPP)
(w szczegdlnosci, gdy E jest kratq o-zupetng w sensie Dedekinda), to dla kazdego x € E*

krata linPx jest porzgdkowo gesta w pasmie gtownym x4,

Krate F nazywamy zupelng w sensie Dedekinda, jezeli kazdy niepusty i ograniczony
7 gory podzbioér kraty E' ma kres gorny.

Jegli krata F jest idealem w przestrzeni w = RN, to E jest zupelna w sensie Dedekinda;
wtedy kazdy element y € F mozna interpretowaé jako funkcje dziatajaca ze zbioru liczb

naturalnych N do R, co pozwala zdefiniowaé¢ nosnik supp(y) elementu y wzorem:

supp(y) = {n € N: y(n) = a, # 0},

gdzie y = (a,) € E oraz ciag (a,) jest wyznaczony jednoznacznie.
Jesli e, oznacza n-ty wektor jednostkowy, czyli e, = (0,...,0,1,0,0,...), n = 1,2,...; to

noénik elementu y € E mozna réwniez przedstawi¢ nastepujaco:
supp(y) = {n € N: |y| > Ae, dla pewnego A > 0}; (1.2)

tu |y| = (lan|) = sup,,en dom; |an|en, gdzie kres 'sup’  jest brany w RY (lub E).

Jesli E jest kratq zupetng w sensie Dedekinda, to kazde pasmo w E jest projekcyjne [39,
Twierdzenie 1.2.9]. W tym przypadku algebra Boole’a P(E) jest zupelna i izomorficzna z
B(E).

Wtasnosé przedstawiong w ponizszym lemacie bedziemy wielokrotnie wykorzystywaé¢ w
dalszej czesdci pracy.

Lemat 1.7 Niech E bedzie porzqdkowo gestym ideatem kraty w = RY, oraz niech M bedzie
pasmem projekcyjnym w E. Wowczas istnieje doktadnie jeden podzbior K C N taki, ze

M={xe€FE, suppr C K} =g E,
gdzie x g oznacza funkcje charakterystyczng zbioru K.

Dowdd. Podaje dowdd ogolniejszego faktu, z ktérego jednak nie korzystam w sposob
jawny w mojej pracy. Niech E oznacza ideal archimedesowej kraty G = R, gdzie T jest

zbiorem nieskoniczonym, a M pasmo w E. Na podstawie lematu 1.4 (i7) mamy
M = M, (1.3)

gdzie H¢ oznacza ortogonalne dopelnienie w E niepustego podzbioru H kraty E. Poniewaz

M jest ideatem w E oraz E jest ideatem w G, to

M jest ideatem w G. (1.4)
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Niech AP oznacza dopetienie ortogonalne w G niepustego podzbioru A C G. Wykazemy
najpierw, ze zachodzi réwnosé
B=MPPnE. (1.5)

Mamy oczywista inkluzje M ¢ MPPNE. Dowod inkluzji MPP N E C M jest nastepujacy.
Jesli 0 <z € MPP N E, to z wlasnosci (1.4) wynika, Ze istnieje ciag uogélniony (w,) C E
taki, ze wy T 2 (patrz lemat (1.4), a poniewaz x € E, to x jest elementem pasma M9 w E
(generowanego przez M (patrz lemat 1.4 (i)). Na podstawie rownosci (1.3) mamy = € M.
Z dowolnosci x > 0 oraz faktu, ze M jest podkrata (bo idealem) w E otrzymujemy zadana
inkluzje MPPNE C E.

Pamietajac, ze G = RY, polozmy K = UfGM supp f oraz

LK) ={geR" : supp g C K}.

Przestrzen L(K) jest pasmem projekcyjnym w Rl (obrazem projekeji porzadkowej Pg (x) =
T XK, * € R, a jego rozlacznym dopelnieniem jest L(K€), gdzie K¢ = I' \ K. Zatem
(L(K))P = L(K¢). 7 definicji zbioru K otrzymujemy natychmiast inkluzje (L(K))P C
MP. 7 drugiej strony, jesli h € MP, to supp h C (UfeM supp f)¢ = K€ Zatem h €
L(K®¢) = (L(K))P. Stad otrzymujemy inkluzje MP C (L(K))P, a wigc MP = (L(K))P.
Stad MPP = (L(K))PP = L(K). Z ostatniej réwnosci oraz (1.5) otrzymujemy M =
LK)NE=xx-E. W

Krate liniowa E nazywamy super zupetng w sensie Dedekinda (super-DC), jesli E
jest zupelna w sensie Dedekinda oraz jesli kazdy niepusty podzbiér D C E posiadajacy

supremum w FE zawiera co najwyzej przeliczalny podzbiér Dy taki, ze sup Dy = sup D.

Topologie liniows Hausdorffa 7 zadang na kracie liniowej E nazywamy lokalnie so-
lidna, jesli w F istnieje baza otoczen zera ztozona ze zbioréw solidnych. Woéwczas pare
(E, 7) nazywamy kratq lokalnie solidng.

Krate E z topologia lokalnie solidng 7 nazywamy kratg lintowo-topologiczng.

F-norme | - | na przestrzeni Riesza F nazywamy kratowa, jesli warunek
[ul < o] w E implikuje [[ull < [[v] -

Niech E bedzie krata liniowa i 7 topologia liniowa na E. Wtedy nastepujace warunki

sa rownowazne [3, Theorem 6.1]:
(i) 7 jest lokalnie wypukta solidng topologia na F,
(ii) istnieje rodzina {p,} kratowych pét-norm, ktéra generuje topologie 7'.

Krate F wyposazong w F-norme kratows nazywamy F*-kratg (lub kratg unormo-
wang, jesli F- norma || - || jest norma). Topologicznie zupelng F*-krate nazywamy F'-
kratg (odpowiednio, kratg Banacha).

!Zbiory postaci Vivaysopanie) = 1% € Bt pa;(z) < €, =1,2,...,n,e > 0} stanowia bazg otoczeii zera
kraty E.
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Monotoniczng F-norme ||| g na F-kracie F nazywamy porzadkowo ciggta (o-porzadkowo

ciagla), jesli warunek z, | 0 (tu @ € A oraz A jest zbiorem skierowanym) implikuje, ze
infoea ||zalle = 0 (warunek z,, | 0 implikuje, ze ||z,||z | 0); oznacza to, ze liczba 0 jest
punktem skupienia zbioru {||z.||g, @ € A}).

Krate Banacha E = (E, ||-||) nazywamy: A M-przestrzenig, jesli dlakazdych z,y € E*
zachodzi rownosé ||z V y|| = max(||z]|, ||y|)-

Krata Banacha E jest AM-przestrzenig z jedynkg, jesli jest AM-przestrzenig i posiada
jedynke porzadkowa.

Jesli E jest AM-przestrzenia, z jedynka e, to wzor

|z]|co = Inf{A > 0; |z| < Ae}

okresla rownowazna norme kratowa w E; wtedy krata F z nowa norma || - || jest rowniez

AM-przestrzenia, a jej domknieta kula jednostkowa jest réwna przedziatowi [—e, e].

Twierdzenie 1.8 (Kakutani [4, Theorem 12.28]) Krata Banacha jest AM -przestrzeniq z
jedynkq e wtedy i tylko wtedy, gdy jest kratowo-izometryczna z przestrzenig C(K) wszystkich

rzeczywistych funkcji ciggtych na pewnej przestrzeni zwartej Hausdorffa K.

Jedli F jest AM-przestrzenia (bez jedynki), to jest ona kratowo izometrycznie izomorficzna

z pewna podkrata kraty C(K), gdzie K jest pewna przestrzenia zwarta Hausdorffa.

Przyktad 1.9 Niech K bedzie przestrzenia topologiczna Hausdorffa oraz niech (S,%, p)
bedzie przestrzenia miary z miara o-skoriczong i zupetng. Podstawowymi przyktadami krat

liniowych sa:

(1) krata C'(K) wszystkich ciagtych funkcji rzeczywistych okreslonych na K z porzadkiem

punktowym;

(2) krata Cp(K) wszystkich ciagtych i ograniczonych funkeji rzeczywistych okreslonych
na K jest to podkrata kraty C'(K);

(3) krata Lo(u) - wszystkich rzeczywistych p-mierzalnych funkeji okreslonych na zbiorze

S z dziataniami punktowymi;

(4) krata Lo(p) - wszystkich klas abstrakcji elementow Lo(p) wzgledem rownosci p-prawie
wszedzie; tu funkcje rowne p-prawie wszedzie identyfikujemy (innymi stowy Lo(u) jest
przestrzenia ilorazowa Lo(u)/N (1), gdzie N (p) jest o-ideatem kraty Lo(p) funkeji
rownych zero p-prawie wszedzie, a elementy Lo(u) sa postaci [f] = f + N (), gdzie

feLo(u) )

(5) Loo(S, 2, ) = Loo(pt) - ideal w Lo(u) wszystkich ograniczonych funkeji rzeczywistych

na S z operacjami punktowymi (funkcje réwne p-prawie wszedzie identyfikujemy);
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(6) w - krata wszystkich ciagéw liczb rzeczywistych: w = RN 7 porzadkiem po wspot-
rzednych; podobnie w(I') = RY, tj. krata wszystkich funkcji z I' do R z porzadkiem

punktowym, gdzie I' jest dowolnym zbiorem niepustym;

(7) loo - ideal w w wszystkich rzeczywistych ciagow ograniczonych; podobnie, £ () -

ideatl w w(T") wszystkich funkcji ograniczonych z I do R z porzadkiem punktowym;

8)  ={z=(zp) Ew: Y 0, |zalP < o0}, gdzie 0 < p < o0, - ideal w w wszystkich
ciagow liczb rzeczywistych absolutnie p-sumowalnych.

Kraty wymienione w punktach (4) - (8) sa zupelne w sensie Dedekinda, krata z punktu
(3) jest o-zupelna w sensie Dedekinda, a jesli K jest przestrzenia zwarta, to krata C'(K)
jest zupelna w sensie Dedekinda wtedy i tylko wtedy, gdy K jest przestrzenia Stone’a
(ekstremalnie niespojna?) [33, Theorem 43.11].

Lemat 1.10 (a) Niech (S, X, p) bedzie przestrzeniq miary, przy czym miara p jest o-
skoriczona i zupelna. Wiedy krata Lo(u) jest super-DC.

(b) Wtasnosé super-DC' kraty liniowej E jest dziedziczona przez jej ideaty. W szczegdl-
nosci, kazdy ideat kraty Lo(u) jest super-DC.

Dowdd. (a) Fakt, ze krata Lo(u) jest o-zupelna w sensie Dedekinda jest niemal oczywisty?.

Na podstawie [45, Theorem 4.9 p. 78|, wystarczy teraz wykazac, ze istnieje §cisle rosnace
odwzorowanie k: L$(p) — R. Zalézmy najpierw, ze miara p jest skoficzona, tj. pu(S) < oo.
Potozmy k(z) = [¢&(x)dp, gdze &(z) = 1f||x\ Oczyw1sc1e k(z) < fs ldp = p(S) < oc.
Fatwo sprawdmc, ze E(y) —&(x) > 0 dla z < y. Stad k(z fS z)dp < [¢&(y)dp =

k(y), wiec funkcja k jest $cisle rosnaca na Lot (u), a zatem krata Lo(p) jest super-DC w

przypadku, gdy p(S) < oc.
Zalozmy teraz, ze miara p jest o-skoriczona, tj. S = U, S, gdzie p(S,) < oo oraz
Sn C Spy1, n=1,2,.... Polézmy

bn(2) = = /5 )dp oraz k(z Zk

Jesli # < y dla 2,y € Li(n), to kn(z) < kn(y) dla kazdego n € N. Stad k(z) =
Yool i kn(z) < D07 kn(y) = k(y), wiec funkcja k jest scisle rosnaca. Korzystajac po-
nownie z twierdzenia [45, Theorem 4.9 p. 78] otrzymujemy, ze Lo(u) jest super zupetna w
sensie Dedekinda.

2tzn. domkniecie kazdego otwartego podzbioru K jest otwarte; przyktadowo, uzwarcenie Cecha-Stone’a
BN przestrzeni dyskretnej N jest przestrzenia ekstremalnie niespdjna [11, str. 445]

3Jedli [fn] < [f], » = 1,2, ..., to dla zbioru A = {s € S : fu(s) > f(s), dla pewnego n € N} mamy
u(A) = 0. Definiujyc funkcje g postaci g(s) = sup, ey fn(s), gdy s € S\ A oraz g(s) =0, gdy s € A
otrzymujemy, ze g € Lo(u) oraz [g] = sup,, cn[fn]-
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(b) Jesli® # A C J oraz a < x dla kazdego a € A oraz pewnego x € J, to relacje te zachodza
rowniez w F, zatem istnieje przeliczalny podzbior Ag C A taki, ze supA =supAg=y € F
(oba kresy sa brane w E). Poniewaz jednak y <z € J, to y € J, co dowodzi ze ideal J jest
super-DC. B

Topologie T na kracie lokalnie solidnej E nazywamy topologia Lebesgue’a, jesli warunek
0 < 24 | 0 w E implikuje, ze o — 0. Méwimy wowczas, ze krata (E,7) ma wlasnos¢
Lebesgue’a.

Jedli topologia normowa w kracie Banacha E jest topologia Lebesgue’a, to zwykle méwi
sie, ze norma na E jest porzadkowo ciagla.

Symbolem E, bedziemy oznaczaé¢ ideal Lebesgue’a kraty lokalnie solidnej (E,T), tj.
najwiekszy porzadkowy ideal w kracie E taki, ze topologia 7z, jest topologia Lebesgue’a
[52]:

E,={x € E: |z|> x40 implikuje x4 - 0}.
Ideal E, jest 7-domkniety w E (patrz |54, str. 60]).

Jedli F jest F-krata, to ideal E, jest nazywany idealtem elementéw z F-normag
porzadkowo ciggtq (por. |59, Definition 88.5]). Przyktadowo, (¢x)q = co.

Potézmy

El ={x € E:|z| > z, | 0 implikuje ||| g — 0}.

Oczywiscie, mamy E, C E? (por [59, Definition 88.5] zastosowana do operatora identycz-
nosciowego).

Bez zmiany dowodu mozna przenies¢ na przypadek F-krat nastepujacy, uzyteczny wynik
zawarty w [59, Corollary 103.7]:

Lemat 1.11 Niech E bedzie F-kratg. Jesli E jest o-zupetna w sensie Dedekinda, to o-
porzgdkowa ciggtosé elementu x € E implikuje jego porzgdkowq ciggtosé, tj. zachodzi inklu-
zja ES C E,. W tym przypadku (., gdy E jest o-porzadkowo zupeina w sensie Dedekinda)

mamy £ = E,.
1.3 Operatory porzadkowo ograniczone

Niech F,G oznaczaja archimedesowe kraty liniowe.
Wazna klase operatoréw liniowych miedzy kratami liniowymi tworza operatory porzadkowo
ograniczone.

Operator liniowy T : E — G nazywamy porzgdkowo ograniczonym, jesli dla kazdego
porzadkowo ograniczonego podzbioru A kraty E zbior T(A) jest porzadkowo ograniczony
(tj. dla kazdych elementow a,b € E takich, ze a < b istnieja elementy ¢, d € G takie, ze
¢ < d oraz Tla,b] C [c,d]).
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Symbolem L,(E,G) oznaczamy przestrzen liniowa wszystkich liniowych porzadkowo
ograniczonych operatoréw dziatajacych z E do F.

Przestrzeri wszystkich porzadkowo ograniczonych funkcjonatéw liniowych na E nazy-
wamy dualem porzgdkowym i oznaczamy symbolem E~

Przestrzen E~ = Ly(E,R) jest krata zupetlng w sensie Dedekinda wzgledem standardo-
wego porzadku punktowego, tzn. f < g wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x € E zacho-
dzi nierownosé f(x) < g(z). Jesli E jest krata Banacha (ogolniej, F-krata), to E~ = E*.

Operator liniowy T : E — G nazywamy dodatnim, jesli T(ET) C GT.

Z operatorem dodatnim wiaze sie ponizsze twierdzenie Kantorowicza o rozszerzaniu:

Twierdzenie 1.12 Jezeli E,G sq kratami liniowymi, a T : ET — G jest operatorem
addytywnym, to T ma jednoznaczne rozszerzenie do operatora liniowego dodatniego T :
E — G, pray caym T = T(a+) — T(27).

Zauwazmy, ze operatorem dodatnim jest kazdy homomorfizm kratowy (Riesza), tj. ope-
rator liniowy 7" : E — G spekiajacy warunek T'(z V y) = T(x) vV T'(y) dla dowolnych
T,y € E.

Lemat 1.13 [4, Twierdzenie 7.2] Jesli E, G sq kratami liniowymi, to dla operatora T :

E — G nastepujgce warunki sq rownowazne:

e operator T jest homomorfizmem kratowym,

dla kazdego v € E zachodzi réwnosé: T'(xz) = (T'(z))™,

jeslic Ny=0wE, toT(x) NT(y) =0 w G,

dla kazdego x € E zachodzi réwnosé: |T(z)| = T'(|z|).

Homomorfizm kratowy T : E — G, bedacy réwnoczesnie bijekcja miedzy kratami E oraz
G, nazywamy izomorfizmem kratowym (porzadkowym), natomiast przestrzenie E,G
miedzy ktérymi dziata jakikolwiek izomorfizm kratowy nazywamy kratowo izomorficznymi.

Operator liniowy T : E — G nazywamy regularnym, gdy T jest r6znica dwodch opera-
toré6w dodatnich.

Symbolem L, (E,G) oznaczamy przestrzen liniowa wszystkich operatoréw regularnych
dziatajacych z E do G.

Kazdy dodatni operator jest oczywiscie porzadkowo ograniczony, stad kazdy operator

regularny jest porzadkowo ograniczony. Wobec tego prawdziwa jest inkluzja
L.(E,G) C Ly(E,G).

Powyzsza inkluzja moze by¢ whasciwa, jak pokazuje przyktad Lotza [4, Example 1.11].
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Jedli F, G sg kratami liniowymi, przy czym G jest kratg zupetng w sensie Dedekinda, to

L,(E,G) jest krata liniowa zupelng w sensie Dedekinda oraz zachodzi roéwnosé
L.(E,G)=Ly(E,G),

a operacje kratowe w Ly(E, G), okreslone sa nastepujaco:
(SVT)(z) =sup{S(y) +T(2), y,z€ ET, y+z=u},
(SAT)(@) = inf{S(y) + T(2), y.2€B¥, y+z=a},
dla kazdych S,T € Ly(E,G), x € E™.
W szezegolnosci, w Ly(E, G) istnieja kresy 7'V 0 oraz (—T1') V 0; oznaczamy je, odpo-
wiednio, symbolami T oraz T, przy czym
THe =sup{Ty:0<y<a}
Tz =sup{-Ty:0 <y <z},
| T|a = sup{Ty : [y| < =},
dla z € E* [4, Theorem 1.13|.

Twierdzenie 1.14 (39, Twierdzenie 1.3.5] Jesli E, G sq F-kratami (w szczegdlnosci, kra-
tami Banacha), to kazdy dodatni operator liniowy T : E — F jest ciggly. Ponadto, jesli

E, G sq kratami unormowanymi, to
1T = sup{[|Tz]| : =0, |z]=1}.

Jesli E, G sa kratami Banacha, to dla kazdego T € L, (F, G) definiujemy tzw. r-norme ||- ||,

(norme regularng) operatora T wzorem:
|T||, := inf{||S|| : S € L,(E,G)", |Tz| < Sz dla kazdego z € E*}.

Wtedy, dla kazdego T € L,(E,G) mamy ||T|| < ||T|-
Operator liniowy T : E — G, miedzy kratami liniowymi F, F nazywamy:

e porzgdkowo ciggtym (odp., o-porzadkowo ciagtym), jesli warunek z, — 0
(odp., , > 0) w E implikuje, ze Tzq — 0 (odp., Tz, >0) w G.

Symbolem L, (E,G) oznaczamy przestrzen liniowa wszystkich porzadkowo ciaglych opera-
toréw dziatajacych z E do G.

Jedli E, G sg kratami liniowymi, przy czym G jest krata zupelna w sensie Dedekinda,
to przestrzen L, (F,G) jest pasmem w Ly(E, G) [4, Theorem 4.4].

Symbolem EX = L, (F,R) oznaczamy przestrzen liniowa wszystkich porzadkowo cig-

glych funkcjonatéw okreslonych na kracie E.

W ponizszym lemacie podajemy pewng charakteryzacje porzadkowo ciagtej czesci F-
kraty dyskretnej. Charakteryzacja ta jest z pewnoscig znana, ale jej jawnego dowodu nie

mogtam znalez¢ w dostepnej literaturze (por. [45, Proposition 1.9], [54, Proposition 0.1.4]).
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Lemat 1.15 Jesli E jest F'-kratq dyskretng oraz D oznacza ustalony zbior elementow dys-
kretnych krat E, to D jest liniowo (topologicznie) gesty w ideale E, elementéw porzqdkowo
ciggtych kraty E, tj. E, =linD.

Dowéd. Inkluzja linD C E, wynika z faktu, ze kazdy element dyskretny kraty E jest
porzadkowo ciagly. Istotnie, niech e € D oraz niech (z4)aca bedzie zbiorem skierowanym
w dot takim, ze e > x, | 0. Na podstawie definicji elementu dyskretnego, dla kazdego
«a € A istnieje liczba A\, > 0 taka, ze zo, = Ape. Warunek z, = Aye | 0 jest oczywiscie
rownowazny warunkowi A, J 0. Na podstawie definicji F-normy otrzymujemy ||z — 0.
Powyzszy warunek implikuje, ze e € E,, wiec linD C E, = E,,.

Niech teraz x € Et oraz niech P, oznacza projekcje porzadkowa z E na e jest ona
postaci P.(z) = sup,cn (7 A ne). Projekcja P. jest dobrze zdefiniowana, bo pasmo e jest

podprzestrzenia jednowymiarowa E. Stad, istnieje dokladnie jedna liczba A.(z) taka, ze
P.(z) = Xe(x)e. (1.6)

Wiadomo, ze

x = sup P.(x) (1.7)
eeD

(patrz [54, Proposition 0.1.4], por [45, Proposition 1.9]).

Dla skoticzonego podzbioru F' zbioru D zdefiniujemy element zp wzorem

xp =sup P.(x) = sup Ac(x)e = Z Ae(z)e. (1.8)
eel eel e F

Z rownosci (1.7) oraz (1.8) otrzymujemy zp < x, zatem zbior
Fr =A{zp, F jest skoriczonym podzbiorem D}
jest zbiorem skierowanym w gore: jesli y; = zp,, ¢ = 1,2, to

yi V=Y max{u(z) V ug(z)}e,
eeD

gdzie liczba pl(x) jest postaci pl(z) = No(x), gdy e € F;, oraz pi(z) = 0, gdy e ¢ Fj,
i = 1,2. Poniewaz y; V y2 < x oraz zbior F = {e : A.(y1 V y2) # 0} jest skonczony, to
element y; V yo jest postaci (1.8), wiec y1 V yo € Fy, a zatem zbior F, jest skierowany w
gore, jak twierdzilismy.

Stad iz (1.7) wynika, ze © = sup F, oraz ze zbior {x —xp : zp € F,} jest skierowany
w dot do 0. Jesli teraz x € E,, to 0 jest punktem skupienia zbioru {||x — zr||, zr € Fu},
zatem istnieje ciag (F,) skonczonych podzbioréw D taki, ze ||z — 2, || = 0. Na podstawie
(1.8), oznacza to, ze x € linD. Wykazaliémy w ten sposob, ze E, C linD, co lacznie z

wykazang wczesniej inkluzja linD C E, daje zadana réwnos¢. l
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1.4 Przestrzenie modularne i przestrzenie Musielaka-Orlicza

Niniejszy podrozdziat poswiecony jest ustaleniu oznaczen oraz podstawowych poje¢ z teorii
przestrzeni modularnych i przestrzeni Orlicza. Podane tu definicje pochodza z monografii
J. Lindenstraussa i L. Tzafriri’ego |28, 29] oraz J. Musielaka [37].

W wielu przypadkach w przestrzeni liniowej X dana jest z géry nie norma ani F-
norma, ale pewien funkcjonal zwany modularem, pozwalajacy w przestrzeni X wyodrebnié
podprzestrzen typu F* lub unormowang.

Modularem na przestrzeni liniowej X nazywamy funkcjonal p : X — [0, 00] taki, ze

dla dowolnych x,y € X spelnione sg nastepujace warunki:
(i) p(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0,

(i) p(—z)
p(e’x)

p(x) w przypadku, gdy X jest przestrzenia rzeczywista, oraz

p(x) dla kazdego t € R, gdy X jest przestrzenia zespolong,

(1ii) p(ax + By) < p(x) + p(y), dla dowolnych «, B > 0 takich, ze a + 3 = 1; jesli warunek

(iii) zastapimy warunkiem:

(i11)" p(ax + By) < ap(x) + Bp(y), dla dowolnych a, 8 > 0 takich, ze a + 8 = 1, to p

nazywamy modularem wypuktiym.

Przyktad 1.16 Niech X = LP([0,1], 1), gdzie 0 < p < oo oraz p jest miara Lebesgue’a na
odcinku [0, 1]; wtedy funkcja p okreslona wzorem
1
p(z) = [ () Pdu, = € X,

jest modularem na X.
Niech p bedzie modularem na przestrzeni liniowej rzeczywistej X. Wtedy zbi6r
X, ={z € X, p(Ax) = 0, gdy A — 0}

nazywamy przestrzenig modularng. X, jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni X.
W przestrzeni modularnej X, funkcja okreglona wzorem:
x
v el = b > 0, p(5) <A} (1.9)
jest F -normg, przy czym, przy ustalonym x € X,, odwzorowanie a — |az|, jest niemalejaca
funkcja zmiennej a > 0 oraz warunek |z|, < 1 pociaga p(z) < [z,.

Ponadto, jesli modular p jest wypukty, to funkcja

z e |zf, = inf{A >0, p (%) <1} (1.10)
jest normg na X,, zwang tez normg Luxemburga; w tym przypadku norma || - ||, jest

funkcjonatem Minkowskiego zbioru absolutnie wypuktego i pochtaniajacego

V,={zeX,: plz) <1}.
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Niech (X, || - ||) bedzie przestrzenia unormowana. Wtedy funkcja p(z) = ||z||, x € X, jest
modularem wypuklym na X i zachodzi réwnoé¢ X, = X.

Inne przyktady modularéw podaje nizej.
Okreslmy teraz przestrzen X , nastepujaco:
X,={z € X, p(Az) < 0o dla pewnego X > 0}.

Na podstawie definicji tatwo zauwazy¢, ze X, C Yp. Ponadto, jesli modular p jest wypuktly,

to zachodzi réwnoé¢ X, = X,.

Opisze teraz dobrze znang metode wyznaczania modularu na przestrzeni Lo(u) za po-
mocy tzw. funkcji Musielaka-Orlicza.

Niech (S, X, 1) bedzie przestrzenia miary z miara o-skoniczona i zupeilna. Przypomnijmy,
ze Lo(p) oznacza przestrzen klas rownowaznosci wzgledem réwnosci p-prawie wszedzie,
rzeczywistych funkcji 3-mierzalnych na S.

Funkcje M : [0,00) x S — [0, 00) nazywamy funkcja Musielaka-Orlicza, jesli:

o dla kazdego s € S funkcja M(-,s) : [0,00) — [0,00) jest niemalejaca, lewostronnie
ciagla, ciagla w zerze i taka, ze M(t,s) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy t = 0,

e dla kazdego t € [0, 00) funkcja My = M(t,-) : S — [0,00) jest X- mierzalna.
Uwaga 1.17 Aby wyeliminowa¢ trywialne przypadki, warto zatozy¢, ze:
(1) limy_oo M(t,s) > 0 dla kazdego s € S,

(77) dlakazdego t > 0 funkcja M, przyjmuje wartosci skoriczone na pewnym zbiorze A € X

miary dodatniej.

Jesli M(r, s1) = M(r, s2) dla wszystkich s1, 52 € S, to funkcje M nazywamy funkcja
Orlicza. Funkcje Orlicza bedziemy oznaczaé literg ¢ lub M.

Uwaga 1.18 Jedli S = N, to wygodniej jest przedstawi¢ M, jako ciag funkcji Orlicza

Onyn=1,2,..,tj. M= (pn)2;. W tym przypadku, zamiast symbolu M bedziemy

standardowo uzywaé¢ symboli ® oraz V.

Ponizej podaje przyktady wypuktych oraz niewypuktych funkcji Musielaka-Orlicza.

e Funkcja ® : RT x N — R, okreslona wzorem:
O(t,n) = pp(t) :=tP*, gdzie p, >0 dla kazdego n €N,
jest funkcja Musielaka-Orlicza (tu: S = N, ¥ = 2N). Funkcja ¢, jest wypukla wtedy

i tylko wtedy, gdy p, > 1; dla p, € (0, 1) funkcja ¢, jest wklesta.
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e Funkcja M : RT x (RT\ {0}) — R™, okreslona wzorem:
M(t,s) = My(t) :=t°, dla kazdego t >0 oraz s >0,
jest przyktadem funkcji Musielaka-Orlicza. M jest wypukta dla s > 1 i wklesta dla
s € (0,1). My(t) jest funkcja liniows.

Funkcja Musielaka-Orlicza M wyznacza modular paq, okreslony na L°(j), zdefiniowany

wzorem:

pm(f) = s ML ()], s)dps

pm nazywamy modularem catkowym.
Podprzestrzen modularng L (u) przestrzeni L°(u) okredlong nastepujaco:
Lm(p) ={g € L), Fnso pm(Ag) < oo}
nazywamy przestrzenig Musielaka-Orlicza.

W szczegolnosci, jesli S = N, ¥ = 2N oraz p({n}) = 1, n = 1,2,3,... oraz ® = (i),
gdzie @, jest funkcja Orlicza dla wszystkich n € N, to modular pp na przestrzeni w -
wszystkich ciagow rzeczywistych x = (z,,) - przyjmuje postac:

pa(@) = 22, pulleal).
Przestrzen
(* ={z=(z,) Ew, Inso po(Az) < 0}
nazywamy ctggowqg przestrzenig Musielaka-Orlicza.
Jesli ¢, = ¢ dla wszystkich n € N, to piszemy ¢® = (¥, a przestrzen (¥ nazywamy

ciagowa przestrzenia Orlicza.

Przestrzen Musielaka-Orlicza La(p) z F- norma || - || pm Luxemburga-Nakano okreslona

wzorem (1.9), tj.
lgllae = mf{A >0, pac (5) <A} (1.11)

jest F- przestrzenia [41, Twierdzenie 1.5.1]. Jesli wszystkie funkcje M(-,s), s € S, sa
wypukle, to modular pyq jest wypukly i wtedy przestrzen L wyposazona w norme (1.10)
jest przestrzenig Banacha [37, Twierdzenie 10.14].

Przestrzen Musielaka-Orlicza La(p) jest ideatem porzadkowym w LO(u): jesli x €
Lp(p) oraz y € L(u), przy czym |y| < [z], to y € La(p); ponadto, [lyllm < [lzllam (4.
F-norma w przestrzeni La(u) jest monotoniczna). 7 lematu 1.10 (b) wynika, ze Lq(p)
jest super-DC.

Okreslmy teraz ideal Enq(u) kraty Laq(p) nastepujaco:

Em(p) ={9 € Lm(p), Yaso pm(Ag) < oo}

Jegli S =N, ¥ = 2N yu{n} =1 oraz M = ® = (i), to zamiast E®(S,2", ) piszemy h®.
Ideat Exg = Enq(p) jest topologicznie domkniety w Lag = Lag(p) oraz F-norma okre-
slona wzorem (1.10) jest porzadkowo ciagta na Enq [53]; w szczedlnosci Eng jest super-DC.
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Jedli funkcja M przyjmuje tylko skoniczone wartosci, to podprzestrzen F g jest czescia

porzadkowo ciagla przestrzeni L g tj.

Epm(p) = (Lm(p), (1.12)

gdzie (Lm(p), = {9 € Lm(p) = |9l = ga | 0 implikuje [lgallm — 0}, Z lematu 1.11
wynika, ze Enq(p) jest postaci

(Lm(p)y =19 € Laa(p) = 1gl > gn 4 0 implikuje [|gnla — 0F. (1.13)

Dla funkcji Musielaka-Orlicza M przyjmujacej wartosci +oo warunek (1.13) nie musi by¢

spetniony, co pokazuje przyktad zamieszczony w pracy [53].

Przestrzenie Musielaka-Orlicza opisane w tym rozdziale sa typowymi przyktadami krat
zupelnych w sensie Dedekinda.

Waznym pojeciem w teorii przestrzeni Musielaka-Orlicza jest warunek (Ag). Mowimy,
ze funkcja Musielaka-Orlicza M spetnia warunek (As), jesli istnieja: liczba k > 0, funkcja
g € Li(p) oraz zbior A miary zero takie, ze dla kazdego t > 0 oraz dla kazdego s € S\ A
mamy

M(2t,s) < kM(t,s)+ g(s). (1.14)
Jesli funkcje Musielaka-Orlicza spelniaja warunek (Ag), to La(p) = Em(p) [53, p. 17].

Moéwimy, ze funkcja Orlicza ¢ spetnia warunek:

A9 (dla maltych u), jesli istnieja liczby k > 0 oraz ug > 0 takie, ze dla kazdego u € [0, ug)
zachodzi warunek ¢(2u) < ko(u);

AP (dla duzych u), jesli istnieja liczby & > 01 ug > 0 takie, ze ¢(ug) < oo oraz dla
wszystkich u > gy zachodzi warunek ¢(2u) < kp(u)

Ao (dla wszystkich u), jedli istnieje liczba k > 0 taka, ze dla wszystkich u > 0 zachodzi
nierownosé p(2u) < kep(u).

Jedli funkcja Orlicza ¢ spetnia warunek AY to, wektory jednostkowe tworza baze bez-
warunkowa przestrzeni ¢¢ (por. |28, p. 138], [10, p. 2|). Ponadto, jesli funkcja Orlicza ¢

spetnia warunek Ao, to h¥ = (%.

Definicja 1.19 Mowimy, zZe ciag funkcji Orlicza ® = (p,) spetnia jednostajny warunek
(A2), jesli istniejg: stata ¢ > 0 oraz to > 0 takie, ze dla kazdego t € [0,10] oraz dla kazdego
n € N mamy ¢, (2t) < c-on(t)+dy, gdzie d,, > 0 dla kazdegon € N orazd := > 07 | dp < 00.

n=1
Jesli ® = (i) jest ciggiem funkcji Orlicza, to podzbiér k® przestrzeni Musielaka-Orlicza
¢® definiujemy nastepujaco:
k® = {z € w, pa(z) < o0}

W ponizszym lemacie podaje uzyteczne wtasnosdci funkeji Orlicza.
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Lemat 1.20

(i) Kazda wklesta funkcja Orlicza ¢ jest subaddytywna, wiec w szczegdlnosci spetnia wa-

runek Ay dla wszystkich t > 0 ze stalqg c = 2.

(11) Jesli cigg funkcyi Orlicza ® = (py,) spetnia jednostajny warunek (A2) (w szezegdlnosci,
jesli wszystkie funkcje ©, sq¢ subaddytywne), to zachodzi réwnosé 1€ = h® = k® oraz
wektory jednostkowe (e,) tworzq baze bezwarunkowq w przestrzeni (% : dla kazdego
x € (% istnieje doktadnie jeden cigg skalaréw (z,,) taki, ze x =Y o0 | xpe, (2bieinosé

topologiczna);

(iii) wowczas kazde (nieskoriczenie wymiarowe) pasmo projekcyjne B w £® = h® jest po-
staci B = By = [en,] = lin{en,,k € N}, gdzie A = (ny) jest $cisle rosngcym cig-
giem liczb naturalnych i B jest porzgdkowo izometryczne z kratq Orlicza (¥, gdzie

U = (¢n,); przy tym projekcja porzgdkowa

Py : 4% — By jest postaci

[o¢]
Py (Z mnen> = Z T, €n, (2bieznosé topologiczna).
n=1

neA

(iv) Niech (S, 3, u) bedzie przestrzeniq miary o-skoriczonej, oraz niech M bedzie funkcjq
Musielaka-Orlicza. Jesli modular pyp - na Lo(p) - jest subaddytywny, to jest on F-
normg na Ly(p) = Epm(p), réwnowazng wyjsciowej F-normie na L (p).

W szczegdlnosci, jesli modular pg - na w = RY - jest subaddytywny, to jest on réw-

nowazng F-normg na (2.

Dowo6d. Wtasnosé (i) jest oczywista.

(ii) Dowod réwnosci £® = h® = k® jest podobny* do przypadku, gdy funkcje ¢, sa
wypukte ([18, str. 254]; por. [10, Corollary 3.6]).

(iii) Niech (fi) oznacza k-ty wektor jednostkowy w £¥. Oczywiscie ¥ spetnia jedno-
stajny warunek A, wiec na podstawie warunku (i7) mamy ¢Y = hY. Poniewaz baza w
¢¥ jest bezwarunkowa, to element x = (z3) lezy w h¥Y wtedy i tylko wtedy, gdy szereg
S oo, zkfr jest topologicznie (bezwarunkowo) zbiezny w h¥. Zatem dla kazdego A > 0
warunek my (Az) < oo jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy

> on(Aak]) < 0. (1.15)

k=1

4Jedli z € £P, to istnieje liczba Ao > 0 taka, ze ps(Ax) < co. Poniewaz dla dowolnego A > ) istnieje k € N
takie, ze A < )\OZk, to stosujac k-krotnie warunek (A2) otrzymujemy pa(Az) < pq>()\02kx) < ckpq>()\ow) + fx,
gdzie f, = d(c* ' + 2+ .+ 1) oraz d = 3°° | dn, (patrz def. 1.19). Stad wynika, ze ps(A\x) < oo dla
wszystkich A > 0. Zatem z € h”, wiec /¥ = h*. Kladac teraz w tym dowodzie Ao = 1 otrzymujemy dla
A > 0 oraz = € w nieréownosé pe(Az) < c*po(x) + fi, stad warunek z € k% implikuje = € £* (= h®). Zatem
k® c ¢* = h®. Poniewaz inkluzja h® C k? jest oczywista, to dostajemy zadang rownosé £* = h® = k%,
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Korzystamy teraz z warunku, ze y = Y oo Yk€n, € h® wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego A > 0 mamy pg(Ay) < co. W naszym przypadku (patrz (1.15)) ostatni warunek
jest réwnowazny z warunkiem Y7 @n, (Alyn,|) < oo dla kazdego A > 0, zatem warunek
(1.15) jest réwnowazny warunkowi > 70 | wxen, € h®.

Otrzymalismy réwnowaznosé

o0 o
Zxkfk e hY wtedy i tylko wtedy, gdy Zxkenk e h®.
k=1 k=1

Stad wynika, ze operator h : £Y — (% postaci

h (Z l‘kfk) = wpen,
k=1 k=1

jest dobrze okreslony (i ciagly jako dodatni).

Wykazemy teraz, ze h jest izometrig. Poniewaz
P (A -h (ZMfk)) = py </\ : Z-Tkenk> = ou (A lzr]) = pu <>\ : th) ;
k=1 k=1 k=1 k=1
to dla kazdego = € ¥ mamy
pa(A-h(x)) = pu(X-x). (1.16)
Korzystajac z rownosci (1.16) otrzymujemy
|h(z)]|le = inf{\ > 0: pg(h(x)/A) <A} =inf{\ > 0: pg(z/N) < A} = ||z]|w,

wiec h jest izometrig. Z rownowaznosci (1.15) wynika, ze h jest izomorfizmem porzadkowym
na pasmo projekcyjne By w ¢® postaci B4 = [en, ] = lin{en, }, a projekcja porzadkowa Py
z 0¥ na By jest postaci

L) 0o
Py (Z tnen> = Ztnkenk
n=1 k=1

(patrz lemat 1.7).
(iv) Z zalozenia, ze ppq jest subaddytywny wynika, ze pp(Ax) < (A + 1)pa(z) dla
kazdego A > 0, skad Laq(u) = Enm(p). W szezegolnsei, pa(xz) < oo dla kazdego = €

Lm(p).
Wykazemy najpierw, ze modular ppq jest F-norma na Laq(u).

(1) modular paq spelnia oczywiscie nier6wnosé trojkata.
Ponadto, z definicji modularu py oraz z definicji przestrzeni Laq(p) otrzymujemy

(2) pm(x) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0,
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(3) dla kazdego = € Laq(p) mamy pag(Az) — 0, przy A — 0,

7 monotonicznosci modularu pys wynika, ze jest on F-norma kratowa:

pualjal) = /S M(|[2](3)], 8)dps) = /S M(x(s), $)dp(s) = pa(a).

Niech (z,,) bedzie ciagiem elementow F-kraty Laq(u).
Na podstawie [37, twierdzenia 10.4, str. 81] mamy ||zn|[m — 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego A > 0
pm(Azy) — 0, (1.17)

a w przypadku, gdy modular ppq jest subaddytywny warunek (1.17) jest rownowazny z
warunkiem paq(z,) — 0 (por. dowdd twierdzenia 10.17 w [37]).

7 wykazanej wyzej rownowaznosci wynika, ze ciag (z,) elementéw przestrzeni L (p)
jest ciagiem Cauchy’ego w wyjsciowej F-normie || - ||a¢ wtedy i tylko wtedy, gdy (x,)jest
ciggiem Cauchy’ego w F-normie prq. Zatem Laq(p) jest F-krata w obu F-normach.

7 faktu, ze identycznos¢ - jako odwzorowanie dodatnie miedzy F-kratami jest ciagle
oraz z twierdzenia [3, Theorem 16.6, 16.7, 16.8] wynika, ze F-normy || - || sm oraz pa sa
réwnowazne.

Druga czes¢ punktu (iv) wynika z czesci pierwszej zastosowanej do przypadku, gdy

S =N, ¥ =2 oraz p jest miarg liczaca. W
Uwaga 1.21 Zauwazmy, ze jesli funkcje Orlicza ¢, sa wkleste, to sa subaddytywne, wiec

dla ciagu ® = (p,) modular pg jest tez subaddytywny. 7 warunkéw (ii) oraz (iv)
lematu 1.20 wynika, ze wtedy £* = h® = k® i modular ps jest réwnowazng F-norma
kratowa na £®.

1.4.1 Wlasnos$é o-Fatou

W tym podrozdziale opisujemy pewna wtasnosé F-normy, ktéra bedziemy wykorzysty-
waé w dowodzie twierdzen 3.16 oraz 4.10.

Niech || - ||g bedzie ustalong F-norma na kracie liniowej E. Mowimy, ze || - ||z (albo,
ze E - wyposazona w te ustalong F-norme) ma wlasnosé o-Fatou, jesli dla kazdego ciagu

(z,) C ET oraz x € BT warunek z,, 1 « implikuje ||z,|| 1 ||z

Przykladowo, F-krata Ly(u), dla 0 < p < oo, wyposazona w naturalng p-norme, posiada
wlasnosé o-Fatou [33, p. 42|. Kolejnymi przyktadami F-krat z wtasnoscia o-Fatou sa
nastepujace AM-przestrzenie z ich naturalnymi normami supremalnymi: przestrzen Lo (pt)
[3, Example 12.12] oraz C|0,1] |3, Example 11.2]. Nieco ogoélniej, F-krata C(K), gdzie

K jest zwartg przestrzenia Hausdorffa, rowniez posiada wtasno$é o-Fatou (w przeciwnym
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przypadku istniatby ciag (f,) funkcji nieujemnych taki, ze f, 1 f (tj. f jest najmniejszym
ograniczeniem goérnym niemalejacego ciagu (fy)) oraz sup,ey || fnll = a < || f]]; stad fr < a
oraz funkcja g := a A f spelniataby nieréwnos¢ g > f, dla kazdego n € N, przy czym dla
elementu ko € K takiego, ze f(ko) = || f|| mielibysmy g(ko) = a < f(ko), a zatem funkcja

g bylaby mniejszym ograniczeniem ciagu (fy,), co przeczy whasnosci funkeji f).

Moéwimy, ze modular p okreslony na kracie liniowej X ma wlasno$é o-Fatou, jedli dla

0 < z,z, € X warunek z,, T z implikuje p(z,) T p(x).

Ponizszy fakt, pokazujacy zwiazek miedzy wtasnoscia o-Fatou modularu a F-normy
wyznaczonej przez ten modular, jest z pewnoscia dobrze znany [52], [53]). Poniewaz nie
miatam dostepu do literatury zawierajacej dowod tego faktu, to podaje go z pelnym uza-

sadnieniem.

Twierdzenie 1.22 Jesli modular p okreslony na kracie liniowej X ma wtasnosé o-Fatou,
to F-norma wyznaczona przez ten modular (postaci (1.9) lub (1.10)) ma réwniez wtasnosé

o-Fatou.

Dowoéd. Rozwazymy tylko (interesujacy nas) przypadek, gdy modular p jest niewypuktly;
wtedy F-norma wyznaczona przez p jest postaci (1.9).

Ustalmy 0 < = € X, oraz ciag (z,) C X, taki, ze 0 < 2, T o w X,. Polozmy
A={a>0p (%) < a}. Wprost z definicji F-normy || - ||, mamy: £ € A wtedy i tylko
wtedy, gdy p (%) < . Poniewaz ta nier6wno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy [|z||, < &,

to

p <Z> > ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy ||z, > &. (1.18)

Stad i z nieréwnosci § = ||z||, — e < ||z]|,,, dla kazdego ¢ € (0, ||z||,), dostajemy

T

p(rzz) > el (119)

2, —e

Korzystajac teraz z wlasnosci o-Fatou dla p, z zalozenia, ze x, 1 x oraz nieréwnosci (1.19)

T T
(o) 1o (i) =
Il = lllp — ¢ g

a zatem istnieje liczba naturalna n. taka, ze dla kazdego n > n. mamy

otrzymujemy

xT

p<"/6>>\ﬂb—e. (1.20)

[E41P

Z nierownosci (1.18) oraz (1.20) otrzymujemy ||z,|, > |lz|, — ¢, dla n > n., zatem

limy, 00 |||, > ||z||, — €. Przechodzac teraz z e do zera dostajemy

Tim [z, > 2], (L21)
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lecz z monotonicznosci F-normy || - ||, oraz z warunku z,, T = wynika, ze

Tim [, < [ (1.22)
wiec taczac nieréwnosei (1.21) oraz (1.22) otrzymujemy lim, .o ||zn|, = ||z],. Dowod

przypadku, gdy modular p jest wypukly jest niemal identyczny. B

Whniosek 1.23 Niech (S, 3, u) bedzie przestrzenig miary o-skoriczonej oraz niech M bedzie
funkcja Musielaka-Orlicza. Wowczas przestrzeni Musielaka-Orlicza La(p) ma witasno$é o-
Fatou.

Dowo6d. 7 twierdzenia Lebesgue’a ([34, twierdzenie 5, str. 129], por [16, Theorem B,
p. 112]) wynika, ze modular ppq, okreslony na X = Lo(u), ma wlasnosé o-Fatou: jesli
(#n) C Lo(w)*, € Lo(u)*, przy czym zn, T @ w Lo(p) (8. 2n(s) T (s) p-p.w.), to
z ciaglosci kazdej funkcji M(-,s), s € S, wynika, ze M(z,(s),s) T M(z(s),s) p-p.w.,
zatem ppg(xn) = [o M(zn(s),s)du(s) T [ M(2(s), s)du(s) = pm(x). Teraz stosujemy
twierdzenie 1.22. W

1.5 Rozlaczne rozdrobnienia ciaggéw elementéw pewnych al-
gebr Boole’a

W tym podrozdziale podaje dowody istnienia roztacznych rozdrobnien ciagéw elementdw
algebr Boole’a. Wtasnoéé te bede stosowaé¢ w dowodach twierdzen rozdziatu trzeciego oraz

czwartego.

Wynik przedstawiony w ponizszym twierdzeniu jest znany [5, Example 1.5, p. 338, au-
torzy nie zamieszczaja jednak dowodu, powotujac sie jedynie na twierdzenie |5, Proposition
1.4] opisujace znacznie ogdlniejsza sytuacje. Dowod twierdzenia 1.24 jest konstruktywny i

opiera sie na elementarnej wersji twierdzenia Lapunowa [42, Theorem 5.5]:

(L) Niech p bedzie miarg o-skoviczong okreslong na o-algebrze X podzbioréw niepustego

zbioru S. Jesli p jest bezatomowa, to u(X) = [0, u(S)].

Twierdzenie 1.24 Niech (S, %, ) bedzie przestrzeniq miary z miarq p-bezatomowaq. Jesli
(Ag) C X jest ciggiem zbioréw miary p-dodatniej i skoriczonej, to istnieje cigg (D) C X

zbiordw maary u-dodatnies taki, Ze
(Z) Dy C A, k=1,2,...,

(i1) DynD; =0, dlak #1, k1 € N.
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Uwaga 1.25 Ciag (Dy) speliajacy warunki (i) oraz (i7) powyzszego twierdzenia

nazywamy roztgcznym rozdrobnieniem ciagu (Ay). Pojeciu roztacznych rozdrob-

nieni poswiecony jest artykul przegladowy |[5].

Dowod twierdzenia 1.24. Niech (A;) C ¥ bedzie ciggiem zbior6w miary dodatniej.

Na podstawie twierdzenia Lapunowa (L) zastosowanego do przestrzeni miar (Ag, Xk, pir),
gdzie ¥, = ¥ N Ay = {EN Ay, E € X} oraz py = pyx, mozemy skonstruowac ciag pod-
zbiordéw By C Ap, k= 1,2, ... taki, ze

0 < pu(Bpy1) < S p(Bp)- (1.23)

W =

Zbiory By konstruujemy indukcyjnie w nastepujacy sposéb. Dla k = 1 ktadziemy
Bi := A; oraz definiujemy dodatnig liczbe a; wzorem a; = min{%u(Bl),u(Ag)} €
(0, u(A2)] = (0,p2(Az)]. Poniewaz 0 < a; < p(Asz), to na podstawie twierdzenia
Lapunowa oraz postaci Yo istnieje zbior Fo € 3 taki, ze dla By := Fy N Ay € 3o
mamy

1(Bs) = p(Fy 1 As) = ps(Ba) = ar < %M(Bl),
gdzie Iy € 3; oczywiscie By C Ag oraz By € 3.

Zalozmy teraz, ze skonstruowaliémy skonczony ciag zbioréw By, ..., By o zadanych
wlasnosciach. Potézmy a, = min{3u(By), t(Aks1)} € (0, n(Ag11)]. Korzystajac po-
nownie z twierdzenia Lapunowa zastosowanego (jak wyzej) do przestrzeni (Ag, Xk, k)
otrzymujemy, ze istnieje zbior Byi1 C Agiq taki, ze ap = pu(Bgy1) < %M(Bk)- Na
podstawie indukcji matematycznej dostajemy nieskonczony ciag zbiorow (By) C X

spelniajacych nieréwnosé (1.23).
Z nierownosci (1.23) otrzymujemy indukcyjnie
1
M(Bk-i-l) < 37]6/-1'(Bl)7 k,1=1,2,3,.., (124)
Pol(’)Zmy D1 = Bl \ CQ, gdzie CQ = U:o:2 Bk
Stosujac nier6wnosé (1.24) do przypadku [ = 1 dostajemy
00 00 (9] (1.24) © 1 1
wCo) =p | UBr | <D mBr) = w(Brpa) < (B 3 = 5H(B),
k=2 k=2 k=1 k=1
skad p(B1) = pu(B1 \ C2) + u(C2) < u(D1) + 50(B1), wige

p(D1) > Lu(By) > 0, (1.25)

oraz oczywiscie D C Bj.
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Niech teraz [ bedzie liczba naturalna taka, ze [ > 2, oraz potézmy D; := B\ Ci41, gdzie
Ci41 = Up— ;1 Br- Stosujac nier6wnosé (1.24) otrzymujemy

1(Cri1) = p ( U Bk) <D nBY) =) uwBr) <Y (B =
k=l+1 k=Il+1 k=1 k=1
=1
= u(B1) Y 55 = S(B),
k=1
stad (By) = (B \ Ciq1) + p(Cry1) < (D)) + 3p(By), wige
1
wDi) 2 5u(Br) > 0, (1.26)

oraz oczywiscie D; C B; C A;. Ponadto, jesli p,r € N, to ktadac | = p + r dostajemy

DiNDy=DyprNDp={Bpr\ |J Be|n B\ |J Br| =
k=p+r+1 k=p+1

o0 o0
Byrv (] Bi|n(Byn () Bkl =

k=p+r+1 k=p+1
p+r—1
/ ~ / / ~ / o
(Bpsr NB'yr) N () Brn (B0 [ Ben () Bk =0 (1.27)
k=p+r+1 k=p+1 k=p+r+1

Na podstawie relacji (1.25), (1.26), (1.27) skonstruowany ciag zbioréw (Dy) spelnia zadane

warunki (7) oraz (i7) naszego twierdzenia. B

Kolejne twierdzenie jest dyskretna wersja twierdzenia 1.24 i wydaje sie by¢ nowe (au-
torzy artykulu przegladowego [5] nie podaja takiej wersji); jego dowod ma charakter kom-

binatoryczny i rézni sie istotnie od dowodu poprzedniego twierdzenia.

Twierdzenie 1.26 Niech (Ay) bedzie ciggiem niepustych podzbioréw ustalonego nieskon-
czonego zbioru S (ciag (Ay) moze by¢ interpretowany jako ciag elementow algebry Boole’a

23). Wowczas nastepujgce warunki s¢ rownowazne:
(i) istnieje podciqg (Ay,) posiadajgcy roztgcane rozdrobnienie,

(ii) dstnieje podcigg (Ay;) posiadajqcy roztqczne rozdrobnienie zbiorami jednoelemento-
wymi, tj. stniejg: Scisle rosngey cigg liczb naturalnych (k;) oraz cigg (x;) parami
roznych elementow zbioru S takie, ze x; € Ay,, j=1,2,....

(i)

card( |_J Ar) > No. (1.28)
k=1

33



Uwaga 1.27 Poniewaz ciag (D;), gdzie D; = {x;} oraz x; € Ay, jest roztacznym

rozdrobnieniem ciagu (Ay,) elementéw algebry Boole’a 25 to twierdzenie 1.26 ma

rownowazng forme w jezyku algebr Boole’a:

e Niech S bedzie zbiorem nieskoriczonym, oraz niech (Ay) bedzie nieskoriczonym ciggiem
elementow algebry Boole’a 2°. Wowczas istnieje nieskoriczony podcigg (Ak,],) crQgu
(Ag) posiadajgcy roztgezne rozdrobnienie wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (Ag) spetnia
warunek (1.28).

Twierdzenie 1.26 mozna roéwniez probowaé wyrazi¢ w jezyku przestrzeni (S, %, u),
gdzie u jest miara czysto atomowa. Jesli zadamy dodatkowo, aby przestrzen (S, %, 1)
byta przestrzenia miary o-skoriczonej, to zbiér S musi by¢ przeliczalny i nieskoriczony,
a zatem mozemy rozwazy¢ przypadek, gdy S = N, ¥ = 2N oraz p jest dowolna
miarg atomowa na 2V (np. liczaca). Wtedy twierdzenie 1.26 ma forme podobna
do twierdzenia 1.24 (z miara bezatomowa), lecz z dowodu twierdzenia 1.26 wynika
tym razem, ze (nie caly ciag (Ay), lecz pewien jego) podciag (Ay;) posiada roztaczne

rozdrobnienie.

Uwaga 1.28 W przypadku, gdy zbiory Ay sa nieskoriczone, to twierdzenie 1.26 posiada

mocniejsza teze wynikajaca z twierdzenia Bernsteina-Kuratowskiego-Sierpiriskiego |5,
str. 335]:

Ciag (Ar) posiada roztgczne rozdrobnienie ciggiem (Dy,) takim, zZe card(Dy) = Ro.

Dowéd twierdzenia 1.26. Roéwnowaznosé (i) < (i), oraz implikacja (ii) = (iii) sa
oczywiste. Wyjasnien wymaga jedynie implikacja (iii) = (it).
Niech (Ay) bedzie ciggiem podzbioréw zbioru S takim, ze card( Jp—, Ax) > No.
Rozwazmy trzy przypadki:

(a) Przypadek card(Ay) > Ny dla kazdego k € N.
Wybierajac kolejno elementy

T € Al,
Ty € A2 \ {:El},

otrzymujemy ciag zbiorow Dy = {xx} spelniajacy teze twierdzenia. Alternatywny do-
wod - ze znacznie mocniejsza teza - mozna otrzymaé powotujac sie wprost na twierdzenie

Bernsteina-Kuratowskiego-Sierpinskiego (uwaga 1.28).
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(b) Zbiory Aj sa skoriczone dla kazdego k € N oraz limy_,..card(A) = oo.
Z zalozenia wynika, ze istnieje podciag (Ax,), j = 1,2,... ciagu (Ax) taki, ze ciag
liczbowy (card(Ay;)) jest &cidle rosnacy (do 0o).

Bez straty ogélnosci mozemy zatozyé, ze k1 = 1. Dla uproszczenia oznaczeri potézmy
dj := card(Ay;), j=1,2,...
Poniewaz ciag (d;) jest $cisle rosnacy, to bez straty ogélnosci mozna zatozy¢, ze spelnia on
nieréwnosé
dj+1 >d1—|—d2—|—...+dj. (1.29)

Wykazemy, ze istnieje ciag zbioréw jednoelementowych (D;)32, taki, ze
Dj C Akj \ (Ak1 U...uU Akj,1) C Akj \ (D1 U...u Dj_l). (1.30)

Wybierzmy teraz ustalony element x; € A; (oczywiscie, tu i nizej stosujemy pewng forme
pewnika wyboru) oraz potézmy Dy = {z1}.

Dla j = 1 nieréwnos¢ (1.29) ma postac¢ dy > dy, tj. card(Ag,) > card(Ay, ), a zatem
card(Ag, ) < card(Ag,) = card(Ax, \ Ag,) + card(Ay,), (1.31)

wiec card(Ayg, \ Ak, ) > 0. Stad, zbior Ay, \ Ag, jest niepusty.

Wybierzmy ustalony element zo € Ag, \ Ar, C Ag, \ D1 = Ak, \ {z1}. Wowezas
Dy := {x2} C Ag, \ {71}, wigc D1 N Dy = 0 oraz Dj C Ay, j = 1,2.

Dalej postepujemy indukcyjnie.

Przypusémy, ze relacja (1.30) zachodzi dla j = m; w szczegdlnosei, skonstruowalismy
ciag zbiorow jednoelementowych D; = {x;}, j =1,2,...,m, taki, ze x; # z; (tj. D;ND; =
0), dla j #1, 5,0 =1,2,.....,m, przy czym D; C Ay, dla j < m.

Rozpatrzmy przypadek, gdy j = m + 1. Poniewaz liczba dy,q1 = card(Ay,, ., ,) spetnia

nierownosé (1.29) (dla j =m), to

card(Ag >dy+dy+ ...+ dpy > card(Ag, U ... U Ay, ),

m+1)
wiec, stosujac argumentacje jak w rozumowaniu po nieréwnosci (1.31), otrzymujemy

A \ (A U U Ag,,) # 0, (1.32)

co pozwala nam wybrac element x,, 1 € Ay, ., \ (Ag, U...UAg,).

Potézmy D41 = {Tm+1}. Poniewaz z zatozenia indukcyjnego mamy
DiuU..UD, C Akl U...u Akm>
to z relacji (1.32) otrzymujemy dwie inkluzje:

D1 C Akm+1 \ (Ak’l @] 14;C2 U...uJ Ak:n) - Akn+1 \ (Dl UDyU...U Dm), (133)
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azatem Dy, NDj=0dlaj=1,2,..,m

W ten sposob wykazaliSmy, ze z inkluzji (1.30) dla 7 = m wynika inkluzja (1.33), tj
inkluzja (1.30) dla j = m + 1.

Na podstawie indukcji matematycznej otrzymujemy, zZe istnieje nieskonczony ciag (Dj),
dla ktérego spetniona jest relacja (1.30). W szczegolnosci, ciag (Dj) jest roztacznym roz-

drobnieniem ciagu (Ay;).

(c) Przypadek supycy card(Ag) < oo.
Potézmy B, = Ujy Ak, m = 1,2,.... Wowczas ciag (Bp,) jest szczegolnym przypad-

kiem ciagu rozpatrywanego w punkcie (b): dla kazdego m = 1,2, ... mamy:
e B, C By,
e card(By,) < oo, oraz
o lim,, ,oocard(B,,) = lim,, o card(B,,) = cc.

Na podstawie udowodnionego przypadku (b), istnieje podciag (By,) ciagu (By,) oraz zbiory

jednoelementowe D; = {x;} takie, ze
ciag (D;) jest roztgcznym rozdrobnieniem ciagu (B, ), (1.34)

przy czym, na podstawie inkluzji (1.30), dla kazdego j = 1,2, ... mamy

j—1
D;j € By \ | Bm,.» (1.35)
r=1
Dalsze obliczenia bedziemy prowadzi¢ dla ustalonej liczby j € N.
Wyznaczmy najpierw doktadnie postaé¢ zbioru po prawej stronie inkluzji (1.35). Zgodnie

z definicja zbioréw By,, mamy

7—1 =1 m, mj—1

U B, = U a0 = U 4.

r=1 r=1 k=1 k=1

zatem
Jj=1 m; Mj41 Mj41
ij\UBms(UAk)u U 4 \UAk— U Ak\UAk. (1.36)
. r=1 k=1 k=m;+1 k=m;+1
Wstawiajac tozsamosé (1.36) do inkluzji (1.35) otrzymujemy
mj+1
D;c |J A\ U A, j=1,2,. (1.37)
k=m;+1
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Z inkluzji (1.37) wynika, ze istnieje zbior Ay, gdzie
m; < kj < mjt1 (138)

taki, ze
Dj - Akj, (1.39)

(z dowodu punktu (b) wynika, ze mozna przyja¢ ko = 1, bo By = A;).
Nieréwnosé (1.38) otrzymalismy dla ustalonego j € N. Stad wynika, ze dla kolejnych

liczb naturalnych j = 1,2, ... istnieja liczby naturalne kq, ko, ..., takie, ze
'm1<k1§m2<k2§m3<k3§m4<...,

a zatem ciag (k;) jest $cisle rosnacy, oraz D; C Apg;, przy czym, na podstawie warunku
(1.34) ciag (D;) sktada sie ze zbioréw jednoelementowych parami roztacznych. Oznacza to,
ze ciag (Dj) jest roztacznym rozdrobnieniem ciggu (Ag;). Wykazalismy wiec, ze implikacja

(131) = (i) zachodzi réwniez w przypadku (c). B

7 powyzszego twierdzenia wynikaja nastepujacy dwa wnioski, z ktérych bede korzystac

w dowodach twierdzen 3.11 oraz 4.21.

Whniosek 1.29 Niech S bedzie niepustym zbiorem oraz niech h : 2% — [0, 00| bedzie dowolng
ustalong funkcjq. Jesli istnieje cigg (Ay,) niepustych podzbioréw zbioru S taki, ze h(A,) > 0
dla kazdego n € N oraz

lim h(A,) =0, (1.40)

n—oo
to cigg (Ay) zawiera podciag (Ay,) posiadajacy roztaczne rozdrobnienie zbiorams jednoele-

mentowyma.

Dowo6d. Zauwazmy najpierw, ze ciag (Aj,) nie zawiera podciagu statego: gdyby A,, = B
dla pewnego ciagu n; < na < ... < ng < ..., to mieliby$my h(A,,) = h(B) = ¢ > 0, wiec z
zalozenia wynikatoby, ze ¢ = limy,, ;o0 h(Ay,) = 0, sprzecznosc.

Wykazemy teraz, ze card(|J,—, An) > No. Gdyby - przeciwnie - zbior Sy := (J,—; 4,
byt skonczony, to elementy ciagu (A,) przyjmowatyby wartosci ze zbioru skoriczonego 250,
a zatem zbior {h(A,) : n € N} rowniez posiadalby skoriczong ilos¢ wartosci: {h(A4y,), n €
N} = {c1,co, ..., ¢ }, wiec istniataby liczba ¢, gdzie 1 < s < r, taka, ze zbior {n: h(A,) =
¢s} bylby nieskoniczony, zatem na podstawie zalozenia (1.40) mielibyémy ¢ = 0, co jest
sprzeczne z zatozeniem h(A,) > 0. Musi zatem by¢ card(|J,_; An) > No, jak twierdzilismy.

Teraz stosujemy rownowaznosé warunkéw (ii) oraz (iii) w twierdzeniu 1.26. H

Drugi wniosek jest szczegdlna wersja wniosku 1.29.
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Wniosek 1.30 Niech (A,,) bedzie ciggiem niepustych podzbioréw pewnego zbioru S, oraz

niech f bedzie funkcjg rzeczywistq okreslong na zbiorze S takq, zZe
1
0 < fla, < —, dla kazdego n € N, (1.41)
n

tj. dla kazdego x € A,, oraz dla kazdego n € N zachodzq nieréunosci 0 < f(x) < % Wiedy
istnieje podcigg (Ayn,) ciggu (Ay,) zawierajgcy roztaczne rozdrobnienie zbiorami jednoele-

mentowyma.
Dowod. Potozmy Sy = Jo7 | Ay, oraz okreslmy funkcje h : 250 — [0, co] wzorem

h(A) = sup f(x).

€A

Z definicji funkeji A mamy h(A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A # () oraz h(A) > 0 dla
kazdego zbioru A € 25\ {#}, bo f(x) > 0 dla kazdego = € Sp.
7 zaltozenia (1.41) wynika, ze 0 < h(A,) < % dla kazdego n € N, zatem lim,_,o h(Ay,).

Teraz stosujemy wniosek 1.29. B
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Rozdzial 2

Ortomorfizmy w kratach liniowych 1
F-kratach

2.1 Podstawowe wlasnosci ortomorfizmmow

Niniejszy rozdzial poswiecony jest ustaleniu oznaczen oraz podstawowych poje¢ z teorii or-
tomorfizméw. Podane ponizej definicje pochodza z monografii Ch. D. Aliprantisa, O. Bur-
kinshawa [4], W. A. J. Luxemburga, A. C. Zaanena [33] oraz P. Meyera-Nieberga [39].

Niech E,G bedq archimedesowymi kratami lintowymi.

Méwimy, ze operator T : E — E zachowuje pasma, jedli dla kazdego pasma B C E
spelniony jest warunek T(B) C B, tj. B jest podprzestrzenia niezmienniczg operatora 7.
W szczegolnosci T'(x49) € 2% dla kazdego = € F.

Twierdzenie 2.1 [39, Proposition 3.1.2] Dla operatora T : E — E, okreslonego na archi-

medesowq kracie lintiowej E, nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) operator T' zachowuje pasma,

(11) dla dowolnych x,y € E warunek x L y implikuje, ze Tx L y,

(iii) dla kazdego x € E mamy Tx € B, = 9.
Moéwimy, ze operator T : E — G pomiedzy dwiema kratami liniowymi E, G zachowugje
roztgcznosé, jedli dla dowolnych x,y € E takich, ze x 1 y speliony jest warunek Tz L Ty.
Operator porzadkowo ograniczony i zachowujacy pasma nazywamy ortomorfizmem.
Klase wszystkich ortomorfizmoéw okreslonych na kracie liniowej E bedziemy oznaczaé sym-
bolem Orth(E).
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Uwaga 2.2 Operatory zachowujace pasma nie muszg by¢ porzadkowo ograniczone.

Odpowiedni przyktad jest podany w monografii Aliprantisa i Burkinshawa [4, Exam-
ple 8.4]. Z drugiej strony, Abramovich, Veksler i Koldunov |4, Theorem 15.4] wykazali,
ze kazdy operator na kracie Banacha zachowujacy pasma jest porzadkowo ograniczony.
Stad wynika, ze na kracie Banacha operator jest ortomorfizmem wtedy i tylko wtedy,

gdy zachowuje pasma.

7, twierdzenia 2.1 wnioskujemy, ze porzadkowo ograniczony operator T': E — E jest
ortomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych elementéw x,y € E warunek x L y
implikuje, ze Tx | y. W szczegolnosci, kazdy ortomorfizm zachowuje roztacznosé.

Zachowujace rozlacznos$é operatory nie stanowia przestrzeni liniowej, ale zbiér wszyst-
kich ortomorfizméw okreslonych na kracie archimedesowej F, wyposazony w dziatania punk-

towe na F, jest krata liniowa |4, Theorem 8.6 oraz Theorem 8.9|:

Twierdzenie 2.3 Niech E bedzie kratg archimedesowq. Dla dowolnego ortomorfizmu T €
Orth(E) istnieje jego modut

T|=T"+T", (2.1)
bedgcy ortomorfizmem (wicc homomorfizmem kratowym), gdzie elementy TT =T V 0 oraz
T- = (=T) V0 istniejg w zbiorze czes$ciowo uporzgdkowanym Ly(E) i sq réwniez ortomor-
fizmama spetniajgeymi réwnosé

T=T"-T", (2.2)
pray czym

TYANT =0=T% 0T, (2.3)

gdzie symbol o oznacza sktadanie opratoréw.
Ortomorfizmy |T|, T, T~ sq zdefiniowane punktowo: dla kazdego x € ET zachodzq
TOWNOSCL

T|x=|Tz|, T x=(Tx)", T z=(Tz), (2.4)

stgd Orth(E) z porzgdkiem punktowym jest archimedesowq kratq liniowg. W szczegdlnosci,
dla kazdego v € ET oraz dowolnych S, T € Orth(E) mamy

(SVT)(z)=8Sx)vT(zx) oraz (SAT)(x)=S(x)ANT(x).
Uwaga 2.4 Z relacji (2.4) wynika, ze rozpatrujac wlasnosci topologiczne oraz

algebraiczne ortomorfizmoéw, a takze ich rozszerzen, mozemy bez straty ogdlnosci za-
wezié nasze rozwazania tylko do ortomorfizméw dodatnich. Przyktadowo, konstruujac
izomorfizm dziatajacy miedzy odpowiednimi kratami ortomorfizméw mozemy zawe-
zié jego konstrukcje do odpowiednich stozkéw dodatnich. Powyzsza wlasnoéé wynika

wprost z warunkow (2.1), (2.2) oraz (2.4).
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Jedli T jest operatorem dzialajacym z kraty liniowej E do kraty liniowej G oraz A jest

niepustym podzbiorem FE, to symbolem 7}, oznaczamy obcigcie operatora T' do zbioru A.

Twierdzenie 2.5 (A. C. Zaanen, |39, Proposition 3.1.6]) Niech A bedzie niepustym pod-
zbiorem kraty archimedesowej E. Jesli S, T € Orth(E) oraz S|a = T|a, to S| paa = T paa.

W szezegdlnosci, jesli S(x) = T'(x) dla pewnego x € E, to ortomorfizmy S,T € Orth(E)

pokrywajq sie na pasmie x%.

Wynika stad uzyteczny wniosek, ktory czesto pozwala efektywnie wyznaczyé postaé¢ orto-

morfizméw na konkretnej kracie F.

Whniosek 2.6 Jesli krata archimedesowa E ma jedynke porzgdkowqg e oraz Te = Se, to
T=2S.

Waznym podzbiorem klasy Orth(E) jest ideal Z(FE) ortomorfizméw centralnych

generowanych przez identycznosé, tj.
Z(E) = {T S Eb(E) : 3,\>0sz0 ‘T.T’ < )\$}

Twierdzenie 2.7 (W. A. J. Luzemburg, |39, Theorem 3.1.11|) Jesli E jest kratq Banacha,
to

(i) Orth(E) = Z(F),

(13) dla kazdego T € Orth(E) mamy,
1T = TNy = [ITllec = nf{A >0, |T| < A},

(ii1) Z(E) z normg || - ||, jest kratq Banacha z mocng jedynkq I, wiec (na podstawie
twierdzenia Kakutaniego 1.8) (Z(E),|| - ||») jest porzgdkowo izometryczna z pewng

C(K)-przestrzeniq, gdzie K jest zwartq przestrzenig Hausdorffa.

Lemat 2.8 Niech E bedzie kratg archimedesowq oraz niech J bedzie ideatem w E. Jesli
T € Z(E), to T(J) C J. Innymi stowy, idealy sq podprzestrzeniami niezmienniczymi

ortomorfizméw centralnych.

Wazna klase przestrzeni w teorii ortomorfizméw stanowia f-algebry.
Krate liniowa E wyposazona w dzialanie mnozenia (z prawem rozdzielnosci) nazywamy

f-algebra, jesli spelnione s nastepujace warunki:
(1) zy > 0 dla wszystkich z,y € ET,

(2) warunek z Ay = 0 implikuje 2z Ay = zz Ay = 0 dla wszystkich z € Et.
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Przyktad 2.9 F-kraty R, gdzie I' jest niepustym zbiorem, ¢, ¢y, F-krata Ey opisana w
przyktadzie 2.32, Lo(p), Lo(u), Loo oraz C(K), gdzie K jest zwarta przestrzenia Hausdorffa,
sa f-algebrami (z dzialaniami algebraicznymi odp. po wspoélrzednych, u-prawie wszedzie

punktowymi).

Twierdzenie 2.10 ([39, Theorem 3.1.13], [59, Theorem 142.1 (ii)]) Niech E bedzie f-algebrq
z jednoscig e, oraz niech A, oznacza ideat kraty E generowany przez element e. Wiedy dla

kazdych z,y € E mamy |x -y| = |z| - |y|. Ponadto,

(a) dla kazdego T € Orth(E) istnieje doktadnie jeden element u € E taki, ze dla kazdego
x € F mamy
T(x)=u-wx, (2.5)

gdzie w = Te. Innymi stowy, krate Orth(E) mozemy identyfikowaé z krata E, tj.
krata Orth(E) jest porzadkowo izomorficzna z E, gdzie izomorfizm porzqdkowy h z
Orth(E) na E jest postaci

h(T) = Te; (2.6)

(b) dla kazdego T € Z(E) istnieje doktadnie jeden element u € A, taki, ze T jest postaci
(2.5). Stqd, operator h zdefiniowany wzorem (2.6) przeksztatca porzadkowo Z(E) na

Ae. Innymi stowy, operator h)z (g jest izomorfizmem kratowym z Z(E) na A..
W szczegolnosci, jesli E# A., to Orth(E) # Z(E).

Twierdzenie 2.11 [39, Theorem 3.1.10| Niech E bedzie kratq archimedesowq. Klasa Orth(E)
jest f-algebrg z identycznoscig I € Ly(E) jako stabg jedynkq porzedkowq.

Bezposrednio z twierdzenia 2.10 otrzymujemy

Whniosek 2.12 Jedli krata archimedesowa E jest f-algebrg z jednoscig e, to kazda projekcja
porzgdkowa P na E jest postaci: Px = p -z, dla dowolnego x € E, gdzie p = P(e) = p°.
Mamy wiec 0 < p < e oraz p? = p.

W szczegdlnoscei, poniewaz krata Orth(E) jest f-algebrg z identycznosciq I w roli jed-
nosci multiplikatywney, to kazda projekcja porzadkowa P w Orth(E) jest postaci: P(T) =
T o P, gdzie T € Orth(E) oraz P = P(I) jest projekcjq porzedkowqg w E.

Krate zupelng w sensie Dedekinda, w ktérej kazdy zbiér parami roztacznych dodatnich
elementéw posiada supremum, nazywamy uniwersalnie zupelng. Typowymi przykta-
dami takich krat sa w(I') = RY oraz Lo(u).

Kolejne twierdzenie méwi o mozliwosci rozszerzania ortomorfizméw z podkraty na cata

krate. Bedzie ono wykorzystywane w kilku dowodach twierdzen nastepnych rozdziatow.
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Twierdzenie 2.13 (A. W. Wickstead, [49, Theorem 1|) Niech E bedzie kratq archimede-
sowq oraz niech H bedzie podkratg kraty E.

(a) Jesli krata E jest porzgdkowo zupetna w sensie Dedekinda, to kazdy ortomorfizm T' €
Z(H) posiada rozszerzenie T € Z(E), tj. Ty =T.

(b) Jesli krata E jest uniwersalnie zupetna, to kazdy ortomorfizm T € Orth(H) posiada
rozszerzenie T € Orth(E).

Ponizszy lemat moéwi, ze jesli dwie kraty sa porzadkowo izomorficzne, to ich kraty

ortomorfizmow centralnych (z odpowiednimi || - [|o-normami) sa porzadkowo izometryczne.

Lemat 2.14 Niech E,G bedg archimedesowymi kratami liniowymi. Jesli h jest izomorfi-
zmem kratowym z E na G, to odwzorowanie h : Orth(E) — Orth(G) postaci

W(S)=hoSoh™', §e€Orth(E), (2.7)

jest izomorfizmem kratowym.
Odwzorowanie odwrotne h™' : Orth(G) — Orth(E) jest postaci

hY(S)=h"toSoh, SeOrth(G).
Ponadto, E|Z(E) jest izometrig kratowg z (Z(E),| - |leo) na (Z(G), || - lco)-

Dowo6d. Dowdd pierwszej czesci twierdzenia jest standardowy. Wykazemy tylko, ze od-
wzorowanie /H\Z(E) jest izometrig.
Z definicji, dla dowolnego T' € Z(E) mamy
R IA(T)lloe = inf{p > 05 [A(T)| < plc}.
Poniewaz |h(T)| < ||T||loolc, wiec [|A(T)||co < [|T]|co- Podobnie, dla dowolnego S € Z(G)
mamy [[271(S)[|oc < [|S]loo, zatem

1R(T)lloo < ITlloe = A7 ((T)) |0 < 1A(T)lo0,
a wicc dla dowolnego T € Z(E) zachodzi réwno$¢ |[2(T)|loe = [|T]los. M

Niech E bedzie krata archimedesowa oraz niech e oznacza ustalony element E \ {0}.
Symbol || - || oznacza norme na ideale glownym A., generowanym przez element e w
FE, postaci
lz|Se = inf{A >0, |z| < Ae}.
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Uwaga 2.15 Uzycie symbolu || - ||, zamiast || - ||« dla konkretnego elementu! jest na
ogot konieczne, poniewaz w przypadku, gdy g # e oraz A, = Ay, to normy wyznaczone
przez e i g moga by¢ rozne.

Uwaga ta dotyczy w szczeg6lnosci gtownych twierdzeri rozdziatu piatego. W pewnych
przypadkach, gdy z treéci zagadnienia wynika, ze nie moze zaj$¢ nieporozumienie
(np. gdy e jest konkretna staba jedynka) bedziemy uzywac¢ symbolu || - ||~ (patrz np.
wniosek 2.18).

Nieréwnosé¢ (2.8) w ponizszym lemacie podaje doktadng zalezno$é miedzy elementami |z
oraz e i pokazuje, ze infimum wyznaczajace norme || - |0 jest osiagalne w przypadku, gdy

krata E' jest archimedesowa.

Lemat 2.16 Jesli E jest archimedesowq kratq liniowg oraz e € ET \ {0}, to dla kazdego

x € Ae, gdzie A, jest ideatem gtéwnym generowanym przez e, zachodzi nieréwnodé
2] < =[S - e (2.8)
Ponadto, (Ae, | - |IS) jest M -przestrzeniq.

Uwaga 2.17 Uzupelnieniem lematu 2.16 jest lemat 5.3, méwiacy, ze je$li E jest F-krata,

to (Ae, || - |S,) ideal A jest AM-przestrzenia, wiec (na podstawie twierdzenia Kaku-
taniego 1.8) jest porzadkowo-izometryczny z pewna C'(K)-przestrzenia.

Dowo6d lematu 2.16. Poniewaz [|z[|S, = inf{\ > 0, |z| < Ae}, to dla kazdego n € N
zachodzi nieréwnosé
1
o] < (lelloe + Le. (29)

Z nieréwnosci (2.9) otrzymujemy |z|—[|z||Se < e | 0. Poniewaz E jest archimedesowa,
to z ostatniej nieréwnosci wynika, ze |z| — ||z||Se < 0. To dowodzi pierwszej czesci naszej
tezy. Fakt, ze (A, || - ||S) jest M-przestrzenia jest dobrze znany (patrz |39, Proposition
1.2.13]. m

Przypomnijmy, ze, z definicji, krata ortomorfizméw centralnych na kracie archimedeso-
wej E posiada mocna jedynke If.
Poniewaz dla kazdego T € Z(E) wprost z definicji mamy || T2 = ||T s, to # lematu

2.16 (nier6wnos¢ (2.8)) otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.18 Jesli E jest kratg archimedesowq, to dla kazdego T € Z(E) spetniona jest
nierownosé

T < [ Tloo - Ie, (2.10)

gdzie I'p oznacza operator identycznosciowy na E.

'tu element e jest mocng jedynka ideatu A.
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Lemat 2.19 Jesli B jest pasmem projekcyjnym kraty E oraz P : E — B jest projekcyg
porzgdkowg, to odwzorowanie P Orth(E) — Orth(E) postaci ]3(T) =T o P jest projekcjq
porzgdkowq w Orth(E) na pasmo projekcyjne w Orth(E) postaci Orth(B) o P, porzgdkowo

izomorficzne z Orth(B).

Dowéd. Dowdd tego lematu jest niemal standardowy, a wyjasnien wymaga jedynie fakt,
ze dany operator jest ortomorfizmem.

Poniewaz ztozenie dwéch ortomorfizmow jest ortomorfizmem, to odwzorowanie P jest
dobrze okreslone. Ponadto P o P = ]3, wiec P jest projekcja, a warunek Op < P < Ig
natychmiast implikuje nier6wnos¢ Op,i(g) < P< Torn(k), gdzie 00,ng) (0dp., Iorm(E))
jest elementem zerowym (odp., identycznodcia) kraty Orth(E); stad, P jest projekcja po-
rzadkowa w Orth(E).

Ustalmy Ty € Orth(B). Poniewaz P(FE) = B oraz Ty(B) C B, to operator Ty o P
odwzorowuje F w FE, zatem jest endomorfizmem kraty F. Ponadto, tatwo sprawdzi¢, ze
dla dowolnego pasma C kraty E mamy? P(C) C CNB, skad TyP(C) C To(CNB) Cc CNB
(bo, C'N B jest pasmem w B), a stad (Tp o P)(C) C C, skad wynika, ze Ty o P € Orth(E),
wiec odwzorowanie h : Orth(B) — Orth(E) postaci h(Tp) = Tp o P jest dobrze okreslone.

Operator h jest:

(a) iniekcjg (bo warunek h(Tp) = {0} jest rownowazny warunkowi Tp(B) = {0}, czyli
To =0),

(b) surjekcjg na ImP: dla dowolnego S € Orth(E), kladac S; := P(S) = S o P oraz
Ty = S1jp mamy h(Tp) = Sypo P =51 = P(S); to dowodzi jednoczesnie inkluzji

P(Orth(E)) C Orth(B) o P. (2.11)

Inkluzja ﬁ(Orth(E) D Orth(B) o P jest oczywista, co w polaczeniu z inkluzja (2.11)
daje réwnosé:
(¢) P(Orth(E)) = Orth(B) o P.
Ponadto, tatwo zauwazy¢, ze warunek h(Ty) > 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Ty > 0.

Z punktow (a), (b), (¢) wynika teraz, ze h jest izomorfizmem porzadkowym z Orth(B) na
pasmo postaci Orth(B) o P. B

Lemat 2.20 [4, Exercise 6, p. 263| Niech E bedzie F-kratg. Wowczas granica punktowa T

danego ciggu ortomorfizméw (T,,) okreslonych na E jest ortomorfizmem na E.

’Dla dowolnego ¢ € CT zachodza nieréwnosci 0 < P(c) < c oraz P(c) € B, zatem P(c) € B. Stad
P(C)cBnCcC.
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Dowo6d. Niech (7,) C Orth(E) oraz niech Tz = lim, o Tz, dla wszystkich z € E.
Korzystajac z nieréwnosci l[a A ¢ —b A c| < |a—b| dla a,b,c € E (patrz [4, Theorem 1.6]),

otrzymujemy, ze jesli |z| A |y| = 0, to
Tz| Ayl = | [Tx| Ayl — [Tz Ayl | < | [Ta| = |Thz| | < [Tz — Thx| — 0,

przy n — oco. Stad [Tz| A |ly| =0, a zatem T € Orth(E). R

Wtasnosé ortomorfizméw przedstawiona w kolejnym lemacie bedziemy wykorzystywaé w
dowodzie lematu 3.2 oraz twierdzenia 3.18. Jest ona roéwnowazna postacia fundamentalnego

wyniku Zaanena (twierdzenie 2.5).

Lemat 2.21 Niech A bedzie niepustym podzbiorem stozka E archimedesowej kraty E oraz
niech T' € Orth(E). Jesli Tu > 0 dla kazdego u € A, to T} 4aa > 0.

Dowéd. Dla ustalonego u € A mamy
Tu=T%—T u>0. (2.12)
Poniewaz zakladamy, ze u > 0, to z warunku (2.12) otrzymujemy T u > T~ u > 0, zatem
(TTu) A (T~ u) =T u > 0. (2.13)

Przypomnijmy, ze dzialania w kracie ortomorfizmoéw sa punktowe (twierdzenie 2.3), wiec

warunek (2.13) przyjmuje postac
(TTYAT ) (u) =T u >0, (2.14)
lecz TT AT~ = 0, wiec z relacji (2.14) dostajemy
T u=0. (2.15)
Z warunkow (2.12) oraz (2.15) otrzymujemy zatem
Tu =T u. (2.16)

Poniewaz u byt dowolnie wybranym elementem zbioru A, to z (2.16) wynika, ze T4 =

T ﬂ A, Wiec na podstawie twierdzenia Zaanena 2.5 mamy
T“Add = T’—i_|Add7

astad T > 0 na A% jak twierdzilismy. W
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2.2 Klasyczne przyklady ortomorfizmoéow

W tym rozdziale podaje podstawowe przyklady ortomorfizméw w kratach Banacha i F-

kratach, ktore bede wykorzystywa¢ w nastepnych rozdziatach pracy.

Ponizsze przyktady ortomorfizméw zostaly po raz pierwszy przedstawione w pracy
A. C. Zaanena [58]. Symbol = oznacza izomorfizm porzadkowy odpowiednich krat linio-

wych.

Przyktad 2.22 Niech K bedzie przestrzenia topologiczna Hausdorffa. Poniewaz kraty
w, C(K) oraz Cy(K) (wyposazone w naturalny porzadek i mnozenie) sa f-algebrami z
jednoscia, wiec z twierdzenia 2.10, na podstawie tozsamosci (2.5), otrzymujemy natychmiast

trzy pierwsze przyktady.

(a) Orth(w) 2 w oraz Z(w) = lo: dla kazdego T' € Orth(w) (odp., T' € Z(w)) istnieje
doktadnie jeden element u € w (odp., u € ly) taki, ze Tx = u - x dla kazdego = € w
(odp. = € lx). Stad Orth(w) # Z(w).

(b) Orth(C(K)) =2 C(K): dlakazdego T € Orth(FE) istnieje dokladnie jeden element u €
C(K) taki, ze dla kazdego x € C(K) mamy Tx = u - . Izomorfizmem porzadkowym
jest odwzorowanie T' — T'(1x ). Ponadto, Z(C(K)) = Cy(K).

(¢) Poniewaz krata Cy(K) jest krata Banacha (z norma supremalna), to na podstawie

twierdzenia 2.7 (1) - otrzymujemy:
Orth(Cy(K)) = Z(Cy(K)) = Cp(K);

podobnie jak w punkcie (b), dla kazdego ortomorfizmu T' € Orth(Cy(K)) istnieje
doktadnie jeden element u € Cp(K) taki, ze dla kazdego = € Cp(K) mamy Tz =
u - . Izomorfizm porzadkowy z Orth(Cy(K)) na Cy(K) ma taka sama postac¢ jak w
podpunkcie (b).

Dowody kolejnych dwoéch przyktadéw sa znacznie mniej elementarne.

(d) [58, Theorem 5| Niech K bedzie lokalnie zwarta, lecz niezwarta przestrzenia topo-
logiczna Hausdorffa, oraz niech C.(K) oznacza f-algebre (bez jednosci) wszystkich
ciagltych funkcji rzeczywistych na K o zwartym nosniku. Mamy Orth(C.(K)) =
C(K): dla kazdego ortomorfizmu T' € Orth(C.(K)) istnieje dokladnie jeden element
u € C(K) taki, ze Tx = u - x dla kazdego x € C.(K).

(e) |58, Theorem 7| Niech (5,3, i) bedzie przestrzenia miary, gdzie p oznacza miare o-
skonczong 1 zupelng, oraz niech 0 < p < oo. Wtedy Orth(Ly(p)) = Loo(p): dla
kazdego ortomorfizmu T' € Orth(LP(u)) istnieje doktadnie jeden element u € Loo (1)
taki, ze dla kazdego x € LP(u) mamy Tx = u - x.
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W dowodach kolejnych przyktadéw Zaanen wykorzystuje wtasnosci ortomorfizmoéow opi-
sane w twierdzeniach 2.5 oraz 2.10. Przypomnijmy, ze jesli I' jest zbiorem niepustym, to w

zbiorze R dziatania algebraiczne i kratowe rozumiemy punktowo.

Przyklad 2.23 [58, Theorem 6] Niech E; oznacza podkrate kraty RO funkeji f cigglych i
kawatkami liniowych, tj. takich, ze wykres f sktada sie ze skoiiczonej ilosci funkceji liniowych.
Wowczas Orth(E) = Z(E) = lin{ljg }. Zauwazmy, ze krata Ej jest wymiaru continuum.
Rzeczywiscie, zbior F = {f: : t € (0,1)} funkeji ciagtych na przedziale [0, 1] postaci fi(x) =
0 dla = € [0,t] oraz f; liniowa na [t,1], przy czym f;(1) = 1, jest zbiorem mocy card [0,
1] = 2% oraz liniowo niezaleznym. Liniowa niezalesznosé¢ zbioru F wynika z faktu, ze jesli
0<t <ty<..<tp <1 todlazy=5(ty+tes1), k=1,2,...,n— 1, mamy f (x)) =0,
gdzie j =k +1,...,n; stad réwnania > 7, A fi;(zx) =0, dla k = 1,...,n — 1 redukuja si¢

do rownan:

A1fiy (z1) =0,
)\lfm (1'2) + )‘foa (x2) =0,

)\lftl (xn—l) + )\thg (frn—1> + ...+ )\nftn (xn—l) =0,

a poniewaz fi (z;) > 0,t0 Ay = Ay = ... =\, = 0.
Mamy zatem: Ej jest podprzestrzenia liniows przestrzeni C[0,1] oraz dim(E;) > 20,
skad dim(E;) = 2% = dim(C0, 1]).

Kolejny przyklad pokazuje, ze istnieja ciagi wstepujace (E,) podkrat f-algebr takie, ze

kazda podkrata FE, jest wymiaru nieskoniczonego i posiada tylko trywialne ortomorfizmy.

Przyklad 2.24 [58, str 201] Niech n bedzie ustalona liczba naturalna oraz niech E,, ozna-
cza podkrate RI01] sktadajaca sie z funkcji kawatkami wielomianowych stopnia co najwyzej
n. Poniewaz dla kazdego n € N mamy F; C E, C E,11, wiec z przykladu 2.23 wynika, ze
dim(E,) = oo dla wszystkich n € N. Wowczas Orth(E,) = Z(E,) = lin{ljy11}. Z drugiej
strony, ktadac By = [Jo2

n=1

FE,, otrzymujemy f-algebre z jednoscia. W tym przypadku
kazdy ortomorfizm na E. jest mnozeniem przez ustalony element u € Ey (twierdzenie

2.10).
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2.3 Przyklady ortomorfizméw w oparciu o twierdzenie
Wicksteada

W tym podrozdziale podaje szereg przyktadéw ortomorfizméw, ktérych postaé wynika z
twierdzenia Wicksteada 2.13 o rozszerzaniu ortomorfizméw centralnych. Podstawowym

wynikiem jest tu:

Twierdzenie 2.25 Niech E bedzie kratg zupetng w sensie Dedekinda oraz niech J oznacza
ideat porzadkowo gesty w E. Wtedy kraty ortomorfizmoéw centralnych Z(J) oraz Z(E) sq
porzgdkowo izomorficzne.

Zadanym izomorfizmem porzedkowym jest odwzorowanie obciecia v : Z(E) — Z(J)
postaci 7(T) = T|;. Odwzorowaniem odwrotnym do r jest operator rozszerzania ext: dla
kazdego T° € Z(J) istnieje doktadnie jeden ortomorfizm T = TO = ext(T°) taki, ze Ty =
T°.

Dowéd. Niech 0 < T € Z(FE). Na podstawie lematu 2.8 mamy T'(J) C J, zatem T}; €
Z(J). Stad otrzymujemy inkluzje

{(Ti,: TeZ(E)}C Z(J). (2.17)

Niech teraz T° € Z(J). Na podstawie twierdzenia Wicksteada 2.13 istnieje ortomorfizm
T =T0 € Z(FE) taki, ze T, = TO (tj. TO jest rozszerzeniem T° na calg krate E). Poniewaz
ideal J jest porzadkowo gesty w E, to z twierdzenia Zaanena 2.5 wynika, ze ortomorfizm
T0O jest wyznaczony jednoznacznie. Stad otrzymujemy inkluzje Z(J) C {1,;: TeZE)},

ktora w potaczeniu z (2.17) daje rownosé
Z(J)={T;: T € Z(E)}. (2.18)

Z jednoznacznosci rozszerzenia TO wynika, ze odwzorowanie r : Z(E) — Z(J) postaci
r(T) =1, gdzie T € Z(E), jest dobrze okreslone i jest surjekcja.

Odwzorowanie r jest liniowe. Istotnie, dla dowolnych ortomorfizmow T,7,T, € Z(E)
oraz o € R mamy r(Ty + T2) = (T1 + T2)); = T1jy + To)y = r(Th) + r(T2) oraz r(aT) =
Ty = ar(T).

Ponadto, r jest iniekcja: r(T) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 7}; = 0. Na podstawie
twierdzenia Zaanena 2.5 ostatnia rownos¢ implikuje 7}y = 0. Poniewaz ideal J jest
porzadkowo gesty w E, to otrzymujemy 1| = 0, wiec T' = 0.

Operator r jest homomorfizmem kratowym: dla kazdego 0 < x € J mamy
(2.4)
r(M)|(x) = Ty ()] = [T(x)] =" [T|(z) = [T]);(z) = r(T])(x),

wiec |r(T)| = r(|T|), a zatem (na podstawie lematu 1.13) 7 jest homomorfizmem krato-
wym. Ostatecznie, poniewaz r jest dodatkowo bijekcja (liniowa), to r jest izomorfizmem

kratowym.
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7 twierdzenia Wicksteada 2.13 oraz porzadkowej gestosci ideatu J wynika, ze odwzoro-
wanie odwrotne ext : Z(J) — Z(E) jest postaci ext(T°) = T°, bo
roext(T) = WIJ = T°. Stosujac ponownie twierdzenie Zaanena 2.5 otrzymujemy, ze T

jest jednoznacznym rozszerzeniem ortomorfizmu 7}; (bo J dd — ), wiec
extor(T) = ext(r(T)) = ext(T};) = T.

7 faktu, ze r jest izomorfizmem porzadkowym wynika, ze operator odwrotny ext roéwniez

jest takim izomorfizmem. M

Niech E bedzie f-algebra z jednoscig multiplikatywng e. Na podstawie twierdzenia 2.10
(b), dla kazdego ortomorfizmu T € Z(A.) istnieje dokladnie jeden element u € A, taki, ze

T =T,, gdzie T), jest ortomorfizmem na E postaci
Tw=u-x, x€ A (2.19)
Ten fakt wykorzystamy we wniosku wynikajacym z twierdzenia 2.25.

Whniosek 2.26 Niech E bedzie zupetng w sensie Dedekinda f-algebrg z jednoscig e. Jesli J
jest ideatem porzgdkowo gestym w E, to krata Z(J) jest porzgdkowo izomorficzna z ideatem
Ae.

Doktadniej, przy oznaczeniach jak wyzej, kazdy element T' € Z(J) jest postaci T = Ty z,
gdzie element u jest wyznaczony jednoznacznie. Stgd, Zgdany izomorfizm z Ae na Z(J) jest

postaci r(u) = Ty s, a zatem
Z(J) ={Tug: ue A} (2.20)

Dowéd. Niech r oraz ext oznaczaja, odpowiednio, operator zawezania i rozszerzania zdefi-
niowane w dowodzie twierdzenia 2.25. Na podstawie twierdzenia 2.10 (b), odwzorowanie h
dziatajace z Z(F) do A, okreslone wzorem h(T) = T(e) = u, gdzie T' = T,, (patrz (2.19)),
jest izomorfizmem porzadkowym. Stad odwzorowanie odwrotne h=! : A, — Z(E) jest
postaci

hl(u) =T =T,. (2.21)
Niech T° bedzie dowolnym ustalonym elementem Z(.J). Na podstawie twierdzenia 2.25

mamy

T0 = ext(TY) € Z(E). (2.22)
Z drugiej strony, na podstawie roéwnosci (2.21) mamy
ext(TY) = T, (2.23)

dla pewnego (jednoznacznie wyznaczonego) elementu u € A.. Z relacji (2.22) oraz (2.23)
otrzymujemy
Tupg=7r(Tu) = r(ext(T°)) = T°.
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Poniewaz ideal J jest porzadkowo gesty w E, to z twierdzenia Zaanena 2.5 wynika, ze

rowniez ortomorfizm T, jest wyznaczony jednoznacznie. Stad dostajemy ciag izomorfizmow
h—l

A, =2 Z(E) =~ Z(J). Zlozenie r o h™! jest zadanym izomorfizmem, skad otrzymujemy
rownosé (2.20). W

W kolejnych wnioskach, ktore bede stosowac w dalszych przyktadach, litera E (a nie J)

oznaczam ideal odpowiedniej f-algebry z jednoscia.

Whniosek 2.27 Niech (S, X, u) bedzie przestrzenig miary, gdzie p oznacza miare o-skorczong
i zupetng. Jesli E jest ideatem porzqdkowo gestym w Lo(p), to krata ortomorfizmdéw cen-
tralnych Z(E) jest izomorficzna porzgdkowo z kratq Loo(1).

Doktadniej, kazdy ortomorfizm centralny na E jest postaci T, gdzie u € Loo(1), czyli
Tyr =u-x dla kazdego x € F.

Dowod. Krata Lo(p) jest f-algebra z jednoscia z naturalnymi dziataniami p-prawie wsze-
dzie (dodawanie i mnozenie elementow). Jednogcig multiplikatywna jest funkcja 1g tozsa-
mosciowo réwna 1 p-prawie wszedzie na S. Stad, ideal Ay w Lo(p) jest rowny Loo(p).

Dalej stosujemy wniosek 2.26. B

Whniosek 2.28 Niech E bedzie ideatem porzadkowo gestym® w f-algebrze w(I') = RT.
Wtedy Z(E) = (o(I"). Doktadniej, kazdy ortomorfizm centralny na E jest postaci T,,
gdzie u € oo (1), czyli Tyx = u -z dla kazdego x € E.

Dowoéd. Krata w(I') jest zupelna w sensie Dedekinda f-algebra z jednoscia multiplikatywna
1r. Stad, ideat Ay = w w(I') jest ré6wny £oo(I'). Dalej stosujemy wniosek 2.26. W

Przyktad 2.29 Niech E = (E, || - |g) bedzie przestrzenia Banacha-Kathe'go czyli |
takim ideatem porzadkowo gestym w Lo(u), ze warunek |z| < |y|, y € E, © € Lo(u),
implikuje, ze € F oraz ||z||g < ||y||g. Na podstawie twierdzenia 2.7 mamy Orth(E) =
Z(E), a z wniosku 2.27 otrzymujemy Z(FE) = Loo(p), wiec Orth(E) = Loo(n), gdzie
izomorfizm porzadkowy rozumiemy jak we wniosku 2.27.

W szczegblnosci, przyktad ten stosuje sie do klasycznych banachowskich przestrzeni
funkcyjnych Orlicza, Musielaka-Orlicza: LM (i), LP(1), 1 < p < o0, itp.

Podam teraz dwa przyktady krat dyskretnych, w ktérych mozna dosé tatwo wyznaczyé
postaé¢ ortomorfizméw. Przyktad 2.30 mozna otrzymaé bezposrednio z wniosku 2.27, gdy
przyjmiemy S = N, ¥ = 2N oraz u jest miara liczaca, ale pokazujemy, ze mozna do niego

stosowaé rowniez wniosek 2.28.

3Porzadkowa gestos¢ ideatu E w w(I") implikuje, 7e E jest krata dyskretna i wszystkie wektory jednost-
kowe e, nalezg do E.
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Przyktad 2.30 Jesli ® = (¢,) jest ciggiem wypuktych funkeji Orlicza, to ¢® jest krata
Banacha i idealem porzadkowo gestym w w. Na podstawie wniosku 2.28 oraz twierdzenia
2.7 mamy Orth({®) = Z({®) = (: dla kazdego T € Orth(¢®) istnieje dokladnie jeden

element u € /o, taki, ze dla kazdego = € ¢® mamy Tz = u - x.

Przyktad 2.31 Niech 1 < p < oo, oraz niech I' bedzie dowolnym ustalonym zbiorem

nieskoriczonym (niekoniecznie przeliczalnym) oraz niech E oznacza krate Banacha

L,(T) ={xz € w(I') : supp(z) jest przeliczalny oraz Z |z(7)|P < oo}
vyel

Z NOrma

S =

lzllp = | D le(m)P

vyel
Krata E jest porzadkowo gestym ideatem w w(I'), zatem na podstawie twierdzenia 2.7 oraz

wniosku 2.28 otrzymujemy, podobnie jak w przyktadzie 2.30 , Orth(E) = o (T).

2.4 Ortomorfizmy na kracie rzeczywistych funkcji
calkowitych

Niech Fy bedzie F-krata dyskretna postaci

Ey={z = (z,) € w, ILm Vx| = 0}. (2.24)

Krate te mozna interpretowaé¢ jako przestrzen funkcji f catkowitych Hgr na plaszczyznie

zespolonej C:
[e.e]
f(z) = Zmnznfl, z € C,
n=1
o wspoélczynnikach rzeczywistych x,, gdzie porzadek na Hg definiujemy nastepujaco:
f < g wtedy i tylko wtedy, gdy f™(0) < ¢™(0) dla kazdego n > 0.

Na Hp istnieje ciag norm (pg)52, postaci pr(f) = > oo |zn|k" !, w ktorych krata Hg jest
zupelna (wigc Frechéta). W 1948 roku G. Lyer wykazal [17], ze topologia na Fy, wyznaczona

przez ciag (pr)72,, jest identyczna z topologia wyznaczong przez F-norme

lz|| = sup{ ¥/|zxn|, n € N}. (2.25)

W ponizszym przyktadzie wykazemy, ze krata Fy posiada ortomorfizmy niecentralne, czyli
Orth(Ey) # Z(Ep). Stad wynika, ze twierdzenia Luzemburga 2.7 (ze Orth(E) = Z(E),
gdy E jest krata Banacha) nie mozna przeniesé bezposrednio na przypadek, gdy topologia

kraty Frechéta (i nie Banacha) jest generowana przez cigg norm.

92



Przyktad 2.32 Niech Ej bedzie F-krata postaci (2.24) wyposazong w F-norme okreslong
wzorem (2.25), oraz niech e, oznacza n-ty wektor jednostkowy. Oczywiscie Ey jest ideatem
w w. Zbior D = {e,, n € N} jest maksymalnym podzbiorem elementoéw dyskretnych
i parami roztacznych w Ep, co implikuje porzadkowa gestosé ideatu Fy w w. Stad, na
podstawie wniosku 2.28 mamy Z(Ep) = l.

Wykazemy, ze kazdy ortomorfizin T na FEj jest postaci

Ty(x) =u-x, gdzie u = (uy)o2, oraz sup / |u,| < oo, (2.26)
neN
a stad
Orth(Ep) ={Ty : u= (up)pey € w, gdzie sup {/|uy| < co}; (2.27)
neN

w szczegdlnodci,

Orth(Ey) # Z(Ep).

Zauwazmy, ze jesli x € Ey oraz ciag u = (up )52 spelnia warunek (2.26), to

lim §/|uy - zn| =0,

n—oo

zatem T, jest ortomorfizmem na Ey. To dowodzi, ze prawa strona w (2.27) jest zawarta w
Orth(Ep).

Niech T bedzie dowolnym elementem Orth(Ep). Poniewaz kazdy element e, jest dys-
kretny, to z twierdzenia 2.1 (3) otrzymujemy, ze T(e,,) € ed? = lin(e,,), wigc istnieje liczba
u, € R taka, ze Te, = upe,, n = 1,2,.... Niech T} oznacza ortomorfizm na w postaci
Tix =u-x, gdzie u = (up)5>, jest ciagiem okreslonym jak wyzej.

Krata w jest uniwersalnie zupelna, wiec z twierdzenia Wicksteada 2.13 wynika, ze ist-
nieje rozszerzenie T € Orth(w). Ponadto, dla n = 1,2,... mamy T(e,) = Uy, - €, = T1(en),
zatem z twierdzenia Zaanena 2.5 otrzymujemy T = T} (bo D% = w). Stad Tz = u - 2 dla
wszystkich x € w; w szczegolnosci

Tr =Tx =u-x dla wszystkich x € Ej.

Gdyby sup,cn /Jun| = 00, to istniatby ciag (un, ) taki, ze "§/|up, | T co. Oczywiscie mozna

zalozy¢, ze u,, # 0. Rozwazmy element x = (z,,) € Ey postaci x,, = 0 dla n # ny oraz

— 1.
Ty = g,.-¢ Mamy

1
Rl |Zn, | = ﬁ — 0, przy k — 0 oraz {/|z,| =0 dla n # ng.
n unk

Stad otrzymujemy (u - z)(ng) = up, - i =1, a zatem m - 0, przy n — 0o, wiec
u-x ¢ Ey. Otrzymana sprzecznos¢ implikuje, ze musi by¢ sup W < 00. Ostatecznie,
T = T,, gdzie u = (up)52; spelnia warunek sup ’Q/m < 00, a wiec kazdy ortomorfizm
T € Orth(Ep) jest postaci (2.26), jak twierdzimy. To implikuje w (2.27) inkluzje ' ', co w

polaczeniu z wykazang juz inkluzja ' D' daje rownosé (2.27).
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Uwaga 2.33 Niech Ey bedzie F-krata z przyktadu 2.32, oraz niech e, oznacza, jak w tym

przyktadzie, n-ty wektor jednostkowy. Potozmy r(e,) = limy_oo ||ten||g. Z definicji
F-normy mamy 7(e,) = limy oo ¥/t-1 = 00, wiec §(D) := inf,en7(e,) = 0o. Stad
na podstawie udowodnionego w rozdziale trzecim twierdzenia 3.12, F-krata Ej nie za-
wiera izomorficznej kopii przestrzeni w. Inne przyktady F-krat niezawierajacych kopii
w, a posiadajacych ortomorfizmy niecentralne, mozna znalez¢ w klasie niebanachow-
skich ciagowych krat Musielaka-Orlicza (przyktad 4.5 oraz przyktady z podrozdziatu
4.2).
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Rozdzial 3

Problem ortomorfizméw centralnych
w F'-kratach niebanachowskich

3.1 Wprowadzenie

W 2012 roku M. Meyer oraz E. Chil [8, str. 182| postawili otwarty problem wyznaczenia

warunkéw wystarczajacych na to, aby dla kraty lokalnie solidnej E' zachodzita réwnosé
Orth(F) = Z(E), (3.1)

tj. aby kazdy ortomorfizm na E byl centralny. Relacja ta byla badana réwniez przez
A. Wicksteada w pracy [48] z roku 1977.

Na podstawie wyniku Luxemburga 2.7 wiadomo, ze réwnos¢ (3.1) zachodzi, gdy E jest
krata Banacha. Z drugiej strony, dla F-kraty w wszystkich ciagéw liczb rzeczywistych
mamy

Orth(w) 2w # lo = Z(w)
(przyktad 2.22 (a)). Ponadto, dla kraty unormowanej cog - ciagéw prawie zerowych wypo-
sazonej w norme supremalng - mamy
Orth(co) 2w # Z(F) = lx,
poniewaz dla kazdego x € coo oraz kazdego y € w element x e y lezy w cop (tu ”e” oznacza
mnozenie po wspotrzednych). Stad wynika, ze warunkami koniecznymi na to, aby zacho-

dzita réwnosc (3.1), powinny by¢:
(a) zupelnosé topologiczna kraty lokalnie solidnej E,
(b) niezawieranie izomorficznej kopii w przez krate E.

W twierdzeniach 3.13 (przypadek dyskretny) oraz 3.16 (przypadek bezatomowy i o-Fatou)
potwierdzamy, ze warunek (b) jest rzeczywiscie konieczny na to, aby zachodzita rownoscé

(3.1). Na podstawie uwagi 2.33 wiemy jednak, ze brak kopii w w F-kracie E nie gwarantuje
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jeszcze rownosei (3.1), a dalsze przyktady takich F-krat podajemy m.in. przykladzie 4.5
oraz w podrozdziale 4.2.

W twierdzeniu 3.18 podajemy uzyteczny warunek (x) wystarczajgey na zachodzenie
rownosci (3.1). W przypadku, gdy E jest krata dyskretna, warunek () mozna latwo

wyznaczy¢ za pomocy elementow dyskretnych kraty E (twierdzenie 3.27).

Analza rownosci (3.1) dzieli sie na dwie zasadnicze czesci: gdy F-krata zawiera izomor-
ficzna kopie F-kraty w (podrozdziat 3.3) i gdy E takiej kopii nie zawiera (podrozdzial 3.4).
W tej analizie podstawowa role odgrywaja wyniki moéwiace, ze F-krata funkcyjna F zawie-
ra izomorficzna (tj. liniowo-homeomorficzng) kopie w wtedy i tylko wtedy, gdy E zawiera
kratowo-topologiczng kopie w: twierdzenie 3.3 (przypadek dyskretny) oraz twierdzenie 3.14
(przypadek bezatomowy), przy czym twierdzenie 3.3 ma znacznie mocniejsza teze (tj., £

zawiera pasmo projekcyjne kratowo-topologicznie izomorficzne z w).

3.2 Ogoblne warunki wystarczajace na istnienie ortomorfizmoéow
niecentralnych na danej F'-kracie

W ponizszym lemacie przedstawiamy prosty warunek gwarantujacy istnienie niecentralnego
ortomorfizmu na kracie E. Jest on szczegblnie uzyteczny w przypadku, gdy E jest krata

dyskretna.

Lemat 3.1 Niech E bedzie kratg archimedesowq zawierajgeqg pasmo projekcyjne B takie,
ze Orth(B) # Z(B). Wtedy Orth(E) # Z(E).
Doktadniej, Orth(E) zawiera pasmo projekcyjne izomorficzne porzgdkowo z Orth(B).

Dowo6d. 7 lematu 2.19 wynika, ze krata Orth(E) zawiera pasmo projekcyjne H po-
staci H = Orth(B) o P, gdzie P jest projekcja porzadkowa z E na B. Jesli zatem
Orth(B) # Z(B), to dla kazdego 0 < Ty € Orth(B)\Z(B) zachodzi warunek ~ (x> Tob <
b dla kazdego b € BT); rownowaznie,

dla kazdego n € N istnieje element b, € B taki, ze ~ (Tob, < nby,). (3.2)

Ustalmy 0 < Ty € Orth(B)\ Z(B). Woéwczas dla ortomorfizmu T := Tpo P € H oraz ciagu
(bn) z warunku (3.2) otrzymujemy ~ (T, < nby,), co dowodzi, ze T ¢ Z(E). &

Kolejny lemat bedziemy stosowaé¢ w dowodach twierdzen 3.3 oraz 3.18. Dowdd tego
lematu oparty jest na dowodzie Luxemburga [4, Theorem 15.5] réwnosci Orth(E) = Z(E)
w przypadku, gdy E jest kratag Banacha (por. twierdzenie 2.7).
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Lemat 3.2 Niech E bedzie kratg archimedesowq. Wowczas nastepujgce warunki s¢ réwno-

wazne:
(1) istnieje 0 < T € Orth(E) \ Z(E),

(it) dla kazdego n € N istnieje element y, € ET \ {0} taki, ze dla kazdego v € [0,yy]
zachodzi nierdwnosé
Tv>n-wv. (3.3)

(i71) dla kazdego n € N istnieje element y, € E™ taki, ze zachodzi nieréwnosé

Tyn >n-yn. (3.4)

Dowéd. Implikacja (ii) = (iit) jest oczywista.
(1) = (i) Zalézmy warunek (i7). Ktadac w nieréwnosci (3.3): v = y, otrzymujemy
Tyn >n-yn, n = 1,2,..., co przeczy istnieniu statej A > 0 takiej, ze dla kazdego y € ET
zachodzi nieréwnos¢ Ty < Ay. Istotnie, gdyby tak nie bylo, to mielibyémy Ay, > n - yn,
tj. (A —n)y, > 0 dla wszystkich n € N. Potézmy ¢, = A — n. Poniewaz y, > 0, to dla
n > [A] + 1 mielibysmy t,y, > 0, przy czym t, < 0. Mnozac ostatnia nieréwnos¢ przez i
otrzymaliby$my vy, < 0, co wraz z zatozeniem y, > 0, prowadzi do sprzecznosci: y, = 0,
dlan > [\ + 1.
(1) = (i7) Niech spelniony bedzie warunek (i), tj. istnieje dodatni ortomorfizm T €
Orth(E)\Z(E), a zatem dla kazdego k € Nmamy ~ (T < k-Ig); rownowaznie, dla kazdego
k € N istnieje element zp € ET\ {0} taki, ze ~ (Txy < k-x1), a wiec [(T—k-Ig)(xk)]T >0
dla k =1,2,.... Potézmy

Sg=T—k-Ig=25 -5, (3.5)

oraz

Y = [Sk(ze)] ™

Wprost z definicji, mamy yi > 0 (tj. yr > 0 oraz yr # 0). Dalej stosujemy whasnosci
ortomorfizmoéw opisane w twierdzeniu 2.3. Na podstawie relacji (2.4) oraz (2.3) rozdziatu
1, mamy

Yk = (Sk) " (wn) (3.6)
oraz
StoS, =0. (3.7)
Stad otrzymujemy

Selu) = (S — o)) = S (i) — S () =

_ 3.7
St () — 57 0 S () ) S () > 0. (3.8)
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Ponadto,
Spo St =(Sf—S7)0SH=(SH)? -8 o5y X (572,
a stad

3.6
Sk(yr) &)

Z powyzszej nieréwnosci oraz z lematu 2.21 wynika, ze dla kazdego v € [0, yi] mamy

(S (wg) >0, k=1,2,....

Sk(v) >0, k=1,2, ...
Wracajac do oznaczenia (3.5), ostatni ciagg nierownosci jest rownowazny z warunkiem (i7)

naszego lematu. Dowdd implikacji (i) = (¢) jest zakoriczony. B

Chociaz w ponizszym twierdzeniu zaktadamy, ze F-krata E ma F-norme porzadkowo
ciggla (tj. ograniczamy sie do przypadku kraty z baza bezwarunkowa), to w przyktadach ilu-
strujacych problem ortomorfizméw centralnych wystepuja ciagi ® = (¢,,) wklestych funkcji

Orlicza, co implikuje natychmiast rownosé £ = h® (lemat 1.20).

Twierdzenie 3.3 Niech E bedzie F-kratg dyskretng. Zatdzmy, Ze F-norma na E jest
porzgdkowo ciggta i maksymalny zbior D elementéow dyskretnych 1 parami roztgcznych jest

przeliczalny: D = {e, : n € N}. Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) Orth(E) £ Z(E),
(i7) istnieje ortomorfizm 0 < T € Orth(E) \ Z(E),
(791) istniejq: Scisle rosnacy cigg (ng) C N oraz ortomorfizm 0 < T € Orth(E) takie, ze

T(enk) Z k- Eng s k= ]-a 27 cey (39)

(iv) istnieje Scisle rosngcy cigg (ng) C N taki, Ze zbieznosé (topologiczna) szeregu Y pe | Tren,

implikuge zbieinos¢ szeregu y oo | kxpen, .

Dowoéd. Rownowaznosé (i) < (ii) jest oczywista.
Udowodnimy teraz, ze zachodza nastepujace implikacje: (iv) = (ii) = (iii) = (iv), co
bedzie dowodzi¢, ze wszystkie warunki naszego twierdzenia sa réwnowazne.

(tv) = (i1) Operator Ty dziatajacy z pasma projekcyjnego B = [ey, ] do B postaci

o o
TO(Z Tgen,) = Z kxyen,
k=1 k=1

jest dobrze okreslony i dodatni (wiec ciagly); jest on oczywiscie ortomorfizmem na B. Niech

P oznacza projekcje porzadkowa z E na B zdefiniowana wzorem
oo o0
n=1 k=1
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Wtedy operator T' = Ty o P, jako zlozenie dwoch ortomorfizméw dodatnich, jest ortomor-

fizmem dodatnim na F, przy czym
T(en,) = To o Plen,) = To(en,) = ken,.

Teraz stosujemy implikacje (iii) = () z lematu 3.2. Wykazalismy wiec, ze (iv) = (ii).

(19) = (i1i) Niech 0 < T € Orth(E) \ Z(E). Na podstawie lematu 3.2 istnieje ciag
(yx) € ET\{0} taki, ze dla kazdego v € (0, yx] mamy Tv > k-v. Poniewaz E jest dyskretna,
to ostatnia nieréwnos¢ implikuje, ze dla kazdego k € N istnieje element dyskretny e,, € D
oraz liczba Ay > 0 takie, ze T'(\g - en,) > k- Mg - €y, a wiec

T(en,) > key, . (3.10)

Rozwazmy teraz ciag indeksow (ng). Twierdzimy, ze (ny) zawiera podciag §cisle rosnacy.
W przeciwnym przypadku, bez straty ogdlnosci mozna zatozyé, ze jest on staty, czyli ny =
ng,, dla k = 1,2,.... Wtedy nieréwnosé¢ (3.10) przyjmuje postac T(enko) > ken,, , dla

k =1,2,... Dzielac ostatnia nier6wno$¢ obustronnie przez k otrzymujemy

€n
T <kk0> > en,, - (3.11)
7 wtasnosci F-normy wynika, ze enlfo — 0, przy k — oo, wiec z ciaggloéci T' otrzymujemy
limy_, o0 HT(en,fO )|l = 0, co jest sprzeczne z warunkiem (3.11), bo implikuje on nier6wnosé

€n

IT(—2)| > l[€ny, | = const >0, dla k = 1,2,.... Stad wynika, Ze ciag (ny) musi zawierac

podciag $cisle rosnacy. Bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze ciag (ny) jest $cisle rosnacy,
co dowodzi warunku (4i7).
(791) = (iv) Dla dowolnych liczb naturalnych [ < r mamy

T T (39) T
Z kxgen,| = Z klzglen, < T Z |zklen, | =
k=l k=l k=l

9

T(Z xkenk)
k=l

a stad
T T
1> kzren, || < ITC wren, - (3.12)
k=l k=l

Poniewaz szereg Y .- | Zxen, jest topologicznie zbiezny w E, to spelnia warunek Cauchy’ego,
wiec || Y or_; zken, || — 0, przy r > 1 — oo. Z ciaglosci T' (bo E jest F-krata, a T jest
dodatni (twierdzenie 1.14)) wynika, ze [|T(D>";_; Zken,)|| = 0, przy r > | — oo, a zatem z
nieréwnosci (3.12) otrzymujemy, ze szereg » oo kagen, spelnia warunek Cauchy’ego w E,

wiec jest zbiezny. Otrzymujemy warunek (iv). B
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Uwaga 3.4 7 dowodu powyzszego twierdzenia wynika, ze warunek porzadkowej ciagltosci

F-normy jest istotny tylko w dowodzie implikacji (iv) = (#i). W przypadku ogélnym
(zakladajac tylko, ze E jest F-krata dyskretna) otrzymujemy, ze warunki (i) oraz (i7)
sa rownowazne dla E oraz zachodza implikacje (i3) = (iii) = (iv) (rowniez dla E).

7 warunku (iv) otrzymujemy wtedy stabszy warunek niz (i7):
(1) istnieje ortomorfizm Ty € Orth(E,) \ Z(E,),

gdzie E, jest czescia porzadkowo ciagla kraty E (tu ciag (e,) jest bazg dla E,). Aby

/

warunek (i)’ implikowal warunek (ii) nalezaloby wykazaé, ze kazdy ortomorfizm

T) € Orth(E,) mozna rozszerzy¢ do elementu 17 € Orth(E), a takie twierdzenie jest

mi na dzien dzisiejszy nieznane.

3.3 Ortomorfizmy w F-kratach zawierajacych izomorficzng
kopie w.

W tym podrozdziale analizujemy wtasnosé zawierania przez F-krate izomorficznej kopii F'-
kraty w i wykazujemy, ze w typowych przypadkach, jesli E taka kopie zawiera, to na F
istnieje ortomorfizin niecentralny (twierdzenia 3.13 oraz 3.16).

3.3.1 Twierdzenie Bessagi-Pelczyniskiego-Rolewicza i parametr §(F)

Definicja 3.5 Mowimy, ze F-przestrzen X zawiera dowolnie krotkie proste [41, str. 196],
jezeli dla kazdego € > 0 istnieje element 0 # x € X taki, Ze

r(z) <e, (3.13)

gdzie r(x) = supcg |[tz||. Jesli potozymy 6(X) = inf,1or(x), to zgodnie z tg definicjg, X
zawiera dowolnie krétkie proste, gdy §(X) = 0.

Przyktlad 3.6

(1) Niech X = Lp[0,1], gdzie 0 < p < 1z F-normg ||z||, = > .~ |zn |’ Wtedy dla kazdego
x # 0 mamy 7(x) = supscg [[tz[lp = supseg [tP - [|z[l, = oo, zatem 6(Ly[0,1]) = oo,

Stad, przestrzeni Lp[0, 1] nie zawiera dowolnie krotkich prostych.

(2) Niech X = w z Fnorma [z]e = Y00, 5+ - 1J|f‘7;|n‘. Niech e, oznacza n-ty wek-
tor jednostkowy. Wtedy r(en) = supycg ||tenlls = sup;er{sr - %}t'} = o, wiec
inf,en7(en) = 0. Stad 0(w) = 0, a zatem przestrzenn w zawiera dowolnie krotkie
proste.
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Powyzsze przyktady sugeruja, ze istnieje zwigzek miedzy zawieraniem dowolnie krétkich
prostych a przestrzenig w. Istotnie, w 1957 roku C. Bessaga, A. Petczyriski oraz S. Rolewicz

[41, Proposition 4.2.7| wykazali, ze

(BPR) F-przestrzeri X zawiera dowolnie krétkie proste (tj. 0(X) = 0) wtedy i tylko wtedy,

gdy X zawiera podprzestrzen Xo izomorficzng z przestrzeniq wszystkich ciggow w.

Zauwazmy, ze w definicji liczby §(F) wykorzystujemy ciagi (x,) elementow F-kraty F, a
naszym celem bedzie stosowanie definicji liczby 6(E) dla ciagéw elementéw parami roztacz-
nych kraty . Wykazemy, Zze zawieranie przez F-krate funkcyjng izomorficznej kopii w jest
rownowazne z zawieraniem kratowej kopii w (twierdzenia 3.12 oraz 3.14).

W dowodzie tej wlasnoéci bedziemy korzystaé z twierdzen méwiacych o mozliwosci
uzyskania roztacznego rozdrobnienia ciagéw odpowiednich algebr Boole’a, zastosowanych
do przypadku, gdy elementami tych ciagéw sa nosniki elementéw generujacych przestrzen
w: twierdzenie 1.24 w przypadku F-krat funkcyjnych z miarg bezatomowa oraz twierdzenie
1.26 w przypadku F-krat dyskretnych.

3.3.2 Ogolna charakteryzacja warunku 6(E) =0

Niech teraz E bedzie F-kratg oraz niech D bedzie podzbiorem E™ o nastepujacej wta-

Snosci:
dla kazdego x € E™ istnieje liczba )\, > 0 oraz t, € D takie, ze v > \;t,. (3.14)

Zbiory D o wlasnosci (3.14) pozwalaja w wielu przypadkach efektywnie wyznaczy¢ liczbe
0(E) (patrz lemat 3.8).

Przyktad 3.7

(1) Jesli zbior D jest idealem porzadkowo gestym w kracie E, to cze$¢ dodatnia DT
spelnia warunek (3.14). W szczegdlnosci, jesli ideal E, - elementow porzadkowo

ciagtych F-kraty F - jest porzadkowo gesty w E, to D = E; spelnia warunek (3.14).

(2) Niech E bedzie F-krata o-zupelna w sensie Dedekinda posiadajaca staba jedynke e,
oraz niech P(FE) oznacza algebre Boole’a projekcji porzadkowych na E. Wtedy z

twierdzenia aproksymacyjnego Freudenthala (twierdzenie 1.6) wynika, ze zbior
D={Pe: PeP(E)}

spelnia warunek (3.14).
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(3) Jesli E jest F-krata funkcyjna (tzn., ideatem porzadkowo gestym w Lo(S, X, ), gdzie
miara p jest o-skoriczona), to powyzszemu warunkowi (2) mozemy nada¢ bardziej
przejrzysta forme. Fundamentalnym faktem teorii funkcji mierzalnych jest mozliwosé
aproksymacji z dotu dowolnej funkeji 0 < f € Lo(p) przez ciag funkeji prostych,

nieujemnych postaci

fo = aixan, (3.15)
i=1

(mozna oczywiscie zalozy¢, ze wszystkie liczby a] sg Scisle dodatnie) oraz p(A}') < oo
dlai=1,2,..., gdzie A? € ¥ (patrz |21, wniosek z twierdzenia 1.6.3, str. 54|, por |21,
lemat IV 3.3, str. 139]).

7 rownosci (3.15) oraz z zalozenia, ze E jest ideatem wynika, jesli 0 # x € ET, to

istnieje liczba a > 0 oraz funkcja x4 € E takie, ze x > a - x 4. Stad otrzymujemy, ze
jesli E jest F-krata funkcyjng, to zbior

D:=E"={xa: AcY, u(Ad) <oo, xa€ E}

spelnia warunek (3.14).

W szczegdlnodci, jesli ideal E, jest porzadkowo gesty w E, to z powyzszego przyktadu

(1) wynika, ze zbior (E,)° réwniez spetnia warunek (3.14).

(4) Jesli F-krata E jest ideatem porzadkowo gestym kraty R, gdzie I' jest zbiorem
nieskoriczonym oraz e, jest y-tym wektorem jednostkowym kraty E, to zbiér D =

{e, : v €T}, spetnia warunek (3.14).
Nieco ogolniej, jesli F jest F-krata dyskretna, to zbiér elementéw dyskretnych F-

kraty F rowniez spetnia warunek (3.14). Wynika to wprost z definicji archimedesowe;j

kraty dyskretne;j.

Kolejny przyktad zbioru z wtasnoscia (3.14) podajemy w drugiej czesci ponizszego le-

matu.

Lemat 3.8 Niech E bedzie F-kratq liniowq oraz niech D bedzie podzbiorem E™, spetniajg-
cym warunek (3.14). Wtedy dla dowolnej funkcji g : D — (0,00) zachodzi réwnosé

6(E)=9(D):= inf z); 3.16
(E) (D) xelD\{o} r(g(z)z) ( )
w szczegdlnosci
0(F)=0(D):= inf x 3.17
(E) (D) xelD\{O}T( )s ( )

gdzie funkcja r jest okreslona w definicji 3.5.
W przypadku, gdy E jest F'-kratq dyskretng, oraz D oznacza ustalony maksymalny zbior

elementéw dyskretnych i parami roztgcznych w E, to
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(17) krata E zawiera izomorficzng kopie w wiedy i tylko wtedy, gdy 6(D) = 0,

(731) jesli istnieje stata s > 0 taka, zZe ||x|| = s dla kazdego x € D, to E nie zawiera kopii

w, przy czym §(E) > s.

Dowo6d. Poniewaz dla kazdego x € E mamy ||z|| = || |z| ||, to oczywiscie §(E) = §(E™),
zatem w dalszej czesci dowodu mozemy ograniczy¢ sie do badania elementow ET. Z inkluzji

D C FE oraz definicji funkcji 6 otrzymujemy natychmiast
(D) > 6(F). (3.18)

Z drugiej strony, na podstawie warunku (3.14), dla kazdego z € E istnieje element e, € D

oraz liczba A\, > 0 taka, ze

x> A€,
zatem
r(g(z) - x) = r(x) > r(e;) > §(D), (3.19)
wiec
0(E) > (D). (3.20)

Ostatecznie, z warunkow (3.19) oraz (3.20) otrzymujemy réwnosé (3.16). Rownosé (3.17)
dostajemy ktadac g(x) = 1 dla kazdego = € D.
Warunek (i) lematu wynika natychmiast z definicji kraty dyskretnej:
dla kazdego x € E™ istnieje liczba A\, > 0 oraz element dyskretny e, taki, ze x > \e,.
Warunek (ii) lematu wynika z warunku (i) oraz z twierdzenia (BPR).
Warunek (iii): rownosé ||z|| = s dla wszystkich € D oraz pewnego s > 0 implikuje,
ze dla kazdego elementu x € D mamy r(x) > s, a zatem z warunku (i) otrzymujemy, ze
d(F) = (D) > s > 0. Korzystajac teraz z twierdzenia (BPR) otrzymujemy, ze krata E

nie zawiera kopii w. W

Wynik przedstawiony w kolejnym lemacie jest istotny tylko wtedy, gdy miara p jest
bezatomowa, poniewaz w przypadku, gdy F-krata E jest dyskretna, mamy prostsza metode

wyznaczania 6(E) (twierdzenia 3.11, 3.12 oraz lemat 3.8).

Niech x4 oznacza funkcje charakterystyczna zbioru A wzgledem danego zbioru S. Przy-
pomnijmy, ze jesli funkcja f € Lo(p) ma nosnik o mierze dodatniej, to reprezentuje ona
niezerowy element kraty Lo(u), a dziatania na klasach abstrakcji wzgledem rownosci p-
prawie wszedzie redukujemy do dziatan na konkretnych reprezentantach. Przyktadowo, x4
jest reprezentantem klasy funkcji rownych p-prawie wszedzie z funkcja charakterystyczna

zbioru A; wowczas symbol 7(x4) oznacza liczbe r([x4]).
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Lemat 3.9 Jesli E jest F-kratq funkeyjng w Lo(S, %, 1), to dla dowolnej funkcji g : EY —

(0,00) zachodzg réwnosci
S(E) = 0(EY) = inf{r(g(A) - xa): AEYN, xa € FE,, 0< u(A) < oo} (3.21)

gdzie E® = {xa: A€, xa€ E, 0< pu(A4) < oc}.

W szczegdlnosci, dla g =1 mamy
S(E) =8(E%) =inf{r(xa): A€, xa € E,, 0< u(A) < oo} (3.22)

Dodatkowo, jesli ideat E, (elementéw porzadkowo cigglych w E) jest porzadkowo gesty
w E, to

§(E) = 8(Ea) = 6((Ba)°) = inf{r(g(A) - xa) : A€, xa € Eq, 0< u(A) < 00} =

=inf{r(xa): A€X, xa€E,, 0<pu(A) < oo} (3.23)

Dowd6d tego lematu jest oparty na nastepujacym fakcie, bedacym konsekwencja wtasno-
éci zbioru (E,)" opisanej w drugiej czesci przyktadu 3.7 (3): dla kazdego A € X takiego, ze
0 < pu(A) < oo oraz x4 € E istnieje zbior B C A taki, ze 0 < u(B) oraz xp € E.

Dowéd lematu 3.9. Kladac D = E° oraz stosujac lemat 3.8 otrzymujemy réwnosé

S(E) = 6(E). (3.24)

Jesli ideal E, jest porzadkowo gesty w F, to stosujac ponownie lemat 3.8 (dla D = E,)
dostajemy
8(E) = 6(E,), (3.25)

ale E, jest idealem w Lo(S,%, u) (bo ideatem w E), zatem zastepujac w réwnosci (3.24)
F-krate F przez E, otrzymujemy

5(Ea) = 3((E.)"). (3.26)

Poniewaz dla kazdego x € F oraz dla kazdego A > 0 mamy r(Az) = r(x), to z réownosci
(3.25) oraz (3.26) wynika, ze jesli g : (E,)° — (0,00) jest dowolng, funkcja, to

3(E) = 6(Ea) = 6((Ea)°) = inf{r(g(A) - xa) : A€, xa € Ea, u(A) < oo}
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Uwaga 3.10 Lemat 3.9 jest uzyteczny w wyznaczaniu 6(E), gdy F jest przestrzenia

Musielaka-Orlicza Laq(p), gdzie p jest miarg o-skoriczona (i bezatomowa). Pozwala
ono postuzy¢ sie elementami x 4 nalezacymi do czesci porzadkowo ciagtej Eaq(p) F-
kraty Laq(p). Wowezas liczba

pA = pm(t-xa) (3.27)

jest skoniczona dla dowolnego t € R, dzieki czemu w dowodzie twierdzenia 4.7 efektyw-
nie wyznaczamy F-normy elementéw y4 :=t-pa- x4, wystarczajace juz do obliczenia

d(La(p)) za pomoca warunku (3.23) lematu 3.9.

3.3.3 Charakteryzacja warunku 6(E) = 0 dla F-krat dyskretnych

Ponizsze twierdzenie podaje charakteryzacje dyskretnych F-krat zawierajacych dowol-

nie krotkie proste. Nie zakladamy w nim, ze E jest o-zupelna w sensie Dedekinda.

Twierdzenie 3.11 Niech E bedzie F-kratg dyskretng, oraz niech D oznacza maksymalny
zbidr elementow dyskretnych i parami roztgeznych. Jesli E posiada dowolnie krétkie proste

(4j. §(E) = 8(D) = 0), to
(i) E zawiera nietrywialne pasmo projekcyjne B, przy czym

(ii) pasmo B jest rozpigte na ciagu (f,) elementéw dyskretnych F-kraty E (tj. B =
lin{f, : n€N}), oraz

(7i1) pasmo B jest porzadkowo - topologicznie izomorficzne z kratq w wszystkich ciggow.
7Z twierdzenia 3.11 oraz czesci (ii) lematu 3.8 otrzymujemy natychmiast

Twierdzenie 3.12 Niech E bedzie F'-kratg dyskretng, oraz niech D oznacza ustalony mak-
symalny zbidr elementéw dyskretnych i parami roztgcznych w E. Wtedy nastepujgce warunki

5q rownowazne:
(i) E zawiera dowolnie krétkie proste (tj. §(E) = §(D) = 0),
(ii) E zawiera izomorficzng kopie przestrzeni (rzeczywistej) w,

(iii) E zawiera pasmo projekcyjne porzadkowo-topologicznie izomorficzne z F-kratg w.
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Dowéd twierdzenia 3.11. Niech D C E' oznacza maksymalny zbiér elementéw dys-
kretnych i parami roztacznych F-kraty E. Dla ustalenia tezy zalézmy, ze zbiér D jest

przeliczalny!: D = {ej, ez, ...}. Na podstawie zalozenia oraz lematu 3.8 (i) otrzymujemy

To oznacza, ze istnieje ciag elementow (x,,) taki, ze z, # 0 oraz
r(zy) — 0, przy n — oo. (3.28)
Oznaczmy A,, = supp(x,,), gdzie
supp(x) = {k € N : istnieje liczba A > 0 taka, ze || > Aey}

(patrz (1.2), rozdziat 1). Poloézmy Sy = (7O, A, i zdefiniujmy funkcje h : 2% — [0, o0]
wzorem

h(A) = :1612 r(en).

Z zalozenia, ze |x| > Ae dla kazdego k € supp(zy) wynika, ze r(x) > r(Xeg) = r(eg),
wiec r(z) > h(supp(x)). W szczegolnosei, 0 < h(A4,) < r(x,) dla kazdego n € N, wiec z

warunku (3.28) otrzymujemy
h(A,) — 0, przy n — oo.

Z wniosku 1.29 wynika teraz, ze ciag (A,) zawiera podciag (A,,) posiadajacy rozltaczne
rozdrobnienie zbiorami jednoelementowymi Dy, = {my}, gdzie my € A,,,. Oznacza to, ze
dla kazdego k € N istnieje liczba Ay > 0 taka, ze |2y, | > Arem,, gdzie m; < mg < ... <
mg < ...

Polozmy fi = e, (mamy wtedy fi A fi = 0 dla k # [). Elementy f; sa oczywiscie

elementami dyskretnymi F-kraty F. Poniewaz
r(fr) = r(em,) < r(Tm,) — 0, przy k — oo,

to mozemy dalej zaltozy¢, ze r(fi) < 2%, k=1,2,...,astad Y ooy r(fi) <1, wiec

o0
S sup [ fill < oc.

i teR

Dla kazdego ciagu () € w mamy zatem

S ltefil <D r(fi) < oo (3.29)
k=1 k=1

'Podobny wynik uzyskujemy w przypadku, gdy D jest dowolnym zbiorem nieskonczonym. Z dowodu
twierdzenia 3.11 wynika, ze postugujac si¢ definicja §(X) wybieramy przeliczalny podzbior zbioru D i na
nim dokonujemy konstrukcji pasma B.
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Poniewaz F-krata F jest topologicznie zupelna, to nieréwnosé (3.29) implikuje, ze szereg
> peq tefr jest zbiezny (bo absolutnie zbiezny) do pewnego elementu z € E. Z faktu,
ze clementy fj, sa parami rozlaczne oraz szereg > ;- txfi jest absolutnie zbiezny do z
otrzymujemy, ze element x jest jednoznacznie reprezentowany przez ciag (tx): jesli z =
220:1 tifr = 2211 t'1 fr, to t'y, = ) dla kazdego k € N.

Z jednoznacznosci przyporzadkowania ciagowi £ = (t) € w elementu Y _p-; t fr wynika,

ze mozemy utworzy¢ odwzorowanie h : w — E okre$lone wzorem
hE) =) trfe, €= (k). (3.30)
k=1

Dla kazdego k € N mamy fr > 0, wiec h jest operatorem liniowym dodatnim dziatajacym
z F-kraty w do F-kraty F, zatem z twierdzenia 1.14 wynika, ze

h jest operatorem ciggtym. (3.31)

Wykazemy teraz, ze h jest izomorfizmem kratowym.

(a) h jest iniekcjq.

Mamy h(¢) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy > 72 txfr = 0. Poniewaz elementy ciagu
(tx.fr) sa parami roztaczne, to dla kazdego j = 1,2, ...

> tef

k=1

0] = = |tifi+ > trfu| = It 5 (3.32)

k)

stad |t; f;] = 0, a wiec dla kazdego j € N mamy t; = 0, czyli £ = 0.
(b) h jest surjekcja na domknictq podprzestrzenn B F-kraty E. Wynika to z dwoch faktow:

(1) przestrzen w jest minimalna F-przestrzenia (tj. nie istnieje na w istotnie stabsza

- od naturalnej - topologia liniowa Hausdorffa [20, Theorem 4.1}),
(2) kazda ciggta iniekcja dzialajaca z przestrzeni minimalnej do ustalonej F-kraty

jest izomorfizmem? (tj. liniowym homomorfizmem).

7Z wtasnosci (2) otrzymujemy, ze B := h(w) jest zupelng podprzestrzenia F, zatem

podprzestrzenia domknieta.

(¢) Wykazemy teraz, ze h jest dodatkowo izomorfizmem kratowym (stad, B jest podkratq
F-kraty F).

*Niech T oznacza topologie naturalng przestrzeni w oraz niech T oznacza topologie F-kraty E. Z ciagtosci
operatora h otrzymujemy inkluzje 7, := h™'(75) C T, gdzie h™'(r5) = {h"'(U) : U € 1j5}. Klasa T,
jest oczywidcie topologig liniowg i jest ona Hausdorffa, bo h jest iniekcja. Z minimalno$ci w otrzymujemy
7, = T, zatem dla kazdego U € T istnieje dokladnie jeden zbior V € 7p taki, ze h™'(V) = U, tj.
(h"Y)"'(U) = h(U) =V € 7p, zatem h™" jest operatorem ciagtym, wiec homeomorfizmem.
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7 ortogonalnosci elementow ciagu (fx) i zbieznosci szeregu (3.30) dostajemy, ze dla

dowolnego § = (t;) € w zachodza réwnosci

O] = | tef
k=1

= lim
m—0o0

m
> tifi
k=1

m
A, )t

Tim Y ftefel = Y lfil = D [tlfs = h(ED),
k=1 k=1 k=1

a zatem, na podstawie lematu 1.13, h jest homomorfizmem kratowym.

Ostatecznie, wykazalismy w punktach (a), (b) i (¢), ze h jest izomorfizmem kratowym z
kraty w na B.

W dalszej czeéci dowodu wykazemy, ze B jest pasmem projekcyjnym w E. To, w
potaczeniu z faktem, ze h jest izomorfizmem kratowym, da nam dowédd wszystkich punktow
(1) - (ii1) naszego twierdzenia.

Poniewaz F-krata E jest dyskretna (a zalozyliSmy dla uproszczenia, ze maksymalny
zbiér elementow dyskretnych i parami roztacznych w E jest przeliczalny), to dla kazdego

elementu = € E7 istnieje ciag nieujemnych skalaréw ();) takich, ze
x = sup{Aje;, j €N},

tj. (na podstawie warunku Aje; A Agep = 0 dla j # k) mamy

n
xr = Sup{z Ajej, n=1,2,..} (3.33)
j=1
Z zalozenia, ze kazdy szereg » o, agen, jest zbiezny w E dla dowolnego ciagu (ay) C R

otrzymujemy istnienie w E elementu

oo
xp = Z)\jkejk (= supAj.ej,) € B. (3.34)
P keN

Jest teraz oczywiste, ze przyporzadkowanie ET 3> x = SUpjen Aj€j — > oreq Ajp€j, € BT de-
finiuje operator addytywny i dodatnio jednorodny Pp taki, ze Pf;, = Pp oraz
0 < Ppx < z, ktory rozszerza sie w sposob naturalny do projekcji porzadkowej dziata-
jacej z E do B = h(w). Mamy przy tym Ppu = u dla kazdego u € B, wiec B jest pasmem

projekcyjnym.
Na podstawie dowiedzionych juz wtasnosci (a), (b), (¢) otrzymujemy, ze pasmo B spelnia

warunki (7) - (7i7) naszego twierdzenia. W

Glowne twierdzenie tego rozdziatu, odnosnie problemu ortomorfizmoéw centralnych, mowi,
ze warunek §(F) = 0 dla dyskretnej F-kraty F pociaga istnienie ortomorfizmu niecentral-

nego na F. Implikacja w druga strone jednak nie zachodzi, co pokazuje przyktad 4.5.
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Twierdzenie 3.13 Jesli E jest F-kratq dyskretng zawierajgcqg izomorficzng kopie w (tj.
0(E) = 0: lemat 3.8 (i1)), to krata Orth(E) zawiera pasmo projekcyjne porzgdkowo izomor-
ficzne z kratqg w. W szczegdlnosci Orth(E) # Z(E).

Dowédd. 7 twierdzenia 3.11 wynika, ze krata F zawiera pasmo projekcyjne B izomorficzne
porzadkowo z krata w. Na podstawie przyktadu 2.22 (a) mamy Orth(w) # Z(w). Teraz

stosujemy lemat 3.1. H

3.3.4 Charakteryzacja warunku §(F) = 0 dla bezatomowych
F-krat funkcyjnych

Ponizsze twierdzenie jest bezatomowym odpowiednikiem twierdzenia 3.12 i bedzie sto-

sowane w czeéci dowodu twierdzenia 3.16.

Twierdzenie 3.14 Niech (S, X, p) bedzie przestrzeniqg miary z miarg p-bezatomowq i o-
skoniczong, oraz niech E C Lo(S, %, ) bedzie F-kratq funkcyjng, (tj. ideatem w Lo(S, %, )

z F-normaq || - ||z monotoniczng). Wéwczas nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) E zawiera izomorficzng (tj. liniowo-homeomorficzng) kopie w,
(11) E zawiera kratowo-topologiczng kopie w.

Uwaga 3.15 Z dowodu tego twierdzenia wynika, ze wystarczy przyjac nieco stabsze

zatozenie: dla kazdego A € X takiego, ze u(A) > 0 istnieje podzbior A C A taki, ze
A% € ¥ oraz 0 < pu(A%) < co.

Dowéd twierdzenia 3.14. Oczywiscie wystarczy wykazac¢ implikacje (1) = (i7).

Dla skrocenia oznaczen, jesli g € Lo(S, %, u), to symbolem g oznacza¢ bedziemy klase
abstrakeji w Lo(S, 3, ) wyznaczona, przez funkcje g.

Warunek (i) jest rownowazny z warunkiem, ze krata E zawiera dowolnie krotkie proste
(twierdzenie (BPR)). Z dowodu [41, Proposition 4.2.7] oraz z faktu, ze E jest idealem w
Lo(S, %, ) wynika, ze istnieje ciag (fn) € Lo(S, %, ) funkeji p-mierzalnych takich, ze dla
kazdego n € N mamy f, € E oraz

> " r(fa) < o0, (3.35)
n=1

i ciag (f,) rozpina® podprzestrzen domknieta w E izomorficzna z w: szereg Y oo ; ty [y jest

zbiezny w E wtedy i tylko wtedy, gdy (¢,) € w.

*W dowodzie [41, Proposition 4.2.7] wykorzystuje si¢ mocniejszy warunek niz (3.35), gwarantujacy, ze
ciag (fn) rozpina podprzestrzern izomorficzng z w : (fn+1) < ir(fn), n=12,...
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Zdefiniujmy zbiory A, € ¥ wzorem A, = supp(fn), n = 1,2,...; wtedy oczywiscie
w(A,) > 0. Poniewaz przestrzen miary jest o-skoriczona, to dla kazdego n € N istnieje
podzbior A% C A, taki, ze 0 < p(AY) < co. Z twierdzenia 1.24 wynika, ze istnieje ciag
(D) C X taki, ze D,, C AY, u(Dy,) >0dlan=1,2,...oraz DN D; = dla k # [.

Potézmy teraz g, := fn - xp,, n = 1,2, ..., gdzie xp oznacza funkcje charakterystyczna
zbioru D. Wtedy supp(g,) = Dy, (bo D, C AY C A,, n=1,2,...) oraz |gk| A |g/| = 0 dla
k#1,nk1eN.

Dla tak zdefiniowanego ciagu (g,) zachodza nieréwnosci |gn| < |fn| p-wszedzie, wiec
Gl < [Fal, @ zatem [Galls = | (Gl Is < | (Fol I = | G s, skad r(@) < r(Fo),
n=1,2,.... Stad oraz z warunku (3.35) otrzymujemy

> r(gn) < 0. (3.36)
n=1

Dla kazdego ciagu (t,) € w mamy Y 2, [[taGnlle < Y opeq7(9n), zatem warunek (3.36)
implikuje, ze szereg > o | tngn jest absolutnie zbiezny w E.

7 faktu, ze funkcje g, sa parami roztagczne wynika natychmiast, ze réwniez elementy g,
sa parami rozlaczne, wiec odwzorowanie h : w — E postaci h((tn) = D ooy tnGn jest
izomorfizmem kratowym, wiec ciaglym. Poniewaz krata w jest przestrzenia minimalng
(|20, Theorem 4.1]), to (na podstawie wlasnosci (b) (2) w dowodzie twierdzenia 3.11) obraz
h(w) jest domkniety w F, zatem h jest homeomorfizmem [41, Theorem 2.3.2|. To oznacza,

ze odwzorowanie h jest izomorfizmem kratowo-topologicznym. B

Ponizsze twierdzenie jest istotne tylko w przypadku bezatomowych F-krat funkcyjnych,
poniewaz dla F-krat dyskretnych E mamy mocniejszy wynik: Orth(FE) zawiera pasmo

projekcyjne izomorficzne porzadkowo z krata w (twierdzenie 3.12).

Twierdzenie 3.16 Niech E bedzie F-kratq o-zupetng w sensie Dedekinda z wtasno$cig
o-Fatou. Jesli B zawiera kratowo-topologiczng kopie w w przypadku ogdlnym, lub E jest F'-
kratg funkcyja i@ zawiera (liniowo-)topologiczng kopie w, to krata Orth(E) zawiera kratow-

topologiczng kopie w:

e istnieje cigg parami ortogonalnych projekcji porzadkowych (Pj) taki, Ze dla kazdego
ciggu (t;) € w oraz dla kazdego x € E szereg 3 72, t;Pjx jest punktowo zbiezny i

definiuje pewien ortomorfizm T na E; odwzorowanie

oo
w3 (t) — thPj € Orth(E) (zbieznosé punktowa w E)
j=1

jest izomorfizmem kratowym z w w Orth(E). W szczegdlnosci Orth(E) # Z(E).

Dowéd Jesli E jest F-krata funkcyjna i zawiera liniowo-topologiczng kopie w, to na

podstawie twierdzenia 3.14 krata E zawiera kratowo-topologiczng kopie w, tzn. istnieje

70



ciag (y;) dodatnich i parami roztacznych elementéw kraty w taki, ze dla kazdego ciagu
(tj) € w szereg Z;L tjy; jest zbiezny w E, a odwzorowanie ¥ : w — E okreslone wzorem
W((t;)) = >_52 tjy; jest izomorfizmem kratowo-topologicznym.
Z zalozenia, ze E jest o-zupelna w sensie Dedekinda, (wiec ma wtasnosé¢ (PPP)) otrzy-
mujemy, ze na kazde pasmo yjdd istnieje projekcja porzadkowa P; : B — yjdd postaci
Pjx = sup(xz A ny;), gdzie x > 0. (3.37)
neN
Poniewaz z zalozenia elementy ciagu (y;) sa parami rozlaczne, wiec na podstawie [33,
Theorem 19.3 (i4)], mamy y;% N y,% = {0}, dla j # k. Skoro Pj(E) = y;% oraz Py(E) =
Y% to z [33, Theorem 30.1, por. str. 181] wynika, ze P;P, = 0, zatem elementy ciggu
(Pj) sa parami roztaczne.

Wykazemy teraz, ze ciag (Pj) rozpina kopie kratowa w. W tym celu pokazemy najpierw,
ze dla kazdego ciagu (t;) € w™ oraz dla kazdego x € E szereg Z;’il t; Pjx jest topologicznie
zbiezny w E, tj. (patrz (3.37)) szereg >, t;sup,en(z A ny;) jest zbiezny.

Przypusémy, przeciwnie, ze istnieje ciag (t;) € w' oraz element x € ET \ {0} takie,
7e szereg Z;il t;Pjx nie jest zbiezny, a zatem ciag sum czeSciowych Si = Z?Zl tjPjx,
k = 1,2, ... nie spelnia warunku Cauchy’ego. Istnieje wiec liczba g9 > 0 oraz rosnacy ciag

liczb naturalnych (k,) takie, ze

k'r+1
Z tiPjx|| > e, r=1,2,..; (3.38)
j:k/'r‘“l
réownowaznie (patrz 3.37))
k7‘+1
Z ti(sup(x Any;))|| > eo, 7=1,2,....
=k 41 neN

Ustalmy r € N i oznaczmy
A ={k + 1,k +2,.. kry1},

Vo= t;P,
JEA,

W,.(n) = Z ti(x Any;), n=1,2,...
JEAr

Wprost z definicji V;. i z rownosci (3.37) otrzymujemy
Vi, >We(n), n=1,2,.. (3.39)

Poniewaz elementy z,y; sa nieujemne oraz t; € R*, to W,.(n) < W, (n+1) dla kazdego n €
N, wiec z faktu, ze krata E jest o-zupelna w sensie Dedekinda wynika, ze ciag (W;(n))o,

jako rosnacy i ograniczony z gory (patrz (3.39)), posiada supremum W, € E. przy czym

V, > W, >W,(n), n=1,2,...,. (3.40)
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Z nieréwnosci (3.40) oraz definicji elementow W, (n) otrzymujemy nieréwnosci
Vi > W, > tj(xz Anyj), dla wszystkich j € A, oraz n=1,2, ... (3.41)

Z drugiej strony, na podstawie relacji (3.37) mamy t;(x A ny;) T t;Pjz, przy n T oo, zatem
z nieréwnosci (3.41) otrzymujemy
V, > W, >t;Pjz, j € A, (3.42)
Z faktu, ze elementy t;P;z, j € A, s3 parami rozlaczne wynika, ze
Vo> W, > sup t;Pjz =Y t;Px =V,
JEAr jEA,

a zatem

V., = W, = sup{W,(n), n € N}. (3.43)

Stosujac teraz wlasnoéé¢ o-Fatou do nieréwnosci (3.38) oraz rownosci (3.43) dostajemy

c0 < Vil = Il sup Wi ()| = sup [ W, (m), 7 = 1,2, .. (3.44)
neN neN

zatem (poniewaz ciag liczb (||[WW,.(n)]|)52; jest niemalejacy) istnieje liczba naturalna n, taka,
ze ||Wr(n,)|| > eo, tj.

Z ti(x Anyy;)|| > eo, (3.45)
JEA,

ale  An,y; < npyj dla j € A, wiec z nieréwnosci (3.45) otrzymujemy dalej nieréwnosé

> (tine)ys|| > o (3.46)
JEA,
Wykazalismy zatem, ze dla kazdego r € N istnieje liczba n, € N taka, ze zachodzi nier6wnos¢
(3.46). Stad wynika, ze szereg > 21 > ic 4 (tjnr)y; nie spetnia warunku Cauchy’ego, wige
nie jest zbiezny w E, co jest sprzeczne z wlasnoscig ciagu (y;)-

W ten sposob wykazalismy, ze dla kazdego @ € E™ oraz dla kazdego ciagu (¢;) € wt
szereg Z;L t;Pjx musi by¢ zbiezny, zatem szereg ten jest zbiezny dla dowolnego z € E
oraz (t;) € w.

Zbieznosc szeregu » 22 t; Pja dla dowolnego (t;) € w pozwala zdefiniowa¢ endomorfizm

T kraty E wzorem

m—00 4

T(x) = lim (i tjPjx), x € E. (3.47)
j=1

Poniewaz dla kazdego m € N operator Z;n:l t;P; jest ortomorfizmem, to z lematu 2.20
otrzymujemy, ze T' jest rowniez ortomorfizmem. Stad wynika, ze funkcja f : w — Orth(E)

okreslona wzorem

o0
f((t;)) = thPj (zbieznos$¢ punktowa szeregu w F) (3.48)
j=1
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jest dobrze zdefiniowana. W dalszym ciaggu wykazemy, ze f jest izomorfizmem kratowym.
Odwzorowanie f jest homomorfizmem kratowym: dla kazdego x > 0 elementy P;x sa

parami ortogonalne, wiec

@) =13 tP@)| = lim |3t ()] =
i=1 j=1

o0

= 1im S P @) = 3 151P ) = F((I15) @), (3.49)
j=1

j=1
zatem |f(t)| = f(|t|) dla kazdego t € w. Ponadto

oo
Ker(f) = {t = (t;); > t;P; =0 (zbieznos¢ punktowa)} = {0},
j=1

poniewaz z warunku (3.49) natychmiast wynika, ze Z;’il tjPjz = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy >°72, || Pjz = 0 dla kazdego x € E*, a zatem |t;|Pjz = 0 dla kazdego j = 1,2, ... oraz
z € ET; w szczegolnosei ktadac @ = y; otrzymujemy |¢;]|P;(y;) = |tly; = 0, skad [t;] =0
dla kazdego j € N, a zatem t = (t;) = (0)72; = 0.

Otrzymalismy, ze f jest izomorfizmem kratowym z w na podkrate Orth(E) rozpieta na
ciggu (P;) parami roztacznych projekcji porzadkowych w E.

Rozwazmy teraz przyktadowy ortomorfizm dodatni T postaci
o0
T=) iF
j=1

(zbieznos¢ punktowa w E). Na podstawie implikacji (i44) = (i) w lemacie 3.2 otrzymujemy,
e T € Orth(E)\ Z(E). I.

3.4 Ortomorfizmy w F-kratach niezawierajacych izomorficz-
nej kopii w

Z twierdzen 3.12, 3.16 oraz (BPR) wynika, ze dalsze badania réownosci Orth(E) = Z(E)
mozemy ograniczy¢ do przypadku, gdy dana F' krata E nie zawiera izomorficznej kopii w.
W ponizszym lemacie wskazujemy, ze jesli E nie zawiera izomorficznej kopii w, to liczbe

d(F) mozna wyznaczy¢ za pomoca elementéw sfer pewnych kul w E.

Lemat 3.17 Niech E bedzie F-kratq. Jesli 6(FE) > 0, to dla kazdej liczby 0 € (0,6(F))
oraz dla kazdego x € E \ {0} istnieje liczba ty > 0 taka, ze

ts - 2|5 = 0. (3.50)

W szczegdlnosci, zbior Gy = {g € ET : ||g|lg = 0} spetnia warunek (3.14): dla kazdego
x € ET istnieje liczba N\, > 0 oraz g € Gy takie, ze x > \; - g, a zatem §(E) = §(Gy).
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Dowo6d. Niech z € E'\ {0}. Rozwazmy funkcje
fo(t) = It - 2, t €0, 00).

Ustalmy 6 € (0,0(F)). Funkcja f, jest ciagta, fz(0) = 0 oraz lim, o fz(t) = r(z) >
d(F) > 6 > 0. Poniewaz funkcja f, jest niemalejgca i ciagha, to istnieje liczba t' > 0 taka,
ze f(t') >0 >0= f,(0). Z wlasnosci Darboux wynika, ze istnieje liczba t, € (0,t') taka,
e fo(te) = 0, czyli |ta - 2]l = 0.

Niech teraz, dla ustalonego y € ET \ {0}, liczba ¢, spelnia réwnanie ||t, - y||p = 0.
Woéwezas, dla g = tyy € Gp mamy y = i - g, zatem spelniony jest warunek (3.14) dla
A=2.1

ty "

7 lematu 3.17 wynika natychmiast, ze mozemy poszukiwa¢ mniejszego podzbioru D
zbioru Gy, nadal spelniajacego warunek (3.14), skad otrzymalibysmy rownosé §(D) = 6(E).
Ustalony taki podzbioér bedziemy oznaczaé¢ symbolem Dy. Za jego pomoca definiujemy

funkcje g¢ : [0,1] — R wzorem

eo(t) = sup ||t - 2|, (3.51)
teDg

ktorej ciaglos¢é w zerze okazuje sie waznym elementem badania struktury kraty Orth(E).

Ponizsze twierdzenie jest gtéwnym wynikiem tego podrozdziatu. Podaje w nim warunek
wystarczajacy - (%) - na zachodzenie rownosci Orth(E) = Z(FE); za jego pomoca mozna w
konkretnych przypadkach sprawdzi¢, czy dana F-krata posiada ortomorfizmy niecentralne
(twierdzenia 3.27 oraz 4.2). Warunek ten przetestowatam zar6wno na ciagowych przestrze-
niach Musielaka-Orlicza (twierdzenia 3.27 4.2 (b), wniosek 4.3, stwierdzenie 4.30, przyktad
4.43), jak i bezatomowych (wniosek 4.17, twierdzenie 4.21).

Twierdzenie 3.18 Niech E bedzie F-kratg. Dla ustalonej dodatniej liczby 0 niech Dy
oznacza podzbior ET spetniajacy warunek (3.14), przy czym ||| = 0 dla kazdego € € Dy.
Wtedy

(i) E nie zawiera izomorficznej kopii w; przy tym 6(E) = 6(Dy) > 0;
(11) warunkiem wystarczajgeym na zachodzenie réwnosci
Orth(E) = Z(E)
jest warunek:

(%) funkcja ¢y okreslona na przedziale [0,1] wzorem

eo(t) = sup |||
§€Dy

jest ciagta w zerze.
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Uwaga 3.19 Warunek (x) nie jest na ogot koniecznym na zachodzenie réwnosci

Orth(E) = Z(FE), co wynika z przyktadu 4.43. W stwierdzeniu 4.30 pokazujemy
jednak, ze warunek (%) jest konieczny w pewnej (dos¢ waskiej) klasie przestrzeni

Musielaka-Orlicza.

Uwaga 3.20 (a) Ciaglos¢ funkcji ey w zerze jest rownowazna topologicznej ograniczonosci

zbioru Dy (tj. warunek A\, — 0 dla ciagu liczb rzeczywistych (A,) implikuje topolo-
giczna zbieznosé do zera ciagu (A\,&,) dla dowolnego ciagu (&,) C Dp).

(b) Z lematu 3.8 (i¢) wynika natychmiast, ze na zachodzenie warunku (7) w twierdzeniu
3.18 wystarczy, aby zbior D\ {0} spelniajacy warunek (3.14) byl oddzielony od zera,

co jest oczywiscie stabszym zatozeniem od przyjetego w pracy.
Uwaga 3.21 Zauwazmy, ze gdy 6(E) = 0, to rozwiazanie rownania (3.50) moze nie istniec.

Przyktadowo, jedli £ = w oraz e, oznacza n-ty wektor jednostkowy przestrzeni w, to

dla kazdego 6 > 0 oraz kazdego t € R réownosé (3.50) zachodzi tylko dla skoriczonej

ilogci elementow zbioru D, poniewaz dla kazdego t € R mamy ||te, ||z = %%}ﬂ <
Dowo6d twierdzenia 3.18. Warunek (i) wynika wprost z warunkow (i¢) oraz (iii) lematu
3.8.
Przypusémy, ze spelniony jest warunek (ii) naszego twierdzenia, oraz ze istnieje nieujemny
ortomorfizm T € Orth(E) \ Z(FE). Na podstawie lematu 3.2, istnieje ciag (y,) C ET \ {0}
taki, ze Tv > n - v dla wszystkich v € [0,y,] dla n = 1,2,.... Z warunku (3.14) wynika,
ze dla kazdego n € N istnieje liczba A, > 0 oraz &, € D takie, ze \,&, € (0,y,], a zatem
T(Angn) >n: An&ny Stadd Tgn >n- gny tj-

T (fn> > &, dlan=1,2,..,. (3.52)

n

Na podstawie zatozenia (i) mamy

Hl& §&<1>%0’ (3.53)
n n

wiec
1
—&, — 0. (3.54)
n

Wiemy, ze ortomorfizm T jest ciagly (gdyz jest dodatni na F-kracie E: twierdzenie 1.14),

z warunku (3.52) dostajemy jednak, ze

HT<5OHZH&H—3>Q n=1,2, .., (3.55)
n

75



co przeczy ciagltosci ortomorfizmu 7. Stad wynika, ze warunek T' € Orth(E) \ Z(E) jest
fatszywy, zatem musi by¢ Orth(E) \ Z(E) = (), wiec Orth(E) = Z(E) jak twierdzimy. W

Twierdzenie 3.18 wskazuje, ze uzytecznym narzedziem do badania réwnosci
Orth(E) = Z(E) (3.56)

jest funkcja ey zdefiniowana dla ustalonego zbioru Dy spelniajacego warunek (3.14): cigglosé
funkcji eg w zerze implikuje warunek (3.56). Jest jasne, ze ciagtosé¢ funkcji 9 w zerze moze
zalezeé¢ zaréwno od konkretnej wartosci 6, jak i zbioru Dy. Powstaja zatem naturalne

pytania:

(1) Czy wszystkie liczby 6 € (0,00) pozwalajq poprawnie zdefiniowaé funkcje ep ¢

(2) Jak maly - w stosunku do zbioru Gy - moze byé zbiér Dy ?

Z nier6wnosci (3.14) wynika, ze zbior Dy powinien by¢ porzadkowo gesty w E (t;]. ng =F),
a zatem w przypadku, gdy F-krata E jest dyskretna nie powinien by¢ mniejszy niz zbiér

atomow F-kraty E.

Ponizszy lemat jest uzupelnieniem lematu 3.17 i jest odpowiedzia na pierwsze pytanie.
Dla niepustego podzbioru A C E'\ {0} definiujemy zbiér C'(A) 'dopuszczalnych elemen-

tow 0 wzgledem A’ jako zbior tych 6 > 0, dla ktérych istnieje rozwiazanie réwnania
|tz - 2lle =0, (3.57)

dla wszystkich x € A, tj.
C(A) = () Cla), (3.58)

€A
gdzie
C(z) = {6 > 0 : réwnanie (3.57) ma rozwiazanie t, € RT}.
Lemat 3.22 Niech D oznacza dowolny, ustalony podzbior F-kraty E spelniajgcy warunek
(3.14). Przyktadowo,

(1) jesli E jest F-kratg funkcyjng (tj. ideatem porzgdkowo gestym pewnej kraty Lo(S, %, ),
to
D:EOZ{XA7 A€y, 0<M(A)<Ooa XAEE}v

(13) jesli E jest F-kratg dyskreing, to D sktada sie z elementow dyskretnych tej kraty.

Jesli E nie zawiera izomorficznej kopii w, to zbior C(D) jest niepusty. Doktadniej, zachodzg
mkluzje
C(D) 5 C(E) > (0,0(E)),

przy czym int(C(E)) = (0,6(F)).
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Dowo6d. Zbiory D 7z punktoéw (i) oraz (ii) sa opisane w przyktadzie 3.7, punkty (3) oraz
(4). Pierwsza inkluzja jest oczywista. Ponadto, na podstawie twierdzenia (BPR) mamy
I(E) > 0.

Dla z # 0, niech f, oznacza funkcje ciagta na R postaci fz(t) = [|tz| g.

Jesli §(FE) = oo, to r(x) = oo dla kazdego = # 0, wiec z faktu, ze kazda funkcja
fz posiada wlasnosé Darboux wynika, ze f,(R") = RT, a zatem réwnanie (3.57) posiada
rozwigzanie t, € (0,00) dla kazdego 6 > 0. Stad C(z) = R* dla kazdego = # 0, wiec
C(E)=R* =(0,0(F)).

Jesli §(F) < oo, to z definicji C'(E) oraz powyzszego opisu przypadku r(z) = oo
wynika, ze wystarczy rozpatrzeé tylko te x # 0, dla ktorych r(z) < oo. Poniewaz kazda
funkcja f, jest niemalejaca na RT, to z ciagtosci f, (stosujac ponownie wlasno$é Darboux)
otrzymujemy inkluzje f.(RT) D (0,7(x)), wiec fz(RT) D (0,6(E)) (bo r(z) > 6(FE)). Stad
C(z) D (0,6(FE)) dla kazdego « € E \ {0}, a zatem C(E) D (0,4(E)).

Rozwazmy teraz przypadek 6 > 0(E). Na podstawie definicji 6(E) otrzymujemy: ist-
nieje liczba v > 0 oraz element x, € E \ {0} takie, ze r(z,) < d(F) + v = 6, a zatem
dla kazdego t > 0 mamy f, (t) = |[tz,||p < 7(2,) < 0, wigc réwnanie (3.57) nie posiada
rozwigzania ag; stad 6 ¢ C(E). Oznacza to, ze wnetrze zbioru C(F) jest rowne (0,0(FE))
jak twierdzilismy. W

W twierdzeniach dotyczacych speliania warunku Orth(E) = Z(F) wykorzystujemy
ciaglos¢ w zerze pewnej funkcji f definiowanej za pomoca rodziny F = {f¢, & € A} - funkcji
skalarnych budowanych na elementach dyskretnych danej kraty dyskretnej FE (twierdzenia
3.18 oraz 4.2). Okazuje sie, ze czesto ciaglosé w zerze funkcji f jest rownowazna warun-
kowej zwartoéci rodziny F. Mimo, ze wlasnosci tej nie wykorzystujemy w sposéb jawny
(por twierdzenie 4.15 oraz wniosek 4.18), to jest ona interesujaca sama w sobie i dlatego

omawiamy ja w kolejnym lemacie.

Lemat 3.23 Niech F = {f¢,§ € A} bedzie rodzing funkcji parzystych okreslonych na
odcinku [—1,1]. Zalézmy, ze kazda z tych funkcji jest niemalejaca na [0,1], przy czym
fe(0) =0 oraz fe(1) = 1. Wowczas: rodzina F jest jednakowo ciggla w zerze wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcja f okreslona wzorem f(t) = supgcy fe(t) jest ciggla w zerze.

Ponadto, jesli funkcje fe sq subaddytywne na [0,1], to nastepujgce warunki sq réwno-

wazne:
(1) funkcja f jest ciggta w zerze (a wiec rodzina funkcji F jest jednakowo ciggta w zerze),
(13) funkcja f jest ciggla na odcinku [0, 1],

(7i1) rodzina F jest jednakowo ciggla,

(iv) rodzina Fy = {f§|[0 1 ¢ € A} jest podzbiorem relatywnie zwartym w CI0, 1].

77



Dowdd. Z definicji 1.2 wynika, ze rodzina F jest jednakowo ciagla w zerze wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcja f(t) = supgcy fe(t) jest ciagla w zerze.

(73) = (7). Ta implikacja jest oczywista.

(i) = (4i). Poniewaz funkcje f¢ sa subaddytywne, to funkcja f jest réwniez subaddy-

tywna. Stad
f(t) = f(t —s+s) =sup fe(t — s+ 5) <sup(fe(t —s) + fe(s)) <
§eA €A
< sup fe(t — 8) + sup fe(s) = F(t — ) + () (3.59)
£eA &cA

Zamieniajac teraz zmienne ¢ oraz s rolami otrzymujemy

fls) < fls =)+ f(t) = f(t =) + (D). (3.60)

Laczac nieréwnosci (3.59) oraz (3.60) otrzymujemy

—f(t=s) < f(t) = f(s) < f(t = ).

Mamy zatem
[f(t) = ()] < ft—s),
wiec przy t — s dostajemy, ze f(t) — f(s), stad funkcja f jest ciagla, co dowodzi naszej
implikacji (i) = (i1).
(7i1) = (7). Ta implikacja jest oczywista.

(i1) = (4i1). Poniewaz funkcje f¢ sa subaddytywne, to prawdziwe sa nieréwnosci

fe(t) < fe(t = s) + fe(s) < f(E = 5) + fe(s). (3.61)

Zamieniajac rolami zmienne t oraz s otrzymujemy

Je(s) < fe(s =) + fe(t) < fs = 1) + [fe(2). (3.62)

Laczac nierownosei (3.61) oraz (3.62) otrzymujemy

[fe(t) = fe(s)] < f(t —s).

Zatem

sup | fe(t) — fe(s)| < f(t — ),

€eA

wiec z ciaglodci funkcji f w zerze dostajemy jednakowsa ciagtosé¢ rodziny F.
(i1i) < (iv). Poniewaz funkcje fr sa monotoniczne i nieujemne, to s3 ograniczone z
gory przez 1 oraz z dotu przez 0. Na podstawie twierdzenia Arzeli-Ascoliego, warunek (7i7)

jest rownowazny z warunkowa zwartoscia zbioru Fy jako podzbioru C10,1]. B

78



Uwaga 3.24 Niech E bedzie F-krata z F-norma || - | g, oraz niech Dy oznacza podzbior

E* spelniajacy warunek (3.14), przy czym dla kazdego £ € Dy mamy |¢||g = 6.
Rozwazmy funkcje fe postaci fe(t) = ||t€]|, t € [0,1]. Poniewaz kazda z tych funkcji
jest subaddytywna, to z lematu 3.23 wynika, ze funkcja €g zdefiniowana w twierdzeniu
3.18 (eg(t) = supgep, fe(t)) jest ciagta (w zerze) wtedy i tylko wtedy, gdy rodzina
F = {fe}eep, jest podzbiorem relatywnie zwartym w C[0, 1].

Pierwsze zastosowanie warunku (%) twierdzenia 3.18 otrzymujemy dla tzw. krat p-
banachowskich.
Niech p € (0,1]. Przypomnijmy [41, Chapter 3], ze F-norma || - || na F-przestrzeni X

jest p-jednorodna, jesli warunek (iv) w definicji 1.1 zastapimy warunkiem
(") ||tz|] = |tP||z]|, dla wszystkich z € X, ¢t € R;

wtedy (X, | - ||) nazywamy przestrzenia p-banachowska. Elementarnymi przyktadami sg tu
przestrzenie Banacha oraz przestrzenie L,(u). Ponadto, analizujac przyktady przestrzeni
p-Banacha zawarte w monografii [41]| tatwo zauwazy¢, ze sa to funkcyjne F-kraty. To

upowaznia do wprowadzenia nastepujacej definicji:

Definicja 3.25 F-krate E z F-normag p-jednorodng, gdzie p € (0,1], nazywamy kratg p-

Banacha.

Niech E = (E,|| - ||) bedzie krata p-Banacha, oraz niech D = {z € E, |z|| = 1}.
Wtedy zbior D = D; spelnia oczywiscie warunek (3.14) oraz funkcja e wyznaczona przez
D jest postaci €1(t) = sup,cp |[tz]| = tP, t € [0, 1], wiec jest ciagla w zerze. Stad oraz z
twierdzenia 3.18 otrzymujemy natychmiast wniosek uogélniajacy nieco wynik Luxemburga
2.7.

Wniosek 3.26 Jesli E jest kratq p-Banacha, gdzie p € (0,1], to Orth(E) = Z(E).

Ponizsze twierdzenie jest dyskretna wersja twierdzenia 3.18.

Twierdzenie 3.27 Niech E bedzie F-kratg dyskretnag, przy czym D = {d¢ : £ € A} ozna-
cza maksymalny zbior elementow dyskretnych i parami roztgeznych F-kraty E.

Jesli 5(D) > 0 (tj. E nie zawiera izomorficznej kopii w: lemat 3.8 (ii)), to dla kazdej
liczby 6 € (0,6(E)) istnieje uktad liczb dodatnich (ag)eca taki, Ze

(1) |lagde||E = 0 dla kazdego & € A.
Jesli przy tym funkcja €g(t) = supgey taede||r, t € [0,1], jest ciggla w zerze, to

(ii) Orth(E) = Z(E).
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Dowod. Czesé (i) naszego twierdzenia wynika bezposrednio z lematu 3.22.

Potozmy teraz Dy = {agde : & € A}. Zbior Dy spelnia zalozenia twierdzenia 3.18,
zatem warunek (i) naszego twierdzenia jest konsekwencja warunku (i7) twierdzenia 3.18.
]

Z rownowaznosci zaprzeczeni warunkow (i) oraz (iv) twierdzenia 3.3 otrzymujemy kry-

terium na to, aby kazdy ortomorfizin danej kraty dyskretnej byt centralny.

Twierdzenie 3.28 Niech E bedzie F-kratg dyskretng. Zatdzmy, ze F-norma na E jest
porzgdkowo cigglta i maksymalny zbior D elementow dyskretnych i parami roztgcznych jest

przeliczalny: D = {e, : n € N}. Wtedy nastepujace warunki sq réwnowazne:
(1) Orth(E) = Z(E),

(11) dla kazdego $cisle rosngcego ciggu (ng) C N istnieje cigg (vr) € w taki, Ze szereg

Y pe Tgen, jest zbiezny, ale szereg > oo | kxyen, jest rozbiezny.
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Rozdzial 4

Ortomorfizmy w niebanachowskich
F-kratach Musielaka-Orlicza

Wyniki otrzymane w twierdzeniach poprzedniego rozdzialu zastosujemy do przestrzeni
Musielaka-Orlicza. Na koniec podajemy konkretne przyktady ciagéw funkcji Orlicza & =
(¢n) takich, ze £® nie zawiera kopii w, ale Orth(£®) # Z(£2).

4.1 Ortomorfizmy w F-kratach Musielaka-Orlicza zawieraja-
cych kopie w

Zawieranie przez dana F-krate Musielaka-Orlicza kopii w mozna wyrazi¢ za pomoca
wtasnosci funkeji Musielaka-Orlicza, co pozwala w tym przypadku tatwo zweryfikowaé ist-

nienie ortomorfizméw niecentralnych na takiej kracie (twierdzenia 4.2, 4.10).

4.1.1 Przypadek ciaggowych przestrzeni Musielaka-Orlicza

Ponizsze twierdzenie 4.2 jest podstawowym twierdzeniem o ortomorfizmach w klasie
niebanachowskich ciagowych przestrzeni Musielaka-Orlicza. Jego dowod oparty jest na

nastepujacej charakteryzacji parametru 6(£%).

Lemat 4.1 Niech ® oznacza cigg (pn) rosngeych i cigglych funkcji Orlicza. Potdzmy
(Pn(oo) = limy 00 Spn(t)' Wiedy

O(¢%) = inf pn(o0), (4.1)

Dowéd. Niech D = {e,, n € N}, gdzie e, oznacza n-ty wektor jednostkowy. Oczywiscie

D jest maksymalnym podzbiorem ¢® elementéw dyskretnych i parami roztacznych.
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Wykazemy, ze dla kazdego n € N zachodzi réwnoé¢

r(en) = ¢n(00).

Z postaci pp wynika, ze dla dowolnych ¢, A > 0 mamy

(5)-- ()

zatem

ten ) t
Iten||le = inf{\ >0, ps <i> <A} =inf{A >0, ¢, ()\) < A}

Potozmy p,, := pa(ten) = pn(t), oraz

Yn =1 - Pn-€n, Nn=12 ..

Wtedy

tpne

o () = oo (225) = purer) = onlt) =
Pn Pn
zatem
()
pe\ — | = Pn-
Pn
Zgodnie z definicja F-normy || - |¢, z warunkow (4.3) oraz (4.6) otrzymujemy
[ynlle = pn = @n(t),
wiec
tpnenlle = ©n(t),

czyli

[ten(tenlle = on(t).

(4.8)

Poniewaz funkcje ¢, sa rosnace i dodatnie (dla ¢ > 0), to warunek ¢ 1 co implikuje, ze

ton(t) Too, n=1,2,..

Stad dostajemy zgdang rownosé

4.8

L o (48) . B
F(en) = T [[venllo = Jim [tgn(tenlls = lim pu(t) = pn(o0).

Z roéwnosci (4.10) oraz warunku (3.16) lematu 3.8 otrzymujemy
3(¢%) = 8(D) = inf {pn(o0)},

neN

co dowodzi rownosci (4.1). B
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Twierdzenie 4.2 Niech ® oznacza ciag (pn) rosngeych i ciggltych funkcji Orlicza, przy
czym co najmniej jedna z nich jest niewypukta na dowolnym otoczeniu zera. Wiedy naste-

pujgce warunki sq réwnowazne:
(i) przestran £® zawiera izomorficzng kopie w,
(ii) przestrzi £* zawiera pasmo projekcyjne porzgdkowo-topologicznie izomorficzne z kratq w,

(797) inf,en @n(oc0) =0;
w tym przypadku Orth(£®) # Z(£%).

Dowéd. Przypomnijmy (rozdzial 1, wzor (1.9)), ze jesli jedna z funkcji oy, jest niewypukia
na dowolnym otoczeniu zera, to przestrzenn % nie jest Banacha i wtedy topologia ¢® jest

wyznaczona przez F-norme postaci
[z]le = inf{A >0, pa(z/A) < A},

gdzie po(x) = 32071 en(lznl).

Rownowaznosc (i) <= (i) otrzymujemy bezposrednio z twierdzenia 3.12. Ponadto,
na podstawie lematu 3.8 (i), warunek (i) jest réwnowazny warunkowi §(¢®) = 0; réwno-
waznosé (i) <= (i#i) wynika zatem z lematu 4.1.

7 twierdzenia 3.13 oraz z powyzszych réwnowaznosci (i) - (i) wynika teraz, ze Orth(£®) #
Z(%®). m

Rozwazmy przypadek, gdy ciag ® = (¢,) funkeji Orlicza jest ciagiem stalym, tzn.
istnieje jedna funkcja Orlicza ¢ taka, ze ¢, = ¢ dla kazdego n € N. Wowczas (® = (¥
oraz oczywiscie (1) = (1) > 0. Stad inf,en@n(00) = @(c0) > 0 oraz funkcje ¢, sa

jednakowo ciagle w zerze, bo taka jest funkcja ¢.
7 twierdzenia 4.2 (iii) otrzymujemy teraz nastepujacy wniosek:
Whiosek 4.3 Jesli ¢ jest ciggtq i rosngcg niewypuktq funkcjg Orlicza, to
(1) F-krata 09 nie zawiera izomorficznej (tj., liniowo-homeomorficznej) kopii w, oraz

(i7) Orth(t%) = Z(£9) = (.

Kolejny wniosek dotyczy problemu, badanego wczeéniej w klasie banachowskich prze-

strzeni Musielaka-Orlicza [55]:

Czy dana F-przestrzen Musielaka-Orlicza jest izomorficzna ze zwyktq

przestrzeniq Orlicza ¢
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Poniewaz zawieranie izomorficznej kopii danej F-przestrzeni W jest wtasnoscia liniowo-
topologiczna, to na podstawie twierdzenia 4.2 oraz wniosku 4.3 - dla W = w - otrzymujemy
nastepujace, czesciowe, rozwigzanie powyzszego problemu w klasie ciagowych przestrzeni

Musielaka-Orlicza:

Whniosek 4.4 Niech ® = (¢,,) bedzie ciggiem funkcji Musielaka-Orlicza. Jesli

inf,en @n(00) = 0, to przestrzen (P jest nieizomorficzna z dowolng przestrzeniq Orlicza.

W ponizszym przyktadzie pokazemy, ze na ogot warunek §(E) > 0 nie jest wystarczajacy
na to, aby Orth(E) = Z(F). Przyktad ten uogolnimy w twierdzeniu 4.26 wskazujacym klase
F-krat dyskretnych takich, ze 6(E) > 0, ale Orth(E) # Z(E).

Przyklad 4.5 Niech ® oznacza ciag wklestych funkcji Orlicza postaci ¢, (t) = tP, p, €
(0,1) oraz p, | 0, np. p, = % dlat >0, gdzien =1,2,....

Rozwazmy krate Musielaka-Orlicza E = ¢®. Poniewaz funkcje o, sa wkleste, to na
podstawie uwagi 1.21 mamy

(® =n® = k2, (4.11)

przy czym ¢, (1) = 1 dla kazdego n € N. Jak w dowodzie twierdzenia 4.2, niech symbol D
oznacza zbior wektoréw jednostkowych {e, : n € N} przestrzeni £*. Kladac w warunku
(4.8): t =1, otrzymujemy |le,||le = 1 dla kazdego n € N; zatem D = Dy dla § = 1. W tym
przypadku, z rownosci (4.10) dostajemy

pu— pr— 1 pu— p— 1 pn:
r(en) jgﬂg!!ten\\q» Jim [[ten]le = @n(o0) = lim " = oo,

wiec z réwnowaznosgci warunkow (i) oraz (i) twierdzenia 4.2 wynika, ze F-krata (% nie
zawiera izomorficznej kopii w.
1
Twierdzimy, ze jesli x = (x,) € £, to réwnies kazdy cigg y = (27 - x,,) jest elementem

(% Istotnie, na podstawie (4.11) mamy: x € £® wtedy i tylko wtedy, gdy

pa () < o0.

Powyzszy warunek jest rownowazny warunkowi
[e.e]
E |z, [P < o0,
n=1

1
Poniewaz dla kazdego n € N zachodzi rownosé (27 )Pn = 2, to dla ciagu u = (u,,) postaci

Uy = 21’% T 00, mamy
o0 o0 (o)
pa (wex) = on (unln]) = D> (un)p(zal) = D 20(|za]) < oo, (4.12)
n=1 n=1 n=1
wiec ciag (up - ) jest elementem £%.
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Zdefiniujmy operator liniowy 7" : £® — w wzorem
Tr=uex = (uy- x,), = (z,)€l®. (4.13)

Wykazaligmy (nieréwnosé (4.12), ze dla kazdego x € (% ciag (21’% - T,) jest elementem (¥,
zatem T jest endomorfizmem ¢®, wiec z jego postaci (4.13) wynika, Ze jest ortomorfizmem
na (%

Poniewaz Te,, = 27 cepdlan=1,2,.. oraz 27 1 00, to z implikacji (i) = (7) lematu
3.2 wynika, ze Orth(E) # Z(E).

Uwaga 4.6 Zauwazmy dodatkowo, ze funkcja 1 dla przyktadu 4.5 (zdefiniowana w

warunku (i¢) twierdzenia 3.18) jest nieciagta w zerze. Istotnie, dla ¢ > 0 mamy
[ten|lo = inf{s > 0: (£)" < s} = tpf:il, zatem

1 gdy te(0,1],

neN

4.1.2 Ortomorfizmy na Ly (¢) dla miary pu bezatomowej

W tej czedci podrozdziatu wykazemy najpierw, ze jesli przestrzen miary (S, %, ) jest
bezatomowa, to d(Laq(p)) moze przyjmowaé tylko jedna z wartosci: 0 lub oo, co wynika
z rownowaznosci warunkow (aq) < (b1) < (c1) oraz (az) < (b2) < (c2) ponizszego twier-
dzenia. Glowne wyniki dotyczace ortomorfizmow na Laq(u) sa zawarte w twierdzeniu 4.10

oraz wniosku 4.12.

Twierdzenie 4.7 Niech (S,%, u) bedzie przestrzeniq miary o-skoriczonej i bezatomowey,
oraz niech La() bedzie przestrzeniq Musielaka-Orlicza. Poldzmy' Moo (s) = limy, 00 M(n, 8).

Wowczas:

(1) nastepujgce warunki sq réwnowazne:

Lam(p) zawiera (kratowo-)topologiczna kopie w,

6(La(p)) =0,
0(La(p)) < o0,

(a1

b1

dy

~— ~— ~— ~~—

(
(e
(d1) istnieje zbior A € X taki, ze 0 < u(A) < oo oraz

0 < Mooja < o0 p — prawie wszedzie; (4.14)

'Funkcja Moo moze przyjmowaé wartos¢ oo na pewnym zbiorze A € ¥ takim, ze u(A) > 0.
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dualnie

(i1) mastepujace warunki sqg réwnowazne:

&~

M (p) nie zawiera (kratowo-)topologicznej kopii w,

(L)) >0,
(Lm(p)) = o0,

Moo = 00 p-prawie wszedzie.

(az)
(b2)
(c2)
(d2)

3

Dodatkowo, w warunkach (i) oraz (ii) F-krate Laq(p) mozna zastqpi¢ F-kratq Ex(p).

Uwaga 4.8 Dowdd tego twierdzenia oparty jest na lemacie 3.9 oraz pewnej whasnosci

przedstawionej w kolejnym lemacie. Wtasnosé ta jest z pewnoscia dobrze znana, ale

dla przejrzystosci podaje szkic dowodu.

Lemat 3.9 jest uzyteczny w wyznaczaniu wartosci §(F), gdy E jest przestrzenia
Musielaka-Orlicza Lq(p), gdzie p jest miara o-skoniczona (i bezatomowa). Pozwala
on postuzy¢ sie elementami x4 nalezacymi do czesci porzadkowo ciaglte] Enq(u) F-
kraty Laq(p). Wowcezas liczba

pa = pm(t-xa) (4.15)

jest skoniczona dla dowolnego t € R, dzieki czemu w dowodzie twierdzenia 4.7 efektyw-
nie wyznaczamy F-normy elementéw y4 :=1-pa- x4, wystarczajace juz do obliczenia
d(La(p)) za pomoca warunku (3.23) lematu 3.9.

Lemat 4.9 Niech (S,X, p) bedzie przestrzeniq miary z miarg o-skoriczong. Jesli funkcja
f € Lo(n) przyimuje wartosci skoriczone i dodatnie na S, to istnieje podzbior S° € ¥ miary

W skoriczonej oraz istniejg state 0 < ¢ < cg < 0o takie, ze
c1 < fiso < ca.

Szkic dowodu. Wystarczy rozpatrzeé zbiory A, = {s € S : % < f(s) <n},n=12,..
oraz skorzystac z faktu, ze S = (Jp—; Sk, gdzie 0 < pu(Sy) < oo, k € N. Wowczas istnieja
liczby n, k € N takie, ze u(A,NSg) > 0. Wtedy zbior S° := A, NSy spetnia teze lematu. M

Przypomnijmy, ze jesli F jest F-krata funkcyjna (tj. idealem w Lo(u)), to dla funkcji
f € Lo(p) symbol [f] oznacza klase abstrakcji funkcji rownych p-prawie wszedzie z funk-
cja f, ale zamiast pisa¢ [f] € F piszemy f € E. Podobnie, symbol ||[f]||r zastepujemy
symbolem || f| .
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Dowod twierdzenia 4.7. Oznaczmy
20— {A€T: vac (BEm(u)’} = {A€D: xa € Enln), 0< p(4) < oo}

Na podstawie [21, Corollary 2, p. 136] klasa zbiorow X° jest ideatem w X, tzn. dla kazdego
zbioru A € ¥ istnieje zbiér B € XV taki, ze B C A. Wtedy, dla kazdego zbioru A € X°
liczba p4 zdefiniowana wzorem (4.15) jest dodatnia i skoniczona, zatem iloraz ;’)—‘:, gdzie

ya=t-pa-xa (t >0), jest dobrze okreslony i zachodza réwnosci

ya\ L-pa-xa\ _ _
il o) = e\ =pm(t-xa) = Dpa,

pa
skad
lyallm = pa,
zatem
[t pam(t - xa) - xallm = pm (t-xa)- (4.16)

Korzystajac teraz z monotonicznosci modularu pp, faktu, ze t T co wtedy i tylko wtedy,

gdy t-pam(t-xa) T oo (dla0 < pa(xa) < oo) oraz z réownosci (4.16) otrzymujemy

r(xa) = lm [t xallae= Hm e pae (- xa) - xallave = Him paq(t-xa) =

= ILm pm(n-xa) = lim [ M(n,s)du. (4.17)

n—oo A

Na podstawie twierdzenia Lebesgue’a (|34, twierdzenie 5, str. 129], por [16, Theorem B, p.
112]) mamy

r(xa) = lim [ M(n,s)du(s) :/A./\/loo(s)du(s). (4.18)

n—o0 A
Roéwnowaznosé (a;) < (by) wynika z twierdzen 3.14 oraz (BPR), natomiast implikacja
(b1) = (c1) jest oczywista.
Implikacja (d1) = (a1). Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze 0 < Myo(a) < oo dla
kazdego a € A.

7 zalozenia, ze funkcja Mo jest skoriczona i dodatnia na zbiorze A, oraz z lematu 4.9
zastosowanego do przestrzeni (A, XNA, “\A) wynika, Ze istniejg stale 0 < 1 < co < o0 takie,
7e ¢1 < Meo|a, < c2 dla pewnego zbioru Ay € X takiego, ze Ag C A oraz 0 < u(Ap) < oo.

7 faktu, ze Xy jest gestym ideatem o-algebry ¥ wynika, ze istnieje zbior B € X0 taki,
ze B C Ap. Oznacza to, ze funkcja xp jest elementem E(u), przy czym u(B) > 0.

Na podstawie twierdzenia Lapunowa zastosowanego do zbioru B istnieje ciag (A,) C ¥
taki, ze Ap+1 C A, C B dla wszystkich n € N oraz
= %M(B) 30, przy n — oo. (4.19)
Poniewaz A,, C B dla kazdego n € N, to x4, < xB, a zatem x4, € Far(u) (bo Exq(pe) jest
idealem w Lo(p)).

0 < p(An)
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Stad, dla ciagu (z,) elementow Ex(p) \ {0} postaci z, = xa,, na podstawie (4.19))
oraz (4.18) mamy

1

(zn) = /An Meo(s)dpu(s) < /An co du(s) = c2 - p(Ay) = 2702 ~u(B) 10,

skad r(x,) 4 0, przy n — oo.
Zgodnie z definicja liczby 0(Laq(p)), na podstawie lematu 3.9 otrzymujemy
0(Lm(p) = inf r(z)= lim r(z,) =0.

€L (1) n—o00

Z twierdzenia (BPR) oraz 3.14 wynika teraz, ze Laq(u) zawiera (kratowo-) izomorficzna
kopie w.
Implikacja (c1) = (d1). Wykazemy implikacje rownowazna: ~ (dy) =~ (c1).

Z zaprzeczenia warunku (4.14) wynika, ze dla kazdego zbioru A € ¥ takiego, ze 0 <
uw(A) < oo mamy Mooig = 00 p-prawie wszedzie. Poniewaz %0 jest ideatem porzadkowo
gestym w ¥, to dla kazdego zbioru B € X° spelniony jest warunek Moo ip = 00. Stad iz
warunku (4.18) otrzymujemy

r(xB) = /B./\/loo(s)d,u,(s) = 00, dla kazdego B € X°.

Korzystajac teraz z lematu 3.9 dostajemy 0(Laq(p)) = oo, wiec z twierdzenia (BPR)
wynika, ze F-krata La(p) nie zawiera topologicznej kopii w.

Dualne rownowaznosci (a2) < (b2) < (c2) < (d2) wynikaja z zaprzeczen warunow
(a1), (b1), (c1), (d1).

Poniewaz czes¢ porzadkowo ciagta (Laq(p))q F-kraty Lag(pe) jest rowna Eaq(p) (patrz
rownosé 1.12), to ostatnia czes$¢ twierdzenia wynika z rownosci §(Laq(p)) = S(Eam(p))
(lemat 3.9), a rownowaznos¢ wlasnosci zawierania izomorficznej i kratowo-izomorficzne;j

kopii w przez Laq(p) (oraz Eaq(p)) wynika natychmiast z twierdzenia 3.14. W

7, udowodnionego wyzej twierdzenia otrzymujemy prosta charakteryzacje istnienia or-

tomorfizmow niecentralnych na Laq(u).

Twierdzenie 4.10 Niech (5,3, u) bedzie przestrzenig o-skoriczonej i bezatomowej, oraz
niech Ly (p) bedzie przestrzenig Musielaka-Orlicza, przy czym istnieje zbior A € ¥ taki, Ze
0 < p(A) < o0 oraz 0 < Muga < 00. Wowczas Orth(La(p)) # Z(Laa(p))-

Dowoéd. Twierdzenie to wynika bezposrednio z twierdzen 4.7 oraz 3.16, poniewaz L ()

zawiera izomorficzna kopie w i ma wlasnos¢ o-Fatou (wniosek 1.23). W

Przyktad 4.11 Niech (S, %, 1) bedzie przestrzenia miary, gdzie S = [0, 1], ¥ oznacza o-
ciato zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a, oraz p jest miarg Lebesgue’a na S. Dla
funkcji Musielaka-Orlicza M na [0, 00) x S postaci

b dy te€0,00), s€[0,4]
_ T g y ) ’ ’
Mho) { In(1+°) gdy t€0,00), s€(3,1],
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mamy (gdy ¢ 1 o0)

0 gdy t=0,s€]l0,1],
M(t,8) T Moo(s) =< 1 gdy te(0,00), se (0, %],
oo gdy te€(0,00), s€ (3,1

zatem MOO|(0,%} = 1. Stad, na podstawie twierdzenia 4.7, otrzymujemy, ze F-krata L ()
zawiera izomorficzng kopie w.

Dodatkowo, jesli 51 = (3, 1], £y = £N S oraz pug = s, to z warunku (i7) twierdzenia
4.7 wynika, ze F-krata Lq(p1) nie zawiera izomorficznej kopii w, poniewaz Mg, = o0
(1~ wszedzie).

Zauwazmy, ze F-krata Laq(p1) jest porzadkowo izomorficzna z pasmem projekcyjnym

B w Lap(p): B= P(Lam(p)), gdzie P jest projekcja porzadkowa postaci Pz = - xg, -

Jesli M jest funkcjg Orlicza, tj. M(t,s) = p(t), gdzie t € RT, s € S, to
Moo(s) = lim M(t,5) = lim o(t) = p(c0).

Z czesci (1) twierdzenia 4.7 otrzymujemy natychmiast nastepujacy wniosek, w ktorym druga

czes¢ jest bezposrednia konsekwencja twierdzenia 3.16.

Whniosek 4.12 Niech (S, %, u) bedzie przestrzeniq miary o-skoniczonej i bezatomowej, oraz

niech ¢ bedzie funkcjg Orlicza. Wowczas: nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(1) L¥(u) zawiera (kratowo-)topologiczng kopie w,
(ii) ¢ jest funkcja ograniczong;

w tym przypadku Orth(L?(u)) # Z(L¥(wn)); doktadniej, Orth(L¥(u)) zawiera kratowg ko-
pig w.

Przyktadowo, powyzszy wniosek ma zastosowanie dla przestrzeni Orlicza L?(u), gdzie

v jest funkcja postaci p(t) = lub p(t) =1—e7t ¢t >0.

_t
T+

Warto w tym miejscu zwroci¢ uwage, ze dla F-kraty bezatomowej L¥(u), nie istnieje
prosty analogon sytuacji opisanej we wniosku 4.3 dla przypadku atomowego: wniosek ten
orzeka, ze jesdli ¢ jest ciagta funkcja Orlicza, to £ nie zawiera kopii w oraz kazdy ortomorfizm
na /% jest centralny. Jesli F-krata Orlicza L¥(u) jest bezatomowa, to sytuacja jest bardziej
zlozona: niezawieranie kopii w przez L¥(u) (a wiec warunek ¢(oo) = oo) nie implikuje
automatycznie rownosci Orth(L¥(pn)) = Z(L¥(pn)).

Przyktad 4.13 Niech S oznacza odcinek jednostkowy [0, 1], ¥ - algebre zbioréw mierzal-
nych w sensie Lebesgue’a na S, oraz niech p oznacza miare Lebesgue’a na S. Rozwazmy

przestrzeni Orlicza L?(u), gdzie ¢(t) = In(1 4+ ¢), t > 0. Poniewaz funkcja ¢ jest wklesta,
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to L¥(n) = E¥(u) (oraz modular p, jest rownowazng F-norma na L¥(u) - lemat 1.20).
Z nierownosci (1 +ts) < (1 +1¢)(1 +s), s,t > 0, wynika nier6wnosé¢ ¢(ts) < p(t) + ¢(s),
s,t > 0; stad py(x - y) < pu(x) + pu(y) dla wszystkich x,y € L?(u). Oznacza to, ze LP ()
jest f-podalgebra f-algebry Lo(p) z jednoscia e = 1g, a zatem L¥#(u) jest f-algebra z jed-
noscig. Poniewaz L¥(u) zawiera klasy funkcji wyznaczone przez funkcje h nieograniczone
(np. h(t) = |Int|, t € (0,1], A(0) = 0), to L¥(1) # Loo(pr) = Ae, wiec z twierdzenia 1.20
otrzymujemy Orth(L¥(u)) # Z(L¥(p)).

4.2 Ortomorfizmy w F-kratach Musielaka-Orlicza
niezawierajacych kopii w

W tym podrozdziale omawiamy warunki wystarczajacy na to, aby w klasie przestrzeni
Musielaka-Orlicza rownosé

Orth(E) = Z(E) (4.20)

zachodzila (twierdzenie 4.7, wniosek 4.19) i nie zachodzita (twierdzenia 4.20, 4.21, 4.26). Z

twierdzen (BPR) oraz 3.16 wynika, ze mozemy ograniczy¢ nasze rozwazania do przypadku,
gdy 6(E) > 0.

4.2.1 Ogoblne warunki wystarczajgce na istnienie i nieistnienie
ortomorfizméw niecentralnych na L ()

Twierdzenie 3.18 wskazuje, ze jesli F-krata F nie zawiera izomorficznej kopii w, to
uzytecznym narzedziem do badania struktury kraty Orth(E) jest funkcja eg. Jest jasne, ze
ciaglos¢ eg w zerze moze zaleze¢ od konkretnej wartosci 6 € (0, 00).

W lemacie 3.22 wykazalismy, ze jesli 6(E) > 0, to zbior liczb 6 dobrze definiujacych
funkcje ey zawiera przedziat (0,0(E)), wiec jest niepusty (moze by¢ istotnie wiekszy niz

(0,0(E))).
W ponizszym twierdzeniu 4.15 bedziemy uzywaé oznaczen z przyktadu 3.7 (3). Polézmy
D = (Ea(1))° = {x4 € Baalp) = (Laa())a : 0 < pu(A) < o0}, (421)
Poniewaz czes¢ porzadkowo ciagta E, F-kraty E =aq (u) jest rowna Ea(p), to z przyktadu
3.7 (3) wynika, ze zbior DO jest liniowo gegsty w Fa (i) oraz spetnia warunek (3.14).
Uwaga 4.14 Jegli miara p jest bezatomowa, to zbiér D jest - w pewnym sensie optymal-

nym zbiorem spelniajacym warunek (3.14), jesli jednak miara p jest atomowa (np.
liczaca), to zbior DO zawiera zbior atomoéw at(Laq(p)) F-kraty Laq(p), ktory row-
niez spetnia warunek (3.14), jest liniowo gesty w Eaq(p) oraz jest istotnie mniejszy
niz D° (w tym przypadku, nawet minimalnym - w sensie inkluzji - podzbiorem D°

speliajacym warunek (3.14)).

90



Niech teraz D oznacza ustalony podzbioér DY spetniajacy warunek (3.14). Jak wykaza-
lismy wyzej, zbiér D moze byé rowny D - w przypadku miary p bezatomowej - lub réwny

at(Ly(p)), gdy miara p jest atomowa.

Zalozmy, ze F-krata Laq(u) nie zawiera izomorficznej kopii w, tj. 6(E) > 0, i ustalmy
liczbe € C(D). Poniewaz D C D°, to § € C(D) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
x4 € D istnieje liczba a4 > 0 taka, ze

”aA‘XAHMZH (4.22)

(patrz (3.58)). Na podstawie lematu 3.22, zbior tych 6 > 0, dla ktorych zachodzi warunek
(4.22), jest niepusty. Dla tak wybranej liczby 6 zdefiniujmy funkcje ey p oraz g¢ p, okreslone

na przedziale [0, 1] wzorami

eo,p(t) ==sup{llaa - xa-tm: |laa-xallm =96, as € RT, xa € D}, (4.23)

oraz
go,p(t) == sup{F,,(t) : ua € Up}, (4.24)

gdzie
F,,(t) = /A./\/l(uAt, s)du(s), (4.25)

oraz
U = {ur € R, |lua-60-xallm =0, xa € D} (4.26)

(zauwazmy, ze U(’D zalezy istotnie od wielkosci zbioru D: najwiekszy - w sensie inkluzji -
zhior UY, dostajemy, gdy D = DO).

Twierdzenie 4.15 Niech (S, %, u) bedzie przestrzeniq miary o-skoriczonej, oraz niech L (1)
bedzie przestrzeniq Musielaka-Orlicza niezawierajgcq izomorficznej kopii w. Niech D ozna-
cza ustalony podzbior zbioru DO, spetniajgcy warunek (3.14), oraz niech 0 bedzie istalong
liczbg nalezgceq do zbioru C (D), gdzie 2bidr D° jest zdefiniowany wzorem (4.21). Potézimy

€0 :=€9,p, €0 = Eg,p (patrz (4.24)) oraz
Fo={Fyu,, ua € UD}.
Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(1) funkcja g jest ciggta w zerze (skad Orth(La(p)) = Z(La(p))),
(ii) funkcja Eg jest ciggta w zerze,

(1i1) rodzina Fy jest jednakowo ciggta w zerze.
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W szezegdlnosci, jesli wszystkie funkcje nalezgce do klasy Fy sq¢ subaddytywne (wystarczy,
by funkcje M(-, s) byty subaddytywne dla p-prawie wszystkich s € S), to warunek (ii) jest

réownowazny warunkows:

(tv) dla kazdego € > 0 zbior funkcji obcietych Fp. := {FuA|[0,1/1+s] : By, € Fp} jest
relatywnie zwarty w C[0,1/1 + ¢].

Uwaga 4.16 Struktura rodziny Fy, podobnie jak zbioru Ug, zalezy od ’wielkosci’
zbioru D: najwieksza - w sensie inkluzji - rodzine Fy dostajemy, gdy D = DO.

Dowéd twierdzenia 4.15. Na podstawie lematu 3.22, funkcja g¢ jest dobrze okreslona. Z
twierdzenia 3.18 wynika, ze ciggltos¢ funkeji eg w zerze implikuje rownosé Orth(La(p)) =
Z(Lam(p))). Zamiast badac ciaglosé eg (w zerze) bedziemy analizowac nieciggtosé tej funk-
cji w zerze. Przypomnijmy, ze D jest ustalonym podzbiorem D° spelniajacym warunek
(3.14).

Niech f4 oznacza odwzorowanie zdefiniowane wzorem
fa(t) = llaa - xa-tlm, t€10,1],

gdzie ay € RT oraz x4 € D. Przypusémy, ze funkcja ey nie jest ciggta w zerze. Z
monotonicznosci g wynika natychmiast, ze jej nieciaglo$é w zerze jest rdwnowazna istnieniu

liczby &y > 0 takiej,ze g (%) > & dla kazdego n € N, tj. istnieje liczba &y > 0 taka, ze

1 1

g <> = sup fa <> >&, n=12,...,. (4.27)
n XAED n

Nieréwnos$é (4.27) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n € N istnieje zbior A,, € X0

taki, ze x4, € D oraz

fa, (i) > o, (4.28)

t].
1

QA, * XA, - > &o. (4.29)

H/\/l

Potézmy x, = aa, - xa, - % Wowczas niero6wnosé (4.29) przyjmuje postac

. T,
l@allag = inf0A > 0, par (52) <A} = &0+ > &0, (4.30)

dla pewnego v, > 0; n = 1,2, .... Rownowaznie, dla kazdego n € N istnieje liczba v, > 0

taka, ze dla kazdego 0 < € < 7, zachodza nieréwnosci

(x”)<£+ +e
PM §0+7n+€ >~ G0 Tn )
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oraz

Tn
— ) > &+ — 4.31
pM <£0+%_€) §o+m—¢ (4.31)

Z nierownosci (4.31), dla € = =, otrzymujemy

PM <:§0> > &o- (4.32)

Zauwazmy przy tym, ze warunek (4.32) implikuje nier6wnosé (4.30). Wprost z definicji,
nier6wnosé pag <£”> > & implikuje, ze & < ||xn||am, a zatem warunki (4.30) oraz (4.32)
sg réwnowazne.

Rozpisujac nierownos¢ (4.32), otrzymujemy

a 0 - 1
/ M7 ) du(s) > €, n=1,2, ... (4.33)
An C0-&%
Pamictajac, ze ug = %+ oraz F,,(t) = [, M(ua,t,s)du(s) , oraz ktadac t = ¢, = 5% . %,
mozemy warunek (4.33) zapisa¢ w posta(:l
Fu, (t2) = | Mua, o, 5)dn(s) > & (434)
Ap

a zatem Zg (t,) > &o, gdzie t,, | 0 oraz £9(0) = 0. Réwnowaznie, funkcja gy nie jest ciagta
w zerze, wiec zgodnie z definicja, rodzina Fy nie jest jednakowo ciagla w zerze.

Na podstawie ciagu powyszych réownowaznosci otrzymujemy, ze warunki (i), (ii) oraz
(7i1) sa rownowazne.

Dodatkowo, dla kazdej funkcji F,, € Fp oraz € > 0, z monotonicznosci funkcji F, ,, dla
kazdego t € {0

, H_J , otrzymujemy

1 1 aa
Fu,(t) < Fuy <1+5> PM <UA 152 XA> PM (9(1 9 XA> <0(1+e¢),

(ostatnia nieréwno$¢ wynika z faktu, ze dla A = 6(1+¢) > 0 mamy paq (9424) < \).

1
'y I+e | °
Zatozmy teraz, ze wszystkie funkcje z rodziny Fy sg subaddytywne; wtedy réwniez

Rodzina Fy . jest zatem wspdlnie ograniczona na przedziale [0

funkcja gy jest subaddytywna, a zatem ciagloéc g9 w zerze jest rdwnowazna ciaglosci €y na

calym przedziale [0 } (patrz Lemat 3.23). To z kolei oznacza (zgodnie z definicja), ze ro-

) T4e

dzina Fp . jest jednakowo ciggla na [0 a poniewaz wszystkie elementy rodziny Jp . sa

» T+e |2
wspolnie ograniczone przez 0(1+¢), to na podstawie twierdzenia Arzeli Ascoliego ciggltosé

g jest rownowazna warunkowej zwartosci zbioru Fy . na przedziale [ s 1oz |- Otrzymalismy

+
rownowaznos¢ warunkow (ié) oraz (iv). W

Na podstawie uwag 4.14 oraz 4.16, jesli miara p jest bezatomowa, to ‘optymalnym’

zbiorem D, za pomocy ktérego mozna zdefiniowa¢ funkcje 9 p oraz rodzing Fy jest caly
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zbiér DO, przy tym, na podstawie twierdzenia 4.7, mamy C(D) = (0, 00). Stad otrzymujemy

natychmiast:

Whniosek 4.17 Niech (5,3, u) bedzie przestrzeniq miary z miarg o-skonczong i bezato-
mowaq, oraz niech La(p) bedzie przestrzenig Musielaka-Orlicza niezawierajacq kopii w.
Wowczas tezy twierdzenia 4.15 zachodzq dla przypadku, gdy D = D° (wicc 0 jest elementem
zbioru C(D°) = (0,00)).

W praktyce wniosek 4.17, weryfikujacy rownos¢ Orth(La(p)) = Z(Laq(p)), trudno
stosowaé bezposrednio z uwagi na dos¢ skomplikowana strukture zbioru funkcji Fy. Jesli
jednak modular pq jest subaddytywny, to w pewnych przypadkach istnieje prostsza metoda
sprawdzania czy kazdy ortomorfizm na L (p) jest centralny; wtedy wygodniej jest postuzy¢
sie modularem ppq niz F-norma || - [|o¢ - patrz dowod twierdzenia 4.21.

7 drugiej strony, jeéli miara p jest liczgca, to stosujac uwage 4.14 do twierdzenia 4.15
otrzymujemy do$¢ prosta wersje tego twierdzenia, ktorg mozna efektywnie stosowaé¢ w wielu
konkretnych przypadkach (patrz wniosek 4.18 oraz twierdzenie 4.27). Zalozmy wiec, ze
(8,2, 1) = (N,2N 1) oraz p jest miarg liczaca (tj. p{n} = 1, n = 1,2,... oraz u(A) =
00, gdy A jest nieskoriczonym podzbiorem N). Wowczas funkcja Musielaka-Orlicza M,
okreslona na RT x S = R™ x N, jest ciagiem funkcji Orlicza (p,,), gdzie o, (t) = M(t,n),
n=12.,tcR".

Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami (uwaga 1.18), zamiast £, bedziemy pisa¢ ¢®, gdzie
M = ® oraz ® = (¢,,). W tym przypadku twierdzenie 4.15 ma do$¢ prosta interpretacje:
warunek (#i7) tego twierdzenia mozna wyrazi¢ za pomocy pewnej formy jednakowej ciaglosci

zbioru funkcji {p,, n € N}.

Whiosek 4.18 Zatézmy, ze F-krata Musielaka-Orlicza (® nie zawiera izomorficznej kopii
w (a wiec §(4) > 0). Ustalmy liczbe 0 € (0,C(D)), gdzie D = {e,, n € N} oraz e,, oznacza
n-ty wektor jednostkowy przestrzeni (.

Wowczas istnieje cigg liczb dodatnich (uy,) takich, ze
on(up) =6, n=1,2,...,. (4.35)
oraz nastepujgce warunki sqg réwnowazne:
(i) funkcja g jest ciggla w zerze (stgd, Orth({le) = Z(ly) = ls)), gdzie

gg(t) =sup ||t - en|o,
neN

(7i) rodzina funkcji {on(un)}nen jest jednakowo ciggta w zerze.
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Dowdéd. Na podstawie uwagi 4.14, zbior D spelnia warunek (3.14) i jest podzbiorem
zbioru DY. Mamy zatem y4 € D wtedy i tylko wtedy, gdy A = {n} dla pewnego n € N,
tj. xa=en,n=12 ...

Zgodnie z definicjg funkcji €9 = €9 p oraz definicja zbioru U%, otrzymujemy

eo(t) = sup [t - enlle

neN
oraz
an
Ug = {un = 0 lan - enlle = 0},
skad
Qp
Fu, = Fu.(t) = /{ | Bluats )u(s) = pultat) = o (5). (4.36)

azatem Fy,, = pn(u,-),n = 1,2, ..., wiec na podstawie twierdzenia 4.15 rodzina { ¢y, (un) }nen

jest jednakowo ciagta w zerze wtedy 1 tylko wtedy, gdy funkcja ey jest ciagta w zerze. B

W typowych przypadkach ilustrujacych twierdzenie 4.15 ciag funkcji Orlicza ® = (p,,)
spetnia warunek ¢, (1) = 0 dla wszystkich n € N. Wéwczas otrzymujemy prostsza postac

poprzedniego wniosku:

Whiosek 4.19 Zatézmy, ze F-krata Musielaka-Orlicza (® nie zawiera izomorficznej kopii
w. Jesli o, (1) = 0 dla pewnej liczby 6 > 0 oraz kazdego n € N, to nastepujgce warunki sq

rownowazne:
(1) funkcja g jest ciggta w zerze (stgd, Orth(le) = Z(le) = ls),
(13) rodzina © = {¢n nen jest jednakowo ciggla w zerze.
Dowo6d. Na podstawie dowodu wniosku 4.18 mamy D = {e, : n € N}, zatem warunek

©n(1) = 0 dla kazdego n € N implikuje, ze 6 € C(D).

Z zalozenia, ze p,(1) = 0 dla kazdego n € N otrzymujemy teraz

Oe,,

o (9) — palen) = pa(1) = 6.

Z monotonicznosci pp dostajemy natychmiast ||6 - e,|le = 0, a zatem a, = 0. Stad u, =
G =1
Whiosek 4.19 jest teraz natychmiasowa konsekwencja wniosku 4.18.

Jesli M oznacza funkcje Musielaka-Orlicza oraz u € Lo(p), to symbol M o u oznaczaé
bedzie funkcje S 35 s — M(u(s), s).
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W kolejnych dwoch twierdzeniach bedziemy rozpatrywaé funkcje Musielaka-Orlicza M

spelniajace nastepujace warunki:
(la) dla kazdego s € S funkcje M(-, s) sa subaddytywne (np. wkleste),

(2a) istnieje funkcja u € Lo(p) \ Loo(p) taka, ze Mou € L(n), oraz dla kazdego = €

La(p) zachodzi nieréwnosé
paau- ) < Mo ulln, - paa(a) + ex. (437)

Z ponizszego twierdzenia 4.21 wynika, ze przykladem takiej funkcji jest funkcja M(t, s) =
t5,t € R, s €]0,1] = S. Przypadek dyskretny, tj. gdy M = ® = (¢,,) jest ciagiem funkcji
Orlicza postaci ¢, (t) = tP", p, € (0,1), jest badany w lemacie 4.29 oraz stwierdzeniu 4.30.

Twierdzenie 4.20 Niech (5,3, u) bedzie przestrzeniq miary o-skoriczonej, oraz niech M
bedzie funkcjg Musielaka-Orlicza spetniajgcq warunki (la) oraz (2a).
Wowczas na Ly(p) istnieje ortomorfizm niecentralny, tj. Orth(La(p)) # Z(La(p)).

Dowéd. Z subaddytywnosci funkeji M wynika, ze spetniony jest warunek (Ag) dla funkcji
c(s) =0, azatem Ly(p) = Eaq(p), tj. F-norma na Laq(u) jest porzadkowo ciagla (relacja
1.12).

Niech u € Lo(p)\ Loo(pt) bedzie funkeja spetniajaca warunek (2a). Zdefiniujmy operator
Ty : La(p) — Lo(p) wzorem

T.t=u-x.

Z warunku (4.37) wynika, ze Tyx € La(p) dla kazdego x € La(p), wiec operator T, jest
dobrze okreslonym ortomorfizmem na La(p) (bo ortomorfizmem na Lo(p)).

W tym przypadku mamy T, € Orth(La(un)) \ Z(Lapm(p)) (bo u ¢ Loo(p): (patrz
wniosek 2.27), wiec Orth(La(p)) # Z(Lam(w)), jak twierdzilismy. W

W ponizszym twierdzeniu opiszemy pewna klase funkcji Musielaka-Orlicza spelniajacych
warunki (1a), (2a).

Niech (S, %, 1) bedzie przestrzenia miary o-skoriczonej, przy czym miara u jest bezato-
mowa lub atomowa (gdy ¥ = 2%, to dla uproszczenia przyjmujemy, ze miara p jest liczaca)
oraz niech M bedzie funkcja Musielaka-Orlicza postaci M(t,s) = t/(8), gdzie f : S — [0, 1]
jest funkcja mierzalna. Z definicji funkeji M wynika natychmiast, ze f(s) > 0 dla kazdego
s € S (w przeciwnym przypadku istniatby element sy € S taki, ze funkcja M(t, sg) byltaby
postaci M(t,sp) = 1 dla ¢ > 0 oraz M(¢,s0) = 0 dla ¢t = 0, wiec nieciagta w zerze, co
przeczy przyjetej definicji funkeji Musielaka-Orlicza).
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Twierdzenie 4.21 Przy oznaczeniach jok wyzej, funkcja Musielaka-Orlicza M postact
M(t,s) = t/®) spetnia warunek (1a) oraz F-krata La(p) nie zawiera izomorficznej ko-

pit w. Ponadto nastepujgce warunki sg réwnowazne:
(1) funkcja M spetnia warunek (2a)
(ii) funkcja f spetnia warunek

irsl{Bf(s) =0, dla pewnego zbioru B € ¥ takiego, ze p(B) = 0, (4.38)
s€

(#ii) Orth(La(p)) # Z(La(p))-

() dla kazdego 0 € (0,0(Laq(p)) funkcja g = 4™, wyznaczona przez modular paq, jest

nieciggta w zerze.
Jesli p jest miarg bezatomowq, to w warunku (iv) mamy 6 € (0,00).

Uwaga 4.22 Jedli przestrzen miary jest czysto atomowa, to warunek p(B) = 0 jest

rownowazny z warunkiem B = (). Wowczas (4.38) zachodzi na calym zbiorze S. Ten

przypadek omawiamy bardziej szczegdétowo w stwierdzeniu 4.30.

Dowo6d twierdzenia 4.21. Poniewaz f(s) € (0,1) dla kazdego s € S, to funkcje M(-, s)
sa wkleste, zatem spetniaja warunek (la).
Dla funkeji M(t,s) = t/®) mamy
Moo(s) = lim M(n,s) = lim nf® = o0

n—oo n—oo

dla kazdego s € S, zatem z czesci (ii) twierdzenia 4.7 otrzymujemy, ze F-krata Laq(p) nie
zawiera izomorficznej kopii w; réwnowaznie, §(Laq(u)) > 0.

Poniewaz funkcje M sa subaddytywne, to modular ppq réwniez jest subaddytywny,
zatem ppq jest F-norma na La(p), rownowazng z wyjsciowa F-norma || - || (lemat 1.20
(iv).

W dalszej czesci dowodu bedziemy postugiwaé sie modularem paq, a nie F-normag || || m-

(ii) = (i). W tej czedci dowodu nie wykorzystujemy formalnie zalozenia, ze inf e g\ g f(s) =
0 dla pewnego zbioru B miary zero. Warunek ten w pelni wykorzystujemy w dowodzie im-
plikacji przeciwnej.

Z warunku (4.38) wynika, ze istnieje ciag (A4,) C X zbioréw miary dodatniej taki, ze

1
0<f|An <—n=12 ...
n
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Korzystajac teraz z twierdzenia 1.24 (gdy miara p jest bezatomowa), lub z wniosku 1.30
(gdy miara p jest atomowa) mozemy bez straty ogdlnosci zaltozy¢, ze ciag (A,) jest parami

roztaczny. Ta wlasnosé pozwala nam zdefiniowa¢ funkcje u € Lo(p) postaci

1
_ ) el® gdy se A
u(s) = " 4.39

(5) {e gdy se S\UAn, (439)
Wowcezas dla s € A, mamy oszacowanie

1
u(s) =ef® > e n=1,2,..

zatem funkcja u jest (istotnie) nieograniczona, wiec ||u||f,, = oo.

7 warunku (4.39) otrzymujemy
1
0 < (Mouy(s) = { WOV =TTV e, gty sea,
ef(8) < esupses f(s) < ¢ gdy se S\UAn,
zatem funkcja M o u jest ograniczona z gdry przez liczbe e, skad

|Moulr, <e< oo (4.40)

Stad
paafu-a) = [ M(uls) - 2(s),)dn(s) = [ (@) - a(5) D) =

(4.40)
= /(MOU)(S) - (2(s))"Wdu(s) 3 6/(x(8))f(s)dﬂ(8) =e-pm(),
S S

wiec spelniony jest warunek (4.37) dla ¢ =1, ¢; = 0 oraz [[M o u|| = e, gdzie u ¢ Lo,. To
dowodzi warunku (2a).

Wykazemy teraz cigg nastepujgcych implikacyi, ktére zakoniczg dowdd twierdzenia: ~
(17) =~ (1v) =~ (1i1) =~ (7).
~ (ii) =~ (iv). Niech B € X bedzie takim zbiorem, ze y(B) = 0 oraz inf,cq\ g f(s) > 0.
Bedziemy teraz korzysta¢ z twierdzenia 3.18, ktére mowi, ze jesli funkcja ¢ jest ciagta w
zerze, to kazdy ortomorfizm danej F-kraty E jest centralny.

Ustalmy liczbe 0 € (0,0(Laq(p)) 1 rozpatrzmy funkcje €9 wyznaczona przez modular
(F-norme) paq. Niech t € [0, 1] oraz

Dp={aaxa: A€X’ as eRY, pr(as-xa) =0}

Poniewaz pu(B) = 0, to catkowanie funkcji mierzalnych po zbiorach A oraz A\ B daje takie

same wyniki; stad, na podstawie definicji funkcji ey, otrzymujemy

gg(t) = sup ppm(t-z) = sup pm(t-as-xa)= sup / (t-aa)Pdu(s) =
€Dy aaxaA€Dyg aaxa€Dgy J A\B
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sup / () -aﬁ(s)du(s) < sup /. sup / aﬁ(s)du(s) =
aaxa€Dg J A\B seS\B aaxAa€Dg

tfses\8FG) . gup paglan - xa) =0 - tPses\B ),
aaxA€Dy

Otrzymali$my nieréwnos¢ ey(t) < 6 - %, gdzie z zalozenia liczba a := inf,cq\p f(s) jest

dodatnia, a zatem funkcja eg jest ciagla w zerze.

~ (1v) =~ (4i1) Z twierdzenia 3.18 wynika, ze zachodzi rownosé
Orth(Laa() = Z(Laa()). (4.41)

~ (1i1) =~ (1). Zalozmy, ze zachodzi rownos¢ (4.41). Poniewaz funkcja M spelnia
warunek (la), to z twierdzenia 4.20 wynika, ze réwnosé¢ ta implikuje, ze funkcja M nie
spetnia warunku (2a).

Ostatnia czes¢ twierdzenia wynika z warunku (c2) twierdzenia 4.7. W

Uwaga 4.23 7 dowodu implikacji (2a) = (4.38) otrzymujemy dodatkowo, ze warunek

inf,cg\p f(s) > 0 implikuje, ze funkcja €y wyznaczona przez modular prq jest domi-
nowana przez funkcje potegows ciaglta w zerze. Bezposrednia konstrukcja i analiza
funkcji g9 za pomoca wyjsciowej F-normy || - || o jest dos¢ klopotliwa i trudno przy

jej pomocy otrzymaé podobny wynik.

4.2.2 Przypadek ciggowych przestrzeni Musielaka-Orlicza - warunek
jednostajny (A,)

Analizujac przyktad 4.5 zauwazamy, ze warunek pg () < oo implikowal nier6wnosé pg (u e x) <
1
00, gdzie u = (uy) jest ciagiem postaci u, = 2pn 1 00, n = 1,2, ..., gdzie p, € (0,1) oraz

uexr=ue (x,) = (u,x,), bo funkcje p, spelialy nierownosc
on(nt) < 2pn(t), >0, n=1,2,.. (4.42)
W szczegolnosci, z warunku (4.42) otrzymujemy, ze
on(2t) < 2¢p,(t), dlan > 1, (4.43)

wiec funkcje ¢, spelniaja jednostajnie warunek Ao (definicja 1.19) dla wszystkich ¢t > 0, ze

stalymi ¢ = 2 oraz d, = 0.

Uzyteczno$é nieréwnosci (4.42) jest motywacja do wprowadzenia nastepujacej definicji.
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Definicja 4.24 Mdéwimy, ze cigg funkcji Orlicza (py,) spetnia jednostajny warunek (A,
), jesli istniejq: liczba to > 0, cigg (cp,) C RT oraz stata ¢ > 0 takie, Ze dla kazdego t € [0, to]
oraz n € N spelniona jest nieréwnosé

on(nt) < c-pn(t) + cp,
gdzie Y07 | ¢ < 0.

Uwaga 4.25 Zgodnie z powyzsza definicja otrzymujemy: jesli ciag funkcji Orlicza

® = (¢,,) spelnia jednostajny warunek (A,,), to spelnia jednostajny warunek (Ag) dlan > 1,
i w tym przypadku zachodzi réwnosé ¢® = h®,

Postepujac jak w przyktadzie 4.5 i korzystajac z definicji 4.24 otrzymujemy uzyteczny
wynik.

Twierdzenie 4.26 Niech E = (*, gdzie ® oznacza cigg rosngeych i ciggtych funkcji Orli-
cza (o) spetniajacych jednostajny warunek (Ay). Wiedy:

(i) Orth(£®) # Z(L%);

(ii) jesli, dodatkowo, dla kaidego n € N mamy ¢, (1) = 1, to krata £® nie zawiera izomor-

ficznej kopii w (tj. 6(£%) > 0).

Dowéd. Niech ® = (p,) oznacza ciag rosnacych funkeji Orlicza spetniajacych jednostajny
warunek (Ap,).

Twierdzimy, ze
(v) jesli x = (z,) € €2, to réwniez cigg y := (n - z,) jest elementem £%.
Istotnie, jesli pp (z/A\) < oo dla pewnego A > 0, to dla elementu y mamy

0)-E (5)-E () )

n=1 n=1
T o
=c-pp <X) + ch < 00, (4.44)
n=1

wiec y jest elementem ¢®, jak twierdzilismy.
Potézmy u = (uy,), gdzie u,, = n, n = 1,2,.... Na podstawie wykazanej wtasnosci (v),

operator T : ¢® — (% postaci
Tr=uex=(n-z,), glze z = (x,) € (%, (4.45)

jest dobrze zdefiniowanym ortomorfizmem na ¢%.
Poniewaz Te, = n-e, dla n = 1,2, ..., to na podstawie lematu 3.2 otrzymujemy, ze
T € Orth(E) \ Z(E). Zatem Orth((®) # Z(¢®), wiec spelniony jest warunek (i) naszego

twierdzenia.
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Niech teraz ¢, (1) =1 dla kazdego n € N.

Jak w dowodzie twierdzenia 4.2, niech symbol D oznacza zbiér wektoréw jednostkowych
{en : n € N} przestrzeni £®. Ktadac w warunku (4.8): ¢t = 1, otrzymujemy ||e,||¢ = 1 dla
kazdego n € N, wiec D = Dg dla 6 = 1, zatem 6(¢®) > inf,en [lenlle = 1 > 0. Z twierdzenia
4.2 wynika teraz, ze £® nie zawiera izomorficznej kopii w. Wykazalismy warunek (4i) naszego
twierdzenia. W

Korzystajac z lematow 1.20 oraz 3.1 otrzymujemy nastepujace uogodlnienie twierdzenia
4.26.

Twierdzenie 4.27 Niech E = (®, gdzie ® = (p,,) oznacza cigg rosngcych i ciggtych funkcgi
Orlicza. Jesli ® zawiera podcigg ¥ = (pn,) spetniajacy jednostajny warunek (Ay), to
Orth(£®) # Z(¢®).

Dowod. Jesli ciag U spehia jednostajny warunek (Ag), to na podstawie twierdzenia
4.26 mamy Orth(¢¥) # Z(¢¥). Ponadto, na podstawie lematu 1.20 (iii), krata ¢V jest
porzadkowo izomorficzna z pasmem projekcynym w ¢®. Z lematu 3.1 wynika teraz, ze
Orth(4®) # Z(¢1®). |

Whniosek 4.28 Niech ® = (¢y,) bedzie ciggiem funkcji Orlicza, przy czym

0 < inf @, (1) <supp,(l) < oco. (4.46)
neN neN
Wtedy (® nie zawiera-kratowo izomorficznej kopii w, a warunek Orth({®) # Z(£*) impli-
kuje, ze F-krata £® nie jest izomorficzna porzedkowo® z zadng F-kratg Orlicza (9.
W szczegdlnosci, tak jest, gdy cigg ® spetnia zalozenia twierdzenia 4.26: p,(1) =1 dla
wszystkich n € N, oraz cigg (¢n) spetnia jednostajny warunek (Ay,).

Dowdéd. Na podstawie twierdzenia 4.2 (iii), F-krata ¢® nie zawiera izomorficznej kopii w.
Wyeliminowalismy zatem przypadek zawierania przez £ kopii w.

Wykazemy nieco wiecej:

(w) jesli Orth(E) # Z(E), to dla kazdej kraty G takiej, ze Orth(G) = Z(QG) krata E nie

jest porzgdkowo izomorficzna z G.

Przypusémy, nie wprost, ze F jest porzadkowo izomorficzna z G, ale Orth(E) # Z(E). Na
podstawie lematu 2.14 mielibyémy Orth(FE) = Orth(G) oraz Z(E) = Z(G), zatem

Orth(E) = Orth(G) = Z(G) = Z(E), (4.47)

gdzie symbol ' & oznacza odpowiedni izomorfizm porzadkowy. Z warunku (4.47) wynika, ze

Ir jest mocna jedynka w Orth(E) (bo izomorfizm porzadkowy zachowuje mocne jedynki).

%7 grubsza mowiac, ciag ® nie jest rownowazny ciggowi stalemu.
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Stad otrzymujemy inkluzje Orth(E) C Z(E), a zatem Orth(E) = Z(E), co jest sprzeczne
z wyjéciowym zalozeniem. Nasze stwierdzenie (w) jest wiec prawdziwe. Kladac E = ¢®

oraz G = (¥ otrzymujemy teze wniosku. H

W dalszej czedci tego podrozdziatlu przeanalizujemy doktadniej przyktad 4.5. Niech
(pn) bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych z przedziatu (0,1) oraz niech ® = (p,)
oznacza ciag funkcji Musielaka-Orlicza postaci ¢, (t) = tPr.

Ponizszy lemat jest podstawa konstrukeji kilku przyktadow ciagdéw funkeji Musielaka-
Orlicza spelniajacych jednostajny warunek (A,). Wykorzystamy go rowniez do analizy

zwiazku miedzy warunkiem jednostajnym (A,) a warunkiem (x) z twierdzenia 3.18.

Lemat 4.29 Przy oznaczeniach jok wyzej, cigg ® = (pn) spelnia jednostajny warunek
(Ap) wtedy i tylko wtedy, gdy sup, ey pnIn(n) < oo (przyktadowo, p, = m, lub p, = %,
n € N). W tym praypadku, Orth({®) # Z((®).

Dowod. (<) Jesli p,In n < d < oo dla pewnej liczby d € R oraz wszystkich n € N,
to tatwo sprawdzié, ze ciag ¢, (t) = tP», n = 1,2, ... spelnia jednostajny warunek (A,) ze

4 oraz ¢, = 0 dla kazdego n € N.

stalymi tg =1, c=ce
(=) Przypusémy teraz, ze nasz ciag ® spelia jednostajny warunek (A,,): istnieja state
c,to > 0 oraz ciag (¢,) C RT taki, ze Y o2 ¢, < 00, oraz dla kazdego t € [0,t] zachodzi

nier6wnosc¢
(nt)Pr =pp(n-t) <c-pp(t)+cpn=c-tPr" +¢,, n=1,2,.. (4.48)

Niech ng bedzie taka liczba naturalng, ze nio < tg oraz ¢, < %, dla n > ng. Wowczas,
ktadac w nieréwnosei (4.48): t = %, dla n > ng dostajemy

1
27

1
1§c'm+cn§c +

npbn

a wiec nP» < 2¢, skad pp,In n < dg =In 2c. Definiujac liczbe d wzorem
d:=max{p1In 1,...,pp, Inng,do}

otrzymujemy sup,,cn(pnIn n) = d < co. Ostatnia czesé lematu otrzymujemy z twierdzenia
4.27. 1

Wykazemy teraz, ze dla powyzszego ciggu funkcji Orlicza ® = (@) warunek (x) w twier-
dzeniu 3.18 jest nie tylko wystarczajgcy, ale rowniez konieczny na to, aby kazdy ortomorfizm
na ¢® byt centralny. Jest to dyskretny wariant twierdzenia 4.21. Podajemy pelny dowod

tej wersji, poniewaz jest on bardziej elementarny niz dowdd twierdzenia 4.21.
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Stwierdzenie 4.30 Niech ® = (p,,) bedzie ciagiem funkcji Orlicza , gdzie oy (t) = tPr, dla
t € ]0,00), oraz (pn) - ciggiem liczb rzeczywistych z przedziatu (0,1). Wéwczas nastepujgce

warunks sqg rownowazne:

(i) funkcja €1 wyznaczona przez naturalng F-norme || - ||l F-kraty (% jest ciggta w zerze

(tj. spetniony jest warunek (%) twierdzenia 3.18),
(ii) funkcja €]* wyznaczona przez modular pg jest ciggla w zerze,
(iii) Orth(t®) = Z((®),
(iv) inf{p,, n € N} > 0.

Dowod. Wykazemy ciag nastepujacych implikacji (iv) < (it) < (i) = (i1) = (7).
Rownowaznosé (i) & (ii) < (iv). W uwadze 4.6 do przyktadu 4.5 zostato wykazane, ze w

naturalnej F-normie F-kraty ¢® funkcja e; ma postac

Pn
e1(t) = supti+en.
neN

W przypadku, gdy rozpatrujemy F-norme rownowazna wyznaczona przez modular pg (le-
mat 1.20 (iv)) funkcja €7* jest postaci

el (t) = sup tPn,
neN

bo pa(ten) = tP". Jest oczywiste, ze warunki inf{py,, n € N} = 0 oraz inf{2-, n € N} =0
sa rownowazne, wiec funkcja g1 jest ciagla w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja ef® jest
ciagta w zerze. 7 postaci obu funkcji wynika, ze sa one ciagte w zerze wtedy i tylko wtedy,
gdy inf{p,, n € N} =0, skad otrzymujemy zadana réwnowaznos¢ warunkow (i), (i), (iv).
Podamy teraz dowo6d brakujacych implikacji.

Implikacja (i) = (4ii) jest trescia twierdzenia 3.18.

Implikacja (iii) = (7). Wykazemy implikacje rownowazna: ~ (i) =~ (iii). Zalézmy, ze
funkcja €1 jest nieciggla w zerze (czyli warunek ~ (¢)). Oznacza to, ze istnieje podciag (pp, )
ciagu (p,) taki, ze p,, | 0 oraz p,, < . Zauwazmy, ze ciag funkcji Orlicza U = (¢py, )
spelnia jednostajny warunek (Ay) ze stala ¢ = 2 oraz ¢, = 0 dla wszystkich k € N:

1
Oy (kt) = (KE)PF = EPE - o, () < k¥ - 0, (1) < 200, (1)

Na podstawie twierdzenia 4.27 otrzymujemy Orth({®) # Z((?).
Implikacja (i) = (ii1). Jedli funkcja €1 jest ciagta w zerze, to na podstawie twierdzenia 3.18
zachodzi rownosé Orth((®) = Z(¢*). &
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Uwaga 4.31 W przyktadzie 2.32 wykazaliémy, ze jesli Fy jest F-krata

rzeczywistych ciagéow x = (x,) takich, ze lim, o0 V/|2n| = 0 z F-norma ||z||g, =
Sup,en V/|Zn|, to Orth(Ey) # Z(Ep). W tym przypadku mamy §(Ep) = 6(D) = oo,
gdzie D = {e,, n € N} jest zbiorem standardowych wektoréw jednostkowych kraty

Eo (tu r(ey) = limy_so0 |[ten|| m, = limi_yoo ¥/t = 00). Stad wynika, ze na ogét mamy:
d)(E)=00 # (Orth(E)=Z(E)). (4.49)

Korzystajac z lematu 4.29 oraz stwierdzenia 4.30 otrzymujemy dalsze przyklady F-
krat E (w klasie ciagowych przestrzeni Musielaka-Orlicza) ilustrujacych relacje (4.49).

Twierdzenie 3.18 mowi, ze zachodzi ogdlna implikacja (x) = (Orth(E) = Z(FE)). Po-
nadto, jesli E jest ciagowsa przestrzenia Musielaka-Orlicza, to na podstawie twierdzenia 4.26
warunek (*) implikuje Orth(E) # Z(FE). Stad, w klasie ciagowych przestrzeni Musielaka-
Orlicza zachodzi implikacja

(Ap) =~ (). (4.50)

W ponizszym przykladzie pokazujemy, ze implikacja (4.50) (w klasie ciagowych prze-
strzeni Musielaka-Orlicza) jest §cista, tj. implikacja

~ (Ap) = (%) (4.51)
jest na ogot nieprawdziwa.

Przyktad 4.32 Niech ® = (¢,,), gdzie @, (t) = tP", p, € (0,1), n = 1,2, .... Na podstawie
lematu 4.29 ciag (vn) nie spetnia jednostajnego warunku (A,) wtedy i tylko wtedy, gdy
SUp,enPnIn n = oco. Polézmy p, = ’n/lﬂﬁ’ n =1,2,.... Ciag (pn) spelnia powyzszy
warunek, lecz inf,cnyp, = 0, zatem na podstawie warunku (z) z dowodu stwierdzenia
4.30 ciag (pn) nie spetnia réwniez warunku (x). Oznacza to, ze implikacja (4.51) jest

nieprawdziwa, jak twierdzilismy.
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4.2.3 Przyklady ciagéw funkcji Orlicza spelniajacych jednostajny
warunek (A,)

W kolejunym lemacie podajemy pewna metode konstruowania ciagéw spetniajacych jed-

nostajny warunek (Ap).

Lemat 4.33 Niech E = (%, gdzie ® oznacza cigg (@) rosngeych i cigglych funkcji Orlicza
spetniajgcych jednostajny warunek (Ay), przy czym dla kazdego n € N mamy ¢,(1) = 1
oraz ¢, = 0. Ponadto, niech h : RT — R bedzie ciggta, wklestq i rosngcq funkcjq taka, ze
h(0) =0 oraz h(1) = 1. Polézmy wﬁ}) =hoyp,, n=1,2,...

Wtedy ciqg funkcyi Orlicza (w,(ll)) spetnia te same warunki co cigg P, tj. jednostajny
warunek (Ay) z tg samg statg c, oraz 1/)53)(1) =1 dla wszystkich n € N.

Dowéd. Z warunku ¢, (1) = 1 otrzymujemy natychmiast w,(})(o) = h(¢n(0)) = h(0) =0
oraz \1153)(1) = h(pn(1)) =h(1) = 1.
Poniewaz 7z zalozenia funkcja h jest wklesta, to dla dowolnych «,8 > 0 takich, ze
a+ B =1 mamy
h(azx + By) > ah(z) + Bh(y). (4.52)

Kladac w warunku (4.52) y = 0 oraz korzystajac z zalozenia, ze h(0) = 0 dostajemy
h(ax) > ah(z) + Sh(0) = ah(x). (4.53)

Jeslic> 1, to dla a = % mamy 0 < a < 1, wiec z nieréwnosci (4.53) otrzymujemy

h(z) = h(a-cx) > ah(cx) = %h(cx),

stad
h(cx) < c¢- h(z). (4.54)

Poniewaz, na podstawie zatozenia, ciag (¢y) funkcji Orlicza spetnia jednostajny warunek

(8n), 0 (4.54)
P (nt) = h(pn(nt)) < hc-en(t)) < e hen(t)) = c- i (8),

wiec wg)(nt) <ec- ¢$})(t), co nalezalo pokaza¢. B

Przyktad 4.34 Niech h(t) = %, gdzie t > 0. Funkcja h jest oczywiscie ciagla, rosnaca,
wklesta i taka, ze h(0) = 0 oraz h(1) = 1. Niech teraz (y,) oznacza szczegdlny ciag funkcji
Orlicza z przyktadu 4.5: ¢, (t) = ¥/t, dlan = 1,2,... (tu ¢, = 0 dla wszystkich n € N).
Wowczas z lematu 4.33 wynika, ze cigg funkcji Orlicza (wr(ll)) postaci

In(1+ /1)

Wpy=—"2" V7 >
¥n (1) In2 » 120

spelnia jednostajny warunek (A,,) oraz w,(})(l) =1 dla kazdego n € N.
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Przyktad 4.35 Inny przyktad ciagu funkcji Orlicza spelniajacego jednostajny warunek
(Ap) otrzymujemy dla funkeji g okreslonej wzorem
1—et

T, dlat > 0.

g(t) = 1_e1

Funkcja g jest oczywiscie ciagla, rosnaca, wklesta i taka, ze g(0) = 0 oraz g(1) = 1.

Niech () oznacza cigg funkcji Orlicza okreglonych jak w lemacie 4.33, np. o, (t) = V¢,
t >0 (tu réwniez ¢, = 0 dla wszystkich n € N).

Potozmy xn(t) = (gown)(t). n=1,2,.... Wtedy x = (&,) jest ciagiem ograniczonych

funkcji Orlicza spelniajacym jednostajny warunek (A,).

Korzystajac z lematu 4.33 oraz iterujac za pomoca funkcji h opisana tam procedure
konstrukeji ciagu (wﬁﬂ)) dostajemy natychmiast

Whiosek 4.36 Niech ® = (p,,) bedzie ciggiem rosngcych i ciggltych funkcji Orlicza spetnia-
jacym jednostajny warunek (Ay), przy czym ¢, = 0 dla wszystkich n € N. Ponadto, niech
h bedzie funkcja ciggtq, niemalejgcq i wklestq na pdtprostej [0, 00), przy czym h(0) = 0 oraz
h(1) = 1. Potdzmy

1/1,([“) = hoq/;,(lkfl), dla k> 2 orazn=1,2,..., tj.

V) = hF o @, gdzie h* = ho hF71,

Jesli ciag (n) spetnia jednostajny warunek (Ay) oraz on(1) =1 dla kazdego n € N, to cigg

(wﬁlk)) rowniez spetnia oba te warunki.

Przyktad 4.37 Z powyizszego wniosku wynika, ze zalozenia twierdzenia 4.26 sg spelnione
dla ciggu ¥ = (wfll)) okreslonego w przykladzie 4.34:
In(1+ /1)
D)= —T"2 t> =1,2,....
/(/]TL ( ) 1n2 ) — 07 n ) )
Stad Orth(¢¥") # z(¢¥™).
Podobnie, dla ciagu ¥ = (1/},(12)) postaci
In(14 ¥/t)
(1 +9P@) = (1 Ty
In2 N In2

PP (t) = hoypM(t) = >, n=12,..

rowniez spelnione sy zalozenia twierdzenia 4.26; mamy tutaj Orth(f‘l’@)) #* Z(E‘I’(2)).
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Na podstawie twierdzenia 4.26 oraz wniosku 4.36, otrzymujemy

Whiosek 4.38 Niech U(k) = (1/;,(1’“)) oznacza cigg zdefiniowany jok we wniosku 4.36. Po-
toimy B, = 0" k=1,2, ... Wiedy

(i) F-krata Ey nie zawiera izomorficznej kopii w, ale
(ii) Orth(Ey) # Z(Ey).

Uwaga 4.39 Jesli funkcje f, h okreslone na przedziale [0, 00) sa ciagle, niemalejace,

wkleste i takie, ze f(1) = h(1) =1, f(0) = h(0) = 0, to ich zlozenia hoh, foh, ho f réwniez
posiadaja te same wlasnosci.
Istotnie, ztozenie f o h jest funkcja ciggla, niemalejacy oraz

(f 0 h)(0) = f((0)) =0, (foh)(1)=f(h(1)) =1

(foh)(az + By) = f(h(az + By)) > f(ah(z) + Bh(y)) >
> af(h(z)) + Bf(h(x)),
dla dowolnych «, 8 > 0 takich, ze « + 8 = 1 oraz z,y € [0,00). Analogiczne rezultaty uzy-
skujemy dla pozostatych ztozen.

Ponadto,

Przyktad 4.40 Kolejna konstrukcje ciagu funkeji Orlicza spetniajacego jednostajny waru-
nek (A,) otrzymujemy postugujac sie funkcja h = gohg, przy czym funkcja hg jest okreslona
jak w przyktadzie 4.34 tj. ho(t) = lnﬁ;t), dla ¢ > 0, natomiast funkcja g jak w przyktadzie
4.35. Stad

(g — 1 — ¢~ ho(®) B 1 —6_% B 1- (1+t)ﬁ
() = l—el  1—e1 — 1-—¢1

Funkcja h jest oczywiscie ograniczona, ciagla, rosnaca i taka, ze h(0) = 0 oraz h(1) = 1.
Na podstawie uwagi 4.39 otrzymujemy, ze h jest réwniez funkcja wklesta. Niech teraz ciag
funkcji Orlicza (¢,,) spelnia jednostajny warunek (A,). Z lematu 4.33 wynika, ze ciag
funkeji Orlicza (H,,), gdzie H, = ho ¢, dla kazdego n € N, spelnia réwniez jednostajny
warunek (Ap).

Polézmy () = /t, n = 1,2,..., t > 0. W przykladzie 4.5 zauwazylismy, ze taki
ciag (pn) speia jednostajny warunek (A,), zatem z powyzszych uwag wynika, ze ciag
ograniczonych funkcji Orlicza (Hy,) postaci

_ 1
(1+ %)ﬁ

H,(t) =hopy(t) = T o1

réwniez spelnia ten warunek.

W poprzednich przyktadach 4.34 oraz 4.37 tworzyliémy funkcje ¢, spelniajace na od-
cinku [0, 1] nieréwnosc¢
on(t) <c-tP", p, € (0,1), (4.55)
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gdzie c jest staly niezalezng od n. Wynikalo, to z nieréwnosci In(1 +¢t) < ¢, dla ¢ > 0.
Podamy teraz przyktad takiego ciagu funkcji Orlicza ® = (¢,), ze funkcje ¢, nie
spetniaja nieréwnosci (4.55) z jedna stal, lecz Orth(£®) # Z((®).

Przyktad 4.41 Potézmy

In(1 + nt)

on(t) = (i tn)’ t>

0, n=1,2,...

Wszystkie funkcje ¢, sa wkleste oraz ¢, (1) = 1 dla kazdego n € N. Stad, na podstawie
lematu 1.20 dla ciagu ® = (i,,) otrzymujemy ¢®* = h® = k®. Dalej, poniewaz lim;_,o ‘p"(t) =
limy 0 ¢,/ (t) = 1n(1+n 1 00, przy n — oo, to nie istniejg: stata ¢ > 0 oraz tg > 0 takle ze
“O"T(t) < cdlat € 0,ty] oraz wszystkich n € N.

Rozwazmy teraz podciag (ng), gdzie np = 2%, k = 1,2,.... Polézmy ¥ := (¢n,)- Na

podstawie lematu 1.20 (iii) otrzymujemy, ze
krata 0¥ = kY jest porzqdkowo izomorficzna z pasmem projekeyjnym w £%.

Wykazemy, ze Orth(¢¥) # Z(¢¥). Pokazemy, 7e dla ciagow = = (z) € w oraz u =

(ur)p2y, gdzie up, = k, k = 1,2, ... zachodzi nieréwnos¢
my(uex)=my((kry)) < my(z)+ ¢,
przy czym c jest pewng stala niezalezna od z. Dla kazdego k£ € N mamy

In(1+k2¥t)  Ink+1In( 4 28"1)

Pny, (kt) =

In(1+2¥)  In(1+2F) —
In k In(1 + 2¥°t) In k In k
< m + = o+ 3+
zatem Ik
n
P (t) < 2+ o (). (4560)
Stad
456 Ink °
(uex) ank (klek]) g T o e lukl) =
- k=1
1 —Ink
— — . 4.
2 2o % + my () (4.57)
Poniewaz szereg » po lnk jest zbiezny, to mozemy przyja¢ ¢ = Y o, h,;—sk; z warunku

(4.57) otrzymujemy teraz zadana nier6wnos¢ my(u @ x) < my(x) + ¢, skad wynika, ze
jesli z € 0¥ (= kY), czyli my (z) < 00, to my (u e x) < 00, a zatem u e x € V. Stad otrzy-
mujemy, ze operator Ty : £¥ — ¢¥ zdefiniowany wzorem Ty(x) = u @ z jest ortomorfizmem
niecentralnym na h¥. Poniewaz ¢V jest porzadkowo izomorficzna z pasmem projekcyjnym
(%, to z twierdzenia 4.27 wynika, ze Orth({®) # Z(¢®).
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Ponizsze twierdzenie jest szczegdlng postacia twierdzenia 3.3 o warunkach réwnowaznych
na to aby istnial ortomorfizm niecentralny na przestrzeni Musielaka-Orlicza £®. Zastosu-
jemy je w ostatnim przyktadzie tego rozdziatu, pokazujacym, ze warunek (x) twierdzenia
3.18 nie jest na ogét konieczny na to aby zachodzita réwnosé Orth(E) = Z(E).

Twierdzenie 4.42 Niech E = (®, gdzie ® = (p,) oznacza cigg rosngeych i cigglych funk-
cji Orlicza spetniajgcych jednostajny warunek Ao, oraz niech e, oznacza n-ty wektor jed-
nostkowy w (. Wowczas réwnowaine warunki (i), (ii), (iii), (iv) twierdzenia 3.3 (dajgce
Orth(£®) # Z (%)) sq réwnowazne z warunkiem:

(v) istnieje rosnacy ciag (n;) C N taki, Ze zbieinosc¢ szeregow 3 721 wn; (M), dla kaz-

dego A > 0, implikuje zbieznoscé szeregéw Z]Oil on; (Ajlzi]), A > 0.

Ponadto, jesli wszystkie funkcje o, sq subaddytywne (wtedy (* = h® = k®), np. wkleste, to

warunek (v) mozna zastgpi¢ warunkiem réwnowaznym:

(v') istnieje rosngcy cigg (nj) C N taki, ze zbieznosc¢ szerequ 3772, on (|24]) implikuje

zbiezno$é szeregu Z;‘;l ©n; (F]74])-

Dowoéd. Poniewaz ciagg ® = (¢,) spetnia jednostajny warunek Ao, to /% = h?®, tj. norma
na % jest porzadkowo ciagla; rownowaznosé¢ warunkow (i), (ii), (i44), (iv) dla przestrzeni
¢® wynika zatem bezposrednio z twierdzenia 3.3.

Rozwazmy teraz warunek (iv) twierdzenia 3.3:

istnieje $cisle rosngcy cigg (n;) C N taki, Ze zbiezno$é (topologiczna) szeregu Z;}; Tjen,
implikuje zbiezno$é szeregu Zj’;l JTjen,.

7 rownosci £2 = h® wynika, ze szereg Z;; Tjen, jest zbiezny w E = (® wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego A > 0 mamy » 22, ¢n;(A|z;]) < co. Podobnie, szereg 372, jzjen;
jest zbiezny w E wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego A > 0 mamy > 22, ¢y, (Ajlz]) < oco.
Stad natychmiast wynika, ze warunki (iv) oraz (v) sa réownowazne.

Jedli wszystkie funkcje ¢, sa subaddytywne, to h® = k® (patrz uwaga 1.21), a zatem
zbieznosé szeregow > o2 | pn(Azy), dla kazdego A > 0, jest rownowazna zbieznosci jednego
szeregu y o> 1 ¢n(|2zs]), wiec warunki (v) oraz (v') s rownowazne. B

Ponizszy przyktad ilustruje druga czesé¢ twierdzenia 3.18 (tj., ze warunek (x) nie jest

koniecznym na zachodzenie réwnosci Orth(E) = Z(E)).

Przyklad 4.43 Potézmy

nily gdy €0, 1],

+1 -1 1

enlt) = {

Oczywiscie ¢,(1) = 1 dla kazdego n € N. Na podstawie lematu 3.23 wiemy, ze ciag
® = (py) jest jednakowo ciagly w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja fo jest ciagla w
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zerze. W naszym przypadku mamy

0 gdy t=0,
foot) =supn(t) § 3t+3 gdy te(0,1),
neN t gdy tell,00).

zatem funkcja f nie jest ciagla w zerze, wiec
ciag (pn) nie jest jednakowo ciagly w zerze.

Ustalmy x = (x,,) € w. Poniewaz warunek

oo
= Z‘Pn(‘xn‘) <00
n=1

implikuje, ze limy, o0 @n(|2n|) = 0, to istnieje liczba n, € N taka, ze ¢, (|z,|) < 3 dla
n > ng. 7 definicji funkcji o, wynika, ze dla kazdego n > n, mamy "Tﬂla:n| < %, dla
‘:En\ < n+1

Ponadto, na podstawie lematu 1.20 wklestos¢ funkcji o, implikuje, ze £ = h® = k.
Gdyby krata h® miata ortomorfizm niecentralny 7', to z warunku (v') twierdzenia 4.42

wynikatoby, ze istnieje Scisle rosnacy ciag (n;) taki, ze dla = (z;) € w warunek

oo o0
Zgonj(|xj|) < oo implikowalby ngnj (Jlz;]) < oo. (4.58)
=1 =1
Rozwazmy ciag « = (x;), gdzie 1 = 0 oraz z; = m Mamy 0 < z; < (nj27+1)7 dla
J =2
Stad ¢y, (z1) = 0 oraz @y, (|z;|) = ”JH] x| = % dla j > 2. 7 powyzsze] rownosci
wynika, ze
o0 o0 1
2ol = 3 57 <
i=1 i=1
lecz -
j— 1 p—
Z SOn] Jlzsl) = ; =

Otrzymana sprzecznos¢ implikuje, ze nie istnieje ortomorfizm niecentralny na (®, zatem

Orth(1®) = Z(¢%).

110



Rozdzial 5

Ortomorfizmy w F-kratach z
quasi-jedynkg

5.1 Wprowadzenie — problem nietrywialnych ortomorfizméw

Wiadomo [3, Theorem 2.12], ze jesli krata liniowa E jest o-zupetlna w sensie Dedekinda,
to posiada ‘duzo’ nietrywialnych projekcji porzadkowych, wigc krata Orth(E) jest rowniez
nietrywialna.

Jezeli zawezimy nasze rozwazania tylko do krat Banacha (bez zaktadania dodatkowych
wlasnosci o czesciowym porzadku), to sytuacja nie jest juz tak jasna: jesli krata Banacha
posiada quasi-jedynke (w szczegolnosci, gdy jest osrodkowa), to zbidr ortomorfizmow jest
dosc¢ bogaty (|50]; por. twierdzenie 5.10 nizej); istnieja jednak przyktady nieosrodkowych
krat Banacha E, nie posiadajacych quasi-jedynki, takich, ze Orth(E) = lin{Ig} (patrz [15],
51])

W tym rozdziale zajmuje sie problemem istnienia nietrywialnych ortomorfizméw na
danej F-kracie F, w szczegolnosci - problemem aproksymacji dowolnego elementu y € [0, x]
za pomocy elementéw postaci Sx, gdzie S jest ortomorfizmem centralnym na F, przy czym
nie narzucam zadnych warunkow na wtasnosci porzgdkowe kraty E.

Problemem takiej aproksymacji, przy zatozeniu, ze krata liniowa E posiada wystarcza-
jaco duzo projekcji porzadkowych, zajmowali sie Z. Lipecki [30], B. Lavri¢ [26], A. I. Veksler
[57] oraz M. Wéjtowicz [56]. W 1994 roku Z. Lipecki wykazal, ze jesli krata liniowa E ma
rozdzielajace projekeje porzadkowe (= krata F ma wlasnosé (§) w sensie Lavrical), to dla

kazdego x € E* oraz y € [0, x] istnieje ciag projekcji porzadkowych (P,) w E takich, ze

1 1
OSy—E Epﬂﬁﬁx;
=1

stad, ktadac T,, = > I, %Pi, n = 1,2, ..., otrzymujemy niemalejacy cigg nieujemnych

1tj. jesli y1 A y2 = 0, to istnieje projekcja porzadkowa P na E taka, ze Py, = y1 oraz Pyz = 0; w
szczegoblnoscei, jesli krata E ma wlasnosé projekeji gtownej (PPP), to ma wlasnosé (9).
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ortomorfizméw (T5,) spelniajacych warunek 0 < y — T,z < Qinx W szczegblnoscei, jesli B
jest F-krata posiadajaca rozdzielajace projekcje, to jest topologicznie pelna (definicja 5.8):
dla kazdego y € [0, x] istnieje cigg ortomorfizmow centralnych T, takich, e |y—Tyx| g — 0,
przy n — o0o. Z nieréwnosci Lipeckiego wynika réwniez, ze jesli E jest dodatkowo krata
Banacha, to y = T, gdzie T = >.2°, & P; (zbieznos¢ absolutna w L(E)). To uogélnia
klasyczne twierdzenie Kukateladze
[4, Theorem 8.16] z przypadku, gdy E jest krata o-zupelna w sensie Dedekinda. Wynik
podobnego typu uzyskal B. de Pagter w pracy doktorskiej [40, Theorem 19.4 oraz Lemma
19.3], gdzie w roli projekcji rozdzielajacych P; wystepuja ortomorfizmy 7T; € Z(E) takie, ze
0<T;<InakF.

Ponadto, A. W. Wickstead [50] dowodzi, ze jesli E jest kratq Banacha oraz krata Z(E)
jest topologicznie petna, to Z(E) posiada tzw. wtasno$é rozdzielania (definicja 5.16), ktora
jest nieco stabsza wlasnoscia niz wtasnosé (§). Stad otrzymujemy nastepujace implikacje

(F—kraty)

kratyB h
(6) © =" topologiczna pelnosc ( ratyBanac a)

wlasnodé rozdzielania.

W twierdzeniach 5.10, 5.17 oraz 5.15 przeniesione sg cytowane wyniki A. W. Wicksteada
na przypadek F-krat z quasi-jedynka. W twierdzeniu 5.17 dowodzimy, ze F-krata E z

quasi-jedynka posiada znacznie mocniejszg wlasno$é niz wtasnosé rozdzielania:

Dia dowolnych ortogonalnych elementow x,y € E+\ {0} istnieje ciag ortomorfizmdéw
(Sn) C Z(E)* taki, ze S,y — y oraz Spx = 0 dla wszystkich n € N.

Ponadto, w twierdzeniu 5.15 uzupelniamy i wzmacniamy teze twierdzenia 5.10:

Dla kazdego x € ET \ {0} oraz kazdego elementu y € [0, ] istnicje niemalejgcy cigyg
ortomorfizméw (S,) C Z(E)* taki, ze Spx Ty oraz ||Spx — y||g — 0, pray czym cigg

zawezen S”IT.T jest zbiezny punktowo do pewnego ortomorfizmu R € Z(A,), gdzie

Rx =y.

Wyniki uzyskane w twierdzeniach 5.17 oraz 5.15 sa nowe nawet w zakresie krat Banacha.

5.2 Podstawowe wlasnosci F-krat z quasi-jedynka

W tym podrozdziale omawiamy pojecie quasi-jedynki w F-kratach. Wyniki tu przedsta-
wione sa dobrze znane w zakresie krat unormowanych [4, str 259]|, [3, str. 164], lecz ich
dowody réznig sie nieco od klasycznych dowodéw, co jest spowodowane brakiem jednorod-

nosci w definicji F-normy (por. aksjomaty (iii) oraz (iv) w definicji 1.1).

Definicja 5.1 Niech E bedzie kratg liniowg wyposazong w F-norme || - ||[g. Dodatni ele-
ment x € E nazywamy quasi-jedynkag 2, jesli ideat A, generowany przez element x jest

topologicznie gesty w F.

*Element taki nazywany jest rowniez punktem quasi-wewnetrznym lub jedynka topologiczna, [50, str.51]
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Ponizszy lemat jest elementarnym uogélnieniem znanego wyniku dla przypadku, gdy F

jest osrodkowa krata Banacha [4, str. 259].

Lemat 5.2 Niech E = (E,| - |g) bedzie F-kratq osrodkowq. Wtedy E posiada quasi-
jedynke.

Doktadniej, jesli ciag (xy,) jest topologicznie gesty w E, to istnieje cigg liczb rzeczywi-
stych dodatnich (o) taki, ze element e := > 0 | apl|xy| jest quasi-jedynkq F-kraty E.

Dowod. Niech ciag (x,,) bedzie gesty w E.
7 wtasnogci F-normy® wynika, ze istnieje ciag liczb dodatnich (o) taki, ze
Poniewaz Y o7 |lan@n||p < 1, to z zupelnosci (topologicznej) F-kraty E otrzymujemy, ze
szereg » -7, Qu|Ty| jest absolutnie zbiezny do pewnego elementu e € E. Stad, dla kazdego
n=1,2,... mamy
[nl = 22 0] = —(anfeal) < —¢ € 4.
an ap n

Poniewaz A, jest idealem w E, to x,, € Ae, n=1,2,....
Dostaliémy zatem {z,,} C A, C E, wiec E = {z,} C A. C E. Ostatecznie A, = E, co

nalezato pokaza¢. l

Ponizszy lemat, na ktérym oparte sa gléwne wyniki tego rozdziatu jest prostym prze-
niesieniem klasycznego wyniku dla krat Banacha [4, Theorem 12.20] na przypadek F-krat.
Przypomnijmy*, ze w punkcie (a) ponizszego lematu konieczne jest uzycie symbolu ||-||%,

dla konkretnej quasi-jedynki e.

Lemat 5.3 Niech E bedzie F-kratq liniowq z quasi-jedynkg e. Wiedy

(a) ideal glowny A. wyposazony w norme ||z|S = inf{A > 0 : |z| < Xe} jest kratq
Banacha, izometrycznag porzadkowo (za pomocq pewnej izometrii porzqgdkowej h prze-
ksztatcajgcej e na k) z kratg C(K.), gdzie K. jest zwartq przestrzenig Hausdor(fa,

zalezng od Ae;
(b) AM -przestrzenie Z(A.) oraz Z(C(K.)) sq izometryczne porzqgdkowo °:

dla kazdego T € Z(A.) istnieje dokladnie jeden element up € C(K.) postaci
up = h(Te) taki, ze dla kazdego x € A, mamy

Tz = h™ Y (up e h(x)),

gdzie h : A, — C(K.) jest izomorfizmem kratowym takim, Ze

h(e) = 1., a symbol ® oznacza mnozenie w C(K.) 9;

3limy 0 ||tz|| g = 0, aksjomat (444) w definicji 1.1

4patrz komentarz przed lematem 2.16, podrozdziat 1.5

®gdy obie kraty Z(A.) oraz Z(C(K.)) sa wyposazone w ich naturalne M-normy |-||oc, patrz podrozdziat
2.1

Spatrz podrozdzial 2.1
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Zgdang izometrig porzgdkowq jest odwzorowanie h: Z(A.) — Z(C(K.)) postaci
WT)=hoToh™, Tec Z(A.),

gdzie h jest izometrig porzqdkowq jak w punkcie (a) - z Ae na C(K.) - natomiast

odwzorowanie odwrotne do h jest okreslone wzorem
hY(S) = h~1Sh,

gdzie ortomorfizm S € Z(C(K.)) jest postaci S(y) = u ey, dla pewnego u € C(K,) i
wszystkich y € C(K.).

Uwaga 5.4 Wynik dla F-krat przedstawiony w lemacie 5.3 nie wystepuje w postaci

jawnej w dostepnej literaturze. Szkic dowodu podobnego twierdzenia jest zawarty w pracy [35,
Théoréme 1.6] M. Meyera z 1978 roku: w podpunkcie (¢) podany jest warunek wystarczajacy
na to, aby spelniony byl warunek (b) naszego lematu 5.3; autor nie dowodzi jednak, ze jesli
E jest F-krata, to zachodzi teza punktu (a) naszego twierdzenia, ktory jest podstawa czesci
(b) lematu 5.3.

Dowo6d lematu 5.3. (a) Wiadomo (lemat 2.16), ze ideal gtéwny A, z norma || - ||, jest
M -przestrzenia z mocna jedynka e. Poniewaz kazda F-krata jest jednostajnie zupetna’, to
dla kazdego e € E™ krata unormowana (A, || - [leo) jest zupelna.

Na podstawie twierdzenia Kakutaniego 1.8, istnieje przestrzen zwarta K. (zalezna od

A, ) oraz izometria porzadkowa h z kraty Banacha (A, ||-||~) na C(K,) taka, ze h(e) = 1k, .

(b) Niech T bedzie ortomorfizmem na A.. Potézmy up = h(Te) i rozwazmy ortomorfizm
T1 na A, postaci
Tiz = h Y (ur @ h(z)), gdzie z € A,.

Poniewaz h(e) = 1k, gdzie K. jest zwarta przestrzenia Hausdorffa okreslona w punkcie (a),
to
Tie=h"Yurelg,) =h" (h(Te)) = Te.

Poniewaz e jest jedynka na Ae, to korzystajac z wniosku 2.6 otrzymujemy T = T7.
Pozostata czesé punktu (b), dotyczaca izometrii porzadkowej E, wynika wprost z lematu
2.14. 1

"Krata F jest jednostajnie zupetna (uniformly complete), jesli dla kazdego « € ET kazdy e-jednostajny
ciag Cauchy’ego posiada e-jednostajng granice w E (patrz [33, Definition 42.1, str. 276]. Ciag (z,.) C E
nazywamy e-jednostajnym ciggiem Cauchy’ego, jesli istnieje element e € EV taki, ze dla kazdej liczby
€ > 0 istnieje N. € N taka, ze dla m,n > N. zachodzi nieréwno$¢ |z, — xm| < €-e. Ciag (zn) C E
nazywamy e-jednostajnie zbieznym, jesli istnieje x € E takie, ze dla kazdego € > 0 istnieje liczba M. taka,
ze |z —xn| <e-e.
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5.3 Twierdzenia gléwne

Ponizszy lemat jest przeniesieniem podobnego wyniku dla krat Banacha [1, Theorem 3.34].
Podobnie jak w lemacie 5.3, kraty Z(E) oraz Z(A.) rozpatrujemy z ich naturalnymi || - ||co-

normami.

Lemat 5.5 Niech E = (E, || - ||g) bedzie F-kratg z quasi-jedynkqg e. Wtedy zbior ortomor-
fizmow centralnych okreslonych na E jest nietrywialny.

Doktadniej, krata Z(E) jest izometryczna porzgdkowo z Z(A.), wiec réwniez z prze-
strzeniq C(K.), gdzie K. jest przestrzenig reprezentacyjng dla AM -przestrzeni (Ae, || - ||S)

okreslong jak w lemacie 5.3.

Izometrig porzgdkowq z Z(Ae) na Z(E) jest operator postaci

gdzie Ty jest jednoznacznym rozszerzeniem ortomorfizmu Ty z Ae na E, a V=1 : Z(E) —

Z(A.) jest operatorem obciecia:
VHT) =Tja,, TeZ(E).

Dowéd. Niech Ty € Z(A.). Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze ortomorfizm Tp jest
dodatni (patrz uwaga 2.4).
Na podstawie lematu 5.3 (a) istnieje przestrzen zwarta Hausdorffa K. taka, ze ideal A,

(wyposazony w norme || -||S,) jest porzadkowo izometryczny - za pomoca pewnej izometrii
h - z krata C(K.).

Ponadto, z lematu 5.3 (b) wynika, ze istnieje element up € C(K,) taki, ze ortomorfizm
To jest postaci:

Toy = h™Hur e h(y)), y € A,

oraz spelniona jest nieréwnosé
Toy| < Alyl, y € Ae, (5.1)

gdzie A = || 7] c0-
Dalsza czes¢ dowodu pokrywa sie z dowodem [1, Theorem 3.34] dla przypadku, gdy F jest
krata Banacha i dlatego ja pomijamy. Jednoznacznosé rozszerzenia Tp ortomorfizmu T

wynika z topologicznej gestosci A, w E. B

Uwaga 5.6 Wynik przedstawiony w powyzszym lemacie zachodzi dla szerszej klasy krat

liniowych niz F-kraty. Wystarczy zatozyé, ze E jest kratatopologicznie zupeina, lokalnie
solidna i jednostajnie zupetna (tj. ideal A, wyposazony w norme || - ||%, zdefiniowany jak w
punkcie (a) lematu 5.3 jest AM -przestrzenia). Wtedy kazdy ortom orfizm centralny wzgledem
takiej topologii na F rozszerza sie jednoznacznie do operatora ciagltego na A, = E, a wobec
domknietodci stozka ET rozszerzenie to jest ortomorfizmem centralnym.
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Laczac lematy 5.3 (a) oraz 5.5 otrzymujemy w ponizszym lemacie prosta postaé izo-
morfizmu porzadkowego € z kraty Z(FE) na A., co wskazuje, ze krata Z(F), wiec rowniez
Orth(E), jest 'bogata’, gdy E posiada quasi-jedynke. Wynik ten jest jednak czysto teore-
tyczny, bo w jego dowodzie stosujemy w sposob niejawny twierdzenie Kakutaniego (na nim
oparty jest lemat 5.3): tu nie wiemy w jaki sposéb z elementu u € A, utworzyé¢ ortomor-
fizm T € Z(FE) taki, ze e(T') = u. W praktyce czesto stosujemy wniosek 2.26 (rozdzial 2)
moéwigcey o konkretnej postaci ortomorfizméw centralnych na ideatach f-algebry z jednoscig.

Warto w tym miejscu doda¢, ze wynik podobnego typu prébowali uzyskaé autorzy pracy
[7, Theorem 3.3], gdzie krata Orth(FE) jest zastapiona przez tzw. J-ideal kraty L£,(L, M),
przy czym L, M sa kratami liniowymi, a M jest zupelna w sensie Dedekinda. Z cytowanego
twierdzenia wynikaloby, ze jesli £ = L = M = {,, gdzie 1 < p < oo, to dla elementu
e = (1) € ¢, odwzorowanie € : Orth(E)(2 () — E postaci e(T) = T(e) = te, gdzie
t € ls, byloby surjekcja (na E), co oczywicie jest nieprawda®.

Lemat 5.7 Niech E bedzie F-kratg z quasi-jedynkg e. Rozwazmy odwzorowanie lintowe
€: Orth(E) — E postaci

Wéwczas € jest izomorfizmem kratowym oraz jego obraz - €(Orth(E)) - jest podkratg topo-
logicznie 1 porzgdkowo gestg w E.
Ponadto, e(Z(E)) = A, przy czym

e(ZH(E)) = [0,¢], gdzie Z{ (E) ={T € Z(E):0<T < Ig}. (5.2)

Dowoéd. Oczywiscie € jest operatorem liniowym. Ponadto, z tozsamosci (2.4) w twierdzeniu

2.3 wynika, ze € jest izomorfizmem kratowym, bo
[e(T)| = |T(e)| = [T|(e) = &(|T).

Z wniosku 2.6 wynika, ze € jest iniekcja: e(T) = Te = 0 = 0(e) wtedy i tylko wtedy, gdy
T = 0. Stad otrzymujemy, ze e(Orth(FE)) jest podkrata E.

Wykazemy teraz, ze e(Z(E)) = Ae, co bedzie implikowa¢ réwniez, ze e(Orth(E)) jest
porzadkowo i topologicznie gesta podkrata E (bo A, = E).

Niech 0 < e(T) =Te < e. Zatem e(T) € [0, €], a stad

ez (E)) clo,e]. (5.3)

Niech u € [0,e]. Na podstawie lematu 5.3 (a) istnieje izomorfizm porzadkowy h dziata-
jacy z Ae na C(K,) (dla pewnej przestrzeni zwartej Hausdorffa K.) taki, ze h(e) = 1k, .

Rozwazmy ortomorfizm T € Z(A,) postaci

T = h= (h(u) @ h(y)), y € A.. (5.4)

8Przyktadowo dla ustalonego 1 < p < oo oraz dla ciagu = = (x,.), gdzie z, = n%, a= ’%’Dl, otrzymujemy

_1
@ € £y, ale x nie jest postaci (1t,), gdzie ¢, jest ciagiem ograniczonym, bo nx, = n'm 4 oo.
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Na podstawie lematu 5.5 istnieje ortomorfizm T € Z(E) postaci T = ¥(T") = Tu(=
rozszerzenie T z A, na E). Poniewaz T jest rozszerzeniem T, to T'(e) = T"(e). Zatem z

warunku (5.4) dostajemy
T(e) =T"(e) = h™'(h(w) - h(e)) = K™ (h(u) - 1x,) = h™ ' (h(w)) = u;
to implikuje inkluzje
0,€] C &(Z](E)). (5.5)

Laczac inkluzje (5.3) oraz (5.5) otrzymujemy, ze € odwzorowuje bijektywnie Z; (E) na
odcinek [0, ], co dowodzi réwnosci (5.2).

Poniewaz Z1(E) = |2, n- Z] (E), to z wykazanej réwnosci (5.2) wynika, ze
o0
ez (E) =|Jn-[0,e = AL

Stad otrzymujemy
eZ(E)=e(Z"(E)—-ZT(E)) = A — A} = A..

Dowdd drugiej czesci lematu jest zakoriczony. M

5.3.1 Topologiczna pelnosé

Kolejne dwa twierdzenia mowia o mozliwosci aproksymowania elementu y € [0, 2] warto-

$ciami ciagu ortomorfizmow z Z(E).

Definicja 5.8 Niech E bedzie F-kratq. Mowimy, zZe krata Z(E) ortomorfizmdéw centralnych
na E jest topologicznie pelna, jesli dla dowolnego x € E oraz dla kazdego elementu

y € [0, z] istnieje cigg ortomorfizmdw centralnych (Sy), taki, ze
lim || Spz —y|lg = 0. (5.6)
n—oo

Uwaga 5.9 Z rownosci |Syz| = |Sp|(x) wynika, ze w warunku (5.6) mozemy zalozy¢,

ze dla kazdego n € N mamy S,, > 0. Ponadto, poniewaz mamy?

(Sp AN Ig)(z) = Sp(z) Az Hﬂf yAT =1y,

to mozemy dodatkowo zalozy¢, ze S,, < Ig dla kazdego n € N. Ostatecznie, w warunku (5.6)
mozemy zalozy¢ bez straty ogolnosci, ze 0 < S,, < Ig dla kazdego n € N. Stad i z definicji 5.8
wynika, ze E jest topologicznie pelna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x € E™ odcinek
[0, 2] jest postaci Z;'(E)(z), gdzie Z; (E) jest okreslone w lemacie 5.7, formuta (5.2) oraz
ZHE)(x) = {Tx : T € Z(E)} (tj. zbior Zj (E)(x) jest topologicznie gesty w odcinku
[0, 2]).

9Zbienos¢ wynika z nieréwnosci Birkoffa |[a Ac —bAc| < |a—b|, dla a,b,c € E.
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Ponizsze twierdzenie moéwi, ze kazda F-krata z quasi-jedynka jest topologicznie pelna. Jest

ono przeniesieniem wyniku znanego dla krat Banacha [50] na przypadek F-krat.

Twierdzenie 5.10 Niech E bedzie F-kratq z quasi-jedynkg e. Wtedy krata Z(E) ortomor-
fizmow centralnych na E jest topologicznie petna.

Doktadniej, dla kazdego x € ET oraz kazdego elementu y € [0, z] istnieje cigg ortomorfi-
zmow (Sy) C Z(E) taki, Ze dla kazdego n € N mamy:

(1) 0< S, <Spt1 < Ig,
(2) 0<y—Spz < Lieva).
Stad, w szczegdlnosdci,
(3) Spzx Ty (zbieinosé porzadkowa),
(4) limy, o0 ||Snz — y||lg = 0 (2bieznosé topologiczna,).
Uwaga 5.11 Zauwazmy, ze dla x = e lemacie 5.7 daje znacznie mocniejszy wynik

niz warunki (1), (2) twierdzenia 5.10: zbiér Z;"(E)(e) jest po prostu topologicznie domkniety

i rowny [0, €], zatem w tym przypadku twierdzenie 5.10 nie wnosi nic nowego.

Uwaga 5.12 Twierdzenie 5.10 méwi nie tylko, ze dowolna F-krata z quasi-jedynka jest

topologicznie pelna, ale wskazuje, ze ortomorfizmy wystepujace w warunku (5.6) definicji 5.8
topologicznej pelnosci kraty Z(FE) spelniaja dodatkowo warunki (1), (2) twierdzenia 5.10.
Warunki te bedziemy wykorzystywaé¢ w kolejnym twierdzeniu.

Uwaga 5.13 W przypadku, gdy krata E jest lokalnie wypukta i lokalnie solidna,

strukture kraty Z(FE) (jej bogactwo (richness)), badal M. Meyer. Wyniki te przedstawione sa
w pracy [35] z 1978 roku. O tych badaniach wspomina rowniez A. W. Wickstead w pracy prze-
gladowej [50] z 2009 roku; wyniki tam zawarte dotycza jednak tylko krat Banacha. Problem
pelnosci kraty Z(E) byt badany przez M. Meyera i E. Chila. Wyniki zostaty opublikowane
w 2012 roku [8].

Uwaga 5.14 Dowdd twierdzenia 5.10 jest adaptacja pomystu A. Wicksteada [50, str. 51]

- do wzoru (5.17) - i opiera si¢ na lemacie 5.3.

Dowéd twierdzenia 5.10. Niech z,y € F oraz 0 < y < z. Polézmy e, = e V .
Oczywidcie element e, jest réwniez quasi-jedynka kraty E. Istotnie, E = A, C A, C E;
zatem A,, = E.

Dalsze rachunki bedziemy przeprowadza¢ na ideale gtownym A, .

Poniewaz 0 <y <z < ey, toz,y € Ae,.

Na podstawie lematu 5.3 (a), ideat A., jest porzadkowo izomorficzny z przestrzenia
C(K.,), gdzie K., jest pewna zwarta przestrzenia Hausdorffa, za pomoca pewnej izometrii

h okreglonej jak w lemacie 5.3.
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Stad otrzymujemy, ze
h(z), h(y) € C(Ke,). (5.7)

Poniewaz h jest takim izomorfizmem kraty A, na C(Ke,), ze h(e;) = 1k, _, to

0< h(y) < hiz) < 15 (53)
Zdefiniujmy elementy ¢,, € C'(K,,) wzorem
h
th = (yl) , gdzie n=1,2,... (5.9)

Zauwazmy, ze funkcje wystepujace w liczniku oraz w mianowniku wzoru (5.9) sa ciagte
na przestrzeni K. , a ponadto mianownik wyrazenia (5.9) jest funkcja $cisle dodatnig'?;
stad t, jest elementem C(K, ), n=1,2,....

Korzystajac z lematu 5.3 (b) tworzymy ciag (7},) ortomorfizmoéw centralnych na ideale

Ae, 7a pomocy elementow t,:
Tou=h"t(t, e h(u)), ueA,.,. (5.10)

Z lematu 5.5 wynika, ze kazdy ortomorfizm T,, € Z(A.,) mozemy rozszerzy¢ jedno-
znacznie do ortomorfizmu T, okreglonego na E.

Polézmy S,, = T,,.

Zauwazmy, ze skoro funkcje wystepujace w mianowniku wzoru (5.9) maleja ze wzrostem

n, to elementy ¢, rosna, tj.
0<t, <tp+1 dla dowolnego n € N. (5.11)

Poniewaz h jest izomorfizmem porzadkowym, to z nieréwnosci (5.11) oraz postaci orto-

morfizméw T, (patrz wzor (5.10)) otrzymujemy
0< T, <Thi1 dla kazdego n € N. (5.12)
Wiemy, ze odwzorowanie ¥, okreélone w lemacie 5.5 wzorem
U(T)=T, dla T € Z(A.,),
jest izomorfizmem porzadkowym, zatem
0<S, =T, =VY(T,) <Y(Tys1) =Thpi1=Snt1, n=12, ..., (5.13)

wiec ciagg ortomorfizméw (5,,) spelnia warunek (1) naszego twierdzenia.

%dla kazdego n € N mamy h(z) + 21k, > 21k, .

119



Z nieréwnosci 0 < t,, < 1g,  oraz z definicji operatora (5.10) wynika natychmiast, ze
kazdy ortomorfizm T, spetnia nieréwnos¢ 0 < T, < I, , a poniewaz ¥ (tj. operator

rozszerzania) jest izometrig porzadkowa taka, ze W(14, ) = IEg, to
0< Sy =Tn="U(T,) < V(4 )=Ip
Mamy oczywiscie x € A.,, wiec Spz = Tpx, a zatem z warunku (5.10) otrzymujemy
Spr —y =

Tww —y=h""(tn e h(z)) = K~ (h(y)) =

7 powyzszej rownosci otrzymujemy
h(y) e +1
y — Spx = b1 <W> n=1,2,..,. (5.14)

Z nieréwnosci (5.8) oraz warunku (5.14) wynika, ze
y—Spx >0, n=1,2,..,. (5.15)

Ponadto, na podstawie nieréwnosci (5.8) otrzymujemy

hy) @)
h(z)+ +1k,, ~ h(z)+ +1k,,

0<

<lg., n=1,2,..,. (5.16)

Teraz warunki (5.14), (5.16) oraz réwnos¢ h(e;) = 1k, implikuja, ze dla wszystkich
n=1,2,... mamy

1 1
0<y—Spz< —h_l(lKEy) = —ey; (5.17)
n ’ n

stad, spelniony jest warunek (2) twierdzenia 5.10. Warunki (5.8) oraz (5.17) impli-
kuja, ze 0 < S,z 1y, a zatem spelniony jest rowniez warunek (3) naszego twierdze-
nia.

Z warunku (5.17) oraz z monotonicznosci F-normy || - || g dostajemy
1
ly = Snz|lp < ”;%HE — 0, przy n — oo, (5.18)
a wiec spelniony jest warunek (4).
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Ostatecznie, wykazalismy, ze jesli F jest F-krata z quasi-jedynka, to spetnione sa wa-
runki (1) - (4) naszego twierdzenia; w szczegolnosci krata Z(E) jest topologicznie petna, co

koriczy dowod. B

W zwiazku z twierdzeniem 5.10 pojawia sie naturalne pytanie:

Czy cigg ortomorfizméw (Sy,) jest zbiezny (topologicznie) nie tylko dla ustalonego

elementu y < x, ale na wickszej podprzestrzeni F-kraty E zawierajgcej element x?

Ponizszy wynik pokazuje, ze ortomorfizmy S, wystepujace w tezie twierdzenia 5.10
tworzg ciagg nie tylko zbiezny punktowo na elemencie z, ale dodatkowo zbiezny topologicznie

na ideale A,.

Twierdzenie 5.15 Niech E bedzie F-kratg z quasi jedynkq e, oraz niech (Sy) bedzie cig-
giem ortomorfizméw na E spetniajacym warunki (1) - (4) twierdzenia 5.10. Wtedy cigyg

ortomorfizméw (R,,) na A, postaci:
R, = Sn\Zw (5.19)
jest zbiezny punktowo (topologicznie) do pewnego ortomorfizmu R € Z(A,) takiego, ze
0<R<Iz.

Dowéd. Niech u € Ay, tj. |u] < Az dla pewnego A € RT. Wtedy dla dowolnych n,m € N

mamy
|Spu — Spu| = |Sn — Smllu| < 1S — S| \x = A|Sy, — S|z = A|Spz — Spx| — 0,

przy m,n — oo, a wiec ciag (Spu) spelnia warunek Cauchy’ego w E. Z zupelosci (topo-

logicznej) E wynika zatem, ze dla kazdego u € A, istnieje granica topologiczna

lim Spu = Tu. (5.20)

n—oo

Dodatkowo, dla kazdego u € F ciag (S,u) jest topologicznie ograniczony: z warunku (1)
twierdzenia 5.10 otrzymujemy |a,Spu| = |a,Snllu| < |anul, gdzie (ay) jest dowolnym,
zbieznym do zera ciagiem liczb rzeczywistych. Stad dostajemy ||a,Spullp < ||anu||lg — 0,
przy n — oo, zatem zbior {S,u,n = 1,2,...} jest topologicznie ograniczony dla kazdego
u € E. Na podstawie ([9, Theorem 17, p. 54], por. [41, Corollary 2.2.3]) ciag (Sy) jest
zbiezny punktowo na A, do pewnego operatora R. Poniewaz dla kazdego n € N mamy
Sn > 0, wiec SanI — R. Skoro S”IATD > 0, to R > 0. Dodatkowo S,u < u dla kazdego
0 < u € A,, zatem z domknietoéci stozka ET otrzymujemy, ze Ru < u dla kazdego
0<ueA,, czyli R< I

Dowéd twierdzenia 5.15 jest zakonczony. B
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5.3.2 Wlasno$ci rozdzielania elementéw ortogonalnych

Nastepne twierdzenie jest uzupelieniem twierdzenia 5.10: pokazuje ono, ze zbidér orto-
morfizméw centralnych w F-kracie E z quasi-jedynka ma dos¢ bogata strukture porzadkows.
W pracy przegladowej [50] A. W. Wickstead przypomina pojecie wlasnosci rozdzielania ele-

mentow ortogonalnych, ktore wprowadzit S. Leader [27] w 1959 roku.

Definicja 5.16 Jesli E = (E,| - ||g) jest F-kratg, to mowimy, ze krata Z(E) posiada
wtasno$é rozdzielania (the separation property), jesli dla dowolnych elementow x,y € E
takich, ze x Ny = 0, istnieje cigg ortomorfizméw (S,) C Z(E)T taki, ze Sp,y — y oraz

Spx — 0, przy n — oo (zbieznosé topologiczna).

A. W. Wickstead podaje dowod faktu [50, Lemma 1.2], ze jesli E jest krata Banacha
oraz Z(FE) jest topologicznie pelna, to Z(F) ma wlasnosé¢ rozdzielania.
Nasze twierdzenie 5.17 pokazuje znacznie wiecej: jesli F'-krata E posiada quasi-jedynkaq

(wiec Z(FE) jest topologicznie pelna: twierdzenie 5.10), to cigg ortomorfizmdéw mozna tak

dobraé, ze Spx =0, a nie tylko Spx ”ﬂf 0, przy n — o0.

Wowczas mowimy, ze F-krata F posiada mocng wtasno$é rozdzielania.

Twierdzenie 5.17 Kazda F-krata E z quasi-jedynkq e posiada mocng wtasnosé rozdziela-
nia. Doktadniej, dla kazdych elementow x,y € E \ {0} takich, ze x Ny = 0 istnieje cigg
ortomorfizméw centralnych (S,) C Z(E) spetniajgcych warunki:

(1) 0<8, <Spq1 < I,
(2) Sny Ty oraz limy, o0 ||Sny - yHF =0,

(3) Spx =0 dla kazdego n € N.

Dowod. Ustalmy y € ET oraz niech  bedzie dowolnym elementem E7T takim, ze zAy = 0,
(tj. 0 <z € y?). Wtedy
0<y<z4+y=zVy. (5.21)

Z nierownosci (5.21) oraz z twierdzenia 5.10 wynika, ze istnieje ciag ortomorfizmow (S,) C

Z(F) speliajacy ponizsze warunki:
0 < Sn < Sn+1 < IE, n = 1,2, ceey (5.22)
(a zatem spelniony jest warunek (1) twierdzenia 5.17) oraz

0<Su(z+y) 1y, (5.23)
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przy czym
lim ||Sp(z +vy) —yl|lr =0. (5.24)
n—oo

Z warunku (5.23) otrzymujemy:
0<Sy(z+y) =S+ Sy <y, (5.25)

skad S,z <y (bo S,z > 0). Stad, poniewaz S,z < x otrzymujemy S,z = (Spx) Az <
y A x = 0. Dostaliémy zatem
Spx =0 (5.26)

dla wszystkich 0 < x € y¢ oraz n = 1,2, ..., wiec ciag (S,,) spelnia warunek (3) naszego
twierdzenia. 7 warunkow (5.24) oraz (5.26) otrzymujemy, ze 0 < S, (x +y) = Spy 1T v,
oraz
limy, o0 |Sny — yllE = limy, 00 [|Sn(® +y) — yllz = 0.
Wykazaliémy, ze spelniony jest réwnie warunek (2) naszego twierdzenia'l.
Powyzszy ciag ortomorfiméw centralnych (S,) spelnia wszystkie trzy warunki tezy
twierdzenia 5.17. W

YPoniewaz S,z = 0, to z twierdzenia 5.10 (2) wynika dodatkowo, ze ciag (S,y) spelnia nier6wnos¢
0<y—Swy=y—Su(z+y) <5(eV(x+y)
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