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Wst¦p

Przedmiotem mojej rozprawy s¡ ortomor�zmy, czyli endomor�zmy porz¡dkowo ograniczone

danej kraty archimedesowej E, które zachowuj¡ pasma. Zbiór wszystkich takich operatorów

oznaczamy symbolem Orth(E). Zatem T ∈ Orth(E), je±li T (B) ⊂ B, gdy B jest pasmem

kraty E; równowa»nie warunek |x| ∧ |y| = 0, dla x, y ∈ E, implikuje |Tx| ∧ |y| = 0. Zbiór

Orth(E) jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Lb(E) wszystkich porz¡dkowo ograniczo-

nych endomor�zmów kraty E. Okazuje si¦, »e chocia» Lb(E) nie jest na ogóª krat¡ liniow¡

(z porz¡dkiem punktowym), to przestrze« Orth(E) jest archimedesow¡ krat¡ z dziaªaniami

punktowymi:

(T ∧ S)x = Tx ∧ Sx oraz (T ∨ S)x = Tx ∨ Sx, S, T ∈ Orth(E), x ∈ E+.

W szczególno±ci, T±x = (Tx)± oraz |T |(x) = |Tx|. Badanie struktury ortomor�zmów

zapocz¡tkowaª w 1941 roku H. Nakano [38] i byªy one kontynuowane w latach 70-tych

ubiegªego wieku (m.in. A. Bigard, I. E. Keimel [6], M. Meyer [35], A. W. Wickstead [51],

S. Kutateladze [25]).

Na dobre kariera tych operatorów rozpocz¦ªa si¦ od artykuªu W. A. J. Luxemburga i

A. R. Schepa [32] opublikowanego w 1978 roku, w którym autorzy poddali gª¦bokiej analizie

klasyczne twierdzenie Radona-Nikodyma badaj¡c nast¦puj¡cy problem:

Je±li E, G s¡ kratami liniowymi (np. Banacha), oraz je±li R : E → G jest dodatnim

operatorem, przy czym R ma pewn¡ wªasno±¢ (P ), to czy t¦ sam¡ (lub podobn¡)

wªasno±¢ maj¡ wszystkie elementy S przedziaªu porz¡dkowego [0, R]?

Przykªadowo, wiadomo, »e

• je±li kraty E, G s¡ zupeªne w sensie Dedekinda oraz R ma tzw. wªasno±¢ Maharam,

to istnieje ortomor�zm T ∈ Orth(E) taki, »e S = R ◦ T ([32, Theorem 3.1]; por. [59,

Theorem 145.2]);

• je±li E, G s¡ kratami archimedesowymi, przy czym G jest zupeªna w sensie Dedekinda

oraz R jest homomor�zmem, to istnieje ortomor�zm T ∈ Orth(E) taki, »e S = T ◦R
([32, Theorem 4.3], S. Kutateladze [25]);
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• je±li E, G s¡ kratami Banacha, to przy pewnych zaªo»eniach na te kraty ka»dy ope-

rator S ∈ [0, R] mo»na aproksymowa¢ kombinacjami operatorów postaci T1 ◦R ◦ T2,

gdzie T1 ∈ Orth(G), T2 ∈ Orth(E) [4, str. 254-263];

• je±li E jest krat¡ Banacha oraz R jest zwartym endomor�zmem kraty E, to dla

ka»dego S ∈ [0, R] operator S3 jest zwarty [4, Theorem 16.3].

Wyniki podobnego typu zostaªy uzyskane równie» dla przypadku, gdy S jest elementem

pasma gªównego {T}dd ⊂ Lb(E,G) oraz G jest zupeªna w sensie Dedekinda [32, Theorem

4.2]. Dalsze badania w tym kierunku prowadzili mi¦dzy innymi C. D. Aliprantis, O. Bur-

kinshaw, G. Dods, D. H. Fremlin [4, str. 275-280] oraz S. Kutateladze [25] i W. Feldman

[12] koncentruj¡c si¦ gªównie na przypadku, gdy E jest krat¡ Banacha.

Badania ortomor�zmów w szerszym zakresie (tj. gdy o kracie E zakªadamy tylko, »e

jest archimedesowa) prowadzili A. C. Zaanen, W. A. J. Luxemburg, A. Schep, C. Huijsmans

oraz B. de Pagter (szkoªa holenderska), Yu. Abramovich, A. V. Koldunov, A. I. Veksler,

S. Kutateladze (szkoªa radziecka) oraz A. W. Wickstead, M. Meyer, M. Duhoux.

Wa»nym podzbiorem kraty Orth(E) jest jej ideaª Z(E) generowany przez identyczno±¢:

Z(E) = {T ∈ Orth(E), ∃λ>0 |T | ≤ λIE}.

Jednym z istotniejszych wyników dotycz¡cych ortomor�zmów jest twierdzenie Luxemburga

mówi¡ce, »e je±li E jest krat¡ Banacha, to zachodzi równo±¢:

Orth(E) = Z(E). (1)

W przypadku, gdy E nie jest Banacha, inkluzja Z(E) ⊂ Orth(E) mo»e by¢ ostra: tak

jest np. gdy E = ω (krata wszystkich ci¡gów liczb rzeczywistych) lub E = C(R) (krata

wszystkich funkcji ci¡gªych na R).
Nale»y podkre±li¢, »e równo±¢ (1) znakomicie upraszcza teori¦ ortomor�zmów: w 1975

roku A. C. Zaanen [58] wykazaª, »e je±li E jest krat¡ funkcyjn¡ (tj. ideaªem porz¡dkowym

kraty L0(µ)), to ka»dy element T ∈ Z(E) jest postaci Tx = u · x, gdzie u ∈ L∞(µ).

St¡d wynika, »e problem równo±ci (1) jest problemem najbardziej naturalnym, i w

tym kierunku rozpocz¦ªam swoje badania naukowe. W postaci jawnej problem ten zostaª

postawiony w roku 2012 w artykule P. Meyera i E. Chila [8], opublikowanym w Indagationes

Matematicae.

Niniejsza rozprawa dotyczy przeniesienia gªównych wyników teorii ortomor�zmów z

przypadku, gdy E jest krat¡ Banacha na przypadek, gdy E jest F -krat¡.

Jest jasne, »e pewne wyniki powinny zachodzi¢ z formalnie identycznymi dowodami,

a innych nie da si¦ przenie±¢ bez dodatkowych zaªo»e« o F -kracie E. Rzeczywi±cie, w

rozdziale pi¡tym wykazuj¦, nie zmieniaj¡c prawie dowodów, »e kraty Banacha i F -kraty

z quasi-jedynk¡ posiadaj¡ identyczne wªasno±ci aproksymacyjne. Z kolei w rozdziaªach
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trzecim i czwartym, które s¡ gªównymi rozdziaªami tej pracy, analizuj¦ równo±¢ (1) podaj¡c

warunki wystarczaj¡ce dla F -kraty E na to, aby równo±¢ ta zachodziªa (twierdzenie 3.18,

3.28), i nie zachodziªa (twierdzenia 3.16, 4.21 oraz 4.27).

Praca jest podzielona na pi¦¢ rozdziaªów. Rozdziaª pierwszy zawiera zbiór poj¦¢ oraz

znanych faktów, z których korzystam w kolejnych rozdziaªach.

W rozdziale drugim podaj¦ szereg podstawowych przykªadów ortomor�zmów w kra-

tach Banacha i F -kratach, przedstawionych po raz pierwszy w 1975 roku przez A. C. Za-

anena [58], a tak»e wynikaj¡cych z twierdzenia Wicksteada o rozszerzaniu ortomor�zmów

(twierdzenie 2.25 oraz wniosek 2.26). W przykªadzie 2.32 wyznaczam posta¢ elementów

Orth(E0), gdzie E0 oznacza krat¦ (porz¡dkowo izomor�czn¡ z krat¡) funkcji caªkowitych

reprezentowanych przez szeregi o wspóªczynnikach rzeczywistych.

W rozdziale trzecim analizuj¦ najpierw ogólny przypadek, gdy F -krata dyskretna E

zawiera liniowo-topologiczn¡ kopi¦ kraty ω (twierdzenia 3.11, 3.12) i nast¦pnie (twierdzenie

3.13) dowodz¦, »e je±li tak jest, to Orth(E) 6= Z(E). W twierdzeniu 3.18 podaj¦ warunek

wystarczaj¡cy - (?) - na to, aby zachodziªa równo±¢ (1).

W rozdziale czwartym stosuj¦ wyniki rozdziaªu trzeciego do krat Musielaka-Orlicza.

Podaj¦ w nim kluczow¡ charakteryzacj¦ (nie)zawierania przez takie kraty izomor�cznej

kopii F -kraty ω:

• jesli Φ = (ϕn) jest ci¡giem funkcji Orlicza, to `Φ nie zawiera kopii ω wtedy i tylko

wtedy, gdy infn∈N ϕ(∞) > 0, gdzie ϕn(∞) = limt→∞ ϕn(t) (twierdzenie 4.2);

• je±li przestrze« miary (S,Σ, µ) jest bezatomowa orazM oznacza funkcj¦ Musielaka-

Orlicza na R+×S, to LM(µ) nie zawiera kopii ω wtedy i tylko wtedy, gdy M∞ =∞
µ-p.w. na S, gdzie M∞(s) = limt→∞M(t, s).

Je±li krata Musielaka-Orlicza nie zawiera kopii ω, to badanie dla niej relacji (1) mo»na zre-

dukowa¢ do badania jednakowej ci¡gªo±ci pewnej rodziny funkcji wyznaczonej przez funkcj¦

Musielaka-Orlicza (twierdzenie 4.15, wniosek 4.19).

Opieraj¡c si¦ na przykªadzie 4.5 kraty `Φ0 , gdzie Φ0 oznacza ci¡g wkl¦sªych funkcji Or-

licza postaci ϕn(t) = n
√
t, w którym Orth(`Φ0) 6= Z(`Φ0) oraz `Φ0 nie zawiera izomor�cznej

kopii ω, wprowadzam w podrozdziale 4.2.2 jednostajny warunek (Mn) dla ci¡gu Φ i dowodz¦

(twierdzenie 4.26), »e je±li Φ speªnia ten warunek, to Orth(`Φ) 6= Z(`Φ). W przykªadzie

4.43 wykazuj¦, »e wspomniany wy»ej warunek (?) nie jest warunkiem koniecznym na to,

aby zachodziªa równo±¢ Orth(E) = Z(E).

Rozdziaª pi¡ty po±wi¦cony jest strukturze odcinków porz¡dkowych [0, x],

x ∈ E+, gdy E jest F -krat¡ z quasi-jedynk¡ e. Okazuje si¦, »e ka»dy element y ∈ [0, x]

mo»na aproksymowa¢ porz¡dkowo-topologicznie elementami postaci Sx, gdzie 0 ≤ S ∈
Z(E):
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• [0, x] = Z1
+(E)(x), gdzie Z1

+(E) = {T ∈ Z(E), 0 ≤ T ≤ IE} oraz Z1
+(E)(x) =

{Tx, T ∈ Z1
+(E)} (twierdzenia 5.10 oraz 5.15);

• krata Z(E) posiada tzw. mocn¡ wªasno±¢ rozdzielania:

je±li x ∧ y = 0, to istnieje ci¡g ortomor�zmów (Sn) ⊂ Z1
+(E) taki, »e Sny ↑ y

(zbie»no±¢ porz¡dkowa i topologiczna) oraz Snx = 0 dla wszystkich n ∈ N
(twierdzenie 5.17).

W przypisach podaj¦ komentarze oraz krótkie dowody faktów, które powinny by¢ po-

wszechnie znane, ale zazwyczaj s¡ pomijane w dost¦pnej literaturze jako ′oczywiste′, albo

'intuicyjnie jasne'.
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Rozdziaª 1

Podstawowe de�nicje i twierdzenia

pomocnicze

1.1 F -przestrzenie i przestrzenie unormowane

Cytowane w tym podrozdziale de�nicje i twierdzenia pochodz¡ z monogra�i A. Alexiewicza

[2], S. Rolewicza [41] oraz J. Lindenstraussa i L. Tzafririego [28], [29] .

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem R liczb rzeczywistych.

De�nicja 1.1 [19, str. 3] F -norm¡ na przestrzeni liniowej X, nazywamy funkcj¦

‖ · ‖X : X → [0,∞) speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce warunki:

(i) ‖x‖X = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,

(ii) ‖αx‖X ≤ ‖x‖X dla ka»dego x ∈ X oraz |α| ≤ 1 (w szczególno±ci, ‖ − x‖X = ‖x‖X),

(iii) limαn→0 ‖αnx‖X = 0 dla ka»dego x ∈ X,

(iv) ‖x+ y‖X ≤ ‖x‖X + ‖y‖X , dla ka»dych x, y ∈ X.

Z aksjomatów (i), (ii) oraz (iv) wynika, »e funkcja d : X ×X → R+ postaci d(x, y) =

‖x − y‖X jest metryk¡ niezmiennicz¡ (ze wzgl¦du na przesuni¦cia) na X wyznaczaj¡c¡

pewn¡ metryzowaln¡ topologi¦ τ na przestrzeni X ([19, str. 2-3]).

Z warunku (ii) wynika, »e F -norma ‖ · ‖X jest monotoniczna, tj. je±li s1, s2 ∈ R oraz

|s1| ≤ |s2|, to dla ka»dego x ∈ X mamy ‖ |s1x| ‖ ≤ ‖ |s2x| ‖.
F -norm¦ ‖ · ‖X na X nazywamy norm¡, je»eli speªnia warunki (i),(iv), a warunek (ii)

zast¡pimy warunkiem:

(v) ‖tx‖X = |t| · ‖x‖X .

Je±li posªugujemy si¦ jedn¡ ustalon¡ F -norm¡ na X, to zamiast ‖ · ‖X b¦dziemy pisa¢ ‖ · ‖.
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F ?-przestrze« de�niujemy jako par¦ (X, ‖ · ‖X) rozumiej¡c, »e na X wprowadzamy

topologi¦ generowan¡ przez metryk¦ (x, y) 7→ ‖x− y‖X ; je±li X jest zupeªna w tej metryce,

to nazywamy j¡ przestrzeni¡ Frécheta lub krótko, F -przestrzeni¡.

Przestrze« unormowan¡ i zupeªn¡ nazywamy przestrzeni¡ Banacha.

Niech X b¦dzie F ? -przestrzeni¡ z F -norm¡ ‖x‖X .
Typowym przykªadem F -przestrzeni, która nie jest przestrzeni¡ Banacha, jest prze-

strze« ω = RN z F -norm¡ okre±lon¡ wzorem ‖x‖ω =
∑∞

n=1
1

2n ·
|xn|

1+|xn| , gdzie x = (xn) ∈ ω.
Dalsze przykªady F -przestrzeni b¦d¡ podane w kolejnych rozdziaªach tej pracy.

Szereg
∑∞

n=1 xn elementów F ?-przestrzeni X nazywamy absolutnie zbie»nym, je»eli∑∞
n=1 ‖xn‖X <∞.

Na to, aby F ?-przestrze« X byªa zupeªna, potrzeba i wystarcza, by ka»dy absolutnie

zbie»ny szereg jej elementów byª zbie»ny [2, Twierdzenie 1.2].

Zbiór D ⊂ X w F ?-przestrzeni X nazywamy ograniczonym, je»eli limn→∞ ‖λnxn‖X =

0 dla dowolnych ci¡gów (xn) ⊂ D oraz (λn) ⊂ R takich, »e λn → 0.

Niech T : X → Y b¦dzie operatorem liniowym, gdzie X,Y s¡ F ?-przestrzeniami.

Operator T jest ci¡gªy w jednym punkcie (w szczególno±ci - w zerze) wtedy i tylko wtedy,

gdy jest ci¡gªy w ka»dym punkcie [2, Twierdzenie 2.1] wtedy i tylko wtedy, gdy przeksztaªca

ka»dy zbiór ograniczony w zbiór ograniczony [2, Twierdzenie 2.2].

Mówimy, »e przestrzenie X,Y s¡ izomor�czne, je±li istnieje liniowy, ci¡gªy i ró»nowar-

to±ciowy operator T odwzorowuj¡cy X na Y .

De�nicja 1.2 Rodzin¦ {fξ}ξ∈A funkcji rzeczywistych okre±lonych na odcinku [a, b] nazy-

wamy jednakowo ci¡gª¡ (odp., w punkcie x0 ∈ [a, b]), je±li

sup
ξ∈A
|fξ(t)− fξ(s)| → 0, przy t− s→ 0

(odp., supξ∈A |fξ(t)− fξ(x0)| → 0, przy t→ x0).

1.2 Kraty liniowo-topologiczne, F -kraty i kraty Banacha

Cytowane w tym podrozdziale de�nicje i twierdzenia pochodz¡ z monogra�i C. Aliprantisa

i O. Burkinshawa [4], W.A.J. Luxemburga i A. C. Zaanena [33] oraz P. Meyera-Nieberga

[39].

Niech E b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem R i niech ” ≤ ” oznacza relacj¦ cz¦±cio-

wego porz¡dku w E. Par¦ (E,≤) nazywamy krat¡ liniow¡ (przestrzeni¡ Riesza), je±li

relacja ” ≤ ” jest zgodna z algebraiczn¡ struktur¡ E, tj.

(1) dla dowolnych elementów x, y, z ∈ E warunek x ≤ y implikuje nierówno±¢ x+z ≤ y+z,

(2) dla ka»dego x ∈ E i ka»dego r ∈ R takich, »e x ≥ 0 i r ≥ 0 mamy r · x ≥ 0,
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oraz ka»dy zbiór {x, y} ⊂ E posiada kres górny (patrz ni»ej) sup{x, y} = x ∨ y. Istnienie

sup{x, y} oznacza istnienie inf{x, y} = x ∧ y, gdy» inf{x, y} = − sup{−x,−y}. Zazwyczaj
piszemy krótko E zamiast (E,≤).

Zapis x < y oznacza koniunkcj¦ warunków x ≤ y oraz x 6= y.

Niech E = (E,≤) b¦dzie krat¡ liniow¡.

Stosujemy nast¦puj¡ce oznaczenia:

Je±li x ∈ E, to elementy:

x+ = x∨ 0, x− = (−x)∨ 0, |x| = x+ ∨x− nazywamy, odpowiednio, cz¦±ci¡ dodatni¡,

cz¦±ci¡ ujemn¡ i moduªem elementu x.

Element x ∈ E nazywamy dodatnim, je»eli 0 ≤ x. Zbiór wszystkich elementów dodat-

nich kraty E oznaczamy symbolem E+.

Je»eli x, y, z ∈ E, α ∈ R, to
x = x− − x−, |x| = x+ + x−, |αx| = |α||x|, |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

Elementy x, y ∈ E nazywamy ortogonalnymi (lub rozª¡cznymi), je±li

|x| ∧ |y| = 0.

Piszemy wówczas x⊥y. Dla dowolnego x ∈ E mamy x+⊥ x−.

ZbioryA,B ⊂ E nazywamy ortogonalnymi, je»eli warunek x⊥y jest speªniony dla ka»dych
x ∈ A, y ∈ B. Piszemy wówczas A⊥B.

Niech A b¦dzie niepustym podzbiorem kraty liniowej E. Dopeªnieniem ortogonal-

nym (rozª¡cznym dopeªnieniem) zbioru A nazywamy zbiór

Ad = {x ∈ E : x⊥ a dla wszystkich a ∈ A}.
Zamiast (Ad)d piszemy Add; symbol ad oznacza zbiór {a}d. Mamy A ⊂ Add, oraz warunek
A ⊂ B implikuje inkluzj¦ Bd ⊂ Ad.

Kresem górnym zbioru A ⊂ E (je±li istnieje) nazywamy najmniejsze ograniczenie

górne zbioru A w kracie liniowej E. Kres górny zbioru A oznaczamy symbolem supA.

Kresem dolnym zbioru A ⊂ E (je±li istnieje) nazywamy najwi¦ksze ograniczenie dolne

zbioru A w kracie liniowej E. Kres dolny zbioru A oznaczamy symbolem inf A.

Krat¦ E nazywamy archimedesow¡, je±li dla ka»dego u ∈ E+ warunek

u ≥ n · a ≥ 0, gdzie a ≥ 0, n = 1, 2, 3, ... implikuje a = 0.

Zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany A przez relacj¦ ≤ nazywamy skierowanym [23, Def. 2,

str. 92], je±li dla ka»dej pary x, y jego elementów istnieje element z ∈ A taki, »e x ≤ z oraz
y ≤ z. Przykªadem mo»e by¢ rodzina A = 2T z cz¦±ciowym porz¡dkiem jako inkluzj¡.

Niech A = (A,≤) b¦dzie zbiorem skierowanym. Dowoln¡ funkcj¦ A 3 α 7→ xα ∈ E

nazywamy ci¡giem uogólnionym i oznaczamy symbolem (xα)α∈A. Ci¡g uogólniony (xα)α∈A

w kracie E jest malej¡cy - co oznaczamy xα ↓ (rosn¡cy - co oznaczamy xα ↑), je»eli dla
α1 ≤ α2 mamy xα1 ≥ xα2 (odp., xα1 ≤ xα2).

Z kolei zapis xα ↓ x oznacza, »e xα ↓ oraz inf{xα : α ∈ A} = x.

Uwaga 1.3 Luxemburg i Zaanen [33, De�nition 15.7] posªuguj¡ si¦ poj¦ciem zbioru skie-

rowanego w kracie liniowej E nie wymagaj¡c, aby zbiór ten byª indeksowany zbiorem skie-
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rowanym: podzbiór {xt, t ∈ T} kraty liniowej E nazywamy skierowanym w gór¦ (xt ↑),
je±li dla dowolnej pary t1, t2 ∈ T istnieje element t3 ∈ T taki, »e xt3 ≥ xt1 oraz xt3 ≥ xt2 .

Podobnie de�niowany jest zbiór skierowany w dóª.

Ci¡g uogólniony (xα)α∈A w kracie E jest porz¡dkowo zbie»ny (zbie»ny w sensie

porz¡dku) do elementu x, co oznaczamy xα
o→ x, je»eli istnieje ci¡g uogólniony (yα)α∈A w

E taki, »e yα ↓ 0 oraz |x − xα| ≤ yα dla wszystkich α ∈ A. Element x nazywamy wtedy

granic¡ porz¡dkow¡ (granic¡ w sensie porz¡dku) ci¡gu uogólnionego (xα)α∈A.

W szczególno±ci, ci¡g (xn) w kracie E jest porz¡dkowo zbie»ny do elementu x, co

oznaczamy xn
o→ x, je»eli istnieje ci¡g (yn)n∈N w E taki, »e yn ↓ 0 oraz |x − xn| ≤ yn dla

ka»dego n ∈ N.
Je±li x, y ∈ E oraz x ≤ y, to symbolem [x, y] oznaczamy przedziaª porz¡dkowy o ko«cach

x, y, tj. [x, y] = {z ∈ E : x ≤ z ≤ y}.
Podzbiór A ⊂ E kraty E nazywamy porz¡dkowo ograniczonym, je»eli istniej¡ x, y ∈

E takie, »e x ≤ a ≤ y dla ka»dego a ∈ A. Innymi sªowy, istniej¡ x, y ∈ E takie, »e A ⊂ [x, y]

Podzbiór S kraty E nazywamy solidnym, je±li warunki |u| ≤ |v| oraz v ∈ S implikuj¡,

»e u ∈ S.
Liniow¡ podprzestrze« F kraty wektorowej E nazywamy:

• podkrat¡, je±li warunek x, y ∈ F implikuje x ∧ y ∈ F
(równowa»nie, x ∨ y ∈ F , lub |x| ∈ F ),

• ideaªem, je±li F jest solidnym podzbiorem E,

• pasmem, je±li F jest ideaªem w E takim, »e je±li A ⊂ F oraz istnieje sup(A) w E,

to sup(A) ∈ F .

Ka»de pasmo jest ideaªem w E, a ka»dy ideaª jest podkrat¡ E.

Podkrat¦ G kraty liniowej E nazywamy porz¡dkowo g¦st¡ w E, je»eli dla ka»dego

x ∈ E+\{0} istnieje y ∈ G\{0} takie, »e 0 ≤ y ≤ x (tj. dla ka»dego x ∈ E+\{0} speªniony
jest warunek (0, x] ∩G+ 6= ∅).

Najmniejszy (ze wzgl¦du na inkluzj¦) ideaª zawieraj¡cy niepusty zbiór T nazywamy

ideaªem generowanym przez T i oznaczamy symbolem AT . Mamy

AT = {x ∈ E : ∃x1,...,xn∈T, λ1,...,λn∈R+ : |x| ≤
∑n

i=1 λi|xi|}.
Je»eli T = {x}, to Ax = A{x} nazywamy ideaªem gªównym generowanym przez x; wtedy

Ax = {y ∈ E : ∃λ>0 : |y| ≤ λ|x|}.
Pasmem generowanym przez niepusty podzbiór T kraty liniowej E nazywamy

najmniejsze (w sensie inkluzji) pasmo BT zawieraj¡ce zbiór T .
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Lemat 1.4 [33, Theorem 17.2 (ii), Theorem 22.3] Niech J oznacza ideaª kraty liniowej E

oraz niech BJ oznacza pasmo w E generowane przez J .

(i) Mamy: 0 ≤ x ∈ BJ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ci¡g skierowany (vα) ⊂ J+ taki,

»e vα ↑ x.

(ii) Je±li E jest krat¡ archimedesow¡, to BJ = Jdd; w szczególno±ci, je±li T jest niepustym

podzbiorem E, to BT = (AT )dd = T dd.

Je»eli T = {x}, to piszemy Bx zamiast B{x}; jest to pasmo gªówne generowane przez

element x. Je»eli krata E jest archimedesowa, to

Bx = xdd = {y ∈ E : |y| ∧ n|x| ↑ |y|, n = 1, 2, ...}.
Zbiór wszystkich pasm B(E) w kracie archimedesowej E z operacjami ∨, ∧, ” ′ ” zde�-

niowanymi ni»ej tworzy algebr¦ Boole'a [33, Theorem 22.7]:

B1 ∧B2 := B1 ∩B2,

B1 ∨B2 := (B1 ∪B2)dd,

B′ := Bd.

Element e ∈ E+ nazywamy jedynk¡ porz¡dkow¡ (lub siln¡ jedynk¡, lub po prostu

jedynk¡), je»eli Ae = E.

Element e ∈ E+ nazywamy sªab¡ jedynk¡ porz¡dkow¡, je»eli edd = E.

Element 0 < e ∈ E nazywamy:

• dyskretnym, je±li ideaª generowany przez e pokrywa si¦ z podprzestrzeni¡ genero-

wan¡ przez e, tj. Ae = {λe, λ ∈ R} = lin{e}.

• atomem, je±li warunki x ∧ y = 0 oraz x, y ∈ [0, e] implikuj¡, »e x = 0 lub y = 0.

Lemat 1.5 [33, Theorem 26.4 (iii)] Je±li E jest krat¡ archimedesow¡, to element x ∈ E+

jest atomem wtedy i tylko wtedy, gdy jest elementem dyskretnym.

Krat¦ E nazywamy dyskretn¡, je»eli ka»dy element 0 < x ∈ E majoryzuje element

dyskretny, tj. dla ka»dego x ∈ E+ \{0} istnieje element dyskretny yx ∈ E+ taki, »e x ≥ yx.
Z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika istnienie w ka»dej kraciemaksymalnego ukªadu

ortogonalnego, tj rodziny {et, t ∈ T} ⊂ E \ {0} o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

• et1 ∧ et2 = 0 dla t1 6= t2,

• je±li |x| ∧ et = 0 dla wszystkich t ∈ T , to x = 0;

ukªad taki nazywamy zupeªnym.

Dyskretno±¢ kraty E jest równowa»na istnieniu w niej zupeªnego ukªadu ortogonalnego

{et, t ∈ T} zªo»onego z elementów dyskretnych et [3, str. 40].

Cz¦±ci¡ dyskretn¡ kraty E nazywamy pasmo

{e ∈ E, e− jest elementem dyskretnym}dd.
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Je±li w kracie E istnieje jednoelementowy zupeªny ukªad ortogonalny, to tworz¡cy go

element jest z de�nicji sªab¡ jedynk¡ w E.

Projekcj¦ (rzutowanie) P w kracie E, (tj. liniowy endomor�zm przestrzeni E taki, »e

P 2 = P ) nazywamy porz¡dkow¡, je±li speªnia warunek:

0 ≤ P (x) ≤ x dla wszystkich x ∈ E+.

Zbiór P(E) wszystkich projekcji porz¡dkowych kraty liniowej E jest algebr¡ Boole'a z

dziaªaniami ∨, ∧, c zde�niowanymi wzorami:

P1 ∧ P2 = P1 ◦ P2,

P1 ∨ P2 = P1 + P2 − P1 ◦ P2 = P1 + P2 − P1 ∧ P2,

P c := I − P.
W szczególno±ci, ka»de dwie projekcje porz¡dkowe komutuj¡:

P1 ◦ P2 = P2 ◦ P1.

Pasmo B w kracie liniowej E nazywamy projekcyjnym, je»eli E = B + Bd. Dla

dowolnego pasma B ⊂ E mamy B ∩ Bd = {0}, oraz B + Bd jest ideaªem porz¡dkowo

g¦stym w E.

Je±li B jest pasmem projekcyjnym w E, to istnieje projekcja porz¡dkowa PB : E → B

taka, »e B = PB(E) oraz Bd = P cB(E), gdzie P cB = I − PB.
Projekcja PB ma posta¢:

PB(x) = sup(B ∩ [0, x]), dla x ∈ E+. (1.1)

Mówimy, »e krata E posiada wªasno±¢ (PP) (projection property), je±li ka»de pasmo w

tej kracie jest pasmem projekcyjnym.

Je±li krata E posiada wªasno±¢ (PP ), to algebry B(E) oraz P(E) s¡ izomor�czne.

Izomor�zm jest postaci B 7→ PB, dla ka»dego pasma B ∈ B(E).

Mówimy, »e krata E posiada wªasno±¢ projekcji gªównej (PPP) (principal projec-

tion property), je±li ka»de pasmo gªówne w tej kracie jest pasmem projekcyjnym.

Krat¦ E nazywamy σ-zupeªn¡ w sensie Dedekinda, je»eli ka»dy niepusty i ograni-

czony z góry przeliczalny podzbiór kraty E ma kres górny w E.

Je±li krata E jest σ-zupeªna w sensie Dedekinda, to dla ka»dego x ∈ E zbiór xdd

jest pasmem projekcyjnym w E : istnieje projekcja porz¡dkowa Px : E → E taka, »e

Px(E) = xdd.

Projekcja Px jest postaci:

Px(y) = sup
n
{y ∧ n|x| : n = 1, 2, ...} dla dowolnego y ≥ 0.

Je±li krata E jest σ-zupeªna w sensie Dedekinda, to algebra Bolle'a P(E) te» jest σ-

zupeªna w sensie Dedekinda: dla ka»dego ci¡gu (Pn) ⊂ P(E) istnieje kres górny supn∈N Pn

w P(E): dla ka»dego x ≥ 0 mamy (supn∈N Pn)x = supn∈N(Pnx).
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Twierdzenie 1.6 (twierdzenie Freudenthala [4, Theorem 6.8, str. 82]) Niech E b¦dzie

krat¡ archimedesow¡, oraz niech P(E) oznacza algebr¦ Boole'a projekcji porz¡dkowych na

E. Poªó»my Pe = {Pe : P ∈ P(E)}. Je±li krata E ma wªasno±¢ projekcji gªównej (PPP )

(w szczególno±ci, gdy E jest krat¡ σ-zupeªn¡ w sensie Dedekinda), to dla ka»dego x ∈ E+

krata linPx jest porz¡dkowo g¦sta w pa±mie gªównym xdd.

Krat¦ E nazywamy zupeªn¡ w sensie Dedekinda, je»eli ka»dy niepusty i ograniczony

z góry podzbiór kraty E ma kres górny.

Je±li krata E jest ideaªem w przestrzeni ω = RN, to E jest zupeªna w sensie Dedekinda;

wtedy ka»dy element y ∈ E mo»na interpretowa¢ jako funkcj¦ dziaªaj¡c¡ ze zbioru liczb

naturalnych N do R, co pozwala zde�niowa¢ no±nik supp(y) elementu y wzorem:

supp(y) = {n ∈ N : y(n) = an 6= 0},

gdzie y = (an) ∈ E oraz ci¡g (an) jest wyznaczony jednoznacznie.

Je±li en oznacza n-ty wektor jednostkowy, czyli en = (0, ..., 0, 1, 0, 0, ...), n = 1, 2, ..., to

no±nik elementu y ∈ E mo»na równie» przedstawi¢ nast¦puj¡co:

supp(y) = {n ∈ N : |y| ≥ λen dla pewnego λ > 0}; (1.2)

tu |y| = (|an|) = supm∈N
∑m

n=1 |an|en, gdzie kres 'sup' jest brany w RN (lub E).

Je±li E jest krat¡ zupeªn¡ w sensie Dedekinda, to ka»de pasmo w E jest projekcyjne [39,

Twierdzenie 1.2.9]. W tym przypadku algebra Boole'a P(E) jest zupeªna i izomor�czna z

B(E).

Wªasno±¢ przedstawion¡ w poni»szym lemacie b¦dziemy wielokrotnie wykorzystywa¢ w

dalszej cz¦±ci pracy.

Lemat 1.7 Niech E b¦dzie porz¡dkowo g¦stym ideaªem kraty ω = RN, oraz niech M b¦dzie

pasmem projekcyjnym w E. Wówczas istnieje dokªadnie jeden podzbiór K ⊂ N taki, »e

M = {x ∈ E, supp x ⊂ K} = χK · E,

gdzie χK oznacza funkcj¦ charakterystyczn¡ zbioru K.

Dowód. Podaj¦ dowód ogólniejszego faktu, z którego jednak nie korzystam w sposób

jawny w mojej pracy. Niech E oznacza ideaª archimedesowej kraty G = RΓ, gdzie Γ jest

zbiorem niesko«czonym, a M pasmo w E. Na podstawie lematu 1.4 (ii) mamy

M = Mdd, (1.3)

gdzie Hd oznacza ortogonalne dopeªnienie w E niepustego podzbioru H kraty E. Poniewa»

M jest ideaªem w E oraz E jest ideaªem w G, to

M jest ideaªem w G. (1.4)
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Niech AD oznacza dopeªnienie ortogonalne w G niepustego podzbioru A ⊂ G. Wyka»emy

najpierw, »e zachodzi równo±¢

B = MDD ∩ E. (1.5)

Mamy oczywist¡ inkluzj¦M ⊂MDD ∩E. Dowód inkluzjiMDD ∩E ⊂M jest nast¦puj¡cy.

Je±li 0 ≤ x ∈MDD ∩ E, to z wªasno±ci (1.4) wynika, »e istnieje ci¡g uogólniony (wα) ⊂ E

taki, »e wα ↑ x (patrz lemat (1.4), a poniewa» x ∈ E, to x jest elementem pasma Mdd w E

(generowanego przez M (patrz lemat 1.4 (i)). Na podstawie równo±ci (1.3) mamy x ∈ M .

Z dowolno±ci x ≥ 0 oraz faktu, »e M jest podkrat¡ (bo ideaªem) w E otrzymujemy »¡dan¡

inkluzj¦ MDD ∩ E ⊂ E.
Pami¦taj¡c, »e G = RΓ, poªó»my K =

⋃
f∈M supp f oraz

L(K) = {g ∈ RΓ : supp g ⊂ K}.

Przestrze« L(K) jest pasmem projekcyjnym w RΓ (obrazem projekcji porz¡dkowej PK(x) =

x · χK , x ∈ RΓ), a jego rozª¡cznym dopeªnieniem jest L(Kc), gdzie Kc = Γ \ K. Zatem

(L(K))D = L(Kc). Z de�nicji zbioru K otrzymujemy natychmiast inkluzj¦ (L(K))D ⊂
MD. Z drugiej strony, je±li h ∈ MD, to supp h ⊂ (

⋃
f∈M supp f)c = Kc. Zatem h ∈

L(Kc) = (L(K))D. St¡d otrzymujemy inkluzj¦ MD ⊂ (L(K))D, a wi¦c MD = (L(K))D.

St¡d MDD = (L(K))DD = L(K). Z ostatniej równo±ci oraz (1.5) otrzymujemy M =

L(K) ∩ E = χK · E. �

Krat¦ liniow¡ E nazywamy super zupeªn¡ w sensie Dedekinda (super-DC), je±li E

jest zupeªna w sensie Dedekinda oraz je±li ka»dy niepusty podzbiór D ⊂ E posiadaj¡cy

supremum w E zawiera co najwy»ej przeliczalny podzbiór D0 taki, »e supD0 = supD.

Topologi¦ liniow¡ Hausdor�a τ zadan¡ na kracie liniowej E nazywamy lokalnie so-

lidn¡, je±li w E istnieje baza otocze« zera zªo»ona ze zbiorów solidnych. Wówczas par¦

(E, τ) nazywamy krat¡ lokalnie solidn¡.

Krat¦ E z topologi¡ lokalnie solidn¡ τ nazywamy krat¡ liniowo-topologiczn¡.

F -norm¦ ‖ · ‖E na przestrzeni Riesza E nazywamy kratow¡, je±li warunek

|u| ≤ |v| w E implikuje ‖u‖E ≤ ‖v‖E .
Niech E b¦dzie krat¡ liniow¡ i τ topologi¡ liniow¡ na E. Wtedy nast¦puj¡ce warunki

s¡ równowa»ne [3, Theorem 6.1]:

(i) τ jest lokalnie wypukª¡ solidn¡ topologi¡ na E,

(ii) istnieje rodzina {pα} kratowych póª-norm, która generuje topologi¦ τ1.

Krat¦ E wyposa»on¡ w F -norm¦ kratow¡ nazywamy F ?-krat¡ (lub krat¡ unormo-

wan¡, je±li F - norma ‖ · ‖E jest norm¡). Topologicznie zupeªn¡ F ?-krat¦ nazywamy F -

krat¡ (odpowiednio, krat¡ Banacha).
1Zbiory postaci V(pα1

,...,pαn ;ε) = {x ∈ E : pαi(x) ≤ ε, i = 1, 2, ..., n, ε > 0} stanowi¡ baz¦ otocze« zera
kraty E.
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Monotoniczn¡ F -norm¦ ‖·‖E na F -kracieE nazywamy porz¡dkowo ci¡gª¡ (σ-porz¡dkowo

ci¡gª¡), je±li warunek xα ↓ 0 (tu α ∈ A oraz A jest zbiorem skierowanym) implikuje, »e

infα∈A ‖xα‖E = 0 (warunek xn ↓ 0 implikuje, »e ‖xn‖E ↓ 0); oznacza to, »e liczba 0 jest

punktem skupienia zbioru {‖xα‖E , α ∈ A}).
Krat¦ Banacha E = (E, ‖·‖) nazywamy: AM-przestrzeni¡, je±li dla ka»dych x, y ∈ E+

zachodzi równo±¢ ‖x ∨ y‖ = max(‖x‖, ‖y‖).
Krata Banacha E jest AM-przestrzeni¡ z jedynk¡, je±li jest AM-przestrzeni¡ i posiada

jedynk¦ porz¡dkow¡.

Je±li E jest AM-przestrzeni¡ z jedynk¡ e, to wzór

‖x‖∞ = inf{λ > 0; |x| ≤ λe}

okre±la równowa»n¡ norm¦ kratow¡ w E; wtedy krata E z now¡ norm¡ ‖ · ‖∞ jest równie»

AM-przestrzeni¡, a jej domkni¦ta kula jednostkowa jest równa przedziaªowi [−e, e].

Twierdzenie 1.8 (Kakutani [4, Theorem 12.28]) Krata Banacha jest AM -przestrzeni¡ z

jedynk¡ e wtedy i tylko wtedy, gdy jest kratowo-izometryczna z przestrzeni¡ C(K) wszystkich

rzeczywistych funkcji ci¡gªych na pewnej przestrzeni zwartej Hausdor�a K.

Je±li E jest AM-przestrzeni¡ (bez jedynki), to jest ona kratowo izometrycznie izomor�czna

z pewn¡ podkrat¡ kraty C(K), gdzie K jest pewn¡ przestrzeni¡ zwart¡ Hausdor�a.

Przykªad 1.9 Niech K b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ Hausdor�a oraz niech (S,Σ, µ)

b¦dzie przestrzeni¡ miary z miar¡ σ-sko«czon¡ i zupeªn¡. Podstawowymi przykªadami krat

liniowych s¡:

(1) krata C(K) wszystkich ci¡gªych funkcji rzeczywistych okre±lonych naK z porz¡dkiem

punktowym;

(2) krata Cb(K) wszystkich ci¡gªych i ograniczonych funkcji rzeczywistych okre±lonych

na K; jest to podkrata kraty C(K);

(3) krata L0(µ) - wszystkich rzeczywistych µ-mierzalnych funkcji okre±lonych na zbiorze

S z dziaªaniami punktowymi;

(4) krata L0(µ) - wszystkich klas abstrakcji elementów L0(µ) wzgl¦dem równo±ci µ-prawie

wsz¦dzie; tu funkcje równe µ-prawie wsz¦dzie identy�kujemy (innymi sªowy L0(µ) jest

przestrzeni¡ ilorazow¡ L0(µ)/N (µ), gdzie N (µ) jest σ-ideaªem kraty L0(µ) funkcji

równych zero µ-prawie wsz¦dzie, a elementy L0(µ) s¡ postaci [f ] = f +N (µ), gdzie

f ∈ L0(µ) ).

(5) L∞(S,Σ, µ) = L∞(µ) - ideaª w L0(µ) wszystkich ograniczonych funkcji rzeczywistych

na S z operacjami punktowymi (funkcje równe µ-prawie wsz¦dzie identy�kujemy);
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(6) ω - krata wszystkich ci¡gów liczb rzeczywistych: ω = RN z porz¡dkiem po wspóª-

rz¦dnych; podobnie ω(Γ) = RΓ, tj. krata wszystkich funkcji z Γ do R z porz¡dkiem

punktowym, gdzie Γ jest dowolnym zbiorem niepustym;

(7) `∞ - ideaª w ω wszystkich rzeczywistych ci¡gów ograniczonych; podobnie, `∞(Γ) -

ideaª w ω(Γ) wszystkich funkcji ograniczonych z Γ do R z porz¡dkiem punktowym;

(8) `p = {x = (xn) ∈ ω :
∑∞

n=1 |xn|p < ∞}, gdzie 0 < p < ∞, - ideaª w ω wszystkich

ci¡gów liczb rzeczywistych absolutnie p-sumowalnych.

Kraty wymienione w punktach (4) - (8) s¡ zupeªne w sensie Dedekinda, krata z punktu

(3) jest σ-zupeªna w sensie Dedekinda, a je±li K jest przestrzeni¡ zwart¡, to krata C(K)

jest zupeªna w sensie Dedekinda wtedy i tylko wtedy, gdy K jest przestrzeni¡ Stone'a

(ekstremalnie niespójn¡2) [33, Theorem 43.11].

Lemat 1.10 (a) Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary, przy czym miara µ jest σ-

sko«czona i zupeªna. Wtedy krata L0(µ) jest super-DC.

(b) Wªasno±¢ super-DC kraty liniowej E jest dziedziczona przez jej ideaªy. W szczegól-

no±ci, ka»dy ideaª kraty L0(µ) jest super-DC.

Dowód. (a) Fakt, »e krata L0(µ) jest σ-zupeªna w sensie Dedekinda jest niemal oczywisty3.

Na podstawie [45, Theorem 4.9 p. 78], wystarczy teraz wykaza¢, »e istnieje ±ci±le rosn¡ce

odwzorowanie k : L+
0 (µ)→ R. Zaªó»my najpierw, »e miara µ jest sko«czona, tj. µ(S) <∞.

Poªó»my k(x) =
∫
S ξ(x)dµ, gdzie ξ(x) = |x|

1+|x| . Oczywi±cie k(x) ≤
∫
S 1dµ = µ(S) < ∞.

�atwo sprawdzi¢, »e ξ(y) − ξ(x) > 0 dla x < y. St¡d k(x) =
∫
S ξ(x)dµ <

∫
S ξ(y)dµ =

k(y), wi¦c funkcja k jest ±ci±le rosn¡ca na L0
+(µ), a zatem krata L0(µ) jest super-DC w

przypadku, gdy µ(S) <∞.

Zaªó»my teraz, »e miara µ jest σ-sko«czona, tj. S =
⋃∞
n=1 Sn, gdzie µ(Sn) < ∞ oraz

Sn ⊂ Sn+1, n = 1, 2, .... Poªó»my

kn(x) =
1

n2µ(Sn)

∫
Sn

ξ(x)dµ oraz k(x) =

∞∑
n=1

kn(x).

Je±li x < y dla x, y ∈ L+
0 (µ), to kn(x) < kn(y) dla ka»dego n ∈ N. St¡d k(x) =∑∞

n=1 kn(x) <
∑∞

n=1 kn(y) = k(y), wi¦c funkcja k jest ±ci±le rosn¡ca. Korzystaj¡c po-

nownie z twierdzenia [45, Theorem 4.9 p. 78] otrzymujemy, »e L0(µ) jest super zupeªna w

sensie Dedekinda.
2tzn. domkni¦cie ka»dego otwartego podzbioru K jest otwarte; przykªadowo, uzwarcenie �echa-Stone'a

βN przestrzeni dyskretnej N jest przestrzeni¡ ekstremalnie niespójn¡ [11, str. 445]
3Je±li [fn] ≤ [f ], n = 1, 2, ..., to dla zbioru A = {s ∈ S : fn(s) > f(s), dla pewnego n ∈ N} mamy

µ(A) = 0. De�niuj¡c funkcj¦ g postaci g(s) = supn∈N fn(s), gdy s ∈ S \ A oraz g(s) = 0, gdy s ∈ A
otrzymujemy, »e g ∈ L0(µ) oraz [g] = supn∈N[fn].
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(b) Je±li ∅ 6= A ⊂ J oraz a ≤ x dla ka»dego a ∈ A oraz pewnego x ∈ J , to relacje te zachodz¡
równie» w E, zatem istnieje przeliczalny podzbiór A0 ⊂ A taki, »e supA = supA0 = y ∈ E
(oba kresy s¡ brane w E). Poniewa» jednak y ≤ x ∈ J , to y ∈ J , co dowodzi »e ideaª J jest

super-DC. �

Topologi¦ τ na kracie lokalnie solidnej E nazywamy topologi¡ Lebesgue'a, je±li warunek

0 ≤ xα ↓ 0 w E implikuje, »e xα
τ→ 0. Mówimy wówczas, »e krata (E, τ) ma wªasno±¢

Lebesgue'a.

Je±li topologia normowa w kracie Banacha E jest topologi¡ Lebesgue'a, to zwykle mówi

si¦, »e norma na E jest porz¡dkowo ci¡gªa.

Symbolem Ea b¦dziemy oznacza¢ ideaª Lebesgue'a kraty lokalnie solidnej (E, τ), tj.

najwi¦kszy porz¡dkowy ideaª w kracie E taki, »e topologia τ|Ea jest topologi¡ Lebesgue'a

[52]:

Ea = {x ∈ E : |x| ≥ xα ↓ 0 implikuje xα
τ→ 0}.

Ideaª Ea jest τ -domkni¦ty w E (patrz [54, str. 60]).

Je±li E jest F -krat¡, to ideaª Ea jest nazywany ideaªem elementów z F -norm¡

porz¡dkowo ci¡gª¡ (por. [59, De�nition 88.5]). Przykªadowo, (`∞)a = c0.

Poªó»my

Eσa = {x ∈ E : |x| ≥ xn ↓ 0 implikuje ‖xn‖E → 0}.

Oczywi±cie, mamy Ea ⊂ Eσa (por [59, De�nition 88.5] zastosowana do operatora identycz-

no±ciowego).

Bez zmiany dowodu mo»na przenie±¢ na przypadek F -krat nast¦puj¡cy, u»yteczny wynik

zawarty w [59, Corollary 103.7]:

Lemat 1.11 Niech E b¦dzie F -krat¡. Je±li E jest σ-zupeªna w sensie Dedekinda, to σ-

porz¡dkowa ci¡gªo±¢ elementu x ∈ E implikuje jego porz¡dkow¡ ci¡gªo±¢, tj. zachodzi inklu-

zja Eσa ⊂ Ea. W tym przypadku (tj., gdy E jest σ-porz¡dkowo zupeªna w sensie Dedekinda)

mamy Eσa = Ea.

1.3 Operatory porz¡dkowo ograniczone

Niech E,G oznaczaj¡ archimedesowe kraty liniowe.

Wa»n¡ klas¦ operatorów liniowych mi¦dzy kratami liniowymi tworz¡ operatory porz¡dkowo

ograniczone.

Operator liniowy T : E → G nazywamy porz¡dkowo ograniczonym, je±li dla ka»dego

porz¡dkowo ograniczonego podzbioru A kraty E zbiór T (A) jest porz¡dkowo ograniczony

(tj. dla ka»dych elementów a, b ∈ E takich, »e a ≤ b istniej¡ elementy c, d ∈ G takie, »e

c ≤ d oraz T [a, b] ⊂ [c, d]).

19



Symbolem Lb(E,G) oznaczamy przestrze« liniow¡ wszystkich liniowych porz¡dkowo

ograniczonych operatorów dziaªaj¡cych z E do F .

Przestrze« wszystkich porz¡dkowo ograniczonych funkcjonaªów liniowych na E nazy-

wamy dualem porz¡dkowym i oznaczamy symbolem E∼

Przestrze« E∼ = Lb(E,R) jest krat¡ zupeªn¡ w sensie Dedekinda wzgl¦dem standardo-

wego porz¡dku punktowego, tzn. f ≤ g wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego x ∈ E+ zacho-

dzi nierówno±¢ f(x) ≤ g(x). Je±li E jest krat¡ Banacha (ogólniej, F -krat¡), to E∼ = E?.

Operator liniowy T : E → G nazywamy dodatnim, je±li T (E+) ⊂ G+.

Z operatorem dodatnim wi¡»e si¦ poni»sze twierdzenie Kantorowicza o rozszerzaniu:

Twierdzenie 1.12 Je»eli E,G s¡ kratami liniowymi, a T : E+ → G+ jest operatorem

addytywnym, to T ma jednoznaczne rozszerzenie do operatora liniowego dodatniego T̃ :

E → G, przy czym T̃ = T (x+)− T (x−).

Zauwa»my, »e operatorem dodatnim jest ka»dy homomor�zm kratowy (Riesza), tj. ope-

rator liniowy T : E → G speªniaj¡cy warunek T (x ∨ y) = T (x) ∨ T (y) dla dowolnych

x, y ∈ E.

Lemat 1.13 [4, Twierdzenie 7.2] Je±li E, G s¡ kratami liniowymi, to dla operatora T :

E → G nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

• operator T jest homomor�zmem kratowym,

• dla ka»dego x ∈ E zachodzi równo±¢: T (x+) = (T (x))+,

• je±li x ∧ y = 0 w E, to T (x) ∧ T (y) = 0 w G,

• dla ka»dego x ∈ E zachodzi równo±¢: |T (x)| = T (|x|).

Homomor�zm kratowy T : E → G, b¦d¡cy równocze±nie bijekcj¡ mi¦dzy kratami E oraz

G, nazywamy izomor�zmem kratowym (porz¡dkowym), natomiast przestrzenie E,G

mi¦dzy którymi dziaªa jakikolwiek izomor�zm kratowy nazywamy kratowo izomor�cznymi.

Operator liniowy T : E → G nazywamy regularnym, gdy T jest ró»nic¡ dwóch opera-

torów dodatnich.

Symbolem Lr(E,G) oznaczamy przestrze« liniow¡ wszystkich operatorów regularnych

dziaªaj¡cych z E do G.

Ka»dy dodatni operator jest oczywi±cie porz¡dkowo ograniczony, st¡d ka»dy operator

regularny jest porz¡dkowo ograniczony. Wobec tego prawdziwa jest inkluzja

Lr(E,G) ⊆ Lb(E,G).

Powy»sza inkluzja mo»e by¢ wªa±ciwa, jak pokazuje przykªad Lotza [4, Example 1.11].
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Je±li E,G s¡ kratami liniowymi, przy czym G jest krat¡ zupeªn¡ w sensie Dedekinda, to

Lr(E,G) jest krat¡ liniow¡ zupeªn¡ w sensie Dedekinda oraz zachodzi równo±¢

Lr(E,G) = Lb(E,G),

a operacje kratowe w Lb(E,G), okre±lone s¡ nast¦puj¡co:

(S ∨ T )(x) = sup{S(y) + T (z), y, z ∈ E+, y + z = x},
(S ∧ T )(x) = inf{S(y) + T (z), y, z ∈ E+, y + z = x},

dla ka»dych S, T ∈ Lb(E,G), x ∈ E+.

W szczególno±ci, w Lb(E,G) istniej¡ kresy T ∨ 0 oraz (−T ) ∨ 0; oznaczamy je, odpo-

wiednio, symbolami T+ oraz T−, przy czym

T+x = sup{Ty : 0 ≤ y ≤ x},
T−x = sup{−Ty : 0 ≤ y ≤ x},
|T |x = sup{Ty : |y| ≤ x},

dla x ∈ E+ [4, Theorem 1.13].

Twierdzenie 1.14 [39, Twierdzenie 1.3.5] Je±li E, G s¡ F -kratami (w szczególno±ci, kra-

tami Banacha), to ka»dy dodatni operator liniowy T : E → F jest ci¡gªy. Ponadto, je±li

E,G s¡ kratami unormowanymi, to

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : x ≥ 0, ‖x‖ = 1}.

Je±li E,G s¡ kratami Banacha, to dla ka»dego T ∈ Lr(E,G) de�niujemy tzw. r-norm¦ ‖·‖r
(norm¦ regularn¡) operatora T wzorem:

‖T‖r := inf{‖S‖ : S ∈ Lr(E,G)+, |Tx| ≤ Sx dla ka»dego x ∈ E+}.

Wtedy, dla ka»dego T ∈ Lr(E,G) mamy ‖T‖ ≤ ‖T‖r.
Operator liniowy T : E → G, mi¦dzy kratami liniowymi E,F nazywamy:

• porz¡dkowo ci¡gªym (odp., σ-porz¡dkowo ci¡gªym), je±li warunek xα
o→ 0

(odp., xn
o→ 0 ) w E implikuje, »e Txα

o→ 0 (odp., Txn
o→ 0 ) w G.

Symbolem Ln(E,G) oznaczamy przestrze« liniow¡ wszystkich porz¡dkowo ci¡gªych opera-

torów dziaªaj¡cych z E do G.

Je±li E,G s¡ kratami liniowymi, przy czym G jest krat¡ zupeªn¡ w sensie Dedekinda,

to przestrze« Ln(E,G) jest pasmem w Lb(E,G) [4, Theorem 4.4].

Symbolem E?n = Ln(E,R) oznaczamy przestrze« liniow¡ wszystkich porz¡dkowo ci¡-

gªych funkcjonaªów okre±lonych na kracie E.

W poni»szym lemacie podajemy pewn¡ charakteryzacj¦ porz¡dkowo ci¡gªej cz¦±ci F -

kraty dyskretnej. Charakteryzacja ta jest z pewno±ci¡ znana, ale jej jawnego dowodu nie

mogªam znale¹¢ w dost¦pnej literaturze (por. [45, Proposition 1.9], [54, Proposition 0.1.4]).
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Lemat 1.15 Je±li E jest F -krat¡ dyskretn¡ oraz D oznacza ustalony zbiór elementów dys-

kretnych krat E, to D jest liniowo (topologicznie) g¦sty w ideale Ea elementów porz¡dkowo

ci¡gªych kraty E, tj. Ea = linD.

Dowód. Inkluzja linD ⊂ Ea wynika z faktu, »e ka»dy element dyskretny kraty E jest

porz¡dkowo ci¡gªy. Istotnie, niech e ∈ D oraz niech (xα)α∈A b¦dzie zbiorem skierowanym

w dóª takim, »e e ≥ xα ↓ 0. Na podstawie de�nicji elementu dyskretnego, dla ka»dego

α ∈ A istnieje liczba λα ≥ 0 taka, »e xα = λαe. Warunek xα = λαe ↓ 0 jest oczywi±cie

równowa»ny warunkowi λα ↓ 0. Na podstawie de�nicji F -normy otrzymujemy ‖xα‖ → 0.

Powy»szy warunek implikuje, »e e ∈ Ea, wi¦c linD ⊂ Ea = Ea.

Niech teraz x ∈ E+ oraz niech Pe oznacza projekcj¦ porz¡dkow¡ z E na edd; jest ona

postaci Pe(x) = supn∈N(x ∧ ne). Projekcja Pe jest dobrze zde�niowana, bo pasmo edd jest

podprzestrzeni¡ jednowymiarow¡ E. St¡d, istnieje dokªadnie jedna liczba λe(x) taka, »e

Pe(x) = λe(x)e. (1.6)

Wiadomo, »e

x = sup
e∈D

Pe(x) (1.7)

(patrz [54, Proposition 0.1.4], por [45, Proposition 1.9]).

Dla sko«czonego podzbioru F zbioru D zde�niujemy element xF wzorem

xF = sup
e∈F

Pe(x) = sup
e∈F

λe(x)e =
∑
e∈F

λe(x)e. (1.8)

Z równo±ci (1.7) oraz (1.8) otrzymujemy xF ≤ x, zatem zbiór

Fx = {xF , F jest sko«czonym podzbiorem D}

jest zbiorem skierowanym w gór¦: je±li yi = xFi , i = 1, 2, to

y1 ∨ y2 =
∑
e∈D

max{µ1
e(x) ∨ µ2

e(x)}e,

gdzie liczba µie(x) jest postaci µie(x) = λie(x), gdy e ∈ Fi, oraz µie(x) = 0, gdy e /∈ Fi,

i = 1, 2. Poniewa» y1 ∨ y2 ≤ x oraz zbiór F = {e : λe(y1 ∨ y2) 6= 0} jest sko«czony, to
element y1 ∨ y2 jest postaci (1.8), wi¦c y1 ∨ y2 ∈ Fx, a zatem zbiór Fx jest skierowany w

gór¦, jak twierdzili±my.

St¡d i z (1.7) wynika, »e x = supFx, oraz »e zbiór {x− xF : xF ∈ Fx} jest skierowany
w dóª do 0. Je±li teraz x ∈ Ea, to 0 jest punktem skupienia zbioru {‖x− xF ‖, xF ∈ Fx},
zatem istnieje ci¡g (Fn) sko«czonych podzbiorów D taki, »e ‖x− xFn‖ → 0. Na podstawie

(1.8), oznacza to, »e x ∈ linD. Wykazali±my w ten sposób, »e Ea ⊂ linD, co ª¡cznie z

wykazan¡ wcze±niej inkluzj¡ linD ⊂ Ea daje »¡dan¡ równo±¢. �
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1.4 Przestrzenie modularne i przestrzenie Musielaka-Orlicza

Niniejszy podrozdziaª po±wi¦cony jest ustaleniu oznacze« oraz podstawowych poj¦¢ z teorii

przestrzeni modularnych i przestrzeni Orlicza. Podane tu de�nicje pochodz¡ z monogra�i

J. Lindenstraussa i L. Tzafriri'ego [28, 29] oraz J. Musielaka [37].

W wielu przypadkach w przestrzeni liniowej X dana jest z góry nie norma ani F -

norma, ale pewien funkcjonaª zwanymodularem, pozwalaj¡cy w przestrzeniX wyodr¦bni¢

podprzestrze« typu F ? lub unormowan¡.

Modularem na przestrzeni liniowej X nazywamy funkcjonaª ρ : X → [0,∞] taki, »e

dla dowolnych x, y ∈ X speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

(i) ρ(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,

(ii) ρ(−x) = ρ(x) w przypadku, gdy X jest przestrzeni¡ rzeczywist¡, oraz

ρ(eitx) = ρ(x) dla ka»dego t ∈ R, gdy X jest przestrzeni¡ zespolon¡,

(iii) ρ(αx+ βy) ≤ ρ(x) + ρ(y), dla dowolnych α, β ≥ 0 takich, »e α+ β = 1; je±li warunek

(iii) zast¡pimy warunkiem:

(iii)′ ρ(αx + βy) ≤ αρ(x) + βρ(y), dla dowolnych α, β ≥ 0 takich, »e α + β = 1, to ρ

nazywamy modularem wypukªym.

Przykªad 1.16 Niech X = Lp([0, 1], µ), gdzie 0 < p <∞ oraz µ jest miar¡ Lebesgue'a na

odcinku [0, 1]; wtedy funkcja ρ okre±lona wzorem

ρ(x) =
∫ 1

0 |x(t)|pdµ, x ∈ X,

jest modularem na X.

Niech ρ b¦dzie modularem na przestrzeni liniowej rzeczywistej X. Wtedy zbiór

Xρ = {x ∈ X, ρ(λx)→ 0, gdy λ→ 0}

nazywamy przestrzeni¡ modularn¡. Xρ jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni X.

W przestrzeni modularnej Xρ funkcja okre±lona wzorem:

x 7→ ‖x‖ρ = inf{λ > 0, ρ(
x

λ
) ≤ λ} (1.9)

jest F -norm¡, przy czym, przy ustalonym x ∈ Xρ, odwzorowanie a 7→ |ax|ρ jest niemalej¡c¡

funkcj¡ zmiennej a ≥ 0 oraz warunek |x|ρ ≤ 1 poci¡ga ρ(x) ≤ |x|ρ.
Ponadto, je±li modular ρ jest wypukªy, to funkcja

x 7→ ‖x‖ρ = inf{λ > 0, ρ
(x
λ

)
≤ 1} (1.10)

jest norm¡ na Xρ, zwan¡ te» norm¡ Luxemburga; w tym przypadku norma ‖ · ‖ρ jest

funkcjonaªem Minkowskiego zbioru absolutnie wypukªego i pochªaniaj¡cego

Vρ = {x ∈ Xρ : ρ(x) ≤ 1}.
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Niech (X, ‖ · ‖) b¦dzie przestrzeni¡ unormowan¡. Wtedy funkcja ρ(x) = ‖x‖, x ∈ X, jest

modularem wypukªym na X i zachodzi równo±¢ Xρ = X.

Inne przykªady modularów podaj¦ ni»ej.

Okre±lmy teraz przestrze« Xρ nast¦puj¡co:

Xρ = {x ∈ X, ρ(λx) <∞ dla pewnego λ > 0}.

Na podstawie de�nicji ªatwo zauwa»y¢, »e Xρ ⊂ Xρ. Ponadto, je±li modular ρ jest wypukªy,

to zachodzi równo±¢ Xρ = Xρ.

Opisz¦ teraz dobrze znan¡ metod¦ wyznaczania modularu na przestrzeni L0(µ) za po-

moc¡ tzw. funkcji Musielaka-Orlicza.

Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary z miar¡ σ-sko«czon¡ i zupeªn¡. Przypomnijmy,

»e L0(µ) oznacza przestrze« klas równowa»no±ci wzgl¦dem równo±ci µ-prawie wsz¦dzie,

rzeczywistych funkcji Σ-mierzalnych na S.

Funkcj¦M : [0,∞)× S → [0,∞) nazywamy funkcj¡ Musielaka-Orlicza, je±li:

• dla ka»dego s ∈ S funkcja M(·, s) : [0,∞) → [0,∞) jest niemalej¡ca, lewostronnie

ci¡gªa, ci¡gªa w zerze i taka, »eM(t, s) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy t = 0,

• dla ka»dego t ∈ [0,∞) funkcjaMt =M(t, ·) : S → [0,∞) jest Σ- mierzalna.

Uwaga 1.17 Aby wyeliminowa¢ trywialne przypadki, warto zaªo»y¢, »e:

(i) limt→∞M(t, s) > 0 dla ka»dego s ∈ S,

(ii) dla ka»dego t > 0 funkcjaMt przyjmuje warto±ci sko«czone na pewnym zbiorze A ∈ Σ

miary dodatniej.

Je±liM(r, s1) =M(r, s2) dla wszystkich s1, S2 ∈ S, to funkcj¦M nazywamy funkcj¡

Orlicza. Funkcje Orlicza b¦dziemy oznacza¢ liter¡ ϕ lub M .

Uwaga 1.18 Je±li S = N, to wygodniej jest przedstawi¢M, jako ci¡g funkcji Orlicza

ϕn, n = 1, 2, ..., tj. M = (ϕn)∞n=1. W tym przypadku, zamiast symboluM b¦dziemy

standardowo u»ywa¢ symboli Φ oraz Ψ.

Poni»ej podaj¦ przykªady wypukªych oraz niewypukªych funkcji Musielaka-Orlicza.

• Funkcja Φ : R+ × N→ R+, okre±lona wzorem:

Φ(t, n) = ϕn(t) := tpn , gdzie pn > 0 dla kazdego n ∈ N,
jest funkcj¡ Musielaka-Orlicza (tu: S = N, Σ = 2N). Funkcja ϕn jest wypukªa wtedy

i tylko wtedy, gdy pn ≥ 1; dla pn ∈ (0, 1) funkcja ϕn jest wkl¦sªa.
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• FunkcjaM : R+ × (R+ \ {0})→ R+, okre±lona wzorem:

M(t, s) = Ms(t) := ts, dla ka»dego t ≥ 0 oraz s > 0,

jest przykªadem funkcji Musielaka-Orlicza. Ms jest wypukªa dla s > 1 i wkl¦sªa dla

s ∈ (0, 1). M1(t) jest funkcj¡ liniow¡.

Funkcja Musielaka-OrliczaM wyznacza modular ρM, okre±lony na L0(µ), zde�niowany

wzorem:

ρM(f) =
∫
SM(|f(s)|, s)dµ;

ρM nazywamy modularem caªkowym.

Podprzestrze« modularn¡ LM(µ) przestrzeni L0(µ) okre±lon¡ nast¦puj¡co:

LM(µ) = {g ∈ L0(µ), ∃λ>0 ρM(λg) <∞}
nazywamy przestrzeni¡ Musielaka-Orlicza.

W szczególno±ci, je±li S = N, Σ = 2N oraz µ({n}) = 1, n = 1, 2, 3, ... oraz Φ = (ϕn),

gdzie ϕn jest funkcj¡ Orlicza dla wszystkich n ∈ N, to modular ρΦ na przestrzeni ω -

wszystkich ci¡gów rzeczywistych x = (xn) - przyjmuje posta¢:

ρΦ(x) =
∑∞

n=1 ϕn(|xn|).
Przestrze«

`Φ = {x = (xn) ∈ ω, ∃λ>0 ρΦ(λx) <∞}
nazywamy ci¡gow¡ przestrzeni¡ Musielaka-Orlicza.

Je±li ϕn = ϕ dla wszystkich n ∈ N, to piszemy `Φ = `ϕ, a przestrze« `ϕ nazywamy

ci¡gow¡ przestrzeni¡ Orlicza.

Przestrze« Musielaka-Orlicza LM(µ) z F - norm¡ ‖ · ‖M Luxemburga-Nakano okre±lon¡

wzorem (1.9), tj.

‖g‖M = inf{λ > 0, ρM

( g
λ

)
≤ λ} (1.11)

jest F - przestrzeni¡ [41, Twierdzenie 1.5.1]. Je±li wszystkie funkcje M(·, s), s ∈ S, s¡

wypukªe, to modular ρM jest wypukªy i wtedy przestrze« LM wyposa»ona w norm¦ (1.10)

jest przestrzeni¡ Banacha [37, Twierdzenie 10.14].

Przestrze« Musielaka-Orlicza LM(µ) jest ideaªem porz¡dkowym w L0(µ): je±li x ∈
LM(µ) oraz y ∈ L0(µ), przy czym |y| ≤ |x|, to y ∈ LM(µ); ponadto, ‖y‖M ≤ ‖x‖M (tj.

F -norma w przestrzeni LM(µ) jest monotoniczna). Z lematu 1.10 (b) wynika, »e LM(µ)

jest super-DC.

Okre±lmy teraz ideaª EM(µ) kraty LM(µ) nast¦puj¡co:

EM(µ) = {g ∈ LM(µ), ∀λ>0 ρM(λg) <∞}.

Je±li S = N, Σ = 2N, µ{n} = 1 orazM = Φ = (ϕn), to zamiast EΦ(S, 2N, µ) piszemy hΦ.

Ideaª EM = EM(µ) jest topologicznie domkni¦ty w LM = LM(µ) oraz F -norma okre-

±lona wzorem (1.10) jest porz¡dkowo ci¡gªa na EM [53]; w szczeólno±ci EM jest super-DC.
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Je±li funkcjaM przyjmuje tylko sko«czone warto±ci, to podprzestrze« EM jest cz¦±ci¡

porz¡dkowo ci¡gª¡ przestrzeni LM tj.

EM(µ) = (LM(µ))a, (1.12)

gdzie (LM(µ))a = {g ∈ LM(µ) : |g| ≥ gα ↓ 0 implikuje ‖gα‖M → 0}. Z lematu 1.11

wynika, »e EM(µ) jest postaci

(LM(µ))a = {g ∈ LM(µ) : |g| ≥ gn ↓ 0 implikuje ‖gn‖M → 0}. (1.13)

Dla funkcji Musielaka-Orlicza M przyjmuj¡cej warto±ci +∞ warunek (1.13) nie musi by¢

speªniony, co pokazuje przykªad zamieszczony w pracy [53].

Przestrzenie Musielaka-Orlicza opisane w tym rozdziale s¡ typowymi przykªadami krat

zupeªnych w sensie Dedekinda.

Wa»nym poj¦ciem w teorii przestrzeni Musielaka-Orlicza jest warunek (42). Mówimy,

»e funkcja Musielaka-Orlicza M speªnia warunek (M2), je±li istniej¡: liczba k > 0, funkcja

g ∈ L1(µ) oraz zbiór A miary zero takie, »e dla ka»dego t ≥ 0 oraz dla ka»dego s ∈ S \ A
mamy

M(2t, s) ≤ kM(t, s) + g(s). (1.14)

Je±li funkcje Musielaka-Orlicza speªniaj¡ warunek (M2), to LM(µ) = EM(µ) [53, p. 17].

Mówimy, »e funkcja Orlicza ϕ speªnia warunek:

40
2 (dla maªych u), je±li istniej¡ liczby k > 0 oraz u0 > 0 takie, »e dla ka»dego u ∈ [0, u0]

zachodzi warunek ϕ(2u) ≤ kϕ(u);

4∞2 (dla du»ych u), je±li istniej¡ liczby k > 0 i u0 > 0 takie, »e ϕ(u0) < ∞ oraz dla

wszystkich u ≥ u0 zachodzi warunek ϕ(2u) ≤ kϕ(u)

42 (dla wszystkich u), je±li istnieje liczba k > 0 taka, »e dla wszystkich u ≥ 0 zachodzi

nierówno±¢ ϕ(2u) ≤ kϕ(u).

Je±li funkcja Orlicza ϕ speªnia warunek 40
2 to, wektory jednostkowe tworz¡ baz¦ bez-

warunkow¡ przestrzeni `ϕ (por. [28, p. 138], [10, p. 2]). Ponadto, je±li funkcja Orlicza ϕ

speªnia warunek 42, to hϕ = `ϕ.

De�nicja 1.19 Mówimy, »e ci¡g funkcji Orlicza Φ = (ϕn) speªnia jednostajny warunek

(M2), je±li istniej¡: staªa c > 0 oraz t0 > 0 takie, »e dla ka»dego t ∈ [0, t0] oraz dla ka»dego

n ∈ N mamy ϕn(2t) ≤ c·ϕn(t)+dn, gdzie dn ≥ 0 dla ka»dego n ∈ N oraz d :=
∑∞

n=1 dn <∞.

Je±li Φ = (ϕn) jest ci¡giem funkcji Orlicza, to podzbiór kΦ przestrzeni Musielaka-Orlicza

`Φ de�niujemy nast¦puj¡co:

kΦ = {x ∈ ω, ρΦ(x) <∞}.

W poni»szym lemacie podaj¦ u»yteczne wªasno±ci funkcji Orlicza.
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Lemat 1.20

(i) Ka»da wkl¦sªa funkcja Orlicza ϕ jest subaddytywna, wi¦c w szczególno±ci speªnia wa-

runek M2 dla wszystkich t > 0 ze staª¡ c = 2.

(ii) Je±li ci¡g funkcji Orlicza Φ = (ϕn) speªnia jednostajny warunek (M2) (w szczególno±ci,

je±li wszystkie funkcje ϕn s¡ subaddytywne), to zachodzi równo±¢ `Φ = hΦ = kΦ oraz

wektory jednostkowe (en) tworz¡ baz¦ bezwarunkow¡ w przestrzeni `Φ: dla ka»dego

x ∈ `Φ istnieje dokªadnie jeden ci¡g skalarów (xn) taki, »e x =
∑∞

n=1 xnen (zbie»no±¢

topologiczna);

(iii) wówczas ka»de (niesko«czenie wymiarowe) pasmo projekcyjne B w `Φ = hΦ jest po-

staci B = BA = [enk ] = lin{enk , k ∈ N}, gdzie A = (nk) jest ±ci±le rosn¡cym ci¡-

giem liczb naturalnych i B jest porz¡dkowo izometryczne z krat¡ Orlicza `Ψ, gdzie

Ψ = (ϕnk); przy tym projekcja porz¡dkowa

PA : `Φ → BA jest postaci

PA

( ∞∑
n=1

xnen

)
=
∑
n∈A

xnkenk (zbie»no±¢ topologiczna).

(iv) Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary σ-sko«czonej, oraz niech M b¦dzie funkcj¡

Musielaka-Orlicza. Je±li modular ρM - na L0(µ) - jest subaddytywny, to jest on F -

norm¡ na LM(µ) = EM(µ), równowa»n¡ wyj±ciowej F -normie na LM(µ).

W szczególno±ci, je±li modular ρΦ - na ω = RN - jest subaddytywny, to jest on rów-

nowa»n¡ F -norm¡ na `Φ.

Dowód. Wªasno±¢ (i) jest oczywista.

(ii) Dowód równo±ci `Φ = hΦ = kΦ jest podobny4 do przypadku, gdy funkcje ϕn s¡

wypukªe ([18, str. 254]; por. [10, Corollary 3.6]).

(iii) Niech (fk) oznacza k-ty wektor jednostkowy w `Ψ. Oczywi±cie Ψ speªnia jedno-

stajny warunek M2, wi¦c na podstawie warunku (ii) mamy `Ψ = hΨ. Poniewa» baza w

`Ψ jest bezwarunkowa, to element x = (xk) le»y w hΨ wtedy i tylko wtedy, gdy szereg∑∞
k=1 xkfk jest topologicznie (bezwarunkowo) zbie»ny w hΨ. Zatem dla ka»dego λ > 0

warunek mΨ(λx) <∞ jest speªniony wtedy i tylko wtedy, gdy

∞∑
k=1

ϕnk(λ|xk|) <∞. (1.15)

4Je±li x ∈ `Φ, to istnieje liczba λ0 > 0 taka, »e ρΦ(λx) <∞. Poniewa» dla dowolnego λ > λ0 istnieje k ∈ N
takie, »e λ ≤ λ02k, to stosuj¡c k-krotnie warunek (M2) otrzymujemy ρΦ(λx) ≤ ρΦ(λ02kx) ≤ ckρΦ(λ0x)+fk,
gdzie fk = d(ck−1 + ck−2 + ... + 1) oraz d =

∑∞
n=1 dn (patrz def. 1.19). St¡d wynika, »e ρΦ(λx) < ∞ dla

wszystkich λ > 0. Zatem x ∈ hΦ, wi¦c `Φ = hΦ. Kªad¡c teraz w tym dowodzie λ0 = 1 otrzymujemy dla
λ > 0 oraz x ∈ ω nierówno±¢ ρΦ(λx) ≤ ckρΦ(x) + fk, st¡d warunek x ∈ kΦ implikuje x ∈ `Φ(= hΦ). Zatem
kΦ ⊂ `Φ = hΦ. Poniewa» inkluzja hΦ ⊂ kΦ jest oczywista, to dostajemy »¡dan¡ równo±¢ `Φ = hΦ = kΦ.
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Korzystamy teraz z warunku, »e y =
∑∞

k=1 ykenk ∈ hΦ wtedy i tylko wtedy, gdy dla

ka»dego λ > 0 mamy ρΦ(λy) < ∞. W naszym przypadku (patrz (1.15)) ostatni warunek

jest równowa»ny z warunkiem
∑∞

k=1 ϕnk(λ|ynk |) < ∞ dla ka»dego λ > 0, zatem warunek

(1.15) jest równowa»ny warunkowi
∑∞

k=1 xkenk ∈ hΦ.

Otrzymali±my równowa»no±¢

∞∑
k=1

xkfk ∈ hΨ wtedy i tylko wtedy, gdy
∞∑
k=1

xkenk ∈ h
Φ.

St¡d wynika, »e operator h : `Ψ → `Φ postaci

h

( ∞∑
k=1

xkfk

)
=

∞∑
k=1

xkenk

jest dobrze okre±lony (i ci¡gªy jako dodatni).

Wyka»emy teraz, »e h jest izometri¡. Poniewa»

ρΨ

(
λ · h

( ∞∑
k=1

xkfk

))
= ρΨ

(
λ ·

∞∑
k=1

xkenk

)
=
∞∑
k=1

ϕnk(λ · |xk|) = ρΨ

(
λ ·

∞∑
k=1

xkfk

)
,

to dla ka»dego x ∈ `Ψ mamy

ρΦ(λ · h(x)) = ρΨ(λ · x). (1.16)

Korzystaj¡c z równo±ci (1.16) otrzymujemy

‖h(x)‖Φ = inf{λ > 0 : ρΨ(h(x)/λ) ≤ λ} = inf{λ > 0 : ρΨ(x/λ) ≤ λ} = ‖x‖Ψ,

wi¦c h jest izometri¡. Z równowa»no±ci (1.15) wynika, »e h jest izomor�zmem porz¡dkowym

na pasmo projekcyjne BA w `Φ postaci BA = [enk ] = lin{enk}, a projekcja porz¡dkowa PA
z `Ψ na BA jest postaci

PA

( ∞∑
n=1

tnen

)
=
∞∑
k=1

tnkenk

(patrz lemat 1.7).

(iv) Z zaªo»enia, »e ρM jest subaddytywny wynika, »e ρM(λx) ≤ (λ + 1)ρM(x) dla

ka»dego λ > 0, sk¡d LM(µ) = EM(µ). W szczególn±ci, ρM(x) < ∞ dla ka»dego x ∈
LM(µ).

Wyka»emy najpierw, »e modular ρM jest F -norm¡ na LM(µ).

(1) modular ρM speªnia oczywi±cie nierówno±¢ trójk¡ta.

Ponadto, z de�nicji modularu ρM oraz z de�nicji przestrzeni LM(µ) otrzymujemy

(2) ρM(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,
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(3) dla ka»dego x ∈ LM(µ) mamy ρM(λx)→ 0, przy λ→ 0,

Z monotoniczno±ci modularu ρM wynika, »e jest on F -norm¡ kratow¡:

ρM(|x|) =

∫
S
M(||x|(s)|, s)dµ(s) =

∫
S
M(x(s), s)dµ(s) = ρM(x).

Niech (xn) b¦dzie ci¡giem elementów F -kraty LM(µ).

Na podstawie [37, twierdzenia 10.4, str. 81] mamy ‖xn‖M → 0 wtedy i tylko wtedy,

gdy dla dowolnego λ > 0

ρM(λxn)→ 0, (1.17)

a w przypadku, gdy modular ρM jest subaddytywny warunek (1.17) jest równowa»ny z

warunkiem ρM(xn)→ 0 (por. dowód twierdzenia 10.17 w [37]).

Z wykazanej wy»ej równowa»no±ci wynika, »e ci¡g (xn) elementów przestrzeni LM(µ)

jest ci¡giem Cauchy'ego w wyj±ciowej F -normie ‖ · ‖M wtedy i tylko wtedy, gdy (xn)jest

ci¡giem Cauchy'ego w F -normie ρM. Zatem LM(µ) jest F -krat¡ w obu F -normach.

Z faktu, »e identyczno±¢ - jako odwzorowanie dodatnie mi¦dzy F -kratami jest ci¡gªe

oraz z twierdzenia [3, Theorem 16.6, 16.7, 16.8] wynika, »e F -normy ‖ · ‖M oraz ρM s¡

równowa»ne.

Druga cz¦±¢ punktu (iv) wynika z cz¦±ci pierwszej zastosowanej do przypadku, gdy

S = N, Σ = 2N oraz µ jest miar¡ licz¡c¡. �

Uwaga 1.21 Zauwa»my, »e je±li funkcje Orlicza ϕn s¡ wkl¦sªe, to s¡ subaddytywne, wi¦c

dla ci¡gu Φ = (ϕn) modular ρΦ jest te» subaddytywny. Z warunków (ii) oraz (iv)

lematu 1.20 wynika, »e wtedy `Φ = hΦ = kΦ i modular ρΦ jest równowa»n¡ F -norm¡

kratow¡ na `Φ.

1.4.1 Wªasno±¢ σ-Fatou

W tym podrozdziale opisujemy pewn¡ wªasno±¢ F -normy, któr¡ b¦dziemy wykorzysty-

wa¢ w dowodzie twierdze« 3.16 oraz 4.10.

Niech ‖ · ‖E b¦dzie ustalon¡ F -norm¡ na kracie liniowej E. Mówimy, »e ‖ · ‖E (albo,

»e E - wyposa»ona w t¦ ustalon¡ F -norm¦) ma wªasno±¢ σ-Fatou, je±li dla ka»dego ci¡gu

(xn) ⊂ E+ oraz x ∈ E+ warunek xn ↑ x implikuje ‖xn‖ ↑ ‖x‖.

Przykªadowo, F -krata Lp(µ), dla 0 < p <∞, wyposa»ona w naturaln¡ p-norm¦, posiada

wªasno±¢ σ-Fatou [33, p. 42]. Kolejnymi przykªadami F -krat z wªasno±ci¡ σ-Fatou s¡

nast¦puj¡ce AM -przestrzenie z ich naturalnymi normami supremalnymi: przestrze« L∞(µ)

[3, Example 12.12] oraz C[0, 1] [3, Example 11.2]. Nieco ogólniej, F -krata C(K), gdzie

K jest zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a, równie» posiada wªasno±¢ σ-Fatou (w przeciwnym
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przypadku istniaªby ci¡g (fn) funkcji nieujemnych taki, »e fn ↑ f (tj. f jest najmniejszym

ograniczeniem górnym niemalej¡cego ci¡gu (fn)) oraz supn∈N ‖fn‖ = a < ‖f‖; st¡d fn ≤ a
oraz funkcja g := a ∧ f speªniaªaby nierówno±¢ g ≥ fn dla ka»dego n ∈ N, przy czym dla

elementu k0 ∈ K takiego, »e f(k0) = ‖f‖ mieliby±my g(k0) = a < f(k0), a zatem funkcja

g byªaby mniejszym ograniczeniem ci¡gu (fn), co przeczy wªasno±ci funkcji f).

Mówimy, »e modular ρ okre±lony na kracie liniowej X ma wªasno±¢ σ-Fatou, je±li dla

0 ≤ x, xn ∈ X warunek xn ↑ x implikuje ρ(xn) ↑ ρ(x).

Poni»szy fakt, pokazuj¡cy zwi¡zek mi¦dzy wªasno±ci¡ σ-Fatou modularu a F -normy

wyznaczonej przez ten modular, jest z pewno±ci¡ dobrze znany [52], [53]). Poniewa» nie

miaªam dost¦pu do literatury zawieraj¡cej dowód tego faktu, to podaj¦ go z peªnym uza-

sadnieniem.

Twierdzenie 1.22 Je±li modular ρ okre±lony na kracie liniowej X ma wªasno±¢ σ-Fatou,

to F -norma wyznaczona przez ten modular (postaci (1.9) lub (1.10)) ma równie» wªasno±¢

σ-Fatou.

Dowód. Rozwa»ymy tylko (interesuj¡cy nas) przypadek, gdy modular ρ jest niewypukªy;

wtedy F -norma wyznaczona przez ρ jest postaci (1.9).

Ustalmy 0 < x ∈ Xρ oraz ci¡g (xn) ⊂ Xρ taki, »e 0 ≤ xn ↑ x w Xρ. Poªó»my

A = {a > 0, ρ
(
x
a

)
≤ a}. Wprost z de�nicji F-normy ‖ · ‖ρ mamy: ξ ∈ A wtedy i tylko

wtedy, gdy ρ
(
x
ξ

)
≤ ξ. Poniewa» ta nierówno±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ‖x‖ρ ≤ ξ,

to

ρ

(
x

ξ

)
> ξ wtedy i tylko wtedy, gdy ‖x‖ρ > ξ. (1.18)

St¡d i z nierówno±ci ξ = ‖x‖ρ − ε < ‖x‖ρ, dla ka»dego ε ∈ (0, ‖x‖ρ), dostajemy

ρ

(
x

‖x‖ρ − ε

)
> ‖x‖ρ − ε. (1.19)

Korzystaj¡c teraz z wªasno±ci σ-Fatou dla ρ, z zaªo»enia, »e xn ↑ x oraz nierówno±ci (1.19)

otrzymujemy

ρ

(
xn

‖x‖ρ − ε

)
↑ ρ
(

x

‖x‖ρ − ε

)
> ‖x‖ρ − ε,

a zatem istnieje liczba naturalna nε taka, »e dla ka»dego n > nε mamy

ρ

(
xn

‖x‖ρ − ε

)
> ‖x‖ρ − ε. (1.20)

Z nierówno±ci (1.18) oraz (1.20) otrzymujemy ‖xn‖ρ > ‖x‖ρ − ε, dla n > nε, zatem

limn→∞ ‖xn‖ρ ≥ ‖x‖ρ − ε. Przechodz¡c teraz z ε do zera dostajemy

lim
n→∞

‖xn‖ρ ≥ ‖x‖ρ, (1.21)
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lecz z monotoniczno±ci F -normy ‖ · ‖ρ oraz z warunku xn ↑ x wynika, »e

lim
n→∞

‖xn‖ρ ≤ ‖x‖ρ, (1.22)

wi¦c ª¡cz¡c nierówno±ci (1.21) oraz (1.22) otrzymujemy limn→∞ ‖xn‖ρ = ‖x‖ρ. Dowód

przypadku, gdy modular ρ jest wypukªy jest niemal identyczny. �

Wniosek 1.23 Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary σ-sko«czonej oraz niechM b¦dzie

funkcj¡ Musielaka-Orlicza. Wówczas przestrze« Musielaka-Orlicza LM(µ) ma wªasno±¢ σ-

Fatou.

Dowód. Z twierdzenia Lebesgue'a ([34, twierdzenie 5, str. 129], por [16, Theorem B,

p. 112]) wynika, »e modular ρM, okre±lony na X = L0(µ), ma wªasno±¢ σ-Fatou: je±li

(xn) ⊂ L0(µ)+, x ∈ L0(µ)+, przy czym xn ↑ x w L0(µ) (tj. xn(s) ↑ x(s) µ-p.w.), to

z ci¡gªo±ci ka»dej funkcji M(·, s), s ∈ S, wynika, »e M(xn(s), s) ↑ M(x(s), s) µ-p.w.,

zatem ρM(xn) =
∫
SM(xn(s), s)dµ(s) ↑

∫
SM(x(s), s)dµ(s) = ρM(x). Teraz stosujemy

twierdzenie 1.22. �

1.5 Rozª¡czne rozdrobnienia ci¡gów elementów pewnych al-

gebr Boole'a

W tym podrozdziale podaj¦ dowody istnienia rozª¡cznych rozdrobnie« ci¡gów elementów

algebr Boole'a. Wªasno±¢ t¦ b¦d¦ stosowa¢ w dowodach twierdze« rozdziaªu trzeciego oraz

czwartego.

Wynik przedstawiony w poni»szym twierdzeniu jest znany [5, Example 1.5, p. 338], au-

torzy nie zamieszczaj¡ jednak dowodu, powoªuj¡c si¦ jedynie na twierdzenie [5, Proposition

1.4] opisuj¡ce znacznie ogólniejsz¡ sytuacj¦. Dowód twierdzenia 1.24 jest konstruktywny i

opiera si¦ na elementarnej wersji twierdzenia Lapunowa [42, Theorem 5.5]:

(L) Niech µ b¦dzie miar¡ σ-sko«czon¡ okre±lon¡ na σ-algebrze Σ podzbiorów niepustego

zbioru S. Je±li µ jest bezatomowa, to µ(Σ) = [0, µ(S)].

Twierdzenie 1.24 Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary z miar¡ µ-bezatomow¡. Je±li

(Ak) ⊂ Σ jest ci¡giem zbiorów miary µ-dodatniej i sko«czonej, to istnieje ci¡g (Dk) ⊂ Σ

zbiorów miary µ-dodatniej taki, »e

(i) Dk ⊂ Ak, k = 1, 2, ...,

(ii) Dk ∩Dl = ∅, dla k 6= l, k, l ∈ N.
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Uwaga 1.25 Ci¡g (Dk) speªniaj¡cy warunki (i) oraz (ii) powy»szego twierdzenia

nazywamy rozª¡cznym rozdrobnieniem ci¡gu (Ak). Poj¦ciu rozª¡cznych rozdrob-

nie« po±wi¦cony jest artykuª przegl¡dowy [5].

Dowód twierdzenia 1.24. Niech (Ak) ⊂ Σ b¦dzie ci¡giem zbiorów miary dodatniej.

Na podstawie twierdzenia Lapunowa (L) zastosowanego do przestrzeni miar (Ak,Σk, µk),

gdzie Σk = Σ ∩ Ak = {E ∩ Ak, E ∈ Σ} oraz µk = µ|Σk mo»emy skonstruowa¢ ci¡g pod-

zbiorów Bk ⊂ Ak, k = 1, 2, ... taki, »e

0 < µ(Bk+1) ≤ 1

3
µ(Bk). (1.23)

Zbiory Bk konstruujemy indukcyjnie w nast¦puj¡cy sposób. Dla k = 1 kªadziemy

B1 := A1 oraz de�niujemy dodatni¡ liczb¦ a1 wzorem a1 = min{1
3µ(B1), µ(A2)} ∈

(0, µ(A2)] = (0, µ2(A2)]. Poniewa» 0 < a1 ≤ µ(A2), to na podstawie twierdzenia

Lapunowa oraz postaci Σ2 istnieje zbiór F2 ∈ Σ taki, »e dla B2 := F2 ∩ A2 ∈ Σ2

mamy

µ(B2) = µ(F2 ∩A2) = µ2(B2) = a1 ≤
1

3
µ(B1),

gdzie F2 ∈ Σ; oczywi±cie B2 ⊂ A2 oraz B2 ∈ Σ.

Zaªó»my teraz, »e skonstruowali±my sko«czony ci¡g zbiorów B1, ..., Bk o »¡danych

wªasno±ciach. Poªó»my ak = min{1
3µ(Bk), µ(Ak+1)} ∈ (0, µ(Ak+1)]. Korzystaj¡c po-

nownie z twierdzenia Lapunowa zastosowanego (jak wy»ej) do przestrzeni (Ak,Σk, µk)

otrzymujemy, »e istnieje zbiór Bk+1 ⊂ Ak+1 taki, »e ak = µ(Bk+1) ≤ 1
3µ(Bk). Na

podstawie indukcji matematycznej dostajemy niesko«czony ci¡g zbiorów (Bk) ⊂ Σ

speªniaj¡cych nierówno±¢ (1.23).

Z nierówno±ci (1.23) otrzymujemy indukcyjnie

µ(Bk+l) ≤
1

3k
µ(Bl), k, l = 1, 2, 3, ..., (1.24)

Poªó»my D1 = B1 \ C2, gdzie C2 =
⋃∞
k=2Bk.

Stosuj¡c nierówno±¢ (1.24) do przypadku l = 1 dostajemy

µ(C2) = µ

( ∞⋃
k=2

Bk

)
≤
∞∑
k=2

µ(Bk) =

∞∑
k=1

µ(Bk+1)
(1.24)

≤ µ(B1)

∞∑
k=1

1

3k
=

1

2
µ(B1),

sk¡d µ(B1) = µ(B1 \ C2) + µ(C2) ≤ µ(D1) + 1
2µ(B1), wi¦c

µ(D1) ≥ 1

2
µ(B1) > 0, (1.25)

oraz oczywi±cie D1 ⊂ B1.
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Niech teraz l b¦dzie liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e l ≥ 2, oraz poªó»my Dl := Bl \Cl+1, gdzie

Cl+1 =
⋃∞
k=l+1Bk. Stosuj¡c nierówno±¢ (1.24) otrzymujemy

µ(Cl+1) = µ

( ∞⋃
k=l+1

Bk

)
≤

∞∑
k=l+1

µ(Bk) =
∞∑
k=1

µ(Bk+l)
(1.24)

≤
∞∑
k=1

1

3k
µ(Bl) =

= µ(Bl)

∞∑
k=1

1

3k
=

1

2
µ(Bl),

st¡d µ(Bl) = µ(Bl \ Cl+1) + µ(Cl+1) ≤ µ(Dl) + 1
2µ(Bl), wi¦c

µ(Dl) ≥
1

2
µ(Bl) > 0, (1.26)

oraz oczywi±cie Dl ⊂ Bl ⊂ Al. Ponadto, je±li p, r ∈ N, to kªad¡c l = p+ r dostajemy

Dl ∩Dp = Dp+r ∩Dp =

Bp+r \ ∞⋃
k=p+r+1

Bk

 ∩
Bp \ ∞⋃

k=p+1

Bk

 =

Bp+r ∩ ∞⋂
k=p+r+1

B′k

 ∩
Bp ∩ ∞⋂

k=p+1

B′k

 =

(
Bp+r ∩B′p+r

)
∩

∞⋂
k=p+r+1

B′k ∩

Bp ∩ p+r−1⋂
k=p+1

B′k ∩
∞⋂

k=p+r+1

B′k

 = ∅. (1.27)

Na podstawie relacji (1.25), (1.26), (1.27) skonstruowany ci¡g zbiorów (Dk) speªnia »¡dane

warunki (i) oraz (ii) naszego twierdzenia. �

Kolejne twierdzenie jest dyskretn¡ wersj¡ twierdzenia 1.24 i wydaje si¦ by¢ nowe (au-

torzy artykuªu przegl¡dowego [5] nie podaj¡ takiej wersji); jego dowód ma charakter kom-

binatoryczny i ró»ni si¦ istotnie od dowodu poprzedniego twierdzenia.

Twierdzenie 1.26 Niech (Ak) b¦dzie ci¡giem niepustych podzbiorów ustalonego niesko«-

czonego zbioru S (ci¡g (Ak) mo»e by¢ interpretowany jako ci¡g elementów algebry Boole'a

2S). Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) istnieje podci¡g (Akj ) posiadaj¡cy rozª¡czne rozdrobnienie,

(ii) istnieje podci¡g (Akj ) posiadaj¡cy rozª¡czne rozdrobnienie zbiorami jednoelemento-

wymi, tj. stniej¡: ±ci±le rosn¡cy ci¡g liczb naturalnych (kj) oraz ci¡g (xj) parami

ró»nych elementów zbioru S takie, »e xj ∈ Akj , j = 1, 2, ....

(iii)

card(
∞⋃
k=1

Ak) ≥ ℵ0. (1.28)
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Uwaga 1.27 Poniewa» ci¡g (Dj), gdzie Dj = {xj} oraz xj ∈ Akj , jest rozª¡cznym

rozdrobnieniem ci¡gu (Akj ) elementów algebry Boole'a 2S , to twierdzenie 1.26 ma

równowa»n¡ form¦ w j¦zyku algebr Boole'a:

• Niech S b¦dzie zbiorem niesko«czonym, oraz niech (Ak) b¦dzie niesko«czonym ci¡giem

elementów algebry Boole'a 2S. Wówczas istnieje niesko«czony podci¡g (Akj ) ci¡gu

(Ak) posiadaj¡cy rozª¡czne rozdrobnienie wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g (Ak) speªnia

warunek (1.28).

Twierdzenie 1.26 mo»na równie» próbowa¢ wyrazi¢ w j¦zyku przestrzeni (S,Σ, µ),

gdzie µ jest miar¡ czysto atomow¡. Je±li »¡damy dodatkowo, aby przestrze« (S,Σ, µ)

byªa przestrzeni¡ miary σ-sko«czonej, to zbiór S musi by¢ przeliczalny i niesko«czony,

a zatem mo»emy rozwa»y¢ przypadek, gdy S = N, Σ = 2N, oraz µ jest dowoln¡

miar¡ atomow¡ na 2N (np. licz¡c¡). Wtedy twierdzenie 1.26 ma form¦ podobn¡

do twierdzenia 1.24 (z miar¡ bezatomow¡), lecz z dowodu twierdzenia 1.26 wynika

tym razem, »e (nie caªy ci¡g (Ak), lecz pewien jego) podci¡g (Akj ) posiada rozª¡czne

rozdrobnienie.

Uwaga 1.28 W przypadku, gdy zbiory Ak s¡ niesko«czone, to twierdzenie 1.26 posiada

mocniejsz¡ tez¦ wynikaj¡c¡ z twierdzenia Bernsteina-Kuratowskiego-Sierpi«skiego [5,

str. 335]:

Ci¡g (Ak) posiada rozª¡czne rozdrobnienie ci¡giem (Dn) takim, »e card(Dk) = ℵ0.

Dowód twierdzenia 1.26. Równowa»no±¢ (i) ⇔ (ii), oraz implikacja (ii) ⇒ (iii) s¡

oczywiste. Wyja±nie« wymaga jedynie implikacja (iii)⇒ (ii).

Niech (Ak) b¦dzie ci¡giem podzbiorów zbioru S takim, »e card(
⋃∞
k=1Ak) ≥ ℵ0.

Rozwa»my trzy przypadki:

(a) Przypadek card(Ak) ≥ ℵ0 dla ka»dego k ∈ N.
Wybieraj¡c kolejno elementy

x1 ∈ A1,

x2 ∈ A2 \ {x1},
..........

xk ∈ Ak \ {x1, x2, ..., xk−1}
..........

otrzymujemy ci¡g zbiorów Dk = {xk} speªniaj¡cy tez¦ twierdzenia. Alternatywny do-

wód - ze znacznie mocniejsz¡ tez¡ - mo»na otrzyma¢ powoªuj¡c si¦ wprost na twierdzenie

Bernsteina-Kuratowskiego-Sierpi«skiego (uwaga 1.28).
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(b) Zbiory Ak s¡ sko«czone dla ka»dego k ∈ N oraz limk→∞card(Ak) =∞.
Z zaªo»enia wynika, »e istnieje podci¡g (Akj ), j = 1, 2, ... ci¡gu (Ak) taki, »e ci¡g

liczbowy (card(Akj )) jest ±ci±le rosn¡cy (do ∞).

Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e k1 = 1. Dla uproszczenia oznacze« poªó»my

dj := card(Akj ), j = 1, 2, ...

Poniewa» ci¡g (dj) jest ±ci±le rosn¡cy, to bez straty ogólno±ci mo»na zaªo»y¢, »e speªnia on

nierówno±¢

dj+1 > d1 + d2 + ...+ dj . (1.29)

Wyka»emy, »e istnieje ci¡g zbiorów jednoelementowych (Dj)
∞
j=1 taki, »e

Dj ⊂ Akj \ (Ak1 ∪ ... ∪Akj−1
) ⊂ Akj \ (D1 ∪ ... ∪Dj−1). (1.30)

Wybierzmy teraz ustalony element x1 ∈ A1 (oczywi±cie, tu i ni»ej stosujemy pewn¡ form¦

pewnika wyboru) oraz poªó»my D1 = {x1}.
Dla j = 1 nierówno±¢ (1.29) ma posta¢ d2 > d1, tj. card(Ak2) > card(Ak1), a zatem

card(Ak1) < card(Ak2) = card(Ak2 \Ak1) + card(Ak1), (1.31)

wi¦c card(Ak2 \Ak1) > 0. St¡d, zbiór Ak2 \Ak1 jest niepusty.

Wybierzmy ustalony element x2 ∈ Ak2 \ Ak1 ⊂ Ak2 \ D1 = Ak2 \ {x1}. Wówczas

D2 := {x2} ⊂ Ak2 \ {x1}, wi¦c D1 ∩D2 = ∅ oraz Dj ⊂ Akj , j = 1, 2.

Dalej post¦pujemy indukcyjnie.

Przypu±¢my, »e relacja (1.30) zachodzi dla j = m; w szczególno±ci, skonstruowali±my

ci¡g zbiorów jednoelementowych Dj = {xj}, j = 1, 2, ...,m, taki, »e xj 6= xl (tj. Dj ∩Dl =

∅), dla j 6= l, j, l = 1, 2, ....,m, przy czym Dj ⊂ Akj dla j ≤ m.

Rozpatrzmy przypadek, gdy j = m + 1. Poniewa» liczba dm+1 = card(Akm+1) speªnia

nierówno±¢ (1.29) (dla j = m), to

card(Akm+1) > d1 + d2 + ...+ dm ≥ card(Ak1 ∪ ... ∪Akm),

wi¦c, stosuj¡c argumentacj¦ jak w rozumowaniu po nierówno±ci (1.31), otrzymujemy

Akm+1 \ (Ak1 ∪ ... ∪Akm) 6= ∅, (1.32)

co pozwala nam wybra¢ element xm+1 ∈ Akm+1 \ (Ak1 ∪ ... ∪Akm).

Poªó»my Dm+1 = {xm+1}. Poniewa» z zaªo»enia indukcyjnego mamy

D1 ∪ ... ∪Dm ⊂ Ak1 ∪ ... ∪Akm ,

to z relacji (1.32) otrzymujemy dwie inkluzje:

Dm+1 ⊂ Akm+1 \ (Ak1 ∪Ak2 ∪ ... ∪Akn) ⊂ Akn+1 \ (D1 ∪D2 ∪ ... ∪Dm), (1.33)
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a zatem Dm+1 ∩Dj = ∅ dla j = 1, 2, ...,m.

W ten sposób wykazali±my, »e z inkluzji (1.30) dla j = m wynika inkluzja (1.33), tj.

inkluzja (1.30) dla j = m+ 1.

Na podstawie indukcji matematycznej otrzymujemy, »e istnieje niesko«czony ci¡g (Dj),

dla którego speªniona jest relacja (1.30). W szczególno±ci, ci¡g (Dj) jest rozª¡cznym roz-

drobnieniem ci¡gu (Akj ).

(c) Przypadek supk∈N card(Ak) ≤ ∞.
Poªó»my Bm =

⋃m
k=1Ak, m = 1, 2, .... Wówczas ci¡g (Bm) jest szczególnym przypad-

kiem ci¡gu rozpatrywanego w punkcie (b): dla ka»dego m = 1, 2, ... mamy:

• Bm ⊂ Bm+1,

• card(Bm) <∞, oraz

• limm→∞card(Bm) = limm→∞ card(Bm) =∞.

Na podstawie udowodnionego przypadku (b), istnieje podci¡g (Bmj ) ci¡gu (Bm) oraz zbiory

jednoelementowe Dj = {xj} takie, »e

ci¡g (Dj) jest rozª¡cznym rozdrobnieniem ci¡gu (Bmj ), (1.34)

przy czym, na podstawie inkluzji (1.30), dla ka»dego j = 1, 2, ... mamy

Dj ⊂ Bmj \
j−1⋃
r=1

Bmr , (1.35)

Dalsze obliczenia b¦dziemy prowadzi¢ dla ustalonej liczby j ∈ N.
Wyznaczmy najpierw dokªadnie posta¢ zbioru po prawej stronie inkluzji (1.35). Zgodnie

z de�nicj¡ zbiorów Bmj mamy

j−1⋃
r=1

Bmr =

j−1⋃
r=1

(

mr⋃
k=1

Ak) =

mj−1⋃
k=1

Ak,

zatem

Bmj \
j−1⋃
r=1

Bmr =

(mj⋃
k=1

Ak

)
∪

 mj+1⋃
k=mj+1

Ak

 \ mj⋃
k=1

Ak =

mj+1⋃
k=mj+1

Ak \
mj⋃
k=1

Ak. (1.36)

Wstawiaj¡c to»samo±¢ (1.36) do inkluzji (1.35) otrzymujemy

Dj ⊂
mj+1⋃

k=mj+1

Ak \
mj⋃
k=1

Ak, j = 1, 2, ..., . (1.37)
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Z inkluzji (1.37) wynika, »e istnieje zbiór Akj , gdzie

mj < kj ≤ mj+1 (1.38)

taki, »e

Dj ⊂ Akj , (1.39)

(z dowodu punktu (b) wynika, »e mo»na przyj¡¢ k0 = 1, bo B1 = A1).

Nierówno±¢ (1.38) otrzymali±my dla ustalonego j ∈ N. St¡d wynika, »e dla kolejnych

liczb naturalnych j = 1, 2, ... istniej¡ liczby naturalne k1, k2, ..., takie, »e

m1 < k1 ≤ m2 < k2 ≤ m3 < k3 ≤ m4 < ...,

a zatem ci¡g (kj) jest ±ci±le rosn¡cy, oraz Dj ⊂ Akj , przy czym, na podstawie warunku

(1.34) ci¡g (Dj) skªada si¦ ze zbiorów jednoelementowych parami rozª¡cznych. Oznacza to,

»e ci¡g (Dj) jest rozª¡cznym rozdrobnieniem ci¡gu (Akj ). Wykazali±my wi¦c, »e implikacja

(iii)⇒ (ii) zachodzi równie» w przypadku (c). �

Z powy»szego twierdzenia wynikaj¡ nast¦puj¡cy dwa wnioski, z których b¦d¦ korzysta¢

w dowodach twierdze« 3.11 oraz 4.21.

Wniosek 1.29 Niech S b¦dzie niepustym zbiorem oraz niech h : 2S → [0,∞] b¦dzie dowoln¡

ustalon¡ funkcj¡. Je±li istnieje ci¡g (An) niepustych podzbiorów zbioru S taki, »e h(An) > 0

dla ka»dego n ∈ N oraz

lim
n→∞

h(An) = 0, (1.40)

to ci¡g (An) zawiera podci¡g (Ank) posiadaj¡cy rozª¡czne rozdrobnienie zbiorami jednoele-

mentowymi.

Dowód. Zauwa»my najpierw, »e ci¡g (An) nie zawiera podci¡gu staªego: gdyby Ank = B

dla pewnego ci¡gu n1 < n2 < ... < nk < ..., to mieliby±my h(Ank) = h(B) = c > 0, wi¦c z

zaªo»enia wynikaªoby, »e c = limnk→∞ h(Ank) = 0, sprzeczno±¢.

Wyka»emy teraz, »e card(
⋃∞
n=1An) ≥ ℵ0. Gdyby - przeciwnie - zbiór S0 :=

⋃∞
n=1An

byª sko«czony, to elementy ci¡gu (An) przyjmowaªyby warto±ci ze zbioru sko«czonego 2S0 ,

a zatem zbiór {h(An) : n ∈ N} równie» posiadaªby sko«czon¡ ilo±¢ warto±ci: {h(Ank), n ∈
N} = {c1, c2, ..., cr}, wi¦c istniaªaby liczba cs, gdzie 1 ≤ s ≤ r, taka, »e zbiór {n : h(An) =

cs} byªby niesko«czony, zatem na podstawie zaªo»enia (1.40) mieliby±my cs = 0, co jest

sprzeczne z zaªo»eniem h(An) > 0. Musi zatem by¢ card(
⋃∞
n=1An) ≥ ℵ0, jak twierdzili±my.

Teraz stosujemy równowa»no±¢ warunków (ii) oraz (iii) w twierdzeniu 1.26. �

Drugi wniosek jest szczególn¡ wersj¡ wniosku 1.29.
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Wniosek 1.30 Niech (An) b¦dzie ci¡giem niepustych podzbiorów pewnego zbioru S, oraz

niech f b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡ okre±lon¡ na zbiorze S tak¡, »e

0 < f|An ≤
1

n
, dla ka»dego n ∈ N, (1.41)

tj. dla ka»dego x ∈ An oraz dla ka»dego n ∈ N zachodz¡ nierówno±ci 0 < f(x) ≤ 1
n . Wtedy

istnieje podci¡g (Ank) ci¡gu (An) zawieraj¡cy rozª¡czne rozdrobnienie zbiorami jednoele-

mentowymi.

Dowód. Poªó»my S0 =
⋃∞
n=1An oraz okre±lmy funkcj¦ h : 2S0 → [0,∞] wzorem

h(A) = sup
x∈A

f(x).

Z de�nicji funkcji h mamy h(A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A 6= ∅ oraz h(A) > 0 dla

ka»dego zbioru A ∈ 2S0 \ {∅}, bo f(x) > 0 dla ka»dego x ∈ S0.

Z zaªo»enia (1.41) wynika, »e 0 < h(An) ≤ 1
n dla ka»dego n ∈ N, zatem limn→∞ h(An).

Teraz stosujemy wniosek 1.29. �
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Rozdziaª 2

Ortomor�zmy w kratach liniowych i

F -kratach

2.1 Podstawowe wªasno±ci ortomor�zmów

Niniejszy rozdziaª po±wi¦cony jest ustaleniu oznacze« oraz podstawowych poj¦¢ z teorii or-

tomor�zmów. Podane poni»ej de�nicje pochodz¡ z monogra�i Ch. D. Aliprantisa, O. Bur-

kinshawa [4], W. A. J. Luxemburga, A. C. Zaanena [33] oraz P. Meyera-Nieberga [39].

Niech E,G b¦d¡ archimedesowymi kratami liniowymi.

Mówimy, »e operator T : E → E zachowuje pasma, je±li dla ka»dego pasma B ⊂ E

speªniony jest warunek T (B) ⊂ B, tj. B jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ operatora T .

W szczególno±ci T (xdd) ⊂ xdd dla ka»dego x ∈ E.

Twierdzenie 2.1 [39, Proposition 3.1.2] Dla operatora T : E → E, okre±lonego na archi-

medesow¡ kracie liniowej E, nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) operator T zachowuje pasma,

(ii) dla dowolnych x, y ∈ E warunek x ⊥ y implikuje, »e Tx ⊥ y,

(iii) dla ka»dego x ∈ E mamy Tx ∈ Bx = xdd.

Mówimy, »e operator T : E → G pomi¦dzy dwiema kratami liniowymi E,G zachowuje

rozª¡czno±¢, je±li dla dowolnych x, y ∈ E takich, »e x ⊥ y speªniony jest warunek Tx ⊥ Ty.
Operator porz¡dkowo ograniczony i zachowuj¡cy pasma nazywamy ortomor�zmem.

Klas¦ wszystkich ortomor�zmów okre±lonych na kracie liniowej E b¦dziemy oznacza¢ sym-

bolem Orth(E).
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Uwaga 2.2 Operatory zachowuj¡ce pasma nie musz¡ by¢ porz¡dkowo ograniczone.

Odpowiedni przykªad jest podany w monogra�i Aliprantisa i Burkinshawa [4, Exam-

ple 8.4]. Z drugiej strony, Abramovich, Veksler i Koldunov [4, Theorem 15.4] wykazali,

»e ka»dy operator na kracie Banacha zachowuj¡cy pasma jest porz¡dkowo ograniczony.

St¡d wynika, »e na kracie Banacha operator jest ortomor�zmem wtedy i tylko wtedy,

gdy zachowuje pasma.

Z twierdzenia 2.1 wnioskujemy, »e porz¡dkowo ograniczony operator T : E → E jest

ortomor�zmem wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych elementów x, y ∈ E warunek x ⊥ y
implikuje, »e Tx ⊥ y. W szczególno±ci, ka»dy ortomor�zm zachowuje rozª¡czno±¢.

Zachowuj¡ce rozª¡czno±¢ operatory nie stanowi¡ przestrzeni liniowej, ale zbiór wszyst-

kich ortomor�zmów okre±lonych na kracie archimedesowej E, wyposa»ony w dziaªania punk-

towe na E, jest krat¡ liniow¡ [4, Theorem 8.6 oraz Theorem 8.9]:

Twierdzenie 2.3 Niech E b¦dzie krat¡ archimedesow¡. Dla dowolnego ortomor�zmu T ∈
Orth(E) istnieje jego moduª

|T | = T+ + T−, (2.1)

b¦d¡cy ortomor�zmem (wi¦c homomor�zmem kratowym), gdzie elementy T+ = T ∨ 0 oraz

T− = (−T ) ∨ 0 istniej¡ w zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym Lb(E) i s¡ równie» ortomor-

�zmami speªniaj¡cymi równo±¢

T = T+ − T−, (2.2)

przy czym

T+ ∧ T− = 0 = T+ ◦ T−, (2.3)

gdzie symbol ◦ oznacza skªadanie opratorów.

Ortomor�zmy |T |, T+, T− s¡ zde�niowane punktowo: dla ka»dego x ∈ E+ zachodz¡

równo±ci

|T |x = |Tx|, T+x = (Tx)+, T−x = (Tx)−, (2.4)

st¡d Orth(E) z porz¡dkiem punktowym jest archimedesow¡ krat¡ liniow¡. W szczególno±ci,

dla ka»dego x ∈ E+ oraz dowolnych S, T ∈ Orth(E) mamy

(S ∨ T )(x) = S(x) ∨ T (x) oraz (S ∧ T )(x) = S(x) ∧ T (x).

Uwaga 2.4 Z relacji (2.4) wynika, »e rozpatruj¡c wªasno±ci topologiczne oraz

algebraiczne ortomor�zmów, a tak»e ich rozszerze«, mo»emy bez straty ogólno±ci za-

w¦zi¢ nasze rozwa»ania tylko do ortomor�zmów dodatnich. Przykªadowo, konstruuj¡c

izomor�zm dziaªaj¡cy mi¦dzy odpowiednimi kratami ortomor�zmów mo»emy zaw¦-

zi¢ jego konstrukcj¦ do odpowiednich sto»ków dodatnich. Powy»sza wªasno±¢ wynika

wprost z warunków (2.1), (2.2) oraz (2.4).
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Je±li T jest operatorem dziaªaj¡cym z kraty liniowej E do kraty liniowej G oraz A jest

niepustym podzbiorem E, to symbolem T|A oznaczamy obci¦cie operatora T do zbioru A.

Twierdzenie 2.5 (A. C. Zaanen, [39, Proposition 3.1.6]) Niech A b¦dzie niepustym pod-

zbiorem kraty archimedesowej E. Je±li S, T ∈ Orth(E) oraz S|A = T|A, to S|Add = T|Add.

W szczególno±ci, je±li S(x) = T (x) dla pewnego x ∈ E, to ortomor�zmy S, T ∈ Orth(E)

pokrywaj¡ si¦ na pa±mie xdd.

Wynika st¡d u»yteczny wniosek, który cz¦sto pozwala efektywnie wyznaczy¢ posta¢ orto-

mor�zmów na konkretnej kracie E.

Wniosek 2.6 Je±li krata archimedesowa E ma jedynk¦ porz¡dkow¡ e oraz Te = Se, to

T = S.

Wa»nym podzbiorem klasy Orth(E) jest ideaª Z(E) ortomor�zmów centralnych

generowanych przez identyczno±¢, tj.

Z(E) = {T ∈ Lb(E) : ∃λ>0∀x≥0 |Tx| ≤ λx}.

Twierdzenie 2.7 (W. A. J. Luxemburg, [39, Theorem 3.1.11]) Je±li E jest krat¡ Banacha,

to

(i) Orth(E) = Z(E),

(ii) dla ka»dego T ∈ Orth(E) mamy,

‖T‖ = ‖T‖r = ‖T‖∞ = inf{λ > 0, |T | ≤ λI},

(iii) Z(E) z norm¡ ‖ · ‖r jest krat¡ Banacha z mocn¡ jedynk¡ I, wi¦c (na podstawie

twierdzenia Kakutaniego 1.8) (Z(E), ‖ · ‖r) jest porz¡dkowo izometryczna z pewn¡

C(K)-przestrzeni¡, gdzie K jest zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a.

Lemat 2.8 Niech E b¦dzie krat¡ archimedesow¡ oraz niech J b¦dzie ideaªem w E. Je±li

T ∈ Z(E), to T (J) ⊂ J . Innymi sªowy, ideaªy s¡ podprzestrzeniami niezmienniczymi

ortomor�zmów centralnych.

Wa»n¡ klas¦ przestrzeni w teorii ortomor�zmów stanowi¡ f -algebry.

Krat¦ liniow¡ E wyposa»on¡ w dziaªanie mno»enia (z prawem rozdzielno±ci) nazywamy

f-algebr¡, je±li speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

(1) xy ≥ 0 dla wszystkich x, y ∈ E+,

(2) warunek x ∧ y = 0 implikuje xz ∧ y = zx ∧ y = 0 dla wszystkich z ∈ E+.

.
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Przykªad 2.9 F -kraty RΓ, gdzie Γ jest niepustym zbiorem, c, c0, F -krata E0 opisana w

przykªadzie 2.32, L0(µ), L0(µ), L∞ oraz C(K), gdzieK jest zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a,

s¡ f -algebrami (z dziaªaniami algebraicznymi odp. po wspóªrz¦dnych, µ-prawie wsz¦dzie

punktowymi).

Twierdzenie 2.10 ([39, Theorem 3.1.13], [59, Theorem 142.1 (ii)]) Niech E b¦dzie f-algebr¡

z jedno±ci¡ e, oraz niech Ae oznacza ideaª kraty E generowany przez element e. Wtedy dla

ka»dych x, y ∈ E mamy |x · y| = |x| · |y|. Ponadto,

(a) dla ka»dego T ∈ Orth(E) istnieje dokªadnie jeden element u ∈ E taki, »e dla ka»dego

x ∈ E mamy

T (x) = u · x, (2.5)

gdzie u = Te. Innymi sªowy, krat¦ Orth(E) mo»emy identy�kowa¢ z krat¡ E, tj.

krata Orth(E) jest porz¡dkowo izomor�czna z E, gdzie izomor�zm porz¡dkowy h z

Orth(E) na E jest postaci

h(T ) = Te; (2.6)

(b) dla ka»dego T ∈ Z(E) istnieje dokªadnie jeden element u ∈ Ae taki, »e T jest postaci

(2.5). St¡d, operator h zde�niowany wzorem (2.6) przeksztaªca porz¡dkowo Z(E) na

Ae. Innymi sªowy, operator h|Z(E) jest izomor�zmem kratowym z Z(E) na Ae.

W szczególno±ci, je±li E 6= Ae, to Orth(E) 6= Z(E).

Twierdzenie 2.11 [39, Theorem 3.1.10] Niech E b¦dzie krat¡ archimedesow¡. Klasa Orth(E)

jest f-algebr¡ z identyczno±ci¡ I ∈ Lb(E) jako sªab¡ jedynk¡ porz¡dkow¡.

Bezpo±rednio z twierdzenia 2.10 otrzymujemy

Wniosek 2.12 Je±li krata archimedesowa E jest f -algebr¡ z jedno±ci¡ e, to ka»da projekcja

porz¡dkowa P na E jest postaci: Px = p · x, dla dowolnego x ∈ E, gdzie p = P (e) = p2.

Mamy wi¦c 0 ≤ p ≤ e oraz p2 = p.

W szczególno±ci, poniewa» krata Orth(E) jest f -algebr¡ z identyczno±ci¡ I w roli jed-

no±ci multiplikatywnej, to ka»da projekcja porz¡dkowa P w Orth(E) jest postaci: P(T ) =

T ◦ P , gdzie T ∈ Orth(E) oraz P = P(I) jest projekcj¡ porz¡dkow¡ w E.

Krat¦ zupeªn¡ w sensie Dedekinda, w której ka»dy zbiór parami rozª¡cznych dodatnich

elementów posiada supremum, nazywamy uniwersalnie zupeªn¡. Typowymi przykªa-

dami takich krat s¡ ω(Γ) = RΓ oraz L0(µ).

Kolejne twierdzenie mówi o mo»liwo±ci rozszerzania ortomor�zmów z podkraty na caª¡

krat¦. B¦dzie ono wykorzystywane w kilku dowodach twierdze« nast¦pnych rozdziaªów.
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Twierdzenie 2.13 (A. W. Wickstead, [49, Theorem 1]) Niech E b¦dzie krat¡ archimede-

sow¡ oraz niech H b¦dzie podkrat¡ kraty E.

(a) Je±li krata E jest porz¡dkowo zupeªna w sensie Dedekinda, to ka»dy ortomor�zm T ∈
Z(H) posiada rozszerzenie T ∈ Z(E), tj. T |H = T .

(b) Je±li krata E jest uniwersalnie zupeªna, to ka»dy ortomor�zm T ∈ Orth(H) posiada

rozszerzenie T ∈ Orth(E).

Poni»szy lemat mówi, »e je±li dwie kraty s¡ porz¡dkowo izomor�czne, to ich kraty

ortomor�zmów centralnych (z odpowiednimi ‖ · ‖∞-normami) s¡ porz¡dkowo izometryczne.

Lemat 2.14 Niech E,G b¦d¡ archimedesowymi kratami liniowymi. Je±li h jest izomor�-

zmem kratowym z E na G, to odwzorowanie ĥ : Orth(E)→ Orth(G) postaci

ĥ(S) = h ◦ S ◦ h−1, S ∈ Orth(E), (2.7)

jest izomor�zmem kratowym.

Odwzorowanie odwrotne ĥ−1 : Orth(G)→ Orth(E) jest postaci

ĥ−1(S) = h−1 ◦ S ◦ h, S ∈ Orth(G).

Ponadto, ĥ|Z(E) jest izometri¡ kratow¡ z (Z(E), ‖ · ‖∞) na (Z(G), ‖ · ‖∞).

Dowód. Dowód pierwszej cz¦±ci twierdzenia jest standardowy. Wyka»emy tylko, »e od-

wzorowanie ĥ|Z(E) jest izometri¡.

Z de�nicji, dla dowolnego T ∈ Z(E) mamy

‖ĥ(T )‖∞ = inf{µ > 0; |ĥ(T )| ≤ µIG}.
Poniewa» |ĥ(T )| ≤ ‖T‖∞IG, wi¦c ‖ĥ(T )‖∞ ≤ ‖T‖∞. Podobnie, dla dowolnego S ∈ Z(G)

mamy ‖ĥ−1(S)‖∞ ≤ ‖S‖∞, zatem

‖ĥ(T )‖∞ ≤ ‖T‖∞ = ‖ĥ−1(ĥ(T ))‖∞ ≤ ‖ĥ(T )‖∞,

a wi¦c dla dowolnego T ∈ Z(E) zachodzi równo±¢ ‖ĥ(T )‖∞ = ‖T‖∞. �

Niech E b¦dzie krat¡ archimedesow¡ oraz niech e oznacza ustalony element E+ \ {0}.
Symbol ‖ · ‖e∞ oznacza norm¦ na ideale gªównym Ae, generowanym przez element e w

E, postaci

‖x‖e∞ = inf{λ > 0, |x| ≤ λe}.

43



Uwaga 2.15 U»ycie symbolu ‖ · ‖e∞ zamiast ‖ · ‖∞ dla konkretnego elementu1 jest na

ogóª konieczne, poniewa» w przypadku, gdy g 6= e oraz Ae = Ag, to normy wyznaczone

przez e i g mog¡ by¢ ró»ne.

Uwaga ta dotyczy w szczególno±ci gªównych twierdze« rozdziaªu pi¡tego. W pewnych

przypadkach, gdy z tre±ci zagadnienia wynika, »e nie mo»e zaj±¢ nieporozumienie

(np. gdy e jest konkretn¡ sªab¡ jedynk¡) b¦dziemy u»ywa¢ symbolu ‖ · ‖∞ (patrz np.

wniosek 2.18).

Nierówno±¢ (2.8) w poni»szym lemacie podaje dokªadn¡ zale»no±¢ mi¦dzy elementami |x|
oraz e i pokazuje, »e in�mum wyznaczaj¡ce norm¦ ‖ · ‖∞ jest osi¡galne w przypadku, gdy

krata E jest archimedesowa.

Lemat 2.16 Je±li E jest archimedesow¡ krat¡ liniow¡ oraz e ∈ E+ \ {0}, to dla ka»dego

x ∈ Ae, gdzie Ae jest ideaªem gªównym generowanym przez e, zachodzi nierówno±¢

|x| ≤ ‖x‖e∞ · e. (2.8)

Ponadto, (Ae, ‖ · ‖e∞) jest M -przestrzeni¡.

Uwaga 2.17 Uzupeªnieniem lematu 2.16 jest lemat 5.3, mówi¡cy, »e je±li E jest F -krat¡,

to (Ae, ‖ · ‖e∞) ideaª Ae jest AM -przestrzeni¡, wi¦c (na podstawie twierdzenia Kaku-

taniego 1.8) jest porz¡dkowo-izometryczny z pewn¡ C(K)-przestrzeni¡.

Dowód lematu 2.16. Poniewa» ‖x‖e∞ = inf{λ > 0, |x| ≤ λe}, to dla ka»dego n ∈ N
zachodzi nierówno±¢

|x| ≤ (‖x‖∞ +
1

n
)e. (2.9)

Z nierówno±ci (2.9) otrzymujemy |x|−‖x‖e∞e ≤ 1
ne ↓ 0. Poniewa» E jest archimedesowa,

to z ostatniej nierówno±ci wynika, »e |x| − ‖x‖e∞e ≤ 0. To dowodzi pierwszej cz¦±ci naszej

tezy. Fakt, »e (Ae, ‖ · ‖e∞) jest M -przestrzeni¡ jest dobrze znany (patrz [39, Proposition

1.2.13]. �

Przypomnijmy, »e, z de�nicji, krata ortomor�zmów centralnych na kracie archimedeso-

wej E posiada mocn¡ jedynk¦ IE .

Poniewa» dla ka»dego T ∈ Z(E) wprost z de�nicji mamy ‖T‖IE∞ = ‖T‖∞, to z lematu

2.16 (nierówno±¢ (2.8)) otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 2.18 Je±li E jest krat¡ archimedesow¡, to dla ka»dego T ∈ Z(E) speªniona jest

nierówno±¢

|T | ≤ ‖T‖∞ · IE , (2.10)

gdzie IE oznacza operator identyczno±ciowy na E.
1tu element e jest mocn¡ jedynk¡ ideaªu Ae
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Lemat 2.19 Je±li B jest pasmem projekcyjnym kraty E oraz P : E → B jest projekcj¡

porz¡dkow¡, to odwzorowanie P̂ : Orth(E)→ Orth(E) postaci P̂ (T ) = T ◦P jest projekcj¡

porz¡dkow¡ w Orth(E) na pasmo projekcyjne w Orth(E) postaci Orth(B) ◦P , porz¡dkowo
izomor�czne z Orth(B).

Dowód. Dowód tego lematu jest niemal standardowy, a wyja±nie« wymaga jedynie fakt,

»e dany operator jest ortomor�zmem.

Poniewa» zªo»enie dwóch ortomor�zm
ow jest ortomor�zmem, to odwzorowanie P̂ jest

dobrze okre±lone. Ponadto P̂ ◦ P̂ = P̂ , wi¦c P̂ jest projekcj¡, a warunek 0E ≤ P ≤ IE

natychmiast implikuje nierówno±¢ 0Orth(E) ≤ P̂ ≤ IOrth(E), gdzie 0Orth(E) (odp., IOrth(E))

jest elementem zerowym (odp., identyczno±ci¡) kraty Orth(E); st¡d, P̂ jest projekcj¡ po-

rz¡dkow¡ w Orth(E).

Ustalmy T0 ∈ Orth(B). Poniewa» P (E) = B oraz T0(B) ⊂ B, to operator T0 ◦ P
odwzorowuje E w E, zatem jest endomor�zmem kraty E. Ponadto, ªatwo sprawdzi¢, »e

dla dowolnego pasma C kraty E mamy2 P (C) ⊂ C∩B, sk¡d T0P (C) ⊂ T0(C∩B) ⊂ C∩B
(bo, C ∩B jest pasmem w B), a st¡d (T0 ◦P )(C) ⊂ C, sk¡d wynika, »e T0 ◦P ∈ Orth(E),

wi¦c odwzorowanie h : Orth(B)→ Orth(E) postaci h(T0) = T0 ◦ P jest dobrze okre±lone.

Operator h jest:

(a) iniekcj¡ (bo warunek h(T0) = {0} jest równowa»ny warunkowi T0(B) = {0}, czyli
T0 = 0),

(b) surjekcj¡ na ImP̂ : dla dowolnego S ∈ Orth(E), kªad¡c S1 := P̂ (S) = S ◦ P oraz

T0 = S1|B mamy h(T0) = S1|B ◦ P = S1 = P̂ (S); to dowodzi jednocze±nie inkluzji

P̂ (Orth(E)) ⊂ Orth(B) ◦ P. (2.11)

Inkluzja P̂ (Orth(E) ⊃ Orth(B) ◦P jest oczywista, co w poª¡czeniu z inkluzj¡ (2.11)

daje równo±¢:

(c) P̂ (Orth(E)) = Orth(B) ◦ P .

Ponadto, ªatwo zauwa»y¢, »e warunek h(T0) ≥ 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy T0 ≥ 0.

Z punktów (a), (b), (c) wynika teraz, »e h jest izomor�zmem porz¡dkowym z Orth(B) na

pasmo postaci Orth(B) ◦ P . �

Lemat 2.20 [4, Exercise 6, p. 263] Niech E b¦dzie F -krat¡. Wówczas granica punktowa T

danego ci¡gu ortomor�zmów (Tn) okre±lonych na E jest ortomor�zmem na E.

2Dla dowolnego c ∈ C+ zachodz¡ nierówno±ci 0 ≤ P (c) ≤ c oraz P (c) ∈ B, zatem P (c) ∈ B. St¡d
P (C) ⊂ B ∩ C ⊂ C.
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Dowód. Niech (Tn) ⊂ Orth(E) oraz niech Tx = limn→∞ Tnx, dla wszystkich x ∈ E.

Korzystaj¡c z nierówno±ci |a ∧ c − b ∧ c| ≤ |a − b| dla a, b, c ∈ E (patrz [4, Theorem 1.6]),

otrzymujemy, »e je±li |x| ∧ |y| = 0, to

|Tx| ∧ |y| = | |Tx| ∧ |y| − |Tnx| ∧ |y| | ≤ | |Tx| − |Tnx| | ≤ |Tx− Tnx| → 0,

przy n→∞. St¡d |Tx| ∧ |y| = 0, a zatem T ∈ Orth(E). �

Wªasno±¢ ortomor�zmów przedstawion¡ w kolejnym lemacie b¦dziemy wykorzystywa¢ w

dowodzie lematu 3.2 oraz twierdzenia 3.18. Jest ona równowa»n¡ postaci¡ fundamentalnego

wyniku Zaanena (twierdzenie 2.5).

Lemat 2.21 Niech A b¦dzie niepustym podzbiorem sto»ka E+ archimedesowej kraty E oraz

niech T ∈ Orth(E). Je±li Tu ≥ 0 dla ka»dego u ∈ A, to T|Add ≥ 0.

Dowód. Dla ustalonego u ∈ A mamy

Tu = T+u− T−u ≥ 0. (2.12)

Poniewa» zakªadamy, »e u ≥ 0, to z warunku (2.12) otrzymujemy T+u ≥ T−u ≥ 0, zatem

(T+u) ∧ (T−u) = T−u ≥ 0. (2.13)

Przypomnijmy, »e dziaªania w kracie ortomor�zmów s¡ punktowe (twierdzenie 2.3), wi¦c

warunek (2.13) przyjmuje posta¢

(T+ ∧ T−)(u) = T−u ≥ 0, (2.14)

lecz T+ ∧ T− = 0, wi¦c z relacji (2.14) dostajemy

T−u = 0. (2.15)

Z warunków (2.12) oraz (2.15) otrzymujemy zatem

Tu = T+u. (2.16)

Poniewa» u byª dowolnie wybranym elementem zbioru A, to z (2.16) wynika, »e T|A =

T+
|A, wi¦c na podstawie twierdzenia Zaanena 2.5 mamy

T|Add = T+
|Add ,

a st¡d T ≥ 0 na Add, jak twierdzili±my. �
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2.2 Klasyczne przykªady ortomor�zmów

W tym rozdziale podaj¦ podstawowe przykªady ortomor�zmów w kratach Banacha i F -

kratach, które b¦d¦ wykorzystywa¢ w nast¦pnych rozdziaªach pracy.

Poni»sze przykªady ortomor�zmów zostaªy po raz pierwszy przedstawione w pracy

A. C. Zaanena [58]. Symbol ∼= oznacza izomor�zm porz¡dkowy odpowiednich krat linio-

wych.

Przykªad 2.22 Niech K b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ Hausdor�a. Poniewa» kraty

ω, C(K) oraz Cb(K) (wyposa»one w naturalny porz¡dek i mno»enie) s¡ f -algebrami z

jedno±ci¡, wi¦c z twierdzenia 2.10, na podstawie to»samo±ci (2.5), otrzymujemy natychmiast

trzy pierwsze przykªady.

(a) Orth(ω) ∼= ω oraz Z(ω) ∼= `∞: dla ka»dego T ∈ Orth(ω) (odp., T ∈ Z(ω)) istnieje

dokªadnie jeden element u ∈ ω (odp., u ∈ `∞) taki, »e Tx = u · x dla ka»dego x ∈ ω
(odp. x ∈ `∞). St¡d Orth(ω) 6= Z(ω).

(b) Orth(C(K)) ∼= C(K): dla ka»dego T ∈ Orth(E) istnieje dokªadnie jeden element u ∈
C(K) taki, »e dla ka»dego x ∈ C(K) mamy Tx = u · x. Izomor�zmem porz¡dkowym

jest odwzorowanie T → T (1K). Ponadto, Z(C(K)) ∼= Cb(K).

(c) Poniewa» krata Cb(K) jest krat¡ Banacha (z norm¡ supremaln¡), to na podstawie

twierdzenia 2.7 (1) - otrzymujemy:

Orth(Cb(K)) = Z(Cb(K)) ∼= Cb(K);

podobnie jak w punkcie (b), dla ka»dego ortomor�zmu T ∈ Orth(Cb(K)) istnieje

dokªadnie jeden element u ∈ Cb(K) taki, »e dla ka»dego x ∈ Cb(K) mamy Tx =

u · x. Izomor�zm porz¡dkowy z Orth(Cb(K)) na Cb(K) ma tak¡ sam¡ posta¢ jak w

podpunkcie (b).

Dowody kolejnych dwóch przykªadów s¡ znacznie mniej elementarne.

(d) [58, Theorem 5] Niech K b¦dzie lokalnie zwart¡, lecz niezwart¡ przestrzeni¡ topo-

logiczn¡ Hausdor�a, oraz niech Cc(K) oznacza f -algebr¦ (bez jedno±ci) wszystkich

ci¡gªych funkcji rzeczywistych na K o zwartym no±niku. Mamy Orth(Cc(K)) ∼=
C(K): dla ka»dego ortomor�zmu T ∈ Orth(Cc(K)) istnieje dokªadnie jeden element

u ∈ C(K) taki, »e Tx = u · x dla ka»dego x ∈ Cc(K).

(e) [58, Theorem 7] Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary, gdzie µ oznacza miar¦ σ-

sko«czon¡ i zupeªn¡, oraz niech 0 < p < ∞. Wtedy Orth(Lp(µ)) ∼= L∞(µ): dla

ka»dego ortomor�zmu T ∈ Orth(Lp(µ)) istnieje dokªadnie jeden element u ∈ L∞(µ)

taki, »e dla ka»dego x ∈ Lp(µ) mamy Tx = u · x.
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W dowodach kolejnych przykªadów Zaanen wykorzystuje wªasno±ci ortomor�zmów opi-

sane w twierdzeniach 2.5 oraz 2.10. Przypomnijmy, »e je±li Γ jest zbiorem niepustym, to w

zbiorze RΓ dziaªania algebraiczne i kratowe rozumiemy punktowo.

Przykªad 2.23 [58, Theorem 6] Niech E1 oznacza podkrat¦ kraty R[0,1] funkcji f ci¡gªych i

kawaªkami liniowych, tj. takich, »e wykres f skªada si¦ ze sko«czonej ilo±ci funkcji liniowych.

Wówczas Orth(E) = Z(E) = lin{I[0,1]}. Zauwa»my, »e krata E1 jest wymiaru continuum.

Rzeczywi±cie, zbiór F = {ft : t ∈ (0, 1)} funkcji ci¡gªych na przedziale [0, 1] postaci ft(x) =

0 dla x ∈ [0, t] oraz ft liniowa na [t, 1], przy czym ft(1) = 1, jest zbiorem mocy card [0,

1] = 2ℵ0 oraz liniowo niezale»nym. Liniowa niezale»no±¢ zbioru F wynika z faktu, »e je±li

0 < t1 < t2 < ... < tn < 1, to dla xk = 1
2(tk + tk+1), k = 1, 2, ..., n− 1, mamy ftj (xk) = 0,

gdzie j = k + 1, . . . , n; st¡d równania
∑n

j=1 λjftj (xk) = 0, dla k = 1, ..., n− 1 redukuj¡ si¦

do równa«:

λ1ft1(x1) = 0,

λ1ft1(x2) + λ2ft2(x2) = 0,

....

λ1ft1(xn−1) + λ2ft2(xn−1) + ...+ λnftn(xn−1) = 0,

a poniewa» ftj (xj) > 0, to λ1 = λ2 = ... = λn = 0.

Mamy zatem: E1 jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni C[0, 1] oraz dim(E1) ≥ 2ℵ0 ,

sk¡d dim(E1) = 2ℵ0 = dim(C[0, 1]).

Kolejny przykªad pokazuje, »e istniej¡ ci¡gi wst¦puj¡ce (En) podkrat f -algebr takie, »e

ka»da podkrata En jest wymiaru niesko«czonego i posiada tylko trywialne ortomor�zmy.

Przykªad 2.24 [58, str 201] Niech n b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡ oraz niech En ozna-

cza podkrat¦ R[0,1] skªadaj¡c¡ si¦ z funkcji kawaªkami wielomianowych stopnia co najwy»ej

n. Poniewa» dla ka»dego n ∈ N mamy E1 ⊂ En ⊂ En+1, wi¦c z przykªadu 2.23 wynika, »e

dim(En) =∞ dla wszystkich n ∈ N. Wówczas Orth(En) = Z(En) = lin{I[0,1]}. Z drugiej

strony, kªad¡c E∞ =
⋃∞
n=1En, otrzymujemy f -algebr¦ z jedno±ci¡. W tym przypadku

ka»dy ortomor�zm na E∞ jest mno»eniem przez ustalony element u ∈ E∞ (twierdzenie

2.10).
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2.3 Przykªady ortomor�zmów w oparciu o twierdzenie

Wicksteada

W tym podrozdziale podaj¦ szereg przykªadów ortomor�zmów, których posta¢ wynika z

twierdzenia Wicksteada 2.13 o rozszerzaniu ortomor�zmów centralnych. Podstawowym

wynikiem jest tu:

Twierdzenie 2.25 Niech E b¦dzie krat¡ zupeªn¡ w sensie Dedekinda oraz niech J oznacza

ideaª porz¡dkowo g¦sty w E. Wtedy kraty ortomor�zmów centralnych Z(J) oraz Z(E) s¡

porz¡dkowo izomor�czne.

�¡danym izomor�zmem porz¡dkowym jest odwzorowanie obci¦cia r : Z(E) → Z(J)

postaci r(T ) = T|J . Odwzorowaniem odwrotnym do r jest operator rozszerzania ext: dla

ka»dego T 0 ∈ Z(J) istnieje dokªadnie jeden ortomor�zm T = T 0 = ext(T 0) taki, »e T|J =

T 0.

Dowód. Niech 0 ≤ T ∈ Z(E). Na podstawie lematu 2.8 mamy T (J) ⊂ J , zatem T|J ∈
Z(J). St¡d otrzymujemy inkluzj¦

{T|J : T ∈ Z(E)} ⊂ Z(J). (2.17)

Niech teraz T 0 ∈ Z(J). Na podstawie twierdzenia Wicksteada 2.13 istnieje ortomor�zm

T = T 0 ∈ Z(E) taki, »e T|J = T 0 (tj. T 0 jest rozszerzeniem T 0 na caª¡ krat¦ E). Poniewa»

ideaª J jest porz¡dkowo g¦sty w E, to z twierdzenia Zaanena 2.5 wynika, »e ortomor�zm

T 0 jest wyznaczony jednoznacznie. St¡d otrzymujemy inkluzj¦ Z(J) ⊂ {T|J : T ∈ Z(E)},
która w poª¡czeniu z (2.17) daje równo±¢

Z(J) = {T|J : T ∈ Z(E)}. (2.18)

Z jednoznaczno±ci rozszerzenia T 0 wynika, »e odwzorowanie r : Z(E) → Z(J) postaci

r(T ) = T|J , gdzie T ∈ Z(E), jest dobrze okre±lone i jest surjekcj¡.

Odwzorowanie r jest liniowe. Istotnie, dla dowolnych ortomor�zmów T, T1, T2 ∈ Z(E)

oraz α ∈ R mamy r(T1 + T2) = (T1 + T2)|J = T1|J + T2|J = r(T1) + r(T2) oraz r(αT ) =

αT|J = αr(T ).

Ponadto, r jest iniekcj¡: r(T ) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy T|J = 0. Na podstawie

twierdzenia Zaanena 2.5 ostatnia równo±¢ implikuje T|Jdd = 0. Poniewa» ideaª J jest

porz¡dkowo g¦sty w E, to otrzymujemy T|E = 0, wi¦c T = 0.

Operator r jest homomor�zmem kratowym: dla ka»dego 0 ≤ x ∈ J mamy

|r(T )|(x) = |T|J(x)| = |T (x)| (2.4)
= |T |(x) = |T ||J(x) = r(|T |)(x),

wi¦c |r(T )| = r(|T |), a zatem (na podstawie lematu 1.13) r jest homomor�zmem krato-

wym. Ostatecznie, poniewa» r jest dodatkowo bijekcj¡ (liniow¡), to r jest izomor�zmem

kratowym.
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Z twierdzenia Wicksteada 2.13 oraz porz¡dkowej g¦sto±ci ideaªu J wynika, »e odwzoro-

wanie odwrotne ext : Z(J)→ Z(E) jest postaci ext(T 0) = T 0, bo

r ◦ ext(T 0) = T 0|J = T 0. Stosuj¡c ponownie twierdzenie Zaanena 2.5 otrzymujemy, »e T

jest jednoznacznym rozszerzeniem ortomor�zmu T|J (bo Jdd = E), wi¦c

ext ◦ r(T ) = ext(r(T )) = ext(T|J) = T.

Z faktu, »e r jest izomor�zmem porz¡dkowym wynika, »e operator odwrotny ext równie»

jest takim izomor�zmem. �

Niech E b¦dzie f -algebr¡ z jedno±ci¡ multiplikatywn¡ e. Na podstawie twierdzenia 2.10

(b), dla ka»dego ortomor�zmu T ∈ Z(Ae) istnieje dokªadnie jeden element u ∈ Ae taki, »e
T = Tu, gdzie Tu jest ortomor�zmem na E postaci

Tux = u · x, x ∈ Ae. (2.19)

Ten fakt wykorzystamy we wniosku wynikaj¡cym z twierdzenia 2.25.

Wniosek 2.26 Niech E b¦dzie zupeªn¡ w sensie Dedekinda f -algebr¡ z jedno±ci¡ e. Je±li J

jest ideaªem porz¡dkowo g¦stym w E, to krata Z(J) jest porz¡dkowo izomor�czna z ideaªem

Ae.

Dokªadniej, przy oznaczeniach jak wy»ej, ka»dy element T ∈ Z(J) jest postaci T = Tu|J ,

gdzie element u jest wyznaczony jednoznacznie. St¡d, »¡dany izomor�zm z Ae na Z(J) jest

postaci r(u) = Tu|J , a zatem

Z(J) = {Tu|J : u ∈ Ae}. (2.20)

Dowód. Niech r oraz ext oznaczaj¡, odpowiednio, operator zaw¦»ania i rozszerzania zde�-

niowane w dowodzie twierdzenia 2.25. Na podstawie twierdzenia 2.10 (b), odwzorowanie h

dziaªaj¡ce z Z(E) do Ae okre±lone wzorem h(T ) = T (e) = u, gdzie T = Tu (patrz (2.19)),

jest izomor�zmem porz¡dkowym. St¡d odwzorowanie odwrotne h−1 : Ae → Z(E) jest

postaci

h−1(u) = T = Tu. (2.21)

Niech T 0 b¦dzie dowolnym ustalonym elementem Z(J). Na podstawie twierdzenia 2.25

mamy

T 0 = ext(T 0) ∈ Z(E). (2.22)

Z drugiej strony, na podstawie równo±ci (2.21) mamy

ext(T 0) = Tu, (2.23)

dla pewnego (jednoznacznie wyznaczonego) elementu u ∈ Ae. Z relacji (2.22) oraz (2.23)

otrzymujemy

Tu|J = r(Tu) = r(ext(T 0)) = T 0.
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Poniewa» ideaª J jest porz¡dkowo g¦sty w E, to z twierdzenia Zaanena 2.5 wynika, »e

równie» ortomor�zm Tu jest wyznaczony jednoznacznie. St¡d dostajemy ci¡g izomor�zmów

Ae
h−1

∼= Z(E)
r∼= Z(J). Zªo»enie r ◦ h−1 jest »¡danym izomor�zmem, sk¡d otrzymujemy

równo±¢ (2.20). �

W kolejnych wnioskach, które b¦d¦ stosowa¢ w dalszych przykªadach, liter¡ E (a nie J)

oznaczam ideaª odpowiedniej f -algebry z jedno±ci¡.

Wniosek 2.27 Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary, gdzie µ oznacza miar¦ σ-sko«czon¡

i zupeªn¡. Je±li E jest ideaªem porz¡dkowo g¦stym w L0(µ), to krata ortomor�zmów cen-

tralnych Z(E) jest izomor�czna porz¡dkowo z krat¡ L∞(µ).

Dokªadniej, ka»dy ortomor�zm centralny na E jest postaci Tu, gdzie u ∈ L∞(µ), czyli

Tux = u · x dla ka»dego x ∈ E.

Dowód. Krata L0(µ) jest f -algebr¡ z jedno±ci¡ z naturalnymi dziaªaniami µ-prawie wsz¦-

dzie (dodawanie i mno»enie elementów). Jedno±ci¡ multiplikatywn¡ jest funkcja 1S to»sa-

mo±ciowo równa 1 µ-prawie wsz¦dzie na S. St¡d, ideaª A1S w L0(µ) jest równy L∞(µ).

Dalej stosujemy wniosek 2.26. �

Wniosek 2.28 Niech E b¦dzie ideaªem porz¡dkowo g¦stym3 w f -algebrze ω(Γ) = RΓ.

Wtedy Z(E) ∼= `∞(Γ). Dokªadniej, ka»dy ortomor�zm centralny na E jest postaci Tu,

gdzie u ∈ `∞(Γ), czyli Tux = u · x dla ka»dego x ∈ E.

Dowód. Krata ω(Γ) jest zupeªn¡ w sensie Dedekinda f -algebr¡ z jedno±ci¡ multiplikatywn¡

1Γ. St¡d, ideaª A1Γ
w ω(Γ) jest równy `∞(Γ). Dalej stosujemy wniosek 2.26. �

Przykªad 2.29 Niech E = (E, ‖ · ‖E) b¦dzie przestrzeni¡ Banacha-Köthe'go czyli ,

takim ideaªem porz¡dkowo g¦stym w L0(µ), »e warunek |x| ≤ |y|, y ∈ E, x ∈ L0(µ),

implikuje, »e x ∈ E oraz ‖x‖E ≤ ‖y‖E . Na podstawie twierdzenia 2.7 mamy Orth(E) =

Z(E), a z wniosku 2.27 otrzymujemy Z(E) ∼= L∞(µ), wi¦c Orth(E) ∼= L∞(µ), gdzie

izomor�zm porz¡dkowy rozumiemy jak we wniosku 2.27.

W szczególno±ci, przykªad ten stosuje si¦ do klasycznych banachowskich przestrzeni

funkcyjnych Orlicza, Musielaka-Orlicza: LM(µ), Lp(µ), 1 ≤ p <∞, itp.

Podam teraz dwa przykªady krat dyskretnych, w których mo»na do±¢ ªatwo wyznaczy¢

posta¢ ortomor�zmów. Przykªad 2.30 mo»na otrzyma¢ bezpo±rednio z wniosku 2.27, gdy

przyjmiemy S = N, Σ = 2N oraz µ jest miar¡ licz¡c¡, ale pokazujemy, »e mo»na do niego

stosowa¢ równie» wniosek 2.28.
3Porz¡dkowa g¦sto±¢ ideaªu E w ω(Γ) implikuje, »e E jest krat¡ dyskretn¡ i wszystkie wektory jednost-

kowe eγ nale»¡ do E.
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Przykªad 2.30 Je±li Φ = (ϕn) jest ci¡giem wypukªych funkcji Orlicza, to `Φ jest krat¡

Banacha i ideaªem porz¡dkowo g¦stym w ω. Na podstawie wniosku 2.28 oraz twierdzenia

2.7 mamy Orth(`Φ) = Z(`Φ) ∼= `∞: dla ka»dego T ∈ Orth(`Φ) istnieje dokªadnie jeden

element u ∈ `∞ taki, »e dla ka»dego x ∈ `Φ mamy Tx = u · x.

Przykªad 2.31 Niech 1 ≤ p < ∞, oraz niech Γ b¦dzie dowolnym ustalonym zbiorem

niesko«czonym (niekoniecznie przeliczalnym) oraz niech E oznacza krat¦ Banacha

`p(Γ) = {x ∈ ω(Γ) : supp(x) jest przeliczalny oraz
∑
γ∈Γ

|x(γ)|p <∞}

z norm¡

‖x‖p =

∑
γ∈Γ

|x(γ)|p
 1

p

.

Krata E jest porz¡dkowo g¦stym ideaªem w ω(Γ), zatem na podstawie twierdzenia 2.7 oraz

wniosku 2.28 otrzymujemy, podobnie jak w przykªadzie 2.30 , Orth(E) ∼= `∞(Γ).

2.4 Ortomor�zmy na kracie rzeczywistych funkcji

caªkowitych

Niech E0 b¦dzie F -krat¡ dyskretn¡ postaci

E0 = {x = (xn) ∈ ω, lim
n→∞

n
√
|xn| = 0}. (2.24)

Krat¦ t¦ mo»na interpretowa¢ jako przestrze« funkcji f caªkowitych HR na pªaszczy¹nie

zespolonej C:

f(z) =
∞∑
n=1

xnz
n−1, z ∈ C,

o wspóªczynnikach rzeczywistych xn, gdzie porz¡dek na HR de�niujemy nast¦puj¡co:

f ≤ g wtedy i tylko wtedy, gdy f (n)(0) ≤ g(n)(0) dla ka»dego n ≥ 0.

Na HR istnieje ci¡g norm (pk)
∞
k=1 postaci pk(f) =

∑∞
n=1 |xn|kn−1, w których krata HR jest

zupeªna (wi¦c Frechéta). W 1948 roku G. Iyer wykazaª [17], »e topologia na E0, wyznaczona

przez ci¡g (pk)
∞
k=1, jest identyczna z topologi¡ wyznaczon¡ przez F -norm¦

‖x‖ = sup{ n
√
|xn|, n ∈ N}. (2.25)

W poni»szym przykªadzie wyka»emy, »e krata E0 posiada ortomor�zmy niecentralne, czyli

Orth(E0) 6= Z(E0). St¡d wynika, »e twierdzenia Luxemburga 2.7 (»e Orth(E) = Z(E),

gdy E jest krat¡ Banacha) nie mo»na przenie±¢ bezpo±rednio na przypadek, gdy topologia

kraty Frechéta (i nie Banacha) jest generowana przez ci¡g norm.
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Przykªad 2.32 Niech E0 b¦dzie F -krat¡ postaci (2.24) wyposa»on¡ w F -norm¦ okre±lon¡

wzorem (2.25), oraz niech en oznacza n-ty wektor jednostkowy. Oczywi±cie E0 jest ideaªem

w ω. Zbiór D = {en, n ∈ N} jest maksymalnym podzbiorem elementów dyskretnych

i parami rozª¡cznych w E0, co implikuje porz¡dkow¡ g¦sto±¢ ideaªu E0 w ω. St¡d, na

podstawie wniosku 2.28 mamy Z(E0) ∼= `∞.

Wyka»emy, »e ka»dy ortomor�zm T na E0 jest postaci

Tu(x) = u · x, gdzie u = (un)∞n=1 oraz sup
n∈N

n
√
|un| <∞, (2.26)

a st¡d

Orth(E0) = {Tu : u = (un)∞n=1 ∈ ω, gdzie sup
n∈N

n
√
|un| <∞}; (2.27)

w szczególno±ci,

Orth(E0) 6= Z(E0).

Zauwa»my, »e je±li x ∈ E0 oraz ci¡g u = (un)∞n=1 speªnia warunek (2.26), to

lim
n→∞

n
√
|un · xn| = 0,

zatem Tu jest ortomor�zmem na E0. To dowodzi, »e prawa strona w (2.27) jest zawarta w

Orth(E0).

Niech T b¦dzie dowolnym elementem Orth(E0). Poniewa» ka»dy element en jest dys-

kretny, to z twierdzenia 2.1 (3) otrzymujemy, »e T (en) ∈ eddn = lin(en), wi¦c istnieje liczba

un ∈ R taka, »e Ten = unen, n = 1, 2, .... Niech T1 oznacza ortomor�zm na ω postaci

T1x = u · x, gdzie u = (un)∞n=1 jest ci¡giem okre±lonym jak wy»ej.

Krata ω jest uniwersalnie zupeªna, wi¦c z twierdzenia Wicksteada 2.13 wynika, »e ist-

nieje rozszerzenie T ∈ Orth(ω). Ponadto, dla n = 1, 2, ... mamy T (en) = un · en = T1(en),

zatem z twierdzenia Zaanena 2.5 otrzymujemy T = T1 (bo Ddd = ω). St¡d Tx = u · x dla

wszystkich x ∈ ω; w szczególno±ci

Tx = Tx = u · x dla wszystkich x ∈ E0.

Gdyby supn∈N
n
√
|un| =∞, to istniaªby ci¡g (unk) taki, »e nk

√
|unk | ↑ ∞. Oczywi±cie mo»na

zaªo»y¢, »e un1 6= 0. Rozwa»my element x = (xn) ∈ E0 postaci xn = 0 dla n 6= nk oraz

xnk = 1
unk

: mamy

nk

√
|xnk | =

1
nk
√
|unk |

→ 0, przy k → 0 oraz n
√
|xn| = 0 dla n 6= nk.

St¡d otrzymujemy (u · x)(nk) = unk · 1
unk

= 1, a zatem n
√
|un · xn|9 0, przy n→∞, wi¦c

u · x /∈ E0. Otrzymana sprzeczno±¢ implikuje, »e musi by¢ sup n
√
|un| < ∞. Ostatecznie,

T = Tu, gdzie u = (un)∞n=1 speªnia warunek sup n
√
|un| < ∞, a wi¦c ka»dy ortomor�zm

T ∈ Orth(E0) jest postaci (2.26), jak twierdzimy. To implikuje w (2.27) inkluzj¦ ′ ⊂′, co w

poª¡czeniu z wykazan¡ ju» inkluzj¡ ′ ⊃′ daje równo±¢ (2.27).
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Uwaga 2.33 Niech E0 b¦dzie F -krat¡ z przykªadu 2.32, oraz niech en oznacza, jak w tym

przykªadzie, n-ty wektor jednostkowy. Poªó»my r(en) = limt→∞ ‖ten‖E . Z de�nicji

F -normy mamy r(en) = limt→∞
n
√
t · 1 = ∞, wi¦c δ(D) := infn∈N r(en) = ∞. St¡d

na podstawie udowodnionego w rozdziale trzecim twierdzenia 3.12, F -krata E0 nie za-

wiera izomor�cznej kopii przestrzeni ω. Inne przykªady F -krat niezawieraj¡cych kopii

ω, a posiadaj¡cych ortomor�zmy niecentralne, mo»na znale¹¢ w klasie niebanachow-

skich ci¡gowych krat Musielaka-Orlicza (przykªad 4.5 oraz przykªady z podrozdziaªu

4.2).
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Rozdziaª 3

Problem ortomor�zmów centralnych

w F -kratach niebanachowskich

3.1 Wprowadzenie

W 2012 roku M. Meyer oraz E. Chil [8, str. 182] postawili otwarty problem wyznaczenia

warunków wystarczaj¡cych na to, aby dla kraty lokalnie solidnej E zachodziªa równo±¢

Orth(E) = Z(E), (3.1)

tj. aby ka»dy ortomor�zm na E byª centralny. Relacja ta byªa badana równie» przez

A. Wicksteada w pracy [48] z roku 1977.

Na podstawie wyniku Luxemburga 2.7 wiadomo, »e równo±¢ (3.1) zachodzi, gdy E jest

krat¡ Banacha. Z drugiej strony, dla F -kraty ω wszystkich ci¡gów liczb rzeczywistych

mamy

Orth(ω) ∼= ω 6= `∞ ∼= Z(ω)

(przykªad 2.22 (a)). Ponadto, dla kraty unormowanej c00 - ci¡gów prawie zerowych wypo-

sa»onej w norm¦ supremaln¡ - mamy

Orth(c00) ∼= ω 6= Z(E) = `∞,

poniewa» dla ka»dego x ∈ c00 oraz ka»dego y ∈ ω element x • y le»y w c00 (tu ′′•′′ oznacza
mno»enie po wspóªrz¦dnych). St¡d wynika, »e warunkami koniecznymi na to, aby zacho-

dziªa równo±¢ (3.1), powinny by¢:

(a) zupeªno±¢ topologiczna kraty lokalnie solidnej E,

(b) niezawieranie izomor�cznej kopii ω przez krat¦ E.

W twierdzeniach 3.13 (przypadek dyskretny) oraz 3.16 (przypadek bezatomowy i σ-Fatou)

potwierdzamy, »e warunek (b) jest rzeczywi±cie konieczny na to, aby zachodziªa równo±¢

(3.1). Na podstawie uwagi 2.33 wiemy jednak, »e brak kopii ω w F -kracie E nie gwarantuje
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jeszcze równo±ci (3.1), a dalsze przykªady takich F -krat podajemy m.in. przykªadzie 4.5

oraz w podrozdziale 4.2.

W twierdzeniu 3.18 podajemy u»yteczny warunek (?) wystarczaj¡cy na zachodzenie

równo±ci (3.1). W przypadku, gdy E jest krat¡ dyskretn¡, warunek (?) mo»na ªatwo

wyznaczy¢ za pomoc¡ elementów dyskretnych kraty E (twierdzenie 3.27).

Analza równo±ci (3.1) dzieli si¦ na dwie zasadnicze cz¦±ci: gdy F -krata zawiera izomor-

�czn¡ kopi¦ F -kraty ω (podrozdziaª 3.3) i gdy E takiej kopii nie zawiera (podrozdziaª 3.4).

W tej analizie podstawow¡ rol¦ odgrywaj¡ wyniki mówi¡ce, »e F -krata funkcyjna E zawie-

ra izomor�czn¡ (tj. liniowo-homeomor�czn¡) kopi¦ ω wtedy i tylko wtedy, gdy E zawiera

kratowo-topologiczn¡ kopi¦ ω: twierdzenie 3.3 (przypadek dyskretny) oraz twierdzenie 3.14

(przypadek bezatomowy), przy czym twierdzenie 3.3 ma znacznie mocniejsz¡ tez¦ (tj., E

zawiera pasmo projekcyjne kratowo-topologicznie izomor�czne z ω).

3.2 Ogólne warunki wystarczaj¡ce na istnienie ortomor�zmów

niecentralnych na danej F -kracie

W poni»szym lemacie przedstawiamy prosty warunek gwarantuj¡cy istnienie niecentralnego

ortomor�zmu na kracie E. Jest on szczególnie u»yteczny w przypadku, gdy E jest krat¡

dyskretn¡.

Lemat 3.1 Niech E b¦dzie krat¡ archimedesow¡ zawieraj¡c¡ pasmo projekcyjne B takie,

»e Orth(B) 6= Z(B). Wtedy Orth(E) 6= Z(E).

Dokªadniej, Orth(E) zawiera pasmo projekcyjne izomor�czne porz¡dkowo z Orth(B).

Dowód. Z lematu 2.19 wynika, »e krata Orth(E) zawiera pasmo projekcyjne H po-

staci H = Orth(B) ◦ P , gdzie P jest projekcj¡ porz¡dkow¡ z E na B. Je±li zatem

Orth(B) 6= Z(B), to dla ka»dego 0 ≤ T0 ∈ Orth(B)\Z(B) zachodzi warunek∼ (∃λ>0 T0b ≤
λb dla ka»dego b ∈ B+); równowa»nie,

dla ka»dego n ∈ N istnieje element bn ∈ B+ taki, »e ∼ (T0bn ≤ nbn). (3.2)

Ustalmy 0 ≤ T0 ∈ Orth(B)\Z(B). Wówczas dla ortomor�zmu T := T0 ◦P ∈ H oraz ci¡gu

(bn) z warunku (3.2) otrzymujemy ∼ (Tbn ≤ nbn), co dowodzi, »e T /∈ Z(E). �

Kolejny lemat b¦dziemy stosowa¢ w dowodach twierdze« 3.3 oraz 3.18. Dowód tego

lematu oparty jest na dowodzie Luxemburga [4, Theorem 15.5] równo±ci Orth(E) = Z(E)

w przypadku, gdy E jest krat¡ Banacha (por. twierdzenie 2.7).
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Lemat 3.2 Niech E b¦dzie krat¡ archimedesow¡. Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równo-

wa»ne:

(i) istnieje 0 ≤ T ∈ Orth(E) \ Z(E),

(ii) dla ka»dego n ∈ N istnieje element yn ∈ E+ \ {0} taki, »e dla ka»dego v ∈ [0, yn]

zachodzi nierówno±¢

Tv ≥ n · v. (3.3)

(iii) dla ka»dego n ∈ N istnieje element yn ∈ E+ taki, »e zachodzi nierówno±¢

Tyn ≥ n · yn. (3.4)

Dowód. Implikacja (ii)⇒ (iii) jest oczywista.

(ii) ⇒ (i) Zaªó»my warunek (ii). Kªad¡c w nierówno±ci (3.3): v = yn otrzymujemy

Tyn ≥ n · yn, n = 1, 2, ..., co przeczy istnieniu staªej λ > 0 takiej, »e dla ka»dego y ∈ E+

zachodzi nierówno±¢ Ty ≤ λy. Istotnie, gdyby tak nie byªo, to mieliby±my λyn ≥ n · yn,
tj. (λ − n)yn ≥ 0 dla wszystkich n ∈ N. Poªó»my tn = λ − n. Poniewa» yn ≥ 0, to dla

n > [λ] + 1 mieliby±my tnyn ≥ 0, przy czym tn < 0. Mno»¡c ostatni¡ nierówno±¢ przez 1
tn

otrzymaliby±my yn ≤ 0, co wraz z zaªo»eniem yn ≥ 0, prowadzi do sprzeczno±ci: yn = 0,

dla n > [λ] + 1.

(i) ⇒ (ii) Niech speªniony b¦dzie warunek (i), tj. istnieje dodatni ortomor�zm T ∈
Orth(E)\Z(E), a zatem dla ka»dego k ∈ N mamy ∼ (T ≤ k ·IE); równowa»nie, dla ka»dego

k ∈ N istnieje element xk ∈ E+\{0} taki, »e ∼ (Txk ≤ k ·xk), a wi¦c [(T −k ·IE)(xk)]
+ > 0

dla k = 1, 2, .... Poªó»my

Sk = T − k · IE = S+
k − S

−
k (3.5)

oraz

yk = [Sk(xk)]
+.

Wprost z de�nicji, mamy yk > 0 (tj. yk ≥ 0 oraz yk 6= 0). Dalej stosujemy wªasno±ci

ortomor�zmów opisane w twierdzeniu 2.3. Na podstawie relacji (2.4) oraz (2.3) rozdziaªu

1, mamy

yk = (Sk)
+(xk) (3.6)

oraz

S+
k ◦ S

−
k = 0. (3.7)

St¡d otrzymujemy

Sk(yk) = (S+
k − S

−
k )(yk) = S+

k (yk)− S−k (yk)
(3.6)
=

S+
k (yk)− S−k ◦ S

+
k (xk)

(3.7)
= S+

k (yk) ≥ 0. (3.8)
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Ponadto,

Sk ◦ S+
k = (S+

k − S
−
k ) ◦ S+

k = (S+
k )2 − S+

k ◦ S
−
k

(3.7)
= (S+

k )2,

a st¡d

Sk(yk)
(3.6)
= (S+

k )2(xk) ≥ 0, k = 1, 2, ....

Z powy»szej nierówno±ci oraz z lematu 2.21 wynika, »e dla ka»dego v ∈ [0, yk] mamy

Sk(v) ≥ 0, k = 1, 2, ...

Wracaj¡c do oznaczenia (3.5), ostatni ci¡g nierówno±ci jest równowa»ny z warunkiem (ii)

naszego lematu. Dowód implikacji (i)⇒ (ii) jest zako«czony. �

Chocia» w poni»szym twierdzeniu zakªadamy, »e F -krata E ma F -norm¦ porz¡dkowo

ci¡gª¡ (tj. ograniczamy si¦ do przypadku kraty z baz¡ bezwarunkow¡), to w przykªadach ilu-

struj¡cych problem ortomor�zmów centralnych wyst¦puj¡ ci¡gi Φ = (ϕn) wkl¦sªych funkcji

Orlicza, co implikuje natychmiast równo±¢ `Φ = hΦ (lemat 1.20).

Twierdzenie 3.3 Niech E b¦dzie F -krat¡ dyskretn¡. Zaªó»my, »e F -norma na E jest

porz¡dkowo ci¡gªa i maksymalny zbiór D elementów dyskretnych i parami rozª¡cznych jest

przeliczalny: D = {en : n ∈ N}. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) Orth(E) 6= Z(E),

(ii) istnieje ortomor�zm 0 ≤ T ∈ Orth(E) \ Z(E),

(iii) istniej¡: ±ci±le rosn¡cy ci¡g (nk) ⊂ N oraz ortomor�zm 0 ≤ T ∈ Orth(E) takie, »e

T (enk) ≥ k · enk , k = 1, 2, ..., (3.9)

(iv) istnieje ±ci±le rosn¡cy ci¡g (nk) ⊂ N taki, »e zbie»no±¢ (topologiczna) szeregu
∑∞

k=1 xkenk
implikuje zbie»no±¢ szeregu

∑∞
k=1 kxkenk .

Dowód. Równowa»no±¢ (i)⇔ (ii) jest oczywista.

Udowodnimy teraz, »e zachodz¡ nast¦puj¡ce implikacje: (iv)⇒ (ii)⇒ (iii)⇒ (iv), co

b¦dzie dowodzi¢, »e wszystkie warunki naszego twierdzenia s¡ równowa»ne.

(iv)⇒ (ii) Operator T0 dziaªaj¡cy z pasma projekcyjnego B = [enk ] do B postaci

T0(

∞∑
k=1

xkenk) =

∞∑
k=1

kxkenk

jest dobrze okre±lony i dodatni (wi¦c ci¡gªy); jest on oczywi±cie ortomor�zmem na B. Niech

P oznacza projekcj¦ porz¡dkow¡ z E na B zde�niowan¡ wzorem

P (

∞∑
n=1

ξnen) =

∞∑
k=1

ξnkenk .
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Wtedy operator T = T0 ◦ P , jako zªo»enie dwóch ortomor�zmów dodatnich, jest ortomor-

�zmem dodatnim na E, przy czym

T (enk) = T0 ◦ P (enk) = T0(enk) = kenk .

Teraz stosujemy implikacj¦ (iii)⇒ (i) z lematu 3.2. Wykazali±my wi¦c, »e (iv)⇒ (ii).

(ii) ⇒ (iii) Niech 0 ≤ T ∈ Orth(E) \ Z(E). Na podstawie lematu 3.2 istnieje ci¡g

(yk) ⊂ E+\{0} taki, »e dla ka»dego v ∈ (0, yk] mamy Tv ≥ k ·v. Poniewa» E jest dyskretna,

to ostatnia nierówno±¢ implikuje, »e dla ka»dego k ∈ N istnieje element dyskretny enk ∈ D
oraz liczba λk > 0 takie, »e T (λk · enk) ≥ k · λk · enk , a wi¦c

T (enk) ≥ kenk . (3.10)

Rozwa»my teraz ci¡g indeksów (nk). Twierdzimy, »e (nk) zawiera podci¡g ±ci±le rosn¡cy.

W przeciwnym przypadku, bez straty ogólno±ci mo»na zaªo»y¢, »e jest on staªy, czyli nk =

nk0 , dla k = 1, 2, .... Wtedy nierówno±¢ (3.10) przyjmuje posta¢ T (enk0
) ≥ kenk0

, dla

k = 1, 2, ... Dziel¡c ostatni¡ nierówno±¢ obustronnie przez k otrzymujemy

T

(
enk0

k

)
≥ enk0

. (3.11)

Z wªasno±ci F -normy wynika, »e
enk0
k → 0, przy k → ∞, wi¦c z ci¡gªo±ci T otrzymujemy

limk→∞ ‖T (
enk0
k )‖ = 0, co jest sprzeczne z warunkiem (3.11), bo implikuje on nierówno±¢

‖T (
enk0
k )‖ ≥ ‖enk0

‖ = const > 0, dla k = 1, 2, .... St¡d wynika, »e ci¡g (nk) musi zawiera¢

podci¡g ±ci±le rosn¡cy. Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e ci¡g (nk) jest ±ci±le rosn¡cy,

co dowodzi warunku (iii).

(iii)⇒ (iv) Dla dowolnych liczb naturalnych l ≤ r mamy∣∣∣∣∣
r∑
k=l

kxkenk

∣∣∣∣∣ =

r∑
k=l

k|xk|enk
(3.9)

≤ T

(
r∑
k=l

|xk|enk

)
=

∣∣∣∣∣T (

r∑
k=l

xkenk)

∣∣∣∣∣ ,
a st¡d

‖
r∑
k=l

kxkenk‖ ≤ ‖T (

r∑
k=l

xkenk)‖. (3.12)

Poniewa» szereg
∑∞

k=1 xkenk jest topologicznie zbie»ny w E, to speªnia warunek Cauchy'ego,

wi¦c ‖
∑r

k=l xkenk‖ → 0, przy r ≥ l → ∞. Z ci¡gªo±ci T (bo E jest F -krat¡, a T jest

dodatni (twierdzenie 1.14)) wynika, »e ‖T (
∑r

k=l xkenk)‖ → 0, przy r ≥ l → ∞, a zatem z

nierówno±ci (3.12) otrzymujemy, »e szereg
∑∞

k=1 kxkenk speªnia warunek Cauchy'ego w E,

wi¦c jest zbie»ny. Otrzymujemy warunek (iv). �
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Uwaga 3.4 Z dowodu powy»szego twierdzenia wynika, »e warunek porz¡dkowej ci¡gªo±ci

F -normy jest istotny tylko w dowodzie implikacji (iv)⇒ (ii). W przypadku ogólnym

(zakªadaj¡c tylko, »e E jest F -krat¡ dyskretn¡) otrzymujemy, »e warunki (i) oraz (ii)

s¡ równowa»ne dla E oraz zachodz¡ implikacje (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) (równie» dla E).

Z warunku (iv) otrzymujemy wtedy sªabszy warunek ni» (ii):

(ii)′ istnieje ortomor�zm T1 ∈ Orth(Ea) \ Z(Ea),

gdzie Ea jest cz¦±ci¡ porz¡dkowo ci¡gª¡ kraty E (tu ci¡g (en) jest baz¡ dla Ea). Aby

warunek (ii)′ implikowaª warunek (ii) nale»aªoby wykaza¢, »e ka»dy ortomor�zm

T1 ∈ Orth(Ea) mo»na rozszerzy¢ do elementu T̃1 ∈ Orth(E), a takie twierdzenie jest

mi na dzie« dzisiejszy nieznane.

3.3 Ortomor�zmy w F -kratach zawieraj¡cych izomor�czn¡

kopi¦ ω.

W tym podrozdziale analizujemy wªasno±¢ zawierania przez F -krat¦ izomor�cznej kopii F -

kraty ω i wykazujemy, »e w typowych przypadkach, je±li E tak¡ kopi¦ zawiera, to na E

istnieje ortomor�zm niecentralny (twierdzenia 3.13 oraz 3.16).

3.3.1 Twierdzenie Bessagi-Peªczy«skiego-Rolewicza i parametr δ(E)

De�nicja 3.5 Mówimy, »e F -przestrze« X zawiera dowolnie krótkie proste [41, str. 196],

je»eli dla ka»dego ε > 0 istnieje element 0 6= x ∈ X taki, »e

r(x) < ε, (3.13)

gdzie r(x) = supt∈R ‖tx‖. Je±li poªo»ymy δ(X) = infx 6=0 r(x), to zgodnie z t¡ de�nicj¡, X

zawiera dowolnie krótkie proste, gdy δ(X) = 0.

Przykªad 3.6

(1) NiechX = Lp[0, 1], gdzie 0 < p < 1 z F -norm¡ ‖x‖p =
∑∞

n=1 |xn|p Wtedy dla ka»dego

x 6= 0 mamy r(x) = supt∈R ‖tx‖p = supt∈R |t|p · ‖x‖p = ∞, zatem δ(Lp[0, 1]) = ∞.

St¡d, przestrze« Lp[0, 1] nie zawiera dowolnie krótkich prostych.

(2) Niech X = ω z F -norm¡ ‖x‖ω =
∑∞

n=1
1

2n ·
|xn|

1+|xn| . Niech en oznacza n-ty wek-

tor jednostkowy. Wtedy r(en) = supt∈R ‖ten‖ω = supt∈R{ 1
2n ·

|t|
1+|t|} = 1

2n , wi¦c

infn∈N r(en) = 0. St¡d δ(ω) = 0, a zatem przestrze« ω zawiera dowolnie krótkie

proste.
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Powy»sze przykªady sugeruj¡, »e istnieje zwi¡zek mi¦dzy zawieraniem dowolnie krótkich

prostych a przestrzeni¡ ω. Istotnie, w 1957 roku C. Bessaga, A. Peªczy«ski oraz S. Rolewicz

[41, Proposition 4.2.7] wykazali, »e

(BPR) F -przestrze« X zawiera dowolnie krótkie proste (tj. δ(X) = 0) wtedy i tylko wtedy,

gdy X zawiera podprzestrze« X0 izomor�czn¡ z przestrzeni¡ wszystkich ci¡gów ω.

Zauwa»my, »e w de�nicji liczby δ(E) wykorzystujemy ci¡gi (xn) elementów F -kraty E, a

naszym celem b¦dzie stosowanie de�nicji liczby δ(E) dla ci¡gów elementów parami rozª¡cz-

nych kraty E. Wyka»emy, »e zawieranie przez F -krat¦ funkcyjn¡ izomor�cznej kopii ω jest

równowa»ne z zawieraniem kratowej kopii ω (twierdzenia 3.12 oraz 3.14).

W dowodzie tej wªasno±ci b¦dziemy korzysta¢ z twierdze« mówi¡cych o mo»liwo±ci

uzyskania rozª¡cznego rozdrobnienia ci¡gów odpowiednich algebr Boole'a, zastosowanych

do przypadku, gdy elementami tych ci¡gów s¡ no±niki elementów generuj¡cych przestrze«

ω: twierdzenie 1.24 w przypadku F -krat funkcyjnych z miar¡ bezatomow¡ oraz twierdzenie

1.26 w przypadku F -krat dyskretnych.

3.3.2 Ogólna charakteryzacja warunku δ(E) = 0

Niech teraz E b¦dzie F -krat¡ oraz niech D b¦dzie podzbiorem E+ o nast¦puj¡cej wªa-

sno±ci:

dla ka»dego x ∈ E+ istnieje liczba λx > 0 oraz tx ∈ D takie, »e x ≥ λxtx. (3.14)

Zbiory D o wªasno±ci (3.14) pozwalaj¡ w wielu przypadkach efektywnie wyznaczy¢ liczb¦

δ(E) (patrz lemat 3.8).

Przykªad 3.7

(1) Je±li zbiór D jest ideaªem porz¡dkowo g¦stym w kracie E, to cz¦±¢ dodatnia D+

speªnia warunek (3.14). W szczególno±ci, je±li ideaª Ea - elementów porz¡dkowo

ci¡gªych F -kraty E - jest porz¡dkowo g¦sty w E, to D = E+
a speªnia warunek (3.14).

(2) Niech E b¦dzie F -krat¡ σ-zupeªn¡ w sensie Dedekinda posiadaj¡c¡ sªab¡ jedynk¦ e,

oraz niech P(E) oznacza algebr¦ Boole'a projekcji porz¡dkowych na E. Wtedy z

twierdzenia aproksymacyjnego Freudenthala (twierdzenie 1.6) wynika, »e zbiór

D = {Pe : P ∈ P(E)}

speªnia warunek (3.14).
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(3) Je±li E jest F -krat¡ funkcyjn¡ (tzn., ideaªem porz¡dkowo g¦stym w L0(S,Σ, µ), gdzie

miara µ jest σ-sko«czona), to powy»szemu warunkowi (2) mo»emy nada¢ bardziej

przejrzyst¡ form¦. Fundamentalnym faktem teorii funkcji mierzalnych jest mo»liwo±¢

aproksymacji z doªu dowolnej funkcji 0 ≤ f ∈ L0(µ) przez ci¡g funkcji prostych,

nieujemnych postaci

fn =

mn∑
i=1

ani χAni , (3.15)

(mo»na oczywi±cie zaªo»y¢, »e wszystkie liczby ani s¡ ±ci±le dodatnie) oraz µ(Ani ) <∞
dla i = 1, 2, ..., gdzie Ani ∈ Σ (patrz [21, wniosek z twierdzenia I.6.3, str. 54], por [21,

lemat IV 3.3, str. 139]).

Z równo±ci (3.15) oraz z zaªo»enia, »e E jest ideaªem wynika, je±li 0 6= x ∈ E+, to

istnieje liczba a > 0 oraz funkcja χA ∈ E takie, »e x ≥ a · χA. St¡d otrzymujemy, »e

je±li E jest F -krat¡ funkcyjn¡, to zbiór

D := E0 = {χA : A ∈ Σ, µ(A) <∞, χA ∈ E}

speªnia warunek (3.14).

W szczególno±ci, je±li ideaª Ea jest porz¡dkowo g¦sty w E, to z powy»szego przykªadu

(1) wynika, »e zbiór (Ea)
0 równie¹ speªnia warunek (3.14).

(4) Je±li F -krata E jest ideaªem porz¡dkowo g¦stym kraty RΓ, gdzie Γ jest zbiorem

niesko«czonym oraz eγ jest γ-tym wektorem jednostkowym kraty E, to zbiór D =

{eγ : γ ∈ Γ}, speªnia warunek (3.14).

Nieco ogólniej, je±li E jest F -krat¡ dyskretn¡, to zbiór elementów dyskretnych F -

kraty E równie» speªnia warunek (3.14). Wynika to wprost z de�nicji archimedesowej

kraty dyskretnej.

Kolejny przykªad zbioru z wªasno±ci¡ (3.14) podajemy w drugiej cz¦±ci poni»szego le-

matu.

Lemat 3.8 Niech E b¦dzie F -krat¡ liniow¡ oraz niech D b¦dzie podzbiorem E+, speªniaj¡-

cym warunek (3.14). Wtedy dla dowolnej funkcji g : D → (0,∞) zachodzi równo±¢

δ(E) = δ(D) := inf
x∈D\{0}

r(g(x)x); (3.16)

w szczególno±ci

δ(E) = δ(D) := inf
x∈D\{0}

r(x), (3.17)

gdzie funkcja r jest okre±lona w de�nicji 3.5.

W przypadku, gdy E jest F -krat¡ dyskretn¡, oraz D oznacza ustalony maksymalny zbiór

elementów dyskretnych i parami rozª¡cznych w E, to
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(i) δ(E) = δ(D),

(ii) krata E zawiera izomor�czn¡ kopi¦ ω wtedy i tylko wtedy, gdy δ(D) = 0,

(iii) je±li istnieje staªa s > 0 taka, »e ‖x‖ = s dla ka»dego x ∈ D, to E nie zawiera kopii

ω, przy czym δ(E) ≥ s.

Dowód. Poniewa» dla ka»dego x ∈ E mamy ‖x‖ = ‖ |x| ‖, to oczywi±cie δ(E) = δ(E+),

zatem w dalszej cz¦±ci dowodu mo»emy ograniczy¢ si¦ do badania elementów E+. Z inkluzji

D ⊂ E oraz de�nicji funkcji δ otrzymujemy natychmiast

δ(D) ≥ δ(E). (3.18)

Z drugiej strony, na podstawie warunku (3.14), dla ka»dego x ∈ E+ istnieje element ex ∈ D
oraz liczba λx > 0 taka, »e

x ≥ λx · ex,

zatem

r(g(x) · x) = r(x) ≥ r(ex) ≥ δ(D), (3.19)

wi¦c

δ(E) ≥ δ(D). (3.20)

Ostatecznie, z warunków (3.19) oraz (3.20) otrzymujemy równo±¢ (3.16). Równo±¢ (3.17)

dostajemy kªad¡c g(x) = 1 dla ka»dego x ∈ D.

Warunek (i) lematu wynika natychmiast z de�nicji kraty dyskretnej:

dla ka»dego x ∈ E+ istnieje liczba λx > 0 oraz element dyskretny ex taki, »e x ≥ λxex.
Warunek (ii) lematu wynika z warunku (i) oraz z twierdzenia (BPR).

Warunek (iii): równo±¢ ‖x‖ = s dla wszystkich x ∈ D oraz pewnego s > 0 implikuje,

»e dla ka»dego elementu x ∈ D mamy r(x) ≥ s, a zatem z warunku (i) otrzymujemy, »e

δ(E) = δ(D) ≥ s > 0. Korzystaj¡c teraz z twierdzenia (BPR) otrzymujemy, »e krata E

nie zawiera kopii ω. �

Wynik przedstawiony w kolejnym lemacie jest istotny tylko wtedy, gdy miara µ jest

bezatomowa, poniewa» w przypadku, gdy F -krata E jest dyskretna, mamy prostsz¡ metod¦

wyznaczania δ(E) (twierdzenia 3.11, 3.12 oraz lemat 3.8).

Niech χA oznacza funkcj¦ charakterystyczn¡ zbioru A wzgl¦dem danego zbioru S. Przy-

pomnijmy, »e je±li funkcja f ∈ L0(µ) ma no±nik o mierze dodatniej, to reprezentuje ona

niezerowy element kraty L0(µ), a dziaªania na klasach abstrakcji wzgl¦dem równo±ci µ-

prawie wsz¦dzie redukujemy do dziaªa« na konkretnych reprezentantach. Przykªadowo, χA
jest reprezentantem klasy funkcji równych µ-prawie wsz¦dzie z funkcj¡ charakterystyczn¡

zbioru A; wówczas symbol r(χA) oznacza liczb¦ r([χA]).
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Lemat 3.9 Je±li E jest F -krat¡ funkcyjn¡ w L0(S,Σ, µ), to dla dowolnej funkcji g : E0 →
(0,∞) zachodz¡ równo±ci

δ(E) = δ(E0) = inf{r(g(A) · χA) : A ∈ Σ, χA ∈ Ea, 0 < µ(A) <∞} (3.21)

gdzie E0 = {χA : A ∈ Σ, χA ∈ E, 0 < µ(A) <∞}.
W szczególno±ci, dla g ≡ 1 mamy

δ(E) = δ(E0) = inf{r(χA) : A ∈ Σ, χA ∈ Ea, 0 < µ(A) <∞}. (3.22)

Dodatkowo, je±li ideaª Ea (elementów porz¡dkowo ci¡gªych w E) jest porz¡dkowo g¦sty

w E, to

δ(E) = δ(Ea) = δ((Ea)
0) = inf{r(g(A) · χA) : A ∈ Σ, χA ∈ Ea, 0 < µ(A) <∞} =

= inf{r(χA) : A ∈ Σ, χA ∈ Ea, 0 < µ(A) <∞}. (3.23)

Dowód tego lematu jest oparty na nast¦puj¡cym fakcie, b¦d¡cym konsekwencj¡ wªasno-

±ci zbioru (Ea)
0 opisanej w drugiej cz¦±ci przykªadu 3.7 (3): dla ka»dego A ∈ Σ takiego, »e

0 < µ(A) <∞ oraz χA ∈ E istnieje zbiór B ⊂ A taki, »e 0 < µ(B) oraz χB ∈ Ea.

Dowód lematu 3.9. Kªad¡c D = E0 oraz stosuj¡c lemat 3.8 otrzymujemy równo±¢

δ(E) = δ(E0). (3.24)

Je±li ideaª Ea jest porz¡dkowo g¦sty w E, to stosuj¡c ponownie lemat 3.8 (dla D = Ea)

dostajemy

δ(E) = δ(Ea), (3.25)

ale Ea jest ideaªem w L0(S,Σ, µ) (bo ideaªem w E), zatem zast¦puj¡c w równo±ci (3.24)

F -krat¦ E przez Ea otrzymujemy

δ(Ea) = δ((Ea)
0). (3.26)

Poniewa» dla ka»dego x ∈ E oraz dla ka»dego λ > 0 mamy r(λx) = r(x), to z równo±ci

(3.25) oraz (3.26) wynika, »e je±li g : (Ea)
0 → (0,∞) jest dowoln¡ funkcj¡, to

δ(E) = δ(Ea) = δ((Ea)
0) = inf{r(g(A) · χA) : A ∈ Σ, χA ∈ Ea, µ(A) <∞}.

�
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Uwaga 3.10 Lemat 3.9 jest u»yteczny w wyznaczaniu δ(E), gdy E jest przestrzeni¡

Musielaka-Orlicza LM(µ), gdzie µ jest miar¡ σ-sko«czon¡ (i bezatomow¡). Pozwala

ono posªu»y¢ si¦ elementami χA nale»¡cymi do cz¦±ci porz¡dkowo ci¡gªej EM(µ) F -

kraty LM(µ). Wówczas liczba

pA := ρM(t · χA) (3.27)

jest sko«czona dla dowolnego t ∈ R, dzi¦ki czemu w dowodzie twierdzenia 4.7 efektyw-

nie wyznaczamy F -normy elementów yA := t ·pA ·χA, wystarczaj¡ce ju» do obliczenia
δ(LM(µ)) za pomoc¡ warunku (3.23) lematu 3.9.

3.3.3 Charakteryzacja warunku δ(E) = 0 dla F -krat dyskretnych

Poni»sze twierdzenie podaje charakteryzacj¦ dyskretnych F -krat zawieraj¡cych dowol-

nie krótkie proste. Nie zakªadamy w nim, »e E jest σ-zupeªna w sensie Dedekinda.

Twierdzenie 3.11 Niech E b¦dzie F -krat¡ dyskretn¡, oraz niech D oznacza maksymalny

zbiór elementów dyskretnych i parami rozª¡cznych. Je±li E posiada dowolnie krótkie proste

(tj. δ(E) = δ(D) = 0), to

(i) E zawiera nietrywialne pasmo projekcyjne B, przy czym

(ii) pasmo B jest rozpi¦te na ci¡gu (fn) elementów dyskretnych F -kraty E (tj. B =

lin{fn : n ∈ N}), oraz

(iii) pasmo B jest porz¡dkowo - topologicznie izomor�czne z krat¡ ω wszystkich ci¡gów.

Z twierdzenia 3.11 oraz cz¦±ci (ii) lematu 3.8 otrzymujemy natychmiast

Twierdzenie 3.12 Niech E b¦dzie F -krat¡ dyskretn¡, oraz niech D oznacza ustalony mak-

symalny zbiór elementów dyskretnych i parami rozª¡cznych w E. Wtedy nast¦puj¡ce warunki

s¡ równowa»ne:

(i) E zawiera dowolnie krótkie proste (tj. δ(E) = δ(D) = 0),

(ii) E zawiera izomor�czn¡ kopi¦ przestrzeni (rzeczywistej) ω,

(iii) E zawiera pasmo projekcyjne porz¡dkowo-topologicznie izomor�czne z F -krat¡ ω.
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Dowód twierdzenia 3.11. Niech D ⊂ E+ oznacza maksymalny zbiór elementów dys-

kretnych i parami rozª¡cznych F -kraty E. Dla ustalenia tezy zaªó»my, »e zbiór D jest

przeliczalny1: D = {e1, e2, ...}. Na podstawie zaªo»enia oraz lematu 3.8 (i) otrzymujemy

δ(D) = δ(E) = 0.

To oznacza, »e istnieje ci¡g elementów (xn) taki, »e xn 6= 0 oraz

r(xn)→ 0, przy n→∞. (3.28)

Oznaczmy An = supp(xn), gdzie

supp(x) = {k ∈ N : istnieje liczba λ > 0 taka, »e |x| ≥ λek}

(patrz (1.2), rozdziaª 1). Poªó»my S0 =
⋃∞
n=1An i zde�niujmy funkcj¦ h : 2S0 → [0,∞]

wzorem

h(A) := sup
n∈A

r(en).

Z zaªo»enia, »e |x| ≥ λek dla ka»dego k ∈ supp(xn) wynika, »e r(x) ≥ r(λek) = r(ek),

wi¦c r(x) ≥ h(supp(x)). W szczególno±ci, 0 < h(An) ≤ r(xn) dla ka»dego n ∈ N, wi¦c z

warunku (3.28) otrzymujemy

h(An)→ 0, przy n→∞.

Z wniosku 1.29 wynika teraz, »e ci¡g (An) zawiera podci¡g (Ank) posiadaj¡cy rozª¡czne

rozdrobnienie zbiorami jednoelementowymi Dk = {mk}, gdzie mk ∈ Amk . Oznacza to, »e

dla ka»dego k ∈ N istnieje liczba λk > 0 taka, »e |xmk | ≥ λkemk , gdzie m1 < m2 < ... <

mk < ...

Poªó»my fk = emk (mamy wtedy fk ∧ fl = 0 dla k 6= l). Elementy fk s¡ oczywi±cie

elementami dyskretnymi F -kraty E. Poniewa»

r(fk) = r(emk) ≤ r(xmk)→ 0, przy k →∞,

to mo»emy dalej zaªo»y¢, »e r(fk) ≤ 1
2k
, k = 1, 2, ..., a st¡d

∑∞
k=1 r(fk) ≤ 1, wi¦c

∞∑
k=1

sup
t∈R
‖tfk‖ <∞.

Dla ka»dego ci¡gu (tk) ∈ ω mamy zatem

∞∑
k=1

‖tkfk‖ ≤
∞∑
k=1

r(fk) <∞. (3.29)

1Podobny wynik uzyskujemy w przypadku, gdy D jest dowolnym zbiorem niesko«czonym. Z dowodu
twierdzenia 3.11 wynika, »e posªuguj¡c si¦ de�nicj¡ δ(X) wybieramy przeliczalny podzbiór zbioru D i na
nim dokonujemy konstrukcji pasma B.
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Poniewa» F -krata E jest topologicznie zupeªna, to nierówno±¢ (3.29) implikuje, »e szereg∑∞
k=1 tkfk jest zbie»ny (bo absolutnie zbie»ny) do pewnego elementu x ∈ E. Z faktu,

»e elementy fk s¡ parami rozª¡czne oraz szereg
∑∞

k=1 tkfk jest absolutnie zbie»ny do x

otrzymujemy, »e element x jest jednoznacznie reprezentowany przez ci¡g (tk): je±li x =∑∞
k=1 tkfk =

∑∞
k=1 t

′
kfk, to t′k = tk dla ka»dego k ∈ N.

Z jednoznaczno±ci przyporz¡dkowania ci¡gowi ξ = (tk) ∈ ω elementu
∑∞

k=1 tkfk wynika,

»e mo»emy utworzy¢ odwzorowanie h : ω → E okre±lone wzorem

h(ξ) =
∞∑
k=1

tkfk, ξ = (tk). (3.30)

Dla ka»dego k ∈ N mamy fk > 0, wi¦c h jest operatorem liniowym dodatnim dziaªaj¡cym

z F -kraty ω do F -kraty E, zatem z twierdzenia 1.14 wynika, »e

h jest operatorem ci¡gªym. (3.31)

Wyka»emy teraz, »e h jest izomor�zmem kratowym.

(a) h jest iniekcj¡.

Mamy h(ξ) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
∑∞

k=1 tkfk = 0. Poniewa» elementy ci¡gu

(tkfk) s¡ parami rozª¡czne, to dla ka»dego j = 1, 2, ...

|0| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

tkfk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣tjfj +
∑
k 6=j

tkfk

∣∣∣∣∣∣ ≥ |tjfj |; (3.32)

st¡d |tjfj | = 0, a wi¦c dla ka»dego j ∈ N mamy tj = 0, czyli ξ = 0.

(b) h jest surjekcj¡ na domkni¦t¡ podprzestrze« B F -kraty E. Wynika to z dwóch faktów:

(1) przestrze« ω jest minimaln¡ F -przestrzeni¡ (tj. nie istnieje na ω istotnie sªabsza

- od naturalnej - topologia liniowa Hausdor�a [20, Theorem 4.1]),

(2) ka»da ci¡gªa iniekcja dziaªaj¡ca z przestrzeni minimalnej do ustalonej F -kraty

jest izomor�zmem2 (tj. liniowym homomor�zmem).

Z wªasno±ci (2) otrzymujemy, »e B := h(ω) jest zupeªn¡ podprzestrzeni¡ E, zatem

podprzestrzeni¡ domkni¦t¡.

(c) Wyka»emy teraz, »e h jest dodatkowo izomor�zmem kratowym (st¡d, B jest podkrat¡

F -kraty E).

2Niech T oznacza topologi¦ naturaln¡ przestrzeni ω oraz niech τ oznacza topologi¦ F -kraty E. Z ci¡gªo±ci
operatora h otrzymujemy inkluzj¦ T′ := h−1(τ|B) ⊂ T , gdzie h−1(τ|B) = {h−1(U) : U ∈ τ|B}. Klasa T′
jest oczywi±cie topologi¡ liniow¡ i jest ona Hausdor�a, bo h jest iniekcj¡. Z minimalno±ci ω otrzymujemy
T′ = T , zatem dla ka»dego U ∈ T istnieje dokªadnie jeden zbiór V ∈ τ|B taki, »e h−1(V ) = U , tj.
(h−1)−1(U) = h(U) = V ∈ τ|B , zatem h−1 jest operatorem ci¡gªym, wi¦c homeomor�zmem.
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Z ortogonalno±ci elementów ci¡gu (fk) i zbie»no±ci szeregu (3.30) dostajemy, »e dla

dowolnego ξ = (tk) ∈ ω zachodz¡ równo±ci

|h(ξ)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

tkfk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ lim
m→∞

m∑
k=1

tkfk

∣∣∣∣∣ = lim
m→∞

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

tkfk

∣∣∣∣∣ =

lim
m→∞

m∑
k=1

|tkfk| =
∞∑
k=1

|tkfk| =
∞∑
k=1

|tk|fk = h(|ξ|),

a zatem, na podstawie lematu 1.13, h jest homomor�zmem kratowym.

Ostatecznie, wykazali±my w punktach (a), (b) i (c), »e h jest izomor�zmem kratowym z

kraty ω na B.

W dalszej cz¦±ci dowodu wyka»emy, »e B jest pasmem projekcyjnym w E. To, w

poª¡czeniu z faktem, »e h jest izomor�zmem kratowym, da nam dowód wszystkich punktów

(i) - (iii) naszego twierdzenia.

Poniewa» F -krata E jest dyskretna (a zaªo»yli±my dla uproszczenia, »e maksymalny

zbiór elementów dyskretnych i parami rozª¡cznych w E jest przeliczalny), to dla ka»dego

elementu x ∈ E+ istnieje ci¡g nieujemnych skalarów (λj) takich, »e

x = sup{λjej , j ∈ N},

tj. (na podstawie warunku λjej ∧ λkek = 0 dla j 6= k) mamy

x = sup{
n∑
j=1

λjej , n = 1, 2, ...}. (3.33)

Z zaªo»enia, »e ka»dy szereg
∑∞

k=1 akenk jest zbie»ny w E dla dowolnego ci¡gu (ak) ⊂ R
otrzymujemy istnienie w E elementu

xB =

∞∑
k=1

λjkejk (= sup
k∈N

λjkejk) ∈ B. (3.34)

Jest teraz oczywiste, »e przyporz¡dkowanie E+ 3 x = supj∈N λjej 7→
∑∞

k=1 λjkejk ∈ B+ de-

�niuje operator addytywny i dodatnio jednorodny PB taki, »e P 2
B = PB oraz

0 ≤ PBx ≤ x, który rozszerza si¦ w sposób naturalny do projekcji porz¡dkowej dziaªa-

j¡cej z E do B = h(ω). Mamy przy tym PBu = u dla ka»dego u ∈ B, wi¦c B jest pasmem

projekcyjnym.

Na podstawie dowiedzionych ju» wªasno±ci (a), (b), (c) otrzymujemy, »e pasmo B speªnia

warunki (i) - (iii) naszego twierdzenia. �

Glowne twierdzenie tego rozdziaªu, odno±nie problemu ortomor�zmów centralnych, mówi,

»e warunek δ(E) = 0 dla dyskretnej F -kraty E poci¡ga istnienie ortomor�zmu niecentral-

nego na E. Implikacja w drug¡ stron¦ jednak nie zachodzi, co pokazuje przykªad 4.5.
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Twierdzenie 3.13 Je±li E jest F -krat¡ dyskretn¡ zawieraj¡c¡ izomor�czn¡ kopi¦ ω (tj.

δ(E) = 0: lemat 3.8 (ii)), to krata Orth(E) zawiera pasmo projekcyjne porz¡dkowo izomor-

�czne z krat¡ ω. W szczególno±ci Orth(E) 6= Z(E).

Dowód. Z twierdzenia 3.11 wynika, »e krata E zawiera pasmo projekcyjne B izomor�czne

porz¡dkowo z krat¡ ω. Na podstawie przykªadu 2.22 (a) mamy Orth(ω) 6= Z(ω). Teraz

stosujemy lemat 3.1. �

3.3.4 Charakteryzacja warunku δ(E) = 0 dla bezatomowych

F -krat funkcyjnych

Poni»sze twierdzenie jest bezatomowym odpowiednikiem twierdzenia 3.12 i b¦dzie sto-

sowane w cz¦±ci dowodu twierdzenia 3.16.

Twierdzenie 3.14 Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary z miar¡ µ-bezatomow¡ i σ-

sko«czon¡, oraz niech E ⊂ L0(S,Σ, µ) b¦dzie F -krat¡ funkcyjn¡, (tj. ideaªem w L0(S,Σ, µ)

z F -norm¡ ‖ · ‖E monotoniczn¡). Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) E zawiera izomor�czn¡ (tj. liniowo-homeomor�czn¡) kopi¦ ω,

(ii) E zawiera kratowo-topologiczn¡ kopi¦ ω.

Uwaga 3.15 Z dowodu tego twierdzenia wynika, »e wystarczy przyj¡c nieco sªabsze

zaªo»enie: dla ka»dego A ∈ Σ takiego, »e µ(A) > 0 istnieje podzbiór A0 ⊂ A taki, »e

A0 ∈ Σ oraz 0 < µ(A0) <∞.

Dowód twierdzenia 3.14. Oczywi±cie wystarczy wykaza¢ implikacj¦ (i)⇒ (ii).

Dla skrócenia oznacze«, je±li g ∈ L0(S,Σ, µ), to symbolem g oznacza¢ b¦dziemy klas¦

abstrakcji w L0(S,Σ, µ) wyznaczon¡ przez funkcj¦ g.

Warunek (i) jest równowa»ny z warunkiem, »e krata E zawiera dowolnie krótkie proste

(twierdzenie (BPR)). Z dowodu [41, Proposition 4.2.7] oraz z faktu, »e E jest ideaªem w

L0(S,Σ, µ) wynika, »e istnieje ci¡g (fn) ∈ L0(S,Σ, µ) funkcji µ-mierzalnych takich, »e dla

ka»dego n ∈ N mamy fn ∈ E oraz

∞∑
n=1

r(fn) <∞, (3.35)

i ci¡g (fn) rozpina3 podprzestrze« domkni¦t¡ w E izomor�czn¡ z ω: szereg
∑∞

n=1 tnfn jest

zbie»ny w E wtedy i tylko wtedy, gdy (tn) ∈ ω.
3W dowodzie [41, Proposition 4.2.7] wykorzystuje si¦ mocniejszy warunek ni» (3.35), gwarantuj¡cy, »e

ci¡g (fn) rozpina podprzestrze« izomor�czn¡ z ω : r
(
fn+1

)
< 1

4
r(fn), n = 1, 2, ....
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Zde�niujmy zbiory An ∈ Σ wzorem An = supp(fn), n = 1, 2, ...; wtedy oczywi±cie

µ(An) > 0. Poniewa» przestrze« miary jest σ-sko«czona, to dla ka»dego n ∈ N istnieje

podzbiór A0
n ⊂ An taki, »e 0 < µ(A0

n) < ∞. Z twierdzenia 1.24 wynika, »e istnieje ci¡g

(Dn) ⊂ Σ taki, »e Dn ⊂ A0
n, µ(Dn) > 0 dla n = 1, 2, ... oraz Dk ∩Dl = ∅ dla k 6= l.

Poªó»my teraz gn := fn · χDn , n = 1, 2, ..., gdzie χD oznacza funkcj¦ charakterystyczn¡

zbioru D. Wtedy supp(gn) = Dn (bo Dn ⊂ A0
n ⊂ An, n = 1, 2, ...) oraz |gk| ∧ |gl| = 0 dla

k 6= l, n, k, l ∈ N.
Dla tak zde�niowanego ci¡gu (gn) zachodz¡ nierówno±ci |gn| ≤ |fn| µ-wsz¦dzie, wi¦c

|gn| ≤ |fn|, a zatem ‖gn‖E = ‖ |gn| ‖E ≤ ‖ |fn| ‖E = ‖ gn ‖E , sk¡d r(gn) ≤ r(fn),

n = 1, 2, .... St¡d oraz z warunku (3.35) otrzymujemy

∞∑
n=1

r(gn) <∞. (3.36)

Dla ka»dego ci¡gu (tn) ∈ ω mamy
∑∞

n=1 ‖tngn‖E ≤
∑∞

n=1 r(gn), zatem warunek (3.36)

implikuje, »e szereg
∑∞

n=1 tngn jest absolutnie zbie»ny w E.

Z faktu, »e funkcje gn s¡ parami rozª¡czne wynika natychmiast, »e równie» elementy gn

s¡ parami rozª¡czne, wi¦c odwzorowanie h : ω → E postaci h((tn) =
∑∞

n=1 tngn jest

izomor�zmem kratowym, wi¦c ci¡gªym. Poniewa» krata ω jest przestrzeni¡ minimaln¡

([20, Theorem 4.1]), to (na podstawie wªasno±ci (b) (2) w dowodzie twierdzenia 3.11) obraz

h(ω) jest domkni¦ty w E, zatem h jest homeomor�zmem [41, Theorem 2.3.2]. To oznacza,

»e odwzorowanie h jest izomor�zmem kratowo-topologicznym. �

Poni»sze twierdzenie jest istotne tylko w przypadku bezatomowych F -krat funkcyjnych,

poniewa» dla F -krat dyskretnych E mamy mocniejszy wynik: Orth(E) zawiera pasmo

projekcyjne izomor�czne porz¡dkowo z krat¡ ω (twierdzenie 3.12).

Twierdzenie 3.16 Niech E b¦dzie F -krat¡ σ-zupeªn¡ w sensie Dedekinda z wªasno±ci¡

σ-Fatou. Je±li E zawiera kratowo-topologiczn¡ kopi¦ ω w przypadku ogólnym, lub E jest F -

krat¡ funkcyj¡ i zawiera (liniowo-)topologiczn¡ kopi¦ ω, to krata Orth(E) zawiera kratow-

topologiczn¡ kopi¦ ω:

• istnieje ci¡g parami ortogonalnych projekcji porz¡dkowych (Pj) taki, »e dla ka»dego

ci¡gu (tj) ∈ ω oraz dla ka»dego x ∈ E szereg
∑∞

j=1 tjPjx jest punktowo zbie»ny i

de�niuje pewien ortomor�zm T na E; odwzorowanie

ω 3 (tj) 7→
∞∑
j=1

tjPj ∈ Orth(E) (zbie»no±¢ punktowa w E)

jest izomor�zmem kratowym z ω w Orth(E). W szczególno±ci Orth(E) 6= Z(E).

Dowód Je±li E jest F -krat¡ funkcyjn¡ i zawiera liniowo-topologiczn¡ kopi¦ ω, to na

podstawie twierdzenia 3.14 krata E zawiera kratowo-topologiczn¡ kopi¦ ω, tzn. istnieje
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ci¡g (yj) dodatnich i parami rozª¡cznych elementów kraty ω taki, »e dla ka»dego ci¡gu

(tj) ∈ ω szereg
∑∞

j=1 tjyj jest zbie»ny w E, a odwzorowanie Ψ : ω → E okre±lone wzorem

Ψ((tj)) =
∑∞

j=1 tjyj jest izomor�zmem kratowo-topologicznym.

Z zaªo»enia, »e E jest σ-zupeªna w sensie Dedekinda, (wi¦c ma wªasno±¢ (PPP )) otrzy-

mujemy, »e na ka»de pasmo yjdd istnieje projekcja porz¡dkowa Pj : E → yj
dd postaci

Pjx = sup
n∈N

(x ∧ nyj), gdzie x ≥ 0. (3.37)

Poniewa» z zaªo»enia elementy ci¡gu (yj) s¡ parami rozª¡czne, wi¦c na podstawie [33,

Theorem 19.3 (ii)], mamy yjdd ∩ ykdd = {0}, dla j 6= k. Skoro Pj(E) = yj
dd oraz Pk(E) =

yk
dd, to z [33, Theorem 30.1, por. str. 181] wynika, »e PjPk = 0, zatem elementy ci¡gu

(Pj) s¡ parami rozª¡czne.

Wyka»emy teraz, »e ci¡g (Pj) rozpina kopi¦ kratow¡ ω. W tym celu poka»emy najpierw,

»e dla ka»dego ci¡gu (tj) ∈ ω+ oraz dla ka»dego x ∈ E+ szereg
∑∞

j=1 tjPjx jest topologicznie

zbie»ny w E, tj. (patrz (3.37)) szereg
∑∞

j=1 tj supn∈N(x ∧ nyj) jest zbie»ny.
Przypu±¢my, przeciwnie, »e istnieje ci¡g (tj) ∈ ω+ oraz element x ∈ E+ \ {0} takie,

»e szereg
∑∞

j=1 tjPjx nie jest zbie»ny, a zatem ci¡g sum cz¦±ciowych Sk =
∑k

j=1 tjPjx,

k = 1, 2, ... nie speªnia warunku Cauchy'ego. Istnieje wi¦c liczba ε0 > 0 oraz rosn¡cy ci¡g

liczb naturalnych (kr) takie, »e∥∥∥∥∥∥
kr+1∑

j=kr+1

tjPjx

∥∥∥∥∥∥ > ε0, r = 1, 2, ...; (3.38)

równowa»nie (patrz 3.37))∥∥∥∥∥∥
kr+1∑

j=kr+1

tj(sup
n∈N

(x ∧ nyj))

∥∥∥∥∥∥ > ε0, r = 1, 2, ....

Ustalmy r ∈ N i oznaczmy

Ar = {kr + 1, kr + 2, ..., kr+1},

Vr =
∑
j∈Ar

tjPjx,

Wr(n) =
∑
j∈Ar

tj(x ∧ nyj), n = 1, 2, ...

Wprost z de�nicji Vr i z równo±ci (3.37) otrzymujemy

Vr ≥Wr(n), n = 1, 2, ... (3.39)

Poniewa» elementy x, yj s¡ nieujemne oraz tj ∈ R+, to Wr(n) ≤Wr(n+ 1) dla ka»dego n ∈
N, wi¦c z faktu, »e krata E jest σ-zupeªna w sensie Dedekinda wynika, »e ci¡g (Wr(n))∞n=1,

jako rosn¡cy i ograniczony z góry (patrz (3.39)), posiada supremum Wr ∈ E, przy czym

Vr ≥Wr ≥Wr(n), n = 1, 2, ..., . (3.40)
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Z nierówno±ci (3.40) oraz de�nicji elementów Wr(n) otrzymujemy nierówno±ci

Vr ≥Wr ≥ tj(x ∧ nyj), dla wszystkich j ∈ Ar oraz n = 1, 2, ... (3.41)

Z drugiej strony, na podstawie relacji (3.37) mamy tj(x ∧ nyj) ↑ tjPjx, przy n ↑ ∞, zatem

z nierówno±ci (3.41) otrzymujemy

Vr ≥Wr ≥ tjPjx, j ∈ Ar. (3.42)

Z faktu, »e elementy tjPjx, j ∈ Ar s¡ parami rozª¡czne wynika, »e

Vr ≥Wr ≥ sup
j∈Ar

tjPjx =
∑
j∈Ar

tjPjx = Vr,

a zatem

Vr = Wr = sup{Wr(n), n ∈ N}. (3.43)

Stosuj¡c teraz wªasno±¢ σ-Fatou do nierówno±ci (3.38) oraz równo±ci (3.43) dostajemy

ε0 < ‖Vr‖ = ‖ sup
n∈N

Wr(n)‖ = sup
n∈N
‖Wr(n)‖, r = 1, 2, ..., (3.44)

zatem (poniewa» ci¡g liczb (‖Wr(n)‖)∞n=1 jest niemalej¡cy) istnieje liczba naturalna nr taka,

»e ‖Wr(nr)‖ > ε0, tj. ∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Ar

tj(x ∧ nryj)

∥∥∥∥∥∥ > ε0, (3.45)

ale x ∧ nryj ≤ nryj dla j ∈ Ar, wi¦c z nierówno±ci (3.45) otrzymujemy dalej nierówno±¢∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Ar

(tjnr)yj

∥∥∥∥∥∥ > ε0. (3.46)

Wykazali±my zatem, »e dla ka»dego r ∈ N istnieje liczba nr ∈ N taka, »e zachodzi nierówno±¢

(3.46). St¡d wynika, »e szereg
∑∞

r=1

∑
j∈Ar(tjnr)yj nie speªnia warunku Cauchy'ego, wi¦c

nie jest zbie»ny w E, co jest sprzeczne z wªasno±ci¡ ci¡gu (yj).

W ten sposób wykazali±my, »e dla ka»dego x ∈ E+ oraz dla ka»dego ci¡gu (tj) ∈ ω+

szereg
∑∞

j=1 tjPjx musi by¢ zbie»ny, zatem szereg ten jest zbie»ny dla dowolnego x ∈ E
oraz (tj) ∈ ω.

Zbie»no±¢ szeregu
∑∞

j=1 tjPjx dla dowolnego (tj) ∈ ω pozwala zde�niowa¢ endomor�zm

T kraty E wzorem

T (x) = lim
m→∞

(
m∑
j=1

tjPjx), x ∈ E. (3.47)

Poniewa» dla ka»dego m ∈ N operator
∑m

j=1 tjPj jest ortomor�zmem, to z lematu 2.20

otrzymujemy, »e T jest równie» ortomor�zmem. St¡d wynika, »e funkcja f : ω → Orth(E)

okre±lona wzorem

f((tj)) =

∞∑
j=1

tjPj (zbie»no±¢ punktowa szeregu w E) (3.48)
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jest dobrze zde�niowana. W dalszym ci¡gu wyka»emy, »e f jest izomor�zmem kratowym.

Odwzorowanie f jest homomor�zmem kratowym: dla ka»dego x ≥ 0 elementy Pjx s¡

parami ortogonalne, wi¦c

|f((tj))(x)| = |
∞∑
j=1

tjPj(x)| = lim
m→∞

|
m∑
j=1

tjPj(x)| =

= lim
m→∞

m∑
j=1

|tjPj(x)| =
∞∑
j=1

|tj |Pj(x) = f((|tj |))(x), (3.49)

zatem |f(t)| = f(|t|) dla ka»dego t ∈ ω. Ponadto

Ker(f) = {t = (tj);
∞∑
j=1

tjPj = 0 (zbie»no±¢ punktowa)} = {0},

poniewa» z warunku (3.49) natychmiast wynika, »e
∑∞

j=1 tjPjx = 0 wtedy i tylko wtedy,

gdy
∑∞

j=1 |tj |Pjx = 0 dla ka»dego x ∈ E+, a zatem |tj |Pjx = 0 dla ka»dego j = 1, 2, ... oraz

x ∈ E+; w szczególno±ci kªad¡c x = yj otrzymujemy |tj |Pj(yj) = |tj |yj = 0, sk¡d |tj | = 0

dla ka»dego j ∈ N, a zatem t = (tj) = (0)∞j=1 = 0.

Otrzymali±my, »e f jest izomor�zmem kratowym z ω na podkrat¦ Orth(E) rozpi¦t¡ na

ci¡gu (Pj) parami rozª¡cznych projekcji porz¡dkowych w E.

Rozwa»my teraz przykªadowy ortomor�zm dodatni T postaci

T =
∞∑
j=1

jPj

(zbie»no±¢ punktowa w E). Na podstawie implikacji (iii)⇒ (i) w lemacie 3.2 otrzymujemy,

»e T ∈ Orth(E) \ Z(E). �.

3.4 Ortomor�zmy w F -kratach niezawieraj¡cych izomor�cz-

nej kopii ω

Z twierdze« 3.12, 3.16 oraz (BPR) wynika, »e dalsze badania równo±ci Orth(E) = Z(E)

mo»emy ograniczy¢ do przypadku, gdy dana F krata E nie zawiera izomor�cznej kopii ω.

W poni»szym lemacie wskazujemy, »e je±li E nie zawiera izomor�cznej kopii ω, to liczb¦

δ(E) mo»na wyznaczy¢ za pomoc¡ elementów sfer pewnych kul w E.

Lemat 3.17 Niech E b¦dzie F -krat¡. Je±li δ(E) > 0, to dla ka»dej liczby θ ∈ (0, δ(E))

oraz dla ka»dego x ∈ E \ {0} istnieje liczba tx > 0 taka, »e

‖tx · x‖E = θ. (3.50)

W szczególno±ci, zbiór Gθ = {g ∈ E+ : ‖g‖E = θ} speªnia warunek (3.14): dla ka»dego

x ∈ E+ istnieje liczba λx > 0 oraz g ∈ Gθ takie, »e x ≥ λx · g, a zatem δ(E) = δ(Gθ).
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Dowód. Niech x ∈ E \ {0}. Rozwa»my funkcj¦

fx(t) = ‖t · x‖E , t ∈ [0,∞).

Ustalmy θ ∈ (0, δ(E)). Funkcja fx jest ci¡gªa, fx(0) = 0 oraz limx→∞ fx(t) = r(x) ≥
δ(E) > θ > 0. Poniewa» funkcja fx jest niemalej¡ca i ci¡gªa, to istnieje liczba t′ > 0 taka,

»e fx(t′) > θ > 0 = fx(0). Z wªasno±ci Darboux wynika, »e istnieje liczba tx ∈ (0, t′) taka,

»e fx(tx) = θ, czyli ‖tx · x‖E = θ.

Niech teraz, dla ustalonego y ∈ E+ \ {0}, liczba ty speªnia równanie ‖ty · y‖E = θ.

Wówczas, dla g = tyy ∈ Gθ mamy y = 1
ty
· g, zatem speªniony jest warunek (3.14) dla

λ = 1
ty
. �

Z lematu 3.17 wynika natychmiast, »e mo»emy poszukiwa¢ mniejszego podzbioru D

zbioru Gθ, nadal speªniaj¡cego warunek (3.14), sk¡d otrzymaliby±my równo±¢ δ(D) = δ(E).

Ustalony taki podzbiór b¦dziemy oznacza¢ symbolem Dθ. Za jego pomoc¡ de�niujemy

funkcj¦ εθ : [0, 1]→ R+ wzorem

εθ(t) = sup
t∈Dθ
‖t · x‖E , (3.51)

której ci¡gªo±¢ w zerze okazuje si¦ wa»nym elementem badania struktury kraty Orth(E).

Poni»sze twierdzenie jest gªównym wynikiem tego podrozdziaªu. Podaj¦ w nim warunek

wystarczaj¡cy - (?) - na zachodzenie równo±ci Orth(E) = Z(E); za jego pomoc¡ mo»na w

konkretnych przypadkach sprawdzi¢, czy dana F -krata posiada ortomor�zmy niecentralne

(twierdzenia 3.27 oraz 4.2). Warunek ten przetestowaªam zarówno na ci¡gowych przestrze-

niach Musielaka-Orlicza (twierdzenia 3.27 4.2 (b), wniosek 4.3, stwierdzenie 4.30, przykªad

4.43), jak i bezatomowych (wniosek 4.17, twierdzenie 4.21).

Twierdzenie 3.18 Niech E b¦dzie F -krat¡. Dla ustalonej dodatniej liczby θ niech Dθ

oznacza podzbiór E+ speªniaj¡cy warunek (3.14), przy czym ‖ξ‖ = θ dla ka»dego ξ ∈ Dθ.

Wtedy

(i) E nie zawiera izomor�cznej kopii ω; przy tym δ(E) = δ(Dθ) ≥ θ;

(ii) warunkiem wystarczaj¡cym na zachodzenie równo±ci

Orth(E) = Z(E)

jest warunek:

(?) funkcja εθ okre±lona na przedziale [0, 1] wzorem

εθ(t) = sup
ξ∈Dθ

‖ξt‖

jest ci¡gªa w zerze.
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Uwaga 3.19 Warunek (?) nie jest na ogóª koniecznym na zachodzenie równo±ci

Orth(E) = Z(E), co wynika z przykªadu 4.43. W stwierdzeniu 4.30 pokazujemy

jednak, »e warunek (?) jest konieczny w pewnej (do±¢ w¡skiej) klasie przestrzeni

Musielaka-Orlicza.

Uwaga 3.20 (a) Ci¡gªo±¢ funkcji εθ w zerze jest równowa»na topologicznej ograniczono±ci

zbioru Dθ (tj. warunek λn → 0 dla ci¡gu liczb rzeczywistych (λn) implikuje topolo-

giczn¡ zbie»no±¢ do zera ci¡gu (λnξn) dla dowolnego ci¡gu (ξn) ⊂ Dθ).

(b) Z lematu 3.8 (ii) wynika natychmiast, »e na zachodzenie warunku (i) w twierdzeniu

3.18 wystarczy, aby zbiór D \ {0} speªniaj¡cy warunek (3.14) byª oddzielony od zera,

co jest oczywi±cie sªabszym zaªo»eniem od przyj¦tego w pracy.

Uwaga 3.21 Zauwa»my, »e gdy δ(E) = 0, to rozwi¡zanie równania (3.50) mo»e nie istnie¢.

Przykªadowo, je±li E = ω oraz en oznacza n-ty wektor jednostkowy przestrzeni ω, to

dla ka»dego θ > 0 oraz ka»dego t ∈ R równo±¢ (3.50) zachodzi tylko dla sko«czonej

ilo±ci elementów zbioruD, poniewa» dla ka»dego t ∈ Rmamy ‖ten‖E = 1
2n ·

|t|
1+|t| <

1
2n .

Dowód twierdzenia 3.18. Warunek (i) wynika wprost z warunków (ii) oraz (iii) lematu

3.8.

Przypu±¢my, »e speªniony jest warunek (ii) naszego twierdzenia, oraz »e istnieje nieujemny

ortomor�zm T ∈ Orth(E) \ Z(E). Na podstawie lematu 3.2, istnieje ci¡g (yn) ⊂ E+ \ {0}
taki, »e Tv ≥ n · v dla wszystkich v ∈ [0, yn] dla n = 1, 2, .... Z warunku (3.14) wynika,

»e dla ka»dego n ∈ N istnieje liczba λn > 0 oraz ξn ∈ D takie, »e λnξn ∈ (0, yn], a zatem

T (λnξn) ≥ n · λnξn; st¡d Tξn ≥ n · ξn, tj.

T

(
ξn
n

)
≥ ξn, dla n = 1, 2, ..., . (3.52)

Na podstawie zaªo»enia (ii) mamy∥∥∥∥ 1

n
ξn

∥∥∥∥ ≤ εs( 1

n

)
→ 0, (3.53)

wi¦c
1

n
ξn → 0. (3.54)

Wiemy, »e ortomor�zm T jest ci¡gªy (gdy» jest dodatni na F -kracie E: twierdzenie 1.14),

z warunku (3.52) dostajemy jednak, »e∥∥∥∥T (ξnn
)∥∥∥∥ ≥ ‖ξn‖ = s > 0, n = 1, 2, ..., (3.55)
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co przeczy ci¡gªo±ci ortomor�zmu T . St¡d wynika, »e warunek T ∈ Orth(E) \ Z(E) jest

faªszywy, zatem musi by¢ Orth(E) \ Z(E) = ∅, wi¦c Orth(E) = Z(E) jak twierdzimy. �

Twierdzenie 3.18 wskazuje, »e u»ytecznym narz¦dziem do badania równo±ci

Orth(E) = Z(E) (3.56)

jest funkcja εθ zde�niowana dla ustalonego zbioruDθ speªniaj¡cego warunek (3.14): ci¡gªo±¢

funkcji εθ w zerze implikuje warunek (3.56). Jest jasne, »e ci¡gªo±¢ funkcji εθ w zerze mo»e

zale»e¢ zarówno od konkretnej warto±ci θ, jak i zbioru Dθ. Powstaj¡ zatem naturalne

pytania:

(1) Czy wszystkie liczby θ ∈ (0,∞) pozwalaj¡ poprawnie zde�niowa¢ funkcj¦ εθ ?

(2) Jak maªy - w stosunku do zbioru Gθ - mo»e by¢ zbiór Dθ ?

Z nierówno±ci (3.14) wynika, »e zbiórDθ powinien by¢ porz¡dkowo g¦sty w E (tj. Ddd
θ = E),

a zatem w przypadku, gdy F -krata E jest dyskretna nie powinien by¢ mniejszy ni» zbiór

atomów F -kraty E.

Poni»szy lemat jest uzupeªnieniem lematu 3.17 i jest odpowiedzi¡ na pierwsze pytanie.

Dla niepustego podzbioru A ⊂ E \{0} de�niujemy zbiór C(A) 'dopuszczalnych elemen-

tów θ wzgl¦dem A' jako zbiór tych θ > 0, dla których istnieje rozwi¡zanie równania

‖tx · x‖E = θ, (3.57)

dla wszystkich x ∈ A, tj.
C(A) =

⋂
x∈A

C(x), (3.58)

gdzie

C(x) = {θ > 0 : równanie (3.57) ma rozwi¡zanie tx ∈ R+}.

Lemat 3.22 Niech D oznacza dowolny, ustalony podzbiór F -kraty E speªniaj¡cy warunek

(3.14). Przykªadowo,

(i) je±li E jest F -krat¡ funkcyjn¡ (tj. ideaªem porz¡dkowo g¦stym pewnej kraty L0(S,Σ, µ)),

to

D = E0 = {χA, A ∈ Σ, 0 < µ(A) <∞, χA ∈ E},

(ii) je±li E jest F -krat¡ dyskretn¡, to D skªada si¦ z elementów dyskretnych tej kraty.

Je±li E nie zawiera izomor�cznej kopii ω, to zbiór C(D) jest niepusty. Dokªadniej, zachodz¡

inkluzje

C(D) ⊃ C(E) ⊃ (0, δ(E)),

przy czym int(C(E)) = (0, δ(E)).
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Dowód. Zbiory D z punktów (i) oraz (ii) s¡ opisane w przykªadzie 3.7, punkty (3) oraz

(4). Pierwsza inkluzja jest oczywista. Ponadto, na podstawie twierdzenia (BPR) mamy

δ(E) > 0.

Dla x 6= 0, niech fx oznacza funkcj¦ ci¡gª¡ na R postaci fx(t) = ‖tx‖E .
Je±li δ(E) = ∞, to r(x) = ∞ dla ka»dego x 6= 0, wi¦c z faktu, »e ka»da funkcja

fx posiada wªasno±¢ Darboux wynika, »e fx(R+) = R+, a zatem równanie (3.57) posiada

rozwi¡zanie tx ∈ (0,∞) dla ka»dego θ > 0. St¡d C(x) = R+ dla ka»dego x 6= 0, wi¦c

C(E) = R+ = (0, δ(E)).

Je±li δ(E) < ∞, to z de�nicji C(E) oraz powy»szego opisu przypadku r(x) = ∞
wynika, »e wystarczy rozpatrze¢ tylko te x 6= 0, dla których r(x) < ∞. Poniewa» ka»da

funkcja fx jest niemalej¡ca na R+, to z ci¡gªo±ci fx (stosuj¡c ponownie wªasno±¢ Darboux)

otrzymujemy inkluzj¦ fx(R+) ⊃ (0, r(x)), wi¦c fx(R+) ⊃ (0, δ(E)) (bo r(x) ≥ δ(E)). St¡d

C(x) ⊃ (0, δ(E)) dla ka»dego x ∈ E \ {0}, a zatem C(E) ⊃ (0, δ(E)).

Rozwa»my teraz przypadek θ > δ(E). Na podstawie de�nicji δ(E) otrzymujemy: ist-

nieje liczba γ > 0 oraz element xγ ∈ E \ {0} takie, »e r(xγ) < δ(E) + γ = θ, a zatem

dla ka»dego t > 0 mamy fxγ (t) = ‖txγ‖E ≤ r(xγ) < θ, wi¦c równanie (3.57) nie posiada

rozwi¡zania ax; st¡d θ /∈ C(E). Oznacza to, »e wn¦trze zbioru C(E) jest równe (0, δ(E))

jak twierdzili±my. �

W twierdzeniach dotycz¡cych speªniania warunku Orth(E) = Z(E) wykorzystujemy

ci¡gªo±¢ w zerze pewnej funkcji f de�niowanej za pomoc¡ rodziny F = {fξ, ξ ∈ A} - funkcji
skalarnych budowanych na elementach dyskretnych danej kraty dyskretnej E (twierdzenia

3.18 oraz 4.2). Okazuje si¦, »e cz¦sto ci¡gªo±¢ w zerze funkcji f jest równowa»na warun-

kowej zwarto±ci rodziny F . Mimo, »e wªasno±ci tej nie wykorzystujemy w sposób jawny

(por twierdzenie 4.15 oraz wniosek 4.18), to jest ona interesuj¡ca sama w sobie i dlatego

omawiamy j¡ w kolejnym lemacie.

Lemat 3.23 Niech F = {fξ, ξ ∈ A} b¦dzie rodzin¡ funkcji parzystych okre±lonych na

odcinku [−1, 1]. Zaªó»my, »e ka»da z tych funkcji jest niemalej¡ca na [0, 1], przy czym

fξ(0) = 0 oraz fξ(1) = 1. Wówczas: rodzina F jest jednakowo ci¡gªa w zerze wtedy i tylko

wtedy, gdy funkcja f okre±lona wzorem f(t) = supξ∈A fξ(t) jest ci¡gªa w zerze.

Ponadto, je±li funkcje fξ s¡ subaddytywne na [0, 1], to nast¦puj¡ce warunki s¡ równo-

wa»ne:

(i) funkcja f jest ci¡gªa w zerze (a wi¦c rodzina funkcji F jest jednakowo ci¡gªa w zerze),

(ii) funkcja f jest ci¡gªa na odcinku [0, 1],

(iii) rodzina F jest jednakowo ci¡gªa,

(iv) rodzina F0 = {fξ |[0,1], ξ ∈ A} jest podzbiorem relatywnie zwartym w C[0, 1].
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Dowód. Z de�nicji 1.2 wynika, »e rodzina F jest jednakowo ci¡gªa w zerze wtedy i tylko

wtedy, gdy funkcja f(t) = supξ∈A fξ(t) jest ci¡gªa w zerze.

(ii)⇒ (i). Ta implikacja jest oczywista.

(i) ⇒ (ii). Poniewa» funkcje fξ s¡ subaddytywne, to funkcja f jest równie» subaddy-

tywna. St¡d

f(t) = f(t− s+ s) = sup
ξ∈A

fξ(t− s+ s) ≤ sup
ξ∈A

(fξ(t− s) + fξ(s)) ≤

≤ sup
ξ∈A

fξ(t− s) + sup
ξ∈A

fξ(s) = f(t− s) + f(s). (3.59)

Zamieniaj¡c teraz zmienne t oraz s rolami otrzymujemy

f(s) ≤ f(s− t) + f(t) = f(t− s) + f(t). (3.60)

�¡cz¡c nierówno±ci (3.59) oraz (3.60) otrzymujemy

−f(t− s) ≤ f(t)− f(s) ≤ f(t− s).

Mamy zatem

|f(t)− f(s)| ≤ f(t− s),

wi¦c przy t → s dostajemy, »e f(t) → f(s), st¡d funkcja f jest ci¡gªa, co dowodzi naszej

implikacji (i)⇒ (ii).

(iii)⇒ (i). Ta implikacja jest oczywista.

(ii)⇒ (iii). Poniewa» funkcje fξ s¡ subaddytywne, to prawdziwe s¡ nierówno±ci

fξ(t) ≤ fξ(t− s) + fξ(s) ≤ f(t− s) + fξ(s). (3.61)

Zamieniaj¡c rolami zmienne t oraz s otrzymujemy

fξ(s) ≤ fξ(s− t) + fξ(t) ≤ f(s− t) + fξ(t). (3.62)

�¡cz¡c nierówno±ci (3.61) oraz (3.62) otrzymujemy

|fξ(t)− fξ(s)| ≤ f(t− s).

Zatem

sup
ξ∈A
|fξ(t)− fξ(s)| ≤ f(t− s),

wi¦c z ci¡gªo±ci funkcji f w zerze dostajemy jednakow¡ ci¡gªo±¢ rodziny F .
(iii) ⇔ (iv). Poniewa» funkcje fξ s¡ monotoniczne i nieujemne, to s¡ ograniczone z

góry przez 1 oraz z doªu przez 0. Na podstawie twierdzenia Arzeli-Ascoliego, warunek (iii)

jest równowa»ny z warunkow¡ zwarto±ci¡ zbioru F0 jako podzbioru C[0, 1]. �
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Uwaga 3.24 Niech E b¦dzie F -krat¡ z F -norm¡ ‖ · ‖E , oraz niech Dθ oznacza podzbiór

E+ speªniaj¡cy warunek (3.14), przy czym dla ka»dego ξ ∈ Dθ mamy ‖ξ‖E = θ.

Rozwa»my funkcje fξ postaci fξ(t) = ‖tξ‖, t ∈ [0, 1]. Poniewa» ka»da z tych funkcji

jest subaddytywna, to z lematu 3.23 wynika, »e funkcja εθ zde�niowana w twierdzeniu

3.18 (εθ(t) = supξ∈Dθ fξ(t)) jest ci¡gªa (w zerze) wtedy i tylko wtedy, gdy rodzina

F = {fξ}ξ∈Dθ jest podzbiorem relatywnie zwartym w C[0, 1].

Pierwsze zastosowanie warunku (?) twierdzenia 3.18 otrzymujemy dla tzw. krat p-

banachowskich.

Niech p ∈ (0, 1]. Przypomnijmy [41, Chapter 3], »e F -norma ‖ · ‖ na F -przestrzeni X
jest p-jednorodna, je±li warunek (iv) w de�nicji 1.1 zast¡pimy warunkiem

(iv′) ‖tx‖ = |t|p‖x‖, dla wszystkich x ∈ X, t ∈ R;

wtedy (X, ‖ · ‖) nazywamy przestrzeni¡ p-banachowsk¡. Elementarnymi przykªadami s¡ tu

przestrzenie Banacha oraz przestrzenie Lp(µ). Ponadto, analizuj¡c przykªady przestrzeni

p-Banacha zawarte w monogra�i [41] ªatwo zauwa»y¢, »e s¡ to funkcyjne F -kraty. To

upowa»nia do wprowadzenia nast¦puj¡cej de�nicji:

De�nicja 3.25 F -krat¦ E z F -norm¡ p-jednorodn¡, gdzie p ∈ (0, 1], nazywamy krat¡ p-

Banacha.

Niech E = (E, ‖ · ‖) b¦dzie krat¡ p-Banacha, oraz niech D = {x ∈ E, ‖x‖ = 1}.
Wtedy zbiór D = D1 speªnia oczywi±cie warunek (3.14) oraz funkcja ε1 wyznaczona przez

D jest postaci ε1(t) = supx∈D ‖tx‖ = tp, t ∈ [0, 1], wi¦c jest ci¡gªa w zerze. St¡d oraz z

twierdzenia 3.18 otrzymujemy natychmiast wniosek uogólniaj¡cy nieco wynik Luxemburga

2.7.

Wniosek 3.26 Je±li E jest krat¡ p-Banacha, gdzie p ∈ (0, 1], to Orth(E) = Z(E).

Poni»sze twierdzenie jest dyskretn¡ wersj¡ twierdzenia 3.18.

Twierdzenie 3.27 Niech E b¦dzie F -krat¡ dyskretn¡, przy czym D = {dξ : ξ ∈ A} ozna-
cza maksymalny zbiór elementów dyskretnych i parami rozª¡cznych F -kraty E.

Je±li δ(D) > 0 (tj. E nie zawiera izomor�cznej kopii ω: lemat 3.8 (ii)), to dla ka»dej

liczby θ ∈ (0, δ(E)) istnieje ukªad liczb dodatnich (αξ)ξ∈A taki, »e

(i) ‖αξdξ‖E = θ dla ka»dego ξ ∈ A.

Je±li przy tym funkcja εθ(t) = supξ∈A ‖tαξdξ‖E, t ∈ [0, 1], jest ci¡gªa w zerze, to

(ii) Orth(E) = Z(E).
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Dowód. Cz¦±¢ (i) naszego twierdzenia wynika bezpo±rednio z lematu 3.22.

Poªó»my teraz Dθ = {αξdξ : ξ ∈ A}. Zbiór Dθ speªnia zaªo»enia twierdzenia 3.18,

zatem warunek (ii) naszego twierdzenia jest konsekwencj¡ warunku (ii) twierdzenia 3.18.

�

Z równowa»no±ci zaprzecze« warunków (i) oraz (iv) twierdzenia 3.3 otrzymujemy kry-

terium na to, aby ka»dy ortomor�zm danej kraty dyskretnej byª centralny.

Twierdzenie 3.28 Niech E b¦dzie F -krat¡ dyskretn¡. Zaªó»my, »e F -norma na E jest

porz¡dkowo ci¡gªa i maksymalny zbiór D elementów dyskretnych i parami rozª¡cznych jest

przeliczalny: D = {en : n ∈ N}. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) Orth(E) = Z(E),

(ii) dla ka»dego ±ci±le rosn¡cego ci¡gu (nk) ⊂ N istnieje ci¡g (xk) ∈ ω taki, »e szereg∑∞
k=1 xkenk jest zbie»ny, ale szereg

∑∞
k=1 kxkenk jest rozbie»ny.
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Rozdziaª 4

Ortomor�zmy w niebanachowskich

F -kratach Musielaka-Orlicza

Wyniki otrzymane w twierdzeniach poprzedniego rozdziaªu zastosujemy do przestrzeni

Musielaka-Orlicza. Na koniec podajemy konkretne przykªady ci¡gów funkcji Orlicza Φ =

(ϕn) takich, »e `Φ nie zawiera kopii ω, ale Orth(`Φ) 6= Z(`Φ).

4.1 Ortomor�zmy w F -kratach Musielaka-Orlicza zawieraj¡-

cych kopi¦ ω

Zawieranie przez dan¡ F -krat¦ Musielaka-Orlicza kopii ω mo»na wyrazi¢ za pomoc¡

wªasno±ci funkcji Musielaka-Orlicza, co pozwala w tym przypadku ªatwo zwery�kowa¢ ist-

nienie ortomor�zmów niecentralnych na takiej kracie (twierdzenia 4.2, 4.10).

4.1.1 Przypadek ci¡gowych przestrzeni Musielaka-Orlicza

Poni»sze twierdzenie 4.2 jest podstawowym twierdzeniem o ortomor�zmach w klasie

niebanachowskich ci¡gowych przestrzeni Musielaka-Orlicza. Jego dowod oparty jest na

nast¦puj¡cej charakteryzacji parametru δ(`Φ).

Lemat 4.1 Niech Φ oznacza ci¡g (ϕn) rosn¡cych i ci¡gªych funkcji Orlicza. Poªó»my

ϕn(∞) := limt→∞ ϕn(t). Wtedy

δ(`Φ) = inf
n∈N

ϕn(∞), (4.1)

Dowód. Niech D = {en, n ∈ N}, gdzie en oznacza n-ty wektor jednostkowy. Oczywi±cie

D jest maksymalnym podzbiorem `Φ elementów dyskretnych i parami rozª¡cznych.
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Wyka»emy, »e dla ka»dego n ∈ N zachodzi równo±¢

r(en) = ϕn(∞). (4.2)

Z postaci ρΦ wynika, »e dla dowolnych t, λ > 0 mamy

ρΦ

(
ten
λ

)
= ϕn

(
t

λ

)
,

zatem

‖ten‖Φ = inf{λ > 0, ρΦ

(
ten
λ

)
≤ λ} = inf{λ > 0, ϕn

(
t

λ

)
≤ λ}. (4.3)

Poªó»my pn := ρΦ(ten) = ϕn(t), oraz

yn = t · pn · en, n = 1, 2, .... (4.4)

Wtedy

ρΦ

(
yn
pn

)
= ρΦ

(
tpnen
pn

)
= ρΦ(ten) = ϕn(t) = pn, (4.5)

zatem

ρΦ

(
yn
pn

)
= pn. (4.6)

Zgodnie z de�nicj¡ F -normy ‖ · ‖Φ, z warunków (4.3) oraz (4.6) otrzymujemy

‖yn‖Φ = pn = ϕn(t), (4.7)

wi¦c

‖tpnen‖Φ = ϕn(t),

czyli

‖tϕn(t)en‖Φ = ϕn(t). (4.8)

Poniewa» funkcje ϕn s¡ rosn¡ce i dodatnie (dla t > 0), to warunek t ↑ ∞ implikuje, »e

tϕn(t) ↑ ∞, n = 1, 2, .... (4.9)

St¡d dostajemy »¡dan¡ równo±¢

r(en) = lim
v→∞

‖ven‖Φ = lim
t→∞
‖tϕn(t)en‖Φ

(4.8)
= lim

t→∞
ϕn(t) = ϕn(∞). (4.10)

Z równo±ci (4.10) oraz warunku (3.16) lematu 3.8 otrzymujemy

δ(`Φ) = δ(D) = inf
n∈N
{ϕn(∞)},

co dowodzi równo±ci (4.1). �
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Twierdzenie 4.2 Niech Φ oznacza ci¡g (ϕn) rosn¡cych i ci¡gªych funkcji Orlicza, przy

czym co najmniej jedna z nich jest niewypukªa na dowolnym otoczeniu zera. Wtedy nast¦-

puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) przestrz« `Φ zawiera izomor�czn¡ kopi¦ ω,

(ii) przestrz« `Φ zawiera pasmo projekcyjne porz¡dkowo-topologicznie izomor�czne z krat¡ ω,

(iii) infn∈N ϕn(∞) = 0;

w tym przypadku Orth(`Φ) 6= Z(`Φ).

Dowód. Przypomnijmy (rozdziaª 1, wzór (1.9)), »e je±li jedna z funkcji ϕn jest niewypukªa

na dowolnym otoczeniu zera, to przestrze« `Φ nie jest Banacha i wtedy topologia `Φ jest

wyznaczona przez F -norm¦ postaci

‖x‖Φ = inf{λ > 0, ρΦ(x/λ) ≤ λ},

gdzie ρΦ(x) =
∑∞

n=1 ϕn(|xn|).
Równowa»no±¢ (i) ⇐⇒ (ii) otrzymujemy bezpo±rednio z twierdzenia 3.12. Ponadto,

na podstawie lematu 3.8 (ii), warunek (i) jest równowa»ny warunkowi δ(`Φ) = 0; równo-

wa»no±¢ (i) ⇐⇒ (iii) wynika zatem z lematu 4.1.

Z twierdzenia 3.13 oraz z powy»szych równowa»no±ci (i) - (iii) wynika teraz, »eOrth(`Φ) 6=
Z(`Φ). �

Rozwa»my przypadek, gdy ci¡g Φ = (ϕn) funkcji Orlicza jest ci¡giem staªym, tzn.

istnieje jedna funkcja Orlicza ϕ taka, »e ϕn = ϕ dla ka»dego n ∈ N. Wówczas `Φ = `ϕ

oraz oczywi±cie ϕn(1) = ϕ(1) > 0. St¡d infn∈N ϕn(∞) = ϕ(∞) > 0 oraz funkcje ϕn s¡

jednakowo ci¡gªe w zerze, bo taka jest funkcja ϕ.

Z twierdzenia 4.2 (iii) otrzymujemy teraz nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 4.3 Je±li ϕ jest ci¡gª¡ i rosn¡c¡ niewypukª¡ funkcj¡ Orlicza, to

(i) F -krata `ϕ nie zawiera izomor�cznej (tj., liniowo-homeomor�cznej) kopii ω, oraz

(ii) Orth(`ϕ) = Z(`ϕ) ∼= `∞.

Kolejny wniosek dotyczy problemu, badanego wcze±niej w klasie banachowskich prze-

strzeni Musielaka-Orlicza [55]:

Czy dana F -przestrze« Musielaka-Orlicza jest izomor�czna ze zwykª¡

przestrzeni¡ Orlicza ?
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Poniewa» zawieranie izomor�cznej kopii danej F -przestrzeni W jest wªasno±ci¡ liniowo-

topologiczn¡, to na podstawie twierdzenia 4.2 oraz wniosku 4.3 - dla W = ω - otrzymujemy

nast¦puj¡ce, cz¦±ciowe, rozwi¡zanie powy»szego problemu w klasie ci¡gowych przestrzeni

Musielaka-Orlicza:

Wniosek 4.4 Niech Φ = (ϕn) b¦dzie ci¡giem funkcji Musielaka-Orlicza. Je±li

infn∈N ϕn(∞) = 0, to przestrze« `Φ jest nieizomor�czna z dowoln¡ przestrzeni¡ Orlicza.

Wponi»szym przykªadzie poka»emy, »e na ogóª warunek δ(E) > 0 nie jest wystarczaj¡cy

na to, aby Orth(E) = Z(E). Przykªad ten uogólnimy w twierdzeniu 4.26 wskazuj¡cym klas¦

F -krat dyskretnych takich, »e δ(E) > 0, ale Orth(E) 6= Z(E).

Przykªad 4.5 Niech Φ oznacza ci¡g wkl¦sªych funkcji Orlicza postaci ϕn(t) = tpn , pn ∈
(0, 1) oraz pn ↓ 0, np. pn = 1

n dla t ≥ 0, gdzie n = 1, 2, ....

Rozwa»my krat¦ Musielaka-Orlicza E = `Φ. Poniewa» funkcje ϕn s¡ wkl¦sªe, to na

podstawie uwagi 1.21 mamy

`Φ = hΦ = kΦ, (4.11)

przy czym ϕn(1) = 1 dla ka»dego n ∈ N. Jak w dowodzie twierdzenia 4.2, niech symbol D

oznacza zbiór wektorów jednostkowych {en : n ∈ N} przestrzeni `Φ. Kªad¡c w warunku

(4.8): t = 1, otrzymujemy ‖en‖Φ = 1 dla ka»dego n ∈ N; zatem D = Dθ dla θ = 1. W tym

przypadku, z równo±ci (4.10) dostajemy

r(en) = sup
t∈R
‖ten‖Φ = lim

t→∞
‖ten‖Φ = ϕn(∞) = lim

t→∞
tpn =∞,

wi¦c z równowa»no±ci warunków (i) oraz (iii) twierdzenia 4.2 wynika, »e F -krata `Φ nie

zawiera izomor�cznej kopii ω.

Twierdzimy, »e je±li x = (xn) ∈ `Φ, to równie» ka»dy ci¡g y = (2
1
pn · xn) jest elementem

`Φ. Istotnie, na podstawie (4.11) mamy: x ∈ `Φ wtedy i tylko wtedy, gdy

ρΦ (x) <∞.

Powy»szy warunek jest równowa»ny warunkowi

∞∑
n=1

|xn|pn <∞,

Poniewa» dla ka»dego n ∈ N zachodzi równo±¢ (2
1
pn )pn = 2, to dla ci¡gu u = (un) postaci

un = 2
1
pn ↑ ∞, mamy

ρΦ (u • x) =
∞∑
n=1

ϕn (un|xn|) =
∞∑
n=1

ϕ(un)ϕ(|xn|) =
∞∑
n=1

2ϕ(|xn|) <∞, (4.12)

wi¦c ci¡g (un · xn) jest elementem `Φ.
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Zde�niujmy operator liniowy T : `Φ → ω wzorem

Tx = u • x = (un · xn), x = (xn) ∈ `Φ. (4.13)

Wykazali±my (nierówno±¢ (4.12), »e dla ka»dego x ∈ `Φ ci¡g (2
1
pn · xn) jest elementem `Φ,

zatem T jest endomor�zmem `Φ, wi¦c z jego postaci (4.13) wynika, »e jest ortomor�zmem

na `Φ.

Poniewa» Ten = 2
1
pn ·en dla n = 1, 2, ... oraz 2

1
pn ↑ ∞, to z implikacji (iii)⇒ (i) lematu

3.2 wynika, »e Orth(E) 6= Z(E).

Uwaga 4.6 Zauwa»my dodatkowo, »e funkcja ε1 dla przykªadu 4.5 (zde�niowana w

warunku (ii) twierdzenia 3.18) jest nieci¡gªa w zerze. Istotnie, dla t ≥ 0 mamy

‖ten‖Φ = inf{s > 0 :
(
t
s

)pn ≤ s} = t
pn
pn+1 , zatem

ε1(t) = sup
n∈N
‖ten‖Φ =

{
1 gdy t ∈ (0, 1],
0 gdy t = 0.

4.1.2 Ortomor�zmy na LM(µ) dla miary µ bezatomowej

W tej cz¦±ci podrozdziaªu wyka»emy najpierw, »e je±li przestrze« miary (S,Σ, µ) jest

bezatomowa, to δ(LM(µ)) mo»e przyjmowa¢ tylko jedn¡ z warto±ci: 0 lub ∞, co wynika

z równowa»no±ci warunków (a1) ⇔ (b1) ⇔ (c1) oraz (a2) ⇔ (b2) ⇔ (c2) poni»szego twier-

dzenia. Gªówne wyniki dotycz¡ce ortomor�zmów na LM(µ) s¡ zawarte w twierdzeniu 4.10

oraz wniosku 4.12.

Twierdzenie 4.7 Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary σ-sko«czonej i bezatomowej,

oraz niech LM(µ) b¦dzie przestrzeni¡ Musielaka-Orlicza. Poªó»my1M∞(s) = limn→∞M(n, s).

Wówczas:

(i) nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a1) LM(µ) zawiera (kratowo-)topologiczn¡ kopi¦ ω,

(b1) δ(LM(µ)) = 0,

(c1) δ(LM(µ)) <∞,

(d1) istnieje zbiór A ∈ Σ taki, »e 0 < µ(A) <∞ oraz

0 <M∞|A <∞ µ− prawie wsz¦dzie; (4.14)

1FunkcjaM∞ mo»e przyjmowa¢ warto±¢ ∞ na pewnym zbiorze A ∈ Σ takim, »e µ(A) > 0.
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dualnie

(ii) nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a2) LM(µ) nie zawiera (kratowo-)topologicznej kopii ω,

(b2) δ(LM(µ)) > 0,

(c2) δ(LM(µ)) =∞,

(d2) M∞ =∞ µ-prawie wsz¦dzie.

Dodatkowo, w warunkach (i) oraz (ii) F -krat¦ LM(µ) mo»na zast¡pi¢ F -krat¡ EM(µ).

Uwaga 4.8 Dowód tego twierdzenia oparty jest na lemacie 3.9 oraz pewnej wªasno±ci

przedstawionej w kolejnym lemacie. Wªasno±¢ ta jest z pewno±ci¡ dobrze znana, ale

dla przejrzysto±ci podaj¦ szkic dowodu.

Lemat 3.9 jest u»yteczny w wyznaczaniu warto±ci δ(E), gdy E jest przestrzeni¡

Musielaka-Orlicza LM(µ), gdzie µ jest miar¡ σ-sko«czon¡ (i bezatomow¡). Pozwala

on posªu»y¢ si¦ elementami χA nale»¡cymi do cz¦±ci porz¡dkowo ci¡gªej EM(µ) F -

kraty LM(µ). Wówczas liczba

pA := ρM(t · χA) (4.15)

jest sko«czona dla dowolnego t ∈ R, dzi¦ki czemu w dowodzie twierdzenia 4.7 efektyw-

nie wyznaczamy F -normy elementów yA := t ·pA ·χA, wystarczaj¡ce ju» do obliczenia
δ(LM(µ)) za pomoc¡ warunku (3.23) lematu 3.9.

Lemat 4.9 Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary z miar¡ σ-sko«czon¡. Je±li funkcja

f ∈ L0(µ) przyjmuje warto±ci sko«czone i dodatnie na S, to istnieje podzbiór S0 ∈ Σ miary

µ sko«czonej oraz istniej¡ staªe 0 < c1 < c2 <∞ takie, »e

c1 ≤ f|S0 ≤ c2.

Szkic dowodu. Wystarczy rozpatrze¢ zbiory An = {s ∈ S : 1
n ≤ f(s) ≤ n}, n = 1, 2, ...

oraz skorzysta¢ z faktu, »e S =
⋃∞
k=1 Sk, gdzie 0 < µ(Sk) < ∞, k ∈ N. Wówczas istniej¡

liczby n, k ∈ N takie, »e µ(An∩Sk) > 0. Wtedy zbiór S0 := An∩Sk speªnia tez¦ lematu. �

Przypomnijmy, »e je±li E jest F -krat¡ funkcyjn¡ (tj. ideaªem w L0(µ)), to dla funkcji

f ∈ L0(µ) symbol [f ] oznacza klas¦ abstrakcji funkcji równych µ-prawie wsz¦dzie z funk-

cj¡ f , ale zamiast pisa¢ [f ] ∈ E piszemy f ∈ E. Podobnie, symbol ‖[f ]‖E zast¦pujemy

symbolem ‖f‖E .
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Dowód twierdzenia 4.7. Oznaczmy

Σ0 = {A ∈ Σ : χA ∈ (EM(µ))0} = {A ∈ Σ : χA ∈ EM(µ), 0 < µ(A) <∞}.

Na podstawie [21, Corollary 2, p. 136] klasa zbiorów Σ0 jest ideaªem w Σ, tzn. dla ka»dego

zbioru A ∈ Σ istnieje zbiór B ∈ Σ0 taki, »e B ⊂ A. Wtedy, dla ka»dego zbioru A ∈ Σ0

liczba pA zde�niowana wzorem (4.15) jest dodatnia i sko«czona, zatem iloraz yA
pA
, gdzie

yA = t · pA · χA (t ≥ 0), jest dobrze okre±lony i zachodz¡ równo±ci

ρM

(
yA
pA

)
= ρM

(
t · pA · χA

pA

)
= ρM (t · χA) = pA,

sk¡d

‖yA‖M = pA,

zatem

‖t · ρM(t · χA) · χA‖M = ρM (t · χA) . (4.16)

Korzystaj¡c teraz z monotoniczno±ci modularu ρM, faktu, »e t ↑ ∞ wtedy i tylko wtedy,

gdy t · ρM(t · χA) ↑ ∞ (dla 0 < ρM(χA) <∞) oraz z równo±ci (4.16) otrzymujemy

r(χA) = lim
t→∞
‖t · χA‖M = lim

t→∞
‖t · ρM (t · χA) · χA‖M = lim

t→∞
ρM(t · χA) =

= lim
n→∞

ρM(n · χA) = lim
n→∞

∫
A
M(n, s)dµ. (4.17)

Na podstawie twierdzenia Lebesgue'a ([34, twierdzenie 5, str. 129], por [16, Theorem B, p.

112]) mamy

r(χA) = lim
n→∞

∫
A
M(n, s)dµ(s) =

∫
A
M∞(s)dµ(s). (4.18)

Równowa»no±¢ (a1)⇔ (b1) wynika z twierdze« 3.14 oraz (BPR), natomiast implikacja

(b1)⇒ (c1) jest oczywista.

Implikacja (d1) ⇒ (a1). Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e 0 <M∞(a) < ∞ dla

ka»dego a ∈ A.
Z zaªo»enia, »e funkcjaM∞ jest sko«czona i dodatnia na zbiorze A, oraz z lematu 4.9

zastosowanego do przestrzeni (A,Σ∩A,µ|A) wynika, »e istniej¡ staªe 0 < c1 < c2 <∞ takie,

»e c1 <M∞|A0
< c2 dla pewnego zbioru A0 ∈ Σ takiego, »e A0 ⊂ A oraz 0 < µ(A0) <∞.

Z faktu, »e Σ0 jest g¦stym ideaªem σ-algebry Σ wynika, »e istnieje zbiór B ∈ Σ0 taki,

»e B ⊂ A0. Oznacza to, »e funkcja χB jest elementem EM(µ), przy czym µ(B) > 0.

Na podstawie twierdzenia Lapunowa zastosowanego do zbioru B istnieje ci¡g (An) ⊂ Σ

taki, »e An+1 ⊂ An ⊂ B dla wszystkich n ∈ N oraz

0 < µ(An) =
1

2n
µ(B) ↓ 0, przy n→∞. (4.19)

Poniewa» An ⊂ B dla ka»dego n ∈ N, to χAn ≤ χB, a zatem χAn ∈ EM(µ) (bo EM(µ) jest

ideaªem w L0(µ)).
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St¡d, dla ci¡gu (xn) elementów EM(µ) \ {0} postaci xn = χAn , na podstawie (4.19))

oraz (4.18) mamy

r(xn) =

∫
An

M∞(s)dµ(s) ≤
∫
An

c2 dµ(s) = c2 · µ(An) =
1

2n
c2 · µ(B) ↓ 0,

sk¡d r(xn) ↓ 0, przy n→∞.

Zgodnie z de�nicj¡ liczby δ(LM(µ)), na podstawie lematu 3.9 otrzymujemy

δ(LM(µ)) = inf
x∈LM(µ)

r(x) = lim
n→∞

r(xn) = 0.

Z twierdzenia (BPR) oraz 3.14 wynika teraz, »e LM(µ) zawiera (kratowo-) izomor�czn¡

kopi¦ ω.

Implikacja (c1)⇒ (d1). Wyka»emy implikacj¦ równowa»n¡: ∼ (d1)⇒∼ (c1).

Z zaprzeczenia warunku (4.14) wynika, »e dla ka»dego zbioru A ∈ Σ takiego, »e 0 <

µ(A) < ∞ mamy M∞|A = ∞ µ-prawie wsz¦dzie. Poniewa» Σ0 jest ideaªem porz¡dkowo

g¦stym w Σ, to dla ka»dego zbioru B ∈ Σ0 speªniony jest warunek M∞|B = ∞. St¡d i z

warunku (4.18) otrzymujemy

r(χB) =

∫
B
M∞(s)dµ(s) =∞, dla ka»dego B ∈ Σ0.

Korzystaj¡c teraz z lematu 3.9 dostajemy δ(LM(µ)) = ∞, wi¦c z twierdzenia (BPR)

wynika, »e F -krata LM(µ) nie zawiera topologicznej kopii ω.

Dualne równowa»no±ci (a2)⇔ (b2)⇔ (c2)⇔ (d2) wynikaj¡ z zaprzecze« warunów

(a1), (b1), (c1), (d1).

Poniewa» cz¦±¢ porz¡dkowo ci¡gªa (LM(µ))a F -kraty LM(µ) jest równa EM(µ) (patrz

równo±¢ 1.12), to ostatnia cz¦±¢ twierdzenia wynika z równo±ci δ(LM(µ)) = δ(EM(µ))

(lemat 3.9), a równowa»no±¢ wªasno±ci zawierania izomor�cznej i kratowo-izomor�cznej

kopii ω przez LM(µ) (oraz EM(µ)) wynika natychmiast z twierdzenia 3.14. �

Z udowodnionego wy»ej twierdzenia otrzymujemy prost¡ charakteryzacj¦ istnienia or-

tomor�zmów niecentralnych na LM(µ).

Twierdzenie 4.10 Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ σ-sko«czonej i bezatomowej, oraz

niech LM(µ) b¦dzie przestrzeni¡ Musielaka-Orlicza, przy czym istnieje zbiór A ∈ Σ taki, »e

0 < µ(A) <∞ oraz 0 <M∞|A <∞. Wówczas Orth(LM(µ)) 6= Z(LM(µ)).

Dowód. Twierdzenie to wynika bezpo±rednio z twierdze« 4.7 oraz 3.16, poniewa» LM(µ)

zawiera izomor�czn¡ kopi¦ ω i ma wªasno±¢ σ-Fatou (wniosek 1.23). �

Przykªad 4.11 Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary, gdzie S = [0, 1], Σ oznacza σ-

ciaªo zbiorów mierzalnych w sensie Lebesgue'a, oraz µ jest miar¡ Lebesgue'a na S. Dla

funkcji Musielaka-OrliczaM na [0,∞)× S postaci

M(t, s) =

{
ts

1+ts gdy t ∈ [0,∞), s ∈ [0, 1
2 ],

ln(1 + ts) gdy t ∈ [0,∞), s ∈ (1
2 , 1],
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mamy (gdy t ↑ ∞)

M(t, s) ↑ M∞(s) =


0 gdy t = 0, s ∈ [0, 1],
1 gdy t ∈ (0,∞), s ∈ (0, 1

2 ],
∞ gdy t ∈ (0,∞), s ∈ (1

2 , 1],

zatemM∞|(0, 1
2

] = 1. St¡d, na podstawie twierdzenia 4.7, otrzymujemy, »e F -krata LM(µ)

zawiera izomor�czn¡ kopi¦ ω.

Dodatkowo, je±li S1 = (1
2 , 1], Σ1 = Σ∩S1 oraz µ1 = µ|S1

, to z warunku (ii) twierdzenia

4.7 wynika, »e F -krata LM(µ1) nie zawiera izomor�cznej kopii ω, poniewa» M∞|S1
= ∞

(µ1- wsz¦dzie).

Zauwa»my, »e F -krata LM(µ1) jest porz¡dkowo izomor�czna z pasmem projekcyjnym

B w LM(µ): B = P (LM(µ)), gdzie P jest projekcj¡ porz¡dkow¡ postaci Px = x · χS1 .

Je±liM jest funkcj¡ Orlicza, tj. M(t, s) = ϕ(t), gdzie t ∈ R+, s ∈ S, to

M∞(s) = lim
t→∞
M(t, s) = lim

t→∞
ϕ(t) = ϕ(∞).

Z cz¦±ci (i) twierdzenia 4.7 otrzymujemy natychmiast nast¦puj¡cy wniosek, w którym druga

cz¦±¢ jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡ twierdzenia 3.16.

Wniosek 4.12 Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary σ-sko«czonej i bezatomowej, oraz

niech ϕ b¦dzie funkcj¡ Orlicza. Wówczas: nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) Lϕ(µ) zawiera (kratowo-)topologiczn¡ kopi¦ ω,

(ii) ϕ jest funkcj¡ ograniczon¡;

w tym przypadku Orth(Lϕ(µ)) 6= Z(Lϕ(µ)); dokªadniej, Orth(Lϕ(µ)) zawiera kratow¡ ko-

pi¦ ω.

Przykªadowo, powy»szy wniosek ma zastosowanie dla przestrzeni Orlicza Lϕ(µ), gdzie

ϕ jest funkcj¡ postaci ϕ(t) = t
1+t , lub ϕ(t) = 1− e−t, t ≥ 0.

Warto w tym miejscu zwróci¢ uwag¦, »e dla F -kraty bezatomowej Lϕ(µ), nie istnieje

prosty analogon sytuacji opisanej we wniosku 4.3 dla przypadku atomowego: wniosek ten

orzeka, »e je±li ϕ jest ci¡gª¡ funkcj¡ Orlicza, to `ϕ nie zawiera kopii ω oraz ka»dy ortomor�zm

na `ϕ jest centralny. Je±li F -krata Orlicza Lϕ(µ) jest bezatomowa, to sytuacja jest bardziej

zªo»ona: niezawieranie kopii ω przez Lϕ(µ) (a wi¦c warunek ϕ(∞) = ∞) nie implikuje

automatycznie równo±ci Orth(Lϕ(µ)) = Z(Lϕ(µ)).

Przykªad 4.13 Niech S oznacza odcinek jednostkowy [0, 1], Σ - algebr¦ zbiorów mierzal-

nych w sensie Lebesgue'a na S, oraz niech µ oznacza miar¦ Lebesgue'a na S. Rozwa»my

przestrze« Orlicza Lϕ(µ), gdzie ϕ(t) = ln(1 + t), t ≥ 0. Poniewa» funkcja ϕ jest wkl¦sªa,
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to Lϕ(µ) = Eϕ(µ) (oraz modular ρϕ jest równowa»n¡ F -norm¡ na Lϕ(µ) - lemat 1.20).

Z nierówno±ci (1 + ts) ≤ (1 + t)(1 + s), s, t ≥ 0, wynika nierówno±¢ ϕ(ts) ≤ ϕ(t) + ϕ(s),

s, t ≥ 0; st¡d ρϕ(x · y) ≤ ρϕ(x) + ρϕ(y) dla wszystkich x, y ∈ Lϕ(µ). Oznacza to, »e Lϕ(µ)

jest f -podalgebr¡ f -algebry L0(µ) z jedno±ci¡ e = 1S , a zatem Lϕ(µ) jest f -algebr¡ z jed-

no±ci¡. Poniewa» Lϕ(µ) zawiera klasy funkcji wyznaczone przez funkcje h nieograniczone

(np. h(t) = | ln t|, t ∈ (0, 1], h(0) = 0), to Lϕ(µ) 6= L∞(µ) = Ae, wi¦c z twierdzenia 1.20

otrzymujemy Orth(Lϕ(µ)) 6= Z(Lϕ(µ)).

4.2 Ortomor�zmy w F -kratach Musielaka-Orlicza

niezawieraj¡cych kopii ω

W tym podrozdziale omawiamy warunki wystarczaj¡cy na to, aby w klasie przestrzeni

Musielaka-Orlicza równo±¢

Orth(E) = Z(E) (4.20)

zachodziªa (twierdzenie 4.7, wniosek 4.19) i nie zachodziªa (twierdzenia 4.20, 4.21, 4.26). Z

twierdze« (BPR) oraz 3.16 wynika, »e mo»emy ograniczy¢ nasze rozwa»ania do przypadku,

gdy δ(E) > 0.

4.2.1 Ogólne warunki wystarczaj¡ce na istnienie i nieistnienie

ortomor�zmów niecentralnych na LM(µ)

Twierdzenie 3.18 wskazuje, »e je±li F -krata E nie zawiera izomor�cznej kopii ω, to

u»ytecznym narz¦dziem do badania struktury kraty Orth(E) jest funkcja εθ. Jest jasne, »e

ci¡gªo±¢ εθ w zerze mo»e zale»e¢ od konkretnej warto±ci θ ∈ (0,∞).

W lemacie 3.22 wykazali±my, »e je±li δ(E) > 0, to zbiór liczb θ dobrze de�niuj¡cych

funkcj¦ εθ zawiera przedziaª (0, δ(E)), wi¦c jest niepusty (mo»e by¢ istotnie wi¦kszy ni»

(0, δ(E))).

W poni»szym twierdzeniu 4.15 b¦dziemy u»ywa¢ oznacze« z przykªadu 3.7 (3). Poªó»my

D0 = (EM(µ))0 = {χA ∈ EM(µ) = (LM(µ))a : 0 < µ(A) <∞}. (4.21)

Poniewa» cz¦±¢ porz¡dkowo ci¡gªa Ea F -kraty E =M (µ) jest równa EM(µ), to z przykªadu

3.7 (3) wynika, »e zbiór D0 jest liniowo g¦sty w EM(µ) oraz speªnia warunek (3.14).

Uwaga 4.14 Je±li miara µ jest bezatomowa, to zbiór D0 jest - w pewnym sensie optymal-

nym zbiorem speªniaj¡cym warunek (3.14), je±li jednak miara µ jest atomowa (np.

licz¡ca), to zbiór D0 zawiera zbiór atomów at(LM(µ)) F -kraty LM(µ), który rów-

nie» speªnia warunek (3.14), jest liniowo g¦sty w EM(µ) oraz jest istotnie mniejszy

ni» D0 (w tym przypadku, nawet minimalnym - w sensie inkluzji - podzbiorem D0

speªniaj¡cym warunek (3.14)).
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Niech teraz D oznacza ustalony podzbiór D0 speªniaj¡cy warunek (3.14). Jak wykaza-

li±my wy»ej, zbiór D mo»e by¢ równy D0 - w przypadku miary µ bezatomowej - lub równy

at(LM(µ)), gdy miara µ jest atomowa.

Zaªó»my, »e F -krata LM(µ) nie zawiera izomor�cznej kopii ω, tj. δ(E) > 0, i ustalmy

liczb¦ θ ∈ C(D). Poniewa» D ⊂ D0, to θ ∈ C(D) wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego

χA ∈ D istnieje liczba aA > 0 taka, »e

‖aA · χA‖M = θ (4.22)

(patrz (3.58)). Na podstawie lematu 3.22, zbiór tych θ > 0, dla których zachodzi warunek

(4.22), jest niepusty. Dla tak wybranej liczby θ zde�niujmy funkcje εθ,D oraz εθ,D, okre±lone

na przedziale [0, 1] wzorami

εθ,D(t) := sup{‖aA · χA · t‖M : ‖aA · χA‖M = θ, aA ∈ R+, χA ∈ D}, (4.23)

oraz

εθ,D(t) := sup{FuA(t) : uA ∈ U θD}, (4.24)

gdzie

FuA(t) :=

∫
A
M(uAt, s)dµ(s), (4.25)

oraz

U θD = {uA ∈ R+, ‖uA · θ · χA‖M = θ, χA ∈ D} (4.26)

(zauwa»my, »e U θD zale»y istotnie od wielko±ci zbioru D: najwi¦kszy - w sensie inkluzji -

zbiór U θD dostajemy, gdy D = D0).

Twierdzenie 4.15 Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary σ-sko«czonej, oraz niech LM(µ)

b¦dzie przestrzeni¡ Musielaka-Orlicza niezawieraj¡c¡ izomor�cznej kopii ω. Niech D ozna-

cza ustalony podzbiór zbioru D0, speªniaj¡cy warunek (3.14), oraz niech θ b¦dzie istalon¡

liczb¡ nale»¡c¡ do zbioru C(D), gdzie zbiór D0 jest zde�niowany wzorem (4.21). Poªó»my

εθ := εθ,D, εθ := εθ,D (patrz (4.24)) oraz

Fθ = {FuA , uA ∈ U
θ
D}.

Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) funkcja εθ jest ci¡gªa w zerze (sk¡d Orth(LM(µ)) = Z(LM(µ))),

(ii) funkcja εθ jest ci¡gªa w zerze,

(iii) rodzina Fθ jest jednakowo ci¡gªa w zerze.
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W szczególno±ci, je±li wszystkie funkcje nale»¡ce do klasy Fθ s¡ subaddytywne (wystarczy,

by funkcjeM(·, s) byªy subaddytywne dla µ-prawie wszystkich s ∈ S), to warunek (ii) jest

równowa»ny warunkowi

(iv) dla ka»dego ε > 0 zbiór funkcji obci¦tych Fθ,ε := {FuA |[0,1/1+ε] : FuA ∈ Fθ} jest

relatywnie zwarty w C[0, 1/1 + ε].

Uwaga 4.16 Struktura rodziny Fθ, podobnie jak zbioru U θD, zale»y od 'wielko±ci'

zbioru D: najwi¦ksz¡ - w sensie inkluzji - rodzin¦ Fθ dostajemy, gdy D = D0.

Dowód twierdzenia 4.15. Na podstawie lematu 3.22, funkcja εθ jest dobrze okre±lona. Z

twierdzenia 3.18 wynika, »e ci¡gªo±¢ funkcji εθ w zerze implikuje równo±¢ Orth(LM(µ)) =

Z(LM(µ))). Zamiast bada¢ ci¡gªo±¢ εθ (w zerze) b¦dziemy analizowa¢ nieci¡gªo±¢ tej funk-

cji w zerze. Przypomnijmy, »e D jest ustalonym podzbiorem D0 speªniaj¡cym warunek

(3.14).

Niech fA oznacza odwzorowanie zde�niowane wzorem

fA(t) = ‖aA · χA · t‖M, t ∈ [0, 1],

gdzie aA ∈ R+ oraz χA ∈ D. Przypu±¢my, »e funkcja εθ nie jest ci¡gªa w zerze. Z

monotoniczno±ci εθ wynika natychmiast, »e jej nieci¡gªo±¢ w zerze jest równowa»na istnieniu

liczby ξ0 > 0 takiej,»e εθ
(

1
n

)
> ξ0 dla ka»dego n ∈ N, tj. istnieje liczba ξ0 > 0 taka, »e

εθ

(
1

n

)
= sup

χA∈D
fA

(
1

n

)
> ξ0, n = 1, 2, ..., . (4.27)

Nierówno±¢ (4.27) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego n ∈ N istnieje zbiórAn ∈ Σ0

taki, »e χAn ∈ D oraz

fAn

(
1

n

)
> ξ0, (4.28)

tj. ∥∥∥∥aAn · χAn · 1

n

∥∥∥∥
M
> ξ0. (4.29)

Poªó»my xn = aAn · χAn · 1
n . Wówczas nierówno±¢ (4.29) przyjmuje posta¢

‖xn‖M = inf{λ > 0, ρM

(xn
λ

)
≤ λ} = ξ0 + γn > ξ0, (4.30)

dla pewnego γn > 0; n = 1, 2, .... Równowa»nie, dla ka»dego n ∈ N istnieje liczba γn > 0

taka, »e dla ka»dego 0 < ε < γn zachodz¡ nierówno±ci

ρM

(
xn

ξ0 + γn + ε

)
≤ ξ0 + γn + ε,
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oraz

ρM

(
xn

ξ0 + γn − ε

)
> ξ0 + γn − ε (4.31)

Z nierówno±ci (4.31), dla ε = γn, otrzymujemy

ρM

(
xn
ξ0

)
> ξ0. (4.32)

Zauwa»my przy tym, »e warunek (4.32) implikuje nierówno±¢ (4.30). Wprost z de�nicji,

nierówno±¢ ρM
(
xn
ξ0

)
> ξ0 implikuje, »e ξ0 < ‖xn‖M, a zatem warunki (4.30) oraz (4.32)

s¡ równowa»ne.

Rozpisuj¡c nierówno±¢ (4.32), otrzymujemy∫
An

M

(
aAn · θ · 1

n

θ · ξ0
, s

)
dµ(s) > ξ0, n = 1, 2, ..., . (4.33)

Pami¦taj¡c, »e uA = aA
θ oraz FuA(t) =

∫
AM(uAnt, s)dµ(s) , oraz kªad¡c t = tn = θ

ξ0
· 1
n ,

mo»emy warunek (4.33) zapisa¢ w postaci

FuAn (tn) =

∫
An

M(uAntn, s)dµ(s) > ξ0, (4.34)

a zatem εθ (tn) > ξ0, gdzie tn ↓ 0 oraz εθ(0) = 0. Równowa»nie, funkcja εθ nie jest ci¡gªa

w zerze, wi¦c zgodnie z de�nicj¡, rodzina Fθ nie jest jednakowo ci¡gªa w zerze.

Na podstawie ci¡gu powy
szych równowa»no±ci otrzymujemy, »e warunki (i), (ii) oraz

(iii) s¡ równowa»ne.

Dodatkowo, dla ka»dej funkcji FuA ∈ Fθ oraz ε > 0, z monotoniczno±ci funkcji FuA , dla

ka»dego t ∈
[
0, 1

1+ε

]
, otrzymujemy

FuA(t) ≤ FuA
(

1

1 + ε

)
= ρM

(
uA ·

1

1 + ε
· χA

)
= ρM

(
aA

θ(1 + ε)
· χA

)
≤ θ(1 + ε),

(ostatnia nierówno±¢ wynika z faktu, »e dla λ = θ(1 + ε) > 0 mamy ρM
(aA·χA

λ

)
≤ λ).

Rodzina Fθ,ε jest zatem wspólnie ograniczona na przedziale
[
0, 1

1+ε

]
.

Zaªó»my teraz, »e wszystkie funkcje z rodziny Fθ s¡ subaddytywne; wtedy równie»

funkcja εθ jest subaddytywna, a zatem ci¡gªo±¢ εθ w zerze jest równowa»na ci¡gªo±ci εθ na

caªym przedziale
[
0, 1

1+ε

]
(patrz Lemat 3.23). To z kolei oznacza (zgodnie z de�nicj¡), »e ro-

dzina Fθ,ε jest jednakowo ci¡gªa na
[
0, 1

1+ε

]
, a poniewa» wszystkie elementy rodziny Fθ,ε s¡

wspólnie ograniczone przez θ(1 + ε), to na podstawie twierdzenia Arzeli -Ascoliego ci¡gªo±¢

εθ jest równowa»na warunkowej zwarto±ci zbioru Fθ,ε na przedziale
[
0, 1

1+ε

]
. Otrzymali±my

równowa»no±¢ warunków (ii) oraz (iv). �

Na podstawie uwag 4.14 oraz 4.16, je±li miara µ jest bezatomowa, to ′optymalnym′

zbiorem D, za pomoc¡ którego mo»na zde�niowa¢ funkcj¦ εθ,D oraz rodzin¦ Fθ jest caªy

93



zbiórD0, przy tym, na podstawie twierdzenia 4.7, mamy C(D) = (0,∞). St¡d otrzymujemy

natychmiast:

Wniosek 4.17 Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary z miar¡ σ-sko«czon¡ i bezato-

mow¡, oraz niech LM(µ) b¦dzie przestrzeni¡ Musielaka-Orlicza niezawieraj¡c¡ kopii ω.

Wówczas tezy twierdzenia 4.15 zachodz¡ dla przypadku, gdy D = D0 (wi¦c θ jest elementem

zbioru C(D0) = (0,∞)).

W praktyce wniosek 4.17, wery�kuj¡cy równo±¢ Orth(LM(µ)) = Z(LM(µ)), trudno

stosowa¢ bezpo±rednio z uwagi na do±¢ skomplikowan¡ struktur¦ zbioru funkcji Fθ. Je±li

jednak modular ρM jest subaddytywny, to w pewnych przypadkach istnieje prostsza metoda

sprawdzania czy ka»dy ortomor�zm na LM(µ) jest centralny; wtedy wygodniej jest posªu»y¢

si¦ modularem ρM ni» F -norm¡ ‖ · ‖M - patrz dowód twierdzenia 4.21.

Z drugiej strony, je±li miara µ jest licz¡ca, to stosuj¡c uwag¦ 4.14 do twierdzenia 4.15

otrzymujemy do±¢ prost¡ wersj¦ tego twierdzenia, któr¡ mo»na efektywnie stosowa¢ w wielu

konkretnych przypadkach (patrz wniosek 4.18 oraz twierdzenie 4.27). Zaªó»my wi¦c, »e

(S,Σ, µ) = (N, 2N, µ) oraz µ jest miar¡ licz¡c¡ (tj. µ{n} = 1, n = 1, 2, ... oraz µ(A) =

∞, gdy A jest niesko«czonym podzbiorem N). Wówczas funkcja Musielaka-Orlicza M,

okre±lona na R+ × S = R+ × N, jest ci¡giem funkcji Orlicza (ϕn), gdzie ϕn(t) =M(t, n),

n = 1, 2, ..., t ∈ R+.

Zgodnie z przyj¦tymi oznaczeniami (uwaga 1.18), zamiast `M b¦dziemy pisa¢ `Φ, gdzie

M = Φ oraz Φ = (ϕn). W tym przypadku twierdzenie 4.15 ma do±¢ prost¡ interpretacj¦:

warunek (iii) tego twierdzenia mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ pewnej formy jednakowej ci¡gªo±ci

zbioru funkcji {ϕn, n ∈ N}.

Wniosek 4.18 Zaªó»my, »e F -krata Musielaka-Orlicza `Φ nie zawiera izomor�cznej kopii

ω (a wi¦c δ(`Φ) > 0). Ustalmy liczb¦ θ ∈ (0, C(D)), gdzie D = {en, n ∈ N} oraz en oznacza

n-ty wektor jednostkowy przestrzeni `Φ.

Wówczas istnieje ci¡g liczb dodatnich (un) takich, »e

ϕn (un) = θ, n = 1, 2, ..., . (4.35)

oraz nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) funkcja εθ jest ci¡gªa w zerze (st¡d, Orth(`Φ) = Z(`Φ) ∼= `∞)), gdzie

εθ(t) = sup
n∈N
‖t · en‖Φ,

(ii) rodzina funkcji {ϕn(un·)}n∈N jest jednakowo ci¡gªa w zerze.
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Dowód. Na podstawie uwagi 4.14, zbiór D speªnia warunek (3.14) i jest podzbiorem

zbioru D0. Mamy zatem χA ∈ D wtedy i tylko wtedy, gdy A = {n} dla pewnego n ∈ N,
tj. χA = en, n = 1, 2, ....

Zgodnie z de�nicj¡ funkcji εθ = εθ,D oraz de�nicj¡ zbioru U θD, otrzymujemy

εθ(t) = sup
n∈N
‖t · en‖Φ

oraz

U θD = {un =
an
θ

: ‖an · en‖Φ = θ},

sk¡d

FuA = Fun(t) =

∫
{n}

Φ(unt, s)dµ(s) = ϕn(unt) = ϕn

(an
θ
t
)
, (4.36)

a zatem Fun = ϕn(un·), n = 1, 2, ..., wi¦c na podstawie twierdzenia 4.15 rodzina {ϕn(un·)}n∈N
jest jednakowo ci¡gªa w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja εθ jest ci¡gªa w zerze. �

W typowych przypadkach ilustruj¡cych twierdzenie 4.15 ci¡g funkcji Orlicza Φ = (ϕn)

speªnia warunek ϕn(1) = θ dla wszystkich n ∈ N. Wówczas otrzymujemy prostsz¡ posta¢

poprzedniego wniosku:

Wniosek 4.19 Zaªó»my, »e F -krata Musielaka-Orlicza `Φ nie zawiera izomor�cznej kopii

ω. Je±li ϕn(1) = θ dla pewnej liczby θ > 0 oraz ka»dego n ∈ N, to nast¦puj¡ce warunki s¡

równowa»ne:

(i) funkcja εθ jest ci¡gªa w zerze (st¡d, Orth(`Φ) = Z(`Φ) ∼= `∞),

(ii) rodzina Φ = {ϕn}n∈N jest jednakowo ci¡gªa w zerze.

Dowód. Na podstawie dowodu wniosku 4.18 mamy D = {en : n ∈ N}, zatem warunek

ϕn(1) = θ dla ka»dego n ∈ N implikuje, »e θ ∈ C(D).

Z zaªo»enia, »e ϕn(1) = θ dla ka»dego n ∈ N otrzymujemy teraz

ρΦ

(
θen
θ

)
= ρΦ(en) = ϕn(1) = θ.

Z monotoniczno±ci ρΦ dostajemy natychmiast ‖θ · en‖Φ = θ, a zatem an = θ. St¡d un =
an
θ = 1.

Wniosek 4.19 jest teraz natychmiasow¡ konsekwencj¡ wniosku 4.18. �

Je±liM oznacza funkcj¦ Musielaka-Orlicza oraz u ∈ L0(µ), to symbolM◦ u oznacza¢

b¦dzie funkcj¦ S 3 s 7→ M(u(s), s).
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W kolejnych dwóch twierdzeniach b¦dziemy rozpatrywa¢ funkcje Musielaka-OrliczaM
speªniaj¡ce nast¦puj¡ce warunki:

(1a) dla ka»dego s ∈ S funkcjeM(·, s) s¡ subaddytywne (np. wkl¦sªe),

(2a) istnieje funkcja u ∈ L0(µ) \ L∞(µ) taka, »e M ◦ u ∈ L∞(µ), oraz dla ka»dego x ∈
LM(µ) zachodzi nierówno±¢

ρM(u · x) ≤ c‖M ◦ u‖L∞ · ρM(x) + c1. (4.37)

Z poni»szego twierdzenia 4.21 wynika, »e przykªadem takiej funkcji jest funkcjaM(t, s) =

ts, t ∈ R+, s ∈ [0, 1] = S. Przypadek dyskretny, tj. gdyM = Φ = (ϕn) jest ci¡giem funkcji

Orlicza postaci ϕn(t) = tpn , pn ∈ (0, 1), jest badany w lemacie 4.29 oraz stwierdzeniu 4.30.

Twierdzenie 4.20 Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary σ-sko«czonej, oraz niech M
b¦dzie funkcj¡ Musielaka-Orlicza speªniaj¡c¡ warunki (1a) oraz (2a).

Wówczas na LM(µ) istnieje ortomor�zm niecentralny, tj. Orth(LM(µ)) 6= Z(LM(µ)).

Dowód. Z subaddytywno±ci funkcjiM wynika, »e speªniony jest warunek (M2) dla funkcji

c(s) ≡ 0, a zatem LM(µ) = EM(µ), tj. F -norma na LM(µ) jest porz¡dkowo ci¡gªa (relacja

1.12).

Niech u ∈ L0(µ)\L∞(µ) b¦dzie funkcj¡ speªniaj¡c¡ warunek (2a). Zde�niujmy operator

Tu : LM(µ)→ L0(µ) wzorem

Tux = u · x.

Z warunku (4.37) wynika, »e Tux ∈ LM(µ) dla ka»dego x ∈ LM(µ), wi¦c operator Tu jest

dobrze okre±lonym ortomor�zmem na LM(µ) (bo ortomor�zmem na L0(µ)).

W tym przypadku mamy Tu ∈ Orth(LM(µ)) \ Z(LM(µ)) (bo u /∈ L∞(µ): (patrz

wniosek 2.27), wi¦c Orth(LM(µ)) 6= Z(LM(µ)), jak twierdzili±my. �

Wponi»szym twierdzeniu opiszemy pewn¡ klas¦ funkcji Musielaka-Orlicza speªniaj¡cych

warunki (1a), (2a).

Niech (S,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miary σ-sko«czonej, przy czym miara µ jest bezato-

mowa lub atomowa (gdy Σ = 2S , to dla uproszczenia przyjmujemy, »e miara µ jest licz¡ca)

oraz niechM b¦dzie funkcj¡ Musielaka-Orlicza postaciM(t, s) = tf(s), gdzie f : S → [0, 1]

jest funkcj¡ mierzaln¡. Z de�nicji funkcjiM wynika natychmiast, »e f(s) > 0 dla ka»dego

s ∈ S (w przeciwnym przypadku istniaªby element s0 ∈ S taki, »e funkcjaM(t, s0) byªaby

postaci M(t, s0) = 1 dla t > 0 oraz M(t, s0) = 0 dla t = 0, wi¦c nieci¡gªa w zerze, co

przeczy przyj¦tej de�nicji funkcji Musielaka-Orlicza).
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Twierdzenie 4.21 Przy oznaczeniach jak wy»ej, funkcja Musielaka-Orlicza M postaci

M(t, s) = tf(s) speªnia warunek (1a) oraz F -krata LM(µ) nie zawiera izomor�cznej ko-

pii ω. Ponadto nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) funkcjaM speªnia warunek (2a)

(ii) funkcja f speªnia warunek

inf
s∈S\B

f(s) = 0, dla pewnego zbioru B ∈ Σ takiego, »e µ(B) = 0, (4.38)

(iii) Orth(LM(µ)) 6= Z(LM(µ)).

(iv) dla ka»dego θ ∈ (0, δ(LM(µ)) funkcja εθ = ερMθ , wyznaczona przez modular ρM, jest

nieci¡gªa w zerze.

Je±li µ jest miar¡ bezatomow¡, to w warunku (iv) mamy θ ∈ (0,∞).

Uwaga 4.22 Je±li przestrze« miary jest czysto atomowa, to warunek µ(B) = 0 jest

równowa»ny z warunkiem B = ∅. Wówczas (4.38) zachodzi na caªym zbiorze S. Ten

przypadek omawiamy bardziej szczegóªowo w stwierdzeniu 4.30.

Dowód twierdzenia 4.21. Poniewa» f(s) ∈ (0, 1) dla ka»dego s ∈ S, to funkcjeM(·, s)
s¡ wkl¦sªe, zatem speªniaj¡ warunek (1a).

Dla funkcjiM(t, s) = tf(s) mamy

M∞(s) = lim
n→∞

M(n, s) = lim
n→∞

nf(s) =∞

dla ka»dego s ∈ S, zatem z cz¦±ci (ii) twierdzenia 4.7 otrzymujemy, »e F -krata LM(µ) nie

zawiera izomor�cznej kopii ω; równowa»nie, δ(LM(µ)) > 0.

Poniewa» funkcje M s¡ subaddytywne, to modular ρM równie» jest subaddytywny,

zatem ρM jest F -norm¡ na LM(µ), równowa»n¡ z wyj±ciow¡ F -norm¡ ‖ · ‖M (lemat 1.20

(iv)).

W dalszej cz¦±ci dowodu b¦dziemy posªugiwa¢ si¦ modularem ρM, a nie F -norm¡ ‖·‖M.

(ii)⇒ (i). W tej cz¦±ci dowodu nie wykorzystujemy formalnie zaªo»enia, »e infs∈S\B f(s) =

0 dla pewnego zbioru B miary zero. Warunek ten w peªni wykorzystujemy w dowodzie im-

plikacji przeciwnej.

Z warunku (4.38) wynika, »e istnieje ci¡g (An) ⊂ Σ zbiorów miary dodatniej taki, »e

0 < f|An ≤
1

n
, n = 1, 2, ..., .
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Korzystaj¡c teraz z twierdzenia 1.24 (gdy miara µ jest bezatomowa), lub z wniosku 1.30

(gdy miara µ jest atomowa) mo»emy bez straty ogólno±ci zaªo»y¢, »e ci¡g (An) jest parami

rozª¡czny. Ta wªasno±¢ pozwala nam zde�niowa¢ funkcj¦ u ∈ L0(µ) postaci

u(s) =

{
e

1
f(s) gdy s ∈ An,
e gdy s ∈ S \

⋃
An,

(4.39)

Wówczas dla s ∈ An mamy oszacowanie

u(s) = e
1

f(s) ≥ en, n = 1, 2, ...

zatem funkcja u jest (istotnie) nieograniczona, wi¦c ‖u‖L∞ =∞.

Z warunku (4.39) otrzymujemy

0 < (M◦ u)(s) =

{
(u(s))f(s) = (e

1
f(s) )f(s) = e, gdy s ∈ An,

ef(s) ≤ esups∈S f(s) ≤ e gdy s ∈ S \
⋃
An,

zatem funkcjaM◦ u jest ograniczona z góry przez liczb¦ e, sk¡d

‖M ◦ u‖L∞ ≤ e <∞. (4.40)

St¡d

ρM(u · x) =

∫
S
M(u(s) · x(s), s)dµ(s) =

∫
S

(u(s))f(s) · x(s)f(s)dµ(s) =

=

∫
S

(M◦ u)(s) · (x(s))f(s)dµ(s)
(4.40)

≤ e

∫
S

(x(s))f(s)dµ(s) = e · ρM(x),

wi¦c speªniony jest warunek (4.37) dla c = 1, c1 = 0 oraz ‖M ◦ u‖ = e, gdzie u /∈ L∞. To
dowodzi warunku (2a).

Wyka»emy teraz ci¡g nast¦puj¡cych implikacji, które zako«cz¡ dowód twierdzenia: ∼
(ii)⇒∼ (iv)⇒∼ (iii)⇒∼ (i).

∼ (ii) ⇒∼ (iv). Niech B ∈ Σ b¦dzie takim zbiorem, »e µ(B) = 0 oraz infs∈S\B f(s) > 0.

B¦dziemy teraz korzysta¢ z twierdzenia 3.18, które mówi, »e je±li funkcja εθ jest ci¡gªa w

zerze, to ka»dy ortomor�zm danej F -kraty E jest centralny.

Ustalmy liczb¦ θ ∈ (0, δ(LM(µ)) i rozpatrzmy funkcj¦ εθ wyznaczon¡ przez modular

(F -norm¦) ρM. Niech t ∈ [0, 1] oraz

Dθ = {aAχA : A ∈ Σ0, aA ∈ R+, ρM(aA · χA) = θ}.

Poniewa» µ(B) = 0, to caªkowanie funkcji mierzalnych po zbiorach A oraz A \B daje takie

same wyniki; st¡d, na podstawie de�nicji funkcji εθ, otrzymujemy

εθ(t) = sup
x∈Dθ

ρM(t · x) = sup
aAχA∈Dθ

ρM(t · aA · χA) = sup
aAχA∈Dθ

∫
A\B

(t · aA)f(s)dµ(s) =
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sup
aAχA∈Dθ

∫
A\B

tf(s) · af(s)
A dµ(s) ≤ sup

s∈S\B
tf(s) · sup

aAχA∈Dθ

∫
A\B

a
f(s)
A dµ(s) =

tinfs∈S\B f(s) · sup
aAχA∈Dθ

ρM(aA · χA) = θ · tinfs∈S\B f(s),

Otrzymali±my nierówno±¢ εθ(t) ≤ θ · ta, gdzie z zaªo»enia liczba a := infs∈S\B f(s) jest

dodatnia, a zatem funkcja εθ jest ci¡gªa w zerze.

∼ (iv)⇒∼ (iii) Z twierdzenia 3.18 wynika, »e zachodzi równo±¢

Orth(LM(µ)) = Z(LM(µ)). (4.41)

∼ (iii) ⇒∼ (i). Zaªó»my, »e zachodzi równo±¢ (4.41). Poniewa» funkcja M speªnia

warunek (1a), to z twierdzenia 4.20 wynika, »e równo±¢ ta implikuje, »e funkcja M nie

speªnia warunku (2a).

Ostatnia cz¦±¢ twierdzenia wynika z warunku (c2) twierdzenia 4.7. �

Uwaga 4.23 Z dowodu implikacji (2a)⇒ (4.38) otrzymujemy dodatkowo, »e warunek

infs∈S\B f(s) > 0 implikuje, »e funkcja εθ wyznaczona przez modular ρM jest domi-

nowana przez funkcj¦ pot¦gow¡ ci¡gª¡ w zerze. Bezpo±rednia konstrukcja i analiza

funkcji εθ za pomoc¡ wyj±ciowej F -normy ‖ · ‖M jest do±¢ kªopotliwa i trudno przy

jej pomocy otrzyma¢ podobny wynik.

4.2.2 Przypadek ci¡gowych przestrzeni Musielaka-Orlicza - warunek

jednostajny (Mn)

Analizuj¡c przykªad 4.5 zauwa»amy, »e warunek ρΦ (x) <∞ implikowaª nierówno±¢ ρΦ (u • x) <

∞, gdzie u = (un) jest ci¡giem postaci un = 2
1
pn ↑ ∞, n = 1, 2, ..., gdzie pn ∈ (0, 1) oraz

u • x = u • (xn) = (unxn), bo funkcje ϕn speªniaªy nierówno±¢

ϕn(nt) ≤ 2ϕn(t), t ≥ 0, n = 1, 2, .... (4.42)

W szczególno±ci, z warunku (4.42) otrzymujemy, »e

ϕn(2t) ≤ 2ϕn(t), dla n ≥ 1, (4.43)

wi¦c funkcje ϕn speªniaj¡ jednostajnie warunek M2 (de�nicja 1.19) dla wszystkich t ≥ 0, ze

staªymi c = 2 oraz dn = 0.

U»yteczno±¢ nierówno±ci (4.42) jest motywacj¡ do wprowadzenia nast¦puj¡cej de�nicji.
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De�nicja 4.24 Mówimy, »e ci¡g funkcji Orlicza (ϕn) speªnia jednostajny warunek (Mn
), je±li istniej¡: liczba t0 > 0, ci¡g (cn) ⊂ R+ oraz staªa c > 0 takie, »e dla ka»dego t ∈ [0, t0]

oraz n ∈ N speªniona jest nierówno±¢

ϕn(nt) ≤ c · ϕn(t) + cn,

gdzie
∑∞

n=1 cn <∞.

Uwaga 4.25 Zgodnie z powy»sz¡ de�nicj¡ otrzymujemy: je±li ci¡g funkcji Orlicza

Φ = (ϕn) speªnia jednostajny warunek (Mn), to speªnia jednostajny warunek (M2) dla n ≥ 1,
i w tym przypadku zachodzi równo±¢ `Φ = hΦ.

Post¦puj¡c jak w przykªadzie 4.5 i korzystaj¡c z de�nicji 4.24 otrzymujemy u»yteczny

wynik.

Twierdzenie 4.26 Niech E = `Φ, gdzie Φ oznacza ci¡g rosn¡cych i ci¡gªych funkcji Orli-

cza (ϕn) speªniaj¡cych jednostajny warunek (Mn). Wtedy:

(i) Orth(`Φ) 6= Z(`Φ);

(ii) je±li, dodatkowo, dla ka»dego n ∈ N mamy ϕn(1) = 1, to krata `Φ nie zawiera izomor-

�cznej kopii ω (tj. δ(`Φ) > 0).

Dowód. Niech Φ = (ϕn) oznacza ci¡g rosn¡cych funkcji Orlicza speªniaj¡cych jednostajny

warunek (Mn).

Twierdzimy, »e

(v) je±li x = (xn) ∈ `Φ, to równie» ci¡g y := (n · xn) jest elementem `Φ.

Istotnie, je±li ρΦ (x/λ) <∞ dla pewnego λ > 0, to dla elementu y mamy

ρΦ

(y
λ

)
=
∞∑
n=1

ϕn

(
n|xn|
λ

)
≤
∞∑
n=1

(
c · ϕn

(
|xn|
λ

)
+ cn

)

= c · ρΦ

(x
λ

)
+

∞∑
n=1

cn <∞, (4.44)

wi¦c y jest elementem `Φ, jak twierdzili±my.

Poªó»my u = (un), gdzie un = n, n = 1, 2, .... Na podstawie wykazanej wªasno±ci (v),

operator T : `Φ → `Φ postaci

Tx = u • x = (n · xn), gdzie x = (xn) ∈ `Φ, (4.45)

jest dobrze zde�niowanym ortomor�zmem na `Φ.

Poniewa» Ten = n · en dla n = 1, 2, ..., to na podstawie lematu 3.2 otrzymujemy, »e

T ∈ Orth(E) \ Z(E). Zatem Orth(`Φ) 6= Z(`Φ), wi¦c speªniony jest warunek (i) naszego

twierdzenia.
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Niech teraz ϕn(1) = 1 dla ka»dego n ∈ N.
Jak w dowodzie twierdzenia 4.2, niech symbol D oznacza zbiór wektorów jednostkowych

{en : n ∈ N} przestrzeni `Φ. Kªad¡c w warunku (4.8): t = 1, otrzymujemy ‖en‖Φ = 1 dla

ka»dego n ∈ N, wi¦c D = Dθ dla θ = 1, zatem δ(`Φ) ≥ infn∈N ‖en‖Φ = 1 > 0. Z twierdzenia

4.2 wynika teraz, »e `Φ nie zawiera izomor�cznej kopii ω. Wykazali±my warunek (ii) naszego

twierdzenia. �

Korzystaj¡c z lematów 1.20 oraz 3.1 otrzymujemy nast¦puj¡ce uogólnienie twierdzenia

4.26.

Twierdzenie 4.27 Niech E = `Φ, gdzie Φ = (ϕn) oznacza ci¡g rosn¡cych i ci¡gªych funkcji

Orlicza. Je±li Φ zawiera podci¡g Ψ = (ϕnk) speªniaj¡cy jednostajny warunek (Mk), to

Orth(`Φ) 6= Z(`Φ).

Dowód. Je±li ci¡g Ψ speªnia jednostajny warunek (Mk), to na podstawie twierdzenia

4.26 mamy Orth(`Ψ) 6= Z(`Ψ). Ponadto, na podstawie lematu 1.20 (iii), krata `Ψ jest

porz¡dkowo izomor�czna z pasmem projekcynym w `Φ. Z lematu 3.1 wynika teraz, »e

Orth(`Φ) 6= Z(`Φ). �

Wniosek 4.28 Niech Φ = (ϕn) b¦dzie ci¡giem funkcji Orlicza, przy czym

0 < inf
n∈N

ϕn(1) ≤ sup
n∈N

ϕn(1) <∞. (4.46)

Wtedy `Φ nie zawiera-kratowo izomor�cznej kopii ω, a warunek Orth(`Φ) 6= Z(`Φ) impli-

kuje, »e F -krata `Φ nie jest izomor�czna porz¡dkowo2 z »adn¡ F -krat¡ Orlicza `ϕ.

W szczególno±ci, tak jest, gdy ci¡g Φ speªnia zaªo»enia twierdzenia 4.26: ϕn(1) = 1 dla

wszystkich n ∈ N, oraz ci¡g (ϕn) speªnia jednostajny warunek (Mn).

Dowód. Na podstawie twierdzenia 4.2 (iii), F -krata `Φ nie zawiera izomor�cznej kopii ω.

Wyeliminowali±my zatem przypadek zawierania przez `Φ kopii ω.

Wyka»emy nieco wi¦cej:

(w) je±li Orth(E) 6= Z(E), to dla ka»dej kraty G takiej, »e Orth(G) = Z(G) krata E nie

jest porz¡dkowo izomor�czna z G.

Przypu±¢my, nie wprost, »e E jest porz¡dkowo izomor�czna z G, ale Orth(E) 6= Z(E). Na

podstawie lematu 2.14 mieliby±my Orth(E) ∼= Orth(G) oraz Z(E) ∼= Z(G), zatem

Orth(E) ∼= Orth(G) = Z(G) ∼= Z(E), (4.47)

gdzie symbol ′ ∼= oznacza odpowiedni izomor�zm porz¡dkowy. Z warunku (4.47) wynika, »e

IE jest mocn¡ jedynk¡ w Orth(E) (bo izomor�zm porz¡dkowy zachowuje mocne jedynki).

2Z grubsza mówi¡c, ci¡g Φ nie jest równowa»ny ci¡gowi staªemu.
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St¡d otrzymujemy inkluzj¦ Orth(E) ⊂ Z(E), a zatem Orth(E) = Z(E), co jest sprzeczne

z wyj±ciowym zaªo»eniem. Nasze stwierdzenie (w) jest wi¦c prawdziwe. Kªad¡c E = `Φ

oraz G = `ϕ otrzymujemy tez¦ wniosku. �

W dalszej cz¦±ci tego podrozdziaªu przeanalizujemy dokªadniej przykªad 4.5. Niech

(pn) b¦dzie dowolnym ci¡giem liczb rzeczywistych z przedziaªu (0, 1) oraz niech Φ = (ϕn)

oznacza ci¡g funkcji Musielaka-Orlicza postaci ϕn(t) = tpn .

Poni»szy lemat jest podstaw¡ konstrukcji kilku przykªadów ci¡gów funkcji Musielaka-

Orlicza speªniaj¡cych jednostajny warunek (Mn). Wykorzystamy go równie» do analizy

zwi¡zku mi¦dzy warunkiem jednostajnym (Mn) a warunkiem (?) z twierdzenia 3.18.

Lemat 4.29 Przy oznaczeniach jak wy»ej, ci¡g Φ = (ϕn) speªnia jednostajny warunek

(Mn) wtedy i tylko wtedy, gdy supn∈N pn ln(n) <∞ (przykªadowo, pn = 1
ln(n+1) , lub pn = 1

n ,

n ∈ N). W tym przypadku, Orth(`Φ) 6= Z(`Φ).

Dowód. (⇐) Je±li pn ln n ≤ d < ∞ dla pewnej liczby d ∈ R oraz wszystkich n ∈ N,
to ªatwo sprawdzi¢, »e ci¡g ϕn(t) = tpn , n = 1, 2, ... speªnia jednostajny warunek (Mn) ze

staªymi t0 = 1, c = ed oraz cn = 0 dla ka»dego n ∈ N.
(⇒) Przypu±¢my teraz, »e nasz ci¡g Φ speªnia jednostajny warunek (Mn): istniej¡ staªe

c, t0 > 0 oraz ci¡g (cn) ⊂ R+ taki, »e
∑∞

n=1 cn < ∞, oraz dla ka»dego t ∈ [0, t0] zachodzi

nierówno±¢

(nt)pn = ϕn(n · t) ≤ c · ϕn(t) + cn = c · tpn + cn, n = 1, 2, ... (4.48)

Niech n0 b¦dzie tak¡ liczb¡ naturaln¡, »e 1
n0

< t0 oraz cn < 1
2 , dla n > n0. Wówczas,

kªad¡c w nierówno±ci (4.48): t = 1
n , dla n > n0 dostajemy

1 ≤ c · 1

npn
+ cn ≤ c ·

1

npn
+

1

2
,

a wi¦c npn ≤ 2c, sk¡d pn ln n ≤ d0 = ln 2c. De�niuj¡c liczb¦ d wzorem

d := max{p1 ln 1, ..., pn0 lnn0, d0}

otrzymujemy supn∈N(pn ln n) = d <∞. Ostatni¡ cz¦±¢ lematu otrzymujemy z twierdzenia

4.27. �

Wyka»emy teraz, »e dla powy»szego ci¡gu funkcji Orlicza Φ = (ϕn) warunek (?) w twier-

dzeniu 3.18 jest nie tylko wystarczaj¡cy, ale równie» konieczny na to, aby ka»dy ortomor�zm

na `Φ byª centralny. Jest to dyskretny wariant twierdzenia 4.21. Podajemy peªny dowód

tej wersji, poniewa» jest on bardziej elementarny ni» dowód twierdzenia 4.21.
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Stwierdzenie 4.30 Niech Φ = (ϕn) b¦dzie ci¡giem funkcji Orlicza , gdzie ϕn(t) = tpn, dla

t ∈ [0,∞), oraz (pn) - ci¡giem liczb rzeczywistych z przedziaªu (0, 1). Wówczas nast¦puj¡ce

warunki s¡ równowa»ne:

(i) funkcja ε1 wyznaczona przez naturaln¡ F -norm¦ ‖ · ‖Φ F -kraty `Φ jest ci¡gªa w zerze

(tj. speªniony jest warunek (?) twierdzenia 3.18),

(ii) funkcja ερΦ
1 wyznaczona przez modular ρΦ jest ci¡gªa w zerze,

(iii) Orth(`Φ) = Z(`Φ),

(iv) inf{pn, n ∈ N} > 0.

Dowód. Wyka»emy ci¡g nast¦puj¡cych implikacji (iv)⇔ (ii)⇔ (i)⇒ (iii)⇒ (i).

Równowa»no±¢ (i)⇔ (ii)⇔ (iv). W uwadze 4.6 do przykªadu 4.5 zostaªo wykazane, »e w

naturalnej F -normie F -kraty `Φ funkcja ε1 ma posta¢

ε1(t) = sup
n∈N

t
pn

1+pn .

W przypadku, gdy rozpatrujemy F -norm¦ równowa»n¡ wyznaczon¡ przez modular ρΦ (le-

mat 1.20 (iv)) funkcja ερΦ
1 jest postaci

ερΦ
1 (t) = sup

n∈N
tpn ,

bo ρΦ(ten) = tpn . Jest oczywiste, »e warunki inf{pn, n ∈ N} = 0 oraz inf{ pn
1+pn

, n ∈ N} = 0

s¡ równowa»ne, wi¦c funkcja ε1 jest ci¡gªa w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja ερΦ
1 jest

ci¡gªa w zerze. Z postaci obu funkcji wynika, »e s¡ one ci¡gªe w zerze wtedy i tylko wtedy,

gdy inf{pn, n ∈ N} = 0, sk¡d otrzymujemy »¡dan¡ równowa»no±¢ warunków (i), (ii), (iv).

Podamy teraz dowód brakuj¡cych implikacji.

Implikacja (i)⇒ (iii) jest tre±ci¡ twierdzenia 3.18.

Implikacja (iii) ⇒ (i). Wyka»emy implikacj¦ równowa»n¡: ∼ (i) ⇒∼ (iii). Zaªó»my, »e

funkcja ε1 jest nieci¡gªa w zerze (czyli warunek ∼ (i)). Oznacza to, »e istnieje podci¡g (pnk)

ci¡gu (pn) taki, »e pnk ↓ 0 oraz pnk <
1
k . Zauwa»my, »e ci¡g funkcji Orlicza Ψ = (ϕnk)

speªnia jednostajny warunek (Mk) ze staª¡ c = 2 oraz ck = 0 dla wszystkich k ∈ N:

ϕnk(kt) = (kt)pk = kpk · ϕnk(t) < k
1
k · ϕnk(t) ≤ 2ϕnk(t).

Na podstawie twierdzenia 4.27 otrzymujemy Orth(`Φ) 6= Z(`Φ).

Implikacja (i)⇒ (iii). Je±li funkcja ε1 jest ci¡gªa w zerze, to na podstawie twierdzenia 3.18

zachodzi równo±¢ Orth(`Φ) = Z(`Φ). �
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Uwaga 4.31 W przykªadzie 2.32 wykazali±my, »e je±li E0 jest F -krat¡

rzeczywistych ci¡gów x = (xn) takich, »e limn→∞
n
√
|xn| = 0 z F -norm¡ ‖x‖E0 =

supn∈N
n
√
|xn|, to Orth(E0) 6= Z(E0). W tym przypadku mamy δ(E0) = δ(D) =∞,

gdzie D = {en, n ∈ N} jest zbiorem standardowych wektorów jednostkowych kraty

E0 (tu r(en) = limt→∞ ‖ten‖E0 = limt→∞
n
√
t =∞). St¡d wynika, »e na ogóª mamy:

δ(E) =∞ 6⇒ (Orth(E) = Z(E)). (4.49)

Korzystaj¡c z lematu 4.29 oraz stwierdzenia 4.30 otrzymujemy dalsze przykªady F -

krat E (w klasie ci¡gowych przestrzeni Musielaka-Orlicza) ilustruj¡cych relacj¦ (4.49).

Twierdzenie 3.18 mówi, »e zachodzi ogólna implikacja (?) ⇒ (Orth(E) = Z(E)). Po-

nadto, je±li E jest ci¡gow¡ przestrzeni¡ Musielaka-Orlicza, to na podstawie twierdzenia 4.26

warunek (?) implikuje Orth(E) 6= Z(E). St¡d, w klasie ci¡gowych przestrzeni Musielaka-

Orlicza zachodzi implikacja

(Mn)⇒∼ (?). (4.50)

W poni»szym przykªadzie pokazujemy, »e implikacja (4.50) (w klasie ci¡gowych prze-

strzeni Musielaka-Orlicza) jest ±cisªa, tj. implikacja

∼ (Mn)⇒ (?) (4.51)

jest na ogóª nieprawdziwa.

Przykªad 4.32 Niech Φ = (ϕn), gdzie ϕn(t) = tpn , pn ∈ (0, 1), n = 1, 2, .... Na podstawie

lematu 4.29 ci¡g (ϕn) nie speªnia jednostajnego warunku (Mn) wtedy i tylko wtedy, gdy

supn∈N pn ln n = ∞. Poªó»my pn = n

√
1

1+ln n , n = 1, 2, .... Ci¡g (pn) speªnia powy»szy

warunek, lecz infn∈N pn = 0, zatem na podstawie warunku (x) z dowodu stwierdzenia

4.30 ci¡g (ϕn) nie speªnia równie» warunku (?). Oznacza to, »e implikacja (4.51) jest

nieprawdziwa, jak twierdzili±my.
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4.2.3 Przykªady ci¡gów funkcji Orlicza speªniaj¡cych jednostajny

warunek (Mn)

W kolejnym lemacie podajemy pewn¡ metod¦ konstruowania ci¡gów speªniaj¡cych jed-

nostajny warunek (Mn).

Lemat 4.33 Niech E = `Φ, gdzie Φ oznacza ci¡g (ϕn) rosn¡cych i ci¡gªych funkcji Orlicza

speªniaj¡cych jednostajny warunek (Mn), przy czym dla ka»dego n ∈ N mamy ϕn(1) = 1

oraz cn = 0. Ponadto, niech h : R+ → R+ b¦dzie ci¡gª¡, wkl¦sª¡ i rosn¡c¡ funkcj¡ tak¡, »e

h(0) = 0 oraz h(1) = 1. Poªó»my ψ(1)
n = h ◦ ϕn, n = 1, 2, ....

Wtedy ci¡g funkcji Orlicza (ψ
(1)
n ) speªnia te same warunki co ci¡g Φ, tj. jednostajny

warunek (Mn) z t¡ sam¡ staª¡ c, oraz ψ(1)
n (1) = 1 dla wszystkich n ∈ N.

Dowód. Z warunku ϕn(1) = 1 otrzymujemy natychmiast ψ(1)
n (0) = h(ϕn(0)) = h(0) = 0

oraz Ψ
(1)
n (1) = h(ϕn(1)) = h(1) = 1.

Poniewa» z zaªo»enia funkcja h jest wkl¦sªa, to dla dowolnych α, β > 0 takich, »e

α+ β = 1 mamy

h(αx+ βy) ≥ αh(x) + βh(y). (4.52)

Kªad¡c w warunku (4.52) y = 0 oraz korzystaj¡c z zaªo»enia, »e h(0) = 0 dostajemy

h(αx) ≥ αh(x) + βh(0) = αh(x). (4.53)

Je±li c ≥ 1, to dla α = 1
c mamy 0 < α ≤ 1, wi¦c z nierówno±ci (4.53) otrzymujemy

h(x) = h(α · cx) ≥ αh(cx) =
1

c
h(cx),

st¡d

h(cx) ≤ c · h(x). (4.54)

Poniewa», na podstawie zaªo»enia, ci¡g (ϕn) funkcji Orlicza speªnia jednostajny warunek

(Mn), to

ψ(1)
n (nt) = h(ϕn(nt)) ≤ h(c · ϕn(t))

(4.54)

≤ c · h(ϕn(t)) = c · ψ(1)
n (t),

wi¦c ψ(1)
n (nt) ≤ c · ψ(1)

n (t), co nale»aªo pokaza¢. �

Przykªad 4.34 Niech h(t) = ln(1+t)
ln 2 , gdzie t ≥ 0. Funkcja h jest oczywi±cie ci¡gªa, rosn¡ca,

wkl¦sªa i taka, »e h(0) = 0 oraz h(1) = 1. Niech teraz (ϕn) oznacza szczególny ci¡g funkcji

Orlicza z przykªadu 4.5: ϕn(t) = n
√
t, dla n = 1, 2, ... (tu cn = 0 dla wszystkich n ∈ N).

Wówczas z lematu 4.33 wynika, »e ci¡g funkcji Orlicza (ψ
(1)
n ) postaci

ψ(1)
n (t) =

ln(1 + n
√
t)

ln 2
, t ≥ 0

speªnia jednostajny warunek (Mn) oraz ψ(1)
n (1) = 1 dla ka»dego n ∈ N.
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Przykªad 4.35 Inny przykªad ci¡gu funkcji Orlicza speªniaj¡cego jednostajny warunek

(Mn) otrzymujemy dla funkcji g okre±lonej wzorem

g(t) =
1− e−t

1− e−1
, dla t ≥ 0.

Funkcja g jest oczywi±cie ci¡gªa, rosn¡ca, wkl¦sªa i taka, »e g(0) = 0 oraz g(1) = 1.

Niech (ϕn) oznacza ci¡g funkcji Orlicza okre±lonych jak w lemacie 4.33, np. ϕn(t) = n
√
t,

t ≥ 0 (tu równie» cn = 0 dla wszystkich n ∈ N).
Poªó»my χn(t) = (g ◦ ϕn)(t). n = 1, 2, .... Wtedy χ = (ξn) jest ci¡giem ograniczonych

funkcji Orlicza speªniaj¡cym jednostajny warunek (Mn).

Korzystaj¡c z lematu 4.33 oraz iteruj¡c za pomoc¡ funkcji h opisan¡ tam procedur¦

konstrukcji ci¡gu (ψ
(1)
n ) dostajemy natychmiast

Wniosek 4.36 Niech Φ = (ϕn) b¦dzie ci¡giem rosn¡cych i ci¡gªych funkcji Orlicza speªnia-

j¡cym jednostajny warunek (Mn), przy czym cn = 0 dla wszystkich n ∈ N. Ponadto, niech

h b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, niemalej¡c¡ i wkl¦sª¡ na póªprostej [0,∞), przy czym h(0) = 0 oraz

h(1) = 1. Poªó»my

ψ(k)
n = h ◦ ψ(k−1)

n , dla k ≥ 2 oraz n = 1, 2, ..., tj.

ψ(k)
n = hk ◦ ϕn, gdzie hk = h ◦ hk−1.

Je±li ci¡g (ϕn) speªnia jednostajny warunek (Mn) oraz ϕn(1) = 1 dla ka»dego n ∈ N, to ci¡g

(ψ
(k)
n ) równie» speªnia oba te warunki.

Przykªad 4.37 Z powy»szego wniosku wynika, »e zaªo»enia twierdzenia 4.26 s¡ speªnione

dla ci¡gu Ψ(1) = (ψ
(1)
n ) okre±lonego w przykªadzie 4.34:

ψ(1)
n (t) =

ln(1 + n
√
t)

ln 2
, t ≥ 0, n = 1, 2, ....

St¡d Orth(`Ψ
(1)

) 6= Z(`Ψ
(1)

).

Podobnie, dla ci¡gu Ψ(2) = (ψ
(2)
n ) postaci

ψ(2)
n (t) = h ◦ ψ(1)

n (t) =
ln(1 + ψ

(1)
n (t))

ln 2
=

ln
(

1 + ln(1+ n√t)
ln 2

)
ln 2

, n = 1, 2, ...

równie» speªnione s¡ zaªo»enia twierdzenia 4.26; mamy tutaj Orth(`Ψ
(2)

) 6= Z(`Ψ
(2)

).
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Na podstawie twierdzenia 4.26 oraz wniosku 4.36, otrzymujemy

Wniosek 4.38 Niech Ψ(k) = (ψ
(k)
n ) oznacza ci¡g zde�niowany jak we wniosku 4.36. Po-

ªó»my Ek = `Ψ
(k)
, k = 1, 2, .... Wtedy

(i) F -krata Ek nie zawiera izomor�cznej kopii ω, ale

(ii) Orth(Ek) 6= Z(Ek).

Uwaga 4.39 Je±li funkcje f, h okre±lone na przedziale [0,∞) s¡ ci¡gªe, niemalej¡ce,

wkl¦sªe i takie, »e f(1) = h(1) = 1, f(0) = h(0) = 0, to ich zªo»enia h ◦h, f ◦h, h ◦ f równie»
posiadaj¡ te same wªasno±ci.
Istotnie, zªo»enie f ◦ h jest funkcj¡ ci¡gª¡, niemalej¡c¡ oraz

(f ◦ h)(0) = f(h(0)) = 0, (f ◦ h)(1) = f(h(1)) = 1
Ponadto,

(f ◦ h)(αx+ βy) = f(h(αx+ βy)) ≥ f(αh(x) + βh(y)) ≥
≥ αf(h(x)) + βf(h(x)),

dla dowolnych α, β > 0 takich, »e α + β = 1 oraz x, y ∈ [0,∞). Analogiczne rezultaty uzy-
skujemy dla pozostaªych zªo»e«.

Przykªad 4.40 Kolejn¡ konstrukcj¦ ci¡gu funkcji Orlicza speªniaj¡cego jednostajny waru-

nek (Mn) otrzymujemy posªuguj¡c si¦ funkcj¡ h = g◦h0, przy czym funkcja h0 jest okre±lona

jak w przykªadzie 4.34 tj. h0(t) = ln(1+t)
ln 2 , dla t > 0, natomiast funkcja g jak w przykªadzie

4.35. St¡d

h(t) =
1− e−h0(t)

1− e−1
=

1− e−
ln(1+t)

ln 2

1− e−1
=

1− 1

(1+t)
1

ln 2

1− e−1
.

Funkcja h jest oczywi±cie ograniczona, ci¡gªa, rosn¡ca i taka, »e h(0) = 0 oraz h(1) = 1.

Na podstawie uwagi 4.39 otrzymujemy, »e h jest równie» funkcj¡ wkl¦sª¡. Niech teraz ci¡g

funkcji Orlicza (ϕn) speªnia jednostajny warunek (Mn). Z lematu 4.33 wynika, »e ci¡g

funkcji Orlicza (Hn), gdzie Hn = h ◦ ϕn dla ka»dego n ∈ N, speªnia równie» jednostajny

warunek (Mn).

Poªó»my ϕn(t) = n
√
t, n = 1, 2, ..., t ≥ 0. W przykªadzie 4.5 zauwa»yli±my, »e taki

ci¡g (ϕn) speªnia jednostajny warunek (Mn), zatem z powy»szych uwag wynika, »e ci¡g

ograniczonych funkcji Orlicza (Hn) postaci

Hn(t) = h ◦ ϕn(t) =

1− 1

(1+ n√t)
1

ln 2

1− e−1
.

równie» speªnia ten warunek.

W poprzednich przykªadach 4.34 oraz 4.37 tworzyli±my funkcje ϕn speªniaj¡ce na od-

cinku [0, 1] nierówno±¢

ϕn(t) ≤ c · tpn , pn ∈ (0, 1), (4.55)

107



gdzie c jest staª¡ niezale»n¡ od n. Wynikaªo, to z nierówno±ci ln(1 + t) ≤ t, dla t ≥ 0.

Podamy teraz przykªad takiego ci¡gu funkcji Orlicza Φ = (ϕn), »e funkcje ϕn nie

speªniaj¡ nierówno±ci (4.55) z jedn¡ staª¡, lecz Orth(`Φ) 6= Z(`Φ).

Przykªad 4.41 Poªó»my

ϕn(t) =
ln(1 + nt)

ln(1 + n)
, t ≥ 0, n = 1, 2, ....

Wszystkie funkcje ϕn s¡ wkl¦sªe oraz ϕn(1) = 1 dla ka»dego n ∈ N. St¡d, na podstawie

lematu 1.20 dla ci¡gu Φ = (ϕn) otrzymujemy `Φ = hΦ = kΦ. Dalej, poniewa» limt→0
ϕn(t)
t =

limt→0 ϕn
′(t) = n

ln(1+n) ↑ ∞, przy n→∞, to nie istniej¡: staªa c > 0 oraz t0 > 0 takie, »e
ϕn(t)
t ≤ c dla t ∈ [0, t0] oraz wszystkich n ∈ N.
Rozwa»my teraz podci¡g (nk), gdzie nk = 2k

3
, k = 1, 2, .... Poªó»my Ψ := (ϕnk). Na

podstawie lematu 1.20 (iii) otrzymujemy, »e

krata `Ψ = kΨ jest porz¡dkowo izomor�czna z pasmem projekcyjnym w `Φ.

Wyka»emy, »e Orth(`Ψ) 6= Z(`Ψ). Poka»emy, »e dla ci¡gów x = (xk) ∈ ω oraz u =

(uk)
∞
k=1, gdzie uk = k, k = 1, 2, ... zachodzi nierówno±¢

mΨ(u • x) = mΨ((kxk)) ≤ mΨ(x) + c,

przy czym c jest pewn¡ staª¡ niezale»n¡ od x. Dla ka»dego k ∈ N mamy

ϕnk(kt) =
ln(1 + k2k

3
t)

ln(1 + 2k3)
=

ln k + ln( 1
k + 2k

3
t)

ln(1 + 2k3)
≤

≤ ln k

ln(1 + 2k3)
+

ln(1 + 2k
3
t)

ln(1 + 2k3)
=

ln k

ln(1 + 2k3)
+ ϕnk(t) <

ln k

k3 ln 2
+ ϕnk(t),

zatem

ϕnk(kt) <
ln k

k3 ln 2
+ ϕnk(t). (4.56)

St¡d

mΨ(u • x) =

∞∑
k=1

ϕnk(k|xk|)
(4.56)

≤
∞∑
k=1

ln k

k3 ln 2
+
∞∑
k=1

ϕnk(|xk|) =

1

ln 2

∞∑
k=1

ln k

k3
+mΨ(x). (4.57)

Poniewa» szereg
∑∞

k=1
ln k
k3 jest zbie»ny, to mo»emy przyj¡¢ c =

∑∞
k=1

ln k
k3 ; z warunku

(4.57) otrzymujemy teraz »¡dan¡ nierówno±¢ mψ(u • x) ≤ mΨ(x) + c, sk¡d wynika, »e

je±li x ∈ `Ψ(= kΨ), czyli mΨ (x) <∞, to mΨ (u • x) <∞, a zatem u • x ∈ `Ψ. St¡d otrzy-

mujemy, »e operator T0 : `Ψ → `Ψ zde�niowany wzorem T0(x) = u • x jest ortomor�zmem

niecentralnym na hΨ. Poniewa» `Ψ jest porz¡dkowo izomor�czna z pasmem projekcyjnym

`Φ, to z twierdzenia 4.27 wynika, »e Orth(`Φ) 6= Z(`Φ).
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Poni»sze twierdzenie jest szczególn¡ postaci¡ twierdzenia 3.3 o warunkach równowa»nych

na to aby istniaª ortomor�zm niecentralny na przestrzeni Musielaka-Orlicza `Φ. Zastosu-

jemy je w ostatnim przykªadzie tego rozdziaªu, pokazuj¡cym, »e warunek (?) twierdzenia

3.18 nie jest na ogóª konieczny na to aby zachodziªa równo±¢ Orth(E) = Z(E).

Twierdzenie 4.42 Niech E = `Φ, gdzie Φ = (ϕn) oznacza ci¡g rosn¡cych i ci¡gªych funk-

cji Orlicza speªniaj¡cych jednostajny warunek M2, oraz niech en oznacza n-ty wektor jed-

nostkowy w `Φ. Wówczas równowa»ne warunki (i), (ii), (iii), (iv) twierdzenia 3.3 (daj¡ce

Orth(`Φ) 6= Z(`Φ)) s¡ równowa»ne z warunkiem:

(v) istnieje rosn¡cy ci¡g (nj) ⊂ N taki, »e zbie»no±¢ szeregów
∑∞

j=1 ϕnj (λ|xj |), dla ka»-

dego λ > 0, implikuje zbie»no±¢ szeregów
∑∞

j=1 ϕnj (λj|xj |), λ > 0.

Ponadto, je±li wszystkie funkcje ϕn s¡ subaddytywne (wtedy `Φ = hΦ = kΦ), np. wkl¦sªe, to

warunek (v) mo»na zast¡pi¢ warunkiem równowa»nym:

(v′) istnieje rosn¡cy ci¡g (nj) ⊂ N taki, »e zbie»no±¢ szeregu
∑∞

j=1 ϕnj (|xj |) implikuje

zbie»no±¢ szeregu
∑∞

j=1 ϕnj (j|xj |).

Dowód. Poniewa» ci¡g Φ = (ϕn) speªnia jednostajny warunek M2, to `Φ = hΦ, tj. norma

na `Φ jest porz¡dkowo ci¡gªa; równowa»no±¢ warunków (i), (ii), (iii), (iv) dla przestrzeni

`Φ wynika zatem bezpo±rednio z twierdzenia 3.3.

Rozwa»my teraz warunek (iv) twierdzenia 3.3:

istnieje ±ci±le rosn¡cy ci¡g (nj) ⊂ N taki, »e zbie»no±¢ (topologiczna) szeregu
∑∞

j=1 xjenj
implikuje zbie»no±¢ szeregu

∑∞
j=1 jxjenj .

Z równo±ci `Φ = hΦ wynika, »e szereg
∑∞

j=1 xjenj jest zbie»ny w E = `Φ wtedy i tylko

wtedy, gdy dla ka»dego λ > 0 mamy
∑∞

j=1 ϕnj (λ|xj |) <∞. Podobnie, szereg
∑∞

j=1 jxjenj
jest zbie»ny w E wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego λ > 0 mamy

∑∞
j=1 ϕnj (λj|xj |) <∞.

St¡d natychmiast wynika, »e warunki (iv) oraz (v) s¡ równowa»ne.

Je±li wszystkie funkcje ϕn s¡ subaddytywne, to hΦ = kΦ (patrz uwaga 1.21), a zatem

zbie»no±¢ szeregów
∑∞

n=1 ϕn(λ|xn|), dla ka»dego λ > 0, jest równowa»na zbie»no±ci jednego

szeregu
∑∞

n=1 ϕn(|xn|), wi¦c warunki (v) oraz (v′) s¡ równowa»ne. �

Poni»szy przykªad ilustruje drug¡ cz¦±¢ twierdzenia 3.18 (tj., »e warunek (?) nie jest

koniecznym na zachodzenie równo±ci Orth(E) = Z(E)).

Przykªad 4.43 Poªó»my

ϕn(t) =

{ n+1
2 t gdy t ∈ [0, 1

n+1 ],
n+1
2n t+ n−1

2n gdy t ∈ ( 1
n+1 ,∞).

Oczywi±cie ϕn(1) = 1 dla ka»dego n ∈ N. Na podstawie lematu 3.23 wiemy, »e ci¡g

Φ = (ϕn) jest jednakowo ci¡gªy w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f∞ jest ci¡gªa w
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zerze. W naszym przypadku mamy

f∞(t) = sup
n∈N

ϕn(t)


0 gdy t = 0,
1
2 t+ 1

2 gdy t ∈ (0, 1),
t gdy t ∈ [1,∞).

zatem funkcja f∞ nie jest ci¡gªa w zerze, wi¦c

ci¡g (ϕn) nie jest jednakowo ci¡gªy w zerze.

Ustalmy x = (xn) ∈ ω. Poniewa» warunek

ρΦ(x) =
∞∑
n=1

ϕn(|xn|) <∞,

implikuje, »e limn→∞ ϕn(|xn|) = 0, to istnieje liczba nx ∈ N taka, »e ϕn(|xn|) < 1
2 dla

n ≥ nx. Z de�nicji funkcji ϕn wynika, »e dla ka»dego n > nx mamy n+1
2 |xn| <

1
2 , dla

|xn| < 2
n+1 .

Ponadto, na podstawie lematu 1.20 wkl¦sªo±¢ funkcji ϕn implikuje, »e `Φ = hΦ = kΦ.

Gdyby krata hΦ miaªa ortomor�zm niecentralny T , to z warunku (v′) twierdzenia 4.42

wynikaªoby, »e istnieje ±ci±le rosn¡cy ci¡g (nj) taki, »e dla x = (xj) ∈ ω warunek

∞∑
j=1

ϕnj (|xj |) <∞ implikowaªby
∞∑
j=1

ϕnj (j|xj |) <∞. (4.58)

Rozwa»my ci¡g x = (xj), gdzie x1 = 0 oraz xj = 2
j2(nj+1)

. Mamy 0 < xj ≤ 2
(nj+1) , dla

j ≥ 2.

St¡d ϕnj (x1) = 0 oraz ϕnj (|xj |) =
nj+1

2 |xj | = 1
j2
, dla j ≥ 2. Z powy»szej równo±ci

wynika, »e
∞∑
j=1

ϕnj (|xj |) =

∞∑
j=1

1

j2
<∞,

lecz
∞∑
j=1

ϕnj (j|xj |) =

∞∑
j=1

1

j
=∞.

Otrzymana sprzeczno±¢ implikuje, »e nie istnieje ortomor�zm niecentralny na `Φ, zatem

Orth(`Φ) = Z(`Φ).
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Rozdziaª 5

Ortomor�zmy w F -kratach z

quasi-jedynk¡

5.1 Wprowadzenie � problem nietrywialnych ortomor�zmów

Wiadomo [3, Theorem 2.12], »e je±li krata liniowa E jest σ-zupeªna w sensie Dedekinda,

to posiada ′du»o′ nietrywialnych projekcji porz¡dkowych, wi¦c krata Orth(E) jest równie»

nietrywialna.

Je»eli zaw¦zimy nasze rozwa»ania tylko do krat Banacha (bez zakªadania dodatkowych

wªasno±ci o cz¦±ciowym porz¡dku), to sytuacja nie jest ju» tak jasna: je±li krata Banacha

posiada quasi-jedynk¦ (w szczególno±ci, gdy jest o±rodkowa), to zbiór ortomor�zmów jest

do±¢ bogaty ([50]; por. twierdzenie 5.10 ni»ej); istniej¡ jednak przykªady nieo±rodkowych

krat Banacha E, nie posiadaj¡cych quasi-jedynki, takich, »e Orth(E) = lin{IE} (patrz [15],
[51])

W tym rozdziale zajmuj¦ si¦ problemem istnienia nietrywialnych ortomor�zmów na

danej F -kracie E, w szczególno±ci - problemem aproksymacji dowolnego elementu y ∈ [0, x]

za pomoc¡ elementów postaci Sx, gdzie S jest ortomor�zmem centralnym na E, przy czym

nie narzucam »adnych warunków na wªasno±ci porz¡dkowe kraty E.

Problemem takiej aproksymacji, przy zaªo»eniu, »e krata liniowa E posiada wystarcza-

j¡co du»o projekcji porz¡dkowych, zajmowali si¦ Z. Lipecki [30], B. Lavri£ [26], A. I. Veksler

[57] oraz M. Wójtowicz [56]. W 1994 roku Z. Lipecki wykazaª, »e je±li krata liniowa E ma

rozdzielaj¡ce projekcje porz¡dkowe (= krata E ma wªasno±¢ (δ) w sensie Lavri£a1), to dla

ka»dego x ∈ E+ oraz y ∈ [0, x] istnieje ci¡g projekcji porz¡dkowych (Pn) w E takich, »e

0 ≤ y −
n∑
i=1

1

2i
Pix ≤

1

2n
x;

st¡d, kªad¡c Tn =
∑n

i=1
1
2i
Pi, n = 1, 2, ..., otrzymujemy niemalej¡cy ci¡g nieujemnych

1tj. je±li y1 ∧ y2 = 0, to istnieje projekcja porz¡dkowa P na E taka, »e Py1 = y1 oraz Py2 = 0; w
szczególno±ci, je±li krata E ma wªasno±¢ projekcji gªównej (PPP), to ma wªasno±¢ (δ).
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ortomor�zmów (Tn) speªniaj¡cych warunek 0 ≤ y − Tnx ≤ 1
2nx. W szczególno±ci, je±li E

jest F -krat¡ posiadaj¡c¡ rozdzielaj¡ce projekcje, to jest topologicznie peªna (de�nicja 5.8):

dla ka»dego y ∈ [0, x] istnieje ci¡g ortomor�zmów centralnych Tn takich, »e ‖y−Tnx‖E → 0,

przy n → ∞. Z nierówno±ci Lipeckiego wynika równie», »e je±li E jest dodatkowo krat¡

Banacha, to y = Tx, gdzie T =
∑∞

i=1
1
2i
Pi (zbie»no±¢ absolutna w L(E)). To uogólnia

klasyczne twierdzenie Kukateladze

[4, Theorem 8.16] z przypadku, gdy E jest krat¡ σ-zupeªn¡ w sensie Dedekinda. Wynik

podobnego typu uzyskaª B. de Pagter w pracy doktorskiej [40, Theorem 19.4 oraz Lemma

19.3], gdzie w roli projekcji rozdzielaj¡cych Pi wyst¦puj¡ ortomor�zmy Ti ∈ Z(E) takie, »e

0 ≤ Ti ≤ I na E.

Ponadto, A. W. Wickstead [50] dowodzi, »e je±li E jest krat¡ Banacha oraz krata Z(E)

jest topologicznie peªna, to Z(E) posiada tzw. wªasno±¢ rozdzielania (de�nicja 5.16), która

jest nieco sªabsz¡ wªasno±ci¡ ni» wªasno±¢ (δ). St¡d otrzymujemy nast¦puj¡ce implikacje

(δ)
(F−kraty)⇒ topologiczna peªno±¢

(kratyBanacha)⇒ wªasno±¢ rozdzielania.

W twierdzeniach 5.10, 5.17 oraz 5.15 przeniesione s¡ cytowane wyniki A. W. Wicksteada

na przypadek F -krat z quasi-jedynk¡. W twierdzeniu 5.17 dowodzimy, »e F -krata E z

quasi-jedynk¡ posiada znacznie mocniejsz¡ wªasno±¢ ni» wªasno±¢ rozdzielania:

Dla dowolnych ortogonalnych elementów x, y ∈ E+ \ {0} istnieje ci¡g ortomor�zmów

(Sn) ⊂ Z(E)+ taki, »e Sny → y oraz Snx = 0 dla wszystkich n ∈ N.

Ponadto, w twierdzeniu 5.15 uzupeªniamy i wzmacniamy tez¦ twierdzenia 5.10:

Dla ka»dego x ∈ E+ \ {0} oraz ka»dego elementu y ∈ [0, x] istnieje niemalej¡cy ci¡g

ortomor�zmów (Sn) ⊂ Z(E)+ taki, »e Snx ↑ y oraz ‖Snx− y‖E → 0, przy czym ci¡g

zaw¦»e« Sn|Ax jest zbie»ny punktowo do pewnego ortomor�zmu R ∈ Z(Ax), gdzie

Rx = y.

Wyniki uzyskane w twierdzeniach 5.17 oraz 5.15 s¡ nowe nawet w zakresie krat Banacha.

5.2 Podstawowe wªasno±ci F -krat z quasi-jedynk¡

W tym podrozdziale omawiamy poj¦cie quasi-jedynki w F -kratach. Wyniki tu przedsta-

wione s¡ dobrze znane w zakresie krat unormowanych [4, str 259], [3, str. 164], lecz ich

dowody ró»ni¡ si¦ nieco od klasycznych dowodów, co jest spowodowane brakiem jednorod-

no±ci w de�nicji F -normy (por. aksjomaty (iii) oraz (iv) w de�nicji 1.1).

De�nicja 5.1 Niech E b¦dzie krat¡ liniow¡ wyposa»on¡ w F -norm¦ ‖ · ‖E. Dodatni ele-

ment x ∈ E nazywamy quasi-jedynk¡ 2, je±li ideaª Ax generowany przez element x jest

topologicznie g¦sty w E.
2Element taki nazywany jest równie» punktem quasi-wewn¦trznym lub jedynk¡ topologiczn¡ [50, str.51]
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Poni»szy lemat jest elementarnym uogólnieniem znanego wyniku dla przypadku, gdy E

jest o±rodkow¡ krat¡ Banacha [4, str. 259].

Lemat 5.2 Niech E = (E, ‖ · ‖E) b¦dzie F -krat¡ o±rodkow¡. Wtedy E posiada quasi-

jedynk¦.

Dokªadniej, je±li ci¡g (xn) jest topologicznie g¦sty w E, to istnieje ci¡g liczb rzeczywi-

stych dodatnich (αn) taki, »e element e :=
∑∞

n=1 αn|xn| jest quasi-jedynk¡ F -kraty E.

Dowód. Niech ci¡g (xn) b¦dzie g¦sty w E.

Z wªasno±ci F -normy3 wynika, »e istnieje ci¡g liczb dodatnich (αn) taki, »e ‖αnxn‖E ≤ 1
2n , n = 1, 2, ....

Poniewa»
∑∞

n=1 ‖αnxn‖E < 1, to z zupeªno±ci (topologicznej) F -kraty E otrzymujemy, »e

szereg
∑∞

n=1 αn|xn| jest absolutnie zbie»ny do pewnego elementu e ∈ E. St¡d, dla ka»dego

n = 1, 2, ... mamy

|xn| =
αn
αn
|xn| =

1

αn
(αn|xn|) ≤

1

αn
e ∈ Ae.

Poniewa» Ae jest ideaªem w E, to xn ∈ Ae, n = 1, 2, ....

Dostali±my zatem {xn} ⊂ Ae ⊂ E, wi¦c E = {xn} ⊂ Ae ⊂ E. Ostatecznie Ae = E, co

nale»aªo pokaza¢. �

Poni»szy lemat, na którym oparte s¡ gªówne wyniki tego rozdziaªu jest prostym prze-

niesieniem klasycznego wyniku dla krat Banacha [4, Theorem 12.20] na przypadek F -krat.

Przypomnijmy4, »e w punkcie (a) poni»szego lematu konieczne jest u»ycie symbolu ‖·‖e∞
dla konkretnej quasi-jedynki e.

Lemat 5.3 Niech E b¦dzie F -krat¡ liniow¡ z quasi-jedynk¡ e. Wtedy

(a) ideaª gªówny Ae wyposa»ony w norm¦ ‖x‖e∞ = inf{λ > 0 : |x| ≤ λe} jest krat¡

Banacha, izometryczn¡ porz¡dkowo (za pomoc¡ pewnej izometrii porz¡dkowej h prze-

ksztaªcaj¡cej e na 1Ke) z krat¡ C(Ke), gdzie Ke jest zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a,

zale»n¡ od Ae;

(b) AM -przestrzenie Z(Ae) oraz Z(C(Ke)) s¡ izometryczne porz¡dkowo 5:

dla ka»dego T ∈ Z(Ae) istnieje dokªadnie jeden element uT ∈ C(Ke) postaci

uT = h(Te) taki, »e dla ka»dego x ∈ Ae mamy

Tx = h−1(uT • h(x)),

gdzie h : Ae → C(Ke) jest izomor�zmem kratowym takim, »e

h(e) = 1Ke , a symbol • oznacza mno»enie w C(Ke)
6;

3limt→0 ‖tx‖E = 0, aksjomat (iii) w de�nicji 1.1
4patrz komentarz przed lematem 2.16, podrozdziaª 1.5
5gdy obie kraty Z(Ae) oraz Z(C(Ke)) s¡ wyposa»one w ich naturalneM -normy ‖·‖∞, patrz podrozdziaª

2.1
6patrz podrozdziaª 2.1
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»¡dan¡ izometri¡ porz¡dkow¡ jest odwzorowanie ĥ : Z(Ae)→ Z(C(Ke)) postaci

ĥ(T ) = h ◦ T ◦ h−1, T ∈ Z(Ae),

gdzie h jest izometri¡ porz¡dkow¡ jak w punkcie (a) - z Ae na C(Ke) - natomiast

odwzorowanie odwrotne do ĥ jest okre±lone wzorem

ĥ−1(S) = h−1Sh,

gdzie ortomor�zm S ∈ Z(C(Ke)) jest postaci S(y) = u • y, dla pewnego u ∈ C(Ke) i

wszystkich y ∈ C(Ke).

Uwaga 5.4 Wynik dla F -krat przedstawiony w lemacie 5.3 nie wyst¦puje w postaci

jawnej w dost¦pnej literaturze. Szkic dowodu podobnego twierdzenia jest zawarty w pracy [35,
Théorème 1.6] M. Meyera z 1978 roku: w podpunkcie (c) podany jest warunek wystarczaj¡cy
na to, aby speªniony byª warunek (b) naszego lematu 5.3; autor nie dowodzi jednak, »e je±li
E jest F -krat¡, to zachodzi teza punktu (a) naszego twierdzenia, który jest podstaw¡ cz¦±ci
(b) lematu 5.3.

Dowód lematu 5.3. (a) Wiadomo (lemat 2.16), »e ideaª gªówny Ae z norm¡ ‖ · ‖e∞ jest

M -przestrzeni¡ z mocn¡ jedynk¡ e. Poniewa» ka»da F -krata jest jednostajnie zupeªna7, to

dla ka»dego e ∈ E+ krata unormowana (Ae, ‖ · ‖∞) jest zupeªna.

Na podstawie twierdzenia Kakutaniego 1.8, istnieje przestrze« zwarta Ke (zale»na od

Ae) oraz izometria porz¡dkowa h z kraty Banacha (Ae, ‖·‖∞) na C(Ke) taka, »e h(e) = 1Ke .

(b) Niech T b¦dzie ortomor�zmem na Ae. Poªó»my uT = h(Te) i rozwa»my ortomor�zm

T1 na Ae postaci

T1x = h−1(uT • h(x)), gdzie x ∈ Ae.

Poniewa» h(e) = 1Ke gdzie Ke jest zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a okre±lon¡ w punkcie (a),

to

T1e = h−1(uT • 1Ke) = h−1(h(Te)) = Te.

Poniewa» e jest jedynk¡ na Ae, to korzystaj¡c z wniosku 2.6 otrzymujemy T = T1.

Pozostaªa cz¦±¢ punktu (b), dotycz¡ca izometrii porz¡dkowej ĥ, wynika wprost z lematu

2.14. �

7Krata E jest jednostajnie zupeªna (uniformly complete), je±li dla ka»dego x ∈ E+ ka»dy e-jednostajny
ci¡g Cauchy'ego posiada e-jednostajn¡ granic¦ w E (patrz [33, De�nition 42.1, str. 276]. Ci¡g (xn) ⊂ E
nazywamy e-jednostajnym ci¡giem Cauchy'ego, je±li istnieje element e ∈ E+ taki, »e dla ka»dej liczby
ε > 0 istnieje Nε ∈ N taka, »e dla m,n > Nε zachodzi nierówno±¢ |xn − xm| ≤ ε · e. Ci¡g (xn) ⊂ E
nazywamy e-jednostajnie zbie»nym, je±li istnieje x ∈ E takie, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje liczba Mε taka,
»e |x− xn| ≤ ε · e.
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5.3 Twierdzenia gªówne

Poni»szy lemat jest przeniesieniem podobnego wyniku dla krat Banacha [1, Theorem 3.34].

Podobnie jak w lemacie 5.3, kraty Z(E) oraz Z(Ae) rozpatrujemy z ich naturalnymi ‖ · ‖∞-
normami.

Lemat 5.5 Niech E = (E, ‖ · ‖E) b¦dzie F -krat¡ z quasi-jedynk¡ e. Wtedy zbiór ortomor-

�zmów centralnych okre±lonych na E jest nietrywialny.

Dokªadniej, krata Z(E) jest izometryczna porz¡dkowo z Z(Ae), wi¦c równie» z prze-

strzeni¡ C(Ke), gdzie Ke jest przestrzeni¡ reprezentacyjn¡ dla AM -przestrzeni (Ae, ‖ · ‖e∞)

okre±lon¡ jak w lemacie 5.3.

Izometri¡ porz¡dkow¡ z Z(Ae) na Z(E) jest operator postaci

Ψ(T0) = T 0,

gdzie T 0 jest jednoznacznym rozszerzeniem ortomor�zmu T0 z Ae na E, a Ψ−1 : Z(E) →
Z(Ae) jest operatorem obci¦cia:

Ψ−1(T ) = T|Ae , T ∈ Z(E).

Dowód. Niech T0 ∈ Z(Ae). Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e ortomor�zm T0 jest

dodatni (patrz uwaga 2.4).

Na podstawie lematu 5.3 (a) istnieje przestrze« zwarta Hausdor�a Ke taka, »e ideaª Ae
(wyposa»ony w norm¦ ‖ · ‖e∞) jest porz¡dkowo izometryczny - za pomoc¡ pewnej izometrii

h - z krat¡ C(Ke).

Ponadto, z lematu 5.3 (b) wynika, »e istnieje element uT ∈ C(Ke) taki, »e ortomor�zm

T0 jest postaci:

T0y = h−1(uT • h(y)), y ∈ Ae,

oraz speªniona jest nierówno±¢

|T0y| ≤ λ|y|, y ∈ Ae, (5.1)

gdzie λ = ‖T0‖∞.
Dalsza cz¦±¢ dowodu pokrywa si¦ z dowodem [1, Theorem 3.34] dla przypadku, gdy E jest

krat¡ Banacha i dlatego j¡ pomijamy. Jednoznaczno±¢ rozszerzenia T0 ortomor�zmu T0

wynika z topologicznej g¦sto±ci Ax w E. �

Uwaga 5.6 Wynik przedstawiony w powy»szym lemacie zachodzi dla szerszej klasy krat

liniowych ni» F -kraty. Wystarczy zaªo»y¢, »e E jest krat¡topologicznie zupeªn¡, lokalnie
solidn¡ i jednostajnie zupeªn¡ (tj. ideaª Ae wyposa»ony w norm¦ ‖ · ‖e∞ zde�niowany jak w
punkcie (a) lematu 5.3 jest AM -przestrzeni¡). Wtedy ka»dy ortom or�zm centralny wzgl¦dem
takiej topologii na E rozszerza si¦ jednoznacznie do operatora ci¡gªego na Ae = E, a wobec
domkni¦to±ci sto»ka E+ rozszerzenie to jest ortomor�zmem centralnym.
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�¡cz¡c lematy 5.3 (a) oraz 5.5 otrzymujemy w poni»szym lemacie prost¡ posta¢ izo-

mor�zmu porz¡dkowego ê z kraty Z(E) na Ae, co wskazuje, »e krata Z(E), wi¦c równie»

Orth(E), jest 'bogata', gdy E posiada quasi-jedynk¦. Wynik ten jest jednak czysto teore-

tyczny, bo w jego dowodzie stosujemy w sposób niejawny twierdzenie Kakutaniego (na nim

oparty jest lemat 5.3): tu nie wiemy w jaki sposób z elementu u ∈ Ae utworzy¢ ortomor-

�zm T ∈ Z(E) taki, »e ê(T ) = u. W praktyce cz¦sto stosujemy wniosek 2.26 (rozdziaª 2)

mówi¡cy o konkretnej postaci ortomor�zmów centralnych na ideaªach f -algebry z jedno±ci¡.

Warto w tym miejscu doda¢, »e wynik podobnego typu próbowali uzyska¢ autorzy pracy

[7, Theorem 3.3], gdzie krata Orth(E) jest zast¡piona przez tzw. δ-ideaª kraty Lr(L,M),

przy czym L,M s¡ kratami liniowymi, aM jest zupeªna w sensie Dedekinda. Z cytowanego

twierdzenia wynikaªoby, »e je±li E = L = M = `p, gdzie 1 < p < ∞, to dla elementu

e =
(

1
n

)
∈ `p odwzorowanie ê : Orth(E)(∼= `∞) → E postaci ê(T ) = T (e) = te, gdzie

t ∈ `∞, byªoby surjekcj¡ (na E), co oczywi±cie jest nieprawd¡8.

Lemat 5.7 Niech E b¦dzie F -krat¡ z quasi-jedynk¡ e. Rozwa»my odwzorowanie liniowe

ê : Orth(E)→ E postaci

ê(T ) = T (e).

Wówczas ê jest izomor�zmem kratowym oraz jego obraz - ê(Orth(E)) - jest podkrat¡ topo-

logicznie i porz¡dkowo g¦st¡ w E.

Ponadto, ê(Z(E)) = Ae, przy czym

ê(Z+
1 (E)) = [0, e], gdzie Z+

1 (E) = {T ∈ Z(E) : 0 ≤ T ≤ IE}. (5.2)

Dowód. Oczywi±cie ê jest operatorem liniowym. Ponadto, z to»samo±ci (2.4) w twierdzeniu

2.3 wynika, »e ê jest izomor�zmem kratowym, bo

|ê(T )| = |T (e)| = |T |(e) = ê(|T |).

Z wniosku 2.6 wynika, »e ê jest iniekcj¡: ê(T ) = Te = 0 = 0(e) wtedy i tylko wtedy, gdy

T = 0. St¡d otrzymujemy, »e ê(Orth(E)) jest podkrat¡ E.

Wyka»emy teraz, »e ê(Z(E)) = Ae, co b¦dzie implikowa¢ równie», »e ê(Orth(E)) jest

porz¡dkowo i topologicznie g¦st¡ podkrat¡ E (bo Ae = E).

Niech 0 ≤ ê(T ) = Te ≤ e. Zatem ê(T ) ∈ [0, e], a st¡d

ê(Z+
1 (E)) ⊂ [0, e]. (5.3)

Niech u ∈ [0, e]. Na podstawie lematu 5.3 (a) istnieje izomor�zm porz¡dkowy h dziaªa-

j¡cy z Ae na C(Ke) (dla pewnej przestrzeni zwartej Hausdor�a Ke) taki, »e h(e) = 1Ke .

Rozwa»my ortomor�zm T u ∈ Z(Ae) postaci

T uy = h−1(h(u) • h(y)), y ∈ Ae. (5.4)

8Przykªadowo dla ustalonego 1 < p <∞ oraz dla ci¡gu x = (xn), gdzie xn = 1
nα

, α = p+1
2p

, otrzymujemy

x ∈ `p, ale x nie jest postaci
(

1
n
tn
)
, gdzie tn jest ci¡giem ograniczonym, bo nxn = n

p−1
2p ↑ ∞.
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Na podstawie lematu 5.5 istnieje ortomor�zm T ∈ Z(E) postaci T = Ψ(T u) = T u(=

rozszerzenie T u z Ae na E). Poniewa» T jest rozszerzeniem T u, to T (e) = T u(e). Zatem z

warunku (5.4) dostajemy

T (e) = T u(e) = h−1(h(u) · h(e)) = h−1(h(u) · 1Ke) = h−1(h(u)) = u;

to implikuje inkluzj¦

[0, e] ⊂ ê(Z+
1 (E)). (5.5)

�¡cz¡c inkluzje (5.3) oraz (5.5) otrzymujemy, »e ê odwzorowuje bijektywnie Z+
1 (E) na

odcinek [0, e], co dowodzi równo±ci (5.2).

Poniewa» Z+(E) =
⋃∞
n=1 n · Z

+
1 (E), to z wykazanej równo±ci (5.2) wynika, »e

ê(Z+(E)) =
∞⋃
n=1

n · [0, e] = A+
e .

St¡d otrzymujemy

ê(Z(E)) = ê(Z+(E)− Z+(E)) = A+
e −A+

e = Ae.

Dowód drugiej cz¦±ci lematu jest zako«czony. �

5.3.1 Topologiczna peªno±¢

Kolejne dwa twierdzenia mówi¡ o mo»liwo±ci aproksymowania elementu y ∈ [0, x] warto-

±ciami ci¡gu ortomor�zmów z Z(E).

De�nicja 5.8 Niech E b¦dzie F -krat¡. Mówimy, »e krata Z(E) ortomor�zmów centralnych

na E jest topologicznie peªna, je±li dla dowolnego x ∈ E+ oraz dla ka»dego elementu

y ∈ [0, x] istnieje ci¡g ortomor�zmów centralnych (Sn), taki, »e

lim
n→∞

‖Snx− y‖E = 0. (5.6)

Uwaga 5.9 Z równo±ci |Snx| = |Sn|(x) wynika, »e w warunku (5.6) mo»emy zaªo»y¢,

»e dla ka»dego n ∈ N mamy Sn ≥ 0. Ponadto, poniewa» mamy9

(Sn ∧ IE)(x) = Sn(x) ∧ x ‖·‖E→ y ∧ x = y,

to mo»emy dodatkowo zaªo»y¢, »e Sn ≤ IE dla ka»dego n ∈ N. Ostatecznie, w warunku (5.6)
mo»emy zaªo»y¢ bez straty ogólno±ci, »e 0 ≤ Sn ≤ IE dla ka»dego n ∈ N. St¡d i z de�nicji 5.8
wynika, »e E jest topologicznie peªna wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego x ∈ E+ odcinek

[0, x] jest postaci Z+
1 (E)(x), gdzie Z+

1 (E) jest okre±lone w lemacie 5.7, formuªa (5.2) oraz
Z+

1 (E)(x) = {Tx : T ∈ Z+
1 (E)} (tj. zbiór Z+

1 (E)(x) jest topologicznie g¦sty w odcinku
[0, x]).

9Zbie 
no±¢ wynika z nierówno±ci Birko�a |a ∧ c− b ∧ c| ≤ |a− b|, dla a, b, c ∈ E.
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Poni»sze twierdzenie mówi, »e ka»da F -krata z quasi-jedynk¡ jest topologicznie peªna. Jest

ono przeniesieniem wyniku znanego dla krat Banacha [50] na przypadek F -krat.

Twierdzenie 5.10 Niech E b¦dzie F -krat¡ z quasi-jedynk¡ e. Wtedy krata Z(E) ortomor-

�zmów centralnych na E jest topologicznie peªna.

Dokªadniej, dla ka»dego x ∈ E+ oraz ka»dego elementu y ∈ [0, x] istnieje ci¡g ortomor�-

zmów (Sn) ⊂ Z(E) taki, »e dla ka»dego n ∈ N mamy:

(1) 0 ≤ Sn ≤ Sn+1 ≤ IE,

(2) 0 ≤ y − Snx ≤ 1
n(e ∨ x).

St¡d, w szczególno±ci,

(3) Snx ↑ y (zbie»no±¢ porz¡dkowa),

(4) limn→∞ ‖Snx− y‖E = 0 (zbie»no±¢ topologiczna).

Uwaga 5.11 Zauwa»my, »e dla x = e lemacie 5.7 daje znacznie mocniejszy wynik

ni» warunki (1), (2) twierdzenia 5.10: zbiór Z+
1 (E)(e) jest po prostu topologicznie domkni¦ty

i równy [0, e], zatem w tym przypadku twierdzenie 5.10 nie wnosi nic nowego.

Uwaga 5.12 Twierdzenie 5.10 mówi nie tylko, »e dowolna F -krata z quasi-jedynk¡ jest

topologicznie peªna, ale wskazuje, »e ortomor�zmy wyst¦puj¡ce w warunku (5.6) de�nicji 5.8
topologicznej peªno±ci kraty Z(E) speªniaj¡ dodatkowo warunki (1), (2) twierdzenia 5.10.
Warunki te b¦dziemy wykorzystywa¢ w kolejnym twierdzeniu.

Uwaga 5.13 W przypadku, gdy krata E jest lokalnie wypukªa i lokalnie solidna,

struktur¦ kraty Z(E) (jej bogactwo (richness)), badaª M. Meyer. Wyniki te przedstawione s¡
w pracy [35] z 1978 roku. O tych badaniach wspomina równie» A. W. Wickstead w pracy prze-
gl¡dowej [50] z 2009 roku; wyniki tam zawarte dotycz¡ jednak tylko krat Banacha. Problem
peªno±ci kraty Z(E) byª badany przez M. Meyera i E. Chila. Wyniki zostaªy opublikowane
w 2012 roku [8].

Uwaga 5.14 Dowód twierdzenia 5.10 jest adaptacj¡ pomysªu A. Wicksteada [50, str. 51]

- do wzoru (5.17) - i opiera si¦ na lemacie 5.3.

Dowód twierdzenia 5.10. Niech x, y ∈ E oraz 0 ≤ y ≤ x. Poªó»my ex = e ∨ x.
Oczywi±cie element ex jest równie» quasi-jedynk¡ kraty E. Istotnie, E = Ae ⊂ Aex ⊂ E;

zatem Aex = E.

Dalsze rachunki b¦dziemy przeprowadza¢ na ideale gªównym Aex .

Poniewa» 0 ≤ y ≤ x ≤ ex, to x, y ∈ Aex .
Na podstawie lematu 5.3 (a), ideaª Aex jest porz¡dkowo izomor�czny z przestrzeni¡

C(Kex), gdzie Kex jest pewn¡ zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a, za pomoc¡ pewnej izometrii

h okre±lonej jak w lemacie 5.3.
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St¡d otrzymujemy, »e

h(x), h(y) ∈ C(Kex). (5.7)

Poniewa» h jest takim izomor�zmem kraty Aex na C(Kex), »e h(ex) = 1Kex , to

0 ≤ h(y) ≤ h(x) ≤ 1Kex . (5.8)

Zde�niujmy elementy tn ∈ C(Kex) wzorem

tn =
h(y)

h(x) + 1
n1Kex

, gdzie n = 1, 2, .... (5.9)

Zauwa»my, »e funkcje wyst¦puj¡ce w liczniku oraz w mianowniku wzoru (5.9) s¡ ci¡gªe

na przestrzeni Kex , a ponadto mianownik wyra»enia (5.9) jest funkcj¡ ±ci±le dodatni¡10;

st¡d tn jest elementem C(Kex), n = 1, 2, ....

Korzystaj¡c z lematu 5.3 (b) tworzymy ci¡g (Tn) ortomor�zmów centralnych na ideale

Aex za pomoc¡ elementów tn:

Tnu = h−1(tn • h(u)), u ∈ Aex . (5.10)

Z lematu 5.5 wynika, »e ka »dy ortomor�zm Tn ∈ Z(Aex) mo»emy rozszerzy¢ jedno-

znacznie do ortomor�zmu Tn okre±lonego na E.

Poªó»my Sn = Tn.

Zauwa»my, »e skoro funkcje wyst¦puj¡ce w mianowniku wzoru (5.9) malej¡ ze wzrostem

n, to elementy tn rosn¡, tj.

0 ≤ tn ≤ tn+1 dla dowolnego n ∈ N. (5.11)

Poniewa» h jest izomor�zmem porz¡dkowym, to z nierówno±ci (5.11) oraz postaci orto-

mor�zmów Tn (patrz wzór (5.10)) otrzymujemy

0 ≤ Tn ≤ Tn+1 dla kazdego n ∈ N. (5.12)

Wiemy, »e odwzorowanie Ψ, okre±lone w lemacie 5.5 wzorem

Ψ(T ) = T , dla T ∈ Z(Aex),

jest izomor�zmem porz¡dkowym, zatem

0 ≤ Sn = Tn = Ψ(Tn) ≤ Ψ(Tn+1) = Tn+1 = Sn+1, n = 1, 2, ..., (5.13)

wi¦c ci¡g ortomor�zmów (Sn) speªnia warunek (1) naszego twierdzenia.

10dla ka»dego n ∈ N mamy h(x) + 1
n

1Kex ≥
1
n

1Kex .
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Z nierówno±ci 0 ≤ tn ≤ 1Kex oraz z de�nicji operatora (5.10) wynika natychmiast, »e

ka»dy ortomor�zm Tn speªnia nierówno±¢ 0 ≤ Tn ≤ IAex , a poniewa» Ψ (tj. operator

rozszerzania) jest izometri¡ porz¡dkow¡ tak¡, »e Ψ(IAex ) = IE , to

0 ≤ Sn = Tn = Ψ(Tn) ≤ Ψ(IAex ) = IE .

Mamy oczywi±cie x ∈ Aex , wi¦c Snx = Tnx, a zatem z warunku (5.10) otrzymujemy

Snx− y =

Tnx− y = h−1(tn • h(x))− h−1(h(y)) =

h−1(tn • h(x)− h(y)) =

h−1

(
(
h(y) • h(x)

h(x) + 1
n1Kex

− h(y)

)
= h−1

(
−h(y) • 1

n1Kex
h(x) + 1

n1Kex

)
=

−h−1

(
h(y) • 1

n1Kex
h(x) + 1

n1Kex

)
.

Z powy»szej równo±ci otrzymujemy

y − Snx = h−1

(
h(y) • 1

n1Kex
h(x) + 1

n1Kex

)
, n = 1, 2, ..., . (5.14)

Z nierówno±ci (5.8) oraz warunku (5.14) wynika, »e

y − Snx ≥ 0, n = 1, 2, ..., . (5.15)

Ponadto, na podstawie nierówno±ci (5.8) otrzymujemy

0 ≤ h(y)

h(x) + 1
n1Kex

≤ h(x)

h(x) + 1
n1Kex

≤ 1Kex , n = 1, 2, ..., . (5.16)

Teraz warunki (5.14), (5.16) oraz równo±¢ h(ex) = 1Kex implikuj¡, »e dla wszystkich

n = 1, 2, ... mamy

0 ≤ y − Snx ≤
1

n
h−1(1Kex ) =

1

n
ex; (5.17)

st¡d, speªniony jest warunek (2) twierdzenia 5.10. Warunki (5.8) oraz (5.17) impli-

kuj¡, »e 0 ≤ Snx ↑ y, a zatem speªniony jest równie» warunek (3) naszego twierdze-

nia.

Z warunku (5.17) oraz z monotoniczno±ci F -normy ‖ · ‖E dostajemy

‖y − Snx‖F ≤ ‖
1

n
ex‖E → 0, przy n→∞, (5.18)

a wi¦c speªniony jest warunek (4).
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Ostatecznie, wykazali±my, »e je±li E jest F -krat¡ z quasi-jedynk¡, to speªnione s¡ wa-

runki (1) - (4) naszego twierdzenia; w szczególno±ci krata Z(E) jest topologicznie peªna, co

ko«czy dowód. �

W zwi¡zku z twierdzeniem 5.10 pojawia si¦ naturalne pytanie:

Czy ci¡g ortomor�zmów (Sn) jest zbie»ny (topologicznie) nie tylko dla ustalonego

elementu y ≤ x, ale na wi¦kszej podprzestrzeni F -kraty E zawieraj¡cej element x?

Poni»szy wynik pokazuje, »e ortomor�zmy Sn wyst¦puj¡ce w tezie twierdzenia 5.10

tworz¡ ci¡g nie tylko zbie»ny punktowo na elemencie x, ale dodatkowo zbie»ny topologicznie

na ideale Ax.

Twierdzenie 5.15 Niech E b¦dzie F -krat¡ z quasi jedynk¡ e, oraz niech (Sn) b¦dzie ci¡-

giem ortomor�zmów na E speªniaj¡cym warunki (1) - (4) twierdzenia 5.10. Wtedy ci¡g

ortomor�zmów (Rn) na Ax postaci:

Rn = Sn|Ax (5.19)

jest zbie»ny punktowo (topologicznie) do pewnego ortomor�zmu R ∈ Z(Ax) takiego, »e

0 ≤ R ≤ IAx .

Dowód. Niech u ∈ Ax, tj. |u| ≤ λx dla pewnego λ ∈ R+. Wtedy dla dowolnych n,m ∈ N
mamy

|Snu− Smu| = |Sn − Sm||u| ≤ |Sn − Sm|λx = λ|Sn − Sm|x = λ|Snx− Smx| → 0,

przy m,n → ∞, a wi¦c ci¡g (Snu) speªnia warunek Cauchy'ego w E. Z zupeªno±ci (topo-

logicznej) E wynika zatem, »e dla ka»dego u ∈ Ax istnieje granica topologiczna

lim
n→∞

Snu = T̃ u. (5.20)

Dodatkowo, dla ka»dego u ∈ E ci¡g (Snu) jest topologicznie ograniczony: z warunku (1)

twierdzenia 5.10 otrzymujemy |αnSnu| = |αnSn||u| ≤ |αnu|, gdzie (αn) jest dowolnym,

zbie»nym do zera ci¡giem liczb rzeczywistych. St¡d dostajemy ‖αnSnu‖E ≤ ‖αnu‖E → 0,

przy n → ∞, zatem zbiór {Snu, n = 1, 2, ...} jest topologicznie ograniczony dla ka»dego

u ∈ E. Na podstawie ([9, Theorem 17, p. 54], por. [41, Corollary 2.2.3]) ci¡g (Sn) jest

zbie»ny punktowo na Ax do pewnego operatora R. Poniewa» dla ka»dego n ∈ N mamy

Sn ≥ 0, wi¦c Sn|Ax → R. Skoro Sn|Ax ≥ 0, to R ≥ 0. Dodatkowo Snu ≤ u dla ka»dego

0 ≤ u ∈ Ax, zatem z domkni¦to±ci sto»ka E+ otrzymujemy, »e Ru ≤ u dla ka»dego

0 ≤ u ∈ Ax, czyli R ≤ IAx .
Dowód twierdzenia 5.15 jest zako«czony. �
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5.3.2 Wªasno±ci rozdzielania elementów ortogonalnych

Nast¦pne twierdzenie jest uzupeªnieniem twierdzenia 5.10: pokazuje ono, »e zbiór orto-

mor�zmów centralnych w F -kracie E z quasi-jedynk¡ ma do±¢ bogat¡ struktur¦ porz¡dkow¡.

W pracy przegl¡dowej [50] A. W. Wickstead przypomina poj¦cie wªasno±ci rozdzielania ele-

mentów ortogonalnych, które wprowadziª S. Leader [27] w 1959 roku.

De�nicja 5.16 Je±li E = (E, ‖ · ‖E) jest F -krat¡, to mówimy, »e krata Z(E) posiada

wªasno±¢ rozdzielania (the separation property), je±li dla dowolnych elementów x, y ∈ E
takich, »e x ∧ y = 0, istnieje ci¡g ortomor�zmów (Sn) ⊂ Z(E)+ taki, »e Sny → y oraz

Snx→ 0, przy n→∞ (zbie»no±¢ topologiczna).

A. W. Wickstead podaje dowód faktu [50, Lemma 1.2], »e je±li E jest krat¡ Banacha

oraz Z(E) jest topologicznie peªna, to Z(E) ma wªasno±¢ rozdzielania.

Nasze twierdzenie 5.17 pokazuje znacznie wi¦cej: je±li F -krata E posiada quasi-jedynk¡

(wi¦c Z(E) jest topologicznie peªna: twierdzenie 5.10), to ci¡g ortomor�zmów mo»na tak

dobra¢, »e Snx = 0, a nie tylko Snx
‖·‖E→ 0, przy n→∞.

Wówczas mówimy, »e F -krata E posiada mocn¡ wªasno±¢ rozdzielania.

Twierdzenie 5.17 Ka»da F -krata E z quasi-jedynk¡ e posiada mocn¡ wªasno±¢ rozdziela-

nia. Dokªadniej, dla ka»dych elementów x, y ∈ E \ {0} takich, »e x ∧ y = 0 istnieje ci¡g

ortomor�zmów centralnych (Sn) ⊂ Z(E) speªniaj¡cych warunki:

(1) 0 ≤ Sn ≤ Sn+1 ≤ IE,

(2) Sny ↑ y oraz limn→∞ ‖Sny − y‖F = 0,

(3) Snx = 0 dla ka»dego n ∈ N.

Dowód. Ustalmy y ∈ E+ oraz niech x b¦dzie dowolnym elementem E+ takim, »e x∧y = 0,

(tj. 0 ≤ x ∈ yd). Wtedy

0 ≤ y ≤ x+ y = x ∨ y. (5.21)

Z nierówno±ci (5.21) oraz z twierdzenia 5.10 wynika, »e istnieje ci¡g ortomor�zmów (Sn) ⊂
Z(E) speªniaj¡cy poni»sze warunki:

0 ≤ Sn ≤ Sn+1 ≤ IE , n = 1, 2, ..., (5.22)

(a zatem speªniony jest warunek (1) twierdzenia 5.17) oraz

0 ≤ Sn(x+ y) ↑ y, (5.23)
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przy czym

lim
n→∞

‖Sn(x+ y)− y‖F = 0. (5.24)

Z warunku (5.23) otrzymujemy:

0 ≤ Sn(x+ y) = Snx+ Sny ≤ y, (5.25)

sk¡d Snx ≤ y (bo Snx ≥ 0). St¡d, poniewa» Snx ≤ x otrzymujemy Snx = (Snx) ∧ x ≤
y ∧ x = 0. Dostali±my zatem

Snx = 0 (5.26)

dla wszystkich 0 ≤ x ∈ yd oraz n = 1, 2, ..., wi¦c ci¡g (Sn) speªnia warunek (3) naszego

twierdzenia. Z warunków (5.24) oraz (5.26) otrzymujemy, »e 0 ≤ Sn(x + y) = Sny ↑ y,
oraz

limn→∞ ‖Sny − y‖E = limn→∞ ‖Sn(x+ y)− y‖E = 0.

Wykazali±my, »e speªniony jest równie» warunek (2) naszego twierdzenia11.

Powy»szy ci¡g ortomor�mów centralnych (Sn) speªnia wszystkie trzy warunki tezy

twierdzenia 5.17. �

11Poniewa» Snx = 0, to z twierdzenia 5.10 (2) wynika dodatkowo, »e ci¡g (Sny) speªnia nierówno±¢
0 ≤ y − Sny = y − Sn(x+ y) ≤ 1

n
(e ∨ (x+ y))
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