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Przedmowa

Niniejszy tom opracowany zostat w ramach projektu badawczego NCN nr
2015/17/B/HS1/02232 Aksjomaty ekstremalne: aspekty logiczne, matematyczne
i kognitywne. Zawiera dwa eseje napisane w ostatnich kilku latach, przy czym
pierwszy z nich powstal w trakcie realizacji projektu, natomiast drugi jest uzu-
petniona i poprawiona wersja tekstu, ktéry ukazat si¢ przed rozpoczgciem pro-
jektu w internetowym czasopiSmie lingwistycznym (Pogonowski 2011).

PostulatySci amerykariscy. Omawiam prace niektérych matematykéw ame-
rykarskich, publikowane w trzech pierwszych dekadach XX wieku w Trans-
actions of the American Mathematical Society. Prace te taczy to, ze dotycza
one ustanawiania zestawdw postulatéw dla waznych teorii matematycznych
(przede wszystkim w algebrze i geometrii). Ich autoréw zwyklo nazywac sie —
za propozycja Johna Corcorana — postulatystami amerykariskimi. Najbardziej
znanymi przedstawicielami tej grupy byli: Eliakim Hastings Moore, Edward
Vermilye Huntington, Oswald Veblen oraz Leonard Eugene Dickson. Znako-
mite oméwienie niektérych ich dokonan zawieraja artykuly: Scanlan 1991,
2003. W niniejszym tekscie szczeg6lna uwage posSwigcam tym aspektom prac
owych matematykoéw, ktére wiaza si¢ z problematyka jednoznacznego okre-
§lenia modeli zamierzonych teorii matematycznych. Tematyka tego eseju oma-
wiana byta w nastgpujacych odczytach:

1. Postulatysci amerykariscy. LXII Konferencja Historii Logiki, Uniwersy-
tet Jagielloniski, Krakow, 25-26 pazdziernika 2016.

2. On the origin of metalogical notions: the case of American Postulate
Theorists. Logic and Cognition 2, Adam Mickiewicz University, Po-
znan, 5—6 wrzes$nia 2016.

Matematyczne metafory kognitywistow. Dzielg si¢ z czytelnikiem garScia
uwag krytycznych na temat proponowanej przez niektérych kognitywistow
(Lakoff i Nufiez 2000: Where Mathematics Comes From. How the Embodied
Mind Brings Mathematics into Being) koncepcji ucielesnionej matematyki.
Wspomniani autorzy probuja redukowac geneze oraz uprawianie matematyki
do konstruowania swoistych metafor pojeciowych. Czterdziesci lat temu za-
proponowano ciekawa koncepcj¢ tworzenia i funkcjonowania metafor pojecio-
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wych w lingwistyce (Lakoff i Johnson 1980: Metaphors we live by). Obecnie
Lakoff i Nufiez probuja stosowaé owa teori¢ metafor do analizowania twor-
czo$ci matematycznej. Polemizuje z ich wizja teorii ucielesnionej matematyki
oraz z wysnuwanymi przez nich konkluzjami filozoficznymi. Niektore z tych
uwag krytycznych podawalem w Pogonowski 2011, 2012, 2017. Dodaé wy-
pada, ze w ostatnich latach znajdujemy w literaturze przedmiotu bardzo zr6z-
nicowane oceny propozycji Lakoffa i Nifieza: od entuzjastycznych po wielce
krytyczne. Tematyka tego eseju omawiana byta w nastgpujacych odczytach:

1. Metafory pojeciowe w matematyce. 10 Polski Zjazd Filozoficzny, Po-
znan, 15-19 wrzes$nia 2015.

2. Pojeciowy obraz swiata w matematyce. Konferencja Jezyk, Kultura, Ko-
munikacja, Studium Jezykéw Obcych Politechniki Opolskiej, Opole, 29
wrzesnia 2014.

3. Metafory poznawcze w matematyce. Seminarium Dydaktyki Matema-
tyki Szkoty Wyzszej, Instytut Matematyki, Uniwersytet Pedagogiczny im.
KEN, Krakéw, 24 pazdziernika 2013.

4. Matematyczne fantazje kognitywistow. Kolokwium Logiczne II, Uniwer-
sytet Wroctawski, Wroctaw, 14—15 czerwca 2013.

5. Metafory matematyczne. 58 Konferencja Historii Logiki, Uniwersytet
Jagielloniski, Krakow, 23-24 pazdziernika 2012.

6. Geneza matematyki wedle kognitywistéow. Seminarium Zaktadu Logiki
Stosowanej UAM, Poznan, 23 listopada 2011.

Adresatami obu esejow sa ci specjaliSci nauk kognitywnych, ktérzy inte-
resuja si¢ poznaniem matematycznym. Pierwszy esej dotyczy szczegdlnego
okresu w historii matematyki, w ktérym metoda aksjomatyczna, obecna wcze-
$niej whasciwie jedynie w Elementach Euklidesa, zaczyna by¢ podstawowa
metoda uprawiania matematyki. Od drugiej potowy XIX wieku coraz wyraz-
niejsze staje si¢ traktowanie matematyki jako nauki o r6znego rodzaju struk-
turach. Warto przy tym zwrdci¢ uwage na nastgpujace odréznienie. Pewne
struktury matematyczne sg wyréznione i metoda aksjomatyczna miataby scha-
rakteryzowac je w sposob jednoznaczny. Dotyczylo to liczb naturalnych, cat-
kowitych, wymiernych, rzeczywistych i zespolonych oraz systemu geometrii
euklidesowej. Inne typy struktur, np. grupy, pierscienie, ciata, przestrzenie to-
pologiczne, tworza klasy, ktére miaty by¢ charakteryzowane jedynie ogdlnie
przez odpowiednie aksjomaty. Oba rodzaje takich charakterystyk obecne sa
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w omawianych w tym eseju pracach postulatystow amerykanskich, zwtaszcza
Edwarda Huntingtona i Oswalda Veblena. Interesujace jest przy tym wyta-
nianie si¢ pewnych pojeé metalogicznych, przede wszystkim kategorycznos$ci
oraz r6znych odmian zupetnosci. Pojecia te uzyskuja precyzyjne sformutowa-
nia i badane sa doktadniej dopiero nieco pézniej, w pierwszej polowie XX
wieku. O roli prac postulatystéw amerykanskich w podstawach matematyki,
zwlaszcza w odniesieniu do aksjomatow ekstremalnych, pisatem w Pogonow-
ski 2019.

Drugi esej dotyczy sformulowanej w koncu XX wieku koncepcji mate-
matyki uciele$nionej, ktéra miataby, w zamierzeniu i deklaracjach jej twor-
cOw, wyjasniaé genezg i funkcjonowanie abstrakcyjnej matematyki. Przedsta-
wiam gléwne zalozenia i twierdzenia tej koncepcji, ale wigksza czgs$é eseju
poswigcam jej krytyce. Metafory pojeciowe dobrze ttumacza szereg zjawisk
obserwowanych na terenie lingwistyki, natomiast nie maja takiej samej mocy
objasniajacej w obszarze matematyki, co staram si¢ pokazaé. Tworzenie meta-
for pojeciowych nie jest, w moim przekonaniu, gtéwnym mechanizmem roz-
woju matematyki. W dziejach tej dyscypliny obserwujemy nie tylko procesy
tworzenia nowych poje¢ wraz z ich charakterystyka na drodze dedukcyjnej,
ale takze procesy ustalania, co jest poprawna metoda badan matematycznych.
Sadze, ze koncepcja matematyki ucielesnionej nie zdaje adekwatnie sprawy
z natury tych proceséw. Geneze i funkcjonowanie matematyki mozna oczy-
wiscie prébowaé opisywac na gruncie filozofii, nauk kognitywnych lub nauk
o kulturze, w kazdym jednak przypadku nie wolno zapomina¢ o specyfice my-
§lenia matematycznego, ktére w odniesieniu do tworczosci profesjonalnych
matematykéw rekonstruowaé¢ mozemy na podstawie analizy tekstéw Zrédto-
wych. Wyjasnienia wykorzystujace metafory pojgciowe moga by¢ uzyteczne
np. w dydaktyce matematyki oraz jej popularyzacji, ktére to aktywnosSci na-
leza nie do kontekstu odkrycia lub uzasadniania, lecz do kontekstu przekazu.
Ten ostatni termin wprowadzitem w pracy Pogonowski 2016 (zob. takze Po-
gonowski 2018 oraz rozdziat 8 w Pogonowski 2019).

Juz po oddaniu niniejszego tomu do druku zapoznatem sig¢ z ksiazka Hohol
2020, prezentujaca podstawy poznania geometrycznego z perspektywy nauk
kognitywnych. Jej autor, ktéry wczesniej dos¢ entuzjastycznie odnosit si¢ do
propozycji Lakoffa i Nufieza, wskazuje tym razem na pewne istotne ogranicze-
nia ich podejscia. Recenzje ksiazki Hohol 2020 przedstawiam w Pogonowski
2021.

Dwa eseje zamieszczone w tym tomie dobrano na zasadzie kontrastu, jako
przyktady odmiennych podejs¢ do podstaw matematyki. Na temat r6znych wi-
zji takich podstaw istnieje olbrzymia literatura, lecz jej oméwienie nie bylo
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moim zamiarem w niniejszej pracy. Znakomita analize¢ dwoch paradygmatéw
matematyki zawiera ksiazka Batég 2000. Rozrézniane przez Tadeusza Batoga
paradygmaty to: Euklidesowy i logiczno-teoriomnogosciowy. Ten pierwszy
obowigzywal w matematyce do konica XIX wieku. Przeprowadzane w jego
ramach rozumowania opieraly si¢ czgsto na faktach uznawanych za oczywi-
ste i wykorzystywaty rysunki. Najwazniejsza cecha nastgpujacego po Euklide-
sowym paradygmatu logiczno-teoriomnogosciowego jest uprawianie matema-
tyki na drodze w pelni zaksjomatyzowane;j.

Tadeusz Batég zwraca uwagg, ze na przejscie od pierwszego do drugiego
paradygmatu miaty wplyw takie czynniki, jak: powstanie teorii mnogosci oraz
logiki matematycznej, arytmetyzacja analizy, opracowanie aksjomatycznych
teorii systeméw liczbowych oraz systemow geometrii. W ramach paradygmatu
logiczno-teoriomnogosciowego w sposéb wyrazny oddziela si¢ sktadni¢ od
semantyki, wykorzystuje si¢ precyzyjnie zdefiniowane pojecia dowodu oraz
wynikania, odrdznia si¢ teori¢ od metateorii. W tym paradygmacie mozliwa
stata si¢ takze refleksja metateoretyczna, ukazujaca mozliwosci i obiektywne
ograniczenia metody aksjomatycznej. Tadeusz Batég uwaza, ze teoria kate-
gorii, przez niektérych uznawana za kolejny nowy paradygmat matematyki,
nie dokonata jednak w matematyce przetomu poréwnywalnego z tym, ktory
dokonat si¢ za sprawa logiki i teorii mnogosci. Dodaje takze, ze wspétcze-
sne koncepcje filozofii matematyki odwotuja si¢ przede wszystkim do para-
dygmatu logiczno-teoriomnogosciowego. Pierwszy esej w tym tomie dotyczy
badafi prowadzonych wtasnie w poczatkach tego paradygmatu, ktéry domi-
nuje réwniez obecnie. Natomiast esej drugi dotyczy koncepcji, ktéra w moim
przekonaniu nie odegra znaczacej roli w rozwazaniach nad podstawami mate-
matyki. Nie jest ona paradygmatem w tym znaczeniu, o ktérym pisze Batdg.
Jest koncepcja wobec matematyki zewngtrzng, probujaca analizowaé podstawy
matematyki za pomoca pojec i Srodkéw, ktére dobrze zdaty egzamin w ekspli-
kacjach lingwistycznych, ale ktére moim zdaniem nie oddaja specyfiki genezy
i funkcjonowania matematyki.

Rézne wizje podstaw matematyki omawiane sa takze na gruncie poszcze-
gblnych stanowisk w filozofii matematyki, przedstawionych np. w znakomitej
antologii Murawski 2002. Zaréwno stanowiska dzi$ juz klasyczne (logicyzm,
formalizm, intuicjonizm), jak tez nowsze (np. rézne wersje empiryzmu) przed-
stawiaja spojne poglady na istotg matematyki, przy czym moze wazniejsza od
akceptowania catosci takich pogladéw jest analiza argumentacji przedktada-
nych w ramach tych stanowisk. Dla przyktadu, w ksigzce Davis i Hersh 1994
omawia si¢ trudnosci, jakie klasyczne stanowiska w filozofii matematyki maja
z eksplikacja pojecia intuicji matematycznej.
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Poglady matematykéw i filozoféw dotyczace podstaw matematyki oma-
wiane sg rowniez w monografiach dziejéw matematyki (np. Kline 1972) oraz
innych opracowaniach (np. Shapiro 2005). Poniewaz, jak juz pisatem, nie byto
moim zamierzeniem prezentowanie w tym tomie stanu badan nad podstawami
matematyki, uprzejmie zachgcam ewentualnego czytelnika do siggnigcia do
wspomnianych Zrédet.

Praca nad niniejszym tomem odbywata si¢ w zyczliwej atmosferze badaw-
czej panujacej w Zaktadzie Logiki i Kognitywistyki UAM. Uprzejmie dzig-
kuje Dziekanowi Wydzialu Psychologii i Kognitywistyki UAM, Panu prof.
Mariuszowi Urbafiskiemu za zgod¢ na finansowe wsparcie publikacji tomu
ze Srodkéw Wydziatu. Jestem tez wdzigczny za profesjonalng pomoc udzie-
lang mi w administrowaniu projektem badawczym przez Panie: mgr Honoratg
Helon i mgr Natali¢ Skrzypczak (zajmujace si¢ na Wydziale obstuga admini-
stracyjna projektéw), mgr Arlete Borowiak i mgr Sylwig Luczyriska (Centrum
Wsparcia Projektow UAM) oraz mgr Natalie Wojciechowska (Dziatl Ksiggo-
wodci i Kosztow UAM). Panu prof. Robertowi Sochackiemu bardzo dzigkuje
za istotne uwagi krytyczne przekazane w recenzji wydawniczej, a Panu redak-
torowi Michalowi Staniszewskiemu za pomoc w redakcji tomu. Fotografia na
oktadce przedstawia Czarny Staw Gasienicowy, w ktdrym czeSciowo (w po-
staci ukruszonego zg¢ba) pochowany jest autor tej ksigzki.
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Rozdziat 1

PostulatySci amerykanscy

1.1. Uwagi wstepne

Badania w podstawach matematyki w drugiej potowie XIX wieku i w pierw-
szej potowie wieku XX prowadzone byly przede wszystkim w Europie, ale pe-
wien znaczacy wklad mieli tez matematycy amerykarscy. Nie moge pozwolié
sobie tutaj na bardziej szczegétowe i kompletne omdéwienie tej problematyki,
ale musze co najmniej wskazac¢ kilka okoliczno$ci zwiazanych z dziatalnoscia
grupy postulatystow amerykarskich. Oto kilka takich faktow.

Powstanie i rozwdj uniwersytetow amerykariskich. Pierwsze szkoty wyzsze
na terenie obecnych Stanéw Zjednoczonych powstalty w wieku X VIII (Harvard
University nawet w X VII). Liczba uniwersytetéw znacznie wzrosta w drugiej
potowie wieku XIX. Do grona najwazniejszych nalezaly:

1. Harvard University. Zatozony w 1636 roku jako Harvard College, byt to
pierwszy uniwersytet na terenie 6wczesnych kolonii brytyjskich.

2. Princeton University. W 1746 roku zatozono College of New Jersey,
przemianowane na Princeton University w 1896 roku.

3. John Hopkins University. Zatozony w 1876 roku w Baltimore w stanie
Maryland.

4. University of Chicago. Zalozony w 1890 roku.

5. Institute of Advanced Study at Princeton. Zatozony przez Abrahama
Flexnera w 1930 roku. Wazna role w poczatkach dziatalnoSci tej insty-
tucji odgrywat Oswald Veblen.

American Mathematical Society. Zostato zalozone w 1888 roku przez Tho-
masa Fiske, poczatkowo jako Nowojorskie Towarzystwo Matematyczne.
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Transactions of the American Mathematical Society. Czasopismo wyda-
wane od 1900 roku przez American Mathematical Society. To wtasnie w tym
czasopi$mie opublikowano wigkszos¢ prac, o ktérych mowa w tym eseju.

Ojcowie ZatozZyciele. Oprécz matematykow, o ktérych pisze nizej w tym
tekscie, do grona prekursoréw badafi matematycznych w Stanach Zjednoczo-
nych nalezeli m.in.: Thomas Scott Fiske (1865-1944), Maxime Bocher (1867—
1918), William Osgood (1864—1943), James Pierpoint (1866-1938), George
David Birkhoff (1884-1944), Benjamin Pierce (1809-1880), Charles Saunders
Pierce (1839-1914). James Joseph Sylvester (1814—1897) czes¢ zycia spedzit
w Ameryce (utworzyl American Journal of Mathematics), chociaz klasyfiko-
wany bywa jako matematyk brytyjski.

Kontakty z Europq. Wielu matematykéw amerykanskich odwiedzato Eu-
rope, niektérzy odbyli tu swoje studia. W latach migdzy wojnami §wiatowymi
z Europy do Ameryki wyemigrowali liczni uczeni, w tym wielu znakomitych
matematykéw, jednak stato sig to juz po interesujacym nas w tym eseju okre-
sie.

Wsréd wynikéw matematycznych uzyskanych w Europie, ktére stanowity
motywacje dla badan prowadzonych przez postulatystéw amerykanskich, wy-
mieni¢ nalezy: aksjomatyki dla geometrii podane przez takich matematykow,
jak Pasch (1882), Peano (1889), Pieri (1899), Hilbert (1899), charakterystyki
waznych struktur liczbowych (liczb naturalnych, wymiernych, rzeczywistych)
podane przez Dedekinda (1872), Hamiltona (1843), Peana (1889) Holdera
(1901), rozwdj réznych systeméw geometrii (geometria rzutowa, geometrie
nieeuklidesowe, geometria algebraiczna) oraz przetomowe prace Kleina (1872)
1 Riemanna (1854) dotyczace podstaw geometrii, inne wyniki algebraiczne,
uzyskane w XIX wieku (w szczegdlnosci, wyniki dotyczace réznych rodza-
jOw liczb hiperzespolonych).

Wsrdd Zrédet bibliograficznych, ktére opisuja dziatalnos$¢ i wyniki postu-
latystéw amerykanskich, wymieni¢ warto:

1. Artykut Scanlan 1991, w ktérym podaje si¢ nieco informacji o szkole,
poréwnuje jedna z prac Huntingtona z rozprawa Holdera, a prace Ve-
blena z podstaw geometrii z wynikami Hilberta w tejze dziedzinie.

2. Artykul Scanlan 2003, w ktérym omawia si¢ wplyw prac postulaty-
stow amerykanskich na p6Zniejsze badania w podstawach matematyki,
przede wszystkim na prace Alfreda Tarskiego.

3. Monografia Parschall, K.H., Rowe, D.E. (1994). The Emergence of the
American Mathematical Research Community: J. J. Sylvester, Felix Klein,
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and E. H. Moore. History of Mathematics Vol. 8, American Mathemati-
cal Society and London Mathematical Society.

4. Materiaty zamieszczone na stronach American Mathematical Society:

(a) Odnoé$niki do historycznych publikacji AMS:
http://www.ams.org/samplings/math-history/math-history

(b) AMS History of Mathematics, Volume 1: A Century of Mathema-
tics in America, Part I, 1988

http://www.ams.org/samplings/math-history/hmath1-index

(c¢) Raymond Clare Archibald (1938) Volume I: A Semicentennial Hi-
story of the American Mathematical Society, 1888—1938

http://www.ams.org/samplings/math-history/hmreprint-index

Byloby chyba przesadaq nazywanie postulatystow amerykariskich szkota,
w takim znaczeniu, w jakim termin ten (trafnie) stosujemy np. w przypadku
szkoty lwowsko-warszawskiej. Tutaj ograniczam si¢ do wybranych, jednorod-
nych tematycznie wynikéw uzyskanych przez tych matematykéw i opubliko-
wanych w stosunkowo krétkim okresie. Bed¢ jednak czasem postugiwat sig
terminem ,,szkota”, by skréci¢ wypowiedz.

1.2. Metodologia

W trzech pierwszych dekadach XX wieku w Transactions of the American
Mathematical Society opublikowano kilkadziesiat prac po§wigconych tworze-
niu zespoléw postulatéw dla waznych teorii matematycznych. Interesujace
nas tutaj prace dotycza przede wszystkim: systeméw liczbowych, algebraicz-
nych, geometrycznych. Omawiane prace kultywuja pewien standard metodo-
logiczny, dla ktérego charakterystyczne jest:

Wybor struktury. Dopiero w wieku XIX matematycy przyjeli inna niz wcze-
Sniej perspektywe badania obiektow matematycznych. Metoda aksjomatyczna
zaczyna odgrywac istotng rolg réwniez poza geometria. W samej geometrii na-
stepuje zwrot od uznawania systemu Euklidesa za jedynie stuszng (prawdziwa)
geometri¢. Karierg zaczynajq robi¢ rézne struktury algebraiczne. Matematycy
maja wigc do dyspozycji wielo$¢ struktur. Pewne ich rodzaje uwazane sa za
fundamentalne. Omawiane nizej prace dotycza takich wtasnie podstawowych
struktur: systemow geometrii, struktur algebraicznych, takich jak grupy i ciata.
Istotne moim zdaniem jest to, ze punktem wyjscia sa obiekty matematyczne,
a celem ich opis.
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Wybor pojec pierwotnych. W pewnych przypadkach wybor pojec pierwot-
nych narzuca si¢ do$¢ jednoznacznie. Dla przyktadu, opis grup zaktada uzycie
pojecia dziatania. Z kolei struktury geometryczne opisywane bywaja przez wy-
bér np. punktéw, prostych i ptaszczyzn jako pojeé pierwotnych, ale mozna tez
wybraé np. bryly oraz relacje migdzy nimi w charakterze takich pojec.

Ustalenie postulatow. Ciekawym aspektem rozwazanych prac jest to, ze
bierze si¢ w nich pod uwage wiele mozliwosci wyboru postulatéw. Osobna
sprawa jest p6Zniej wykazanie, ze wybrane postulaty sa rOwnowazne, w tym
sensie, ze okreSlajaq doktadnie te same klasy struktur.

Definiowanie pozostatych waznych pojeé poprzez pojecia pierwotne. Wy-
branie pewnych poje¢ jako pierwotnych implikuje koniecznos$¢ podania defi-
nicji pozostatych uzywanych pojec.

Ustalenie niesprzecznoSci badanego systemu. Tego omawiani autorzy do-
konuja na sposéb semantyczny, podajac przyktady struktur spetniajacych roz-
wazane postulaty.

Dowad niezaleinosci przyjetego systemu postulatow. Autorzy omawianych
prac traktowali to jako jedno z naczelnych zadar. Opisy przez postulaty miaty
by¢ mozliwie jak najbardziej ekonomiczne, w tym sensie, Ze na liScie postu-
latéw nie umieszczano takich warunkéw, ktére wynikaja z pozostatych postu-
latéw systemu. Metoda dowodowa w takim przypadku ma charakter seman-
tyczny: aby wykazad, ze postulaty z listy A sa wzajem niezalezne, dla kazdego
A € A podawano przyktady struktur, ktore spetniaja wszystkie warunki z listy
A — {A}, lecz nie spetniaja A.

Argumentacja za kategorycznosciq systemu. Obok wykazywania niezalez-
nosci aksjomatéw, drugim deklarowanym celem rozwaznych badan byta argu-
mentacja za tym, ze podany uktad postulatéw charakteryzuje omawiane struk-
tury w sposob jednoznaczny (z doktadnoscia do izomorfizmu).

Refleksje na temat zupetnosci systemu. Uwazam za ciekawe to, ze w pra-
cach postulatystow amerykanskich zawarte sa uwagi, §wiadczace o tym, iz —
do pewnego stopnia — zdawali sobie oni sprawe z réznicy migdzy obiektywna
zaleznoS$cig wynikania logicznego a mozliwosciami dowodowymi.

Przed oméwieniem wybranych prac postulatystéw amerykariskich zwréce
uwage na kilka spraw. Prace tych autoréw dotyczace podstaw geometrii warto
poréwnaé z pracami innych autoréw na ten temat: Hilberta, Pascha, Peana,
Pieriego, Veronese i innych. Eliakim H. Moore, Edward V. Huntington oraz
Oswald Veblen mieli znakomite rozeznanie w wynikach uzyskanych w Euro-
pie, co potwierdzaja migdzy innymi z przypisy zamieszczone w ich pracach.
Podobnie, ich prace dotyczace podstaw algebry oraz charakterystyki znanych
systeméw liczbowych poréwnywac warto z pracami takich autoréw jak: Hol-
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der, Weber, Dedekind, Peano, Cantor, Heine, Hilbert. Praca Scanlan 1991 po-
rownuje prace Huntingtona i Holdera na temat wielkoS$ci ciagtych.

Omawiane prace powstaty przed uformowaniem si¢ standardu logiki pierw-
szego rzgdu. Dotycza one podstaw matematyki, ale napisane zostaty w okre-
sie, gdy logika matematyczna nie wywierata przemoznego wplywu na badania
podstawowe. Prace te nie wykorzystuja teorii typdw, nie odnosza si¢ bezpo-
Srednio do logiki Fregego, a raczej do prac matematycznych (Hilbert, Peano,
Dedekind). Huntington korzysta z notacji Peana w jednej z wczesnych prac,
jednak jedynie w celach ilustracyjnych. Huntington deklaruje, ze uzywa metod
logiki formalnej w opracowywaniu dowoddw, ale nie zamieszcza formalizmu
w tekstach oddanych do druku. Warto jednak zwréci¢ uwage, ze np. dowody
przedstawione w Huntington i Kline 1916 sa podane w postaci symbolicznej,
z uzyciem notacji Peana. Postulaty formutowane sa w jezyku przedmiotowym;
nie ma wigc chyba mowy o aksjomatach ekstremalnych (wréce jeszcze do tej
sprawy). Jednak aksjomat zupetnosci z systemu geometrii Hilberta jest wspo-
mniany.

Postulatys$ci amerykanscy postuguja sig¢ prototypami pojeé metalogicznych:
kategorycznosci oraz zupetnosci. Huntington uzywat terminu sufficient, ktéry
péZniej przez Veblena zastapiony zostaje terminem categorical. Systemy, ktore
nie maja wiasnosci kategorycznosci, nazywane sa przez postulatystow ame-
rykanskich disjunctive. Zaré6wno Huntington, jak i Veblen formutuja pewne
stwierdzenia oraz hipotezy dotyczace tego, co wspotczesnie rozumiemy przez
zupetno$¢ teorii. Omawiani autorzy wyrazaja zatem, chciatoby si¢ rzec, pewne
przeczucia metalogiczne. Zauwazy¢ mozna pewne réznice migdzy ujeciami
Huntingtona i Veblena. W pracy Langforda z 1926 roku usyskano wyniki do-
tyczace zupelnosci teorii gestych liniowych porzadkéw bez koincéw.

W XIX wieku sformutowany zostat program z Erlangen (Riemann, w 1854
roku), ktéry otwieral nowa perspektywe dla badan w podstawach geometrii. In-
teresujace jest zbadanie, na ile postulatySci amerykaniscy odnosza si¢ do tego
programu. W XIX wieku intensywnie rozwijana byla réwniez teoria niezmien-
nikow, warto zatem przesledzi¢, na ile tego typu rozwazania obecne sa u po-
stulatystow amerykarskich.

Kto w Europie cytuje postulatystow amerykanskich? W zakonczeniu ni-
niejszego eseju pisz¢ o wptywie prac postulatystéw amerykanskich na badania
matematyczne prowadzone 6wczesnie oraz péZniej w Europie. Wplyw ten wi-
doczny jest wyraznie w pewnych pracach Alfreda Tarskiego.

W dalszej czgsci napisze nieco wigcej o pracach Oswalda Veblena oraz
Edwarda Huntingtona. Jak si¢ zdaje, wywarty one najwigkszy wptyw. W pierw-
szej kolejnosci wspomng jednak o kilku pracach Eliakima Hastingsa Moore’a.
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Wezme pod uwagg takze prace Leonarda Dicksona oraz Roberta Lee Moore’a.
Na koniec, dodam kilka uwag o innych autorach zaliczanych do postulaty-
stow amerykanskich. W przypadku kazdego z omawianych autoréw podaje
informacje bibliograficzne dotyczace branych pod uwage prac, aby ewentu-
alny czytelnik nie byt zmuszony do siggania za kazdym razem do bibliografii
na koricu eseju.

1.3. Eliakim Hastings Moore

Eliakim Hastings Moore (1862—-1932) studiowal matematyke na Yale Univer-
sity. Rozprawe doktorska z algebry napisat pod kierunkiem Huberta Ansona
Newtona. Uczgszczat na wyktady Kroneckera i Weierstrassa w Berlinie. Kie-
rowal departamentem matematyki na Uniwersytecie w Chicago od 1892 do
1931 roku. W 1893 roku opracowat klasyfikacje ciat skoficzonych. Podat ak-
sjomatyke dla geometrii, w ktérej jedynym pojeciem pierwotnym byl punkt.
Dokonat tez pewnego uproszczenia aksjomatyki Hilberta, pokazujac, ze jeden
z aksjomatéw mozna wyprowadzi¢ z pozostatych. Po 1906 roku zajmowat si¢
podstawami analizy, geometrig algebraiczna, teorig liczb i réwnaniami catko-
wymi. W Introduction to a form of general analysis (1910) wprowadzit pojecie
operatora domknigcia. Przyczynit si¢ do przeksztatcenia New York Mathema-
tical Society w American Mathematical Society. Byt redaktorem Transactions
of the American Mathematical Society w latach 1899-1907. Nastepujace prace
Moore’a zaliczy¢ nalezy do interesujacych nas w tym eseju wynikow:

1. Moore, E.H. (1902). On the projective axioms of geometry. Transactions
of the American Mathematical Society, 3: 142—-158.

2. Moore, E.H. (1902). A definition of abstract groups. Transactions of the
American Mathematical Society, 3: 485-492.

3. Moore, E.H. (1905). On a definition of abstract groups. Transactions of
the American Mathematical Society, 6: 179-180.

Nie bede streszczat prac E.H. Moore’a, ale zacytuje jego komentarz z roz-
prawy o aksjomatyce geometrii, gdyz zawiera on wazne refleksje metodolo-
giczne:

Clearly the body of axioms of a system depends essentially upon the
choice of the basal notions of the system. In this connection a remark
is pertinent with respect to one’s attitude concerning the foundations of
geometry. [ suppose that if geometry is taken to be a natural science —
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the science or a science of the space in which or according to which we
live — it would, as is contended by PASCH and PEANO, be undesirable
to introduce the line as a basal notion. The linear segment seems to be
a more fundamental notion. But we may discriminate between that part
of geometry which establishes a body of postulates based as directly as
may be on spatial experience or intuition, and that part which consists
in the organization of the science on the basis of the accepted body of
axioms; and so we understand that it may in the development of the the-
ory be convenient to replace the body of primary notions and relations
by another body of notions and relations, less fundamental, but, with re-
spect to the deductive geometry, more convenient. I suppose that with
this thought HILBERT introduced the line and the plane as basal notions
in his abstract geometry. — It is understood that greater generality would
be obtained by introducing the axioms as valid, as one says, for a limited
region of space. In this connection reference is made to KLEIN’s intro-
duction of the ideal elements of projective geometry without the use of
the parallel axiom, and to remarks of PASCH (pp. 4, 18, 126), of PEANO
(p- 75) and of SCHURR (pp. 267, 274). (Moore 1902, 144)

Jak zatem wida¢ z powyzszych deklaracji, Moore dokonuje odréznienia
migdzy intuicjami dotyczacymi pojec pierwotnych, wigzacymi si¢ takze z moz-
liwosciami zastosowan badanego systemu, a struktura dedukcyjna systemu,
czyli m.in. decyzjami, ktére pojecia dogodnie jest wybraé, aby w sposéb spdjny
i elegancki mozna byto charakteryzowac je na drodze dedukcyjne;j.

1.4. Edward Vermilye Huntington

Edward Vermilye Huntington (1874-1952) studiowat matematyke na Harvard
University. Doktoryzowatl si¢ na Uniwersytecie w Strasburgu w 1901 roku,
a nastgpnie przez czterdziesci lat pracowal na University of Harvard. Jest au-
torem najwigkszej liczby prac wsrdd tych, ktére interesuja nas w niniejszym
eseju. Podal mianowicie systemy aksjomatow dla: grup, grup abelowych, geo-
metrii, ciata liczb rzeczywistych, ciala liczb zespolonych. Jego monografia The
Continuum and Other Types of Serial Order (1917) stanowita doskonate wpro-
wadzenie do — éwczesnie catkiem nowej — teorii mnogosci Cantora. W 1904
roku podat aksjomaty teorii algebr Boole’a. Pokazat réwniez w 1933 roku,
ze teori¢ algebr Boole’a mozna zaksjomatyzowaé w terminach tacznej i prze-
miennej operacji dwuargumentowej (dodawania) oraz operacji jednoargumen-
towej (dopetnienia) wraz z aksjomatem Huntingtona:

(d +V) +(d +V)=a.
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Interesowat si¢ takze statystyka oraz zastosowaniami matematyki w inzynie-
rii. Huntington opublikowat stosunkowo duzo prac w rozwazanym tu okresie,
w tym jedna w Mathematische Annalen:

1.

10.

Huntington, E.V. (1902). A complete set of postulates for the theory of
absolute continuous magnitude. Transactions of the American Mathe-
matical Society, 3: 264-279.

Huntington, E.V. (1902). Complete sets of postulates for the theories
of positive integral and positive rational numbers. Transactions of the
American Mathematical Society, 3: 280-284.

Huntington, E.V. (1903). Two definitions of an abelian group by sets
of independent postulates. Transactions of the American Mathematical
Society, 4: 27-30.

. Huntington, E.V. (1903). Definitions of a field by sets of independent

postulates. Transactions of the American Mathematical Society, 4: 31—
37.

. Huntington, E.V. (1903). Complete sets of postulates for the theory of

real quantities. Transactions of the American Mathematical Society, 4:
358-370.

. Huntington, E.V. (1904). Sets of independent postulates for the alge-

bra of logic. Transactions of the American Mathematical Society, 5:
288-309.

. Huntington, E.V. (1905). A set of postulates for real algebra, comprising

postulates for a one-dimensional continuum and for the theory of groups.
Transactions of the American Mathematical Society, 6: 17-41.

. Huntington, E.V. (1905). Note on the definitions of abstract groups and

fields by sets of independent postulates. Transactions of the American
Mathematical Society, 6: 181-197.

Huntington, E.V. (1905). A set of postulates for ordinary complex alge-
bra. Transactions of the American Mathematical Society, 6: 209-229.

Huntington, E.V. (1913). A set of postulates for abstract geometry, expres-
sed in terms of the simple relation of inclusion. Mathematische Annalen,
73: 522-559.
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11. Huntington, E.V., Kline, J.R. (1917). Sets of independent postulates for
betweenness. Transactions of the American Mathematical Society, 18:
301-325.

1.4.1. Prace algebraiczne

Huntington w 1902 roku w A complete set of postulates for the theory of ab-
solute continuous magnitude podaje system aksjomatéw charakteryzujacy do-
datnie liczby rzeczywiste w sposob kategoryczny. Uzywa ogdlnego pojecia
izomorfizmu, wprowadza tez osobny termin dla wlasnosci kategorycznosci,
a mianowicie sufficiency. Huntington w nastgpujacy zwigzly sposéb przedsta-
wia przedmiot tej pracy:

The object of the work which follows is to show that these six postulates
form a complete set; that is, they are (1) consistent, (I) sufficient, (I11) in-
dependent (or irreducible). By these three terms we mean: (I) there is at
least one assemblage in which the chosen rule of combination satisfies
all the six requirements; (II) there is essentially only one such assem-
blage possible; (III) none of the six postulates is a consequence of the
other five. (Huntington 1902, 266)

Powyzsze deklaracje stosuja si¢ w zasadzie do wszystkich prac postula-
tystow amerykariskich dotyczacych proponowanych systeméw postulatow dla
systemOw algebraicznych oraz geometrycznych.

Dla ilustracji, przytocze postulaty Huntingtona z tej pracy. Maja one cha-
rakteryzowac, jak pamigtamy, dodatnie liczby rzeczywiste. Takie liczby sa for-
malnymi odpowiednikami wielkosci ciggtych. W postulatach wystepuje sym-
bol pierwotny o, ktéry ma odpowiadaé regule tworzenia (kombinowania):

A rule of combination in an assemblage is any rule or agreement by
which, when any two elements (whether the same or different) are given,
in a definite order, some object (which may or may not belong to the
assemblage) is uniquely determined. (Huntington 1902, 266)

W postulatach wystepuje tez predykat identyczno$ci =, nazywajacy relacje
identycznoSci (cho¢ oczywidcie nie ma w tej pracy wspodlczesnych systema-
tycznych dystynkcji migdzy sktadnig a semantyka). Huntington wykorzystuje
w charakterze przyktadéw w dalszym teksScie ,,zwykte” liczby rzeczywiste
oraz zespolone, ale — jak wyraZnie zaznacza — dla sformutowania postulatow
wystarcza przyjecie aksjomatyki Peana dla liczb naturalnych (w terminologii
Huntingtona: the natural system of ordinal numbers).
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Termin assemblage traktuje Huntington w swoich pracach jako réwno-
znaczny z terminami: class, Menge, manifold, ensemble itp., nie wdajac si¢
w glebsze analizy jego znaczenia.

Moze warto jeszcze przytoczyC opini¢ Huntingtona na temat réznicy zna-
czeniowej migdzy terminami postulate oraz axiom:

Following the usual distinction, we use “postulate” to mean a proposi-
tion the acceptance of which is demanded or agreed upon as a basis for
future reasoning, reserving “axiom’ to mean “‘a self-evident proposition,
requiring no formal demonstration to prove its truth, but received and
accepted as soon as mentioned.” (Huntington 1902, przypis na stronie
264)

Postulaty charakteryzuja pewien zbi6r (zbiér wielkosci ciagtych). Hun-
tington nie wprowadza osobnego symbolu na oznaczenie tego zbioru, nie ko-
rzysta tez z predykatu € nalezenia elementu do zbioru. Méwi po prostu: ele-
ments of the assemblage. Rodzajnik okreslony decyduje tu o tym, ze piszac
o elementach, mamy na mysli elementy tego wtasnie zbioru, kwantyfikacja
jest relatywizowana do tego zbioru. Postaram si¢ odda¢ w sposéb mozliwie
najbardziej wierny sformulowania Huntingtona, nie korzystajac ze wspétcze-
snej notacji logicznej. Oto proponowane postulaty:

1. Zbiér wielkosci ciagtych jest domknigty na operacje o: jesli a oraz b sa
takimi wielkoSciami, to a o b rowniez.

2. aob#a.

3. Operacja o jesttaczna: (aob)oc =ao(boc),oileaob, boc, (aob)oc
oraz a o (b o c) sg wielko$ciami ciagtymi.

4. Jesli a # b, to spetniony jest co najmniej jeden z nastgpujacych warun-
kow:

(a) istnieje element x taki, ze a = bo x

(b) istnieje element y taki, ze a o y = b.

5. Niech a < b oznacza, ze istnieje element y taki, zea oy = b, zaS a < b
oznacza, ze a < blub a = b. Jesli S jest nieskoniczonym ciagiem ele-
mentéw ay, takich, ze a; < apy1 oraz ax < c, gdzie c jest pewnym
ustalonym elementem, to istnieje dokladnie jeden element A, posiada-
jacy nastgpujace dwie wiasnosci:

(a) ar < A, oile ag nalezy do S
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(b) jesliy oraz A’ sa takie, ze yo A’ = A, to istnieje co najmniej jeden
element S, powiedzmy a,. dla ktérego A’ < a,..

6. Dla dowolnego elementu a istnieja elementy x oraz y takie, ze xoy = a.
Inaczej méwiac, dla dowolnego elementu a istnieje element z taki, ze
T < a.

Przedostatni postulat na tej liScie we wspdtczesnym sformutowaniu wy-
raza zatem fakt, ze dowolny rosnacy i ograniczony ciag wielkoSci ciagtych ma
kres gérny.

Niesprzecznos$ci tego uktadu postulatéw dowodzi Huntington, wskazujac,
ze rozwazanym zbiorem moze by¢ zbidr wszystkich dodatnich liczb rzeczy-
wistych, a operacja o moze by¢ rozumiana jako dodawanie. Inna mozliwos¢é
podana przez Huntingtona to zbidr wszystkich liczb rzeczywistych wigkszych
od 1, gdzie operacja o jest rozumiana jako mnozenie. Poréwnanie tej pracy
Huntingtona z opublikowana mniej wigcej w tym samym czasie praca Otto
Holdera dotyczaca wielkosci ciagtych zawiera artykut Scanlan 1991, o czym
pisze dalej w niniejszym rozdziale.

Kroétkie informacje historyczne dotyczace teorii grup zawiera poczatek
pracy Note on the definitions of abstract groups and fields by sets of inde-
pendent postulates (Huntington 1905). Autor zaznacza tu m.in., ze to wtasnie
on podat pierwszy dowdd niezaleznoSci postulatéw dla grup. Huntington przy-
wotuje takze kilka informacji historycznych dotyczacych wprowadzania poje-
cia ciala. W gléwnej czesci pracy podaje aksjomaty dla grup, grup abelowych
oraz cial, w tym réwniez pewng skrécong wersj¢ aksjomatyki dla tych ostat-
nich. Omawia tez mozliwo$¢ definiowania grup przez stosowna relacje tréjar-
gumentowa (charakteryzujaca dziatanie w grupie).

W przypisie na stronie 210 pracy A set of postulates for ordinary complex
algebra (Huntington 1905) autor zauwaza:

In the case of any categorical set of postulates one is tempted to assert
the theorem that if any proposition can be stated in terms of the funda-
mental concepts, either it is itself deducible from the postulates, or else
its contradictory is so deducible; it must be admitted, however, that our
mastery of the processes of logical deduction is not yet, and possibly
never can be, sufficiently complete to justify this assertion.

Dalej w tym przypisie Huntington wskazuje na pewne uwagi Hilberta wy-
powiedziane podczas jego stynnego wyktadu w Paryzu w 1900 roku, dotycza-
cego probleméw matematycznych. Przywotuje takze aksjomat zupetnosci Hil-
berta dla systemu liczb rzeczywistych, opublikowany w 1899 roku. Na stronie
211 tejze pracy znajdujemy deklaracje:
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It should be said, in conclusion, that no attempt is here made to give
a metaphysical analysis of the concepts class, operation, and relation,
on which the algebra is based, or the laws of deductive logic by which
its propositions are deduced — the discussion of these more fundamental
notions, here assumed as familiar, being matter for the trained student of
philosophy. I hope, however, that a paper like a present may be indirectly
of service on the philosophical side of the subject, by enabling one to
formulate very precisely the problems involved in the question: What is
algebra?

Stowa te podkreslaja zatem niezaleznos$¢ dalszych rozwazan od przyje-
tego stanowiska filozoficznego odnosnie do rozumienia pewnych podstawo-
wych pojec. Jednoczesnie §wiadcza o pelnej Swiadomosci autora, ze prowadzi
badania w podstawach matematyki o doniostym znaczeniu.

Huntington omawia w tej pracy takze réznice migdzy definicjami konti-
nuum podanymi przez Cantora i Dedekinda. W zasadniczej czgSci omawia-
nego artykutu Huntington przedstawia systemy postulatéw charakteryzujace
liczby rzeczywiste oraz zespolone.

W pracy A set of postulates for real algebra, comprising postulates for
a one-dimensional continuum and for the theory of groups (Huntington 1905)
autor stosuje w jednym miejscu (jak mozna rozumieé, dla ilustracji) notacje
logiczng zaproponowana przez Giuseppe Peana w jego Formulaire de Ma-
thématiques, zachwalajac ja jako bardzo uzyteczna, ale formutujac jednocze-
$nie kazdy postulat takze w spos6b, w jaki zwykle robia to matematycy (czyli
w jezyku mieszanym, wykorzystujacym jezyk naturalny oraz terminy matema-
tyczne).

Podajac w tejze pracy system postulatéw dla grup abelowych, Huntington
zauwaza na stronie 24:

In conclusion, it should be noticed that the eight postulates of § 2 form
a “disjunctive”, not a “categorical” set; for an abelian group may contain
any finite number of elements, or be infinite; and even if the number
of elements in two groups is the same, the groups are not necessarily
isomorphic; hence there are many propositions concerning K and +
which are neither deducible from these postulates, nor in contradiction
with them.

Jest oczywiste, ze w przypadku grup nie mys$limy o ich kategorycznej cha-
rakterystyce. Dokonujemy natomiast przer6znych klasyfikacji grup, wyodrgb-
niajac osobne ich typy.
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1.4.2. Prace geometryczne

Praca A set of postulates for abstract geometry, expressed in terms of the simple
relation of inclusion opublikowana zostata w Mathematische Annalen, nalezy
jednak tematycznie do cyklu prac postulatystéw amerykanskich, publikowa-
nych w Transactions of the American Mathematical Society. Rozpoczyna ja
Prefatory Note, w ktorej autor krétko objasnia niektore réznice migdzy swoim
podejéciem, a znanymi 6wczesnie systemami postulatow geometrycznych:

The chief points of difference between the present set of postulates and
the well known sets given by Pasch, Veronese, Peano, Pieri, Hilbert,
Veblen, Schweitzer, and others are: 1) the use of solid body instead of the
point as an undefined concept; 2) the extreme simplicity of the undefined
relation of inclusion; 3) the systematic definitions of the straight line,
the plane, and the 3-space, which can be readily extended, if desired,
to space of n dimensions; and 4) the attempt to separate the ‘existence
postulates’ from the postulates expressing ‘general laws’. (Huntington
1913, 523)

Huntington wyjasnia dalej r6znice migdzy owymi postulatami egzysten-
cjalnymi a ogélnymi prawami w nastgpujacy sposéb. Postulaty egzystencjalne
zadaja istnienia elementéw spetniajacych pewne warunki. Dla przyktadu, taki
jest postulat méwiacy, ze przez dowolny punkt na zewnatrz danej prostej po-
prowadzi¢ mozna co najmniej jedna prosta rownolegta do tej danej proste;j.
Taki jest rowniez postulat gtoszacy, ze prosta przechodzaca przez jeden z wierz-
chotkéw tréjkata oraz dowolny jego punkt wewnetrzny musi przeciaé bok tréj-
kata przeciwlegly do tego wierzcholka.

Huntington docenia formalizm logiczny Peana, piszac, ze byt on niezasta-
piony w przygotowaniu dowoddéw, chociaz nie jest uzywany w wersji pracy
przekazanej do druku.

Symbolami pierwotnymi sa: K, oznaczajacy dowolna klasg¢ elementéw,
oraz R, oznaczajacy dowolng relacje migdzy tymi elementami. Huntington
nazywa je zmiennymi, dodajac komentarz na temat wartosci logicznej postula-
tow:

These postulates are not definite propositions — that is, they are not in
themselves either true or false. Their truth or falsity is a function of the
logical interpretation given to the variables K and R, just as the truth or
falsity of a conditional equation in algebra is a function of the numerical
values given to the variables in such an equation. They may therefore be
called ‘propositional functions’ (to use a term of Russell’s), since they
become definite propositions (true or false) only when definite ‘values’
are given to the variables K and R. (Huntington 1913, 526)
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Kwestie metateoretyczne, ktére interesuja Huntingtona w omawianej pracy
to, podobnie jak w przypadku pozostatych jego prac: niesprzeczno$é postula-
tow, ich niezaleznos$¢ oraz to, czy stanowia one uktad warunkow wystarczajacy
do wyznaczenia jedynego systemu spetniajacego te warunki. Je§li natomiast
chodzi o niesprzecznosé, to Huntington pisze:

In the present case, we have already mentioned one system (K, R) as
satisfying all our postulates, namely the system: K = the class of all
spheres, and R = the relation of inclusion; but if we mean by ‘sphere’
and linclusion’ the common notions given by observation of percep-
tual space, then our judgment that this system satisfies all the postulates
can be only approximate, and the system does not provide a satisfactory
proof of the consistency of the postulates. If, however, we use ‘sphere’
and ‘inclusion’ in the sense in which these terms are used in analytical
geometry (see the end of Chapter II), then we have a strictly numerical
system, which certainly exists, and which can be shown to satisfy all the
postulates with absolute accuracy. The consistency of the postulates is
thus completely established. (Huntington 1913, 527-528)

Niezalezno$¢ poszczegdlnych postulatow wykazuje Huntington znana me-
toda, budujac stosowne modele. Wzorcowym przyktadem zastosowania tej
metody byly éwczesSnie dowody niezaleznosci poszczegdlnych aksjomatéw
podane w Grundlagen der Geometrie Davida Hilberta. O trzeciej z wymie-
nionych wtasno$ci pisze natomiast nastgpujaco:

Sufficiency of the postulates to determine a unique type of system. A third
and most important part of our work is to show that any two systems
(K, R) which satisfy all the postulates are formally equivalent, or iso-
morphic, with respect to the variables K and R. This means that if
(K',R’) and (K", R") are any two ‘geometrical systems’ — that is, any
two systems that satisfy all the postulates — then it will be possible to set
up a one-to-one correspondence between the elements A’, B, C’, ...of
K’ and the elements A”, B”, C", ...of K" in such a way that whenever
A’ and B’ satisfy the relation A’ R’ B’, then the corresponding elements
A" and B” will satisfy the relation A” R” B”. By the establishment of
this isomorphism, we show that any theorem involving only the varia-
bles K and R, which is true in one of the systems will be true in the other
also; hence all the systems (K, R) which satisfy the postulates may be
said to belong to a single type.

With the proof of this theorem, the series of deductions which we draw
from the postulates is brought to a natural conclusion; and in view of this
theorem, we may then define abstract geometry as the study of the pro-
perties of a particular type of system (K, R), namely, that type which is
completely determined by the Postulates 1-18 and EI-E7. (Huntington
1913, 528)
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W tym miejscu warto moze dodaé, ze Huntington dokonuje rozréznienia:

1. abstract geometry — ogét twierdzei otrzymanych na drodze dedukcji
z przyjetych postulatow;

2. concrete geometry — ustalona interpretacja (w domysle: matematyczna),
np. przyjecie za K zbioru sfer, a za R relacji inkluzji;

3. applied geometry — interpretacja (niekoniecznie matematyczna) przyje-
tych postulatéw.

Przedstawig¢ teraz system aksjomatéw dla geometrii, proponowany przez
Huntingtona. W postulatach wystgpuja tez pojecia zdefiniowane, ktére oma-
wiane sa w pierwszej kolejnosci.

Elementy klasy K nazywamy sferami. Jesli zachodzi ARB, to méwimy,
ze sfera A jest zawarta w sferze B. Je§li nie zachodzi ani ARB ani BRA, to:

1. jesli nie istnieje sfera X taka, ze X RA oraz X RB, to Ai B sa wzajem
roztqczne;

2. jesli istnieje sfera X taka, ze X RA oraz X RB, to méwimy, ze Ai B
przecinajq sig.

Stfera A jest punktem, jesli nie istnieje sfera X taka, ze X RA. Ta definicja
nic nie méwi oczywiscie o rozmiarze sfer.

Huntington podkresla oryginalno$¢ swojej definicji odcinka. Jesli X jest
punktem takim, ze kazda sfera, ktéra zawiera A oraz B zawiera takze X, to
moéwimy, ze X nalezy do odcinka [AB] (lub [BA]). Punkty A i B sa koricami
odcinka [AB], a pozostate punkty tego odcinka sa jego wngtrzem, oznaczanym
(AB). Jesli (AB) jest pusty, to odcinek [AB] nazywamy dziurq.

Przedtuzenia odcinka definiuje Huntington podobnie jak Peano, a prosta
wyznaczona przez odcinek to ogét punktéw nalezacych do niego oraz jego
przedtuzen. W oczywisty sposéb definiuje si¢ tez pdtproste (promienie). Trzy
punkty sa wspotliniowe, jesli kazdy z nich nalezy do prostej wyznaczonej przez
pozostale dwa.

Huntington wykorzystuje notacje¢, pozwalajaca w prosty sposéb oznaczaé
takie rozszerzenia (takze w przypadku innych tworéw geometrycznych, jak
tr6jkaty, czworosciany itd.). Dla odcinka [AB] mamy zatem jego przedtuzenia
oznaczane [AB’] oraz [BA’|. Huntington korzysta takze z pewnej operacji,
ktéra nazywa suma prosta:
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Definition 7. In a set of two or more classes like [AB], [AB’], etc., if
no two of the classes have any point in common (unless it be a common
boundary point, represented by an unaccented letter that appears expli-
citly in both symbols), then the classes may be said to form a simple set
of non-overlapping regions, and the logical sum of such a set may be
called a simple sum. (Huntington 1913, 530-531)

Tego typu operacja moze by¢ wykonywana takze na trdjkatach, czworo-
Scianach itd., z zastrzezeniem, Ze rozwazane obiekty maja wspdlny jedynie
brzeg (okreslony w kazdym przypadku precyzyjna definicja).

Jesli X jest punktem takim, ze kazda sfera, ktéra zawiera A, B i C za-
wiera takze X, to méwimy, ze X nalezy do tréjkata [A BC]. Wierzchotki i boki
trojkata definiuje si¢ w oczywisty sposéb, podobnie jak przedtuzenia trojkata
(wzgledem wierzchotkéw lub bokéw).

Jesli A, B, C' sa trzema niewspotliniowymi punktami, to ptaszczyzng ABC
jest og6t punktéw nalezacych do trojkata [ABC' lub ktéregos$ z jego szesciu
rozszerzen. Cztery punkty sa wspdiptaszczyznowe, jesli kazdy z nich nalezy do
plaszczyzny wyznaczonej przez pozostate trzy. W oczywisty sposéb definiuje
si¢ potptaszczyzng wyznaczona przez prosta AB na ptaszczyznie ABC.

Dwie proste lezace na tej samej ptaszczyZnie i niemajace punktéw wspol-
nych nazywane sa rownolegtymi. Jesli AB jest rownolegta do C'D, to piszemy
AB || CD. Jesli proste AB i C'D sa réwnolegte lub identyczne, to piszemy
AB ~ CD.

Jesli AB || CD oraz BC || DA, to A, B, C, D tworza réwnolegtobok,
ktorego przekqtnymi sa [AC| i [BD].

Niech [AB] bedzie odcinkiem. Jesli istnieje rownolegtobok AX BY', w kt6-
rym [AB] jest jedna z przekatnych i jesli druga przekatna przecina [A B] w punk-
cie M, to M nazywamy srodkiem odcinka [AB].

Jesli A oraz B sa w sferze S oraz wszystkie punkty przediuzen odcinka
[AB] sa poza S, to [AB] jest cigciwg sfery S. Wszystkie punkty koricowe
wszystkich cigciw sfery S nazywamy powierzchniq tej sfery.

Jesli O jest punktem w sferze S oraz kazda para cigciw tej sfery, ktdra
przecina si¢ w O, jest para przekatnych réwnolegtoboku, to O nazywamy srod-
kiem sfery S. Kazda cigciwa przechodzaca przez Srodek sfery jest jej srednicq.
Kazda jej polowa to promieri tej sfery.

Odcinki [AB] i [C D] nazywamy przystajqcymi, gdy zachodzi jeden z wa-
runkéw:

1. Jesli [AB] i [CD] sa na tej samej prostej, to albo [AB] = [CD], albo
srodek [AC] jest réwny Srodkowi [BD], albo srodek [AD] jest rtéwny
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srodkowi [BC, a jesli leza na prostych réwnolegtych, to sa przeciwle-
glymi bokami réwnolegtoboku.

2. Jesli maja one wsp6lny punkt koiicowy (lub Srodek), ale nie leza na tej
samej prostej, to sa promieniami (lub Srednicami) tej samej sfery.

3. Jesli nie leza one na tej samej prostej lub na prostych rownolegtych, to
istnieja odcinki [OX] oraz [OY], ktére sa przystajace do nich na mocy
warunku 1) lub wzajem przystajace na mowcy warunku 2).

Pierwszy warunek zwiazany jest z przesunigciami, a drugi z obrotami. Jesli
AB przystaje do C'D, to piszemy AB = CD.

Jesli przekatne réwnolegloboku sa przystajace, to rownolegtobok ten nazy-
wamy prostokqtem, a trojkat tworzacy potowe prostokata nazywamy trdjkqtem
prostokatnym.

Dwie proste, ktére przecinaja si¢ w punkcie O nazywamy prostopadtymi,
jesli kazdy odcinek, ktoéry taczy punkt jednej z nich z punktem drugiej jest
prostokatem, ktérego jednym z wierzchotkow jest O.

Wybieramy ustalona prosta OU, ktéra nazywac bedziemy prostq liczbowa,
gdzie O jest punktem zero, za$ U jest punktem jednostki. Ustalenie tej prostej
pozwala na wprowadzenie operacji arytmetycznych oraz porzadku:

1. Jesli Ai B sa dowolnymi punktami na prostej liczbowej OU i jesli X
jest takim punktem na tej prostej, ze Srodek OX réwny jest Srodkowi
AB, to X nazywamy suma A i B i piszemy X = A + B.

2. Niech A i B bgda dowolnymi punktami na prostej liczbowej OU, a P
dowolnym punktem poza ta prosta. Jesli prosta przez B réwnolegta do
UP przecina OP w @, a prosta przez () rownolegta do PA przecina
OU w Y, oraz jesli ten punkt Y jest niezalezny od wyboru punktu po-
mocniczego P, to Y jest nazywany iloczynem A i B; piszemy wtedy:
Y=AxB.

3. Jesli Ai B sa dowolnymi punktami na prostej liczbowej OU 1 jesli kie-
runek od A do B jest taki sam jak kierunek od O do U, to méwimy, ze
A poprzedza B ipiszemy: A < B.

Jesli X jest takim punktem, ze kazda sfera, ktéra zawiera A, B, C, D,
zawiera takze X, to méwimy, ze X nalezy do czworoscianu ABC D. W oczy-
wisty sposéb definiuje si¢ wierzchotki, krawedzie oraz sciany czworoScianu,
ktére tacznie tworza jego brzeg. Zapis (ABCD) oznacza wnetrze cZworo-
$cianu [ABC D], z pominigciem punktéw jego brzegu.
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W analogiczny sposéb, jak w przypadku tréjkata definiuje si¢ czternascie
rozszerzen czworo$cianu (wzgledem czterech wierzchotkow, sze$ciu krawedzi
oraz czterech $cian).

Jesli A, B, C, D sg czterema punktami nielezacymi na tej samej ptasz-
czyZnie, to przestrzen jest ztozona z punktéw, nalezacych do czworoscianu
[ABC D] lub jego czternastu rozszerzen.

Prosta i ptaszczyzna, lub dwie plaszczyzny sa rownolegte, jesli nie maja
punktéw wspdlnych.

Mozna juz przedstawié postulaty systemu Huntingtona, wedle proponowa-
nego przez niego podziatu.

Prawa ogdlne dotyczqce sfer i punktow

Postulat 1. Niech A, B, C bgda sferami. Jesli A jest wewnatrz B, a B
wewnatrz C, to A jest wewnatrz C.

Postulat 2. Jesli A jest wewnatrz B, to A i B sarézne.

Postulat 3. a) Jesli klasa sfer, ktore zawieraja punkt A jest taka sama jak
klasa sfer, ktére zawieraja punkt B, to A = B. b) Jedli klasa punktéw w sfe-
rze S jest taka sama jak klasa punktow w sferze 7', to S =T

Prawa ogélne dotyczqce prostej

Postulat 4. Jesli X jest punktem odcinka [AB], to [AB] jest prostq sumgq
odcinkéw [AX] oraz [X B|.
Postulat 5. Jesli dwie proste maja dwa punkty wspdlne, to sa identyczne.

Prawa ogolne dotyczqce ptaszczyzny

Postulat 6. Jesli X jest punktem tréjkata [ABC, to [ABC] jest ‘prosta
suma’ tréjkatéow [ABX], [ACX] praz [BCX].

Postulat 7. Jesli odcinek [X Y] przecina odcinek [AB], to trojkaty [ABX]|
oraz [ABY] nie maja punktéw wspdlnych oprécz punktéw nalezacych do od-
cinka [AB].

Postulat 8. Jesli dwie plaszczyzny maja trzy wspdlne punkty niewspotli-
niowe, to sg identyczne.

Prawa ogdlne dotyczqce prostych réwnolegtych

Postulat 9. Jesli dwie proste sa réwnolegte do trzeciej, to sa albo réwnole-
gle do siebie, albo identyczne.



1.4. Edward Vermilye Huntington 31

Postulat 10. Jesli AB i C'D sa prostymi réownolegtymi, to zaden z czterech
punktéow A, B, C, D nie lezy w tréjkacie utworzonym przez pozostate trzy.

Postulat 11 (Postulat czterech punktéw). Niech A, B, C, D begda czterema
punktami, z ktérych zadne trzy nie sa wspoétliniowe oraz niech A’, B/, C', D’
beda innymi czterema punktami, z ktérych zadne trzy nie sa wspétliniowe.
Rozwazmy dwa uktady szesciu prostych, ktére wyznaczaja te punkty:

AB, AC, AD, BC,BD,CD oraz A'B',A'C", A'D',B'C’,B'D,C'D'.

Jesli pierwsze pigé prostych z pierwszego uktadu (wzigtych w podanym po-
rzadku) jest rownoleglych do pierwszych pigciu prostych z drugiego uktadu
(wzigtych w podanym porzadku), to rowniez szdsta prosta z pierwszego uktadu
jest réwnolegta do széstej prostej z uktadu drugiego. Inaczej méwiac, zacho-
dzi implikacja: jesli AB ~ A'B’, AC ~ A'C', AD ~ A'D’, BC ~ B'C’,
BD ~ B'D',toCD ~ C'D".

Huntington pisze, ze ten ostatni postulat zasugerowany zostat przez Schurra
i odgrywa rolg szczegdlnej postaci twierdzenia Desarguesa, z ktérej korzystat
Hilbert.

Prawa ogdlne dotyczqce przystawania

Postulat 12.JeSli AB=CD orazCD = EF,t0o AB = EF.

Postulat 13. Jesli A oraz X sa punktami na powierzchniach dwéch kon-
centrycznych sfer lezacymi na jednym promieniu, a B oraz Y sa punktami na
powierzchniach dwéch koncentrycznych sfer lezacymi na innym promieniu, to
[AX] = [BY].

Postulat 14. Niech A, B, C, X beda czterema punktami, z ktérych pierw-
sze trzy sa wspélliniowe, a A’, B/, C’, X’ beda innymi czterema punktami,
z ktérych pierwsze trzy sa wspotliniowe. Rozwazmy dwa uktady szeSciu od-
cinkéw wyznaczonych przez te punkty. Wtedy jesli:

AB=A'B' AC=AC',BC=BC'AX=AX' BX =B'X/,

to réwniez CX = CX.
Huntington pisze, ze postulat 14 odpowiada zatozeniu poczynionemu przez
Veblena w jego aksjomatycznym ujeciu geometrii z 1911 roku.

Prawa ogélne dotyczace przestrzeni

Postulat 15. Jesli X jest punktem czworoscianu [ABCD], to [ABCD]
jest ‘suma prosta’ czterech czworoscianow [ABCX]|, [ABDX], [ACDX],
[BCDX].
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Postulat 16. Jesli odcinek [XY'] przecina tréjkat [ABC], to czworoSciany
[ABCX] oraz [ABCY] nie maja punktéw wspdlnych oprécz punktéw nale-
zacych do [ABC].

Postulat 17. Jesli ABC' D jest przestrzenia, to kazdy punkt nalezy do tej
przestrzeni.

Postulat 18. Jesli prosta XY jest réownolegta do ptaszczyzny ABC, to za-
den z pigciu punktéw A, B, C', X, Y nie nalezy do czworo$cianu utworzonego
przez pozostale cztery.

Huntington pisze, ze postulaty 15 i 16 powoduja ograniczenie rozwazan
geometrycznych do trzech wymiaréw.

Postulaty egzystencjalne

Postulat E1. W klasie K istnieja co najmniej dwa rézne punkty.

Postulat E2. Jesli AB jest prosta, to istnieje punkt X poza ta prosta.

Postulat E3. Jesli AB jest prosta, a C' punktem na niej nielezacym, to ist-
nieje punkt X taki, ze C'X jest réwnolegta do AB.

Postulat E4. Jesli [AB] jest odcinkiem w systemie, w ktérym mozna ry-
sowac proste réwnolegte (czyli spetniajacym E3), to na kazdej pétprostej O P
istnieje punkt X taki, ze [OX] = [AB].

Postulat E5. Jesli S1,52,.5s, ... jest nieskoficzonym ciagiem sfer, z kto-
rych kazda lezy wewnatrz poprzedniej, to istnieje punkt, ktéry lezy w nich
wszystkich.

Postulat E6. Jesli jakakolwiek sfera ma Srodek, to kazda sfera ma Srodek,
o ile nie jest punktem.

Postulat E7. Jesli ABC' jest ptaszczyzna, to istnieje co najmniej jeden
punkt poza ta ptaszczyzna.

W komentarzach do postulatéw egzystencjalnych Huntington pisze, ze:

1. Postulat E3 dotyczy tych systeméw, w ktérych mozna rysowaé pro-
ste réwnolegte. Tylko w takich systemach niektére definicje dotyczace
przystawania maja sens.

2. Postulat E5 jest modyfikacja aksjomatu Dedekinda, dotyczacego zbio-
réw punktéw na proste;j.

3. Postulat E6 jest konieczny z tego wzgledu, ze pojeciem wyjSciowym jest
pena sfera (solid sphere), a nie punkt.

4. Postulat E7 gwarantuje, ze w uzyskanym systemie geometrii mamy do
dyspozycji trzy wymiary.
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Podane wyzej definicje ilustruje Huntington pogladowymi rysunkami, na-
tomiast przy poszczegélnych postulatach podaje numery definicji wystepuja-
cych w nich poje¢. Wspomniatem juz, ze Huntington znat i cenit notacj¢ lo-
giczna Peana i deklarowat, ze stosowat ja w przygotowywaniu dowoddéw. Nie
uzyt jej w sformutowaniu definicji oraz postulatéw, by¢ moze dlatego, aby do-
stosowacd si¢ do 6wczesnego stylu pisania tekstow matematycznych.

W rozdziale trzecim swojej rozprawy Huntington przedstawia 47 twier-
dzen. Przy kazdym z twierdzen zaznaczono, z ktérych postulatéw korzysta
jego dowdd. W przypadku twierdzen nieco trudniejszych szczegdtowe do-
wody przedstawione zostaty w dodatku na koncu rozprawy. Twierdzenia po-
dzielone zostaty ze wzgledu na pojecia, ktérych dotycza: sfery i punkty, linia
prosta, ptaszczyzna, proste réwnolegte, przystawanie i prostopadtos¢, prosta
liczbowa, wspdétrzedne na ptaszczyZnie, przestrzen. Ostatnie z twierdzen ustala
kategorycznosé systemu.

Rozdziat czwarty rozprawy przedstawia dowody niezaleznosci wszystkich
postulatéw. Huntington wykorzystuje rozmaite konstrukcje geometryczne oraz
arytmetyczne dla budowania kontrprzyktadéw potrzebnych w dowodach nie-
zaleznosci. Pokazuje, ze postulaty 1-18 tworza uktad niezalezny oraz ze postu-
laty E1-E7 takze tworza uktad niezalezny, a ponadto sa niezalezne od postu-
latéw 1-18. Niektére z podanych kontrprzyktadéw sa dos$¢ oryginalne: Hun-
tington rozwaza np. sfery oznaczone na czerwono i niebiesko lub uklady ,,jajo-
watych” bryt wypuktych (egg-shaped convex solids). Jeden z kontrprzyktadéw
wydaje si¢ dos¢ trudny:

Example 11. To construct example for Postulate 11, consider first an
ordinary plane, with all its circles, points, and lines, and suppose the
interior of a part of this plane — say a square ABC'D - is stretched or
deformed in such a way that all the points within the square are crow-
ded towards one corner C, without altering their relations of order, or
causing any break in continuity. In this deformed plane, by a circle or
line we mean, of course, a figure which was a true circle or line before
the deformation. Secondly, consider another plane, containing a square
APCQ without any deformation, and place the two planes so that they
intersect along the line AC.

Then as our class K we take all the circles that lie in these two planes,
and as our relation R, the ordinary relation of inclusion.

In this system, Postulates 1-10 are clearly satisfied, but not Postulate 11.
To see that Postulate 11 is not true, let PQ) meet AC in M, while the
deformed line BD meets AC' in a different point N; then B, P, D, Q
cannot be coplanar; but if Postulate 11 were true, we should have a right
to infer, from a consideration of the ‘four-points’ ACBP and CADQ,
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that BP || DQ. All the other general laws, 1218, are satisfied (many
of them vacuously). (Huntington 1913, 551)

Opracowano wiele systemow geometrycznych, w ktérych pojeciem pier-
wotnym nie jest punkt, ale np. obszar, sfera, bryta. Niewatpliwie do najbardziej
znanych nalezy propozycja Tarskiego geometrii bryt (Tarski 1929). Wspétcze-
$nie obserwujemy coraz to nowe propozycje tego typu, m.in. nalezace do me-
reotopologii.

1.4.3. Prace dotyczace porzadku

Huntington i Kline podali mozliwos$ci opisu wlasnosci relacji lezenia migdzy
poprzez stosowny uktad postulatéw (Huntington i Kline 1916). Ich praca na-
wiazuje do propozycji Pascha. Wigksza czes¢ artykutu zajmuja dowody nieza-
leznos$ci poszczegdlnych postulatéw. Za ciekawe uwazam fakt, ze dowody te
sa przedstawione w postaci symbolicznej, z uzyciem notacji Peana. Ponadto,
autorzy zaznaczaja np., ile razy dany postulat zostat wykorzystany w konkret-
nym dowodzie, co ukazuje doktadniej strukture dowodow.

Monografia Huntingtona The Continuum and Other Types of Serial Order
with an Introduction to Cantor’s Transfinite Numbers (Huntington 1917) jest
rozszerzong wersja wczesniejszej pracy, The Continuum as a Type of Order: an
Exposition of the Modern Theory, with an Appendix on the Transfinite Num-
bers, opublikowanej w 1905 roku w Annals of Mathematics. Praca ta odegrata
niezwykle wazna rolg: byla traktowana w ameryce jako doskonate przystgpne
wprowadzenie do teorii mnogosci Cantora. Huntington omawia w niej kolejno:
zbiory skoniczone i nieskoriczone, ogdélne wtasnosci porzadkéw, szczegdlne
typy porzadkéw (porzadki typu: w, 7, 6), kontinua, zbiory dobrze uporzadko-
wane oraz pozaskoniczone liczby porzadkowe i kardynalne. Huntington pod-
kresla rolg porzadku w charakterystyce kontinuum:

The main object of this book is to give a systematic elementary account
of the modern theory of continuum as a type of serial order — a theory
which underlies the definition of irrational numbers and makes possible
arigorous treatment of the real number system of algebra.

The mathematical theory of the continuous independent variable, in any-
thing like a rigorous form, may be said to date from the year 1872, when
Dedekind’s Stetigkeit und irrationale Zahlen appeared; and it reached
a certain completion in 1895, when the first part of Cantor’s Beitrdge
zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre was published in the Ma-
thematische Annalen.

While all earlier discussions of continuity had been based more or less
consciously on the notions of distance, number, or magnitude, the Dede-
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kind-Cantor theory is based solely on the relation of order. The fact that
a complete definition of the continuum has thus been given in terms
of order alone has been signalized by Russell as one of the notable
achievements of modern pure mathematics; and the simplicity of the
ordinal theory, which requires no technical knowledge of mathematics
whatever, renders it peculiarly accessible to the increasing number of
non-mathematical students of scientific method who wish to keep in to-
uch with recent developments in the logic of mathematics. (Huntington
1917, 1-2)

1.4.4. Algebra logiki

35

Najczesciej cytowang praca Huntingtona jest jego artykut poSwigcony alge-
brze logiki. Tarski mial zwyczaj podawania tego artykutu jako podstawowego
odnosnika do teorii algebr Boole’a. Huntington podaje w nim trzy propozycje
zestawOw postulatéw, ktére charakteryzuja tego typu struktury. Dowodzi tez
niezaleznoSci kazdego z tych zestawéw. Zacytuje jeden fragment z tej pracy,
w ktorym Huntington odnosi si¢ do metodologii swoich badan:

Having chosen the fundamental concepts, the next step is to decide on
the fundamental propositions, or postulates, which are to stand at the
basis of the algebra. These postulates are simply conditions arbitrarily
imposed on the fundamental concepts and must not, of course be incon-
sistent among themselves. Any set of consistent postulates would give
rise to a corresponding algebra, — namely the totality of propositions
which follow from these postulates by logical deduction. For the sake
of elegance, every set of postulates should be free from redundancies; in
other words, the postulates of every set should be independent, no one
of them deducible from the rest. For, if any one of the postulates were
a consequence of the others, it should be counted among the derived, not
among the fundamental propositions. Furthermore, each postulate sho-
uld be as nearly as possible a simple statement, not decomposable into
two or more parts; but the idea of a simple statement is a very elusive
one, which has not yet been satisfactorily defined, much less attained.

In selecting a set of consistent, independent postulates for any particu-
lar algebra, one has usually a considerable freedom of choice; several
different sets of independent postulates (on a given set of fundamental
concepts) may serve as the basis of the same algebra; the only logical
requirement is that every such set of postulates must be deducible from
every other. (Huntington 1903, 290)
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1.5. Oswald Veblen

Oswald Veblen (1880-1960) studiowatl na University of lowa oraz na Harvard
University. Jego rozprawa doktorska (pisana pod kierunkiem E.H. Moore’a)
dotyczyla systemu aksjomatéw dla geometrii rzutowej. Wspdlnie z J.W. Youn-
giem napisal tez monografi¢ Projective Geometry. Zajmowal si¢ réwniez pod-
stawami Analysis Situs oraz geometria ré6zniczkowa. Wprowadzit funkcje Ve-
blena, za pomoca ktérych charakteryzuje si¢ liczby porzadkowe Veblena. Na-
uczal matematyki w Princeton od 1905 do 1932. Przyczynit si¢ do utworzenia
Institute for Advanced Study in Princeton. Piastowal wiele waznych funkcji
w amerykariskich instytucjach matematycznych. Jest takze wspominany jako
zyczliwy opiekun wielu matematykow amerykanskich, ktérych kariery wspo-
magal merytorycznie.

Prace Oswalda Veblena w Transactions of the American Mathematical So-
ciety z omawianego okresu dotycza geometrii:

1. Veblen, O. (1904). A system of axioms for geometry. Transactions of
the American Mathematical Society, 5: 343-384.

2. Veblen, O. (1905). Definition in terms of order alone in the linear conti-
nuum and in well-ordered sets. Transactions of the American Mathema-
tical Society, 6: 165-171.

3. Veblen, O. (1906). The Foundations of Geometry. Popular Science Mon-
thly, 68: 21-28.

4. Veblen, O. (1911). The foundations of geometry. W J.W.A. Young, edi-
tor, Monographs on Topics of Modern Mathematics Relevant to the Ele-
mentary Field. Longmans, Green, London, 3-54.

5. Veblen, O. (1925). Remarks on the foundations of geometry. Transac-
tions of the American Mathematical Society, 31: 121-141.

6. Veblen, O., Maclagan-Wedderburn, J.H. (1907). Non-Desarguesian and
non-Pascalian geometries. Transactions of the American Mathematical

Society, 8: 379-388.

1.5.1. System aksjomatéw dla geometrii

W pracy Veblen 1904 autor zajmuje si¢ kilkoma systemami geometrii: eukli-
desowa, rzutowa oraz metryczna.
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Pojeciami pierwotnymi dla systemu geometrii euklidesowej w ujeciu Ve-
blena sa: punkt oraz porzqdek (tr6jargumentowa relacja lezenia miedzy). Po-
jecia te sa charakteryzowane przez uktad dwunastu postulatéw, w niektérych
postulatach wystgpuja pojecia wprowadzone na drodze definicji. Oto owe po-
stulaty:

1.

2.

10.

11.

Istnieja co najmniej dwa rézne punkty.

Jesli punkty A, B, C' sa w porzadku ABC, to sa réwniez w porzadku
CBA.

. Jesli punkty A, B, C sa w porzadku ABC, to nie sa one w porzadku

BCA.

. Jesli punkty A, B, C sa w porzadku ABC, to A jest r6zny od C'.

. Jesli A oraz B sa dowolnymi réznymi punktami, to istnieje punkt C' taki,

ze A, B, C sa w porzadku ABC.

. Jesdli punkty C'i D (gdzie C' # D) leza na prostej AB, to A lezy na

prostej C'D.

. Jedli istnieja trzy rézne punkty, to istnieja trzy punkty A, B oraz C, ktére

nie sa w zadnym z porzadkéw: ABC, BCAlub CAB.

. Jesli trzy r6zne punkty A, B i C' nie leza na tej samej prostej, a D i Ef

sa punktami w porzadkach BC'D oraz C'E' A, to istnieje punkt F', ktory
jest w porzadku AF B itaki, ze D, E oraz F' leza na tej samej prostej.

. Jedli istniejq trzy punkty nielezace na tej samej prostej, to istnieje ptasz-

czyzna ABC taka, ze istnieje punkt D nielezacy w ptaszczyznie ABC.

Jedli istnieja cztery punkty nielezace ani na tej samej prostej ani na tej
samej ptaszczyZznie, to istnieje przestrzen ABCD taka, ze nie istnieje
punkt F, ktéry bytby niewspétliniowy z dwoma punktami przestrzeni
ABCD.

Jesli istnieje nieskonczenie wiele punktéw, to istnieje para punktéw AC
taka, ze jesli [o] jest dowolnym nieskoficzonym zbiorem odcinkéw pro-
stej AC' o tej wtasnosci, ze kazdy punkt, ktéry jest punktem A lub punk-
tem C lub punktem odcinka AC' jest punktem jakiego$ odcinka ze zbioru
[0], to istnieje skoriczony podzbidr o1, 02, . .., oy, zbioru [o] o tej samej
wiasnosci.
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Jesli a jest dowolna prosta z dowolnej plaszczyzny «, to istnieje punkt C'
na plaszczyZznie «, przez ktéry przechodzi nie wigcej niz jedna prosta
w plaszczyZnie, ktdra nie przecina prostej a.

Definicje poje¢ wystepujacych w aksjomatach sa nastgpujace:

1.

Prosta AB (gdzie A # B) sktada si¢ ze wszystkich punktéow X, ktére
sa w jednym z mozliwych porzadkéw: ABX, AX B, X AB. Punkty X,
ktére sa w porzadku AX B, tworza odcinek AB, za$ A oraz B sa wtedy
punktami koricowymi tego odcinka.

Trzy rézne punkty nie lezace na jednej prostej sa wierzchotkami trojkqta
ABC, ktorego bokami sa odcinki AB, BC', C'A, a ktérego brzeg sktada
si¢ z tych wierzchotkéw tego tréjkata oraz punktéw na jego bokach.

Punkt O jest we wnetrzu tréjkata, jesli lezy on na odcinku, ktérego kornce
sa punktami na réznych bokach tego tréjkata. Zbior wszystkich takich
punktéw O jest wnetrzem trojkqta.

. Jesli A, B oraz C tworza tréjkat, to plaszezyzna ABC sklada sig ze

wszystkich punktéw, ktére sa wspétliniowe z dowolnymi dwoma punk-
tami na bokach tego tréjkata.

. Jesli A, B, C oraz D sa czterema punktami nielezacymi na tej samej

plaszczyznie, to tworza one czworoscian ABC D, ktérego Scianami sa
wnetrza tréjkatéw ABC, BCD,CDA, DAB (o ile istnieja te trojkaty),
ktérego wierzchotkami sa punkty A, B, C'i D, a ktdérego krawedziami
sa odcinki AB, BC, CD, DA, AC, BD. Punkty $cian, krawedzi oraz
wierzchotkéw czworoScianu tworza jego powierzchnie.

Jesli A, B, C, D sa wierzchotkami czworoScianu, to przestrzenn ABC' D
sktada si¢ ze wszystkich punktéw wspétliniowych z dowolnymi dwoma
punktami ze §cian czworoScianu.

Powyzsze aksjomaty oraz definicje wymagaja pewnych komentarzy:

1.

Zamiast m6éwié, ze punkty A, B i C sa w porzadku ABC, mozemy
mowié, ze B lezy migdzy A oraz C.

Ostatni aksjomat to aksjomat o réwnolegtych. Veblen pisze, ze podaje
go w wersji, ktora zaproponowat Burali-Forti.

. Zwr6émy uwage, ze w przedostatnim aksjomacie mowa o zbiorach, i to

zbiorach nieskoficzonych.
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4. Przedostatni aksjomat podany jest w ciekawym sformutowaniu. Sam Ve-
blen tak o tym pisze:

The proposition here adopted as the continuity axiom is referred to
by SCHOENFLIES as the HEINE-BOREL theorem. So far as [ know,
it was first stated formally (as a theorem of analysis rather than of
geometry) by BOREL in 1895 but is involved in the proof of the
theorem of uniform continuity given by Heine in 1871. The idea
of its equivalence with the Dedekind cut axiom was the result of
a conversation with Mr. N.J. LENNES. (Veblen 1904, 347-348)

5. Aksjomat Archimedesa jest konsekwencja aksjomatu ciagtosci.

6. Aksjomat dziesiaty ustala, ze rozwazana przestrzen ma trzy wymiary.
Jak zauwaza Veblen, aksjomat ten jest rownowazny aksjomatowi, ktéry
w systemach Pascha i Hilberta ma postaé:

Jesli dwie ptaszczyzny «, 8 maja wspélny punkt A, to maja tez wspolny
co najmniej jeden punkt B.

7. Dowody niezaleznosci pierwszych oSmiu aksjomatéw Veblen przepro-
wadza z uzyciem skonficzonych zbioréw punktéw. Jak zauwaza, dowody
niezaleznoSci pozostatych czterech aksjomatéw wymagaja jednak roz-
wazenia nieskoficzonych zbioréw punktéw.

8. Aksjomaty Veblena sg prostsze od aksjomatéw Pieriego lub Hilberta.

9. Pomijam w niniejszym oméwieniu t¢ czg$¢ rozprawy Veblena, ktéra do-
tyczy geometrii rzutowej. Veblen wprowadza elementy idealne w spos6b
niezalezny od dwoch ostatnich postulatéw, omawia zasad¢ dualnosci,
przeksztalcenia rzutowe oraz system wspoirzednych.

10. Dowdd kategorycznosci swojego systemu uzyskuje Veblen poprzez przy-
porzadkowanie punktom wspétrzednych w ten sposéb, ze kazda prosta
pozostaje w odpowiedniosci jedno-jednoznacznej ze zbiorem liczb rze-
czywistych.

Veblen twierdzi, ze zdefiniowal przystawanie (odcinkéw) w terminach re-
lacji lezenia migdzy. Twierdzenie to spotkalo si¢ z krytyka ze strony Enriqu-
esa, na ktéra Veblen odpowiedzial w pracy z 1911 roku. Jednak niezaleznie
od tego, okazuje sig¢, iz czteroargumentowa relacja przystawania (zachodzaca
migdzy parami punktéw: para (odcinek) AB przystaje do pary (odcinka) C'D)
nie moze zosta¢ zdefiniowana w terminach tréjargumentowej relacji lezenia
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migdzy. To ustalono dopiero trzy dekady p6Zniej, dzigki pracom Lindenbauma
i Tarskiego. Komentarz Smitha zwigZle charakteryzuje te dokonania:

Consider elementary geometry based on congruence § of point pairs and
betwennness f3 of triples, like Alfred Tarski’s system. Formulas such as
BABC and § ABCD should be read, “B kies between A and C” and
“pairs A, B and C, D are congruent.” As described here, Mario Pieri
had shown in [41] how to construct a formula ¢ ABC' involving just d,
and to prove (VA, B,C)[BABC < pABC]. That is, ¢ characterizes
3, and S is definable from §; it could thus be eliminated from the list
of primitive concepts. In [54] Oswald Veblen had claimed the reverse:
that he had defined ¢ from 5. But in [2] Federigo Enriques had objected:
Veblen had not. Could § be defined from § at all?

Settling this question required a precise definition of definition. That was
achieved by first adopting as standard some axiom system such as Tar-
ski’s, assumed consistent. If v is a concept and ® a family of concepts
defined in that system, then a first-order phrase mentioning only the con-
cepts in ® should be called a definition of v in terms of ® if it provably
characterizes v in the standard system. In the 1935 study [49, §1], after
considering definitions in general, Tarski noted that indeed, between-
ness 3 cannot serve as the sole primitive relation in an axiomatization
of elementary geometry with variables ranging over points. His discus-
sion suggests the following argument, based on a technique introduced
in 1900 by Alessandro Padoa [24, Sec. 16]: any affine transformation
that is not a similarity would preserve /3, and thus also any concept defi-
ned by a first-order phrase solely in terms of 3, but it would not preserve
the congruence relation §. (Smith 2010, 484-485)

Smith podaje dalej szczegétowo opisany kontrprzyklad przeksztalcenia,
ktére zachowuje 3, lecz nie zachowuje d. Informuje réwniez o dalszych wyni-
kach dotyczacych definiowalnos$ci pojg¢ geometrycznych, m.in.:

1. W 1926 roku Lindenbaum oraz Tarski pokazali, ze nie istnieje rodzina ®
relacji dwuargumentowych definiowalnych w standardowym systemie
geometrii, ktéra mogtaby postuzy¢ za rodzing wszystkich pojeé pier-
wotnych dla geometrii. Potrzebne sa zatem relacje o wigkszej liczbie
argumentéw (jak w systemie Pieriego lub Tarskiego).

2. W dowodzie powyzszego wyniku korzystano z rzeczywistej ptaszczy-
zny euklidesowej R2, ze zwyktym rozumieniem pojeé: leze¢ miedzy
oraz przystawac. Rozwazano relacje dwuargumentowe reprezentowalne
w jezyku opisujacym ten system (w logice pierwszego rzedu). Sa one,
podobnie jak relacja lezenia migdzy oraz relacja przystawania, niezmien-
nicze na podobieristwa. Pokazano, ze jedynie cztery relacje (identycz-
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nos¢, r6znosé, relacja pusta i relacja petna) sa niezmiennicze ze wzgledu
na wszelkie przeksztatcenia uniwersum. Ani relacja lezenia migdzy, ani
relacja przystawania nie maja jednak tej wlasnosci.

3. W logice infinitarnej (z nieskoinczonymi koniunkcjami oraz alternaty-
wami) mozna pokazac, ze istnieje jedna relacja dwuargumentowa, ktéra
moze stuzy¢ za pojecie pierwotne systemu geometrii, w rodzaju systemu
Tarskiego (Pambuccian 1990).

Argumenty uzyte przez Lindenbauma oraz Tarskiego opisane sa w krétkiej
notce Hodgesa (Hodges 2007). Warto zwroci¢ uwage, ze konstrukcja Linden-
bauma wykorzystuje zbior Vitalego oraz definicje przez indukcje pozaskon-
czong dla wykazania, ze relacja przystawania nie jest definiowalna przez rela-
cje lezenia migdzy.

Scanlan zauwaza, ze nietrafno$¢ pogladu Veblena na temat wyzej wspo-
mnianej zaleznoSci definicyjnej leze¢ moze w fakcie specyficznego traktowa-
nia definicji przez Veblena: jego definicje — zdaniem Scanlana — zawieraja pa-
rametry, ktére musza zosta¢ oddzielnie ustalone. Scanlan cytuje tez opinig Tar-
skiego na omawiany temat:

[...] when we analyze the argument in [Veblen 1904] which is used to
justify this claim, we notice that it actually leads to the opposite conclu-
sion — to the statement that [betweenness] cannot serve as the only primi-
tive notion for Euclidean geometry. In fact, in [Veblen 1904] it is proved
correctly that, in terms of [betweenness], we can define various notions
which have the same properties as the ordinary metric notions. . . except
that they are relativized to a few arbitrarily chosen points and vary with
these points. Hence it is seen that Euclidean geometry (with any given
number of dimensions) has various models in which the relation [be-
tweenness] is the same while the corresponding metric notions differ.
(Tarski 1956, 618, n. 3; cyt. za: Scanlan 2003, 311)

Idee geometryczne Veblena byly péZniej wielokrotnie rozwijane (zob. np.:
Nuut 1929, Sarv 1931, Lumiste 2007).

1.5.2. Idee metalogiczne Veblena

Veblen w 1904 roku w omdéwionej wyzej rozprawie A system of axioms for
geometry nawiazuje do pracy Huntingtona w proponowanej przez siebie mo-
dyfikacji aksjomatyki Hilberta dla geometrii. Uzywa juz terminu categoricity.
Podobnie jak Dedekind, uwaza, ze semantyczna zupetnos¢ jest konsekwencja
kategorycznosci (takze bez dowodzenia tej zaleznoSci).
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W Veblen 1904 stwierdza sig, bezposrednio po oméwieniu aksjomatéw
systemu:

Inasmuch as the terms point and order are undefined one has right, in
thinking of the propositions, to apply the terms in connection with any
class of objects of which the axioms are valid proposition. It is part of
our purpose however to show that there is essentially only one class of
which the twelve axioms are valid. In more exact language, any two
classes K and K’ of objects that satisfy the twelve axioms are capable
of a one-to-one correspondence such that if any three elements A, B, C'
of K are in the order ABC, the corresponding elements of K’ are also
in the order ABC'. Consequently any proposition which can be made in
terms of points and order either is in contradiction with our axioms or
is equally true of all classes that verify our axioms. The validity of any
possible statement in these terms is therefore completely determined by
the axioms; and so any further axiom would have to be considered re-
dundant. Thus, if our axioms are valid geometrical propositions, they are
sufficient for the complete determination of euclidian geometry. (Veblen
1904, 346)

Przedostatnie zdanie w tym fragmencie opatrzone jest przypisem: Even
were it not deducible from the axioms by a finite number of syllogisms. Tu-
taj termin syllogism nie odnosi si¢ do sylogizmdéw w rozumieniu Arystotelesa,
lecz raczej do dowolnych akceptowalnych w éwczesnej matematyce uzasad-
nien. Mozna zatem przypuszczaé, ze Veblen dostrzega r6znice migdzy praw-
dziwoscig a dowodliwoscia. Ta pierwsza wlasno$¢ ma charakter obiektywny,
natomiast ta druga jest zwiazana z akceptowanymi przez matematykéw me-
todami uzasadniania. Jedna z ciekawszych uwag Veblena w popularnej pracy
z 1906 roku to:

But if [a proposition] is a consequence of the axioms, can it be derived
from them by a syllogistic process? Perhaps not. (Veblen 1906, 28, cyt.
za: Awodey i Reck 2002a, 19)

Waga tego stwierdzenia polega na sformulowaniu przypuszczenia, ze za-
leznosci semantyczne mogg wymykaé si¢ adekwatnemu opisowi czysto syn-
taktycznemu (w terminach dowodu).

W nastgpnym akapicie Veblen wprowadza termin categorical oraz dodaje
komentarz dotyczacy roli definicji:

A system of axioms such as we have described is called categorical,
whereas one to which it is possible to add independent axioms (and
which therefore leaves more than one possibility open) is called disjunc-
tive. The categorical property of a system of propositions is referred
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to by HILBERT in his “Axiom der Vollstindigkeit,” which is translated
by TOWNSEND into “Axiom of Completeness.” E.V. HUNTINGTON, in
his article on the postulates of the real number system, expresses this
conception by saying that his postulates are sufficient for the complete
definition of essentially a single assemblage. It would probably be better
to reserve the word definition for the substitution of one symbol for ano-
ther, and to say that a system of axioms is categorical if it is sufficient
for the complete determination of a class of objects or elements. (Veblen
1904, 346-347)

1.6. Leonard Eugene Dickson

Leonard Eugene Dickson (1874-1954) studiowat matematyke na University
of Texas at Austin. Doktorat z matematyki uzyskat na University of Chicago.
Promotorem byt E.H. Moore. Dickson byt péZniej promotorem dla kilkudzie-
sigciu innych matematykéw. Jego liczne prace naukowe dotycza teorii grup
oraz innych struktur algebraicznych, a takze teorii liczb. Jest autorem waznej
trzytomowej monografii History of the Theory of Numbers (1919-1923).

Dickson publikowal wtasciwie glownie prace $cisle matematyczne, przede
wszystkim w dziedzinie algebry i teorii liczb. Tylko kilka z nich zwigzanych
jest bezposrednio z ustalaniem listy postulatéw. W przypadku Dicksona chodzi
o postulaty dla grup, cial, algebr tacznych:

1. Dickson, L.E. (1903). Definitions of a field by independent postulates.
Transactions of the American Mathematical Society, 4: 13-20.

2. Dickson, L.E. (1903). Definitions of a linear associative algebra by inde-
pendent postulates. Transactions of the American Mathematical Society,
4: 21-26.

3. Dickson, L.E. (1905). Definitions of a group and a field by independent
postulates. Transactions of the American Mathematical Society, 6: 198—
204.

Fenster w nastgpujacy sposéb charakteryzuje styl pracy Dicksona, piszac
o0 jego pracach w algebrze i teorii liczb:

Moreover, although DICKSON had a seemingly sound mathematical the-
ory, he apparently felt compelled to justify further his ideas to his colle-
agues through his rather pointed rhetoric. In doing so, he made manifest
the mathematical aesthetics which served to guide him in this (as well as
other) mathematical endeavors. In particular, DICKSON valued a defini-
tion of a set of integral elements which coincided with existing concepts
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for specific algebras like the quaternions and the algebraic number fields.
Rather than considering a case-by-case study of the associated arithme-
tic, he desired (and determined) a general theory of arithmetic which
applied to all algebras. Thus, DICKSON strove for the most far-reaching
mathematical concepts and theories possible. He also apparently looked
to previous effective mathematical strategies when launching into un-
charted territory himself. In this case, he found the principle of enlar-
gement as used by KUMMER and HURWITZ especially beneficial in his
developing notion of a set of integral elements. Finally, DICKSON natu-
rally esteemed a theory with wide application, especially in unexpected
realms. DICKSON asked a lot of a theory and, in this case, at least, it
delivered. (Fenster 1998, 154)

1.7. Robert Lee Moore

Robert Lee Moore (1882-1974) byt topologiem, autorem Foundations of point
set topology (1932). Od niego pochodzi termin point-set topology. Ptaszczyzna
Moore’a nazywana jest takze przestrzeniq Niemyckiego. Znana jest réwniez
metoda Moore’a nauczania matematyki na poziomie uniwersyteckim. Nie byt
spokrewniony z E.H. Moorem. Jego prace dotyczace interesujacej nas tutaj
tematyki to:

1. Moore, R.L. (1908). Sets of metrical hypotheses for geometry. Transac-
tions of the American Mathematical Society, 9: 487-512.

2. Moore, R.L. (1912). A note concerning Veblen’s axioms for geometry.
Transactions of the American Mathematical Society, 13: 74-76.

3. Moore, R.L. (1915). On a set of postulates which suffice to define
a number-plane. Transactions of the American Mathematical Society,

16: 27-32.

4. Moore, R.L. (1935). A set of axioms for plane analysis situs. Funda-
menta Mathematicae, 25: 13-28.

R.L. Moore wykazat, niezaleznie od E.H. Moore’a, zaleznos¢ jednego z ak-
sjomatéw systemu Hilberta od pozostatych aksjomatéw w Grundlagen der
Geometrie. Jego rozprawa doktorska Sets of Metrical Hypotheses for Geome-
try, pisana pod kierunkiem Veblena, podaje oryginalny zestaw postulatéw dla
geometrii. W Moore 1915 autor rozwija pewne idee zapoczatkowane przez
Veblena w jego pracy poswigconej systemowi postulatéw dla kontinuum li-
niowego oraz dobrych porzadkow.
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Ciekawy system aksjomatéw autorstwa Moore’a znajdujemy tez w pracy
opublikowanej w Fundamenta Mathematicae — chodzi w niej o przestrzenie,
ktére sktadaja si¢ z ,.kawalkéw”, wraz z naturalng operacjq ,,wlozenia”. Za-
cytuje krétkie fragmenty ze wstgpu do tej pracy, ukazujace motywacje, ktére
kierowaty autorem:

As far as I know, VEBLEN was the first to conceive the idea of basing
geometry on a set of axioms in terms of what he called ,,chunks” (of
space). He had this idea as early as 1905 and discussed it with me at
that time. In 1913 HUNTINGTON published a paper in which he founded
geometry on a set of postulates in terms of ,,sphere” and ,,inclusion”; and
WHITEHEAD and NICOD have given some thought to related questions.

HUNTINGTON makes much use of what may be termed the convexity
of his undefined spatial segments. It is natural that he should do so in
founding a geometry. The notion of the convexity of these elements is
intimately related to the notion of straight line which is one of the fun-
damental elements of geometry.

For many years I have endeavored to found point-set theoretic analysis
situs on the basis of a set of axioms in terms of the notion of what I shall
call ,,piece” and the relation ,.,embedded in”. In so far as I was endeavo-
ring to found analysis situs, as opposed to geometry, I would naturally
avoid postulating that these pieces be convex, the notions of convexity
and colinearity being foreign to analysis situs. [...]

The set of Axioms 1-8 is satisfied if, speaking roughly, the word ,,piece”
is interpreted to mean any limited piece (in the ordinary sense) of the
plane and the word ,,embedded” is interpreted in a natural manner. In
such an interpretation, a piece of a plane is not regarded as a set of points.

Speaking accurately, if S is a plane, Axioms 1-8 are satisfied if the word
»piece” is interpreted to mean any connected and limited domain in .S
(regardless of what sort of boundary it has) and the piece X is said to be
embedded in the piece y, if, and only if, y contains x together with its
boundary. (Moore 1935, 13-14)

1.8. Inni autorzy

Oméwienia prac postulatystow amerykariskich skupiaja si¢ przede wszystkim
na dokonaniach Oswalda Veblena i Edwarda Huntingtona. Warto jednak do-
da¢, ze takze inni matematycy amerykanscy pisali ,,w duchu” grupy postulaty-
stow amerykariskich:

1. B. A. Bernstein (1881-1964). Podal systemy aksjomatéw dla: pierscieni
boolowskich oraz algebr Boole’a.
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. Earle Raymond Hedrick (1876-1943). Doktoryzowat si¢ u Davida Hil-

berta w 1901 roku. Zajmowat si¢ réwnaniami rézniczkowymi oraz funk-
cjami zmiennej zespolone;.

. John Robert Kline (1891-1955). Podat ciekawa charakterystyke topolo-

giczng sfery.

. Henry Maurice Sheffer (1882-1964). Logik amerykanski. Zapropono-

wat aksjomatyke algebr Boole’a z uzyciem jednego tylko symbolu funk-
cyjnego (kreski Sheffera).

. John Wesley Young (1879-1932). Wspétautor (wraz z Oswaldem Ve-

blenem) monografii Projective Geometry (1910-1918).

. Cassius Jackson Keyser (1862—-1947). Jako jeden z pierwszych mate-

matykéw amerykanskich docenit osiagnigcia w podstawach matematyki
uzyskane w Europie. Autor wielu ksiazek z filozofii matematyki.

. Cooper Harold Langford (1895-1964). Wspoétautor znanej monografii

Symbolic Logic (1932, wspétautorem byt Clarence Irving Lewis), w kto-
rej zaproponowano znany system logiki modalnej S5.

. Norbert Wiener (1894-1964). Twoérca cybernetyki, matematyk zajmu-

jacy sig¢ podstawami matematyki, analizg funkcjonalna oraz rachunkiem
prawdopodobienistwa.

W porzadku chronologicznym wylicze jeszcze kilka prac innych auto-

réw, przypisanych do szkoty postulatystéw amerykanskich. Prace te zawieraja
wazne i cieckawe wyniki matematyczne, pisane sa z zachowaniem standardéw
metodologicznych, o ktérych wspomniano na poczatku tego eseju:

1. Royce, J. (1905). The relation of the principles of logic to the founda-

tions of geometry. Transactions of the American Mathematical Society,
6: 353-415.

. Schweitzer, A.R. (1909). Note on a system of axioms for geometry.

Transactions of the American Mathematical Society, 10: 309-314.

. Sheffer, HM. (1913). A set of five independent postulates for Boolean

algebras, with application to logical constants. Transactions of the Ame-
rican Mathematical Society, 14: 481-488.

. Hedrick, E.R., Ingold, L.I. (1914). A set of axioms for line geometry.

Transactions of the American Mathematical Society, 15: 205-214.
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5. Gaba, M.G. (1915). A set of postulates for general projective geometry.
Transactions of the American Mathematical Society, 16: 51-61.

6. Bernstein, B.A. (1916). A set of four independent postulates for Bo-
olean algebras. Transactions of the American Mathematical Society, 17:
50-52.

7. Wiener, N. (1920). A set of postulates for fields. Transactions of the
American Mathematical Society, 21: 237-246.

8. Langford, C.H. (1926). Some theorems on deducibility. Annals of Ma-
thematics, 28: 16—40.

9. Langford, C.H. (1927). Theorems on deducibility. Annals of Mathema-
tics, 28: 459-471.

10. Bernstein, B.A. (1934). A set of four postulates for Boolean algebra in
terms of the “implicative” operation. Transactions of the American Ma-
thematical Society, 36: 876—884.

11. Bernstein, B.A. (1944). Postulate-sets for Boolean rings. Transactions
of the American Mathematical Society, 55: 393-400.

Nie twierdzg, ze jest to kompletna lista prac dotyczacych systeméw postu-
latéw, tworzonych przez matematykéw amerykanskich rozwazanego okresu:
wypisatem te prace, ktére dostrzegtem na stronach Transactions of the Ame-
rican Mathematical Society. O pracach Langforda wspomne¢ jeszcze ponizej.
Dodam, Ze za sprawa wyrazanego przez Russella podziwu, spory rozgtos zy-
skata praca Sheffera dotyczaca funktora nazywanego dzisiaj kreska Sheffera.

1.9. Oddzialywanie

Prace postulatystéw amerykaniskich byly znane w Europie, gdzie, jak wia-
domo, powstaly najwazniejsze éwczesnie prace z podstaw matematyki oraz
intensywnie rozwijana byla logika matematyczna. Omawiane prace postula-
tystow amerykanskich powstaly gtéwnie w pierwszych dwoéch dekadach XX
wieku, péZniej ich autorzy zajmowali si¢ inng problematyka. Przedstawi¢ naj-
pierw (w wielkim skrécie) ustalenia, ktére poczynit Michael Scanlan, a nastgp-
nie przypomng¢ kilka ustalert sformutowanych przez Johna Corcorana, a takze
analizy dokonane przez Steve’a Awodeya i Ericha Recka.
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1.9.1. Ustalenia Scanlana

Jak zauwaza Scanlan (Scanlan 1991, 999), Alfred Tarski w swojej pracy na
temat pojecia prawdy (Tarski 1935) cytuje jedynie dwéch matematykéw ame-
rykanskich, a mianowicie Veblena i Huntingtona. Scanlan wspomina takze, ze
prace Veblena dotyczace geometrii euklidesowej i geometrii rzutowej wzbu-
dzity zainteresowanie logikéw i matematykéw europejskich (m.in. Russella
i Hahna). Byty tez charakteryzowane np. przez Mac Lane’a jako: a masterful
exposition of the axiomatic method (independence and categoricity of axioms),
which had extensive influence on the other workers in algebra and geometry
(Mac Lane 1974, 599).

Scanlan poréwnuje rozprawg Holdera o wielkosciach ciagtych (Holder
1901) z praca Huntingtona, dotyczaca tej samej problematyki (Huntington
1902). Jedna z réznic odnosi si¢ do dowodéw niezaleznos$ci aksjomatéw po-
przez konstruowanie stosownych interpretacji. W przypadku Holdera mamy
do czynienia z zachowaniem zamierzonej interpretacji niektérych relacji, np.
porzadku oraz operacji dodawania, zmieniaja si¢ jedynie uniwersa interpreta-
cji. Natomiast u Huntingtona nieco wyraZniej, zdaniem Scanlana, postawiony
jest problem znajdowania interpretacji:

The contrast with Huntington’s presentation of his independence inter-
pretations makes clear the sort of explicitness that I have in mind. In
Huntington [1902] a set of six “postulates” is presented in which the
only nonlogical constant is the two-place operation symbol ‘o’, used for
what Huntington calls “a rule of combination.” This paper emphasizes
presentation of the postulates independent of any interpretation. Hun-
tington’s use of the neutral operation symbol ‘o’ is one indication of
this. Stating the postulates in a fashion that is independent of any given
interpretation is an extension of the demand that a “proof” be recogni-
zable as such without any use of intuitions. A postulate theorist such as
Huntington wanted the postulate set to be similarly recognizable as such
independently of any intuitions about the subject matter, and so postu-
lates were presented using logical vocabulary augmented by an explicit
list of nonlogical symbols. (Scanlan 1991, 984)

Za frapujace uwaza Scanlan to, ze cho¢ postulatys$ci amerykanscy zawsze
skrupulatnie dowodzili niezalezno$ci badanych postulatéw, to jednak nie zaj-
mowali si¢ kwestig wzajemnej definiowalnoS$ci uzywanych pojeé:

Curiously, although the parallel between deducibility from a small num-
ber of postulates and definability from a small number of constants was
noted by postulate theorists, they never became interested in proving the
analog of independence for sets of undefined constants. [Tu nastepuje
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przypis: That is, they did not use Padoa’s method for proving nondefi-
nability of one expression from remaining expressions. Indeed, Padoa’s
method is explicitly rejected by Veblen [1903, p. 306, note]. Why there
was a blind spot among American postulate theorists and other founda-
tional workers of this period for the applicability of Padoa’s method is
something of a puzzle. One hypothesis is that the assumption, implicit in
Padoa’s method, that proper definitions are based on the intended inter-
pretation for a theory, conflicted with the generally accepted doctrine of
the time (espoused by Padoa himself) that definitions are merely abbre-
vational conventions.] Moreover, they did not seek a definitional analog
for the notion of deductive completeness. This search was taken up in
Tarski [1934]. (Scanlan 1991, 986-987)

Dwie nastgpne wazne réznice migdzy podejsciem Holdera oraz Hunting-
tona polegaja na tym, ze:

1. Huntington stawia i bada problem kategoryczno$ci swojego systemu po-
stulatéw, za§ Holder tego nie czyni.

2. Huntington oddziela wyraZnie badania w podstawach matematyki od
epistemologii matematycznej. Podobnie czynig pozostali postulatysSci
amerykanscy. Natomiast Holder we wstgpnej czesci swojej rozprawy
dyskutuje problem oczywistosci oraz niedowodliwosci aksjomatéw aryt-
metycznych.

Scanlan zauwaza dalej, ze omawiane prace wolne sa od wszelkich rozwa-
zan filozoficznych:

There is no suggestion in the work of American postulate theorists of
a particular philosophic attitude towards the epistemic foundations of
mathematics. The point that seems to have interested postulate theorists
was that it was becoming possible to formulate and study mathemati-
cal theories, or at least postulate sets for such theories, with the clarity
and rigor of ordinary mathematical studies. In Huntington [1902], what
the postulate set is and what it counts as an interpretation of such a po-
stulate set is presented with as much clarity as, for example, the notion
of a “group” is presented in ordinary mathematical discourse. (Scanlan
1991, 989)

Artykut Scanlan 1991 poréwnuje tez rozprawe Veblena o geometrii (Ve-
blen 1904) z dzietem Hilberta Grundlagen der Geometrie (Hilbert 1899). Za-
réwno Veblen, jak i E.H. Moore studiowali niezwykle uwaznie dzieto Hilberta.
W swojej recenzji Grundlagen der Geometrie Veblen pisze:
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Hilbert’s work on axioms, indeed, can hardly be called more original or
elegant than that of the Peano School in Italy. He has, however, by an
attractive form of presentation drawn the attention of the entire mathe-
matical world to one of the most fertile fields of investigation both for
the technical mathematicians and for a philosopher. (Veblen 1903, 308)

Veblen uwazal swoje ujecie geometrii jako wpisujace si¢ raczej w trend
zapoczatkowany przez Pascha i Peana niz w ten, ktdry reprezentowat Hilbert
oraz Pieri. Scanlan stwierdza, ze podejscie Veblena byto nakierowane bar-
dziej na aspekty metateoretyczne niz podejscie Hilberta. Veblen pokazuje, jak
oprze¢ geometri¢ na dwoch pojeciach pierwotnych oraz charakteryzujacych je
aksjomatach. Troszczy si¢ o wlasnosci systemu geometrii jako catosci, roz-
wazajac nie tylko problem niezalezno$ci aksjomatéw (podobnie jak Hilbert),
ale takze problem jego kategorycznosci. Z kolei Hilbert poSwigca szczeg6lng
uwage temu, jak poszczegdlne aksjomaty jego systemu wykorzystywane sg
w dowodach twierdzen geometrii.

Scanlan podkre§la pewne réznice w rozumieniu pojgcia niesprzecznosci
przez Huntingtona oraz Veblena. Ten pierwszy wiaze niesprzecznos¢ z istnie-
niem interpretacji:

[...] it is sufficient to show the existence of any system ...in which all
the postulates are satisfied; for then the postulates themselves and all
their logical consequences express properties of this system, and must
therefore be free from contradiction (since no really existent system can
have contradictory properties). (Huntington 1905, 224)

Podejscie Veblena jest nieco subtelniejsze. Zgadza si¢ on z traktowaniem
dowodoéw niesprzecznos$ci przez podanie interpretacji jako jedynie relatyw-
nych (takie bylo stanowisko Hilberta). Scanlan zauwaza, ze dla Veblena oraz
Hilberta istnienie obiektéw matematycznych oznacza niesprzeczno$¢ teorii,
podczas gdy dla szkoty Peana, niesprzecznos$¢ teorii oznaczata istnienie obiek-
tow matematycznych. Rozterki Veblena widoczne sa w cytowanym przez Scan-
lana fragmencie:

How shall we use the word exist? There is a technical usage which says
that a mathematical science ...exists if no two propositions deducible
from its hypotheses are in contradiction. In this sense (due to Hilbert)
we are able to say that all mathematical science exist if arithmetic exists
— i.e., the science of positive whole numbers. One is tempted to say
that surely the whole numbers 1,2, 3, ... etc. exist. But what would be
the content of such statement? And do we know these numbers except
by the propositions which we wish to prove consistent? (Veblen 1905,
754-755, cyt. za: Scanlan 1991, 992)
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Swiadomos$¢ wzglednego charakteru dowodéw niezaleznosci systemu ak-
sjomatéw metoda interpretacji jest wyraZznie widoczna w pracach Veblena.
Scanlan wskazuje na to, piszac:

Thus in Veblen [1903], when he gives an independence interpretation
for the Euclidean parallel postulate which has as a domain the points of
a sphere, he says of the axioms other than the parallel postulate under
this interpretation, “unless the Euclidean geometry is at war with itself,
these propositions contain no self-contradiction...” [p. 305]. This qu-
alification, which makes the success of the independence proof depeend
on the lack of “self-contradiction” in Euclid’s geometry, seems to reflect
the Hilbertian point of view which makes proofs by interpretation of in-
dependence and consistency relative to the consistency of some given
theory. (Scanlan 1991, 993)

Scanlan zauwaza, ze Veblen nietrafnie przypisuje Hilbertowi Swiadomos$¢é
kategorycznosci jego systemu geometrii z 1899 roku, ktéra miataby byé wy-
razona — w opinii Veblena — przez aksjomat zupetnosci w systemie Hilberta.
Nietrafno$¢ pogladu Veblena, zdaniem Scanlana, polega tu na tym, ze:

1. Hilbert w ogéle nie méwi o izomorfizmie modeli swojego systemu geo-
metrii.

2. Aksjomat zupeilno$ci miat w systemie Hilberta gwarantowaé ciggtos¢
rozwazanych obiektéw geometrycznych. Aksjomat V, nazywany przez
Hilberta aksjomatem ciagtosci (aksjomatem Archimedesa) nie gwaran-
towat owej ciggto$ci. Modelem systemu byl wszak, rozwazany przez
samego Hilberta, model zbudowany z wykorzystaniem liczb algebraicz-
nych, a wigc model przeliczalny. Taki model nie moze zawiera¢ obiek-
téw ciaglych typu kontinuum.

Podkresdlié jednak nalezy, ze w pracach Veblena widaé wzrastajaca Swia-
domos$¢ réznic migdzy semantyczng relacja wynikania a mozliwosciami wy-
kazywania wynikania metodami dedukcyjnymi. Wida¢ nawet, ze Veblen za-
stanawia si¢ nad kwestia niezupetnosci dedukcyjne;j.

Podsumowujac swoje uwagi o znaczeniu i wptywie prac postulatystéw
amerykarskich, Scanlan pisze:

At the beginning of the 1930’s, thanks to the efforts of Huntington, Ve-
blen, and other American postulate theorists, a worker in foundations of
mathematics could confidently point to a wealth of axiomatized mathe-
matical theories as the “mathematics” to which precise systems of for-
mal deduction and other metatheoretical concepts could be applied. One
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telling example of such use of the works of American postulate theorists
is in Tarski’s “Wahrheitsbegriff” [1935], where the only two American
mathematicians whose work is cited are Huntington and Veblen. (Scan-
lan 1991, 999)

Artykut Scanlan 2003 jest kontynuacja Scanlan 1991: na poczatku autor
zwigzle przypomina pewne fakty dotyczace wynikow postulatystéw amery-
kariskich, a nastgpnie szczegétowo omawia prace Langforda, dotyczace zupet-

nosci teorii porzadku (liniowego, gestego, bez koncow).

Z pierwszej czgsci tego artykutu przywolam nastepujace uwagi Scanlana,
podsumowujace dzialalno$¢ postulatystéw amerykarskich i wskazujace na ich

ewentualny wplyw na péZniejsze prace Tarskiego:

I want to emphasize three ways in which postulate theorists’ treatments
of investigations into foundations of mathematical theories had aspects
which were sympathetic with the standpoint Tarski took in his own me-
tatheoretic research.

(1) Postulate sets were unconnected with a specific philosophical pro-
gram. More exactly, there were no suggestions that they involved an
analysis of the fundamental concepts of the theory, nor that they had
a special epistemic status such as being ‘logical truths’ or ‘“finitistic’.
This is exemplified in the common practice of postulate theorists, e.g.
Huntington, of giving multiple sets for the same theory in a single pa-
per and studying the relations between them in terms of interdefinability
and interdeducibility. A similar attitude is evidenced by Tarski, perhaps
most clearly in his investigations of various first-order formulations of
Euclidean geometry and their interrelations. [... ]

(2) Postulate sets were also non-foundational in a different sense. That
is, they were presented for individual mathematical theories, such as va-
rious geometries, for linear order, for the continuum, for various alge-
bras, without any suggestion that they might be unified into a single
theory that would encompass all the diverse theories that were parts of
mathematics. For instance, there was no suggestion made by postulate
theorists that mathematical theories could all be viewed as subtheories
of set theory. [...]

(3) The metatheoretic investigations of postulate theorists focused al-
most exclusively on the use of interpretations for the vocabulary of the
postulate set to prove consistency, independence and, in some cases,
completeness of the axioms. They were, of course, not the first rese-
archers to use alternate interpretations of mathematical postulates for
this purpose nor were they the only ones doing so in the early decades
of the twentieth century. Nevertheless, their metatheoretic work focused
almost exclusively on these areas and their work thus put this methodo-
logy in sharp focus. It was in exactly these areas that Tarski’s work of
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the 1930s focused on developing a theoretical framework (that is a ma-
thematical theory) for these practices. (Scanlan 2003, 313-314)

Druga czg$¢ artykutu Scanlan 2003 przedstawia w szczegétach prace Lang-
forda dotyczaca gestych liniowych porzadkdw oraz zawiera przypuszczenia,
w jaki sposéb praca ta mogta wplynaé na pézZniejsze wyniki Tarskiego doty-
czace stosowania metody eliminacji kwantyfikatoréw.

Powtdrze raz jeszcze, ze wspomniani w niniejszym eseju matematycy ame-
rykanscy oddziatali r6wniez przez inne swoje prace, nie dotyczace bezposred-
nio budowania systeméw postulatoéw. Ta ich twérczo$¢ nie jest jednak tematem
niniejszych rozwazan.

W dalszej czgsci przypomng niektére fakty z historii logiki i podstaw ma-
tematyki dotyczace wynikéw uzyskanych juz po publikacji gtéwnych prac po-
stulatystow amerykainskich, wiazace si¢ z omawiang w nich problematyka. Nie
twierdzg oczywiscie, ze wszystkie te prace sa kontynuacja badan postulaty-
stow amerykariskich ani ze wszystkie powstaty bezposrednio pod ich wpty-
wem. Szczegllnie interesujace sa te wyniki, ktore wiaza si¢ z zamierzeniami
jednoznacznego wyznaczenia (okreSlenia) modeli zamierzonych teorii mate-
matycznych.

1.9.2. Inne wybrane komentarze

Do analiz przedstawionych przez Scanlana dodam jeszcze par¢ uwag odnosza-
cych si¢ do tworzenia pojg¢ metalogicznych. Jak starano si¢ pokazaé w pierw-
szej czesci tego eseju, postulaty$ci amerykanscy formutowali pewne, po czgsci
intuicyjne, propozycje w tym zakresie.

Corcoran

John Corcoran podkredla, ze §wiadomo$¢ odréznienia kategorycznosci od zu-
petnosci wiaze si¢ obecnie takze z rozpoznaniem roli kilku innych poje¢é meta-
matematycznych, np. tych zwiazanych z teoria rekursji, a takze z rola pojecia
zwartoSci; role te nie byly widoczne w badaniach na poczatku XX wieku (Cor-
coran 1981, 203):

Some early postulate theories (e.g. Veblen 1904, 346) were clear
about the conceptual distinction between characterization and axio-
matization and about the possibility of an axiomatically inadequ-
ate categorical characterization at least to the extent of explici-
tly mentioning the possibility that a categorical characterization
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need not be a (deductively) complete axiomatization. This possi-
bility, of course, entails the possibility of ‘logically’ incomplete
underlying logics (wherein semantic consequences of a given set
of axioms are not deducible as theorems).

At that time, however, there was no suspicion of the idea of re-
cursiveness, not, a fortiori, of the relevance of recursiveness and
recursive enumerability to problems of axiomatizability. Now we
can see that if the set of truths of an interpretation is not recur-
sively enumerable then there is no way to give a complete axio-
matization even if the logic is complete. It follows immediately
from the Godel incompleteness result that a (recursive) set of sen-
tences which provides a categorical characterization need not to
provide a complete axiomatization. Moreover, in such cases, it
follows that there are infinitely many other categorical characteri-
zations each of which provides a better axiomatization in the sense
of providing the basis for the deduction of additional theorems not
deducible from the first characterization.

Awodey i Reck

Whikliwg analiz¢ tworzenia si¢ i rozwoju pojec¢ metalogicznych (przede wszyst-
kim pojeé petnosci i zupelnosci) zawieraja niedawno opublikowane prace:
Awodey i Reck 2002a, 2002b, Awodey i Butz 2000, Awodey i Carus 2001.

Przypomina si¢ definicje réznych rodzajéw zupetnosci/petnosci: petnosé
relacji - wzgledem relacji =, semantyczna zupetnos¢ (teorii), dedukcyjna zu-
petnos¢ (teorii), zupetno$¢ wzgledem ustalonego zbioru zdan.

Omawia si¢ aksjomatyki: Dedekinda i Peana (liczb naturalnych), Hilberta
(geometrii, ze szczegblnym uwzglednieniem roli Vollstdndigkeit Axiom), De-
dekinda i Hilberta (liczb rzeczywistych), Huntingtona (liczb rzeczywistych do-
datnich), Veblena (geometrii euklidesowej i rzutowe;j).

Zwraca si¢ uwage, ze migdzy 1910 a 1930 rokiem logicy tacy jak Hilbert,
Godel, Carnap, Tarski nie pracowali w systemie logiki pierwszego rzedu, a ra-
czej w (prostej) teorii typdw, a wigc w logice wyzszego rzgdu. Rozwéj badan
metalogicznych przypisuje si¢ gléwnie Hilbertowi i Tarskiemu; podkresla si¢
jednak, ze rola dokonar Fraenkla oraz Carnapa w tej dziedzinie pozostaje nie-
doceniona. W szczegdlnosci Fraenkel w Einleitung in die Mengenlehre zawart
wiele waznych uwag dotyczacych mozliwych rozumieni pojecia zupelnosci.
Stawia on tez pytanie o warunki, przy ktérych zupetno$¢ implikowa¢ moze
kategorycznos¢.
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Argumentuje si¢ na rzecz logiki wyzszego rzedu jako trafnie, adekwat-
nie przystajacej do potrzeb praktyki matematycznej. Prezentuje si¢ w skrocie
pewien system logiki wyzszego rzedu, w ktdrej przeprowadza si¢ nie tylko
dowdd tego, ze kategoryczno$¢ implikuje zupetnosé, ale takze pokazuje, przy
jakich zatozeniach zachodzi implikacja odwrotna (argumentacja pochodzaca
od Dany Scotta).

W wymienionych wyzej pracach proponuje si¢ takze nowe w pewnym sen-
sie rozumienie petnosci, zupetnosci oraz kategorycznosci — poprzez odwota-
nie si¢ do semantyk topologicznych (szczegdty techniczne podano w Awodey
1 Butz 2000, natomiast ,,ideologia” wraz z paroma przykladami w Awodey
i Reck 2002b).

Hintikka

Jaakko Hintikka zwraca uwage na uzywanie w metalogice réznych poje¢ zu-
petnosci (Hintikka 1996, 91-92):

Zupetnos¢ deskryptywna. Jest to wlasnos¢ teorii aksjomatycznych polega-
jaca na tym, ze teorie te maja tylko modele zamierzone. W przypadku, gdy jest
tylko jeden (z doktadnoscia do izomorfizmu) model zamierzony, wtasnos¢ ta
pokrywa si¢ oczywiscie z kategoryczno$cia. W charakterystyce tej wlasnosci
nie wystegpuja, jak widaé, pojecia teorio-dowodowe.

Zupetnosé¢ semantyczna. To wlasno$¢ mogaca przystugiwac aksjomatycz-
nym systemom logicznym i polegajaca na tym, ze wszystkie zdania prawdziwe
rozwazanego jezyka otrzymane by¢ moga jako twierdzenia z aksjomatow sys-
temu oraz jego regul wnioskowania. Przy standardowych zatozeniach dotycza-
cych aksjomatyzacji wtasnoS¢ ta oznacza, ze zbiér zdan prawdziwych rozwa-
zanego systemu jest rekurencyjnie przeliczalny.

Zupetnos¢ dedukcyjna. Ta z kolei wlasno§¢ moze przystugiwac teoriom
aksjomatycznym sformutowanym w jakim§ aksjomatycznym systemie logiki.
Mamy z nia do czynienia wtedy, gdy dla kazdego zdania rozwazanego jezyka
w danej teorii udowodni¢ mozna (na bazie przyjetej aksjomatyki logicznej)
badz to zdanie, badZ jego negacje.

Zupetnosc¢ Hilbertiariska (okreslenie Hintikki). Ten rodzaj zupetnosci zwia-
zany jest z Vollstidndigkeitsaxiom Hilberta, stwierdzajacym, w ogélnym sfor-
mutowaniu, ze do rozwazanego uniwersum nie mozna doda¢ zadnych nowych
obiektéw bez naruszenia pozostalych aksjomatéw systemu. Zauwazmy, ze ak-
sjomat ten podobny jest do Beschrinkheitsaxiom Fraenkla w jego systemie
teorii mnogosci, gloszacego, iz nie ma innych zbioréw niz te, ktérych istnie-
nie stwierdzaja pozostate aksjomaty systemu. Ten rodzaj zupetnosci jest wigc



56 Rozdziat 1. Postulatysci amerykariscy

pewnym warunkiem dotyczacym w pierwszym rze¢dzie modeli, a nie systemu
logiki czy tez teorii aksjomatycznych.

Grzegorczyk

W artykule Grzegorczyk 1962 rozwaza si¢ pewne szczegdlne typy wlasno-
$ci zupetnosci — m.in. zupetnosc¢ opisowq. Gdy mamy mozliwo$¢ nazwania
wszystkich elementéw modelu (np. stalymi indywiduowymi, lub, ogdlniej, ter-
mami domknigtymi jezyka teorii), to uzyskujemy dodatkowe mozliwosci usta-
lania izomorfizmu migdzy strukturami.

1.9.3. Prace logiczne w Europie

Ograniczg si¢ jedynie do bardzo selektywnie wybranych wynikéw w logice
matematycznej i podstawach matematyki, ktére — cho¢ nie zawsze bezposred-
nio — wiaza si¢ intencjami postulatystow amerykariskich jednoznacznej cha-
rakterystyki modeli zamierzonych, czyli do stwierdzen Veblena i Huntingtona,
ze proponowane przez nich uktady aksjomatéw (dla geometrii oraz wielkoSci
ciagtych) opisuja jednoznacznie stosowne struktury, z doktadnos$cia do izo-
morfizmu.

Lowenheim i Skolem

Udowodnione w 1915 roku przez Leopolda Léwenheima, a w innym sformu-
fowaniu w 1920 roku przez Thoralfa Skolema twierdzenie (dzisiaj znane jako
dolne twierdzenie Lowenheima-Skolema) ukazalo ograniczenia, jeSli chodzi
o kategoryczny opis struktur w logice, ktéra nieco pdZniej przybrata kano-
niczny ksztatt logiki pierwszego rzedu. Gtosi ono, ze jesli teoria w jezyku ta-
kiej logiki ma model (nieskoniczony), to ma model przeliczalny. Twierdzenie to
nieco péZniej rozszerzyt Alfred Tarski: jesli teoria (bez modeli skoficzonych)
ma model, to ma modele wszystkich mocy nieskoficzonych. Mozna krétko
powiedzie¢, ze twierdzenia te ustalaja, iz logika pierwszego rzedu nie odréz-
nia mocy nieskoiiczonych, nie umozliwia kategorycznych opiséw. Sensowne
pozostaje rozwazanie subtelniejszej wersji kategorycznosci, czyli kategorycz-
nos$ci w mocy. Méwimy, ze teoria jest kategoryczna w mocy nieskoriczonej «,
jesli ma ona model mocy « oraz kazde dwa jej modele mocy x sg izomorficzne.
W klasycznej i wspétczesnej teorii modeli uzyskano mnéstwo wynikéw cha-
rakteryzujacych to pojecie oraz jego zwiazki z innymi pojeciami teorii modeli.

Wigkszos¢ prac postulatystéw amerykanskich powstata przed opublikowa-
niem omawianych tu twierdzei, a wigc autorzy ci nie mogli odnosic¢ si¢ do tych
wynikéw.
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Fraenkel i Carnap

Abraham Fraenkel rozwazat r6zne rodzaje zupetnosci, ktére mogtyby mieé za-
stosowanie w badaniach nad teorig mnogosci. W trzecim wydaniu Einleitung
in die Mengenlehre (Fraenkel 1928) pisze o nastgpujacych propozycjach:

1. Monomorphie — zupetno$¢ rozumiana jako kategoryczno$¢ (izomorficz-
no$¢ wszystkich modeli).

2. Entscheidungsdefinitheit — zupelno$¢ rozumiana jako rozstrzygalnosc.

3. Nichtgabelbarkeit — zupetnos$¢ semantyczna, polegajaca na tym, ze kazde
dwie interpretacje spetniaja doktadnie te same zdania.

Warto w tym miejscu dodaé, ze w omawianej monografii Fraenkel pro-
ponuje tez swoj aksjomat ograniczenia, gtoszacy, ze istnieja tylko te zbiory,
ktérych istnienie moze zosta¢ dowiedzione w teorii mnogosci. Jest to zatem
aksjomat ekstremalny, w tym przypadku aksjomat minimalno$ci (podobnie jak
aksjomat indukcji w arytmetyce, a odwrotnie niz aksjomat zupetnosci w Grun-
dlagen der Geometrie Hilberta). Og6lna postac takich aksjomatéw omawiana
jest w pracy Carnap i Bachmann 1936. Autorzy deklaruja, ze (mylne, ich zda-
niem) rozumienie aksjomatéw tego typu jako postulatéw jedynie metajezyko-
wych moze zostaé tak zmodyfikowane, aby rozwazane aksjomaty ekstremalne
wyrazone byly w sposéb wyrazny w jezyku przedmiotowym teorii, na réwni
z pozostatymi jej aksjomatami. W tym celu konieczne jest wlasciwe sformuto-
wanie pojecia zupetnego izomorfizmu (complete isomorphism), uogélniajacego
zwykle pojecie izomorfizmu. Konstrukcje t¢ przeprowadzaja w teorii typow,
jest ona dos¢ skomplikowana. O wiele prostsze ujgcie zaproponowane zostato
w tym samym czasie przez Lindenbauma i Tarskiego (Lindenbaum i Tarski
1936).

Zamieszczone w Untersuchungen zur Allgemeinen Axiomatik Rudolfa Car-
napa jego Gabelbarkeitssatz zostato opublikowane w pierwszym numerze Er-
kenntnis w 1930 roku (strony 303-310), w tekScie Bericht iiber Untersuchun-
gen zur allgemeinen Axiomatik (Carnap 1930). Carnap usituje pokazaé, ze
pojecia kategoryczno$ci (w jego terminologii: Monomorphie) oraz zupeino-
Sci (Nicht-Gabelbarkeit) pokrywaja si¢ zakresowo (a takze, ze sa zakresowo
tozsame z rozstrzygalnoScia — Entscheidungsdefinitheit). Préba ta okazuje si¢
pézniej oczywiscie nieudana; przyczyny tego niepowodzenia sg réznorakie:
nieodréznianie jezyka i metajezyka, brak ostrej granicy migdzy sktadnig a se-
mantyka, nieuprawnione zatozenie, iz kazda niesprzeczna teoria ma model de-
finiowalny w prostej teorii typéw. Krytyczne oméwienie wspomnianych wy-
nikéw Carnapa zawiera praca Awodey i Carus 2001.
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Projekt Carnapa (inspirowany po czgsci jego lektura rozwazan Fraenkla
dotyczacych teorii mnogosci), choé nieudany, odegrat jednak niezmiernie waz-
na role — przede wszystkim jako inspiracja dla wynikéw Godla (Godel byt
jedna z niewielu oséb, ktére czytaty maszynopis Carnapa). Wspdtczesnie pro-
wadzi si¢ réwniez badania wiasnosci Fraenkla-Carnapa, zwiazanej z warun-
kami, przy ktérych zupeino$¢ implikuje kategorycznosé.

Dos¢ szczegétowa analize wspomnianych prac Fraenkla i Carnapa zawie-
raja opracowania Georga Schiemera: Schiemer 2010a, 2010b, 2012, 2013.
W rozdziale drugim monografii Pogonowski 2019 takze znalez¢ mozna uwagi
na ten temat.

Zermelo

Druga aksjomatyka teorii mnogosci podana przez Ernsta Zermela (Zermelo
1930) zawiera wyniki dotyczace mozliwosci kategorycznego opisu teorii mno-
gosci. Zermelo wprowadza swoje dziedziny normalne i postuluje zatozenie ist-
nienia pozaskoniczonej hierarchii liczb mocno nieosiagalnych. Rozwaza teori¢
mnogosci, w ktérej oprécz zbioréw wystepuja takze obiekty ,,nierozkladalne”,
o nieznanej strukturze, Urelemente. Pracuje w systemie logiki przypomina-
jacym logike drugiego rzedu (dopuszcza kwantyfikacje¢ po funkcjach zdanio-
wych). Dodany (do systemu z 1908 roku) jest aksjomat ufundowania. Zermelo
pisze, ze aksjomat ten wymagany jest dla wykluczenia ,, zirkelhafte” und ,,ab-
griindige” Mengen. Nie zaklada si¢ aksjomatu nieskoficzonosci, jako — wedle
stow Autora — nienalezacego do ,,allgemeinen” Mengenlehre, ogdlnej teorii
mnogosci. Jak pokazuje si¢ dalej, dziedzina normalna zlozona z wszystkich
zbioréw skoniczonych spetnia aksjomaty systemu. Aksjomat wyboru, zakta-
dany jako zasada logiczna, nie jest zaliczany do aksjomatéw systemu. Zermelo
pisze, ze aksjomat ten nie moze stuzy¢ do ograniczania (wielkoSci) rozwaza-
nych dziedzin (Abgrenzung der Bereiche). Dodaje, iz we wszystkich dalszych
badaniach podstawowy jest fakt, ze kazdy zbiér mozna dobrze uporzadko-
wacé. Podkresdla, ze nie nalezy rozumie¢ teorii mnogosci jako teorii opisujacej
jakis$ jeden zamierzony model. Dowodzi twierdzen charakteryzujacych dzie-
dziny normalne z doktadnoscia do izomorfizmu, przy uwzglednieniu mocy
bazy (czyli ogétu urelementéw) i charakterystyki (czyli najmniejszej liczby
porzadkowej, ktdra nie jest zbiorem w danej dziedzinie normalnej) tych dzie-
dzin. Wskazuje, ze wykazana przez niego niekategorycznos¢ (dziedziny nor-
malne odpowiadajace poszczegdélnym mocno nieosiagalnym pigtrom hierar-
chii kumulatywnej nie sg izomorficzne) jest raczej zaleta teorii mnogosci, niz
jej wada, ze wzgledu na intuicje wigzane z pojgciem zbioru.
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1.9.4. Niektore prace matematyczne 6wczesne i péZniejsze

Postulaty$ci amerykanscy z pewnoScia znali wyniki algebraiczne dotyczace
grup oraz ciat, udowodnione w XIX wieku. Tego typu struktur jest ogromna
réznorodno$¢, a wigc ustalanie dla nich zestawdéw postulatow rzecz jasna nie
bylto tworzone z mySla o jakichkolwiek wynikach dotyczacych kategoryczno-
$ci. W terminach uzywanych przez postulatystéw amerykariskich sg to przy-
ktady disjunctive systems.

Pewne struktury algebraiczne sa jednak wyrdznione, ze wzgledu m.in. na
ich powszechne zastosowania, w algebrze, geometrii, analizie. Takimi struktu-
rami sa np. R oraz C — ciata liczb rzeczywistych oraz zespolonych. Sensowne
jest zatem pytanie, czy te struktury (ewentualnie jeszcze inne) moga zostaé
wyrdznione poprzez podanie czysto matematycznych wilasnosci, ktére charak-
teryzuja je z doktadnoscia do izomorfizmu (a wigc strukturalnie) lub z doktad-
noscia do elementarnej réwnowaznosci (a wigc semantycznie).

Cialo R liczb rzeczywistych jest jedynym (z doktadnoscia do izomorfi-
zmu) ciatem uporzadkowanym w spos6b zupelny. Wtasno$¢ zupetnosci R moze
zosta¢ wyrazona na rézne sposoby, na przyktad poprzez warunek, iz kazdy ciag
rosnacy i ograniczony ma kres gérny. Ciato QQ liczb wymiernych nie spetnia
tego warunku. Ciato R nie jest algebraicznie domknigte. Jest maksymalnym
cialem archimedesowym. Z kolei ciato C liczb zespolonych jest algebraicznie
domknigtym cialem charakterystyki zero, ktérego stopiefi przestgpnosci nad
ciatem Q) jest réwny kontinuum. Mozna pokazac, ze te trzy warunki charakte-
ryzuja jednoznacznie (z doktadnos$cia do izomorfizmu) ciato C.

W czasie, gdy postulaty$ci amerykanscy publikowali swoje gléwne prace,
znane byly charakterystyki Peana i Dedekinda liczb naturalnych: model stan-
dardowy tej teorii jest jeden, z doktadnos$cia do izomorfizmu (gdy pracujemy
w logice drugiego rzg¢du). Bylo tez znane twierdzenie Frobeniusa z 1878 roku,
gloszace, ze kazda skoriczenie wymiarowa algebra z dzieleniem nad cialem R
jest izomorficzna z jedna z trzech struktur: R, C lub H (kwaterniony). Twier-
dzenie Hurwitza, charakteryzujace w podobny sposéb R, C, H oraz O (okto-
niony) zostato udowodnione w 1898 roku, ale opublikowane dopiero w 1923,
juz po $mierci autora. W 1916 roku Ostrowski udowodnit, ze R oraz C sa je-
dynymi ciatami zupelnymi wzglgdem normy archimedesowej. Warto moze do-
da¢, ze inne jeszcze twierdzenie Ostrowskiego ustala mozliwosci wprowadze-
nia normy w ciele liczb wymiernych — jedynymi takimi normami (zgodnymi
z porzadkiem oraz wilasno$ciami arytmetycznymi) w ciele liczb wymiernych
sa: zwykta wartoS¢ bezwzgledna oraz normy p-adyczne (dla dowolnej liczby
pierwszej p).
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W pewnym zwiazku z powyzszymi twierdzeniami o izomorfizmie pozo-
staja takze inne jeszcze twierdzenia, ustalajace niektére wilasnoSci rozwaza-
nych cial, dla przyktadu:

Twierdzenie Pontriagina. Kazde spéjne lokalnie zwarte ciato topologiczne
jest izomorficzne z ciatem topologicznym liczb rzeczywistych, lub ciatem to-
pologicznym liczb zespolonych, lub algebra topologiczng kwaternionéw.

1,2,4,8—twierdzenie (Bott, Milnor, Kervaire). Kazda algebra z dzieleniem
nad ciatem liczb rzeczywistych ma wymiar 1, 2, 4 lub 8.

Twierdzenie Hopfa. Kazda przemienna algebra z dzieleniem nad ciatem
liczb rzeczywistych ma wymiar < 2.

Arytmetyczne kontinuum, gdy okreslane jest wraz z dodatkowymi struk-
turami (porzadkowymi oraz topologicznymi), zgodnymi z operacjami aryt-
metycznymi, moze zatem zosta¢ scharakteryzowane w sposéb jednoznaczny.
Wsrdd wielu cial, ktére mogtyby stuzy¢ za podstawe systeméw liczbowych,
pewne sg istotnie wyrdznione, nie tylko pragmatycznie, ale wtasnie przez wy-
raznie podane warunki matematyczne.

Innego typu charakterystyke ciat otrzymujemy dzigki wynikom uzyska-
nym przez Artina, Schreiera oraz Tarskiego. Pierwsi dwaj rozwingli teorig ciat
formalnie rzeczywistych oraz rzeczywiscie domknigtych. Alfred Tarski nato-
miast udowodnit niezwykle wazny fakt dotyczacy cial rzeczywiscie domknig-
tych: pokazal mianowicie, ze ich teoria jest zupetna i rozstrzygalna, wykorzy-
stujac technike eliminacji kwantyfikatoréw.

Réwniez w przypadku struktur niearchimedesowych (a wigc zawieraja-
cych elementy nieskoriczenie mate i nieskoriczenie duze) dysponujemy twier-
dzeniami je charakteryzujacymi. Uwagi historyczne i wyniki matematyczne
zawieraja np. prace Ehrlich 2006, 2012.

1.9.5. Wyniki dotyczace niezupelnosci

Postulaty$ci amerykanscy nie zajmowali si¢ systemami postulatow dla aryt-
metyki liczb naturalnych. Mozna przypuszczac, ze uznawali sprawe aksjoma-
tycznego opisu tego uniwersum za rozwigzang przez propozycje Peana i De-
dekinda (oraz Padoa, w przypadku liczb catkowitych). Huntington w artykule
bezposrednio nastgpujacym po jego pracy dotyczacej charakterystyki ciagtych
wielkosci dodatnich proponuje jednak dwa zestawy postulatéw, ktére miatyby
charakteryzowac liczby naturalne oraz dodatnie liczby wymierne, rozwazane
z jedna tylko operacja na takich liczbach (Huntington 1902). Huntington wy-
powiada si¢ do$¢ ostroznie na temat prezentowanych w swojej pracy wynikow:

Of course this work throws no new light on the fundamental nature of
numbers, since the whole system of ordinal numbers is assumed in de-
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fining the sequence of multiplies of any element (12). For discussion
of the more fundamental problems, see DEDEKIND, Was sind und was
sollen die Zahlen? and the papers of PEANO and PADOA already cited.
(Huntington 1902, 280, przypis)

Pierwszy z proponowanych w tej pracy zestawow postulatéw obejmuje
postulaty 1-5 omdéwione poprzednio, a zamiast postulatu 6 dodaje warunek:
istnieje element F taki, ze x oy # FE, oile y # FE. Taki uktad postulatéw
spetnia zbidr liczb naturalnych z operacja dodawania, gdy E interpretujemy
jako liczbe 1.

Drugi z tych zestawdw obejmuje oméwione poprzednio postulaty 1-3 oraz
postulat: istnieje element F taki, ze kazdy z elementéw jest pewna wielokrot-
noscig E; inaczej méwiac, dla dowolnego elementu a istnieje liczba naturalna
(ordinal number) m taka, ze mE = a.

Huntington wykorzystuje tu rekurencyjne definicje dodawania i mnozenia
liczb naturalnych oraz operacj¢ nastgpnika z systemu Peana. Niesprzecznosé
tego zestawu postulatéw zapewnia ta sama interpretacja, co uprzednio rozwa-
zana.

O obu zestawach Huntington dowodzi niezaleznoSci ich postulatéw. Stwier-
dza réwniez, ze w przypadku kazdego z tych zestawéw, dowolne dwie ich in-
terpretacje sa rownowazne, w tym sensie, ze sa izomorficzne. OczywisScie do-
wody te opierajg si¢ na aksjomatyce Peana, ktéra jest sformutowana w jezyku
drugiego rzgdu, jak to ujelibySmy dzisiaj.

Huntington stawia nastgpujace pytanie, ktore jednak pozostawia bez odpo-
wiedzi:

Both of these sets are complete sets of postulates in the sense defined
on p. 264, although one contains six postulates and the other only four.
A problem is therefore at once suggested, to which no satisfactory an-
swer has as yet been given, viz., “when several complete sets of po-
stulates define the same system, which shall be regarded as the best?”
(Huntington 1902, 280)

Tu oczywiscie nalezaloby okresli¢, co rozumiemy przez the best. Moze
chodzi¢ w takim przypadku np. o ztozono$¢ sktadniowq postulatéw, ale moz-
liwe, ze wtaSciwsze bytoby ich ocenianie ze wzgledu na strukturg dowodéw,
ktére z ich pomocg mozna przeprowadzad.

Jak powszechnie wiadomo, twierdzenia limitacyjne otrzymane w logice
XX wieku (Godla, Rossera, Tarskiego itd.) ukazaty wyraZnie, jakie sa mozli-
wosci i ograniczenia logiki pierwszego rzgdu w ustalaniu takich wtasnosci me-
talogicznych, jak zupetnosé, kategoryczno$é, definiowalnosé niektérych pojeé,
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rozstrzygalno$¢. Poniewaz sa to rzeczy powszechnie znane, wigc nie ma po-
trzeby ich tutaj przypominad.

W pracy Tennant 2000 udowodniono Noncompossibility Theorem, wraz
z pewnymi wazkimi konsekwencjami tego twierdzenia dla refleksji metalo-
gicznych. Bodaj najwazniejsze z nich to pokazanie niemozliwosci osiagnigcia
jednoczesnie réznych — pozadanych kazdy z osobna — idealéw metodologicz-
nych (w omawianym w artykule przypadku: kategorycznosci oraz pewnej sta-
bej wersji petnosci).

Autor zwraca uwage na dwa rodzaje (uprawiania) matematyki: monoma-
tematyke oraz polimatematyke. Ta pierwsza dotyczy pojedynczej struktury, np.
liczb naturalnych, liczb wymiernych, prostej rzeczywistej lub ptaszczyzny ze-
spolonej. Mamy wigc do czynienia z danym modelem zamierzonym, o ktérym
chcemy udowodnic jakie§ interesujace prawdy. W przypadku polimatematyki
zajmujemy si¢ klasami struktur o pewnych wspélnych wlasnosciach, grupami,
kratami, pierScieniami, przestrzeniami wektorowymi lub topologicznymi. Ten
rodzaj matematyki jest wigc w pewnym sensie uprawianiem teorii modeli dla
ustalonego zbioru aksjomatéw.

Metodologia monomatematyki podlega pewnym obiektywnym ogranicze-
niom. Przyjmowane aksjomaty dotyczace badanej struktury musza by¢ intu-
icyjnie oczywiste oraz tworzy¢ zbiér obliczalny, wyznaczony nie arbitralnie,
lecz przez jaki§ algorytm. Dowody twierdzen przeprowadzane w jezyku o sy-
gnaturze dobranej dla potrzeb méwienia o badanej strukturze musza by¢ kon-
strukcjami o naturze skoficzonej. To samo dotyczy refutacji. To ostatnie po-
jecie jest definiowalne poprzez pojecie dowodu: refutacja zbioru zdain A jest
dowdd sprzecznosci z A jako zbioru przestanek. Dowody i refutacje maja by¢
trafne (sound) w tym sensie, ze jesli istnieje dowdd ¢ z A, to ¢ jest prawdziwe
w kazdym modelu, w ktérym wszystkie zdania z A sa prawdziwe; a takze jesli
istnieje refutacja zbioru A, to nie istnieje model, w ktérym wszystkie zdania ze
zbioru A sa prawdziwe. Monomatematyk ma zatem do dyspozycji obliczalny
zbiér X aksjomatéw sformutowanych w jezyku L z predykatem identyczno-
Sci i stosownym do ,,méwienia” o zamierzonym modelu M aksjomatéw X.
Nazwijmy =-literalem kazda formute, ktéra jest badZ identycznoscia, badz
negacja identycznosci.

Wreszcie, ideatem monomatematyki jest osiagnigcie jednocze$nie katego-
rycznosci oraz zupeino$ci. Twierdzenie Tennanta o niewspdétmozliwosci po-
kazuje, ze ideat ten jest nieosiagalny, niezaleznie od uzywanego jezyka oraz
nawet w przypadku bodaj najstabszego z mozliwych rozumienia pojecia zu-
petnosci, sformutowanego nastgpujaco:
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Staba zupetnosé. Dla kazdego rozszerzenia L* jezyka L (o skonczenie
wiele nowych stalych pozalogicznych) istnieje system trafnych refutacji taki,
ze dla dowolnego obliczalnego i spetnialnego zbioru Y ztozonego z =-literatéow
z L*, jesli X UY nie ma modelu, to istnieje refutacja dla skonczonego pod-
zbioru zbioru X UY.

Warunek ten jest istotnie stabszy od warunku zwartosci, a takze od klasycz-
nego warunku silnej petnosci dla konsekwencji logicznej. Przy pewnych (roz-
sadnych) ograniczeniach na klas¢ rozwazanych modeli jest on réwnowazny,
na gruncie RCAy, tj. recursive comprehension arithmetics, warunkowi stwier-
dzajacemu, ze zbidr zdah prawdziwych jest rekurencyjnie przeliczalny.

Druga z wilasnoSci metalogicznych wystgpujacych w twierdzeniu o nie-
wspotmozliwosci to kategorycznosé:

Kategorycznosé. Kazda struktura, w ktérej wszystkie aksjomaty z X sa
prawdziwe, jest izomorficzna z modelem zamierzonym M.

W warunku powyzszym nie naktada si¢ zadnych ograniczen na liczbe mo-
gacych wchodzi¢ w gre izomorfizméw.

Mozna juz sformutowaé twierdzenie o niewspdétmozliwosci podane przez
Tennanta:

Jesli M jest nieskoniczong strukturg przeliczalna, ktérej kazdy ele-
ment jest definiowalny, to M nie moze by¢ kategorycznie opisana
przez zaden obliczalny zbiér zdan X prawdziwych w M, dla kt6-
rego zachodzi warunek stabej zupetnosci.

W dowodzie tego twierdzenia rozwaza si¢ zbidr zdaf
Y=XU{-a=t,:me M},

gdzie a jest nowa stata, a kazdy t,, termem oznaczajacym element m. Przy-
puszczenie, iz Y nie ma modelu, zmusza do uznania, ze pewien jego skon-
czony podzbiér Z nie ma modelu. Z warunkéw na moce Z oraz M, pewien
element modelu M nie jest oznaczany przez zaden term wystgpujacy w Z.
Rozszerzamy model M przyjmujac, ze a oznacza ten wiasnie element i do-
stajemy w ten sposéb model dla Z; sprzeczno$é. Stad zbiér Y ma model, ale
nie moze to by¢ model izomorficzny z M, poniewaz denotacja stalej a jest
w nim rézna od denotacji kazdego z terméw t,, i uzyskujemy dowdd catego
twierdzenia.

1.9.6. Prace Tarskiego

Alfred Tarski wielokrotnie cytowat prace postulatystéw amerykanskich (Ve-
blena, Huntingtona, Langforda). Nie bytoby rozumne twierdzenie, ze Tarski
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rozwijal ich pomysty — bardziej trafne jest chyba stwierdzenie, ze dopiero
prace Tarskiego podaja odno$ne wyniki matematyczne dobrze ugruntowane
na podstawie wypracowanej przez niego metodologii badan dedukcyjnych.

Za poczatek tych prac mozna uwazaé wyniki otrzymywane na seminariach
Tarskiego w Warszawie w latach akademickich 1926-1927 oraz 1927-1928.
To wtedy Tarski analizowat prace Skolema i Langforda i opracowal szczegd-
lowo metode eliminacji kwantyfikatoréw, ktéra okazata si¢ p6Zniej niezwykle
przydatna w badaniach nad rozstrzygalnoscia teorii. Tarski pracowatl wéwczas
i na poczatku lat trzydziestych XX wieku nad wypracowaniem metodologii ba-
dan dedukcyjnych, co zaowocowalo utworzeniem waznych poje¢ metalogicz-
nych, np. poje¢: wynikania logicznego, spetniania, prawdy, relacji elementar-
nej rownowaznosci i wielu innych.

Tarski przeprowadzit tez subtelne analizy zwiazane z poj¢ciem kategorycz-
nosci oraz jego zwiazkéw z innymi pojeciami metalogicznymi. Na uwage za-
stuguja w tym wzgledzie przede wszystkim trzy prace:

1. Kilka uwag o pojeciach w-niesprzecznosci i w-zupetnosci (s. 93-113,
w: Tarski 2001).

2. Z badan metodologicznych nad definiowalnos$cia terminéw (s. 114—-146,
w: Tarski 2001).

3. O ograniczeniach §rodkéw wyrazu teorii dedukcyjnych (wspdlnie z Lin-
denbaumem, s. 147-157, w: Tarski 2001).

Rozwazane przez Tarskiego pojecia to np. wewnetrzna i absolutna katego-
rycznos$¢ oraz jednoprzeksztatcalnos$¢; maja one pewien zwiazek z zupetnoscia
definicyjng. Tarski dostarcza (jak sam pisze) — w przypadku tego ostatniego po-
jecia — teoretycznych podstaw dla metody Padoa; wyniki te byty uog6lnione
przez Betha. Jednym z wazniejszych twierdzedn w drugim z wymienionych
wyzej artykulow jest twierdzenie mowigce, ze jednoprzeksztatcalnos¢ (czyli,
w swobodnym sformutowaniu, istnienie doktadnie jednego izomorfizmu mig-
dzy interpretacjami) implikuje zupetnos¢ ze wzgledu na terminy specyficzne.
Przypomng, ze system X jest zupelny ze wzgledu na swe terminy specyficzne,
gdy nie jest on zawarty w zadnym systemie Y istotnie bogatszym w terminy
specyficzne (tj. takim, ze Y zawiera terminy specyficzne nieobecne w X oraz
terminy te nie sa definiowalne na gruncie Y z terminéw z X). Dla przyktadu:
geometria opisowa, czyli teoria relacji leZenia migdzy, jest kategoryczna, ale
nie jest zupelna ze wzgledu na ten termin specyficzny — nie da si¢ w niej zde-
finiowaé np. réwnoodlegtosci dwoch par punktow. Geometria metryczna, po-
wstajaca z opisowej przez dodanie aksjomatyki dla ostatniej z wymienionych
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relacji, jest zatem istotnie bogatsza w terminy specyficzne od opisowej; jest ka-
tegoryczna, ale takze nie jest zupetna ze wzgledu na swe terminy specyficzne:
np. nie mozna w niej zdefiniowaé symbolu oznaczajacego wybrany, ustalony
punkt. Jesli do geometrii metrycznej dodamy, jako stale pozalogiczne, terminy
0 oraz 1 i aksjomat stwierdzajacy, iz symbole te oznaczaja rézne obiekty,
to otrzymamy system (formalnie odpowiadajacy arytmetyce liczb rzeczywi-
stych), istotnie bogatszy od geometrii metrycznej i jednoczesnie zupelny ze
wzgledu na swe terminy specyficzne.

W trzeciej z wymienionych wyzej prac autorzy pokazuja m.in., ze kazda
relacja migdzy przedmiotami (indywiduami, klasami, relacjami), ktora daje si¢
wyrazi¢ za pomoca Srodkéw czysto logicznych, jest niezmiennicza ze wzgledu
na kazde jedno-jednoznaczne przeksztatcenie uniwersum indywiduéw na sie-
bie oraz ze fakt ten jest logicznie dowodliwy. P6Zniej (w 1959 we Wroctawiu,
w 1966 w Londynie) Tarski wykorzysta te wyniki dla charakterystyki pojecia
statej logicznej, wzorowanej na programie Kleina z 1872 roku. Artykut ten za-
wiera takze precyzyjne uwagi i twierdzenia dotyczace zwiazkéw miedzy kate-
gorycznoScia, nierozgaltgzionoscia (zupetnoscia), rozstrzygalnoscia oraz efek-
tywnq interpretowalnosciq w logice; m.in. podane sa warunki, przy ktérych
nierozgateziono$¢ implikuje kategorycznos¢.

W roku akademickim 1939-1940 Tarski wyglosit na Uniwersytecie Ha-
rvarda wyklad Some current problems in mathematics (polski tekst tego wy-
ktadu znajduje si¢ w Tarski 2001, 380-395). Tekst tego odczytu zawiera doda-
tek, bedacy streszczeniem — prawdopodobnie drugiego planowanego wyktadu
z tej serii — On the completeness and the categoricity of deductive systems. Ten
z kolei tekst zamieszczono w monografii Mancosu 2010. Tarski wprowadza w
nim rézne rodzaje zupetnosci teorii:

1. Zupetnosé absolutna (krétko: zupetnosé): teoria jest zupetna, gdy z do-
wolnych dwoéch zdan sprzecznych, ktére wyrazone sa w jezyku tej teorii
albo jedno albo drugie jest twierdzeniem tej teorii.

2. Relatywna zupetnos¢, zwana tez zupetnosciq ze wzgledu na baze lo-
gicznq. Wprowadzenie tego pojecia poprzedza Tarski komentarzem (cy-
tuje z Tarski 2001, 393-394):

Zaktadamy, ze terminy stale danej teorii podzielone sa na dwie
klasy: na terminy logiczne i pozalogiczne; wérdd tych pierwszych
wystepuja co najmniej state rachunku zdan oraz kwantyfikatory.
Podziatowi temu odpowiada podzial zdan jezyka naszej teorii na
zdania logiczne i pozalogiczne, w zaleznos$ci od tego, czy dane zda-
nie zawiera jedynie state logiczne, czy nie.
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Zaktadamy ponadto, ze zdania logiczne teorii daja si¢ wyprowa-
dzi¢ z uktadu aksjomatéw logicznych, a zatem ze tworza podte-
orig, ktéra bedziemy nazywac bazq logiczng danej teorii. Podte-
oria jest z konieczno$ci niezupetna, jesli tylko jest dostatecznie bo-
gata. Zainteresowani jesteSmy otrzymaniem teorii, ktéra bytaby jak
najblizsza teorii zupelnej, z uwzglednieniem, rzecz jasna, wspo-
mnianego ograniczenia. Rozwazamy pewien uklad zdai pozalo-
gicznych i nazywamy dwa zdania rownowaznymi ze wzgledu na
ten uktad, jesli dowolne z tych zdan jest wyprowadzalne z rozwa-
zanego uktadu wzbogaconego drugim zdaniem. Méwimy, ze ten
uktad jest zupetny ze wzgledu na swojq baze logiczng lub krétko:
relatywnie zupetny, jesli dla kazdego zdania teorii istnieje zdanie
logiczne, ktore jest mu réwnowazne za wzgledu na rozwazany uktad
zdan.

3. Semantyczna zupetnos¢: uklad zdan nazywamy semantycznie zupetnym,
jesli kazde zdanie, ktére daje si¢ wyrazi¢ w jezyku danej teorii, ma t¢
wlasnosé, ze albo ono, albo jego negacja wynika logicznie z rozwaza-
nego uktadu zdan.

Zupetos¢ implikuje relatywna zupetnos$é, a ta z kolei implikuje seman-
tyczng zupetno$¢. Implikacje odwrotne nie zachodza.

Tarski nazywa uktad zdan semantycznie kategorycznym, jesli kazde dwa
modele tego uktadu sa izomorficzne. Nastgpnie definiuje relatywnq katego-
rycznoS¢ (kategorycznosé¢ ze wzgledu na baze logiczng). W cytowanym stresz-
czeniu wprowadza to pojecie dla przypadku szczegélnego: jednej statej po-
zalogicznej, powiedzmy C' (oznaczajacej klasg lub relacjg) oraz skoriczonego
uktadu zdan, ktérych koniunkcja niech bedzie P(C'). Jesli X oraz Y sa tego
samego typu logicznego co C, to zapis X ~ Y oznacza, ze X 1 Y sa izomor-
ficzne. Powiemy, ze uktad zdan jest kategoryczny ze wzgledu na swoja bazg
logiczna, gdy do bazy logicznej nalezy zdanie: dla dowolnych X oraz Y, jesli
P(X) oraz P(Y), to X ~ Y. Tarski dowodzi nastgpujacych twierdzeii:

1. Kazdy uktad zdan, ktéry jest kategoryczny ze wzgledu na swoja baze
logiczna, jest tez zupelny ze wzgledu na t¢ bazg.

2. Kazdy semantycznie kategoryczny uktad zdan jest tez semantycznie zu-
petny.

Wydaje sig, ze te pojecia oraz twierdzenia autorstwa Tarskiego w sposob
adekwatny (a zarazem $cisty) reprezentuja idee, ktére — w sposéb nieformalny
— wyrazali Veblen oraz Huntington.
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1.9.7. Rozwdj teorii modeli

Gtéwne prace postulatystéw amerykariskich powstaty kilka dekad przed ukon-
stytuowaniem si¢ teorii modeli jako odrgbnego dziatu podstaw matematyki.
W klasycznej teorii modeli znamy caly szereg twierdzen dotyczacych zupet-
nos$ci oraz kategoryczno$ci w mocy réznorakich teorii. Klasyczne pojecie kate-
gorycznoSci pochodzi, jak juz wspomniano, od Oswalda Veblena. Przed opra-
cowaniem $cistych podstaw semantyki jezykow systeméw logicznych bywato
ono mieszane z pojgciem zupetnosci (we wspétczesnym sensie).

Juz Georg Cantor pokazal, ze teoria ggstego liniowego porzadku bez ele-
mentu pierwszego i ostatniego jest Ng-kategoryczna. Elementarna teoria nie-
réwnosci jest tez zupetlna (Langford 1927), co wykazaé mozna metoda eli-
minacji kwantyfikatoréw, pochodzaca od Skolema. Wynik Cantora wskazuje
na wyrézniona rolg porzadku liczb wymiernych wsréd wszystkich porzadkéw
przeliczalnych. Inspirowal on (facznie z rozwazaniami Hausdorffa dotycza-
cymi 7),-zbioréw) niektére konstrukcje w ogélnej teorii modeli, np. modele
Jjednorodne, uniwersalne, nasycone. Modele nasycone to modele ,,bogate” se-
mantycznie. Ich przeciwieistwem sa ,,ubogie” semantycznie modele — modele
atomowe.

Zwiazki migdzy kategorycznoscia (w mocy) a zupetnoscia (np. liczba mo-
deli teorii zupelnej nieizomorficznych w poszczegdlnych mocach, czyli struk-
turalne zréznicowanie modeli teorii zupelnej) badane sa we wspoétczesnej teorii
modeli (badanie spektrum teorii, teoria klasyfikacji). Wazna wspoétczesnie ba-
dana problematyka wiaze si¢ tez ze struktura rodziny zbiordw definiowalnych
w modelach. W klasycznej teorii modeli mamy m.in. nastgpujace twierdzenie:

Test tosia-Vaughta. Jesli T jest teoria niesprzeczna bez modeli skoficzonych,
k-kategoryczng w pewnej mocy nieskoriczonej k, to " jest zupetna.

Test L.osia-Vaughta znajduje zastosowanie dla ustalenia zupetnosci na przy-
ktad nastgpujacych teorii (zadna z nich nie ma modeli skoficzonych, a kazda
jest w pewnej mocy kategoryczna):

1. Teoria gestych liniowych porzadkéw bez koficéw jest Ng-kategoryczna.

2. Teoria bezatomowych algebr Boole’a jest Ny-kategoryczna.

3. Teorie ciat algebraicznie domknietych charakterystyki O (Iub p, gdzie p
jest liczba pierwsza) sa, na mocy twierdzenia Steinitza, teoriami katego-
rycznymi w kazdej mocy nieprzeliczalnej.

4. Teoria nieskonczonych grup przemiennych, ktérych wszystkie elementy
maja rzad p, jest k-kategoryczna dla wszystkich k.
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Oproécz pojecia zupetnosci uzywa sig réwniez w teorii modeli innych pojeé
(np. modelowej zupelnosci). Do bardzo waznych ustalefi naleza algebraiczne
charakterystyki wlasnosci zwiazanych z elementarng réwnowaznos$cia modeli
teorii.

Wigkszos¢ interesujacych teorii matematycznych to teorie niezupelne, za-
wierajace zdania nierozstrzygalne. Fakt ten jest optymistyczny poznawczo: nie
mozna twérczos$ci matematycznej powierzy¢ jedynie bezmyS$lnym maszynom.

Poczatek wspotczesnej teorii modeli datuje si¢ umownie od twierdzenia
Morleya, gtoszacego, ze jesli teoria jest kategoryczna w jakiejS mocy nieprze-
liczalnej, to jest kategoryczna we wszystkich mocach nieprzeliczalnych. Oczy-
wiscie nie moge w tym miejscu omawiac¢ wspotczesnych ustalen teorii modeli,
warto jednak podkresli¢, ze problematyka dotyczaca kategorycznoS$ci oraz zu-
petnosci jest stale niezwykle intensywnie badana. PostulatySci amerykanscy
byliby prawdopodobnie zdumieni (oczarowani?) uzyskanymi w teorii modeli
wynikami, ktére — cho¢ bardzo juz odlegle od nieformalnie wprowadzonych
przez nich pojeé — stale owocuja nowymi twierdzeniami, technikami, ideami.

1.10. Sltowo koncowe

Staratem si¢ wskaza¢ w niniejszym eseju, w jaki sposéb ksztaltowato si¢ rozu-
mienie niektérych pojeé metalogicznych (lub, jak kto woli, metamatematycz-
nych). Ograniczytem si¢ przy tym do grupy prac postulatystow amerykanskich
oraz do dwdch pojec: kategorycznosci oraz zupetnosci. Nieco doktadniej za-
prezentowatem systemy geometrii proponowane przez Veblena i Huntingtona.

O genezie pojeé metalogicznych nalezaloby méwié z nieco szerszej per-
spektywy, biorac pod uwage co najmniej takie czynniki, jak rozwéj samej lo-
giki matematycznej oraz wptyw, ktéry na ten rozwdj miala matematyka. To
jednak zadanie wykraczajace poza mozliwosci tego eseju.

W czasie, gdy postulatySci amerykanscy pisali pierwsze swoje prace, ar-
senal poje¢ metalogicznych byl niezwykle skromny. Metoda aksjomatyczna
(pomijajac geometri¢ Euklidesa) stawiata dopiero pierwsze kroki. ,,Oswojone”
bylo pojecie niesprzecznosci, w tym sensie, ze nie akceptowano pary zdan
wzajem sprzecznych jako mogacych opisywac jakikolwiek istniejacy obiekt.
Niezalezno$¢ zdan wykazywana byla metoda semantyczna, np. przez Pascha
1 Hilberta. Og6lne pojecie izomorfizmu bylo juz znane, w zwiazku z rozwojem
abstrakcyjnej algebry.

Uwazano jednak w dalszym ciagu, ze logika jest jedna, ze ,,nie mozna
wyjs$¢ poza logike”. Taki poglad wyrazat zaréwno Frege, jak i Russell. Zmie-
nito si¢ to dopiero pod koniec drugiej dekady XX wieku. Nastepne dwie de-
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kady to niezwykle intensywny rozwdj refleksji juz nie tylko logicznej, ale
i metalogicznej. Wlasnie wtedy zaczynaja pojawiaé si¢ najwazniejsze pojecia
metalogiczne wraz z propozycjami ich matematycznego ujecia. Gtéwna role
w tym rozwoju przypisa¢ nalezy Tarskiemu, ale réwniez np. Bernays, Carnap,
Hilbert i inni mieli w tej mierze istotnie znaczace dokonania. Te fakty zostaly
juz gruntownie opisane przez wielu autoréw, wigc nie ma potrzeby, aby to
tutaj powtarzac. Trzeba jednak, moim zdaniem, wyrazi¢ uznanie nalezne Ve-
blenowi oraz Huntingtonowi za ich pierwsze préby nadania klarownosci takim
pojeciom jak kategorycznoS$¢ i zupetnosé.
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Rozdzial 2

Matematyczne metafory kognitywistow

2.1. Wstep

Dos¢ obszernie przedstawitem treS¢ Where mathematics comes from (Lakoff
i Nufiez 2000) w Pogonowski 2011. W niniejszym eseju wykorzystam frag-
menty tej publikacji, zamieszczonej w internetowym czasopi§mie lingwistycz-
nym, a wigc zapewne mato znanej czytelnikom zainteresowanym filozofia i ma-
tematyka. W polskiej literaturze filozoficznej dostgpne sa réwniez inne omo-
wienia koncepcji matematyki ucieleSnionej — szczegdlnie polecam np. Hohol
2011 i Brozek i Hohol 2014. Ponizej przypomneg kilka podstawowych zatozen,
pojeé, ustalen i propozycji Lakoffa i Nufieza. Skupig si¢ przede wszystkim na
uwagach krytycznych, przy czym podkresle od razu, ze nie jest moim zamia-
rem calkowite zakwestionowanie omawianych propozycji, chociaz osobiscie
uwazam je za nietrafny obraz matematyki. Postaram si¢ bowiem wskaza¢ na
pewne watpliwosci, z ktérymi — by¢ moze — omawiana koncepcja, po stosow-
nych uzupelnieniach, databy sobie rade. Niewatpliwie jest to koncepcja nowa
i cickawa. Mozna mieé, moim zdaniem, zastrzezenia co do zasiggu jej sto-
sowalnosci — takie zastrzezenia zreszta wysuwa¢ mozna wobec kazdej kon-
cepcji, ktdra rosci sobie prawa do bycia uniwersalna, rozstrzygajaca wszelkie
kwestie dotyczace genezy i uprawiania matematyki. Warto przypomnieé de-
klaracje autoréw, ze ich koncepcja nie jest ani teorig stricte matematyczna,
ani filozoficzna (cho¢ implikuje, ich zdaniem, pewne rozstrzygnigcia filozo-
ficzne). Teoria matematyki uciele$nionej to koncepcja kognitywistyczna, ma
wyjasnia¢ genezg i sposoby uprawiania matematyki w terminach wobec niej
zewngetrznych, kognitywnych wiasnie.

2.2. Matematyka ucielesniona: zalozenia i metody

Program ucielesnionej matematyki sytuuje si¢ w drugiej generacji badan ko-
gnitywistycznych. Pierwsza generacja wigzana jest z badaniami sztucznej in-
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teligencji odwotujacymi si¢ przede wszystkim do funkcjonalizmu komputero-
wego (umyst — program, mézg — hardware, inteligencja — rozwiazywanie pro-
bleméw, myslenie — manipulowanie symbolami). Poczatek drugiej generacji
wiaze si¢ z teorig metafor zaproponowana w Lakoff i Johnson 1980. Wedle tej
teorii, to metafory odpowiedzialne sa za wigkszo$¢ proceséw poznawczych.

Dla uniknigcia ewentualnych nieporozumien, przytoczmy stowa autoréw
dotyczace ich rozumienia tego, czym s3 metafory pojeciowe:

Conceptual metaphor is a cognitive mechanism for allowing us to reason
about one kind of thing as if it were another. [...] It is a grounded,
inference-preserving cross-domain mapping — a neural mechanism that
allows us to use the inferential structure of one conceptual domain (say,
geometry) to reason about another (say, arithmetic). (Lakoff i Nufiez
2000, 6)

Metafory polegaja na swoistym odwzorowaniu: pojecia, zwykle bardziej
konkretne, z jednej dziedziny powiazane sa z tworzonymi, zwykle bardziej
abstrakcyjnymi, pojeciami dziedziny drugiej. Wazny jest przy tym 6w twor-
czy charakter metafor, a takze to, ze sa one odwzorowaniami zachowujacymi
pewne informacje. Zwykle mawia si¢, ze odwzorowania metaforyczne zacho-
wuja pewne wlasnosci poje¢. R6znica migdzy metafora oraz analogia miataby
polega¢ na tym, ze w analogii poréwnujemy istniejace w dwdch dziedzinach
pojecia, a w metaforze pojecia w drugiej dziedzinie sa tworzone. Nadto, cza-
sami mawia si¢, ze analogie zachowuja relacje, a metafory wilasnosci. Moze
jednak trzeba mowic, ze w obu przypadkach zachowywane sa stosowne rela-
cje (wlasnosci traktowac mozna przeciez jako relacje jednoargumentowe).

Autorzy twierdza, ze udato im si¢ pokazaé btedno$¢ mitologii matematycz-
nej (tak — moze nie catkiem literalnie — oddaje ich termin romance of mathe-
matics), wedle ktérej matematyka ma charakter obiektywny, jest jako$ obecna
w Swiecie, jej istnienie jest niezalezne od jakichkolwiek umystéw, a przy tym
matematyka uprawiana przez ludzi pozwala nam odkrywac prawdy o Swiecie.
Ich zdaniem sa to wszystko przesady. Wedle nich, sprawy maja si¢ inaczej,
m.in.:

1. Umyst jest ucieleSniony, a zatem natura naszych ciat, mézgéw oraz co-
dziennego funkcjonowania ksztaltuje ludzkie pojgcia i rozumowania,
w szczegdlnoSci matematyczne.

2. Wigkszo$¢ proceséw mySlowych (w tym tych zwiazanych z matema-
tyka) jest niedostgpna naszej swiadomosci. Nie chodzi tu o nie§wiado-
mo$¢ w sensie Freudowskim, lecz o niedostgpnosé tych proceséw dla
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bezposredniej §wiadome;j introspekcji. Nie mozemy przyjrzec si¢ bez-
posrednio naszym systemom pojeciowym i procesom myS§lowym prze-
biegajacym na niskim poziomie. Wigkszo$¢ myslenia matematycznego
taki ma wiasnie charakter.

3. Abstrakcje ujmujemy w postaci metafor pojeciowych, przenoszac po-
jecia zwigzane z aktywnoS$cia sensoro-motoryczng do innych dziedzin,
w tym dziedzin matematycznych.

Probujac wyjasnia¢ ztozone procesy poznawcze (np. aktywnosci mate-
matyczne) odnosimy si¢ do ustalefi ewolucyjnych dotyczacych zaréwno ga-
tunku ludzkiego, jak i rozwoju mézgu. Z ewolucyjnego punktu widzenia, mézg
nie jest jakim§ urzadzeniem ogdlnego przeznaczenia, lecz powinien by¢ trak-
towany jako stuzacy przetwarzaniu informacji dotyczacej: widzenia, ruchu,
orientacji przestrzennej, wzajemnych oddziatywar interpersonalnych, emocji,
jezyka, potocznych rozumowan. Zaréwno jezyk, jak i system pojeciowy sa sys-
temami, ktérych organizacja zdeterminowana jest przez strukture mézgu, ciata
oraz §wiata zewngtrznego. Ksiazka Lakoffa i Nufieza stara si¢ odpowiedzieé na
pytanie: jakie konkretnie mechanizmy dziatania ludzkiego mézgu oraz umy-
shu pozwalajg ludziom na tworzenie poje¢ matematycznych oraz rozumowania
matematyczne? Ponadto, stara si¢ tez argumentowac za teza, ze ludzka (uciele-
$niona) matematyka jest cala matematyka: nie ma wigc, zdaniem autoréw, racji
bytu matematyka w duchu platoriskim, przekraczajaca ciata i umysty oraz na-
dajaca strukturg kosmosowi. To, czym jest ludzka matematyka, jest empirycz-
nym problemem naukowym, a nie problemem matematycznym ani filozoficz-
nym. Tak wigc, jedynie nauki kognitywne, badajace mézg, umyst oraz wiazace
je zaleznoSci sa w stanie odpowiedzieé, jaka jest istota ludzkiej matematyki.
W konsekwencji, calo§¢ matematyki to ludzka matematyka.

Autorzy wyrdzniaja dwa typy metafor pojeciowych w matematyce:

1. Metafory bazujqce. Dostarczaja podstawowych, bezposrednio ugrunto-
wanych pojec. Dla przyktadu: dodawanie jako grupowanie razem obiek-
tow.

2. Metafory tqczqce. Dostarczajg bardziej abstrakcyjnych pojeé. Dla przy-
ktadu: liczby to punkty na prostej, figury geometryczne to réwnania al-
gebraiczne.

Wyrazanie w jezykach etnicznych réznego rodzaju zaleznoSci stanowi (dla
kognitywistow) podstawe do wyodrebnienia odpowiednich schematow obra-
zowych (image schemas). Przyktadem takiego schematu jest: pojemnik (wraz
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z wnetrzem, brzegiem, zewnetrzem). Schematy zwiazane sg tez z systemami
zalezno$ci aspektowych. Ruch i jego wyrazanie dostarczajg schematu Zrodto—
droga—cel itd.

Tworzymy metafory pojeciowe dokonujac przyporzadkowan z jednej dzie-
dziny w inna — dla przyktadu, w metaforze stany emocjonalne to miejsca
w przestrzeni lub stany fizyczne przyporzadkowujemy emocjom, uczuciom itp.
miejsca lub cechy fizyczne: by¢ w depresji, zywi¢ ciepte uczucia itp. Takich
metafor pojeciowych jest niezliczone mrowie, wiele z nich opisano doktadnie
w Lakoff i Johnson 1980. Kategorie rozumiemy np. jako pojemniki, mitos¢
jako partnerstwo (w cywilizacji Zachodu) itd.

Metafory pojeciowe w matematyce autorzy ilustruja graficznie, w postaci
przyporzadkowania elementom dziedziny wyjsciowej elementéw dziedziny do-
celowe;j. Pierwsza z tych dziedzin ma mie¢ charakter bardziej konkretny, zwia-
zany z naszym obcowaniem ze §wiatem do§wiadczenia potocznego, natomiast
druga ma odpowiadaé tworzonym na podstawie tego przyporzadkowania po-
jeciom matematycznym. Spdjrzmy jak autorzy motywuja metaforg pojeciowa
nazywang przez nich Classes Are Containers (Lakoff, Nunez 2000, 123):

Source domain Target domain

CONTAINER SCHEMAS CLASSES

Interiors of Container schemas —  Classes

Objects in interiors —  Class members

Being an object in an interior —  The membership relation

An interior of one Container — A subclass in a larger class
schema within a larger one

The overlap of the interiors of ~—  The intersection of two classes

two Container schemas

The totality of the interiors of =~ —  The union of two classes
two Container schemas

The exterior of a —  The complement of a class
Container schema

Autorzy twierdza, ze konstrukcja ta reprezentuje nasze naturalne rozumie-
nie zbioréw, poprzez odwotanie si¢ do ograniczonych obszar6w przestrzeni,
w ktérych znajduja si¢ jakie§ obiekty. Mozna mie¢ wiele zastrzezen do tego
twierdzenia. JeSli nawet byloby ono trafne w przypadku niewielkich skoriczo-
nych kolekcji, to nie jest takie w przypadku zbioréw nieskoriczonych. Warto
przypomnieé, ze poczatki teorii zbioréw Cantora wiaza si¢ z rozwazaniem
wtasnie nieskonczonych zbioréw liczb rzeczywistych. Ponadto, nalezy pamig-
taé o zasadniczej réznicy migdzy kolektywnym i dystrybutywnym rozumie-
niem pojecia zbioru. Matematyka wspétczesna wykorzystuje to drugie rozu-
mienie. Dydaktycy matematyki zwracaja uwage na trudnosci, ktére sprawia
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uczacym si¢ odréznienie obu wspomnianych rozumien pojgcia zbioru (zob.
np. Bryll i Sochacki 2009, 267-275).

Ziqcze pojeciowe to kombinacja dwoch réznych struktur poznawczych ra-
zem z ustalonymi odpowiednio$ciami pomigedzy nimi. Jesli te potaczenia sa
metaforyczne, to méwimy o ziqczu metaforycznym. Za przyktad niech stuzy tu
os liczbowa, ktéra korzysta z metafory liczby to punkty na prostej.

Poszczegdlne rozdziaty ksiazki przedstawiaja rézne rodzaje metafor wyko-
rzystywanych w tworzeniu poje¢ matematycznych. W przypadku arytmetyki
sa to np. metafory: grupowania obiektow, konstruowania obiektow, odcinka
pomiarowego, ruchu wzdtuz drogi.

W ksigzce podkresla si¢ — po§wiadczone eksperymentalnie — istnienie pew-
nych elementarnych zdolnosci arytmetycznych u noworodkéw. Krétko dysku-
tuje si¢ role wybranych struktur w mézgu, zwiazanych z takimi umiejgtno-
Sciami.

Zaréwno w przypadku arytmetyki, jak i innych dziatéw matematyki auto-
rzy staraja si¢ ukaza¢ mechanizmy metaforycznego tworzenia (i rozumienia)
pojeé, proponujac stosowne dziedziny oraz zasady transferu wtasnosci z jednej
dziedziny do drugiej. Niezwykle wazna jest BMI, podstawowa metafora nie-
skoniczonosci (Basic Metaphor of Infinity). Punktem wyjScia jest rozumienie
procesow jako ruchow, przy czym procesy ciagle, bez wyraZznego ich zakon-
czenia, ujmowane sa jako (dyskretne) procesy powtarzalne. Uzasadnienia dla
takich metafor znajduja kognitywisci m.in. w systemach aspektowych jezykéw
etnicznych. Autorzy pisza:

Why is this metaphor important for infinity? The reason is that we com-
monly apply it to infinitely continuous processes. Continuous processes
without end — infinite continuous processes — are conceptualized via this
metaphor as if they were infinite iterative processes, processes that ite-
rate without end but in which each iteration has an endpoint and a result.
For example, consider infinitely continuous motion, which has no inter-
mediate endpoints and no intermediate locations where the motion stops.
Such infinitely continuous motion can be conceptualized metaphorically
as iterated motion with intermediate endings to motion and intermediate
locations — but with infinitely many iterations.

This metaphor is used in the conceptualization of mathematics to break
down continuous processes into infinitely iterating step-by-step proces-
ses, in which each step is discrete and minimal. For example, the indefi-
nitely continuous process of reaching a limit is typically conceptualized
via this metaphor as an infinite sequence of well-defined steps. (Lakoff
i Nuiez 2000: 157)
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Tak wigc, zdaniem autoréw, wprowadzanie wszelakich obiektow infinitar-
nych, granicznych jest motywowane metafora, ktéra kaze ,,uzupetni¢” powta-
rzalny proces, z nieokreslong liczba owych powtdrzen, przez ostateczny wynik
takiego procesu. Ten ostateczny wynik to nowy obiekt, majacy cechy nieskon-
czonoSci aktualne;j.

Typowym przyktadem zastosowania BMI jest nastgpujaca metafora po-
znawcza, nazywana przez autoréow The Set of All Natural Numbers (Lakoff
i Nanez 2000, 174):

Target Domain
ITERATIVE PROCESSES
THAT GO ON AND ON

Special Case
THE SET OF
NATURAL NUMBERS

The beginning state (0)

State (1) resulting from the

initial stage of the process

The process: From a prior
intermediate state (n — 1), produce
the next state (n).

The intermediate result after

that iteration of the process

(the relation between n and n — 1)
“The final resultant state”
(actual infinity “c0”)

Entailment E: The final resultant
state (“c0”) is unique and follows
every nonfinal state.

The natural number frame, with
a set of existing numbers and a
successor operation that adds

1 to the last number and forms
a new set

The empty set, the set of natural
numbers smaller than 1

Given S,,_1, the set of natural
numbers smaller than n — 1,
form S,y U{n—1} = S,.
At state n, we have S,,, the set of
natural numbers smaller than n.

Ssos the set of all natural numbers
smaller than co — that is, the set of
all natural numbers (which does
not include co as a number)
Entailment E: The set of all
natural numbers is unique and
includes every natural number
(no more, no less).

Autorzy twierdza, ze ta metafora petni taka sama rolg, jak przyjmowany
w teorii mnogosci aksjomat nieskoficzonoSci. Uwazam, ze jest to do$¢ bata-
mutne stwierdzenie. Aksjomat nieskoriczonosci w teorii mnogosci glosi, ze
istnieje co najmniej jeden zbidr nieskonczony, co wyraza si¢ przez postulowa-
nie istnienia zbioru, ktdry zawiera () jako swéj element i wraz z kazdym ele-
mentem x zawiera tez element x U {x} (zbiory spetniajace te warunki nazywa
si¢ induktywnymi). Poniewaz przekréj zbioréw induktywnych jest zbiorem
induktywnym, wigc jesli istnieje co najmniej jeden taki zbidr, to istnieje tez
najmniejszy (wzgledem inkluzji) zbiér induktywny. Jest to zbiér wszystkich
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skoniczonych liczb porzadkowych. Stanowi on teorio-mnogosciowa reprezen-
tacje ogoétu standardowych liczb naturalnych. Model arytmetyki, ktérego uni-
wersum stanowig te liczby, jest wyznaczony jednoznacznie, z doktadno$cia
do izomorfizmu, ale na gruncie logiki drugiego rzgdu, w logice pierwszego
rzgdu nie ma on takiej jednoznacznej charakterystyki. W przywotanej wyzej
metaforze pojeciowej kwestia istnienia i jednoznacznos$ci zbioru wszystkich
standardowych liczb naturalnych jest rozstrzygana dogmatycznie — po prostu
stwierdza sig, ze tak jest. To jedna z waznych réznic migdzy stosowang przez
autoré6w podstawowa metafora nieskoniczonosci a rzeczywistym postgpowa-
niem matematykow, ktérzy zobowiazani sa do przedstawiania dowoddow ist-
nienia oraz jednoznaczno$ci wprowadzanych obiektdw. Trudno sobie zreszta
wyobrazi¢, czemu w plaszczyznie dowodzenia miatyby odpowiada¢ dywaga-
cje odwotujace si¢ do tworzenia metafor pojeciowych.

BMI odnajdujemy, wedle autoréw, we wszelkich sytuacjach, gdy dokonu-
jemy w matematyce jakiego$ przejscia do granicy, zastosowania jakiej$ zasady
domknigcia, a takze gdy korzystamy z zasady indukcji matematycznej:

We hypothesize that all cases of actual infinity — infinite sets, points at
infinity, limits of infinite series, infinite intersections, least upper bounds
— are special cases of a single general conceptual metaphor in which pro-
cesses that go on indefinitely are conceptualized as having an end and
an ultimate result. We call this metaphor the Basic Metaphor of Infinity,
or the BMI for short. The target domain of the BMI is the domain of
processes without end — that is, what linguists call imperfective proces-
ses. The effect of the BMI is to add a metaphorical completion to the
ongoing process so that it is seen as having a result — an infinite thing.
(Lakoff i Nufiez 2000: 158)

2.3. Matematyka ucieleSniona: propozycje

2.3.1. Zamierzenia autorow

Autorzy uwazaja za falszywe nastgpujace przekonania dotyczace poznania
matematycznego, a wyrazane czgsto przez samych matematykow:

1. Matematyka jest rzeczywista, cho¢ jest abstrakcyjna i odcielesniona.

2. Matematyka istnieje obiektywnie, dostarczajac struktury dla catego uni-
wersum, a takze wszelkich innych mozliwych uniwerséw. To istnienie
jest niezalezne od istnienia ludzi lub w ogdle jakichkolwiek istot, prze-
kracza je.
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3. Ludzka matematyka jest jedynie czgscig abstrakcyjnej, transcendental-
nej matematyki. Tak wigc, dowody matematyczne pozwalaja nam od-
krywa¢ transcendentalne prawdy o uniwersum.

4. Matematyka jest czgScia Swiata fizycznego i dostarcza mu racjonalnej
struktury. Istnieja, dla przyktadu: ciagi Fibonacciego w kwiatach, spirale
logarytmiczne w skorupach slimakéw, fraktale w zarysach gor, parabole
w rzutach oraz liczba m w sferycznych ksztattach planet, gwiazd oraz
baniek mydlanych.

5. Matematyka charakteryzuje nawet logike, a zatem takze strukturg rozu-
mowania, przy tym dowolng posta¢ rozumowania, dowolnych istot.

6. Uczenie si¢ matematyki to zatem uczenie si¢ jgezyka natury, sposobu
mySlenia, ktéry musi by¢ wspdlny dla wszelkich wysoce inteligentnych
istot wszedzie w kosmosie.

7. Poniewaz matematyka jest odcieleSniona, a rozum jest postacia logiki
matematycznej, sam rozum jest odcielesSniony. Wynika z tego, wedle au-
toréw, ze maszyny moga myslec.

Argumenty autoréw przeciw trafnosci powyzszych przekonan wskazuja
przede wszystkim na metaforyczna, ich zdaniem, natur¢ poje¢ matematycz-
nych. Odnosi si¢ to do podstawowej metafory matematycznej, z jaka zwiazane
jest rozumienie pojecia nieskorficzonos$ci w matematyce, przejawia si¢ owa me-
taforycznos$¢ takze we wszelkich dziedzinach i na wszelkich poziomach upra-
wiania matematyki. Dla przyktadu, wedle autoréw:

1. Liczby sa metaforycznie przedstawiane jako punkty na osi liczbowe;.

2. W algebrze Boole’a zbioréw tworzenie obiektéw jest ujmowane meta-
forycznie w terminach operacji algebraicznych.

3. W logice matematycznej rozumowania s3 metaforycznie przedstawiane
jako rachunki na symbolach.

4. W przypadku funkcji trygonometrycznych katy sa metaforycznie przed-
stawiane jako liczby.

5. Mnozenie liczb zespolonych przedstawiane jest metaforycznie na ptasz-
czyZnie zespolonej w terminach obrotéw.
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Wyniki badar nauk kognitywnych sktaniaja do tezy, ze m6zg nie jest wcale
,»urzadzeniem catkiem ogdlnego przeznaczenia” (general-purpose device). Stu-
zy on przetwarzaniu informacji dotyczacej: widzenia, ruchu, orientacji prze-
strzennej, wzajemnych oddzialywar interpersonalnych, emocji, jezyka, po-
tocznych rozumowan. Jezyk i czlowiecze pojgcia nie sa losowe i dowolne —
sa wysoce zorganizowane i wielce ograniczone, a to ze wzglgdu na ogranicze-
nia i strukturg mézgu, ciata oraz §wiata zewngtrznego. W odniesieniu do same;j
matematyki powyzsze ustalenia kaza zada¢ m.in. nastgpujace pytania:

1. Jakie konkretnie mechanizmy dziatania ludzkiego mézgu oraz umystu
pozwalaja ludziom na tworzenie poje¢ matematycznych oraz rozumo-
wania matematyczne?

2. Czy matematyka ugruntowana na mdézgu i umysle jest calg istniejaca
matematyka? Czy tez racj¢ bytu ma matematyka w duchu platoriskim,
przekraczajaca ciata i umysty oraz nadajaca strukturg kosmosowi (temu
oraz wszystkim mozliwym)?

Ksigzka stara si¢ odpowiedzie¢ gtéwnie na pierwsze z tych pytan, przy
czym nie jest to — bo by¢ nie moze — odpowiedZ udzielana wewnatrz matema-
tyki. Terenem, na ktérym tych odpowiedzi si¢ udziela, sa nauki kognitywne.

Natomiast pytanie drugie to jedno z podstawowych pytafi filozofii mate-
matyki. OdpowiedZ proponowana przez autorow jest taka oto:

1. Twierdzenia dowodzone przez ludzi pozostaja w dziedzinie ludzkiego
systemu pojeé matematycznych.

2. Cata wiedza matematyczna, ktéra mamy lub mozemy uzyska¢, to wie-
dza wewnatrz ludzkiej matematyki.

3. Nie ma zadnego sposobu, aby przekonal sig¢, czy twierdzenia dowo-
dzone w ludzkiej matematyce majq jakakolwiek prawdziwosé obiek-
tywna, zewngtrzng wobec istot ludzkich lub innych.

Na pierwszy rzut oka sformutowania te moga sprawia¢ wrazenie nieco tau-
tologicznych. Autorzy staraja si¢ jednak podawac bardziej rozbudowane argu-
menty za ich traftnoscia, np.:

1. Problem istnienia matematyki rozumianej po platoisku nie moze by¢
rozwazany na drodze naukowej. Byty Platoniskie nie moga by¢ percy-
powane przez ciato, mdzg, umyst. Nauka nie moze dowie$¢ ani obalié
twierdzenia o istnieniu bytéw Platoriskich, podobnie jak w przypadku
istnienia lub nieistnienia Boga.
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2. Rozumienie matematyki przez ludzi polega¢ moze jedynie na ujgciu jej
w terminach dostepnych mézgowi oraz umystowi.

3. To, czym jest ludzka matematyka, jest empirycznym problemem nauko-
wym, a nie problemem matematycznym ani filozoficznym. Tak wiec,
jedynie nauki kognitywne, badajace mézg, umyst oraz wiazace je za-
leznoSci sa w stanie odpowiedzied, jaka jest istota ludzkiej matematyki.
W konsekwencji, cato§¢ matematyki to ludzka matematyka.

4. Gdyby jednak uwazaé pytanie o istot¢ matematyki nie za pytanie na-
ukowe lecz filozoficzne (albo i nawet religijne), to np. istnienie rze-
komego Platoriskiego §wiata matematyki oraz obiektywnos¢ jej prawd
uzasadniane bylyby na drodze, ktéra obecnie nie moze zosta¢ uznana za
naukowa.

2.3.2. Arytmetyka

Umiejetnosci matematyczne — cho¢ oczywiscie w skromnym zakresie — po-
Swiadczane sa eksperymentalnie u ludzkich noworodkéw. Sprytnie przeprowa-
dzane doswiadczenia uwzgledniajace czas (a wigc takze intensywno$¢) uwagi
zwracanej przez noworodki na manipulacje niewielkimi liczbami przedmio-
tow pozwalaja postawic teze, ze dla takich minimalnych dziedzin, liczacych
do okoto czterech elementéw, noworodki sa w stanie zdawaé sobie sprawg
z dzialan dodawania oraz odejmowania.

Niezaleznie od kultury oraz wyksztatcenia, wszyscy ludzie dysponuja zdol-
nos$cia bezrefleksyjnego, natychmiastowego ustalenia, z jaka niewielka liczba
obiektéw maja do czynienia — ogranicza si¢ to do co najwyzej (mniej wigcej)
czterech obiektéw. Przy wigkszej liczbie obiektéw wymagana jest juz pewna
refleksja, dziatania polegajace na porzadkowaniu i liczeniu. Te¢ uniwersalng
bezrefleksyjna umiejetnos¢ autorzy nazywaja subitizing. Podkresli¢ nalezy, ze
nie mOéwi si¢ tu o manipulacjach na symbolach, lecz jedynie na samych obiek-
tach. Odnosi si¢ ona nie tylko do wzroku, ale takze np. do wrazefi stuchowych.
Podobne umiejetnosci arytmetyczne obserwuje si¢ rowniez u Braci Mniej-
szych, nie tylko naczelnych.

Poswiadcza si¢ eksperymentalnie, ze uszkodzenia w obrgbie zakretu kqto-
wego (angular gyrus) (znajdujacego si¢ w dolnej korze ciemieniowej (inferior
parietal cortex)) wiaza si¢ z utratg zdolnosci arytmetycznych. Nalezy zwrécié
uwage, ze zakret katowy jest anatomicznie potozony w rejonie, gdzie znajduja
si¢ powigzania neuronéw zwiazanych ze wzrokiem, stuchem oraz dotykiem.

W przypadku arytmetyki autorzy omawiaja gléwnie metafory bazujace.
W metaforze ujmujacej arytmetyke jako grupowanie obiektow dokonuja przy-
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porzadkowania kolekcjom obiektow, relacjom migdzy nimi, operacjom na nich
odpowiednio: liczb, relacji i operacji arytmetycznych. Uzyskuja w ten sposéb
rOéwniez ugruntowanie pewnych elementarnych praw arytmetycznych.

Inna metafora to arytmetyka jako konstruowanie obiektéw. Operacje na
czgdciach obiektéw przetwarzane sg na operacje arytmetyczne. Trzecia z kolei
metafora to metafora odcinka pomiarowego — jego uzycia w odniesieniu do
obiektéw fizycznych transponowane sg na odpowiednie operacje na liczbach.
Wreszcie, wspomina si¢ o czwartej podstawowej metaforze: arytmetyka jako
ruch wzdtuz drogi. Takze tutaj obiekty fizyczne i relacje migdzy nimi transpo-
nowane sg na liczby i faczace je relacje.

Wspomniane wyzej cztery metafory odpowiedzialne sa, zdaniem autoréw,
za traktowanie liczb jako rzeczy w swiecie. To z kolei ma m.in. i t¢ konsekwen-
cje, ze metaforycznie ugruntowane zostaja rézne zasady domknigcia w arytme-
tyce: skoro operowanie na obiektach fizycznych pewnego rodzaju daje obiekty
tego samego rodzaju, to pewne operacje w ustalonym systemie liczbowym nie
wyprowadzaja poza ten system.

Wreszcie, podkresla sig, ze rachunki dokonywane sa na symbolach, a nie
na samych liczbach. Tak wigc, rachunki wykonywaé mozna nawet catkowicie
bezmyslnie, o ile tylko zna si¢ odpowiednie algorytmy rachowania.

2.3.3. Algebra, logika, zbiory

Autorzy twierdza, ze potaczenie ustalen historycznych z wynikami badan ko-
gnitywnych pozwala lepiej rozumie¢ obowiazujace w matematyce standardy,
a wigc przede wszystkim standard gruntowania poszczegdlnych teorii mate-
matycznych na bazie aksjomatycznej. Standard ten — ujawniony po raz pierw-
szy w aksjomatycznym systemie geometrii Euklidesa — mialby si¢ wywodzié
z dazenia Grekéw do charakterystyki istoty (essence) zjawisk, z poszukiwa-
nia og6lnych zasad, rzadzacych §wiatem, z ktérych datoby si¢ wyprowadzié
wszelkie ustalenia na temat §wiata.

Jako wyraziste przykiady postugiwania si¢ pojeciem istory w matema-
tyce autorzy podaja rozwazania algebraiczne. Abstrakcyjne struktury algebra-
iczne posiadaja wielorakie — chciatoby si¢ rzec bardziej konkretne — realizacje.
Dla przyktadu, struktura tréjelementowej przemiennej grupy addytywnej wi-
doczna jest w konkretnych strukturach arytmetycznych (dodawanie modulo 3),
geometrycznych (stosowna grupa obrotéw), badzZ jeszcze innych. To, zdaniem
autoréw, kolejna wazna metafora matematyki: istota systemu matematycznego
to jego struktura algebraiczna.

Logikom XIX wieku (De Morgan, Boole) autorzy przypisuja postugiwanie
si¢ metafora: klasy to pojemniki, a nastgpnie wykorzystaniem tego, ze liczby
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(oraz pewne prawa arytmetyczne) daja si¢ przeksztalci¢ (metaforycznie) na
klasy (oraz pewne operacje na nich). Dalej, metafora Boole’a miataby pole-
gaé na przeniesieniu zaleznos$ci algebraicznych na zaleznosci w elementarnym
rachunku klas (zbioréw), a przyporzadkowanie klasom stanéw Swiata sadoéw
(w ktérych sady owe sa prawdziwe) miataby pozwala¢ na wyksztalcenie ra-
chunku zdan. Pewne proste prawa rachunku zdai znajduja przy tym swoje
odzwierciedlenie w zasadach dotyczacych operowaniem pojemnikami (prawa:
wyltaczonego srodka, modus ponens, modus tollens, sylogizmu hipotetycznego).

Uwagi dotyczace teorii mnogosci sg raczej skromne. Autorzy wskazuja
m.in. na:

1. metafore (pochodzacg od von Neumanna) traktowania liczb naturalnych
jako zbioréw;

2. metafor¢ Cantora, pozwalajaca — w terminach relacji réwnolicznosci —
poréwnywac moce zbioréw;

3. interpretacje zbioréw jako graféw, z rozréznieniem zbioréw spetniaja-
cych badz7 nie aksjomat ufundowania.

Autorzy nie uwzgledniaja waznego aksjomatu teorii Zermela-Fraenkla,
a mianowicie aksjomatu zastepowania. Jak wiadomo, bez tego aksjomatu nie
mozna wykona¢ wielu podstawowych operacji w teorii mnogosci. W pewnym
sensie, aksjomat zastgpowania jest rtowniez swoistym aksjomatem nieskonczo-
nosci. Wykorzystywany jest w definicjach przez indukcje pozaskoriczong. Nie
potrafi¢ wskazaé powodu, dla ktérego autorzy go pomingli. Skoro wszelkie
konstrukcje w teorii zbioréw miatyby by¢ ugruntowane na podstawie metafor,
to mozna zastanawia¢ si¢ nad zbudowaniem stosownej metafory poznawczej,
oddajacej sens tego aksjomatu; w uproszczeniu chodzi przeciez o to, ze obraz
zbioru wzgledem funkcji takze jest zbiorem. Wybieranie przez autoréw tylko
niektérych aksjomatéw i konstrukcji dla reprezentowania ich w postaci meta-
for poznawczych §wiadczy poniekad o tym, Ze rozwazane podejscie jest troche
ad hoc.

2.3.4. Liczby rzeczywiste i granice

Podstawowa metaforg nieskoriczonosci BMI wykorzystuja autorzy w wielu
przypadkach szczegblnych, m.in.:

1. nieskonczone rozwiniecia dziesietne,

2. granice ciagéw nieskoniczonych,
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3. szeregi nieskonczone (oraz ich sumy),
4. granice funkcji,
5. kresy gérne i dolne,

6. przekroje nieskoriczonych rodzin przedziatéw zstgpujacych.

W istocie sg to wszystko — moim zdaniem — préby wskazania na obec-
no$¢ pewnych prawidtowosci w procesie tworzenia poje¢ matematycznych,
gdy chcemy (lub musimy) wprowadza¢ nowe obiekty, ktére nie powstaja po-
przez skonczony jedynie ciag operacji. Autorzy twierdza, ze liczby rzeczy-
wiste tworzone sa — réznymi sposobami — z wykorzystaniem BMI. Wzajem-
nie jednoznaczne odpowiednio$ci pomigdzy wytworzonymi owymi réznymi
sposobami obiektami pozwalaja matematykom — wedle opinii autoréw — na
moéwienie o jednej strukturze: the real numbers. W konkluzji rozdziatu dodaja
jednak, ze wlasciwie nie jest wcale oczywiste, iz liczby rzeczywiste musialyby
by¢ tworzone z uzyciem tej lub innej wersji BMI.

2.3.5. Liczby pozaskonczone

Uwagi tego rozdziatu sa doS¢ skromne. Przypomina si¢ metode przekatniowa
Cantora. Przywotuje si¢ nieco propedeutycznych uwag na temat liczb porzad-
kowych i kardynalnych. Czytelnik nieobeznany z teoria mnogosci moze od-
nie$¢ wrazenie, ze kolejne moce nieskoiczone definiowane sa w niej tylko
poprzez konstrukcje: zbioru potggowego oraz sumy rodziny zbioréw. W isto-
cie jest jednak inaczej: skala alefow wprowadzana jest na innej drodze (z wy-
korzystaniem przyporzadkowania Hartogsa). Liczby kardynalne sa poczaqtko-
wymi liczbami porzadkowymi. Odpowiednio$¢ miedzy skalg aleféw a skala
mocy zbiorow tworzonych kolejno z jakiego$ zbioru nieskonczonego (ktérego
istnienie gwarantuje aksjomat nieskoriczono$ci) poprzez iterowanie operacji
brania zbioru potggowego (kroki nastgpnikowe) oraz operacji brania sumy
(kroki graniczne) nie jest, jak wiadomo, ustanowiona przez aksjomatyczna teo-
rig mnogosci Zermela-Fraenkla: uogdlniona hipoteza kontinuum, ktéra gtosi,
ze te dwie skale si¢ pokrywaja, jest od aksjomatdw tej teorii niezalezna.

Wydaje sig, ze to nie tylko BMI dostarcza ,,mechanizmu” dla tworzenia
Cantorowskiej skali nieskonczonosci. Sadzg, ze warto bytoby w tym kontek-
Scie wspomnie¢ o innej jeszcze idei, uwazanej za podstawowa w Cantorow-
skiej teorii mnogosci, a mianowicie idei ufundowania. To jednak temat na
osobna dyskus;je.
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2.3.6. WielkoS$ci nieskonczenie matle

Autorzy pisza, ze nieskoriczenie mate, wprowadzone do rachunku rézniczko-
wego i catkowego staly si¢ bardziej znane dzigki staraniom Leibniza. Twier-
dza, ze zaré6wno Newton, jak i Leibniz stosowali metaforg: zmiana chwilowa to
zmiana Srednia wzgledem nieskoriczenie matego przedziatu. Metafora ta wy-
maga jeszcze — aby wykonalne byly rachunki — jakiej$ arytmetyzacji owego
pojecia nieskoriczenie maty. Tu Newton i Leibniz si¢ r6znia. Pochodna funk-
cji dla danego argumentu liczbowego u Newtona to wspétczynnik kierunkowy
stycznej do wykresu funkcji w punkcie, ktérego odcigtej przyporzadkowano
owa wartos$¢ liczbowa. Z kolei sama styczna jest granicznym potoZeniem siecz-
nej. Brane pod uwage odcinki siecznej, gdy przyrost argumentu Ax stawat sig
dowolnie maty, miaty jednak zawsze okreslong dtugo$¢ — mozna byto im przy-
porzadkowaé pewna liczbe. Réznica dtugosci odcinka siecznej do dtugosci od-
powiedniego odcinka stycznej byla zatem takze zawsze okres§lona liczbowo.
Przy dowolnie matym przyroScie argumentu réznica ta wyrazala si¢ arytme-
tyczng funkcja argumentu Ax. Jesli warto$¢ tej funkcji stawata si¢ dowolnie
mata, to mozna ja byto ignorowaé i w ten sposéb rachunek na dlugosciach
siecznych mogt stuzyé za wystarczajaco dobre przyblizenie, wyznaczajace
styczna. U Newtona mamy wigc przejScie graniczne w odniesieniu do obiek-
tow geometrycznych.

Inaczej u Leibniza — wprowadza on nieskoriczenie male jako wielkosci
czysto arytmetyczne, jako samoistnie istniejace obiekty matematyczne. Gdy
odcinki siecznych u Newtona maja dtugosci, bedace liczbami rzeczywistymi,
to dlugosci owe u Leibniza wyrazone sa liczbami nieskoiiczenie matymi. Geo-
metryczne ujecie Newtona zyskato solidny grunt arytmetyczny dopiero w wie-
ku XIX, z chwila arytmetyzacji analizy. W analizie matematycznej uprawianej
wedle standardu ustanowionego przez Weierstrassa nie byto miejsca na nie-
skoiczenie mate Leibniza. Na ich precyzyjny opis matematyczny poczekac
musieliSmy do prac Abrahama Robinsona z potowy wieku XX, ustanawiaja-
cych podstawy analizy niestandardowej. W opisie tym wykorzystuje si¢ kon-
strukcje ultraproduktu. Liczby hiperrzeczywiste otrzymujemy jako ultrapro-
dukt RY /U, gdzie R jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych, N zbiorem
wszystkich liczb naturalnych, a U ultrafiltrem niegtéwnym w rodzinie p(N)
wszystkich podzbioréw zbioru N. To znana konstrukcja, pochodzaca w og6l-
nosci od Losia. W pewnym sensie antycypowat ja tez Skolem, budujac swéj
niestandardowy model arytmetyki.

Autorzy nie przedstawiaja szczeg6towo tej konstrukcji. Trudno czynié im
z tego powodu zarzuty, gdyz precyzyjny opis konstrukcji ultraproduktu wy-
maga wprowadzenia szeregu poje¢ dodatkowych. Ciekawym wyzwaniem mo-
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glaby by¢ préba ujecia tego typu rozumowan w ramach podejScia propagowa-
nego w ksiazce. Trzeba byloby w tym celu znalez¢é odpowiednie metafory dla
konstrukcji, oddajacych ideg¢ rownosci prawie wszedzie. Takie konstrukcje wy-
stepuja powszechnie w matematyce — nie tylko we wspomnianym przypadku
ultraproduktéw, ale réwniez np. w teorii miary, w analizie funkcjonalnej, teorii
prawdopodobienistwa itd.

Zamiast tego, autorzy staraja si¢ w popularny sposob przedstawié cos, co
nazywaja liczbami ziarnistymi (granular numbers). Ma to zapewne oswoié
czytelnika z intuicjami zwigzanymi z wprowadzaniem wielkosci (liczb) nie-
skoriczenie matych. Po uwagach dotyczacych twierdzenia o zwartosci (w wer-
sji semantycznej) autorzy staraja si¢ je wykorzystaé dla intuicyjnego wprowa-
dzenia pierwszej liczby nieskoriczenie matej §, odwotujac si¢ przy tym, rzecz
jasna, do swojej ulubionej BMI, podstawowej metafory nieskoiczonosci (za-
ktada si¢ tez, iz spetnione sa aksjomaty dla liczb rzeczywistych):

1. Niech z begdzie dodatnia i mniejsza od 1.
2. Niech z bedzie dodatnia i mniejsza od %
3. Niech z bedzie dodatnia i mniejsza od %

Niech x bedzie dodatnia i mniejsza od i.

AN U

W kroku granicznym, niech § bgdzie liczba spetniajaca wszystkie po-
wyzsze warunki. Liczba taka istnieje, na mocy twierdzenia o zwartosci,
bo dla kazdego skoniczonego uktadu powyzszych formut istnieje liczba
czyniaca zado$¢ wszystkim warunkom wyrazonym w formutach tego
uktadu.

Nastepnie oswajani zostajemy z H, liczba nieskoriczenie duzq, okreS§lona
jako %. Potem otrzymujemy nieskoriczenie mate i nieskonczenie duze roznych
rzedow, poprzez operacje arytmetyczne (w szczegdlnosci, potggowanie). Au-
torzy dodaja explicite, ze owe nieskoniczenie mate oraz nieskoniczenie wielkie
liczby odnajdujemy w innym, réznym od standardowego, modelu teorii liczb
rzeczywistych (oraz calego nieskoniczonego uktadu powyzej wyliczonych for-
mut).

2.3.7. Punkty i kontinuum

Autorzy zwracaja uwage na dwa sposoby pojeciowego ujmowania przestrzeni
w matematyce. Pierwsze z nich wiaza z naturalnym pojmowaniem przestrzeni,
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takim, jakie prawdopodobnie akceptujemy wszyscy w doswiadczeniu potocz-
nym. Tu przestrzen jawi si¢ jako absolutnie ciagta (podobnie ptaszczyzna). Nie
sktada si¢ ona z zadnych obiektow, a raczej jest jakby tlem, na ktérym obiekty
sa umieszczane. Linie proste oraz krzywe sa absolutnie ciagte, jak drogi prze-
biegane przez poruszajacy si¢ punkt. Wreszcie, punkty same nie sg obiektami,
a jedynie lokalizacjami: w przestrzeni, na ptaszczyZnie, na prostej. Z prostymi,
ptaszczyznami i przestrzenig wiazemy intuicyjne pojecie wymiaru.

To ,,naturalne” rozumienie przestrzeni zaczyna si¢ zmieniaé, pisza auto-
rzy, w miar¢ oswajania metafory: liczby to punkty na prostej (a uktady liczb
odpowiadaja punktom na plaszczyZnie i w przestrzeni). Rozwija si¢ t¢ meta-
forg w poczatkach geometrii analitycznej oraz rachunku rézniczkowego. We
wspélczesnej matematyce autorzy zauwazaja intensywny rozwoj programu jej
dyskretyzacji, rozpoczgtego w wieku XIX, do realizacji ktérego przyczynity
sig:

1. Program arytmetyzacji analizy, ktéry miat na celu m.in. wyeliminowa-
nie ,,naturalnego” rozumienia pojgcia przestrzeni ciaglej i zastapienie go
reprezentacja arytmetyczna.

2. Program formalizacji, ktéry zmierzat do ujecia matematyki jako mani-
pulacji dyskretnymi symbolami.

3. Logika symboliczna, ktéra miata reprezentowaé rozumowania na drodze
dyskretnej, z wykorzystaniem dyskretnych symboli.

4. Logicyzm, ktéry zamierzal zredukowa¢ matematyke do logiki symbo-
licznej oraz teorii mnogosci.

5. Topologia ogdlna, ktéra proponowala zastapienie wspomnianego ,,natu-
ralnego” rozumienia pojecia ciaglej przestrzeni przez rozumienie oparte
na pojeciach teorii mnogosci.

Wspblczesnie przestrzefi (ptaszczyzna, prosta) pojmowana jest wigc jako
zbior, ktérego elementami sa punkty. RozmyS§lajac nad ewolucja rozumienia
pojecia przestrzeni trzeba pamigtaé, ze — powiedzmy — dwiescie lat temu ro-
zumienie to byto inne, bylo wlasnie owym ,,naturalnym” rozumieniem. Od
XIX wieku w matematyce rozwaza si¢ jednak wiele réznorodnych przestrzeni
— nie mamy przy tym na mySli jedynie wilaczenia do tych rozwazafi geome-
trii nieeuklidesowych. Wazne uog6lnienia podat Riemann — prowadza one do
pojecia rozmaitosci. Topologia ogélna wypracowala catkiem ogdlne pojecie
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przestrzeni, ktérej bardzo szczegdlnym przypadkiem jest znana ze szkoty prze-
strzefi kartezjafiska. Dysponujemy ogdélnymi pojeciami: metryki i normy, tu-
taj rébwniez np. znana ze szkoty metryka wyznaczona przez miar¢ odcinka
(przez warto$¢ bezwzgledna) jest tylko szczegdlnym przypadkiem. Rozwa-
zamy przestrzenie, ktorych elementami moga by¢ dos¢ skomplikowane twory
matematyczne, poczynajac, powiedzmy, od funkcji. Analiza funkcjonalna do-
starcza §rodkéw do badania przestrzeni funkcyjnych oraz operatoréw okre-
Slonych na takich przestrzeniach. Trudno obecnie wyobrazi¢ sobie inny niz
teorio-mnogos$ciowy (lub teorio-kategoryjny) paradygmat, w ktérym jednoli-
cie daloby si¢ opisac tak réznorodne przestrzenie.

Autorzy staraja si¢ eksplikowaé rozumienie pojecia punktu przy uzyciu
BMI, podstawowej metafory nieskoriczonosci — np. w zastosowaniu do zstg-
pujacego ciagu dyskéw o coraz mniejszych Srednicach. Przywotuja w tym kon-
tekscie ewentualno$¢ uwzglednienia dyskéw o Srednicach bgdacych liczbami
nieskoficzenie matymi. Wskazuja na pewne trudnos$ci, ktére moga pojawiaé
si¢, gdy pytamy np., co mialoby znaczy¢, ze punkty si¢ stykajq. Przyznam, ze
nie widze¢ powodu, dla ktérego nalezatoby uznaé, ze pojecie stykania si¢ mia-
toby odnosi¢ si¢ do punktéw. Nie wydaje si¢ roztropne zadanie, aby wszystko,
co daje si¢ wyrazi¢ w jezyku potocznym i w odniesieniu do do§wiadczenia
potocznego musialo mie¢ doktadny formalny odpowiednik w jezyku matema-
tyki, w ktérym méwimy o takich abstrakcyjnych obiektach jak punkty.

Nie kryjac swoich emocji, autorzy z naciskiem podkreslaja istotne réznice
pomigdzy ,.naturalnym” rozumieniem ciaglej przestrzeni a rozumieniem od-
wotujacym si¢ do programu dyskretyzacji, w ktérym przestrzeni jest zbiorem,
a jego elementami sa punkty. Przywotuja w tym miejscu m.in. znane przyktady
,funkcji wypetniajacych przestrze” (doktadniej: kwadrat jednostkowy), ktére
przy rozumieniu ,,naturalnym” wcale, wedle ich sformutowania, takiej wita-
snosci wypelniania nie maja. Warto zauwazy¢, ze tej ostatniej deklaracji nie
mozna poddaé ocenie prawdziwosciowej, gdyz nie wiadomo, jak ja udowod-
ni¢ badz odrzucicé.

W zakoniczeniu tego rozdziatu autorzy formutuja nastgpujaca opini¢ doty-
czaca mechanizmu rozwoju matematyki, w odniesieniu do badafi kontinuum
arytmetycznego:

The passion for closure pushed the mathematical community to find all
the linearly ordered numbers that could be solutions to polynomial equ-
ations — that is, the system of all linear numbers closed under the opera-
tions of addition and multiplication, including all the limits of sequences
of such numbers.

The principle of closure then had another effect. It tended to keep the
mathematical community from looking further at ordered number sys-
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tems that were not required for closure — systems such as hyperreals.
Though infinitesimals were used successfully in mathematics for hun-
dreds of years, the drive for closure of a linear number system led ma-
thematicians to stop with the reals. Closure took precedence over inve-
stigating the infinitesimals.

Achieving closure for the real numbers meant “completing” the integers
and the rationals. Since numbers were seen as points on the line, that
meant “completing” the line — the entire “continuum”, finding a “real”
number for every possible point. The cardinality of the real numbers —
the numerical “size” as measured by Cantor’s metaphor — became the
“number of points on the line”. And the Continuum hypothesis, which
is about numbers, was thought of as being about points constituting the
naturally continuous line.

What was hidden was that “completeness” — closure with limit points —
under the discretization program wound up defining what a “point” on
a “line” was to be. (Lakoff i Nufiez 2000: 290)

Uwagi te nie sa, moim zdaniem, trafne, gdyz zawieraja nieScistosci za-
réwno matematyczne, jak i historyczne. Ciato R liczb rzeczywistych nie jest
algebraicznie domkniete (np. wielomian x? + 1 nie ma pierwiastka naleza-
cego do tego ciala). Jego algebraicznym domknigciem jest ciato C liczb ze-
spolonych, w ktérym jednak nie mozna okresli¢ porzadku zgodnego z dzia-
faniami arytmetycznymi. Owo algebraiczne domknigcie prowadzi zatem od
jednowymiarowego uniwersum liczbowego R do dwuwymiarowego takiego
uniwersum C. Domknigcie algebraiczne nie jest zatem bezposrednio zwigzane
z ,kompletnos$cia” linii prostej, ktorej reprezentacja jest R. Ponadto, nie jest
prawda, ze struktury niearchimedesowe nie byly intensywnie badane mniej
wigcej w tym samym czasie, w ktérym uzyskano precyzyjng charakterystyke
ciata liczb rzeczywistych, ze zwréceniem szczegdlnej uwagi na aksjomat zu-
petnosci. Dos¢ obszernie na temat tego nieporozumienia pisze Philip Ehrlich
w swoich pracach, np. w Ehrlich 2006.

2.3.8. Ciaglos¢ dla liczb: metafora Dedekinda

Konstrukcje Dedekinda liczb rzeczywistych uwazajq autorzy za jeden z waz-
niejszych momentéw w historii wspélczesnej matematyki. Jak wiadomo, po-
dano rézne definicje (mozna wyliczy¢ kilkanascie najwazniejszych) pojecia
liczby rzeczywistej. Zwykle przywotuje si¢ w podrecznikach jedna z dwéch
definicji: Cantora (liczby rzeczywiste jako klasy abstrakcji stosownej relacji
réwnowazno$ci migdzy ciagami Cauchy’ego) lub Dedekinda (liczby rzeczy-
wiste jako przekroje zbioru liczb wymiernych).
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Konstrukcjg Dedekinda autorzy chcg oczywiscie zaprezentowad jako wy-
nik zastosowania szczeg6lnych metafor. Mowia wigc o metaforze przekroju
geometrycznego Dedekinda oraz metaforze przekroju arytmetycznego Dede-
kinda. Cytuja wybrane fragmenty Stetigkeit und irrationale Zahlen, przywo-
huja intuicje zwiazane z ludowq teoriq mierzenia i wielkosci (The Folk Theory
of Measurement and Magnitude), a konstrukcje Dedekinda podsumowuja na-

stepujaco:
In short, the Dedekind Arithmetic Cut metaphor states: A real number is
an ordered pair of sets (A, B) of rational numbers, with all the rationals

in A being less than all the rationals in B, and all the rational numbers
are in A U B. (Lakoff i Nuafiez 2000, 302)

Dodaja réwniez, ze wspomniane metafory Dedekinda wzigte tacznie uka-
zuja, ze przekroje liczb wymiernych wyczerpuja ogét liczb rzeczywistych,
w szczeg6lnodci eliminujg z analizy nieskoiczenie mate. Argumentuja naste-
pujaco:

1. Metafora przekroju geometrycznego Dedekinda (wykorzystujaca rame
pojeciowq przekroju, Dedekind’s Cut Frame — bgdaca metafora linia
liczb wymiernych wraz z punktem C' na tejze linii, dzielacym wszyst-
kie liczby wymierne na roztaczne zbiory A i B, gdzie wszystkie liczby
w A sa mniejsze od wszystkich liczb w B) polega na przyporzadkowa-
niu tej ramie, w dziedzinie docelowej, potaczenia metaforycznego linia
liczb rzeczywistych wraz ze wspomniang rama.

2. Dedekind ma zaktadad istnienie liczby rzeczywistej dla kazdego punktu
prostej. Daje to podstawe dla Measurement Criterion for Completeness
liczb rzeczywistych.

3. Powyzsze kryterium zaktada, wedle autor6w, potaczenie metaforyczne
liczby to punkty na linii oraz aksjomat Archimedesa.

4. Z ostatnich dwoéch zatozeh wynika jednoznacznos¢ konstrukcji kazde;j
liczby rzeczywiste;j.

5. Arytmetyczna metafora przekroju gwarantuje, ze w zbiorze liczb rze-
czywistych zdefiniowanych przez Dedekinda nie ma zadnych luk (gaps).

6. Tak wiec, przekroje liczb wymiernych wyczerpuja ogét liczb rzeczywi-
stych.

7. Wreszcie, ciagtos$¢ prostej rzeczywistej miataby by¢ gwarantowana me-
tafora Continuity for the Number Line Is Arithmetic Gaplessness.
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Przyznaje, ze nie we wszystkim potrafi¢ nadazy¢ za argumentacja auto-
réw. W szczeg6lnosci trudno mi si¢ zgodzié, aby najwazniejsze w konstrukcji
Dedekinda byto jego rzekome inspirowanie si¢ pojeciami geometrycznymi.

2.3.9. Ciaglos$¢ ,,naturalna” i metafory Weierstrassa

Program arytmetyzacji analizy mial nadaé¢ wszelkim rozwazaniom w tej dys-
cyplinie cechy scistosci, pozbawic je jakichkolwiek odwotan do intuicji. Wielu
matematykéw przyczynito si¢ do realizacji tego programu, lecz za najwazniej-
sze uwaza si¢ powszechnie osiagnigcia Weierstrassa.

Postanowiono wyeliminowaé z analizy wszelkie intuicyjne odwotania do
geometrii, okresli¢ takie pojgcia, jak: granica, ciaglos$¢ funkcji, pochodna, catka
wylacznie w terminach liczbowych. Autorzy pisza, ze zgodnie z zaleceniami
tego programu:

1. ,Naturalne” rozumienie ciagtosci miato zosta¢ wyeliminowane z rozu-
mienia pojeé: przestrzeni, ptaszczyzny, prostych, krzywych, figur geo-
metrycznych. Geometria miata by¢ uymowana w terminach zbioréw dys-
kretnych punktéw, a te z kolei mialty by¢ ujmowane jako liczby badzZ ich
uktady.

2. Pomyst uwazania krzywej jako wyniku ruchu punktu miat zostaé po-
rzucony. Zadnych odwotan do ruchu, uptywu czasu, ,,zblizania sie” itp.
Wszystkim tym sformutowaniom nalezato nada¢ szatg liczbowa.

Oznaczalo to istotna zmiang¢ mySlenia o matematyce, wymagato rektyfika-
cji poje¢ matematycznych. Przyjete rozwiazania tych probleméw sa akcepto-
wane takze dzisiaj. Przypomnijmy:

1. Granica funkcji. Niech f bedzie funkcja zdefiniowana na przedziale
otwartym zawierajacym liczbe¢ a oraz niech b bedzie liczba rzeczywi-
sta. Mowimy, ze b jest granica funkcji f w punkcie a, co zapisujemy
}:I_I}(ll f(z) = b, gdy dla kazdej ¢ > 0 istnieje § > 0 taka, ze jesli
0<|z—al<d, to|f(x)—0b| <e.Przy tym, f moze nie by¢ zdefinio-
wana dla argumentu a (tj. f(a) moze nie mie¢ wartosci bedacej liczba
rzeczywista).

2. Ciqgtos¢ funkcji. Funkcja f jest ciagla w punkcie (liczbie) a, gdy:

(a) f jestzdefiniowana w przedziale otwartym zawierajacym a,

(b) li_r>n f(x) istnieje,
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© lim f(x) = f(a).

3. Pochodna funkcji. Przez pochodna y = f’(x) funkcji f rozumiemy zbidr
par (z,y) takich, ze: dla kazdego e-otoczenia y istnieje d-otoczenie z

takie, ze M

znajduje si¢ w tym e-otoczeniu y.

Autorzy przypisuja Weierstrassowi postugiwanie si¢ BMI, podstawowa
metafora nieskoriczono$ci, w ustalaniu definicji tych pojec. Pisza tez, ze —
mimo wszystko — nie udato mu si¢ catkowicie pozby¢ odwotari do geometrii.
Stosunek odlegtosci do czasu, gdy czas sam jest metaforycznie pojmowany
jako odlegtosé, wystepuje w metaforze Newtona-Leibniza: zmiana chwilowa
to stosunek Sredniej zmiany odlegtosci do nieskoriczenie matego przedziatu
czasu. To wlasnie ma by¢ oddawane arytmetycznie wyrazeniem M
gdzie § dazy do granicy 0. Autorzy sa przekonani, ze nie mozna catkowicie
wyrugowac w tym kontekscie odwotan do geometrii:

B

In these metaphors, there is implicit geometry: the ratio of distance to
time, where time is itself conceptualized metaphorically as distance. If
mathematics is taken to include the ideas that arithmetic expresses —
that is, if calculus is taken to be about something — namely, change —
then Weierstrass did not eliminate geometry at all. From the conceptual
perspective, he just hid it. From the perspective of mathematical idea
analysis, no one could eliminate the geometry metaphorically implicit
in the very concept of change in classical mathematics. (Lakoff i Nufiez
2000, 315)

Osobng jest sprawa, czy powyzsze ogdlne uwagi autoréw sa trafne. Czy
takie teorie zmiany, ktére nie wymagaja odwotania si¢ do pojecia czasu, sa
logicznie wykluczone?

Czy mozna uzna¢, ze odtad — po arytmetyzacji analizy w stylu Weierstrassa
— istota ciggtosci jest juz w pelni, wyczerpujaco dobrze okreslona? Chyba
nie wszyscy matematycy zgodza si¢ z takim stwierdzeniem — por. np. uwagi
koniczace ksiazke Mioduszewski 1996. Zacytuje¢ tez zdanie koficzace znana
ksiazke dotyczaca struktury prostej rzeczywistej:

Z toho, ¢o sme uviedli, méZeme vSak ddjst’ k rovnakému pouceniu,
aké predpovedal N. Luzin v [59], str. 322: Ze priSiel Cas, ked’ je po-
trebné vykonat’ reformu nasich predstav o kontinuu. [Tutaj [59] odnosi
sig¢ do pracy: Luzin, N. 1930. Lecons sur les ensembles analytiques. Pa-
ris: Gauthier-Villars. J.P.] (Bukovsky 1979, 206)

Lakoff i Nifiez przywotuja natomiast pewne uwagi Hermanna Weyla z jego
rozprawy o kontinuum, takze wyrazajace watpliwos$¢, czy udato si¢ juz ade-
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kwatnie opisaC istote ciaglosci, a co za tym idzie, struktur¢ kontinuum. Od
siebie pisza zas:

Each attempt to understand the continuous in terms of the discrete is
necessarily metaphorical — an attempt to understand one kind of thing
in terms of another kind of thing. Indeed, it is an attempt to understand
one kind of thing — the naturally continuous continuum — in terms of its
very opposite — the discrete. We find it strange that it should be seen as
a central task of mathematics to provide a metaphorical characterization
of the continuum in terms of its opposite. Any such metaphor is bound
to miss aspects of what the continuum is, and miss quite a bit.

If “the great task™ is to provide absolute, literal foundations for mathe-
matics, then the attempt to conceptualize the continuous in terms of the
discrete is self-defeating. First, such foundations cannot be literal; they
can only be metaphorical. Second, as Weyl himself says, only “part of
its content” can be conceptualized discretely. The rest must be left out.
If Weyl is right, the task cannot be accomplished.

We believe there is a greater task: understanding mathematical ideas.
(Lakoff, Nufez 2000, 323-324)

2.3.10. Rozumienie wzoru Eulerae'™ +1 =0

Ten rozdzial to — roztozona na czg¢sci — analiza przypadku. Autorzy staraja si¢
pokazac, jak zastosowac ich ujgcie — tworzenie pojeé matematycznych na dro-
dze budowy metafor — w objasnieniu znaczenia wybranego twierdzenia mate-
matycznego, a mianowicie stynnego wzoru Eulera (w ktérym wystepuje pigé
waznych statlych matematycznych i obecne sa dodawanie, mnozenie i potggo-
wanie i ktéry to wzor bywa czasem nazywany najpigkniejszym wzorem mate-
matyki):
€T +1=0

Nie omawiam tutaj w szczegdtach tego rozdziatu — do$¢ moze powiedziec,
ze autorzy objasniaja czytelnikowi, czym s liczby e oraz m, jak rozumie¢ pote-
gowanie o wykladniku rzeczywistym i zespolonym, czym jest postaé trygono-
metryczna liczby zespolonej itd. OczywiScie wykorzystuja przy tym stosowne
metafory. W efekcie czytelnik ma uzyskac to, co zdaniem autoréw najwaz-
niejsze: rozumienie (w tym przypadku, rozumienie wzoru Eulera, rozumienie,
dlaczego jest on prawdziwy). W przekonaniu autoré6w owo rozumienie to co$
wigcej niz przyswojenie sobie definicji oraz przesledzenie dowodu. Aby uzy-
skaé rzeczywiste rozumienie w matematyce, trzeba, zdaniem autoréw, odwo-
lywac si¢ zawsze do metaforycznej natury poje¢ matematycznych.
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2.3.11. Konkluzje autoréow
Teoria ucieleSnionej matematyki

Autorzy o§wiadczaja wyraZnie, iz sa Swiadomi, ze ich propozycje moga zostaé
— z r6znych powodow, w tym takze Swiatopogladowych — odrzucone przez za-
wodowych matematykdéw, zwlaszcza gdy ci ostatni sa emocjonalnie i z pelnym
przekonaniem przywiazani do tego, co autorzy nazwali we wstepie mitologia
matematyki. Lakoff i Nufiez przyznaja, ze owa mitologia posiada walory es-
tetyczne, jest sama w sobie pigkna, a nawet — wedle ich wlasnego okreslenia
— seksowna. Uwazaja tez jednak, ze jest ona szkodliwa spolecznie, propagu-
jac nietrafny obraz matematyki oraz nadajac matematykom status, ktéry im
si¢ nie nalezy. Tego ostatniego stwierdzenia nie zamierzamy w tym miejscu
komentowac.

Autorzy twierdza, ze nie ma zadnego naukowego dowodu na to, zZe to,
czego dowodzimy w ludzkiej matematyce, jest uniwersalna prawda obiek-
tywna, a nawet, ze dowdd taki w ogdle jest niemozliwy. Jednym z argumentow
autoréw na rzecz tego, ze nie istnieje transcendentna matematyka, jest to, ze
podstawowe obiekty matematyczne — na przyktad liczby — sa w matematyce
opisywane na wiele, wzajem niezgodnych sposobdw: liczby to punkty na osi,
liczby to zbiory, liczby to wartosci pozycji w grach kombinatorycznych itd.
Gdyby istniata transcendentna matematyka, to liczby (oraz inne obiekty mate-
matyczne) musiatyby by¢ ontologicznie precyzyjnie okreslone, a tak nie jest,
zdaniem autoréw.

Matematyka nie jest réwniez, ich zdaniem, czgScia Swiata fizycznego, za$
argumenty odwotujace si¢ do ,,niewiarygodnej skutecznosci matematyki” po-
winny by¢ wlasciwie rozumiane. Na to poprawne rozumienie sktadaja si¢ na-
stepujace przekonania:

1. W $wiecie istnieja niezalezne od nas regularnosci.

2. My, ludzie, wymysliliSmy niesprzeczne oraz trwalte formy matematyki
(zazwyczaj dajace poprawne odpowiedzi w zastosowaniach).

3. Czasem fizycy odnosza sukces w dopasowaniu ludzkiej matematyki do
swoich — takze ludzkich — konceptualizacji regularnoSci obserwowa-
nych w Swiecie fizycznym. Pojecia matematyczne nie egzystuja jednak
w Swiecie fizycznym.

Jedyna realng matematyka jest — zdaniem autoréw — matematyka uciele-
$niona, za czym argumentuja w nastgpujacy sposob:
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For human beings — or any other embodied beings — mathematics is em-
bodied mathematics. The only mathematics we can know is the mathe-
matics that our bodies and brains allow us to know. For this reason, the
theory of embodied mathematics we have been describing throughout
the book is anything but innocuous. As a theory of the only mathematics
we know or can know, it is a theory of what mathematics is — what it
really is!

Because it is an empirical theory about the embodied mind, the theory
of embodied mathematics is framed within the study of embodied co-
gnition. The elements of embodied cognition are not axioms and proofs
but image schemas, aspectual concepts, basic-level concepts, semantic
frames, conceptual metaphors, conceptual blends, and so on. Because
mathematics does not study the mind, it cannot study itself as a product
of mind. The methods and apparatus of embodied cognitive science are
necessary. (Lakoff i Nufiez 2000, 346-347)

Teoria ucielesnionej matematyki nie jest i nie moze by¢ teoria wewnatrz
samej matematyki. Musi jednak czynié¢ zado$¢ wielu wymaganiom charakte-
rystycznym dla nauk kognitywnych w ogélnosci. Oprécz empirycznych po-
Swiadczen eksperymentalnych teorie z tych nauk musza mie¢ moc wyjasnia-
jaca, a wigc powinny wyjasnia¢ np., w jaki sposéb mozemy posiadaé pojecia
abstrakcyjne, a co wazniejsze, jak je rozumiemy. Odnosi si¢ to, w naszym
przypadku, do wszelkich poje¢ matematycznych. Porzadna teoria kognitywi-
styczna powinna wyjasniac, jak rozumiemy takie pojecia. Przy tym rozumie-
nie, zdaniem Lakoffa i Nufieza, nie moze zosta¢ sprowadzone jedynie do zna-
jomosci aksjomatéw, twierdzen, dowodéw i do symbolicznego operowania na
nich. Poznanie matematyczne powinno by¢ objasniane m.in. w odwotaniu do
mechanizméw poznawczych oraz neuronowych (neural), obecnych w niesSwia-
domym ludzkim systemie pojeciowym. Przypuszcza sig, ze w przypadku po-
Znania matematycznego istotne sa takie same mechanizmy, jak w przypadku
kazdego innego poznania — autorzy starali si¢ to potwierdzi¢ licznymi przykta-
dami omawianymi wcze$niej w tekscie.

Poznanie matematyczne musi by¢ objasniane réwniez w aspekcie histo-
rycznym. Zmienia si¢ rozumienie poje¢ matematycznych, zmieniajq si¢ zain-
teresowania i mody matematyczne.

Matematyka jest twérczos$cia umystowa wyksztalcong dla badania obiek-
tow Swiata zewngetrznego. Takie cechy matematyki, jak: uniwersalnosc, precy-
zja, niesprzecznos¢, stabilno$¢, mozliwos¢ dokonywania uogélnieri oraz od-
kry¢ autorzy wiaza z odpowiednimi wilasno$ciami obiektéw doswiadczenia
potocznego.
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Teoria ucielesnionej matematyki, wsparta faktami z historii matematyki

oraz wynikami badafi szczegétowych, czyni, zdaniem autoréw, nastgpujace
ustalenia:

. Matematyka jest produktem ludzkim, zdeterminowanym przez nasza bio-

logig, system pojeciowy oraz czynniki spoleczne i kulturowe.

. Zaawansowana matematyka powstaje jako wynik zdolno$ci poznawczych

wsp6lnych wszystkim ludziom (np. zdolnos¢ tworzenia metafor).

. Proste struktury arytmetyczne sa wrodzone.
. Dzialy matematyki wyrastaja z ludzkich zainteresowan i aktywnosci.

. Precyzja w matematyce jest mozliwa, poniewaz ludzie sa w stanie doko-

nywac jasnych i doktadnych odrézniefi dotyczacych obiektéw i katego-
rii. Jest ona ponadto wspierana przez ludzka zdolno$¢ symbolizowania.

. Metafory pojeciowe sg podstawowym, neuronalnie ugruntowanym me-

chanizmem poznawczym.

. Wnioskowania i obliczenia przeprowadzone w spotecznosci matematy-

kéw nie maja sktonnosci do zmian w czasie lub miedzy kulturami.

. Matematyka nie jest monolitem, jesli chodzi o jej najbardziej podsta-

wowe teorie. Nie ma jednej geometrii, jednej teorii mnogosci, jednej
logiki formalne;.

. Matematyka jest skuteczna w charakteryzowaniu przeréznych aspektéw

Swiata oraz w przewidywaniu. RozwijaliSmy si¢ w taki sposdb, ze po-
znanie potoczne dopasowuje nas do §wiata. Matematyka jest systema-
tycznym rozszerzeniem tego wilasnie poznania.

Poniewaz pewne aspekty ludzkiego systemu poznawczego maja walor uni-

wersalnosci oraz sa wyposazone w takie mechanizmy zachowujace wniosko-
wania, jak metafory pojeciowe, wigc przeprowadzane w matematyce dowody
i obliczenia sa trwale, mozliwe sg odkrycia bez odwotan do empirii, abstraho-
wanie, trwatle i naturalne powiazania pomiedzy r6znymi dziatami matematyki
oraz systematyczny rozwd¢j matematyki w czasie.

Poznanie matematyczne uwazaja autorzy za ponadkulturowe, zwracaja jed-

nak uwage, ze formy tego poznania sa w pewnym sensie kulturowo uwarun-
kowane — wystarczy wspomnie¢ greckie przeSwiadczenia, ze zjawiska maja
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swoja istotg, ze przedmiot poznania mozna i nalezy ugruntowac na jakiej$ pod-
stawie, Zze rozumowania mozna reprezentowaé matematycznie w formie syste-
moéw logicznych — te prze§wiadczenia przektadaja si¢ na wzorzec uprawiania
(poszczegdlnych dzialéw) matematyki w postaci teorii aksjomatycznych. Ma-
tematyka w zadnym przypadku nie powinna by¢ rozumiana na modtg postmo-
dernistyczna, jako catkowicie dowolnie uksztaltowana przez historig i kulture.
To raczej przekonanie o transcendentnos$ci matematyki zastuguje, zdaniem au-
toréw, na nazwanie go réwnie antynaukowym jak radykalny postmodernizm.

Filozofia ucieleSnionej matematyki

Dla pytan o to, czym sa obiekty matematyczne oraz czym jest prawda mate-
matyczna (obu w sensie uciele§nionej matematyki) autorzy podaja odpowie-
dzi w kilku przypadkach szczegdlnych (liczba zero, zbiér pusty, suma nie-
skoniczona, liczba kardynalna Np). Sa to, jak tatwo si¢ domysli¢, argumentacije
wskazujace na metaforyczne pochodzenie tych obiektow oraz prawdziwosci
stwierdzen o nich.

Jesli chodzi natomiast o The Formal Reduction Metaphor — metafore, ktéra
przyporzadkowuje konstruktom teorio-mnogosciowym pojecia matematyczne,
to autorzy dopuszczaja tylko jedng jej interpretacjg, nazywang przez nich ko-
gnitywna. Kaze ona operowac na pojeciach matematycznych w potaczeniu
z ich reprezentacjami teorio-mnogosciowymi. Autorzy odrzucaja natomiast
drugg interpretacje, wedle ktérej pojecia matematyczne miatyby byé dostow-
nie redukowane do konstrukcji z teorii mnogosci.

Jaki obraz matematyki wytania si¢ zatem z ustalen autoréw? Twierdza oni,
ze udato im si¢ obali¢ mity dotyczace matematyki, o ktérych wspomniano we
wstepie. Ponadto, uwazaja, ze potraktowanie dziatalnosSci matematykéw oraz
wynikéw tych dziatafi moze zostaé — choéby wstepnie — scharakteryzowane
poprzez wszechobecng metaforyzacje, dokonywana przez ucieleSniony umyst.
Ich portret matematyki wyglada zatem nastgpujaco.

Matematyka jest naturalnym sktadnikiem bycia cztowiekiem. Wyrasta z na-
szych cial, mézgéw oraz codziennych do§wiadczen. Kazda kultura dysponuje
jaka$ forma matematyki. Matematyka jest przedmiotem badania naukowego,
i nie ma w tym niczego magicznego, mistycznego, tajemniczego. Jest konse-
kwencja ludzkiej historii ewolucyjnej, neurobiologii, zdolnosci poznawczych
oraz kultury. Matematyka jest jednym z najwigkszych osiagnigé zbiorowej
ludzkiej wyobrazni. Matematyka jest systemem ludzkich pojec, ktéry czyni
niezwykly uzytek ze zwyktych Srodkéw ludzkiego poznania. Ma takie, wy-
mienione juz wczesniej cechy, jak: uniwersalnos¢, precyzja, niesprzecznosc,
stabilno$¢, mozliwo$¢ dokonywania uogélnien oraz odkry¢.
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Skuteczno$¢ matematyki jest wynikiem ewolucji oraz kultury. Ewolucja
wyksztalcita nasze ciala i mdzgi tak, ze otrzymaliSmy neuronowe zdolnosci
dla reprezentowania podstaw arytmetyki oraz pierwotnych zalezno$ci prze-
strzennych. Kultura pozwolita, poprzez prowadzone przez wiele lat obserwacje
natury, na wyksztatcenie coraz bardziej skomplikowanych srodkéw matema-
tycznych. Potaczenie idei matematycznych oraz ludzkich do§wiadczen Swiata
ma miejsce w ludzkim umysle. Pojecia dosSwiadczenia potocznego, takie jak
zmiana, proporcja, wielkos$¢, obrét, prawdopodobienistwo, rekurencja, iteracja
oraz setki innych, zostaty zmatematyzowane — matematyzacja zwyktych ludz-
kich poj¢c jest zwyktym ludzkim wyzwaniem. Rozwdj systemdéw pisma umoz-
liwil tez rozwdj notacji matematycznej. Metafory dyskretyzacji pozwolity na
precyzyjne ujecie stale rosnacej liczby poje¢ matematycznych. Ludzka zdol-
nos¢ do tworzenia metafor pojeciowych pozwolita na matematyzacj¢ (czasem
nawet arytmetyzacjg¢) poje¢ potocznych, takich jak: kolekcje, wymiary, syme-
trie, zalezno$¢ i niezalezno$¢ przyczynowa itd.

Wszystko w matematyce daje si¢ — przynajmniej w zasadzie — zrozumieC.
Ludzka inteligencja ma wiele aspektéw, inteligencja matematyczna to tylko
jej czed¢ (podobnie jak inteligencja muzyczna, literacka itd.). Matematyka jest
tworcza i otwarta. Wykorzystywacé mozemy coraz to nowe metafory pojeciowe
oraz ich ztacza. Ludzkie systemy pojeciowe nie sa monolityczne. Dopuszczaja
alternatywne wersje poje¢ oraz perspektyw metaforycznych w wielu aspek-
tach naszego zycia. Takze w matematyce: sa rézne koncepcje nieskoficzono-
Sci, rézne pojecia liczby, rézne systemy logiczne, nie ma jednej tylko teorii
mnogosci czy tylko jednej geometrii.

Matematyka jest cudownym przyktadem pigkna, bogactwa, ztozonosci,
réznorodnodci oraz wazkosci ludzkich pojeé. Za stworzenie matematyki od-
powiedzialne sa istoty ludzkie, sa one tez odpowiedzialne za jej rozwdj.

Portret matematyki ma ludzka twarz, pisza autorzy. Mozna rzecz jasna
twierdzi¢, ze niektére z wymienionych wyzej stwierdzen to ogdlniki, banaty
badZ metafory, a ich akceptacja nie przyczynia si¢ do glgbszego zrozumienia,
czym wlasciwie jest matematyka i skad si¢ wzigta. Jak odpowiada¢ na takie
pytania? Autorzy widza takie podstawy matematyki nastgpujaco:

If there are “foundations” for mathematics, they are conceptual founda-
tions — mind-based foundations. They would consist of a thorough ma-
thematical idea analysis that worked out in detail the conceptual struc-
ture of each mathematical domain, showing how those concepts are ulti-
mately grounded in bodily experience and just what the network of ideas
across mathematical disciplines looks like.

This would be a major intellectual undertaking. We consider this book
an early step in that direction. (Lakoff i Nuifiez 2000, 376)
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2.4. Matematyka ucieleSniona: krytyka

Moje uwagi krytyczne sa dwoch rodzajow. Po pierwsze, staram si¢ wskazaé na
konkretne problemy matematyczne, ktére — jak si¢ zdaje — umykaja opisowi
proponowanemu przez Lakoffa i Ndfieza. Przy okazji, wskazuje na kilka ba-
tamutnych stwierdzen w tekscie (co zreszta czynitem juz wczesniej, sprawoz-
dajac propozycje autoréw). Po drugie, formutuj¢ pewne polemiczne uwagi na-
tury filozoficznej. Wreszcie, przytaczam tez niektére uwagi krytyczne innych
autoréw.

2.4.1. Wyzwania i watpliwoSci matematyczne

Moje watpliwosci przedstawig¢ w formie dos¢é skrétowej, hastowo jedynie przy-
wolujac odno$ne zagadnienia. W kazdym przypadku mozliwa jest, jak sadze,
glebsza analiza anonsowanego problemu, ktéra pozwolitaby przesadzié, czy
zarzuty sa zasadne, czy tez np. wynikaja z mojego niezrozumienia.

Teoria mnogosci

Moéwiac o teorii mnogosci, autorzy wykorzystuja kilka metafor: metafore zbio-
ry to pojemniki, podstawowa metaforg nieskoiiczonosci i kilka dalszych, o nie-
co mniejszym znaczeniu. Warto moze przywotaé w tym miejscu znang aneg-
dote, ilustrujaca poglady twércow teorii mnogosci:

Dedekind wyrazit si¢ odno$nie pojecia zbioru jak nastgpuje: wyobraza
on sobie zbidr jak zamknigty worek, ktéry zawiera zupetnie okres§lone
przedmioty; przedmiotéw tych jednak nie widzimy i nie wiemy o nich
nic, poza tym, ze istnieja i sa okreslone. W pewien czas p6Zniej Cantor
sformutowat swéj poglad na zbiory: unidst on swa ogromna figure, pod-
niesionym ramieniem zatoczyt wielki tuk i kierujac swéj wzrok w nie-
okreslony punkt powiedzial: ja wyobrazam sobie zbior, jako przepasé.
(Mostowski 1967, 100)

Andrzej Mostowski cytowal (we wlasnym tlumaczeniu) z: Becker 1954,
316. Artykul Mostowskiego ukazal si¢ tuz po uzyskaniu przez Paula Cohena
jego znanego wyniku, dotyczacego niezaleznosci hipotezy kontinuum od ak-
sjomatéw teorii mnogosci. Warto tez moze przywolaé jeszcze ostrozna pre-
dykcje Mostowskiego dotyczaca mozliwej przysztosci teorii mnogosci:

Istotnym wynikiem, do ktérego doprowadzaja rozwazania na temat po-
jecia zbioru jest to, Ze pojecie to nie jest nalezycie sprecyzowane i ze
istnieja rézne sposoby uscislania go. Tak np. dzigki Godlowi rozumiemy
dobrze pojecie zbioru definiowalnego predykatywnie (konstruowalnego),
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a takze pojecie zbioru definiowalnego za pomoca liczb porzadkowych.
Modele skonstruowane przez Cohena sugeruja mozliwo$¢ jeszcze in-
nych pojeé, w ktérych znajda swdj wyraz niektére koncepcje intuicjoni-
stow, a zapewne w przyszlodci znajda si¢ inne jeszcze pojecia. By¢ moze
bedziemy operowali w przysztosci r6znymi pojeciami zbioréw, podob-
nie jak dzi$§ operujemy r6znymi rodzajami przestrzeni. Przypuszczac na-
lezy, ze te r6zne teorie zbior6w beda miaty wsp6lng czes¢, ktoéra wystar-
czy do uzasadnienia podstawowych faktéw teorii mnogosci potrzebnych
do dowodéw niezbgdnych dla ugruntowania podstawowych poje¢ mate-
matycznych. Jak ta wspélna czes¢ réznych teorii mnogosci ustosunkuje
si¢ do zagadnienia wysokich mocy trudno teraz przewidziec.

O ile naszkicowana wyzej sytuacja powstanie, to teoria mnogosci nie
bedzie oczywiscie mogta pretendowac do zajmowania centralnego miej-
sca w matematyce w tym sensie, ze kazda teoria bedzie sprowadzalna do
teorii mnogosci.

Nie jest wykluczone, ze sam Cantor u§wiadamiat sobie, ze pojgcie zbioru
nie jest dostatecznie ostro sprecyzowane. Jego osobliwa uwage, ktéra
zacytowaliSmy na poczatku artykutu, mozna interpretowaé¢ w ten wia-
$nie sposob. (Mostowski 1967, 110-111)

Mija juz ponad pét wieku od napisania artykutu Mostowskiego. Teoria
mnogosci w dalszym ciagu uwazana jest za mozliwa podstawe formalna ma-
tematyki (i to wbrew opinii niektérych z jej twércéw — np. Skolema i von
Neumanna). ,,Normalni” matematycy (ci, ktérzy nie pracuja nad podstawami
samej teorii mnogosci) nie przejmuja si¢ zbytnio tym, ze aksjomatyka tej teo-
rii podaje jedynie do$¢ mglista charakterystyke pojecia zbioru. Chciatoby si¢
rzec, ze tacy matematycy godza si¢ na takie metaforyczne wykorzystywanie
pojecia zbioru dla ujmowania coraz to nowych poje¢ matematycznych. Czy
jednak w takim przypadku istotnie dziedzina wyjSciowa (zbiory) jest bardziej
konkretna od dziedzin docelowych (wszelakie inne dziedziny matematyczne)?
Pytanie to taczy si¢ z omawiang przez autoréw metaforq redukcji formalnej
(Lakoff i Nufiez 2000, 369-376).

Przy omawianiu aksjomatéw teorii mnogo$ci autorzy pomijaja jeden z nich,
a mianowicie aksjomat zastepowania (wlasciwie: schemat aksjomatu zastepo-
wania). Uzywajac jezyka potocznego, bez szczeg6téw technicznych, aksjomat
ten stwierdza, ze obraz zbioru wzgledem funkcji takze jest zbiorem. Jest on
konieczny np. dla zagwarantowania istnienia liczby kardynalnej R,,. Jednak
wazniejsze jest to, iz to wiasnie schemat aksjomatu zastgpowania umozliwia
wszelkie konstrukcje wykorzystujace indukcje pozaskoriczong — bez niego nie
mozna poprawnie zdefiniowaé krokéw granicznych w takiej indukcji. A sama
technika indukcji pozaskoficzonej jest fundamentalna dla teorii mnogosci. Nie
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jest dla mnie jasne, dlaczego autorzy opuszczaja ten problem, o czym pisalem
juz wczesniej w niniejszym tekscie.

Metafora Boolowska oraz BMI to chyba nie jedyne metafory, ktérych do-
szukiwaé si¢ mozna w uzasadnianiu konstrukcji z teorii mnogos$ci. Zaréwno
dla tworcow tej teorii (dla Cantora oraz Zermela), jak i dla ich nastgpcéw,
podstawowa byta i jest idea ufundowania, sprowadzajaca si¢ do tego, ze zbiory
mozna dobrze uporzqdkowadé. Ufundowanie zbioréw to rzecz podstawowa dla
iteratywnej koncepcji tworzenia zbioréw, ktdra jest powszechnie przyjmowana.
Istnieja réwniez ujecia teorii zbioréw bez ufundowania, lecz maja one mniej-
sze znaczenie w praktyce matematyczne;j.

AKksjomaty nieskonczonosci

Wspomniany wyzej schemat aksjomatu zastgpowania sam jest swoistym ak-
sjomatem nieskoriczonosci. Oprécz niego (i ,,zwyklego” aksjomatu nieskon-
czono$ci) rozpatrujemy we wspotczesnej teorii mnogosci olbrzymia r6znorod-
no$¢ dalszych aksjomatéw nieskoniczonos$ci (aksjomaty istnienia duzych liczb
kardynalnych). Motywacje dla tych rozwazan sa wielorakie.

Po pierwsze, aksjomaty istnienia duzych liczb kardynalnych powiazane sa
Z mocq niesprzecznosci teorii (consistency strength) — w teoriach z takimi ak-
sjomatami mozemy udowodni¢ niesprzeczno$¢ teorii bez nich. Dla przyktadu,
aksjomat istnienia liczby mocno nieosiagalnej pozwala udowodnié niesprzecz-
no$¢ teorii mnogosci ZF. Mamy wigc w tym przypadku do czynienia z moty-
wacja metateoretyczna.

Po drugie, argumentacja za przyjmowaniem aksjomatow istnienia duzych
liczb kardynalnych ma tez charakter po czgsci pragmatyczny. Daje wyraz prze-
konaniu (obecnie powszechnie akceptowanemu wsrdd teoretykow), ze chcemy
mie¢ do dyspozycji mozliwie najwigksze uniwersum zbioréw. Pisze si¢ na-
wet o analogii migdzy tymi aksjomatami a aksjomatem zupetnosci w systemie
geometrii Hilberta. Wczesniej rozwazane aksjomaty ograniczenia, ktére miaty
minimalizowa¢ uniwersum zbioréw, zostaly odrzucone. Wigcej na ten temat
pisatem w Pogonowski 2019.

Wreszcie duze liczby kardynalne zastuguja na badanie dla nich samych.
Zdarza si¢ jednak i tak, ze ich istnienie jest warunkiem koniecznym dla istnie-
nia rozwiazan konkretnych probleméw matematycznych, spoza samej teorii
mnogosci.

Warto zauwazy¢, ze poglady na temat aksjomatéw istnienia duzych liczb
kardynalnych ulegaty zmianie: Hausdorff uwazat, ze np. liczby mocno nieosia-
galne nie bgda mialy zadnego znaczenia w praktyce badawczej matematyki,
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Zermelo postulowat juz istnienie calej pozaskonczonej hierarchii liczb mocno
nieosiagalnych, obecnie liczby te sa najmniejszymi wsréd rozwazanych.

Warto tez przypomnieé, ze istnieje wiele metod, za pomoca ktérych wpro-
wadzane sa coraz to nowe duze liczby kardynalne. Nie jest wigc tak, ze ko-
lejne ,,pigtra nieskoniczonosci” zdobywamy, postugujac si¢ wylacznie opisy-
wang przez autorow podstawowa metafora nieskoficzonosci. Istnieje na ten te-
mat olbrzymia literatura, zainteresowany czytelnik zechce zajrze¢ np. do kla-
sycznej juz dzi§ monografii Kanamori 1994.

Czytelnik Where mathematics comes from, ktdry nie zna teorii mnogo-
Sci moze odnies¢ wrazenie, ze kolejne nieskoficzono$ci wprowadzane sa na
mocy aksjomatéw: nieskonczonosci, zbioru potggowego oraz sumy. Tak oczy-
wiScie nie jest. Autorzy ograniczyli si¢ do wspomnienia twierdzenia Cantora
(o nieréwnolicznosci zbioru z rodzina wszystkich jego podzbioréw), ale nie
wspomnieli, w jaki spos6b naprawde wprowadza si¢ w teorii mnogosci skalg
alefow.

Metafory Dedekinda

Autorzy wiele pisza o konstrukcji Dedekinda liczb rzeczywistych, przypisujac
mu postugiwanie si¢ specyficznymi metaforami. Nie za wszystkimi ich argu-
mentami potrafi¢ nadazy¢. Wyliczytem te watpliwo$ci w Pogonowski 2011.
W szczegblnosci, trudno mi si¢ zgodzi¢, ze — jak chcg autorzy — inspiracje De-
dekinda byly natury geometrycznej. W Pogonowski 2011 pisalem (pomijam
numeracj¢ poszczegdlnych stwierdzen):

Istotnie, Dedekind chciat wyeliminowaé z méwienia o liczbach rzeczywi-
stych wszelkie intuicyjne odniesienia geometryczne. Na drugim niejako planie
wskazywal na mozliwos¢ ustalenia wzajemnie jednoznacznej odpowiednio$ci
miedzy skonstruowanymi liczbami rzeczywistymi a punktami prostej rzeczy-
wiste;j.

Dedekind podaje dowdd, ze rodzina wszystkich przekrojéw liczb wymier-
nych, ze stosownie zdefiniowanym porzadkiem tych przekrojow, ma wtasnosé
ciqgtlosci, w tym sensie, iz porzadek ten nie zawiera luk.

Dedekind pokazuje, ze w zbiorze wszystkich przekrojéw liczb wymier-
nych okresli¢ mozna dzialania arytmetyczne. Wspotcze$nie dodamy: opera-
cje arytmetyczne zgodne z porzadkiem. Liczby rzeczywiste Dedekinda two-
rza wigc ciato uporzadkowane w sposéb ciagly. Kazde ciato uporzadkowane
w sposéb ciagly jest archimedesowe. Dedekind pokazuje, ze liczby wymierne
tworza osrodek w zbiorze liczb rzeczywistych.
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Gdy rozwazymy liczby hiperrzeczywiste ze standardowo definiowanym
dla nich porzadkiem (R*, <7) (gdzie U jest uzywanym w konstrukcji ultrafil-
trem niegléwnym), to mozna zauwazy¢, ze:

1. Rodzina R* wszystkich przekrojow zbioru (R*, <r/) jest ciagta w sen-
sie Dedekinda. Ani (R*, <r7), ani rodzina R* tych przekrojéw nie jest
przestrzenia oSrodkowa. W konsekwencji, zadna z tych struktur nie jest
izomorficzna ze standardowo uporzadkowanym zbiorem liczb rzeczywi-
stych (R, <).

2. Liczby nieskoficzenie mate sa domknigte na dodawanie i mnozenie (two-
rza pierScien). Jednak w zbiorze wszystkich przekrojow struktury
(R*, <¢7) nie mozna okresli¢ dziatari arytmetycznych tak, aby uzyskaé
strukturg ciata. Gdy bowiem rozwazy¢ przekréj (A, B) taki, ze A to
wszystkie ujemne liczby hiperrzeczywiste oraz liczby nieskonczenie ma-
te, a B to reszta liczb hiperrzeczywistych, to widaé, iz przekrdj ten wy-
znacza luke. Zgodnie z definicja proponowana dla przekrojéw powinno
by¢:

(A,B)+ (A,B) = (A, B)
(A7 B) x (A7 B) = (A7 B),

a wigc nie otrzymujemy ani grupy addytywnej ze wzgledu na dodawa-
nie, ani grupy multiplikatywnej ze wzgledu na mnozenie.

3. Nauka z tego m.in. taka (por. Blaszczyk 2007, 183, Batdg 2000,
30-31), ze uzupetianie zbioru uporzadkowanego metoda Dedekinda
jest w samej swojej istocie rozszerzaniem ciata (liczb wymiernych),
a nie po prostu ,,wypetnianiem luk w porzadku” nowymi elementami.

Dedekind wykonat przede wszystkim pewna (znakomita!) robot¢ algebra-
iczng. Pokazal zar6wno metod¢ konstrukcji pewnej specjalnej struktury aryt-
metyczno-porzadkowej (liczb rzeczywistych wtasnie), ale takze dat podstawy
pod metode uzupetniania Dedekinda, powszechnie wykorzystywana w teorii
struktur porzadkowych, topologii itd.

Dedekind wskazal na mozliwo$¢ interpretacji ciqgtosci prostej rzeczywi-
stej w terminach arytmetycznych. Przy tym, owa prosta rzeczywista byta obiek-
tem do$¢ tajemniczym — w systemie geometrii Euklidesa nie wystgpuja pro-
ste (sa jedynie odcinki, ktére mozna dowolnie przedtuzad). Jesli wigc mowic
o jakiej$ metaforze Dedekinda, to nalezaloby chyba odnosi¢ ja do ukazanej
przezen odpowiednioSci pomigdzy zdefiniowanymi w jego pracy (z uwzgled-
nieniem wtasnosci arytmetycznych i porzadkowych) liczbami rzeczywistymi
a wielkoSciami geometrycznymi wigzanymi tradycyjnie z odcinkami.
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Dedekind operowat zbiorami oraz liczbami wymiernymi (oraz porzadkiem
i operacjami arytmetycznymi na nich), lecz nie dysponowat jeszcze ani teorig
zbioréw (tej dostarczyl pdzniej Cantor, a w postaci aksjomatycznej ugrunto-
wal Zermelo), ani teorig liczb wymiernych (t¢ z kolei podal Weber). Teorig
liczb wymiernych wreszcie oprze¢ mozna bylo na aksjomatycznej teorii liczb
naturalnych, ktéra opracowat Peano.

Na marginesie dodam, ze aksjomat ciaglosci jest niezalezny od aksjoma-
téw geometrii absolutnej. Istnieja modele tej geometrii, w ktérych aksjomat
ten nie zachodzi.

Proste metafory przekroju (geometryczna i arytmetyczna, w terminologii
autoréw) to zatem jeszcze nie wszystko, jesli chodzi o analize idei matema-
tycznych zwiazanych z konstrukcja Dedekinda. Wnikliwa analiz¢ konstrukcji
Dedekinda, wraz z wieloma odniesieniami do innych konstrukcji liczb rzeczy-
wistych, zawiera monografia Btaszczyk 2007. Niezwykle interesujace uwagi
dotyczace rozumienia pojgcia ciagto$ci w matematyce znajdujemy np. w Mio-
duszewski 1996.

Podstawowa metafora nieskonczonosci

Pozwolg sobie nieco zartobliwie odnie$¢ si¢ do jednego z aspektéw ulubio-
nej metafory autoréw, a mianowicie podstawowej metafory nieskoniczonosci
(BMI). Otéz pisza oni, ze obiekt graniczny, ktéry tworzymy w wyniku stoso-
wania tej metafory, jest zawsze wyznaczony jednoznacznie. W artykule Nufiez
2005 na stronie 1772 znajdujemy rysunek przedstawiajacy poczatek nieskon-
czonego ciagu wielokatéw foremnych, ktérego ,,obiektem granicznym” miatby
by¢ okrag, jako ,,wielokat o nieskonczenie wielu bokach nieskoriczenie malej
dtugosci”. Podpis pod rysunkiem glosi:

A case of actual infinity: the sequence of regular polygons with n sides,
starting with n = 3 (assuming that the distance from the center to any
of the vertices is constant). The sequence is endless but it is conceived
as being completed. The final resultant state is a very peculiar entity,
namely, a circle conceived as a polygon with infinitely many sides of
infinitely small magnitude.

Moja zartobliwa watpliwos$¢ jest nastgpujaca: dlaczego to wtasnie okrag
miatby by¢ obiektem granicznym w tym przypadku, a nie np. zbiér wszyst-
kich punktéw okregu o wspétrzednych wymiernych? Ten pierwszy ma moc
kontinuum, ten drugi jest przeliczalny. Ponadto, ten drugi ma bardzo tadna
strukture algebraiczng oraz interpretacje geometryczng — zob. np. Tan 1996.
Warto moze przy tej okazji dodaé, ze badanie punktéw (np. punktéw wymier-
nych) na krzywych algebraicznych to niezwykle wazna dziedzina dziatalnosci
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matematykéw. Wiaze si¢ z nia np. spektakularny dowéd Wilesa twierdzenia
Fermata, twierdzenie Mordella-Weila, a wiele probleméw w dalszym ciagu
czeka na rozwiazanie.

Innym jeszcze kandydatem na obiekt graniczny w rozwazanym tutaj przy-
padku mégtby byé, jak sadze, zbidr wszystkich punktéw okregu o wspdirzed-
nych bedacych liczbami algebraicznymi. Mozna chyba zasadnie pytaé o jesz-
cze inne zbiory, np. wszystkich punktéw okrggu o wspétrzednych bedacych
liczbami obliczalnymi lub definiowalnymi — w kazdym z tych przypadkéow
,,obiekt graniczny” rozwazanej konstrukcji nie ma kontinuum elementéw. Nie-
co przekornie mozna zatem zapytaé, dlaczego Nufiez ,,przeskakuje” nieskon-
czono$¢ przeliczalng w swojej metaforze i laduje w kontinuum punktéw okre-
gu. Ponadto, widaé wyraZnie z podanych przyktadéw, ze jednoznacznos¢ tego
,;,obiektu granicznego” okazuje si¢ pozorna — mozna za taki obiekt uwazaé
rézne konstrukcje.

W matematyce rozwazamy zaréwno struktury, ktére zawieraja ciagi ele-
mentéw wraz ze swoimi obiektami granicznymi (w sensie porzadkowym lub
topologicznym), jak tez struktury, ktére ztozone sa z ciagdéw nieskonczonych,
ale nie zawieraja granic owych ciagéw. Nie jest chyba tak, ze zawsze czujemy
si¢ zmuszeni, kierujac si¢ BMI, uzupetnia¢ te ostatnie struktury o elementy
graniczne.

Przyklady topologiczne

Topologia jest stosunkowo mioda dyscypling matematyczng (w poréwnaniu
np. z arytmetyka czy analiza). Jednak juz w topologii ogdlnej znajdujemy
konstrukcje, ktére daleko odbiegaja od wszelkich intuicyjnych wyobrazen do-
$wiadczenia potocznego, a wigc mozna spodziewac sig, ze autorzy Where ma-
thematics comes from mieliby trudnosci ze znajdowaniem w kazdym z tych
przypadkéw stosownych metafor, odpowiedzialnych za tworzenie pojeé. Rze-
czy stajq si¢ jeszcze bardziej skomplikowane w przypadku nowszych dziatéw
topologii, np. topologii algebraicznej lub rézniczkowej. Dla przyktadu, mu-
simy si¢ pozegnaé z intuicjami potocznymi przy rozwazaniu takich obiektéw
jak (a to jedynie najprostsze, klasyczne przyklady): sfera rogata Alexandera,
jeziora Wady, krzywa Knastera.

Konstrukcje topologiczne moga dotyczy¢ obiektéw catkiem ,,oswojonych”,
dobrze rozpoznawanych przez intuicje potoczne, ale moga jednoczes$nie nie
tylko wykracza¢ poza te intuicje, ale wrgcz im dramatycznie przeczyc. Lad-
nym przyktadem jest twierdzenie Smale’a o ,,przenicowaniu” sfery S? w prze-
strzeni R3. Postugujemy sie¢ w nim dobrze znanym obiektem (sfera dwuwy-
miarowq) oraz bardzo intuicyjna technika (homotopijna réwnowaznosc¢), ale
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otrzymany wynik jest szokujacy z punktu widzenia do§wiadczenia potocz-
nego. I jak tu metaforyzowaé?

Sadze, ze trudnosci w proponowanej przez autoréw ,,redukcji metaforycz-
nej” sprawia¢ moga tez np. egzotyczne struktury rézniczkowe. Udowodniono,
ze istniejq sfery egzotyczne, czyli sfery, ktére sa homeomorficzne ze zwyktymi
sferami, lecz nie sa z nimi dyfeomorficzne. Fakt ten ukazuje, ze poddac trzeba
rewizji nasze intuicyjne przekonania dotyczace struktur rézniczkowych, a co
najmniej wyzby¢ si¢ musimy przekonania, ze struktury takie musza by¢ jed-
noznaczne. Dodajmy, ze w przestrzeni R? istnieje kontinuum niedyfeomor-
ficznych struktur rézniczkowych. Wymiar 4 jest tu wyrdzniony: dla zadnej
n # 4 nie istnieja struktury egzotyczne na R™. Nie wiadomo natomiast obec-
nie (2020), czy istnieja egzotyczne sfery czterowymiarowe. JeSli mielibySmy
stosowaé jakie$ metafory w charakterystyce struktur egzotycznych, to musia-
tyby one zapewne by¢ jakoSciowo istotnie rézne od ,,zwyktych” metafor, tych
euklidesowych czy kartezjaniskich.

Inny jeszcze problem topologiczny moze jawic si¢ jako trudno$¢ dla auto-
réw omawianej koncepcji. Chodzi mianowicie o problem trudny dla samych
topologéw — nalezyte scharakteryzowanie pojecia wymiaru topologicznego.
Nie chodzi przy tym o to, ze brak takiej charakterystyki. Jednak trzy dobrze
opracowane pojecia wymiaru (maty i duzy wymiar indukcyjny oraz wymiar
pokryciowy) pokrywaja si¢ ze soba w przypadku os§rodkowych przestrzeni me-
trycznych, natomiast rozchodza si¢ w szerszych klasach przestrzeni.

Czy sensowne jest zatem pytanie, ktore z tych pojec jest trafne? ,,Rekon-
strukcja metaforyczna”, w stylu proponowanym przez autoréw, powinna jakos
odzwierciedla¢ te problemy zwigzane z poszukiwaniem definicji pojecia wy-
miaru w topologii. Nie méwiac juz o tym, ze powinna zmierzy¢ si¢ takze z cala
plejada innych jeszcze rozumien pojgcia wymiaru, stosowanych w topologii,
analizie funkcjonalnej, algebrze liniowej, geometrii ré6zniczkowe;j.

Wspomne wreszcie na koniec, ze kiopoty dla ,,metaforycznego rozumie-
nia” stwarza wymiar iloczynu topologicznego przestrzeni. Chciatoby si¢ za-
pewne uznaé, ze wymiar iloczynu topologicznego przestrzeni jest sumg wy-
miaréw mnozonych przez siebie przestrzeni (np. walec jest wymiaru trzy, jako
iloczyn kota o wymiarze dwa i odcinka o wymiarze jeden, torus jest wymiaru
dwa jako iloczyn dwéch jednowymiarowych okregéw itp.). Pontriagin podat
jednak w 1930 roku przyktad ukazujacy, ze zaleznos$¢ takiego logarytmicz-
nego typu nie zachodzi w ogélnosci: skonstruowal przestrzenie dwuwymia-
rowe, ktérych iloczyn okazat si¢ tréjwymiarowy. Ten przyktad — i niezliczone
mndstwo innych — pokazuje, ze konstrukcje pewnych obiektéw matematycz-
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nych umykaja jednak procedurze metaforyzowania odwotujacej si¢ jedynie do
wyobrazen do§wiadczenia potocznego.

We wspdtczesnych podrecznikach analizy lub topologii podaje si¢ cate
mnéstwo dalszych konstrukcji, ktére sa kontrprzyktadami, ukazujacymi ogra-
niczong stosowalno$é pewnych pojeé, niezachodzenie niektérych twierdzen
dla szczegdlnych przypadkéw itd. — por. tez np. Gelmbaum i Olmsted 1990,
2003, Steen i Seebach 1995, Wise i Hall 1993.

Elementy idealne

Autorzy staraja si¢ ukaza¢ BMI ,,w dzialaniu” na réznych obszarach mate-
matyki. Na podstawie tej metafory rozumiane ma by¢ wprowadzanie punktow
w nieskoriczonoSci: w przypadku geometrii rzutowej chodzi o cata prostq w
nieskoriczonosci, ztozona z takich punktéw, natomiast w przypadku geometrii
inwersji o jeden punkt w nieskoficzonosci. Autorzy wyraZnie podkreslaja, ze
czym innym sg tu definicje matematyczne tych obiektéw, a czym innym sama
ich konceptualizacja. Z matematycznego punktu widzenia geometria inwersji
wyznaczona jest przez odwzorowania, ktérych niezmiennikami sa uogdlnione
okregi. Z kolei w geometrii rzutowej niezmiennikami przeksztalcen rzutowych
sa wlasnosci incydencji oraz dwustosunek czwoérki punktéw.

Warto zwr6ci¢ uwagge na to, ze wprowadzanie punktéw i prostych w nie-
skoficzonosci moze zostac ujete z nieco ogdlniejszego punktu widzenia — jako
dotaczanie do rozwazanego uniwersum pewnych elementow idealnych, w celu
uzyskania struktury o pozadanych, z réznych wzgledéw, wtasno$ciach mate-
matycznych. Oto co pisat na ten temat David Hilbert:

Calkiem inne, jedyne w swoim rodzaju znaczenie i zasadnicze ujgcie
pojecia nieskoriczonos$ci poznajemy za pomoca ze wszech miar waznej
i owocnej metody elementow idealnych. Znajduje ona zastosowanie juz
w elementarnej geometrii ptaszczyzny. W geometrii tej punkty i pro-
ste sa pierwotnie jedynymi rzeczywistymi i realnie istniejacymi obiek-
tami. Obowiazuje dla nich m.in. aksjomat incydencji (das Axiom der
Verkniipfung): przez dwa punkty przechodzi zawsze jedna i tylko jedna
prosta. Stad wynika wniosek, ze dwie proste przecinaja si¢ co najwy-
zej w jednym punkcie. Nie zachodzi jednak twierdzenie, ze dwie proste
przecinaja si¢ zawsze w jednym punkcie; dwie proste moga by¢ do sie-
bie réwnolegle. Wiadomo jednak, ze poprzez wprowadzenie elementéw
idealnych, mianowicie punktéw i prostych w nieskoniczonosci (unen-
dlich ferne Punkte und unendlich ferne Gerade), mozna uzyskac to, ze
twierdzenie, wedtug ktérego dwie proste przecinaja si¢ zawsze w jed-
nym i tylko jednym punkcie, bedzie obowiazywaé w catej ogdélnosci.
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Idealne elementy ,,w nieskoriczonos$ci” (die idealen ,,unendlichfernen”
Elemente) daja te korzys$¢, ze czynia system twierdzen o incydencji
(Verkniipfungsgesetze) prostym i przejrzystym, tak jak to tylko jest moz-
liwe. Ze wzgledu na symetri¢ pomigdzy punktami i prostymi powstaje,
jak wiadomo, tak owocna zasada dualno$ci w geometrii.

Zwykte wielkoSci zespolone-urojone (komplex-imagindre Grossa) w al-
gebrze sg takze przyktadem uzycia elementéw idealnych; stuza one tu
do uproszczenia twierdzen o istnieniu i liczbie pierwiastkow réwnania.

Tak jak w geometrii uzywa si¢ nieskoficzenie wielu prostych, miano-
wicie réwnolegltych do siebie, do definicji jednego punktu idealnego,
tak tez w arytmetyce wyzszej pewne systemy nieskonczenie wielu liczb
zostaja ujete razem w postaci jednego ideatu liczbowego (Zahlenideal)
i ma tu miejsce najgenialniejsze zastosowanie zasady elementéw ideal-
nych. [Tu przypis Romana Murawskiego: Hilbert ma tu na mysli teo-
rie Kummera-Dedekinda. Ot6z w drugiej potowie XIX w. w zwiazku
z badaniami nad wielkim twierdzeniem Fermata (i ogélnie nad kwestia
rozwigzalno$ci réwnan diofantycznych, czyli réwnaf postaci

flay, ..o xn) = g(x1, ... z0),

gdzie f i g sa wielomianami o wspéiczynnikach catkowitych) stworzono
pewne metody badania réwnan diofantycznych, opierajace si¢ na twier-
dzeniu, ze w odpowiednim pierscieniu kazdy ideat rozktada si¢ jedno-
znacznie na iloczyn ideatéw pierwszych (zwanych w klasycznej wer-
sji liczbami idealnymi). Doprowadzito to do wyréznienia pewnej szero-
kiej klasy pierScieni, zwanych pierScieniami Dedekinda, ktéra odgrywa
dzi§ bardzo istotng rolg w algebrze i w teorii liczb. J.P.] Jezeli stosu-
jemy zasade tg systematycznie wewnatrz pewnego algebraicznego ciata
liczbowego, to odnajdziemy w nim proste i dobrze znane twierdzenia
o podzielnosci, jakie zachodza dla zwyktych liczb catkowitych 1, 2,
3,...(Hilbert 1926, cytuje za przektadem w: Murawski 2002)

Przywoluje ten dos§¢ dtugi cytat dla ukazania, Ze czym innym jest meta-
foryczna eksplikacja jakiej$ konstrukcji pojgciowej, a czym$ zgota innym po-
wody, motywacje, inspiracje itp., dla ktérych owa konstrukcja dokonywana
jest w matematyce.

Akty przekory

Matematyka jest tworczoscig swobodna, co z zadowoleniem podkresla wielu
wybitnych matematykow. Oczywiscie obowiazuja w tej twérczosci pewne za-
sady, np. wymoég niesprzecznosci, dochowanie starai, aby tworzona teoria byta
owocna, kierowanie si¢ wzgledami estetycznymi, ktére m.in. zalecajq prostote,
elegancj¢ i 0gdlnosé rozwazan. Osobnym problemem, wymagajacym badan
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empirycznych, jest to, czy — a jesli tak, to jak — twdrczosS¢ ta ograniczona (uwa-
runkowana) jest ludzkimi strukturami poznawczymi. Proponujac swoja teori¢
funkcjonowania metafor pojgciowych Lakoff i Nifiez chcg zwréci¢ uwage na
takie wlasnie uwarunkowania.

Pozwolg sobie — nie do korica powaznie — wskaza¢ na jeden z aspek-
téw owej swobody w twérczo$ci matematycznej, a mianowicie akty przekory.
W Pogonowski 2011 podatem pare przyktadéw takich przekornych dziatan
W matematyce, powtorze je tutaj:

Algebra. Wiadomo z historii algebry, ze np. liczby ujemne oraz urojone
przyjmowane byty z wielkimi poczatkowo oporami. Do$¢ dtugo trwato, zanim
uznane one zostaly za byty matematyczne prawomocnie istniejace. Do tego
uznania przyczynily si¢ w pierwszym wzgledzie ustalenia, ze liczby catkowite
oraz liczby zespolone tworza dobrze zachowujace si¢ struktury (w pierwszym
przypadku pierscieni, w drugim ciato, w dzisiejszej terminologii) oraz uzyska-
nie ich pogladowych reprezentacji (np. geometrycznej interpretacji liczb ze-
spolonych). W oswajaniu ich widaé jednak réwniez pewien odcien przekory
wiasnie — dopusémy istnienie nowych bytéw matematycznych, cho¢ konser-
watywna wspélnota matematykéw dotad si¢ przed nimi wzbraniata.

Geometria. Stworzenie geometrii nieeuklidesowych wymagato zaiste wiel-
kiego aktu przekory. Z jednej strony, skoro wysitki zmierzajace do udowodnie-
nia aksjomatu o réwnolegtych nie przynosity efektu, to niejako naturalne byto
przypuszczenie, ze aksjomatu tego nie da si¢ wlasnie wyprowadzi¢ z pozo-
statych. Ale samo rozwazenie (jednej z dwéch wersji) jego zaprzeczenia bylo
przekorne, przy powszechnym przeciez 6wczesnie przekonaniu, iz geometria
ma prawdziwie opisywac rzeczywisto$¢ fizyczna.

Teoria mnogosci. Jedna z metod tworzenia nowych zbioréw nieskoriczo-
nych jest — wedle Andrzeja Mostowskiego — nastgpujaca. Przypu$émy, ze kon-
struujac zbiory za pomocg operacji opisanych w aksjomatach teorii mnogosci,
ktére przyjeliSmy dotychczas, napotykamy stale na zbiory o pewnej wlasno-
Sci P. Jesli nie ma oczywistych powodéw, ktore sktaniatyby nas do przyjecia
twierdzenia, ze kazdy zbiér ma wtasno$¢ P, to przyjmujemy nowy aksjomat,
stwierdzajacy, ze istnieja zbiory wtasnie nieposiadajace wtasnosci P. W ten
sposéb otrzymujemy np. liczby mierzalne.

Mozna oczywiscie nie bra¢ powaznie propozycji uwazania matematykow
za przekornych z natury. Pozostaja jednak do opisania zwiazki migdzy tworze-
niem poje¢ na drodze metaforycznej a takimi waznymi procedurami matema-
tycznymi jak np. uogélnianie badZ konstrukcje motywowane rozumowaniami
przez analogie.
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Zdania nierozstrzygalne

W tekscie Where mathematics comes from, nigdzie nie znajdujemy deklaracji,
iz stosowanie metafor pojeciowych wymusza jakis czysto kumulatywny, bez
»~rozwidlen”, proces narastania wiedzy matematycznej. Autorzy wykorzystuja
nawet fakt istnienia ré6znych geometrii, r6znych teorii mnogosci itd. do argu-
mentacji przeciw istnieniu matematyki rozumianej po platorisku. Nie po§wig-
caja jednak uwagi odkryciu istnienia zdan nierozstrzygalnych w bogatszych
teoriach matematycznych. A jest to przeciez okoliczno$¢ wielce znaczaca dla
podstaw matematyki, nawet jesli ,,normalni” matematycy (ci, ktérzy nie zaj-
mujg si¢ zawodowo logika matematyczng lub teoria mnogosci) poswigcaja
temu zagadnieniu znikoma uwage. Inaczej zreszta rzecz ma si¢ z informaty-
kami, dla ktérych problemy nierozstrzygalnosci teorii nie moga by¢ zbywane
lekcewazeniem.

Tak podstawowe teorie matematyczne jak arytmetyka i teoria mnogosci sa
istotnie nierozstrzygalne (czyli sa nierozstrzygalne i zadne ich niesprzeczne
rekurencyjne rozszerzenie tez nie jest rozstrzygalne). Odkrycie tych faktow
rzucito nowe $wiatto na rozumienie zwiazkéw migdzy dowodem a prawda
W matematyce.

Sadze, ze brak zainteresowania autoréw zagadnieniami nierozstrzygalno-
$ci nie jest przypadkowy: objasnianie matematyki poprzez metafory pojeciowe
W najmniejszym stopniu nie umozliwia zadnych decyzji w kwestii akceptacji
badZ odrzucenia zdan nierozstrzygalnych. Jesli jakie$ tego typu decyzje zo-
stang podjete, to przesadzi o tym, jak sadze, praktyka badawcza matematyki,
co potrwaé moze dziesiatki albo i setki lat. Pamigtajmy, ze np. do precyzyjnej
postaci teorii liczb rzeczywistych dochodzono przez dwa tysiace lat. Odkrycie
zdan nierozstrzygalnych jest stosunkowo nowe, liczy sobie zaledwie kilkadzie-
siat lat.

Warto przypomnieé, ze znamy obecnie cale mnéstwo zdai nierozstrzy-
galnych o tredci czysto matematycznej (a nie tylko ,,sztucznej” treSci meta-
matematycznej). To ukazuje, ze problemy nierozstrzygalnosci sg jako$ bardzo
gleboko obecne w tworzywie matematyki, a nie sg jedynie wynikiem formal-
nych filozoficznych spekulacji. Trudno uwierzy¢, ze ,.trzecia droga” — czyli
objasnianie matematyki przez metafory pojeciowe (bez odwotywania si¢ do
dowodu i prawdy) — pozwoli dokona¢ znaczacych ustalefi w sprawie zdaf nie-
rozstrzygalnych. Oto niektére przyktady zdan niezaleznych:

1. CH (hipoteza kontinuum, ktéra glosi, ze 2% = X;) i GCH (uogélniona
hipoteza kontinuum, ktéra gtosi, ze 28 = R, 1, dla kazdej liczby po-
rzadkowej o). Kontinuum 280 moze przyjmowaé prawie dowolna war-
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to$¢, np.: Ny, Ny, Ny (nie moze jednak byc liczba kardynalna o prze-
liczalnej wspoétkoincowosci). Automatycznie dostajemy wigc nieskon-
czong wielo$¢ zdan niezaleznych od aksjomatow teorii mnogosci.

2. Aksjomat konstruowalnosci (ktory gtosi, ze wszystkie zbiory sa konstru-
owalne), a takze jego zaprzeczenie.

3. AD, czyli aksjomat determinacji (o nim bedzie jeszcze nizej). AD jest
sprzeczny z aksjomatem wyboru.

4. Drzewo Suslina to drzewo o wysokosci N, w ktérym zaréwno wszyst-
kie taicuchy, jak i antylaficuchy sa przeliczalne. Hipoteza Suslina SH
glosi, ze nie istnieje drzewo Suslina. Aksjomat konstruowalnosci impli-
kuje zaprzeczenie SH. Hipotezg SH mozna tez sformutowac tak: kazdy
porzadek liniowy bez elementu pierwszego i ostatniego, w ktérym to-
pologia porzadkowa jest spéjna i spetnia warunek ccc (przeliczalnych
antytaricuchéw) jest izomorficzny ze zbiorem wszystkich liczb rzeczy-
wistych z ich naturalnym porzadkiem.

Fakt istnienia zdan nierozstrzygalnych wydaje si¢ wspieraé tez¢ agnosty-
cyzmu matematycznego, o ktérej pisz¢ w jednym z dalszych punktéw. Mate-
matyke budujemy na dowodach i jest ona (nasza, ludzka matematyka) jaka
jest. Odkrywamy zdania nierozstrzygalne i mozemy fantazjowaé, ze w Swie-
cie Platoriskich idei matematycznych rzeczy sa ustalone i zachodzi np. hipo-
teza kontinuum. Albo ze w istocie mamy do czynienia, na wzér wszechswia-
téw Everetta, z Platofiskim multiswiatem, w ktérym — w poszczegdlnych jego
rozgaltezieniach — realizuja si¢ wszelkie mozliwe odpowiedzi na pytanie o hi-
poteze kontinuum. Spekulacje takie sa, mniemam, catkowicie niegroZne — nie
widz¢ podstaw ku temu, aby sadzi¢, ze wiara (badZ niewiara) w istnienie uni-
wersum Platoriskiego hamowata lub przyspieszata rozwdj matematyki.

Opisywanie i definiowanie

Jak tworzenie metafor pojeciowych ma si¢ do dwoch waznych procedur mate-
matycznych: opisywania oraz definiowania? Na pierwszy rzut oka wydaje sig,
ze wszystkie rozwazane przez autorow konstrukcje sa swoistymi definicjami.

Odrézniajac opisywanie od definiowania, mam na mysli przede wszyst-
kim r6zne w obu przypadkach mozliwosci dostgpu poznawczego do obiek-
téw matematycznych. Oczywiscie jedna i druga procedura wymaga korzysta-
nia z jakich§ ustalonych Srodkéw jezykowych. Jesli rozumiemy jezyki jako
wyznaczone przez skoniczony (lub przeliczalnie nieskoficzony) zestaw sym-
boli wraz z rekurencyjnymi regutami sktadniowymi, to sita rzeczy musimy
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uznad, ze nie do wszystkich obiektéw matematycznych mamy w ogéle dostgp
jezykowy. W przypadku np. rodziny wszystkich podzbioréw zbioru nieskon-
czonego jedynie przeliczalnie wiele jej elementéw moze zostaé nazwanych
w tak rozumianych jezykach. Prawie wszystkie elementy tej rodziny pozostaja
wigc niedostgpne jezykowo. W przypadku liczb porzadkowych rowniez jedy-
nie przeliczalnie wiele z nich moze by¢ opisywanych w sposéb efektywny,
za pomoca réznych specjalnie w tym celu stworzonych systeméw notacji.
Wszystkie liczby porzadkowe do ktérych mamy taki dostgp (liczby rekuren-
cyjne) sa przeliczalne i mniejsze od (przeliczalnej) liczby Churcha-Kleene’go
wa . Powyzej tej liczby mozemy jedynie definiowaé wigksze liczby porzad-
kowe.

Juz odréznienie mocy przeliczalnych od nieprzeliczalnych zdaje si¢ stwa-
rza¢ wyzwanie dla BMI, podstawowej metafory nieskoficzonosci, tak hotu-
bionej przez autoréw. Uznajmy, ze dziata ona dobrze w przypadku zbioréw
przeliczalnych. Posta¢ normalna Cantora dla liczb porzadkowych pozwala —
zgddZmy si¢ i na to — na manipulowanie metaforami arytmetyczno-algebra-
icznymi dla liczb porzadkowych. Terminu ,,manipulowanie” uzylem tu ce-
lowo, gdyz nie tylko nieprzeliczalne liczby porzadkowe, ale takze pewne duze
przeliczalne takie liczby pozostaja niejako poza zasiggiem mocy dowodowych
niektérych teorii matematycznych.

Zbiér liczb porzadkowych mniejszych od ¢ jest domknigty na operacje
nastgpnika, sumy, mnozenia i potggowania liczb porzadkowych. Liczba e(
wiaze si¢ z mozliwo$ciami dowodowymi arytmetyki Peana (pierwszego rzedu).
Bada sig¢ liczby porzadkowe zwigzane z mozliwoSciami dowodowymi innych
teorii. Bada si¢ hierarchie szybko rosngcych funkcji (Veblena, Wainera itd.).
By¢ moze moja ocena jest mylna i naiwna, ale sadzg, ze do rozumienia tych
zagadnieni nie mozna dojs$¢ ograniczajac si¢ jedynie do podstawowej metafory
nieskonczonos$ci. Trzeba chyba raczej zrozumie¢ reguly operowania wielko-
$ciami pozaskoficzonymi po prostu wyznaczone przez ich teori¢ — nie ma tutaj
drogi na skroty.

Warto w tym konteks$cie przypomniec, ze definiowanie kolejnych liczb nie-
skoficzonych w teorii mnogosci wykorzystuje fakt dobrego uporzadkowania
klasy wszystkich liczb porzadkowych. Tak wigc, to raczej te zalozenia, ktére
pozwalaja konstruowac klasg wszystkich liczb porzadkowych oraz prowadzié
definicje przez indukcje pozaskoniczona, co najmniej tak samo jak BMI, po-
winny zostac¢ jako§ wykorzystane przez autorow Where mathematics comes
Jfrom w ich prébie metaforycznego opisywania hierarchii nieskoficzonosci.

Catkiem osobny problem dla koncepcji ucielesnionej matematyki stwa-
rzaja te sytuacje, gdy potrafimy udowodnié, ze jaki§ obiekt matematyczny
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nie jest definiowalny (w ustalonym jezyku). Dla przyktadu, zbiér (numeréw
Godlowskich) wszystkich zdan prawdziwych w standardowym modelu aryt-
metyki Peana nie jest w tej arytmetyce definiowalny. Czy mozna do niego

499

,»dotrze¢” jaka$ metafora ucielesnionej matematyki?

Dynamika intuicji

Intuicje do§wiadczenia potocznego sa dos¢ stabilne, co jest okolicznoScia sprzy-
jajaca rozwazaniom Lakoffa i Nifieza. Inaczej rzecz ma si¢ z intuicjami ma-
tematycznymi — maja one charakter o wiele bardziej dynamiczny. Zasadne
jest oczywiscie pytanie o przyczyny takich zmian. Wskaza¢ mozna, jak sadze,
kilka rodzajéw takich przyczyn:

Antynomie. Konieczno$¢ usunigcia sprzecznosci z tworzonej koncepcji ma-
tematycznej jest dla kazdego oczywista. Eliminacja antynomii wymaga zmia-
ny zatozen wyjSciowych, a co za tym idzie takze zmiany rozumienia badanych
pojeé. Usuwajac np. antynomi¢ Russella z teorii mnogosci (poprzez stosowne
przeformutowanie aksjomatu wyrdzniania), proponujemy w istocie catkiem
nowe rozumienie pojecia zbior.

Paradoksy. Réwniez w przypadku paradokséw, gdy staramy si¢ poddawac
je eksplikacji (gdy usitujemy ,,rozwiazac¢” paradoks) oczekiwaé musimy ko-
nieczno$ci dokonania zmian w naszych intuicyjnych przekonaniach. Tu jednak
sytuacja wyglada nieco inaczej niz w przypadku antynomii. Moze by¢ bowiem
tak, ze dzigki zmianie sposobu rozumienia jakiego$ pojecia uzyskujemy roz-
wiazanie paradoksu, ale moze si¢ rowniez zdarzy¢, ze zmiana taka jest niemoz-
liwa, ze musimy dokonaé swoistego rodzaju ,,rozszczepienia” naszych intuicji.
Pod pierwszy przypadek podpadaja chyba zauwazane od dawna paradoksy nie-
skoniczonosci, jako ktécace si¢ z euklidesowym przekonaniem, iz czg$¢ musi
zawsze by¢ jako$ ,,mniejsza” od catosci. Przyjecie definicji Dedekinda zbioru
nieskoiiczonego (zbidr jest nieskoriczony doktadnie wtedy, gdy jest réwno-
liczny z jakim§ swoim podzbiorem wtasciwym) rozwiazuje te paradoksy, za
ceng przyjecia takiej wtasnie intuicji kojarzonej ze zbiorami nieskoficzonymi.
Tlustracji dla drugiego z omawianych przypadkéw dostarcza chocby paradoks
Banacha-Tarskiego. Nie mozemy odrzuci¢ twierdzenia Banacha-Tarskiego, na-
wet jesli boleSnie narusza ono nasze intuicje do§wiadczenia potocznego. Mu-
simy natomiast przyzna¢, Ze intuicje te nie majg zastosowania w przypadku
zbioréw niemierzalnych w sensie Lebesgue’a (ktére wykorzystywane sa w do-
wodzie twierdzenia Banacha-Tarskiego), a takze zaakceptowac to, ze aksjomat
wyboru stosowany do zbioréw nieskoniczonych sprawi¢ moze niespodzianke
intuicjom potocznym (jesli zyczliwie uznamy, ze napotykanie zbioréw nie-
skoiczonych nalezy do do§wiadczenia potocznego).
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Programy badawcze. W tych przypadkach zmian intuicji dokonujemy $wia-
domie, celowo. Postanawiamy, ze od danego momentu jakas sfera dziatalnosci
matematycznej ma by¢ badana takimi, a nie innymi Srodkami, pozbywszy si¢
np. balastu zapozyczen z innych dyscyplin, jesli chodzi o rozumienie pojgc.
Tak rzecz si¢ miata z arytmetyzacja analizy w wieku XIX — pojecia rachunku
rézniczkowego i catkowego miaty odtad by¢ wyrazane jedynie w terminach
arytmetycznych, bez odwotan do ruchu, zmiany, geometrii. Mozna uznac, ze
jest to program zakonczony sukcesem, cho¢ oczywiscie w dalszym ciggu mo-
zemy pytac o alternatywne opisy kontinuum (np. w terminach analizy niestan-
dardowej lub innych, catkiem nowych). Moze tez zdarzy¢ si¢ tak, ze w trak-
cie realizacji programu badawczego okazuje si¢ on nierealny lub mozliwy do
wykonania jedynie czgSciowo. Taki byt los programu Hilberta — znane twier-
dzenia metalogiczne (o niezupelnosci, o niedowodliwosci niesprzecznosci sys-
temu w nim samym) ukazaty, ze wyjSciowy program zrealizowany moze zo-
sta jedynie czgSciowo.

Nowe wyniki matematyczne. Nasze intuicyjne przekonania zmieniaja si¢
rzecz jasna w trakcie poszerzania wiedzy matematycznej. Dla przyktadu, az
do wynikéw Ruffiniego i Abela wierzono, ze kazde réwnanie algebraiczne
posiada rozwiazanie dane przez pierwiastniki, dopiero wspomniane wyniki
ukazaty brak w ogdlnos$ci istnienia tego typu rozwigzan dla réwnan stopnia
wyzszego od czterech. Tym samym, zmianie ulegto — przynajmniej w jakims$
aspekcie — rozumienie pojecia rozwiqzanie réwnania algebraicznego. Tego
typu przyklady mnozy¢ mozna nieograniczenie — kazde nowe istotne twier-
dzenie matematyczne jako$§ na nowo ksztaltuje intuicje dotyczace poje¢ w nim
wystepujacych oraz rozumienie przeprowadzanych konstrukcji.

Wartosci estetyczne. Podkreslanie przez wielu matematykéw, iz najwaz-
niejsza motywacja dla uprawiania ich twdrczo$ci sa walory estetyczne mate-
matyki, nie nalezy traktowac jedynie jako oznak przechwalania si¢ lub dawa-
nia Swiadectwa tego, co nalezy do dobrego tonu w matematyce. Nigdy nie
zdarzyto mi si¢ spotka¢ matematyka, ktéry zaprzeczalby istnieniu inspiracji
estetycznych w jego dziatalnos$ci. Jesli jednak traktujemy te wypowiedzi po-
waznie, to — chcac stosowaé skutecznie teori¢ metafor poznawczych — mu-
simy jako$ te wartoSciowania uwzgledni¢ w rekonstrukcjach metaforycznych.
By¢ moze koncepcja ucielesnionej matematyki wypracowala juz jakie§ me-
tody przydatne w tym wzgledzie, nie znam jednak zadnych prac na ten temat.

Moda matematyczna. To czynnik, ktérego nie nalezy chyba lekcewazyc.
To, ktére badania sa akurat modne w danym okresie, wida¢ chociazby z li-
sty przyznawanych nagréd matematycznych. Problemy Hilberta w znaczacym
stopniu uksztattowaty ogromne potacie matematyki XX wieku. Kwaterniony
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byly ,,bardzo modne” pod koniec wieku XIX, p6Zniej traktowano je jako je-
dynie ciekawostke algebraiczna, a wspéiczesnie okazuje sig, ze struktury al-
gebraiczne rézne od klasycznych ciat liczb rzeczywistych i1 zespolonych maja
bardzo istotne zastosowania np. w fizyce. Jedna z najwigkszych karier w ma-
tematyce zrobita teoria grup — narzucono wrecz okres§lony sposéb ujmowania
i rozumienia probleméw na modl¢ algebraiczng.

By¢ moze koncepcja uciele§nionej matematyki bedzie prébowata jako$ po-
radzi¢ sobie z problemami zmiennoSci intuicji matematycznych. Na razie au-
torzy omawianej ksiazki odniedli si¢ do przypadkéw zmiennoSci intuicji beda-
cych skutkiem realizacji programéw badawczych — piszac o metaforach Dede-
kinda oraz Weierstrassa.

Pozwolg sobie na stwierdzenie, ze najglgbsza zmiana jakoSciowa w rozu-
mieniu intuicji matematycznych dokonata si¢ w wyniku ,;rewolucji struktu-
ralnej” w matematyce XIX wieku. Oczywiscie wszelkie tego typu spekulacje
obarczone sa duzym ryzykiem btedu. Dopiero z odpowiednio dluzszej per-
spektywy, biorac pod uwagg znaczacy przedziat czasowy, jesteSmy w stanie
ocenia¢ rozwéj dyscyplin matematycznych. Mozna, tytulem eksperymentu,
zaproponowaé poréwnanie koncepcji uciele$nionej matematyki stosowanej
w dwoch okresach: matematyki do wieku XIX oraz matematyki wspoiczesnej.
Pozwalam sobie podejrzewac, ze w tym pierwszym przypadku koncepcje La-
koffa i Nifieza sprawdzityby si¢ o wiele lepiej niz w przypadku drugim.

Kolizje intuicji

Mozna bytoby sadzi¢, ze zawodowi matematycy w procesie tworzenia mate-
matyki jako$ uzgadniaja swoje intuicje, ze powstaje w ten sposéb jedno tylko
jedynie stuszne” rozumienie pojeé. W wigkszosci przypadkéw zaswiadczo-
nych w dziejach matematyki tak wtasnie jest. Btedne jednakze jest mniemanie,
iz jest tak zawsze, bezwyjatkowo. Zdarza sig, ze r6zni matematycy rozwigzu-
jacy ten sam problem proponujg inne jego intuicyjne (a w konsekwencji p6z-
niej takze formalne) rozwiazanie, ale zdarza sig tez tak, iz za przyjeciem jed-
nych zalozen przemawiajg inne (dobrze osadzone w praktyce matematycznej)
argumenty niz za przyjeciem rozwiazania konkurencyjnego (réwniez dobrze
przystajacego do owej praktyki).

Dobry ilustracja dla pierwszego z tych przypadkéw moga by¢ spory mig-
dzy Newtonem i Leibnizem dotyczace podstaw rachunku rézniczkowego. New-
ton postugiwat si¢ wylacznie skonczonymi wielkoSciami arytmetycznymi
w charakteryzowaniu obiektéw granicznych. Leibniz natomiast rachowatl na
nieskoriczenie matych wielkosciach, traktowanych w sposéb czysto formalny,
dla ktérych istnienia podawat jedynie argumenty metafizyczne. Analiza New-
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tonowska znalazta w petni precyzyjny wyraz w XIX wieku, z chwila aryt-
metyzacji analizy. Rozwazaniom Leibniza precyzyjna forme data analiza nie-
standardowa, zapoczatkowana w potowie wieku XX. Mozna podawaé dalsze
tego typu przyktady, np. spér Hamiltona z Grassmannem dotyczacy podstaw
rachunku wektorowego.

Drugi ze wspomnianych przypadkéw ilustruje np. konflikt pomigdzy ak-
sjomatem wyboru AC a aksjomatem determinacji AD. Sg one wzajem sprzecz-
ne — obu razem przyjac nie mozna. Za kazdym z nich przemawiaja jednak do-
bre argumenty natury matematycznej. Co prawda ich role sa niewsp6tmierne,
gdyz AC dotyczy wszelkich zbioréw, natomiast AD dotyczy podzbioréw prze-
strzeni Baire’a. Ich konflikt ukazuje jednak, ze mozemy — cho¢ w ograniczo-
nym zakresie — wybiera¢ pomigdzy wzajem sprzecznymi zatozeniami i upra-
wiac jakiS§ fragment matematyki niezaleznie od drugiego.

Innym przykitadem podpadajacym pod drugi z omawianych przypadkéw
jest konflikt migdzy aksjomatem konstruowalnos$ci Godla a aksjomatem istnie-
nia liczb mierzalnych. Pierwszy z nich pozwala — méwiac w stylistyce Lakoffa
i Nufieza — ,,nada¢ ludzka twarz” rodzinie wszystkich podzbioréw zbioru nie-
skoficzonego (poprzez rozwazenie jedynie podzbioréw definiowalnych). Jego
konsekwencjami sa, jak wiadomo, zaréwno aksjomat wyboru, jak i uogélniona
hipoteza kontinuum. Nie jest on jednak — podobnie jak zaden inny aksjomat
ograniczenia — uwazany wspodtczesnie za dobrego kandydata na nowy aksjo-
mat teorii mnogosci. Aksjomat istnienia liczby mierzalnej, cho¢ z pozoru moze
wydawac si¢ bardzo ezoterycznym zalozeniem, jest bodaj uwazany za lepiej
oddajacy ,,ducha” wspdtczesnej teorii mnogosci, w ktorej zaleca si¢ rozwaza-
nie mozliwie najwigkszej liczby zbioréw.

Préba objasniania konstrukcji matematycznych za pomoca metafor poje-
ciowych powinna jako§, moim zdaniem, prébowaé upora¢ si¢ z kolizjami in-
tuicji obu wymienionych rodzajéow. Jak wyjasni¢ — w paradygmacie propo-
nowanym przez autoréw — réznice w operowaniu intuicjami u poszczegdlnych
matematykéw? Jak wyjasni€ to, ze sama matematyka w pewnych przypadkach
oferuje mozliwos¢ podjecia i kultywacji réznych, wzajem sprzecznych intuicji,
za kazda z ktérych przemawiaja jakie$ dobre matematyczne argumenty?

Réwnosé prawie wszedzie

Nie mozna rzecz jasna wymagaé od autorow, aby uwzglednili wszystkie po-
jecia matematyczne, prébujac ukaza¢ ich metaforyczna naturg. Swoistym te-
stem na trafno$¢ ich wizji bylaby préba skonstruowania odno$nych metafor dla
poje¢ wykorzystywanych w poszczegélnych dziatach matematyki. Dla przy-
ktadu: jaka metafora moglaby by¢ odpowiedzialna za skonstruowanie pojecia
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rownos¢ prawie wszedzie? Jest to jedno z fundamentalnych pojec teorii miary,
a nawet ogdlniej — analizy matematycznej. Nie jest jasne, jak autorzy chcieliby
metaforycznie odnosi¢ si¢ do zbioréw niemierzalnych w sensie Lebesgue’a
(wystepujacych np. w znanym twierdzeniu Banacha-Tarskiego o rozktadzie
kuli tr6jwymiarowej).

Pojecie pochodnej

W artykule Thurston 1994 autor pisze niezwykle zajmujaco o wiasnej karie-
rze matematycznej, o swoich motywacjach, o celach pracy matematyka, ktére
warte s propagowania. Pisze tez o tym, w jaki sposéb ludzie rozumieja mate-
matyke. W szczegdlnosci, podaje przyktad réznych rozumien pojecia pochod-
nej:

People have different ways of understanding particular pieces of mathe-
matics. To illustrate this, it is best to take an example that practicing ma-
thematicians understand in multiple ways, but that we see our students
struggling with. The derivative of a function fits well. The derivative can
be thought of as:

1. Infinitesimal: the ratio of the infinitesimal change in the value of
a function to the infinitesimal change in a function.

2. Symbolic: the derivative of ™ is na™ !, the derivative of sin(z)
is cos(z), the derivative of f o gis f' o g * ¢/, etc.

3. Logical: f/'(x) = d if and only if for every ¢ there is a 0 such that
when 0 < |Az| <6,

|f(fc+Ax) — f(@)
Ax

—d| <.

4. Geometric: the derivative is the slope of a line tangent to the graph
of the function, if the graph has a tangent.

5. Rate: the instantaneous speed of f(¢), when ¢ is time.

6. Approximation: The derivative of a function is the best linear ap-
proximation to the function near a point.

7. Microscopic: The derivative of a function is the limit of what you
get by looking at it under a microscope of higher and higher power.

This is a list of different ways of thinking about or conceiving of the
derivative, rather than a list of different logical definitions. Unless great
efforts are made to maintain the tone and flavor of the original human
insights, the differences start to evaporate as soon as the mental con-
cepts are translated into precise, formal and explicit definitions. (Thur-
ston 1994, 164)
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Liste powyzsza mozna rozszerzac. Dla przyktadu, Thurston podaje jeszcze
jedno rozumienie omawianego pojgcia:

37. The derivative of a real valued function f in a domain D is the
Lagrangian section of the cotangent bundle 7*(D) that gives the
connection form for the unique flat connection on the trivial R-
bundle D x R for which the graph of f is parallel.

These differences are not just a curiosity. Human thinking and under-
standing do not work on a single track, like a computer with a single
central processing unit. Our brains and minds seem to be organized into
a variety of separate, powerful facilities. These facilities work together
loosely, “talking” to each other at high levels rather than at low levels of
organization. (Thurston 1994, 165)

Zwr6éémy uwage na ostatnie z cytowanych zdan — poglady Thurstona r6z-
nig si¢ tu wyraznie od pogladéw Lakoffa i Nufieza.

Krzywizna Gaussa

Theorema egregium Gaussa to jeden z najbardziej podstawowych wynikéw
w geometrii rézniczkowej. Bez wdawania si¢ w szczegdty techniczne powiem
jedynie, ze zawdzigczamy Gaussowi (ktéry z kolei bazowal na pewnych wy-
nikach Eulera) okreslenie pojegcia krzywizny powierzchni oraz ustalenie, ze
mozna t¢ krzywizng wyrazi¢ w terminach samej badanej powierzchni, nieza-
leznie od tego, w jakiej przestrzeni i w jaki sposéb jest ona ,,zanurzona”. Tak
wigc, np. Plaszczaki mieszkajace na sferze maja mozliwo$¢ ustalenia geome-
trii swojego Swiata, bez konieczno$ci podrézowania w ,,za§wiaty” przestrzeni
tréjwymiarowej. Bytoby ciekawe, sadze, wyprébowanie sit matematyki ucie-
lesnionej w rekonstrukcji podstawowych poje¢ geometrii rézniczkowe;j. Jak
daleko mogtaby posuna¢ si¢ na tym obszarze koncepcja Lakoffa i Nufieza?
Przeglad jezykéw etnicznych pokazuje, ze stosuja one réznorakie Srodki
gramatyczne dla wyrazania stosunkéw przestrzennych. Dla przyktadu, w pol-
skim (i w angielskim) tak samo wyrazamy fakt, ze co$ lezy na stole, jak i to, ze
co$ wisi na Scianie. W niemieckim jest inaczej: w pierwszym przypadku mamy
auf den Tisch, w drugim an die Wand. Nie ma w tym niczego tajemniczego,
rézne jezyki na rézne sposoby gramatykalizuja informacje. Uwazamy jednak,
ze narzucanie prostych intuicji do§wiadczenia potocznego ztozonym tworom
réznych geometrii jest nie na miejscu. Zwyczaj jezykowy kaze nam méwié,
ze np. trojkat lezy na ptaszczyznie. Jednak zaden godny tego miana geome-
tra nie bedzie ,,widzial” ptaszczyzny jako czegos$, na czym kladzie si¢ trdj-
katy. Zauwazmy, ze nawet proste pojecia geometrii Euklidesa znane ze szkoty
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zaktadaja juz bardzo wysoki stopien abstrakcji, wymagaja istotnego jakoscio-
wego ,,przeskoku” od poje¢ do§wiadczenia potocznego do obiektéw, ktdre nie
maja rozciagtosci przestrzennej (punkty), nie maja ,,grubosci” (plaszczyzny),
nie majg ,,szerokosci” (odcinki).

Twierdzenie Gaussa-Bonneta ustala pewna zalezno$¢ migdzy geometria
powierzchni (bioraca pod uwage jej krzywizng) a jej topologia (bioraca pod
uwage jej charakterystyke Eulera). Wspodtczesnie o powierzchniach mys§limy
w matematyce jako o szczegdlnego rodzaju rozmaitoSciach Riemanna.

RozmaitoSci Riemanna

Mozna wskazywac na rézne punkty zwrotne w rozumieniu ogélnego poje-
cia przestrzeni w matematyce. Do najwazniejszych z nich niewatpliwie naleza
propozycje Riemanna. To wiasnie one umozliwily opis rzeczywistosci fizycz-
nej w makroskali, stanowigc matematyczne podstawy ogdlnej teorii wzgled-
nosci. Konstrukcje Riemanna takze moga, jak si¢ zdaje, stanowi¢ wdzigczny
obiekt zainteresowania matematyki ucielesnionej. Czy potrafitaby ona pora-
dzi¢ sobie z uogolnieniami dokonanymi przez Riemanna i jego nastgpcéw?
Pisz¢ o tym bez ironii, bo przeciez mozna prébowacé §ledzi¢ — z punktu wi-
dzenia sporzadzania metafor — mozliwosci oddania kolejnych, coraz bardziej
zaawansowanych konstrukcji geometrii rézniczkowe;j.

Konstrukcje Riemanna uogdélniaja poprzednio wspomniane badania Gaussa.
Pozwalaja na méwienie o tworach wielowymiarowych, wyposazonych w pewne
wlasnosci metryczne. Sa jednym z podstawowych narzedzi fizyki wspotcze-
snej.

Przy okazji, wspomng tutaj o wyzwaniu dla matematyki uciele$nione;j,
ktére stwarza rozpatrywanie w matematyce przestrzeni wielowymiarowych
(majacych skoriczenie lub nieskoniczenie wiele wymiaréw). W samej matema-
tyce pojecie to wprowadzano ostroznie. Podobnie jak w swoim czasie liczby
urojone, takze przestrzenie o liczbie wymiaréw wigkszej od trzech uwazane
byty poczatkowo za twory catkiem fikcyjne. Na utworzenie dobrze funkcjonu-
jacego pojecia przestrzeni wielowymiarowej ztozyly si¢ wysitki matematykéw
z r6znych dyscyplin: teorii liczb (np. prace nad kwaternionami Hamiltona),
algebry liniowej (prace Grassmanna), wspomniane wyzej prace Gaussa i Rie-
manna, dajace poczatek geometrii rézniczkowej itd. Nie byto wcale tak, ze
za pomoca jakiej$ jednej metafory pojeciowej ,,0swojono” przestrzenie wielo-
wymiarowe. Wspoélczesnie nawet laik potrafi wypowiadac si¢ np. o czwartym
wymiarze, cho¢ nie zawsze czyni to z sensem. Nie moge sobie w tym miejscu
odmoéwic przytoczenia cytatu z broszury traktujacej o roli geometrii wielowy-
miarowej w odczytywaniu Biblii, o czterowymiarowym Jezusie itp. Oto w Kaj-
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fosz 2010 na stronie 39 podkresla sig, iz sformutowanie z Listu do Efezjan
»zdotali pojaé ze wszystkimi §wigtymi, jaka jest szerokos¢ i dlugosé, i wyso-
kosé, i gtebokos$¢” wskazuje na postugiwanie si¢ przez autora Listu odniesie-
niem do czterech wymiaréw. Autor bogato obdarowuje nas wieloma innymi
jeszcze przyktadami. Dalej w tekscie znajdujemy np.:

Innym czgstym zjawiskiem byto nagte pojawianie si¢ i znikanie aniotow,
a takze istot ludzkich (Mt 17,3; Wj 3,2; Sdz 6,12; Dz 12,7; Dz 8,39; Dn
5.9).

Szczegdblnie ciekawy jest znany przypadek reki, piszacej stowa na Scia-
nie patacu podczas uczty Belsezara (Dn 5,5). Mozna przypuszczac, ze
reka nalezata do istoty, ktéra pozostawata poza nasza przestrzenia i ,,wsu-
neta” ja tylko, aby napisaé na $cianie patacu wyrok Bozy.

Wymowne jest takze pojawienie si¢ Jezusa Chrystusa po zmartwych-
wstaniu, ,,gdy drzwi byty zamknigte” (Lk 24,35-43; J 20,19). Uczniowie
mniemali, ze widza ducha, jednak Pan Jezus kazat siebie dotykac, a na-
wet zjadl kawalek pieczonej ryby i plaster miodu, wyraZnie z zamiarem
udowodnienia materialno$ci swego zmartwychwstalego ciata.
Weczesniej, tego samego dnia, takze podczas positku, bedac w tym sa-
mym ciele, ,,znik} sprzed ich oczu” (Lk 24,31).

Fakty te trudno wyjasni¢ z punktu widzenia naszej przestrzeni, gdyz wy-
magatoby to przyjecia, ze Jego ciato, wraz ze zjedzonym pokarmem,
miato zdolno$¢ dematerializowania sig, przechodzenia przez zamknigte
drzwi czy Sciany budynku i ponownego materializowania si¢ w innym
miejscu. Warto zwrdci¢ uwage, ze tekst biblijny nie méwi nic o prze-
chodzeniu przez zamknigte drzwi czy tez Sciany, cho¢ nieraz styszy sig
o tym w kazaniach.

Obraz czterowymiarowy jest calkiem jasny. Ciato Jezusa byto fizyczne,
tak jak starat si¢ udowodnié, lecz nie byt On juz poddany ograniczeniom
naszej przestrzeni. Mogt opuszczac nasza hiperptaszczyzng i ponownie
W nig wstgpowaé w innym miejscu, a zatem nie musiat dematerializowac
si¢ ani tez przechodzi¢ przez zamknigte drzwi czy Sciany. (Kajfosz 2010,
51-52)

Nie zamierzam oczywiscie wypowiadaé si¢ na temat trafnoSci tych in-
terpretacji. ,,L.ogika” bajki nie podlega ocenie czysto racjonalnej, dopuszcza
r6znorodne fantazje, czasem spdjne wewnetrznie, a czasem nawet tego wa-
runku niespetniajace. W odréznieniu od dywagacji o czterowymiarowym Je-
zusie, pewne fantazje naukowe dotyczace Swiata plaskiego warto traktowaé
bardziej powaznie. Ksigzeczka Abbot 1952 odbierana moze by¢ jako cieka-
wostka, popularyzujaca matematyke. Ukazaty si¢ dalsze tego typu prace, np.
Hinton 1907. Mozliwosci zycia w §wiecie dwuwymiarowym, wraz z wieloma
wlasnodciami takiego Swiata, poSwigcone byty prace Dewdneya (Dewdney
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1984, 2000). Ptaskoswiat Dewdneya budowany jest bardzo konsekwentnie,
z zachowywaniem rygoréw niesprzecznosci logicznej. Podano zasady fizyki,
chemii, biologii itd., ktére obowiazuja w tym Swiecie (doktadniej: na planecie
Astria, ktéra ma ksztatt dysku i wiruje na plaskiej powierzchni; nazwa pla-
nety wzigta zostata z wczedniejszej pracy Hintona). Martin Gardner tak pisze
o zasadach rzadzacych tym Swiatem i jego korelacjach ze stereo§wiatem, czyli
Swiatem tréjwymiarowym:

Aby swdj dziwaczny projekt uchroni¢ przed ,,zwyrodnieniem do jato-
wych spekulacji”’, Dewdney przyjal dwie podstawowe zasady. ,,Zasada
podobienstwa” glosi, ze ptaskoswiat musi by¢ mozliwie najbardziej po-
dobny do stereo$wiata: ciato, na ktére nie dziataja sily zewngtrzne, spo-
czywa lub porusza sig¢ po linii prostej, ptaski odpowiednik sfery to okrag,
i tak dalej. ,,Zasada modyfikacji” glosi, ze gdy jesteSmy zmuszeni wy-
braé jedna sposrdéd sprzecznych hipotez, ktére jednakowo sa podobne
do teorii obowigzujacej w stereo§wiecie, to powinniSmy zdecydowac
si¢ na hipoteze bardziej podstawowa, pozostate za§ zmodyfikowaé. Aby
okreslié, jakie hipotezy sa podstawowe, Dewdney zastosowat hierarchig,
w ktérej fizyka jest bardziej podstawowa od chemii, chemia bardziej
podstawowa od biologii i tak dalej. (Gardner 1997, 12)

W konsekwentny sposéb ustala si¢ wiele faktéw, dotyczacych astronomii,
fizyki, chemii, biologii, architektury, mechaniki itd. astrianskiego Swiata. Pro-
blematyka ptaskoSwiatowej nauki jest stale zywa, rozwaza si¢ np. problem, jak
wyglada¢ w niej moze ogdlna teoria wzglgdnosci. Zwrécono uwage m.in. na
ktopoty w porozumiewaniu si¢ w takim Swiecie za pomoca dZwigku lub fal
elektromagnetycznych: pewne wtasnoSci rozwiazan réwnania falowego utrud-
niaja takie porozumiewanie si¢ w kazdym Swiecie o parzystej liczbie wymia-
réw. Warto na koniec dodaé, ze we wspoéiczesnej fizyce intensywnie badane
sa m.in. wlasnosci powierzchni pokrytych bardzo cienkimi btonami (grubo-
Sci jednej czasteczki) oraz r6zne dwuwymiarowe wlasnosci elektrostatyczne
i elektroniczne.

Cantor: Widze to, ale w to nie wierze

Wisrdd pierwszych wynikéw Cantora w jego teorii mnogosci znajdujemy twier-
dzenia ustalajace réwnolicznos$¢ badZ nieréwnoliczno$¢ pewnych bardzo waz-
nych (z punktu widzenia praktyki matematycznej) zbioréw. Cantor ustalil m.in.
ze:

1. Przeliczalne sa zbiory: liczb catkowitych, wymiernych (to ustala funk-
cja pary Cantora), algebraicznych (w tym przypadku Cantor podat ory-
ginalny dowdd, wykorzystujacy wspdtczynniki wielomianéw).
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2. Nieprzeliczalne sa zbiory: liczb rzeczywistych, liczb przestgpnych. Przy
okazji, warto pamigtaé, ze Cantor podat dwa catkiem rézne dowody nie-
przeliczalnosci zbioru liczb rzeczywistych — tylko w drugim z nich sto-
suje swoéj stynny argument przekatniowy.

3. Istnieje tylko jeden, z dokladnos$cia do izomorfizmu, zbidr przeliczalny
uporzadkowany w sposéb gesty, bez elementu pierwszego i ostatniego
(zbidr liczb wymiernych).

4. Zbiory: punktéw prostej, punktdw ptaszczyzny, punktéw przestrzeni tréj-
wymiarowej sa wszystkie réownoliczne — ich moc wynosi kontinuum
(podobnie dla R™, dla kazdej n > 0).

W przypadku ostatniego z wyliczonych wyzej twierdzen Cantor napisat
w jednym z listow: Widze to, ale w to nie wierze. Nie nalezy tego stwierdze-
nia traktowac¢ jako wyrazu utraty zaufania do tworzonej teorii matematyczne;j.
Odczytujemy stwierdzenie Cantora jako przyznanie, ze oto przy badaniu abs-
trakcyjnych zbioréw musimy porzuci¢ réznego rodzaju intuicje, mniemania,
mySlenie metaforami. Konsekwentne rozwijanie teorii wymusza zmiang rozu-
mienia pewnych pojec. Nie jest dla mnie widoczne, w jaki sposéb koncepcja
Lakoffa i Ndfieza mogtaby si¢ upora¢ z takimi sytuacjami — a jest ich w mate-
matyce cate mnostwo.

Kwantowanie wielkosci ciaglych

Autorzy wiele pisza o dwoch rozumieniach pojecia ciggfosci —jedno z nich ma
by¢ jako$ naturalne, zwigzane z do§wiadczeniem potocznym, drugie za$ to ro-
zumienie redukujace kontinuum do konstrukcji czysto arytmetycznych. Mozna
odnie$¢ wrazenie, ze autorzy to pierwsze rozumienie darza o wiele wigkszym
sentymentem niz drugie. Brutalna odpowiedZ na te deklaracje mogtaby odwo-
taé si¢ do filozoficznego sloganu: Nic nie jest takie, jakim sig wydaje. To, ze
przypisywali§my w réznych momentach ,,naturalng” ciagto$¢ np. przestrzeni
fizycznej, masie, czasowi, elektrycznosci, energii itd., nie oznacza, iZ wszyst-
kie one maja naturg ciagta, nawet w drugim z przywotanych wyzej znaczeniu.
Przywotajmy raz jeszcze rozwazania Hilberta:

Pierwszym naiwnym wrazeniem zjawisk przyrody i materii jest ciagto$¢
(Stetige), nieprzerwano$¢ (Kontinuierliche). Jezeli mamy kawatek me-
talu lub pewna objetos¢ cieczy, to nasuwa si¢ nam wyobrazenie, ze sa
one podzielne nieograniczenie, ze kazdy ich maly kawalek ma znéw te
same wlasnosci. Wszedzie jednak tam, gdzie wystarczajaco ulepszono
metody badan w fizyce materii, natrafia si¢ na granice podzielnosci,
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ktére leza nie w nieudolnosci naszych prob, ale w naturze rzeczy, tak ze
mozna by wrecz ujaé tendencje wspdtczesnej nauki jako réwnoupraw-
nienie nieskoniczenie matych (eine Emanzipation von dem Unendlich-
kleinen) i zamiast dawnego motta — natura non facit saltis, mozna by
dzis$ stwierdzi¢ co§ przeciwnego — ,,natura czyni skoki”.

Jak wiadomo, materia zbudowana jest z matych cegietek, z atoméw, po-
przez kombinacje i zwiazki ktérych powstaje cata rozmaito$¢ tworzywa
makroskopowego (der makroskopischen Stoffe).

Fizyka nie zatrzymata si¢ jednak na atomistyce materii. Obok niej poja-
wita si¢ pod koniec ubiegtego wieku atomistyka elektrycznosci, jawiaca
si¢ na pierwszy rzut oka jako co$§ dziwacznego. Podczas gdy dotad uwa-
zano elektrycznos¢ za fluid i stanowita ona pierwowzoér czynnika dziata-
jacego w sposob nieprzerwany (das Vorbild eines kontinuierlich wirken-
den Agens), to teraz takze ona okazuje si¢ zbudowana z pozytywnych
i negatywnych elektronow.

Poza materia i elektrycznoscig jest jeszcze w fizyce inna rzeczywistosc,
dla ktérej takze zachodzi prawo zachowania, mianowicie energia. Nawet
ona nie dopuszcza, jak dzi§ wiadomo, nieskoriczonej i nieograniczonej
podzielnosci; Planck odkryt kwanty energii.

Whiosek jest taki, ze nigdzie nie da si¢ znalez¢ jednorodnego konti-
nuum, ktére dopuszczatoby nieograniczona podzielnosS¢ i w ten sposéb
realizowato nieskonczenie mate (das Unendliche im Kleinen). Nieskon-
czona podzielno$¢ kontinuum jest operacjq istniejaca tylko w myslach,
ktérej przecza nasze obserwacje przyrody i do§wiadczenia fizyki i che-
mii. (Hilbert 1926, 321-322)

Wielu matematykéw piszacych o kontinuum geometrycznym oraz licz-
bach rzeczywistych (np. Dedekind, Weber, Cantor) wyraZnie podkreSlato, ze
nie posiadamy zadnego dowodu ani na ciaglo$¢ §wiata fizycznego, ani na
jego dyskretnosc. Takze calkiem wspoétczesna wiedza fizyczna nie dostarcza
w tej kwestii zadnych rozstrzygnig¢é. Poglady na temat struktury kontinuum
zmienialy si¢ w dziejach matematyki (i refleksji filozoficznej): jedni uwazali,
ze kontinuum jest nieskoficzenie podzielne, inni, iz sklada si¢ jako§ (scala)
z atoméw, wykorzystywano wielkoSci nieskonczenie mate, pozbywano sig ich,
przywracano je na nowo (w innej szacie matematycznej) itd. Nie bylo wigc
tak, iz istniat jakis$ jeden, naturalny sposéb rozumienia kontinuum (i ciagtosci).
Nadto, czym innym jest tworzenie wyobrazen wedle ,,zdroworozsadkowych”
wyobrazen operujacych, raczej bezrefleksyjnie, w do§wiadczeniu potocznym,
a czym innym filozoficzna i matematyczna analiza pojgC oraz refleksja teore-
tyczna np. w fizyce. Sadze, ze nalezy zachowaé pewng ostrozno$¢ przy pro-
bach eksplikacji tworzenia wszelakich poje¢ poprzez odwotanie si¢ do pro-
stych metafor pojeciowych wywodzacych si¢ z do§wiadczenia potocznego.
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Ttumaczytem niedawno (z niemieckiego na polski) szereg prac dotycza-
cych rozumienia pojecia ciagtosci oraz konstrukc;ji liczb rzeczywistych. Znaj-
dujemy w tych pracach réwniez uwagi filozoficzne dotyczace ewentualnych
zwigzkéw miedzy rozwazanymi konstrukcjami matematycznymi a rzeczywi-
stoScia fizyczna. Dla przyktadu, Richard Dedekind w stynnej rozprawie Stetig-
keit und Irrationale Zahlen, po zaproponowaniu charakterystyki ciagtosci linii
prostej pisze:

Istote ciagtosci odnajduje [...] w nastepujacej zasadzie:

,Jesli wszystkie punkty linii prostej wpadaja do dwdéch klas tego ro-
dzaju, ze kazdy punkt pierwszej klasy lezy na lewo od kazdego punktu
klasy drugiej, to istnieje jeden i tylko jeden punkt, ktéry dostarcza tego
podziatu wszystkich punktéw na dwie klasy, tego rozcigcia linii prostej
na dwa kawatki”.

Jak juz powiedziano, sadze, iz si¢ nie myle przyjmujac, ze kazdy uzna
natychmiast prawdziwos¢ tego stwierdzenia; wigkszo$¢ moich czytel-
nikéw bedzie bardzo rozczarowana dowiadujac sig, ze tak potocznym
stwierdzeniem mozna odstoni¢ tajemnice ciagtosci. Skwituje to naste-
pujaco. Jestem wielce rad, jesli kazdy znajduje powyzsza zasadg tak
oczywistg 1 zgodng z jego wyobrazeniami linii prostej; ani nie jestem
bowiem w stanie podac jakiegokolwiek innego dowodu jej poprawno-
Sci, ani nikt nie moze tego zrobié. Przyjecie tej wlasnos$ci linii prostej
jest niczym innym jak aksjomatem, dopiero na mocy ktérego przyzna-
jemy linii prostej jej ciagto$¢, na mocy ktérego wnikamy w ciagltos¢ linii
prostej. Jesli przestrzen ma w ogodle jakas realng egzystencjg, to wcale
nie musi koniecznie by¢ ciagta; niezliczone jej wtasnosci pozostatyby
takie same, gdyby byta nieciagta. I gdybySmy wiedzieli z pewnoscia,
ze przestrzefi jest nieciagla, to i tak nic nie mogtoby nas powstrzymac,
gdybySmy tego chcieli, aby w mysli uczynic ja ciagla, poprzez wypet-
nienie jej luk; to wypelnienie polegaloby jednak na tworzeniu nowych
indywiduéw punktowych wedle powyzszej zasady. (Dedekind 1872, ttu-
maczenie: J.P.)

Georg Cantor w artykule Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltig-
keiten takze podkresla, ze samo pojecie ciaglosci nalezy traktowaé jako ,,wolny
akt naszej konstrukcji myslowe;j”:

Z tymi twierdzeniami tacza si¢ rozwazania na temat tej wlasnosci Swiata
rzeczywistego, ktéra dla pojeciowego opisu oraz objasnienia zachodza-
cych w nim zjawisk daje lezaca u podstaw przestrzen tréjwymiarowa.
Jak wiadomo, zaréwno ze wzgledu na spotykane w niej formy, jak tez
zwlaszcza w odniesieniu do zachodzacych w niej ruchéw, zaktada sig, ze
jest ona nieprzerwanie ciqgta [durchgdngig stetig]. To ostatnie zatoze-
nie — wedle jednoczesnych i niezaleznych badafi DEDEKINDA (zob. bro-
szur¢ R. DEDEKIND Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig
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1872) oraz autora — polega na niczym innym niz na tym, ze kazdy punkt,
ktérego wspdtrzedne z, y, z w prostokatnym uktadzie wspétrzednych
dane sa jako jakiekolwiek ustalone rzeczywiste liczby wymierne lub nie-
wymierne jest pomySlany jako rzeczywiscie nalezacy do przestrzeni, do
czego w og6lnosci nie ma jednak zadnego wewnetrznego przymusu,
a stad musi [to] by¢ uwazane za wolny akt naszej konstrukcji myslo-
wej [unserer gedanklichen Construktionshétigkeit]. Hipoteza ciggtosci
przestrzeni jest zatem niczym innym, jak w sobie samym dowolnym za-
lozeniem pelnej, wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci migdzy trdj-
wymiarowym czysto arytmetycznym kontinuum (x,y, z) a przestrzenia
lezaca u podstaw Swiata zjawisk. [... ]

Nasze myslenie moze jednak z réwng tatwoscia abstrahowaé od poje-
dynczych punktéw, nawet jeSli wystgpuja one wszegdzie gesto [iiberall-
dicht] i utworzy¢ sobie obraz nieciggtej trojwymiarowej przestrzeni 2
o wlasno$ci oméwionej uprzednio. Powstajace wtedy pytanie, czy takze
w takich nieciqgtych przestrzeniach 2 do pomyslenia bytby ruch ciqgty
musi, na mocy poprzednio stwierdzonego, koniecznie zosta¢ potwier-
dzone, gdyz pokazaliSmy, ze kazde dwa punkty obrazu 2( moga zostaé
potaczone przez niezliczenie wiele ciaglych catkowicie regularnych li-
nii. Okazuje si¢ wigc interesujace, ze z samego faktu ruchu ciagtego
nie mozna na razie wyciagnaé zadnego wniosku o nieprzerwanej ciagto-
Sci tréjwymiarowej przestrzeni, uzywanej do objasnienia zjawisk ruchu.
Stad blisko juz do podjecia préby zmodyfikowanej mechaniki, stosow-
nej dla przestrzeni o wlasnos$ci [posiadanej przez] 2, tak, aby z konse-
kwencji tego rodzaju badania oraz jego poréwnania z rzeczywistoscia
by¢ moze otrzymac rzeczywiste punkty oparcia dla hipotezy o nieprze-
rwanej ciagloSci pojecia przestrzeni lezacego u podstaw do§wiadczenia.
(Cantor 1882, ttumaczenie: J.P.)

Heinrich Weber w przedmowie do Lehrbuch der Algebra réwniez podkre-
Sla, ze pojegcie ciagtosci zostato wypracowane na drodze czysto matematycz-
nej, a wigc nie do kofica zdeterminowanej przez postrzeganie zmystowe:

Ciagtos¢, zaréwno jak gestos$c, sa wlasnosciami, ktére z natury rzeczy sa
niedostgpne naszemu postrzeganiu zmystowemu; nie mozna ich zatem
SciSle przypisac rzeczom §wiata zewngtrznego, wielkoSciom przestrzen-
nym, okresom czasu, masom, jakkolwiek gteboko leza one w istocie na-
szego ogladu. Mozna jednak [swobodnie] konstruowaé czyste systemy
pojeé, ktorym przystuguje gestosé bez ciaglosci, albo tez gesto$¢ oraz
ciagtos¢. [Tu przypis: Pokazat to DEDEKIND, ktéremu w ogdle zawdzig-
czamy podana wyzej definicjg ciagtosci. Por. pisma DEDEKINDA, ,,Ste-
tigkeit und irrationale Zahlen”, Braunschweig 1872, 1892, ,,Was sind
und was sollen die Zahlen?”, Braunschweig 1888, 1893. Inne rozmaito-
Sci, ktéorym przystuguje ciagto$¢, sa stworzone przez WEIERSTRASSA
oraz CANTORA. Definicja ciaglosci, ktéra za DEDEKINDEM bierzemy
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tu za podstawe, jest tak dalece wyczerpujaca, ze zbidr ciagly w tym
sensie, ktéremu przystuguje jeszcze za chwile podana wlasno$¢é mie-
rzalnoSci, nie moze by¢ czesdcia bogatszego zbioru ciaglego. Nie wiem,
czy wlasnos¢ ta jest gdziekolwiek dowiedziona i mam nadzieje wrécicé
do tego przy innej sposobnosci. Zauwaze jednak, ze taka wtasnos$¢ do-
wodliwa jest jedynie dla zbioré6w mierzalnych. Zbiér tylko uporzadko-
wany moze by¢ zawsze, jakkolwiek by byt gesty, pojmowany jako czes§¢
zbioru jeszcze bardziej gestego.] (Weber 1885, ttumaczenie: J.P.)

Moze warto wspomniec, ze istnieja modele geometrii absolutnej, ktére nie
maja wlasnosci ciggtosci, np. w zbiorze wszystkich liczb algebraicznych (bg-
dacych interpretacjami punktow) zachodza wszystkie aksjomaty systemu geo-
metrii absolutnej oraz zaprzeczenie aksjomatu cigglosci.

Dostepnosé liczb rzeczywistych

Nieco zartobliwie rzecz ujmujac, nie jest mozliwe stworzenie wiernego listu
gonczego pozwalajacego wspomodc wytropienie liczby przestgpnej. Mowiac
natomiast bardziej powaznie, warto przypomnie¢, ze mamy zréznicowany do-
step poznawczy do poszczegdlnych liczb rzeczywistych. Zgodzimy sig, ze naj-
tatwiej dostgpne sg liczby wymierne oraz algebraiczne. Latwo dostgpne sg tez
liczby obliczalne oraz definiowalne. Trudno dostgpne sa w ogdlnosci liczby
przestepne. Ow ,,stopieni dostgpnosci” charakteryzowaé mozna na rézne spo-
soby. Wprowadza si¢ np. miare niewymiernosci dla liczb rzeczywistych, roz-
waza si¢ liczby normalne, charakteryzowane w terminach czgstoSci wystepo-
wania cyfr ich rozwinigcia (w ustalonej bazie), bada si¢ doktadno$¢ przyblizefi
liczb rzeczywistych liczbami wymiernymi itd. Sadzg, ze problematyka ta sta-
nowi swego rodzaju wyzwanie dla matematyki ucielesnionej: nie tylko konti-
nuum liczb rzeczywistych jako cato$¢ warte jest — o ile kto$ akceptuje zatoze-
nia tej koncepcji — rekonstrukcji metaforycznej, ale cieckawe moze by¢ réwniez
scharakteryzowanie metaforycznie owego stopnia dostgpnosci do mieszkan-
céw kontinuum (o ile byloby to w ogdle mozliwe). O stopniach dostgpnosci
do obiektéw matematycznych pisatem m.in. w rozdziale drugim ksiazki Pogo-
nowski 2020.

Zwykle méwi si¢ o liczbach wymiernych jako zbiorze liniowo uporzad-
kowanym w sposob gesty, bez elementu pierwszego i ostatniego, a ich ,,wi-
zualizacje” przedstawia si¢ na osi liczbowej. Rzadziej przypomina si¢ obec-
nie (przynajmniej w podrgcznikach) o reprezentacjach liczb wymiernych jako
skoniczonych utamkoéw taricuchowych. Warto jednak pamigtac, budujac r6zno-
rakie metafory, ze liczby wymierne majq tez tadne reprezentacje w postaci
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drzew: ciagi Fareya, drzewa Calkina-Wilfa oraz Sterna-Brocota, w ktérych
kazda liczba wymierna wystepuje doktadnie raz:

Ciqgi Fareya. Ciag Fareya F), to ciag liczb wymiernych, ktérych mianow-
niki nie przekraczaja liczby n. Konstrukcje tych ciagéw rozpoczynamy od ele-
mentéw (1) i %, a nastgpnie, w kroku n, pomigdzy ¢ i § wstawiamy liczby Zig
dla ktérych b + d < n.

Drzewo Calkina-Wilfa. Korzeniem drzewa jest liczba 1, kazdy wierzcho—

fek, bedacy utamkiem £ 7 ma dwdch bezposrednich potomkéw: utamki —%- oraz
azrb .

Drzewo Sterna-Brocota. To drzewo zwiazane jest z rozwinigciami tafcu-
chowymi liczb wymiernych. Intuicyjnie méwiac, budujemy je pigtrami, zaczy-
najac od korzenia 1. Na kolejnych pigtrach migdzy utamki § oraz 5 wstawiamy
utamek “+b . Ta konstrukcja ma takze tadng reprezentacj¢ macierzowa.

Llczby rzeczywiste rowniez moga by¢ reprezentowane w postaci drzewa:
np. nieskoficzonego drzewa dwéjkowego — kazdej (nieskoiczonej!) gatezi tego
drzewa odpowiada liczba rzeczywista. Chciatoby si¢ rzec, ze w ten oto sposob
,widzimy”, ,,ujmujemy pogladowo” itp. caly zbidr nieprzeliczalny, o ile pa-
migtamy, ze wszystkich tych galezi jest wtasnie nieprzeliczalnie wiele. To jed-
nak jedynie zludzenie — naprawde¢ widzimy jedynie skoriczony fragment tego
drzewa.

Przypomng przy tej okazji, ze niezwykle trudno zblizy¢ si¢ do catkowite;j,
absolutnej losowosci. Nazwijmy nieskonczony ciag (powiedzmy zerojedyn-
kowy) nieskoriczenie dystrybutywnym, gdy prawdopodobiefistwo wystapienia
kazdego uktadu n zer oraz jedynek jest takie samo i wynosi 5 L. Ciagiem von
Misesa nazwiemy ciag, ktérego kazdy nieskorficzony poqug (a wigc jakkol-
wiek wybrany) jest nieskoniczenie dystrybutywny. Wydawatoby sig, ze uzyska-
liSmy w ten sposéb catkiem obiektywny matematyczny opis doskonatej loso-
wosci. Zta wiadomos¢ jest jednak nastepujaca: ciagi von Misesa nie istnieja.
Opracowano szereg innych, bardziej subtelnych matematycznych reprezenta-
cji pojecia losowosci, nie jest jednak celem tego eseju ich omawianie. Wydaje
sig, Ze pojecie losowosci (a takze inne pojgcia probabilistyczne) stwarza spore
trudnosci, jesli chodzi o budowanie metafor pojeciowych, ktére miatyby takie
pojecia eksplikowad.

2.4.2. Watpliwosci filozoficzne

Podam, tytutem przyktadu, jedynie dwie takie watpliwosci, w bardzo skréto-
wej formie. Gdyby chcie¢ zaangazowal si¢ w bardziej powazna dyskusje na
te tematy, trzeba bytoby dokonywaé nie tylko skrupulatnych poréwnan pro-
pozycji autoréw z innymi wspéiczesnymi pogladami w filozofii matematyki,
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ale réwniez istotnie korzysta¢ z olbrzymiego materialu historycznego, ukazu-
jacego w jaki spos6b tworzono matematyke.

Agnostycyzm matematyczny

Moja podstawowa watpliwos¢ dotyczy utozsamiania przez Lakoffa i Nifeza
catos$ci matematyki z matematyka uciele$niona. Ot6z uwazam za nieco bata-
mutne utozsamianie przez nich — o ile dobrze rozumiem — poznawalnej ma-
tematyki z istniejaca matematyka. Moja propozycja jest skromniejsza — nie
staram si¢ w tej kwestii dokonywaé drastycznych rozstrzygnig¢. Pozwolg so-
bie mianowicie na zywienie przekonania, ze:

1. By¢ moze istnieje transcendentalna matematyka.

2. Praktyka badawcza profesjonalnych matematykéw jest niezalezna od
ich wiary (badZ niewiary) w istnienie transcendentalnej matematyki.

Przekonanie to oddziela, jak sadzg, praktyke badawcza matematyki (tej
ludzkiej) od zyczeniowych pogladéw na temat matematyki (zaréwno tej ludz-
kiej, jak i tej — by¢ moze istniejacej — transcendentalnej). Jest wyrazem agno-
stycyzmu matematycznego, jesli mozna uzy¢ tu takiego sformutowania.

Czymze miataby by¢ metaforyczna dedukcja?

Matematyka opiera si¢ na réznych filarach: dedukcji, obliczeniach, intuicji,
tworzeniu poje¢¢ 1 operowaniu nimi. Koncepcja Lakoffa i Nifeza odnosi si¢
przede wszystkim do analizy pojg¢, natomiast niewiele — wtasciwie nic — mowi
o0 najbardziej podstawowej procedurze matematyki, jaka jest dowodzenie.

Jak wiadomo, dowodzenie nie sprowadza si¢ do operacji czysto algoryt-
micznych — jest dziatalnoScig twoércza, wymagajaca kreatywnoS$ci umystu. Juz
zakoniczony, wyraznie zapisany dowdd stosunkowo tatwo rekonstruowaé pod
wzgledem logicznym. Trudno natomiast wyobrazié¢ sobie, ze tworzeniem do-
wodow w ogélnosci mialyby sterowac jakie$ — chocby i nawet formulowane
w terminach metaforycznych — generalne reguly postgpowania, skuteczne we
wszystkich przypadkach. Mozna oczywiscie pisaé o heurystykach dowodo-
wych (zob. np. Polya 1964) lub stara¢ si¢ dokonywac takich analiz, jakie w zna-
komity sposéb podano w Lakatos 1976. Mozna prébowac ogarnaé podstawy
matematyki lub jej fragmenty w postaci programéw badawczych, jak juz to
wielokro¢ czyniono. Pozwolg sobie stwierdzi¢, ze prawdopodobnie pojecie
dowodu matematycznego bedzie ulegato statej ewolucji, wraz z rozwojem ma-
tematyKki.
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2.4.3. Recenzje

Ksiazka Lakoffa i Nifieza zainteresowala filozoféw i przedstawicieli nauk ko-
gnitywnych. W polskiej literaturze najciekawsze (moim zdaniem) oméwienie
koncepcji Lakoffa i Nufieza zawiera ksiazka Brozek i Hohol 2014. Opinie ma-
tematykow na temat omawianej koncepcji sa zréznicowane, choé przewazajq
opinie krytyczne. ZnaleZ¢ mozna jednak réwniez odwotania do ustalefi mate-
matyki uciele$nionej, np. artykut Aubry 2009 zawiera propozycje zastosowa-
nia metafor poznawczych w przypadku konstrukcji wykorzystanych w tworze-
niu podstaw geometrii algebraicznej. Autor odwotuje si¢ do prac Dedekinda,
Kummera, Webera i Hensela.

Ksigzka Lakoffa i Nufieza doczekata si¢ wielu recenzji. W niektérych wska
zuje si¢ usterki matematyczne, a takze btedy argumentacji. Wymieni¢ ponizej
parg przyktadow.

Auslander

Joseph Auslander zwraca uwage na szereg bledow matematycznych w ksiazce
Lakoffa i Nufieza, np.: niejasne o§wiadczenia, iz krzywe wypelniajace prze-
strzefi tak naprawdg jej nie wypetniaja, przywolywanie dziwolagéw w postaci
nieskoriczonych wielomianéw, btgdne wyjasnienia dlaczego szereg Taylora re-
prezentuje funkcje, brak uzasadnienia dla procedury rézniczkowania wyraz po
wyrazie, uzycie btednego kota w objasnianiu wzoru ¢™ + 1 = 0, zte wythu-
maczenie ,,paradoksu dtugosci”, nietrafne operowanie pojeciem granicy itp.
Auslander koniczy swoja recenzjg nastgpujaco:

It may be that metaphors don’t play a central role in formulating more
advanced mathematical concepts, or if they do, they will need to be of
a different nature than those used in more elementary mathematics. Ma-
thematical concepts, once they are developed, acquire a life of their own
and are dealt with directly. It’s difficult for me to conceive of a metaphor
for a real number raised to a complex power, but if there is one, I'd sure
like to see it. (Auslander 2001)

Devlin

Keith Devlin poczatkowo byl, jak sam pisze, entuzjasta propozycji Lakoffa
i Nufieza (Devlin 2008). P6zniej czgSciowo zmienil zdanie, podnoszac pewne
watpliwosci. Najkrécej rzecz ujmujac, Devlin zwraca uwage m.in. na to, ze:

1. Funkcje to nie procesy, ale relacje.

2. Nauka matematyki przypomina raczej gre w szachy niz gre metafor.
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3. By¢ moze uczymy si¢ np. elementarnej arytmetyki w jakiejS zgodzie
z mechanizmami opisanymi przez Lakoffa i Nuifieza. Devlinowi trudno
jest jednak zaakceptowac to, ze takze w zaawansowanej pracy zawodo-
wych matematykéw podstawowa rolg odgrywaja réwniez te mechani-
zmy.

Sadze, ze ,,szachowa” analogia Devlina warta jest tu zacytowania, w na-
wiazaniu do powyzszych punktow:

Rather, a mathematician (at least me and the others I’ve asked) learns
new math the way people learn to play chess. We first learn rules of
chess. Those rules don’t relate to anything in our everyday experience.
They don’t make sense. They are just rules of chess. To play chess, you
don’t have to understand the rules or know where they came from or
what they “mean”. You simply have to follow them. In our first few at-
tempts at playing chess, we follow the rules blindly, without any insight
or understanding what we are doing. And, unless we are playing ano-
ther beginner, we get beat. But then, after we’ve played a few games,
the rules begin to make sense to us — we start to understand them. Not
in terms of anything in the real world or in our prior experience, but
in terms of the game itself. Eventually, after we have played many ga-
mes, the rules are forgotten. We just play chess. And it really does make
sense to us. The moves do have meaning (in terms of the game). But this
is not a process of constructing a metaphor. Rather it is one of cognitive
bootstrapping (my term), where we make use of the fact that, through
conscious effort, the brain can learn to follow arbitrary and meaningless
rules, and then, after our brain has sufficient experience working with
those rules, it starts to make sense of them and they acquire meaning
for us. (At least it does if those rules are formulated and put together in
a way that has structure that enables this.) (Devlin 2008)

Siegfried

Tom Siegfried w recenzji pisze, ze czym innym jest sytuacja, gdy réwnania
opisuja znang rzeczywistos$C fizyczna, a czym innym sytuacja, gdy réwnania
matematyczne pozwalaja przewidywac fakty fizyczne:

For one thing, the authors ignore the fact that brains not only observe
nature, but also are parts of nature. Perhaps the math that brains invent
takes the form it does because math had a hand in forming the brains in
the first place (through the operation of natural laws in constraining the
evolution of life). Furthermore, it’s one thing to fit equations to aspects
of reality that are already known. It’s something else for that math to tell
phenomena never previously suspected. When Paul Dirac’s equations
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describing electrons produced more than one solution, he surmised that
nature must possess other particles, now known as antimatter. But scien-
tists did not discover such particles until after Dirac’s math told him they
must exists. If math is a human invention, nature seems to know what
was going to be invented. (Siegfried 2001)

VYoorhees

Burton Voorhees napisat bardzo krytycznie o ksiazce Lakoffa i Nufieza (Vo-
orhees 2004). Wspomina on o przystawaniu koncepcji autoréw do pogladow
Rubena Hersha na matematyke oraz do spolecznego konstruktywizmu Paula
Ernesta. Podkresla swoista oryginalnos¢ ich ujgcia matematyki, wskazujac jed-
nak jednoczesnie na: btedy matematyczne, dyskusyjny status pewnych meta-
for, brak gtebszych odniesieri do innych koncepcji kognitywistycznych oraz
batamutne stwierdzenia natury filozoficznej. Za nieporozumienie uwaza Vo-
orhees to, co autorzy pisza o wprowadzanych przez nich liczbach ziarnistych
(granular numbers). Ich metafora wykorzystywana w tym przypadku, czyli
BMI, w zaden sposéb nie usprawiedliwia wprowadzenia ,,pierwszej nieskon-
czenie matej”’; nadto takze odpowiedZ Lakoffa i Nufieza na krytyke w tej spra-
wie Swiadczy, ze mieszaja oni myS§lenie zyczeniowe z przeprowadzaniem kon-
strukcji matematycznych:

As it happens, though, their concept is nonsense. The error lies in the
definition. Omitting details, it boils down to defining this purported ob-
ject as a number having the form % where H is an integer greater than
all real numbers. Since all integers are real numbers, however, this de-
finition is stating that H is an integer greater than any integer. Use of
the BMI has led to contradiction. [Tu przypis: More precisely, unrefle-
xive application of the BMI leads to a conclusion that suffers from the
fallacy of continuity — the assumption that the properties of the limit of
an infinite sequence must be the same as the properties of points in the
sequence itself.] [...]

It is not enough to say that something is metaphorically generated and
therefore is a legitimate mathematical idea. It must also be demonstrated
that the idea generated is free of contradiction. Conceptual metaphors
can only be trusted so far — eventually there will be a point at which they
break down. Indeed, much of abstract mathematics begins at exactly the
point where a metaphor breaks down; where our expectations turn out
to have led us astray. When we come to that point, continued reliance
on the metaphor leads to illusion. Any further progress depends on pure
abstraction. (Voorhees 2004, 85)

Voorhees krytykuje réwniez sposéb odrzucenia przez Lakoffa i Nufieza
stanowiska platonizmu matematycznego. To, ze liczby moga by¢ charaktery-
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zowane na rézne sposoby, nie §wiadczy nijak o domniemanej ,,ontologicznej
sprzeczno$ci” matematyki — raczej przeciwnie, sam fakt istnienia wielu r6z-
nych reprezentacji liczb wspiera mozliwo$¢ abstrahowania pojgcia liczby. Vo-
orhees przyréwnuje argument Lakoffa i Nifieza o niepoznawalnos$ci transcen-
dentalnej matematyki do znanego argumentu Gorgiasza. Dodaje tez w tym
kontekscie:

The argument fails: the fact that human mathematics is based in human
cognitive capacities does not mean that these capacities cannot provide
recognition of transcendent mathematical truth. What it does do is point
to the well-know issue of qualia, and to the hard problem of conscio-
usness. (Voorhees 2004, 87)

Odnoszac si¢ do krytyki podnoszacej brak zwiazku przyczynowego w per-
cepcji obiektéw matematycznych i do tego, co znaczy, ze matematyk ,,widzi”
prawde matematyczna, pisze:

It is more direct recognition of something that is experienced as mind-
independent. Although they would be loath to admit it, L&N point to
a possible answer to the question of how such ‘seeing’ is possible. We
are caused to ‘see’ a mathematical object or a mathematical truth by the
neural activity involved in the employment of the cognitive metaphors
used in thinking about it, just as we are caused to ‘see’ a tree by the
neural activity involved in the sensory processing that results in the per-
ceived image of a tree. There is, in other words, a direct analogy between
everyday sensory qualia such as colours, and perceptions of abstract ma-
thematical objects. (Voorhees 2004, 87)

Voorhees koficzy swoja recenzj¢ nastgpujaco:

Mathematics, as carried out by human beings, is embodied. It suffers all
of the slings and arrows that go along with that embodiment. In empha-
sizing this, Lakoff&Nufiez perform a valuable service. Ironically, howe-
ver, their attempt to give mathematics a more human face ignores what
is perhaps the most significant human aspect of mathematics. For the
Platonist, it is the ability to have intuitive access to what is transcendent,

whatever the mode of its existence, that is uniquely human. (Voorhees
2004, 88)

Henderson

David Henderson, oprécz wskazania btgdéw matematycznych autoréw, propo-
nuje nieco inng metafore nieskonczonosci, ilustrujac ja procedurg wprowadza-
nia punktow w nieskoriczonosci w geometrii rzutowej (Henderson 2002). Warto
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wspomnie¢ w tym miejscu, ze metafora uzyta przez Lakofta i Niifieza (na stro-
nach 167-170 ich ksiazki) dla ,,uzasadnienia” tej konstrukcji jest catkowicie
batamutna, nie tylko matematycznie, ale nawet jako$ intuicyjnie, pogladowo,
jakkolwiek zreszta to nazwaé — nijak nie widaé, dlaczego 6w tajemniczy punkt
C» mialby by¢ wyznaczony jednoznacznie. Metafora Hendersona natomiast
odwotuje si¢ do ruchu (punktéw oraz prostych) i nawiazuje do pojecia odwzo-
rowania rzutowego, dobrze okre§lonego w tym systemie geometrii. Henderson
argumentuje tez za tym, ze zamiast odwotan metaforycznych miewamy w ma-
tematyce do czynienia raczej z wyobrazZnig oraz punktami widzenia, jak np.
w geometrii, gdy okregi két wielkich na sferze traktujemy jako linie proste na
tej powierzchni. Dalej, Henderson uwaza za bledne przekonania autoréw, iz:

1. Matematyka jest formalna, sktada si¢ z formalnych definicji, aksjoma-
tow, twierdzen 1 dowodow.

2. Matematyka nie pyta (i pyta¢ nie moze), co znaczq idee matematyczne,
jak moga by¢ rozumiane i dlaczego twierdzenia matematyki sa praw-
dziwe.

Przesady te, zdaniem Hendersona, funkcjonuja gléwnie wsréd nie-mate-
matykéw. Apeluje on — zaréwno do samych matematykéw, jak i do specjali-
stow w naukach kognitywnych — o rzeczywista wspdiprace nad zrozumieniem
matematyki. Podkresla przy tym, ze wielu wielkich matematykdéw (cytuje Hil-
berta) miato pelng §wiadomosé podwdjnej niejako natury matematyki — skta-
daja si¢ na nig zaré6wno metody formalne i operacje logiczne, jak i procesy ro-
zumienia pojeé i operowania nimi, zwykle nazywane intuicjq matematyczng.
Podobnie wypowiadat si¢ np. Poincaré, na co uwage zwraca w swojej recenzji
James Madden (zob. nizej).

Madden

James Madden ustosunkowuje si¢ do trzech spraw, waznych dla omawianej
koncepcji:

1. hipotezy o roli metafor w poznaniu matematycznym,

2. stanowiska filozoficznego w kwestii prawdy matematyczne;j,

3. techniki analizy poje¢ matematycznych.

O tym, jakie niejasno$ci budzi operowanie metaforami przez omawianych
autoréw, Madden pisze m.in. tak:
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One might react to this with the feeling that it is all pretty trivial. Of
course, once the arithmetic metaphors are internalized, using them is as
easy as riding a bike. But the skills involved in using arithmetic, or in
riding a bike, are cognitively quite complex. This is most obvious in
the fact that learning them is not at all trivial. I would even suggest that
evidence in favor of the metaphor hypothesis can be found in the fact that
exposure to different metaphors influences the learning process. [... ]

How do metaphors function in the mathematical activities of actual pe-
ople? On this, Lakoff and Nufiez are not very clear. When they talk about
the mathematical activities of real people, they describe them in generic
terms: people entertain ideas or “use cognitive mechanisms” of one sort
or another to “conceptualize” this or that. Presumably, when an indivi-
dual is engaged in mathematical work, that person is guided by meta-
phors that are somehow represented in his or her own brain. The details
would depend on the specific task or problem. Unfortunately, Lakoff and
Nufiez do not provide any illustrations of what they suppose goes on in
“real time”, so this is about as much as I can say. [...]

How exactly do people use metaphors when they are learning new mate-
rial, solving problems, proving theorems, and communicating with one
another? I would like to have seen direct support for the metaphor hypo-
thesis from the observation of mathematical behaviors. After a demon-
stration that metaphors are indeed as common as the authors believe,
I would want a detailed examination of the ways metaphors are used in
a wide variety of settings. (Madden 2001, 1184-1185)

Madden zwraca tez wczesniej uwage, ze opisy Lakoffa i Nufieza doty-
cza wlasciwie obecnosci pojeé matematycznych w podrecznikach, nie sa na-
tomiast wigzane z matematyczna aktywnos$cia w dziataniu. Przywotuje takze
pewne badania, ktére dotyczyly wtiasnie takiej aktywnoSci, obserwowanej
w trakcie przyswajania sobie matematyki — m.in. opisywaty rézne, w gruncie
rzeczy dysfunkcjonalne oraz idiosynkratyczne, metafory studentéw uczacych
si¢ podstaw rachunku rézniczkowego; zadziwiajace bylo to, ze owi studenci
potrafili w koricu dotrze¢ do intuicji uwazanych za standardowe w tej dziedzi-
nie.

Madden stwierdza, ze Lakoff i Niifiez stosuja swoje metafory w tak wielu
kontekstach i tak réznorodnych funkcjach, ze samo pojecie metafory zaczyna
zatraca¢ wyraZne znaczenie. Zauwaza takze, iz hipoteza, ze metafory nie sg ar-
bitralne i ze maja bogata wewnetrzna strukture, jest tylko hipoteza empiryczna
i jako taka wymaga badan empirycznych, ktérych autorzy na razie nie dostar-
czaja. Wskazuje wreszcie, ze istnieja opisy alternatywne do propagowanych
przez autoréw, jesli chodzi o techniki analizy poje¢ matematycznych. W uwa-
gach koficzacych recenzjg pisze:
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If I think about the portrayal of mathematics in the book as a whole,
I find myself disappointed by the pale picture the authors have drawn.
In the book, people formulate ideas and reason mathematically, realize
things, extend ideas, infer, understand, symbolize, calculate, and, most
frequently of all, conceptualize. These plain vanilla words scarcely ex-
haust the kinds of things that go on when people do mathematics. They
explore, search for patterns, organize data, keep track of information,
make and refine conjectures, monitor their own thinking, develop and
execute strategies (or modify or abandon them), check their reasoning,
write and rewrite proofs, look for and recognize errors, seek alternate
descriptions, look for analogies, consult one another, share ideas, enco-
urage one another, change points of view, learn new theories, translate
problems from one language to another, become obsessed, bang their
heads against walls, despair, and find light. Any one of these activities
is itself enormously complex cognitively — and in social, cultural, and
historical dimensions as well. In all this, what role metaphors play?

Moving to a different perspective, I want to note that there are areas not
even hinted at in the book where cognitive science is prepared to contri-
bute to our understanding of mathematical thought. Consider this: Me-
taphorical ideas are frequently misleading, sometimes just plain wrong.
Zariski spent most of his career creating a precise language and theory
capable of holding the truths that the Italian geometers had glimpsed in-
tuitively while avoiding the errors into which they fell. What cognitive
mechanism enable people to recognize that a metaphor is not doing the
job it is supposed to do and to respond by fashioning better conceptual
tools? [...]

If mathematical thinking is like other kinds of thinking in its use of me-
taphors, what distinguishes mathematical thinking may be the exquisite,
conscious control that mathematicians exercise over how intuitive struc-
tures are used and interpreted. We can step back from our own thinking
and critically examine our attempts at meaning-making. This, I would
venture, is as fundamental a cognitive mechanism as any mentioned by
Lakoff and Nifiez. (Madden 2001, 1187)

Elglaly i Quek

Wigksza czgs¢ tej recenzji to zwigzte oméwienie treSci Where mathematics
comes from. Swoje uwagi krytyczne autorzy przedstawiaja w formie krétkich
punktéw, pisza m.in., ze (Elglaly i Quek 2009, 6):

1. Lakoff i Nudfiez, piszac o uciele$nieniu matematyki, nie zwracaja uwagi
na nasze wyposazenie biologiczne — czy np. mialo ono wptyw na po-
wszechno$¢ systemu dziesiagtkowego?
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2. Elglaly i Quek nie zgadzaja si¢ z zasadnoScia metafory opisujacej zero.
Wskazuja na do§¢ ztozony proces dochodzenia do tego pojecia w roz-
woju matematyki.

3. Mozliwosci metaforyzowania powinny by¢ chyba takze zalezne od ta-
kich czynnikéw, jak do§wiadczenie, wyksztatcenie, réznice kulturowe.

4. Podkredla sig, ze w ksiazce brakuje jakiejkolwiek informacji o tym, czy
autorzy przeprowadzili badania dotyczace tego, jak o swojej aktywnosci
intelektualnej méwia zawodowi matematycy. Podobnie, brak tez infor-
macji o tym, jak uczymy si¢ matematyki.

5. Ksigzka mogtaby wtasciwie zosta¢ skrécona do pierwszego i dwoch
ostatnich rozdziatéw: rozdziaty poSrodku wilasciwie powielaja jeden i ten
sam schemat eksplikacji. Nadto, podzielenie bibliografii na dziaty tema-
tyczne utrudnia odnajdywanie informacji. Od siebie dodam, ze biblio-
grafia ta — w moim uznaniu — zawiera powazne luki, co najmniej w cze-
Sci dotyczacej prac matematycznych.

Schiralli i Sinclair

Nie jest to recenzja, lecz artykul nawiazujacy do Where mathematics comes
from. Autorzy deklaruja, iz ich propozycje maja pozwoli¢ na usunigcie wielu
nieporozumien dotyczacych koncepcji przedstawionych przez Lakoffa i Nu-
fieza. Istotnie, waznym prowadzonym przez nich rozréznieniem (niedostrzega-
nym przez Lakoffa i Nifieza) jest dystynkcja pomigdzy matematykq pojeciowq
(conceptual mathematics) i matematykq wyobrazeniowq (ideational mathema-
tics). Mam oczywiscie watpliwosci, czy proponuj¢ dobre polskie thumaczenie
drugiego z tych terminéw — mozna prébowac szukac lepszego. Oto jak autorzy
widza owo rozréznienie:

[...]1 conceptual mathematics (CM): this is mathematics as a subject-
matter or discipline. The discipline of mathematics in its core purposes
is a public activity, an ongoing game in progress, whose rules are con-
tinuously negotiated as shared (even if not perfectly shared) meanings
among the participants. According to Devlin’s (1994) characterisation,
the core purpose of mathematics is the pursuit of patterns: the patterns of
number and counting are the subject matter of number theory, while geo-
metry studies patterns of shapes. Devlin also identifies those patterns of
reasonong that underlie mathematical logic and those patterns of motion
that are subject matter of calculus. Patterns of position and closeness
are the study of topology and probability theory attends to patterns of
chance. [...]
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A mathematical concept, therefore, is a publicly accessible tool — with
a history and a future — involved in pursuing, representing, exploring,
and manipulating patterns and pattern possibilities. This tool may con-
tinue to have utility in its present form, may be improved in future, or
even supplanted by newer tools as yet unrepresented. The significance
of a mathematical concept lies in the way it connects with related con-
cepts — with the logical patterns of the connective rules functioning as
the medium within which mathematical inquiry publicly proceeds.

Next, and this is very important: these CM concepts are not necessa-
rily the same as the mathematical ideas that individual mathematicians
(experienced or novice) may form of them. CM concepts are public re-
presentations; they exist outside in public space of shared meanings. As
such they are best kept distinct from the internal representations that
given people will form of them. How an individual represents these con-
cepts to herself is what we will call ideational mathematics (IM) and
will probably be influenced by many experiential and genetic factors.
(Schiralli i Sinclair 2003, 81)

Ilustruja powyzsze rozrdznienie rozumieniami pojgcia pochodnej, przywo-
hujac artykul Thurston 1994, w ktérym sprawa ta jest wnikliwie i ciekawie
omowiona. W dalszej cz¢sci artykulu przypominaja takze o waznych bada-
niach Sierpinskiej nad rozumieniem poje¢ matematycznych (Sierpinska 1994).
Wedle tej autorki, na akt rozumienia pojecia sktadaja si¢: identyfikacja, rozréz-
nienie, uogdlnienie oraz synteza.

Nie omawiam w tym miejscu wielu dalszych recenzji, komentarzy, przyczyn-
kéw do ksiazki Lakoffa i Nifieza. Zainteresowany czytelnik zechce zajrze¢ np.
do: Paulos 2002, Goldin 2001, Gold 2001. OdpowiedZ autoréw na t¢ ostatnia
recenzj¢ mozna znaleZ¢ w sieci — Lakoff i Nufez 2001.

2.5. Matematyczny umysl i matematyczny Swiat

Propozycje Lakoffa i Nufieza warto skonfrontowaé z innymi stanowiskami
w kwestii matematycznosci umystu oraz matematycznoSci §wiata. Sa to oczy-
wiscie kwestie zawite, nie mozna ich nalezycie przedstawi¢ w krétkim tekscie,
wymagaja wnikliwego rozpatrzenia pogladéw obecnych w filozofii matema-
tyki. Tutaj ogranicze si¢ jedynie do uwag konfrontujacych propozycje Lakoffa
1 Nufieza z niektérymi pogladami Michata Hellera, ktéry — jak dobrze wia-
domo —jest orgdownikiem tezy o tym, iz Wszech§wiat jest matematyczny (por.
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np. Heller 1997, 1998) oraz do zacytowania kilku fragmentéw z ksiazki Mich-
niowski 2004. Przypomne proponowang przez Hellera typologie wszech§wia-
tow ze wzgledu na ich ,,stopieit matematycznoSci’:

Wszechswiat catkowicie niematematyczny (catkowicie irracjonalny). Bytby
to Wszechs§wiat, w ktérym nie obowiazuja zasady (Zadnej) matematyki i lo-
giki. Twor taki bytby sprzeczny. Nie mégtby zatem istniec.

Wszechswiat catkowicie niepoznawalny (bardzo ztosliwy). Heller przywo-
tuje tu jako przyktad hipotetyczny Swiat, ktéry znajdowaé moze si¢ w jedy-
nie dwdch stanach, powiedzmy 0 oraz 1, przy czym ciag tych stanéw nie jest
algorytmicznie Sciesnialny. Ma to oznaczac, ze nie istnieje algorytm pozwa-
lajacy przewidywaé kolejne przyszie stany Swiata. Zbidr liczb $cie$nialnych
w odcinku [0, 1] ma miarg zero, a wigc prawie wszystkie liczby z tego od-
cinka (zapisane jako ciagi zerojedynkowe) miatyby reprezentowaé takie wia-
$nie ,,ztosliwe”, niepoznawalne matematycznie Wszechswiaty. Ich teoria mu-
sialaby — pisze Heller — by¢ tozsama (co do swojej ztozonoSci) z nimi samymi.
Fizyk zbudowaé moze teorig prostsza od opisywanego przez nia obiektu tylko
w przypadku, gdy ma do czynienia wtasnie z ciagiem algorytmicznie Scie$nial-
nym. Fizyka odeszta jednak od opiséw czysto jakoSciowych, uwzgledniajac
rézne zabiegi idealizacji oraz aproksymacji. To umozliwia tworzenie modeli
matematycznych przyblizajacych opisywane zjawiska.

Wszechswiaty ,,tagodnie ztosliwe”. Tu jako przyktad podaje Heller Wszech-
Swiat, w ktérym sita grawitacji pomigdzy dwiema masami nie dziala (zgodnie
z prawem Newtona) odwrotnie proporcjonalnie do drugiej potegi odlegtosci
miedzy nimi, lecz odwrotnie proporcjonalnie do odleglosci migdzy nimi pod-
niesionej do potegi 1,999. Ma to oczywiscie konsekwencje dla skompliko-
wania ksztaltu orbit planet, ktdre staja si¢ krzywymi na ogdt nieokresowymi
i niezamknigtymi. To z kolei powoduje, ze szukanie praw opisujacych prawi-
dlowosci takiego Wszech§wiata staje si¢ wielce mozolne.

sz 2

Heller uwaza matematyczno$¢ §wiata za t¢ jego ceche, dzigki ktérej mozna
go bada¢ za pomoca metod matematyczno-empirycznych. Z przyktadéw po-
wyzszych wida¢ jednak takze, ze mogg istnie¢ §wiaty posiadajace strukturg
matematyczna, ale niepoddajace si¢ badaniu przez racjonalne podmioty. Hel-
ler wyréznia wigc dwa rodzaje Swiatow: Swiat poznawczo matematyczny, ktory
moze by¢ badany metodami matematycznymi, oraz swiat ontycznie matema-
tyczny, ktéry nie jest catkowicie niematematyczny. Swiaty ontycznie matema-
tyczne, lecz nie poznawczo matematyczne, moga istnie¢. Nie moga natomiast
istnie¢, wedle Hellera, Swiaty pozbawione matematycznos$ci w sensie ontolo-
gicznym.
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Dystynkcje przeprowadzone przez Hellera sa klarowne. Ciekawym zada-
niem bytoby, jak sadze, dokladniejsze scharakteryzowanie Swiatéw ,,ztoSli-
wych” matematycznie, np. zaproponowanie bardziej subtelnych miar ,,stop-
nia niedostgpnosci” takich §wiatéw. Naturalnymi kandydatami na Srodki opisu
zdaja si¢ by¢ tutaj konstrukcje rozwazane w teorii rekursji (stopnie obliczal-
nosci itp.) lub w badaniach liczb przestgpnych, liczb obliczalnych, liczb defi-
niowalnych.

Powinno by¢ widoczne, ze propozycje Hellera nie pozostaja w zgodzie
z wizja Lakoffa i Nufieza. OsobiScie wyzej ceni¢ sobie argumentacj¢ za ma-
tematyczno$cia Swiata niz t¢, ze ucieleSniona matematyka wyczerpuje calosé
matematyki.

Obszernie o matematycznosci §$wiata — odwotujac si¢ przede wszystkim do
ustalen fizyki wspoélczesnej — pisze Tomasz Michniowski (Michniowski 2004).
Odnosi si¢ m.in. do (matematycznych aspektéw) zwiazkéw migdzy umystem
a Swiatem, piszac:

Niektérzy uwazaja wprawdzie, iz zagadnienie ,,matematycznosci przy-
rody” jest nieporozumieniem. Przedstawiana jest wowczas nastgpujaca
argumentacja: przyroda nie jest matematyczna, to jedynie nasz sposéb
myslenia i postrzegania jest matematyczny (my, ludzie, sami ,,wymysli-
liSmy” matematyke), zatem w zmyslowym i intelektualnym poznawa-
niu §wiata nastgpuje ,,rzutowanie” matematyki mézgu na postrzegane
otoczenie. Rozumowanie takie nie wydaje si¢ spdjne w sensie antro-
picznym [Tu przypis: W rozumieniu tzw. zasady antropicznej]. Jesli
bowiem uznaé, iz cztowiek (rozum) jest elementem Swiata i pojawit
si¢ jako wynik okreslonej ewolucji kosmicznej, wéwczas jego ,,struk-
turalna” odmienno$¢ od otoczenia (matematyczny rozum w niematema-
tycznym Swiecie) bytaby rzecza zaskakujaca, wrecz wymagajaca ,,recz-
nej” ingerencji ze strony Absolutu w proces powstawania cztowieka.
Jak kazde zatozenie komplikujace model, réwniez i to, w konteksScie
wiedzy metodologicznej oraz tresci zasady prostoty (zwanej tez brzy-
twa Ockhama), wydaje si¢ mato prawdopodobne [Tu przypis: Pojgcia
tego nie nalezy myli¢ z idealnoScia w sensie platoriskim. W tym kon-
teks$cie wszystkie obiekty matematyczne sa ,idealne”; wéwczas zwrot
»idealizacja struktur matematyki” jest okresleniem groteskowym. Ter-
min stanowi nazwe¢ wlasna o znaczeniu jak w tekscie]. (Michniowski
2004, 39)

Za ciekawe uznaje¢ tez uwagi Michniowskiego dotyczace tego, jak fizycy
traktuja obiekty swojej dyscypliny, ktérej — jak wiadomo — bez stosowania
aparatu zaawansowanej matematyki uprawiac nie sposob. Autor twierdzi (na
stronie 43), ze:
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. Fizycy traktuja matematyke po platonsku, realistycznie, jako niezalezna

od poznajacego podmiotu.

. Ujmuja ja jednoczesnie nominalistycznie, czego wyrazem mialoby by¢

jednakowe traktowanie obiektéw matematycznych i fizycznych.

. Fizycy traktuja matematyke empirycznie: kryterium prawdy staje si¢

eksperyment. Matematyka ,,czysta” w takim ujgciu nie istnieje.

Autor zwraca uwage na niektére niekonsekwencje w podejsciu fizykéw do
matematyki, wspomnianym powyzej. Ze swej strony dodam, ze trudno mi zgo-
dzi¢ si¢ z pogladem o nieistnieniu ,,czystej” matematyki. Nie chodzi przy tym
o to, ze pewne pojecia, konstrukcje, wyniki matematyczne nie majg (dzisiaj)
bezposredniego przelozenia na stany rzeczy badane w fizyce (np. rozwazania
w teorii mnogosci dotyczace istnienia duzych liczb kardynalnych). Uwazam,
ze nie mozna a priori wykluczy¢, ze pewne dzialy matematyki w zadnym
sensie nie bylyby inspirowane rzeczywistoScia badang przez fizykéw. Autor
uzywa terminu ,,matematyka nadwyzkowa” dla oznaczenia tych fragmentéw
matematyki, ktére nie reprezentuja jakich$ faktéw fizycznych. Ocenia tez na-

stgpujaco podejscie fizykéw do matematyki:

Fizycy zatem sa wysoce niekonsekwentni w swym podejsciu: przypisu-
jac matematyce charakter uniwersalny i aprioryczny, traktuja ja réwniez,
w razie potrzeby, jako §rodek pozyskiwania wiedzy o faktach przyrod-
niczych (matematyka jako jezyk plus narzedzia poznawcze). Jest wigc
dla nich matematyka swoiscie oryginalnym tworem: nauka a priori wy-
korzystywana do konstruowania aposteriorycznych dyscyplin stuzacych
poznawaniu Swiata.

Takiej dwoistosci ujgcia sprzyja brak epistemologicznego kryterium ma-
tematyki w kontekscie jej obiektywnos$ci. Nie potrafimy bowiem, po-
stugujac si¢ wlasnym intelektem, przetestowac hipotezy obiektywnosci
tej nauki. Nie potrafimy nawet w sposéb og6lny odniesé si¢ do hipotez
bardziej szczegdtowych, na przyktad: czy relacja obiektéw matematycz-
nych do fizycznych jest taka sama jak relacja obliczen (tzw. rachunkéw)
do procesow.

Whioski te, artykutowane przez filozoféw nauki i w niemy sposéb ak-
ceptowane przez samych fizykéw, usprawiedliwiane sa coraz glebszym,
w miarg rozwoju nauki, odchodzeniem od ,,zdroworozsadkowego” poj-
mowania rzeczywistosci naukowej. Szczegdlnie istotne jest tu postepu-
jace rozmywanie si¢ (lub zanik) poje¢ klasycznych, jak na przyktad ma-
terialno$ci [Tu przypis: Pociaga to zatratg rozréznienia obiektéw na ma-
tematyczne (konstrukty) i fizyczne (faktualne) i uptynnia granicg migedzy
obiema naukami: matematyka i fizyka.], czasowosci lub przyczynowo-
$ci. (Michniowski 2004, 43-44)
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Michniowski twierdzi, ze konstruowanie struktur modelowych (w bada-
niach fizycznych) przebiega etapami, przy czym na kazdym z nich czynione
sa stosowne zatozenia. Wspomniana rozprawa zawiera szereg ciekawych ob-
serwacji na temat ,,tworzywa” modeli matematycznych reprezentujacych rze-
czywisto$¢ fizyczna. Przypomina o zaleznosci owych modeli od dostgpnosci
Srodkéw obecnych w matematyce danego okresu. Dostrzega matematyczne
aspekty, kryjace si¢ za brakiem uzgodnienia migdzy opisem na poziomie kwan-
towym oraz na poziomie relatywistycznym. Czg$¢ trzecia rozprawy Mich-
niowskiego zawiera m.in. uwagi na temat sposobow klasyfikowania modeli
wykorzystywanych w fizyce. Subtelne analizy autora dotyczace wspodiczesnej
postaci paradygmatu relatywistycznego, paradygmatu kwantowego, prob uni-
fikacji catosci fizyki prowadza go do uznania hipotezy o matematycznoSci
Swiata za do$¢ dobrze potwierdzona:

Refleksja w odniesieniu do naukowej ewolucji modeli klasyfikowanych
w sensie jak powyzej ponownie prowadzi do oczywistego teraz stwier-
dzenia (artykutowanego juz w poprzednich czg¢sciach pracy), iz matema-
tyczno$¢ poznania nie ma charakteru akcydentalnego, a przy tym raczej
nie jest ,,projekcja’ ludzkich nawykéw mentalnych na §wiat i struktury
nauki. Mozna dyskutowaé, czy gdyby matematyczno$¢ zostata ,,narzu-
cona” poznaniu przez czlowieka, wciaz powstawatyby modele btgdne.
W naturalnym dazeniu staralibySmy si¢ bowiem kreowaé wytacznie
struktury doskonate i jedynie naszej nieudolnosci i niedbatosci przypisy-
wacé by mozna pojawianie si¢ modeli probnych lub jawnie chybionych.
Woéwcezas jednak, jak sig¢ wydaje, moglibySmy oczekiwaé stopniowe;j
optymalizacji naszego postgpowania do sytuacji, w ktérej modelowanie
udawatoby nam si¢ ,,coraz lepiej”. Tego jednak nie obserwujemy [Tu
przypis: Przeciwnie, z im trudniejszymi merytorycznie i odleglejszymi
od zmystowo postrzegalnych obszarami emulacji mamy do czynienia,
tym trudniejszy i bardziej pracochtonny (wymagajacy wigkszej liczby
préb) wydaje sig proces kreowania struktur modelowych.]. Struktury
modelowe wydaja si¢ zatem obecne w Swiecie matematyki w niejako
naturalny sposéb i zdaja si¢ rownie ,,naturalnie” identyfikowac ogélne
wlasnosci rzeczywistosci, w ktérej si¢ znajdujemy. My staramy si¢ je-
dynie wyrdzniac je sposrdd innych struktur. Jesli wyrdznienie takie nam
si¢ udaje, postugujemy si¢ odkrytym modelem w celach poznawczych,
jesli nie, pozostaja nam dalsze poszukiwania. Tym samym identyfika-
cja modeli matematycznych i poznanie naukowe w pewnym sensie si¢
utozsamiaja, a matematyczno$¢ poznania jest tego ostatniego naturalng
(,,zewnetrzna”) i niepomijalng wlasnoscia. Wszechs§wiat (a nie jedynie
nasz intelekt) rzeczywiscie wydaje si¢ by¢ gteboko ,,matematyczny”.
(Michniowski 2004, 133)
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W moim subiektywnym odczuciu, argumentacja na rzecz tezy o matema-
tycznoSci Swiata, wspierana wynikami nauk szczegétowych, wydaje si¢ bar-
dziej przekonujaca od deklaracji Lakoffa i Nufieza o catkowitym ucielesnieniu
matematyki oraz przydawaniu wszelkiej matematyce transcendentalnej statusu
urojenia.

2.6. Uwagi o dydaktyce matematyki

Propozycje zwiazane z rozumieniem matematyki jako ucielesnionej zdazyty
juz doczekac si¢ zastosowant w dydaktyce matematyki, przynajmniej w postaci
zalecen, jak owa dydaktyke skutecznie uprawiaé — por. np. Nuifiez, Edwards
i Matos 1999. Poglady na to, jaka powinna by¢ dydaktyka matematyki, ule-
galy w dziejach zmianom. Uczono matematyki, opierajac si¢ na wzorcu z Ele-
mentow Euklidesa, proponowano uwzglednianie metod heurystycznych, in-
dukcyjnych, eksperymentowano z programem Nowej Matematyki (New Math)
itd. Wykorzystywano przy tym ustalenia psychologii poznawczej, brano pod
uwage rozwdj technologiczny, czasami o ksztatcie dydaktyki decydowaty czyn-
niki natury politycznej, a ponadto — co oczywiste — dydaktyka matematyki
musiata jako§ odzwierciedla¢ rozwéj samej matematyki.

W cytowanym wyzej artykule znajdujemy pewne deklaracje dotyczace za-
stosowan ustalen matematyki uciele$nionej w dydaktyce:

The study of the conceptual structure of mathematics from an embodied
point of view shows how mathematics is built up of such informal, eve-
ryday experiences and ideas. For this reason, mathematics cannot be as
a pure and ‘abstract’ discipline. Our mathematical conceptual system,
like the rest of our conceptual system, is grounded in our bodily functio-
ning and experiences. Seen from this perspective, situated cognition is
not about ‘situating’ mind-free truths in meaningful contexts, but rather
about examining how the human creation of mathematics arises from
sense-making which is not arbitrary precisely because it is bodily gro-
unded.

This view has important entailments for mathematics education. Rather
than looking for better ways to help students learn ‘rigorous’ definition
of pre-given mathematical ideas, we need to examine the kinds of un-
derstanding and sense-making we want students to develop. We should
look at the everyday experiences that provide the initial grounding for
the abstractions that constitute mathematics. This is not necessarily an
easy undertaking, since the grounding structures are often unconscious
and taken-for-granted. At times, this grounding can be found in imme-
diate physical experience, as in the case of work with early arithmetic,
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space, size, and motion. At other times, the grounding for a mathemati-
cal idea takes place indirectly, through a chain of conceptual mappings
whose nature may be obscured by conventional language, but which can
be revealed by utilizing the analytic tools of contemporary embodied
cognitive science. In either case, what is important is to re-examine ma-
thematical ideas in order to create instruction that complements the ways
our conceptual systems naturally work.

In addition, we should provide a learning environment in which mathe-
matical ideas are taught and discussed with all their human embodied
and social features. Students (and teachers) should know that mathema-
tical theorems, proofs, and objects are about ideas, and that these ideas
are situated and meaningful because they are grounded in our bodily
experience as social animals. Providing an understanding of the histori-
cal processes through which embodied ideas have emerged can support
this aim. This does not mean simply presenting a few names and dates
as a prelude to teaching the ‘real’ mathematics. It means talking about
the motivations, zeitgeist, controversies, difficulties, and disputes that
motivated and made possible particular developments in mathematics.
(Nuiiez, Edwards i Matos 1999, 61-62)

Przytaczam tak obszerny cytat, aby nie by¢ posadzonym o wyrywanie
z kontekstu stwierdzefi autoréw. W moim przekonaniu, deklaracje te sa przede
wszystkim wyrazem myslenia zyczeniowego. Odnoszg¢ tez wrazenie, ze po-
glady te stanowig jakby przeciwlegly biegun dla — porzuconego jako niesku-
teczny — programu New Math. Podobnie jak 6w nieszczgsny program wydaja
si¢ by¢ nawotywaniem do swoistego radykalizmu w nauczaniu matematyki:
uczniowie mieliby poznawaé matematyke przede wszystkim poprzez oswaja-
nie si¢ z metaforycznym ujmowaniem pojec. Nie sadze, aby dobrze to wrézyto
uzyskanemu przez nich w ten sposdb poziomowi wyksztalcenia matematycz-
nego. Dodam wreszcie, ze nie sadze¢, aby zawodowy matematyk tworzyl ma-
tematyke jako$ lepiej, sprawniej, w glgbszy sposdb, bardziej odkrywczo itp.,
gdyby w kazdym momencie konfrontowal swoje dziatania z koncepcja uciele-
$nionej matematyKki.

Lakoff i Nifiez podaja dziesiatki przyktadéw, ktdre ich zdaniem pokazuja,
ze poszczegllne pojecia matematyczne wprowadzane sg przez stosowne me-
tafory poznawcze. Pisza np. o The Ordered Pair Metaphor:

Intuitively, an ordered pair is conceptualized nonmetaphorically as a sub-
itized pair of elements (by what we will call a Pair schema) structured by
a Path schema, where the source of the path is seen as the first member
of the pair and the goal of the path is seen as the second member. This
is simply our intuitive notion of what an ordered pair is.
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With the addition of the Sets Are Objects metaphor, we can conceptu-
alize ordered pairs metaphorically, not in terms of Path and Pair schemas
but in terms of sets:

THE ORDERED PAIR METAPHOR

Source Domain Target Domain
SETS ORDERED PAIRS
The Set {{a},{a,b}} — The Ordered Pair (a,b).

Using this metaphorical concept of an ordered pair, one can go on to
metaphorically define relations, functions, and so on in terms of sets.
(Lakoff i Nufez 2000, 141)

Uwazam, ze praktyka dydaktyczna jest w tym przypadku catkiem odmien-
na. Rozpoczynamy zwykle od intuicyjnych komentarzy, zwracajac uwage, ze
zbiory {a,b} i {b,a} sa identyczne, na mocy aksjomatu ekstensjonalnosci.
Nastepnie formutujemy nasz cel: zdefiniowanie obiektu, w ktérym porzadek
jego element6w jest ustalony. Proponujemy definicje: (a, b) =qr {{a}, {a,b}}
(jest to jedna z mozliwosci). Na koniec dowodzimy, ze podana definicja spetnia
nasze wymagania, czyli ze (a,b) = (¢, d) wtedy i tylko wtedy, gdy a = c oraz
b=d.

2.7. Garsé¢ metafor matematycznych

Pozwolg sobie w tym miejscu przytoczy¢ pewne — z reguty dobrze znane —
wypowiedzi matematykéw i filozoféw o matematyce, ktére same w sobie me-
taforycznie oddaja specyfike tej dyscypliny. Wybrane zostaly one catkowicie
ad hoc, bez zadnej systematyczno$ci badzZ préb ich klasyfikowania.

Migdzy duchem a materia posredniczy matematyka. (Hugo Steinhaus)

Istota matematyki lezy w jej wolnosci. (Georg Cantor)

Boga nie obchodza nasze problemy matematyczne. On calkuje empirycz-
nie. (Albert Einstein)

Jednostka urojona jest niecomal pomostem migdzy bytem i niebytem, pigk-
nym i cudownym wynalazkiem boskiego ducha. (Gottfried Wilhelm Leibniz)

Matematyka nie posiada symboli na metne mysli. (Henri Poincaré)

Matematyka powstaje w procesie dialogu z materiag matematyczng. (Imre
Lakatos)

Tyle jest w kazdym poznaniu nauki, ile jest w nim matematyki. (Immanuel
Kant)

Twierdzenia matematyczne uwazane sa za prawdziwe, poniewaz w ni-
czyim interesie nie lezy, by uwazac je za falszywe. (Monteskiusz)
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W szkole nie matematyka ma by¢ nowoczesna, ale jej nauczanie. (René
Thom)

U podstaw wszelkiego rozumowania mamy zgadywanie niepoddane zad-
nym regutom, albo dedukcje poddana rygorowi regut. (Andrzej Grzegorczyk)

Przez kazde trzy punkty przechodzi prosta, o ile jest dostatecznie gruba.
(Aksjomat Steinhausa)

Matematyka jest produktem mysli ludzkiej, niezaleznej od dosSwiadczenia,
jednak wspaniale pasuje do Swiata realnego i tak Swietnie go ttumaczy. (Albert
Einstein)

Wszystko nalezy upraszczad jak tylko mozna, ale nie bardziej. (Albert Ein-
stein)

Matematyka jest sztuka nadawania tych samych nazw réznym rzeczom.
(Henri Poincaré)

Dobry matematyk potrafi dostrzega¢ fakty, matematyk wybitny — analo-
gie migdzy faktami, za§ matematyk genialny — analogie migdzy analogiami.
(Stefan Banach)

Matematyk to Slepiec w ciemnym pokoju szukajacy czarnego kota, ktérego
tam w ogdle nie ma. (Karol Darwin)

Fizyka jest zasadniczo nauka oparta na intuicji i konkretnych faktach. Ma-
tematyka stanowi jedynie narzedzie dla zapisywania praw, ktére rzadza zjawi-
skami w przyrodzie. (Albert Einstein)

2.8. Stowo koncowe

Jakie ewentualne konkluzje przynosi powyzszy tekst? Postaram si¢, w mozli-
wie krétki sposéb, zrekapitulowaé poczynione ustalenia.

Metafory pojeciowe istotnie petnia jaka$ role przy tworzeniu niektérych
poje¢ matematycznych. Jednak nie tylko one. Abstrakcja, uogdlnianie, ana-
logia, wyobrazanie sobie — to bodaj wazniejsze w tym wzgledzie procedury.
Tworzenie metafor poznawczych na sposéb rozumiany przez autoréw nie zdaje
sprawy np. z réznicy migdzy opisywaniem a definiowaniem obiektéw (a co za
tym idzie, rowniez pojeé).

Wiele aktywno$ci matematycznych zwiazanych jest wtasnie z porzuce-
niem metaforyzowania, wyraznym rozdzieleniem intuicji oraz roboty formal-
nej. Podaé mozna niezliczone przyktady, gdy intuicje oparte na do§wiadcze-
niu potocznym zwodza nas, nawet w przypadku rozwazania catkiem prostych
obiektow i konstrukcji matematycznych.

Metafory by¢ moze dobrze zdaja sprawe z tworzenia prostych poje¢ ma-
tematycznych. Jednak od pewnego poziomu zaawansowania teorii (a czasem
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nawet przy tworzeniu catkiem nowych teorii) to chyba nie one odpowiadaja za
tworcza dziatalno$¢ matematykow.

Na drodze jedynie tworzenia metafor nie mozna chyba wyttumaczy¢ ani
zmienno$ci naszych intuicji matematycznych, ani faktu konfliktu migdzy pew-
nymi intuicjami. Tworzenie poj¢¢ matematycznych jest silnie osadzone w hi-
storii matematyki.

By¢ moze tadnie dobrane metafory pojeciowe moga wspomagaé dydak-
tyke matematyki. Ich rola jednak pozostaje pomocnicza — nie wyczerpuja one
ogo6tu umiejetnosci matematycznych. Potwierdzono, iz uczacy si¢ matematyki
moga rézni si¢ migdzy soba w stosowaniu metafor.

Podatem szereg przyktadéw, w ktérych tworzenie metafor pojeciowych
w stylu Lakoffa i Nufieza nie wystarcza do rozumienia ztozonych pojeé ma-
tematycznych (np.: nieprzeliczalno$¢, struktury topologiczne i rézniczkowe,
losowos¢ itd.). Mozna szuka¢ dalszych tego typu przyktadéw, w kazdej wia-
Sciwie dyscyplinie matematycznej.

Koncepcja Lakoffa i Niifieza dla swojego uprawomocnienia wymaga kon-
kretnych badarn empirycznych, dotyczacych zar6wno procesu tworzenia mate-
matyki, jak i procesu nabywania wiedzy matematyczne;.

Deklaracje filozoficzne autoréw nie maja, w mojej opinii, nalezytego wspar-
cia. W szczeg6lnosci ich krytyka platonizmu matematycznego ma wiele cech
mysSlenia zyczeniowego.

To, ze koncepcja tworzenia metafor pojeciowych dobrze tlumaczy wiele
faktow dotyczacych rozumienia w jezykach etnicznych, nie oznacza jeszcze,
ze jest ona mozliwa do zastosowania w identyczny sposéb do innych syste-
moéw pojeciowych, w tym do matematyki. Podobne zastrzezenia mozna chyba
bedzie sformutowac, gdy ktoS napisze ksiazkg Where physics comes from. How
the embodied mind brings physics into being, w ktérej bedzie zaréwno prébo-
wat wywodzi¢ na drodze konstrukcji metafor pojeciowych wszelkie idee fizyki
teoretycznej, tacznie z mechanika kwantowa, teoria wzglednosci, teoria strun
itd., jak tez histori¢ fizyki, tacznie z niezliczonymi jej hipotezami, ktére oka-
zywaly si¢ po kolei btedne, lecz bynajmniej nie tamowaty dalszego rozwoju
tej dyscypliny.

Moje uwagi krytyczne moga wydawac si¢ beztadna zbieraning poczynio-
nych ad hoc zarzutéw, lecz nie bylo moim zamiarem podanie jakiej$ spdjnej,
w miar¢ kompletnej alternatywy dla koncepcji ucielesnionej matematyki, to
przekracza moje skromne mozliwosci. Ksigzka Lakoffa i Nufieza zasluguje na
krytyke, lecz zastuguje réwniez na uwage. Jest odwazna (w wielu miejscach
niestety pochopnie brawurowa) prébg zmierzenia si¢ z fundamentalnymi py-
taniami dotyczacymi, m.in. epistemologii matematyki, jej ontologii, fascynu-
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jacego zjawiska, jakim jest twérczo$¢ matematyczna, bardzo trudnych proble-
méw zwigzanych ze skutecznym nauczaniem matematyki, wreszcie miejsca
matematyki w catosci kultury.
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