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Przedmowa

Ksigzka ta powstata na podstawie wyktadéw i éwiczent z logiki matema-
tycznej i teorii mnogosci dla zaocznych studentéw informatyki (kurs licen-
cjacki). Jej celem jest przedstawienie elementéw obu tych dziedzin, ktére
s3 niezbedne w dalszym studium informatyki i ktére stanowia nieodzowny
fundament wyksztalcenia kazdego matematyka i informatyka.

Ksigzka sklada si¢ z dwdch czesci. Czesé pierwszg stanowia rozdziaty 1-4
poswigcone wykladowi elementéw rachunku zdati i rachunku predykatéw
oraz funkcjom logicznym i aksjomatycznemu ujeciu logiki klasycznej. Druga
czes¢ ksigzki, tzn. rozdziaty 5-9, poSwiecona jest wykladowi tzw. naiwnej
teoril mnogosci, czyli teorii mnogosci w ujeciu nieaksjomatycznym. Oma-
wiamy tu po kolei pojecie zbioru, algebre zbioréw, relacje, w tym relacje
réwnowaznosci, relacje czesciowo porzadkujace i relacje dobrze porzadku-
jace, dalej funkcje, a wreszcie zagadnienia zwigzane z teoria mocy (a wiec
pojecie réwnolicznosci, zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne, liczby kardy-
nalne). Do ksigzki dotgczono dodatek zawierajacy uwagi historyczne o roz-
woju logiki i teorii mnogosci. Na koficu poszczegdlnych rozdzialéw podano
zadania majgce poméc w przyswojeniu sobie studiowanego materiatu. Nie
maja one oczywiscie zastapi¢ zbioréw zadan z logiki i teorii mnogosci, ko-
rzystanie z ktérych jest niezbedne, by dobrze opanowaé odpowiednie za-
gadnienia.

Definicje i twierdzenia posiadaja potréjna numeracje: pierwsza liczba
oznacza numer rozdzialu, druga — numer paragrafu w ramach danego roz-
dzialu, a trzecia — numer biezacy definicji czy twierdzenia w ramach da-
nego paragrafu. Tak wigc na prayklad ,definicja 7.3.4” oznacza definicje 4
umieszczong w paragrafie 3 rozdzialu 7. Koniec dowodu oznaczamy literami
Q.E.D. (bedacymi skrétem lacifiskiego quod erat demonstrandum — czego
nalezalo dowies¢).
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Rozdzial 1

Elementy klasycznego rachunku zdan

1.1. Wprowadzenie

Jezyk nauki sktada sie ze zdan. W logice zdanie rozumie sie jako wyra-
zenie, ktore co$ stwierdza. Za zdania w sensie logicznym uwaza
si¢ takie wyrazenia oznajmujace, ktdre sa na tyle jednoznaczne, by méc
o nich orzekaé, ze sa prawdziwe albo falszywe. Tak wiec za zdania uznamy
nie tylko wyrazenia, takie jak ,2 + 2 = 4”, ale i ,ciag ten jest mono-
toniczny”, gdy wiadomo, o jakim ciggu mowa. Za zdania w logice nie sg
uznawane wigc ani zdania pytajace (,Bylze on prawdziwym prorokiem, czy
tez byl tylko zwyczajnie nawiedzony?”), rozkazujace (,,Pasazerom LOT-u
zabrania si¢ wysiada¢ z samolotéw w czasie lotu!”), ani tez wypowiedzi
oznajmujace metne czy niedostatecznie sprecyzowane, o ktérych przez to
nie mozna orzec, czy sa prawdziwe, czy tez falszywe (,,Prawdziwe piekno
polega na jednosci w wieloéci”). Od tego miejsca, méwiac o zdaniach, mamy
na my$li wylacznie zdania w sensie logicznym.

Prawdziwo$¢ i falszywo$¢ nazywamy warto § ciami logicznymi.
W logice klasycznej, a tylko taky logika bedziemy sie tu zajmowaé, uwaza,
sig, ze istnieja tylko te dwie wartoéci logiczne. W logikach wielowartoé-
ciowych i innych logikach nieklasycznych! dopuszcza sie wiecej warto$cl
logicznych.

! Wspélczesne badania logik wielowartoéciowych zostaly zainaugurowane w 1920
roku przez polskiego logika Jana F.ukasiewicza (1878-1956) i przez amerykanskiego logika
Emila Posta (1897-1954; nb. urodzonego w Augustowie); logiki takie s3 préba, formalnego,
matematycznego scharakteryzowania fenomenu wielowarto$ciowoéci. Por. G. Malinowski,
Logikr wielowartosciowe, Pafistwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1990. Inne logiki
nieklasyczne s takze faktycznie wielowartosciowe, por. np. K. Swirydowicz, Podstawy
logiki modalnej, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznas 2004. Doniostoéé badah nad tymi
logikami bierze si¢ takze stad, ze znajduja one dzi§ zastosowanie w informatyce.
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Obok zdan w klasycznej logice rozwaza sie takze tak zwane funkcje
zdaniowe. Funkcja zdaniowg nazywamy takie wyrazenie oznajmujace,
ktére zawiera zmienne, a staje sie zdaniem, gdy dokona si¢ w nim pod-
stawienn za wszystkie wystepujace w nim zmienne lub skwantyfikuje sie
te zmienne. Funkcjami logicznymi beda wiec wyrazenia takie, jak ,x jest
miastem wojewddzkim”, ,a jest starszym bratem geniusza” czy ,z < y”.
Funkcje zdaniowe nie sg wiec zdaniami; z podanych przykladowo funkcji
mozna otrzymad na przyktad zdania: ,,Krakéw jest miastem wojewddzkim”,
»Kutno jest miastem wojewddzkim” czy ,dla kazdej liczby z istnieje taka
liczba y, ze z < y”.

Wisréd zdan wyrdzniamy zdania proste, ktére nie zawieraja cze-
§ci bedacej osobnym zdaniem, i zdania zlozone, zawierajace czesci
bedace zdaniami. Tak wiec zgodnie z ta definicjg zlozone jest nie tylko
zdanie ,2 jest liczba pilerwsza, a 4 nie jest liczbg pierwsza”, ale i zdanie
»Zaiste, czlowiek jest stworzeniem rozumnym”, poniewaz zawiera czesc,
bedaca osobnym zdaniem (,,czlowiek jest stworzeniem rozumnym?”).

Zdania zlozone buduje sie ze zdan prostych przez laczenie ich spéjni-
kami. Sposréd licznych spéjnikéw miedzyzdaniowych mowy potocznej lo-
gike interesuje tylko pewien ich podzbiér. Przedmiotem zainteresowania
logiki sa zasadniczo nastepujace spdjniki dwuargumentowe:

i (oraz, a, a ponadto),

lub (wzglednie, bgdz),

jezeli ..., to ...

wtedy 1 tylko wtedy, gdy (zawsze 1 tylko, gdy)

oraz spojnik jednoargumentowy
nie jest tak, Ze.

Spéjniki mowy potocznej wymienione w jednym wierszu uwazane sg
za praktycznie jednoznaczne. Zamiast ,nie jest tak, ze” uzywa si¢ czesto
spbjnika ,nieprawda, ze”, choé $ciéle biorac, zaprzecza on nie tyle tresci
zdania, co jego wartosci logicznej.

Jezyk logiki jest je zykiem sztucznym, powstalym z uproszcze-
nia mowy potocznej. Jego skladnikami sg zdaniowe symbole elementarne
(oznaczane przez p, g, r, p1 itd.) oraz spdjniki dwuargumentowe: koniunkcji
A, alternatywy V, réwnowaznosci <> i implikacji — oraz jednoargumentowy
sp6jnik negacji —. Sens tych spdjnikéw wyznaczany jest przez nastepujace
tabelki, w ktérych symbol 1 reprezentuje ,zdanie prawdziwe”, a 0 ,,zdanie
fatszywe”:
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plalpAg plalpve plalpeg plalp—g
1] 1 111 1 T]1] 1 T[1] 1
1lo]| o 110] 1 1lo] o 1{o] o
0l1] o 0]1] 1 0l1] o ol1] 1
0oio| o 0ojo| o ojo| 1 olo| 1

Sens spdjnika negacji okresla nastepujaca tabelka:

pip
110
01

Ustalona w logice terminologia nakazuje pierwszy czlon zdania bedg-
cego implikacja nazywaé poprzednikiem tej implikacji, a drugi czton —
jej nastepnikiem. Méwi sie tez o skladnikach alternatywy
io czynnikach koniunkcji. Terminologia logiczna nakazuje ponadto na-
zywat koniunkcja, alternatywa, itd. zdanie, w ktérym gtéwnym spéjnikiem
Jest spéjnik koniunkcji, alternatywy itd. Gdy nie ma obawy nieporozumie-
nia, nazw: ,implikacja”, ,alternatywa” itd. uzywa sie tez czesto w odniesie-
niu do spdjnikéw logicznych; w niniejszym podreczniku réwniez bedziemy
uzywaé niekiedy tych samych nazw w odniesieniu i do spéjnikéw, i do zdan
zlozonych.

Zwigzek pomiedzy jezykiem logiki a mowa potoczng czy jej fragmentem
(jezykiem matematyki) ustala sie nastepujaco:

-- spdjnik koniunkcji A wiaze sie ze stowem ,i” (,oraz”, ,a”, ,a ponadto”),

- sp6jnik alternatywy V z ,lub” (,wzglednie”, ,bads”), A

— spdjnik réwnowaznosci + z ,wtedy i tylko wtedy, gdy” (,zawsze i tylko
gdy”),

- spdjnik implikacji — z ,jezeli..., to ...”,

- spdjnik negacji - z ,nie jest tak, ze” (,nieprawda, ze”)2.

% Do zapisu spéjnikéw logicznych uzywa sie innych jeszcze symboli:

Negacja | Koniunkcja | Alternatywa | Implikacja | Réwnowaznosé
-9 $NYp Uy =9 PP
é p&p $VY ¢ = $~P
N¢ K¢y Ady Cop E¢y
~ ¢ ¢ VY 2 p=vy
¢ ¢ o+ 1 p=v

Symbolika z pierwszego wiersza uzywana jest przede wszystkim przez matematykéw Zwig-
zanych z teorig krat i algebrami Boole’a. Druga uzywana byla przez Davida Hilberta.
Trzecia to symbolika beznawiasowa, czyli symbolika polska, pochodzaca od polskiego
logika Jana Lukasiewicza. Czwarta symbolika pochodzi od Bertanda Russella i Giu-
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Trzeba jednak zdecydowanie podkresli¢, ze jezyk logiki jest uproszcze-
niem, a nie formalng rekonstrukcja fragmentu mowy potocznej. Jest to
konsekwencja nastepujacych faktow. ‘

Po pierwsze, spéjniki mowy potocznej nakladajg ograniczenia na moz-
liwe polaczenia zdan. Na przyklad, o ile koniunkcja dwéch zdan prawdzi-
wych powinna byé zdaniem prawdziwym, to zawahamy sie przed uzna-
niem za prawdziwe nastepujacego zdania: ,trawa jest zielona i pierwiastek
kwadratowy z 2 jest liczba niewymierna”. Podobunie, jakkolwiek implikacja,
o falszywym poprzedniku zawsze jest prawdziwa, watpliwe jednak jest, czy
za prawdziwe uznac¢ zdanie: , je§li 2+2 = 5, to Warszawa jest stolicg Polski”.
Spéjniki mowy potocznej wymagaja bowiem jakiego$ zwigzku treSciowego
pomiedzy laczonymi przez nie zdaniami.

Po drugie, spéjniki mowy potocznej nadaja niekiedy dodatkowy sens
zdaniu zlozonemu. I tak na przyklad w jezyku logiki koniunkcja jest prze-
mienna: dla ustalenia wartoSci logicznej kolejno$é zdani laczonych spéj-
nikiem koniunkcji jest obojetna. Tymczasem w jezyku potocznym stowo
»1” wskazuje czesto kolejnos¢ czasows i nie zawsze wolno zmieniaé kolej-
nos¢ jego argumentéw bez zmiany sensu zdania. Co innego, dajmy na to,
zakochad sie 1 sie ozeni¢, a co innego ozeni¢ sie 1 sie zakochaé. Podobnie, co
innego ozenic¢ si¢ i mie¢ dzieci, a co innego mieé dzieci i sie ozenié. W obu
tych przypadkach zmiana kolejnoéci zdan moze spowodowaé, ze zdanie z
prawdziwego zmieni sie w falszywe. Tym dodatkowym sensem w przypadku
spOjnika ,jezeli..., to ...” jest okoliczno$é, ze w mowie potocznej jest on
uzywany dla zaznaczenia, ze miedzy argumentami tego spéjnika zachodzi
wynikanie.

W logice méwi sie, ze spéjniki logiczne sa ekstensjonalne, to zna-
czy warto$¢ logiczna zdania zlozonego jest jednoznacznie wyznaczona przez
wartos¢ logiczng jego argumentéw, a spdjniki mowy potocznej sg inten-
sjonalne, to znaczy na warto$é logiczng zdania zlozonego z mowy po-
tocznej maja wplyw nie tylko wystepujace w nim spéjniki, ale takze tresé
taczonych przez nie zdan.

Nie nalezy wiec utozsamiaé spojnikéw mowy potocznej z odpowied-
nimi spéjnikami logicznymi. Latwo jednak zauwazy¢, ze gdy przechodzimy
od mowy potocznej czy jezyka matematyki do jezyka logiki, to zwykle
zwigzki miedzy prawdziwoscia czy falszywoscig argumentéw spéjnika ,i”

seppe Peana. Ostatnia wreszcie to symbolika Ernsta Schrodera i Charlesa Peirce’a. Por.
R. Murawski, Rozwdj symboliki logicznej, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 1988.
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beda takie same jak migdzy cztonami koniunkcji, i podobnie dla pozostalych
spojnikéw.

Uwzgledniajac powyzsze uwagi i zastrzezenia, bedziemy na ogét trak-
towac spojniki logiczne tak, jakby to byly spéjniki miedzyzdaniowe mowy
potoczne;j.

DEFINICJA 1.1.1. Schematem zdania wyrazonym w jezyku rachunku
zdan nazywamy formute powstajgcg ze zdania przez konsekwentne zastgpie-
nie zdan prostych zmiennymi zdaniowymi, a spdjnikéw miedzyzdaniowych
— odpowiednimi spdjnikami logicznymi.

»Konsekwentne zastapienie” oznacza, ze te same zdania proste zaste-
puje si¢ tymi samymi zmiennymi zdaniowymi, a rézne zdania proste — réz-
nymi zmiennymi.

Na przyklad schematem zdania: ,Jestem matematykiem lub nie jes-
tem matematykiem” jest formula p V —p, a schematem zdania: , Jedli ktos
kradnie drewno w lesie lub poluje na zwierzyne towna w okresie ochronnym,
to podlega karze” bedzie formula (p V q) — r.

Na koniec uscislimy pojecie sprzecznodci.

DEFINICJA 1.1.2. Para zdari jest parg zdan sprzecznych, jesli jedno
z nich jest negacjq drugiego lub jest logicznie réwnowazne negacji drugiego.

Tak wiec parg zdan sprzecznych? jest w szczegélnodci kazda para postaci
pi-p. :

1.2. Jezyk rachunku zdan; tautologie

Jezyk rachunku zdan omoéwiliSmy wstepnie w poprzednim paragrafie;
teraz podamy precyzyjna definicje.

DEFINICJA 1.2.1. Nastepujgce znaki nazywamy znakami jezyka rachun-
ku zdanh:

P1,P2,P3,---
AN

) (

% Nie kazda para zdas, z ktérych kazde jest w logicznym konflikcie z drugim, to
para zdan sprzecznych, na przyklad zdaniami sprzecznymi nie sa: ,Kazdy czlowiek pali
papierosy” i ,Zaden czlowiek nie pali papieroséw”. Podane tu przykladowo zdania nazy-
wamy przeciwnymi; cho¢ nigdy nie sg one jednoczednie prawdziwe, to bywaja jednak
jednoczesnie falszywe.
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Znaki wymienione w pierwszym wierszu to zmienne zdaniowe, w dru-
gim — spéjniki logiczne, w trzecim ~ nawiasy?. Dla uproszczenia zamiast
p1 bedziemy pisaé¢ niekiedy po prostu p, zamiast py - ¢, zamiast p3 — 7,
a zamiast pg — S.

Nie kazdy ciag znakéw jezyka rachunku zdan jest poprawnie (,grama-
tycznie”) zbudowang formula. Zdefiniujemy teraz pojecie poprawnie zbu-
dowanej formuly zdaniowej jezyka rachunku zdari. Formuly poprawnie zbu-
dowane bedziemy nazywaé po prostu formulami.

DErFINICIA 1.2.2. (i) Kazda zmienna zdaniowa jest formuly jezyka
rachunku zdan.

(ii) Jesli ¢, 1 sq formulami jezyka rachunku zdan, to napisy —(¢),
(@) A (), (9)V (), (¢) + () i () — () sq formultami jezyka rachunku
zdan.

(iii) Nie ma innych formu? jezyka rachunku zdan poza zmiennymi zda-
niowymi i takimi formutami, ktdre powstajg dziki zastosowaniu reguty (ii).

Aby ulatwi¢ rozwazania, obok zmiennych zdaniowych uzylidmy tu liter
¢ i 1; litery te (i ewentualnie x, ¢1,v¥1,x1...) beda dalej reprezentowaé
dowolne formuly jezyka rachunku zdan.

Powyzsza definicja to przyklad definicji indukcyjnej przez in-
dukcje strukturalng: w definicji takiej podaje si¢ liste obiektéw elementar-
nych oraz reguly tworzenia z nich obiektéw bardziej zlozonych, zastrzega-
jac, ze wszelki obiekt definiowanego zbioru musi by¢ albo elementarny, albo
uzyskany z obiektéw elementarnych przez zastosowanie podanych regut.

Dla wygody plzmeuje sle; pewne konwencje dotyczace uzywania naw1a—
séw. W szczegdlnosei:

- pojedynczej zmiennej nie bierze si¢ w nawiasy,

— nie dodaje sie nawiasu, gdy umieszcza sie znak negacji przed for-
muly juz poprzedzona znakiem negacji (tak wiec zamiast —(—(¢)) pisze sig
—=(4)),

— nie dodaje sie nowego nawiasu, dodajac nowy czlon alternatywy do
formuly bedacej alternatywa i nowy skladnik koniunkcji do formuty, ktéra

jest koniunkcja; tak wiec np. pisze si¢ (¢) A () A(x) zamiast ((¢)A(¥)) A(x)
i zamiast (¢) A (%) A (X))°- '

4 Nawiasy nie s konieczne dla zapisu formul rachunku zdan; o symbolice beznawia-
sowej bedzie mowa nizej — por. paragraf 1.6.

5 Por. liste tautologii podana w paragrafie 1.4; na opuszczanie nawiaséw pozwalaja
prawa lgcznodci dla alternatywy i koniunkcji.
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Przyjmujemy, ze, wzorem arytmetyki, najsilniej wigze znak -, potem
znaki A 1V, a nastepnie znaki — i ¢>. Tak wigc zamiast np. (pVgq) — (rAs)
wolno pisaé pV g — r A s.

Warto zauwazy¢, ze kazda formula rachunku zdah moze byé potrak-
towana jako schemat zdania, a $cisle biorac, nawet nie jednego zdania,
lecz calej klasy zdan. Niektdre z takich zdad sa prawdziwe z uwagi na
swg budowe, jak to na przyktad zachodzi w przypadku zdas: ,Jesli pickno
polega na proporcji czeéci, to polega na proporcji czesci”, ,ciag a, jest
monotoniczny lub nie jest monotoniczny”, ,nieprawda, ze zarazem watpie
1 nie watpie”. Prowadzi nas to do pojecia tautologii.

DEFINICJA 1.2.3. Tautologia rachunku zdaii albo prawem logicznym
rachunku zdan jest formuta jezyka rachunku zdari, ktdra przy dowolnej in-
terpretacyi zmiennych zdaniowych zmienia sie w zdanie prawdziwe.

Przykladami tautologii sa formulty p — p, pV —p czy =(p A —p); formuty
te odpowiadaja podanym wyzej przykladom.

Aby sprawdzi¢, czy jaka$ formula jest tautologia, nie wystarczy doko-
nywa¢ kolejnych podstawieri za zmienne — dla kazdej formuty przykladéw
podstawien jest bowiem nieskoriczenie wiele. Wystarczy jednak spostrzec,
ze kazda zmienna zdaniowa wystepujaca w formule zdaniowej moze uzyskaé
albo wartoé¢ 0, albo warto$¢ 1, a wartoéé catej formuly jest jednoznacznie
wyznaczona przez warto§ci przypisane zmiennym. Uwaga ta stanowi pod-
stawg dla tak zwanej metody zero-jedynkowej rozstrzygania, czy
dana formuta jest tautologia. _

Rozpatrzmy mianowicie — dla zilustrowania metody - formule

(p = q) A~g — —p.

Poniewaz ma ona dwie zmienne, wystarczy sprawdzié, czy bedzie praw-
dziwa w nastepujacych czterech przypadkach: gdy obie zmienne uzyskuja
warto$¢ 1, pierwsza ma warto$¢ 1, druga 0, pierwsza ma warto$é 0, a druga
1 oraz gdy obie maja warto$¢ 0, to jest, gdy obie zmienne reprezentuja zda-
nie prawdziwe, pierwsza reprezentuje zdanie prawdziwe, a druga falszywe
itd. Wyniki analizy tych przypadkéw zapiszemy skrétowo w nastepujacej
tabelce:

plalp—=al-a]l@=aA-g]-p|@>g)A-g——p
111 1 0 0 0 T
1lo|l o |1 0 0 1
ol1] 1 0 0 1 1
ofo| 1 1 1 1 1
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Poniewaz rozwazana formula uzyskuje tylko warto§é 1 (patrz: ostatnia
kolumna), wiec jest ona tautologia. A oto drugi przyklad:

(P — q) = (-=p = —q).

Wyniki analizy ujmiemy w nastepujacej tabelce:

plalp—=q|-p|~a|(=p—=-9) | (p—q) = (=p——q)
11 1T |00 T T
t{ol o |o]1 1 1
ol1] 1 1|0 0 0
olol 1 |1]1 1 1

Formula ta nie jest tautologia, poniewaz jesli zmienna p uzyska war-
tos¢ 0, a ¢ wartosé¢ 1, to formula ta uzyska warto$é 0 (patrz: trzeci wiersz
tabelki).

Inne przyklady znajdzie Czytelnik ponizej. Warto zauwazyé, ze jesli
liczba réznych zmiennych w formule wynosi n, to liczba przypadkéw, ktére
nalezy zbadaé, by sprawdzié, czy formula jest tautologia, wynosi 2".

Kwestia, czy dana formula jest tautologia rachunku zdan, jest roz-
strzygalna. Istnieje bowiem, jak widaé, algorytm pozwalajacy w kaz-
dym przypadku, po wykonaniu skonczonej liczby krokéw, odpowiedzieé na
pytanie o tautologiczno$¢ dowolnej formuty rachunku zdan.

1.3. Schematy wnioskowann. Wnioskowania
niezawodne

Podstawowym zadaniem logiki jest odréznianie wnioskowa i nie-
zawodnych, to jest takich, w ktérych prawdziwosé przestanek przesadza
o prawdziwoéci wniosku, od wnioskowa n zawodnych, czyli takich,
gdzie prawdziwo$é przestanek nie gwarantuje prawdziwosci wniosku: prze-
stanki moga byé prawdziwe, a wniosek falszywy. W dowodach matema-
tycznych wystepuja wylgcznie wnioskowania niezawodne, i jest to jedna
z podstawowych wlasnoéci odrézniajacych matematyke od innych nauk®.

8 W innych dziedzinach nauki, jak tez i w zyciu codziennym, uzywa sie czesto wnio-
skowan zawodnych, jak redukcja, indukcja niezupelma czy analogia (por. elementarne
podreczniki logiki, np. Z. Ziembinski, Logika praktyczna, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2001). Wnioski w tych rozumowaniach bywaja falszywe przy prawdziwych
przestankach, ale gdy wnioski takie s3 prawdziwe, w sposéb istotny wzbogacajs wie-
dze, bo wychodza poza informacje zawarte w przestankach. Niektére rodzaje wnioskowan
zawodnych sa ostatnio intensywnie badane przez logike w zwiazku z coraz szerszymi
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Logika daje narzedzia do kontroli niezawodno$ci wnioskowar; wlasnie
kontroli niezawodnos$ci wnioskowan bedzie po§wiecony niniejszy paragraf.

DEFINICJA 1.3.1. Schematem wnioskowania wyrazonym w jezyku ra-
chunku zdani jest para uporzgdkowana (X, $), gdzie X jest zbiorem formut
rachunku zdan, a ¢ jest formulq.

Jesli zbidr X jest skoriczony i sklada sie z formul ¢q, ¢o,. .., ¢y, to sche-

mat wnioskowania mozna zapisa¢ jako ({41,...,¢n}, ¢); przyjeto jednak
konwencje
¢1;¢2;~-'a¢n
¢ )
a czesScie] jeszcze uzywa sie zapisu
b1
b2
Pn
ra
Formuly ¢1,...,¢, nazywa sie schematami przestanek, a for-

mule ¢ — schematem wniosku.

DEFINICJA 1.3.2. Schemat

jest niezawodny wtedy i tylko wtedy, gdy formula
[(B1)A ... A(gn)] = ¢

jest tautologig. Niezawodne schematy wnioskowania nazywa sie takze regu-
tami logicznymi.

Definicja ta dotyczy wszelkich wnioskowan, nie tylko wystepujacych
w matematyce.

Rozwazmy przyklad, ktéry pochodzi jeszcze ze starozytnosci:

Jesli wiesz, ze umarte$, to umarles.
Jesli wiesz, ze umartes, to nie umartes.
Zatem: nie wiesz, ze umarles$.

mozliwodciami implementacji w komputerach, np. do wyprowadzania konsekwencji
z danych. Por. np. P. Cichosz, Systemy uczgce sig, Wydawnictwo Naukowo-Techniczne,
Warszawa 2000.
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Aby zbadad, czy wnioskowanie to jest niezawodne, wystarczy stwierdzié,
czy przebiega ono wedle niezawodnego schematu wnioskowania. Nalezy wiec
znalez¢ schemat tego wnioskowania. Znalezienie schematu wnioskowania
polega z kolei na znalezieniu odpowiednio schematéw przestanek i wniosku
(tu przypominamy pojecie schematu zdania wyrazonego w jezyku rachunku
zdan). W efekcie ustalamy, ze schemat rozwazanego wnioskowania bedzie
nastepujacy:

p—q (1)
p—= =g (¢2)
-p (¢)

Nalezy teraz zbadaé, czy schemat ten jest schematem niezawodnym, to
Jjest sprawdzié, czy formuta,

[(¢1) A ($2)] = (9),

czyli formutla
(p—=a)A{p—=—q)] = -p
Jjest tautologisa.

W tym celu stosujemy metode zero-jedynkows, uzyskujac w efekcie jej
zastosowania nastepujaca tabelke:

plalpoaq|l-q|po-q|@=2)AP>-9) | -p|lp=>9AD—>-q)]——p
1] 1T 70 0 0 0 !
1lo] o |1 1 0 0. 1
ol1|l 1 |o 1 1 1 1
olo| 1 1 1 1 1 1

Tak wiec badana formula okazala siqltautologiad, wobec czego odpo-
wiadajacy jej schemat jest schematem niezawodnym, przeto badane wnio-
skowanie jest niezawodne.

DEFINICJA 1.3.3. Ze zdari o schematach ¢y, ¢, ... ¢, wynika logicznie
(semantycznie) zdanie o schemacie ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy formuta

(@) A~ A (Bn)] — ()

jest tautologiq. Dedukcja nazywa si¢ wnioskowanie, w ktdrym z przestanek
wynika logicznie wniosek.

Jesli ¢ wynika logicznie z ¢1,...,dn, to méwi sie, ze ¢ jest logicz-
na konsekwencja ¢1,...,d,.
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Czytelnik zechce sprawdzié prawdziwo$é nastepujacego lematu:

LEMAT 1.3.4. Jesli schemat wnioskowania

D1y Pn
¢

jest niezawodny, a formuly ¢1, ..., ¢n vzyskujg wartosé 1, to formuta ¢ tez
uzyskuje wartosé 1.

Konsekwencja tego lematu jest stwierdzenie, ze jesli wnioskowanie prze-
biega wedle schematu, ktéry jest niezawodny, a przestanki tego wnioskowa-
nia sg prawdziwe, to wniosek tez bedzie prawdziwy, czyli krétko: wnios-
kowanie, przebiegajace wedle schematu niezawodnego,
jest wnioskowaniem niezawodnym.

Zdarzy¢ sie jednak moze, iz wniosek wnioskowania niezawodnego be-
dzie falszywy. Poniewaz schematowi tego wnioskowania odpowiada impli-
kacja bedaca tautologia, a nastepnik te€j implikacji bedzie falszywy, wiec
poprzednik bedzie tez falszywy. Krétko: falszywos§¢ wniosku przesadza tu
o falszywosci przestanek. Mozna sie o tym przekonaé, analizujac po prostu
tabelke charakteryzujaca implikacje.

Zbadamy teraz, czy to nasze rozumowanie, dotyczace falszywosci wnio-
sku wnioskowania niezawodnego samo jest niezawodne. Rozumowanie, ktére
wlasnie przeprowadziliémy, mozna zapisaé nastepujaco:

Jesli wnioskowanie przebiega wedle schematu niezawodnego,

a przestanki sy prawdziwe,

to wniosek jest prawdziwy.

Zatem: jesli wnioskowanie przebiega wedle schematu niezawodnego,
a wniosek nie jest prawdziwy,

to przestanki nie sg prawdziwe.

Spytajmy wiec, czy zapisane wlasnie wnioskowanie samo przebiega
wedle schematu niezawodnego.
Schemat tego wnioskowania ma, postaé

pAq—T (¢1)
pA-T =g (P)

Aby stwierdzié, czy schemat ten jest niezawodny, nalezy sprawdzié, czy
tautologia jest implikacja (¢1) — (&), to znaczy implikacja

(pAg—=71)> (PA =T = —q).
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Mamy wiec

pla|lr|pAgq|pAgq—r|or|pA-r| g ipA-r— g | (d)— ()
T[T 1 1 0 0 0 1 1
1{1{0] 1 0 1 1 0 0 1
1{o{1]| o 1 0 0 1 1 1
1lolo] o 1 1 1 1 1 1
ol1(1] o 1 0 0 0 1 1
o{1|0] o 1 1 0 0 1 1
olol1] o 1 0 0 1 1 1
ojoflo]| o 1 1 0 1 1 1

Jest to zatem wnioskowanie niezawodne, dotyczace wnioskowanl zgod-
nych z regutami logicznymi. Inne przyklady Czytelnik znajdzie w zadaniach
do tego rozdziatu.

1.4. Tautologie rachunku zdan

TWIERDZENIE 1.4.1. Nastepujgce formuly sq tautologiami rachunku
zdari:

p—p prawo tozsamosci

pV-p prawo wylaczonego $rodka, tertium non datur,
zwane tez prawem wylaczonego trzeciego

-(pA-p) prawo sprzeczno$ci

STp P prawo podwéjnej negacji 7

(p = -p) = —p prawo Claviusa ®

(-p—op)—p druga wersja prawa Claviusa g

pA-p—q - prawo Dunsa Szkota (Dunsa Scotusa) °

p— (-p—q) druga wersja prawa Dunsa Szkota

((p—=9 Ap)—q modus ponendo ponens, czyli tryb przez stwierdze-
: nie stwierdzajacy
((p = q) A—=g) = —p modus tollendo tollens, czyli tryb przez zaprzeczenie
Zaprzeczajacy

7 Te cztery prawa byly w filozofii znane od dawna; maja one swojg interpreta-
cje metafizyczng. W szczegdlnodci zasady odpowiadajace prawom: wylaczonego érodka
i sprzecznoéci sa w metafizyce tomistycznej uznawane za naczelne zasady bytu i s znane
jako principium tertii exclusii i principium contradictionis.

8 Christofor Clavius (1537-1612), jezuita, logik i matematyk, twérca kalendarza gre-
gorianskiego; prawo to zwane jest tez ‘dictum mirabilis.

® Bl Jan Duns Szkot (1266-1308), franciszkanin, teolog i ﬁlozof, z uwagi na subtel-
noéé wywodéw zwany doctor subtilis.
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((pVvg)A-p)—q modus tollendo ponens, czyli tryb przez
zaprzeczenie stwierdzajacy

(~(pAg) Ap) = —q modus ponendo tollens, czyli tryb przez
stwierdzenie zaprzeczajacy

(p—=q) v (~g— -p) prawo transpozycji

“(pAq) ¢+ (mpV q) pierwsze prawo De Morgana !0

=(pVgq) & (-pA—q) drugie prawo De Morgana

p—q) & (-pVy) definicja implikacji za pomoca alterna-
tywy i negacji

(p—=q) © -(pA—q) definicja implikacji za pomocg koniunk-
cji 1 negacji

-(p—=q)© (pA—q) prawo negowania implikacji

(P q) < [(p—>9g A(g—p)] prawo przeksztalcania réwnowaznoéci
_ na implikacje
=(p < q) < (pA—qg)V(gA-p) prawo negowania réwnowaznosci

pAg—DP prawo symplifikacji

pAg—q _ prawo symplifikacji

p—pVyg prawo addycji

q—pVyg prawo addycji

(pAq) < (gAp) prawo przemienno$ci koniunkeji
(pVgq) e (¢gVp) prawo przemienno$ci alternatywy
(PA(gAT)) < (PAg)AT) prawo lagznoéci koniunkcji
(pVi(gVvr)) (Vg Vvr) prawo lacznosci alternatywy

pV(gAr) < (pVe) A(pVr)  prawo rozdzielnosci alternatywy
wzgledem koniunkcji
pA(gVr)< (pAg)V(pAT)  prawo rozdzielnosci koniunkeji
wzgledem alternatywy '
(p—q) = ((g—=r)— (p—r)) prawo sylogizmu hipotetycznego
bezkoniunkcyjnego
pP=gN(@g—=r)=>(p—>r1) prawo sylogizmu hipotetycznego
koniunkcyjnego
PedA(ger)=>(peor) sylogizm hipotetyczny koniunkcyjny
dla réwnowazno$ci
PANg—=1)—> (PA-T — ~q) prawo transpozycji zlozonej
(pAg) =71)—> (p—(¢g—r)) prawo eksportacji
p—=(@—=r))—>((pAg) = r) prawo importacji
((pAg) = 7)< (p— (g— 7)) prawo eksportacji-importacji

' Augustus De Morgan (1806-1871), matematyk angielski, profesor Uniwersytetu
Londynskiego. ‘
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Praw logicznych jest nieskoficzenie wiele, takze z tego powodu, ze kazda
z podanych formul moze by¢ potraktowana jako schemat dla nieskoficzenie
wielu praw. Na przyklad p — p moze reprezentowaé wszystkie formuly
postaci (¢) — (¢), wiec np. ((¢g = p) = p) = (g2 p) = p),PAGPNg
itd. Sa tez prawa, uzywane w rozumowaniach matematycznych, nie majace
ustalonych nazw, na przyklad prawo

(o= A(gor)A(r—=pl={pedAer)Alger)

CZy prawo
[p—= (qgVvr)]—=pA—g) —r].

Obok opisanej wyzej, tzw. zero-jedynkowej metody rozstrzygania o tau-
tologicznoéci formut istnieja inne jeszcze metody. Opis tak zwanej skré-
conej metody zero-jedynkowe]j znajdzie Czytelnik na stronie internetowe;
www.logika.amu.edu.pl.dydaktyka. Tautologicznoéé formuly mozna takze
ustalaé, sprowadzajac formule do tzw. postaci normalnej; sposob sprowa-
dzania formuty do takiej postaci znajdzie Czytelnik na tej samej stronie
internetowej.

Znaczna wiekszosé podanych wyzej praw logicznych to prawa o postaci
implikacji, ewentualnie réwnowaznodci; stuza one do uzasadniania nieza-
wodno$ci wnioskowan. Zgodnie bowiem z definicja niezawodnego schematu
wnioskowania, kazdemu z tych praw odpowiada schemat wnioskowania nie-
zawodnego. Schemat taki nazywaygy jest tez czesto regu tg wnioskowa-
nia niezawodnego lub - gdy z kontekstu wiadomo, ze chodzi o wnio-
skowanie niezawodne — po prostu regula wnioskowania.

DEFINICJA 1.4.2. Reguls odrywania nazywamy regute postacz"

¢—
_¢
¥
Reguta ta odpowiada prawu modus ponendo ponens i jest najczescie]
spotykana w logice regula, uzywana takze w aksjomatyzacjach logikill.

Na koniec kilka uwag dotyczacych réwnowaznos$ci.

DEFINICIA 1.4.3. Formute ¢ nazwiemy logicznie réwnowazng formule
¥ wtedy i tylko wtedy, gdy formuta (¢) < (¢) jest tautologig.

1 W angielskojezycznej literaturze zwana jest po prostu Modus Ponens i oznaczana
symbolem MP.
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Tak wigc p jest logicznie réwnowazne ——p, a ¢ A (¢ V x) jest logicznie
réwnowazne (¢ A ) V (¢ A x).
Latwy w dowodzie jest nastepujacy lemat:

LEMAT 1.4.4. Jesli ¢ <> o jest tautologiq i ¢ jest tautologig, to 1 jest
takze tautologiq.

Mozna tez pokazaé, ze dowolne dwie tautologie klasycznego rachunku
zdan sg logicznie réwnowazne.

1.5. Warunek dostateczny i konieczny

W formulowaniu twierdzen i dowodéw uzywa sie czesto w matematyce
pojecia warunku dostatecznego (wystarczajacego) i koniecznego.

DEFINICJA 1.5.1. Niech prawdziwe bedzie zdanie warunkowe ,jesli p,
to q¢”. Wdowczas to o czym méwi p, jest warunkiem wystarczajacym dla
tego, o czym mowi q, a to o czym mdwi g, jest warunkiem koniecznym
dla tego, o czym moéwi p. Mowi sie wtedy skrétowo, ze p jest warunkiem
dostatecznym dla q, a q jest warunkiem koniecznym!? dla p.

Tak wiec, poniewaz prawdziwe jest zdanie warunkowe , jesli n jest po-
dzielne przez 9, to n jest podzielne przez 3”, wigc podzielnoéé przez 9 jest
warunkiem wystarczajagcym dla podmelnoscx przez 3, a podz1elnosc przez
3 jest warunkiem koniecznym dla podzielnosci przez 9.

Jesli prawdziwa jest réwnowaznoéé¢ ,p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢”, to
oczywiscie p jest warunkiem dostatecznym i zarazem koniecznym dla g, jak
w przykladzie: ,n jest podzielne przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr _
liczby n jest podzielna przez 9.

W dowodach matematycznych pojecie warunku dostatecznego i koniecz-
nego pojawia si¢ najczeciej w dowodach twierdzen o postaci réwnowaz-
nosci. Dowodzac twierdzenia o postaci ,¢ wtedy i tylko wtedy, gdy %",
pisze si¢ na przyklad: ,Warunek dostateczny: pokazemy, ze ¢ pociaga 1",
a potem: ,Warunek konieczny: pokazemy teraz, ze 1 pociaga ¢”. Niekiedy
jednak korzysta sie z prawa transpozycji i pisze: ,Warunek dostateczny:
zalézmy, ze ¢ jest falszem i pokazmy, ze ¢ jest falszem”, albo: ,Waru-
nek konieczny: zaléimy, ze ¢ jest falszem; pokazemy, ze wéwczas 9 jest
falszem”.

12 Warunek konieczny zwany jest niekiedy conditio sine qua mon — ,warunek bez
ktérego nie”; znaczy to, ze gdyby g nie bylo prawda, to i p nie byloby prawda.
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1.6. Symbolika beznawiasowa

7 réinych powodéw warto zaznaczyé, ze nawiasy nie sa niezbedne
w zapisie formul logiki. Mozna je wyeliminowad, acz dla osoby niewprawne]
pogladowo$é zapisu znacznie zmaleje.

Zacznijmy od tego, ze w matematyce znak funkcji umieszcza si¢ czasem
miedzy argumentami, piszac np. z+y czy v-t, a czasem przed argumentami,
piszac f(z,y). Zgodnie z ta ostatnia konwencja mozna by wigc napisal
+(z,y) = z (albo nawet +zy = z) zamiast x + y = z, albo -«wt = s zamiast
v -t = s. Okazuje sie, ze pisanie znaku funkcji przed jej argumentami
zachowuje jednoznaczno$é formuly. ‘

Idea ta lezy u podloza logicznej symboliki beznawiasowej: zamiast spdj-
nik logiczny pisa¢ mie dzy argumentami, piszemy go przed argumen-
tami. Uzywa si¢ w logice za J. Lukasiewiczem nastepujacych symboli:

zamiast

N )
C zamiast —,
K’ zamiast A,
A zamiast V,

" E zamiast .

Skréty pochodza odpowiednio od sléw: ,negacja”, ,konsekwencja” 13,

ykoniunkcja”, ,alternatywa”, ,ekwiwalencja”!*. Tak wiec zamiast p — ¢
piszemy Cpq, zamiast p — (¢ — r) piszemy CpCgqr, a zamiast formuly
(p = q) — r piszemy CCpgr. Prawo sylogizmu hipotetycznego bez-
koniunkcyjnego to CCpgCCqrCpr. Czytelnik zechce tez sprawdzié, ze pra-
wo rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy bedzie mie¢ postac -

EKpAqrAKpqKpr,
a prawo eksportacji-importacji postaé
ECKpgrCpCar.

Polskim $ladem w computer science, czyli w informatyce, jest tzw.
odwrotna notacja polska (reverse Polish notation). Jest to notacja bez-
nawiasowa; réznica polega tu na tym, ze w odwrotnej notacji polskiej naj-
pierw pisze si¢ argumenty, a potem symbol funkcji.

13 Dokladniej od lacifiskiego terminu consequentia.

14 Idea logicznej symboliki beznawiasowej pochodzi od polskiego logika Jana Lu-

kasiewicza; w Polsce zwana jest po prostu symbolika Eukasiewicza. Rozpowszechniona
w $wiecie zostala nazwana ,notacja polska” (Polish notation).
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Zadania

1. Zapisz schematy nastepujacych wypowiedzi, uwzgledniajac mozliwe rézne in-
terpretacje, jesli wypowiedZ nie jest jednoznaczna:

a. Bedziesz informatykiem lub nie bedziesz informatykiem.

b. Jeéli matematyka postuguje sie dedukcja, to jesli dedukcja nie jest za-
wodna, to o ile aksjomaty matematyki nie sy falszywe, to twierdzenia
matematyki sg prawdziwe.

¢. Bedziesz matematykiem lub bedziesz informatykiem i zalozysz wlasna
firme komputerows.

d. Bedziesz informatykiem lub bedziesz matematykiem i zalozysz wiasna
firme komputerows wtedy i tylko wtedy, gdy nie poswiecisz sie pracy na-
uczycielskiej.

e. Masz uprawnienia do wykonywania zawodu nauczyciela, je$li masz przy-
najmniej licencjat i zdale$ niezbedne egzaminy z przedmiotéw pedagogicz-
nych.

f. Prawdziwa sztuka powoduje uniesienia ducha, o ile masz dusze artysty lub
jestes w odpowiednim nastroju.

2. Zbuduj tabelki spdjnikéw logicznych odpowiadajacych spéjnikom miedzyzda-
niowym ,ani..., ani...”, ,tylko wtedy ..., gdy ...”, ,, ..., choéby nawet...”.
3. Czy uznasz zdanie ,2 + 2 = 5 — matematyka jest nauks dedukcyjng” za praw-

dziwg implikacje? Czy uznasz za prawdziwe zdanie ,,jesli 2+2 = 5, to matematyka
jest nauka dedukeyjng”?

4. Sprawdz, czy ponizsze wnioskowania sg niezawodne:

Jesli kto§ kradnie, to podlega karze. »
Zatem: jesli kto§ wlarauje sie i kradnie, to podlega karze.

Jesli stok jest zbudowany ze skal osadowych,

a nachylenie stoku jest duze,

to powstajg osuwiska zeslizgowe.

Zatem: jesli nie powstaja osuwiska zeglizgowe,
to nachylenie stoku nie jest duze

lub stok nie jest zbudowany ze skal osadowych.

Jesdli piekno polega na wdzieku lub polega na doskonalosci,

to nie polega na proporcji czeéci.

Zatem: jedli piekno polega na proporcji czesci, to pigkno nie polega na wdzieku
i nie polega na doskonalo$ci.

Jesli ciag (an) jest monotoniczny i jest ograniczony,

to ciag (an) jest zbiezny.

Ciag (ay) nie jest zbiezny.

Zatem: jesli ciag (an) jest ograniczony, to nie jest monotoniczny.
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5. Sporzadzi¢ tabelki wszystkich mozliwych spéjnikéw logicznych jednoargumen-
towych i dwuargumentowych.

6. Zdefiniowaé koniunkcje za pomoca alternatywy i negacji.
Wskazowka: skorzystaé z prawa De Morgana.

7. Opierajac sie na odpowiednich tautologiach z Twierdzenia 1.4.1, zdefiniowaé
implikacje i réwnowazno$¢ za pomocy alternatywy i negacji.
8. Zdefiniowad alternatywe, koniunkcje oraz réwnowazno$é za pomocs implikacji
i negacji.
10. Sprawdzi¢ metoda zero-jedynkowa, czy tautologiami sg nastepujace formuly:
a) [((p—=q) A (s = —q)] = (s = -p),
b) [(p=A(r—=s)]—=[(pVr)AlgVs)],
o [p=A(r—=98)]—=[pAr) = (gAs)],
d) [(pAgV(pAT)] = [pA(gV (rAs)),
e) [(pAr) = (qVs)] = [p—= g Alr—9)]



Rozdzial 2

Funkcje logiczne

2.1. Funkcje logiczne — podstawowe definicje

W rozdziale tym przedstawimy ogélne informacje o funkcjach logicz-
nych, czyli funkcjach szczegdlnym przypadkiem ktérych sa funkcje zwigzane
ze spéjnikami migdzyzdaniowymi rozpatrywanymi w rozdziale 1. Przyj-
mijmy nastepujaca definicje:

DEFINICJA 2.1.1 Funkcja logiczna jest to funkcja
f:{0,1}* = {0,1}

dla n 2 1, czyli funkcja n-argumentowa (n > 1) o argumentach i warto-
$ciach ze zbioru {0,1}.

Elementy 0 i 1 mozna interpretowaé¢ na rozmaite sposoby. W szczegdl-
nosci w logice 0 i 1 interpretujemy jako wartosci logiczne zdan, a miano-
wicie 0 jako falszywos¢ (falsz), a 1 jako prawdziwosé (prawda). W elek-
tronice wartoéci 0 i 1 oznaczajg stany ukladu: 0 — stan bierny, 1 - stan
czynny (technicznie mozna zrealizowaé 1 jako wysoki potencjal, a 0 jako
niski potencjal, wzglednie 1 jako sygnal elektryczny, a 0 jako brak sy-
gnatu). Majac na mysli interpretacje logiczna, nazywa. sie funkcje logiczne
funkcjami prawdziwo§ciowymi. W elektronice stosuje sie nazwe
funkcje przelaczajgce.

STWIERDZENIE 2.1.2. Istnieje 22" réinych funkcji logicznych n-argu-
mentowych. :

Dow 6 d. Zauwazmy przede wszystkim, ze zbiér {0,1}" sklada sie
ze wszystkich ciagéw (ai,aq,...,a,), takich ze a; = 0 lub a; = 1 dla
kazdego 1 < i < n. Ciaggéw takich mozna utworzyé¢ 2". Funkcja logiczna
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f:{0,1}" — {0, 1} przyporzadkowuje kazdemu ciagowi (ay,az, . . ., a,) war-
tosé f(ay,az,...,ay) réwnag 0 lub 1. Zatem funkcji logicznych n-argumento-
wych jest tyle, na ile sposobéw mozna okresli¢ takie przyporzadkowanie,
czyli na ile sposobéw mozna ustawi¢ 0 i 1 na 2" miejscach. Mozna za$ to
uczynié na 22" réznych sposobéw. Zatem istnieje doktadnie 22" réznych
n-argumentowych funkcji logicznych. Q.E.D.

Przyjmiemy pewne uporzadkowanie funkeji logicznych, ktére objasnimy
ponizej. Funkcje n-argumentowsa, ktdéra zajmuje i-ta pozycje w tym upo-
rzagdkowaniu, bedziemy oznaczali symbolem f* (przy czym n > 1 oraz.
0<ig2? 1),

Dla n =1 mamy 221, czyli 4 funkcje logiczne 1-argumentowe. Oto one:

f4@) =0, fE(0) =0, kod: 00,

(1) =0, f1(0) =1, kod: 01,
f2(1) =1, f3(0) =0, kod: 10,
f3(1) =1, f1(0) =1, kod: 11.

Dla n = 2 otrzymujemy 222, czyli 16 funkcji logicznych 2-argumento-
wych. Przedstawimy pierwszych dziewie¢ z nich w nastepujacej tabeli:

f3(1,1) =0, f§(1,0)=0, f§(0,1) =0, f3(0,0) =0,

- kod: 0000,
f12(171) =0, flz(lao) =0, f12(0’1) =0, f12(070) =1,
- kod: 0001,
f%(Ll)ZO» f22(1’0)=0a f22(0’1):1a f22(070):0a
— kod: 0010,
fi%(]-?l)zoa f32(1a0)=0a f32(0’1)=1a f32(0a0)=17
R - kod: 0011,
fZ(]’l)ZO, f2(1,0)=1, f42(0,1)=0, fZ(an)ZO’ i
| ~kod: 0100,
f52(1’1)=07 f52(170)=17 f52(0’1)=07 f52(0?0):17
- kod: 0101,
fg(1’1)=07 féz(l,O):]., fﬁg(o’l):la f62(070)=0a
- kod: 0110,
f—?(l, 1) =0, f'?(l,O) =1, f’?(oal) =1, f?(0,0) =1,
— kod: 0111,
f82(171)=1> f82(1a0)=0a f82(071)=07 f82(0a0)=07
- kod: 1000.

Zastosowana tu zasada porzadkowania funkcji logicznych jest nastepu-
jaca: Ciagi zlozone z symboli 0 i 1 traktujemy jako przedstawienia liczb
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naturalnych w systemie dwéjkowym, czyli przy bazie 2 (przy tym symbole
0 stojace z lewej strony ,nie liczy si¢”). Zgodnie z tym ciagi argumentéw
ustawiliSmy w porzadku malejacym: dla funkcji 1-argumentowych bylo to
110, dla funkcji 2-argumentowych 11 (= 3), 10 (= 2), 01 (= 1) i 00 (= 0).
Wypisujac ciag kolejnych wartosci funkeji f, otrzymujemy zapis dwéjkowy
liczby i. Na przyklad dla funkcji f2 otrzymujemy ciag wartosci 0011, czyli
liczbe 3, a dla funkcji f2 ciag wartosci 0010, czyli liczbe 2 (o tym informuje
nas kod przyporzadkowany kazdej z funkcji).

Korzystajac z tej zasady, latwo stwierdzi¢, jak wyglada na przyklad
funkcja fZ. Otéz mamy: 10 = 1-23 4+ 022 +1-2! +0- 2. Zatem liczba
10 ma przedstawienie dwéjkowe 1010 (czasami pisze si¢ to jako (1010)s,
aby podkresli¢, ze mamy do czynienia z rozwinigciem dwéjkowym danej
liczby). Otrzymujemy stad: f7(1,1) =1, f2(1,0) = 0, f%(0,1) = 1 oraz
1%(0,0) =0.

Dla funkeji f3) mamy: 20 = 124 +0.234+1.224+0.2! +0- 20,
czyli 20 = (10100)2 = (00010100); = (00010100). Stad w szczegllnosci
fgo(lalal) =0, f§0(171’0) =0, fgo(laoa 1) =0, f%O(]-,OaO) = 1 itd. Dla
funkeji f3pp mamy: 200 = 1.27+1-2640-2540-24+1:2340-2240-21 +0-2°,
czyli 200 = (11001000)2 = (11001000). Stad w szczegdlnosei fi(1,1,1) =
=1, f2300(1v 1,0) =1, f§00'(1’07 1) =0, f§00(17070) = 0 itd.

W logice szczegélne znaczenie ma pieé funkcji odpowiadajacych spéjni-
kom migdzyzdaniowym, tzn. 1-argumentowa funkcja negacji - (czyli funk-
cja f1) oraz 2-argumentowe funkcje: koniunkcji A (czyli funkcja f2), alterna-
tywy V (czyli funkcja f2,), implikacji — (czyli funkcja f2) i réwnowaznosci
¢ (czyli funkcja f2). Mozna je scharakteryzowaé za pomoca nastepujacych
warunkéw: '

oraz

f&: 1A1=1, 1A0=0, O0A1=0, OAO0=0,
f4: 1vli=1, 1v0=1, 0vli=1, 0V0=0,
fh: 1-1=1, 1-50=0, 0-1=1, 00=1,
f@: 1o1=1, 160=0, 061=0, 00=1.

Funkcja negacji — odpowiada spdjnikowi negacji nie jest tak, ze funkcja
koninkcji A - spéjnikowi koniunkeji 4, funkcja alternatywy V - spéjnikowi
alternatywy lub, funkcja implikacji — — spéjnikowi implikacji jezeli ...,
to. .., a funkcja réwnowaznosci +» — sp6jnikowi réwnowaznosci wtedy i tylko
wtedy, gdy.
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Dla opisanych funkcji logicznych zachodza pewne prawa, zwane prawami
algebry logiki (odpowiadaja one stosownym tautologiom rachunku zdai).
Oto najwazniejsze z nich:

—prawa dla0: zA0=0,zV0=2z,zA -z =0,

—prawadlal: zVi=1,zAl=2z,2V 2z =1,

- prawa pochlaniania: zAz =2,2Vz =2,

— prawa przemienno$ci: Ay =yAz, cVy=yVzI,ry=y+ 2,

— prawa lacznoéci: (zx Ay)Az=xA(yAz), (xVy)Vz=zV(yVz),
(zey)z=z(ye2),

— prawa rozdzielno$ci: z A (yVz)=(zAy)V(zAz),zV(yAz) =
=(zVy)A(zV2),

- prawo podwdjnej negacji: =z = z,

— prawa De Morgana: -~(z Ay) = -z V -y, ~(zVy) =~z A -y,

~ prawo transpozycji: £ — y = -y — -z,

— prawo definiowania —: z =y = "z Vy,

— prawo definiowania ¢<»: z <>y = (z = y) A (y = ).

Prawa te sa prawdziwe dla wszystkich z,y, z € {0,1}.

Dowodzi sie¢ tych praw, korzystajac z definicji odpowiednich funkcji.
I tak dla przykladu, w przypadku pierwszego prawa rozdzielnosci mamy:

(a) dla z = 0 obie strony rozwazanego prawa przyjmuja wartos¢ 0,
a wiec sg réwne,

(b) dla z = 1 mamy

zA(yVz)=1AyVz)=yVz=(1Ay)V(LAz)=(zAy)V(zAz2),

przy czym Korzystamy tutaj z praw dla 1.

2.2. Koniunkcyjha i alternatywna postaé
normalna

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem przedstawialnosci funkcji logicznych
w pewnej specjalnej postaci, zwanej postacia normalng.

DEFINICJA 2.2.1. Mdwimy, ze funkcja f(z1,Z2,...,Zn) jest przedsta-
wialna za pomocy funkcji f1, fa,..., fx wtedy i tylko wtedy, gdy isinieje
formuta nazwowa F zbudowana z symboli funkcyjnych fi, fa,. .., fr (nie-
koniecznie wszystkich) oraz zmiennych xi, %2, ..., Ty (rdwniez niekoniecz-
nie wszystkich), taka ze réwnodé f(z1,z2,...,zn) = F jest prawdziwa dla
wszystkich wartosci argumentow x1,%2,...,Tn. :
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STWIERDZENIE 2.2.2 Funkcja A jest przedstawialna za pomocq funkcji
= 1 V; funkcja V jest przedstawialna za pomocg — oraz A.

Dow 6 d. Istotnie, wystarczy zauwazy¢, ze na mocy prawa podwdjnej
negacji oraz praw De Morgana otrzymujemy nastepujace réwnosci dajace
potrzebne przedstawienia funkcji A i V:

TNy =--(zAy) =~(-zV-y),
zVy=-(zVy) =-(~zA~y).

Q.E.D.
Na mocy praw lacznosci dla A i V w wyrazeniach postaci

FEANFN...\NF,

oraz
FVFERYV...VF,

nie s3 konieczne nawiasy wskazujace kolejno$é wykonywanych dziatati, gdyz
wartosci tych wyrazen nie zalezg od tej kolejnosci. W zwiazku z tym
w wyrazeniach tego typu bedziemy opuszczali nawiasy.

DEFINICJA 2.2.3. (1) KazZde wyrazenie postaci x lub -z, gdzie x jest
dowolng zmienng, bedzimy nazywali literalem.

(2) Wyrazenia postaci Ly ALy A... ALy, takie zen > 1, a kazde L; (1 <
< i < n) jest literatem, nazywamy koniunkcjami elementarnymi. Wyraze-
nia postaci L1 V La V ...V Ly, takie ze n > 1, a kazde L; jest literatem
(1 <4 < n), nezywamy alternatywami elementarnymi.

(3) Wyrazenie w koniunkcyjnej postaci normalnej (krdtko: kpn) jest to
wyrazenie ksztattu A; N Ag A ... N Ay, takie ze n > 1 oraz kazde A; dla
1 <4 < n jest alternatywq elementarng. Wyrazenie w alternatywnej postaci
normalnej (krdtko: apn) jest to wyrazenie ksztattu K1V KoV ...V K,, takie
zen 2 1 oraz kazde K; dla 1 < i < n jest koniunkcjg elementarng.

Przykladami koniunkcji elementarnych sa wigc wyrazenia postaci: z, -y,
z A-y, T AyA-z. Przykladami alternatyw elementarnych sa: z, —y, £V -y,
zV-yVz. Jako przyktady wyrazen w koniunkcyjnej postaci normalnej moga
stuzy¢ wyrazenia: zV -y, (zV-y)A(-yV2), a jako przyklady wyrazen w al-
ternatywnej postaci normalnej wyrazenia: z A—y, (zA—y)V (zA-z). Widaé,
ze wyrazenie w koniunkcyjnej postaci normalnej to koniunkcja skornczenie
wielu alternatyw elementarnych, natomiast wyrazenie w alternatywnej po-
staci normalnej to alternatywa skoriczenie wielu koniunkcji elementarnych.



32 FUNKCJE LOGICZNE

Zachodzi nastepujace podstawowe twierdzenie:

TWIERDZENIE 2.2.4. Kazda funkcja logiczna moze byé przedstawiona
w koniunkcyjnej postaci normalnej i w alternatywnej postaci normalnej.

Dow 6 d. Rozwazmy dowolna funkcje logiczng f: {0,1}"* — {0,1}.
Znajdziemy najpierw jej przedstawienie w alternatywnej postaci normalnej.
Wyréznijmy dwa przypadki:

(I) Dla wszystkich warto$ci argumentéw z1, zo, ..., Z, zachodzi

f(xlaxQ)"')xn) =0.
Wtedy
f(xlax% e axn) =z Az,
co daje oczywiscie zadane przedstawienie f w apn, gdyz pojedyncza ko-
niunkcja elementarna jest przeciez wyrazeniem w apn.

(IT) Zalézmy teraz, ze f(z1,z2,...,2,) = 1 dla przynajmniej jednego
ukladu argumentéw. Niech (a},a,...,a%), 1 < ¢ < k, beda wszystkimi
ukladami argumentéw (a1, ag, .. an) takimi ze f(al,ag, n)'; 1. Dla
kazdego 1 < 7 £ ktworzymy komunk(:JQ elementarnad K = L} N LYA

. A L}, przyjmujac, ze LZ = zj, jesli @) = 1, oraz Ll = -zj, jesli
aj = 0. Oczywiécie wyraienie K; przyjmuje wartosc 1 dla uktaddéw ar-
gumentéw (al,ab,...,a?) dla 1 < i < k oraz wartoéé 0 dla wszystkich
pozostalych ukladéw argumentéw. W ten sposéb otrzymujemy:

‘f(IL‘l,xg,...,(Cn) =K, VKy3V...V K.

Istotnie, prawzi strona przyjmuje warto$¢ 1 dla tych ukladéw argumen-

téw (ay,as,...,a,), dla ktérych przynajmniej jedna koniunkcja elemen-
tarna KI,KQ, ., K; przyjmuje wartos¢ 1, czyli doktadnie dla uktadéw
(ai,ab,...,ad), 1 < i < k. W konsekwencji lewa i prawa strona powyz-

szego wzoru przyjmuja warto$¢ 1 dla tych samych ukladéw argumentéw.
Dowodzi to prawdziwosci rozwazanego wzoru.

Aby udowodnié druga czes$¢ twierdzenia, postepujemy ,dualnie”, tzn.
zamieniamy role 0 i 1 oraz role koniunkcji i alternatywy. Q.E.D.

Rozwazmy kilka przykladéw:

1. Przedstawmy na poczatek w apn i kpn funkcje f2, czyli réwnowazno$é.
Zgodnie z metoda opisang w dowodzie powyzszego twierdzenia otrzy-
-mujemy

apn:  fi(z,y) =z y=(zAy)V (-zA~y)
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oraz kpn:  f(z,y) =z y=(-zVy)A(zV ).
2. Dla funkcji f3, mamy
apn:  f§(2,9,2) = ( Ay A=2) V (z Ay A -z)

oraz kpn:  f3)(z,y,2) = (mzV-yV-z)A (mzVyV-z)A
AzV-yV-z)A(zV-yV2)A
ANzVyV-z)A(zVyVz).

2.3. Zupelne uklady funkcji

DEFINICJA 2.3.1. Uktad funkcji logicanych fi, fa,. .., fx nazywamy zu-
pelnym wtedy i tylko wtedy, gdy kazda funkcja logiczna jest przedstawialna
za pomocq funkcji tego ukladu.

Z udowodnionego powyzej twierdzenia gloszacego, ze kazda funkcje lo-
giczng mozna przedstawi¢ zaréwno w alternatywnej postaci normalnej, jak
1 w koniunkcyjnej postaci normalnej, wynika, ze uklad {=,V, A} jest ukta-
dem zupelnym. Latwo zauwazy¢, ze jesli uklad {f1, f2,..., fx} jest zupelny
oraz kazda z funkcji f1, fo,. .., fr moze by¢ przedstawiona za pomoca pew-
nych funkcji g1, 92, .., g1, to uktad {g1,92,...,9} jest takze zupelny. Ko-
rzystajac z tej wlasnosci, otrzymujemy, ze nastepujace uklady sa takze
zupelne: v
- {=,A} - wynika to z faktu, ze z Vy = =(-z A —y),
= {=,V} - wynika to z faktu, ze z Ay = ~(-z V —y),
~{-, =} — wynika to z faktu, ze zVy = -z — y. .

Waina rolg w teorii funkcji logicznych odgrywa uklad zupelny {+,-,1},
gdzie + jest dodawaniem modulo 2, a wigc funkcja dang wzorami B

0+40=0, 0+1=1, 1+0=1, 1+1=0.

Symbol - oznacza zwykte mnozenie, czyli koniunkcje (zatem z -y = z Ay)?,
a 1 jest funkcja staly réwng 1 (przy czym mozemy ja traktowaé albo jako
funkcje 0-argumentows, albo jako funkcje 1-argumentowa, tzn. jako funkcje
f(z) =1 dla dowolnego z). Zupelno$é ukladu {+,,1} wynika z zupetnosci
ukladu {~, A} oraz réwnoéci

—x =1z 4+ 1.

! Znak - czasami opuszczamy i piszemy na przyktad zy zamiast. z - y.
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DEFINICJA 2.3.2. (1) Hloczyny dowolnej liczby rdznych zmiennych ze
zbioru {z1,z9,...,Zn} nazywamy jednomianami tych zmiennych. Dopusz-
czamy przy tym doczyn ,pusty” (czyli iloczyn zero zmiennych), ktéry utoz-
samiamy ze stalg 1.

(2) Wielomianem Zegalkina nazywamy wyrazenie bedgce sumq skoncze-
nie wielu réznych jednomiandw zmiennych x1,xa,...,%n. Przy tym dopusz-
czamy ,puste” sume jednomiandw, ktérg utozsamiaé bedziemy ze statq 0.

Zauwazmy, ze zachodza nastepujace wzory:
z(y+z)=zy+zz, zy=yz, 2+y=y+z, t+z=0, zz =21

Wzory te wraz z faktem, ze uklad {+,-,1} jest zupelny, pozwalaja tatwo
stwierdzi¢, ze kazda funkcje logiczna, f(z1, z9, . . ., Tn) mozna przedstawi¢ w
postaci wielomianu Zegalkina. Na przyklad dla funkcji logicznej f(z,y) =
=(z+1)(z +y+ 1) mamy

(z+1)(z+y+1l)=sr+zy+z+s+y+1l=1+z+y+ay.

TWIERDZENIE 2.3.3. Kazda funkcja logiczna ma doktadnie jedno przed-
stawienie w postaci wielomianu Zegatkina z doktadnoscig do kolejnosci czyn-
nikéw w jednomianach i sktadnikéw w wielomianie.

Dow 6 d. Nalezy udowodnié, ze dla kazdej funkcji logicznej

f:{0,1}" — {0,1}

istnieje dokladnie jeden zbiér réznych jednomiandw { My, My, ..., My}, taki
ze f(z1,22,...,2n) = My + My + ... + M. Zauwazmy w tym celu, ze
jednomiany zbudowane ze zmiennych z1,%s,...,T, mozemy utozsamial
z podzbiorami tego zbioru zmiennych (przy tym przyjmujemy, ze zbiér
pusty odpowiada stalej 1). Zatem istnieje 2" takich jednomianéw. Z kolei
wielomiany Zegalkina mozna utozsamiaé¢ z podzbiorami tego zbioru jedno-
mianéw (teraz zbiér pusty odpowiada stalej 0). W konsekwencji istnieje
22" réznych wielomianéw Zegalkina ze zmiennych z),z9,...,Z,. Stwier-
dzamy zatem, ze liczba wielomianéw Zegalkina n zmiennych jest réwna
liczbie wszystkich funkcji logicznych n-argumentowych. W konsekwencji
zatem dwa rézne wielomiany nie moga przedstawiac jednej funkcji. Istotnie,
gdyby tak byto, to istnialaby funkcja logiczna nieprzedstawiaina zadnym
wielomianem Zegalkina, ale to jest niemozliwe, poniewaz uklad {+,-,1}
jest zupelny. Ostatecznie wiec kazda funkcje logiczng mozna przedstawic
za pomocy dokladnie jednego wielomianu Zegalkina. Q.E.D.
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Wyrdznimy jeszcze jedng klase funkcji logicznych, przyjmujqc nastepu-
Jjaca definicje:

DEFINICIA 2.3.4. Funkcje, ktdre mozna przedstawié jako sumy skon-
czenie wielu prostych jednomiandw, czyli jednomiandw bez mnozenia, na-
zywamy funkcjami liniowymi.

Przyktadami funkcji liniowych sg funkcje: ~z = z + 1 oraz ¢ & y =
=z +y+ 1. Natomiast funkcje: x Ay = zy oraz z Vy = z + y + zy nie s3
funkcjami liniowymi. Latwo zauwazy¢, ze jezeli { f1, fa, ..., fi} jest uktadem
funkcji liniowych, to kazda funkcja przedstawialna za pomocs funkeji tego
ukladu jest takze liniowa. W konsekwencji taki uklad nie moze byé zupelny.
A zatem nie s zupelne na przyktad uklady: {+,1} i {—, < }.

Na koniec rozwazmy jeszcze dwie funkcje logiczne 2-argumentowe, takie
ze tworzg one, kazda z osobna, uklady zupelne. Pokazemy tez, ze sa to
Jjedyne takie funkcje 2-argumentowe.

DEFINICJA 2.3.5. (1) Kreska Sheffera nazywamy 2- argumentowq funkcje
logiczng | dang wzorem z|y = ~(z Ay) = zy + 1.

(2) Binegacja nazywamy funkcje logiczng 2-argumentowq dang wzorem
zly=-(zVy)=z+y+zy+1.

Latwo sprawdzi¢, ze kreska Sheffera to funkcja f2, a binegacja to funkcja
f1 Zatem przyjmuja one nastepujgce wartosci:

y1=0, 1j0=1, O0jl=1, 00=1,
11=0, 1{0=0, 041=0, 0J0=1

Kreska Sheffera odpowiada spdjnikowi miedzyzdaniowemu ,,co najwyZej
jedno z dwojga ..., ...”, a binegacja — spéjnikowi ,ani..., ani...”.

Uklady {|} oraz {,L} sg zupelne. Wynika, to z ponlzszych réwnosci oraz
z faktu, ze {—,A} i {—, V} s ukladami zupelnymi

-z = ~(z A z) = z|z,
z Ay =-~(z Ay) = ~(zly) = (zy)l(z]y),
~zr==(zVz)=1zl]z,

zVy=--(aVy)==(zly) =(zly)l(zly):
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Otrzymujemy wiec wniosek, ze kazda funkcje logiczng mozna przedstawié za
pomocg kreski Sheffera | lub za pomocg binegacji | i odpowiednich zmien-
nych.

TWIERDZENIE 2.3.6. Kreska Sheffera | i binegacja | sq jedynymi 2-ar-
gumentowymi funkcjami logicznymi f, takimi zZe uktad {f} jest zupetny?.

Dow 6d. Zalézmy, ze f: {0,1}> — {0,1} oraz ze uktad {f} jest
zupelny. Wykazemy, ze f = | lub f = |. Zauwazmy, ze f(0,0) = 1. Istotnie,
gdyby tak nie bylo, to kazde wyrazenie F' zbudowane tylko ze zmiennej z
i symbolu funkcji f przyjmowaloby wartoé¢ 0 dla z = 0, a wiec réwnoéé
-z = F nie bylaby mozliwa. Podobnie f(1,1) = 0. Rozwazmy wiec teraz
wartosci f(0,1) i f(1,0). Mozliwe sa cztery przypadki:

(A) f(0,1) =01 f(1,0) = 0. Wtedy f jest binegacja, czyli f =1.

(B) f(0,1) =01 f(1,0) = 1. Wtedy f(z,y) = ~y = y + 1. A zatem f
jest funkcja liniowa, co jest jednak niemozliwe, poniewaz z zalozenia uktad
{f} jest zupelny.

(C) f(0,1) =11 f(1,0) = 0. Wtedy jednak f(z,y) = -z = z + 1, czyli
f bylaby funkcja liniows, co jest niemozliwe.

(D) f(0,1) =11 f(1,0) = 1. Wtedy f jest kreska Sheffera, czyli f = |.
Q.E.D.

Zadania

1. Zapisa¢ w notacji binarnej nastepujace liczby: 9, 19, 107, 28 + 1.

2. Zapisa¢ w notacji dziesietnej nastepujace liczby (zapisane w notacji binarnej):
101010, 10000011, 1100110011, 1000110011.

3. Napisaé tabelki dla nastepujacych funkcji: £, f5, fis, fi-

4. lle istnieje funkcji logicznych 3-argumentowych i ile istnieje funkcji logicznych
4-argumentowych?

5. Czy nastepujace wyrazenia sg alternatywami elementarnymi, koniunkcjami ele-
mentarnymi, wyrazeniami w koniunkcyjnej postaci normalnej, wyrazeniami alter-
natywnej postaci normalnej:

% Jako pierwszy twierdzenie to udowodnil w 1926 roku polski logik Eustachy Zylifiski
(1880-1954). : -
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d) (zVy)V(yV-a),
e) (mrzVz2)V(~zVzVy).

6. Przedstawi¢ w alternatywnej postaci normalnej (apn) i w koniunkcyjnej postaci
normalnej (kpn) nastepujace funkcje logiczne: ffr;, f3y;, fis, 3, f&, fisss fi
7. Napisac tabelke i znalez¢ numer funkcji logicznej, ktérej postaé normalna jest
nastepujaca:

a) ((TV-oyVa)V(EV-oyVaz)V(@V-ayVe)V(zVyV-z),

b) (mzV-yV-2)V(zV-yV2)V(-zV-yV2),

c) (xV-yV-z)V(zV-yVz),

d) (xVyVz)V(zV-yVz)V(-zV-yV-z).

8. Napisa¢ nastepujace funkcje logiczne w postaci wielomianéw Zegatkina:
a) f(z,y) =z Vy,
b) f(z,y) = zy,
c) Ty

9. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie: Kazdg funkcje logiczng mozna przedsta-
wié¢ wylgcznie za pomocg koniunkcji i negacji. Prosta metoda definiowania funkcji
za pomocg A i — jest nastepujaca:

A. Jesli f(z1,za,...,2,) = 1, to kladziemy f(:z:l,w2, <y Tp) = 2z A =x).

B. Niech f(z1,zs,...,2,) = 0 dla pewnego ukladu argumentéw. Niech za-
tem (af,a},...,a}), 1 < ¢ < k, beda wszystkimi takimi ukladami argumentéw
(a1,a2,...,an), 2e f(a1,a,...,a,) = 0. Dla kazdego 1 < i < k tworzymy for-
mule —F;, gdzie F; jest koniunkcjg literaléw tworzona nastepujaco: jesli a§ =1,
to w tworzonej koniunkcji kladziemy z;, jesli natomiast aJ' = 0, to w koniunk-
cji tej kladz1emy —z;. Funkcje f definiujemy teraz réwnoscig f (a:l,xz, ey E) =
= (F) A A(F).

Przykiad Rozwazmy funkcje f2, definiowans, jak pamietamy nastepujaco:
f8(1,1) =0, f2(1,0) = 1, f3(0,1) = 1, f3(0,0) = 0. Zgodnie z podana tu
metoda f2(z1,T2) = ~(z; A 1'2) A =(—zy A "lxz)

a. Dowie$¢, postugujac sie jako wzorcem dowodem twierdzenia 2.4, ze podana
tu metoda definiowania funkcji logicznych jest poprawna. Zauwazy¢, ze jedli jest
poprawna, to np. wszystkie mozliwe spéjniki logiczne dwuargumentowe sg definio-
walne za pomocg koniunkcji i negacji w sposéb tu wskazany.

b. Uzywajac opisanej tu metody, zdefiniowaé funkcje z zadania 6.

10. Za pomocy kreski Sheffera zdefiniowaé koniunkcje, alternatywe i implikacje.
11. Zdefiniowaé koniunkcje, alternatywe i implikacje za pomocs binegacji.



Rozdzial 3

System aksjomatyczny logiki klasycznej

3.1. Logika klasyczna: syntaktyka

Opiszemy tu system aksjomatyczny rachunku zdan, taki ze jego twier-
dzeniami beda wszystkie i tylko tautologie klasycznego rachunku zdan.

Osobliwoscia, przynajmniej dla poczatkujacego, jest tu pojecie dowo-
du formalnego. Nie przypomina ono pojecia dowodu, z ktérym mozna si¢
spotkaé¢ w szkole §rednie;j.

Istnieje wiele aksjomatyzacji klasycznego rachunku zdan. Na ogét do-
wody formalne poszczegSlnych tez sa dlugie i zmudne. Aby nie nuzy¢ po-
czatkujacego Czytelnika dlugimi dowodami formalnymi, wybraliSmy taki
system, w ktérym dzieki twierdzeniu o dedukcji dowody beda, stosunkowo
proste i przejrzystel. Przypomnijray definicje formutly rachunku zdan.

DEFINICJA 3.1.1. Nastepujgce symbole sqg symbolami jezyka rachunku
zdah:

Po,P1,P2,--.  zmienne zdaniowe (ich ilo§¢ jest przeliczalna),

-, =, V, A, < spéjniki: negacji, implikacji, alternatywy, koniunkcji

i réwowaznosci,

), ( nawiasy. »

DEFINICJA 3.1.2. Zbiér § poprawnie zbudowanych formul jezyka ra-
chunku zdan jest najmniejszym zbiorem spetniajgcym nastepujgce warunki:

(i) ps € § dla dowolnego ¢ € N,

(ii) jesli 4,9 € F, to ~(¢) € § oraz (¢) — (%), (#) V (%), (8) A (),
(¢) () €3

! Pelny wyklad aksjomatycznego systemu rachunku zdaii bez stosowania twierdzenia
o dedukcji znajdzie Czytelnik np. w podreczniku T. Batoga, Podstawy logiki, Wydawnic-
two Naukowe UAM, Poznan 2003.
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Podobnie jak w definicji formuly poprawnie zbudowanej, ponizej be-
dziemy uzywaé liter ¢, ¥, x, ¢1 itd. dla oznaczenia dowolnych poprawnie
zbudowanych formut jezyka rachunku zdan.

Relacja konsekwencji nazwiemy tu pewna relacje okre$long na
iloczynie kartezjanskim 25 x §, czyli relacje zachodzaca miedzy zbiorem for-
mut a formula. Jesli taka relacja zachodzi miedzy pewnym zbiorem formut
F a formuly ¢, to méwi sie, ze formula ¢ jest konsekwencjg zbioru formut
F. Zbiér formut F rozbijemy tu na dwa rozlaczne podzbiory: niepusty zbiér
Az aksjomatdéw logicznych (zbi6r ten uznamy za ustalony) oraz dodatkowy
zbiér ¥ formul; mozna je nazwaé aksjomatami pozalogicznymi. Zbiér ¥ to
dowolny podzbidr zbioru §; dopuszczamy, by zbiér ¥ byl zbiorem pustym.
Relacje konsekwencji mozna zdefiniowaé, na przyklad podajac definicje po-
jecia dowodu formalnego, i tak tutaj uczynimy.

DEFINICJA 3.1.3. Dowodem formalnym formuty ¢ w oparciu o zbiory
formut Az i T oraz zbior regut R nazywamy dowolny skoviczony cigg formut
D = (1,2, ..,1y), taki ze

(i) ¢ = tn,
(ii) ¥ € AzUX,
(iti) dla dowolnego i € {1,...,n} albo 1; € Az UL, albo istnieje reguta
R € R, taka ze 1); powstaje z formul wczesniejszych w ciggu D
przez zastosowanie do nich reguty R.

Formula ¢ jest syntaktyczna konsekwenc] g zbioru formul &
(przy ustalonym zbiorze aksjomatéw logicznych Az i ustalonym zbiorze
regul wnioskowania R), gdy istnieje dowéd formalny dla ¢ w oparciu o Az,
YiR. ' '

DEFINICJA 3.1.4. Klasyczna konsekwencja zdaniows S nazwiemy tu
takq relacje konsekwencji na zbiorze formut §, w ktdrej zbidr Ax sktada sie
z wszystkich formut o budowie podpadajgcej pod jeden ze schematdw:

Al ¢ (¥ = ¢),

A2. (o= (W —=x) = (9= 9) = (6= X)),
A3. AP > ¢,

Ad. AP Y,

A5, (p—=) = (0= x) = (9= P AX),
A6.  p—> PV,

A7. Yo PV,

A8. (¢ 9) = ((x = 9) = (VX =),
A9, (¢ — ) = (P = ),

A10. (o o) = (¢ =),
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All. (o) = (¥ — @),
Al2. (9= ) = (¥ = ¢) = (¢ & ),

a zbior regul inferencyjnych sktada sie tu wylqcznie z regquly odrywania,
zwanej tez Modus Ponens, ktdrg oznaczymy symbolem M P, to jest reguly

=99
TR

Aksjomaty te sa schematami aksjomatéw; kazdy z nich reprezentuje
nieskoniczong klase formul, podpadajacych pod wspélny schemat.

DEFINICJA 3.1.5. Formuta ¢ jest syntaktyczna S-konsekwench zbioru
Y wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ ma dowdd w oparciu o podany wyzej zbior Ax
oraz 2bior L i requte M P; piszemy wtedy L bg ¢. Jesli & g ¢, gdzie T jest
zbiorem pustym, to ¢ nazwiemy twierdzeniem systemu S ¢ piszemy Fg ¢.

Zauwazmy, ze g ¢ znaczy tu po prostu, iz formula ¢ ma dowdd
w oparciu o zbiér Az i MP. Logika (systemem logiki) S bedziemy dalej
nazywac zaréwno relacje konsekwencji, oznaczong wyzej przez S, jak i zbiér
takich formul ¢, ze g ¢, czyli twierdzeni systemu S.

Podamy teraz przyktad dowodu formalnego w oparciu o podany tu zbidr
Az i regule MP. Dowiedziemy mianowicie, ze dla dowolnej formuly ¢,
formula ¢ — ¢ ma dowdd formalny w oparciu o Az i M P.

LEMAT 3.1.6. Dla dowolnej formuty twierdzeniem przedstawionego wy-
zej systemu S jest formuta

(t0) (¢ — ¢).

Dow 6 d. Ponizszy ciag formul jest dowodem dla ¢ — ¢:

Y1 (@2 (o) = ¢) = ((d—= (6= ¢)) = (0 ¢)) (42)
Y2 (= (¢ )~ ) (41)
Y3 (¢ (¢ 9) = (6 9) (1), (2), MP
by (¢ (46— ¢)) (A1)
¥s ¢ ¢ (3),(4), MP.

Mozna sprawdzié, ze ciag (1,12, ¥s, ¥4, 1¥s) spelnia podang wyzej defi-
nicje dowodu formalnego. Z prawej strony tego formalnego dowodu podany
zostal zwiezly komentarz, skad biorg sie kolejne formulty dowodu.

PokazaliSmy zatem, ze Fg ¢ — ¢, to jest, ze dowolna formula postaci
¢ — ¢ jest twierdzeniem przedstawionego wyzej systemu S; twierdzenie to
oznaczymy przez (t0). (Méwi si¢ czasami krétko, ze logika to zbidr kon-
sekwencji zbioru pustego; nalezy przez to rozumieé, ze chodzi tu o pusty
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zbiér ¥ zalozen dodatkowych, pozalogicznych, a nie pusty zbiér aksjoma-
téw logicznych). Poniewaz w tym rozdziale nie bedziemy rozwazaé innych
relacji konsekwencji niz opisana tu relacja S, bedziemy pisaé & F ¢ zamiast
Sks ¢

Zajmiemy si¢ teraz twierdzeniem o dedukcji. Jednym z zastosowan twier-
dzenia o dedukcji jest ulatwienie znajdywania formalnych dowodéw niekté-
rych twierdzen logiki.

TWIERDZENIE 3.1.7. (twierdzenie o dedukcji). Niech & bedzie zbiorem

formul, a ¢ i1 niech bedg formutami. Wowczas T U {$} - o wtedy i tylko
wtedy, gdy T+ ¢ — 1.

Dow 6 d. Niech D = (Dy,...,D,) bedzie dowodem formuly 1 w opar-
ciu o zbiér L U {¢}.

(i) Warunek wystarczajacy. Przez indukcje po dilugoéci dowodu
pokazemy, ze dla wszystkich 4 takich, ze 1 < ¢ < n prawda jest, ze
SF¢— D ‘ ‘

(a) Niech ¢ = 1. W6wczas na mocy definicji dowodu formalnego Dy = ¢,
albo D; € %, albo D jest aksjomatem logicznym (czyli Dy € Az).

Przypadek pierwszy: D; = ¢. Poniewaz udowodniliémy wyzej, ze dowol-
na formuta postaci ¢ = ¢ ma dowéd w oparciu o zbiér Az i M P, to znaczy
¢ — ¢, wiec skoro (¢ = ¢) = (¢ — Dy), to T+ ¢ — Dy.

Przypadek drugi: D; € ¥. Wiadomo, ze (¢ — (¢p = ¢)) € Az, wiec
i (Dy = (¢ = D1)) € Az, zatem stosujac Modus Ponens stwierdzamy, ze
k¢ — Dy

Przypadek trzeci: D; € Az. Podobnie, skoro (¢ — (v — ¢)) € Az, wiec
i (D1 — (¢ = Dy)) € Az, a ze z zalozenia Dy € Az, wiec na mocy Modus
FPonens ¥ - ¢ — D;. : '

(b) Zalézmy teraz, ze £ + ¢ — Dy dla wszystkich k < 4. Pokazemy,
ze &+ ¢ — D;. 7 definicji dowodu formalnego wnosimy, ze sg tu cztery
mozliwo$ci: albo D; = ¢, albo D; € %, albo D; € Az, albo D; powstaje z
formul wczedniejszych w ciaggu D przez zastosowanie do nich reguly MP.
W pierwszych trzech przypadkach dowodzimy, ze ¥ + ¢ — D; tak samo,
jak dla ¢ = 1. Zostaje przypadek czwarty: D; powstaje z formul Dj, D,,,
takich ze Dy, = (D; — D;), m,j < i. Zalozenie indukcyjne glosi w tym
przypadku, ze ¥ + ¢ — (Dj — D;) oraz ¥ + ¢ — D;. Wiadomo, ze
(¢ = (Dj = D)) = ((¢ = D;) = (¢ = D;)) € Az, stad oczywiscie
LFE (= (Dj = Dy)) - ((¢ = Dj) = (¢ = D;)). Korzystamy teraz
z zalozenia indukcyjnego i odrywamy dwa razy, stwierdzajac w ten sposéb,
ze L ¢ — D;, co konczy te czesé¢ dowodu.
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(i) Warunek konieczny. Niech T F ¢ — 1. Zatem Z U {¢} F ¢ — .
Dowéd formalny D formuly ¢ — 1 uzupelniamy, dodajac na jego korcu
kolejno formuly ¢ oraz 1, uzyskujac w ten sposéb dowdd dla formuty .

Ten nowy cigg D; jest dowodem dla 9 w oparciu o zbiér £ U {¢},
poniewaz 1 mozna uzyskaé z ¢ — 1 (ostatni element ciggu D) i ¢ (przed-
ostatni element ciaggu D) przez zastosowanie reguly odrywania. Q.E.D.

Konsekwencja twierdzenia o dedukgcji dla logiki klasycznej jest nastepu-
jace stwierdzenie. Wiadomo, ze obok reguly M P zbidr twierdzen systemu
S jest zamkniety na stosowanie innych jeszcze regul; reguly te zwie sie
regulami wtdrnymi. Otéz z twierdzenia o dedukcji wynika, ze kaz-
dej regule wtdrnej, majacej postac

$1,. .. ¢Pn
"»b 3

odpowiada twierdzenie logiki klasycznej, majace postaé

(P1) A A () = (9).

Zachodzi takze zalezno$¢ odwrotna: kazdemu twierdzeniu logiki klasycznej
postaci (¢1) A ... A (¢n) — (¥) odpowiada wtérna regula wnioskowania,

majaca postaé
$1,.--n

¥

3.2. Podstawowe twierdzenia logiki klasycznej

LEMAT 3.2.1 Dla dowolnych formut ¢, ¢, x nastgpuche formuly sqg
twierdzeniami przedstawionego wyzej systemu S: :

(1) (¢ —=¢) = (¥ —=x) = (¢—=X),

(t2) (¢~ (W —x) = @ —=(¢—=x)

Dow 6 d.Zacznijmy od (¢1). Formula ta znana jest jako prawo sylo-
gizmu hipotetycznego bezkoniunkcyjnego. Poniewaz dowo-
dzimy twierdzenia o postaci implikacji, skorzystamy tu z twierdzenia o de-
dukgji. Wystarczy wiec zalozy¢ poprzednik implikacji i z tego zalozenia oraz
aksjomatéw logicznych wyprowadzi¢ za pomoca reguly odrywania nastep-
nik implikacji, to jest z ¢ — ¢ wyprowadzi¢ implikacje (¢p — x) — (¢ = x)-
Druga z formu! tez jest implikacja, totez aby jg udowodnié, wystarczy do-
daé do zalozen formute v — x i wyprowadzié¢ z niej oraz z formuly ¢ —
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formule ¢ — x. Rozumujac jeszcze raz w taki sam sposéb, stwierdzamy
ostatecznie, ze aby dowie§¢ formutly (¢1), wystarczy zalozy¢ formuly ¢ — 1,
1 — x oraz ¢ i wyprowadzi¢ z nich formule x, korzystajac z tych zalozen
i ewentualnie z aksjomatéw logicznych. Krétko: wystarczy udowodnié, iz

o= 2> x, 0k x

1 zastosowal twierdzenie o dedukcji. Dowdd ten zapiszemy teraz skrétowo,
piszac w kolejnych wierszach najpierw numer formuly, samg formule oraz
komentarz, skad sie wzigta dana formuta.

(1) ¢—=9 zalozenie
(2) v—x zalozenie
3) ¢ zalozenie
4) ¢ (1),(3), MP
5 x (2), (4), MP.

Zatem ¢ — 1,1 — x,¢ F x. Stosujac twierdzenie o dedukcji, uzyskujemy
stwierdzenie, ze

b= > xkd—x,
ponowne zastosowanie daje nam

gk (Y —x) = (9= x),

a trzecie zastosowanie daje nam wreszcie

Flg—=4) = (% —x) = (X)),

co konczy dowdd faktu, ze formula (¢1) jest twierdzeniem rozwazanego
rachunku. '

Dow 6 d (t2): Formuta (2): (¢ = (= ¥ = x)) = (¥ = (¢ = X))
jest znana jako prawo komutacji. Rozumujac jak poprzednio, dowo-
dzimy, ze (¢ = (¥ — X)), ¥, d F x 1 korzystamy z twierdzenia o dedukcji.
Zastosujmy tu konwencj¢ zapisu dowodu, uzyta w dowodzie (¢1).

(1) o> —>x zalozenie
2) v zalozenie
(3) ¢ zalozenie
(4) v—x | (1),(3), MP
6) x (2), (4), M P.

Tym sposobem zakonczyliémy dowéd lematu. Q.E.D.
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Na mocy twierdzenia o dedukeji obu tym twierdzeniom mozna przypo-
rzadkowaé reguly wtérne: regute, ktéra nazwiemy regutag sylogizmu;
oznaczymy 3 przez syl

P29, x
¢ —x

a takze regule komutacji (kom)

¢— (Y= x)
Y= (¢ x)

Zastosowanie tych regul pozwoli upro$cié¢ niektére z podawanych nizej do-
wodéw.

Korzystajac z (t1) mozemy udowodnié prawo Dunsa Szkota.

LEMAT 3.2.2. Dla dowolnych formut ¢, ¢ twierdzeniem systemu logiki
S jest formuta

(13) —¢— (=)

Dow 6 d. Tym razem nie zastosujemy bezposrednio twierdzenia o de-
dukcji, skorzystamy jednak z konwencji zapisu dowodu, uzytej w poprzed-
nim lemacie. '

(1) (=% = —=¢) = (¢ = ), aksjomat A9
(2) —¢ = (¢ = ~¢), aksjomat Al
(3) —¢— (o). (1), (2), syl.

Q.E.D.

LEMAT 3.2.3. Dla dowolnych formut ¢, v twierdzeniami systemu logiki
- S sq formuly

(t4.1) (P = (W —=x) = (AY = Xx),

(t42) (pAY = x) = (¢ = (¥ = X)),

(t4) (¢ —x) < (@AY= x),

(t5)  [(¢ =) Ad] =9,

(t6) (= (¥ = (o A)).
Formuta (¢4.1) nosi nazwe prawa eksportacji, (#4.2) nosi nazwe prawa im-
portacji; (t4) nazwe prawa importacji-eksportacji a (t5) to prawo tradycyj-
nie zwane Modus Ponendo Ponens.

Dow 6 d.Podamy najpierw dowdd (t4.1). Skorzystamy z twierdzenia
o dedukcji i udowodnimy, ze

(@@ —=x),¢AYEx
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(1) (=@ —=x) zalozenie
(2) oAy zalozenie
(3) oAy —¢ aksjomat A3
(4) dAY = aksjomat A4
(6) ¢ (2),(3),MP
(6) o (2),(4),MP
(M ¥ —x (1),(5), MP
(8) x (6), (7).

Dow 6 d (t4.2): Udowodnimy najpierw, ze ¢,1 F ¢ A4, to jest udo-
wodnimy regule wtérna, zwang reguta dolaczania koniunkecji
(DK); zapisa¢ mozna jg inaczej

&Y
pAY
Regule te zastosujemy w dowodzie (£4.2).
(1) ¢ zalozenie
(2) ¢ ' zalozenie
B) (@—=9¢)=>((@29) = (6= (9AY) aksjomat A5
(4) ¢ ¢ twierdzenie (¢0)
(5) (p—=9) = (o= (dAY)) (3), (4), MP
6) v—(p—9) aksjomat Al
(1) ¢4 . (2),(6), MP
(8) = (dAY) (5),(6), MP
(9) oAy _ (1), (8), MP.
Udowodnimy teraz, ze ¢ Ay — x, 0,9 F x.
(1) oAy —x ' . zalozenie
(2) ¢ zalozenie
(3) ¥ zalozenie
(4) oAy (2), (3), reguta DK
6) x (1), (4), MP.

Co do dowodu formuly (t4), zauwazmy, Ze, na mocy twierdzenia
o dedukcji, aksjomatowi (A12) odpowiada nastepujaca reguta wtérna:

oY, ¢
b

Korzystajac z tej reguly, dostajemy natychmiast (¢5) z (¢4.1) i (¢4.2).
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Dowéd Modus Ponendo Ponens (formula (¢5)) dostajemy, stosujac prawo
eksportacji do implikacji (£0) w wersji

(=) = (6= )

Natomiast (£6) uzyskujemy z reguly DK i twierdzenia o dedukcji. Q.E.D.

LEMAT 3.2.4. Dla dowolnej formuty ¢ twierdzeniami systemu S sq
formuty

(t7) ¢ =9,

(t8) ¢ — .

Dow 6d (£7):

(1) —==¢ = (=¢ = ) (t3)
(2) (=¢ = ) = (¥ > ¢) aksjomat A9
(3) =g — (’d) - ¢) (1)7 (2)a syl
(4 Y= (¢ 9) (3), kom.

Wystarczy teraz zamiast 1 w calym dowodzie wziaé na przyklad formule
# — ¢; wowczas mozna oderwaé ¢ — ¢ od (7), aby uzyskaé dowodzona
formule.

Dla ulatwienia zapisu dowodéw wprowadzimy dodatkowy skrét. Na
przyklad (por. wiersz (2) dowodu (8)), skrét A9, ¢/—~—¢, /¢ znaczy, ze
bierzemy aksjomat A9 w wersji rozniacej si¢ od podanej w spisie aksjoma-
téw tym, Ze na miejscu ¢ wystepuje ~—¢, a na miejscu ¢ wystepuje ¢
Mozna to nazwaé operacja ,,pseudopodstamema”2

Dow éd (t8):

(1) (m==¢ = —¢) = (¢ = =) A9, ¢/, 9/
(2) =g — ¢ ' (¢7),¢/—¢
(3) ¢—>—¢ (1),(2), MP.

Q.E.D.

Udowodnimy teraz dwie inne jeszcze niz aksjomat A9 wersje prawa
transpozycji.

LEMAT 3.2.5. Dla dowolnych formut ¢, ¢ twierdzeniamsi systemu S sq
formuty

(t9) (¢ — ) = (& = 9),
(t10) (¢ — ) = (—% = ~¢).

2 Takiego terminu uzywa na przyklad T. Batég w Podstewach logiki, op. cit., s. 124.
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Dow 6 d.Udowodnimy najpierw twierdzenie pomocnicze, tzn. formule
(*) (6= ) = (- = ).
Dow 6 d formuly (*):

(1) ¢— 9 zalozenie
(2) ——¢ zalozenie
B) ~p—¢ (t7)
4 ¢ (2),(3), MP
(5) - (1), (4), MP.
Dow 6 d (t9) '
(1) (¢ =) = (=¢ = ) (*)
(2) (== ) = (P = ~9) A9, ¢/ ¢,
3) (¢ = =) = (b = —~9¢) (1), (2), syl.
Dow 6 d (¢10):
(1) o= zalozenie
2) ¢ (t8)
(3) ¢ (1), (2), syl.
(4 (= -%) = (=9 = ~9) (9)
(5) % — ¢ , (3), (4), MP.
Q.ED.

Twierdzeniu (10) przyporzadkujemy regutle transpozycji, ktérg
oznaczymy przez (transp); jej zastosowanie skréci niektére z dowodéw.
Regula ta ma postaé nastepujaca:

¢—= 9
= ¢’

Odnotujmy teraz twierdzenie pomocnicze:

LEMAT 3.2.6. Dla dowolnych formut ¢, ¢ twierdzeniem systemu S jest
formuta

(t11) (¢ = (¢ = ¢)) = (¢ = ¥).

Dowdéd tego lematu jest prosty, gdy zastosuje sie twierdzenie o dedukcji.
Udowodnimy teraz obie wersje prawa Claviusa.

LEMAT 3.2.7. Dla dowolnego ¢ twierdzeniem systemu S sq formuty

(t12) (¢ = ~9) = ¢,
(t13) (~¢ — ¢) = ¢
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—¢ = (¢ = )
(—¢ = (¢ = ~9)) =

(t3), kom
(1),9/=(¢ = ~¢)

= ((¢ = ~¢) = (¢ = =(¢ = ~9))) A2, 9/, x/=(¢ = ~¢)

4) (¢ = —9) = (¢ = ~(¢ = =9))) (2),(3), MP
(5) (¢ =(d—=—9)) = (¢ = ~¢) = ~¢) (t9),%/(¢ = ~¢)
(6) (¢—=¢) = ((¢ = —=¢) = ~¢) (4), (5), syl
(1) (¢ —=—¢) = ¢ (t11), ¢/(¢ = —¢), (6), MP
Dow 6 d (t13):
(1) (=¢ = —~m¢) = ¢ (t12), ¢/ ¢
(2) (== @) = (¢ = =) (10)
(3) (~¢—¢) = ¢ 1), (2), Syl
() (¢—=9¢)—>¢ (3), (¢7), M

Q.E. D

Udowodnimy teraz jedno z praw de Morgana.

LEMAT 3.2.8. Dla dowolnych formut ¢, i twierdzeniami rachunku S sg

formuty

(t14.1) ~(¢AY) = (mpV 1),
(t14.2) (=g V ) = ~( A ¢),
(t14)  ~(dAY) & (~dV ).
Dow 6d (¢t14.1):
) ¢V =
(= = =pV ) = (~(=¢ V =) = ~)
(=g V —tp) = 2=
(V) = ¢
(=g V) =9
(=(=¢V —9) = ¢) = ((m(=pV ) = ¢) =
= (=(=¢V ) = ¢ AP))
(7) —(=pV ) = PN
(8) (m(=pV ) =+ pAPp) —
= (@A) = (=g V )

(9) ~(pAY) = == (=pV )
(10) —(¢A9) = (=@ V 1)

Dow 6 d (t14.2): Podamy go w skrécie.

(1) oAy = ¢

(2) oAY =9

(1
(2
(3
(4
(5
(6

R N g g

aksjomat A6

(£10)

(1),(2), MP

(3), (t7), regula syl
dowéd jak dla (4),

aksjomat A5
(6), (4),(5), M P

(t10)
(7),(8), MP
(9), (¢6), regula syl.

aksjomat A3
aksjomat A4
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() —¢p—= (A1) (1), regula transp
4) Y- ~(dAY) (2), regula transp
(5) (Vv -9) = (A1) aksjomat A8, (3), (4), MP.

Twierdzenie (¢t14) dostajemy z (¢t14.1) i (¢14.2), stosujac regule odpowia-
dajaca aksjomatowi A12. Q.E.D.

Udowodnimy teraz prawo sprzeczno § ci, tzn. formule —(¢p A —¢).
Zauwazmy najpierw, ze na mocy prawa komutacji oraz eksportacji latwo
pokazaé, ze prawu Dunsa Szkota (formule (£3)) mozna nadaé postaé

(t3.1) (@A) > 9
dla dowolnych formut ¢, .

LEMAT 3.2.9. Dla dowolnej formuty ¢ twierdzeniem systemu S jest for-
muta

(t15)  —~(p A —9).

Dow é6d:

(1) (@A=¢) = =(¢ — ) , (t3.1)
(2) ((pA=g) > (= ¢)) = (¢ = &) = =(dA ) (t9)
(3) (p—= )= ~(sA~d) (1),(2), MP
(4) —(¢A—9g) (t0), (3), M P.

Q.E.D.
Udowodnienie prawa wylaczonego $rodka wymaga udowodnienia twier-
dzenia pomocniczego.

LEMAT 3.2.10. Dla dowolnych formut ¢, ¢, x twierdzeniem systemu S
jest formuta

(t16) (¢ =) = (x Vo) = (¥ VX))

Dow 6d: Oprzemy si¢ na twierdzeniu o dedukcji. Mamy

(1) ¢4 zalozenie
(2) xvé¢ zalozenie
3) v—=>@Vx) aksjomat A6
(4) ¢ (V) (1), (3), regula syl
(5) x— @WVx) aksjomat A7
6 (x—=@Wvx)—
= (= WVx) > ({(xVe)— VX)) aksjomat A8
(M) YVvx ’ (2), (4), (5), (6), trzy razy MP.

Q.E.D.
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Przejdzmy teraz do dowodu prawa wy laczonego §rodka.

LEMAT 3.2.11. Dla dowolnej formuly ¢ twierdzeniem jest formuta

(t17) ¢V ~¢.

Dow éd: ‘

(1) (A=) (t15)
(2) ~(pA—¢) = (mpV ) (t14.1)
3) —¢pVv--g - (1),(2), MP
(4) (¢ —=¢) = ((mgV —¢) = (¢V—¢)) (t16)
(5) ¢v-¢ (t7),(2), (4), MP.

Q.E.D.

Udowodnimy teraz twierdzenia laczace implikacje z alternatywa i nega-
cja oraz z koniunkcja i negacja.

LEMAT 3.2.12. Dla dowolnych ¢, ¥ twierdzeniams sq formuty

(t18.1) (¢ = ¢) = (= V),
(t18.2) (=g V) = (¢ — ),
(t18) (¢ = ¥) & (=9 V),
(t19.1) (¢ = ¢) = (¢ A ),
(t19.2) ~(pA—9) = (¢ = ¢),
(t19) (¢ = ¢) & (6 A ).

Dow 6 d. Zaczniemy od dowodu (¢18.2):
(1) —¢—(¢—9) : (t3)
(2) v—=(p—=9) ‘ ' aksjomat Al
B) (¢ (¢ —9)) >

= (= (¢ = 9) = (V) = (¢ = ¢))) aksjomat A8

(4) —~dpVY = (d—9) (1),(2),(3), MP.
Dow 6 d (t18.1):
(1) % - (-dVY) aksjomat A7
(2) W (V) —

= ((p = %) = (9= (md V) (t2), reguta kom
(3) (p—=9) = (= (—dVY)) (1), (2), MP
4) o= (> 9) = (mo V) (3), reguta kom
(5) —¢ = (=g V) aksjomat A6
6) (¢ = (md V) = (¢ =) = (=d = (~dV ¥))) aksjomat Al
(M) (p—=9) = (=¢ > (¢ V1)) (5), (6), MP
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(8) —¢—((¢ =) = (—dV)) (7), reguta kom
(9) (pV—-9¢) = (¢ —¢) = (-¢Vy)) aksjomat A8,(4),(8), MP
(10) (¢ =) = (—d V) (t17), (9), M P.

Dow 6d (t19.1). Wystarczy udowodnié, ze twierdzeniem systemu S jest
formuta (¢ V ¢) = =(¢p A —1p), to jest wariant prawa de Morgana, i zasto-
sowaé regule sylogizmu do (¢18.1).

Dow 6d (£19.2). Wystarczy udowodnié implikacje odwrotng do wyste-
pujace] w poprzednim dowodzie, tzn. implikacje = (¢ A =¢p) = (=g V )
i zastosowac regule sylogizmu do (¢18.2).

Twierdzenia: (t18) i (¢19) dostajemy z twierdzen (£18.1), (¢18.2) oraz
(¢19.1) i (¢19.2), stosujac do nich regute odpowiadajaca aksjomatowi A12.

Q.E.D.

Czytelnik zechce teraz samodzielnie udowodnié jeszcze kilka nastepnych
twierdzen.

LEMAT 3.2.13. Dla dowolnych ¢, v, x twierdzeniami systemu S sq
nastepujgce formuty:

(t20) ¢V o9V,

(t21) dAY <P Ag,

(122) (¢ V) & (~d A ~9),

(123) dA (VX)) (V) A(HVx),

(124) (¢ = ¢) & (o (9AY)). |

Dla opisywanego systemu S zachodzi twierdzenie o petnosci. Odnotujmy
tu najprostszg jego wersje. Poprzedzimy ja jednak krétkim wyjasnieniem.

Czytelnik, ktéry przestudiuje dokltadniej informacje o algebrach Boole’a,
podane w niniejszym podreczniku, zauwazy zapewne, ze tabelki dla spéjni-
kéw koniunkcji, alternatywy i negacji mozna interpretowaé jako dziatania
przekroju, sumy i dopelnienia w dwuelementowej algebrze Boole’a. Opi-
sane w rozdziale 1 pojecie wartosciowania, to jest przyporzadkowywania
zmiennym zdaniowym elementéw 1 i 0 prowadzace do tabelkowej metody
rozstrzygalnodci, bylo w istocie warto$ciowaniem formut rachunku zdah w
dwuelementowa algebre Boole’a. Tautologia, jak pamietamy, byla formula,
ktéra uzyskuje w tej algebrze warto§¢ 1. Najprostsza wersja twierdzenia
o pelnoéci jest nastepujaca:
TWIERDZENIE 3.2.14 (twierdzenie o petnosci systemu S) Dla dowolnej for-
muty ¢, s ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy przy dowolnym wartosciowaniu V

zmiennych wystepujgcych w formule ¢ w dwuelementowq algebre Boole’a,
zachodzi réwnosé V(¢) = 1.
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Zadania

1. Korzystajac z twierdzenia o dedukcji, udowodnié, ze dla dowolnych ¢, ¥, x i 8 twier-
dzeniami systemu S sa formuly

a) ¢ ((¢=9) ),

b) (¢ —=4) = (6 (¢ 2 ¥)),

) (@—=29) = ((x—¢) = (x > ¥)),

4 (¢ ) (¥ = x) = ((x =2 8) = (¢ ))).
2. Korzystajac z twierdzenia o dedukcji i udowodnionych wyzej twierdzeni, wykazaé, ze
dla dowolnych ¢, v, x twierdzeniami systemu S s nastepujace formuty:

a) (=AY —=x) - (62 X),
b) ¢ (pA9),

c) (P2 Y)A(x = ) = (x = =¢),
d) [(¢ =) A9 = ¢

3. Udowodni¢, ze dla dowolnych ¢, 9, x twierdzeniami systemu § sa nastepujace formuty:

a) VY PV,

b) dAY YA,

c) (V) & (= A-y),

d) dARVX) e (OVY)A(SVX),
e) (p2¢P) e (e (9AY).



Rozdzial 4

Elementy rachunku predykatéw

4.1. Wprowadzenie

PrzeprowadZmy nastepujace rozumowanie:

Kazdy cztowiek jest $miertelny.
Sokrates jest czlowiekiem.
Zatem: Sokrates jest $miertelny.

Zastosujmy tu metode badania niezawodnosci rozumowan, opisang w roz-
dziale poprzednim. Schematem pierwszej przestanki, zapisanym w jezyku
rachunku zdan, bedzie p, bo z punktu widzenia rachunku zdan jest to zda-
nie proste; schematem drugiej przestanki bedzie ¢, a schematem wniosku
bedzie r. Tak wiec schemat tego rozumowania ma postaé

p
g

P

Latwo zauwazyé, ze nie jest to schemat wnioskowania niezawodnego, bo
formuta

PAg—T

nie jest tautologia. Nasuwa si¢ jednak nieodparte wrazenie, ze wnioskowanie
to jest niezawodne: ze jest uzasadnione przez to, iz z przestanek wynika tu
wniosek. Rodzi si¢ wiec przypuszczenie, ze jezyk rachunku zdan jest za malo
precyzyjny, by w jego ramach uzasadni¢ niezawodno$é tego wnioskowania.
Przypuszczenie to jest stuszne; do pokazania, ze wnioskowanie to jest nie-
zawodne, niezbedny jest jednak bardziej wyrafinowany rachunek logiczny —
rachunek predykatéw, zwany niekiedy rachunkiem kwantyfikatoréw.
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4.2. Jezyk rachunku predykatéow

W jezyku potocznym, a takze w jezyku matematyki, odréznia sie nazwy
indywidualne od nazw generalnych. Nazwy indywidualne to takie,
ktére nadajg sie na podmiot zdania podmiotowo-orzecznikowego, to jest
zdania postaci ,a jest S”!, a nazwy generalne to nazwy nadajace
sie na orzecznik w takim zdaniu. Tak wiec nazwami indywidualnymi beda
nazwy: Witold Kowalski, 7, 0, Polskie Towarzystwo Matematyczne, a na-
zwami generalnymi nazwy: prawnik, liczba niewymierna, liczba naturalna,
stowarzyszenie majace osobowos¢ prawna.

Predykatami jednoargumentowymi sa wyrazenia, ktére
w polaczeniu z jedna nazwg indywidualng tworzg zdania. Przykladem ta-
kiego predykatu bedzie kazda nazwa generalna poprzedzona stowem ,,jest”,
np. ,jest prawnikiem” (po dodaniu nazwy indywidualnej mamy np. zda-
nie: ,Witold Kowalski jest prawnikiem”), czy ,jest liczbg niewymierng”
(podobnie: ,m jest liczbg niewymierng”).

Predykatami dwuargumentowymi sa wyrazenia tworzace zda-
nia, gdy uzupelni¢ je dwiema nazwami indywidualnymi. Przykladami sa:
»jest starszy od”, ,ma wiecej mieszkaiicéw niz”, ,jest podobny do” czy
»jest mniejszy lub réwny” (symbolicznie: ).

Ogélnie, predykatami n-argumentowymi sg wyrazenia two-
rzace zdania po uzupelnieniu ich n nazwami indywidualnymi. W jezyku

naturalnym mozna znalezé predykaty tréjargumentowe (np. ,,... lezy mie-
dzy ... a...”), czteroargumentowe (np. ,sojusz miedzy ... a ... przetrwal
dtuzej niz sojusz miedzy ... a...”, jiloczyn liczb ..., ...1... jest mniejszy

od liczby ...”), trudno jednak o przyklady predykatéw wiecej niz cztero-
argumentowych w jezyku naturalnym, ktére nie brzmialyby sztucznie.
Wréémy do nazw. Nazwy indywidualne nie musza byé proste, jak na-
zwa: ,Gauss”, 7 czy e. Moga by¢ tez zlozone, jak: ,o0jciec Gaussa”, sinz
czy arctgsine. W jezyku rachunku predykatéw nazwy takie nazywa sie
termami, a wyrazenia tworzace bardziej skomplikowane nazwy z nazw
prostszych zwie sie tradycyjnie symbolami funkcyjnymi, choé po-
wstajace z ich pomoca nazwy zlozone nie musza wyznaczaé zaleznoSci
funkcyjnych. Tak wigc mamy symbole funkcyjne jednoargumentowe (,,0j-
ciec ...”, ,starszy brat ...”, ,wielbiciel ...”, symbole wszystkich funkcji
jednoargumentowych, jak sin, sinh itd.), symbole funkcyjne dwuargumen-

! Przypominamy; ze w zdaniu postaci ,a jest S” wyrazenie reprezentowane przez
litere a jest podmiotem, a reprezentowane przez S — orzecznikiem.
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towe (,o0jciec ... lub matka ...”, +, -, U, N) i ogdlnie symbole funkcyjne
n-argumentowe.

Obok formutl, ktére reprezentuja dowolne predykaty i termy, jezyk ra-
chunku predykatéw zawiera kwantyfikatory. Sa to symbole zastepuja-
ce wyrazenia ,dla kazdego ...” (tzw. duzy kwantyfikator, zapisywany jako
V) i yistnieje ...” lub ,dla pewnego ...” (tzw. maly kwantyfikator, zapisy-
wany jako 3). Kwantyfikator duzy zwany jest tez ogélnym albo generalnym,

a maly - szczegélowym albo egzystencjalnym?.

Predykaty bedziemy zapisywaé za pomoca symboli PP, gdzie gérny in-
deks n wskazuje liczbe argumentéw danego predykatu, a dolny wskaznik k
méwi o tym, ze jest to predykat n-argumentowy k-ty z kolei. Podobnie, za
pomocg symboli postaci F{™ zapisywaé bedziemy symbole funkcyjne.

DEFINICJA 4.2.1. Nastepujgce symbole sq znakami jezyka rachunku pre-
dykatow:

a1,09,0a3,... stale indywiduowe

Z1,%2,T3,... zmienne indywiduowe

Pl,P},P},... predykaty jednoargumentowe

P2, P2,P2,... predykaty dwuargumentowe

P3,P3,Pj,... predykaty tréjargumentowe

P! P}, P,... predykaty n-argumentowe

FlF} F}, symbole funkcyjne jednoargumentowe

F% F} F3, symbole funkcyjne dwuargumentowe

F}, F3, F3, symbole funkcyjne tréjargumentowe
1, F3', Fg'y ... symbole funkcyjne n-drgumentowe .'

spojniki logiczne
v, 3 kwantyfikatory
0, znaki pomocnicze: nawiasy i przecinek.

DEFINICIA 4.2.2. (i) Kazda zmienna indywiduowa i stata indywiduowa
jest termem.

(i) Jesli ai,...,an sg termami, to F(ay,...,ap) jest termem (dla
dowolnych n i k).

> W literaturze uzywane sa inne Jeszcze zapisy kwantyfikatoréw. Duzy kwantyfikator
zapisywany bywa nastepujaco: A,II, (z), a maly za pomoca symboli \/, T, (Ez).
J
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(iii) Nie ma innych terméw poza zmiennymi indywiduowymi, statyms
indywiduowymsi i takimi, ktdre powstajg na mocy regquly (ii).

DEFINICJA 4.2.3. Formula zdaniows atomowa, jest kazde wyrazenie po-
staci P(oq,...,0n), gdzie ai, ..., a, s¢ dowolnymi termami.

DEFINICJA 4.2.4. (i) Kazda formuta zdaniowa atomowa jest formuly
zdaniowa rachunku predykatéw.

(i1) Jesli ¢, 1 sq formulami zdaniowymi jezyka rachunku predykatéw,
to =(8), () A W), (&) V (¥), (§) « (¥), (¢) = (¥), Vzi(¢) i Iz;(d) sq
formutami zdaniowymi jezyka rachunku predykatéow.

(iii) Nie ma innych formul zdaniowych jezyka rachunku predykatéw
poza formutami atomowymi i takimi formutami, ktdre powstajq dzieki za-
stosowaniu reguty (ii).

DEFINICIA 4.2.5. Jesli formuta ma postaé V;(¢) lub Iz;(¢), to md-
wimy, Ze odpowiedni kwantyfikator wiaze zmienna x;.

Podobnie jak w przypadku rachunku zdan, pomija sie indeksy, piszac
zamiast z1, ¥ zamiast x9, z zamiast x3 itd.

Przykladem formuly zdaniowej atomowej bedzie np. sinz < 1 czy tez
zNyCzUy.

Dalej, predykaty dwuargumentowe w matematyce czesto pisze sie mie-
dzy termami, a nie przed termami, jak to wida¢ z podanych wlaénie przy-
kladéw. Innymi przykladami takich formul zdaniowych beda: Vz(y < z =
—z+y<z+2)czy Jz(z < |yl).

DEFINICJA 4.2.6. Wyrazenie ¢ w formule Iz(¢) 1 w Vy(¢) nazywamy
zasiegiem odpowiedniego kwantyfikatora. .

Czytelnik zechce wskazaé zasieg kwantyfikatoréw w formule
Va (P} (z) = 3y(PE(z,y) V 32(P3 (2))))

i w formule
Vz(0 < z — Jy(0 < 2 +v)).

Czasem, kiedy wiadomo, jaki jest zasieg kwantyfikatora, nawiaséw sie nie
uzywa; zamiast wiec z(Vy(z < |y|)) pisze sie po prostu JzVy(z < ly|).
Definicje zmiennej zwigzanej poprzedzimy nastepujaca uwaga. Zgod-
nie z definicjg formuly zdaniowej, poprawnie zbudowana bedzie np. for-
mula Vz(y = y); poprzedzaé¢ kwantyfikatorem wigzacym zmienng z; mozna
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bowiem formuly nie zawierajace zmiennej z;. Zmienna, ktéra wystepuje
bezposrednio po symbolu kwantyfikatora, uznamy za zmienna zwigzana,
chocby nawet nie wystepowala w zasiegu tego kwantyfikatora.

DEFINICJA 4.2.7. Zmienna x; wystepujgca w danym miejscu w formule
zdaniowej jest w tym miejscu zwigzana wtedy i tylko wtedy, gdy wystepuje
w zasiggu kwantyfikatora wigzqcego x; lub jest zmienng wigzang przez jakis
kwantyfikator. Zmienna wystepujgca w danej formule jest zwigzana w tej
formule, gdy jest zwigzana w kazdym miejscu, w ktérym wystepuje w tej
formule. '

Jesli zmienna wystepujgca w danej formule nie jest zwigzana w danej
formule, nazywamy jg zmienng wolna.

DEFINICJA 4.2.8. Zdaniem jezyka rachunku predykatéw nazywamy for-
mute zdaniowq nie zawierajgcg zZadnych zmiennych wolnych.

Czytelnik zechce zauwazy¢, ze w formule
P} (z) V 3aVzP?(z,y)

zmienna z jest wolna na jednym miejscu, a na drugim zwigzana, zmienna
z jest zwigzana w tej formule, natomiast zmienna y jest wolna w calej tej
formule.

DEFINICJA 4.2.9. Tautologig rachunku predykatéw albo prawem ra-
chunku predykatéw jest formuta zdaniowa rachunku predykatéw, prawdziwa
przy dowolnym rozumieniu wystepujgcych w niej predykatéw, symboli funk-
cyjnych, statych indywiduowych i zmiennych.

Przykladami tautologii beda w szczegélnodci wszystkie formuty, po-
wstale z tautologii rachunku zdai poprzez konsekwentne podstawienie for-
mut zdaniowych rachunku predykatow za zmienne zdaniowe, np. z tautolo-
gii p — p uzyskujemy tautologie

Pl(y) = Pl(y),

Vz(P{(z,y) A Ps (y)) = V(P (z,y) A P (y))

itd. Istniejg takze specyficane tautologie rachunku predykatéw, na przyklad
formuta

~Vz ¢(z) < Iz -¢(z).
Liste przykladéw tautologii podamy nizej.
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Niezbedne sg tu nastepujace uwagi:

1. Niekiedy predykat ,=" (znak réwnosci) jest uznawany za spéjnik
logiczny. Wyréznia sie go wtedy wsréd pozostalych spéjnikéw jezyka ra-
chunku predykatéw jako predykat specyficzny i charakteryzuje specjalnymi
aksjomatami. Taky wersje rachunku predykatéw nazywa siec rachunkiem
predykatéw z identycznosciag.

2. W scharakteryzowanym wyzej jezyku rachunku predykatéw kwanty-
fikatory wigza zmienne indywiduowe; taki rachunek nazywa si¢ rachun-
kiem predykatéw I rzedu. Mozna jednak rozwazaé wersje ra-
chunku predykatéw, w ktérej dopuszcza sie obok kwantyfikacji zmiennych
indywiduowych takze kwantyfikowanie predykatéw jednoargumentowych
(np. reprezentujacych nazwy zbioréw) czy wigcej argumentowych (np. re-
prezentujacych nazwy relacji). Rachunek taki nazywa sie rachunkiem
predykatéw II rzedu.

3. Inaczej niz rachunek zdan ze swoja metoda zero-jedynkows, rachunek
predykatéw jest nierozstrzygalny. Nie istnieje (je$li matematyka jest
niesprzeczna) zadna prosta, mechaniczna, efektywna metoda pozwalajaca
w skoriczonej liczbie z géry przewidzianych krokéw orzekaé o dowolnej for-
mule jezyka rachunku predykatéw, czy formula ta jest, czy nie jest tauto-
logia rachunku predykatéw. Alonzo Church® udowodnil, ze metody takiej
nie ma.

4. Mozna jednak (i to uczyniono) zaksjomatyzowaé rachunek predyka-
tow i udowodni¢, ze z podanego zbioru aksjomatéw da sie wyprowadzié
wszystkie i1 tylko tautologie rachunku predykatéw. Mozna wigc wyprowa- .
dzaé jedne prawa rachunku predykatéw z innych i w ten sposéb dochodzié
do nowych praw rachunku predykatéw. Ujecia aksjomatyczne sa przedsta-
wiane we wszystkich bardziej zaawansowanych podrecznikach logiki mate-
matycznej*, skrétowe ujecie zawiera tez paragraf 7 tego rozdzialu.

4.3. Formulowanie wypowiedzi w jezyku
rachunku predykatow

Zajmiemy si¢ teraz schematami zdan, zapisywanymi w jezyku rachunku
predykatéw. Z uwagi na to, iz, jak zobaczymy, w rachunku predykatéw
mozna bardzo dokladnie oddaé strukture wewnetrzng zdania, bedziemy

% Alonzo Church (1903-1995), logik amerykanski, udowodnit w 1936 roku twierdzenie
o nierozstrzygalnosci rachunku predykatéw I rzedu.
4 Np. T. Batég, Podstawy logiki, op. cit.
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méwic nie o zapisie schematéw zdai, lecz po prostu o zapisie zdan jezyka
matematyki czy jezyka potocznego w jezyku rachunku predykatéw.
Zacznijmy od zdania, '

»Euklides jest matematykiem”.

Nazwa ,matematyk” to nazwa generalna, wiec, jak pamietamy, zwrot
»— jest matematykiem” bedzie predykatem jednoargumentowym. Niech wiec
symbol P!(-) bedzie skrétem dla predykatu ,— jest matematykiem”,
a stala indywiduowa a; skraca nazwe indywidualng ,Euklides”. Wobec
_tego rozwazane zdanie mozna zapisaé jako

Pll(al).

Wprowadzajac stosowne skréty, mozna podobnie zapisaé zdania proste,
takie jak ,m jest liczba niewymierna” czy ,e jest podstaws logarytméw
naturalnych”; « i e sg stalymi nazwowymi.

Niech nastepnym zdaniem bedzie

wKazdy czlowiek jest matematykiem”.

Niech symbol P;(...) bedzie skrétem dla predykatu ,,...jest czlowiekiem”
i jak wyzej, Pl(-) bedzie skrétem dla predykatu ,-— jest matematykiem”.
Zdanie to mozna zapisa¢ w postaci

Vz (P} (z) — Pl(z)).
Rozpatrzmy nastepne zdanie
»Niektérzy ludzie sa matematykami”.

Korzystajac z wprowadzonych wlasnie skrétéw, zdanie to mozna zapisaé
jako
3z (P; (z) A P} (2)),

a zdanie
»Niektérzy ludzie nie s3 matematykami”

mozna wtedy zapisaé jako
3z (P} (z) A =Pl (z)).

W zdaniach jezyka potocznego, a takze w formulach zdaniowych jezyka
matematyki, kwantyfikatory wystepuja nie tylko na poczatku wypowiedzi,
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ale takze wewnatrz niej, jak w przykladach: ,Istnieje matematyk, zna-
Jacy wszystkie dzialy matematyki”, ,Ka z dy czlowiek ma jaki § ta-
lent”, ,Dla ka z dej liczby naturalnej istnieje liczba od niej wieksza”.
Na marginesie zauwazmy, ze wiele wypowiedzi jezyka potocznego jest wie-
loznacznych z uwagi na brak kwantyfikatoréw?®.

Zapiszmy w jezyku rachunku predykatéw podane wyzej przyktady.

Korzystajac z wprowadzonych wyzej skrétéw oraz wprowadzajac skrét
PZ(*,%*) dla dwuargumentowego predykatu ,* zna **” oraz skrét Pl(-)
dla predykatu ,— jest dzialem matematyki”, zdanie ,Istnieje matematyk,
znajacy wszystkie dzialy matematyki” zapisujemy nastepujaco:

3z (P (z) AVy (P3(y) = Pi(y,2))).

Dla zapisu zdania ,Kazdy cztowiek ma jaki§ talent” przyjmiemy wpro-
wadzony wyzej skrét dla zwrotu ,— jest czlowiekiem” oraz wprowadzimy
dwa nowe skréty: PZ(~, =) dla dwuargumentowego predykatu ,~ ma ="
oraz P{(]) dla predykatu ,| jest talentem”; zdanie to ma wéwczas postaé

Vz (P (z) = 3y (Pf A Pi(z,y))).

Czasem, dla wigkszej przejrzystosci zapisu, warto uzywaé innego zapisu, nie
nawigzujacego wprost do podanych wyzej symboli predykatywnych. Tak
wigc predykat ,~ jest czlowiekiem” mozna zapisywaé jako ,C(-)”, ,~ ma
~" jako M(~,~), a ,| jest talentem” jako T'(]). Analizowane zdanie miatoby
teraz bardziej czytelny, réwnowazny zapis

Vz (C(x) = 3y (T(y) A M(z,y))).

Wreszcie ostatni przyklad zapiszemy, uzywajac standardowej notacji
matematycznej; wprowadzimy tylko skrét N(...) dla predykatu ,,...jest
liczba naturalng”. Zdanie: ,Dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba od
niej wieksza” ma postaé

Vz (N(z) = 3y (N(y) Az < y).

Inne przyktady, ktérych zapisanie w jezyku rachunku predykatéw dla
nabrania wprawy zalecamy, znajdzie Czytelnik na liscie zadan do tego roz-
dziatu.

5 Np. w wypowiedzi: »Polscy matematycy rozwijaja nowe kierunki matematyki”
nie wiadomo, czy chodzi o wszystkich polskich matematykéw, czy o niektérych i czy
o wszystkie nowe kierunki, czy o niektére. Sg tu wiec nastepujgce mozliwosci: ,Kazdy
polski matematyk rozwija kazdy nowy kierunek”, ,Kazdy polski matematyk rozwija ja-
ki§ nowy kierunek”, ,Niekt6rzy polscy matematycy rozwijaja wszystkie nowe kierunki”
i ,Niektérzy polscy matematycy rozwijaja jakie§ nowe kierunki”.
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4.4. Przyklady tautologii rachunku predykatéw

Przyjmiemy tu nastepujaca umowe: litery ¢, ¥, x, ¢1 beda teraz repre-
zentowa¢ dowolne formuly zdaniowe jezyka rachunku predykatéw. Piszac
#(z), ¥(z,y) itp., zaznaczamy, ze formuly ¢, ¢ itd. zawierajg zmienne wolne
z czy z,y. Dalej, przez ¢(z/a) oznaczymy formule ¢, w ktérej na miejsce
zmiennej wolnej z podstawiono ~ wszedzie tam, gdzie z jest wolna — formute
nazwowg (tj. zmienna lub staly indywiduowa) o; jeéli « jest staly a, to
zamiast ¢(z/a) piszemy nizej ¢(a).

TWIERDZENIE 4.4.1. Nastepujgce formuty sq tautologiami rachunku
predykatow I rzedu:

Vzé(z) <> Vyp(z/y) o ile y nie wystepuje w ¢(z) jako zmienna wolna
Jzé(r) <> Jyd(z/y) o ile y nie wystepuje w ¢(z) jako zmienna wolna
Vzd(z) — ¢(z) prawo zwane dictum de omni

)

Vzd(z) = ¢(a prawo takze zwane dictum de omni
¢(z) = Jzp(x) prawo zwane dictum de sigulo
#(a) = 3zd(x) inna postaé¢ dictum de singulo

Vzd(z) — Jzd(x)®.
Druga wazng grupa sa prawa De Morgana:

—Vzp(z) > Iz—¢(7)
—Jzp(z) ¢ Yz-d(z).

Trzeciy grupe Stanowiq prawa rozdzielno$ci:

Vz (¢(z) Ap(2)) © Vz d(z) AVzep(z) prawo rozdzielnosci duzego kwan-
tyfikatora wzgledem koniunkcji
Jz (¢(x) V P(x)) <> Iz ¢(x) V Iz (z) prawo rozdzielnodci matego kwan-
tyfikatora wzgledem alternatywy
Vz ¢(z) VV(z) = Yz (H(z) Vp(z))  prawo rozdzielnosci duzego kwan-
tyfikatora wzgledem alternatywy
3z (¢(z) Ap(x)) = 3z d(z) Az 9p(z) prawo rozdzielnoéci matego kwan-
tyfikatora wzgledem koniunkcji

6 Podane tu tautologie, w ktérych mamy do czynienia z podstawianiem, mozna
uogdlni¢ w taki sposéb, aby za zmienng podstawiaé term, niekoniecznie bedacy zZmienng,
czy stala; niezbedne s3 jednak wtedy pewne ograniczenia dotyczace podstawiania. Ta-
kie ujecia sg prezentowane w podrecznikach logiki matematycznej. Por. np. T. Batdg,
Podstawy logiki, op.cit.
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Vz (¢(z) = ¥(z)) = (Vz ¢(z) = Vz(z)) prawo rozdzielnodci duzego
kwantyfikatora wzgledem im-
plikacji

Vz (¢(z) = ¥(z)) = 3z p(x) — Jz(z)) prawo rozdzielnosci malego
kwantyfikatora wzgledem im-
plikacji

Vz (p(z) —= (x)) A ¢(z/a) = Y(z/a).

Ostatnia grupa to prawa przestawiania kwantyfikatoréw:

VzVy ¢(z,y) <> VyVz §(z,y) prawo przestawiania duzych kwantyfikato-

réw

dz Jy ¢(z,y) <> Jy Iz ¢(z,y) prawo przestawiania malych kwantyfikato-
réw

JzVy d(x,y) — Yy Iz ¢(z,y) prawo przestawiania duzego i malego kwan-
tyfikatora.

Zwracamy uwage na to, ze jesli w powyzszym spisie tautologii formula
bedaca tautologia ma postaé implikacji, to implikacja w druga strone nie
jest tautologia.

4.5. Kwantyfikatory o ograniczonym zakresie

W przedstawionych wyzej przyktadach tautologii zmienna wigzana przez
kwantyfikator przebiegaé¢ moze nazwy dowolnych obiektéw. Czasem jednak
warto przyjaé, ze bierze sie pod uwage tylko obiekty z ustalonego wcze-
$niej zbioru. Zrobi¢ to mozna na dwa sposoby. Po pierwsze, zawia-
domié czytelnika w komentarzu do rozwazan, ze dalej rozwaza sie tylko
obiekty z ustalonego zbioru. Po drugie, za kwantyfikatorem” zamiast
samej zmiennej umiesci¢ warunek, ktéry ma spetni¢ zmienna. Sposoby te
nie sa rozlaczne: w matematyce na ogdl uzywa sie ich jednocze$nie. Tak
wiec np. ogranicza sie¢ rozwazania do liczb jakiego$ rodzaju (naturalnych,
rzeczywistych czy zespolonych), a pod kwantyfikatorem umieszcza sie jakis
warunek, jaki majg spetniaé te liczby.

Formalnie wprowadza sie nastepujace skroty:

zamiast
vz (¢(z) — ¢(z))
pisze sie

v (¢(2)) (¥(2)),

" Gdy uzywa sig symbolu A czy \/, to pod kwantyfikatorem.



KWANTYFIKATORY O OGRANICZONYM ZAKRESIE 63

a zamiast
3z ((z) A y(z))
pisze sie

3(¢(z)) (¢ ().

Zalézmy teraz, ze przedmiotem naszego zainteresowania sg liczby rze-
czywiste, a symbole n, ng reprezentuja nazwy liczb naturalnych. Formute
»ciag {a,} jest zbieiny do granicy g” mozna teraz zapisaé (opuszczajac
nawiasy dotyczgce zasiegu kwantyfikatoréw) za pomocs kwantyﬁkatorow
0 ograniczonym zakresie nastepujaco:

V(e > 0) Ing Y(n > ng) (lan — g| <€),
a formule ,s jest punktem skupienia ciggu {a,}” nastepujaco:
V(e > 0) Vng 3(n > ng) (Jan, — 8| < €).

Czytelnik zechce zapisaé powyzsze definicje, eliminujgc kwantyfikatory
0 ograniczonym zakresie.

Warto zauwazy¢, ze dla kwantyfikatoréw o ograniczonym zakresie obo-
wigzuja zwykle prawa De Morgana, to jest

V($(2)) (¥(2)) < 3(¢(x)) (~¢(z))

oraz .
=3(¢(2)) (Y(x)) < V(¢(z)) (=p(z)).

Mozna obrazowo powiedzieé, ze ,obracaja si¢” tylko kwantyfikatory, a wa-
runki nakladane na zmienna pozostaja niezanegowane.
Pokazemy teraz, ze zachodzi pierwsza z réwnowazno$ci. Mamy

V(B(2)) (d(z)) © ~(Vz(4(z) = ¥(=))
« Jz((z) = p(2))
< 3z (d(z) A ~9(z))
< 3(e(z)) (-¢()).

Korzystamy tu kolejno z definicji kwantyfikatora o ograniczonym zakresie,
prawa De Morgana, prawa negowania implikacji (por. spis tautologii w po-
przednim rozdziale), i ponownie z definicji kwantyfikatora o ograniczonym
zakresie.
Czytelnik zechce udowodni¢ analogicznie drugie z praw De Morgana.
Prawa te sa bardzo uzyteczne, gdy z jakich§ powodéw trzeba zanegowaé
stwierdzenie zapisane za pomoca kwantyfikatoréw o ograniczonym zakresie,
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zwlaszcza dowodzac nie wprost. Na przyklad stwierdzenie, ze ciag {an}
spelnia warunek Cauchy’ego (czyli ciag {a,} jest ciagiem Cauchy’ego) ma
postaé

V(e > 0) 3ng Y(n > ng) Y(m > no) (lan — am| <€),

a negacje tego stwierdzenia latwo uzyskujemy za pomoca podanych wyzej
wariantéw prawa De Morgana

(e > 0) Vng I(n > ng) 3(m > ng) ~(lan — am| < €),

czyli
3(e > 0)Vng I(n > ng) V(m > ng) (|an — am| 2 €).
Podobnie, znana. definicja Cauchy’ego granicy funkcji rzeczywistej w punk-
cie zp wyglada nastepujaco:
V(e > 0)3(6 > 0)V(z # z0) (|2 — 20| < 0 = |f(z) —g] <¢).

Negujac ja, po zastosowaniu powyzszych wariantéw praw De Morgana,
mamy

V(e > 0)3(d > 0)V(z # zo) (|z — o] <6 = |f(z) — gl <€) &

& e >0V > 0) Iz # zo) ~(Jz —z0] <6 = |f(z) —g| <€) &
< 3(e > 0)V(d > 0) Iz # zo) (|z — 20| <A f(z)—g] =€)

Niekiedy, zwlaszcza, gdy uzywa sie dla kwantyfikatoréw znakéw A iV,
nie bierze si¢ w nawiasy warunkéw, ktére ma spelni¢ zmienna. Przy uzy-
wanej przez nas notacji opuszczamy takie nawiasy, jeéli nie zachodzi obawa
nieporozumienia.

4.6. Kwantyfikatory iloSciowe

Jesli jezyk rachunku predykatéw wyréznia dwuargumentowy predykat
identycznosci = w zwyklym jego znaczeniu, to jezyk taki pozwala na wy-
razenie ilosci. Mozna w nim mianowicie wyrazié¢ nastepujace zwroty:

Istnieje co najmniej jeden obiekt o wlasnosci W:

Jz W (z).
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Co najwy zej jeden obiekt z, ma wlasnosé W:
Vo y (W (z) AW (y) — o =)
(gdyby byly takie dwa, to musiatyby by¢ tym samym obiektem)3.

Istnieje doktadnie jeden z o wlasnosci W to tyle, co: istnieje
przynajmniej jeden z o wlasnosci W i co najwyzej jeden £ ma wtasnosé W,
to znaczy

Jx W (z) AVaVy (W (z) AW(y) = z = y)
lub tez krdcej
3z (W(z) AVy (W(y) = = =y)).
Istnieja przynaj mniej‘ d wa rézne obiekty o wlasnosci W
3z 3y (W(z) AW (y) Az #y).
Co najwy z ej dwa obiekty majg wlasnosé W
VzVyVz (W) AW () AW (2) 2z =yVz=2Vy=2).

Wobec tego istnieja dok tadnie dwa rézne obiekty o wltasnosci W
to tyle, co: istniejg przynajmniej dwa rézne obiekty o wlasnoéci W i co
najwyzej dwa takie obiekty maja wlasnosé W, czyli

JzIy W) A\W(y) Az #£y) A
AVzVyVz (W) A\ W(y) AW (2) 2z =yVz=2Vy=2)

lub nieco krécej
32Ty (W(z) Aw(y) Az #yAVz(W(2) =z =2Vy=2).

Czytelnik zechce teraz zapisaé zwrot: istnieja dokladnie trzy obiekty o wia-
snosci W, pamigtajac, ze znaczy to tyle co: istnieja przynajmniej trzy rézne
obiekty o wlasnosci W, a gdyby byty cztery, to ktérys z tej czwérki byltby
identyczny z ktéryms$ z pozostatych. Podobnie dla dowolnego n.

8 Whnikliwy Czytelnik zauwazy, ze na gruncie prawa transpozycji ztozonej, formula
ta jest rownowazna stwierdzeniu

VzVy (W(z) Az #y — ~W(y)),

gloszacemu, ze gdy = ma wlasnos¢ W, a y jest innym obiektem, to y juz nie moze mieé
wiasnoéci W.
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4.7. System aksjomatyczny rachunku predykatéw

Istnieje wiele aksjomatyzacji rachunku zdan, ale aksjomatyzacji rachun-
ku predykatéw przedstawiono w literaturze zaledwie kilka. Ponizej zapre-
zentujemy stosunkowo najprostsze ujecie aksjomatyczne. Wyczerpujacy wy-
kiad aksjomatycznego rachunku predykatéw przedstawiany jest w ramach
wykladu logiki matematycznej.

Definicje jezyka rachunku predykatéw i niezbednych pojeé, jak zasiegu
kwantyfikatora, zmiennej wolnej i zwiazanej podano wyzej. Zdefiniujemy
tu pewne pojecie konsekwencji przez podanie definicji dowodu formalnego.
Zgodnie z uwagami podanymi przy okazji opisu aksjomatycznego rachunku
zdan, pojecie dowodu mozna sprecyzowad, podajac liste aksjomatéw logicz-
nych, aksjomatéw pozalogicznych oraz regul wnioskowania. Aksjomaty po-
zalogiczne mozna podawa¢ dowolne (np. aksjomaty teorii grup, arytmetyki
Peana, teorii mnogosci itp.); logike interesuja tylko aksjomaty logiczne.

DEFINICJA 4.7.1 Aksjomatami logicznymi sq wszystkie i tylko te for-
muty, ktore powstajq z tautologii rachunku zdan przez dokonanie konse-
kwentnych podstawieni formut zdaniowych rachunku predykatéw za zmiene
zdaniowe, wystepujgce w danej tautologii.

Poniewaz dla przedstawonego wyzej systemu S rachunku zdan zacho-
dzi twierdzenie o pelnoéci, mozna w definicji tej: zamienié stowo ,tautolo-
gia”przez ,twierdzenie systemu S”.

Niech ¢(x) bedzie formuly zawierajaca zmienna wolna . Przez ¢(z/)
oznaczamy (por. paragraf 4.) formule powstajaca z ¢(z) przez wpisanie na
miejsce zmiennej wolnej z formuly «, gdzie a jest albo zmienng indywidu-
owa, albo stalg indywiduowsa®.

DEFINICJA 4.7.2 Klasycznag konsekwencja logiczng S nazwiemy tu re-
lacje konsekwencyi, wyznaczong przez podany w poprzedniej definicji zbidér
aksjomatow logicznych oraz przez zbidr nastepujgcych pieciu regut:

REGUEA PODSTAWIANIA

_Pz)
¢(z/c)?
gdzie « jest staly indywiduowa lub zmienng inndywiduows.

9 Przedstawiana tu wersja aksjomatyczna rachunku predykatéw nie uwzglednia ta-

kich terméw, ktére nie s stalymi induwiduowymi czy zmiennymi indywiduowymi. Wy-

klad aksjomatycznego rachunku zdan, uwzgledniajacy podstawianie dowolnych terméw
za zmienne indywiduowe — por. T. Batdg, Podstawy logiki, op. cit.
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REGULA ODRYWANIA
o=, ¢
” .
REGULA OPUSZCZANIA DUZEGO KWANTYFIKATORA
VY i
—
REGULA DOLACZANIA DUZEGO KWANTYFIKATORA

9=
¢—Vzx

o[

<

o ile z nie jest wolne w ¢.

REGULA OPUSZCZANIA MALEGO KWANTYFIKATORA

(Jz @)1
=y

REGULA DOLACZANIA MALEGO KWANTYFIKATORA

(3z ¢)—y>
o ile z nie jest wolne w .

Czasem ws$rédd regul pojawia sie
REGULA GENERALIZACIJI

o

YV ¢?

ale gdy pojecie dowodu jest definiowane za pomoca scharakteryzowanych
wyze]j aksjomatéw logicznych oraz pozostalych regul z naszej listy, to regula
ta jest regula wtoérna.

Reguly te wraz z aksjomatami logicznymi wyznaczaja pojecie dowodu
formalnego; dowéd definiowany przez podane wyzej aksjomaty logiczne
i reguty nazwiemy S-dowodem!0.

Niech ¥ bedzie pewnym podzblorem zbioru wszystkich formul jezyka
rachunku predykatéw.

DEFINICJA 4.7.3. Formula ¢ jest syntaktyczna S-konsekwencja zbioru
L (X kg ¢) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ ma S-dowdd oparty o zbiér T for-
mut. Jesli 3 jest zbiorem pustym, to ¢ nazwiemy twierdzeniem systemu S
1 piszemy g ¢.

10 Ogélna definicja dowodu znajduje sie w rozdziale 2.
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A oto trzy najprostsze przyktady dowodéw formalnych:

LEMAT 4.7.4. Dla dowolnej formuly ¢ twierdzeniem systemu S sq for-
muty:

(t1) ¢ - 3z ¢,
(t2) VaVy ¢ — VyVz ¢,
(t3) JzVy¢ — Vy3z ¢.

Dow 6d:

Dow é6d tl: »

(1) Jz¢— Az e aksjomat; podstawienie w p — p
(2) ¢ — Jz¢ (1), regula opuszczania 3.

Dow 6d 2, czyli prawa przestawiania duzych kwantyfi-
kator 6 w:

(1) VzVy¢ — VaVyo aksjomat; podstawienie w p — p
(2) VzVyp — ¢ (1), dwa razy regula opuszczania V
(3) VzVyp — VyVze. (2), dwa razy reguta dolgczania V.

Dow 6d 3, czyli prawa przestawiania duzego i matlego
kwantyfikatora:

(1) VYyé — Vyo podstawienie w p — p
(2) Vyod— ¢ (1), reguta opuszczania V
(3) (Vyp — ¢) —

= ((¢ = Fz¢) = (Vzép > 3z9)) sylogizm hipotetyczny
(4) VYy¢ — Iz ’ (2),t1,(3), reguta MP
(5) 3zVys — Iz (4), regula dolaczania 3
(6) JzVyd — Vy3Ize (5), regula dolaczania V.

Trzeci wiersz tego dowodu powstaje przez podstawienie w prawie sylogizmu
hipotetycznego bezkoniunkcyjnego, tj. w formule

P=9)=>g—r) > @)

Q.E.D.

Precyzyjne zdefiniowanie pojecia tautologii rachunku predykatéw jest
znacznie bardziej skomplikowane niz w przypadku rachunku zdah. Wy-
maga ono formalnego sprecyzowania pojecia prawdy!'; podawaé go tu nie
bedziemy. Poprzestanmy na intuicyjnej definicji, podanej w rozdziale 2.

' Jako pierwszy formalna definicje prawdy dla formul Jszka, rachunku predykatéw
podal Alfred Tarski w 1933 roku.
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Przypomnijmy wigc, ze tautologig rachunku predykatéw nazywamy taka,
formulg rachunku predykatéw, ktéra jest prawdziwa przy dowolnym rozu-
mieniu wystepujacych w niej stalych nazwowych, zmiennych nazwowych,
symboli funkeyjnych i predykatéw.

Mozemy teraz sformutowaé¢ pewna wersje twierdzenia o petnoéci. Gwa-
rantuje ono, ze przedstawiony tu system rachunku predykatéw obejmuje
wszystkie tautologie i tylko tautologie.

TWIERDZENIE 4.7.5 (0 pelnosci rachunku predykatéw) Niech ¢ bedzie
formulq jezyka rachunku predykatéw. Wowczas bs ¢ wtedy i tylko wtedy,
9dy ¢ jest tautologiq rachunku predykatéw.

Dowdd tego twierdzenia wykracza jednak zdecydowanie poza ramy tego
podrecznika.

Zadania

1. Zapisa¢ w jezyku rachunku predykatéw nastepujace zdania:
a. Archimedes jest matematykiem.
b. Kazdy matematyk jest czlowiekiem.
c. Niektérzy matematycy sa ludzmi.
d. Zaden matematyk nie jest czlowiekiem.
e. Niektérzy matematycy nie sg ludZmi.
f. Tylko ludzie sg matematykami.

2. Jaka warto$é logiczna ma zdanie ,Kazde kwadratowe koto jest okragte?”
Wskazéwka: Zapisaé¢ w jezyku rachunku predykatéw:

3. Podaj schematy nastepujacych zdan:

a. Kazdy A jest B.

b. Niektére A sg B.

¢. Zaden A nie jest B.

d. Niektére A nie sg B.

W logice tradycyjnej zdania takie sg zwane zdaniami z kwadratu lo-
gicznego. Badajac wnioskowania, w ktérych wystepowaly takie zdania, przyj-
mowano jednak, ze nazwy A i B s3 niepuste, tj. ze istnieja obiekty bedace A
i obiekty bedace B. W szczegdlnoéci rozwazajac zdania postaci (a), z uwagi na
wlasnosci implikacji, odrézniano przypadek, w ktérym nazwa A jest niepusta (uzy-
wano wowczas stowa ,kazdy”) od przypadku, gdy dopuszcza sie pustosé nazwy A
(uzywano wéwczas slowa ,wszelki”).

Podaj schematy zdaii a — d, uwzgledniajac niepustosé nazw A i B.

Jaka warto$¢ logiczng ma zdanie ,Wszelkie kwadratowe kolo jest okragle?”
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4. Zapisz w jezyku rachunku predykatéw schemat wnioskowania:

Kazdy czlowiek jest $miertelny.
Sokrates jest czlowiekiem.
Zatem: Sokrates jest $miertelny.

Czy schematowi tego wnioskowania odpowiada tautologia rachunku predykatéw?

5. Zapisz w jezyku rachunku predykatéw nastepujace zdania:

a. Kazda milo$¢ jest pierwsza, najgoretsza, najszczersza (znana piosenka).

b. Niejednego, ktérego podziwiaja wszyscy ludzie, nie podziwia zaden domow-
nik (M. de Montaigne).

c. Kazda potwora znajdzie swego amatora (przystowie ludowe).

d. Kazdy ma swoja zabe, co przed nim ucieka, i swojego zajaca, ktdrego sie
boi (A. Mickiewicz).

e. Nikt tu nigdy niczego nie czyni niepotrzebnie (miesiecznik ,Delta”). Co
pozytywnego glosi to zdanie?

6. Zapisz w jezyku rachunku predykatéw nastepujace wypowiedzi:
a. Poznaniacy sg porzadni i oszczedni. '
b. Ludzie nie lubia placié¢ podatkéw.
c. Teologowie rozprawiaja o sprawach Bozych i niebieskich.

Uwzlednij rézne mozliwosci rozumienia tych wypowiedzi, zwigzane z kwanty-
fikacja.

7. Zakladajac, ze zmienne indywiduowe n,ni,nq,n3 ... przebiegajg nazwy liczb
naturalnych i korzystajac z predykatéw = 1 < oraz symbolu 0 dla zera, a takze
stalych funkcyjnych + 1 - zapisaé nastepujace zdania i formuly zdaniowe:

a) n jest liczba pierwsza,

b) n jest dzielnikiem liczby m,

c) n jest liczba parzysta,

d) istnieje najmniejsza liczba,

€) nie istnieje najwigksza liczba,

f) miedzy liczbg a jej podwojeniem istnieje co najmniej jedna liczba pierwsza,

g) kazda liczba parzysta jest suma dwéch liczb pierwszych,

h) n jest pierwiastkiem réwnania kwadratowego o wspélczynnikach a, b, c.

8. Niech S(n) skraca formute nazwows, ,nastepnik liczby naturalnej n”. Wykorzy-
stujac zalozenia poprzedniego zadania, zapisa¢ nastepujace zdania:

Zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby.

. Kazda liczba rézna od zera jest nastepnikiem pewnej liczby.

Jesli liczba jest nastepnikiem jakiej$ liczby, to jest ona rézna od zera.

. Jesli dwie liczby sa rézne, to ich nastepniki tez sg rézne.

Kazda liczba jest rézna od swego nastepnika.

Jedli liczba jest rézna od swego nastepnika, to nastepnik tej liczby jest
rézny od nastepnika nastepnika tej liczby.

MmO 0T



Z ADANIA ' 71

9. Korzystajac z zalozed z zadania 7 i kwantyfikatoréw ilosciowych, zapisz naste-

pujace zdania:

. Istnieje dokladnie jedna liczba najmniejsza.

. Istnieje dokladnie jedna najmniejsza parzysta liczba pierwsza.

. Kazda liczba ma doktadnie jeden nastepnik.

. Kazda liczba pierwsza ma doktadnie dwa rézne dzielniki.

. Jezeli réwnanie kwadratowe o wspélczynnikach a, b, ¢ ma rozwigzanie, to
istnieje doktadnie jedno rozwigzanie lub dokladnie dwa rézne rozwigzania
tego réwnania.

o L0 T

10. Korzystajac z tych samych zmiennych indywiduowych dla wszystkich obiektéw

geometrycznych, predykatu ... lezy na —” zapisywanego symbolem L(...,-),
predykatéw: ,..".. jest punktem” (Pt(...)), ,— jest linig prosty” (Ln(=))1i ,... jest
plaszczyzng” (PI(...)), oraz predykatéw jezyka geometrii: ,... jest réwnolegta
do” (]|) i ,. .. jest prostopadta do ...” (L), ewentualnie wprowadzajac dodatkowe

predykaty, zapisaé¢ nastepujgce zdania:

. Nie istniejg dwie rézne proste réwnolegte.

. Jedli dwie proste sg prostopadle, to nie sg réwnolegte.

. Jesli dwie proste sg prostopadle, to majg dokladnie jeden punkt wspélny.

. Przez dwa rézne punkty przechodzi dokladnie jedna, prosta.

. Dowolna prosta albo lezy na danej plaszczyznie, albo nie ma z nig punktéw

wspdlnych, albo ma dokladnie jeden punkt wspélny.

f. Dla dowolnych trzech réznych punktéw istnieje dokladnie jedna ptaszczy-
zna, na ktérej lezg te trzy punkty.

g. Dwa dowolne kota albo si¢ nie przecinaja, albo maja doktadnie jeden punkt
wspélny, albo maja dokiadnie dwa punkty wspdlne.

h. Jesli dwie rézne proste leza na tej samej plaszczyznie, to albo s réwnolegte,
albo maja dokladnie dwa punkty wspdlne.

1. Przez punkt nie lezacy na danej prostej przechodzi doktadnie jedna prosta
réwnolegla do danej proste;j.

o Lo Tw

11. Napisa¢ negacje zdan z poprzedniego zadania.

12. Korzystajac z podrecznikéw analizy matematycznej i definicji kwantyfikatoréw
o0 ograniczonym zakresie, zapisa¢ i zanegowaé warunki definiujace pojecia:

a) ciggu ograniczonego,

b) ciagu zbieznego,

c) zbiezno$ci punktowej ciagu funkcyjnego,

d) zbieznosci jednostajnej ciggu funkcyjnego.



Rozdzial 5

Podstawy teorii zbioréw

5.1. Uwagi wstepne

Pojecie zbioru nalezy do najbardziej podstawowych poje¢ matematyki.
Wynika to z tego, ze wszystkie niemal pojecia matematyki definiuje sig
w terminach zbioréw. Pojecie zbioru zastapito w konicu XIX wieku uzywane
dotad nieprecyzyjne pojecie wielkoSci.

Zauwazmy na poczatek, ze stowo ,zbiér” ma w jezyku potocznym dwa
wyraznie rézne znaczenia, ktére okre$la¢ bedziemy jako znaczenie kolek-
tywne i znaczenie dystrybutywne. W znaczeniu kolektywnym zbiér
pewnych przedmiotéw to calo$é zlozona z tych przedmiotéw. To wlasnie
znaczenie stowa ,zbiér” mamy na my§li, méwiac, ze biblioteka jest zbiorem
ksigzek czy ze laricuch jest zbiorem ogniw. W tym znaczeniu zbidr kon-
kretnych przedmiotéw jest innym konkretnym przedmiotem. Zwrot ,z jest
elementem zbioru A” znaczy tu tyle, co ,z jest czeécig zbioru A”. Teorie
zbioréw w sensie kolektywnym stworzyt polski logik Stanistaw Le$niewski
(1886-1939) i nazywa sie ona mereologig.

Drugie znaczenie stowa ,zbiér” to znaczenie zwane dystrybutyw-
nym. Przy tym znaczeniu zdanie ,Wenus jest elementem zbioru planet
Ukladu Slonecznego” znaczy tyle, co ,Wenus jest planeta Ukladu Stonecz-
nego”, a zdanie ,3 jest elementem zbioru liczb naturalnych” — tyle samo,
co ,3 jest liczba naturalng”. Zbiér w sensie dystrybutywnym nie musi byé
zatem konkretnym, zmystowo poznawalnym przedmiotem, nawet jesli jego
elementy sa takimi przedmiotami.

Zbiory w sensie dystrybutywnym bada teoria mnogoéci. Takie wlasnie
pojecie zbioru jest przydatne w matematyce. Teoria mnogoéci zostala stwo-
rzona w latach 1874-1897 przez matematyka niemieckiego Georga Can-
tora (1845-1918). Oczywiscie Cantor opieral si¢ na pewnych rozwazaniach
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wczesniejszych, ale dopiero w jego pracach teoria zbioréw przybrala postaé
wystarczajaco dojrzals i catoéciows!.

Cantor rozumial w swej teorii pojecie zbioru w sposéb intuicyjny. Po-
przestawanie na takim tylko rozumieniu doprowadzilo w koncu XIX wieku
do pojawienia si¢ na gruncie teorii mnogoéci antynomii, tzn. rozumowan
pozornie poprawnych, prowadzacych jednak do pary sprzecznych ze soba
wnioskéw. Aby uniknaé antynomii, matematycy zaksjomatyzowali teorie
mnogosci (i w ten sposéb sprecyzowali pojecie zbioru)?.

Aksjomatyczne ujecie teorii mnogosci jest niezbedne, gdy chcemy zaj-
mowa¢ si¢ samym pojeciem zbioru, jego istota i wlasnosciami. Jesli jednak
interesuje nas teoria mnogoéci tylko jako narzedzie pozwalajace precyzyj-
nie ujmowac rozmaite kwestie w matematyce i prowadzié poprawne i éciste
rozumowania dotyczace réznych dziedzin matematyki, to wystarczy teoria
mnogo$ci w duchu Cantora, tzn. opierajaca sie na intuicyjnym tylko poje-
ciu zbioru. Teorig taks, w odréznieniu od aksjomatyczne]j teorii mnogosci,
nazywa si¢ naiwng teoria mnogo §ci (przymiotnik ,naiwna” nie
ma, tu znaczenia pejoratywnego!). I taka wlasnie teorie mnogosci bedziemy
rozwijali w tej ksigzce.

Przed wlasciwymi rozwazaniami podamy jeszcze kilka uwag o notacji.
Jezyk teorii mnogosci jest ubogi. Sklada sie z dwéch predykatéw: réwno-
§ci = i przynaleznoéci elementu do zbioru € oraz zmiennych®. Mozliwe
jest zapisywanie formul teorii mnogosci przy uzyciu tylko jednego rodzaju
zmiennych (pisze sie wtedy na przyklad z € y) — czyni sig tak, badajac
samg teori¢ mnogosci. W zastosowaniach jednak wygodniej jest uzywaé co
najmniej dwéch rodzajéw zmiennych: zmienne z,y,z... (z indeksami lub
bez indekséw) reprezentuja elementy, a zmienne 4, B, C, ..., X,Y, Z (znéw
z indeksami lub bez nich) reprezentuja zbiory*. Formulami atomowymi
Jezyka teorii mnogosci beda formuly typu: z; € A;, A; = A czy z; = zy.

Obok zmiennych oraz predykatéw specyficznych, symbolami jezyka teo-
rii zbioréw sg wszystkie symbole logiczne (czyli spéjniki i kwantyfikatory);

! Na temat rozwoju teorii mnogosci i probleméw filozoficznych zwigzanych z ta teo-
rig zob. np. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejéw, Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa 2001 (wyd. II) oraz Wspdtczesna filozofia matematyki, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 2002. .

%2 Opis antynomii oraz aksjomatyke teorii mnogosci Zermela-Fraenkla znalezé mozna
na przyklad w rozdziale 10 ksigzki R. Murawskiego i K. Swirydowicza, Wstep do teorii
mnogosci, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 2005.

% Symbol € pochodzi od pierwszej litery greckiego slowa éori, ktére znaczy ,byé”.
Zostat on wprowadzony przez Giuseppe Peana (1858-1932).

* Czasami uzywaé bedziemy jeszcze trzeciego rodzaju zmiennych A, B itd. reprezen-
tujacych rodziny zbioréw.
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za ich pomoca mozna tworzy¢ (w sposéb wskazany w poprzednim rozdziale)
z formut elementarnych formuly bardziej skomplikowane. Napis x € A czy-
tamy jako: x nalezy do (jest elementem) zbioru A. Jezeli obiekt z nie jest
elementem zbioru A, to zamiast —~(z € A) piszemy krétko z ¢ A. Podobnie
piszemy A # B zamiast ~(A = B). Méwiac o kilku elementach zj,...,z,
zbioru A, bedziemy pisali krétko z1,...,z, € A.

Czesto, zwlaszcza w przykladach, pojawiaé sie bedg zbiory liczb, ktére
bedziemy oznaczali nastepujaco: zbidr liczb naturalnych jako N, zbior liczb
catkowitych — Z, zbiér liczb wymiernych — Q, zbiér liczb rzeczywistych ~ R
i w konicu zbiér liczb zespolonych — C.

O predykacie réwnoéci = zaklada sie w szczegdlnosci, ze reprezentuje on
relacje zwrotng, symetryczng i przechodnia (por. paragraf 6.2), tzn. spelnia
dla dowolnych obiektéw z,y,z odpowiednio warunki: z = z, ¢ = y +
©y==zoraz x = yAy =z — z = z; podobnie dla dowolnych zmiennych
reprezentujacych zbiory A, B, C.

5.2. Zasada ekstensjonalnoééi

Zbiér uznajemy za okreslony, gdy znamy wszystkie jego elementy. Réw-
nos¢ dwéch zbioréw okresla podstawowa w teorii mnogoéci zasada eksten-
sjonalno$ci, bedaca jednym z aksjomatéw teorii mnogosci.

ZASADA EKSTENSJONALNOSCIL. Dwa 2biory sq réwne wtedy i tylko wtedy,
gdy majg dokladnie te same elementy.

Symbolicznie mozemy zapisaé ja jako
A=B<—>Vx(méA<—>meB).
Z zasady tej wynika bezposrednio, ze
A#B o z[(zt ANz e B)V(ze ANz & B)],

tzn. zbiory A i B sg rézne (nie sa identyczne) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje obiekt z, taki ze jest on elementem zbioru A, ale nie nalezy do
zbioru B lub na odwrét.

Zbiér, ktérego jedynymi elementamisg z1, .. . , p, 0znaczamy symbolem
{z1,...,zn}. W konsekwencji symbol {2} oznacza zbiér zlozony z dokladnie
jednego elementu z. Nalezy ten zbiér odrézniaé od samego elementu z.
Zbiér postaci {z} zwany bywa z angielska singletonem.
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Z zasady ekstensjonalnosci wynika, ze na przyklad zbiér {2,5} oraz
zbiér {5,2} sa réwne, podobnie jak {2,5} = {2,2,5} = {2,2,5,5} itd.
Ogoélnie {a} # {a,b} wtedy i tylko wtedy, gdy @ # b. Gdy a = b, to
{a} = {a,b} = {a,a}. Mamy tez {z} # {{z}}.

W praktyce matematycznej definiujemy czesto zbiory nie poprzez wy-
mienienie ich elementéw (co na przyklad w przypadku zbioréw nieskonczo-
nych jest niemozliwe), a poprzez wskazanie przystugujgcej im wlasnoéci.
Definicja ma wtedy postaé

€A & zeUANp(z)

lub w innej formie ’
A={z:zeUANyp)},

gdzie U jest wczedniej danym zbiorem, a ¢(z) jest funkcja zdaniows. To
drugie wyrazenie czytamy: ,A jest zbiorem wszystkich z, ktére nalezg do
U i maja wlasnosé ¢”. Pisze sie tez czasem krécej

A={zeU: ()},
a dwukropek zastepuje sie tez niekiedy kreska, piszac
A= {zeUly(z)}.
Czasami, gdy zbidér U jest znany, piszemy krétko
z€A & o)

albo ‘
A={z: o(x)}
Zauwazmy, iz {z : ¢(z)} = {y: ¢(y)}, tzn. ze nie jest istotne, jakiej uzyje
si¢ zmienne]j. Z definicji wynika, ze zachodzi nastepujaca prosta zalezno$é:
ye{z: o(z)} & o).

Przykladem definicji omawianego typu moze by¢ definicja zbioru liczb pa-
rzystych jako zbioru {z € Z: 2|z} lub{z € Z : y(y € ZAz = y + )},
czy definicja zbioru liczb pierwszych majaca postaé

{zeN: Vz(zlz — z2=1Vz =12)},

czyl

{zeN: Vz(Fy(z=y-2) — 2=1Vz=1)},
tzn.

{zeN: WYz(zc=y-2—2=1Vz=12x)}.
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5.3. Relacja inkluzji. Zbiér pusty i zbiér potegowy

Pomiedzy zbiorami moze zachodzié nie tylko relacja réwnoséci, ale takze
relacja inkluzji (zawierania sie). Oznaczamy ja symbolem C i definiu-
jemy nastepujaco:

ACB&Ve(r e A— z € B).
Na przyktad N C Z oraz {z € N: 6|z} C {z € N: 2|z A 3|z}.

LEMAT 5.3.1. Relacja inkluzji ma nastepujgce wtasnosci:
(1) zwrotnoéé, tzn. A C A,

(2) antysymetria, tzn. ACBABCA— A=B,

(3) przechodnio$é, tzn. AC BABCC — ACC.

Dow 6 d. Zwrotnoé¢ relacji inkluzji jest konsekwencja, tautologii o po-
staci p — p.

Antysymetria wynika z prawa: [(p = ¢) A (¢ = p)] & (p < ¢q) oraz
zasady ekstensjonalno$ci.

Przechodnio$¢ jest konsekwencja prawa sylogizmu hipotetycznego, tzn.
[ = qg)A(g— r)] = (p — r). Istotnie, zalézmy, 26 A C BAB C C.
Zatem

Vz(zr € A > z € B)

oraz
Vz(z € B—z€(C).

Niech z¢ bedzie dowolnym danym elementem zbioru A. Na mocy zalozen
mamy

o€ A>3 z29€B

oraz
20 € B > z9 € C.

Podstawiajgc w prawie sylogizmu hipotetycznego, otrzymujemy
(.’BoEA——-).’BoEB)/\(:EoEB—)(L'()EC)—)(:L'()EA—).'L‘OGC).

7Z zalozenia wynika, ze (0 € A — 29 € B) A (zg € B = z¢ € C). Stad za
pomocy reguly odrywania otrzymujemy z¢ € C. Poniewaz jednak element
zg byt dowolny, zatem

Vz(r € A—z€C),
czyi ACC. QE.D.
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Zauwazmy, ze podane wlasnosci inkluzji sg analogiczne do wlasnosci
relacji < wsrdd liczb rzeczywistych. Analogia nie jest jednak petna, gdyz
kazde dwie liczby rzeczywiste sa poréwnywalne w sensie relacji < (tzn. dla
dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi a < bVb < a), podczas gdy nie
kazde dwa zbiory sg poréwnywalne w sensie relacji C. Istotnie, na przyktad
zbiory {2,3} i {3,5} sg nieporéwnywalne, poniewaz ani {2,3} C {3,5}, ani
tez {2,3} C {3,5}.

Oprécz opisanej relacji inkluzji C wprowadzamy jeszcze tzw. inkluzj e
wlasdciwa &, ktérg definiujemy nastepujaco:

AGB& ACBAA#B.

Czasami zamiast A ¢ B pisze si¢ A C B. Przykladami relacji lnkluZJl
wlasciwej moga byé: NG Z, {z € N: 6|z} ¢ {z € N: 2|z}.

LEMAT 5.3.2. Relacja inkluzji wtaSciwej ma nastepujgce wtasnosci:
(1) przeciwzwrotnosé, tzn. =(A G A),

(2') przeciwsymetria, tzn. A G B — —~(B ¢ A),

(3") przechodnio$é, tzn. AGBABGCC — AGC.

Dowéd tych wlasno$ci pozostawiamy Czytelnikowi.

W teorii mnogoéci (i w matematyce) wygodne okazuje sie pojecie zbio-
ru nie zawierajacego zadnego elementu. Zbidr taki nazywamy zbiorem
pustym. Definiujemy go nastepujgco:

DEFINICJA 5.3.3. Zbiorem pustym nazywamy zbidr
{z:z=2NAz#z}
Oznaczamy go symbolem (.

Zauwazmy, ze poniewaz wéréd wlasnosci réwnosci zalozonych na poczat-
ku naszych rozwazan (por. paragraf 5.1) byla wiasno$é z = z dla kazdego z,
wigc mogliby$my wlasciwie przyjaé 0 = {z : z # z}. Zauwazmy tez, ze skoro
tautologia jest prawo Dunsa Szkota, czyli formuta p A -p — ¢, wiec prawda
tez bedzie formulaz =z Az #2z >z € A asez €l sz =xA2 #2,
wigc zgodnie z tym implikacja: € § — = € A jest prawdziwa dla kazdego
zbioru A i dowolnego elementu z. Stad Vz (z € 0 — = € A), czyli § C A.
Otrzymali$my zatem, ze zbidér pusty jest podzbiorem kazdego zbioru.

Czasami definiuje sie zbi6ér pusty troche inaczej, przyjmujac, ze

0={ze€Ad:z#a},
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gdzie A jest pewnym danym zbiorem. Zauwazmy, ze definicja ta nie zalezy
od wyboru zbioru A. Istotnie, dla dowolnych zbioréw A i B oraz dla kazdego
zmamy: T € ANz # 2z & = € BAz # z. Ze wzgledu na przyjete
og6lne zalozenie z = x jest to réwnowazno$¢ dwu zdan falszywych, a wigc
réwnowazno$¢ prawdziwa. Podobnie dla dowolnego zbioru A i dla kazdego «
mamy: Tz € ANz # z < x # z. Stad, w oparciu o zasade ekstensjonalnosci,
dochodzimy do wniosku, ze wszystkie tego typu definicje zbioru pustego sa
sobie réwnowazne i definiujg ten sam obiekt, tzn. zbiér pusty §. Dodajmy
jeszcze, ze zamiast £ = x Az # z mozna by tu uzy¢ dowolnej pary wlasnosci
sprzecznych, tj. pary o(x) A —p(z).

DEFINICJA 5.3.4. Rodzine wszystkich podzbioréw danego zbioru A na-
zywaé bedziemy zbiorem potegowym zbioru A i oznaczaé symbolem P(A)
lub 24.

Mamy zatem
P(A) = {X: X C A}.

Na mocy definicji otrzymujemy w szczegélnosci: § € P(4), A € P(A), czyli
{0, A} C P(A) dla dowolnego zbioru A.
Dla przykladu rozwazmy zbiér A = {1,2,3}. Mamy teraz

P(A) = {Q)’ {1}7 {2}’ {3}, {1v 2}7 {17 3}’ {27 3}7 {1a 2, 3}}

Widag, ze zbiér A miat 3 elementy, a zbiér P(A4) ma 8 elementéw, czyli 2°
elementéw. Jest to zaleznos¢ ogdlna.

LEMAT 5.3.5. Jesli zbidr A jest skonczony i ma n elementow, to zbior
potegowy P(A) ma 2" elementéw.

Dow 6 d. Lemat ten wynika z zasad kombinatoryki. Istotnie, podzbiér
zbioru A mozna okreslié, przyporzadkowujac jego elementom odpowied-
nio liczby 1 badZz 0 w zaleznosci od tego, czy zaliczymy dany element do
definiowanego podzbioru, czy nie. Stad podzbioréw zbioru A jest tyle, na
ile sposobéw mozemy dokonaé opisanego przyporzadkowania, czyli tyle, ile
jest kombinacji n-elementowych z powtérzeniami zbioru 2-elementowego,
a tych, jak uczy kombinatoryka, jest wlasnie 2", Q.E.D.

Opisana zalezno$¢ pomiedzy liczba elementéw zbioru A i liczbg elemen-
téw jego zbioru potegowego wyjasnia tez geneze symbolu 24 stosowanego
czasami na oznaczenie zbioru potegowego.
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5.4. Dzialania na zbiorach

Okredlimy teraz dzialania na zbiorach. Niech wiec dane beda zbiory
A i B. Przyjmujemy nastepujace definicje.

DEFINICJA 5.4.1. (1) Suma zbiordw A i B jest to zbiér AUB spetniajgcy
warunek

r€AUB «— z€ AVz € B,

czyli
AUB = {z:z€ AVz € B}.

(2) Przekréj (iloczyn, cze$é wspdlna) zbioréw A i B jest to zbidr AN B
spetniajocy warunek

r€EANB «— z€ ANz € B,

czyli
ANB ={z:2€ ANz € B}.

(3) Réznica zbiordw A i B jest to 2bidr A\ B spetniajgcy warunek
zr€A\B +— z€ ANz ¢ B,

czyli
A\B = {z:2€ ANz ¢ B}.
(4) Réznica symetryczna zbioréw A i B jest to zbiér A+ B spetniajgcy
warunek °

r€A+B— (rc ANz gB)V(zg€ ANz € B),

czyli
A+B ={z:(r€ ANz ¢gB)V(zr¢€ ANz € B)}.

Latwo zauwazy¢, ze A+ B = (A\ B)U (B \ A).

DEFINICIA 5.4.2. Zbiory A i B nazywamy roztgcznymi wtedy i tylko
wtedy, gdy AN B = 0.

LEMAT 5.4.3. Jesli zbiory A i B sq podzbiorami ustalonego zbioru U, to
AUB, ANB, A\ B oraz A+ B sq takze zawarte w U, cayli zbiér P(U) jest
zamkniety ze wzgledu na dziatania sumy U, przekroju N, réinicy \ i réznicy
symetrycznej .

8 W literaturze oznacza sie réznice symetryczna, takze symbolem A +~ B.
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Jesli ograniczamy sie do rozwazania podzbioréw ustalonego zbioru U
(zwanego wtedy przestrzeniag albo uniwersum albo zbiorem
uniwersalnym), to mozemy wprowadzié¢ jeszcze jedno dzialanie, a mia-
nowicie dope t nienie.

DEFINICJA 5.4.4. Dopelnieniem zbioru A w zbiorze (wzgledem zbioru)
(uniwersum) U nazywamy zbidr A’ spetniajgcy réwnosé

A=U\A={zecU:z¢gA}.

Zauwazmy, ze — w odréznieniu od wprowadzonych wyzej dzialah sumy,
przekroju, réznicy i réznicy symetrycznej — dzialanie dopelnienia nie ma
charakteru absolutnego, tzn. jest dzialaniem wzglednym, czyli wartoéé¢ dzia-
lania na danym argumencie A zalezy od uniwersum U, wzgledem ktérego
bierzemy dopelnienie. Dla przykladu zalézmy, ze przestrzeri U jest zbiorem
liczb rzeczywistych R. Wtedy dopelnienie Z' zbioru Z liczb calkowitych
jest réwne zbiorowi zlozonemu z liczb niewymiernych i z wymiernych liczb
niecatkowitych. 7 drugiej strony, jesli jako uniwersum przyjaé zbidér Z, to
dopetnienie Z' bedzie réwne §.

Graficzng ilustracja dziata na zbiorach sa tzw. diagramy Venna®. Po-
zwalaja one zilustrowaé wprowadzone dzialania nastepujgco:

A\B

® John Venn (1834-1923), logik angielski, jeden z pionieréw logiki matematycznej.
Wprowadzit on diagramy do logiki (w pracy z roku 1880 i nastepnie w ksigzce z 1881)
jako narzedzie do rozwigzywania probleméw logicznych. Diagramy Venna sa modyfikacja,
metody diagraméw zaproponowanej przez L. Eulera.
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Wprowadzone powyzej dzialania na zbiorach maja oczywiécie rozmaite
wlasnosci. Ich badaniem zajmuje si¢ tzw. algebra zbioréw. Udowodnimy
teraz kilka takich wlasnosci (pokazujac przy okazji typowe metody ich do-
wodzenia).

Zacznijmy od pokazania, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodzi
nastepujaca wlasnosé:

A\(BUC) = (A\ B)N(4\0).

Istotnie, niech z bedzie dowolny. Zalézmy, ze z € A\ (B U C). Z definicji
dzialan na zbiorach mamy: € AAz ¢ (BUC), co rtéwnowazne jest temu,
tex € AN-(x € BUC), czyliz € A oraz —=(z € BV z € C). Na mocy
praw De Morgana dla rachunku zdai jest to réwnowazne temu, ze: z € A
orazz € BAx ¢ C,czyliz € ANz ¢ BAz ¢ C, a zatem (na mocy
praw idempotentnoéci oraz lacznodci koniunkcji) réwnowazne wyrazeniu:
(r€ ANz € B)A(z € ANz & C), czyli (na mocy definicji dziatan)
wyrazeniu: x € (A\ B) N (A\ C). Poniewaz element z byt dowolny, zatem
powyzsze réwnowaznosci zachodza dla kazdego z. Stad, na mocy zasady
ekstensjonalnosci, otrzymujemy dowodzong wlasnoéé.

Zwykle zapisujemy powyzsze rozumowanie jako cigg réwnowaznosci
pewnych formul, tzn. w postaci nastepujacej (pamietajac, ze rozwazamy
dowolny ustalony element z):

t €A\ (BUC) «— z€ ANz & (BUC) +—
+—= 2z €AN-(z € BUC) ¢
+—+ 2z EAN-(z€BVz€EC)+—
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+——> 2 EAN(z¢BA2EC) +—
+— 2€ANTEANTEBATEC +—
+—r (z€ ANz g€ B)A(z€ ANz EC) ¢
+—> z€(A\B)Az € (A\C) +—
+—— z € (A\B)Nn(A\C).
W podobny sposéb dowodzi sie tez, ze dla dowolnych zbioréw A, B,C
A\ (BNC) = (A\B)U(A\C).
Udowodnione powyzej wlasnosci nazyAwa sie prawami De M organa
dla zbioréw.

TWIERDZENIE 5.4.5. Jezeli U jest danym uniwersum ¢ zbiory A oraz B
sq zawarte w U, to B\ A=BNA'

Dow 6 d. Nalezy pokazaé, ze dla dowolnego elementu z
r€B\A+ zeBnA.

W tym celu, na mocy tautologii rachunku zdan
(e = A (g—=p)] e (pea),
wystarczy pokazaé, z'é dla dowolnego elementu z
t€B\A—z€BNA oraz z€BNA —zeB\A

Niech wigc = bedzie dowolnym elementem. Zalézmy, ze € B\ A. Zatem,
na mocy definicji, z € Biz ¢ A. Stad z € Uyjz € Biz ¢ A Zatem
z € BAz € A, czyliz € BN A'. W ten sposéb udowodniliémy pierwsza
z implikacji. Aby udowodni¢ druga z nich, zalézmy, ze z € BN A'. Wtedy
na mocy definicjiz € Biz € A, czyliz € Biz ¢ A, zatem z € B\ A.

7 dowolnoéci elementu x mamy ostatecznie

Vz(zr € B\A+~ z € Bn4'),

co na mocy zasady ekstensjonalnosci daje réwnoé¢ B\ A = BN A'. Q.E.D.

Podstawowym twierdzeniem algebry zbioréw jest twierdzenie naste-
pujace:

TWIERDZENIE 5.4.6. Dla dowolnych podzbioréw ustalonego uniwersum U
zachodzg nastepujgce rownosci:
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(1) AUB = BUA, (1Y ANB=BnNA,
(2) AU(BUC)=(AUB)UC, (2) AN(BNC)=(ANB)NC,
(3) AU(BNC) = (3) AN(BUC) =
= (AUB)N(AUC), =(ANB)U(ANC),
(4) AUD = A4, 4) ANU = 4,
(6) ALU =U, (5) An®=0.

Dow 6 d. (1) Na mocy zasady ekstensjonalno$ci wystarczy pokazac, ze
dla dowolnego elementu z zachodzi réwnowaznosé

r€AUB & 2 € BUA,

czyli
reAVzeB < z€BVzeA.

Jest to jednak oczywiste na mocy prawa przemiennosci alternatywy

pVgegVp.

Podobnie — opierajac sie tym razem na prawie przemiennoéci koniunkcji —
otrzymujemy wlasnosé (17).

Wiasnosci (2) i (2’) dowodzimy podobnie, korzystajac teraz odpowied-
nio z praw lacznodci dla alternatywy i koniunkeji.

W dowodzie wlasnosci (3) wykorzystujemy prawo rozdzielno$ci alter-
natywy wzgledem koniunkgcji. Istotnie, na mocy tego prawa oraz definicji
dzialann mamy

z€AU(BNC)+— z€ AV(ze BNC) +—
«— z€AV(xzeBAzel)
+— (z€AVzEB)AN(z € AVz€C)+—>
+— ze€(AUB)Az € (AUCQC) +—
+—— z€(AUB)N(AUCQC).

Analogicznie — korzystajac tym razem z prawa rozdzielnosci koniunkcji
wzgledem alternatywy — dowodzimy prawa (3’).

Aby dowie$¢ wlasnoéci (4), wystarczy zauwazyé, ze tautologia jest for-
mula p V 0 < p, gdzie 0 oznacza dowolne zdanie falszywe, na przyklad zda-
nie z € @ (czyli innymi stowy alternatywa zdania p i zdania falszywego ma
te samg wartosé logiczng co zdanie p). Dla dowodu prawa (5°) korzystamy
z tautologii p A 0 + 0.
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Pozostaje zatem udowodnié prawa (4’) oraz (5). Zacznijmy od wiasnosci
(4’). Niech wiec z bedzie dowolnym elementem i przypusémy, ze z € A. Po-
niewaz zalozyliémy, ze A C U, wiec stad takze z € U. Zatem z € ANz € U,
czyli x € ANU. Na odwrét, jesli z € AN U, to z definicji przekroju
z € ANz € U. Na mocy prawa symplifikacji p A g — p i reguly odrywania
otrzymujemy stad =z € A. Obie te implikacje daja nam réwnoéé¢ (4°).

Dla dowodu réwnosci (5) zalézmy najpierw, ze z € U. Na mocy tau-
tologii ¢ — p V ¢ oraz reguly odrywania otrzymujemy z € AV zx € U.
Zatem mamy implikacje ¢ € U — =z € AV z € U. Na odwrét, niech
x € AUU. Wtedy z € A lub z € U. W pierwszym przypadku, tzn. gdy
z € A, na mocy generalnego zalozenia, iz A C U, mamy z € U. W dru-
gim przypadku, gdy zalozymy, iz ¢ € U, otrzymamy oczywiscie, na mocy
prawa tozsamosci, ze z € U. W kazdym wiec przypadku mamy z € U. Stad
implikacja € AUU — z € U, co dowodzi ostatecznie prawa (5). Q.E.D.

Wiasnosci (1) i1 (1) nazywaja sie odpowiednio prawem przemien-
nosci sumy i przekroju, wlasnosci (2) i (2’) nazywaja sie odpowied-
nio prawem lacznoéci sumy i przekroju, prawo (3) nazywa sie
prawem rozdzielno§ci sumy wzgledem przekroju, aprawo
(3') - prawem rozdzielno$§ci przekroju wzgledem sumy.

Zauwazmy, zZe na mocy praw przemiennosci mozemy pisaé po prostu
AJUAUA3U...UA, oraz AjNAyNA3N...N Ay, nie troszczac sie o roz-
mieszczenie nawiaséw, ktére jest tutaj obojetne i moze by¢é jakiekolwiek.
Dla ustalenia uwagi wyrazenia te rozumie¢ bedziemy jako

(((Al UAQ)UA3)U...)UAn oraz (...((A1ﬂA2)0A3)ﬂ...)ﬂAn.

Zachodza tu takze uog 6lnione prawa przemienno§ci sumy
i przekroju, tzn. prawa -

AlUAQU...UAn=AZ’1UA,'2U...UA

in

oraz

AiNAN...NA, =4;, NA4;,N...NA,,
gdzie 71,12, ...,%, to dowolna permutacja liczb 1,2,...,n, czyli ciag liczb
1,2,...,n ustawionych w dowolnej kolejnoéci bez powtérzen.

TWIERDZENIE 5.4.7 (prawa De Morgana). Dia dowolnych zbioréw A
1 B zawartych w uniwersum U zachodzq réwnosci

(AUB)Y =A'NnB' oraz (ANB) =A'"UB'.
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Dow 6 d. Pokazemy, ze (AU B)' = A’ N B'. Dowéd drugiej zaleznoéci,
tzn. (AUB)' = A'NB’, jest podobny (pozostawiamy go Czytelnikowi). Dla
dowolnego x € U mamy

ze (AUB) z & AUB +—

-(z € AUB) +—
(€ AVz € B)
rEANTE B+
z€eA NzeB +—

zre ANB.

[T111]

Q.ED.

TWIERDZENIE 5.4.8. Dodawanie i mnozenie zbiordw sq dziataniami
idempotentnymi, tzn. dla dowolnego zbioru A zachodzi: AU A = A oraz
ANA=A. Spelnione sq tez nastepujgce prawa pochtaniania:

AU(ANB)=4 AN(AUB) = A.

Dow 6 d.Idempotentno$¢ dodawania i mnozenia zbioréw wynikaja bez-
posrednio z praw idempotentnosci dla alternatywy i koniunkcji, tzn. z tauto-
logii: pVp ¢ p oraz pAp <+ p. Prawa pochlaniania latwo otrzymaé z definicji
odpowiednich dzialan i z tautologii: pV (p Agq) ¢ poraz pA (pV q) & p.

Q.E.D.

LEMAT 5.4.9. Przekrdj dwoch zbioréw jest zawarty w kazdym z czynni-
kéw. Suma dwoch zbiordw zawiera kazdy ze sktadnikow, tzn.

ANBCA i ANBCB

oraz
ACAUB i BCAUB.

Dow 6 d. Pierwsza czes¢ twierdzenia wynika z praw symplifikacji
PAq—>p oraz pAq—q,
druga natomiast z praw addycji

p—pVgqg i ¢g—pVyg.
Q.E.D.
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Zauwazmy na koniec naszych rozwazan, ze zaleznoSci podane w twier-
dzeniu 5.4.6 ustawione zostaly w pary. Wskazuja one na dualnos¢ operacji
sumy U i przekroju N oraz uniwersum U i zbioru pustego §. Latwo za-
uwazyé, ze jesli jakie§ twierdzenie algebry zbioréw, dajace si¢ zapisal za
pomoca dzialani U, N oraz dopelnienia ' 1 réwnoéci =, jest wnioskiem z wla-
snosci (1)-(5) oraz (1’)—(5’) twierdzenia 5.4.6, to wtedy réwniez twierdzenie
dualne do niego, czyli twierdzenie otrzymane przez zastgpienie U przez N
i na odwrét oraz U przez () i na odwrét, takze daje sie wyprowadzi¢ z wa-
runkéw (1)-(5) oraz (1°)—(5’) twierdzenia 5.4.6. Otrzymujemy w ten sposéb
nastepujace twierdzenie zwane zasada dualnosci dla algebry zbioréw: /

TWIERDZENIE 5.4.10 (zasada dualnodci). Twierdzenie dualne do twier-
dzenia algebry zbioréw jest takze twierdzeniem algebry zbiordw.

5.5. Algebry Boole’a

Algebra zbioréw rozwazana w poprzednim rozdziale jest szczegdélnym
przykiadem typu struktury czesto wystepujacego w rozmaitych dziedzi-
nach matematyki, a zwanego algebra Boole’a’. Definicja tego pojecia jest
nastepujaca:

DEFINICJA 5.5.1. Algebra Boole’a nazywamy strukture A postaci
<Aa Ua ﬁ, _707 1)7

gdzie A jest zbiorem, 0,1 € A oraz — jest dziataniem jednoargumentowym,
a U iN sg dziataniami dwuargumentowymi w zbiorze A, spetniajgcymi dla
wszystkich x,y,z € A nastepujgce réwnosci:

(B1) (prawa przemiennosci)

zUy=yUzx, zNy=yNux,
(B2) (prawa tgcznosci)
(zUy)Uz=xU(yUz), (zNy)Nz=zn(ynz),
(B3) (prawa rozdzielnosci)

zU(yNz)=(xUy)N(zUz), zN(yUz)=(nNy)U(zNz),

7 Od nazwiska matematyka angielskiego George’a Boole'a (1815-1864), jednego
z twércéw i pionieréw nowoczesnej logiki matematycznej.
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(B4) (prawa dla 0 7 1)
zUO0=2z, z2Nl=z,
(B5) (prawa dopetnienia)

ztU—z=1, zN—-z=0.

Dzialania U,N i — nazywane sa odpowiednio dodawaniem, mno-
zeniem i dopelnieniem (booleowskim). Réwnosci (B1)-(B5)
nazywamy aksjomatami algebry Boole’a.

Przykladem algebry Boole’a moze by¢ struktura

2 = ({0,1},V, A, =, 0, 1),

gdzie zbiér {0,1} to zbiér wartosci logicznych, a V, A, - to dzialania odpo-
wiadajace spéjnikom logicznym alternatywy, koniunkeji 1 negacji. Algebre
te nazywa si¢ algebra dw 6 jkow a.

Inny przyklad to algebra wszystkich podzbioréw danego zbioru U okre-
Slona nastepujaco: Niech U bedzie dowolnym danym zbiorem niepustym.
Rozwazmy strukture (P(U),U,N,’,0,U), gdzie P(U) jest rodzing wszyst-
kich podzbioréw zbioru U, a U,N,’ sa dzialaniami sumy, przekroju i do-
peinienia (do uniwersum U) podzbioréw zbioru U. Latwo spostrzec, ze
w strukturze takiej spelnione sg wszystkie aksjomaty algebry Boole’a (por.
twierdzenie 5.4.6 z poprzedniego paragrafu).

Zauwazmy, ze w definicji algebry Boole’a nie korzysta sie z symbolu €;
intuicyjnie jednak zmienne z,y itd. rozumie si¢ jako zmienne przebiegajgce
nazwy zbioréw. Mozna powiedzieé, ze aksjomaty algebry Boole’a charakte-
ryzuja dzialania U, N i’, nie uzywajac pojecia nalezenia €.

Pokazemy teraz, ze w kazdej algebrze Boole'a A = (4,U,N,—,0,1)
prawdziwe s3 nastepujace réwnosci:

(B6) zUz=2, zNz=uz,

(B7) zul=1, zn0=0

dla kazdego z € A. Istotnie mamy
z=zU0=zU(zN—-2)=(zUz)N(zU—-z)=(zUz)N1=2zUx.

Korzystamy tu po kolei z praw (B4), (B5), (B3), (B5) i (B4). W ten sposéb
otrzymali$émy pierwsza z réwnosci (B6). Dowdd drugiej jest nastepujacy:

z=zNl=zN(zU—-z)=(zNz)U(zN—-z)=(zNz)U0=2N<.
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Jak widaé, przebiega on podobnie jak dowdd pierwszej réwnosdci, z tym ze
zastapiliémy wszedzie 0 przez 1, 1 przez 0, U przez N i N przez U. O dowo-
dach takich méwimy, ze s3 dualne.

Udowodnijmy teraz pierwsza z réwnoéci (B7). Mamy

zUl=zU(@xU—-2)=(zUz)U-z=2U—z=1

Korzystamy tutaj z praw (B5), (B2), (B6) i jeszcze raz (B5). Dowéd drugiej
z réwnosci (B7) jest dualny.

Przyklady te pokazuja pewna ogdlniejsza wlasno$é. Ot6z niech ¢ bedzie
zdaniem sformulowanym w jezyku algebry Boole’a, tzn. zdaniem zawiera-
jacym zmienne, stale 0 i 1, symbole dzialahh U,N,’ oraz symbol réwnosci
i spéjniki logiczne. Niech ¢? oznacza zdanie otrzymane ze zdania ¢ przez
konsekwentne zastgpienie 0 przez 1, 1 przez 0, symbolu U przez N, a symbolu
N przez U. Tak otrzymane zdanie ¢ nazywamy dualizacj a zdania ¢.

Niech A = (A,U,N, —,0,1) bedzie algebra Boole’a. Strukture A% po-
staci (4,N,U, —, 1,0) nazywamy algebr g dualn g do algebry A. Latwo
zauwazyé, ze jeSli zdanie ¢ jest prawdziwe w algebrze A, to zdanie dualne
% jest prawdziwe w algebrze dualnej A% W konsekwencji struktura A%
jest tez algebra Boole’a. Istotnie, jezeli ¢ jest jednym z aksjomatéw algebry
Boole’a, to zdanie % jest tez aksjomatem algebry Boole’a, a wiec ¢ jest
prawdziwe w A. Stad zdanie ¢%, czyli zdanie ¢, jest prawdziwe w A

Zachodzi teraz nastepujace twierdzenie, ktére jest bardzo uzytecznym
narzedziem w dowodzeniu rozmaitych zaleznosci dla algebr Boole’a:

TWIERDZENIE 5.5.2 (zasada dualno$ci). Jezeli zdanie ¢ w jezyku
algebr Boole’a jest prawdziwe w kazdej algebrze Boole’a, to zdanie % jest
tez prawdziwe w kazdej algebrze Boole’a.

Dow 6 d. Zaléimy, ze zdanie ¢ jest prawdziwe w kazdej algebrze
Boole’a. Niech A bedzie dowolng dana algebra Boole’a. Zatem struktura
A¢ jest takze algebra Boole’a. Na mocy zalozenia, zdanie ¢ jest prawdziwe
w A4, a stad ¢? jest prawdziwe w algebrze A%, czyli w algebrze A. Q.E.D.

Z zasady dualno$ci i twierdzenia o pelnoéci logiki pierwszego rzedu,
ktére jest podstawowym twierdzeniem logiki matematycznej, wynika, ze
dualizacja ¢? kazdego zdania ¢ sformulowanego w jezyku algebr Boole’a
i bedacego konsekwencja (tzn. dajacego sie wydedukowaé z) aksjomatéw al-
gebry Boole’a jest takze konsekwencja tych aksjomatéw. W zwiazku z tym
wystarczy zawsze udowodnié¢ tylko jedno z pary zdan dualnych. Dodajmy
jeszcze, ze stosowanie tej zasady wymaga jednak pewnej ostroznoéci. Otéz
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mozna jg stosowal tylko w odniesieniu do zdan o opisanej powyzej budo-
wie, tzn. zawierajacych tylko okre§lone symbole. Zauwazmy tez, ze zasada
dualnosci, sformutowana na koiicu poprzedniego paragrafu (w odniesieniu
do algebry podzbioréw danego zbioru U), jest szczegélnym przypadkiem
udowodnionej ogélnej zasady dualnosci.

Na koniec udowodnimy jeszcze kilka praw dotyczacych dzialania dopel-
nienia w algebrach Boole’a. Zacznijmy od nastepujacego prawa:

(B8) zUy=1AzNy=0— —z=1y.

Poniewaz y = —z spelnia obie réwnosci po lewej stronie powyzszej impli-
kacji, wigc sens prawa (B8) mozna wystowié, méwiac, ze —z jest jedynym
elementem y, takim ze zUy =11z Ny = 0.

Dla dowodu prawa, (B8) zalézmy, ze zUy = 1 Az Ny = 0. Mamy wtedy

—z=—2Nl=—-zN(zUy) =
= (—zNz)U(-2zNy)=0U(—zNy) =—-zNy,
y=yNl=ynN(zU-z)=
= (yNz)U(yN—-z)=0U(yN—z) =y N —=z.
Stad, na mocy praw przemiennosci (B1), otrzymujemy: —z = y.

Udowodnijmy jeszcze nastepujace prawa:
(B9) —0=1,-1=0,
(BlO) —(—iE) =T,
(B11) —(zUy)=—-zN—-y, —(zNy)=—-zU—y.

Prawa (B11) nazywamy prawami De Morgana dla algebry
Boole’a (podane w poprzednim rozdziale prawa De Morgana, dla zbioréw
sg szczegblnym przypadkiem tych praw).

Dla dowodu (B9) wystarczy zauwazyé, ze réwnoci 0U1=1i0N1=0
sg prawdziwe na mocy (B7) i (B4). Zatem, opierajac sie na implikacji (BS8),
otrzymujemy bezpoérednio (B9). Podobnie (B10) wynika z (B5). Aby do-
wies¢ (B11), zauwazmy, zZe

(zUy)U(—zN—-y)=(zUyU—-z)N(zUyU—-y)=1N1=1

oraz
(zUy)N(—zN-y)=(zN-2zN—-y)U(yN~-zN—y)=0U0=0.

Korzystajac z tych réwnosci oraz z prawa (B8), otrzymujemy pierwsze
z praw (B11). Dowdd drugiego z praw (B11) jest dualny.
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Zwigzek miedzy algebrami Boole’a i algebrami wszystkich podzbioréw
jakiego$ zbioru podaje nastepujace twierdzenie Stone’a:

TWIERDZENIE 5.5.3 (twierdzenie Stone’a). Kazda algebra Boole’a A

jest wzomorficzna z podalgebrg algebry wszystkich podzbioréw pewnego zbio-
ru U.

Zadania

1. Wymieni¢ elementy nastepujacych zbioréw:
a) 0,

b) {0},

c) {{0},0},

d) {{a},a,b},

e) {{a},a,0},

f) {z € N:n < 10},

g) {z € R:22% -3z +1#0},
h) {zxeR:2?+1=0},

i) {zeC:22+1=0}.

2. Pokazag, ze:

a) {a,a,b,b} = {b,a},
b) 0 # {0},

c) PCh,

d) 0 G {0},

e) {0} # {{0},0}.

3. Jakie zwiazki pomiedzy obiektami a, b, ¢, d muszg zachodzi¢, aby spelnione byly
nastepujace réwnosci:

a) {a,b,c} = {a,b,d},

b) {{a},{b,c}} = {{d},{c,d}},

c) {{a,b},c} = {{a},{d}},

d) {{a},{b}} = {{0}}.

Uwaga: rozwazy¢ tez przypadek, gdy ktéry$ z obiektéw a,b,c,d to 0.

4. Zakladajac, ze rézne male litery oznaczaja rézne obiekty, wyznaczy¢ zbiory
AUB, ANB, A\ BiB\A, gdy

a) A ={a,b,c}, B = {a,c,d},

b) A ={a,b,c}, B ={c},

C) 4= {0}’ B = {@, {0}}a

d) A={neN:2n}, B={neN:2|(n+1)},
e) A={n€Z:2n}, B={neN:2n}.
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5. Znalezé sume, przekréj oraz réznice A\ B i B\ A nastepujacych zbioréw:
a) A={zeR:z21}, B={reN:z>2}
b) A={z€Z:z> -2}, B={reN:z <10},
) A={ze€R:2>+2}, B={zeR:z <2}
6. Zbadaé, czy pomiedzy zbiorami A i B zachodzi w ktora$ ze stron relacja inkluzji:
a) A=4, B = {a,b},
b) A ={a}, B = {{a}, {{a}}},
¢) A={z€R:2*-1=0}, B={zeR:2? -2z +1=0},
d) A={zeN:z%> 3}, B={zeN:z%>09},
e) A={z e R:|z| > 1}, B={zeN:z>1},
f}) A = zbidr trapezéw, B = zbiér réwnoleglobokéw.

7. Udowodni¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C, D prawdziwe s3 nastepujace
réwnoéci:

a) (ANBYU(ANDB')=A4,

b) AN(B\ A) =90,

c) (AUB)\C =(A\C)U(B\C),

d) A\ (BUC) = (4\B)\C,

e) A\(B\C)=(A\B)U(ANC),

f) (A\B)NC'=AnBUCY,

g (A\B)UC =[(AUC)\ BlU(BNC),

h) (A\B)N(C\D)=(ANC)\ (BUD).

8. Dowieéé, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C, D prawdziwe s3 nastepujace réw-
nosci:

a) A+ B=(AUB)\(ANB),

b) A+ B=B+ A,

c) A+ A=0,

d A+B)+C=A4A+(B+0),

e) AUB+C)=(AUB)+(AUQC),

fy AN(B=C)=(ANnB)+(ANnC).

9. Sprawdzié, czy zachodza nastepujace zwigzki (jesli nie zachodza, znalezé kontr-
przykiad):

a) (A'NBYNA=A,

b) (ANB)U(CND)=(AuC)Nn(AUuD)N(BUC)N(BUD),

c) AN(B\C)=(A\C)\(B\C),

d) (A\B)\C=(A\B)U(ANC),

e) A+ (A+B) =B,

f) AUB=(A+B)U(ANB),

g) A+ B=0+ (A=B),

h) BCA— (A\BYUB=A4,

i) BCA—- AN(BUC)=BuUu(AnC.
10. Korzystajac z réwnosci podanych w twierdzeniu 5.4.6 udowodnié nastepujace
réwnosci:
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a) (ANCYU(BNCNA)=ANC,
b) AU(B\C)=(AUB)N(A\C),
¢c) (AnB)uC)NB=(BNnC)U (AN B), ‘
d) (ANBYUANC)U(BNC)=(AcupB)N(AUCYN(BUCQ).
11. Dowie$¢é nastepujacych implikacji i réwnowaznosci:
a) ACB—-ANCCBNC,
b) ACB—>AUCCBUC,
c) ACB—-C\BCC\A4,
d) ACBACCD—-ANCCBND,
e) ACBACCD—»AUCCBUD,
fy ACBNC++ ACBAACC,
g) ANBCC+ AC(B'UC).

12. Znale7¢ wszystkie podzbiory nastepujacych zbioréw:

a) {a,b,c,d},

b) {{a},a,0},

) {{{a}},{a},a},

d) {{a,b,c},{a,b},{a},a}.
13. Ile istnieje dwuelementowych podzbioréw zbioru 10-elementowego? Ile istnieje
trzyelementowych podzbioréw takiego zbioru? Ile istnieje k-elementowych pod-
zbioréw zbioru n-elementowego (k < n)? (Wskazdwka: skorzystaj z podrecznika
omawiajacego podstawy kombinatoryki).



Rozdzial 6

Relacje

6.1. Wprowadzenie. Definicja relacji

W jezyku potocznym stowem relacja okreéla sie zwigzek pomiedzy
Jakimi$ rozwazanymi obiektami. Méwimy wiec na przyklad, ze dwie proste
l1 11l sa réwnolegte, ze liczba naturalna y jest podzielna, przez liczbe na-
turalng z (lub ze z dzieli y) czy ze Adam Kowalski jest starszym bratem
Zosi Kowalskiej lub ze Poznaii lezy miedzy Berlinem a Warszaws. Oczy-
wiscie takie potoczne okreslenie relacji jako zwigzku miedzy obiektami nie
wystarcza w matematyce. Stad potrzeba uscislenia tego pojecia i oparcia
go na jakims solidniejszym fundamencie. Tym fundamentem bedzie dla nas
pojecie zbioru.

Aby zdefiniowaé precyzyjnie pojecie relacji potrzebne bedzie pojecie
pary. Wyrézniamy pary nieuporzadkowane i pary uporzadkowane. Otéz
przez par ¢ nieuporzadkowan a (krétko: pare) elementéw z i Y
rozumieé¢ bedziemy zbidr ztozony doktadnie z z i y, tzn. zbiér {z,y}. Oczy-
wiscie, na mocy zasady ekstensjonalnosci: {z,y} = {y,z} oraz {z, 2z} = {z}.
Przez pojecie pary uporzadkowanej rozumieé bedziemy obiekt, oz-
naczany jako (z,y), zlozony z dwéch elementéw, ale taki ze istotne jest,
ktory element jest pierwszy, a ktéry drugi. Postulujemy zatem, by poje-
cie pary uporzagdkowanej spelnialo warunek: (z,y) = (u, v) wtedy i tylko
wtedy, gdy = = u i y = v. Obiekt o takich wlasno$ciach mozna okreglié¢ na
rézne sposoby. W tym wyktadzie przyjmiemy nastepujaca definicje:

DEFINICJA 6.1.1. Para uporzadkowana (z,y) nazywaé bedziemy
z2bior {{z},{z,y}}. Element z nazywamy pierwsza wspolrzedng, a element
y druga wspéirzedng pary (z,y) 1.

! Definicja ta pochodzi od polskiego matematyka Kazimierza Kuratowskiego
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Okazuje sie, ze podana tu definicja Kuratowskiego spelnia warunki
nakladane na pojecie pary uporzadkowane;j.

TWIERDZENIE 6.1.2. Para uporzqgdkowana (x,y) jest wyznaczona jedno-
znacznie przez elementy = i y. Ponadto (z,y) = (u,v) wtedy ¢ tylko wtedy,
gdy T =u oraz y = v.

Dow 6 d. Jednoznaczno$é wynika z definicji pary uporzadkowanej oraz
z zasady ekstensjonalnosci. Dla dowodu drugiej czesci twierdzenia zaldz-
my najpierw, ze z = u i y = v. Wtedy oczywiscie {z} = {u} oraz
{z,y} = {u,v}, a w konsekwencji takze {{z}, {z,y}} = {{u}, {u,v}}, czyli
(z,y) = {u,v). Na odwrdt, zalézmy, ze (z,y) = (u,v). Rozréznimy dwa
przypadki: (I) v = v oraz (II) v # v. W przypadku I mamy: (u,v) =
= {{u}, {u,v}} = {{u}, {w,u}} = {{u}}. Zatem (z,y) = {{z},{z,y}} =
= {{u}}. Stad {z} = {z,y} = {u}. A wiec z = y = u = v. W przypadku II
zgodnie z zalozeniem u # v. Zatem zbiér {u,v} ma dwa elementy, a wigc
{z} # {u,v}. Stad {u,v} = {z,y} oraz {u} = {z}. Czyli u = z i skoro
{z,v} = {z,y}, zatem v = y. Q.E.D.

Majac pojecie pary uporzadkowanej, mozemy (przez indukcje wzgledem
n) zdefiniowaé ogélne pojecie n-ki (n > 2) uporzadkowanej. Krok induk-
cyjny wyglada nastepujaco:

<.’L‘1,.’BQ, v ,.’L‘n+1) = ((.’El,xz, P 7xn>7$n+1>-

DEFINICJA 6.1.3. Niech dane bedg dwa zbiory X ¢ Y. Produktem
(iloczynem) kartezjafskim zbiordw X ¢ Y nazywamy 2bior

XxY={{zy :zeXAyeY}

Podobnie definiujemy produkt kartezjaniski X; x ... x X, n zbioréw
X100, Xn.

Potocznie relacje rozumie si¢ — jak to wskazywaliSmy powyzej — jako
zwigzek elementéw, ale nic nie stoi na przeszkodzie, aby na uzytek mate-
matyki relacje utozsamié ze zbiorem par, tréjek itd. elementéw polaczonych
tym zwiagzkiem.

Pojecie n-ki uporzadkowanej pozwala na zdefiniowanie w sposéb precy-
zyjny ogélnego pojecia relacji.

(1896-1980), a podana zostala w pracy Sur la notion de l'ordre dans la théorie des
ensembdles, Fundamenta Mathematicae 2, 1921, 161-171.
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DEFINICJA 6.1.4. Niech n > 2. Relacja n-czlonowa nazywamy do-
wolny zbidr, kidrego elementami sq n-ki uporzqdkowane. Mdwimy, ze re-
lacja n-cztonowa R jest relacjg w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy R jest
zbiorem n-ek uporzgdkowanych elementéw X, tzn. RC X x ... x X.

n razy

Gdy n = 2, to méwimy o relacjach binarnych, gdy n = 3 — o re-
lacjach ternarnych. Jesli dopusci¢ pojecie 1-ki uporzadkowanej (ktéra
utozsami¢ mozna po prostu z elementem), to méwié¢ mozna tez o relacjach
1-czlonowych (zwanych relacjami unarnymi). Pojecie to pokrywa sie
jednak z pojeciem zbioru.

6.2. Relacje binarne i ich wlasnosci. Dzialania
na relacjach binarnych

Od tej pory ograniczymy sie do rozwazania tylko relacji binarnych.
Zamiast (z,y) € R pisa¢ bedziemy po prostu zRy.

DEFINICJA 6.2.1. Niech R bedzie relacjg binarng, to znaczy podzbiorem
zbioru X x Y. Dziedzing lewostronng relacji R nazywamy zbiér?

Dp = {z: 3y (zRy)},

a dziedzing prawostronng nazywamy zbidr

b= {y: 30 (aRy)}.

Sume Dr U D} nazywamy polem relacji R.
Jesli relacja R jest n-czlonowa (n > 3), to méwimy o i-tej dziedzinie
relacji R (1 < 4 < n) i okre§lamy ja analogicznie.

Jezeli R C X x X, to relacje R nazywamy relacja w zbiorze X. La-
two zauwazy¢, ze podana na poczatku jako przyklad relacja réwnoleglosci
prostych moze by¢ rozumiana jako relacja binarna w zbiorze X wszyst-
kich prostych na danej plaszczyinie. Wtedy Dg = D% = X. W pray-
padku relacji podzielnoéci mamy do czynienia z relacja binarng w zbio-
rze N liczb naturalnych. Dziedzing lewostronna jest zbiér N, a prawo-
stronng zbiér N\ {0} (zbiér N pozbawiony liczby 0). W trzecim przykladzie,

? W literaturze spotkaé¢ mozna tez termin dziedzina na okreslenie tego, co nazwa-
liémy tutaj dziedzina lewostronna i termin przeciwdziedzina na okreslenie dziedziny
prawostronne]j. Uzywa sig tez czasami innych symboli. I tak dziedzing lewostronng relacji
R oznacza sig takze jako D(R), a dziedzing prawostronna jako D*(R) czy jako D(R).
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tzn. w przypadku relacji R bycia bratem, mamy relacje w zbiorze wszyst-
kich ludzi. Dziedzina lewostronna Dpg jest teraz réwna zbiorowi wszystkich
mezczyzn majacych rodzenstwo, a dziedzina prawostronna D — zbiorowi
wszystkich ludzi majacych brata.

Dla relacji binarnych okre§limy teraz szereg wlasnosci, ktére pozwola
wyréznié w dalszym ciggu rézne typy relacji wazne ze wzgledu na role, jaka
pelnia one w matematyce.

DEFINICJA 6.2.2. Niech R bedzie relacjq w zbiorze X, to znaczy zachodzi
R C X x X. Méwimy, ze relacja R jest’:

(1) zwrotna wtedy ¢ tylko wtedy, gdy Yz € X (zRx),

(2) przeciwzwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy Vz € X —-(zRx), czyli
innymi stowy -3z € X (zRzx),

(3) niezwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy ~Vz € X (zRzx), czyli innymi
stowy 3z € X =(zRx), '

(4) symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy

Vz € XVy € X (zRy — yRz),
(5) przeciwsymetryczna (asymetryczna) wtedy i tylko wtedy, gdy
Vz € X Vy € X (xrRy — —yRz),

(6) antysymetryczna (stabo antysymetryczna, na wpél przeciwsyme-
tryczna) wtedy i tylko wtedy, gdy

Vz € XVy € X (ztRy NyRz — z = y),
(7) przechodnia wtedy i tylko witedy, gdy
Ve e XVye XVze X (zRy ANyRz — zRz),
(8) spéjna wtedy i tylko wtedy, gdy
Vz € XVy e X (zRyVyRz Vz=y),

(9) diagonalna wtedy i tylko wtedy, gdy

Vz € X [xRx AVy € X (y # z = ~zRy A —-yRz)],
(10) totalna wtedy i tylko wtedy, gdy Vz € X Vy € X (zRy).
3 Poniewaz terminologia w zakresie wlasnosci relacji nie jest jednoznacznie ustalona,

podajemy tu, obok nazw, ktére beda uzywane dalej, takze nazwy, ktdre mozna spotkaé
w innych podrecznikach.
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Przykladem relacji zwrotne] jest relacja identycznosci = w dowolnym
danym zbiorze X czy relacja podzielnosci | w zbiorze N\ {0}.

Przeciwzwrotna jest relacja mniejszo$ci < w zbiorze R liczb rzeczywi-
stych i relacja ojcostwa w zbiorze wszystkich ludzi. Relacja mniejszosci <
jest tez przykladem relacji niezwrotne;.

Przyktadem relacji symetrycznej moze by¢ relacja réwnoleglosci || w zbio-
rze prostych na danej plaszczyznie.

Jako przyklad relacji przeciwsymetrycznej mozna podaé relacje bycia
wigkszym > w zbiorze liczb rzeczywistych R oraz relacje bycia dwukrotno-
Scig w zbiorze N\ {0}, czyli relacje zRy <> = = 2y.

Antysymetryczne s3 dla przykladu relacja < w zbiorze R oraz relacja
inkluzji C w dowolnej danej rodzinie zbioréw.

Przyktadem relacji przechodniej moze byé relacja podzielnosci | w zbio-
rze N i relacja inkluzji C w dowolnej danej rodzinie zbioréw.

Jako przyklad relacji spéjnej mozna podaé relacje < w zbiorze R.

Wreszcie przykladem relacji diagonalnej jest relacja réwnosci = w do-
wolnym danym zbiorze, a przykladem relacji totalnej ~ relacja okreslona
jakoz =y Vzx #y.

Na relacjach mozna wykonywaé¢ pewne dzialania. Poniewas relacje sa
specjalnymi zbiorami (tzn. zbiorami par czy ogélnie n-ek uporzadkowa-
nych), wiec w szczegélnosci okreslone sa dla nich w zwykly sposéb takie
dzialania, jak suma, przekréj, réznica, réznica symetryczna czy wreszcie
dopelnienie. I tak na przyklad sume¢ RUS relacji RiS w zbiorze X
okreslamy nastepujaco:

(z,y) ERUS ¢ (z,y) € RV (z,y) € S.

Innymi stowy z(RU S)y <> zRy V £Sy. Podobnie dla przekroju RN S
mamy

(z,y) e RNS « (z,y) € RA(z,y) € S.

Zatem z(R N S)y <> zRy A zSy. Analogicznie definiujemy r 6 z nic e,
réznice symetryczng oraz dope l nienie relacji.

Istnieja jednak dwa dzialania specyficzne dla relacji (tzn. nie majace
swych odpowiednikéw dla zwyklych zbioréw). Sg to dzialania konwersu
(relacji odwrotnej) i iloczynu wzglednego (ztozenia relacji).

DEFINICJA 6.2.3. Niech R i S bedg relacjami w zbiorze X. Konwersem
relacji R nazywamy relacje R okreslong wzorem a:Ry < yRx.
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lloczynem wzglednym (zlozeniem) relacji R 1 S nazywamy relacje Ro S
okreslong nastepujgco:

z(Ro S)y +» 3z € X [zRz A zSy].

Latwo zauwazy¢, ze na przyklad sumgy relacji bycia ojcem i relacji bycia
matka w zbiorze wszystkich ludzi jest relacja bycia rodzicem, natomiast
przekrojem relacji < i relacji > w zbiorze R liczb rzeczywistych jest relacja
identycznoéci =. Konwersem relacji podzielnoéci jest relacja bycia podziel-
nikiem, a iloczynem wzglednym relacji bycia zong i relacji bycia synem jest
relacja bycia synowa.

Relacje na zbiorach skoniczonych mozna reprezentowaé za pomocs dia-
graméw i za pomoca macierzy. '

Niech wiec dana bedzie relacja R = {(a,b), (a,c), (g, a), {c,b)}. Wyrdz-
nijmy na plaszczyznie punkty odpowiadajace elementom a,b i ¢, a nastep-
nie polaczmy strzalkami te punkty, pomiedzy ktérymi zachodzi relacja R.
Otrzymujemy nastepujacy rysunek, ktéry nazywaé bedziemy diagramem
relacji R

Podobnie diagramem relacji R = {(b,a), (b, b), (b, ¢}, (c, b}, (c, ¢}, {(c,a)}
bedzie rysunek
b Q

g ]
.

Relacje na skonczonym zbiorze mozna tez reprezentowaé za pomoca ma-
cierzy. To, ze relacja zachodzi pomiedzy elementami z i y zaznaczamy, pi-
szac 1 na skrzyzowaniu wiersza odpowiadajacego z i kolumny odpowiadaja-
cej y, a symbol 0, jesli relacja miedzy nimi nie zachodzi. Zgodnie z tym
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macierz pierwszej z rozwazanych powyzej relacji wygladac bedzie nastepu-
jaco:

ab c
a1l 11
bi0 00
010

Macierz odpowiadajaca drugiej relacji bedzie taka

abc
2000
b1 11
111

Niektdére wlasnoéci relacji mozna latwo zinterpretowaé, postugujac sie
diagramem lub macierzg danej relacji. Tak na przyklad relacja R jest sy-
metryczna, je$li — dla dowolnych elementéw x i y — albo strzalce biegnacej
z ¢ do y towarzyszy strzalka z y do z, albo tez nie sg one polaczone zadng
strzaltka. Zwrotno$é ilustruje ,petelka” na kazdym punkcie. Latwo tez po-
daé interpretacje przeciwsymetrii i przeciwzwrotnosci, a takze diagonalnosci
1 totalnosci (pozostawiamy to Czytelnikowi jako latwe ¢wiczenie). '

Przy przedstawieniu macierzowym relacji, zwrotnos¢ wyraza sie tym, ze
na gléwnej przekatnej wystepuja same jedynki, a symetria jako symetria
macierzy wzgledem gléwnej przekatnej. Relacja jest diagonalna, gdy jej
matryca jest diagonalna, tzn. gdy na gléwnej przekatnej wystepuja same
jednynki, a poza przekatng same zera (stad tez pochodzi nazwa tej wlasno-
§ci relacji).

6.3. Relacje réwnowaznosci

DEFINICIA 6.3.1. Niech R bedzie relacjqg binarng w zbiorze X, czyli
R C X x X. Mowimy, ze R jest relacja réwnowaznosci wtedy i tylko wiedy,
gdy R jest

(1) zwrotna, tzn. Vz € X (zRx),

(2) symetryczna, tzn. Vx € X Vy € X(zRy — yRz),

(3) przechodnia, tzn. Vz € X Vy € X Vz € X(zRy ANyRz — zRz).

Oto kilka przykladéw relacji réwnowaznosci:

(1) relacja identycznoséci = w dowolnym zbiorze X,
(2) relacja podobiefistwa w zbiorze wszystkich figur geometrycznych na
danej plaszczyznie,
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(3) relacja =,, przystawania modulo n w zbiorze liczb catkowitych Z dla
dowolnego danego n € N, tzn. relacja

z=ye r-—y=n-2) onl(z-y),

(4) relacja zamieszkiwania w tym samym budynku wsréd mieszkancéw
Poznania.

Zamiast ,relacja réwnowazno$ci” méwi sie czasami ,relacja réwnowaz-
noéciowa” lub ,relacja réwnosciowa”. Jesli R jest relacjg réwnowaznosci, to
zamiast R pisze sie czasami ~ lub ~.

DEFINICJA 6.3.2. Niech R bedzie relacjg réwnowaznosci w zbiorze X
i niech z € X. Klasg abstrakcji (klasa réwnowaznosci) elementu x wzgledem
relacji R nazywamy zbior [z]gr = {y € X : zRy}.

Jesli wiadomo, o jaka relacje chodzi, to czasami bedziemy opuszczali
wskaznik R i pisali po prostu [z]. _
Nastepujace twierdzenie podaje podstawowe wlasnosci klas abstrakcji:

TWIERDZENIE 6.3.3. Niech R bedzie relacjg rownowazno$ci w niepu-
stym zbiorze X. Wtedy dla dowolnych elementow z,y,z € X

(1) z € [z]r,

(2) [z]r = [y]r wtedy i tylko wtedy, gdy xRy,

(3) jesli [z]r # [y]r, to [z]r N [ylr = 0.

Dow 6 d. Wlasnoéé¢ (1) wynika bezposrednio z zalozonej zwrotnoéci
relacji R.

Dla dowodu wlasnosci (2) zalézmy, ze [z]p = [y]g. Zatem, na mocy
wlasnoéci (1), z € [y]r, czyli yRz, a stad oczywiscie zRy. W ten sposéb
pokazali$my implikacje w prawo. Dla dowodu implikacji odwrotnej zaldzmy,
ze TRy i niech z bedzie dowolnym elementem X. Jesli z € [z]g, to zRz,
czyli takze zRx. Ale z zalozenia xRy. Z wlasnosci przechodnio$ci relacji
R mamy zatem zRy, czyli z € [y]r. Pokazaliémy wiec, ze [z]gp C [y]r.
Podobnie dowodzi sie inkluzji odwrotnej. Ostatecznie wiec jeéli zRy, to
[z]r = Y]

Aby dowie$é wlasnodci (3), zalézmy, ze [z]r # [y]r. Przypusémy (dla
dowodu nie wprost), ze [z]g N [y]r # 0. Niech z € [z]gN[y]r. Stad z € [z]r
iz € [ylr, czyli zRz i yRz, a zatem zRz i 2Ry, a wiec zRy. Stad, na mocy
wlasnosci (2), mamy [z]gr = [y]r, co jednak jest sprzeczne z zalozeniem.
Ostatecznie wiec jesli [z]r # [y]r, to [z]r N [y]r = 0. Q.E.D.
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Dla relacji réwnowaznosci zachodzi nastepujace wazne twierdzenie ma-
jace liczne zastosowania w matematyce, w szczegblnoéci do definiowania
nowych poje¢. Jest ono konsekwencja poprzedniego twierdzenia.

TWIERDZENIE 6.3.4 (zasada abstrakcji). Kazda relacja réwnowaznosci
R w niepustym zbiorze X ustala podzial zbioru X na roztgczne i niepuste
podzbiory (mianowicie na klasy abstrakcji) w taki sposéb, ze dwa elementy
z,y zbioru X nalezg do tego samego podzbioru wtedy i tylko wtedy, gdy
zRy.

Zbior wszystkich klas abstrakcji relacji R w zbiorze X oznacza sie
przez X/R.

Prostym przykladem zastosowania zasady abstrakcji do definiowania
nowych poje¢ moze by¢ definicja kierunku na danej plaszczyznie. Ot6z niech
X bedzie zbiorem wszystkich prostych na danej plaszczyznie Q i niech R be-
dzie relacja réwnolegloéci w zbiorze X, tzn. dla dowolnych dwéch prostych
l1 ily plaszczyzny Q zachodzi [y Rly wtedy i tylko wtedy, gdy I1 || lo. Kie-
runek na plaszczyznie (Q mozemy teraz okresli¢ jako klase abstrakeji relacji
R w X. Bardziej skomplikowanych (technicznie) przykladéw zastosowania
zasady abstrakcji dostarczajg konstrukcje zbioru Z liczb calkowitych na
bazie zbioru N liczb naturalnych i konstrukcja zbioru Q liczb wymiernych
na bazie zbioru Z liczb calkowitych, czy wreszcie konstrukcja zbioru R liczb
rzeczywistych na bazie zbioru Q liczb wymiernych?.

Istnieje takze wlasnoéé niejako odwrotna do zasady abstrakcji, tzn.
kazdy podzial {X; : i € I} danego zbioru X, czyli taka rodzina parami
rozlacznych zbioréw X; C X, ze ich suma réwna si¢ X, wyznacza relacje
réwnowaznosci B w X, taka ze jej klasy abstrakcji pokrywaja sie ze zbiorami
X; stanowiacymi podziat zbioru X. Istotnie, wystarczy przyjaé, ze

zRy & el(zeX; Ny € X;)

dla dowolnych z,y € X.

Latwo zauwazy¢, ze jedli relacja R jest relacja réwnowaznoéci, to jej
ograniczenie do ktorej$ z klas abstrakcji (tzn. podzbiér tej relacji, bedacy
klasa abstrakcji) bedzie relacja totalna. Oczywiscie relacja totalna jest za-
wsze relacja réwnowaznoSci.

* Znale#¢ je mozna na przyklad w ksigzce R. Murawskiego i K. Swirydowicza, Wstep
do teorii mnogosci, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznati 2005, paragraf 4.4. Por. tes
zadania 21, 22 i 23 ponizej.
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Diagram relacji réwnowazno$ci w zbiorze skoficzonym (jesli rozpatry-
wana relacja nie jest totalna) sklada sie z izolowanych podzbioréw, z kto-
rych kazdy jest podrelacja totalng relacji wyjsciowej.

Zadania

1. Kiedy para (a,b) jest zbiorem jednopunktowym?

2. Znalezé iloczyn kartezjanski A x B nastepujacych zbioréw AiB:
a) A={a,b}, B=/{cd,e},
b) A ={b,c}, B={a,c},
¢c) A={a}, B={ab,cd}

Czy tu Ax B=B x A?

3. Kiedy Ax B=B x A?

4. Zakladajac, ze punkty na plaszczyinie (tj. punkty produktu R x R) to pary
{a, b) liczb o odcigte] a i rzednej b, znalezé produkt A x B i B x A nastepujacych
zbioréw i zilustrowaé graficznie te produkty:

a) A={zeR:0<z<1}, B={zeR:0<z <1}

b) A={zeR:0<z <1}, B={zeR:-2< < -1},

c) A={zeR:z <1}, B={zeR:z <1},

d A={zeR:jz|<1}, B={zeR:|z|<2}.

5. Sprawdzié, czy prawdziwe sg réwnosci i inkluzje:
a) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC),
b) Ax (BNC)=(Ax B)yn(AxC),
¢) (4\B) x C = (A\ B) x (A\ ),
d) Ax(B\C)=(AxC)\(4xC),
e) Ax (BxC)=(AxB)xC,
f) (AxB)U(CxD)g(AUC)x(BUD).

6. Korzystajac z réwnoéci a i b z poprzedniego zadania oraz z réwnoéci dla zbioréw,
udowodnié nastepujace réwnosci:

a) (AxC)U((BNA)xC)=AxC,

b) (AxB)NC = (A"xC)U(B' xC(),

c) (CxA)U(C x A =(C x Byu(C x B'),

d) (AxC)N((BUA)xC)=(4 x CYU((BNA)xC).

7. Podaj przyklady relacji binarnych, w ktérych:
a) dziedzina jest rozlaczna z przeciwdziedzing,
b) dziedzina jest podzbiorem wiasciwym przeciwdziedziny,
c) dziedzina jest identyczna z przeciwdziedzing,
d) dziedzina jest réwna przeciwdziedzinie, pomniejszonej o jeden element.
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8. Pokazad, ze kazda relacja asymetryczna jest przeciwzwrotna. ( Wskazdwka: sko-
rzystaé¢ z prawa Claviusa).

9. Scharakteryzuj wtasnoéci nastepujacych relacji, okreslonych w kwadracie zbioru
{a,b,¢,d}:

a) {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d)},
b) {{a,b),(b,a),(c,c)},
c) {(a,b),(b,c),({c,a),},
d) {(a,b),(b;a),(c,d),(d,c)}.

Narysuj diagramy i macierze tych relacji.

10. Czy relacja diagonalna jest symetryczna? Czy jest przechodnia? Czy jest an-
tysymetryczna?

11. Scharakteryzuj wlasnosci nastepujacych relacji:
a) RCZxZ;zRy + 2|z + v,
b) R C NxN\{0};zRy — zly,
¢) RCRxR;zRy ¢ (2% = ¢?),
d) RCRxR;zRy ¢ |z] + |y| = 3,
e) RCRxR;zRy < |z| + |y| # 3.

12. Jakie wlasnosci maja nastepujace relacje na liczbach rzeczywistych:
a) zRy ¢ || = Jy|,
b) zRy & x-y =0,
¢) ZRy oz +y=2,
d) Ry +>z-y >0,
e) Ry & = + y|2.
Jesli ktora$ z relacji jest réwnowaznoscia, wyznaczy¢ klasy abstrakeji.

13. Niech F bedzie zbiorem wszystkich formul jezyka rachunku zdan, a ¥ zbiorem
tautologii klasycznego rachunku zdan. Jakie wlasnosci maja nastepujace relacje
w produkcie F x F:

a) Ry & (¢ > ) €3,

b) ¢Rap &> (¢ > Y) €%,

¢) ¢Rsp < (pV9) € T.

14. Znalez¢ na zbiorze trzyelementowym wszystkie relacje
a) zwrotne,
b) przeciwzwrotne,
¢) symetryczne,
d) zwrotne i symetryczne,

e) antysymetryczne®.

15. Jakie wlasnosci posiada relacja pusta?

5 Zauwazyé, ze antysymetrie mozna wyrazié implikacja tRy Az # y — -yRzx.
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16. Znalez¢ zlozenia Ro S, SoR, RoR, RoSoT nastepujacych relacji, okre§lonych
w kwadracie zbioru {a, b, ¢,d}:

R = {(a, b), (bv a)a <C, d), (d’ CL)},
S = {<a,c)><cad>?<d>d)}?
T= {(a,a), (b>b>, (d7 C)}

Narysowa¢ diagramy i macierze odpowiednich relacji.
17. Znalez¢ wszystkie relacje réwnowaznosci na zbiorze czteroelementowym.

18. Zdefiniowaé relacje réwnowaznosci odpowiadajaca nastepujacym podzialom
zbioru A:
a) A={a,b,c,d,e}; podzial: B = {a,b,c}, C = {d, e},
b) A =1Z; podzial: B=N\{0},C={0}, D={z€Z: ~z € B},
c) A = C (zbidr liczb zespolonych, rozumiany jako zbiér punktéw plaszczy-
zny); podzial dany jest przez okregi o $rodku w punkcie (0, 0).

19. Sprawdzié, ze relacja R C R x R, zdefiniowana réwnowaznoscia
TRy «— (z ~y) € Q,
jest relacja réwnowaznoéci i znalezé [v2]g i [1]g.
20. Sprawdzi¢, ze relacja R C R x R, zdefiniowana réwnowaznoécia
Ry < 32€Z(z—~y) =z,
jest relacja réwnowaznoéci i znalezé [v/3]g i [0]g.

21. Niech bedzie dany zbiér N liczb naturalnych z dzialaniami +, - oraz —, przy
czym to ostatnie dzialanie jest okreslone tylko wtedy, gdy odjemna nie jest mniej-
sza od odjemnika, tzn.  — y jest okreslone wtedy i tylko wtedy, gdy = > y.
Rozwazmy zbiér N x N i okreslmy w nim relacje ~ nastepujaco:

(m1,n1) ~ (ma,n2)  wtedy i tylko wtedy, gdy my + ny = mg + ny.

Udowodnié, ze relacja ~ jest relacja réwnowaznosci. (Klasy abstrakeji tej relacji
~ 53 w istocie liczbami catkowitymi).

22. Niech Z* bedzie zbiorem liczb calkowitych réznych od zera, tzn.
Z*={z€Z:zx+#0}

Rozwazmy zbiér ZxZ*, czyli zbiér par uporzadkowanych (m,n), takichze m,n € Z
oraz n # 0. W zbiorze tym okreS§lamy nastepujaca relacje:

(my,n1) ~ (ma,n2) wtedy i tylko wtedy, gdy my -ng = ma - nq.

Udowodnié, ze relacja ~ jest relacja réwnowaznosci. (Klasy abstrakcji tej relacji
~ mozna traktowaé jako liczby wymierne).
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23. Rozwazmy zbiér X zlozony ze wszystkich ciggéw liczb wymiernych (a,)nen
spelniajacych warunek Cauchy’ego, tzn. warunek

Vee Qe >03Ing € NVn € NVE € N(n > ng = |ap, — ansk| < €).

(Zauwazmy, ze warunek Cauchy’ego jest warunkiem koniecznym i dostatecznym
zbieznosci). W zbiorze X wprowadzamy relacjg ~ okreslong nastepujaco:

(an) = (by) wtedy i tylko wtedy, gdy
Ve € Q,e > 03N Vn > N (Jap, — by] < ).
Zatem dwa ciagi (a,) i (bs) liczb wymiernych sa w relacji ~, jesli sa zbiezne do

tej samej granicy. Udowodnié, ze relacjia ~ jest relacjg réwnowaznosci. (Klasy
abstrakeji relacji ~ to liczby rzeczywiste).



Rozdzial 7

Funkcje

7.1. Definicja funkcji. Rodzaje funkcji

Pojecie funkcji jest jednym z najwazniejszych pojeé w matematyce.
Potocznie rozumie si¢ funkcje jako przyporzadkowanie (jednym obiektom
innych obiektéw). Pojecie funkcji ksztaltowalo sie powoli i stopniowo!.
W koricu uzyskano precyzyjne pojecie funkcji zdefiniowane na gruncie teo-
rii mnogosci. Pozwala ono na rozwazanie juz nie tylko konkretnych danych
funkeji, ale na badanie zbioréw funkcji czy — na jeszcze wyzszym stopniu
abstrakcji ~ na traktowanie funkeji jako pojedynczych punktéw przestrzeni
funkcyjnych.

Funkcje definiowa¢ bedziemy jako specjalnego typu relacje (utozsamia-
jac przy tym funkcje z jej wykresem, czyli grafem). Przyjmujemy zatem
nastepujaca definicje:

DEFINICIA T.1.1. Relacje R C X X Y nazywamy funkcja wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnione sq nastepujgce dwa warunki:

Vz € Dp Jy € Y (zRy),

Vee X Vy€Y VzeY (zkRyAzRz = y = 2).

Definicja méwi wigc, ze funkcja jest to relacja, czyli zbiér par uporzadko-
wanych elementéw zbioréw X 1Y, takich ze dla kazdego elementu z zbioru
X istnieje dokladnie jeden element y zbioru Y, taki ze para (r,y) nalezy
do relacji R. Wprowadziwszy symbol 3! jako znaczacy tyle, co ,istnieje

! Uwagi na temat rozwoju pojecia funkcji znalezé mozna na przyklad w ksigzce
R. Murawskiego i K. Swirydowicza, Wstep do teorii mnogosci, Wydawnictwo Naukowe
UAM, Poznan 2005, paragraf 5.1.
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dokladnie jedno”?, mosemy wiec powiedzie¢, ze relacje R C X x Y nazy-
wamy funkcja wtedy i tylko wtedy, gdy

Vz € Dg 3y € Y (zRy).

Jesli relacja R jest funkcja, to — zgodnie z tradycja — zamiast R piszemy
f,9,... To jedyne z, takie ze z Ry oznaczamy wtedy zwykle symbolem f(z)
i nazywamy warto$§cig funkcji f na argumencie z. Lewostronng
dziedzing funkcji f (traktowanej jako relacja binarna), czyli zbiér D nazy-
wamy zbiorem argument é w (i oznaczamy zwykle jako dom(f) ~ od
angielskiego domain), a dziedzing prawostronng, czyli zbiér D7} nazywamy
zbiorem warto$ci funkcji lub przeciwdziedzin g (i oznaczamy
jako rng(f) - od angielskiego range). Jesli f C X x Y jest funkcja oraz
Dy = X, to piszemy f : X — Y i méwimy, ze f przeksztalca
(odwzorowuje) zbiér X w zbiér Y. ,

Z definicji 7.1.1 i z zasady ekstensjonalnoéci wynika bezposrednio, ze
dwie funkcje sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja réwne dziedziny
1 przyjmuja te same wartoéci dla kazdego argumentu. Zbiér wszystkich
funkcji ze zbioru X w zbiér Y oznaczaé bedziemy symbolem YX. Zatem
Y# jest podzbiorem zbioru P(X x Y).

Jesli dane sg dwie funkcje f i g, takie ze f C g, to funkcje g nazy-
wamy przedtuzeniem funkcji f, a funkcje f obcig ciem funkcji g.
Szczegdlnym przypadkiem tej operacji jest nastepujgca operacja:

DEFINICIA 7.1.2. Niech f : X — Y i niech A C X. Obcigciem funkcji
f do zbioru A nazywamy funkcje fa=fN(AXY).

Zamiast symbolu f4 czasem uzywa sie takze symbolu f | A.
Wyréznimy teraz kilka rodzajow funkcji.

DEFINICIA 7.1.3. Funkcje f : X — Y nazywamy réznowartoéciows,
(jednojednoznaczng, iniekcja, monomorfizmem) wtedy i tylko wtedy, gdy

Vz1 € X Vrp € X [11 # 220 — f(21) # f(z2)],
czyli innymi stowy (na mocy prawa transpozycyi)
Vz1 € X Vo € X [f(z1) = flze) — zy = :L‘2].

Piszemy wtedy f: X — Y lub f: X Sy,

2 Jest to kwantyfikator ilodciowy — por. definicje takich kwantyfikatoréw w roz-
dziale 4.
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Przyktadami funkcji réznowartosciowych sa wszystkie $cidle rosnace
(malejace) funkcje rzeczywiste zmiennej rzeczywistej. Przykladem funkeji,
ktéra nie jest réznowartosciowa, moze by¢ funkcja sinz -dla 0 < z < 7 czy
funkcja f(p, @) = (p,cosp, psing) dla0 < p < 110 < ¢ < 27, czyli funkcja
odwzorowujaca punkty prostokata [0, 1] x [0,27] na punkty kota o érodku
w poczatku uktadu wspétrzednych i promieniu 1. Istotnie w tym drugim
przypadku $rodek kota, czyli punkt (0,0), odpowiada p = 0 i dowolnemu
v € [0,27].

DEFINICJA 7.1.4. Funkcje f : X — Y nazywamy funkcjg na zbiér Y
(suriekcjg, epimorfizmem) wtedy 4 tylko wtedy, gdy

VyeY 3z € X [y = f(z)].
Piszemy wtedy f: X - Y lub f: X =5 Y.

DEFINICIA 7.1.5. Funkcje f : X — Y nazywamy bijekcja wtedy i tylko
wtedy, gdy f jest iniekcjq i suriekcjg (czyli jest réznowartosciowa i ,na”).
Piszemy wtedy f : X %:Y.

7.2. Operacje na funkcjach

Na funkcjach mozemy wykonywaé rozmaite operacje, w szczegélnosci
wazna, jest operacja funkcji odwrotnej oraz operacja superpozycji (sktada-
nia). Jesli funkcja f: X 1-;;3 Y jest bijekcja, to mozemy wtedy okresli¢ funkcje
odwrotna f~!: Y — X w nastepujacy sposéb:

z=f"Hy) ¢ y=flo)

Zauwazmy, ze zatozenie, iz wyjsciowa funkcja f jest iniekcja, jest potrzebne
po to, by relacja f~! byla w ogéle funkeja, za§ zalozenie, iz funkcja f
Jjest suriekcja pociaga, ze dziedzing funkcji odwrotnej jest caly zbiér Y.
Operacja prowadzaca od funkcji f do funkcji odwrotnej f~! jest analogiczna
do operacji konwersu, okreslonej dla dowolnych relacji. Latwo zauwazyé, ze
na przyktad funkcjg odwrotna do funkeji f(z) = az +b (a # 0) jest funkcja
) = % Sy — %, a funkcja odwrotna do funkeji f(z) = 2 jest funkcja
) = &5

Operacja superpozycji (skladania) jest analogiczna do operacji iloczynu
wzglednego, okreslonej dla dowolnych relacji. Niech wige dane beds dwie
funkcje, tzn. funkcja f: X — Y i funkcja g: Y ~— Z. Superpozycja
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funkcji f i g nazywamy funkcje fog : X — Z okre$long nastepujacym
wzorem?:

(f 0 9)(z) = g(f (=),

czyli inaczej
fog={{z,2) e X xZ:3yeY [(z,y) € f A (y,2) € g]}.

Operacja superpozycji jest laczna, ale na ogél nie jest przemienna. Istot-
nie, aby wykaza¢ laczno$é operacji o rozwazmy trzy funkcje

f:X—Y, g:Y— Z oraz h:Z — U.

Pokazemy, ze f o (g o h) = (f o g) o h. Niech wiec dana bedzie dowolna
para uporzadkowana (z,u) € f o (g o h). Wtedy istnieje element y € Y,
taki ze (z,y) € f A (y,u) € g o h. Zatem dla pewnego elementu z € Z
mamy (y,z) € g A (z,u) € h. Stad (z,2) € f o g oraz (z,u) € h, czyli
(z,u) € (f o g) o h. W ten sposéb pokazalismy, ze f o (goh) C (fog)oh.
Podobnie pokazuje sie, ze takze (fog)oh C fo(goh), co na mocy zasady
ekstensjonalno$ci dowodzi ostatecznie réwnosci f o (go h) = (f og) o h.
Aby pokazaé, ze operacja superpozycji nie zawsze jest przemienna, wy-
starczy podal stosowny kontrprzyktad. Rozwazmy wiec funkcje f i g od-
wzorowujace zbidr liczb rzeczywistych R w zbiér R, dane wzorami

flz)=142z oraz g(z)=1-z.

Wtedy
(fog)@)=9g(f(2)) =1~ (1+z)=~2z
oraz
(gof)lz)=flg(z)) =1+(1-2z)=2—z.

Zatem istotnie (f o g) # (g o f).

Zauwazmy jeszcze, ze jeSli funkcja f : X — Y jest bijekcjg, tzn.
f: XIH—;Y, to (fo f~1)(z) =z oraz (f~!o f)(y) = y dla dowolnych z € X
iyeY.

W zbiorze wszystkich funkcji f: X 1-5 X szczegblne znaczenie ma funk-
cjal:X — X, taka ze I(x) = = dla dowolnego z. Nazywamy ja funkcj g
identyczno § ciow g. Latwo mozna pokazadé, ze zbiér wszystkich funkcji

3 W literaturze mozna znalezé tez oznaczenie g o f zamiast przyjetej tu przez nas
notacji f o g. Ta ostatnia dopasowana jest do relacji i ma podkredlaé fakt, ze zlozenie
(superpozycja) funkcji jest szczegdlnym przypadkiem operacji sktadania relacji.
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f: X %%IX tworzy grupe ze wzgledu na operacje sktadania funkcji i brania
funkcji odwrotnej. Funkcja identycznos$ciowa I jest tu elementem neutral-
nym, tzn. dla dowolnej funkcji f: XE;X mamy fof l=flof=1I

Operacje sktadania funkcji ilustruje sie czesto graficznie za pomoca dia-
gramoéw postaci

>

N J
«Q

~<

Diagram
X — Y
N
w ‘_k—> Z

nazywamy przemiennym wtedy itylko wtedy, gdy hok = fog.

TWIERDZENIE 7.2.1. Niech f : X — Y oraz g:Y — Z. Wtedy
(1) jesli f i g sq iniekcjami, to f o g jest takze iniekcjg,

(2) jesli f i g sq suriekcjami, to f o g jest takze suriekcjq,

(3) jesli f i g sq bijekcjami, to f o g jest takze bijekcjq.

Dow 6 d. Wystarczy oczywidcie udowodnié tylko (1) i (2). Niech wiec,
dla dowodu (1), f i g beda iniekcjami i rozwazmy dwa dowolne elemen-
ty 1,70 € X, takie ze 11 # z9. Wtedy f(z1) # f(z2). Zatem mamy
g(f(z1)) # g(f(z2)). Stad (f o g)(z1) # (f o g)(z2). A wigc f o g jest
iniekcja.

Dla dowodu (2) zalézmy, ze f i g s suriekcjami i niech z bedzie dowol-
nym elementem zbioru Z. Wtedy istnieje y € Y, taki ze z = g(y). Z drugiej
strony istnieje tez x € X, taki ze y = f(z). Ostatecznie wiec istnieje z € X,
taki ze z = (f o g)(z). Czyli funkcja f o g jest suriekcja. Q.E.D.
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7.3. Obrazy i przeciwobrazy oraz ich wlasnosci

Wprowadzimy teraz wazne pojecia obrazu i przewciwobrazu zbioru przez
funkcje.

DEFINICJA 7.3.1. Niech f : X — Y i niech A C X. Obrazem zbioru

A przez funkcje f nazywamy zbidr

FA) ={f@):sed}={yeY Fwedly=f@))

Zatem obraz zbioru A przez funkcje f jest to zbiér zlozony dokladnie
z wartosci funkcji f dla wszystkich argumentéw ze zbioru A. W przypadku
funkcji R — R mozemy go zilustrowaé za pomoca nastepujacego rysunku:

b
»

X

Dodajmy, ze w literaturze spotka¢ mozna tez inne oznaczenia, na przy-
klad f*(A) czy po prostu f(A). Ten ostatni symbol moze byé mylacy, gdyz
moze oznaczaé tez warto$¢ funkcji f na argumencie A.

— —
Z definicji obrazu wynika bezposrednio, ze f (4) C f (X) C Y. Jezeli
_)
(X) =Y, to funkcja f jest suriekcjg. Latwo tez zauwazyé, ze f (0) = 0,
- - !
f (A) # 0 dla kazdego A # 0 (i oczywiscie f # 0) oraz f(A) C f(B) dla
dowolnych A C B C X.

Dla przykladu obrazem zbioru R liczb rzeczywistych (czyli obrazem

prostej (—o0o,00)) przez funkcje sin jest przedzial domkniety [—1,1]. Ten

sam przedzial jest tez obrazem przedziatu [0,2n] przez te sama funkcje.
Zatem

=l

—

sin ((~o0,00)) = [~1,1] = sin ([0, 27]).

Dla funkcji f(z) = 22 mamy ?([—1,0]) =?([0, 1)) =0,1].
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Zwiazek operacji obrazu i dzialan na zbiorach podaje nastepujace twier-

dzenie?:

TWIERDZENIE 7.3.
(1) 7 (41UAy) = (AU f (42),
(2) £ (411 42) C [ (A1) N1 ] (42),
(3) 7 (41 \ 42) 2 F (A1) \ 7 (Aa).
Zauwazmy, ze w punktach (2) i (3) mamy tylko inkluzje! Nie mozna

»j€j wzmocnié¢” do réwnosci zachodzacej dla dowolnej funkcji f. Istotnie,
rozwazmy funkcje f : R — R dana wzorem f(z) = 2% i niech A; = [-1,0]

oraz Ap = [O 1]. Wtedy A; ﬂAg = {0} i f (A1NA4s) = {0}. Z drugleJ strony
f (Al) f (Az) [0,1] oraz f (AN f (As) = [0,1]. Zatem f (A1 N Ap) G
% f (41) N £ (42). Mamy tei A; \ Ar = [-1,0), § (Al \ 42) = (0,1},

(Al) \ f (A2) = 0. Zatem znéw mamy f (A1 \ 42) 2 f (A)\ f (4s).
Okazuje si¢ jednak, ze dla pewnych funkcji (tzn. przy pewnych dodat-
kowych zalozeniach na funkcje f) mozna otrzymaé we wzorach (2) i (3)
réwno$¢. Mdéwi o tym nastepujace twierdzenie:

. Niech f : X — Y i niech A1, Ay C X. Wtedy

‘hi\ixlw

TWIERDZENIE 7.3.3. Niech f: X — Y. Nastepujgce warunki sg réw-
nowazne:
(1) funkcja f jest réznowartosciowa,

(2) dla dowolnych zbioréw Ay, Ay C X, ?(Al N A) ?(Al) N ?(Ag),
-—> -
(3) dla dowolnych zbioréw Ay, Ay C X, f (A1 \ A2) =F (A1) \ f (42).

Wprowadzimy teraz pojecie ,odwrotne” do pojecia obrazu, tzn. pojecie
przeciwobrazu.

DEFINICJA 7.3.4. Niech f : X — Y i niech B C Y. Przeciwobrazem
zbioru B przez funkcje f nazywamy zbidr ‘

FUB)={ze X: f(z) € B}

Zatem przeciwobraz zbioru B przez funkcje f : X — Y jest to zbiér
zlozony z tych argumentéw z zbioru X, dla ktérych warto$é funkcji f jest
elementem (,,wpada do”) zbioru B. W przypadku funkcji R — R mozna
je zilustrowaé nastepujaco:

* Dowéd tego twierdzenia, jak i twierdzeri 7.3.3 oraz 7.3.5 znalezé mozna na przyklad

w ksigzce R. Murawskiego i K. Swirydowicza, Wstep do teorii mnogosci, Wydawnictwo
Naukowe UAM, Poznan 2005, paragraf 5.4.
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7B) X

Podobnie jak to bylo w przypadku obrazu zbioru przez funkcje, takze
w przypadku przeciwobrazu mozemy w literaturze spotkaé tez inne oznacze-
nia, na przykltad: f~! (B) czy po prostu f~1(B). Pierwszy z tych symboli
moze by¢ mylacy, poniewaz moze tez oznaczaé obraz zbioru B przez funkcje
odwrotng, f~1, drugi z symboli moze natomiast oznaczaé tez warto$é funkeji
7! na argumencie B. Dlatego wybraliémy wtaénie symbole ,strzatkowe”.

Latwo zauwazyé, ze przeciwobrazem przedziatu [—1,1] przez funkcje si-
nus jest cala prosta rzeczywista (—o0, 00), czyli zbiér R, tzn. S;;’l_l (-1,1]) =
= (—00,00). Mamy tez sﬁl“l((l,oo)) = (.

Zachodzi interesujacy zwiazek miedzy przeciwobrazem zbioru przez funk-
cje 1 obrazem tego zbioru przez funkcje odwrotng do funkcji danej. Istotnie,
niech f: X — Y bedzie funkcja réznowartosciows i ,na”. Wtedy istnieje
funkcja odwrotna do funkcji f, czyli f~!:Y — X. Dla dowolnego zbioru
B CY mamy teraz

FHB) = (W) v € BY = {o: fla) € BY =F 1(B).

Zatem dla funkcji réznowartoSciowej: przeciwobraz zbioru jest réwny jego
obrazowi przez funkcje odwrotng.

Zwiagzek miedzy dziataniami na zbiorach a operacja przeciwobrazu
podaje nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 7.3.5. Niech f : X — Y oraz By, Bs CY. Wtedy

(1) z“l(Blbu B,) =z—1(31) U z~1(32),
(2) Z;_l(Bl N B2) =j; *1(31) ﬂ_{ —1(B2),
(3) fHBL\ By) =f "H(B1) \ f "H(Ba).
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Zadania

1. Czy nastepujace relacje sg funkcjami:
a) RCR xR, zRy > 22 —y,
b) RCR xR, zRy < z = y?,
c) RCR* le+ TRy & x = y?,
d) RCR* XR+,ny<—>y=1nz,
e) RCRT xRY, zRy &z —y| =1,
f) RQR+XR+aI‘RyHIy|_|y‘=1a
g) RC CxC, z1Rzs ¢ Re z; = 2 Im 25, gdzie Re z i Im 2 oznaczaja
odpowiednio czes¢ rzeczywista i urojong liczby z,
h) RCCxC, zRy ¢y = /.
2. Czy ponizsze funkcje f : R — R sa 1 = 1 7 Czy sg ,na” ? Jedli funkcja f nie
jest ,na”, to podaé dla jakiego zbioru X C R ta funkcja f jest ,na”.

a) f(z) =e”

b) f(z) =25 + 1,

c) f(z) =2° -z,

d) f(z) = [z], gdzie [z] oznacza cze§é catkowity liczby z,
&) (@) =z~ [a],

f) f(z) =z + [z].
3. Niech U # 0. Dla dowolnego zbioru X C U definiujemy tzw. funkcje charakte-
rystyczna x% : X — {1,0} za pomoca nastepujacych warunkéw: x¥ (z) = 1, jesli
T € X, x%(z) =0, jedli z € U \ X. Udowodnié, ze>
a) xp(e) =1,
b) xg (z) =0,
) xa\B(2) = xa(z) — xB(z),
d) xa(z) =1-xalz),
) xanB(z) = xa(z) - xB(z),
f) xaup(z) = xa(z) ® xp(x), gdzie 090 =0,091=10=11=1.
4. Znalez¢ podobne zaleznosci dla sumy, przekroju i réznicy zbioréw, przyjmujac
nastepujaca definicje funkeji charakterystycznej zbioru X: x§(z) = 1, jedli « €
eU\X, x¥(z)=0,jeéliz € X.

5. Niech X,, bedzie zbiorem macierzy n x n o wyrazach rzeczywistych (n > 0)
i niech f; : X,, — R bedzie funkcja zdefiniowang nastepujaco: fi(T) = Tr(T),
gdzie Tr(T) oznacza $lad macierzy T, to jest illoczyn wszystkich elementéw wy-
stepujacych na giéwnej przekatnej. Czy f1 jest 1 — 17 Czy jest ,na”? Znalezé
przeciwobraz zera i jedynki.

6. W podobny sposéb zanalizuj przeksztalcenie przyporzadkowujace macierzy jej
wyznacznik.

7. Niech Ix oznacza odwzorowanie identycznosciowe zbioru X, tzn. spelniajace
warunek Ix(z) = z. Pokazaé, Ze zbiér wszystkich funkcji réznowartosciowych,

® Od punktu c opuszczamy gérny indeks U.
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przeksztatacajgcych zbiér X na zbiér X jest grupa ze wzgledu na skiadanie funkcji;
elementem neutralnym bedzie tu funkcja I'x, a elementem odwrotnym do funkcji
f bedzie funkcja f~!. Czy zalozenia, ze rozpatrywane funkcje s 1 — 11 ,na”, sa
istotne? Czy w podobny sposéb mozna skonstruowaé grupe, biorac rézne zbiory
X i Y oraz zbidr przeksztalcerr jednego zbioru na drugi?
8. Niech f: X — Y bedzie bijekcja. Pokazaé, ze

a) f~! jest tez bijekcja,

b) f_l ° f = IX7

c) fofl=1Iy.
9. Niech R C X x Y. Powiemy, ze relacja R g czy jednoznacznie elementy
zbioréw X i Y, gdy dla dowolnego z € X istnieje dokladnie jeden taki y € Y,

ze TRy i odwrotme dla dowolnego y € Y istnieje dokladnie jeden taki z € X,
ze zRy.

a. Pokazaé, ze R jest relacja laczaca wzajemnie jednoznacznie elementy zbio-
réw X i Y wtedy i tylko wtedy, gdy RoR™! =Ix i RoR™! = Iy.

b. Czy prawda jest, ze: R laczy dokladnie jeden element zbioru A z doklad-
nie jednym elementem zbioru B wtedy i tylko wtedy, gdy Ro R™! = I4
iR™'oR=1Ig?

c. Jedli nie, to jakie zalozenia sa potrzebne, aby uzyska¢ kolejno réwnosci
RoR!= 14, R 1oR= Ig?

10. Niech f: X — X. Czy z tego, ze ho f = h dla dowolnej funkcji h: X — X
wynika, ze f = Ix? Czy z tego, ze f o h = h dla dowolnej funkcji h : X — X
wyunika, ze f = Ix?

11. Pokazaé, ze jedli f i g sa funkcjami 1 —11i ,na”, to (fog) =g 1o f 1.

12. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje kwadratowe, takie ze obrazem odcinka [0, 2] jest
odcinek [0, 2].

13. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje kwadratowe, takie ze przeciwobraz odcinka [0, 2]
jest zbiorem pustym.

14. Niech f : Z x Z — Z bedzie funkcja zadana réwnoscia f({z,y)) = min(z,y),
gdzie min(z,y) oznacza mniejszg z liczb z,y. Znalezé f ~1({-1}).

15. Niech f : R x R — R bedzie funkcja zadana réwnoscia f((z,y)) = |z — y|.
Znalezé f ~1({1}).

16. Niech f : R x R — R bedzie funkcja zadana réwnoscia f({z,y)) = |z] — |y|.
Znalezé f —1({1}).

17. Niech f : X — Y bedzie funkcjg i niech A € X, C C Y. Udowodnié
nastepujace zaleznosci:

aJeshACBCX tof() ?(B)
b. Agf ( (A)) oile f~! istnieje.
c. [f(A) CF (4).



116

FUNKCIE

18. Niech f : X — Y bedzie funkcja 1 — 1 i ,na”, mech ACX, BCY.

Udowodmc nastqpujqce zalezno$ci:

&) U B =1 B,
b) f(A)NB=F(4n]®B),
0 1(4)CBwACT(B)



Rozdzial 8

Relacje porzadkujace

8.1. Rodzaje relacji porzadkujacych

Relacja porzadkujaca ma by¢ relacja ustalajaca kolejnoéé elementéw,
czy ogdlniej - hierarchig elementéw danego zbioru. Podstawowe przyklady
to relacje < w zbiorze N czy Z, ktére liniowo porzadkuja te zbiory. Z réznych
jednak powodéw warto rozpatrywaé relacje o stabszych wtasnosciach. Za-
czniemy wigc od relacji o wlasnoéciach stosunkowo najstabszych, a kolejne
pojecia uzyskamy, wzmacniajac wiasnosci relacji.

DEFINICJA 8.1.1. Relacje binarng R na zbiorze X nazywamy relacja
czeSciowo porzadkujaca zbidr X (albo krdcej: cze$ciowym porzadkiem na
X), jesli jest zwrotna, antysymetryczna i przechodma to znaczy dla dowol-
nych z,y,z € X spelnia warunkz

(1) 2Rz,
(2) zZRy AyRx — = =y,
(3) xRy NyRz — zRz.

Przykladami relacji czeSciowego porzadku sa: relacja < dla liczb calko-
witych, wymiernych czy rzeczywistych, czy relacja bycia podzbiorem (por.
lemat 5.3.1 o wlasnoéciach relacji inkluzji, rozdzial 5).

DEFINICJA 8.1.2. Zbior X z relacjg czeSciowego porzqdku R nazywamy
zbiorem czgsciowo uporzadkowanym i oznaczamy go przez (X, R).

Relacjami czesciowo porzadkujacymi (zwanymi tez krétko czeéciowymi
porzadkami) zajmiemy si¢ dokladniej w nastepnym paragrafie.

W zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym (X, R) moga istnieé elementy,
ktére nie s3 R-poréwnywalne, tj. takie Zze ani zRy, ani yRz. Przykladem
Jest relacja diagonalna R na X: latwo zauwazy¢, ze jest ona cze§ciowym
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porzadkiem, ale oczywiste jest, ze zaden element x € X nie jest R-poréwny-
walny z zadnym innym. Poréwnywalnos$é elementéw zbioru i ustalanie ich
kolejnosci jest zapewnione przez inny rodzaj porzadku — mianowicie porza-
dek liniowy. Definicje liniowego porzadku uzyskujemy, dodajac do definicji
czeSciowego porzadku warunek spéjnosci, czyli poréwnywalnoéci.

DEFINICJA 8.1.3. Para (X, R) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym
wtedy 1 tylko wtedy, gdy R jest relacjq czesciowego porzqdku, a ponadto jest
spojna, tj. dla dowolnych x,y € X speinia warunek

(4) ¢ #y — zRy V yRz.

Czytelnik sprawdzi, ze warunek (iv) mozna réwnowaznie wyrazi¢ for-
multami

z=yVzRyVyRz

oraz

(z # y A ~zRy) = yRxz.

Przykladami relacji liniowo porzadkujacych sa relacje < dla N, Q
i R. Kazdy taticuch (por. nizej) w zbiorze czeSciowo uporzadkowanym sta-
nowi przyklad zbioru liniowo uporzadkowanego.

Przez analogie do liczb, porzadek czeSciowy i porzadek liniowy oznacza
sie zwykle symbolem <.

Zar6éwno z czedciowym porzadkiem, jak i z porzadkiem liniowym mozna
zwigzaé relacje <, definiowang nastepujaco:

z < y wtedy i tylko wtedy, gdy x S y Az # y.

Tak zdefiniowana relacja < stanowi przyklad ostrego (silnego) porzadku;
jest to uogdlnienie ostrej nieréwnosci dla liczb i dla inkluzji wlasciwej (por.
lemat 5.3.2 z rozdzialu 5 o wlasno$ciach relacji inkluzji wtasciwej).

DEFINICJA 8.1.4. Relacja binarna < w zbiorze X jest silnym porzad-
kiem albo ostrym porzadkiem wtedy i tylko wtedy, gdy jest przeciwzwrotna,
asymetryczna (przeciwsymetryczna) i przechodnia, to jest dla dowolnych
z,y,x € X spelnia warunki: '

(1) ~(z < =),
(2)z<y—-y<uz,
F)z<yhy<z—rz<az
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Jesli ponadto relacja < jest spdjna, to nazwiemy jq relacja silnego (albo
ostrego) porzadku liniowego!.

Mozna zauwazy¢, ze okreslona wlasnie relacja <, generowana przez rela-
cjg czeSciowego porzadku, jest silnym porzadkiem, a gdy < jest generowana
przez relacj¢ < liniowego porzadku, to jest silnym liniowym porzadkiem.

Oryginalny przyklad ostrego porzadku liniowego stanowi tzw. hierar-
chia dziobania w stadzie kur: istnieje w stadzie taka kura, ktéra dziobie
wszystkie kury, nastepnie taka, ktéra jest dziobana tylko przez te pierw-
szg, a dziobie wszystkie pozostale; jest trzecia kura, dziobana przez dwie
pierwsze, a dziobigca wszystkie pozostale itd; ostatnia w hierarchii kura
Jjest dziobana przez wszystkie kury ze stada, a nie dziobie zadnej kury?.

Wreszcie najsilniejszym pojeciem jest dobry porzadek. Relacjom dobrze
porzadkujacym podwiecimy paragraf 8.3.

Terminologia dotyczaca porzadkéw nie jest w polskiej literaturze do
kofica ustalona. Naduzywajac terminu ,,porzadek”, mozna powiedzie¢, ze
jak dotychczas nie ma porzadku w definicji porzadku.

Dla przyktadu: niektérzy autorzy czeSciowe porzadki nazywaja po pro-
stu porzadkami (np. H. Rasiowa, A. Wojciechowska), a niektérzy zbiorem
uporzadkowanym nazywajg zbidr z relacja porzadku ostrego czy $cistego®.
Doda¢ nalezy, ze z uwagi na zastosowania istnieje potrzeba jeszcze sub-
telniejszego niz w dotychczasowych badaniach rozrézniania réznych sta-
bych porzadkéw, co dodatkowo komplikuje terminologie. Wprowadza sie
w szczegolnosci pojecia slabsze od pojecia czesciowego porzadku - relacje
quasi-porz g dku (jest to relacja zwrotna i przechodnia), porz g dku
czesSciowego w $cislym sensie (jest to relacja antysymetryczna
i przechodnia) oraz relacje tolerancji (jest to relacja zwrotna i sy-
metryczna). Wszystko to jest ostrzezeniem dla Czytelnika, aby za kazdym
razem, gdy ma do czynienia z publikacja o relacjach porzadkujacych, zaczy-
nal od przestudiowania terminologii wprowadzanej przez danego autora.

Autorzy niniejszego podrecznika maja wrazenie, ze postuguja sie termi-
nologig najbardziej rozpowszechnionag.

! Wystarczy zalozyé, ze ostry porzadek to relacja przeciwzwrotna i przechodnia,
asymetria wynika z tych dwéch wiasnosci.

2 Wynika to z badan Schielderupa~Ebbego; por. S. Mika, Spotecene podstawy za-
chowania, w: T. Tomaszewski (red.), Psychologia, Pafstwowe Wydawnictwo Naukowe,
Warszawa 1976, 134.

% Np. M. Semeniuk-Polkowska w ttumaczeniu ksiazki J.A. Szrejdera, Réwnosé, po-
dobienistwo, poragdek, Wydawnictwo Naukowo-Techniczne, Warszawa 1975.
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8.2. Zbiory czesSciowo uporzadkowane

Jak pamietamy, relacja czeSciowego porzadku nazywamy relac;q zwrotnad,
antysymetryczng i przechodnig.

Przypomnijmy, ze przyktadami relacji cze$ciowego porzadku sa: rela-
cja < dla liczb catkowitych, wymiernych oraz rzeczywistych czy relacja
bycia podzbiorem, i ze zbidr (X, <), gdzie < jest czeSciowym porzaedklem
nazywamy zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym.

Tak wiec zbiorami czeéciowo uporzgdkowanymi sg zbiory (R, <), (Q, <)
czy (P(A), C), gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych, Q — zbiorem liczb
wymiernych, a P(A) — zbiorem wszystkich podzbioréw danego zbioru A.
Relacja czesciowego porzadku jest relacja podzielnoici w zbiorze liczb na-
turalnych czy catkowitych, gdy ze zbioréw tych usunie sie liczbe 0; zbiorem
czesciowo uporzadkowanym bedzie wiec zbiér (N \ {0}, ]).

Przykladami skoficzonych zbioréw czeSciowo uporzqdkowanych sg zbiory
nastepujace: :

{{a,b, ¢}, {{a,b),(a, ¢), (a, @), {c, ), (b, b) })

oraz : : ' '
({a,b, ¢}, {{a, ), (b, ¢), {a; €), (a, ), (b, D), (¢, ) })-

Diagramy tych zbioréw sa nastepujace:

Poniewaz dalej bedziemy sie tez postugiwaé diagramami, przyjmiemy
nastepujacg konwencje ich rysowania. Skoro z zalozenia rozwazana relacja
jest zwrotna, nie rysujemy. ,petelki” na kazdym punkcie; poniewaz jest
przechodnia, w przypadku gdy =z < y i y < 2 nie laczymy punktéw repre-
zentujacych z i z. Ostatnig umowg bedzie, ze punkty narysowane nizej sa
ymniej wazne” niz punkty narysowane wyzej, a jesli punkt z lezacy nizej
jest polaczony z y, ktéry lezy wyzej, to bedzie to oznaczaé, ze = < y.
W konsekwencji oba te diagramy przyjmg bardziej przejrzysta postaé
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a a

Inne przyklady skonczonych relacji czeSciowego porzadku to relacje
o nastepujacych diagramach:

SO

Rozwazmy relacje podzielnosci okreslong na zbiorze {1,2,3,4,6,12}.
-Porzadek w tym zbiorze ilustruje diagram

Zbiér X = {0,{a}, {b}, {a,b}, {a,c}, {a,b,c}} z relacja C jest takze zbio-
rem czeSciowo uporzadkowanym; jego diagram jest nastepujacy:

{a,b,c}
{a,b} {a,c}

{6} {a)

{2}
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Widaé, ze zbiory te sg ,takie same”: choé ich elementy sa rézne
irelacja jest inaczej okreslona, to jednak diagramy tych porzadkéw sg takie
same. Te dwa zbiory czesciowo uporzadkowane stanowia przykltad zbioréw
izomorficznych.

DEFINICJA 8.2.1. Zbiory czesciowo uporzgdkowane (X, <1) i (Y, <o)
sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja f : X — Y
wzajemnie jednoznaczna i ,na”, spetniajgca warunek

Va1Vra(z: <1 22 ¢ f(z1) <2 f(22)).

W matematyce na ogdl utozsamia si¢ obiekty izomorficzne, bedziemy
zatem utozsamiaé izomorficzne zbiory czeSciowo uporzadkowane.

TWIERDZENIE 8.2.2 (twierdzenie o reprezentacji relacji cze$ciowo po-
rzadkujacych). Kazdy niepusty zbidr czesciowo uporzgdkowany (X, <) jest
izomorficzny z pewng rodzing podzbiordw zbioru X, uporzqdkowang relacjg
inkluzji.

Dow 6 d. Niech a € X i niech (zg] = {z € X : z < 7o} (zbidr (q]
wyobrazamy sobie jako ,stozek” o czubku a), i niech 4 = {(a] : a € X}.
Latwo sprawdzié, ze zbiér (A, C) jest zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym.

Niech teraz f : X — A bedzie funkcjg zadang zaleznoécia f(z) = (].
Pokazemy, ze funkcja f jest izomorfizmem zbioréw (X, <) i (A4, C).

Po pierwsze, f jest ,na”, poniewaz kazdy element zbioru A jest wyzna-
czony przez jakis element zbioru X.

Po drugie, f jest réznowartosciowa. Zatézmy bowiem, ze (z] = (y]. Skoro
T € (], wiec = € (y], a stad = < y. Podobnie, skoro y € (y], wiec y < z.
Z antysymetrii relacji < wynika teraz, ze © = y.

Pokazemy wreszcie, ze z <y ¢ f(z) C f(y), tzn. z < y « (] C (y].

Niech wiec z < y i niech ¢ € (z]; pokazemy, ze zy € (y]. Skoro zg € (z],
wiec 9 < . Z przechodniodci relacji < wynika teraz, ze 7o < y, a stad
o € (y, zatem (z] C (y]. ,

Niech teraz (z] C (y]. Wobec tego dla dowolnego g, jesli zo € (z], to
zo € (y]. Zatem dla dowolnego o, jesli g < z, to 79 < y. W konsekwencji,
bioragc o = z, uzyskujemy implikacje: je$li < =z, to £ < y. Ale skoro
relacja < jest zwrotna, wiec = < z, zatem z < y, co koriczy dowéd. Q.E.D.

DEFINICIA 8.2.3. Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzgdkowa-
nym. Zbior Y C X nazywamy taicuchem, jesli relacja < jest spdjna w Y,
tj. dla dowolnych z,y € Y spetnia warunek

r#y— (z<yVy<a).
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Lancuchami sg w szczegélnosci porzadki o diagramach

o—0
[]
L]
L]
s 8 OO nun

Inny przyklad lancucha to nastepujaca rodzina A podzbioréw zbioru X:

A= {®7 {Z‘l}, {1171,(112}, {"Blax?a 1:3}, {3:17 .’DQ,.’E3,$4}, o }
z relacja C, gdzie z1, T2,x3,... to rézne elementy zbioru X.

DEFINICJA 8.2.4. Niech (A, <) bedzie zbiorem czedciowo uporzgdkowa-
nym ¢ niech B C A. Element ¢y € A jest ograniczeniem gornym zbioru B
wtedy 1 tylko wtedy, gdy xo spelnia warunek

Yy (y € B = y < zg)-
Nie wymaga sie tu, aby z¢ € B, acz si¢ tego nie wyklucza. Ograniczen

gbérnych danego zbioru moze byé wiecej niz jedno.
Rozwaimy dla przykladu nastepujace zbiory cze$ciowo uporzadkowane:

a a
a
b A b
c d b ¢ c c
d e c d d f
e e f
f d e f £ e
e

W powyzszych przyktadach kazdy z elementéw zbioru {a, b, ¢} jest ogra-
niczeniem gérnym zbioru {c,d, e, f}.
Podobnie definiuje sie ograniczenie dolne.

DEFINICJA 8.2.5. Niech (A, <) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzqdkowa-
nym i niech B C A. Element zo € A jest ograniczeniem dolnym zbioru B
wtedy i tylko wtedy, gdy z¢ spetnia warunek

Vy(y € B — 29 < y).
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DEFINICJA 8.2.6. Niech (A, <) bedzie 2biorem czedciowo uprzgdkowa-
nym. Element o € A nazywamy elementem najwiekszym wtedy i tylko
wtedy, gdy Vo (x € A = z < zg), ten. gdy wszystkie elementy zbioru A
sq mniejsze lub réwne xg. Podobnie definiujemy element najmniejszy, jako
taki, od ktérego wszystkie rézne od niego elementy sq wigksze, tzn. element
zo spetniajgcy warunek Ve (z € A — 2y < 7).

Nie kazdy zbidr czesciowo uporzadkowany ma element najmniejszy i naj-
wigkszy. Na przyklad zbiér liczb naturalnych ze zwyklym porzadkiem < ma
element najmniejszy, ale nie ma najwigkszego. Czytelnik zechce przejrzeé
narysowane wyzej diagramy zbioréw czesciowo uporzadkowanych i spraw-
dzi¢, w ktérych istnieja elementy najwieksze i najmniejsze.

Pojecie elementu najmniejszego i najwiekszego pozwala z kolei zdefinio-
wac pojecie supremum i infimum, czyli kresu gérnego i dolnego.

DEFINICJA 8.2.7. Niech (A, <) bedzie zbiorem czesciowo uprzqgdkowa-
nym ¢ niech B C A. Supremum albo kresem gérnym zbioru B nazywamy
element najmniejszy w zbiorze wszystkich ograniczer gérnych zbioru B, jesli
wstnieje element najmniejszy w tym zbiorze ograniczen. Podobnie, infimum
albo kres dolny definiujemy jako element najwigkszy w zbiorze wszystkich
ograniczeri dolnych, o ile istnieje element najwickszy w zbiorze ograniczer
dolnych.

Supremum zbioru B oznacza si¢ symbolem sup¢ (B), lub, gdy relacja <
Jest ustalona, symbolem sup(B), a infimum oznacza sie symbolem inf¢(B)
lub inf(B). . ‘

Krétko: supremum (kres gdérny) zbioru B to najmniejsze ograniczenie
gérne zbioru B, jesli istnieje, a infimum (kres dolny) to najwieksze ograni-
czenie dolne, jesli istnieje.

Na przyklad w zbiorze wszystkich figur plaskich okrag jest kresem gér-
nym zbioru wszystkich wielokatéw opisanych na okregu (gdy relacja jest
inkluzja).

W powyzszych przykladach supremum zbioru {c,d, e, f} stanowil ele-
ment c. Natomiast w ponizszym przykladzie istnieje ograniczenie gérne
dla zbioru {d, e, f}, ale nie istnieje najmniejsze ograniczenie gérne, czyli
supremum tego zbioru. Ograniczeniami gérnymi zbioru {d, e, f} sa bowiem
elementy a,b i c, ale - co tatwo zauwazy¢ ~ nie istnieje element najmniejszy
w rozpatrywanym zbiorze ograniczen gérnych, tj. w zbiorze {a, b, c}, ponie-
waz zaden z elementéw a,b i ¢ nie ogranicza z dotu wszystkich elementéw
zbioru {a, b, c}. Zatem nie istnieje sup{d, e, f}.
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a

f

Podobne przyklady mozna pokazaé takze dla ograniczenia dolnego
i infimum. ' |

Zauwazmy, ze kres (zaréwno gérny, jak i dolny) jesli istnieje, to jest
tylko jeden.

DEFINICJA 8.2.8. Kratg nazywa si¢ 2bidr czesciowo uporzgdkowany
(A, <), taki zZe dla dowolnych dwdch elementéw a,b € A istnieje najmniej-
sze ograniczenie gorne wzgledem relacji < i najwieksze ograniczenie dolne
wzgledem tej relacyi.

Krétko: kratg jest taki zbiér czeSciowo uporzadkowany, w ktérym dla
dowolnych dwéch elementéw istnieje supremum i infimum.

Najprostszymi przykladami krat sa zbiory cze§ciowo uporzadkowane
o nastepujacych diagramach:

SOPHY

Latwo sig przekonat, ze kazda krata skoficzona ma element najwickszy
i element najmniejszy. '

Kratami sa tez wszystkie taiicuchy. Teoria krat jest bujnie rozwijajaca
sie teoriag matematyczng, posiadajaca liczne zastosowania.

Od elementu najwigkszego nalezy odr6zni¢ element maksymalny
i odpowiednio od elementu najmniejszego — element minimalny.

DEFINICJA 8.2.9. Niech (A, <) bedzie zbiorem czeéciowo uporzgdkowa-
nym. Element zq jest elementem maksymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy
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spetnia warunek —Jy(y € AN zy < y Ay # xp), tzn. nie istnieje ele-
ment wiekszy od x¢. Podobnie definiuje sie element minimalny, jako taki,
od ktdrego nie istniejg mniejsze, tzn. taki element xg, ktéry spetnia warunek
~Jy(y€ ANy <20 Ay # %o)-

Mozna zauwazyé, ze kazdy element najwiekszy jest maksymalny. Nie
jest natomiast prawdziwe stwierdzenie, ze kazdy element maksymalny jest
najwiekszy. Wskazuje na to nastepujacy przyklad:

Nie istnieje tu element wiekszy od xg, wiec xg jest elementem maksymal-
nym, ale w zbiorze z porzadkiem zaprezentowanym na diagramie nie istnieje
element najwickszy, to jest ograniczajacy z gory wszystkie elementy tego
zbioru. Podobnie gy, jest tez elementem maksymalnym. Pokazany tu przy-
klad wskazuje, ze elementéw maksymalnych (i analogicznie minimalnych)
w danym zbiorze moze byé wiecej niz jeden.

Rozwazmy jeszcze inne przyklady.

1. W zbiorze (N, £) istnieje element najmniejszy (jest on tez elementem
minimalnym), ale nie ma ani elementu maksymalnego, ani najwiekszego.

2. Kazdy niepusty skoniczony zbidr czesciowo uporzadkowany ma co naj-
mniej jeden element minimalny i co najmniej jeden element maksymalny.

3. Jeéli zbi6r nie jest skonczony, to nie musza w nim istnie¢ elementy
maksymalne i minimalne. Wskazuje na to nastepujacy przyklad:

W zbiorze wszystkich funkcji f : R — R wprowadzamy porzadek <
nastepujaca réwnowaznoscig:

f< g+ Yz (f(z) < g(2).

Relacja < miedzy funkcjami jest czeSciowym porzadkiem, bo, co latwo
sprawdzié, jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia. Zauwazmy teraz,
ze dla kazdej funkcji f istnieje funkcja od niej ,,wicksza”, to jest taka funk-
cja g, ze f < g; wystarczy jako g wziaé funkcje g(z) = f(z) + 1. Wynika
z tego, ze w zbiorze wszystkich funkcji rzeczywistych nie istnieje element
maksymalny, wiec nie istnieje tez element najwickszy. Podobne rozwaza-
nia prowadza do wniosku, Ze nie istnieje tu takze element najmniejszy
i minimalny.
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Pojgcia elementu maksymalnego (nie najwiekszego!) oraz ograniczenia

gdérnego wystepuja w lemacie, majacym w dowodach matematycznych bar-
dzo wazne zastosowania.

LEMAT 8.2.10 (lemat Kuratowskiego-Zorna). Niech (A, <) bedzie zbio-
rem czegSciowo uporzgdkowanym. Jesli kazdy taricuch L C A elementéw
zbioru A ma ograniczenie gdrne, to w zbiorze A istnieje element maksy-
malny.

Lemat Kuratowskiego~Zorna jest réwnowazny aksjomatowi wyboru (por.
paragraf nastepny).

8.3. Zbiory dobrze uporzadkowane

Wyré6znimy jeszcze jeden rodzaj relacji porzadkujacych odgrywajacych
bardzo wazna role w matematyce, a mianowicie tzw. dobre porzadki.

DEFINICJA 8.3.1. Relacje R C X x X nazywamy dobrym porzadkiem
wtedy i tylko wtedy, gdy relacja R jest czesciowym porzqdkiem, takim ze

VACX,A# 0 Jaec AVz € A (aRx).

Zgodnie 7 ta definicja relacja R C X x X jest dobrym porzadkiem wtedy
i tylko wtedy, gdy R jest relacja zwrotna, antysymetryczng, i przechodnia
oraz taka, ze kazdy niepusty podzbiér A zbioru X ma element najmniejszy
(pierwszy) w sensie (wzgledem) relacji R.

Yatwo pokazac, ze kazdy dobry porzadek jest relacja spéjna, czyli ze
kazdy dobry porzadek jest takze porzadkiem liniowym. Istotnie, niech
R C X x X bedzie dobrym porzadkiem i rozwazmy dowolne dwa rézne
elementy z,y € X. Wtedy zbiér {z,y} jest niepustym podzbiorem X, czyli
0 # {z,y} C X. Zgodnie z definicja dobrego porzadku istnieje w tym
zbiorze element najmniejszy. Jesli tym elementem najmniejszym jest z, to
wtedy zRy, a jesli jest nim y, to wtedy yRz. Ostatecznie wiec zRy V yRz,
czyli relacja R jest spéjna.

Poniewaz dobry porzadek jest porzadkiem (liniowym), wiec zgodnie
z przyjeta w poprzednim rozdziale konwencja, zamiast xRy bedziemy pisaé
T < y. Jeshi  jest dobrym porzadkiem w zbiorze X, to pare uporzadkowana,
(X, <) nazywaé bedziemy zbiorem dobrze uporz gdkowanym.
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Przykladem dobrego porzadku moze by¢ relacja < w zbiorze liczb na-
turalnych N. Zauwazmy, ze zwykla relacja < nie jest dobrym porzadkiem
w zbiorze liczb catkowitych Z ani w zbiorze liczb rzeczywistych R.

Dla zbioréw dobrze uporzadkowanych zachodzi bardzo wazna i czesto
wykorzystywana wlasnoé¢ zwana zasad a indukcji.

TWIERDZENIE 8.3.2 (zasada indukcji). Niech (X, <) bedzie zbiorem do-
brze uporzgdkowanym i niech @(v) bedzie funkcjg zdaniowg o jednej zmien-
nej wolnej v przebiegajgcej zbior X. Zalozmy, zZe

(1) nagmniejszy element zbioru X ma wlasnosé o,

(2) dla dowolnego elementu x € X, jezeli wszystkie elementy poprzedza-
jace x majg wtasno$é v, to réwniez element x ma wlasnosé ¢.

Wtedy kazdy element zbioru X ma wtasnosé .

Dow 6 d. Zalézmy, ze < jest dobrym porzadkiem w zbiorze X i ze
funkcja zdaniowa ¢ ma wlasnoéci (1) i (2). Przypu$émy dla dowodu nie
wprost, ze nie jest prawda, iz wszystkie elementy zbioru X maja wlasnosc
@, tzn. ze I(z € X) ~(z). Zatem Z = {z € X : —p(z)} jest niepusty.
Poniewaz (X, <) jest dobrym porzadkiem, wigc w zbiorze Z istnieje ele-
ment najmniejszy. Oznaczmy go przez z. Poniewaz 2y € Z, zatem —(zp).
Z wtasnosci (1) wynika, ze zp nie jest najmniejszym elementem zbioru X.
Z drugiej strony, poniewaz 2 jest najmniejszym elementem zbioru Z, wiec

Vyly < 20 — ©(y)).

Na mocy wlasnoéci (2) mamy zatem ¢(zp), co przeczy stwierdzonej wyzej
wlasnoéci —p(zp). Ostatecznie wiec przypuszczenie, Ze istnieja elementy
zbioru X, ktdére nie majg wtasnosci ¢, doprowadzilo do sprzecznosci, zatem
Vz € X (). QE.D. '

WNIOSEK 8.3.3. Jezeli ¢ jest funkcjg zdaniowg o dziedzinie N, takg ze
(1) ©(0),
(2') Vn e N (p(n) — ¢(n +1)),

to Yn € N p(n).

Dow 6 d. Zauwazmy, ze poniewaz 0 jest najmniejszym elementem zbio-
ru N w sensie naturalnego porzadku < miedzy liczbami naturalnymi, to-
tez warunek (1') pokrywa si¢ z warunkiem (1) poprzedniego twierdzenia.
Z drugiej strony, poniewaz n poprzedza n + 1, wiec warunek (2') wnio-
sku jest silniejszy niz warunek (2) twierdzenia (jest to bowiem implikacja
o slabszym poprzedniku). Zatem na mocy zasady indukcji otrzymujemy
teze Vn € Np(n). Q.E.D.
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Podany powyzej wniosek to znana zasada indukeji matematycznej. Sta-
nowi ona jeden z (najwazniejszych) aksjomatéw arytmetyki liczb natural-
nych, czyli teorii aksjomatycznej charakteryzujacej liczby naturalne i dzia-
lania na nich. Teorie te nazywa si¢ zwykle arytmetyks Peana?.

Arytmetyka Peana jest to teoria oparta na rachunku predykatéw pierw-
szego rzedu. Jej pozalogiczne pojecia pierwotne to: stata nazwowa 0 (zero),
symbol funkcyjny 1-argumentowy S (nastepnik) oraz dwa symbole funk-
cyjne 2-argumentowe: + (dodawanie) i - (mnozenie). Aksjomaty pozalo-
giczne sa nastepujace:

(1) S(z) = S(y) = z =1y,

(2) ~[S(z) = 0],

)z + 0=z,

4) 2+ S(y) = S(z + y),

5)z-0=0,

6)z-S(y)=z y+=,

7) (0) AVz[p(z) = ©(S(z))] = Vzo(z),

gdzie ¢ jest dowolng formula jezyka arytmetyki Peana. Zauwazmy, ze ostat-
ni aksjomat jest schematem nieskorniczenie wielu aksjomatéw — dla kaz-

dej formuly ¢ otrzymujemy jeden aksjomat (schemat ten nazywa sie sche-
matem indukcji).

(3
(
(
(
(

Zasada indukcji jest czesto wykorzystywana w dowodach matematycz-
nych. Jesli mianowicie nalezy udowodnié, ze pewna wlasnoéé¢ zachodzi dla
wszystkich liczb naturalnych, to zgodnie z zasadg indukcji wystarczy po-
kaza¢, ze zachodzi ona dla liczby 0 (czy ogélniej: dla pierwszej liczby natu-
ralnej, dla ktérej rozwazana wtasnoéé ma zachodzié), a nastepnie rozwazy¢
dowolng, ale ustalong liczbe & i zalozywszy, ze badana wlasnosé zachodzi
dla k, pokazaé, ze zachodzi tez dla liczby nastepnej, tzn. dla k& + 1. Zilu-
strujmy to przyktadem. Udowodnijmy mianowicie, ze suma n pierwszych

liczb parzystych jest réwna n(n + 1), tzn. dla kazdej liczby naturalnej n
zachodzi réwnosé

2444+6+...+2n=n(n+1).

Dla n = 1 mamy jedng tylko liczbe parzysta, a mianowicie 2. Stad lewa
strona naszego wzoru réwna si¢ 2. Prawa za$ jest réwna 1- (1 + 1), czyli
takze 2. Teraz krok indukcyjny: niech k bedzie dowolng liczba naturalng

* Od nazwiska matematyka wloskiego Giuseppe Peana (1858-1932), ktéry jako
pierwszy zaksjomatyzowal arytmetyke liczb naturalnych.
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i zalézmy, ze dla niej zachodzi nasza réwnoéé, tzn. ze suma pierwszych k
liczb parzystych jest réwna k(k + 1), czyli

24446+...+2k=Fk(k+1),

To jest zalozenie indukcyjne. Teza indukcyjna glosi, ze suma pierwszych
k + 1 liczb parzystych jest réwna (k + 1)(k + 2). Istotnie mamy

244464...+2k+20k+1)=k(k+1)+2(k+1) = (k+1)(k+2).

WykazaliSmy zatem teze indukcyjna, korzystajac z zalozenia indukcyjnego.
Na mocy zasady indukcji mozemy zatem stwierdzié, ze dla kazdej liczby
naturalnej n suma pierwszych n liczb parzystych jest réwna n(n + 1).
Rozwazmy jeszcze jeden przyklad: udowodnijmy mianowicie, ze suma
pierwszych n liczb nieparzystych jest réwna n?, czyli ze dla kazdej liczby
naturalnej n
1+34+5+...+(2n—1) =n2

Istotnie, dla n = 1 mamy po lewej stronie liczbe 1, a po prawej 12, czyli
tez 1. Teraz niech k bedzie dowolng ustalong liczba naturalna i zalézmy
(jest to zaltozenie indukcyjne), ze zachodzi dla niej dowodzona réwnosé,
tzn.

1+3+5+...+(2k—1) = k2

Pokazemy, ze (i to jest teza indukcyjna), ze zachodzi ona takze dla
nastepnej liczby naturalnej, czyli dla &k + 1, tzn.

14+3454+...+2k—1)+ (2k+1) = (k+ 1)2
Mamy
143454+ +k—1)+(2k+1) = k2 +(2k+1) = k* +2k+1 = (k+1)%.

* ok ok

Na poczatku rozwazai tego paragrafu podaliSmy tylko jeden przyklad
zbioru dobrze uporzadkowanego. Trudno jest podaé inne naturalne przy-
ktady zbioréw uporzadkowanych. Z faktem tym kontrastuje nastepujace
twierdzenie:

TWIERDZENIE 8.3.4 (o dobrym uporzadkowaniu; Zermelo 1904). Dla
kazdego zbioru X istnieje relacja < dobrze porzgdkujgca zbior X.
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Z twierdzenia tego wynika w szczegdlnosci, ze zbiér liczb rzeczywi-
stych R mozna dobrze uporzadkowad, tzn. zZe istnieje relacja dobrze po-
rzadkujaca R. Mozna pokazaé, ze relacja taka jest bardzo skomplikowana,
tzn. stopien jej ztozono$ci, mierzony zlozonoscia formutly definiujacej taka
relacje dobrego porzadku na R, jest bardzo wysoki (przy tym zlozonoéé
formuty mierzymy liczba i rodzajem kwantyfikatoréw niezbednych w takiej
definicji). Nie mozemy tu oczywiscie podawaé bardzo trudnego dowodu
tych faktéw. Zauwazmy tylko, ze wyjadniaja one, dlaczego nie ma natural-
nych przykladéw dobrych porzadkéw zbioru liczb rzeczywistych czy innych
zbioréw liczb znanych z praktyki matematycznej.

Twierdzenie o dobrym uporzadkowaniu wyprowadza sie (w aksjoma-
tycznej teorii mnogo$ci) z aksjomatu wyboru, co wiecej, aksjomat ten jest
rownowazny twierdzeniu o dobrym uporzadkowaniu.

AKSJOMAT WYBORU. Dla kazdej rodziny zbiordw niepustych i parami
roztgcznych istnieje zbior magjgcy z kazdym ze zbiordw tej rodziny po do-
ktadnie jednym elemencie wspdlnym (zbior ten nazywa sie selektorem).

Czasami aksjomatowi wyboru nadaje sie tez inna postac.

AKSJOMAT WYBORU (druga postaé). Dla dowolnej rodziny A zbioréw
niepustych istnieje funkcja wyboru, tzn. funkcja przyporzgdkowujgca kaz-
demu zbiorowi z rodziny A pewien jego element.

Mozna pokazac, ze oba sformulowania aksjomatu wyboru sg sobie réw-
nowazne.

W matematyce uzywa sie takze innych zasad, ktére sg réwnowazne ak-
sjomatowi wyboru. Chodzi tu w szczeg6lnosci o lemat Kuratowskiego—-Zor-
na i o lemat Teichmiillera—Tukeya.

LEMAT KURATOWSKIEGO-ZORNA. Jesli dla kazdego liniowo uporzed-
kowanego podzbioru Xy zbioru czesciowo uporzgdkowanego X istnieje ogra-
niczenie gorne, to w zbiorze X istnieje element maksymalny.

Zanim sformulujemy lemat Teichmiillera-Tukeya, musimy wprowadzi¢
pewne nowe pojecie. Ot6z bedziemy méwili, ze dana wlasno§é @, mo-
gaca przystugiwaé podzbiorom pewnego zbioru X, jest wlasno$cig
charakteru skonfczonego wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér pusty 0
ma wlasno$é @ oraz, dla kazdego Xy C X, zbidr Xy ma wlasnoéé ® wtedy
i tylko wtedy, gdy ma ja kazdy skoficzony podzbiér zbioru Xj.

LEMAT TEICHMULLERA-TUKEYA. Niech ® bedzie pewng wtasnoscig
charakteru skoriczonego mogqcq przystugiwaé podzbiorom pewnego zbioru X.
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Dowolny podzbior zbioru X majgcy wlasno$é @ jest zawarty w maksymal-
nym zbiorze Xo C X magjgcym wtasnosé @, tj. w takim zbiorze Xo majgcym
wlasnoéé @, ze dla kaidego X1 C X majgcego wltasnoéé ® i takiego, ze
Xo C Xl, mamy X() = Xl.

Wszystkie opisane wyzej zasady sa sobie réwnowazne, tzn. zachodzi
nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 8.3.5. Wszystkie ponizsze zasady sqg sobie réwnowazne:
~ aksjomat wyboru,

- twierdzentie Zermela o dobrym uporzedkowaniu,

- lemat Kuratowskieqo-Zorna,

- lemat Teichmiillera-Tukeya.

Aksjomat wyboru i opisane wyzej zasady mu réwnowazne odgrywaja
bardzo wazna role w matematyce i sa, wykorzystywane w dowodach wielu
waznych twierdzen analizy, algebry, topologii, teorii miary, analizy funkcjo-
nalnej itd.

Zadania

1. Pokaza¢, ze kazda relacja przeciwzwrotna i przechodnia jest przeciwsyme-
tryczna.

2. Niech R bedzie relacjg quasi-porzadkujaca w zbiorze X, tj. zwrotng i przechod-
nig. Niech Sg bedzie relacja zdefiniowana nastepujaco: tSpy wtedy i tylko wtedy,
gdy xRy A yRzx.

a. Pokazac, ze Sg jest relacjg réwnowaznoSci.

b. Oznaczmy przez [z] klase abstrakcji relacji Sg. Pokazaé, ze relacja < na
klasach abstrakcji, zdefiniowana réwnowaznoécia: [z] < [y] wtedy i tylko
wtedy, gdy xRy, jest relacja czefciowo porzadkujaca w zbiorze klas abs-
trakcji.

3. Niech < bedzie cze$ciowym porzadkiem w zbiorze X. Pokazaé, ze relacja ostrego
porzadku generowana przez <, to jest relacja definiowana réwnowaznoécia: < y
wtedy i tylko wtedy, gdy = < y Az # y, jest przeciwzwrotna i przechodnia.

4. Sprawdzi¢, ze dla dowolnego zbioru X, para (P(X), C) jest zbiorem czesciowo
uporzadkowanym.

5. Narysowa¢ diagram zbioru uporzadkowanego (P({a,b,c,d}), C).

6. Sprawdzi¢, ze dla dowolnego zbioru X, para (N'\ {0},|), gdzie | jest relacja
podzielnoéci, jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym.
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7. Narysowac diagram zbioru czeSciowo uporzadkowanego
({re N: 1<z <10}, ).
8. Narysowa¢ diagramy zbioréw czeSciowo uporzadkowanych

({2,3,5,6,10,15}, ) oraz ({{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}},C)

i zauwazy¢, ze s to zbiory izomorficzne; zdefiniowaé funkcje bedacg izomorfizmem
tych zbioréw.

9. Narysowac diagramy nastepujacych zbioréw czesciowo uporzadkowanych, kté-
rych uniwersum stanowi zbidér {a, b, c,d}, a relacje stanowia nastepujace pary:

a) {{a,a),(b,b),(c,c),(d,d,),(a,d), (b,d),(c,d)},

b) {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d,),(a,c), (b, c),{c,d), (a,d), (b,d)},

¢) {{a,a),(b,b),(c,c),(d,d,),(a,b),(a,c), {d, c)}.
10. Narysowa¢ diagramy wszystkich (z dokladnoscig do izomorfizmu) zbioréw cze-
§ciowo uporzadkowanych jedno-, dwu- i trzyelementowych.

11. Zilustrowaé twierdzenie o reprezentacji zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych,
biorac zbiér uporzadkowany przez relacje o nastepujacym diagramie:

12. Udowodni¢, ze element najwiekszy jest zarazem maksymalny.

13. Pokazaé, ze w zbiorze N\ {0,1} z relacja podzielnoéci istnieje nieskoriczenie
wiele elementéw minimalnych. (Wskazdwka: rozwazyé liczby pierwsze).

14. Wiadomo®, ze relacja = na zbiorze F wszystkich formul jezyka rachunku zdas,
zdefiniowana nastepujaco:

¢ ~ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy (¢ « ) € T,

jest relacjg réwnowaznosci na zbiorze formul rachunku zdan F (symbolem ¥ ozna-
czamy tu zbidr tautologii rachunku zdail). Oznaczmy przez F/x zbidr wszystkich
klas abstrakcji wzgledem ~. Na zbiorze /. zdefiniujemy teraz relacje < naste-
pujaco:

(4]~ < [¥]~ wtedy i tylko wtedy, gdy (¢ — 9) € %.

a. Udowodni¢, ze relacja < jest relacja cze$ciowego porzadku.
b. Znalez¢ elementy najwiekszy i najmniejszy w zbiorze (Fu, <).
(Wskazéwka: rozwazyé odpowiednio zbiory tautologii i negacji tautologii).

% Por. zadanie 13, rozdzial 6.
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15. Dlaczego zbiory (Z, <) i (R, <) nie sa dobrze uporzadkowane?

16. Czy zbiér wszystkich ulamkéw postaci 1 (n € N) z relacja < jest dobrze
uporzadkowany?

17. Pokazaé, ze porzadek liniowy w zbiorze skoriczonym jest dobrym porzadkiem
w tym zbiorze.

18. Udowodni¢, ze kazdy zbiér skoniczony mozna dobrze uporzadkowad.
19. Na ile sposobéw mozna dobrze uporzadkowad zbidr skoficzony n-elementowy?

20. Niech (X, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzadkowanym. Element y nazy-
wamy (bezposrednim) nastepnikiem elementu z wtedy i tylko wtedy, gdy zRy, ale
nie istnieje taki z, rézny od z iy, ze xRz i 2Ry, formalnie

TRy AVz(zRzAzRy -+ z=2zV 2z =y).

a. Pokazaé, ze jedli (X,<) jest zbiorem dobrze uporzadkowanym, to kazdy
jego element z wyjatkiem elementu ostatniego (jedli element taki istnieje
w X) ma bezposredni nastepnik.

b. Sprawdzié, ze funkcja S + N — N, zadana réwnoscia: S(n) = n + 1,
definiuje bezpoéredni nastepnik elementu n w zbiorze (N, ), gdzie < jest
zwyklg relacja ,mniejsze lub réwne”.

21. Uporzadkujmy zbidr Z liczb catkowitych w nastepujacy ciag: 0,-1,1,-2,2,...,
—n,n,—(n+1),n+1,...
a. Zdefiniowaé dokladnie relacje <, porzadkujaca w podany sposéb zbiér Z,
tak aby < byta cze$ciowym porzadkiem..
b. Pokazad, ze (Z, <) jest zbiorem dobrze uporzadkowanym.
c. Zdefiniowaé funkcje bezposredniego nastepnika w zbiorze (Z, <).
d. Pokazaé, ze zbiory (N, <) i (Z, <) sg izomorficzne.

22. Czy relacja odwrotna do dobrego porzadku zawsze jest dobrym porzadkiem?

23. Czy w kazdym zbiorze dobrze uporzadkowanym dowolny element, oprécz
pierwszego, ma bezposredni poprzednik (bezposredni poprzednik definiujemy ana-
logicznie do bezposredniego nastepnika)?



Rozdzial 9

Teoria mocy

9.1. Wprowadzenie

Teoria mocy zajmujaca sie kwestia licznodci zbioréw i poréwnywaniem
ich licznoéci jest jednym z gléwnych dzialéw teorii mnogoéci. Stanowila ona
tez jeden z zasadniczych tematéw rozwazan Georga Cantora, twércy teorii
mnogoéci. To on wlaénie wprowadzil pojecie mocy zbioru i pojecie liczby
kardynalnej (bedace uogdlnieniem pojecia licznosci czy liczby elementéw w
zbiorze) oraz udowodnil podstawowe wlasnosci liczb kardynalnych. Szcze-
gblne znaczenie mialy jego rozwazania dotyczace zbioréw nieskoriczonych
oraz badania dotyczace mocy konkretnych zbioréw znanych z praktyki ba-
dawczej matematykéw, zwlaszcza zbioréw liczb (naturalnych, wymiernych,
rzeczywistych).

Zanim wprowadzimy podstawowe pojecia teorii mocy, zacznijmy od
pewnej intuicji. Wyobrazmy sobie mianowicie dziecko, ktére otrzymalo
dwa pudelka cukierkéw i zastanawia si¢, czy w obu pudetkach jest ich
tyle samo. Aby rostrzygnaé te kwestie, moze ono albo (1) policzyé cu-
kierki w obu pudetkach i uzyskane tak liczby poréwnaé (o ile oczywiscie
jest juz na tyle rozwiniete, ze potrafi wykonywaé takie operacje), albo tez
(2) wyjmowaé jednoczesnie po jednym cukierku z kazdego z pudelek (czyli
laczy¢ elementy obu pudelek w pary) i tak otrzymane pary odkladaé na
bok, po czym, je§li cukierki wyczerpia si¢ jednocze$nie w obu pudelkach,
bedzie moglo stwierdzié, ze zawieraly one po tyle samo cukierkéw, a je-
§li nie, to ze w jednym z pudelek bylo ich wiecej. Zauwazmy, ze sposéb
drugi jest prostszy i nie wymaga zadnych wla$ciwie uprzednich umiejetnosci
(w szczegblnodci rachowania). Jest on tez bardziej uniwersalny, poniewaz
(w odréznieniu od pierwszego sposobu) moze by¢ zastosowany nie tylko do
zbioréw skonczonych, ale i do zbioréw nieskonczonych (tu oczywiscie nie
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bedziemy juz méwi¢ o cukierkach, chcaé unikngé pytania o to, czy moze
by¢ aktualnie nieskoniczenie wiele cukierkéw!).

Zapytajmy, co wlasciwie robi dziecko, wyjmujac jednoczeénie po jednym
cukierku z kazdego z pudelek i odkladajac taka pare na bok? Otéz, méwiaé
jezykiem matematyki, dziecko okresla funkcje réznowartosciows, ze zbioru
zlozonego z cukierkéw znajdujacych sie w jednym z pudelek do zbioru zto-
zonego z cukierkéw w drugim pudetku. Gdy cukierki wyczerpia sie jedno-
cze$nie (czyli gdy okreélana przez nie funkcja okaze sie funkcja ,na”, tzn.
suriekcja), to dziecko stwierdza, ze w obu pudelkach bylo ich tyle samo,
czyli ze liczba cukierkéw w obu pudelkach byla taka samal. Ta wlasnie
intuicja lezy u podstaw fundamentalnego w teorii mocy pojecia réwnolicz-
no$ci. Przyjmujemy mianowicie nastepujaca definicje:

DEFINICJA 9.1.1. Méwimy, Ze dwa zbiory X i Y sg réwnoliczne (lub
tej samej mocy) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja odwzorowujgca
wzajemnie jednoznacznie zbior X na zbiér Y.

Jedli zbiory X 1 Y sa réwnoliczne, to piszemy wtedy X ~ Y. Zatem
mamy

X~Y e3f[f: X Y]
LEMAT 9.1.2. Relacja réwnolicznosci jest relacjg réwnowaznosci.

Dow 6 d. Nalezy wykazaé, ze relacja réwnolicznosci ~ jest zwrotna,
symetryczna i przechodnia. Rozwazmy zatem dowolny zbiér X. Latwo wi-
dzie¢, ze funkcja tozsamosdciowa I : X — X, taka ze I(z) = z, jest bijekcja
zbioru X na siebie. Zatem X ~ X i w konsekwencji relacja réwnolicznosci
jest zwrotna. Aby udowodnié jej symetryczno$é, rozwazmy dwa dowolne
zbiory X 1Y oraz zalézimy, ze X ~ Y. To oznacza, ze istnieje funkcja réz-
nowarto$ciowa f odwzorowujaca X na Y. Zgodnie z wlasnoéciami bijekcji
(por. paragraf 7.3) funkcja odwrotna do funkcji f, tzn. funkcja f~1, jest bi-
jekcja miedzy zbiorem Y i zbiorem X. Zatem Y ~ X. Dla dowodu wlasnosci
przechodnio$ci rozwazmy wreszcie trzy dowolne zbiory X,Y, Z i zalézmy,
ze X ~Y oraz Y ~ Z. To oznacza, ze dla pewnych bijekcji f i ¢ mamy
f+X 1_;;3Y oraz g: Yl—n_;f Z. Stad superpozycja tych funkcji, czyli funkcja

! Metoda ta nie dostarcza informacji na temat tego, ile cukierkéw jest w pudelku.
Jest wiec podobna do sposobéw, jakie stosowali ludzie pierwotni przy ,liczeniu” elemen-
téw jakiego$ zbioru, co robiono zwykle przez por6wnywanie elementéw tego zbioru z pew-
nym ustalonym wzorcem. O pierwotnych sposobach ustalania licznoéci mozna przeczytaé
w interesujacej ksigzce Georgesa Ifraha, Dzieje liczby, czyli historia pewnego wynalazku,
Ossolineum, Wroclaw 1991.
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fog:X — Z jest bijekcja zbioru X i zbioru Z (por. twierdzenie 7.3.1).
Zatem zbiory X i Z s réwnoliczne, czyli X ~ Z. Q.E.D.

9.2. Liczby kardynalne. Twierdzenie
Cantora—Bernsteina

Skoro relacja réwnolicznosci jest relacja réwnowaznoéci, wiec mozemy
mé6wic o jej klasach abstrakcji. Przyjmujemy zatem nastepujaca definicje:

DEFINICIA 9.2.1. Klasy abstrakcji relacji réwnolicznodci ~ nazywamy
mocami zbioréw albo liczbami kardynalnymi. Moc zbioru A oznaczamy
przez A lub przez card(A).

Symbol A zostal wprowadzony przez Cantora. Podwdjna kreska nad
litera A ma wyraza¢ podwdjny proces abstrakeji: abstrahujemy mianowicie
zaréwno od jako$ci elementéw zbioru A, jak i od ich porzadku. Symbol
card(A) pochodzi za$ od angielskiego stowa cardinality — liczba kardynalna,
moc. )

Najprostszymi przyktadami liczb kardynalnych sa liczby naturalne.
Mozemy wiec powiedzie¢ na przyklad, ze liczba 2 jest to klasa abstrakcji
zbioréw dwuelementowych, a wigc w szczegélnosci klasa abstrakcji (wzgle-
dem relacji réwnolicznosci) zbioru {prawda, fatsz}. Ogélnie liczbami natu-
ralnymi bedziemy nazywali moce (liczby kardynalne) zbioréw skonczonych,
przy czym to ostatnie pojecie definiujemy, opierajac si¢ na pojeciu zbioru
nieskoficzonego. Otéz przyjmujemy nastepujaca definicje:

DEFINICJA 9.2.2. Zbior X nazywamy nieskoticzonym wtedy i tylko wiedy,
gdy jest on réwnoliczny z pewnym swoim podzbiorem wtasciwym, tzn. gdy
istnieje zbior Y G X, taki ze X ~Y. Mowimy za$, ze zbiér X jest skon-
czony wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest on nieskoriczony.

Podana definicja zbioru nieskoriczonego pochodzi od Richarda Dede-
kinda.

Wilasnos¢, o ktérej méwi definicja zbioréw nieskonczonych, podana przez
Dedekinda, spotykamy czesto w matematyce. Wskazuja na to nastepujace
przyklady zbioréw nieskoriczonych: "

1. Zbiér liczb naturalnych jest réwnoliczny ze zbiorem liczb parzystych.
Funkcja ustalajaca réwnolicznosé jest tu funkcja f(z) = 2z.
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2. Podobnie réwnoliczne sa dwa dowolne przedziaty (a,b) i (c,d) liczb
rzeczywistych czy dowolny dany przedzial (a,b) i caly zbidr liczb rzeczy-
wistych R, czyli prosta (—o0,00). Aby pokazaé te ostatnig wlasnosé, wy-
starczy zauwazy¢, ze funkcja tgz ustala réwnoliczno$é przedziatu (-7, %)
i prostej (—oo,00) oraz skorzystaé z faktu, ze dowolne dwa przedzialy
otwarte sg réwnoliczne, a relacja réwnolicznosci jest przechodnia.

3. Moina tez pokazaé?, se dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b oraz
¢, d, takich ze a < bic < d, mamy (a,b) ~ [c,d].

4. Zbiory réwnoliczne nie musza mieé tego samego wymiaru: mozna
na przyklad udowodnié, ze przedzial (0,1) jest réwnoliczny z kwadratem
(0,1] x (0, 1] bez punktu (1,1).

Podstawowym twierdzeniem pozwalajacym ustalaé¢ réwnolicznoéé kon-
kretnych zbioréw jest nastepujace twierdzenie Cantora-Bernsteina:

TWIERDZENIE 9.2.3 (Cantor—Bernstein). Jesli zbidr A jest réwnej mocy
z pewnym podzbiorem zbioru B, a zbidr B jest réwnej mocy z pewnym pod-
zbiorem zbioru A, to zbiory A i B sq réwnoliczne.

WNIOSEK 9.2.4. Jezeli C C B C A oraz A ~ C, to réwniez B ~ A
tB~C.

Twierdzenie Cantora-Bernsteina, a zwlaszcza wniosek z niego sa cze-
sto stosowanymi narzedziami pozwalajacymi ustali¢ réwnolicznosé dwu da-
nych zbioréw. Dla przykladu pokazemy — uzywajac wniosku z twierdze-
nia Cantora-Bernsteina — ze kwadrat bez brzegu K jest réwnoliczny z
kolem S z brzegiem. W tym celu rozwazmy dwa dowolne kwadraty K;
i Ky bez brzegu, takie ze Ky C S C K5 (zaréwno kwadraty, jak i kolo
traktujemy jako zbiory punktéw na danej plaszczyznie). Latwo pokazaé —
wykorzystujac na przyklad rzut srodkowy — ze K; ~ K oraz K; ~ K. Na
mocy wniosku dostajemy stad K; ~ S, co z kolei, na mocy przechodniosci
i symetrii relacji réwnolicznosci, daje K ~ S.

Przyklad ten, podobnie jak i poprzednie moga sugerowad, ze wszystkie
wladciwie zbiory nieskoniczone sa sobie réwnoliczne i ze w konsekwencji
istnieje tylko jedna nieskoniczono$é. Jest to jednak wniosek bledny. Otdz
w dalszym ciagu pokazemy (por. paragraf 9.4), ze istnieje wiele zbioréw
nieskoficzonych nieréwnolicznych z soba, a zatem istnieje wielka rozmaitosé
nieskonczonosci.

2 Dowdd znalezé mozna na przyktad w ksiazce R. Murawskiego i K. Swirydowicza,
Wstep do teorii mnogosci, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 2005. Tam takze znalezé
mozna dowody innych twierdzen podanych w tym rozdziale bez dowodu.
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9.3. Zbiory przeliczalne

Zbiory, ktérych elementy mozna przeliczyé (przynajmniej teoretycznie),
nazywaé bedziemy przeliczalnymi. Scista definicja jest nastepujaca:

DEFINICJA 9.3.1. Zbior X nazywamy przeliczalnym wtedy 1 tylko wtedy,
gdy X jest skoriczony lub réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych N.

Szczegdlnie interesujace sa oczywidcie nieskoniczone zbiory przeliczalne.
Moc zbioru N liczb naturalnych (a zatem i moc kazdego nieskoniczonego
zbioru przeliczalnego) oznaczamy (za Cantorem) symbolem?® R.

Oto kilka przykladéw nieskoriczonych zbioréw przeliczalnych: zbidr liczb
nieparzystych, zbiér Z liczb catkowitych, zbiér odwrotnosci liczb natural-
nych dodatnich, czyli zbiér {1, %, %, i, ...}, zbidr liczb pierwszych.

Latwo zauwazy¢, ze zbidr nieskonczony jest przeliczalny wtedy i tylko
wtedy, gdy jego elementy mozna ustawi¢ w ciag nieskonczony

ag, 01,02, - ..

Istotnie, jesli zbidr nieskonczony X jest przeliczalny, to na mocy definicji
istnieje bijekcja f: Nl-n"zf X. Funkcja ta wyznacza oczywiscie ciag nieskon-
czony: a9 = f(0),a1 = f(1),a2 = f(2),... Zatem elementy zbioru X mozna
ustawi¢ w ciag nieskonczony. Na odwrdt, ustawienie elementéw zbioru X
w ciagg nieskoniczony, to nic innego jak okreflenie bijekcji f: N%}X .

TWIERDZENIE 9.3.2. Zbidr Q liczb wymiernych jest przeliczalny,
doktadniej ‘

Q = No.

Dow 6 d. Rozwazmy na poczatek zbiér Q1 wszystkich liczb wymier-
nych dodatnich, ¢zyli zbiér Qt = {r € Q : r > 0}. Ustawmy elementy
tego zbioru w tablice wedlug nastepujacej zasady: w pierwszym wierszu
umieszczamy w porzadku malejacym liczby wymierne (czyli utamki) o licz-
niku 1, w drugim — kolejne liczby wymierne o liczniku 2, w trzecim — liczby
wymierne o liczniku 3 itd. W ten sposéb otrzymujemy nastepujaca tablice:

3 Jest to pierwsza litera alfabetu hebrajskiego ,alef” z indeksem zero.
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W tablicy tej wystepuje kazda liczba ze zbioru QY, co wiecej, kazda wy-
stepuje wielokrotnie. Ustawiamy teraz elementy tej tablicy w ciag wedlug
nastepujacej zasady: najpierw wstawiamy te utamki, w ktérych suma, licz-
nika i mianownika wynosi 2, potem te ulamki, w ktérych suma licznika
i mianownika wynosi 3, dalej utamki o sumie licznika i mianownika 4 itd.
(poszczegblne grupy zaznaczamy klamrami, piszac pod nimi sume licznika
i mianownika). Otrzymujemy w ten sposéb ciag
213214321543 21

1
TIP3 45
Sy Ty Ty ¢

WykreSlmy z tego ciagu wyrazy powtarzajace sie, tzn. jesli jaki§ wyraz
pojawia si¢ po raz drugi, trzeci itd., to wykreslamy to drugie, trzecie itd.
Jjego wystapienie. W ten sposéb otrzymamy ciag nieskoficzony zawierajacy
wszystkie liczby wymierne dodatnie, co wigcej, kazdg dokladnie jeden raz.
Mamy wiec w szczegdlnosci ciag

1’1213 123415 "
Aby otrzymaé teraz cigg skiadajacy si¢ z wszystkich liczb wymiernych,
wystarczy wziaé cigg nastepujacy:
112 21 13 31 14 4
o1y 12 271 1’3 31 o1
W ten sposéb pokazaliémy, ze wszystkie elementy zbioru Q liczb wymier-

nych mozna ustawi¢ w cigg nieskonczony, a zatem zbiér Q jest nieskoriczony
przeliczalny, czyli jest mocy Ng. Q.E.D.

0,

Stosujac metode wykorzystang w dowodzie powyzszego twierdzenia,
mozna udowodnié¢ nastepujace twierdzenie o mocy sumy przeliczalnej liczby
zbioréw przeliczalnych:
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TWIERDZENIE 9.3.3. Suma przeliczanej liczby zbiordw przeliczanych
jest zbiorem przeliczalnym.

Za pomocy tego twierdzenia mozna uzyskaé interesujace informacje na
temat waznych (na przyklad z punktu widzenia algebry) zbioréw.

WNIOSEK 9.3.4. Dia dowolnego n € N, 2bidr W, wielomiandw n-tego
stopnia o wspétczynnikach catkowitych jest przeliczalny.

WNIOSEK 9.3.5. Zbior W wszystkich wielomiandw o wspdtcaynnikach
catkowitych jest przeliczalny.

9.4. Zbiory nieprzeliczalne

W poprzednim paragrafie rozwazaliSémy zbiory przeliczalne, czyli réw-
noliczne ze zbiorem N liczb naturalnych (lub tez skoficzone). Pokazalimy
w szczegllnodei, ze zbiér Q liczb wymiernych jest przeliczalny. Naturalne
Jest wigc teraz pytanie o moc zbioru R liczb rzeczywistych.

Zauwazmy przede wszystkim, ze R ~ (0,1). Zatem wystarczy zapytaé
o moc przedziatu (0,1). OdpowiedZ przynosi nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 9.4.1. Przedziat (0,1) nie jest przeliczalny.

Dow 6 d. Przypuéé¢my, dla dowodu nie wprost, ze przedziat (0,1) jest
przeliczalny. Znaczy to, ze wszystkie elementy tego przedzialu mozna usta-

wi¢ w ciag 1,2, 73, T4, . . . Zauwazmy, ze kazda liczba z z przedziatu (0,1)
ma dokladnie jedno nieskoniczone rozwinigcie dziesigtne. Zatem elementy
T1,%2, %3, T4,. .. przedziatu (0,1) mozemy przedstawié¢ w nastepujacej ta-
blicy:

z1 = 0, a11a12 013 014 ...

z2 = 0, a1 ap a3 az4 ...

z3 = 0, a3 a3z ag3 a3q .

zs = 0, a41 042 043 Q4q ...

.
gdzie a;; € {0,1,...,9}. Poniewaz chcemy mieé¢ rozwinigcia nieskoficzone,

wigc w przypadku rozwinigcia skoriczonego zastgpujemy ostatnig cyfre
znaczacy (czyli r6zng od zera) przez cyfre o jeden mniejsza, a nastepujace
po niej zera przez 9. W ten sposéb liczba z; ma postaé 0, a;1 aip a3 a4 . . .,
gdzie nie wszystkie a;; (j = 1,2,3,...) sa od pewnego miejsca réwne 0.
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Rozwazmy teraz nows liczbe z = 0, by babs by ..., taka ze by # a1,
by # age, b3 # as3, by # a4, ..0raz b; # 01 b; # 9. Oczywiscie liczba
z € (0,1) oraz = # z1 (poniewaz by # a11), ¢ # z2 (poniewaz by # ag2),
x # z3 (poniewaz by # as3) itd. W ten sposéb otrzymali$my sprzecz-
noéé¢ z zalozeniem, ze przedzial (0,1) jest przeliczalny, czyli ze w ciggu
Z1,T2,T3,T4,.-. 53 wszystkie jego elementy. Ostatecznie wiec przedzial
(0, 1) nie jest przeliczalny.Q.E.D.

W ten sposéb pokazalismy, ze w szczegélnosci zbidr R liczb rzeczywi-
stych, ani zaden zbidr z nim réwnoliczny, nie jest przeliczalny, czyli jest
nieprzeliczalny.

DEFINICJA 9.4.2. Zbiér X rdwnoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych,
czyli taki ze X ~ R, nazywamy zbiorem mocy kontinuum. Moc kontinuum
oznaczamy gotyckg literg ¢. Zatem R = c.

Przykladami zbioréw mocy kontinuum sg w szczegdlnosci: prosta (ktéra
mozna utozsamié¢ ze zbiorem R liczb rzeczywistych), pélprosta (utozsa-
miana z przedzialem (0,00)), dowolny przedzial otwarty lub domkniety,
kwadrat z brzegiem lub bez brzegu, plaszczyzna (ktéra mozna utozsa-
mié z iloczynem kartezjanskim R x R) czy przestrzed 3-wymiarowa (czyli
R x R x R).

Mozna teraz postawi¢ naturalne pytanie: czy istnieje zbiér X C R, taki
ze g < X < ¢, tzn. czy istnieja nieprzeliczalne zbiory liczb rzeczywistych
0 mocy mniejszej niz moc catego zbioru R? Odpowiedz na to pytanie moze
brzmieé oczywiécie: TAK lub NIE. OdpowiedZ negatywna, czyli stwierdze-
nie

kazdy zbiér X liczb rzeczywistych jest albo przeliczalny, albo mocy
kontinuum,

tzn. zdanie

VX CR[X =R VX =d,

nazywamy hipotez 3 kontinuum ioznaczamy symbolem CH (od an-
gielskiego continuum hypothesis).

Nad hipoteza kontinuum zastanawial si¢ juz Cantor. Nie potrafil jej
rozstrzygnaé. W pewnym momencie zaczal nawet z tego powodu watpié
w warto$é naukows stworzonej przez siebie teorii mnogoéci.

Problem kontinuum zostal rozwiggzany dopiero w potowie XX wieku,
przy czym rozwiazanie bylo zaskakujace: nie dawato ani odpowiedzi po-
zytywnej, ani negatywnej. Pokazano mianiowicie, ze hipoteza kontinuum
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jest zdaniem nierozstrzygalnym na gruncie aksjomatycznej teorii mnogo-
§ci (czyli teorii, ktéra precyzyjnie formutuje wtasnodci zbioréw, a przez to
implicite definiuje pojecie zbioru).

Innym pytaniem, ktére mozna postawi¢ w kontek$cie badania zbioréw
nieprzeliczalnych, jest pytanie o to, czy istnieja zbiory o mocy wiekszej niz
zbiory mocy kontinuum? Ogélnie mozemy pytaé, czy dla dowolnej danej
liczby kardynalnej m istnieje liczba kardynalna n, taka ze m < n? Przy tym
relacje mniejszo$ci < rozumiemy tu w sensie nastepujacej definicji:

DEFINICIJA 9.4.3. Jezeli m i n sq liczbami kardynalnymi, to m < n wiedy
i tylko wtedy, gdy istniejg zbiory A i B, takie ze A=m,B=norazAG B
i (A ~ B).

Odpowiedz na postawione pytanie daje nastepujace twierdzenie, pocho-
dzace od Cantora:

TWIERDZENIE 9.4.4 (Cantor). Dla dowolnego zbioru X zachodzi

X < P(X),
tzn. moc zbioru potegowego jest wieksza od mocy danego zbioru.

Twierdzenie Cantora o zbiorze potegowym pozwala na stwierdzenie ist-
nienia calej nieskoriczonej hierarchii nieskoficzonych liczb kardynalnych.
Istotnie, oznaczmy przez 2™ moc zbioru P(X) dla X takiego, 7e X = m
(notacja ta jest uogdlnieniem faktu, ze w przypadku zbioréw skoriczonych,
jesli moc zbioru X jest réwna n, to moc zbioru potegowego P(X) jest réwna
2"). Twierdzenie Cantora glosi wiec, ze

Ym (m < 2™).

W ten sposéb, wychodzgc od mocy zbioru liczb naturalnych, czyli od Ry,
otrzymujemy cala nieskoniczona hierarchie nieskoriczonych liczb kardynal-
nych

Rg, 280, 920

Korzystajac z pewnych wlasnosci liczb kardynalnych, mozna poka-
zal, ze:

(1) Zbidr wszystkich ciagdw nieskoriczonych o wyrazach rzeczywistych
ma moc ¢.

(ii) Zbiér wszystkich funkcji cigglych zmiennej rzeczywistej o wartos-
ciach rzeczywistych ma moc c.
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(iii) Zbiér wszystkich funkcji zmiennej rzeczywistej o wartodciach rze-
czywistych ma moc 2°,

* ok %

Aby ulatwi¢ Czytelnikowi zapamigtanie rozwazan zawartych w poprzed-
nich paragrafach tego rozdzialu, przytoczymy nastepujacy wierszyk?:

Opowiesé z 1001 mocy

Moc jest to klasa réwnowaznosci
Zbioru w relacji réwnolicznosci.

Dla zbioréw, co sa w tej samej klasie
Zawsze bijekcje utworzy¢ da, sie.
Funkcja ta, ktéra ma by¢ bijekcja,
Musi iniekcja byé i suriekcja.

Ze jest iniekcja, to w innych stowach
Znaczy, ze jest réznowartoéciowa.
Nazwa ,suriekcja” oznacza zdanie,
Ze jest to »na” zbidér odwzorowanie.
Zbiory bywaja zwykle dzielone

Na te skonczone i nieskoniczone.
Zwlaszcza te drugie nas zadziwiaja,
Bo calkiem inne wlasno$ci maja.
Méwimy, ze zbidr jest przeliczalny
Gdy ma moc zbioru liczb naturalnych.
Te zbiory liczb sa z nim réwnoliczne:
Wymierne oraz algebraiczne.

Te moc przebadal Cantor dopiero

I ja oznaczyl przez Ng.

Sg jeszcze inne nieskoriczonoéci,
Ktére niezwykle majg wlasnoéci.

No, bo na przyktad, kto by powiedszial,
7e réwnej mocy jest kazdy przedzial?
Lub czy to fakt jest do$¢ oczywisty,
Ze tylez jest tez liczb rzeczywistych?

* Wierszyk ten przytaczamy za miesi¢cznikiem ,Delta”9/92. Nie jest to poezja zbyt
wysokich lotéw, ale moze poméc w zapamietaniu wazniejszych kwestii zwigzanych z teoria,
mocy.
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Punktéw na prostej? A i do tego
Podzbioréw zbioru przeliczalnego?
Moc te kontinuum nazywamy

Oraz literg ,¢” oznaczamy.

Gdy wigksze chcemy uzyskaé¢ moce,
Musimy liczbe 2 podnie$é do c.

Tyle podzbioréw, co kazdy przyzna
ma zbiér R? ~ czyli plaszczyzna.
Gdy 2 do mocy tej podniesiemy -
Kolejna, wigksza moc dostaniemy.
Czynno$¢ te mozna kontynuowad

I dalsze moce tak konstruowaé.

Tak otrzymamy ciag nieskoriczony

Z coraz to wiekszych mocy tworzony.
Wiec mozna podaé do wiadomosci:
Jest nieskonczonoéé nieskonczonosci!

Zadania

1. Udowodnié, ze jeéli zbiory A i B sa skoriczone, to A ~ B dokladnie wtedy, gdy
A i B majg te samg liczbe elementéw.

2. Udowodnié, ze jeSli A; ~ By i Az ~ By, to A; X Ay ~ By X B,.

3. Udowodni¢, ze jedli zbiory A; i As sa roziaczne oraz zbiory B; i B, sa rozlaczne,
oraz Ay ~ By i Ay ~ By, to Ay U Ay ~ By U Bs.

4. Udowodni¢, ze dowolny zbidr rozlacznych przedzialéw prostej jest przeliczalny.

Wywnioskowaé stad, ze zbiér ekstreméw funkeji ciaglej o wartosciach rzeczy-
wistych jest przeliczalny.

5. Udowodni¢, ze dowolny zbiér przedzialéw prostej, majacych korice wymierne,
jest przeliczalny.

6. Udowodni¢, ze zbiér wszystkich skoficzonych podzbioréw zbioru liczb natural-
nych jest nieskoriczony, lecz przeliczalny.
7. Pokazac, ze jeSli A i B s zbiorami przeliczalnymi, to AN B, AUB, A\ B
i A x B sy tez przeliczalne.
8. Zdefiniowad funkcje, wyznaczajace réwnoliczno$¢ nastepujacych zbioréw:

a) zbidr liczb parzystych i liczb nieparzystych,

b) zbidr liczb catkowitych dodatnich i zbiér liczb catkowitych,
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zbiér punktéw pdlprostej otwartej i zbiér punktéw prostej,

zbiér punktéw okregu o promieniu 1 i okregu o promieniu 2 (funkcje uogél-
ni¢ na dowolne dwa okregi),

zbidr punktéw sfery n-wymiarowej o promieniu 1 oraz sfery n-wymiarowej
o promieniu 2 (funkcje uogdlni¢ na dowolne dwie sfery n-wymiarowe),
zbiér punktéw kota domknietego o promieniu 1 i kota domknietego o pro-
mieniu 2, .

zbiér punktéw domknietej kuli n-wymiarowej o promieniu 1 i domknietej
kuli n-wymiarowej o promieniu 2.

9. Korzystajac z tego, ze odcinek i kwadrat sg réwnoliczne, pokazaé, ze jesli zbidr
A jest mocy kontinuum, to zbiér A x A takze ma moc kontinuum.

10. Pokazaé, ze zbiér punktéw plaszczyzny ma moc kontinuum.

11. Pokazag, ze jesli rozlaczne zbiory A, B maja moc kontinuum, to zbiér AU B
tez ma moc kontinuum.

12. Pokazaé, ze suma przeliczalnej liczby rozlacznych zbioréw mocy kontinuum
ma réwniez moc kontinuum.

13. Korzystajac z twierdzenia Cantora-Bernsteina i przechodnioéci relacji réwno-
licznoéci, udowodnié¢ réwnolicznoéé nastepujacych zbioréw:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
8)
h)

odcinek domkniety i kwadrat z brzegami,
odcinek domkniety i kwadrat bez brzegéw,
kolo z brzegiem i odcinek z koricami,

koto bez brzegu i tréjkat,

.prosta i prostokat,

dwa dowolne wieloboki,
tréjkat i odcinek z koficami,
tréjkat i prosta.

14. Korzystajac z twierdzenia Cantora—Bernsteina i przechodnioéci réwnolicznosci
oraz zadania 13, udowodni¢ réwnoliczno$é nastepujacych zbioréw:

a)
b)
)

kula domknieta tréjwymiarowa i odcinek bez koncéw,
kula otwarta tréjwymiarowa i sze§cian domkniety,
kwadrat domkniety i szescian bez brzegéw (tj. bez §cian i krawedzi),

d) jednostkowa kula n-wymiarowa i dowolna kostka n-wymiarowa,
e) jednostkowa kula n-wymiarowa i dowolna kostka m-wymiarowa.



‘Dodatek

Uwagi historyczne

Logika jest jedna z najstarszych dyscyplin naukowych. Wyodrebnit ja
z filozofii jeszcze Arystoteles (384-322 p.n.e.); moze on by¢ uznany za pierw-
szego logika. Rozwazajac mianowicie paradoksalne, a czasem zwyczajnie
bledne argumentacje sofistéw, wpadl na pomysl zebrania i skatalogowa-
nia niezawodnych schematéw wnioskowania i w ten sposéb dal poczatek
pierwszemu systemowi logiki.

Nazwa ,logika” nie jest nazwa jednoznaczna. Czasami logika nazywa
sie tylko logike formaln g, a czasem do szeroko rozumianej logiki
zalicza si¢ ogdlna teorie znaku, zwana semiotyk g, a takze ogdé1ln g
metodologie nauk, ktéra zajmuje sie maksymalnie skutecznymi spo-
sobami poznawania §wiata (metodami badawczymi) i wytworami czynnoéci
poznawczych — teoriami naukowymi, w tym takze teoriami matematycz-
nymi.

Ponizej podamy uwagi dotyczgce historii logiki, ograniczajac sie do hi-
storii logiki formalnej i metodologii nauk matematycznych.

Arystoteles skoncentrowal sie na badaniu zwigzkéw pomiedzy zdaniami
postaci: ,kazde S jest P”, ,zadne S nie jest P”, ,niektére S sag P” i ,nie- -
ktére S nie sa P”; efektem tych badan bylo sformutowanie szeregu praw
logicznych, dotyczacych zwiazkéw pomiedzy takimi zdaniami. W ten sposéb
opisany zostal pierwszy system logiki, zwany logika nazw; istotne jest to, ze
juz Arystoteles uzywal zmiennych dla nazw. Dzi§ system ten mozna uznaé
za fragment rachunku predykatéw.

Nastepcy Arystotelesa system ten rozwineli i dopracowali; logika nazw,
nazywana dialektyka weszla potem w sklad siedmiu sztuk wyzwolonych
(artes liberales), nauczanych na $redniowiecznych uniwersytetach. Byla ona
uznawana za nauke podstawows, wiec wchodzilta obok gramatyki i reto-
ryki w sktad uniwersyteckiego kursu elementarnego — trivium. W ksztalcie
opracowanym przez $redniowiecznych logikéw, zwlaszcza Piotra Hiszpana
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(1226-1277, lekarza i logika, péZniejszego papieza Jana XXI), logika nazw
byta dtugo wykladana jako cze$é filozofii i to w niezmienionym od érednio-
wiecza ksztalcie. Takg logike wykladano humanistom az do potowy XX
wieku!.

Poczatki rachunku zdan takze siegaja starozytnoéci. Usystematyzowa-
nie wezesniejszych fragmentarycznych odkry¢ i szereg nowych wynikéw w
zakresie rachunku zdan zawdzigczamy szkole stoikéw. Pierwszym filozo-
fem-stoikiem, zajmujacym sie logika, byl Chryzyp (ok. 280-205 p.n.e.);
w szczegolnosci jako pierwszy sformutowal i zaakceptowal zasade dwuwartos-
ciowosci. Stoicy jako pierwsi uzyli terminu ,logika”; logika byla dla nich
nauky o logosie, tak jak go wéwczas rozumiano, to jest o rozumie i mowie.

Stoicy jako pierwsi tez podjeli prébe budowy logiki zdai jako systemu.
Zdawali sobie sprawe z odmiennosci logiki zdan i logiki nazw; logika zdan
miala poprzedza¢ logike nazw. Znali negacje, implikacje i alternatywe. To
co odkryli, to szereg regul wnioskowan niezawodnych w ramach rachunku
zdan.

W $redniowieczu badania nad rachunkiem zdah kontynuowal William
Ockham (ok. 1300-1349), najwiekszy logik Sredniowiecza, postugujacy sie
wszystkimi podstawowymi spéjnikami logicznymi i znajacy 26 praw logiki
klasycznej. Logika jednak jako dyscyplina naukowa zostala zdominowana
na dwadziescia z gérg wiekéw przez arystotelesowska logike nazw.

Idea ,mechanizacji wnioskowanl”, prowadzaca do idei systemu sforma-
lizowanego i metody rozstrzygania o poprawnosci wnioskowan pojawila sie
w XIII wieku. Sformulowal ja kataloriski poeta, uczony i nawracajacy mu-
zulmandw misjonarz katolicki Ramon Lull (Rajmundus Lullus, 1232-1316).
Skonstruowal on przyrzad mechaniczny, zwany ,,mlynkiem Lullusa” — pierw-
sza ,maszyne logiczng”. Za jej pomoca mozna bylo znalezé niektére prawa
logiczne. Ideg sztucznego jezyka, zlozonego z arbitralnych symboli, catko-
wicie oderwanego od mowy potocznej i stuzacego wszystkim naukom, a
takze ide¢ mechanizacji wnioskowan znajdujemy tez u niemieckiego filo-
zofa, matematyka oraz reprezentanta wielu innych nauk i sztuk Gottfrieda
Wilhelma Leibniza (1646-1716).

Wspétczesna logika formalna zaczyna si¢ od angielskiego logika i ma-
tematyka George’a Boole’a (1815-1864), ktéry tworzy niezalezna od ary-
stotelesowskiej logike nazw, zawierajaca ,dodawanie logiczne”, ,mnozenie

! Do dzi$ zreszta podreczniki logiki dla humanistéw zawieraja wyktad tradycyjnego
rachunku nazw, choéby dla umozliwienia $ledzenia rozwazad tych uczonych i filozoféw,
ktérzy w swoim czasie uzywali takiej logiki w swych dzietach; z podrecznikéw polskich
por. w tym zakresie np. Z. Ziembinski, Logika praktyczna, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2001.
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logiczne” i ,,odejmowanie logiczne”, pojmowane na wzér dzialan arytme-
tycznych. Podaje réwnoéci i nier6wnosci dla takich nazw, analogiczne do
réwnodci 1 nieréwnosci algebraicznych. Kierunek, zapoczatkowany przez Bo-
ole’a, zwany jest algebra logiki; potraktowane $cisle algebraicznie rozwaza-
nia Boole’a daly poczatek tzw. teorii algebr Boole’a; teoria ta ma dzi$§ wiele
zastosowan.

Badania nad podstawami matematyki, podjete w XIX wieku, owocuja
z jednej strony powstaniem teorii mnogosci (o czym nizej), a z drugiej — ba-
daniami nad teorig rozumowan matematycznych. Efektem tych badan byt
pierwszy (implikacyjno-negacyjny) system aksjomatyczny rachunku zdasn,
aksjomatyzujacy caly rachunek zdan, podany w roku 1879 przez niemiec-
kiego logika Gottloba Fregego (1848-1925), zwanego filozofem filozoféw.
System ten przedstawiony byl za pomoca bardzo skomplikowanej symbo-
liki?, totez nie wplynat wéwcezas na logike w takim stopniu, w jakim na to
zastugiwal.

Drugim systemem aksjomatycznym, obejmujacym caly rachunek zdan,
tym razem przedstawionym w czytelny sposéb, byl system angielskiego fi-
lozofa, logika, matematyka, (i ekscentryka) Bertranda Russella (1872-1970),
zaprezentowany w trzytomowym dziele Principia Mathematica (1910-1913);
wspolautorem dziela byl filozof i matematyk Alfred North Whitehead.
Opierajac si¢ na dorobku G. Fregego i wloskiego logika Giuseppe Peana,
Russell dal pelny system logiki matematycznej, w tym peten rachunek zdan,
a takze przedstawil pewna wersje rachunku predykatéw.

Wiek XX zaczyna sie w matematyce Miedzynarodowym Kongresem
Matematykéw w Paryzu (w sierpniu 1900 roku). Na kongresie tym naj-
wickszy éwezesny matematyk David Hilbert (1862-1943) wyglosit wyklad,
w ktérym prébowal nakredli¢ problematyke, ktéra jego zdaniem bedzie
zy¢ XX-wieczna matematyka. Sformulowal w szczegdlnoséci 23 problemy
otwarte, zwane od tej pory problemami Hilberta, ktérych rozwigzanie mialo
byé wyzwaniem dla matematyki. Hilbert docenial warto$é¢ rozwazan nad
podstawami matematyki, doskonale znat éwczesng logike, a cze$é swej ener-
gii tworczej podwiecil m.in. logice oraz filozofii matematyki. Nie powinno
wiec dziwié, ze wéréd 23 probleméw matematycznych jako drugi na liécie
byl problem niesprzeczno$ci matematyki, a jako pierwszy problem hipotezy
continuum (por. rozdzial 9).

Badania nad problemem dowodu niesprzeczno$ci matematyki i nad
ugruntowaniem jej w ten sposéb daly poczatek tzw. teorii dowodu oraz

2 Por. R. Murawski, Rozwdj symboliki logicznej, Wydawnictwo Naukowe UAM, Po-
znan 1988.
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metamatematyce, ktére wplynety bardzo silnie na rozwdj logiki oraz meto-
dologii i podstaw matematyki.

Rewolucyjne znaczenie mialy wyniki austriackiego matematyka i logika
Kurta Godla (1906-1978). Godel udowodnit mianowicie dwa twierdzenia
zwane dzi§ twierdzeniami Godla o niezupelnosci. Pierwsze z nich méwi,
ze kazda niesprzeczna teoria zawierajaca arytmetyke liczb naturalnych jest
istotnie niezupelna, tzn. w kazdej takiej teorii istniejg zdania prawdziwe,
lecz niedowodliwe, czyli nie dajace si¢ wywie$é z przyjetego ukladu aksjo-
matéw. Co wiecej, cechy tej nie mozna usungé poprzez dolaczenie nowych
aksjomatéw, gdyz wtedy pojawia si¢ nowe zdania o opisanej wlasnosci.
Twierdzenie to wskazuje na pewng ograniczono$¢ poznawcza metody ak-
sjomatycznej. Jego konsekwencja jest m.in. to, ze nie mozna zaksjomatyzo-
waé wszystkich prawd o liczbach naturalnych oraz to, ze arytmetyka liczb
naturalnych (i wiele innych teorii) jest nierozstrzygalna, tzn. nie istnieje me-
chaniczna metoda (algorytm) pozwalajaca oddzieli¢ twierdzenia arytmetyki
od innych zdan. Drugie twierdzenie Gédla méwi, ze w zadnej niesprzecznej
teorii T' zawierajgcej arytmetyke liczb naturalnych nie mozna udowodnié jej
wlasnej niesprzecznodci — zawsze trzeba uzy¢ w takim dowodzie §rodkéw
silniejszych niz te, ktére s3 dopuszczalne w teorii T. Zatem w konsekwencji
nie istniejag w matematyce absolutne dowody niesprzecznosci®.

Przedstawiajac historie logiki, nie mozna nie wspomnieé¢ o dorobku lo-
gikéw polskich. Historia logiki polskiej zaczyna sie w XX wieku od razu
liczacymi sie w skali §wiatowej wynikami Jana Lukasiewicza (1878-1956).
Obok Lukasiewicza dzialali w okresie miedzywojennym takze: Alfred Tarski
(od 1939 roku osiadty w USA, autor m.in. definicji prawdy w jezykach nauk
dedukcyjnych oraz wielu innych wynikéw z logiki i matematyki), Stanistaw
Lesniewski (autor oryginalnego podejécia do podstaw matematyki), a takze
zmarli w czasie 1l wojny $wiatowej Adolf Lmdenbaum Mordechaj Wajs-
berg, Mojzesz Presburger i Leon Chwistek?.

Oryginalnym wkladem logikéw polskich drugiej potowy XX wieku jest
realizacja sformulowanego przez A. Tarskiego programu algebraizacji logiki,
to jest zastosowania algebry do badan nad logika, zwlaszcza nad majacymi
coraz to szersze zastosowania logikami nieklasycznymi. Program ten byl

3 Doktadne informacje na temat wynikéw Godla i ich konsekwencji znalezé mozna na
przyklad w ksigzce R. Murawskiego, Funkcje rekurencyjne 1 elementy metamatematyki.
Problemy zupetnosci, rozstrzygalnosci, twierdzenia Godla, Wydawnictwo Naukowe UAM,
Poznan 2000 (wyd. III).

* Blizsze informacje o logikach polskich okresu miedzywojennego mozna znalezé
w monografii J. Wolenskiego, Filozoficzna Szkota Lwowsko- Warszawska, Pafstwowe Wy-
dawnictwo Naukowe, Warszawa 1985.
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realizowany m.in. przez Helene Rasiows, Romana Sikorskiego, Stanistawa
Jaskowskiego i jest do dzi$§ kontynuowany przez ich uczniéw.

Matematycy polscy wniesli tez bardzo znaczacy wkiad w rozwdj teorii
mnogoéci®. Pionierska role odegral tu Wactaw Sierpinski, ktérego Zarys
teorit mnogosci, wydany w roku 1912, byl jednym z pierwszych podrecz-
nikéw z tej dziedziny na $wiecie. Powstala po I wojnie $wiatowej Polska
Szkota Matematyczna skoncentrowala sie wokdl zagadnien zwigzanych z
teoria mnogosci i jej zastosowaniami. Uzyskano w tym zakresie wiele zna-
czacych wynikéw (wspomnijmy tu tylko prace Wactawa Sierpinskiego, Ka-
zimierza Kuratowskiego i Andrzeja Mostowskiego). Zalozone w Warszawie
w roku 1920 czasopismo Fundamenta Mathematicae poswiecone bylo teorii
mnogosci i podstawom matematyki®. Wkrétce stalo sie ono centralnym w
skali §wiatowej organem skupiajacym prace z teorii mnogosci i dzialéw z
nig zwigzanych.

5 Wiecej na ten temat — por. R.Murawski i K.Swirydowicz, Wstep do teorii mnogosci,
op. cit., rozdziat 10 oraz paragrafy 3.1i7.4. Por. takze R. Murawski, Filozofia matematyksi.
Zarys dziejow, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2001 (wyd. IT) (rozdzialy 111 14
oraz Dodatek I) oraz Wspdtczesna filozofia matematyki, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2002.

S Bylo to pierwsze w $wiecie czasopismo matematyczne po$wiecone jednemu tylko
dzialowi matematyki.
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