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Wybor najlepszych, ze wzgledu na Srednia,
populacji normalnych

Joachim Cieslik, Mirostawa Sitek

SELECTION OF THE BEST AVERAGE NORMAL POPULATIONS. The work presents a method of choosing the
best normal population and a method of choosing the subset including the best normal population. In both cases
the method depends on whether the variances are identical and known or not.

Wprowadzenie

Wyjaénianie zjawisk biologicznych po-
przez stosowanie podstawowych metod
statystki matematycznej jest zjawiskiem
powszechnym. Czesto jednak, proste me-
tody statystyczne okazujg sie niewystarcza-
jace izastepowane sg przez badaczy meto-
dami bardziej skomplikowanymi. Dok#a-
dniejsza i wiarygodniejsza staje sie przez
ten fakt interpretacja danego zjawiska.
Okreslone potrzeby badawcze wymagaja
jednak w dalszym ciggu stosowania pros-
tych, ale skutecznych metod statystycznych
pozwalajgcych na dokonanie wyboru naj-
lepszych* populacji normalnych ze wzgledu
na $rednig arytmetyczna.

Oﬂesenle " lzea%z ch” bﬁ) gﬁf (\)N sensie
arytmetyczne).

Instytut Antro oIo |UAM
ul. Fredry 10, 61-/01 Fomary

W badaniach ontogenetycznych czto-
wieka problem ten wystepuje bardzo wyra-
Znie, we wszystkich tych sytuacjach bada-
wczych, w ktorych ksztattowanie sie zjawi-
ska biologicznego interesuje nas z punktu
widzenia ksztattujagcych go czynnikow.

Opublikowane przez réznych autoréw
liczne normy rozwojowe oparte sg gtownie
na przekonaniu, ze sg dostateczng repre-
zentacja i speiniajg podstawowe kryteria
statystyczne (abstrahujemy w tej chwili od
uzasadnien biologicznych). Jesli poréwna-
my np. normy warszawskie, to okaze sie, ze
niektdre réznig sie w sposéb statystycznie
istotny, inne natomiast nie. Wobec tego
norma ze $rednig najwyzszga (jesli zapopu-
lacje najlepszg uznajemy te, ktéra charak-
teryzuje sie najwyzsza Srednig) wcale nie
musi by¢ najlepsza, poniewaz moze istnie¢
inna, nie réznigca sie od niej w spos6b
statystycznie istotny. W przypadku poszu-
kiwania czynnikow ksztattujacych dane
zjawisko rozwojowe problem jest jeszcze
wyrazniejszy ibardzo czesto z tego wihasnie
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powodu analizy wynikéw prowadza do
réznych nieprawdziwych wnioskow.

W pracy zaproponowano dwie metody
wyboru najlepszych populacji normalnych
ze wzgledu na $rednig arytmetyczng. Pre-
zentowane metody wraz z przykiadami
pokazujg - jak sadzimy - przedstawiony
problem gtebiej i trafniej ze statystyczno-
matematycznego punktu widzenia. Row-
niez jasniejsza i jednoznaczna wydaje sie
interpretacjabiologiczna uzyskanychw ten
spos6b wynikéw.

Zatozenia metody

Przypusémy, ze obserwowane sg niezale-
zne zmienne losowe ...,Xko rozktadzie
normalnym, ze $rednimi odpowiednio flr
i wariancjami 02 o\. Zmienne te
reprezentujg populacje 7ti; ..., t k. Na przy-
ktad 7tmoze oznaczac¢ rodziny zi dzie¢mi, a
Xt-wysoko$¢ 9-letniej corki w tej rodzinie.
Najczesciej interesuje nas hipoteza

1) H:/ij =... =lIk

o rownosci Srednich w k populacjach. Jesli
hipoteza to zostaje odrzucona, powstaje
pytanie, ktore z k S$rednich réznig sie
miedzy sobg, a ktére sg réwne oraz czy
mozna wybraé najlepsza populacje lub
podzbiér zawierajacy najlepsza populacje.
Przez najlepsza bedziemy rozumieli popu-
lacje z najwiekszg (lub najmniejszg) warto-
Scig Srednig.

Uporzadkowany ciag wartosci $rednich
oznaczmy przez
(2) H(l) « H@2) « .. < Hm) « H(ky

Niech najlepszg populacjg bedzie popu-
lacja o najwiekszej $redniej, tzn. populacja

z parametrem (i(ky Nie mozemy jej jednak
wskaza€, poniewaz nie znamy przyporzad-
kowania parametrow fi(i) do odpowiadaja-
cych im populacji. Hipoteza (1) zostata
odrzucona, zatem w wyrazeniu (2), musi
gdzie$ wystgpi¢ ostra nierdwnos¢.

Wyrézniamy dwa sposoby rozwigzania
problemu wyboru najlepszej populaciji.
Pierwszy z nich [Gibbons i in. 1977]
zaktada, ze ostra nier6wnos$¢ wystepuje
pomiedzy k1) i H(K) i zmierza do wybrania
doktadnie jednej populacji. Drugi sposéb
wybiera mozliwie maty podzbiér popula-
cji, w ktorym przy z géry ustalonym
prawdopodobienstwie zawiera sie popula-
cja najlepsza. W obu przypadkach wymaga
sie, aby prawdopodobienstwo poprawne-
go wyboru P(PfV) byto nie mniejsze od
ustalonej wartosci P\ To prawdopodo-
bienstwo z kolei zalezy od prawdziwych
wartosci parametréow flv ..., Hk Intuicyjnie
widaé¢ (jak réwniez ma to uzasadnienie
matematyczne, patrz Gibbons i in. [1977,
1979]; Gupta, Panchapakesan [1979]),
ze tatwiej wybrac, jesli wartosci fiv ..., [ik
réznig sie znacznie miedzy sobg, a nie-
trudno sie pomyli¢, gdy wartosci jlv ... Ik
réznia sie miedzy sobg niewiele. Moéwimy
w tej sytuacji o najmniej korzystnej konfi-
guracji parametrow flv .., jlk Przy naj-
mniej korzystnej konfiguracji prawdopo-
dobiefAstwo poprawnego wyboru jest naj-
mniejsze.

Wybér doktadnie jednej populacji

Przypusémy, ze chcemy wybra¢ tylko je-
dna najlepszg populacje. Nie musimy wte-
dy bra¢ pod uwage wielkosci o HK2y
poniewaz wiemy, Zze nie przewyzszaja
one dwédch najwiekszych  wartosci
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1) * M*- Interesowa¢ nas bedzie
gtownie relacja miedzy najwiekszg i kolej-
no po niej nastepujaca wartoscig parame-
tru fi, to jest roznica N@A - ILkiy W ten
sposéb przestrzen parametrow, w ktorej
przyjmuja swoje wartosci parametry mo-
zna zredukowaé¢ do przestrzeni dwuwy-
miarowej. Mozemy jg podzieli¢ na dwie
czesci: strefe preferencji, okreslona niero-
whnoscig

"K-»W s

i strefe obojetng, okre$long przez nier6-
wnos¢

/*(*) ' < A

gdzie & > 0 jest pewng stalg. Inter-
pretujemy jg jako dopuszczalng réznice
miedzy parametrem populacji, ktéra zo-
stata wybrana jako najlepsza, a para-
metrem prawdziwej najlepszej populacji.

Szczeg6towe rozwazania na ten temat
mozna znalezé w pracach Gibons
i in. [1977, 1979] oraz Gupta,

Panchapakesan [1979].

W strefie preferencji dokonujemy po-
prawnego wyboru z duzym prawdopodo-
bienstwem, to znaczy wybieramy populacje
stowarzyszong z W strefie obojetnej
populacje Kk i %I nie sa rozrézniane.
Najmniej korzystna konfiguracja $rednich
fiv ..., Uk jest

0(1) = *V-1)’ V(K) - /*(*1) = 5

czyli na granicy strefy obojetnej. Mozemy
teraz podac dalszg interpretacje statej 6*.
Przypusémy,.ze fisjest wartoscig parametru
dlapopulacji wybranej jako najlepsza, zgo-
dnie z pewng zasadg wyboru. Wiemy, ze
H < H(K), ale jak duza moze by¢ rdznica
miedzy fis i fi(k)?

Mozemy powiedzie¢, ze na poziomie
ufnosci P* (prawdopodobiefAstwa popra-
wnego wyboru) réznica miedzy wybrang
wartoscig Hs i najwiekszg wartoscig fI”
spetnia nier6wnos$é 0 < HRK - fis< 6", lub
inaczej, ze na poziomie ufnosci P" prze-
dziat ( fis, fis + 5* ) pokrywa prawdziwg
warto$¢ J(}), to znaczy

P{ns<nK <ns*6'} =pP*

Stad wielko$¢ 6* mozna interpretowac
jako maksymalng warto$¢ bledu, ktéry
mozna popetni¢, a P* jest prawdopodo-
bienstwem popetnienia tego btedu; mozna
tez powiedzieé, ze 5* reprezentuje szero-
ko$¢ przedziatu ufnosci dla prawdziwej
najwiekszej wartosci fi, aP *jest poziomem
ufnosci.

Na wstepie zatozyliSmy, ze obserwujemy
zmienne losowe X{ o rozktadzie normal-
nym ze $rednig fijiwariancjg oj(i=1,..., k).
Parametry /i( i cr?sg najczeSciej nieznane
i musimy je oceni¢ na podstawie proby
losowej. Niech X,j(/=1,....k, j-1,..,n)
bedg zaobserwowanymi  warto$ciami
zmiennej losowej Xr Oceng parametru fi.
jest Srednia arytmetyczna

(3) x =4lx
7-1

a wariancji O2wielkos$é

4) sj =tjtd-i v xij - M) 2-
y-1

Jesli zalozymy, ze wariancje a? sgjedna-
kowe we wszystkich populacjach, réwne
wspolnej wartosci <2, to oceng parametru
02 jest wielkos¢
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) 5=

gdzie N =2 («()*

s7=1.

Z obliczonych $rednich arytmetycznych
"interesuje nas tylko Srednia o najwiekszej
wartosci,’" tzn. x w'* Zasada wyboru jest
prosta i méwi: populacje stowarzyszong ze
Srednigx  nalezy wybra¢ jako najlepsza.
Dla ustalonych P*, &' podana zostanie
nizej liczba obserwacji N potrzebna do
spetnienia nieréwnosci P(PW) > P' w
strefie preferencji £ &sLiczbata
zalezy od P\ 6* i wariancji aj: Musimy
zatem rozpatrzy¢ dwa przypadki: wariancje
<P?znane i nieznane.

Wariancje znane

Niech ct* = 0\ =.. =0k =02
Nalezy  pobra¢  jednakowg - liczbe
obserwacji
©® -n=

z kazdej populacji [Gibbons i in. 1977],
gdzie wyrazenie [a] oznacza najmniejszag
liczbe catkowitg rowng lub,wiekszg od a.
Wielko$¢ T//2 jest gornym P’ .100% pun-
ktem (fc-1)-wymiarowego rozkitadu nor-
malnego z jednakowymi'korelacjami p -
= 1/2. Wartosci T podane $g w tablicy la.
Moze sie zdarzyé¢, ze otrzymana z (6) liczba
n jest za duza dla danego eksperymentu.
Wtedy postepujemy inaczej.,1) Ustalamy«
i 57 a odczytujemy wartos¢ P* (tablica Ib)
dladanego k, T=fn6°/0, albo 2) ustalamy

niP\ aodczytujemy dladanego k wartos¢
T, astad 8 = TO/fn i ;

Dla nierébwnej liczebnosci . prdb
Gibbons i in. [1977] proponujg rozwigza-
nie aproksymacyjne polegajace na zasta-
pieniu n przez n0 postaci

Jnk 2
(7

nOnie musi by¢ liczba catkowitg, ale nadal:
zachodzi zwigzek (6),tzn. Jn08* = TO, 2
ktérego mozemy obliczy¢ potrzebng war-
tos¢ T lub 6*. Przy takim:postepowaniu
P{PW) nie jest doktadnie réwne P', ale
odchylenie od tej wartoscijest minimalne.
PrzejdZmy teraz do przypadku wariancji
niejednakowych i znanych. Gdy aj sg ro-
zne, to pozadana jest rowniez niejedna-
kowa liczba obserwacji nf w populacjach,

ale tak aby spetniona byfa rownosé
if:

> n S, K

gdzie C =n/ £ ff?. Stad

. N
(9) thi = ‘dla'i = 1, ,k

Obliczone z tego wzoru liczby obserwa-
cji w poszczeg6lnych populacjach nie mu-
szg by¢ catkowite. Nalezy je zaokragli¢ w
gore lubw doét do wartosci catkowitych, tak
n g Vin
aby nadal N =\n r Przyjecie liczb obserwa-

cji zgodnie ze wzorem (9) daje namjedna-
kowe wariancje dla srednich prob. Z dru-
giej' strony tgczna liczba obserwacji N
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Tablica Ib. Wartoéci prawdopodobieristwa P* poprawnego wyboru (za:

0,0

,500
,333
,250
.200

,167
,143
,125
111

,100
,067
,050
.040
,020
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Tablica la. Wartosci kiytyczne T (za GIBBONS i in. [1977)1)

K 750
2 09539
3 14338
4 1682
5 18463
6 19674
7 20626
8§ 21407
9 22067
10 22637
15 2,4678
20 2,6009
25 2,6987

Brakujgce wartosci 7 znajdujemy wg wzoru

\nT

,900

1,8124
2,2302
2,4516
2,5997

2,7100
2,7972
2,8691
2,9301

2,9829
31734
3,2986
3,3911

- Inr2

,950

2,3262
2,7101
2,9162
3,0552

3,1591
3,2417
3,3099
3,3679

3,4182
3,6004
3,7207
3,8099

InT

975

2,7718
3,1284
3,2220
3,4532

3,5517
3,6303
3,6953
3,7507

3,7989
3,9738
4,0899
4,1761

In72

,990

3,2900
3,6173
3,7970
3,9196

4,0121
4,0860
4,1475
4,1999

4,2456
4,4121
4,5230
4,6057

In(I-/>") - In(I-/>*) " In(I-P;) - In (1-P*>
gdzie Tj < T < T2

1 Wartosci

GUPTA [1963), GUPTA i in. [1973), DUNNETT (1955J.

,556
,391
,304
,250

,185
,164
14»

0,4

Mi
452
,363
.305

.264

JM

,2M

176

.ioo

i .083

.064

,999

4,3702
4,6450
4,7987
4,9048

4,9855
5,0504
5,1046
5,1511

5,1916
5,3407
5,4409
5,5161

znajduja sie réwniez w pracach GUPTA, SOBEL [1957],

0,6

,664
513
425
.365

322
,289
,263
-242

224
167
>,135
114
.086

08

714
574
488
429

,384
,350
,322
299

,280
215
178
,153
,108

10

,760
.634
,552
494

449
414
385
361

341
271
,228
.200
,130

U

.802
,690
,614
,559

»516

452
427

,406
,332
,286
,254
172

14

,839
742
,674
,622

,581
,548
,520
,495

AT4
,398
,349
,315
1223

16

871
,789
,729
,682

,645
,613
,587
,563

,543
467
417
,381
,282

GIBBONS i in.

18 2,0
,898 921
,830 ,866
779 ,823
,738 ,788
,704 ,758
,676 ,733
,651 711
,629 ,691
,610 ,674
»537 ,606
,488 ,558
451 »522
,347 416

[1977])

2,2

,940
,8%
,861
,832

,807
,785
,766
,748

732
671
,626
»592
,488

24

,955
,921
,893
,869

,848
,830
814
,799

,785
731
»B91
,659
»560
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40
K 2,6 2,8 3,0 32 34 3,6 38
2 967 976 ,983 ,988 ,992 ,995 ,996
3 941 ,957 ,969 ,978 ,985 ,990 ,993
4 919 ,940 ,956 ,969 ,978 ,985 ,990
5 900 ,925 ,945 ,961 972 ,981 ,987
6 883 912 ,935 ,953 ,967 977 ,985
7 869 ,900 ,926 ,946 ,962 974 ,982
8 855 ,890 ,918 ,940 ,957 ,970 ,980
9 843 ,880 ,910 ,934 ,953 ,967 977
10 831 ,870 ,902 ,928 ,948 ,964 975
15 785 ,832 871 ,904 ,930 ,950 ,965
20,750 ,802 ,847 ,884 ,915 ,938 ,957
25 721 N ,826 ,867 ,901 ,928 ,949
50 ,630 ,696 ,756 ,809 ,853 ,891 ,920

40 42 44 48 48 50
998 999 999 999 9997 9998
996 997 998 999 9993 9996
993 9% 997 998 999 1999
992 995 997 998 999 ,999
990 993 996 997 998 1999
988 992 995 997 998 1999
986 991 994 996 998 999
985 990 994 9% 998 1999
983 989 993 996 997 1998
976 984 990 993 996 1998
970 980 987 992 995 1997
965 976 984 990 994 1996
943 91 974 983 989 1993

Brakujace wartosci P* znajdujemy wg wzoru podanego pod tablica la, gdzie P\ < P* < P%

powinna by¢ odpowiednio duza, tak aby
prawdopodobienstwo poprawnego wyboru
byto co najmniej P*. Dla ustalonych war-
tosciP*i kodczytujemy 7 idladanych 6’
i 7 obliczamy

(10) C=T2 &?

a stad nl = CO™* Jedli natomiast ustalimy
taczng liczbe obserwacji N, to dla danego
P' odczytujemy 7 i obliczamy 6* oraz ntz
réwnan

O2N

ni ~ k

1=
B

Wida¢ réwniez, ze dla ustalonych N i 5*
mozna obliczy¢ 7, a stad P\

Wariancje nieznane

Zatézmy, ze wszystkie wariancje O? sg
réGwne u2, a wspdlna wariancja a2 nie jest
znana. Oceng tej wspolnej wariancji jesti2
okre$lone wzorem (5). W pierwszym kroku
pobieramyjednakowg liczbe obserwacjin z
kazdej populacji. Obliczamy $rednie aryt-
metyczne x j (i = 1, ..., k) i wariancje s2
odpowiednio zwzordow (3) i (5). W drugim
kroku pobieramy m - n dodatkowych
obserwacji w kazdej populacji, w zalezno-
$ci od ustalonych przedtem wartosci (6™ i
P'). Liczbe obserwacji m otrzymamy ze
wzoru

252/i2

max- n,

m =

6*2

Warto$¢ h jest gérnym P* 100% pun-
ktem (A>1)-wymiarowego rozktadu
i-Studentazl/ =k(n-1) stopniami swobody
i jednakowymi korelacjami p = 1/2.



Wybor najlepszych populacji normalnych
Tablica 2. Wartosci krytyczne h (za GIBBONS i in. [1979]1)

p' - 095
k 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2,01 2,44 2,68 2,85 2,98 3,08 3,16 3,24 3,30
1,94 2,34 2,56 2,71 2,83 2,92 3,00 3,06 312
1,89 2,27 2,48 2,62 2,73 2,81 2,89 2,95 3,00
1,86 2,22 2,42 2,55 2,66 2,74 2,81 2,87 2,92
1,83 2,18 2,37 2,50 2,60 2,68 2,75 2,81 2,86

© 0o N o U,

10 181 2,15 2,34 2,47 2,56 2,64 2,70 2,76 2,81
12 178 211 2.29 241 2,50 2,58 2,64 2,69 2,73
14 1,76 2,08 2,25 2,57 2,46 2,53 2,59 2,64 2,69
16 1,75 2,06 2,23 2,34 2,43 2,50 2,56 2,61 2,65
18 1,73 2,04 2,21 2,32 2,41 2,48 2,53 2,58 2,62

20 1,72 2,03 2,19 2,30 2,39 2,46 2,51 2,56 2,60
25 171 2,00 2,16 2.27 2,36 2,42 2,48 2,52 2,56
30 1,70 1,99 2,15 2,25 2,33 2,40 2,45 2,50 2,54
60 1,67 1,95 2,10 2,21 2,28 2,35 2,39 2,44 2,48
120 1,66 193 2,08 2,18 2,26 2,32 2,37 2,41 2,45

1,64 1,92 2,06 2,16 2,23 2,29 2,34 2,38 2,42

f* « 0.99
k 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3,36 3,90 4,21 4,43 4,60 4,73 4,85 4,94 5,03
3,14 3,61 3,88 4,06 421 4,32 4,42 4,51 4,58
3,00 3.42 3,66 3,83 3,96 4,06 4,15 4,22 4,29
2,90 3,29 3,51 3,66 3,78 3,88 3,% 4,03 4,09
2.82 3.19 3,40 334 3,66 3,75 3,82 3,89 3,94

© o N o g

10 276 311 331 3,45 3,56 3,64 3.72 3,78 3,83
12 268 3,01 3,19 3,32 3.42 3,50 3,56 3,62 3,67
14 262 2,93 311 3,23 3,32 3,40 3,46 351 3,56
16 258 2,88 3,05 3.17 3.26 3,33 3,39 3.44 3,48
18 255 2.84 3.01 312 3,20 321 3,33 3,38 3,42
20 253 2,81 2.97 3,08 3.16 323 3,29 3,34 3,38

25 248 2,76 291 3.01 3.10 3,16 321 3,26 3,30
30 246 2,72 2,87 297 3,05 311 3,16 3,20 3,24
60 2,39 2.64 2.78 2.87 2,94 3,00 3,04 3,08 3,12
120 2.36 2,60 2,73 2.82 2,89 2,94 2,99 3,03 3,06

2.33 2.56 2,68 2.77 2.84 2,89 2,93 2,97 3,00

Ola brakujacych stopni swobody V wartosci h obliczamy wg
wzoru

h - h2 VY - \lv2
= , gdzie V <V < Vr
hi* h2 Wl mw 2

* Warto$¢4 h mozna réwniez znalez¢ w pracach: GUPTA [1963). DUNNETTr (1955],
KRISHNA1AH [19651. » warto« h jlI * pracy GUPTA. SOBEL [1957).
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Wartosci h dla danego k, P*\V sg stablico-
wane i mozna je znalez¢ w tablicy 2. Jesli
n > 2sh2/6'2, to z powyzszego wzoru
wynika, ze nie potrzebujemy dokonywac
dodatkowych obserwacji.

Po pobraniu dodatkowych obserwacji
obliczamy $rednie arytmetyczne dla kazdej
populacji zm obserwacji. Populacje odpo-
wiadajgcq najwiekszej sredniej arytmety-
cznej x (Kuwazamy za najlepsza. Prawdo-
podobienstwo poprawnego wyboru jest P’
skoro tylko -j R >6*. Jesli tgczna
liczba obserwacjiN =knw pierwszym kroku
jest dostatecznie duza (np. liczba stopni
swobody V =N - k jest wieksza od umie-
szczonych w tablicach wartosci h), to
mozna przyjac, zes2=02ipostepowac jak w
przypadku znanej wariancji, poniewaz s2
jest estymatorem zgodnym.

Podobnie postepujemy w przypadku
niejednakowych i nieznanych wariancji 62
Jak wykazali Dudewicz [1971] i Du-
dewicz, Dalal [1975], dla niejednako-
wych i nieznanych wariancji nie istnieje
jednostopniowa procedura wyboru, dla
ktorej prawdopodobieAstwo poprawnego
wyboru nie zalezatoby od wariancji.

W pierwszym kroku ustalamy 6* i P*,
pobieramy n (w > 2) obserwacji z kazdej
populacji, obliczamy x, sj (i =1, .., k)
odpowiednio wedtug wzoréw (3) i (4) oraz
odczytujemy z tablic wartos¢ h. W drugim
kroku pobieramy dodatkowe w,- - n obser-
wacji z kazdej populacji, gdzie

r
hzg

(11) m = max < «+1,
8'2

Z tego wzoru widac, ze trzeba dobra¢ co
najmniej jedng obserwacje. Nastepnie obli-
czamy S$rednie wazone

(12) z =bjX + (@ -b)yt i=1, .,k
gdziejc Jest Srednig arytmetyczng zpoczg-
tkowych n obserwacji,

1 f'
|

(13) yi-m--nl x,

j=n +1

jest Srednig arytmetyczng z pozostatych
nij - n obserwacji oraz

n i m,/ m,-nS’2\)
(Hft=_j 1 1- (- '
m, [ 4 n h2 sj J

i=1,..., k Dobrane w taki sposob wartosci
bizapewniajg, ze nieznane <2nie wystepuje
we wzorze na prawdopodobienstwo popra-
wnego wyboru. Pozwala nam to znalezé
doktadng warto$¢ infimum tego prawdo-
podobienstwa.

Mozna by sie zastanawiac, jaka powinna
by¢ poczatkowa wielkos¢ préby«. Wskaza-
ne jest, aby w drugim Kkroku liczba
dodatkowych obserwacji byta mata. Liczba
obserwacji w pierwszym kroku zalezy od
nieznanych parametrow <2 02 o2
Gdyby byly jakie$S wczes$niejsze badania
sugerujagce nam przyblizone wartosci 02
(= 1... k), to do wzoru (11) za sj
wstawiliby$my odpowiadajgcg jej wartos¢
a2 i wowczas znalezlibySmy poczatkowa
liczbe obserwacji dla i-tej populacji.

Ofosu [1973] podaje nieco inng meto-
de. RoOzni sie ona od poprzedniej tym, ze
zamiast n + 1 we wzorze (11) jest n iw
drugim kroku oblicza sie zwykle $rednie
arytmetyczne. Wybieramy populacje o naj-
wiekszej Sredniej arytmetycznej. W pra-
cach Dudewicz, Dalal [1975], Ofosu
[1973], RINOTT [1978] i Bofinger [1979]
znajdujg sie poréwnania obu powyzszych
metod.
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Wybor podzbioru

W wielu praktycznych sytuacjach nie
zalezy nam na wybraniu doktadnie jednej
najlepszej populacji. Decydujemy sie za-
tem wybra¢ pewien podzbioér W populacji,
ktéry z prawdopodobiefstwem P* bedzie
zawierat te najlepszg populacje. Taki wybor
nazywamy poprawnym wyborem (PW).
Wymaga sie aby P(PW) byto przynajmniej
rébwne P', bez wzgledu na to jakie sg
prawdziwe wartosci parametrow /ir... Hk.
Najmniej korzystna konfiguracja parame-
trow /i, przy ktorej P(PW) osigga swoje
infimum jest /U =... =flk W jest zmienng
losowa, ktdra moze przyjmowac wartosci
1,2...... k. Kiedy W = 1, podzbidr zawiera
jeden element, ktéry jest najlepszg popula-
cja. Kiedy W - k, to podzbiér zawiera
wszystkie populacje, a wiec i najlepszg z
prawdopodobiefstwem 1 >P"'. Celem jest
wybo6r mozliwie najmniejszego podzbioru,
ktory z prawdopodobienistwem P' zawiera
najlepsza populacje. Wielkos$¢ tego pod-
zbioru bedzie zalezata od wartosci 6*
(okre$lonejwpoprzedniej czesdci artykutu).
Dla danego n i P* nalezy wybraé
te populacje, dla ktérych S$rednie ary-
tmetyczne _ wpadajg do  przedziatu
(x -67"x () .Wartos¢ 6* zalezy od te-
go, ezy wariancje sg znane czy nie, dlatego
rozpatrzymy szczeg6towo te przypadki.

Wariancje znane

Przypusémy, ze mamy k normalnych
populacji ze wsp6lng znang wariancjg 02
Wtedy pobieramy jednakowg liczbe obser-
wacji n z kazdej populacji. Obliczamy x
wedtug wzoru (3). Proponowana zasada
wyboru jest nastepujaca (patrz Gupta
[1965]): wybra¢ te populacje, dla ktérych

Xin * (K-~

Warto$ci TIjl sg wartoSciami kryty-
cznymi (fc-l1)-wymiarowego rozktadu nor-
malnego z jednakowymi korelacjami p =
= 1/2. Mozna rowniez powiedzie¢ tak: wy-
bieramy te populacje, dla ktérych $rednie
arytmetyczne sg zawarte w przedziale / =
=( x (k)-TOIJn, x {kK) (jakwidac nigdy nie

jest to zbiér pusty). W przypadku
jednakowych liczb obserwacji mozna
stosowac aproksymacyjng metode

zastepujac n, przez n0 dane wzorem (7).

Jesli mamy niejednakowe i znane wa-
riancje to postepujemy podobnie jak w
punkcie Wariancje znane rozdziatu Wybér
doktadnie jednej populacji. Wybieramy li-
czbe obserwacji n, zgodnie z wzorami (8)
i (10). Zasada wyboru moéwi, ze nalezy
wybrac¢ te populacje dla ktérych

7

gdzie C jest okre$lone wzorem (10). War-
to$¢ 7 jest taka sama jak w wymienionym
wyzej rozdziale.

W ariancje nieznane

Przypu$émy, ze wspolna wariancja a2
jest nieznana. Nadal powinnismy wzigcje-
dnakowg liczbe obserwacji z kazdej popu-
lacji. Obliczamy $rednie arytmetyczne ob-
serwacji oraz wspdlng ocene wariancji s2
wedtug wzoru (5). Zasada wyboru mowi:
wybraé te populacje, dla ktérych

X i%x (K’ sldn

hjestgornym punktem (k-1)-wymiarowego
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Przyktady

Podane metody zilustrujemy na ma-
teriale liczacym 903 9-letnich chtopcow i
944 9-letnich dziewczat. Dzieci pocho-
dzity z miast duzych i matych oraz wsi,
gtownie z terenu Wielkopolski. Interesuje
nas rozwoj tych dzieci pod wzgledem wyso-
kosci i ciezaru ciata w zaleznos$ci od wy-
ksztatcenia ojca i wyksztatcenia obojga
rodzicow. Wezmy pod uwage najpierw
wyksztatcenie ojca. Niech 72 oznaczapopu-
lacje dzieci, ktérych ojcowie majg wyksztat-
cenie podstawowe, 72 - populacje dzieci,
ktorych ojcowie majg wyksztatcenie zasa-
dnicze zawodowe, 713 - populacje dzieci,
ktorych ojcowie majg wyksztatcenie $re-
dnie, 7”- populacje dzieci, ktérych ojcowie
majg wyksztalcenie wyzsze.

Przedstawione tu metody dotyczyty
jednowymiarowych zmiennych losowych,
dlatego rozpatrzymy osobno badane cechy
(wysokos¢ i ciezar ciata).

Niech badang cechg bedzie wysoko$¢
ciata. Dla chtopcéw liczby obserwacji z
populacji nv 2, 73, 74 ksztattowaty sie
nastepujaco: nl =178, n2 =359, n3 = 260,

4

nd = 106 (2 rt¢ = 903) a Srednie ary-
tmetyczne dla wysokosci ciata sg odpowie-
dnio:x j=13y0cm,jt 2=134,67 cm,x 3=
=135,41 cm, x 4= 136,08 cm. Zaldzmy, ze
wariancje (J"sgjednakowe, rowne wspdlnej
wartosci 02. Obliczona ze wzoru (5) ocena
tej wariancji wynosi 34,81 cm2. Poniewaz

4

liczba stopni swobody V=2 -4=899dla
tej oceny wariancjijest dos¢ duza, przyjmu-
jemy, ze wariancja jest znana O2 = 34,81.
Dlafc=4,P* =0,95 odczytujemy z tablicy la
T=2,9162, adla P =099 T =3,7979.
Poniewaz liczby obserwacji sg niejednako-
we, stosujemy aproksymacyjng metode po-

dang w punkcie Wariancje znane rozdziatu
Wybér doktadnie jednej populacji. Oblicza-
my ze wzoru (7) warto$¢ n, =
=215,42. Stad znajdujemy 6* = TO/Jn0 =
=1,17dlaP* 0,95 i6*=1,5263dlaP ’=0,99.
Mielismy tutaj zgo6ry ustalone liczby obser-
wacji oraz prawdopodobienstwa po-
prawnego wyboru P\ dlatego & (zalezne
od tych warto$ci) nalezato obliczy¢.

Najwiekszg warto$¢ $Sredniej arytmety-
cznej x (4) = 136,08 zaobserwowalismy dla
populacji 74. Zastosujemy metode wyboru
podzbioru z punktu Wariancje znane roz-
dziatu Wybér podzbioru. Z prawdopodo-
bienstwem P’ =0,95 wybieramy te popula-
cje, dla ktérych érednie* ,>136,08-1,17 =
=134,91. Sa to populacje Hv 713 i fl4. Nato-
miast z prawdopodobiefAstwem P* = 0,99
wybieramy te populacje, dla ktérych $re-
dnie* (>136,08-1,53 =134,55. Jak widac¢,
sg to wszystkie populacje.

Mozemy stad wyciagna¢ wniosek, ze w
zasadzie wyksztatcenie ojca nie ma wpltywu
na wysokos$¢ ciata syna. Zastosowanie me-
tody wyboru dokiadnie jednej populacji
miatoby sens, jesli chcielibySmy wybraé
populacje dzieci najwyzszych w celu
dalszych badan. Wtedy wybraliby$Smy dzie-
ci ojcéw z wyzszym wyksztatceniem. Nie
mozemy jednak powiedzie¢, ze synowie
ojcéw z wyzszym wyksztatceniem sg naj-
wyzsi, poniewaz $rednie arytmetyczne dla
populacji 7ir 713, 7/ nie réznig sie miedzy
sobg istotnie z prawdopodobienstwem
0,95.

Dla dziewczat podstawowe charaktery-
styki, tj. liczby obserwacji, Srednie arytme-
tyczne, odchylenie standardowe i 6" umie-
szczone sg w tabeli 1. Dwie gwiazdki z
prawej strony przy S$rednich arytmetycz-
nych oznaczajg, ze wybieramy populacje
odpowiadajgce tym $rednim do podzbioru
populacji najlepszych z prawdopodobien-
stwem 0,99.
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Tabela 1 Podstawowe charakteiystyki 9-letnich dziewczat dla wysokosci ciata przy podziale
populacji ze wzgledu na wyksztatcenie ojca

Numer

populacji

1 166 133,55

2 383 133,99"
3 249 *135,38”

4 146 *134,93”

i = 944 n0

Jedna gwiazdka z lewej strony oznacza
podjecie powyzszej decyzji z prawdopodo-
bienstwem 0,95. Wida¢ z tej tabeli, ze
populacje 72, Tly 7% nalezg do podzbioru
populacji najlepszych z prawdopodobien-
stwem poprawnego wyboru 0,99. Popula-
cje 713 i T wybieramy jako najlepsze z
prawdopodobienstwem 0,95.

Wezmy teraz pod uwage wyksztatcenie
obojga rodzicow. Niech 7rx- oznacza teraz
populacje dzieci, ktérych ojciec i matka
majawyksztatcenie podstawowe, 7R2- popu-

P*=10,95 P‘ =099

& =1,20 & = 1,57

='1*34,17 =*1*33,81
227,38 Ol = 38,73

lacje dzieci, ktdrych ojciec i matka majg
wyksztatcenie zasadnicze zawodowe, 713 -
populacje dzieci, ktérych ojciec i matka
majg wyksztatcenie Srednie, fl4 - populacje
dzieci, ktérych ojciec i matka majg wy-
ksztatcenie wyzsze. Badang cechg jest na-
dal wysoko$¢ ciata. Otrzymane dane sg
umieszczone w tabelach 213, odpowiednio
dla chtopcow i dziewczat. Do podzbioru z
populacja najlepsza, zarébwno u dziewczat
jak i chtopcow nalezy wybra¢ wszystkie
populacje, nawet zprawdopodobiefAstwem

Tabela 2. Podstawowe charakterystyki 9-letnich chtopcéw dla wysokosci ciata przy podziale
populacji ze wzgledu na wyksztatcenie rodzicow

Numer «l Xi p* = 0,95 P' =0,99
populacji
1 121 *134,71”

8" = 163 6 * = 2,19
2 129 *134,31”
3 151 *135,25** *@ - 8 = Xa - 8=
4 45 *135,31” - 133,68 = 133,12
£ (™ = 446 « = 110,58 02 = 34,48
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Tabela 3. Podstawowe charakterystyki 9-letnich dziewczat dla wysokosci ciata przy podziale
populacji ze wzgledu na wyksztatcenie rodzicow

Numer B ni Xi
populacji

1 106 *133,22”
2 173 *133,75”
3 133 135,92
4 59 135,54

n0

0,95. Oznacza to, ze wyksztatcenie rodzi-
cow nie ma wptywu na wysokos$¢ dziecka.
taczna liczba obserwacji jest przy tym
podziale mniejsza i wynosi dla chtopcow
446 a dla dziewczat 471.

Niech badang cechg bedzie ciezar ciata.
Podstawowe charakterystyki dla chtopcéw
i dziewczat przy podziale populacji ze
wzgledu na wyksztatcenie ojca znajduja sie
odpowiednio w tabelach 4 i 5, natomiast
podstawowe charakterystyki dla chtopcow
i dziewczat przy podziale populacji ze

P’ =0,95 P* = 0,99
5% = 1,72 6% = 2,24
A4) - B* = A(4), - 5=
‘13 00 {4,715

15,80 o2 = 0,30

wzgledu na wyksztatcenie obojga rodzicow
-odpowiednio wtabelach 6 7. Dlaciezaru
ciata wyksztatcenie ojca, jak réwniez wy-
ksztatcenie obojga rodzicow nie jest czyn-
nikiem réznicujgcym. Z powyzszych tabel
wynika, ze nalezy wybra¢ wszystkie popula-
cje jako najlepsze z prawdopodobien-
stwem poprawnej decyzji 0,95, a tylko w
jednym  przypadku z prawdopodo-
bieAstwem 0,99.

Zilustrujemy metode dla niejednako-
wych inieznanych wariancji na przyktadzie

Tabela 4. Podstawowe charakteiystyki 9-letnich chlopcéw dla ciezaru ciata przy podziale
populacji ze wzgledu na wyksztatcenie ojca

Numer X, P’ =0,95 P' =0,99
populacji
1 178 *30,7)”

8" = 1,07 8’ = 1,39
2 359 *30,96”
3 260 *31,07” F(4, - 6* = N4) - B=
4 106 *30,65” = 30,00 =29,68

n0 = 215,42 02 = 29,06



Tabela 5. Podstawowe charakterystyki 9-letnich dziewczynek dla cigezaru ciata przy podziale

Numer
populacji

1

2
3
4

Juqty = 944

«/

166

383

249
146

populacji ze wzgledu na wyksztatcenie ojca

X i P* = 0,95
*29,86%*
6* = 1,01
*29,57%*
*30,43
*30,06”
ny = 227,38

P* = 0,99
5* =131

- 5*=
=29,12
02 = 27,05

Tabela 6. Podstawowe charakteiystyki 9-letnich chtopcéw dla ciezaru ciata przy podziale

Numer
populacji

1
2

3
4

2 jli, = 446

121

129

151

populacji ze wzgledu na wyksztatcenie rodzicow

P*=0,95
*30,42**
6* = 1,45
*30,39”
*30,66” _okk =
*31,11” = 29,66
n0 = 110,58

P* = 0,99

5' =181

W30 =

02 = 25,09

Tabela 7. Podstawowe charakterystyki 9-letnich dziewczat dla wysokoéci ciata przy podziale

Numer
populacji

1

2
3
4

l,«, =471

106

173

133
59

populacji ze wzgledu na wyksztatcenie rodzicow

X i * = 0,95
*29.98”
S = T
29,61”
*31,11" X @ - 6* =
*30,19" = 29,67
n0 = 115,80

[481

P* = 0,99

8" = 1,89
4 " A =

=%0,23

02 = 28,54
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wysokosci ciata 9-letnich chtopcow, przy
podziale populacji ze wzgledu na wyksztat-
cenie ojca. W tym celu pobieramy n = 100
obserwacji z kazdej populacji. Wartosci
$rednich arytmetycznych i odchylen stan-
dardowych zawiera tabela 8.

Tabela 8. Srednie i odchylenia standardowe wysokosci ciata
9-letnich chtopcéw w zaleznosci od wyksztatcenia ojca
(wariancje niejednakowe i nieznane, liczebnosci n- = 100)

* 1 2 3 4
*j 134,45 134,28 132,21 136,05
si 4,693 4,855 3,398 6,186

Wartos¢hdlaP’=0,99k =4,V-n-1=99
stopni swobody obiiczamy stosujgc wz6ér na
interpolacje liniowg dla I/j =60, V2= 120 i
odpowiadajgcych im wartosci /?, i h2odczy-
tanych z tabeli 2. Otrzymujemy h = 2,74.
Nalezy ustali¢ dtugos¢ przedziatlu 6* do
ktdorego majg wpadac $Srednie. Niech 8' =
=1,65 cm. Obliczamy hxVv8'2dla/'=1,2,3,
4.0trzymujemy odpowiednio dla/ =1,2,3,
4 wartosci 60,75; 65,00; 31,80; 105,50.
Stad  =max {101, [/jx?/6°’2]}dla/ =1,2,
3, 4 s odpowiednio 101, 101, 106, 106.
Pobieramy po jednej obserwacji z populacji
flj, H2, Hy natomiast z populacji czwartej
bierzemy 6 wartosci i obliczamy z nich
$rednig arytmetyczng. Otrzymane wartos$ci
s§ nastepujace: 139,0; 142,0; 129,0;
136,6667. Obliczamy ze wzoru (14) warto-
cib', a ze wzoru (12) $rednie z ,. Otrzymu-
jemy bl =0,9095, b2=0,9164, b3=0,8441,
N =0,9281,z j=_134,8618,z 2=134,9254,
23=131,7096,z 4= 136,0943. Wybieramy
te populacje dla ktérych $rednie spetniaja
nieréwnos¢
z *z (4)-8"=136,0943 - 1,65 =134,4443.
Sg to populacje 7Ir 712, 7H; wsrdd nich
znajduje sie najlepsza z prawdopodobien-
stwem 0,99. Wsérod tych najlepszych popu-

lacji nie znajduje sie populacja 713 chto-
pcow, ktdrych ojcowie majg Srednie
wyksztatcenie. W  poprzednich przy-
padkach 7t3byto zawsze w grupie populacji
najlepszych. Relacje co do wielkosci mie-
dzy Srednimi arytmetycznymi ulegly réw-
niez zmianie.

Podsumowanie

Uzyskane z powyzszych przykladow
wyniki pozwalajg na jednoznaczng inter-
pretacje. Przypomnijmy, ze interesowato
nas ksztattowanie sie wysokos$ci i ciezaru
ciata 9-letnich dzieci wpopulacjach (7rr 712,
713, T@) wydzielonych ze wzgledu na wy-
ksztatcenie ojcéw oraz (oddzielnie) rodzi-
cow. Prezentowana metoda wyboru najle-
pszej populacji (z najwyzszg $rednig ary-
tmetyczng), we wszystkich prezento-
wanych przyktadach wybrata populacje,
pod wzgledem zar6wno wysokosci ciata jak
i ciezaru ciata, niezaleznie od pici, w
ktoérych ojcowie lub -w drugim przypadku -
rodzice posiadali wyksztatcenie wyzsze.
Jezeli bezposrednim celem (lub wymaga
tego dalsze postepowanie badawcze) jest
wskazanie takiej populacji, to w mysl
proponowanej metody stuszne jest podje-
cie takiej decyzji.

Metode wyboru podzbioru zawieraja-
cego najlepsza populacje zilustrowaliSmy
na tych samych przyktadach. W wybranym
podzbiorze oprdécz populacji 7@ znajdo-
waly sie rowniez pozostate. Wielko$¢ wy-
branego podzbioru zalezata od 6°. W
jednym przypadku w wybranym podzbio-
rze nie znalazta sie populacja nv co ozna-
cza, ze nie jest ona najlepsza.

Dla biologa gtéwna zaletg tej metody
jest ustalenie wartosci 6* przy okre$lonym
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prawdopodobienstwie. Réwnoczesnie
pozwala to na wyrazne wskazanie najle-
pszej, ze wzgledu na $rednig arytmetyczna,
populacji normalnej. Metoda wyboru pod-
zbioru umozliwia wskazanie takiej popula-
cji, wraz z populacjami, ktérych $rednie
arytmetyczne nie rdéznig sie istotnie od
najwiekszej $redniej. W przytoczonym
przyktadzie interesowato nas czy w wybra-
nym podzbiorze bedg zawarte populacje
dzieci rodzicow z innym wyksztatceniem
niz wyzsze.
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Summary

The work dealswith the problem of choosing the best normal population in terms of the average. Two methods of
choice are given depending onwhetherwe are interested in choosing exactly one population or asuloset mcludmg the
best population. In both casesthe é)robablhty of acorrect decision P* deperids on the amount ofobservationsanathe
length of the confidence interval 6 for the"highest mean. As regards the first method the length of the confidence
interval = s fixed, whereas in the second mefhod it is random. The method depends on whether the variances are
known or not and whether they arc identical or not. In the case of different and unknown variances only the two-stage
method is allowed. The authors provide also an example illustrating the way of using both methods and tables of

necessary critical values.



