ALEKSANDER ZELIAS

PREDYKCJA SZEREGOW CZASOWYCH
W WARUNKACH AUTOKORELACJI SKEADNIKOW LOSOWYCH

Przyjmijmy, ze rozpatrujemy liniowy model ekonometryczny postaci

Y= Xu+B Xpp+... + B Xp+u, (=1, ...,n), (1)
gdzie:
Y, — zmienna endogeniczna, wyjasniana przez dane roéwnanie,
X; — zmienne objasniajgce, wystgpujace w postaci n zbiorOw w po-
wtarzanych probach, z czego zmienna X;; przybiera stale warto$¢ 1,
B; — parametry strukturalne,
u, — skltadnik losowy.
Kazde z n uktadow rownan (1) mozna zapisa¢ w postaci
y=Xp+u, (2)

gdzie symbol y oznacza wektor (nx/) zaobserwowanych warto$ci zmien-
nej endogenicznej Y, X jest macierza (nxk) zaobserwowanych warto$ci
zmiennych objasniajacych X; (—1, ..., k), za§ B oznacza wektor (kxI)
nieznanych a priori warto$ci parametrow strukturalnych f;, a u niech
oznacza wektor (nx/) sktadnikow losowych u,

Zaktadajac, ze

1° E(u)=0,

2° E(uu')=071,, gdzie [, jest macierzag jednostkowg o wymiarach
nxn,

3° X jest macierzg ustalonych warto$ci zmiennych objasniajacych
X (=1 k),

4° X jest rzedu r(X)=k<n,

5° Skladnik losowy u, jest nie skorelowany ze zmiennymi objasnia-
jacymi,
nieznane paramery fj (j=I, ...,k) szacuje si¢ na podstawie klasycznej
metody najmniejszych kwadratow.

W pewnych sytuacjach moze si¢ zdarzy¢ (najczesciej gdy obserwacje
maja posta¢ szeregdw czasowych), ze sktadniki losowe uy, ..., u, rozpa-
trywanego modelu nie s3 od siebie stochastycznie niezalezne. Zalezno$¢
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takg nazywa si¢ zwykle w literaturze autokorelacjg sktadnika losowego
(ang. autocorrelation of the disturbance term).
W niniejszej pracy zajmowac si¢ bedziemy zasadniczo sytuacja, gdy
przestaje by¢ prawdziwe zalozenie:
cov(u,,u)=0 dla s#t,

natomiast pozostale pozostaja w mocy. W przypadkach, gdy istnieje auto-
korelacja sktadnikow losowych, przyjmuje si¢ zwykle, ze zalezno$¢ mig-
dzy nimi moze by¢ przedstawiona za pomocg relacji liniowej o postaci
ogolnej

)4
U= ‘; Vith—it &, (3)

gdzie p jest liczba naturalng, y; sa stalymi parametrami, a g jest proce-
sem czysto losowym o nadziei matematycznej réwnej zero i skonczonej
wariancji.

Parametry y; (i=1, ..., p) sa nieznane a priori, ale mozliwe jest zna-
lezienie metod, za pomoca ktéorych mozna otrzymaé estymatory zgodne.
Metoda taka jest w szczego6lnosci metoda najmniejszych kwadratow.

W przypadku gdy p=I1 (co ma czg¢sto miejsce w praktyce) relacja (3)
ulegnie uproszczeniu i przyjmie postaé

U=y U,_1+¢, (4)
przy czym |y| < 1, a g jest procesem czysto losowym.
Ciag zmiennych losowych {e} spelnia oczywiscie zatozenia:
E(e)=0,
E[e,—E(e)]*=E(s)* =02,
cov(e,, e)=E{[e,—E(s)][e,—E(e)]}=0 dia s#t.

Mozna wykazaé', ze skorelowany w czasie sktadnik losowy u, (t=1,
.., n) ma nadziej¢ matematyczng zero i stalg (niezalezng od wskaznika
biezacego ¢) wariancjg o>, o warto$ci skoficzonej. Oznacza to, ze

E(u)=0,

2
e

ol = aﬂzaf dla kazdego t, (5)
© 1-yi

. . 2
a tym samym u, jest procesem stacjonarnym -.

' Por. monografi¢ J. Johnstona, Econometric methods, 2 nd Edition, New York
1972, s. 243 - 246.

> Procesem stacjonarnym jest taki proces stochastyczny, ktorego charakterysty-
ki nie zaleza od parametru . Doktadniej moéwiac, wszystkie zmienne losowe skta-
dajace si¢ na proces stacjonarny majg ten sam rozklad o tych samych warto$ciach
parametrow. Por. np. prac¢ Z. Pawlowskiego, Wstep do statystyki matematycznej,
Warszawa 1965, s. 378 - 385.
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Latwo sprawdzi¢, ze kowariancja sktadnikéw losowych u,, ..., u, jest
réwna
E(u,u,-9)=(71)"0; (6)

Widzimy w ten sposob, ze rownanie (1) nie spetnia zatozenia 2°. Wnio-
skujemy zatem, ze sktadnik losowy u, jest skorelowany w czasie, co od-
powiada sytuacji, ze wystepujacy w (4) parametr y;# 0.

Z réwnania (6) wynika dalej, ze jest

E(u,u,_y)

'''' 0= dla s=0,1, .. (7)

u

Wyrazenie wystgpujace po lewej stronie wzoru (7) jest wspoétczynni-
kiem autokorelacji rzadu s, ktoéry oznaczamy przez gs. Mierzy on liniowa
zalezno$¢ migdzy zmiennymi losowymi u, o wskaznikach 7 r6zniacych si¢
od siebie o s jednostek. Stad (7) mozemy teraz wyrazi¢ za pomocg wzoru

ps=(yy)’ dla s=0,1,...,

co oznacza, ze kolejne wspdtczynniki autokorelacji wyrazaja si¢ jako ko-
lejne potegi parametru y;.

Reasumujac wyniki tej dyskusji mozna stwierdzi¢, ze w przypadku,
gdy mamy relacj¢ postaci (4) i gdy |y;|<l, macierz E (uu') nie jest juz,
macierzg diagonalng, ale posiada rézne od zera elementy takze i poza
gtéwna przekatna. Macierz £ (uu') (o wymiarach nxn) jest wowczas po-
staci

1oy v o9t

n—2
E(w)=V=g¢ el e m =0, Q, (8)
R 1

przy czym zakladamy, ze elementy macierzy Q sa znane oraz #Q=n.

Dowodzi sie’, ze jezeli zmienne obja$niajace sa nielosowe, wowczas
istnienie autokorelacji sktadnikéw losowych nie wptywa na nieobcigzo-
no§¢ lub zgodno$¢ estymatorow parametrow strukturalnych i wlasnos$ci
te pozostaja takie, jak w przypadku ich niezalezno$ci. Okazuje si¢ jednak,
ze autokorelacja zmienia wariancje i kowariancje tych estymatorow (wa-
riancje estymatorow parametrow strukturalnych otrzymywane za pomoca
metody najmniejszych kwadratéw beda wigksze niz w przypadku, gdy
nie istnieje autokorelacja sktadnika losowego).

W literaturze ekonometrycznej spotka¢ mozna wiele prac poswigco-
nych metodom estymacji parametrow modelu (2) w przypadku istnienia
autokorelacji sktadnikow losowych®. Jedng z takich metod, mogaca mieé

> Por. J. Johnston, op. cit., s. 246.

* A. C. Aitken, On least squares and linear combination of observations, Pro-
ceedings of the Royal Society of Edinburgh, 1935, vol. 55; D. Cochrane, G. H. Orcutt,
Application of least squares regression to relationships containing autocorrelated
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zastosowanie w przypadku, gdy miedzy kolejnymi sktadnikami losowymi
u, zachodzg relacje postaci (4) jest tak zwana uogdélniona metoda naj-
mniejszych kwadratow Aitkena’, uwzgledniajaca niediagonalny charak-
ter macierzy E (uu').

Przy stosowaniu uogolnionej metody najmniejszych kwadratow pa-
rametry modelu (2) wyznacza si¢ z rOwnania macierzowego

=XV X)XV ly=(X'Q X)"'X'Q 'y, )

przy czym b jest wektorem ocen odpowiadajagcym uogoélnionej metodzie
najmniejszych kwadratow, podczas gdy macierz Q' ma postac

1 -y, 0 ... 0 0 0~
-y 1493 —9, ... O 0 0
pc 1 0 —y, 1497 ... 0 0 0
12l
Y1
0 0 0 =7 1491 =7,
0 0 0 0 -y 1

Macierz wariancji i kowariancji tych estymatorow dana jest wzorem

var(b)=(X'X)T'X'VX(X'X) ' = W)
=0, (X'X) T X'QX(X'X) 7,

gdzie ¢ (na mocy (5) o2=07/(1—7}) jest wariancjg zmiennej losowej u,.
Przeprowadzajac odpowiednie obliczenia otrzymujemy

y=Xb+e, (11)

gdzie wektor reszt e=y—Xb .

Przyjmijmy teraz, ze yr oznacza prognoz¢ dla zmiennej endogenicz-
nej Y w okresie prognozowanym T=n+I, n+2, .., nts, otrzymang
na podstawie wyrazenia

yr=XrPB+ur, (12)

gdzie xr oznacza wektor wierszowy ustalonych wartosci zmiennych obja-
$niajacych modelu w okresie prognozowanym 7, tak ze°®

Xr= [x“ X2 X78) 5

error terms, Journal of the American Statistical Association, 1949, vol. 44; K. R.
Kadiyala, A trasformation used to circumvent the problem of autocorrelation,
Econometrica, 1968, vol. 36.

5 Por. A. C. Aitken, op. cit.

® Przewidywane wartosci zmiennych objasniajacych Xy (=1, ... k) dla okre-
su prognozowanego mozna ustali¢ na poziomie planowanym, a jesli brak jest planu,
to najstuszniej jest je ustali¢ poprzez wyznaczenie, a nastepnie ekstrapolacje tren-
doéw warto$ci tych zmiennych.
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a ur jest skladnikiem losowym w okresie prognozowanym 7.
Przyjmijmy rowniez, ze

E(ur)=0,
E("T)2=‘712‘=02,
E(uquyg)
E(uup)= E(u?ur) =W,
E (uy ur)
gdzie w jest wektorem (nx/) kowariancji sktadnikow losowych u,, ... ,u,
ze sktadnikiem losowym ur .
Wyrazenie
p=cy (13)

nazywa¢ bedziemy liniowym predyktorem, w ktéorym ¢ oznacza wektor
(nx1) odpowiednio ustalonych wag.

Jezeli nieobcigzony predyktor p ma byé najbardziej efektywny’, to
wagi ¢ dobieramy tak, aby zminimalizowa¢ wariancj¢ predykcji

op=E{(p—11)’},

przy czym E(p—yp)=0.
Wykorzystujac (13) i (12) mamy

p—yr=cy—XpBp—ur=
=c(Xp+u)—xyB—ur=
=(X—x7)Bp+cu—uy

Nieobcigzonos$¢ predyktora p wymaga, by wektor ¢ spelnial nastepu-

jacg réwnosé
c'X—x;=0, (14)
a zatem btad predykcji jest rowny
p—yr=cu—uy.
Stad wariancja predykcji — jak to juz wcze$niej zasygnalizowano —
jest rowna
o;=E{(p—yp)’}=
=E{(p—yn(p—yn)'}=

" Predyktor nazywa si¢ najbardziej efektywny, jezeli jest nieobcigzony i przy
kazdym n wariancja jego jest mniejsza od wariancji innych mozliwych predykto-
row przy tej samej liczbie obserwacji n. Por. w tej sprawie prace Z. Pawlowskiego,
Prognozy ekonometryczne, Warszawa 1973.
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—E{(cu—up)(Cu—uy)}=
=E{(c'u~uz)(w'e—up)}=
=E {c'uv’c+uj—2cuur},
skad dostajemy ostatecznie
o;=c'Vetor—2c'w (15)
Minimalizujemy teraz funkcje okreslong wzorem (15) przy uwzgled-
nieniu (14)r Mamy w ten sposob:
p=c'Ve—2¢'w—2(c'X—x7) A, (16)
gdzie A jest wektorem (kxI) mnoznikow Lagrange'a.

Latwo mozna wykazaé, ze wykorzystanie warunku koniecznego na
istnienie ekstremum funkcji ¢ <%§ =0, Z—z=0> prowadzi do uktadu
rownan:

2Ve—2w—2XA=0,
—2c'X+2x7=0.
Ostatecznie wigc mamy:

Ve—Xh=w, (17)

’ '
X'e=x7

Zauwazmy, ze uktad rownan (17) mozna zapisa¢ w postaci macierzo-

wej. Mamy wtedy
V X ¢ W
MY EM ®

Poszukiwany wektor l:_%] znajdujemy rozwiazujac uklad (18),

wzgledem ci — . Ostatecznie wigc mamy

¢l [V X [w
T

Podmacierze V, X, X' i podmacierz zerowa 0 maja wymiary nxn, nxk,
kxn oraz kxk, a wektory ¢, —.A, w i X't maja wymiary nxI, kxI, nxI oraz
Ixk.

Wykorzystujac regute * o wyznaczaniu macierzy odwrotnej A™' przez
rozktad macierzy kwadratowej A (ktéra w naszym przypadku ma wymia-
ry (n+k x(n+k)) na podmacierze (bloki) V, X, X i 0, znajdujemy ma-

8 H. E. Krynski, Matematyka dla ekonomistow, Warszawa 1973, wyd. 5, s. 292 -
- 297.
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cierz odwrotng A™', a nastepnie wyznaczamy poszukiwany wektor wag c .
Zatem mamy

¢ [V'+VT'X(O-XV X)X’V —VIIX(0-XVIX)7H]
i | =X VX))~ x'V! O-X'Vix)~!

w
2} e

C=V I I-XXV X)XV w+ VXXV IX)" Ix}

skad

W rezultacie, najlepszy nieobcigzony predyktor ma w naszym przy-
ktadzie postac

p=cy=
={VII-XX'V X)XV 1w+ VXXV 'X) 'x7} y=
={W[I-V XXV X)XV +x,(XV X)XV} y=
=x:(XV X)XV ly+wV ly—wV XXV X)X “ly=
=Xx;b+wV (y—Xb),
skad dostajemy ostatecznie’
p=x;b+wV e 1)

A. S. Goldberger'® wykazal, ze wariancja predykcji odpowiadajaca
predyktorowi (21) jest réwna

o%=a§—26’w+3’ve
Wykorzystujac, ze
=V IXX'V'X) x4+ VI I-X(X'V X)) 'X'V ]w,
mozemy napisacé
02;=a§—2{xT(X'V‘1X)"IX'V“+w’[I—V‘1X(X'V*1X)"‘X’]V“}w+
+{x XV X)XV +w[I-VIXX'V X)XV 1}V
x {VIX(X'V X)) xp 4+ VI I-X(X'V'X) ' X'V 1w}, °
skad dostajemy
0% =07+xp(X'V X)X 2%, (X'V X)XV Tw -
—W[V I -VIIXXV X)XV 1]w.

(22)

® Por. prace A. S. Goldberga, Best linear unbiased prediction in the generali-
zed linear regression model, Journal of the American Statistical Association, 1962,
vol. 57, ss. 369 - 375. Doktadniej moéwiac, A. S. Goldberger podat sposob modyfikacji
predyktorow klasycznych pozwalajacy na uwzglgdnienie w procesie predykecji in-
formacji o charakterze zwiazku autokorelacyjnego.

'"°A. S. Goldberger, op. cit.
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Jak si¢ okazuje, wyrazenie (22) jest zawsze mniejsze od wariancji pre-
dykcji w przypadku, gdy postugujemy sie predyktorem typu klasycznego,
a wigc wyrazeniem

p=be
Wariancja predykcji odpowiadajaca predyktorowi p — podobnie jak
przedtem jest roOwna
03p=0%—~25'w+5'VE
Z (20) otrzymujemy, ze
e=VIX(X'V™X) 'x}
Tak wigc
a;?:a%—sz(X'V‘IX)-IX'V—1w+xT(X'V"1X)"IX'V—1V X
xVIX(X'VIX) 'xp=

=02 -2x(X'V X)XV w4+ x,(X'VIX) " Ix/p (23)
Poréwnanie (23) z (22) pokazuje, ze
a§=02;+w'[V'1—V"IX(X'V“X)'1X'V"]W (24)

Z powyzszego wynika, ze wariancja klasycznego predyktora a% jest
wigksza od wariancji predykcji a%. Istotnie wykorzystujac (24) otrzy-
mujemy, ze rzad wielkosci zysku na efektywnosci jest rowny:

wv =y ixxvix) T ixv—1]w.

Korzystajac ze wzoru (21) stwierdzamy, ze prognoza ¥r przy uzyciu
predyktora p jest rowna.

Yr=xXrb+wV=le (T=n+1), (25)

gdzie b jest wektorem ocen parametrow strukturalnych otrzymanych za
pomoca uogodlnionej metody najmniejszych kwadratow Aitkena, w jest
wektorem (nxl) kowariancji sktadnikow losowych uy, ..., u, ze skladni-
kiem losowym w,.;, V jest macierza (nxn) wariancji i kowariancji sktad-
nikow losowych modelu, e jest wektorem (nxl) reszt modelu, czyli

E(uyttysq) €1 1 Y1 ?f )’Ti
—_ E(uZ.un+1) . e= e_z ) V:af 71 1 71 we P4
E (ty, ty11) % it

Poniewaz istniejace powigzanie skladnikow losowych spelnia relacje:
u,=yu,. &, zatem ze wzoru (6) wynika oczywista rownosc

2 .n n=1
Oy V1 Y1
2 .n—1 n=—2
1% "1 T 2 {71
w= : =%10y

N
(S

Oy Y1
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Jak tatwo zauwazy¢, wspotrzedne wektora w, po pomnozeniu przez y;,
odpowiadajg elementom wystepujacym w ostatniej kolumnie macierzy V.

Poniewaz VV'=I,, przeto V'V po przemnozeniu przez y, jest
rowne ostatniemu wierszowi macierzy jednostkowej I, tak ze

wV l=y,[0 0 .. 1].
W rezultacie
wVile=y e,.
Poszukiwana prognoza ma zatem postaé ostateczng
Vut1=Xp11b+71 6, (26)

Jak tatwo zauwazy¢, pierwszy sktadnik prawej strony wzoru (26) jest
prognoza klasyczng. Natomiast drugi sktadnik y,e, jest poprawka ze
wzgledu na autokorelacje.

Budowa prognozy na okres 7T=n+s przebiega analogicznie jak po-
przednio. Mamy zatem

p=xrb+wVle, (27)
gdzie:
E(uithyeg) | [on v17'" it
weE(uuy, y=| EWa s | 00 AT e |8
E(u )| |oF 7 i

W konsekwencji (27) mozemy teraz przedstawi¢ w postaci
P=x7b+(7)0 0 ... 1]e=x;b+(p)%,

Otrzymali$my wiec, ze prognoza yr (T=n+s) przy uzyciu predyktora
P jest rowna

j)\n+s=Xn+sb+(‘yl)sen (28)

Dla s=I, wyrazenie (28) przybiera postac (26).

Stosowanie tej metody predykcji do praktycznych obliczen wymaga
znajomosci parametru y;. Wobec tego zwykle szacuje si¢ go na podstawie
proby “. Nalezy jednak pamietaé, ze z uwagi na to, iz y; jest oceng para-
metru y;, a wiec réznigca si¢ nieco od y,, relacja (28) bedzie spetniona tyl-
ko w przyblizeniu.

"' Gdy proba statystyczna stuzaca do estymacji modelu jest mata (n<30) stwa-
rza to niebezpieczenstwo, ze parametr y, bedzie zle oszacowany, a w konsekwencji
bedzie zwykle prowadzit do znacznych bledow predykcji.
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PREDICTION PROBLEMS IN THE SITUATION WHEN DISTURBANCES ARE
AUTOCORRELATED IN THE LINEAR MODEL

Summary

In the article the autor discusses prediction problems in the general linear mo-
del where disturbances are autocorrelated. Suppose we have sample data for pe-
riods 1 to n from the model y=XB+u with E(u)=0 and E(uu')=V. Suppose further
that we are given the row vector x,.; of values of the explanatory variables
in period n+l. The problem now how to estimate y,., when E(uu')=V=02uQ,
where Q is assumed to be known, symmetric, positivedefinite matrix. If the distur-
bances follows a first-order scheme wu,=yu,;+¢, where |y;|<1, then we can see
that the best linear unbiased predictor is  J,+/=X,+b+(y,)*-e,  where b is the
generalized least-squares estimator and e, is the last row of the vector e=y—Xb
of generalized least-squares residuals.

When the elements of Q (that is, the value of y;) were unknown formula pictu-
red above should still be used for prediction purposes with b and y, replaced by
estimates.

ESTIMATION PROBLEMS OF PARAMETERS OF ECONOMETRIC MODELS
WITH DISTRIBUTED LAGS

Summary

Let us assume that a linear relationship exists between a variable Y, and k—I
explanatory variables X, X,.;, .., X, and a disturbance term u. If we have
a sample of n observations on Y and X's we can write

% :
Y, =L+ ZOB,x.-,-I-u. =1, .oy n) (1)

j=
The a, fo—f;, ..., Br coefficients and the parameters of the u distribution are

unknown and our problem is to obtain estimates of these unknowns. Under the
usual assumption about the distribution of u and the independence of X and u
there are in principle no new estimation problems in this model. Least-squares will
give best linear unbiased estimates, if the model has been specified, correctly. Se-
veral difficulties, however, are likely to arise in practice. First of all one cannot
really expect any precise and firm indication from theory of the length of lag to
be incorporated; rather one hopes to determine the lag from the data by fitting a
fairly long lag and then examining the significance of the coefficients of various
lagged values of X. But this in turn raises two main statistical difficulties; one is
that observations are lost due to the lags and the other is that typically the various
lagged values of X will be highly intercorrelated leading to very imprecise esti-
mates of the lagged coefficients and great difficulty in making useful inferences
about them.

These difficulties have lead to the a priori imposition of various assumptions
about the form of the weights fy ..., ¢ in an attempt to produce a more amena-
ble estimation problem involving fewer than k+/ parameters. The above paper dis-
cusses three models for distributed-lag analysis that either reduce the number of
observations lost due to lagging and/or reduce the number of parameters to be
estimated.





