STEFAN MYNARSKI

CYBERNETYCZNE ASPEKTY MODELI PRZEPLYWOW
LUDNOSCIOWYCH W MIEDZYREGIONALNEJ ANALIZIE
POPYTU KONSUMPCYIJNEGO

W badaniach rynkowych w przekroju regionalnym niezwykle waz-
nym elementem wplywajacym na ksztattowanie si¢ popytu konsumpcyj-
nego sg zagadnienia ludnosciowe, w tym zwlaszcza liczba i struktura lud-
nosci zamieszkujacej dany region wedlug wieku i pici oraz ruch natural-
ny i wedrowkowy ludnosci. Wszystkie te elementy decyduja o wielkosci
i strukturze popytu konsumpcyjnego na danym terenie, zwlaszcza w za-
kresie tych artykutow, ktorych spozycie uzaleznione jest bardzo wyraznie
od roznych kategorii jednostek konsumpcyjnych. Odnosi si¢ to w szcze-
g6lnosci do artykutéw zywnosciowych, ktore sa spozywane w zaleznosci
od wieku i plci konsumentéow, a takze stanow fizjologicznych i rodzaju
wykonywanej pracy. Znajduje to nawet swoj wyraz w ustalonych przez
fizjologobw normach wyzywienia, ktore przewiduja do$¢ dalekie zroznico-
wanie w racjach pokarmowych dla oséb w réznym wieku, pltci oraz za-
trudnieniu. Roéwniez popyt na szereg artykutdow przemystowych uzalez-
niony jest od réznych cech demograficznych konsumentéw. Tak na przy-
ktad odziez i obuwie pod wzgledem swych rozmiaréw i fasonow sa $cisle
przystosowane do wieku i ptci konsumentéw. Podobnie jest z artykutami
galanteryjnymi czy nawet kosmetycznymi, chociaz tutaj wptyw wieku na
popyt bedzie si¢ raczej zacierat.

Jak z tego wynika, znajomo$¢ podstawowych elementoéw skladu oso-
bowego ludnosci na danym terenie posiada ogromne znaczenie dla pra-
widlowego ustalania zapotrzebowania tej ludno$ci na szereg artykutow
konsumpcyjnych. Trudno$¢ polega jednak na tym, ze ukltad ludno$ciowy
w skali regionalnej jest bardzo dynamiczny i zmienny i nie da si¢ nigdy
catkiem doktadnie okresli¢ aktualnej liczby i1 struktury ludno$ci znajdu-
jacej si¢ na danym terenie. Istniejace statystyki podaja jedynie stany
ludnosci na okreslone momenty czasu, nie daja natomiast zadnych infor-
macji o ksztattowaniu si¢ przejs¢ z jednego stanu w drugi, totez obiecuja-
cym narz¢dziem uchwycenia tego procesu wydajg si¢ tzw. wieloczynni-
kowe macierze przejécia, ktore pozwalaja opisa¢é mechanizm funkcjono-
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wania catego uktadu ludnosciowego lacznie z odradzaniem si¢ i obumiera-
niem poszczegoélnych jego elementow.

Jak wiadomo, podstawowymi sktadnikami zmian ludnosciowych w
skali regionalnej sg z jednej strony elementy decydujace o ruchu natural-
nym ludnosci, czyli urodzenia i zgony, z drugiej za§ elementy wyznacza-
jace ruch wedrowkowy ludnosci, tj. odplywy i przyplywy migracyjne.
Elementy te powoduja, ze z okresu na okres zmienia si¢ mi¢dzyregional-
ny uktad ludnosci zarowno pod wzgledem swoich rozmiardéw, jak i we-
wnetrznej struktury.

Postugujac si¢ modelem tozsamosciowym dla zbilansowania stanow
ludnosci w skali regionu w ciagu pewnego okresu czasu, mozna napisac
podstawowa réwnos$¢ w postaci:

LYV=[®O 4 4 —B.—U,+V, (r=1, 2,...,m), (1)

gdzie LY i L™" oznaczajg liczby ludno$ci w regionie " odpowiednio
w okresie t i t+1, Ar i Br oznaczaja odpowiednio liczb¢ urodzen i zgonow
w regionie ,r" pomigdzy okresem ¢ i ¢t+1, U, i V,oznaczaja odpowiednio
liczbe odptywu i1 przyplywu migracyjnego dla regionu ,,»" pomiedzy
okresem ¢ i t+1.

Uwzgledniajac taczng liczbe¢ m regionéw, mozemy przeplywy migra-
cyjne wyrazi¢ w terminach odptywow w postaci

m m
U=>)U,; oraz V,=)U,
J¥Fr i#r

gdzie Uj; oznacza odptyw ludno$ci z regionu ,,i" do regionu ,;".
Oczywiscie suma wszystkich odpltywdédw musi si¢ rownaé ogolnej su-
mie przyplywoéw, co mozna zapisac

2 Uy=2 20U

Jj#r iEr
Dzielac nastgpnie odplywy mlgracyjne poszczegbdlnych regiondéw

przez liczbe ludnosci tych regionéw, mozemy model (1) zapisa¢ w postaci

nMs
uMs

L¢*Y=LP"+4,—B,— j;ru,jL()+ Zu LY (r=1,2,..,m) 2)

. _ Uu

gdzie 4= I—,,“_)

Wyrazajac z kolei urodzenia i zgony w wielkosciach wskaznikowych moz-
na model (2) napisa¢ w postaci

m

L Y=1+a,-b,— ¥ u,)LO+ Y u, LY (r=1,2,...,m) (2a)

J#r i#r

gdzie a, oraz b, oznaczaja odpowiednio wspdlczynniki urodzen i zgonow.
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Jak mozna zauwazy¢, model (2a) opisuje ukitad o sprzgzeniu zwrot-
nym, w ktorym role wej$¢ odgrywaja przyplywy migracyjne do regionu
1" z pozostalych m—1 regiondow, za$ role wyjs¢, stan ludnosci w regionie

”

7", co mozna schematycznie przedstawi¢ w postaci
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W modelu powyzszym role regulatora odgrywaja wskazniki urodzen,
zgondéw 1 odplywu migracyjnego, a efektem ich oddzialywania jest zwy-
kle hamowanie wzrostu stanu liczebnego ludnos$ci miejscowej, gdyz suma
wskaznikow umieralno$ci i odptywu migracyjnego przewyzsza zwykle
warto$¢ wskaznika urodzen. Stad taczna warto§¢ przepustowa ukladu re-
gulacyjnego jest zwykle mniejsza od jednosci, wyznaczajac proporcje lud-
nosci, ktora z okresu na okres pozostaje w danym regionie tacznie z wia-
snym przyrostem naturalnym. Gdyby zatem nie naplyw ludnosci z pozo-
statych regionow, ktory bezposrednio zwigksza stan ludno$ci danego re-
gionu (ze wzgledu na przepustowos$¢ ukladu regulowanego réwna 1), to
liczba ludnos$ci w tym regionie miataby zwykle tendencj¢ spadkows. Prze-
plywy migracyjne sg zatem jedynym regulatorem powstajacych dyspro-
porcji w migdzyregionalnych stanach ludnosci. Bardziej widoczne stanie
si¢ to, gdy od pojedynczych regionéw przejdziemy do kompleksowego
uktadu m regionow. W tym celu wygodniej bedzie napisa¢ model (2a)
W postaci macierzowej

“re+r)] e -1 Fr®
Ly ; S11U21 U3y oo Uy Ly T
(t+1) (1)
L; Ugz S22 U3z «oc Ump L;
t+1 t
LD 1=l uyatz3 S350 s |- | LY (3)
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gdzie

S,.,.=(l +ar—br— Z urj)

J#r
Model (3) mozna rowniez napisa¢ w postaci
LY GL? (3a)

gdzie L” i L™Y sg wektorami stanéw ludnosci w m regionach w okre-
sie odpowiednio ¢ i t+/, za§ G jest macierza operatorowg wzrostu, bedaca

12 Ruch Prawniczy z. 1/71
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transponowang macierza przejscia, w ktorej elementy na glownej prze-
katnej oznaczajg frakcje ludnosci pozostajacej w danym regionie lagcznie
z przyrostem naturalnym pomiedzy okresem ¢ i #+1, za§ elementy poza
glowng przekatng oznaczajg frakcje miedzyregionalnych przeptywow mi-
gracyjnych pomiedzy okresem ¢ i t+1. Nalezy zaznaczy¢, ze sumy ele-
mentéw poszczegolnych kolumn macierzy G nie rownaja si¢ zwykle jed-
nosci. Zalezy to od wartosci liczbowych wspotczynnikéw urodzen i zgo-
noéw, ktore powoduja, ze w przypadku gdy a#b elementy s, nie dopel-
niaja si¢ do jednosci. Dla populacji rozwojowych, dla ktéorych a>b,
sumy kolumn beda wigksze od jednosci, za$ dla populacji gasngcych
(a,<b,) sumy te beda mniejsze od jednosci. Jedynie dla populacji usta-
bilizowanych o rownych wspotczynnikach urodzen i zgondéw macierze
przejscia beda typowymi macierzami opisujacymi jednorodne procesy
Markowa '. Zgodnie z tym mozna by model (3a) napisaé w postaci

L**Y=(4—B+P)L® (3b)

gdzie A jest diagonalng macierzg wspotczynnikdw urodzen, B jest diago-
nalng macierza wspolczynnikéw zgonow, za$ P jest macierza prawdopo-
dobienstw przejscia.

Macierz operatorowa wzrostu, podobnie jak macierz prawdopodo-
bienstw przejscia, opisujg strukture sprzezen uktadu, ktéra mozna gra-
ficznie przedstawi¢ za pomocg sieci sprz¢zen o przepustowosciach cza-
stkowych rownych warto$ciom poszczegodlnych elementéw macierzy, co
na przyktad dla uktadu czterech regionéow bedzie mialo posta¢ jak na
ryc. 1.
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Ryc. 1

"'T.C. Lee, G.G. Judge, T. Takyama, On Estimating the Transition Probabili-
ties of Markov Process. Journal of Farm Economics, 1965, 43.
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W przypadku bardziej ogélnym, dowolny uktad skladajacy sie z m
elementow (regionéw) posiadat bedzie m petli sprzgzen zwrotnych o prze-
pustowo$ciach rownych elementom na gléwnej przekatnej macierzy G
oraz nie wigcej jak m—(m—z—vl) bezposrednich sprzezen zwrotnych o prze-
pustowosciach czastkowych rownych elementom potozonym symetrycznie
parami wzgledem przekatnej gtdwnej. Ponadto uktad moze zawieraé sze-
reg posrednich sprzgzen zwrotnych, ktoére beda podnosily jego ultrasta-
bilno§¢. Trzeba rowniez pamigtaé, ze elementy stabilizujace uktad nie sa
tylko pojedynczymi pe¢tlami sprzgzen zwrotnych, a calymi pekami petli,
w zalezno$ci od liczby i spdjnosci poszczegdlnych regiondw.

Dla ilustracji postluzymy si¢ przyktadem dwoch regionow, dla ktorych
uktad rownan strukturalnych ma postaé

L(1t+1)=(1+a1_b1—u12)L(1t)+u21 LY
Lg+1)=(l+02—b2—u21)Lg)+u12L(1t) .

Uktad powyzszy mozna przedstawi¢ za pomoca schematu blokowego
(ryc. 2). Jak mozna zauwazy¢, uktady regulacyjne w kazdym regionie
sktadaja si¢ z czterech pe¢tli sprzgzenia zwrotnego potaczonych réwnolegle,
przy czym kazda z nich reprezentuje odmienne procesy. Pierwsza petla
sprzezenia zwrotnego o przepustowosci ,,1" stara si¢ utrzymac dotych-
czasowy stan ludnosci na niezmiennym poziomie, p¢tla druga natomiast

12%
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oddziatuje dodatnio na stan wejSciowy uktadu przez powigkszanie do-
tychczasowego stanu ludno$ci o nowo narodzonych, trzecia petla z kolei
hamuje wzrost stanu ludnosci o liczb¢ zgondéw i podobnie czwarta petla
zmniejsza stan wejsciowy ukladu o liczbe odptywu migracyjnego, zwigk-
szajagc rownoczes$nie stan wejSciowy uktadu regulowanego w drugim
regionie. Cato$¢ regulacji dokonuje si¢ zatem w ramach zamknigtego
uktadu sprzezen zwrotnych, bez wpltywu czynnikéw zewnetrznych, a stany
uktadu zalezg jedynie od standw poprzednich, tak jak to ma miejsce
w znanych procesach Markowa. Wskazywataby na to réwniez postac
strukturalna uktadu réwnan jednoczesnych (3), ktéra nie zawiera zadnych
zmiennych egzogenicznych, a tylko zmienne endogeniczne objasniane
przez poszczegolne réwnania modelu, w ktorych wystepuja one rowniez
w charakterze zmiennych objasniajacych, opdznionych o jeden okres.

Tymczasem mimo duzego podobienstwa procesOw ludnosciowych
w skali regionalnej z procesami Markowa, zmiany w stanie ludnosci w cza-
sie nie zaleza tylko od samoczynnych proceséw przeptywdw ludnoscio-
wych (naturalnych i migracyjnych), lecz sg tak samo wynikiem oddzia-
lywan zewnetrznych. Kazda najmniejsza nawet zmiana w uktadzie sto-
sunkow ekonomicznych juz powoduje, ze proces wystepowania réwno-
wagowych tendencji w przeplywach ludnosciowych zaczyna si¢ chwiac,
skutkiem czego stany ludno$ci w poszczegdlnych regionach ukladajg si¢
w sposob odmienny od przewidywanych.

Przeobrazenia w strukturze spoteczno-ekonomicznej poszczegdlnych
regionow wywotujg zwykle daleko wicksze zmiany w ukladzie ludnoscio-
wym niz kazde inne dorazne formy interwencji zewngtrznej, gdyz wpty-
waja one przewaznie na zmian¢ struktury sprzezen uktadu (zmiang war-
toSci elementdéw macierzy operatorowej przejscia), podczas gdy na przy-
ktad srodki polityki interwencyjnej panstwa wplywaja jedynie na stany
wyjsciowe lub na dodatkowe wejscia uktadu. W pierwszym przypadku
chodzitoby o kwesti¢ kazdorazowych zmian postaci numerycznej macierzy
przejscia, w drugim za§ o zmodyfikowanie uktadu o dodatkowe wejscia,
co mozna by uczyni¢ przez wprowadzenie do uktadu réwnan (3) dodat-
kowego wektora zmiennych egzogenicznych.

Poniewaz jednak w praktyce trudno jest wyodrgbni¢ wplyw efektow
zewnetrznych na zmian¢ macierzy przejScia i zmiang stanow wejscio-
wych (wyj$ciowych) uktadu, dokonuje si¢ zwykle estymacji macierzy
przejScia na podstawie szeregow czasowych zaobserwowanych stanow
ludno$ci w poszczegodlnych regionach, traktujac odchylenia pomigdzy
stanami faktycznymi i teoretycznymi jako czysto przypadkowe lub tez
dokonuje si¢ interpolacji macierzy przejscia wyznaczonej na podstawie
zaobserwowanych stanoéw ludnosci w dwoch mozliwie odleglych od siebie
terminach czasu. W pierwszym przypadku mamy do czynienia z modelem
regresji, ktory dla wszystkich m regioné6w przyjmie nastgpujaca macie-
rzowa postac
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LD =GL® 4 (4a)
gdzie L” i L™ s3 wektorami zaobserwowanych stanéw ludnosci w m

regionach w okresach odpowiednio ¢ i #+1, G jest oszacowana’ macie-
rz3 operatorowg wzrostu na podstawie szeregéw czasowych oraz e jest
wektorem odchylen pomig¢dzy zaobserwowanymi a obliczonymi warto-
Sciami stanéw ludnosci w okresie r. Wektor ¢” odgrywa role dodatko-
wych wejs¢ regulujagcych stany wewnetrzne ukladu poprzez oddziatywa-
nie czynnikow przypadkowych z zewnatrz.

Drugi sposéb szacowania macierzy przejscia polega na interpolowa-
niu jej elementow na podstawie zaobserwowanych stanow w dwoch od-
stepach czasu, np. pomiedzy dwoma kolejnymi spisami ludnos$ci, poprzez
wyciagniecie n-tego pierwiastka z tej macierzy, gdzie n jest liczba pod-
okresow dzielacych przedziat czasowy dla zaobserwowanych stanéw. Ko-
rzysta si¢ przy tym ze znanej wlasno$ci mnozenia macierzy

1 1

G"=ND'N!

gdzie D jest macierza diagonalng, a N jest odpowiednio skonstruowang
nieosobliwg macierzg kwadratowg tego samego rzedu co G. W algebrze
macierzy dowodzi si¢, ze dla G z ré6znymi pierwiastkami charakterystycz-
nymi rozwigzaniem dla D jest macierz diagonalna z niezerowymi ele-
mentami, réwnymi pierwiastkom charakterystycznym réwnania wyzna-
cznikowego

IG—AI|=0

Po dokonaniu interpolacji macierzy przej$cia do okresu jednostkowego
przeprowadza si¢ identyczny cigg operacji, jak w przypadku modelu re-
gresyjnego, tzn. przemnaza si¢ macierz przejscia przez wektory faktycznie
zaobserwowanych stanow uktadu, a nie przez wektory standow teoretycz-

? Istnieja zasadniczo trzy metody szacowania macierzy przejécia na podstawie
szeregow czasowych, a mianowicie: 1) klasyczna metoda najmniejszych kwadratow,
2) metoda absolutnych odchylen oparta na programowaniu liniowym oraz 3) me-
toda najmniejszych kwadratow przy warunkach ograniczajacych, oparta na progra-
mowaniu kwadratowym. Zob. A. Rogers, Matrix Analysis of Interregional Popula-
tion Growth and Distribution. Berkeley — Los Angeles 1968, 38-44; S. Mynarski,
Uzytecznos¢  demograficznych  macierzy — przejscia ~ w  miedzyregionalnych — badaniach
rynku. Przeglad statystyczny 1970, nr 2; L. G. Telser, Least Squares Estimates 0j
Transition Probabilities in Measurement in Economics. Palo Alto 1963.
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nych, jak to ma miejsce w rekursywnym systemie podstawien w proce-
sach Markowa.

W badaniach rynkowych w przekroju regionalnym wazne znaczenie
ma nie tylko znajomos$¢ liczby ludnosci, ale jak to juz na poczatku stwier-
dzono, réwniez jej struktury wedlug wieku i plei, od ktorej zalezy popyt
na szereg artykutow. Powstaje zatem problem wlaczenia do dotychcza-
sowego modelu elementéow rozdrabniajacych caty uktad na pewne pod-
uktady grup wiekowych, w ramach ktérych zachodzi¢ beda podobne pro-
cesy przejscia, tylko ze o zgola odmiennym charakterze. Mianowicie do-
tyczy¢ one begda przechodzenia z nizszych grup wiekowych do wyzszych,
a macierze przejScia, ktore beda opisywaé te procesy mozna by nazwac
macierzami przezycia. Posta¢ tych macierzy bedzie jednak inna dla lud-
nosci stacjonarnej, a inna dla przeplywowej, bowiem wsrod ludnosci sta-
cjonarnej zachodzit bedzie proces ciaglego odradzania si¢ uktadu (uro-
dzenia zywe), podczas gdy wsrdd ludnosci przeptywowej sam fakt prze-
mieszczen. OczywiScie w jednym i w drugim przypadku zachodzi¢ beda
podobne procesy starzenia si¢ ludnosci.

Ciekawe propozycje w zakresie macierzy przezycia dla ludnoS$ci sta-
cjonartiej przedstawitl A. Rogers®. Proponowana przez niego macierz ma
postaé :

0 5,0 0 .0
0 0 5530 .0
0 0 0 s3..0
S |sa0 0 0 .0 (5)
axn |: :

s 0 0 0 ..0
00 0 0 .si,
0O 0 0 0 ..O0

Macierz sklada si¢ z elementow  s,,+; utozonych nad glowna przekatna,
przy czym kazdy z nich oznacza proporcj¢ ludnosci w grupie wiekowej
, 1", ktora przezywszy do konca jednostkowego przedziatu czasowego prze-
chodzi do grupy wiekowej ,,r+1". Oprocz tego macierz zawiera rowniez
w pierwszej kolumnie elementy s;, ..., s; , ktore oznaczajag proporcje
nowo narodzonych dzieci w stosunku do liczby ludnosci w grupach wie-
kowych od ,, k" do ,,/"” mogacych mie¢ dzieci.

> A. Rogers, op. cit., s. 10 - 15.
* Zmieniono nieco symbolike oraz dokonano transpozycji macierzy w celu za-
chowania korespondencji z poprzednimi rozwazaniami.
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Nieco prostsza budowe posiada macierz przezycia ludnosci przepty-
wowej, gdyz nie zawiera juz kolumny dotyczacej urodzen. Macierz taka
w stosunku do ludno$ci migrujacej z regionu ,,i"” do regionu ,,j” ma po-

staé’:
0u,0 ...0
00 u¥; 0
Ui' ------------
" xjnz ......... e (6)
00 O U4
00 0 0 ~

14

Elementy u¥ .,  oznaczaja proporcj¢ ludnosci w grupie wickowej ,,r
ktora w ciagu jednostkowego okresu czasu przesuwa si¢ z regionu ,,i"
do regionu ,,j” i wchodzi tam do grupy wiekowej ,,r+1".

Trzeba jednak zaznaczy¢, iz pomimo duzej oryginalnosci powyzszych
macierzy, zakres ich stosowalnos$ci w praktyce jest dos¢ powaznie ogra-
niczony. Macierze te moga by¢ bowiem stosowane tylko w tych przy-
padkach, gdy dlugos¢ przyjetych przedziatow wiekowych pokrywa si¢
doktadnie z dlugoscia jednostek czasowych istniejacych w sprawozdaw-
czosci statystycznej. Tymczasem w praktyce nie tylko, ze dlugo$¢ ta si¢
nie pokrywa, ale jeszcze istnieje zroznicowanie w dlugosci przedzialow
wiekowych. Poniewaz zwykle okresy sprawozdawcze w zakresie danych
demograficznych sg krotsze od przedziatow wiekowych, wystapi sytuacja,
ze nie cata ludno$¢ w grupach wiekowych, ktora przezyje do konca jed-
nostkowego okresu czasu, przejdzie do nastgpnych grup wiekowych, lecz
cze$¢ z niej pozostanie nadal w dotychczasowych grupach. Udzial ludnos$ci
pozostajacej w tych grupach bedzie wprost proporcjonalny do rozpigtosci
przedziatow wiekowych tych grup, a odwrotnie proporcjonalny do dtu-
gosci  jednostkowego okresu sprawozdawczego. W kazdym badz razie
w macierzach przejscia wystapia obok siebie po dwa elementy wzdluz
gtownej przekatnej, z ktorych jedne beda lezaly na samej przekatnej,
a drugie tuz obok nich w prawo ®. Wobec tego wieloczynnikowa macierz
przezycia dla ludno$ci stacjonarnej w danym regionie bedzie miata postaé

> Zmieniono symbolike i uktad w celu zachowania jednolitej nomenklatury
oznaczen.

8 W przypadku, gdyby wystapila sytuacja odwrotna i przedzialy wiekowe byly
mniejsze od okresow sprawozdawczych, w macierzach przejscia wystapityby réowniez
po dwa elementy wzdluz gtownej przekatnej, tylko Ze juz przesunigte o jedno lub
wigce] miejsc w prawo w zalezno$ci od tego, ile razy okres sprawozdawczy jest
dtuzszy od przedziatu wiekowego.
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W macierzy tej elementy s, lezace na glownej przekatnej oznaczaja
frakcje ludnosci w grupie wiekowej ,, 7", ktora przezywszy do konca jed-
nostkowego przedziatu czasowego pozostala w tej grupie wiekowej na
nastepny okres, za$ elementy s,,.; oznaczaja pozostata frakcje ludno-
sci, ktora przezyta i przeszta do nastgpnej grupy wiekowej. W ten spo-
sob w ramach poszczegélnych grup wiekowych mozna wyr6zni¢ ludnosé
mtodsza, pozostajacg nadal w danej grupie, od ludnosci starszej, ktora
przechodzi do nastgpnej grupy wiekowej. Ponadto, tak jak u Rogersa,
macierz zawiera w pierwszej kolumnie elementy s;; ..., s;;, oznacza-
jace frakcje nowo narodzonych dzieci, ktore, przezywszy do konca jed-
nostkowego przedziatu czasowego, powigkszyly stan liczebny pierwszej
grupy wickowej.

Cechg charakterystyczng tej macierzy jest to, ze poszczegolne jej wier-
sze nie sumujg si¢ do jedno$ci i sa na ogol mniejsze w grupach wieko-
wych niereprodukcyjnych o frakcje zgondéw i frakcj¢ odplywoéw migracyj-
nych oraz wigksze od jednosci w grupach reprodukcyjnych, o ile frakcje
nowo narodzonych dzieci w tych grupach sg wyzsze od frakcji zgonow
i odplywéw migracyjnych. Gdyby do macierzy doda¢ dodatkowy wiersz
i dodatkowa kolumne dla reprezentowania koncowego stanu, jakim jest
zgon, to na ich przecigciu wystgpilaby jedynka, za§ pozostale elementy
wiersza bylyby zerami, a elementy kolumnowe frakcjami zgondéw i ma-
cierz taka opisywataby kompletny uktad ludnosci stacjonarnej w danym
regionie. Uktad taki posiadalby swoje wejscia w postaci przyptywéw mi-
gracyjnych oraz wyjscia w postaci odptywow.

Podobnej modyfikacji jak macierz przezycia ludnos$ci stacjonarnej we-
dlug grup wiekowych wymaga roéwniez macierz przezycia ludnosci prze-
plywowej. Zawiera¢ ona bedzie rowniez po dwa elementy wzdhuz gltow-
nej przekatnej, a wigc jej posta¢ dla przejscia z regionu ,i” do regionu
,.j" bedzie nastepujaca:
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Elementy u¥ oznaczaja proporcje ludnosci w grupie wiekowej , 7", ktora
w ciaggu jednostkowego okresu czasu przechodzi z regionu ,,i” do regionu
,j" 1 pozostaje nadal w tej grupie wiekowej, za§ elementy u¥,,, ozna-
czaja pozostala cze$¢ ludnosci w grupie wiekowej ,,r", ktora wedrujac
z regionu ,,i"” do regionu ,,j" przechodzi tam do nastepnej grupy wiekowe;j.
Polozenie elementow wzdluz gtownej przekatnej macierzy U zaleze¢ be-
dzie, tak samo jak w przypadku macierzy S, od rozpigtosci przedziatow
wiekowych w stosunku do dlugosci jednostkowego odcinka czasowego,
przyjetego za podstawowa jednostke sprawozdawcza.

Macierze migdzyregionalnych przeptywoéw U, wraz z poprzednimi
macierzami przezycia S, tworza wieloczynnikowa macierz przejscia, kto-
ra moze ostatecznie stuzy¢ do obliczenia stanéw liczebnych ludnosci w po-
szczegdlnych regionach wedlug grup wiekowych. Oznaczajac przez
LY (i=1, 2, ..., m) wektor zaobserwowanych stanéw liczebnych ludno-
sci w regionie ,,i"” wedtug n grup wiekowych w okresie ,,¢" oraz dokonujac
transpozycji poszczegélnych macierzy przezycia ludnos$ci stacjonarnych
w kolejnych regionach, mozemy napisa¢ model przewidywania dla m
regiondow, analogicznie jak model (3), w postaci macierzowej

—L(It+1)_ § ,11 U21 U31 s Uml— —_L(lt)—
Lgﬂ) Uiz 83 Usp oo Upp L(zt)
L(stﬂ) =|Uyz Uzs S33 .. Ups |- Lg) 9
_Lg+l)_ _Ulm UZm U3m S;nm_ _L:,:)_

W modelu tym jednak zamiast elementow Li wystgpuja wektory o wy-
miarach nx/, tak samo jak zamiast elementow s; oraz u; wystepuja
odpowiednie macierze przezycia o wymiarach nxn. Model ten w prze-
ciwienstwie do modelu (3) opisuje juz nie tylko stany ludno$ci w poszcze-
golnych regionach, ale rowniez proces starzenia si¢ i regeneracji tej lud-
nosci. Dzigki temu modelowi mozna uchwyci¢ falowanie poziomu liczbo-
wego ludnos$ci na skutek przesuwajacych si¢ wyzow 1 nizéw demogra-
ficznych, co ma ogromne znaczenie w badaniach popytu konsumpcyjnego.

Jako przyktad niech postuzy uktad dwoéch regionow o szesciu grupach
wiekowych, z ktorych trzy $rodkowe (3, 4 i 5) nalezg do grup regeneruja-
cych, a wigc tych, w ktorych moga rodzi¢ si¢ dzieci. Wowczas uktad taki
mozna przedstawi¢ za pomocg schematu blokowego o postaci do$¢ skom-
plikowanej (ryc. 3).
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Jak ze schematu wynika, proces starzenia si¢ ludnosci w kazdym z re-
gionéw przechodzi kolejne etapy od mtodszych grup wiekowych do star-
szych, zblizajac si¢ nieuchronnie do ostatecznego stanu, ktory zamyka po-
szczegblne cykle generacyjne. Proces ten zatrzymuje si¢ czgSciowo na
poszczegodlnych etapach w stosunku proporcjonalnym do wskaznikow
liczbowych s/} umieszczonych na petlach sprzezefi zwrotnych uktadu dla
kazdego z regionow oraz w stosunku do wskaznikéw liczbowych ui dla
przepltywow migdzyregionalnych w ramach tych samych grup wieko-
wych. Regeneracja procesu nast¢puje natomiast w trzech srodkowych
grupach wiekowych, ktore zasilaja stan poczatkowy ukladu w propor-
cjach rownych odpowiednim wskaznikom liczbowym si;, umieszczonych
na petlach sprzezenia zwrotnego, taczacych poszczegdlne stany posrednie
ze stanem poczatkowym uktadu. Oczywiscie caly ten schemat odnosi si¢
tylko do ludnos$ci zyjacej, a $cislej do ludnosci przezywajacej do konca
jednostkowego przedziatu czasowego, nie dotyczy natomiast ludnosci, kto-
ra w przeciagu tego okresu czasu zmarta w poszczegolnych grupach wie-
kowych, przechodzac bezposrednio do stanu absorbujgcego, jakim jest
zgon, ktorego ze wzgledu na czytelno$¢ ukladu nie umieszczono w sche-
macie.

Powstaje z kolei problem szacowania macierzy przejscia w modelu (9),
ktora jest m-krotnie wicksza w poréwnaniu z analogiczng macierzg przej-
scia. w modelu (3). Co prawda nie wszystkie jej elementy sg niezerowe,
ale 1 tak nalezy oszacowaé po (2n—I) elementéw przekatniowych w kaz-
dej z mxm podmacierzy segmentowych oraz (I—k) eclementow w kazdej
z m podmacierzy przekatniowych, czyli razem m[m(2n+1)+(—k)] ele-
mentow w poréwnaniu z mxm elementami macierzy przejscia w modelu
(3). Dla wyznaczenia tej liczby parametréw za pomocg metody najmniej-
szych kwadratow nalezatoby dysponowac znacznie dluzszymi szeregami
czasowymi obserwacji niz w przypadku modelu (3), co dla wigkszych
rozmiarOw macierzy nie zawsze byloby mozliwe. Dlatego tez w praktyce
nalezaloby postgpowaé inaczej, a mianowicie oddzielnie szacowaé prze-
katniowe podmacierze segmentowe dla kazdego regionu, ktéore z uwagi
na dostgpne dane odnosnie do ludnosci stacjonarnej mogltyby by¢ wyzna-
czane na podstawie danych z ostatnich dwoch okresow sprawozdawczych,
a oddzielnie szacowaé pozaprzekatniowe podmacierze przeptywow mig-
dzyregionalnych, ktore z uwagi na niedoskonatos¢ danych statystycznych
powinny by by¢ raczej wyznaczane na podstawie dluzszych szeregoéw
czasowych.

W zakresie ludnos$ci stacjonarnej istnieja obecnie dos¢ doktadne staty-
styki regionalne dotyczace standéw ludnos$ci w poszczegodlnych latach we-
dtug grup wiekowych i plci oraz statystyki ruchu naturalnego, tj. uro-
dzen wedtug pici noworodka 1 wieku matki oraz zgondéw wedlug wieku
1 ptci, a nadto statystyki ruchu wedrowkowego ludnosci ujmujgce od-
pltywy i przyplywy migracyjne ogétem (bez rozbicia na regiony) wedhug
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grup wiekowych. Wszystkie te dane dajg si¢ symbolicznie ujaé w po-
szerzong macierz stacjonarnego uktadu ludnosci, ktora jest przedstawio-
na w tabeli 1.

Tabela 1
Poszerzona macierz przezycia ludnoéci stacjonarnej
|
1 ! I \St‘m lu-
Wick | 0-4 | 5-9 |10-14 | 15-19 [20-29/30-3940-49/50- 59| %° 1 | Zgony | Odpiyw | dnosci
' wigcej J w okre-
| ' ‘ sie ¢
0-4 | Ly | zu | | I I R
’ | | L | L | || || ENEE
10-14 | ' Es ' | Ess | ‘ | 1 | Bs | vs | L%
15-19 | 4. | | | L o] 2 | | | | B. | ve | L%
20-29 | 45 | | 1 Lss | Lss | | [ | Bs | vs | L9
30-39 | 46 | | Tor | ‘2o | | | B¢ | vs | L9
40-49 | A7 [ l Ly, ‘ Ly \ i B, ‘ U, ‘ L(;)
50 - 59 \ | | | Les| Zeo | Bs | Us | L%
60 i wie- l
cej I ‘ ‘ ‘ Ly By ' U, | L(;)
Przeptyw | Vi | Vo | va | Ve | v | v | v | W] v | » ;
Stan lud- 1 ’ 1
nosci w |
okresie (t+1 4 (t+1) (3t+1) L(4t+1> 1L§t+1) Lét+1) L(7t+1) Lét+1) L(9t+1) i ‘
t+1 ‘ 1 L

Niewiadomymi elementami w calym tym ukladzie sg elementy poto-
zone na gtownej przekatnej macierzy i tuz ponad, z ktérych te pierwsze
oznaczaja liczebnosci ludnosci pozostajacej w danych grupach wieko-
wych na nastepny okres, za$ drugie oznaczaja liczebnosci ludnosci prze-
chodzacej do kolejnych wyzszych grup wiekowych. Daja si¢ one jednak
wyznaczy¢ przy zachowaniu odpowiedniej kolejnosci rozwigzan. Miano-
wicie obliczanie rozpoczyna si¢ od wyznaczenia elementu L,;; jako roznicy
pomiedzy liczbg oséb w pierwszej grupie wiekowej w okresie ,,t+/" po-
mniejszong o liczb¢ przyptywu migracyjnego w tej grupie, a liczbag nowo
narodzonych dzieci we wszystkich czterech grupach wiekowych. Obli-
czony w ten sposob element L;; stanowi nastgpnie podstawe dla oblicze-
nia kolejnego elementu L;,, ktéry wyznacza si¢ jako réznice pomiedzy
liczba ludnos$ci w pierwszej grupie wiekowej w okresie ,,¢" pomniejszong
o liczbe odptywu migracyjnego i liczbe zgonow w tej grupie, a wyzna-
czong poprzednio wielko$cig L;;. Z kolei przechodzi si¢ do drugiej kolum-
ny macierzy i oblicza element L,, na podstawie wyznaczonego uprzednio
elementu L;, oraz stanu liczebnego ludnos$ci w drugiej grupie wickowej
w okresie ,,¢t+/1" i przyptywu migracyjnego w tej grupie. Dalej wyzna-
cza si¢ element L,; na podstawie tozsamosciowej relacji trzeciego wier-
sza, element L;; na podstawie tozsamos$ciowe] relacji trzeciej kolumny
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itd., az w ostatecznosci otrzymuje si¢ element Lgy, ktory musi si¢ zgadzac
z bezposrednig relacja w ostatniej grupie wiekowe;.

Dzielac z kolei poszczegolne elementy L; przez odpowiadajace im sta-
ny ludnosci w okresie ", czyli przez L{’, otrzymujemy odpowiednie
wskazniki liczbowe s; bedace oszacowanymi elementami macierzy prze-
zycia dla ludnos$ci stacjonarnej.

Powyzsza procedura daje si¢ z tatwos$cig stosowaé do uktadu dwure-
gionalnego traktowanego jako catos¢. W ukladzie tym wystapia po dwie
macierze przezycia ludno$ci stacjonarnej oraz dwie macierze migdzyre-
gionalnych przepltywow. Przyktadem moze by¢ dwuregionalny uktad lud-
no$ci miasta Krakowa i reszty kraju, dla ktérego odpowiednie macierze
przejscia zostaly wyznaczone na podstawie danych statystycznych za la-
ta 1967 - 1968, co obrazuje tabela 2.

Analizujac poszczegélne elementy tej macierzy, np. wedlug pierwsze-
go wiersza, mozna stwierdzi¢, ze w ciagu badanego okresu czasu, czyli od
31 XII 1967 do 31 XII 1968 r., okoto 77,2% dzieci w grupie wiekowej
(0 - 4) przezyto do konca tego okresu i pozostatlo nadal w tej grupie wie-
kowej, za§ 21,5% przezywszy, przeszto do nastepnej grupy wiekowe;j
(5-9) lat. Reszta osob, ktora przezyla, wyemigrowala z Krakowa, co
stanowito okoto 0,7%. Dopelnieniem do 100% jest frakcja osob, ktore
zmarly w ciggu badanego okresu czasu. W podobny sposob mozna by in-
terpretowac elementy nastepnych wierszy dotyczacych dalszych kolej-
nych grup wiekowych, z tym jednak, ze od czwartego do siddmego wier-
sza wystepuja dodatkowo elementy oznaczajgce frakcje nowo narodzo-
nych dzieci, ktére nie beda wliczane do relacji sumowania si¢ poszcze-
gbélnych wierszy do jednosci. Tym niemniej mozna je sumowaé wraz
z poszczegblnymi elementami przej$cia wystepujacymi w poszczegdlnych
wierszach, co w przypadku uzyskania sum wigkszych od jednosci wska-
zywaé bedzie na dodatni przyrost naturalny w ramach poszczegoélnych
grup (jak to wystepuje w naszym przypadku), za§ w przypadku sum
mniejszych od jednosci wskazywatoby na ujemny przyrost naturalny.
Sumy te jednak beda zazwyczaj wigksze od jednosci i to nawet w popu-
lacjach stacjonarnych, gdyz musza zrekompensowa¢ ujemny przyrost na-
turalny w niereprodukcyjnych grupach wiekowych.

Analogiczng interpretacj¢ jak dla miasta Krakowa, majg elementy
wystepujace w poszczegbélnych wierszach dolnej cze$ci macierzy, a do-
tyczace reszty kraju, z tym jednak, ze wystepuje tam przestawienie ko-
lejno$ci macierzy stacjonarnej ludno$ci z macierza migdzyregionalnych
przepltywow.

Analizujac z kolei warto$ci liczbowe elementow lezacych na gitdownej
przekatnej macierzy zauwazymy, ze wickszym rozpigtosciom przedzialow
wiekowych odpowiadaja wigksze warto$ci elementow, a mniejszym
mniejsze, co potwierdza omawiane wczesniej zatozenie o relacji pomig-
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Wieloczynnikowa macierz przeplywow dla uktadu

Krakéw

\' [ ‘

| |
| Wiek 0-4 1 5-9 ‘ 10 - 14 15-19 20-29 30-39 | 40-49 50-59

{ 0-4 | 0,771609 | 0,215029
‘ 5-9 | | 0,753308 | 0,243308
[ 10 - 14 | | | 0,796533 | 0,201042 | \ 1
: 15-19 | 0,008854 | 0,760625 | 0,236684 | | |
‘ 20 - 29 | 0,050315 | 0,903033 | 0,088054 |
| 30-39 | 0,017522 | ‘ | 0,895961 | 0,097784 |
40 - 49 | 0,001421 \ ; \ | | 0,940155 | 0,052982
50 - 59 | | | | | | 0,882131

Krakow

60 i wigcej |
0-4 | 0,000502 |
5-9 ; | 0,000223 | | | | | \ ‘;
10 - 14 | | | 0,000149 | [ 1 | |
15-19 | | g | 0,000142 | | ‘
| 20-29 j | | 0,000881 | [ }

30 -39 | ; | | | | 0,000378 | |
40 - 49 | \ } | | i | 0,000163 |
50 - 52 | | | | | [ | | 0,000117 ‘

Reszta kraju

I

60 i wigcej | { l | \ | | i !

dzy warto$ciami elementéw przekatniowych a rozpigtoscig przedzialow
wiekowych i dtugoscia okresu sprawozdawczego.

inaczej natomiast niz pierwotnie zaktadano wygladaja macierze mig-
dzyregionalnych przeplywow, ktore zamiast podwodjnych elementow
wzdtuz gléwnych przekatnych maja tylko pojedyncze elementy przekat-
niowe, co nie odzwierciedla dokladnie faktycznego procesu starzenia si¢
ludnosci przeptywowej. Tym niemniej obecna sprawozdawczo$¢ statystycz-
na ludno$ci nie pozwala na réwnoczesne wyliczenie frakcji ludnosci sta-
cjonarnej i ludnosci przeptywowej, ktore przechodza w ciagu badanego
okresu czasu do wyzszej grupy wiekowej. Nie powinno to jednak wpty-
ng¢ zasadniczo na znieksztalcenie procesu starzenia si¢ ludnosci w ujeciu
miedzyregionalnym tym bardziej, ze mamy do czynienia z krétkimi okre-
sami sprawozdawczymi (1 rok), na przestrzeni ktérych mate stosunkowo
frakcje ludnosci beda wchodzity do wyzszych grup wiekowych. Ponadto
nieuwzglednienie tych przej$¢ wsrod ludnosci migrujacej jest uchwycone
posrednio w przejSciach ludnosci stacjonarnej, gdyz ogolny uktad stanu
ludnosci musi si¢ przeciez rownowazyc.

Oprocz mozliwosci uchwycenia i opisania ztozonego procesu przecho-
dzenia ludno$ci z nizszych grup wiekowych do wyzszych w uktadzie mig-
dzyregionalnym, macierze demograficzne przej$cia pozwalaja na oblicze-
nie prawdopodobnych stanow ludnosci wedtug grup wiekowych i regio-
néw w przysztych okresach czasu. Polega¢ to bedzie na wymnozeniu
transponowanej macierzy przej$cia przez wektor stanow ludnosci w po-
szczegodlnych regionach wedtug grup wiekowych dla ostatniego okresu
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dwuregionalnego (Krakow i reszta kraju) Tabela 2
Reszta kraju
60 i wiecej| 0-4 { 5-9 10 - 14 1 15-19 l 20-29 ' 30-39 ’ 40 - 49 ; 50-59 60;).“”*?'
[ 0,006868 | | [ | | ; 1
| 0,003081 | i z | l |
i | 0,002104 | x 1 | ;
i [0,002297 | 1 1 !
| | | 0,008293 | [ |
i 1 : | 0.004803 | : ;
| | | 1 | 0,003094 | :
0,106000 | ; ( [ w, | 0,002542 |
0,950247 | | | | | { | 0,005586
0,775298 | 0,216067 } | | | |
0,771198 | 0,227569 | | | | ‘ |
| | 0,798348 | 0,200562 | | [ | |
0,015240 | | | 0,806158 | 0,192414 | | i l
| 0,075595 | | ; | 0,894018 | 0,103213 | | |
| 0,028062 | | | | 0,895254 | 0,101837 |
| 0,004111 | | | | :‘ | 0,931618 | 0,063917
| | | | | | | | 0,881007 | 0,109257
0,000200 | | | ‘\ | | | ‘ | 0,956735

czasu, czyli na zastosowaniu relacji (9). Oczywiscie nalezy przy tym za-
tozy¢ stacjonarno$¢ demograficznej macierzy przej$cia, czyli niezmien-
no$¢ poszczegbdlnych jej elementdow w czasie, zaro6wno w odniesieniu do
ludnosci stacjonarnej jak i przeptywowej. Tymczasem w praktyce takie
zalozenie nie zawsze bedzie spelnione, zwlaszcza gdy chodzi o ruch we-
drowkowy ludnosci, ktorego nasilenie zalezy od szeregu elementow zwia-
zanych z aktywizacja spoteczno-ekonomiczng poszczegdlnych regionow.
Tym niemniej w przypadku regularnych procesé6w rozwojowych ludnosci
w badanych regionach istnieje mozliwo$¢ wykorzystania omawianego mo-
delu do przewidywania stanu ludno$ci w przekroju mig¢dzyregionalnym
i wiekowym. Prognozy takie mogg by¢ zasadniczo dokonywane na naj-
blizsze okresy czasu o odstepach rownych dlugosci jednostkowego prze-
dzialu czasowego przyjetego za podstawg wyznaczania demograficznej
macierzy przej$cia. Jesli na przyktad macierz zostata wyznaczona na pod-
stawie stanow ludno$ci na koniec lat 1967 i 1968, to prognoza uzyskana
w wyniku przemnozenia tej macierzy (transponowanej) przez wektor
stanow ludno$ci na koniec 1968 r. dotyczy¢ bedzie stanow ludnosci na
koniec 1969 r. Gdyby natomiast macierz przejscia zostala wyznaczona na
podstawie okresu 5-letniego, to prognoza mialaby rowniez pigcioletnie
wyprzedzenie. Obecne statystyki ludnosciowe pozwalajg juz na badanie
stanow ludno$ciowych w odstepach rocznych, dzigki czemu istnieje mo-
zliwos¢ biezgcego analizowania miedzyregionalnego uktadu ludnosci za
pomoca przedstawionych macierzy przejscia oraz mozliwos¢ przewidywa-
nia zmian w uktadzie na najblizsze okresy czasu, co ma ogromne znaczg-
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nie dla operatywnych badan rynkowych. Majac bowiem przewidywany
uktad demograficzny ludnos$ci w przekroju regionalnym i wiekowym oraz
znajac przecietne wielkos$ci zapotrzebowan na dane artykutly przez osoby
nalezace do poszczegodlnych grup wiekowych, mozna na drodze zwyktego
wymnozenia okresli¢ przewidywang wielko$¢ zapotrzebowania na te ar-
tykuty dla badanego regionu. Dotyczy to zwlaszcza tych artykutow, dla
ktorych znane sa proporcje wagowe zapotrzebowania na osobg w poszcze-
gblnych grupach wiekowych, jak na przyktad artykuly zywnosciowe, dla
ktorych zostaly opracowane normy wyzywienia lub artykuly konfekcyjne
i obuwnicze, ktore pod wzgledem swych rozmiar6w i numeracji przysto-
sowane sg scisle do wieku konsumentow. Ale nawet w stosunku do arty-
kutow o nieznanych proporcjach wagowych zapotrzebowan konsumentow
istnieje mozliwos¢ posredniego wykorzystania przewidywanych stanow
ludnosci poprzez wiaczenie ich do strukturalnych postaci modeli popytu
w charakterze dodatkowych zmiennych objasniajacych, badz tez w po-
staci wskaznikow wagowych. Ponadto sama macierz przejscia dostarcza
szereg interesujacych wielkosci niemozliwych do uzyskania przy zwyktej
analizie statystyk ludnosciowych, ktéore moga by¢ wykorzystane dla po-
glebienia badan rynkowych. Dotyczy to zwlaszcza elementéw opisujacych
przejscia z nizszych grup wiekowych do wyzszych i dynamizujgcych
w ten sposob miedzyregionalny uktad ludnosci. Inne beda bowiem pro-
porcje popytu wsrod ludnosci pozostajacej nadal w dotychczasowych gru-
pach wiekowych, a inne ws$rdd ludnosci przechodzacej ,,$wiezo" do wyz-
szych grup wiekowych. Proponowany model ludnos$ciowy daje zatem
mozliwo$¢ prowadzenia badan popytu niejako na zywym uktadzie popu-
lacji, ktora na skutek swej mobilnosci wywotuje odpowiednie zmiany
w uktadzie stosunkow rynkowych.

CYBERNETIC ASPECTS OF A MODEL MIGRATION POPULATION
IN AN INTERREGIONAL ANALYSIS OF CONSUMPTION DEMAND

Summary

As a means of grasping the changes in population due to natural movements
and migration the author proposes a multifactorial matrix. It permits a description
of the functional mechanism of the whole population system including the births
and deaths of certain of its elements.



